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Kapitel 1

Einleitung

Eine der Standardmethoden zum Aufkléren der Elektronenstruk-
tur von Atomen, Molekiilen und Festkorpern ist die Dichte-
funktionaltheorie[1]. Thr Vorteil ist, dass bei ihr statt einer 3N-
dimensionalen Vielteilchenwellenfunktion nur eine 3D-Elektronen-
dichte bzw. N 3D-Einteilchenwellenfunktionen gesucht werden.
Thr Nachteil ist, dass die Austauschkorrelationsenergie nur im-
plizit ein Funktional der Dichte ist, also kein expliziter Funktio-
nalausdruck dafiir bekannt ist. Deshalb ist es wichtig, die Néhe-
rungen fiir die Austauschkorrelationsenergie zu verbessern. Hier
werden zunehmend neue Ansétze entwickelt, bei denen die Aus-
tauschkorrelationsenergie nicht mehr ein direktes Funktional der
Elektronendichte ist, sondern von den Einteilchenwellenfunktio-
nen (,,Orbitale“) abhingt (,Orbitalfunktional“)(z.B.[2, 3, 4, 5,
6]). Viele dieser neuen Ansitze verwenden dabei ein EXX(,exact
exchange “,  exakter Austausch)-Dichtefunktional. Die Hybrid-
Funktionale kombinieren EXX mit semilokalen Funktionalen,



konnen die storende Selbstwechselwirkung nicht vollsténdig eli-
minieren und scheinen langsam an ihre Grenzen zu stoflen[7].
Eine andere Verwendungsmoglichkeit ist EXX zur Beschreibung
des Austauschs zu verwenden und ein kompatibles Korrelations-
funktional zu suchen(z.B. [8]). Wie kiirzlich gezeigt wurde, kann
damit auch ohne Korrelation das Problem der , fractional mole-
cular dissociation“gelost werden[9].

Bei allen Orbitalfunktionalen konnte aber das Austausch-
korrelationspotential lange nur durch Lésung einer Integralglei-
chung erhalten werden. Deshalb waren diese Funktionale prak-
tisch nur eindimensional fiir Atome exakt auswertbar. Nachdem
schon Krieger, Li und Iafrate[10, 11] eine gute Néiherung des ge-
suchten Potentials eingefiihrt hatten, bei der sich das Potential
leicht berechnen 14d8t, haben Kiimmel und Perdew([12, 13] ge-
zeigt, dass es reicht eine Differentialgleichung selbstkonsistent zu
16sen, um das Potential exakt zu erhalten. Zur Zeit werden auch
andere Methoden, die OEP-Gleichungen zu 16sen, entwickelt[14]
oder verbessert[15]. Letztere konnen aber die Genauigkeit nu-
merischer Methoden wie Finite-Differenzen[16] nicht erreichen.

Hier wird eine Finite-Element-Mehrgitter-Methode vorge-
stellt, mit der obige Differentialgleichung fiir 2-atomige Molekiile
gelost und damit das OEP-Potential fiir das EXX-Funktional
berechnet wird. Damit kénnen die Kohn-Sham-Gleichungen fiir
OEP selbstkonsistent gelost und die OEP-Eigenschaften berech-
net werden. Es wird erwartet, dass die doppelte Konvergenzord-
nung der Finite-Element-Methode gegeniiber der Finite-Differen-
zen-Methode eine Reduktion der zur Erreichung gleicher Ge-
nauigkeit notigen Variablen ermoglicht. Es werden die Eigen-
schaften von Atomen(Be, N und Ne) und Molekiilen (LiH, HF)
sowohl in OEP als auch in KLI-N&herung berechnet.

In Kapitel 2 werden die quantenmechanischen Grundlagen



beschrieben.

In Kapitel 3 wird die OEP-Theorie und die KLI-N#&herung als
auch der exakte Austausch beschrieben.

In Kapitel 4 wird das bisherige auf Heinemann zuriickgehen-
de Finite-Element-Programm][76] beschrieben, insbesondere das
Mehrgitterverfahren erklart.

In Kapitel 5 wird die Finite-Element Form der OEP-Gleichungen
abgeleitet, das Mehrgitterverfahren zu ihrer Losung und das
Verfahren zur Selbstkonsistenz der OEP-Gleichungen beschrie-
ben.

In Kapitel 6 werden Ergebnisse fiir die Atome Beryllium, Stick-
stoff und Neon sowie fiir die Molekiile LiH und HF angegeben
und mit Literaturwerten verglichen.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse zusammengefasst und be-
wertet. Dazu wird ein Ausblick auf mogliche Erweiterungen ge-
geben.



Kapitel 2

Quantenmechanische
Grundlagen

2.1 Born-Oppenheimer-Niherung

Ein zweiatomiges Molekiil enthilt 2 Kerne und meist mehre-
re Elektronen, die alle quantenmechanisch beschrieben werden
miissen. Der gesamte Hamiltonoperator des Systems lautet so-
mit:

H=T,4+ Tk + Vee + Ve + Vi (2.1)

Dabei sind T, Tk die kinetischen Energien der Elektronen bzw.
der Kerne, Ve, V.x, Vi i die jeweiligen Wechselwirkungsenergi-
en. Da die kinetische Energie antiproportional zur Masse eines
Teilchens ist, ist die kinetische Energie der Kerne viel kleiner
als die der Elektronen und kann deshalb in 1.N&herung ver-
nachléissigt werden, d.h. die Kerne werden als ortsfest angenom-



men. Damit ergibt sich die Elektronenwellenfunktion ¢(74, ..., 7n,)
als Losung der Schrodingergleichung:

Ho¢p = E.¢p mit Ho =Ty + Vie + Vg (2.2)

Dabei sind die Energie und Wellenfunktion noch indirekt von
den Kernorten R; abhéngig, d.h. implizite Funktionen davon:

E. = E.({R;}):6 = ¢({7:}; {R;}) (2.3)

Die Gleichung fiir die Kern-Wellenfunktion 1[) ergibt sich somit
naherungsweise:

Hip({R;}) = Eges0({ R }) mit Hi = Tic + Viere + Ee({ ;j}))
2.4

Diese Ndherung heisst Born-Oppenheimer-Néherung.

2.2 Dichtefunktionaltheorie
2.2.1 Hohenberg-Kohn-Theorem

Zur Beschreibung von Elektronensystemen mit N Elektronen
braucht man die Vielteilchenwellenfunktion ¥(7y,...,7y), die
Losung der Vielteilchenschrodingergleichung HV = EV ist. Es
gilt H =T, + V. + Vog; dabei sind T,, Ve, Ve die Operatoren
der kinetischen Energie, der Coulomb-Wechselwirkungsenergie
der Elektronen bzw. zwischen Elektronen und Kernen. Diese
Wellenfunktion ist i.a. nicht analytisch angebbar. Eine numeri-
sche Behandlung dagegen scheitert allein schon an der groflen
Zahl der Variablen schon fiir relativ kleine Systeme: So hat
z.B. die Wellenfunktion schon fiir 10 Elektronen 30 Variablen,
also braucht man auf einem Gitter von nur 10 Punkten pro



Dimension schon 103° Werte, um die Wellenfunktion auch nur

vollstédndig anzugeben, geschweige denn zu berechnen. Deshalb

stellt sich die Frage, ob man die Dimensionszahl verringern kann,

indem man z.B. die Elektronendichte dafiir nimmt. Hohenberg

und Kohn[17]haben nun gezeigt, dass die Zuordnung einer Grund-
zustandsdichte ngz zu dem erzeugenden externen Potential Vi,

das ist in Atomen und Molekiilen durch V. i gegeben ist, eindeu-

tig ist. Da aber alle Groflen Funktionale von Vz sind, gilt das

auch fiir ngz. Sie definierten nun F[n f \If J(Te4Vee)U[n ]d3 o
womit sich das Energiefunktional E —|— f (F) Vet (F)d3F

ergibt. Sie zeigten nun, dass dleses Funktlonal bei gegebenem

Veat bei konstanter Teilchenzahl fiir die korrekte Grundzustands-

dichte ein Minimum annimmt. Spéiter konnte gezeigt werden,

dass dies auch gilt, wenn man beliebige Dichten zuléBt(siche

z.B. Eschrig[1]).

2.2.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Das Hauptproblem zur Anwendung der Dichtefunktionaltheorie
bestand also darin, eine gute Ndherung fiir die kinetische Ener-
gie zu finden. Kohn und Sham[18] schlugen nun vor, dafiir die
Energie nichtwechselwirkender Elektronen zu nehmen, die die
gleiche Dichte haben:

N
1 2 132
Tnw = 3 ;71 / |Vi(7)|7d°T (2.5)

N
it n(7) = 3 [i(7) (2.6)

Fln] ~ Tawn] + Exn] 2.7)
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Die Fehler dieser Naherungen werden nun durch Einfiihrung der
Austauschkorrelationsenergie behoben. Dieser Name kommt da-
her, dass in den anderen Energiegroflen sowohl Austausch- als
auch sonstige Korrelationseffekte(einschlieflich die Korrektur in
der kinetischen Energie) vernachliissigt worden sind:

Fln] = Tnwn] + En[n] + Exc[n] (2.8)

Durch Variation beziiglich der Einzelwellenfunktionen ; erhilt
man fiir diese folgende Bestimmungsgleichungen(Kohn-Sham (KS)-
Gleichungen)(alles in atomaren Einheiten):

1
7§A30i + Vs pi = €ip; (2.9)
mit Vs = Vg + Voo + Veur (2.10)
mit Vi (7) = / UGORPEPY (2.11)
|7 =
5Er('
und Vo (7) = OZeel] (2.12)

on(F)

Vi s heifit Kohn-Sham-Potential. Hier ist vy das klassische Har-
treepotential. Lafit man E,. und damit V.. weg, so reduzieren
sich die KS-Gleichungen zu den bekannten Hartree-Gleichungen[19].
Damit wird die moglichst genaue Angabe der Austauschkorre-
lationsenergie E,. zum wesentlichen Problem der Dichtefunk-
tionaltheorie. Da in den KS-Gleichungen die Potentiale Vi und
Vie von der Dichte abhingig sind, miissen sie zusammen mit
Gleichung 2.6 selbstkonsistent gelost werden. Wir starten mit
einem Potential, das an das ,Variable Screening Potential“[20]
angelehnt ist, fiir Vg und berechnen nach Gl. 2.9 die Wellen-
funktionen ¢; und daraus die Dichte n. Aus ihr berechnen wir
Vi und V,. und damit Vi g. Damit kann man wieder eine neue
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Wellenfunktion berechenen. Es ist aus Konvergenzgriinden al-
lerdings besser, ein aus altem und neuem Potential ” gemixtes”
Potential zu verwenden:

VKS,miz = Pmiz * VKS,neu + (1 - pmzm) : VKS,alt (213)

Das Hartree-Potential 148t sich als Losung einer Poissonglei-
chung bestimmen:

AVy = —4an(F) (2.14)
Dabei wird ein Teil der Dichte geméifl folgender Formel

n(r) = Zy - exp (—ary) + Zy - exp (—ary)  (2.15)

2 1, 2
Zl {]V\/H und Zl,2 — 5(:FEp + Ne) (2.16)

mit o =

abgespalten und das zugehorige Potential analytisch exakt be-
rechnet. Dabei ist p der Dipol, r; der Abstand zum Kern i, ¢
das l-te KS-Energieniveau, Ny, Anzahl der Niveaus und N, die
Anzahl der Elektronen.

2.2.3 Typen von Dichtefunktionalen

Die einfachste Naherung ist, die lokale Austauschkorrelations-
energie pro Elektron e,. als direkte Funktion der Dichte n(7)

anzusetzen:
€xe(T) = €ze(n(r)) (2.17)

Fiir die gesamte Austauschkorrelationsenergie ergibt sich dar-
aus:

By, = / e (n(F) (P T (2.18)
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Dies nennt man die Lokale-Dichte-Niherung(local density ap-
proximation, LDA). Zur Bestimmung der Funktion e,.(n) be-
nutzt man das homogene Elektronengas: Fiir dieses ist die Aus-
tauschenergie bekannt (siehe [21],5.42):¢, = Cn3. Die Korrela-
tionsenergie €. kann fiir beliebige Dichten numerisch bestimmt
werden(z.B. Ceperley und Alder[22]). An diese Werte wird dann
eine Parameterformel angepaft, z.B. BHE[23] oder VWNI[24].
Das Potential ergibt sich nach Gleichung 2.12:

Vae() = €c(n(7)) + €, (n(7)n(F) (2.19)

Man kann aber auch noch die Ableitung der Dichte (genauer:
den Betrag ihres Gradienten) hinzunehmen. Dann kommt man
auf die GGAs(generalized gradient approximation, verallgemei-
nerte Gradientennéherung)[26, 27, 28, 29]:

V|

€xc = €xc (nvg) mit g = (220)

4
ns

Fiir das Potential ergibt sich:

Va:c (F) = €gctne

Otze 4 Oege Oeze 1 Vn
o - ) e
oan 39 dg ( dg n3 Vn) (221)

2.2.4 Orbitalfunktionale

Der neueste Typ von Dichtefunktionalen sind die Funktionale,
bei denen die Austauschkorrelationsenergie E,. von den KS-
Orbitalen abhéngt und damit nur noch implizit von der Dichte.
Bei der Diskussion ihrer Motivation und der durch sie erreich-
ten Verbesserungen orientiere ich mich an dem Ubersichtsartikel
von Kiimmel und Kronik[52]. Die oben beschriebenen direkten
Dichtefunktionale, die semilokalen Charakter haben, verdanken
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ihre Fehler zum Teil prinzipellen Fehlern. Wichtig darunter sind
die Selbstwechselwirkung und die Ableitungsdiskontinuitéit. Die
erste riithrt daher, dass das Hartree-Potential sich aus den Cou-
lombpotentialen aller Elektronen zusammensetzt. Somit wech-
selwirkt ein Elektron auch mit sich selbst, was unphysikalisch
ist. Dies wiirde durch das exakte E,. korrigiert, was das HF-
Potential auch durchfiihrt. Direkte Dichtefunktionale sind dazu
aber prinzipell unfihig. Dies fithrt im 1-Elektron-Fall zu einem
fiktiven Potential. In der Praxis fithrt das zu einer zu hohen
Energie fiir lokalisierte Zusténde, was sich auch qualitativ be-
merkbar macht, wenn die Wechselwirkung zwischen lokalisier-
ten und delokalisierten Zusténden wichtig wird[52]. Ebenso wird
auch das langreichweitige Verhalten des Potentials falsch wie-
dergegeben, das dann zu schnell (oft exponentiell) abfillt. Dies
macht sich bei kleinen Anionen bemerkbar, die damit falschlich
als instabil beschrieben werden.

Der zweite prinzipelle Fehler ist die Ableitungdiskontinuitét
der Austauschkorrelationsenergie beziiglich der Teilchenzahl, die
notig ist, damit bei separierten Atomen sich jeweils eine Ganz-
zahl von Elektronen auf jedem Atom befinden. Bei Molekiilen
erhielt man fiir ihre Gréfle einen Wert von mehreren eV[70, 71].
Diese existiert bei den kontinuierlichen Funktionalen der LDA
und GGA nicht. Dies kann zu falschem Dissoziationsverhalten
fithren. So dissoziiert LiH zu Lit%25 und H=%2° anstatt in die
Atome[72].

Vor kurzem haben Makmal et al.[9] gezeigt, dass bei Verwen-
dung des exakten Austauschs LiF korrekt in die Atome dissozi-
iert, und zwar, indem das Austauschpotential auf einem Atom
im fast-dissoziierten Zustand um einen festen Betrag verschoben
wird.

Generell ergibt sich damit ein zu geringes Hindernis fiir einen

14



teilweisen Ladungstransfer bei schwach iiberlappenden Unter-
einheiten[52]. Dies bewirkt eine schlechte Beschreibung von lang-
reichweitigem Ladungstransfer[57].Auflerdem wird das hochste
besetzte KS Orbital, das im exakten Fall das Negative des Ioni-
sationspotentials angibt[32], um etwa die Hélfte der Ableitungs-
diskontinuitét falsch.

Ein Typ der neueren Naherungen, die auch die Einteilchenor-
bitale ¢;, einbeziehen, sind die Meta-GGA(MGGA) Funktiona-
le, die auch die lokale kinetische Energiedichte 7 = Zf;l |Vil?
verwenden|[2, 3, 6]:

€xc = €xc (n7 g, T) (222)

Mit diesen Funktionalen ist es moglich die Selbstkorrelati-
onsfehler zu eliminieren: Man kann Funktionale konstruieren,
deren Korrelationsenergie fiir 1-Elektron-Dichten verschwindet.
Dies kann erreicht werden, indem man den Quotienten % ver-

wendet. Dabei ist 7"V die Weizsickersche kinetische Energie-

dichte 7 = % . W:‘Q. Dieser Quotient ist 1 in jedem Bereich,
in dem sich nur 1 Elektron befindet, sonst zwischen 0 und 1.
Der vom Hartree-Ausdruck stammende Selbstwechselwirkungs-
fehler kann damit aber nicht eliminiert werden, was durch ein
geschickt gewéhltes Austauschfunktional zu geschehen hat. Im
allgemeinen liefern MGGA-Funktionale hinsichtlich Selbstwech-
selwirkung und Ableitungsdiskontinuitéit qualitativ mit den se-
milokalen Funktionalen iibereinstimmende Ergebnisse[52].

Eine andere Moglichkeit, die Orbitale zu verwenden, ist die

Verwendung des ,,exakten Austauschs“(exact exchange), der mit

15



dem Hartree-Fock-Austauschterm iibereinstimmt:

EEXX _ Z Z //‘Pm (M) 7_::)%:? )(pja(,’?,)dgfdgf,/

o="T,l1,j=1
(2.23)
Dieser eliminiert die Selbstwechselwirkung exakt und wird in
zwel Varianten, in Hybridfunktionalen[4, 5, 6] und als exakter
Austausch mit kompatibler Korrelation eingesetzt. Die ersteren
sind durch das Theorem der adiabtischen Verbindung motiviert:

n] = /0 Epox[n]dA (2.24)

Dabei ist A der Kopplungsparameter der Elektron-Elektron--
Wechselwirkung. A = 1 entspricht dann dem physikalischen
System, A = 0 dem nichtwechselwirkenden KS-System. Dabei
enthilt E,. \[n] anders als E,.[n] keine Anteile der kinetischen
Energie, sondern nur von der Elektronenabstoffung herriihren-
de Beitrége. Fy. o ist dabei mit EEXX identisch. Daraus ergibt
sich ein Ansatz fiir die Kombination von exaktem Austausch
mit Naherungsfunktionalen Ei\{ ah,

EMY =b- EPXX 4 (1) - EY" + ENOh (2.25)

Becke[30] bestimmte Parameter b durch Anpassen an den G2
Satz von Molekiilen und erhielt damit einen mittleren Fehler
der Bindungsenergien von etwa 0,1 eV. Fiir das PBE-Hybrid
lief} sich mit dem theoretisch vorgeschlagenen Wert b=0,25[31]
der mittlere Fehler von 0,94 eV fiir das PBE GGA auf 0,20
eV senken[34]. Mit Ansétzen mit 3 Parametern B3PW91 und
B3LYP konnte dies fiir den G2 Anpassungssatz auf 0,05 eV ge-
senkt werden, was fiir einen groéfleren Datensatz nicht wieder
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erreicht wurde. Kiimmel und Kronik[52] faiten die Ergebnisse
so zusammen, die Bedeutung der Hybridfunktionale liege darin,
dass sie zumindest fiir Molekiile mit Atomen aus der ersten oder
zweiten Periode und oft auch fiir andere Systeme eine Genauig-
keit groBer als LSDA und GGA zeigen fiir ein breites Spektrum
an Eigenschaften, fiir die sie nicht angepafit worden sind. Bei
Metallen dagegen waren sie oft schlechter als die GGAs[35, 36].
Sie haben wegen der nur teilweisen Beriicksichtigung des exak-
ten Austauschs aber die grundsitzlichen Schwéchen der semi-
lokalen Funktionale, die Selbstwechselwirkung und die fehlende
Ableitungsdiskontinuitét, teilweise beibehalten. So gibt es wei-
terhin ein falsches Maximum der H.'-Dissoziationskurve[37] und
generell bei der Beschreibung von Ubergangsbarrieren(z.B.[38]).
Dagegen werden lokalisierte Zustidnde oft gut beschrieben[39,
40].

Die zweite Variante der Verwendung des exakten Austauschs
ist, fiir den Austauschterm den exakten Austausch zu nehmen.
Dazu muf allerdings das Korrelationsfunktional so gew#hlt wer-
den, dass die langreichweitigen Komponenten des Austauschlochs
vom Korrelationsloch grofienteils eliminiert werden, was zum
Beispiel bei LSDA und dem orbitalabhéngigen Colle-Salvetti(CS)-
Funktional nicht der Fall ist[33]. Ein Ansatz, dies zu erreichen,
sind die ,,Hyper-generalized-gradient approximation(HGGA)“-
Funktionale, bei denen die statische Korrelation durch Kom-
bination von exaktem Austausch und semilokalen Funktiona-
len beschrieben wird. Das ’local hybrid’-Funktional setzt die
Austauschkorrelationsenergie pro Elektron mit einer geeignet zu
wéhlenden Funktion f entsprechend an:

eécocchyb — ezEXX + f(eiloc . 6f‘XX) + ezloc (226)

Dabei sind e$/¢ und ef'°¢ die Austausch- bzw. die Korrelati-
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onsenergie pro Elektron fiir ein gewéhltes semilokales Funktio-
nal. Der erste Term soll den Austausch, der zweite die stati-
sche, der dritte die die dynamische Korrelation wiedergeben.
Die Version von Jaramillo[41] konnte zwar die Dissoziation von
H3 qualitativ richtig wiedergeben, ergab aber schlechtere Bin-
dungsenergien als GGA. Eine andere Version von Arbuznikov
und Kaupp[42] setzte f als Funktion von g so an, dass die exak-
ten Grenzfille der homogenen bzw. der verschwindenden Dich-
te richtig beschrieben werden. Damit konnen thermochemische
Werte so gut beschrieben werden wie bei BSLYP. Mori-Sanchez
et al.[43] und Becke[44, 45] schlugen Funktionale mit angepaf-
ten Parametern vor. Diese beschrieben sowohl Bindungsener-
gien als auch Reaktionsbarrieren genau, was typischerweise im
Rahmen der DFT sich gegenseitig ausschlie3t. Eine weitere Vor-
gehensweise ist die der Storungstheorie. Dabei werden auch die
unbesetzten KS-Orbitale beniitzt,was den Rechenaufwand er-
heblich erhoht. Generell ergeben sich damit genaue Ergebnis-
se fiir kleine Systeme. Beispiele sind Gorling-Levy[46, 47, 48],
Grabowski[49, 50] und Grimme[51].
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Kapitel 3

OEP-Theorie

3.1 OEP-Theorie allgemein

Die in 2.2.4 beschriebenenen Orbitalfunktionale fiir die Aus-
tauschkorrelationsenergie kann man im Prinzip auf zwei ver-
schiedene Weisen einsetzen. Zum einen, indem man das sich er-
gebende Funktional fiir die Gesamtenergie durch Variation der
Orbitale minimiert. Dies fiithrt dazu, dass man fiir jedes Elektron
ein verschiedenes Potential erhélt, zum anderen, indem man
beziiglich der Spindichte minimiert und somit das KS-Potential
fiir alle Elektronen mit demselben Spin erhilt. Das bekannteste
Beispiel fiir diese beiden Ansétze sind die Hartree-Fock(HF)-
Theorie und die entsprechende EXX-OEP-Methode. Bei die-
sen beiden Methoden sind Stéirken und Schwichen bekannt: Bei
EXX-OEP ergibt sich anders als bei Hartree-Fock nicht das Mi-
nimum der Gesamtenergie, da die Orbitale alle als Losung zu
demselben Potential Vi g bestimmt werden. Der Unterschied ist
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aber im allgemeinen klein[60, 61, 62]. Sie hat aber auch deutli-
che Vorteile. Vor allem ergibt die OEP-Methode auch brauch-
bare Werte fiir elektronische Ubergiinge, da auch die Eigenwerte
unbesetzter elektronischer Niveaus gut beschrieben werden. Das
liegt daran, dass das EXX-OEP Potential das richtige asympto-
tische Verhalten fiir r — oo zeigt: V.2XX — fl, woraus sich
eine Rydbergserie von Niveaus ergibt. Das HF- Potentlal dage-
gen fillt fiir unbesetzte Orbitale exponentiell ab und kann somit
nur wenige Niveaus im ungebundenen Bereich haben[53]. Durch
das Verwenden des lokalen OEP-Potentials bei Orbitalfunktio-
nalen wie MGGA und Hybride wurden auch andere Eigenschaf-
ten wie NMR Abschirmkonstanten[63, 64, 65, 67], chemische
Verschiebungen[67]und g Rotationstensor[66] verbessert. Dage-
gen waren bei der Beschreibung von d-Elektronen in Festkorpern
die orbitalspezifischen Ergebnisse besser[68], was auf Lokalisie-
rungseffekte hinweist. Anders als manchmal vermutet(z.B. [69])
konnte auch langreichweitiger Ladungstransfer mit OEP korrekt
beschrieben werden[57]. Fiir EXX-OEP erhielt Gorling[62] nicht
nur fiir die Eigenwerte der obersten besetzten Niveaus nahe bei
HF liegende Werte, sondern auch fiir die unbesetzen Niveaus
Figenwerte, die nahe bei den negativen experimentellen Ioni-
sationsenergien liegen. Fiir He haben Muller und Desjarlais[82]
mit EXX-OEP die Anregungsenergien fiir die 2s-, 2p-, 3s-, 3p-,
3d- und 4s-Niveaus berechnet und mit Quanten-Monte-Carlo-
Ergebnissen verglichen. Dabei ergeben sich die Differenzen der
Anregungsenergien als sehr gut, lediglich der absolute Fehler
betragt etwa 15%. Dagegen haben HF und andere Dichte-
funktionale einen deutlich grofieren absoluten Fehler und eine
um mindestens den Faktor 3 zu kleine Differenz zwischen den
verschiedenen Anregungsenergien.

Das zum Losen der KS-Gleichungen notwendige Austausch-
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korrelationspotential V.. erhélt man geméf G1.2.12 durch Funk-
tionalableitung der Austauschkorrelationsenergie nach der Dich-
te. Dies ist fiir diejenigen Dichtefunktionale, in denen KS-Orbitale
vorkommen(” Orbitalfunktionale”), nicht direkt moglich. Man
kann allerdings zeigen, dass im Fall von Orbitalfunktionalen das
KS-Potential Vig dasjenige Potential ist, das das vorgegebene
Energiefunktional minimiert, wenn die aus den KS-Gleichungen
resultierenden Orbitale eingesetzt werden(z. B.[54]). Dies kann
man durchfiihren, indem man fiir VOFF einen Ansatz macht
und die Gesamtenergie diesbeziiglich minimiert(z.B.[15]). Dies
wird mit zunehmender Anzahl von Parametern aber oft instabil.
Eine andere Moglichkeit, die in dieser Arbeit verfolgt wird, ist,
die Orbitale abhéngig von dem KS-Potential und dieses von der

Dichte zu betrachten ¢; = ;(Vs(n(F))) und dann nach der Ket-

" Vs (7
tenregel zu variieren. Durch Inversion von g} BT = =528 ((;))

und Auswertung der Ableitung nach Vg mittels Stérungstheorie
erhélt man die OEP Integralgleichung(siehe[53],S. 8):

No
Z/dgﬁwfa( )(ngfp(ﬁ) _uwcio( )) GSlG’( )@w(ﬁ“rcc =0
- (3.1)
a1 SEQPPIp)]
mit Uyeiq () = RGN (3.2)
und Gyjo (7 Z $ho (Noko (I7) (3.3)

— €
k=1ki ko

Dabei ist ugqir das effektive Potential zum Orbital ¢;, (d.h. fiir
das ,exakter Austausch“-Funktional gleich dem Hartree-Fock-
Potential fiir dieses Orbital) und Gg;, die auf einem zu ;,
orthogonalen Unterraum projizierte Greensche Funktion zu den
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KS-Gleichungen. Nach einer Idee von Krieger et al.[10, 11] wird
nun die neue Grofie U, eingefiihrt:

' () = / 0 (FYVOEP(7) — tgeia (7)) Gisia (7,737 (3.4)

Diese Grofie ist die Korrektur 1. Ordnung der jeweiligen Wellen-

funktion hervorgerufen vom Storpotential 6V;, = V.OEF —u, ;.

Sie wird deshalb im Folgenden Orbitalkorrektur genannt. Da-
durch wird die OEP-Gleichung zu:

Z\p (7)pio (7) + c.c. = 0 (3.5)

Durch Anwenden von ﬁSU(F) — ¢€;5 auf Gl.3.4 erhilt man fiir
jedes V;, eine Differentialgleichung:

(}ALSG(F) €io) Vi, () =
(oncfp () = Uszeio (T7) — (V:COCZEO'P axcia)) ‘P;a (7)(3.6)

mit VOEF = / ot (PVOEP (7)pi (F)IF (3.7)
mit ﬂ/zcio’ = /(pra(mumcia(F)(Pia(mdgf (38)

AuBlerdem ergibt sich:

/ VL (F)puo (PP = 0 (3.9)

Die Gleichungen 3.6-3.9 sowie die Bedingung, dass ¥, fiir r —
oo gegen 0 geht, sichern die Eindeutigkeit von ¥,;,[53].

Durch weiteres Umformen kann man einen expliziten Aus-
druck fiir das Austauschkorrelationspotential gewinnnen: Dazu
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wird Gleichung 3.6 nach VsW¥7  aufgelost und in die reduzierte
OEP-Gleichung 3.5 eingesetzt:

Z[ (VOEP (7) — thgeso (7) — (VOEP — ttyan)) 1 (7)

_ (V; + %) \y;(m} io(7) + cc. (3.10)

Durch Auflésen nach V.2FF und Anwenden von KS-Gleichung

2.9 und OEP-Gleichung 3.5 auf denW¥;,-Term erhélt man fol-

gende selbstkonsistente Gleichung fiir V.OF7:
OEP 1 & 2 OEP _
VIO = g [10ia (M (tacior(7) + VL = Thaeis)
—V(\Iffg(r"')V%g(r"'))} tee (3.11)

Gleichungen 3.6-3.9 und 3.11 ergeben ein selbstkonsistentes Sy-
stem von Gleichungen, um aus {¢;} das Austauschkorrelations-

potential V.2EF zu berechnen.

3.2 Exakter Austausch
Fiir den exakten Austausch ist die Austauschenergie gegeben
durch:

BESX [(g;0)] = zz//‘%

*

Brd3F

7” )%a (7) ko (7)

|

(3.12)
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Wir bilden entsprechend Gl. 3.2 die Funktionalableitung:

5E9:c
6(,0 7;*) Z z,1] F)QD]U (313)
Dabei ist: )
Vaijo (7) = /%"; $ia(1)0ia(l7) 4356 (3.14)
Damit gilt:

No
Ugcio (T)Piq (T) = Z V;ij (M)pjo(T) (3.15)

j=1

Wenn wir nun als ” Austauschdichte” n;;, () = vio (7)o (7) de-
finieren, ergibt sich ein zur Bestimmungsgleichung fiir das Har-
treepotential 2.11 analoger Ausdruck. Entsprechend ergibt sich
V. als Losung einer Poissongleichung:

AV, ijo (T) = —4mnjo (7) (3.16)

3.3 KLI-Nidherung

Krieger et al.[10, 11] haben eine Ndherung vorgeschlagen, die
man aus 3.11 erhélt, wenn ¥;, = 0 gesetzt wird. Dabei wird das
exakte OEP-Potential aber in einer mean-field Weise beriicksich-
tigt(siehe [53],5.11/12).

Voo 1 (7) = ng )| (Uacio (F) + (VL = ligeio) +c.c.

(3.17)

an, f)
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Da das Austauschpotential fiir » — oo verschwinden muf, muf3
fiir das oberste Orbital gelten:

Vxlf]{‘/'ia - fL:CCJVGU (318)

Durch Multiplizieren von G1.3.17 mit |¢;, (7)]? und Integrieren

iiber 7 bekommt man Gleichungen, aus denen man AXL! =
VELL %(ﬂuig + @) und damit die V,ELI selbstk0n51stent

xrcro

berechnen kann:

Ns—1

1
Z (611 - jza)AKLI (Vaija - §(ﬂ$0j0 + u:wja)) (319)
i=1
n’llt V;;]U /dS _’|<pj Z' Pic F)' uIClU + umcw)(3 20)

2 2
und Mjia _ /d3F|(¢0jU(T)| |¢ZU(F)| (321)
N (7)

Durch Einsetzen von V.EL! in 3.17 ergibt sich das KLI-Potential.
Da bei der KLI-Ndherung nur das Potential gendhert wird,
das Austauschkorrelationsfunktional aber gleich ist wie bei OEP,
wird dadurch die Selbstwechselwirkung in demselben Mafle eli-
miniert wie bei der vollen OEP-Rechnung. Auflerdem hat auch
die KLI-N&hrung eine Ableitungsdiskontinuitéit, deren Wert al-
lerdings nicht mit der vollen OEP-Rechnung iibereinstimmt[52].
Die bisherigen Rechnungen zeigen, dass die KLI-Néherung fiir
die Gesamtenergie gut, fiir die Orbitalenergien etwas weniger
gut mit dem selbstkonsistenten Wert iibereinstimmt. Aber es
gibt auch Eigenschaften, bei denen die Unterschiede erheblich
sein konnen. Dies ist der Fall bei der Berechnung von Antwort-
funktionen[52] wie den oben erwdhnten (Hyper-)Polarisierbar-
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keiten[57, 58] und der NMR Abschirmung[59]. (Hyper-)Polarisier-
barkeiten werden durch EXX-KLI zwar gegeniiber den sehr schlech-
ten LDA Werten verbessert[55, 56], bleiben aber noch deutlich
schlechter als EXX-OEP. Eine weitere Eigenschaft bei der KLI
von OEP stark abweichen kann sind Magnetisierungsdichten:
Fiir ein Stickstoff Atom ergibt sich am Kernort ein KLI-Wert
mit falschem Vorzeichen, betragsmifig ist er aber grofler als der
entsprechende OEP-Wert, der nahe beim HF-Wert liegt. Fiir ein
Kupfer Atom hat KLI fiir einen weiten Abstandsbereich eine
doppelt so groie Abweichung von OEP wie LDA.

3.4 OEP selbstkonsistent

Eine Methode das selbstkonsistente System(3.6— 3.9, 3.11) zu
l6sen, haben Kiimmel und Perdew[12, 13] vorgeschlagen .

e Man 16st die Kohn-Sham-Gleichungen selbstkonsistent mit
dem durch Gleichungen 3.17-3.19 definierten KLI-Potential

e Mit den so erhaltenen Grofien izsa,e,»g, PiosUzcioc SOWie dem
Potential V.EET statt V.OPP wird U, entsprechend Glei-
chungen 3.6-3.9 bestimmt. Da das KLI-Potential VXL ei-
ne in der Regel gute Niherung des OEP-Potentials V,2FF
ist, hat man damit meist einen guten Startwert von ¥, .

e Diese Orbitalkorektur in 3.11 eingesetzt ergibt eine verbes-
serte Niherung von V9P, Das KLI-Potential entspricht
ja der Annahme V;,=0.

Man starte mit einer selbstkonsistenten KLI-Losung. Danach
berechne man ¥;, mit Vi statt mit Vopp der Gleichungen Gl.
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3.6 und 3.9. Dies stellt dann eine Ndherung fiir das selbstkonsi-
stente ¥;, dar. Mittels Gl. 3.11 erhélt man dann eine verbesserte
Niherung (bei KLI war ¥;, = 0 gesetzt!).

Fiir den Mittelwert-Term Ajy = Vieio — %(ﬂa:cio' +ak,,;.) 1ast
sich wie bei KLI ein Gleichungssystem angeben:

Ny,—1
i OEP __ 7S TOK
Vwch - Z MjiffAiU + Vmcjo + Vwcja (322)
=1
Wie bei KLI gilt auch jetzt:

Dabei sind alle Ausdriicke gleich wie bei KLI mit Ausnahme des
Orbitalkorrekturterms:

2
7 jo 1 * *
vt = [ 1970 (9w, Ve + Vv, v hav (320
Durch Einsetzen von A, fiir VE(Z]]%P ergibt sich ein 16sbares Glei-

chungssystem fiir die Mittelwert-Terme A;,:

_ _ 1 .
Z (6i.7 - MjiU)AiU = Vx:cjo + Vlocjlt(r - §(ﬂ$0i0 + a’lczo)(325)

Mit diesen 1&8t sich Vwcﬁp in Gl. 3.11 durch Einsetzen berech-
nen.
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Kapitel 4

Losung der Differenti-
algleichungen im
Kohn-Sham-Verfahren

4.1 Koordinatensystem

Bei zweiatomigen Molekiilen macht man wegen der Zylinder-
symmetrie folgenden Ansatz:

$io (7) = ic (x1, 2) - exp(imicp) (4.1)

Das Problem bei numerischen Rechnungen von Atomen und Mo-
lekiilen stellt die Singularitdt des Coulombpotentials der Ker-
ne dar. Diese kann nun durch eine geeignete Wahl der restli-
chen zwei Koordinaten gehoben werden. Dazu eignen sich die
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elliptisch-hyperbolischen Koordinaten:

1+ 1o

f = R f € [l»gmam] (4'2)

_7“1—7“2
"=7R

Dabei ist r; der Abstand zum Kern i, R der Abstand der Kerne.
Der Name dieser Koordinaten kommt daher, dass die é=const.-
Linien Ellipsen, die n=const.-Linien Hyperbeln sind. ¢ ist da-
bei die radialartige, n die winkelartige Koordinate. &4, legt
den ellipsenférmigen Bereich fest, auf dem die physikalischen
Groflen definiert sind. Da die Werte nahe an den Kernen wich-
tiger sind, verwenden wir die sphérisch-prolaten Koordinaten,
die die Punktdichte an den Kernen erhéhen:

ne[-1,1] (4.3)

¢ =coshs s€][0,Smaz] (4.4)
T

= t t -, = 4.5

n o—cost te[-5 7] (45)

Die metrischen Koeffizienten g;; fiir diese Koordinatensysteme
sind in der Dissertation von Heinemann[73] zu entnehmen.
Somit gilt fiir ein Orbital:

Pio (F) = Pis (f) : eXP(imw%@) (46)
mit & = (21, z2) = (s,1) (4.7)

¢ic wird am Rand(§ = &az) auf 0 gesetzt. Als Randbedingung
fiir die Potentiale Vy und V, ;j, der Poissongleichungen 2.14
und 3.16 nimmt man Werte, die aus einer Multipolentwicklung
von Gleichung 2.11(bzw. 3.14) bis 1=5 stammen.
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4.2 Finite Element(FE) Methode

Ublicherweise werden zum Losen von Wellenfunktionsgleichun-
gen Basissatzmethoden benutzt. Dabei werden die gesuchten
Wellenfunktionen durch Linearkombinationen von physikalisch
motivierten globalen Funktionen dargestellt. Bei der hier ver-
wendeten Finite-Element-Methode(FEM) wird dagegen der Raum
in Elemente unterteilt und - anders als bei der Finite-Differenzen-
Methode, die die Funktion punktweise wiedergibt - auf jedem
Element ein separater, polynomialer Ansatz gemacht. In dieser
Arbeit werden, wenn nicht anders angegeben, Dreieckselemente
mit einem Polynom 4. Ordnung verwendet:

P°(s,t) =a+b-s+c-t+d-s>+e-st+...+0-t* (4.8)

Die Polynome werden durch regelméfig auf die Elemente ver-
teilte Knotenpunkte 7; gegeben:

N
Go(s:t) =D G{7N{(s,t) (4.9)
1=1
Dabei ist Ny die Anzahl der Knotenpunkte pro Element(bei 4.
Ordnung: 15), Nf sind Polynome, Formfunktionen genannt, fiir
die an den Knotenpunkten 7; gilt:
ey ) 1 k=]

Betrachtet man nun den gesamten Raum, so ergibt sich:
N
Gio(s,t) =Y ¢1"Ni(s,t) (4.11)
=1
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Dabei ist Ni die Anzahl der Knotenpunkte und die {V;} Form-
funktionen, die nur in denjenigen Elementen von 0 verschiedene
Werte annehmen, zu denen der jeweilige Knotenpunkt gehort.

Die Kohn-Sham-Gleichungen 2.9 sind dquivalent mit folgen-
dem Variationsprinzip:

1
615 = 5/{5(v%)2 + v s, T =0 (4.12)
mit Nebenbedingung:

/%dBr =1 (4.13)

Fiir Axialsymmetrie ergibt sich:
1 m
Iy = / (2 (Vandie)® + eft;%,) gdsdt (4.14)

mit (Vapis)’ = i L (a@(,)? (4.15)

= 905 \ 9%
m2
und v} (7) = ?3: + vk s(Z) (4.16)

=

und g = (g11 - g22 - g33) (4.17)

Setzt man die FE Ansatzfunktionen ein, erhélt man:

ZZcp 7 ¢y Hyy, (4.18)

I=1k=1

2

1 1 ON; ONy
it Hypy= [ [ =Y —Z—L—F NNy, | gdsdt (4.19
T / 2 = gj; Ox; oz; " efyNil | gdsdt (4:19)
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Entsprechend fiir die Nebenbedingung:

]\/v)c Nk
D> 7S =1 (4.20)
I=1k=1

mit Slk = /Nlngdet (421)

Durch Variation nach den Knotenpunktwerten ¢}"’ ergibt sich
die Eigenwertgleichung:

N _ N A
D Huwdi =civ y_ Sl (4.22)
k=1 k=1
oder in Matrixschreibweise:
Héiy = €;Sbio (4.23)

Analog gibt es ein Variationsprinzip fiir die Poissongleichung
2.14:

5/{%(VVH)2 — AV Y37 =0 (4.24)

Daraus ergibt sich:

N
> DV =d (4.25)

k=1

2
. 1 1 ON; ONy

mit Dy, = / = — — ——gdsdt 4.26
tk 2 ; 9ijj 8xj 833j ( )
und d; = 47r/n(f)ngdsdt (4.27)
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In Vektorschreibweise: .
Dl =d (4.28)
Die obigen Integrale werden elementweise mir einer konischen

7x7 GauB-Integration ausgewertet(sieche Heinemann[73], S.35-
37).

4.3 Mehrgitterverfahren

4.3.1 Lineare Gleichungssysteme

Das Mehrgitter(MG)-Verfahren ist ein Verfahren zur schnellen
Losung von linearen Gleichungssystemen AZ — b = 0 mit ei-
ner NxN-Matrix A, besonders von FE-Gleichungen. Es macht
sich die Beobachtung zunutze, dass Iterationsverfahren wie das
Jacobi- oder GauB-Seidel-Verfahren die kurzwelligen Fehleran-
teile sehr schnell, die langwelligen sehr langsam verringern[74,
75]. Deshalb brauchen sie in etwa N Iterationen, um die Ap-
proximationsgenauigkeit zu erreichen. Dieser langwellige Fehler
wird nun im MG-Verfahren beseitigt, indem man das Problem
auf einem groberen Gitter 16st. Der Ablauf dabei ist folgender:

1. Nehme einen Startvektor Zy (wenn vorhanden eine Losung
aus einem friiheren scf-Zyklus)

2. ,,Gldtten“ (G):
Fiihre mehrere Iterationsschritte mit Zo in Af 7/ — bfauf

dem feineren Gitter — %’{

3. Berechne Defekt (Bp):
dr = ATz{ — b7
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4. Restringiere Defekt auf das grobere Gitter (Rp):
d9 = Rd'

5. Lose mit einer direkten Methode das Defektproblem auf
groberem Gitter (Lp):
AIKI = d9 — k9

6. Prolongiere Korrektur zum hoheren Gitter (Pg):

k= Pks
7. Addiere Korrektur zum genéherten Losungsvektor (+):
=7’

Falls der neue Vektor f{ nicht die ausreichende Genauigkeit
hat, geht man wieder zu 2. und wiederholt den Zyklus, bis zu
ausreichender Genauigkeit. Dieser Ablauf heifit V-Zyklus(siehe
Diag. 4.1).

Hat man keinen geeigneten Startwert in 1. kann man diesen
mit Hilfe des groberen Gitters bestimmen:

1. Lose auf groberem Gitter(L):
AITG = b9

2. Prolongiere Losungsvektor auf das feinere Gitter (Pr):
=f

Zy = PT]
Ein solcher Gesamtzyklus heiit W-Zyklus(siehe Diag. 4.1). Die-
ser wird zur Losung des Poissonproblems 4.28 verwendet. Als
Iterationsverfahren beniitzen wir das konjugierte Gradienten-
verfahren.
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Abbildung 4.1: Mehrgitter-Zyklen

V-Zyklus W-Zyklus

G,Bp

Y

4.3.2 Eigenwertgleichungen

Zur Losung des KS-Eigenwert(EW)-Problems 4.23 Hbiy = €i5S0is
laBt sich das Mehrgitterverfahren nicht direkt anwenden. Es
kénnen nun zwei verschiedene Verfahren verwendet werden. Bei
beiden berechnet man aus einem genéherten Vektor q_ﬁ'w einen
geniiherten Eigenwert &, = ¢7; Heyy /&1 ;0 8¢,, und definiert
F,;, = H — €;,S. Damit wird aus 4.23:

Man glattet direkt entspreqéhend Gleichung 4.29. Dann(%zv%?ci
ein V-Zyklus durchlaufen, bei dem der Defekt bzw. die Kor-
rektur zu den genauen Losungen auf groberen Gittern ortho-
gonalisiert wird. Dadurch soll verhindert werden, dass die ex-
akte Losung von Gleichung 4.29, nédmlich der Nullvektor, an-
gendhert wird und somit der eigentlich gesuchte Eigenwert aus
4.23 eliminiert wird. Dieser V-Zyklus wird fiir jeden Vektor ein-
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Abbildung 4.2: Eigenwert-Zyklus 1
R Bp/G +

Pr

Rp Py
R Bp/G + R 0p.,G
aGaOK
Rp Px Rp P
Op,Lp,Ok Op,Lp,Ox

fir alle p;,

| ..
[ | bis Konvergenz

mal durchgefiihrt. Danach wird ein Ritzschritt durchgefiihrt. Bei
ihm wird das Eigenwert(EW)-Problem direkt im Raum der er-
mittelten Néherungsvektoren gelost und damit verbesserte €;,

und gz_ﬁ'w erhalten. Damit wird dann das Problem mit verbesser-
tem Fj, von neuem durchgefiihrt, bis sich die Vektoren durch
das Glatten kaum mehr dndern, d.h. €, ~ €, und gf;w R (Em
gilt. Da dieses Verfahren gute Startvektoren und Losungsvek-
toren auf groberen Gitterebenen voraussetzt, wird es immer als
W-Zyklus verwendet. Ein vollstandiger solcher Zyklus fiir 3 Git-
terebenen wird unten in Diagramm 4.2 angegeben.

Da dieses Verfahren nicht immer stabil ist, kann auch das fol-
gende Verfahren verwendet werden: Dabei geht man vom Glei-
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Abbildung 4.3: FEigenwert-Zyklus 2
Bp +,G R

Pr Rp

NV

bis Konvergenz

| I fir alle p;,

chung 4.29 aus und subtrahiert von H einen Teil der Austausch-
korrelationspotentialmatrix:

Es gilt dann fiir F:  Fjp = Fig — iz Vae (4.31)

Aus Gl. 4.29 wird damit:
Ea(gio = xmiwic(gio (432)

Diese Gleichung kann nun wie ein Lineares Gleichungssystem
(LGS) nach d)”e“ gelost werden, indem man die alten Ergebnisse
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(51-0 fiir die rechte Seite nimmt. Dadurch wird das Ergebnis zgﬁf“

von den alten Funktionen %t abhéngig, was eine weitere scf-

Schleife bedingt. Diese Gleichungen werden nun mit einem MG-
Verfahren fiir jeden Eigenvektor stabil gelost. Um danach wieder
zu einem Eigenwertproblem zu kommen, fithrt man einen Ritz-
schritt(R) aus, bei dem das Eigenwertproblem 4.23 im Raum der

—

verbesserten Vektoren ¢7¢* direkt gelost wird. Der Ablaufplan
fiir dieses MG-Verfahren ist fiir drei Gitterebenen im Diagramm

4.3 zu sehen.
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Kapitel 5

Losung der KLI- und
OEP-Gleichungen

5.1 TUberblick

Zum Bestimmen des OEP- bzw. des KLI-Potentials nach Glei-
chung 3.11 bzw. 3.17, ist es sinnvoll, das Vorgehen in zwei Schrit-
te zu unterteilen: Im ersten Schritt bestimmt man mittels GI.
3.2 aus den Orbitalen {y;,} die dazugehérigen Orbitalpotentia-
le {tzcio }- Im zweiten Schritt wird dann aus {¢;» } und {uzeio }
das Austauschkorrelationspotential berechnet. Bei KLI mufl da-
zu neben Einsetzen vor allem das N.-dimensionale lineare Glei-
chungsystem 3.19 gelost werden, bei OEP miisssen zuerst fiir je-
de Orbitalkorrektur ¥, die OEP-Differentialgleichung 3.6 gelost
werden, erst danach kann damit durch Losen des linearen Glei-
chungssystems 3.25 und durch Einsetzen in Gl. 3.11 ein neues
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Ve berechnet werden. Zu beachten ist bei diesem Vorgehen, dass
nur der erste Schritt vom jeweiligen Dichtefunktional abhéngt.
Der zweite Schritt, der fiir den OEP-Fall wegen der zu 16senden
Differentialgleichungen 3.6 viel aufwendiger ist, kann also allge-
mein gelost werden. Das heifit, dass fiir den Einbau eines neuen
Orbitalfunktionals in das Programm lediglich die Berechnung
der Orbitalpotentials uycir aus @i, neu zu implementieren ist.
Dieses 1a8t sich aber im allgemeinen(Ausnahme EXX) genau
so schnell durchfiithren wie die Implementierung eines Direkten
Dichtefunktionals, da hier wie dort nur eine Funktionalableitung
zu berechnen ist.

Die Routinen fiir den zweiten Schritt fiir die KLI-Naherung
werden erzeugt, indem die Routine ECORCS von v. Kopylow
[77, 78], in der das Colle-Salvetti-Potential VX! direkt aus den
Orbitalen berechnet wurde, nach obigem Schema in zwei Rou-
tinen zerlegt wurde. Mit der ersten wird {u&5 %51} berech-
net, im zweiten nun allgemein aus {ug.;r} das KLI-Potential
VELL Das allgemeine Verfahren fiir die KLI-N#herung sieht
folgendermaflen aus: Zuerst wird von den Orbitalen mittels ei-
ner durch analytisches Bestimmen der Funktionalableitung in
Gleichung 3.2 {uycio - ¢ic} bestimmt . (Fiir den in dieser Ar-
beit verwendeten exakten Austausch entsprechend Gleichung
3.15.) Aus diesen wird dann mittels Gleichungen 3.17-3.19 das
KLI-Potential VXL bestimmt. Fiir OEP muf} zuerst die OEP-
Differentialgleichung 3.6-3.9 gelost werden, danach kann mit
3.11 und 3.23-3.25 das neue Potential V.2EF berechnet werden.
In Abbildung 5.1 ist der Ablauf fir KLI und OEP im Vergleich
zu LDA/GGA dargestellt.
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Abbildung 5.1: Berechnung des Potentials aus den Orbitalen fiir
LDA/GGA, KLI und OEP

LDA/GGA KLI OEP

{Spia} {@ia} {@io}

i Einsetzen i Einsetzen i Einsetzen
Va:ca {uzcia} {uwcia}
| Matrixgl. |peL
Vzca {\Ilitf}
i Matrixgl.
VZ’CO’

5.2 OEP Selbstkonsistenz

Um V,2FF zu erhalten, muf} es sowohl die OEP Differentialglei-
chung 3.6 als auch die Selbstkonsistenzgleichung 3.11 erfiillen;
dabei gilt fiir das in beiden Gleichungen vorkommende ¥,, auch
noch die Orthogonalitdtsbedingung 3.9. Ein mogliches Verfah-
ren, um dieses selbstkonsistente System zu losen ist folgendes:
Man berechne ugcir aUS Qip. AUS Ugeio, Pie Und dem alten V..
berechne man W¥;, mittels 3.6 und 3.9. Mit diesem neuen ¥,
berechne man ein neues V.. Da das neue V. nicht mit dem al-
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ten V.. tibereinstimmt, ist es nicht die selbstkonsistente Losung
der Gleichungen und damit nicht das gesuchte zu ¢,;, korrespon-
dierende V.. Analoges gilt fiir ¥,;, : Sogp = vac’ Vio Vs ist
nicht 0. Da bei G1.3.11 nun - besser als bei KLI - eine Néhe-
rung fiir ¥;, eingesetzt wird, sollte das neue V. eine bessere
N#herung als das KLI-Potential sein. Also wiederholt man obi-
gen Ablauf mehrere Male, wobei das neue V. in G1.3.6(d.h. in
G1.5.28) eingesetzt wird. Diese OEP-Zyklen werden 10 mal pro
scf-Schritt durchgefiihrt. Der Ablaufplan sieht dann so aus wie
in Abbildung 5.2 angegeben.

Diese Bestimmung des neuen Austauschkorrelationspotenti-
als VOFP durch Gl. 3.11 hat mehrere Schwiichen. Zum einen
kann das Potential im noch nicht selbstkonsistenten Fall im Au-
Benbereich sehr grof3 werden. Dies kann effizient nur fiir kleine
Atome duch Einfithrung eines Abschneideradius’ behoben wer-
den [12]. AuBerdem reduziert die Ableitung die Ordnung der An-
satzfunktionen, was zu einer schlechteren Punktzahl-Konvergenz
fithrt. Deshalb haben schon Kiimmel und Perdew[12, 13] ein an-
deres Vorgehen vorgeschlagen. Dieses beruht auf der Beobach-
tung, dass der Fehler im Austauschkorrelationspotential V,FF
ungefiahr proportional zum Fehler der vereinfachten OEP-Gleichung
SOEP () = S"No W (7)piy(7) = 0 ist. Damit ergibt sich dann

als Vorschrift fiir eine verbesserte Niherung von V,2FF:
Vieheu(F) = Va2 (7) + iz - 8777 (7) (5.1)

Kiimmel und Perdew[13] fanden, dass der Parameter ¢,,;, in der
Groflenordnung 1 so gewéhlt werden konnte, dass die Konver-
genz moglichst schnell ist. Da fiir das exakte VIOCEP Vchao' =
UgzeN, o gelten mul, mufl das Potential noch nachkorrigiert wer-
den, wobei die Addition eines konstanten Terms ausreicht. Aus

. . . = (7alt
programmtechnischen Griinden addieren wir tgen, o — V% Noos
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Abbildung 5.2: Ablaufdiagramm fiir die OEP-Zyklen

|

Rechne V,.,-Matrix

}

Rechne {7, } und damit{¥;,}

}

Rechne V... (7)

Falls genug Schritte

was im selbstkonsistenten Falle die gesuchte Bedingung erfiillt.
Kiimmel und Perdew[13] geben noch eine andere Moglichkeit
an, mit Hilfe von Spgp ein verbessertes Potential zu erhalten:

OEP OEP m(zglFt)(F) OEP
Va:c neu( ) Vmc alt(_j - m (77) o’ (F) (52)
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Dies beschreibt den Fehler besser, enthélt aber im Nenner die
Dichte, was fiir grole Abstédnde vom Kern zu instabilem Ver-
halten fithren kann. Um dies auszuschliessen, wurde obige Kor-
rektur nur bei Dichten gréfler als neuiors = 10~7 durchgefiihrt.
Das Potential-Mixing wurde durch Einsetzen von GI. 5.2 mit
der Mixinggleichung 2.13 erreicht:

VOE'P 7
Vzoc,Er‘Lchu(F) = Vzoc,Eal}z (F) — Pmix - %t(_‘) ! SUOEP (F) (53)

5.3 Diskretisierung

5.3.1 Poissongleichungen bei exaktem Austausch

Fiir den exakten Austausch ergibt sich u;¢; aus den Austausch-
potentialen V;;, das nach Gl. 3.16 selbst wieder von den ¢;
abhéngt. In dieser Gleichung 148t sich durch den Ansatz V. (7) =
Vijo (s, t) exp(im;;j) mit m;; = m; —m,; die p-Abhéngigkeit eli-
minieren, wodurch sich ergibt:

Nijo = PicPjo (5.4)
A
(AQD - ]> Vijo = =40 (5.5)
933
N, ~
ua:cia'(bicr = Z ‘/ija(bja (56)
j=1

Mit dem so erhaltenen w;¢p; 1iBt sich u;|p;|> = u;¢? und
damit nach Gl. 3.19 - 3.21 auch die Integralterme der Gl. 3.17
berechnen. Mit diesen Groflen ergibt sich durch Einsetzen direkt
das KLI-Potential.

44



Fiir die Austauschpotentiale des exakten Austauschs ergibt
sich analog zum Poissonproblem des Hartreepotentials:

g{

und damit fiir die Knotenpunktwerte:

S DV = 65:9)
k

V‘/UU - q Zj ‘/130

— A7, W}d?’F_ 0 (5.7)

mit einer gegeniiber dem Hartreeproblem leicht verédnderten Ma-
trix D:

2

y 1 1 ON; ON, m2,
DY — - - 2R Y NN, dsdt 5.9
U / Z;gjj Day Duy  gg k| 948 (5.9)

und einem analogen Vektor i
dy = dnm / n;;(7) N gdsdt (5.10)

Die Losung der Poissongleichungen entsprechend Gl. 5.4 und
5.8 wurde mit den Routinen aus Heinemanns Hartree-Fock-
Programm durchgefiihrt. Dabei wird das lineare Gleichungssy-
stem 5.8 wie das entprechende LGS mit der Gesamtdichte 4.25
mit dem in 4.3.1 beschriebenen Mehrgitterverfahren bestimmt.
Fiir die Berechnung von s 0ir gemafl Gl. 5.6 wurde seine
Routine EXPTKI1 fiir den 1-Determinanten-Ansatz der Dichte-
funktionaltheorie angepaft.
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5.3.2 OEP-Differentialgleichung

Um das OEP-Potential genau zu berechnen, muff man die Or-
bitalkorrektur ¥, nach folgenden Gleichungen berechnen:

(hicso — €io) Vi, (F) = hi, (F) (5.11)
Wo®) = V(P (P )
- (Vﬁfp(f') — Ugeio () — (Vagffp - ﬂxcia)) @i, (7)
(5.12)
[ @enmar=o (5.13)

Analog den KS-Gleichungen ergibt sich nun folgendes zu mini-
mierendes Funktional:

1 1
195 = [{3I90 P+ Vies(0) - i) sa 2 = 1,02

(5.14)
mit obiger Nebenbedingung. Da wir fiir die Wellenfunktion den
symmetrischen Ansatz (siehe Gl. 4.1) gemacht haben, ergibt sich
fiir deren Korrektur derselbe:

i (7) = i (7) explimio ) (5.15)
Damit wird das Funktional:
1 ~ m2 - 1 -
I‘OEP - / - o 2 9 )2 —(V; — €io 2
0 {4[V2D¢ ] + 4933 ’(/}w' + 2( KS € )ww’(F)
—m(,%z&is} gdsdt (5.16)
und die Nebenbedingung;:

/ Pigdiggdsdt = 0 (5.17)
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Nun machen wir den FE Ansatz:

Ny

i (T) = Zwio,k - Ny (%) (5.18)

k=1

Dies ergibt in das Variations-Funktional eingesetzt:

N Ng

Ii?yEP = Zz¢zo,j za,]szak tha,]¢zo,j 519)
j 1 k=1

mit Fig)kl = /{ VQDNk( )VQDNl( )+ QQZ;Nk(f)Nl(f)

+(Vics (F) — ew>zvk<f>Nl<f>}gdsdt (5.20)
und hiq /6Vw )i (Z)N;(Z)gdsdt (5.21)

und in Matrizenschreibweise:
I8P = 7% Fioic — hio - Yo (5.22)

und fiir die Nebenbedingung:
Nt =l SGie =0 (5.23)

S ist die Uberlappmatrix aus 4.21.

Nun suchen wir das Extremum von I2FF unter Beachtung
der Nebenbedingung 5.23. Es muf} also die Nebenbedingung mit-

tels Lagrange-Multiplikator beriicksichtigt werden:

S(IQEP — X. Northy =0 (5.24)

47



Die diskrete Variation ergibt:

FioVig — hic = A+ SFic =0 (5.25)
Aad Fw&w - A SSBiU = }_iia (526)

Zusammen mit der Nebenbedingung ergeben sich also fiir die
N+1 Variablen von 1/2,, und A eine Anzahl von N+1 Gleichun-
gen. Durch Vergleich mit den Gleichungen 4.19 und 4.21 sieht
man:

Fio’ = Hig - 61‘05 (527)

Die rechte Seite der OEP-Gleichung 5.12 kann man folgender-
maflen umformen:

Ny,
hio’,j = - Z Pio,k / Nkacongdet + /umcia¢iaNjgd5dt
k=1
N
+(chia - amcio’) . Z Sjkwia,k (528)
k=1

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass u reell ist, was fiir diese
Geometrie und Funktionale gezeigt werden kann. ugc;, s wird
mit GL.5.6 berechnet.

5.3.3 OEP- und KLI-Potential

In den neuen Koordinaten gilt:

V[T, - Vpje] + cc. =2 Vap[¥;aVapdo] (5.29)
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Die Berechnung des Austauschkorrelationspotentials aus Gl.
3.11 geschieht dann so:

No
Vmocfp(sat) - n (15 t) |:Z¢ia($7t)2 {uxcia(svt) + Aia}
o\ i=1

~Vap (io (s, t)Vapdjo(s, t))§5'30)

Die Ay = Viyeio —lzeic Werden nach G1.3.25 und 3.23 berechnet.
Analog fiir die KLI-Naherung;:

1
VELI (¢ ) —
xrco (S’ ) ng(s’ t)

No
Z ¢i0 (57 t)z {Umcia (57 t) + Aia’}‘|

) (5.31)
Dabei werden die A, = VAL — 1 (4,0, +1%,;,) nach Gleichung

3.19 und 3.18 berechnet. Fiir beide A;,-Berechnungen wurde die
SOLCCS-Routine vom Colle-Salvetti(KLI)-Teil des Codes von
v. Kopylow (siehe dazu [77, 78]) leicht angepasst verwendet.

5.4 OEP-Mehrgitterverfahren

5.4.1 Gleichungen
Laut Kapitel 5.3 sind folgende Gleichungen zu l6sen(w;, = S@is)

Ficri/;ia —A- U_jia - Eia‘ (532)

Vi - Wie = 0 (5.33)
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Man nimmt nun einen Startvektor 1/70 der 5.33 erfiillt. Dann

0

ergibt sich fiir A eine Ndherungslosung;:
Ao = Gl Figlly (5.34)
oder falls der Defekt cﬂ) = Figﬁ?g — ﬁig bekannt ist:
Mo = Fio - do (5.35)

Damit ergibt sich ein “orthogonalisierter Defekt“ | der d. “Gig =
0 erfiillt:
dy =do— Ao - Wiy

Fiir die Korrekturterme

Aﬁio = '(E'L'a' - "?0 (536)
AX = A=X (5.37)
gilt dann:
FioAic — AN - Wip +dy =0 (5.38)
Ay - Wiy = 0 (5.39)

Diese Gleichung ist nun Basis der Rechenoperationen auf den
unteren Gitterebenen des V-Zyklus.

5.4.2 Losungsmethode auf grobstem Gitter

Auf dem grobsten Gitter miissen obige OEP-Gleichungen 5.38
und 5.39 gleichzeitig exakt gelost werden. Eine direkte Losung
durch Inversion der Matrizengleichung scheitert an der Quasi-
Singularitdt von Fj,. Das hier verwendete Verfahren geht wie
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folgt: Beide Gleichungen werden so zusammengefafit, dass die
Unbekannten Av;, und A\ in einem Vektor stehen:

A AW AN
e L =] (540)
Fyy - FRy wy Ay hig
wie w0 “AX 0
Oder kurz:
Fio  Wis A, hio
(ﬁT 0 )(%A)Z(O) (5-41)
——’
Aig Tio gia

Dabei ergibt die unterste Zeile die Orthogonalitétsbedingung,
die anderen die diskretisierte OEP-W-Gleichung.
Wegen der Symmetrie von Fj, ist auch die Matrix A;, sym-

metrisch und somit diagonalisierbar. Fiir €;, = ¢;, sind ihre
Eigenwerte beziiglich der Uberlappmatrix S+ = ( 65; (1) )

€ic — €jo fir ¢ # j und +1(siche Anhang B). Dabei sind die
{€ix} die Eigenwerte der KS-Gleichung 4. Da aufier im Falle
zufélliger Entartung alle Eigenwerte von 0 verschieden sind, ist
A;, invertierbar und somit Gleichung 5.41 stabil 1osbar.

5.4.3 Mehrgitter-Zyklus

Beim Mehrgitter(MG)-Verfahren mufi auf allen Gitterebenen
darauf geachtet werden, dass beide Gl. 5.38 und 5.39 zugleich
erfiillt werden. Deshalb wird darauf geachtet, dass bei den Glét-
tungsiterationen auf jedem Gitter geméfl Gl. 5.32 bzw. 5.38 nur
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Startvektoren 1/71'0 verwendet werden, die Gl. 5.33 bzw. 5.39
erfiillen. Dazu werden sie auf jeder Ebene bis auf die grébste
Ebene entsprechend Gl. 5.33 orthogonalisiert(Oy ). Eine direkte
Losung von Figﬁw = f_iw wiirde zu einer groflen Verstarkung
des Anteils von 1/7 in Richtung des exakten g52e** fiihren. Dieser
Fehler wird durch den A-Term aufgefangen. Um dies bei einem
Iterationsverfahren nutzbringend einzusetzen, ist es richtig den
@erakt_ Anteil im Defekt d méglichst klein zu halten, indem jeder
Glattungs- oder Losungsschritt nur mit einem orthogonalen De-
fekt durchgefiihrt wird. Auler nach der Restriktion Rp (Op) ist
mit jeder Orthogonalisierung des Defekts entsprechend GI. 5.38
eine Korrektur von A vebunden(O?3,). Auf dem grobsten Gitter
wird mit der erweiteren Matrix A gelost(L ).

Das Verfahren geht wie folgt(die Zeichen in Klammern be-
zeichnen die ausgefiihrte Operation in Abbildung 5.3):

1. Nehme einen Startvektor Zy (wenn vorhanden eine Losung
aus einem friitheren scf-Zyklus)

2. Orthogonalisiere ¥(Oy):
\I7f = qjgtart - (\Ijgtart : ,u_)'f> ﬁf
3. Orthogonalisiere Residuum und korrigiere A (O%) :
it = prgf — pt
A=g@- -7
7 =7 — !

4. Restringiere Residuum auf das mittlere Gitter (Rg):
7" = R
=Ly

5. Orthogonalisiere Residuum(Og)

= (g i
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Abbildung 5.3: OEP MG Zyklus

Ov,0% Ok,+,G,0v,0%

RR PK
Or,G,0v,0%

OK7+7G

Rr Pk

| .
| | bis Konvergenz

. ,Glatten® (G):
Fiihre mehrere Iterationsschritte mit AW,, in FAW™ +

7" = 0 auf dem feineren Gitter — AU,

. Orthogonalisiere ¥(Oy):
ATT = AT™ (A\fﬂ" -u?m) B

. Orthogonalisiere Residuum und korrigiere A (O%) :
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

omo . pm Am . mm
Tneuw = F A\I/J_ + L

AX™ = Gm .

- m _ =m m,m
=7 — AN

Restringiere Defekt auf das grobere Gitter (Rg):
™ = R

Lose mit einer direkten Methode das Defektproblem auf
groberem Gitter (L ):

FIATI 4 ANIGI + 7 =0

A9 - 59 =0

— AUI, AN

Prolongiere Korrektur zum mittleren Gitter (Pg):
AT™9 = PADY

Orthogonalisiere Korrektur A¥(O):
AT™ = AF™ (A\fﬂ"vg -wm) Fm

Addiere Korrektur zum genéherten Losungsvektor (4):
ATT = AU 4+ AT

alt

»Glédtten® (G):
Fiihre mehrere Iterationsschritte mit AW™ in FMAY™ +
7] auf dem feineren Gitter — AU™

Prolongiere Korrektur zum feinsten Gitter (P ):
AYS = PAY™

Orthogonalisiere Korrektur A¥(O):
ATS = AGFm (A\fffvm : wf) i
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17.

18.

19.

20.

Addiere Korrektur zum genéherten Losungsvektor (4):
\177fzeu = \f}ilt + A\ij

»Glédtten® (G):

Fiihre mehrere Iterationsschritte mit ¥/ , in F/Uf =~ —
h'auf dem feineren Gitter — V2

Orthogonalisiere ¥(Oy):
B ()

Orthogonalisiere Residuum und korrigiere A (O%) :
o pIgS Rt

AN=¢g 7

7 =7 — @
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Kapitel 6

Ergebnisse

Zum Testen des Programms wurden folgende Systeme verwen-
det: als Atome Be, N und Ne, als Molekiile LiH und HF. Da OEP
und KLI fiir 1-Niveau-Systeme (wie He, Hy im Grundzustand)
mit Hartree-Fock identisch sind, wurden als einfachste Testsy-
steme die 2-Niveausysteme Be als Atom und LiH als (gebunde-
nes) Molekiil verwendet. Das Stickstoff-Atom als spinpolarisier-
tes System wird zum Testen des KLI/OEP-Unterschieds ver-
wendet. Als Testsystem mit mehr Niveaus (insbesondere auch
fiir 7-Orbitale) wurde das Ne Atom verwendet. Auflerdem wird
das HF-Molekiil mit numerischen Werten fiir Gesamtenergie
und Ionisationspotential vorgestellt.
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6.1 Atome

6.1.1 Beryllium

Das Beryllium Atom wurde mit der direkten Berechnung des
Potentials laut Gl. 5.30 berechnet. Es wurden Finite Elemente
8. Ordnung verwendet, weil es bei Elementen 4. Ordnung Kon-
vergenzprobleme gab. Dies diirfte daran liegen, dass bei der Be-
rechnung des Potentials Ableitungen berechnet werden miissen,
was die FE-Approximationsordnung verschlechtert.

Abbildung 6.1: Orbitalkorrektur 1s

0,002

0 /\

3 -0,002
L
t ]
R -0,004
g
5« -0,006
-0,008
-0,01 : : ‘
0 1 2 3

radialer Kernabstand in Bohr

Die Orbitalkorrekturen im selbstkonsistenten Falle sind in
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den Diagrammen 6.1 und 6.2 angegeben. Die erste Orbitalkorrek-
tur Wy hat wegen ihrer Orthogonalitét zum 1s-Orbital vergleich-
bare positive und negative Werte. Dagegen hat die zweite Or-
bitalkorrektur Wy, die zum 2s-Orbital orthogonal ist, tiberwie-
gend positive Werte. Der schnelle Abfall von ¥y gegeniiber ¥4
liegt an der Eigenschaft, dass die Orbitalkorrektur zum hochsten
Eigenwert den gleichen exponentiellen Abfall wie das Orbital
zum zweithéchsten Eigenwert hat, wiahrend alle anderen Orbi-
talkorrekturen wie das Orbital zum héchsten Eigenwert abfallen[53].

Abbildung 6.2: Orbitalkorrektur 2s

0,05

0,04
0,03

0,02 \
0,01 \
AN

-0,01 \ ‘ ‘
0 1 2 3

radialer Kernabstand in Bohr

¥ in Bohr15

Ergebnisse bei Gitterpunktzahlen von 500 bis 4000 (alle Gitter
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4. Ordnung finden sich im Anhang A angegeben, fiir 8. Ordnung
miissen jeweils 4 Dreiecke zu einem zusammengefafit werden)
werden in Tabelle 6.1 fiir KLI und Tabelle 6.2 fiir OEP ange-
geben. Die hohere Stellenzahl bei den KLI-Werten spiegelt die
bessere scf-Konvergenz wieder: Bei den KLI-scf-Iterationen ver-
bessern sich die Werte stetig: Die Gesamtenergie ist nach 9-10
Iterationen bis auf etwa 10~% genau, die Eigenwerte nach 12-13
Iterationen auf etwa 107¢. Die Gesamtenergie bei OEP(Start:
KLI selbstkonsistent) braucht dazu noch weitere 8-9 Iterationen,
die Eigenwerte mindestens 16. Die in Klammern angegebenen
Werte sind die noch nicht konvergierte Stelle.

Tabelle 6.1: Be (direkt, 8. Ordnung) KLI
Punkte | Gesamtenergie €1s €25
545 | -14,57220192 -4,16699 -0,308853
1089 | -14,57226450 -4,16682 -0,308853
2113 | -14,57228234  -4,16684  -0,308853
4225 | -14,57228237  -4,16684  -0,308853
Kiimmel[13] | -14,5723 -4,1668 -0,3089
Makmal[16] | -14,57228(3) -4,1668(3) -0,3088(5)

Tabelle 6.2: Be (direkt, 8. Ordnung) OEP
Punkte | Gesamtenergie €15 €9

545 | -14,5723554(2) -4,1270(4) -0,30923(5)
1089 | -14,5724147(4) -4,1256(5) -0,30922(8)
2113 | -14,572432(4)  -4,1256(6) -0,30922(7)
4225 | -14,5724325(6) -4,1257(0)  -0,30922(8)
Kitmmel[13] | -14,5724 41257 -0,3092
Makmal[16] | -14,5724(3) -4,1257(1)  -0,3092(3)

Die Gesamt- und Orbitalenergien nihern sich sowohl bei
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KLI-N&herung als auch bei exaktem OEP einem Grenzwert.
Dieser stimmt sowohl mit dem von Kiimmel und Perdew][13]
als auch mit dem von Makmal et al.[16] jeweils bis zur letz-
ten giiltigen Stelle tiberein. Dabei ist die OEP-Genauigkeit des
1s-Eigenwerts gleich, bei dem 2s-Eigenwert eine Stelle besser.
Die OEP-Gesamtenergie hat 2-3 Stellen mehr als bei Makmal
et al. Dies konnte an dem hier verwendeten direkten Mixing lie-
gen, das Gleichung 3.11 exakt erfiillt, wihrend das von Mak-
mal et al. verwendete C-Mixing nur eine Niherung ist. Ein
Problem des hier verwendeten direkten Mixings ist die schlech-
te scf-Konvergenz des Austauschpotentials. Dies kénnte dazu
fiihren, dass die konvergierte Gesamtenergie nicht das exakte
scf-Minimum erreicht. In diesem Fall wire die konvergierte Ge-
samtenergie dann als Ndherung nur obere Grenze der exakten
Gesamtenergie. Es ist zu beachten, dass die Energie schon fiir
2113 Punkte auf 10~7 genau ist und die Eigenwerte auch schon
auf die volle Stellenzahl genau sind, wihrend Makmal et al.
fiir ihre Werte ca. 4000 Punkte brauchen. Dies verweist auf die
schnellere Konvergenz iiber die Punktzahl, die FEM gegeniiber
dem FD-Code hat, den Makmal et al. benutzen.

6.1.2 Stickstoff

Fiir das Stickstoff-Atom (1s0? 2s0? 2polt 2pm)?) wurden fiir
Punktzahlen von 545 bis 16641 Berechnungen durchgefiihrt.

In Diagramm 6.3 ist die Energieinderung pro scf-Schritt an-
gegeben. Fiir den Mixingparameter p,,;, wurde 0,7 gewihlt. Es
ergibt sich eine schnelle Konvergenz, bis zum 5. Schritt verklei-
nert sich die Energiefinderung um etwa eine Gréflenordnung, da-
nach um den Faktor 4. Das bedeutet, dass man erwarten darf,
dass der restliche scf-Fehler kleiner ist als die letzte Energiednde-
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rung. Dabei wird die Gesamtenergie im Bereich des steilen Ab-
falls kleiner, im Bereich des flachen Abfalls wieder grofer. Dies
weist darauf hin, dass letzterer vom Fehler des Coulombpro-
blems beherrscht wird. Denn nur dort kann durch Fehler des
Potentials die Gesamtenergie kleiner als der selbstkonsistente
Wert, werden. Dies konnte auch damit zusammenhéngen, dass
die Austauschpotentiale V;; anders als das Hartreepotential Vg
direkt aus den Austauschdichten n;; ohne Verwendung von Mo-
delldichten bestimmt werden.

Abbildung 6.3: N: Energieinderung pro scf-Schritt bei KLI
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Bei OEP wurden 30 scf-Iterationen durchgefiihrt. Dabei konn-
te aber wegen der zunehmend langsamer werdenden scf-Konvergenz
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nicht die gleiche Genauigkeit erreicht werden. Fiir die letzten
scf-Iterationen verringerten sich die Energieinderungen um nur
noch 5%. In Diagramm 6.4 ist die scf-Konvergenz fiir OEP bei C-
Mixing mit ¢, = 2,5 angegeben. Hierbei ist die Energieénde-
rung pro scf-Schritt anfangs schon klein, wird aber spéter nur
noch langsam kleiner. Diese Verhalten diirfte eine Schwiche die-
ser Mixing-Methode sein. Bei ihr wird davon ausgegangen, dass
die Differenz zwischen dem gendherten und dem exakten OEP-
Potential durch SOFF = Zi\fz"l U pis gegeben ist. Dies ist wohl
fiir spétere Iterationen immer weniger der Fall.

Abbildung 6.4: N: Energieinderung pro sct-Schritt bei OEP
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In Diagramm 6.5 ist die Rechenzeit fiir verschiedene Git-
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ter fiir jeweils eine vollstindige OEP-Rechnung (KLI selbstkon-
sistent/30 scf-Zyklen OEP) angegeben. Man sieht die lineare
Abhéngigkeit der Rechenzeit von der Punktzahl, wie es fiir ein
Mehrgitterverfahren typisch ist. Ein scf-Zyklus fiir OEP dauerte
dabei 4-5 mal so lang wie fiir KLI. Insgesamt brauchte ein OEP
Rechnung wie oben etwa 13mal so lang wie eine KLI-Rechnung.

Abbildung 6.5: Zeitdauer fiir OEP-Rechnung fiir verschiedene
Punktzahlen
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Die Ergebnisse fiir die Gesamtenergie und den obersten Ei-
genwert sind in Tabelle 6.3 angegeben. Wegen der schlechten
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scf-Konvergenz ist aber die letzte Stelle unsicher und deshalb in
Klammern gesetzt. Schon bei 2000 Punkten fiir €,,,, und 4000
fiir By ist der Gitterfehler kleiner als 10~° Hartree.

Tabelle 6.3: N: Gesamtenergie und hochster Eigenwert
Eio €max

Punkte | KLI OEP KLI OEP
545 | -54,40082 -54,4011(9) 0,570481 -0,5712(
1089 | -54,40287 -54,4032(4) 0,570469 -0,5711(
2113 | -54,40303 -54,4033(8) 0,570469 -0,5711(
(0) (

(0) (

(0) (

4225 | -54,40304 -54,4034 0,570469 -0,5711

8321 | -54,40304 -54,4034 0,570469 -0,5711
16641 | -54,40304 -54,4034 0,570469 -0,5711
Grabo[53] | -54,4030  -54,4034 0,5705  -0,5712

0)
7)
6)
6)
6)
6)

Eine Grofe, bei der die KLI-N&herung den OEP-Wert sehr
schlecht wiedergibt, ist die Magnetisierungsdichte ( = M
Wihrend dort der OEP-Wert mit 921,5-107% sehr nahe be1m
Hartree-Fock-Wert 910,8-107° liegt, hat KLI mit -1623-1076
nicht nur das falsche Vorzeichen sondern auch noch einen grofien
Betrag. Deshalb ist es interessant, inwiefern von KLI startend
dies Ergebnis erreicht wird.

Das Ergebnis ist in Tabelle 6.4 angegeben. Fiir OEP sind die
Spindichten in der letzten Stelle nicht vollig sicher und deshalb
in Klammern gesetzt. Aus den Spindichten werden die Diffe-
renzdichten An = ny - n) und die Gesamtdichte n = ny + nj
und damit die Magnetisierungsdichte ¢ berechnet. Die Differenz-
dichte An und die Magnetisierungsdichte ¢ aus der Literatur
sind wegen umgekehrter Spinpolarisierung hier mit umgekehr-
tem Vorzeichen wiedergegeben.
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Tabelle 6.4: N: Spindichten und Magnetisierung am Kern

Punkte Ny ny n An ¢/1076
545 | KLI | 100,57723  100,25279  200,83002 0,32444  1615,6
OEP | 100,435(7) 100,619(6) 201,055(3) -0,183(9) -914,7
1089 | KLI | 102,16775 101,83620 204,00395  0,33155  1625,2
OEP | 102,024(4) 102,209(2) 204,233(6) -0,184(8) -904,8
2113 | KLI | 102,89050 102,55688  205,44738  0,33362 1623,9
OEP | 102,745(7) 102,934(7) 205,680(4) -0,189(0) -918,9
4225 | KLI | 102,96303  102,62923  205,59226 0,33380  1623,6
OEP | 102,818(1) 103,007(5) 205,825(6) -0,189(4) -920,2
8321 | KLI | 102,98234 102,64849  205,63083  0,33385  1623,5
OEP | 102,837(4) 103,026(9) 205,864(3) -0,189(5) -920,5
16641 | KLI | 102,98372  102,64986  205,63358 0,33386  1623,6
OEP | 102,838(8) 103,028(3) 205,867(1) -0,189(5) -920,4
Li[84] | KLI 205,636 0,3338
OEP 205,869 -0,1897
Grabo[53] | KLI 1623,
OEP 9215

Dabei sieht man, dass die Dichte am Kern sowohl fiir KLI als
auch fiir OEP wesentlich langsamer iiber die Punktzahl konver-
giert als Gesamtenergie oder Eigenwert. Ein Grund dafiir kénnte
sein, dass die Finite-Element-Methode integrale Groflen wie die
Gesamtenergie besser behandelt als punktweise Grofien wie die
Dichte an einem Ort. Dies gilt in diesem Fall besonders, da bei
sphérisch-prolaten Koordinaten die Punktdichte zum Kern im-
mer grofer wird und damit das Gewicht eines Knotenpunkts am
Kernort gegen 0 geht. Daraus ergibt sich hiiufig ein Uberschieen
des Ansatzpolynoms am Kernort, so dass ganz in Kernnahe die
1s-Orbitale und damit die Dichte wieder abnehmen. Versuche,
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dies mit anderen Koordinatensystemen zu verbessern, schlugen
bisher fehl. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass die Verbesse-
rung der lokalen Eigenschaften am Kernort die Verschlechterung
der integralen Eigenschaften nicht kompensieren kann.

Die Gesamtdichten konvergieren somit langsam, erreichen
die Werte von Li et al.[84] aber noch nicht. Die Differenzdich-
ten scheinen gegen einen Wert zu konvergieren, der sich in der
letzten Stelle etwas von den von Li et al. angegebenen Wer-
ten unterscheidet. Dies konnte an der nicht ganz erreichten scf-
Konvergenz liegen. Dasselbe gilt damit auch fiir die Magnetisie-
rungsdichten, die mit den Werten von Grabo et al.[53] verglichen
werden, die sie aus den Werten von Li et al. berechnet haben.

6.1.3 Neon

Beim Neon-Atom wurde fiir die scf-Konvergenz das S-Mixing
(Gl. 5.2) verwendet. Eine moglichst schnelle Konvergenz ergab
sich mit p,;. = 0, 85.

Tabelle 6.5: Ne: KLI

Punkte Etot €1s €25 €2po €2p

545 | -128,5319156 -30,79807 -1,70711 -0,84945  -0,84945
1089 | -128,5434800 -30,80151 -1,70724 -0,84939  -0,84941
2113 | -128,5446505 -30,80203 -1,70726 -0,849402 -0,849402
4225 | -128,5448286 -30,80209 -1,70726 -0,849402 -0,849402
8321 | -128,5448337 -30,80210 -1,70726 -0,849402 -0,849402
Kiimmel[12] | -128,5448 30,8021 -1,7073  -0,8494  -0,8494
Engel[79] | -128,54483

Dabei ergibt sich fiir ein geniigend groBes Gitter volle Uber-
einstimmung mit den Werten von Kiimmel und Perdew[12]. Da-
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Tabelle 6.6: Ne: OEP

Punkte Etot €1s €25 €2p0 €2pm

545 | -128,5325(5)  -30,81(9)  -1,718(4) -0,8509(3) -0,8507(4)

1089 | -128,5440(9)  -30,81(9)  -1,718(2) -0,8507(0) -0,8507(2)

2113 | -128,54523(3) -30,820(0) -1,718(1) -0,8507(1) -0,8507(1)

4225 | -128,54540(9) -30,820(0) -1,718(1) -0,8507(1) -0,8507(1)

8321 | -128,54541(4) -30,820(0) -1,718(1) -0,8507(1) -0,8507(1)
Kiimmel[12] | -128,5454 -30,8200 -1,7181 -0,8507 -0,8507

Engel[79] | -128 54542

bei ist hier die Gesamtenergie um 1 Stelle genauer, die 1s- und
2s- Orbitalenergien ungenauer als dort. Die dazu notwendige
Gittergrofle liegt fiir OEP bei den Eigenwerten bei 1000 oder
2000, bei der Gesamtenergie bei 4000 Punkten. Das liegt an
dem relativen Fehler, der fiir alle Groflen bei gegebener Punkt-
zahl ungefihr gleich ist, so dass eine absolute Genauigkeit von
4 Nachkommastellen bei den kleineren Werten zuerst erreicht
wird. Die 2po-Orbitale stimmen bei KLI ab 2000 Punkten mit
den 2pm-Orbitalen iiberein, bei OEP schon ab 1000. Die Ge-
samtenergie, die Engel et al.[79] angeben, stimmt mit der hier
erhaltenen KLI-N#&herung genau {iberein, bei exaktem OEP er-
gibt sich eine Diskrepanz in der letzten Stelle, die moglicherweise
bei Verwendung einer héheren Punktzahl noch verschwindet.
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6.2 Molekiile

6.2.1 LiH

Beim LiH Molekiil wurde das C-Mixing Gl. 5.1 mit c¢pe =
2,5 verwendet. Die Gesamtenergien konvergieren mit héheren
Punktzahlen. Der erreichte KLI-Wert stimmt sowohl mit demje-
nigen von Engel et al.[79] als auch mit demjenigen von Makmal
et al.[16] iiberein. Bei OEP ergab sich wieder eine schleichende
scf-Konvergenz. Deshalb wurde nach 30 scf-Schritten aus dem
Quotienten p = fﬁfl der letzten und vorletzten Energiednde-
rungen quasi als Extrapolation eine Abschétzung gemacht. Fiir
eine geometrische Reihe gilt fiir die Summe der unendlich vie-
len Restglieder : AFq a1 = Ej - 1’%}). Damit ergab sich fiir al-
le Gitter eine Fehlerabschitzung von etwa 1-1075. Da aber bei
diesen Rechnungen p langsam gofer wird, ist diese Abschéitzung
als eine untere Grenze zu verstehen. Entsprechend wurde die 5.

Nachkommastelle als nicht konvergiert gekennzeichnet.

Tabelle 6.7: LiH (R=3,0141)

Punkte KLI OEP
545 -7,986.683.8  -7,986.7(9)
1089 -7,986.790.1 -7,986.8(9)
2113 -7,986.806.2 -7,986.9(0)
4225 -7,986.806.9 -7,986.9(0)
8321 -7,986.807.0 -7,986.9(0)
Engel[79] -7,986.81
Makmal[16] | -7,98680(8) -7,98691(9)

Im Rahmen dieser Ungenauigkeiten stimmt das Ergebnis mit
dem um eine Stelle genaueren von Makmal et al. iberein(unbeschadet
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des etwas anderen Kernabstands R=3,015 Bohr bei ihnen).

Abbildung 6.6: KLI Gesamtenergie von LIH
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Mit 545 Punkten wurden die Gesamtenergien fiir verschiede-
ne Kernabstdnde mit dem KLI-Potential berechnet. Diese sind
in Diagramm 6.6 als schwarze Punkte angegeben. Da die Ge-
samtenergie fiir ein Li-Atom tiefer als -7,43 Ha und fiir ein H-
Atom im exakten Fall -0,5 Ha ist, wird fiir R grofler als 5 Bohr
die Molekiilenergie grofier as die der getrennten Atome. Dieser
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Abbildung 6.7: KLI Bindungsenergie von LiH
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schon ldnger bekannte Effekt, der auch bei Hartree-Fock auf-
tritt, liegt daran, dass die Wellenfunktion als Slaterdeterminan-
te von beziiglich des Spins symmetrischen Molekiilorbitalen fiir
grofle R nicht gegen die jeweiligen atomaren Wellenfunktionen
konvergiert, sondern nicht verschwindende ionische Anteile hat.
Fiir den Spindichte-Formalismus 1483t sich eine Konvergenz aber
durch kiinstliches Einfiihren eines Symmetriebruchs erreichen.
Dies wurde hier erreicht, indem fiir einen Kernabstand R = 10
Bohr das 2so 1-Orbital mit 0,99 besetzt wurde. Die so erhalte-
nen asymmetrischen Orbitale wurden dann als Startorbitale fiir
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eine selbstkonsistente Berechnung des LiH-Molekiils bei R=10
verwendet. Die so erhaltenen Orbitale dienten dann als Starto-
bitale fiir R=9. Dieses Vorgehen wurde dann bis R=4 wieder-
holt. Fiir R=4 konvergierten die OPrbitale dann zum symme-
trischen Zustand. Die damit erhaltenen Gesamtenergien sind in
Diagramm 6.6 als weifle Punkte wiedergegeben. Hiermit wird
die Dissoziation dann richtig wiedergegeben.

In Diagramm 6.7 ist dann die Dissoziationskurve von LiH
wiedergegeben. Zur Berechnung der Gesamtenergie der Atome
reichte es hiufig aus, diese lediglich bei R=3 zu berechnen. Fiir
grofle R ergébe das aber positive Werte. Der Grund dafiir liegt
an dem fiir grofle R schlechter werdenden Koordinatensystem.
Dies Problem wurde behoben, indem ab R=4 die Bindungs-
energien aus Atomenergien mit dem gleichen Gitter berechnet
werden.

Fiir die 22 Molekiil- und 9 Atomrechnungen wurde insgesamt
eine CPU-Zeit von 3 Minuten gebraucht. Da OEP-Rechnungen
etwa 13mal mehr Zeit brauchen, kann der CPU Zeitaufwand fiir
eine entsprechende OEP-Rechnung auf 40 min geschétzt werden.

6.2.2 HF

Das HF-Molekiil wurde in seiner Grundzustandskonfiguration
1s0? 2502 2po? 2pm* mit dem experimentellen Abstand R=1,7329
Bohr[79, 81] gerechnet. Dabei wurden bei S-Mixing(Gl. 5.2) mit
Pmiz=0,7 Gitter von 500 bis 8000 Punkten verwendet, so dass
fiir die Gesamtenergie eine Genauigkeit von 107° fiir KLI und
10~* Hartree fiir OEP erreicht wurde.Dabei wurden fiir KLI 19
und das anschliessende OEP 30 scf-Iterationen benétigt.

Der in Tabelle 6.8 angegebene KLI-Energiewert stimmt mit
dem numerischen Ergebnis von Grabo et al[53] auf alle vier von
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ihm angegebenen Stellen iiberein. Der Unterschied zu Engel et
al.[79] sollte an der Ungenauigkeit der dort verwendeten Basis-
satzmethode liegen. So erhalten sie fiir das zu HF isoelektro-
nische Neon einen um 0,17 mHa kleineren Wert als bei ihrer
Finite-Differenzen Rechnung. Fiir die OEP Ergebnisse gibt es
meiner Wissens bis heute keine geeigneten Vergleichswerte: Die
beiden mit Basissatzmethoden erhaltenen Ergebnisse von Iva-
nov et al.[81] und Hamel et al.[83] liegen beide sogar hoher als
der KLI-Wert. Dagegen mufl der exakte OEP-Wert tiefer als
der KLI-Wert liegen, weil das exakte OEP-Potential dasjenige
lokale Potential ist, das die Gesamtenergie als Funktional der
KS-Orbitale minimiert.

Tabelle 6.8: HF, R=1,7329

Punkte Gesamtenergie
KLI OEP

545 -100,053.577.55 -100,054.7
1089 -100,065.735 -100,066.9
2113 -100,067.255 -100,068.36
4225 -100,067.521 -100,068.6
8321 -100,067.531.7  -100,068.6

Engel[79] | -100,067.67

Grabo[53] | -100,067.5

Hamel[83] -100,051.9

Ivanov|[81] -100,056.51

In Tabelle 6.9 sind die obersten Eigenwerte fiir die verschie-
denen Punktzahlen angegeben. Nur diese Eigenwerte haben ei-
ne direkte physikalische Bedeutung als negatives lonisationspo-
tential. Bei KLI ergibt sich wieder volle Ubereinstimmung mit
den 4 Stellen von Grabo et al.[53]. Bei OEP ergibt sich eine
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schnelle Konvergenz iiber die Punktzahl, so dass der Diskre-
tisierungsgrenzwert bereits erreicht ist. In eV umgerechnet ist
dieser Grenzwert in Tabelle 6.9 angegeben. Dabei betriagt der
Fehler wegen der begrenzten Stellenzahl umgerechnet etwa 0,1-
0,2 meV.

Tabelle 6.9: HF, R=1,7329

Punkte €Emaz
KLI OEP
545 -0,645.33  -0,649.58
1089 -0,645.29  -0,649.56
2113 -0,645.28  -0,649.55
4225 -0,645.28  -0,649.55
8321 -0,645.28  -0,649.55

Grabo et al.[53] -0,645.3
Ionisationspot.(eV)

diese Arbeit 17,6750
Hamel[83] 17,70
Gaorling[62] 17,4

Damit sind die hier erreichten Werte um 2 Gréflenordnungen
genauer als die bisherigen von Hamel et al.[83]. Der Unterschied
zwischen beiden Werten koénnte aber auch am kleineren von ih-
nen verwendeten Kernabstand R=1,706 bei ihnen liegen. Der
Wert von Gorling et al.[62] ist noch deutlich schlechter. Dies
ist nicht iiberraschend, da Gorling et al. selbst auf die starke
Abhéngigkeit von der Basis mit moglichen Verschiebungen bis
zu 1 eV hinweisen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung
und Ausblick

Bei dem Beryllium-Atom wurde gezeigt, dass sowohl die Ge-
samtenergien als auch die Energieniveaus der einzelnen Elektro-
nen sowohl fiir die KLI-N&herung als auch fiir die volle OEP-
Rechnung mit den numerischen Ergebnissen von Kiimmel und
Perdew[13] sowie den Werten von Makmal et al. [16] auf al-
le angegebenen mindestens 4 Stellen iibereinstimmen. Bei der
Gesamtenergie waren diese Werte um mindestens 2 Stellen, bei
den Orbitalenergien um bis zu 1 Stelle besser. Diese Genauig-
keit erforderte fiir diese FEM hoherer Ordnung auch weniger
Punkte. Bei dem Stickstoff-Atom wurde gezeigt, dass, wiahrend
KLI recht schnell und kontinuierlich konvergiert, die C-Mixing-
Methode immer schlechter wird und sich zwischen 10~° und
1075 totlduft. AuBerdem wurde der lineare Zusammenhang zwi-
schen verwendeter Punktzahl und Rechenzeit aufgezeigt. Dabei
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wurde bei einer Punktzahl von 4000 Punkten bereits die ma-
ximale Genauigkeit erzielt. Diese schnelle Konvergenz war da-
gegen fiir die Ladungsdichte nicht gegeben, wo die Genauigkeit
von Li et al. nicht ganz erreicht wurde. Die Magnetisierungs-
dichte in KLI-N&herung wurde genau, die in OEP-Rechnungen
mit geringen Diskrepanzen wiedergegeben. Bei dem Neon-Atom
stimmten ebenfalls Gesamtenergie und Energieniveaus mit den
Ergebnissen von Engel et al.[79] sowie Kiimmel und Perdew auf
alle giiltigen 3-5 Dezimalen iiberein. Somit kann das Programm
dieser Arbeit auch Molekiile mit w-Elektronen berechnen.

Fiir das LiH-Molekiil wurde gezeigt, dass die Gesamtener-
gie bei KLI-Nédherung mit dem numerischen Wert von Engel
et al. sowie Makmal et al. auf 5 Stellen iibereinstimmt. Fiir
OEP ergab sich eine Ubereinstimmung der 4 konvergierten Stel-
len. Damit ist auch fiir Molekiile gezeigt, dass OEP-Ergebnisse
erreicht werden. Es wurde auflerdem gezeigt, dass eine KLI-
Dissoziationskurve erstellt werden konnte, die sehr wenig Re-
chenzeit braucht, so dass auch fiir das aufwendige OEP dies
schnell durchfithrbar sein sollte. Fiir HF ergab sich eine Genau-
igkeit von 4 Dezimalenstellen, die bei KL.I durch einen Vergleich
bestétigt werden konnten. Auflerdem wurde das Ionisationspo-
tential etwa zwei Grofenordnungen (bis auf etwa 0,2 meV) bes-
ser als Rechnungen mit Basissétzen bestimmt.

Hier wurde gezeigt, dass man mit der Finite-Elemente—Mehr-
gitter—-Methode sowohl Atome als auch 2-atomige Molekiile ge-
nau berechnen kann. Dabei sind im Prinzip wegen der Kon-
vergenz der FE-Methode mit der Punktzahl noch hohere Ge-
nauigkeiten erreichbar. Dies ist wegen der immer langsameren
scf-Konvergenz bei der Losung der OEP-Gleichungen nur bis zu
einer gewissen Grenze erreichbar. Da diese aber kleiner als 0,1
mHa ist, kann die hier vorgestellte Methode benutzt werden,
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um nicht nur bei Atomen, bei denen man die entstehenden 1-
dimensionalen OEP-Gleichungen schon langer 16sen kann, son-
dern auch bei 2-atomigen Molekiilen Benchmark-Rechnungen
durchzufiihren.

Eine Verbesserung der Genauigkeit miiite iiber eine Verbes-
serung der OEP-Iteration gehen. Diese kénnte von einem Ver-
gleich mit genauen 1D-OEP-Rechnungen profitieren. Zur Ver-
besserung der Spindichten am Kern wére ein andres Koordi-
natensystem zu versuchen. Die hier vorgestellte Methode kann
wegen ihrer allgemeinen Formulierung problemlos auf andere
Austausch- und Korrelationsfunktionale (Hybridfunktionale oder
mit EXX kompatible Korrelation) erweitert werden. Dazu ist
kein wesentlich grofierer Programmieraufwand notig als z.B. der
Einbau eines neuen GGA-Funktionals. Auflerdem ist wegen der
grofien Geschwindigkeit(Mehrgitter!) auch eine Erweiterung fiir
schwerere Molekiile, bei denen groflere Punktzahlen nétig sind,
moglich. Dazu gehort auch speziell eine Erweiterung ins Re-
lativistische, weil es bereits ein dhnliches FEM-Programm zur
Losung der Dirac-Fock-Slater-Gleichungen gibt[85].
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Anhang A

Mehrgitter

Die Bezeichnungen oberhalb der Gitter beziehen sich auf den
Fall des grofiten in dieser Arbeit verwendeten Gitters. Die Git-
ter mit weniger Punkten haben entsprechend die kleineren als
Untergitter.
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feinstes Gitter

8321 Punkte, 1024 Elemente
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2.feinstes Gitter

4225 Punkte, 512 Elemente
3.feinstes Gitter

2113 Punkte, 256 Elemente
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3.grobstes Gitter 2. grobstes Gitter

1089 Punkte, 128 Elemente 545 Punkte, 64 Elemente
grobstes Gitter

289 Punkte, 32 Elemente
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Anhang B

Erweiterte Matrix F'

Die erweiterte Matrix F'* ist gegeben durch:

F, W
-+ _ ) 10
‘Fiﬂ - < w;]; 0 ) (B].)
mit Fz =H - €io * S (B?)
und Wi, = S (B.3)

Dabei sind H die Energiematrix, S die positiv definite Uber-
lappmatrix. ; ist der i-te Eigenvektor und €; der zugehorige
Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems

Hpiy = €io - Sio (B4)
Die Eigenvektoren {F;,} sind orthonormal:

PicSPje =0 (B.5)
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Zu dieser erweiterten Matrix gehért eine erweiterte Uber-
lappmatrix ST:

S 0
+ _
o (50) 59
Mit ihr bilden die erweiterte Vektoren v+ ihr Skalarprodukt:
< atpt >= (@*)'sh* (B.7)

Es gilt nun:
F+ . @ja’ — Fi w’ia’ . @jo — Fio‘ﬁjo
1o 0 ﬁiTa 0 0 gﬁfUSLﬁjg
_ [ (o —€is)SBjo
= < 5y (B.8)
Fiir j # a:
+ . 6]'0’ _ Fz u_jio' . (;Bja
m () = (&) (%) e

S 0 Bio
= (60 — €io) < o ) ( ‘p{) )B.IO)

Also sind die (‘060 > fiir j # ¢ beziiglich ST Eigenvektoren

mit dem Eigenwert €;, — €5

Fiir j = i:
ol ( aio ) — 5t ( (1) ) (B.11)

Fr. ( ‘13 ) =St ( “56"’ ) (B.12)

AuBlerdem gilt:



Aus B.11 und B.12 erhilt man:

. ( ijf ) :il-S+< ijf ) (B.13)

Also ergibt sich fiir F'* im Unterschied zu F kein Eigenwert
gleich 0.

Da die beiden Eigenwerte £1 deutlich von 0 verschieden sind
ist auch bei Fehlern in ¢;, keine Probleme bei der Matrixinver-
sion zu erwarten.
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Anhang C

Beschreibung der
Eingabedatei

Zeile

56000110100

Test: System: Be; Program Version:
4.0 1.0 0.0 1.0

1 0.0 0.0 0.0 0.0

3 ’HFS’ 1 90.7

30 0.90 1.00 1.0 2

50 0.30 10 0.0

1.0E+00 1.0E-3 1.0E-5 1.0E-6

9. 1

PN O W=

10.  3.00 -1.0, 1.0, 0.0, 25.0
11. 2
12. 1, o, 0, 2.00, -3.7, 1.0E-00

91
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13. 2, 0, 0, 2.00, -0.2, 1.0E-01
14. ’grid2_p8’

15.  ’Be.vct’

16. 14, 0, 1.0E-11, 2

17. 14, 0, 1.0E-11, 2, O
18. 14, 0, 1.0E-11, 2

19. 99, 99, ’WAV.Be.g2_p8’
20. 99, 99, ’0C0.Be.g2_p8’
21. 0, 0, ’PROTOCOLL’

22. ’ENDE’, °’B_1.vct’

23. ’SOEP’, ’SOEP.Be.g2_p8’

In dieser Version des Programms ist die Eingabedatei in den
meisten Positionen wie in Version 2.1.1 des FE-Codes von Heine-
mann[73]. Es werden deshalb nur die Abweichungen davon er-
klért. Zeile 8 geht dabei auf von Kopylow zuriick, wird hier aber
aufgefiithrt, weil es fiir die hier vorgestellten KLI-Rechnungen
verwendet wird.

Zeile b:

Die letzte Zahl in dieser Zeile gibt das verwendete Funktional
an. Fiir Werte unter 1 gibt es den Slaterschen Austauschparame-
ter an. Fiir groflere Werte geben die Einerziffern das Korrelati-
onsfunktional(0 : kein Korrelationsfunktional), die Zehnerziffern
das Austauschfunktional an. Hier wird fiir XX-KLI 60, fiir XX-
OEP 90 eingefiihrt.

Zeile T:

In dieser Zeile stehen die Konvergenzparameter fiir den OEP-
Teil. Deshalb kommt sie nur bei OEP-Rechnungen vor. Die er-
ste Zahl gibt die maximale Anzahl der durchzufithrenden scf-
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Iterationen an. Die zweite Zahl ist der Mixingprameter p,,;;, da
es oft sinnvoll ist, ihn kleiner als bei der KLI-Startrechnung zu
wéhlen. Die dritte Zahl gibt die Anzahl der V' — W—Zyklen pro
scf-Iteration an. Die vierte Zahl gibt den OEP-Mixingparameter
Cmie aus Gl. 5.1. Auflerdem dient er als Schalter fiir die direkte
Vorp-Berechnung nach Gl. 3.11( ¢z = 0) oder fiir das S-
Mixing nach GL5.2(¢ppiz < 0).

Zeile 8:

Die erste Zahl gibt bei KLI-Rechnungen an, bis zu welcher rela-
tiven Abweichung des Eigenwerts vom hochstliegenden das zu-
gehorige Niveau noch als entartet zu betrachten ist, d.h. nicht
bei der Berechnung der KLI-Verschiebungen A;, beriicksichtigt
wird.

Zeile 20:
Hier werden im OEP-Fall die Orbitalkorrekturen ¥;, analog zu
den Orbitalen in Zeile 19 ausgegeben.

Zeile 23:

Hier konnen zusétzlich zu den Orbitaldichten p;, auch
und VZ9$, JoEp AN Punkten, die durch eine externe Datei gege-
ben werden, ausgegeben werden. Die Potentiale werden dabei
immer direkt aus den Wellenfunktionen ¢;, und den Orbital-
korrekturen ¥;, geméfl Gleichung 3.11 berechnet.

OEP
Se
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