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Vorwort

Diese Arbeit beschéftigt sich mit den Eigenschaften von Losungen FFy-linearer Polynom-
gleichungen iiber Funktionenkorpern, die sich aus der Untersuchung der Kriterien fiir

die Uniformisierbarkeit von abelschen ¢-Moduln ergeben.

Die heutige Theorie der t-Moduln hat ihren Ursprung in der Arbeit |[Drinfeld; 1974],
in dem Drinfeld-Moduln eingefiihrt und untersucht wurden. In dieser zeigt sich, dass
Drinfeld-Moduln, die von Drinfeld selbst noch elliptische Moduln genannt wurden, eine
Analogie in Funktionenkorpern zu den klassischen elliptischen Kurven darstellen. Diese
Analogie ist insbesondere dadurch gekennzeichnet, dass sich sowohl Drinfeld-Moduln als
auch elliptische Kurven einem geeigneten Gitter und dessen Exponentialfunktion zuord-
nen lassen, und dass diese Zuordnung auch umgekehrt gilt.

Der Fall der elliptischen Kurven stellt sich so dar, dass diese isomorph zu einem Torus
C/A sind, wobei A ein Z-Gitter vom Rang 2 ist. Dabei ist R die Vervollstiandigung von
Q = Quot(Z), dem Quotientenkorper des euklidischen Rings Z beziiglich des Absolut-
betrags (der zur Stelle oo gehort); weiter ist C der algebraische Abschluss von R.

Die Situation bei den Drinfeld-Moduln verhélt sich ganz entsprechend. Im Quotien-
tenkorper Fy(t) = Quot(F,[t]) des euklidischen Rings F,[t] ist ein Absolutbetrag ge-
geben durch !%‘ = ¢leels®—dee(f())  Die Vervollstindigung beziiglich dieses Betrags
(der auch hier zur Stelle co gehort) ist dann der Korper der formalen Laurent-Reihen

Ky =Fy((3)). Der algebraische Abschluss Ko, = Fy((3)) ist in diesem Fall jedoch nicht
vollsténdig, so dass erst die Vervollstandigung beziiglich des fortgesetzten Betrags, die
wir mit C, bezeichnen, dem Kérper C entspricht. Damit erhalten wir die folgende Ana-

logie zwischen Zahlkérpern und Funktionenkorpern:

F,t]~Z, F,(t)~Q, K,~R, K,CCyu~C.
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In der Arbeit |Drinfeld; |1974] wird entsprechend gezeigt, dass Drinfeld-Moduln isomorph
zu einem analytischen Torus Cy /A sind, wobei A ein F,[t]-Gitter ist.

Fiir mehrdimensionale Verallgemeinerungen von elliptischen Kurven und von Drinfeld-
Moduln gilt diese Entsprechung von Tori und algebraischen Objekten im Allgemeinen
jedoch nicht. Ein analytischer Torus C?/A, der durch ein Gitter vollen Rangs A in C¢
gegeben ist, ldsst sich nur dann einer abelschen Varietéit (eine algebraische Varietdt mit
einer Gruppenstruktur) zuordnen, wenn das Gitter zusétzliche Eigenschaften besitzt.
In der Arbeit |[Anderson; [1986] wird mit den ¢-Moduln eine mehrdimensionale Verallge-
meinerung der Drinfeld-Moduln als algebraische Objekte eingefiihrt (womit diese eine
Analogie zu abelschen Varietéten sind). Durch ein Gegenbeispiel wird gezeigt, dass sich
t-Moduln nicht immer ein analytischer Torus K., /A mit einem F,[t]-Gitter A in K.
zuordnen lésst. (Die Betrachtung von K., anstatt C, reicht an dieser Stelle aus.) Dieje-
nigen t-Moduln, fiir die diese Zuordnung moglich ist (dies ist der Fall, wenn die eindeu-
tige Exponentialfunktion des ¢-Moduls surjektiv ist), werden uniformisierbar genannt.
Zudem werden t-Motive, die zu t-Moduln ein duales Konzept darstellen, eingefiihrt. Thre
Betrachtung (anstelle des zugehérigen t-Moduls) bietet oft gewisse Vorteile. In einem
wichtigen Satz, dem Satz von Anderson, wird ein Zusammenhang zwischen Uniformi-

sierbarkeit, Eigenschaften des t-Moduls und Eigenschaften des t-Motivs bewiesen.

Die Frage, welche genauen Kriterien entscheidend dafiir sind, wann ein ¢-Modul uni-
formisierbar ist und wann nicht, ist ein offenes Problem. Es gibt einige Untersuchungen,
die diese Frage in Teilen beantworten, wobei die von [Bockle und Hartl; 2007] und |[Ban-
gert; 2011| fiir diese Arbeit am wichtigsten sind.

In [Bockle und Hartl; [2007] wird gezeigt, dass die Menge der ¢-Moduln, die zu uniformi-
sierbaren t-Motiven gehoren, innerhalb der Menge der 7-Garben, einer Verallgemeine-
rung der t-Motive, eine Berkovich-offene Menge bilden. Weiterhin werden die Ergebnisse
an Beispielen von Rang 2 in der Dimension 2 angewendet.

In |Bangert; |2011] wird eine Beispielserie von ¢t~-Moduln von Rang 4 in der Dimension 2

untersucht, wobei diese durch die Form

t =ILr? 4+ At + 0L,7°

mit einer Matrix A € Matoyo(Ky) charakterisiert sind. (I bezeichnet hier die Einheits-

matrix, 7 den Frobenius-Endomorphismus von [, und 6 eine Konstante mit |f| = q.)
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Es wird gezeigt, dass die Uniformisierbarkeit eines t-Moduls abhéngig von der Losbarkeit
einer rekursiv definierten Folge von speziellen F,-linearen Polynomgleichungen in zwei
Variablen ist, so dass die Folge der Losungen gegen 0 konvergiert. Diese Gleichungen
werden durch elementare Umformungen in eine Polynomgleichung in einer Komponen-
te von einer der Variablen aufgelost, wozu das zugehorige Newton-Polygon untersucht
wird. In der Beispielfamilie wird dann eine Teilfamilie ausgemacht, fiir die es hinreichen-
de Kriterien fiir die Losbarkeit (mit Konvergenz gegen 0) der rekursiven Gleichungen
gibt, und eine weitere Teilfamilie, fiir die es notwendige Bedingungen gibt. Dabei iiber-
schneiden sich diese Teilfamilien nicht; sie entstammen jeweils den einfachsten Formen
des Newton-Polygons, dessen Untersuchung ansonsten durch die Vielzahl der Terme in

den Koeffizienten des aufgelosten Polynoms zu viele Fallunterscheidungen benétigt.

Die Beispielfamilie von ¢-Moduln aus |[Bangert; 2011] ist der Ausgangspunkt dieser
Arbeit, wobei wir diese in héhere Dimensionen verallgemeinern, indem wir Matrizen A
und I; € Matgyq(Ky) mit beliebigem d > 2 zulassen. Eine Aufldsung der linearen Po-
lynomgleichungen in eine Komponente von einer der Variablen und eine Untersuchung
des zugehorigen Newton-Polygons fiihren bereits in Dimension d = 2, dazu, dass Ein-
schriankungen nétig sind, um konkrete hinreichende oder notwendige Bedingungen fiir
die Uniformisierbarkeit der zugehorigen t~-Moduln herleiten zu kénnen. Die Vielzahl der
Fallunterscheidungen macht es schwierig, eine vollstdndige Analyse durchzufiihren, wie

aus den Ergebnissen von [Bangert; 2011] ersichtlich ist.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, andere Methoden zu entwickeln, mit denen sich die
speziellen rekursiv voneinander abhéngigen linearen Polynomgleichungen, die die Uni-
formisierbarkeit von ¢t-Moduln charakterisieren, untersuchen lassen.

Das Problem besteht konkret darin, notwendige und hinreichende Bedingungen zu fin-

den, unter denen es zu der linearen Polynomgleichung

2 2
af xy Z1 yi
fy =] |+A [ [+ | =07 :
2 2
zy zd Ty v
in den Unbestimmten z = (z1,...,24)T undy = (z1,...,24)7 € 70033 fiir einen gegebenen
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Folgenanfang z, ..., x, € Ki unter der Konvention z_; := 0 mit
fz;,z;, ) =0 fir k>i>0

eine Fortsetzung x, ..., zy,...2,,;, mit [ € Ny gibt, so dass gilt:
1. f(z;,z,_4) =0 gilt fiir alle ¢ mit k +1 > >0,
2. Voo(Zpyy) = Vool(zy_1) + c fiir eine fest vorgegebene Konstante ¢ > 0 7

Anstatt die Gleichung f(x,y) zu gegebenem y in eine Komponente der Variable z auf-
zulosen, ist die Grundidee dieser Arbeit, die besondere Struktur als lineare Polynomglei-
chung zu nutzen. Die gesuchten Ergebnisse sollen dabei moglichst Bedingungen an A als
Matrix und y als Vektor sein und nicht Bedingungen an die einzelnen Komponenten von
A und y. Ein erster entsprechender Ansatz ist dabei die Verwendung des Henselschen
Lemmas, das eine dhnliche Funktion wie das Newton-Polygon hat, aber direkt in héhe-
ren Dimensionen anwendbar ist. Eine weitere Idee ist es, die rekursive Abhéngigkeit der
Lésungen zu untersuchen. Diese beiden Ansédtze hatten nur bedingten Erfolg. Ein besse-
res Ergebnis liefert in dieser Arbeit der Ansatz, die Linearitéit der Polynomgleichung zu
verwenden, um Probleme zu formulieren, deren Bedingungen fiir ihre Losbarkeit dqui-

valente (oder zumindest hinreichende) Kriterien fiir die Losbarkeit von f(z,y) darstellen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 1 fiihren wir die wichtigsten Grundlagen iiber additive und F,-lineare Poly-
nome, Funktionenkorper und die wichtigsten Werkzeuge aus der nicht-archimedischen
Analysis ein, die wir in den spéteren Kapiteln benotigen. Zudem erklaren wir den Begriff

des projektiven Limes, mit dem sich das Hauptproblem dieser Arbeit formulieren ldsst.

In Kapitel 2 fassen wir die Teile der Theorie der ¢-Moduln zusammen, die fiir diese
Arbeit wichtig sind. Wir beschreiben Drinfeld-Moduln und die Zuordnung zu Gittern.
Dann definieren wir ¢-Motive, -Moduln und den Begriff der Uniformisierbarkeit. Wir
verwenden dann den an dieser Stelle wichtigen Satz von Anderson, um dquivalente Be-

dingungen fiir die Uniformisierbarkeit von t-Moduln zu erhalten.

In Kapitel 3 gehen wir auf die Beispielfamilie von ¢-Moduln aus der Arbeit |[Bangert

2011] ein und verallgemeinern diese in héhere Dimensionen d > 2. Wir stellen die Frage
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nach der Uniformisierbarkeit dieser ¢-Moduln als Problem von speziellen linearen Po-
lynomgleichungen, die rekursiv voneinander abhéngen, dar, die der Satz von Anderson
fiir die diese Beispielfamilie impliziert. Wir erklaren dabei die algebraischen Objekte,
bestimmte F,[t]- und F,[[{]]-Moduln, die in diesem Zusammenhang wichtig sind, und
ihre Figenschaften. Anschlieffend formulieren wir entsprechende Probleme spezieller Po-
lynomgleichungen, unabhéngig von der Frage nach Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit
der t-Moduln.

In Kapitel 4 erforschen wir systematisch mit verschiedenen Mitteln die in Kapitel 3 mo-
tivierten Probleme spezieller Polynomgleichungen. Wir fassen die wichtigsten Resultate

der einzelnen Abschnitte hier kurz zusammen:

4.1 Wir zeigen, dass eine Auflésung der beliebiger Polynomgleichungen in eine Kompo-
nente einer der Variablen auch in héheren Dimensionen stets mdoglich ist, wodurch

eine Betrachtung des Newton-Polygons prinzipiell moglich ist.

4.2 Mit dem Henselschen Lemma weisen wir nach, dass es immer eine Fortsetzung
zu einer Folge von Losungen gibt, die gegen 0 konvergiert, falls der Betrag einer

einzigen Losung in einem Folgenanfang klein genug ist.

4.3 Wir untersuchen die rekursive Folge von linearen Polynomgleichungen, die sich
ergibt, wenn man die rekursive Abhéngigkeit der speziellen Polynomgleichungen

ausnutzt und beschreiben ihre Losungen.

4.4 Wir zeigen, dass die Bedingung fiir die Losbarkeit der speziellen Polynomgleichun-
gen, zusammen mit einer geeigneten Konvergenzeigenschaft der Folge der Losun-

gen, hinreichend erfiillt ist, wenn zwei lineare Polynomgleichungen der Form

fiir gewisse M € Matgxq(Kx) und a € Ki mit |z| < 1 l6sbar sind.

Mit Hilfe des Satzes von Lang-Steinberg leiten wir dann fiir beliebige invertierbare
Matrizen M unter der Voraussetzung |a| < 1 hinreichende Bedingungen fiir die

Losbarkeit dieses Teilproblems her.

10
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4.5 Wir erweitern die Ergebnisse aus Abschnitt 4.4 fiir den wichtigen Spezialfall der
Antidiagonalmatrizen der Dimension d = 2 (ohne weitere Einschrénkungen an den
Betrag von a) und stellen Bedingungen fiir die Losbarkeit dieses Problems fest, die

gleichzeitig notwendig und hinreichend sind.

In Kapitel 5 erkldren wir die Bedeutungen der Resultate aus Kapitel 4 fiir die Untersu-

chung von Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit von ¢-Moduln.

11
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1 Grundlagen

Wir fithren in diesem Kapitel die grundlegenden Begriffe dieser Arbeit ein und stellen

ihre wichtigsten Eigenschaften vor.

1.1 Additive Polynome

Additive Polynome spielen in der Theorie der t-Moduln eine zentrale Rolle, wodurch die
Untersuchungen spezieller additiver Polynome im Verlauf dieser Arbeit motiviert wer-
den. Die Einfiihrung folgt dem Aufbau von |Goss; 1996, Kapitel 1]; dort werden jedoch
zunéchst die additiven Polynome noch von absolut additiven Polynomen unterschieden,

worauf wir bereits von Vornherein verzichten wollen.

Es sei K ein Korper der Charakteristik p und K ein fest gewihlter algebraischer
Abschluss von K. Wir betrachten Polynome P(z) € K|[z], so dass fiir alle o, 8 € K gilt:

P(a+ ) = P(a) + P(B).

Wenn zwei Polynome P(x), Q(z) € K|[z] diese additive Eigenschaft tiber K haben, dann
gilt dies fiir die Polynome P(z) + Q(z), aP(x) mit a € K und P(Q(x)) ebenfalls.

1.1.1 Definition. P(z) € K[x] heifst additiv, falls P(a + B) = P(a) + P(B) fiir alle
o, € K gilt (das heifit, die additive Eigenschaft gilt sogar iiber K ).

Das wichtigste Beispiel eines additiven Polynoms ist der Frobenius-Homomorphismus

7p zur Charakteristik p mit 7,(x) = 2P. Weiter schreiben wir 7)(z) := v

1.1.2 Definition. Es sei K{r,} == {>F, oTh | i € K} die Teilmenge der Polynome

von K|z], die sich als K-Linearkombinationen von {7} | k € No} darstellen lisst.

13



1.1 Additive Polynome

Die Monome 7;(z) und alle Polynome, die durch diese aufgespannt werden, sind ad-
ditiv. Mit den bisherigen Beobachtungen bildet damit K{7} unter den Verkniipfungen

Addition und Komposition einen Ring (auch Kompositionsring genannt).

1.1.3 Bemerkung. Wenn K # F, ist, dann ist der Ring K{7,} nicht kommutativ, denn
fur alle o« € K gilt der “Twist”

— AP
TpQX = Q" Tp.

Falls der Kérper K endlich ist, kann fiir gewisse P(z) € K|z] die additive Eigenschaft
P(a)+ P(S) = P(a+ ) fir alle a, 8 € K gelten, auch wenn P(z) ¢ K{r,} ist.
Ein Beispiel ist das Polynom P(z) = z + (2% — 2)? = 2% + 2* 4+ 22 + x iiber F3; hier ist
sogar P(«a) = «a fiir alle o € Fs, aber P(z) € Fs{7,}.

Falls K dagegen nicht endlich ist, kénnen solche Polynome nicht auftreten. In dieser

Situation lésst sich K{7,} durch das folgende Resultat charakterisieren.

1.1.4 Proposition. Sei K nicht endlich und P(x) € Klz]. Dann ist P(z) € K{r,}
genau dann, wenn P(«a) + P(B) = P(a+ () fur alle o, € K gilt.

Beweis. Siehe |Goss; (1996, Proposition 1.1.5]. ]

Insbesondere ist K nicht endlich, da der algebraische Abschluss eines Kérpers stets

unendlich viele Elemente enthélt, und wir erhalten:
1.1.5 Folgerung. K{7,} ist gleich der Menge der additiven Polynome aus K|x].

Von nun an sei stets ¢ = p”. Wir nehmen weiter an, dass F, C K gilt. Die folgende

Definition wird im Laufe dieser Arbeit immer wieder auftauchen.

1.1.6 Definition. Es sei T := 7, und KA{r} der Kompositionsring der Polynome in .

Wir nennen K{t} den Ring der q-Polynome (oder “Twist™Polynome).
Wir sehen, dass K{7} gleich der F,-Algebra der F -linearen Polynome aus K|z ist.
1.1.7 Bemerkung.

1. P(r) = Zf:o a7t € K{7} wird in K|x] reprisentiert durch

P(r(x)) = Zakxqi € Klxl;

14



1.1 Additive Polynome

diese Reprisentation von P(1) € K{r} durch P(r(x)) € Klz| ist eindeutig, sie

entspricht aber nicht der formalen Substitution von x durch T.

2. Mit der Multiplikation “P(7) - Q(7)” ist stets die multiplikative Verkniipfung in
KA{r}, also die Komposition der Abbildungen und nicht die Multiplikation der Dar-

stellungen als Polynome in K[x] gemeint.

Die Darstellung P(7(z)) € K|[z] als Polynom erlaubt es uns, einige Eigenschaften auf
P(7) in K{7} zu iibertragen.

1.1.8 Definition.

1. P(t) € K{7} heifit normiert genau dann, wenn P(7(x)) normiert ist.

2. Wenn P(1) = Ef:o ;7" mit oy, # 0 ist, bezeichnen wir deg(P(7)) =k als q-Grad
von P(1). Es gilt dabei
750 = de(P(r(2)).

3. Wir bezeichnen mit D, € Homg(K{7}, K) die formale Ableitung in K{r}. Fir
f(r) = Z?:o o, € K{7} gilt dann wegen der Eigenschaft als q-Polynom (es gilt

hier 7°(x) = 27 = x) in der Charakteristik q:
D,f = f'(1) = ay.

Aus den bisherigen Uberlegungen ist klar, dass die Nullstellenmenge eines additiven
Polynoms P(z) sicherlich eine additive Gruppe in K ist. Die folgende Umkehrung ist

nun der sogenannte “Hauptsatz der additiven Polynome”.

1.1.9 Satz. Sei P(x) € K|[z] ein separables Polynom. Dann ist P(x) genau dann additiv
(bzw. F,-linear), wenn seine Nullstellenmenge {wy, ..., w} C K eine Untergruppe (bzw.

ein F,-Vektorraum in K) ist.
Beweis. Siehe |Goss; (1996, Theorem 1.2.1 und Folgerung 1.2.2]. m

Wir erldutern nun die Struktur von K{7}. Dazu stellen wir zunéchst die Division mit

Rest im Sinne der {iblichen Divisionsalgorithmen fest.

15



1.1 Additive Polynome

1.1.10 Proposition. Seien f(7),g(r) € K{7} und g(1) # 0 , dann gibt es eindeutig
bestimmte a(7),r(1) € K{r} mit

f(r)=a(r)-g(r) +r(r) und deg(r(r)) < deg(g(7)).

1.1.11 Folgerung. Jedes Linksideal in K{7} ist ein Hauptideal.

Wir nennen einen Kérper K perfekt, falls 7(K) = K ist. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass jedes @ € K eine eindeutig bestimmte g-te Wurzel besitzt (denn x — 7(x)
ist stets injektiv). In diesem Fall konnen wir dann auch in K{7} von rechts (mit Rest)

dividieren.

1.1.12 Proposition. Sei K perfekt, dann gibt es zu f(7),g(7) € K{r} mit g(t) # 0
eindeutig bestimmte b(T),r(1) € K{r} mit

f(r)=g(r)-b(1)+7r(r) und deg(r(r)) < deg(g(7)).

1.1.13 Folgerung. Jedes Rechtsideal in K{7} ist ein Hauptideal, falls K perfekt ist.
Wir erkldren nun noch die Wirkung von 7 auf Objekte héherer Dimensionen.

1.1.14 Definition. Wir definieren fir i € Ny:

2D =7iz) = fir x=|:]1€eK® und
qi
q q'
a;171 .« .. a/17n CL171 “ e Can
AD = ri(A) = : : ir A= : : € Mat K).
. . . . mXn
q' i
Uy - - aﬁmn U1 - Qmn

Dies entspricht der Wirkung von 7" komponentenweise auf K™ und Mat,,x, (K).

Falls K perfekt ist, sind analog die eindeutig bestimmten Elemente x-9 € K™ und

ACD € Mat,,up (K) definiert, indem komponentenweise die q'-te Wurzel gezogen wird.

Fiir zwei Matrizen A, B € Matg,q(K) folgt nun analog zum “Twist” in K{7}:

A7t BTl = ABW 7,

16



1.1 Additive Polynome

1.1.15 Proposition. Es gilt die Gleichheit der Ringe Matxa( K{7}) = Matgxa(K){7}.
Dabei stellen wir einige Eigenschaften von Matrizen iiber K{7} fest.
1.1.16 Definition.

1. Wir bezeichnen analog zu Definition[1.1.§mit D € Homy (Matgxq(K){7}, Matgxq(K))
die formale Ableitung in Matg.q(K){7}. Fiir f(r) = Y., At € Matgua(K){7}

st diese gegeben durch:

2. Fine Matriz A € Matgxq(K{7}) ist invertierbar, das heifit A € GLy(K{7}), falls
es Matrizen U und V' € Matgyq(K{7}) gibt, so dass gilt:

UA=1;,=AV

In diesem Fall gilt U,V € GL4(K{1}) und es folgt U = V.

1.1.17 Proposition. Sei K perfekt und QQ € Mat,,«,(K{7}), dann gibt es Matrizen
G € GL,,(K{7}) und H € GL,(K{7}), so dass alle Fintrige aufSerhalb der Diagonalen
(das heifst alle Eintrage mit Indizes i # j) von GQH verschwinden.

Beweis. Die Eintrage auferhalb der Diagonalen konnen reihen- und spaltenweise suk-
zessive mit den Divisionsalgorithmen von links und (da K perfekt ist) auch von rechts

eliminiert werden. Siehe |Goss; 1996, Proposition 5.4.8|. ]

17



1.1 Additive Polynome

Additive Gruppenschemata

Wir fithren noch eine weitere Betrachtungsweise fiir K{7} an, die im Hinblick auf die

“Geometrie” der t-Moduln in Kapitel [2] eine wichtige Rolle spielt.

1.1.18 Bemerkung. Der Ring K{7} kann nach Satz auf natiirliche Weise als
Kompositionsring Endg, (Gax) der Fy-linearen Endomorphismen des additiven Grup-

penschemas G, i tiber K verstanden werden; dabei ist 70 die Identitdit in Enqu(G%K).

Im Weiteren sei E eine algebraische Gruppe, die zu dem d-dimensionalen additiven
Gruppenschema Gi x it d € N isomorph ist. Wir kénnen also stets Koordinaten wéh-
len, so dass sich E iiber K¢ darstellen ldsst. Weiter bezeichnen wir mit Endg, (E) den

Ring der Fy-linearen Endomorphismen von E = G ;- in diesen Koordinaten iiber K¢.

Wir stellen fest, dass sich mit Definition [1.1.14| Endomorphismen aus Endg, (£) durch
Elemente in Matgyq(K){7} darstellen lassen.
1.1.19 Proposition. Endg, (GY ) ist in natirlicher Weise isomorph zu Matqyxa(K){7}.

Beweis. Siehe [Humphreys; 1975, Kapitel 20.3] ]

Das heift, nach Wahl von Koordinaten gibt es zu jedem f € Endg (E) eindeutig
bestimmte Matrizen A; € Matgxq(K), so dass f = Zf:o A, € Matgyq(K){r} die

entsprechende Darstellung von f ist.
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1.2 Funktionenkorper

1.2 Funktionenkorper

In diesem Abschnitt fassen wir die Resultate der nicht-archimedischen Analysis, die wir
im Laufe der Arbeit bendtigen, zusammen. Wir halten uns dabei an den Aufbau von
[Neukirch; 1992, Kapitel II] und |Goss; 1996, Kapitel 2].

Wir werden mit Funktionenkorpern in dieser Arbeit durchgehend nicht-archimedische

Kérper betrachten. Dies sind in der Regel die Kérper F,((7)), endliche algebraische Er-

weiterungen L von F,((1)) und ein fest gewihlter algebraischer Abschluss F,((3)).

Es sei zunéchst K ein beliebiger Korper der Charakteristik p, der beziiglich einer
reellwertigen Bewertung v vollstandig ist. Das heifit genauer, dass es eine Bewertungs-

funktion v : K — RU {oo} gibt, so dass fiir alle z,y € K gilt:
1. v(z) =00 <=2 =0,
2. v(z-y) = () +o(y),

3. v(z +y) > min{u(z),v(y)}.

Wir nennen v diskret, wenn v : K — Z U {oo} surjektiv ist.

Es sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 1, dann erhalten wir durch die Definition |z, := '@ fiir
x # 0 und |0, := 0 eine Betragsfunktion |- |, : K — Ry . Das heifit also, dass der Betrag
|z|, von x klein ist genau dann, wenn v(z) grof ist. Dies erlaubt es, die Vollsténdigkeit
von K beziiglich v im {iblichen Sinn von Cauchy-Folgen zu betrachten.
Wegen 3. wird die Topologie auf K also durch einen Betrag |- |, geliefert, der zusatzlich

zur normalen Dreiecksungleichung die sogenannte ultrametrische Ungleichung
|7+ ylo < max{|zl,, |y[.}

erfiillt. Folglich gilt fiir den Kérper K nicht die archimedische Eigenschaft, die besagt,

dass zu jedem = € K eine natiirliche Zahl n existiert, so dass [1 + ...+ 1|, > |z|, ist.
——

n-mal

1.2.1 Definition. Der Kdrper K sei beziiglich einer diskreten Bewertung v vollstindig.
K heifit dann lokaler Korper, wenn K beziiglich der von v induzierten Topologie lokal

kompakt st.
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1.2 Funktionenkorper

Der Ganzheitsring O von K ist gegeben durch
O=0g={zxeK|lz|, <1} ={zre K|v(x) >0},
dabei ist O ein lokaler Ring zu dem maximalen Ideal m C O mit
m:=mg:={reK||z|, <1} ={re K|v(x) >0}

Es lésst sich zeigen, dass ein Korper K genau dann ein lokaler Korper ist, wenn O kom-

pakt und damit der Restklassenkérper O/m endlich ist.

Wir fiihren in dem folgenden Beispiel die eingangs erwahnten Funktionenkdrper, die

fiir diese Arbeit eine ganz wesentliche Bedeutung haben, als lokale Korper ein.

1.2.2 Beispiel. Es sei K :=F,(t) = Quot(F,[t]), der Quotientenkorper des euklidischen

Rings F[t] zusammen mit der folgenden Bewertung vy, (zur Stelle 0o):

Zu x € F,(t)* betrachten wir die (nicht notwendigerweise gekirzte) Darstellung

x = % mit f(t),g(t) € F,[t]. Wir definieren dann:

Voo () := deg(g(t)) — deg(f(t)) fir x € F,(t)*; und vs(0) := 0.

Ky :=Ty((3)), der Kirper der formalen Laurent-Reihen in 1/, ist die Vervollstindigung

des Korpers K beziiglich der Bewertung vs..

Wir nehmen nun an, dass K ein lokaler Korper ist, wobei |O/m| = p" = ¢ gilt. Wir
setzen dann ¢ := 1/q. In diesem Fall ist v diskret und der durch v definierte Betrag | - |,

normiert. Es gilt also:
[, = (1/q)*=.

Fiir eine Einheit u € O* gilt |z|, = 1 bzw. v(z) = 0, damit ist m = O\O*. Ein Element
7 € O mit v(w) = 1 nennen wir Primelement; es gibt fiir jedes x € K* eine eindeutige

Darstellung z = un™ mit m € Z und u € O*.

1.2.3 Satz. Ein Korper K ist genau dann ein lokaler Korper, wenn K eine endliche

Erweiterung von Q, oder Fy((3)) ist.

Beweis. Siehe [Neukirch|; 1992 Satz 11.5.2]. O
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1.2 Funktionenkorper

Im nicht-archimedischen Fall ist die endliche Erweiterung eines vollstdndigen Korpers
beziiglich der (eindeutigen) fortgesetzten Bewertung wieder vollstandig (siehe |[Neukirch;
1992, Theorem I1.4.8|). Jedoch gilt dies nicht fiir den algebraischen Abschluss K von K,

so dass wir die Vervollstandigung K von K betrachten.

1.2.4 Proposition. Ser K ein vollstandiger Korper beziiglich der Bewertung v. Weiter
sei K ein fest gewdhlter algebraischer Abschluss von K. Dann ist auch die Vervollstindi-

qung K von K beziiglich der kanonischen Erweiterung von v algebraisch abgeschlossen.
Beweis. Siehe [Goss; (1996, Proposition 2.1]. ]

Der grofste Unterschied zur klassischen Analysis ergibt sich fiir die Konvergenz von

Reihen in K, fiir die sich ein vergleichsweise einfaches Kriterium angeben lésst.
1.2.5 Proposition. Sei K ein vollstindiger Kérper beziglich der Bewertung v.
1. Eine Reihe Y2 a; mit Koeffizienten a; € K konvergiert genau dann in K, wenn

lima; =0 gilt (das heif$t limv(a;) = 00).
i—00 100

2. FEs sei f(x) € K|[z]] eine Potenzreihe und p(f) := —lim @, dann konvergiert
1—00
f(a) fir a € K mit v(a) > p(f); und divergiert, falls v(a) < p(f) ist. Also ist

p(f) der Konvergenzradius von f.
Beweis. Die Aussagen folgen aus der ultrametrischen Dreiecksungleichung. m

Entsprechend nennen wir eine Potenzreihe f(z) € K|[z]] ganz in K, falls p(f) = —oc0
ist (das heifit, dass f(«) fiir alle & € K konvergiert).

1.2.6 Bemerkung. Sei K wollstindig, aber nicht algebraisch abgeschlossen und f(x) €
K|[[z]]. Falls v(a) > p(a) fiir o € K ist, dann konvergiert f(a) in K(a).

Potenzreihen mit Koeffizienten in einer endlichen Erweiterung von K bilden somit
Cauchy-Folgen, die in K konvergieren, wieder auf konvergente Cauchy-Folgen in K ab.
Folglich kénnen wir in K () arbeiten und miissen nicht zu K iibergehen, wenn wir die

Konvergenz von Potenzreihen in o € K benétigen.
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1.2 Funktionenkorper

Das Henselsche Lemma

Ein wichtiges Mittel zur Bestimmung von Nullstellen von Polynomen und ihrer Bewer-

tungen in nicht-archimedischen Koérpern ist das Henselsche Lemma.

Es sei K ein Korper, der beziiglich der Bewertung v vollstandig ist. Weiter seien O

der Ganzheitsring und m das maximale Ideal beziiglich v in K.

Ahnlich zum Newton-Verfahren in der klassischen Analysis lisst sich das folgende

Resultat herleiten:

1.2.7 Satz. Sei f € Ol[z] ein Polynom und fiir ein a € O gelte J?(a) = 0 mod m, dann

gibt es genau genau ein Ee O, so dass gilt:
f(f) =0 und gzamodm.

Falls f’(a) £ 0 gilt, ist & eindeutig bestimmt.

In mehreren Variablen ist eine Verallgemeinerung dieser Version des Henselschen Lem-

mas wie folgt gegeben.

1.2.8 Satz. Die Funktion f = (ﬁ, . ,ﬁl)T . O — O sei gegeben durch Polynome
fi € O[X] in den Unbestimmten x = (x1, ..., x4)7. Weiter sei J7(x) die Jacobi-Matriz
von fv an der Stelle x. Fulls fiir ein a = (a1, ...,aq)" € O gilt:

2

J(a) = (det(J5())) " mod m*,

dann ezistiert ein € = (&, ...,&)7 € O mit folgenden Eigenschaften:
f©)=0 und €=amod JH{a)m".

Falls Jf(a) invertierbar ist, ist 5 eindeutiq bestimmi.

Beweis. Siehe [Fisher; 1997, Theorem 1]. O
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1.2 Funktionenkorper

Newton-Polygone

Ein weiteres wichtiges Werkzeug zur Untersuchung der Bewertung von Nullstellen eines
Polynoms in einer Variable iiber einem nicht-archimedischen Kérper K ist das Newton-

Polygon. Dieses wollen wir hier wie in [Neukirchj (1992, Kapitel I1.6] vorstellen.

Im Folgenden sei K ein Koérper zusammen mit einer Bewertung v, wobei K beziiglich

v vollstandig ist.

1.2.9 Definition. Sei f(z) = Zf:o a;x' € K[z] ein Polynom mit ag # 0 und a, # 0.
Jedem der Monome a;x" ordnen wir den Punkt (i,v(a;)) € R? zu, wobei im Fall a; = 0 der
Punkt (i,00) ignoriert wird. Das Newton-Polygon von f(z) ist dann die untere konveze

Hiille der Punktmenge

{(0,v(ap)), (1,v(a1)), ..., (k,v(ax)).

Als untere konvexe Hiille besteht das Newton-Polygon stets aus einer endlichen Fol-
ge von Strecken, deren Steigungen von links nach rechts (mit anwachsendem i) streng
monoton steigend sind. Die Steigungen dieser Strecken stehen in einer erstaunlichen

Beziehung zu den Bewertungen der Nullstellen des zugehérigen Polynoms.

1.2.10 Satz. Sei f(z) = S.F  a;x' € K[z] ein Polynom mit ag # 0 und a, # 0. Weiter
sei L C K der Zerfillungskorper von f(x) und w sei eine Fortsetzung von v auf L.

Die Punkte (i,v(a;)) und (j,v(a;) mit j > i seien die Endpunkte einer Strecke S des
Newton-Polygons von f(x) und weiter sei —m die Steigung von S. Dann besitzt f(x)

genau j — i Nullstellen o, ..., a; € L mit den Werten
w(a;) = ... =w(e;) =m.

Beweis. Die Nullstellen von f(x) werden nach der Grofse ihrer Bewertungen sortiert. Die
Darstellung der Koeffizienten von a; von f(x) als elementarsymmetrische Funktionen in
den Nullstellen und ein sorgféltiger Vergleich liefern dann die Aussage. Fiir Details siehe
[Neukirch|; 1992, Satz I1.6.3]. O

1.2.11 Folgerung. Fulls es eine Strecke S im Newton-Polygon von f(x) gibt, deren
Projektion auf die x-Achse die Liange 1 hat, dann ist die zugehorige Nullstelle a von
f(z) bereits in K selbst enthalten.

23



1.3 Projektive Limites

1.3 Projektive Limites

Das zentrale Problem dieser Arbeit lasst sich mit Hilfe projektiver Limites von Vektor-

raumen formulieren. Wir stellen daher diesen kurz vor.

Es sei K ein Korper und fiir jedes k € Ny (oder aus einer beliebigen anderen halbge-
ordneten Menge I) sei V; ein K-Vektorraum. Weiter sei fiir je zwei Indizes i > j > 0 ein
Homomorphismus

i Vi —V;
gegeben, so dass fiir i > j > k € Ny gilt: ¢; , = ©j 10 @5 ;.

1.3.1 Definition. Der projektive Limes lim V; C (H V;) sei gegeben durch
“«—

i€Np

lim Vi = lim Vi == {(z.)ien, € [ [ Vi | wis(a;) = z; fiir i > j > 0},

1€Np S
(Im Fall der Indexmenge I = Ny nennen wir (x;);en, €ine Folge.)

Durch die K-Vektorraumstruktur der Komponenten V; lassen sich Addition und Sk-
alarmultiplikation auf lim V; komponentenweise definieren. Dadurch wird der projektive

<—
Limes selbst zu einem K-Vektorraum, der die folgende universelle Eigenschaft besitzt:

1.3.2 Proposition. Sei W ein Vektorraum und seien ; : W — V; fiir i € Ny Homo-
morphismen, so dass V; = @; j o fir allei > j > 0 gilt. Dann existiert ein eindeutig

bestimmter Homomorphismus x : W — limV;, so dass ¢; = pr; ox fir alle i € Ny gilt.
H
Beweis. Folgt aus der Definition. O]
1.3.3 Proposition. lim V] ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.
—

Beweis. Folgt aus der universellen Eigenschaft. O]
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2 t-Moduln und Uniformisierbarkeit

Wir erlautern in diesem Kapitel die grundlegende Theorie der -Moduln und erkléren
den Begriff der Uniformisierbarkeit, da dieser den Ausgangspunkt der Fragestellungen
dieser Arbeit darstellt. Der Aufbau entspricht dabei [Goss; 1996, Kapitel 4 und 5], bzw.
[Bangert; 2011, Kapitel 1]. --Moduln lassen sich als eine mehrdimensionale Verallge-
meinerung von Drinfeld-Moduln verstehen, die wir fiir ein besseres Verstandnis kurz
thematisieren, deren Beschreibung wir aber auf das Wesentliche beschranken. Eine aus-
fiihrliche Einfiihrung dieser findet sich in |Goss; (1996 Kapitel 3].

Wir werden in dieser Arbeit ausschlieflich den Ring F,[¢] als Grundlage der Drinfeld-
und ¢-Moduln verwenden und auf Betrachtungen allgemeinere Ringe verzichten. Fiir die
Fragestellungen dieser Arbeit ist diese Vereinfachung ausreichend, zudem erleichtert sie

die Theorie und Notationen.

Nach dem Vorgehen in Beispiel erhalten wir die Funktionenkérper K := F,(t),
Ky :=TF,((1)) und C := K. Fiir die (fortgesetzte) Bewertung vs, gilt voo(t) = —1 und

fiir den normierten nicht-archimedischen Absolutbetrag ist damit |¢|,_ = q.

2.1 Drinfeld-Moduln und Gitter

Wir werden zunéchst Drinfeld-Moduln und ihre wichtigsten Eigenschaften vorstellen,
bevor wir uns mit ihrer Verallgemeinerung, den ¢t~-Moduln, befassen. Wir werden sehen,
dass sich Drinfeld-Moduln eindeutig Gittern und der zugehorigen Exponentialfunktion

zuordnen lassen und diese Zuordnung auch umgekehrt gilt.

2.1.1 Definition. Fin Erweiterungskorper L von F, heifit F,[t]-Korper, wenn er zusam-

men mit einem F,-Algebra-Homomorphismus ¢ : F,[t] — L ausgezeichnet ist.
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2.1 Drinfeld-Moduln und Gitter

Das Primideal p := Kern(v) heifft Charakteristik von L. Falls o = {0} ist, nennen wir

L von generischer Charakteristik, andernfalls von endlicher Charakteristik.

Wir betrachten nun die Wirkung des ¢-Frobenius-Endomorphismus 7 auf L und er-
halten so den Schiefpolynomring der g-Polynome L{7} mit der Multiplikation 7 = a7
fir o € L. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, besitzt L{7} Links- und Rechts-
Divisionsalgorithmen, falls L perfekt ist. Siehe dazu |Goss; 1996, Abschnitt 1.6].

Wir fiithren zunéchst den abstrakten Begriff des Drinfeld-Moduls ein.

2.1.2 Definition. Ein F,-Algebra-Homomorphismus ¢ : F,[t] — L{r},a — ¢, tber
einem F,[t]-Korper L heif$st Drinfeld-Modul, falls gilt:

1. D;o¢ =1, das heifit: D (¢q) = t(a)7° fiir ¢, = Zf:o a7 € L{T}.
2. ¢(F,[t]) € L, das heift: fir ein a € F,[t] gilt ¢ # 1(a)7°.

FEin Morphismus zwischen zwei Drinfeld-Moduln ¢ und 1) ist ein q-Polynom P € L{t},
so dass Po, = ¥, P fiir alle a € A qult. Im Fall P # 0 wird dies Isogenie genannt.

Der Rang eines Drinfeld-Moduls ist durch die eindeutige Zahl r € N definiert, fir die
deg.(¢q) = rdeg(a) fir alle a € Fy[t] gilt; siehe dazu [Goss;|1996, Definition 4.5.4/.

Wir sehen also, dass ein Drinfeld-Modul von folgender Gestalt ist:

2.1.3 Bemerkung. Sei ¢ ein Drinfeld-Modul vom Rang r, dann gibt es ¢1,...,g. € L
mit g, # 0, so dass fiirt € F[t]: ¢, = ()" + 17+ ... + g,7" € L{r}.
Umgekehrt ist so zu gegebenen gy, ...,g, € L mit g, # 0 ein Drinfeld-Modul definiert.

Die folgende “geometrische Betrachtungsweise” ist spéater hinsichtlich der Verallgemei-

nerung von Drinfeld-Moduln zu t-Moduln relevant.

2.1.4 Bemerkung. Nach Bemerkung ist ersichtlich, dass sich ein Drinfeld-Modul
als das additive Gruppenschema G, 1, zusammen mit einem IF-linearen Endomorphismus
t € L{r} = Endr, (G, 1) verstehen lisst, so dass D-(t(1)) = ¢(t)7° und t # o(t)7° gilt.

Wir werden nun zeigen, dass wir einem Drinfeld-Modul ein Gitter in C,, zuordnen
kénnen und umgekehrt einem Drinfeld-Modul ein Gitter. Von nun an sei L stets ein
vollstandiger Korper mit Koo C L C Cy und ¢ : Fy[t] — L eine Einbettung. Damit ist L

etwa eine endliche Erweiterung von K (oder L = C).
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2.1 Drinfeld-Moduln und Gitter

2.1.5 Definition. Ein F,[t]-Untermodul A C C heifst L-Gitter, falls gilt:

1. A ist ein endlich erzeugter F,[t]-Modul.

2. N ist diskret in der Topologie von C, das heif§t, eine beschrinkte Umgebung in

Co enthdlt nur endliche viele Elemente aus A.

3. Sei L*P der separable Abschluss von L, dann gilt A C L und A ist stabil unter
der Wirkung von Gal(L**?/L).

Ein Morphismus zwischen zwei L-Gittern A und A’ gleichen Ranges ist ein Element
c € L, fir das cA C A gilt. Im Fall ¢ # 0 wird dies Homothetie genannt.
Der Rang eines L-Gitters sei sein Rang als endlich erzeugter projektiver Untermodul von

Coo; zwischen zwei L-Gittern unterschiedlichen Ranges ist nur 0 € L ein Morphismus.

Zu einem L-Gitter definieren wir wie folgt eine Exponentialfunktion (dhnlich der Wei-
erstrafsschen o-Funktion fiir Gitter iiber C in der Theorie der klassischen elliptischen
Kurven; siehe [Washington; 2003 Proposition 9.5]):

expy(z) ==z - H <1—§>.

a€A\{0}

Nach |Goss; |1996, Proposition 4.2.4]) konvergiert e, fiir alle 2 € Cy und ist ganz mit
einer Potenzreihenentwicklung exp, = >"°, e;7", deren Koeffizienten e, in L liegen.
Weiter nach |Goss}; 1996, Proposition 4.2.5]) ist exp, : Coo — Cx eine F,-lineare Abbil-

dung mit Kern A. Folglich ist exp, ein Isomorphismus abelscher Gruppen:
Coo/A = Cy.

Mit den Eigenschaften ganzer I, -linearer Funktionen ldsst sich dann zeigen, dass die
folgende Identitat erfiillt ist; siehe |Goss}; 1996, Theorem 4.3.1]:

expy (ax) = aexp,(z) - H (1 — expy(z)/ expp(a)).
ag(a=1A/A),a70

Aus dem Beweis dieser Aussage wird klar, dass ¢, := ax - [, (1 —x/exp,(a)) € L{T}

fir alle a € IF, ist. Mit dieser Notation erhalten wir die Funktionalgleichung

expy (ax) = ga(expy(2))-

27



2.1 Drinfeld-Moduln und Gitter

Entsprechend liefert die F,-lineare Abbildung a — ¢, fiir a € F,[t] einen Drinfeld-Modul
¢ vom gleichen Rang wie A; wir nennen daher ¢ zu A assoziiert. Die Wirkung von a € A
durch ¢, kénnen wir in dem folgenden kommutativen Diagramm wie in |Goss; 1996,

Bemerkung 4.3.6] zusammenfassen:

a

Co/A Co/A
Co. P C..

Umgekehrt ldsst sich einem Drinfeld-Modul auch ein L-Gitter zuordnen. Es sei nun
ein Drinfeld-Modul ¢, = >.;_,a;7" vom Rang r iiber einem vollstindigen Kérper L
gegeben. Aus dem Ansatz exp(z) = > ;o €;7(z) mit eg = 1 und exp(az) = ¢, (exp(z))

folgen durch Koeflizientenvergleich fiir £ > 1 die folgenden rekursiven Bedingungen:

k

1 ‘

e = a;e; ..

k al —a E iCL_j
=0

Weiter erhalten wir damit, dass die Reihe exp(z) eindeutig definiert ist. Also gilt:
limkﬁoo ’ekll/qk = 0.

Also konvergiert exp(x) fiir alle € L und folglich ist exp : L — L eine ganze F -lineare
Funktion. Aus der Funktionalgleichung exp(ax) = ¢;(exp(z)) sieht man, dass ihr Kern
ein I [t]-Modul ist, von dem sich wiederum zeigen lésst, dass er ein L-Gitter vom Rang

r in C ist, zu dem ¢ assoziiert ist.

Wir halten fest, dass es eine eindeutige Zuordnung zwischen L-Gittern und Drinfeld-

Moduln gibt. Diese Zuordnung ist zudem vertraglich mit den jeweiligen Morphismen.

2.1.6 Satz. Die Kategorie der Drinfeld-Moduln vom Rang r diber einem wvollstindigen
Korper L mit K, C L C Cy, dquivalent zur Kategorie der L-Gitter vom Rang r.

Beweis. Siehe |Goss; 1996, Theorem 4.6.9]. O
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2.2 t-Moduln und t-Motive

2.2 t-Moduln und t-Motive

Wir fiithren in diesem Abschnitt mit den (abelschen) ¢-Moduln eine mehrdimensionale
Verallgemeinerung der Drinfeld-Moduln ein, die auf die Arbeit von |[Anderson; |1986| zu-
riickgeht. So wie Drinfeld-Moduln im Sinne von Abschnitt den elliptischen Kurven
der klassischen Theorie entsprechen, lassen sich abelsche t-Moduln tiber Funktionenkor-

pern als Analogie zu abelschen Varietéten {iber C" auffassen.

Zu t-Moduln gibt es mit den t-Motiven, die wir ebenfalls vorstellen, ein wichtiges
duales Konzept, das fiir gewisse Betrachtungsweisen grofse Vorteile bietet. Wir beginnen
damit, t-Motive zu Drinfeld-Moduln zu definieren und werden dann daraus Definitionen

fiir allgemeine t-Motive und ¢-Moduln ableiten.

Im Folgenden sei L ein perfekter F [t]-Kérper und ¢ : Fy[t] — L eine Einbettung.
Weiter sei mit ¢ : F,[t] — L{7} ein Drinfeld-Modul iiber L gegeben.

Im Mittelpunkt unserer Betrachtungen steht L{7}, der Ring der g-Polynome iiber L.
Weiter sei L[t, 7] := L{7}[t] der Ring mit den folgenden Rechenregeln:

tt = Tt, ta =at und 7Ta =it fira€ L.

Wir machen nun M := M (¢) := L{7} zu einem L|t, 7]-Linksmodul durch die Wirkung

der beiden folgenden nicht-kommutativen Operationen von F[t] auf M:

1. [F,[t] operiere auf L{7} vermdge ¢ als Skalarmultiplikation, das heifst

t(a) -m = (a)m(r) € L{r} fir a € F,[t] und m € L{7}.

2. F,[t] operiere auf L{7} vermoge des Drinfeld-Moduls ¢, das heifit
a-m:=m(7r)p, € L{r} fur a € F,[t] und m € L{r}.
Beide Operationen von F,[t] auf L{7} werden also bereits durch die Wirkung von ¢, ein-

mal “t als Operator” und einmal “t als Skalar”, beschrieben. Um dies besser unterscheiden

zu konnen, definieren wir 6 := «(t) € L.
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2.2 t-Moduln und t-Motive

2.2.1 Bemerkung.

1. Esist L{r} = L[r] C L[t, 7] nach Bemerkung[I.1.7 und wir kénnen somit LIt, 7]
auffassen als L[t, 7| = L{T}[t] = L[7][t].

2. Da L perfekt ist, besitzt L{T} nach Propositionen|1.1.10l und|1.1.12 sowohl Links-

als auch Rechts-Divisionsalgorithmen. Damit ist L[t, 7] nach dem Hilbertschen Ba-

sissatz links- und rechts-noethersch.

Den Zusammenhang zwischen ¢ und M (¢) erhalten wir, indem wir die wichtigsten

Eigenschaften fiir M(¢) noch einmal zusammenfassen:

2.2.2 Lemma. Sei ¢ ein Drinfeld-Modul vom Rang r > 0 tiber L und M = M(¢) das

2u @ assoziierte t-Motiv. Dann gilt:
1. M ist als L{T}-Modul frei vom Rang 1.
2. M wird als L[t]-Modul frei erzeugt von (7°,7,... ,7771).
3. ™M ist ein L[t, 7]-Untermodul von M und es gilt (t —0)M /T M = {0}.
Beweis. Siehe |Goss; 1996, Lemma 5.4.1]. O
Es ist nun leicht zu zeigen, dass die Umkehrung ebenfalls gilt.
2.2.3 Lemma. Sei M ein L[t, 7]-Modul mit den folgenden Eigenschaften:
1. M st als L{T}-Modul frei vom Rang 1.
2. M wird als L[t|-Modul ist frei vom Rang r > 0.
3. TM ist ein L[t, 7]-Untermodul von M und es gilt (t — 0)M /T M = {0}.
Dann ezistiert einen Drinfeld-Modul ¢ vom Rang r mit M = M (¢)

Beweis. Wir zitieren den Beweis aus |Bangert; 2011, Lemma 1.2.2]. Sei m ein freier
Erzeuger von M als L[r]-Modul, dann lasst sich ¢ - m schreiben als P(7) - m fiir ein

P(7) € L{r}. Der Drinfeld-Modul ¢, := P(7) hat dann die gewiinschte Eigenschaft. [

Aus dieser Situation lésst sich die folgende Definition allgemeiner ¢-Motive ableiten,

die nicht mehr zu Drinfeld-Moduln assoziiert sein miissen (aber konnen).
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2.2 t-Moduln und t-Motive

2.2.4 Definition. Ein t-Motiv M ist ein L[t, T]-Linksmodul, fir den gilt:
1. M ist als L{7}-Modul frei und endlich erzeugt.
2. Esist (t—60)" (M/TM) = {0} fir fast alle n € N.

FEin Morphismus zwischen zwei t-Motiven ist ein Llt, T]-Linksmodul-Homomorphismus.
Falls der L{7}-Rang eines t-Motivs M existiert, definiert dieser die Dimension dim(M ).

Durch die Erweiterung fiir kleine n # 1 sind nach |Goss; 1996, Abschnitte 5.5 und
5.7] insbesondere Tensorprodukte von ¢t-Motiven wieder t-Motive, obwohl sich diesen
Objekten im Allgemeinen keine Drinfeld-Moduln zuordnen lassen.

Des Weiteren sind die zu Drinfeld-Moduln assoziierten ¢-Motive ebenfalls -Motive nach
Definition [2.2.4] (mit n = 1), da in diesem Fall ¢ als 6 auf M/7M wirkt.

2.2.5 Bemerkung. Ein t-Motiv der Dimension d ist natirlich isomorph zu L{T}%.
Damit wirkt (t — 0) als Element aus Matgxq(L){7} auf M. Im Fall n > 1 bedeutet
(t—0)" (M/TM) = {0} somit, dass N := D,(t) — 0 € Matgxq(L) nilpotent ist.

Es sei E eine algebraische Gruppe mit £ = Gi .- Wir konnen die Endomorphismen
Endg, (E) nach Proposition als Elemente in Matgyq(L){7} auffassen, wobei wir 7
wie in Definition [[.1.14] verstehen.

Mit Lie(FE) bezeichnen wir die Lie-Algebra von E im iiblichen Sinn. Lie(E) ist also der

Tangentialraum von E = G¢ | im Ursprung, damit ist Lie(E) = L9.

Wir werden nun ¢-Moduln definieren und danach sehen, dass diese ein duales Konzept
zu t-Motiven darstellen. t-Moduln kénnen als mehrdimensionale “geometrische Objekte”

im Zusammenhang von Bemerkung [2.1.4] verstanden werden.

2.2.6 Definition. FEin t-Modul E tber L ist eine algebraische Gruppe mit E = Gz,L,

die mit einem Fy-linearen Endomorphismus t € Endg, (E) versehen ist, so dass gilt:
(t —0)" Lie(E) =0 fiir fast alle n € N.

Ein Morphismus zwischen zwei t-Moduln ist ein Homomorphismus der unterliegenden
algebraischen Gruppen, der mit der Wirkung von t kommutiert.
Die Dimension dim(E) eines t-Moduls E ist durch die Zahl d definiert.
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2.2 t-Moduln und t-Motive

Wir stellen bereits an dieser Stelle fiir Dimension d = 1 fest, dass diese Definition der

t-Moduln eine Verallgemeinerung der Drinfeld-Moduln darstellt.
2.2.7 Bemerkung.
1. Drinfeld-Moduln zum F,[t] sind t-Moduln der Dimension d = 1.

2. G mit der dblichen Skalarmultiplikation t(x) = 0z sind t-Moduln. Fir d = 1
sind diese aber keine Drinfeld-Moduln, da die Nicht-Trivialitat der Eigenschaft 2
aus Definition nicht erfillt ist.

Wir werden nun die Dualitdt zwischen ¢-Moduln und ¢-Motiven erklaren. Wir be-
zeichnen im Folgenden mit Homp, L(+,-) die Gruppe der F -linearen Homomorphismen

algebraischer Gruppen iiber L.
Es sei ein t-Modul E der Dimension d gegeben. Wir definieren dann:
M := M(E) := Homg, (E,G, ) = L{r}",

M erhélt nun die Struktur eines L[t, 7]-Moduls, indem wir die Verkniipfungen wie folgt

als Kompositionen in L{7}¢ definieren:

a-m = am(t)e€ L{r}? fira€Lundme M,
T-m = 7m(r) € L{r}¢  fir me M,
t-m = m(r)te L{r}? fir m € M.

Die Projektion auf die d Koordinaten von M liefert eine L{7}-Basis (f1,..., 54), das
heift, M hat die Dimension d und m € M lisst sich in L{7}? darstellen als Vektor
m(t) = (m(7),...,ma(7)). Dabei wird die Abbildung m : G¢, = L — G, = L

gerade durch das Einsetzen z — m(7(z)) in m = S.°_, my(7)g; fir z € L? repréisentiert.

2.2.8 Bemerkung. Nach Wahl von Koordinaten fir E = G¢ ; und G, erhalten wir:

d A B
m = E:mZ(T)BZ = (my(7),...,ma(t)) | | =m(r)| ¢ | L4 = L,
. B B
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2.2 t-Moduln und t-Motive

t wirkt von rechts auf m(t) € L{t}¢, damit folgt:
A A o3

t-m |l =m(n)t] | =m(r)Qur) | :
Ba Ba Ba

Wir sehen also, dass die Darstellung von t als Element Qy(T) € Matgyxq(L){7} vertraglich

mit den obigen Definitionen der Operationen ist.

Folglich ist M ein t-Motiv und E — M (F) ein kontravarianter Funktor. Weiter gilt
an dieser Stelle (siche |Goss; |1996, Lemma 5.4.7]), dass die Gruppe Lie(E) durch die
Abbildung = — (f — 0, f) isomorph ist zu

Hom; (Homg, 1(E, G, 1) /7 Hompy, (E, G, 1), L) = Homp(M/TM, L) = L%
Wir betrachten schliefslich die folgende strukturelle Aussage iiber die Beziehung zwi-
schen L[t]-Rang und L{7}-Rang von M.

2.2.9 Lemma. Sei M ein L[t,7]-Linksmodul, der sowohl als L[t]-Modul als auch als
L{r}-Modul endlich erzeugt ist. Dann ist M genau dann frei von endlichem Rang tber

L[t], wenn M frei von endlichem Rang tber L{T} ist.
Beweis. Siehe |Goss; |1996, Lemma 5.4.10]. O

2.2.10 Definition. Ein t-Modul M heif$t abelsch, wenn M tber L[t] endlich erzeugt ist;
und E heif§t abelscher t-Modul genau dann, wenn M(E) abelsch ist.

Wir erhalten die folgende kategorientheoretische Aussage.

2.2.11 Satz. Uber einem perfekten Korper L liefert der Funktor E v+ M(E) eine Anti-
Aquivalenz zwischen der Kategorie der abelschen t-Moduln und der Kategorie der abel-
schen t-Motive.

Beweis. Siehe |Goss; 1996, Theorem 5.4.11]. O

Es bleibt noch die Frage, wie wir den Rang eines ¢-Moduls £ und des zugehdrigen
t-Motivs M := M(F) so definieren, dass dieser mit dem bekannten Rang der Drinfeld-

Moduln Ubereinstimmt.
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2.2 t-Moduln und t-Motive

Nach Lemma ist M genau dann abelsch, wenn M als L[t]-Modul frei von endli-

chem Rang ist. In diesem Fall definieren wir den Rang von £ und M durch
Rang(E) = Rang(M(E)) := Rang (M).

Wir kénnen nun eine allgemeine Charakterisierung der abelschen t-Moduln angeben
(wobei die abelschen t~-Modul der Dimension d = 1 genau die Drinfeld-Moduln sind).

2.2.12 Bemerkung. Sei E = G¢ | ein abelscher t-Modul der Dimension d, dann gibt
es eindeutig bestimmte Matrizen Go, Gy, ..., G € Matgxq(L), so dass die Wirkung von
t gegeben ist durch:

t= GoTO +GiT+ ...+ Gka € Matdxd(L){T},

wobei N := Gy — 0 nach Bemerkung nilpotent ist.

Umgekehrt erhalten wir zu gegebenen Matrizen Go, Gy, ...,Gr € Matgxq(L), wobei

Go — 0 nilpotent ist, wiederum einen t-Modul der Dimension d durch die Operation:
t =G’ + Gt 4 ... 4+ Gyt € Matguq(L){7}.

(In der Regel werden wir spiter die Identitit T bei der Notation von t in dieser

Darstellung weglassen. )

Die Ahnlichkeit zu der urspriinglichen Definition der Drinfeld-Moduln wird nun
deutlich, wenn wir ®; := ¢ fiir ein geeignetes ® : F,[t] — L{r}¢, a — ®, betrachten,
wobei in diesem Fall D, (®,) = (t(a) + N)7° fiir eine nilpotente Matrix N gilt.
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2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

Wir erkldren in diesem Abschnitt die Uniformisierbarkeit abelscher t-Moduln (angelehnt
an |Goss; (1996, Abschnitt 5.9]). Dabei verallgemeinert der Begriff Uniformisierbarkeit
den Sachverhalt aus Satz [2.1.6] dass sich Drinfeld-Moduln durch ein Gitter und dessen
Exponentialfunktion darstellen lassen. Wir sehen dann, dass abelsche ¢t-Moduln in die-

sem Sinne uniformisierbar sein kénnen, aber nicht miissen.

Zunachst werden wir die Exponentialfunktion zu einem ¢-Modul definieren und fest-
stellen, dass ihre Surjektivitédt hinreichend fiir die Uniformisierbarkeit des t~-Moduls ist.
Anschliefsend werden wir einen Satz von Anderson [Anderson; 1986, Theorem 2.4] vor-
stellen, der zeigt, dass Uniformisierbarkeit eines t-Moduls und die Surjektivitat der zu-
gehorigen Exponentialfunktion dquivalente Bedingungen sind, die durch eine weitere

Bedingung an das zugehorige t-Motiv verbunden werden.

Bei der Einfithrung der ¢-Moduln und ¢-Motive in Abschnitt hat die Unterschei-
dung von “t als Skalar” und “¢ als Operator” eine wichtige Rolle gespielt. Wir werden im
Folgenden analytische Objekte im Funktionenkorper der Skalare betrachten. Wir neh-
men daher zunéchst an, dass 6 eine Unbestimmte ist.

Von nun an schreiben wir K, := Fy((3)) fiir die Vervollsténdigung von F,(6) = Quot(F,[6])
beziiglich der diskreten Bewertung v,, wie in Beispiel mit vy (0) = 1.

Es sei weiter Koo = F,((3)) ein fest gewiihlter algebraischer Abschluss von K, zusammen
mit der kanonisch fortgesetzten Bewertung v., auf K. Durch die Wahl der natiirlichen

Einbettung ¢ mit «(t) = 6 werden K, und K, zu F,[t]-Korpern.

Mit | - |, bezeichnen wir den fortgesetzten normierten Betrag zu v., auf K., das

heikt |0],.. = ¢. Ferner sei || - ||o die zugehorige Supremumsnorm auf Mat,,x,(Ks).

2.3.1 Definition. Fine Funktion f : F:j — Kno heifit ganz Fy-linear, falls es Matrizen

A; € Maty,xn(Ko) gibt, so dass gilt:
1. f(1) = 2500 At € Matyxn(Koo) {7},
2. lim || 4|47 =0,
71— 00

3. es ist {A;} C Maty,xn(L) fiir eine endliche Erweiterung L C Ku, von K.
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2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

Diese Bedingungen stellen nach Bemerkung sicher, dass fiir eine ganz I -lineare

Funktion f : K.. — K.. die Funktionswerte f(z) € K.. fiir alle z € K, konvergieren.
Wir kénnen nun die Exponentialfunktion von abelschen ¢-Moduln als Verallgemeine-
rung der Exponentialfunktion von Drinfeld-Moduln einfiihren.

2.3.2 Definition. Es sei E ein abelscher t-Modul tiber K. Ein F,-linearer Homomor-

phismus exp : Lie(E) — E heifit Exponentialfunktion, falls gilt:
1. exp erfillt die Funktionalgleichung exp(D,(t) x)) = texp(z)

—d  =d .. . . . .
2. exp: K — K_ ist eine ganz Fy-lineare Funktion, deren Potenzreihenentwicklung

mit der d X d-Einheitsmatriz I beginnt.

Im Folgenden sei E ein abelscher -Modul mit ® : F,[t] — K, {7}%, a — ®, und exp
eine Exponentialfunktion. Die erste Bedingung aus Definition [2.3.2] stellt die Vertrag-
lichkeit von exp mit ® sicher, denn durch die Wirkung von ¢ gilt fiir alle a € F,[t]:

exp(D,(®,) ) = B exp(2)).

Die zweite Bedingung ist eine Normierung, wodurch die Eindeutigkeit von exp erreicht

wird. Wir schreiben von nun an expy := exp und erhalten:
2.3.3 Satz. Sei E ein abelscher t-Modul, dann existiert expp und ist eindeutig.
Beweis. Siehe |Goss; [1996, Theorem 5.9.2 und Theorem 5.9.6]. O

Weiter sehen wir, dass Kern(expy) durch die Wirkung von ¢ mittels der Funktionalglei-

chung ein F,[t]-Modul ist. Das folgende Resultat erklart die Struktur von Kern(exppg).

2.3.4 Proposition. Kern(expy) ist diskret in Lie(E) und es gilt:
Rangp, (Kern(expg)) < Rang(E).

Beweis. Siehe |Goss; |1996, Lemma 5.9.12]. O

Damit ist Kern(expy) ein K,-Gitter und falls expy surjektiv ist, induziert dies iiber
K., den Isomorphismus

Lie(E)/ Kern(expy) = E.
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2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

In diesem Fall folgt dann weiter Rangy, (Kern(expy)) = Rang(E).

Entsprechend definieren wir:

2.3.5 Definition. Fin abelscher t-Modul E heifst uniformisierbar, falls expy surjektiv

15t.

Wir haben in Abschnitt [2.1) gesehen, dass Exponentialfunktionen von Drinfeld-Moduln
stets surjektiv sind. Fiir abelsche t-Moduln gilt dies im Allgemeinen nicht mehr. Das
klassische Beispiel, um dies zu zeigen, stammt von Anderson und Coleman. Wir geben

es hier in der Form von [Bangert}; 2011, Beispiel 4.6.1] an.

2.3.6 Beispiel. Seil € Ko, mit |l|,.. < 1 und [+ 17" = 0 gewdihlt und weiter sei der
t-Modul E = Gi? gegeben durch die Wirkung

1 a?
0 (-1 — [a-1
a2 1

. e 0

t=1"+ T46.

E ist ein abelscher t-Modul der Dimension 2 und von Rang 4, dessen Exponentialfunktion
expy injektiv ist und damit nicht surjektiv sein kann (wie in [Goss;|1990, Beispiel 5.9.9.]

gezeigt wird).

Im Folgenden werden wir sehen, dass bereits die Erfiilllung der Bedingung
Rangy, (Kern(expg)) = Rang(F)

aquivalent zur Surjektivitdt von expy ist. Dies ist ein Resultat, das auf die Arbeit von
Anderson zuriickgeht. Der Beweis ist sehr aufwendig und wir miissen dazu einige zusitz-

liche Begriffe einfiihren.
2.3.7 Definition. K, ((t)) sei der Ring der Potenzreihen Y i, a;t’, fiir die gilt:
1. lim |a;| =0,
1— 00

2. es ist {a;} C L fiir eine endliche Erweiterung L C K. von K.

Wir bemerken, dass diese Bedingungen sicherstellen, dass Potenzreihen aus K. ((t))

auf der abgeschlossenen Einheitsscheibe in K. ({t)) konvergieren.
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2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

Es sei E ein abelscher t-Modul iiber K., und M := M(E) sei das zugehérige t-Motiv.
Wir definieren ausgehend von M und K. {((t)) den K,[t, 7]-Modul

M((t)) = M &g, 5 Kx((t),

dabei ist die Wirkung von K., [t] auf M ((t)) auf natiirliche Weise gegeben. Weiter lassen
wir 7 diagonal auf M ((t)) operieren, das heift:

T- <m ® Zaiﬁ) =Tm® Z alt'  fiir m ® Z a;it’ € M{(t)).
i=0 i=0 i=0

Im Weiteren spielt der FF,[t]-Modul M ((t))" der 7 invarianten Elemente von M((t)) eine
wesentliche Rolle. Wir werden zur besseren Unterscheidbarkeit von nun an konsequent

die “Elemente mit Reihen” stets durch Unterstriche kennzeichnen. Wir schreiben also
2.3.8 Definition. M((t))" := {m € M{(t)) | 7(m) = m}.

Die folgende Definition ist grundlegend, da ihre Erfiillung eine weitere dquivalente
Bedingung zur Surjektivitdt von exp, darstellt. Sie erlaubt es uns, die Betrachtung auf

das t-Motiv M zu richten, was wir in Kapitel 4] hdufig nutzen werden.

2.3.9 Definition. Sei E ein abelscher t-Modul und M := M(E) das zugehdrige t-Motiv,

dann heifit M rigide analytisch trivial, falls der natirliche Homomorphismus
T M) @y Kool(t) = M), m®> at’ = m-> a;t’
i=0 i=0

ein Isomorphismus ist.

Es ist nun eine direkte Folgerung aus dieser Definition, dass fiir zwei rigide analyti-
sche t-Motive M; und M, das Tensorprodukt M; ® M, (mit der diagonalen Operation

T(my ® ma) := 7(my) ® 7(my)) wieder rigide analytisch trivial ist.
Die Rolle von M{(t))” in M{((t)) entspricht in dieser Situation der von Kern(expy) in

Lie(E). Dies wird durch die folgenden Resultate aus [Bockle und Hartl; 2007] ersichtlich,

die wir hier zum besseren Verstandnis zitieren.
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2.3 Uniformisierbarkeit und der Satz von Anderson

2.3.10 Lemma. 7 ist injektiv und M{(t))" ist endlich erzeugt, dabei gilt:
Ranqu[t](M<<t>>T) < Rang(F).

Beweis. Siehe [Bockle und Hartl; 2007, Lemma 4.2 b)]. O

Falls M rigide analytisch trivial ist, dann zeigt Definition direkt, dass die Réan-
ge von Definitions- und Bildbereich von 7 als F,[t]-Moduln gleich (und damit gleich
Rang(M) = Rang(F)) sein miissen. Die Umkehrung, und damit der folgende Satz, ist
dagegen schwieriger zu beweisen. Dabei ist nachzuweisen, dass das Bild von 7 die richtige
Struktur als L{(t)){7}-Untermodul von M ((t)) hat. Fiir Details dazu verweisen wir auf
[Bangert; 2011} Satz 4.1.2].

2.3.11 Lemma. M ist genau dann rigide analytisch trivial, wenn gilt:
Rangg | (M((t))") = Rang(E).

In diesem Fall ist m surjektiv.

Beweis. Siehe [Bockle und Hartl; 2007, Lemma 4.2 c)]. O

Der Satz von Anderson |Anderson; |1986, Theorem 2.4] zeigt nun den wesentlichen

Zusammenhang der einzelnen Bedingungen fiir die Uniformisierbarkeit.

2.3.12 Satz. Sei E ein abelscher t-Modul und M := M(E) das zugehdrige t-Motiv,

dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Rangy, y(Kern(expy)) = Rang(E).
2. expp st surjektiv.
3. M(FE) ist rigide analytisch trivial.

Beweis. Den Schritt von (2) = (1) haben wir bereits gesehen. Die anderen werden in
den Schritten (3) = (2) und (1) = (3) gezeigt Richtungen und sind recht aufwendig.
Die Surjektivitdt von expy wird dabei durch homologische Aussagen beschrieben. Siehe
dazu |Goss; 1996, Theorem 5.9.14]. ]
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3 Eine spezielle Familie von t-Moduln

Genaue Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit abelscher t-Modul angeben zu kénnen, ist
ein offenes Problem. Das klassische Beispiel eines nicht-uniformisierbaren ¢t-Moduls von
Anderson und Coleman (siehe Beispiel wird in der Arbeit [Bangert} 2011] zu ei-
ner ganzen Familie von t-Moduln in der Dimension d = 2 erweitert, so dass in dieser
auch uniformisierbare t~-Moduln enthalten sind. Damit ist diese Beispielfamilie ein guter
Ausgangspunkt fiir die Suche nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die

Uniformisierbarkeit von t-Moduln.

Im Folgenden beschreiben wir eine Verallgemeinerung dieser Familie von ¢t-Moduln in
beliebiger Dimension d > 2. Wir werden aus der Frage der Uniformisierbarkeit dieser

t-Moduln die Untersuchung F-linearer Polynomgleichungen motivieren.

3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller
t-Moduln

Nach Satz [2.3.11] ist ein abelscher t-Modul FE genau dann uniformisierbar, wenn der
Fy[t]-Modul M((t))" vollen Rang hat, das heift, wenn Rangg ;(M((t))") = Rang(E)
gilt. Wir wollen in diesem Abschnitt konkretere Kriterien herleiten, anhand derer sich

entscheiden lésst, ob ein t-Modul uniformisierbar ist.

Es sei Ky = F,((1)) und damit Koo = F,((3)). Im Weiteren sei E ein t-Modul der

Dimension d > 1 gegeben durch den F,-linearen Endomorphismus
t =712+ AT + 07° € Matywa(Koo) {7}, (3.1)

wobel A = (a;;)1<,ij<d € Matgyq( Ko ) mit Eintrigen a;; € K beliebig ist.
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3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller t-Moduln

Weiter sei M := M(FE) das t-Motiv zu E. Wir betrachten im Folgenden den Modul
M[[t]) = M &g,y Kl[t]],
also die formalen Potenzreihen in ¢ mit Koeffizienten in M, und ferner
Mt = {m € M[[t] | 7(m) = m},

den Untermodul der unter 7 invarianten Elemente aus M[[¢]]. Wir werden nun analog
zu |Bangert; 2011, Kapitel 4.1] Kriterien dafiir bestimmen, wann Elemente aus M[[t]]”
in M{((t))" liegen (siehe Definition [2.3.8).

Wir untersuchen zunéchst die Struktur von M. Wegen dim(M) = dim(E) = d ist
Rangz _(.,(M) = d. Demnach ist M als Koo {7}-Modul isomorph zu K, {7}? und jedes

Element lésst sich als Vektor m(7) = (my(7),...,mq(7)) schreiben.

Die Operation von ¢ auf ein Element m(7) € M lésst sich durch die Multiplikation mit

der Matrix Q;(7) = 7% + A7 + 07° von rechts darstellen (vergleiche Bemerkung [2.2.8)).
k

Wir betrachten nun die Wirkung von ¢ via Q:(7) auf ein Element (uy,...,uq)7" mit
k> 0und uy,...,uq € Ky[t] und stellen fest:
te(uy,. .., ug)™ = (uy,...,ug)m" (7% + At + 67°)
= (ur, .. ud) ™ (u, . ug) ATV 070 (L ug)
= (ug,. .., ug)™? = —(ug, ..., ug) AT (= 070) - (uy, .. ug) TR

Durch wiederholte Anwendung dieser Relation kénnen wir den ¢-Grad von jedem
m(7) = (my(7),...,ma(7)?) € Kio{7}? auf 1 reduzieren, das heifit, m € M lisst sich

schreiben in der Form

m = (ug +017,. .., Uug+ vgT)

= (up,...,uq) + (V1,. .., 0)T mit wy, ... ug, v, ..., Vg € Koo[t].
Es folgt Rang(M) = 2d, also gilt fiir M als K. [t]-Modul:

M =

I
il
=
+
A
=
\]
I

~ K [t]*.
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Die Struktur von M als K. [t]-Modul kénnen wir auf den K,[[t]]-Modul M][[t]] auf

natiirliche Weise fortsetzen, denn wir sehen mit den obigen Argumenten, dass gilt:

Ein Element m € M][[t]] ist also gegeben durch
m = (u1,...,uq) + (V1,...,0g)T mit us,...,uqg,v1,...,05 € K[[t]]

die Wirkung von 7 auf m € K [[t]]? + K[[t]]? T ergibt sich nun wie folgt:

Tom =

\]

.((ﬂ,...,%)+(ﬂ,...,%)7)
w®, g+ (D, e M)
_1(1),...’%(1))7-4_ (ﬂ(l)w'-a%(l)) (Zf— 6+ —AT)

D) =070+ (W, ug™) = (0w M)A T

uy

I~

I
—~

Fiir m = (u,v) € K [[t]]*? als 2d-Zeilenvektor mit u, v € K,o[[t]]? gilt damit

Damit kénnen wir schlieflich M[[t]]” in M[[t]] = K..[[t]]*® bestimmen.

3.1.1 Lemma. Es gibt einen Isomorphismus von F[[t]]-Moduln:

M) = M)} = {v € Kx[lt]]! | 2" = (¢ = 6)1a(")® - AT ("D},

Beweis. Sei m = (u,v) € M[[t]]” = (K [[t]]*?)7, das heifit (u,v) = 7(u,v) in Zeilen.

Es folgt mit , dass v’ = (t — 0)I;(v")® und v* = (u)D — AT (uT7)D gilt.

Damit ist u” eindeutig bestimmt und nach Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung
erhalten wir v = (¢ — 09)I;(v7)® — AT (7). Die Umkehrung folgt analog. O
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3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller t-Moduln

Wir betrachten den natiirlichen Isomorphismus K. [[t]] — (K. )Y, wobei wir die

Elemente aus K,[[t]]? als Spaltenvektoren auffassen:

o 00 (ﬁk)k
o 2T SES IR S Bl PR ¥
k=0 k=0
Von nun an treffen wir die Konvention z;, := 0 € F(i fiir £ < 0, dann operiert ¢t auf

(K. )Mo auf natiirliche Weise von rechts durch Indexverschiebung, das heifst

(ﬂ_pﬂwﬂp"') (ﬂmﬂp@ov“')
(Zp)r -t = (21 )k = : fiir (2;,)r = : , (3.5)

(@—1’@0’ﬂ1"“) (ﬁo’ﬂvﬂo"”)

wobei diese Operation wegen (3.4) mit der von ¢ auf K [[t]]? iibereinstimmt. Also sind

Koo[[t]]* und (Kd)NO als F,[[t]]-Moduln isomorph.

o

Weiter identifizieren wir die 7-invarianten Elemente in (K:i)NO. Entsprechend zu Lem-

ma [3.1.1| gilt fiir eine Folge (v, )x € (FOZ)NO, die zu einem Element v € M][[t]]] gehort:

() = (t — 09 ()Y — AT (v} = () — 09(u)iY — AT (v,)y”
= 09w + AT () + (W = ().

Nach einer Koordinatentransformation v, +— = v, ist dies dquivalent zu
07 () + ATO7 (1)1 + 07 () = 075 (0 )2
und nach Multiplikation mit der Konstanten 971 schlieklich dquivalent zu
()i + AT @i + 0()s = 07 (0 1)) (3.6)

Wir betrachten das folgende F-lineare Polynom f(z,y) € Ki [z,y] in den Unbe-

stimmten x = (z1,...,24)7 und y = (z1,...,24)":

fla,y) = 2@ 4 ATeW 4 gz — 979y,
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f(z,y) spielt in den Polynomgleichung, wie wir sie in Kapitel [4{ untersuchen werden, eine

wesentliche Rolle.

Fir (v, ), € (Ki)NO ist damit Gleichung dquivalent dazu, dass fiir alle k € N
(v, vp_q) = 0 gilt, wobei v_; = 0 ist.
3.1.2 Lemma. FEs gibt einen Isomorphismus von F,[[t]]-Moduin:
MIJT = M} = {(@)x € (K2)™ | fir alle k € No : f(v,,0,,) = 0}.

Beweis. Die Aquivalenz ergibt sich aus den obigen Rechnungen. [

Um festzustellen, ob eine Folge v € (FOZ)NO in M{[[t]]} liegt, lassen sich die Gleichungen
f(zg, z_;) = 0 von k = 0 ausgehend, also mit den Startlosungen f(v,,0) = 0 beginnend,
iterativ 16sen. Wir kénnen dabei im k-ten Schritt die Losungen des vorhergehenden
(k—1)-ten Schritts als Konstante auffassen. Folglich gilt es, in jedem Schritt f(x;,z,_,) =

0 zu iiberpriifen, ob v, bei festem v;_; eine Losung ist.
3.1.3 Lemma. Das Polynom f(z,0) hat ¢*¢ verschiedene Nullstellen.

Beweis. Die Gleichung f(x,0) = 0 ist dquivalent zu der Matrixgleichung Qx = 0 fiir die
Matrix Q € Matgyq(Koo{7}) mit

7'2 + a11T + 07’0 a21T Ce aq1T
Q Q12T 7'2 -+ A2 2T + 97’0 c. Qq 2T
2 2] 0
a1,4T 2,47 co. TPt agar + 0T

Wir sehen, dass die Matrix ) von folgender Form ist:

q1(7) q2(7) . qa(7)
CLLQT T2 + CL2727' + 07’0 C.e ad’QT

Q=" § 7
ayar ag T oo T24agar + 07°

wobei deg(¢;(7)) < deg,(¢q1(7)) fiir i = 2,...,d gilt. Weiter ist die Darstellung von ¢; (1)
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3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller t-Moduln

als Polynom in einer Variablen separabel, weil D, (q1(7)) = 6 # 0 ist; die formale Ablei-
tung von ¢, (7) ist also eine Konstante in dem perfekten Korper K, ist und verschwindet
nicht (siehe Definition |1.1.8]).

Im Weiteren betrachten wir fiir 1 < [ < d allgemein Matrizen H € Maty,;(K.o{7})

von dieser speziellen Form, die auch () besitzt. Genauer sei

hl(T) hQ(T) hl(T)
Ho— b27'17— 7'2 + b2727' + 07’0 Ce ngT 7
bt bioT . T2+ b+ o710

wobei gelte:
e b, EK fiir2<i<lund1<j<I,
o hi(1) € Kyo{r} fiir 1 <4 <[ mit deg, (hy(7)) > deg, (hi(7)) fiiri =2,...,1,
e die Darstellung von h;(7) als Polynom in einer Variablen ist separabel.

Wir zeigen nun, dass die Gleichung Hz = 0 genau ¢ M)+20=1) yerschiedene
Nullstellen € (K4 )" hat, indem wir diese Aussage induktiv auf ein dhnliches Problem
niedrigerer Dimension reduzieren. Fiir [ = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr. Wir

nehmen also an, dass [ > 1 ist.

Falls byy = ... = b1 = 0 gilt, hat die ((I — 1) x (I — 1))-Matrix H, die durch Streichen
der ersten Spalte und der ersten Zeile von H entsteht, wieder die oben genannte spezielle
Form wie H selbst. Da die Darstellung von h;(7) als Polynom in einer Variablen separa-
bel ist, gibt es fiir jede Nullstelle # € (K.,)'~" von H7 =0 genau ¢2°8-("(7) verschiedene
Nullstellen fiir Hz = 0. Somit gilt die Aussage in diesem Fall.

Falls b;; # 0 fiir ein i € {2,...,[} gilt, kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass b;; # 0 ist, da wir an H von links und von rechts entsprechende
Vertauschungsmatrizen multiplizieren konnen, so dass die spezielle Gestalt von H erhal-

ten bleibt. Insbesondere &ndert dies nichts an der Anzahl der Losungen.
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3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller t-Moduln

Weiter multiplizieren wir an die Matrix H von links die (I x [)-Matrix

0 0 ... 0 g(n)
S P S 1
G = ; bzw. G = 9(7) im Fall [ = 2,
: oL 00 0 1
L v
0 .0 1

wobei g(7) € Koo{7} und 7o, . ..,7_1 € K. im Folgenden geeignet gewihlt werden. Dies
andert ebenfalls nicht die Anzahl der Lésungen. Die (I x [)-Matrix GH ist

Thi(m) +9(7) - by17 Tha(T) +9(7) - by 27 Th3(T) +g(7) - by 37 Thi(r) + g(r) - (72 + by g7 + 070)
bo 1T + v2by 1T (72 + b 27 + 079) + vaby o7 b2 37 + v2by 37 bo 7+ y2 (T2 + by 7 + 070)
b3 1T+ vab 1T b3 2T + v3by 2T (72 4+ b3,37 + 07%) + v3by 37 ba, 7+ v3 (T2 + by g7+ 070)

bi_1,17 +v—1b 17 bi_1,27 +vi—1b,27 (24 b1+ 070 vmabri—1T bi—1T + i—1 (72 by + 070)

byt by o7 b7 7'2+bl,l7'+97'0

Wir wéhlen ¢g(7) und 7, ...,7_1, so dass gilt:
Thi(7)+g(7) -bpa7r =0 und b7 +yb,,7r=0firalei=2...,0—1.

Aus dieser Wahl folgt deg, (g(7)) = deg, (hi(7)) und D, (g(7)) = % # 0 sowie, dass die
erste Spalte von GH bis auf den letzten Eintrag verschwindet.

Wir addieren nun fiir jedes i = 2,...,l — 1 das (—;)-fache der i-ten Spalte von GH
zu der letzten Spalte von GH. Dies stellte eine Multiplikation mit einer Matrix G’ von
rechts an die Matrix GH dar und &ndert damit auch nicht die Anzahl der Losungen.
Der j-te Eintrag der letzten Spalte von GHG' ist dann

-1

fiir j =1: Thi(T) + g(7) - (7'2 +b T+ 97’0) — Z (‘I’hi(T) + g(7) - bl,iT) =: ;LI(T),
i=2
-1
fiir j =2,..., l1—1: bj,l7+7j(7'2+bl,17'+970)_'Yj ((7'2+bj,j7'+97'0)+7jbl,l7) — Z Yi(bj,iT + v;5b1iT)
1=2,1#]

-1
= (bj,l + b0 — > vilby +7jbz,i))7"

=2

=bj,1
. -1

fir j =1: Tz+(bl,lfz'yibl,i)7+9‘ro4
=2

=:by 1
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3.1 Kriterien fiir die Uniformisierbarkeit spezieller t-Moduln

Zuletzt vertauschen wir die Spalten von GHG', so dass die letzte Spalte an die Stelle
der zweiten Spalte tritt und fiir ¢ = 2,...1 — 2 die Spalte ¢ an die Stelle der Spalte 7 + 1
nach rechts verschoben wird. Dies stellt wiederum eine Multiplikation mit einer Matrix
G" von rechts an die Matrix GHG" dar, was nicht die Anzahl der Losungen éndert. Wir
erhalten insgesamt fir GHG'G":

0 }}1(7) Tha(7) + g(7)by 27 Th3 (1) + g(7)b; 37 Thyi_1(7) + g(T)by 117

0 bj2T 72 4 (ba,2 + v2by 2)7 + 070 (b2,3 + v2b1,3)7 (ba,j—1 +v2by1—1)T

0 bj,3T (b3,2 +v3b1 2)7 2 4 (b33 + y3by,3)T + 070 ... (b3, 1—1 +v8by,1—1)7T

0 BT (br—1,2 +v-1b1,2)7 (br—1,3 +v-1b1,3)7 s TR (bpm1gm1 F b -7 + 0707
bLJT 7'2+b1717'+97'0 by o7 bl,3 b1

Nach Definition von hy(7) ist D, (hy(7)) = D,(g(7) - 67°) = % # 0 und weiter gilt

deg,(hi(1)) =deg, (hi(7))+2 > max {deg (Th;(T)+ g(T)bi;7)}

§=2,...1-1

Die ((I — 1) x (I — 1))-Matrix H, die durch Streichen der ersten Spalte und der letzten
Zeile von GHG'G" entsteht, hat also die spezielle Form wie H selbst. Durch Induktion
folgt schlieflich, dass HZ = 0 genau glegr(m(m)+2:(=2) — gdeg-(m(m)+2:(-1) yergchiedene
Nullstellen 7 € (K,,)!"! hat, die durch Einsetzen dieser Losungen in die letzte Zeile von
(GHG'G")x = 0 genauso viele Nullstellen = € (K,,)! fiir Hz = 0 liefern. O

Das folgende Lemma zeigt nun, dass wir in jedem Schritt ausreichend viele T-invariante
Elemente in M[[t]] finden, wodurch die Moglichkeit grundsétzlich gegeben ist, dass eine

Folge aus (Kd)NO in M([t]]} liegen kann.

3.1.4 Lemma. Es gilt Rangg y(M|[[t]]}) = Rangg, 4 (M[[t]]") = 2d.

Beweis. M{[[t]]} ist ein Untermodul von dem endlich erzeugten F,[[t]]-Modul M][[#]],

wobei M[[t]]; = M[[t]] & Ku[[t]]*® gilt. Wir wissen, dass F,[[¢]] ein lokaler Ring mit dem
maximalen Ideal m := ¢ - F [[t]] und dem Quotientenkorper Fy[[t]]/m = F, ist. Weiter
ist M([t]]7/(m- M[[t]]}) ein F,-Vektorraum, der mit dem Vektorraum der Startlésungen

{ibereinstimmt. Wir schreiben also entsprechend dieser Uberlegungen
—d T T
Li=A{zy € K| flzy,0) = 0} = M[[¢]]/(m - MI[E]]}).

Nach Lemma hat f(z,0) genau ¢*? verschiedene Nullstellen und wir kénnen
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darunter 2d Nullstellen @0, e ,@0 € Xi wahlen, die eine [F,-Basis von £ bilden.
Wir finden somit zu jedem dieser Basisvektoren @o eine Fortsetzung (@k) k in M[H]]%
und erhalten mit dem Lemma von Nakayama (siehe [Matsumura; |1986, Theorem 2.3])
schlieflich daraus eine Basis (éﬂk)k’ R (@k)k von M{[t]]}. O

Wir sehen also, dass die Frage, ob ein t-Modul uniformisierbar ist, gleichbedeutend
damit ist, ob es in jedem Schritt gentigend 7-invariante Elemente in M ((¢)) gibt. Dieses

Problem werden wir im Folgenden genauer betrachten.

In M{(t))" sind gerade die Elemente aus M][[t]]" enthalten, die eine Nullfolge bilden
und bei denen alle Koeffizienten in einer endlichen Erweiterung L C K, von K, liegen.
Entsprechend beschreiben wir M ((t))" als Untermodul von M|[t]]} und definieren dazu
entsprechend den F[¢t]-Modul

M{(t)); = { (v )k € MI[t]]} klg?olyk\ = 0 und die Menge {v;, } liegt in einer

endlichen algebraischen Erweiterung L C K, von K, }

3.1.5 Lemma. Es gibt einen Isomorphismus von F[t]-Moduln:

M((8)" = M{(t))}-

Bewes. Ergibt sich durch die Einschrankung des Isomorphismus aus dem Beweis von

Lemma auf den Untermodul M ((t))" von M|[t]]” zusammen mit den Argumenten
aus dem Beweis von |[Bangert} 2011, Lemma 4.1.9). O

Schlielich kénnen wir das folgende Resultat festhalten:

3.1.6 Satz. Sei E cin t-Modul der Dimension d gegeben durch t = 7% + At + 0 mit
A € Matyyq(L) und M := M(E) das zugehorige t-Motiv. Dann ist E ist genau dann

uniformisierbar, wenn gilt:

Rangg, (M<<t>>;) — 2d.

Beweis. Folgt aus Lemma [2.3.11] und Lemma [3.1.4] O
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Eine geeignete Basis fiir M((t))}

Es sei E ein abelscher t-Modul und M = M(FE) das zugehérige t-Motiv. Wir wollen in
diesem Abschnitt analog zum Beweis von Lemma eine Basis fiir M ((t))} angeben.
Im Weiteren sei r := Rangg (M ((t))}) < 2d.

Der FF,-Vektorraum der Startlosungen £ := {z, € Fci | f(zy,0) = 0} hat die Dimen-

sion 2d, also gibt es eine Basis (@0, . ,S(zd)o) von L.

Da r = Rangy, (M ((t))}) ist, gibt es zu r dieser Basiselemente, seien dies 0.B.d.A.
die Elemente 5 & SR jeweils eine Fortsetzung & € M ((t));
Das heift, es ist f (& Sy, ) 0; die Koeffizienten aller Folgenglieder @k, k € Ny liegen
in einer endlichen Erwe1terung von K, und es gilt:

(& ,f(l-)k) =0flr k>0 und hm |§ | = 0.

k+1

Sei nun z, € L eine beliebige andere Startlosung, dann erhalten wir die Darstellung
Lo = Z bzg(l)o, mit bl € Fq.
i=0

Folglich ist Y; b &) eine Fortsetzung von z, in M ((t))}, denn mit der F,-Linearitét
von f gilt:

! <Z bi@kﬂ’ Z bz@k)) - Zbi . f<@k+l’@k) =0
i=0 i=0 i=0

Betrachten wir nun die Struktur von M ((t))7 als F,[t]-Modul. Sei > a;t’ € F,[t] belie-
big, dann ist zu dem Element (3 "_;a;t’)z, = (3-7_ya;t?) X7 b,f(i)o eine Fortsetzung
in M((t))’ gegeben durch:

n s n

Cljtj bzg(z) = ajblé‘(z)t]
3=0 1=0 =0 j=0

Also ist (§), - --,&r)) eine Fy[t]-Basis des Moduls M((t))7-
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3.2 Kriterien fiir Uniformisierbarkeit als Problem linearer Polynomgleichungen

3.2 Kriterien fur Uniformisierbarkeit als Problem

linearer Polynomgleichungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die speziellen [Fy-linearen Polyomgleichungen, die
sich aus der Frage der Uniformisierbarkeit eines t-Moduls in Abschnitt ergeben ha-
ben, als unabhéngiges Problem. Damit motivieren wir die allgemeine Untersuchung der

Losungen spezieller Polynomgleichungen, die wir in Kapitel 4| durchfiihren werden.

Es sei weiterhin K, = Fy((3)) und Ko = Fy((3)). Wir betrachten einen abelschen

t-Modul E der Dimension d, der gegeben ist durch den F,-linearen Endomorphismus
t =74+ A1 +07° € Matgyq(Ko){7},

wobei A = (a;;)1<ij<d € Matgxa(Ks) mit den Eintriigen a,; ; € K, beliebig ist.

Wie wir in Abschnitt gesehen haben, stehen bei der Untersuchung der Uniformisier-
barkeit dieses t-Moduls die Folgen von Losungen (z,)5 € (Ki)NO von speziellen rekursiv
voneinander abhédngigen Polynomgleichungen im Mittelpunkt. Dabei ist das folgende,

zu t ahnliche, [F-lineare Polynom involviert:
t =12+ AT7 +07° € Maty, (Koo ) {7} (3.7)

Genauer heifst das (siche Satz [3.1.6)):
3.2.1 Bemerkung. Es ist (z;)x € M[[t]]} genau dann, wenn gilt:

Firk =0 1istz, € E(i eine Losung der Gleichung

1, 0

Td, 0

Fir k > 0 ist z;, € K jeweils eine Losung von
L1y, Ty

t] | =677

Ldy, Ldp
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3.2 Kriterien fiir Uniformisierbarkeit als Problem linearer Polynomgleichungen

Weiter ist (z;,)r, € M((t))} genau dann, wenn (z;,), € M{[t]]} ist und zusdtzlich gilt:

Es gibt eine endliche algebraische Erweiterung L C Ky, von Ky, so dass {z,} C L?

ist und es gilt lim vy (z),) = oo, bzw. lim |z;|, = 0.
k—o0 k—o0

Indem wir z;, := 0 € K fiir £ < 0 setzen, konnen wir somit auf die separate Betrach-

tung des Sonderfalls k& = 0 verzichten. Davon ausgehend definieren wir:

3.2.2 Definition. Fs sei f(x,y) € F:i[m,y] in den Unbestimmten x = (x1,...,24)"

und y = (x1,...,29)" gegeben durch:
f(z,y) =2 + AT2W 4 gz — 47992

dabei ist fi(x,y) = m?Q + 2?21 ;i + 0r; — H_qyti € Llx,y| firi=1,...,d.

Aquivalent zu (z;,), € M [[t]]} ist also, falls fiir alle k € Ny gilt:

f(zy, z,4) = 0. (3.8)

Wir sehen nun weiter, dass M[[t]]; auch als projektiver Limes verstanden werden kann.

Sei dazu ¢ : Fi — Foi der K,-Vektorraumhomomorphismus mit

o(x) == (9"(3:(2) + ATz 4 0;1:))(_2) ,

wobei () eindeutig bestimmt ist, da K., perfekt ist (siehe Definition [1.1.14]).

Weiter definieren wir ¢; ; := ¢" 7 fiir ¢ > j > 0 als die (i — j)-fache Hintereinanderaus-

fithrung von ¢. Dann ist durch

. —d e .
lim Ky = {(v)r € [ K | 0i(w:) = v fiir i > 5}

1€Np

ein Fi[[t]]-l\/{odul gegeben, wobeil t von rechts auf (K(i)NO dadurch wirkt, dass 0 als
erstes Folgenglied eingefiigt wird und die restlichen Folgenglieder nach rechts verschoben
werden. Wegen der Konvention x_; = 0 ist z,,_, = (z;)x - t also eine Indexverschiebung.

Dabei gilt wegen f(x,p(z)) = 0 folglich:

lim K. = M[[t]]’ (3.9)
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3.2 Kriterien fiir Uniformisierbarkeit als Problem linearer Polynomgleichungen

Das Problem, das den Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen in Kapitel [] darstellt,

lasst sich nun wie folgt formulieren:

3.2.3 Problem. Seien x,...,z, € Roci mit f(x;,,2;,_y) = 0 fir k > i > 0 gegeben.
Unter welchen (notwendigen oder hinreichenden) Bedingungen gibt es fir | € Ny eine

Fortsetzung g, ..., %y, ... 2, 0 dass gilt
1. f(z;,z, ) =0 firallei mit k+1>1>0,
2. Voo(Tpyy) = VoolZy_y) + ¢ fiir eine fest vorgegebene Konstante ¢ >0 ¢

Wir werden héaufig den Spezialfall [ := 1 betrachten, auch wenn damit nur noch
hinreichende Bedingungen fiir die Frage angegeben werden kénnen, wann ein Element
(zx)x € M[[t]]} in M((t))} liegt. Andererseits fiihrt diese Vereinfachung dazu, dass wir

die Wirkung von f bzw. ¢ nur einmal untersuchen miissen.

3.2.4 Bemerkung. Wir betrachten den Fall d = 1. Hier ist ist fiir x,y € K
flz,y) = 2% 4 az? 4 Oz — 079y~

gegeben durch ein a € Ko. Wir nehmen nun an, dass y fest vorgegeben ist, dann hat die

Gleichung f(z,y) =0 genau ¢* Losungen &, ... & fir x. Es gilt schlieflich:

Daraus folgt durch Vergleich von linker und rechter Seite, dass es mindestens ein £ gibt,
fur das gilt:
1

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn v (&) = ... = Vso(§2) ist.

Damit ist Problem im Fall d = 1 gelost. (Es folgt daraus mit den Argumenten
aus Abschnitt [3] die Uniformisierbarkeit aller abelscher t-Moduln der Dimension d = 1,
was genau der Aussage iiber Drinfeld-Moduln in entspricht).
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Aus dieser Beobachtung leiten wir fiir Problem ab, dass ¢ 1= % eine mogliche
Vereinfachung ist, die wir an einigen Stellen zusétzlich zu [ = 1 auch fiir Dimensionen
d > 1 annehmen werden. Diese Vereinfachung stellt jedoch fiir sich allein bereits eine
Einschriankung dar, durch die nur noch hinreichende Kriterien fiir die Beantwortung des

urspriinglichen Problems untersucht werden kénnen.

3.2.5 Bemerkung. FEinschrinkende Annahmen an die Konstanten c und | erméglichen

jeweils nur noch hinreichende Bedingungen fiir die Lésbarkeit von Problem|3.2.5.
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4 Losungen spezieller

Polynomgleichungen

Wir haben in Kapitel 3 gesehen, dass rekursiv voneinander abhangige F,-lineare Poly-
nomgleichungen iiber Funktionenkorpern in der Theorie der t-Moduln eine wesentliche
Rolle spielen. Wir werden nun die Probleme, wie in Abschnitt beschrieben, unab-

héngig von t-Moduln untersuchen.

Wir erweitern und systematisieren zunéchst die Herangehensweise aus [Bangert; 2011]
und entwickeln dann weitere Methoden, mit denen sich die Kriterien fiir die Losbarkeit
von Problem in beliebigen Dimensionen erforschen lassen.

4.1 Ein erweitertes Reduktionsverfahren

In [Bangert} 2011, Kapitel 4.1] wird das Problem, wann in Dimension d = 2 eine Folge
(ze)r € MI[t]; in M((t))} liegt, durch Auflssung der Gleichung f(z,y) = 0 in eine
Komponente der Variable z und Betrachtung des zugehorigen Newton-Polygons unter-
sucht. Dieser Ansatz lésst sich in hohere Dimensionen d > 2 iibertragen. Wir leiten in
diesem Abschnitt ein Reduktionsverfahren fiir allgemeine F,-lineare Polynomgleichun-
gen her und zeigen, dass zu gegebenem y € Ki eine Auflgsung von f(z,y) = 0 in eine

Komponente von x, hier z4, € K., stets moglich ist.

Es seien AT € Matguq(Koo{7}) und y € Eoi fest gewihlt. Weiter sei L C K. eine
endliche algebraische Erweiterung von K, so dass AT € Matg.q(L) und y € L? gelten.

Weiter sei nun f(z,y) € L[z, y] aus Definition entsprechend

fz,y) = 2@ + AT2W 4 gz — 971y,
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4.1 FEin erweitertes Reduktionsverfahren

dann l&sst sich dies darstellen als f(z,y) = @ (x) mit der Blockmatrix @ € Matgxoa(L{T}),
Y

die gegeben ist durch:

Q= (7‘2 + ATr 4+ 670 —0*q7'2>

T2 + Q11T + 0 Q21T ce Aq1T —9_‘772 0
a1 9T 2+ agoT +0 ... agaT —0~972
ay 4T ao,qT coo T2 ager + 06 0 —f—ar?

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es ein Reduktionsverfahren analog zur Hermite-
Normalform fiir Matrizen iiber Z (siche z.B. [Cohen; (1993, Theorem 2.4.3]) fiir beliebige
Matrizen @@ € Mat,,x,(L{7}) gibt. Da wir nur die Auflésbarkeit in eine Variable zei-
gen wollen und in unserem Fall m > n gilt, reicht es, wenn wir eine Matrix G aus
GL,,(L{7}) konstruieren, so dass alle Elemente von G, deren Zeilenindex grofer als

ihr Spaltenindex ist, verschwinden.

4.1.1 Definition. Sei GQ € Mat,,«,(L{7}) mit m > n, dann nennen wir die Matrix
GQ in aufgeloster Form, falls sie die folgende Gestalt hat:

* %k * %k *
0 =x * % *
GQ =
0 0 * =x *

Wir gehen bei dem Reduktionsverfahren iterativ vor; das folgende Lemma liefert dazu

einen Schritt.

4.1.2 Lemma. Sei @ € Mat,,x,(L{T}), m,n beliebig, dann gibt es eine invertierbare
Matriz G € GL,,(L{7}), so dass in der ersten Spalte von GQ alle Eintrdge unterhalb

der ersten Zeile verschwinden.

Beweis. Wir nehmen an, dass es Nicht-Nulleintrige in der ersten Spalte gibt. Dann gibt
es eine invertierbare Matrix T, so dass in der ersten Spalte der Eintrag mit dem kleinsten

¢-Grad in der ersten Zeile von T'Q) steht. Sei py(7) € L{7} dieser Eintrag. Wir eliminieren
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4.1 FEin erweitertes Reduktionsverfahren

nun sukzessive in allen anderen Eintrdgen der ersten Spalte alle Monome, deren ¢-Grad

grofer als deg(py(7)) ist, durch Addition entsprechender Vielfacher der ersten Zeile.
Eliminationsschritt: Fiir ¢ € {2,...,m} wenden wir den Links-Divisions-Algorithmus

auf die Eintrage p;(7) an. Nach Proposition finden wir a;(7),r;(7) € L{7} mit:

pi(T) = si(T)p17 + 1ri(7),

wobei deg(r;(7)) < deg(p1(7)) ist. Wir erhalten so die invertierbare Matrix

1 0 . 0
—52(7') 1 0

s=| ) € QL (L{r}).
—$u(7) 0 1

Die erste Spalte von STQ ist dann der Spaltenvektor (py(7),72(7), ..., r(7))T.

Vertauschungsschritt: Wir wihlen aus (p;(7),72(7), ..., 7,(7))T den Nicht-Nulleintrag
aus, der den kleinsten ¢-Grad hat. Sollte dies p;(7) selbst sein, so wurden alle anderen
Eintrage der ersten Spalte von ST'Q) eliminiert; falls nicht, so vertauschen wir die Zeile
dieses Eintrags mit der ersten Zeile durch eine invertierbare Matrix und wiederholen den
Eliminationsschritt.

Nach jedem Eliminationsschritt ist der g-Grad aller anderen Eintrége der ersten Spalte
um mindestens Eins kleiner als der ¢-Grad des ersten Eintrags. Daher reichen endlich
viele Anwendungen von Vertauschungs- und Eliminationsschritten aus, deren Produkt
die invertierbare Matrix G liefert, so dass in der ersten Spalte von GQ) alle Eintrdge

unterhalb der ersten Zeile verschwinden. OJ

4.1.3 Satz. Sei Q € Mat,,wn(L{T}) mit m > n, dann gibt es eine invertierbare Matric
G € GL,,(L{7}), so dass GQ in aufgeloster Form ist.

Beweis. Wir wenden Lemma iterativ an, wobei wir nach jedem Schritt die Unter-
matrix betrachten, die durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht. Die invertier-
baren Matrizen, die dabei gewonnen werden, ergdnzen wir entsprechend mit 1-Eintrégen

auf der Hauptdiagonalen zur Dimension d. m

Sei G' zu () mit Satz berechnet. Wir bezeichnen im Weiteren mit f,(z4) = 0 die
Gleichung, die sich fiir den (d,d)-ten Eintrag von G@Q durch Auflésung von f(z) nach
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4.1 FEin erweitertes Reduktionsverfahren

x4 ergibt; diese ist abhéngig von A und y.

In aufgeloster Form kénnen wir also zu gegebenen A” und y die mdéglichen Bewer-
tungen aller Nullstellen von f,(z4) durch Auswertung des zugehorigen Newton-Polygons
(siehe Definition bestimmen. Durch Riickwirtselimination (Einsetzen der k-ten
Komponente der Losung in die (kK — 1)-te Gleichung) lassen sich damit schlieflich untere
Schranken fiir die Bewertungen aller Eintrége von x finden.

Fiir Dimension d = 2 werden wir nun die Reduktion aus Satz[4.1.3] konkret bestimmen.

4.1.4 Beispiel. Das Polynomgleichungssystem fir d = 2 lautet

Q T . .11({2 + CLLlflf(l] + az’lm({ + 6371 — 9_‘13/?2 o 0
Yy x%z + a1 227 + agoxd + 0o — 9“@32 0/
Wir betrachten zur Auflésung zundchst nur den vorderen Teil QQ der Blockmatriz Q:

2 +a7+0 Ao 1T
o-(rarse

a12T 7'2 + QA22T + 0

) c Matdxd(L{T}).

Wir tauschen die Zeilen und fiihren den ersten Eliminationsschritt durch, das heifst, wir

multiplizieren an @ von links die Matrix

1 0 01
Sl‘T1::< 1 s )‘( )
—mT—m 1 1 0

Q12T 7'2 + Q22T + 0
ad .
Ja _a; 7_3 + (_ 2,2 a1,1> 7_2 + <_a1,1a2,2 + a271> T — aii

q
1,2 aj o ai,2 a1,2 ai,2

und erhalten

Wir tauschen noch einmal die Zeilen und fihren den zweiten Eliminationsschritt durch,

indem wir von links an S1T1Q) die folgende Matrixz multiplizieren

10\ (o1
04
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4.1 FEin erweitertes Reduktionsverfahren

dies liefert das Ergebnis

q
a a1 2 a1,1a2.2 ai,1
a(11,2 T a({,2 ai,2 + ai,2 T 2,1 ai,2
2
q q q _q 2 q q
1 4 as o aj1 3 aj 109 2 99" —4 a1,209 1 2 aj 1
21 T+ 2_1 + q—1 T + q—1 + 27 04q + 1 T + q—1 + a272 T + 9
“(11,2 o4 al{,z g9 ai g 01 ayz 01 aj 2 41,2

Die aufgeldste Form von Q ergibt sich nun, indem wir noch SoToS,T1(0~9147%) berechnen.

Nach Vertauschung der symmetrischen Variablen ay; <> az2 und a2 <> az; (was
eine Auflosung nach xy anstalt xo bedeutet) und Normierung der letzten Zeile durch

Multiplikation mit a(f?{ Y99 entspricht dies dem Resultat aus |Bangert; 2011, Kapitel 4.1].

Im Fall d = 2 reicht eine Ausfithrung des Induktionsschritts aus Lemma [4.1.2] aus,
um G in aufgeloste Form zu bringen. Wie man bereits fiir d = 3 leicht sieht, steigt
mit anwachsender Dimension der ¢-Grad an und die Anzahl der Terme (Summen und
Differenzen) in den Koeffizienten nimmt exponentiell zu, da bei jedem Schritt des Re-

duktionsverfahrens mehr Eliminationsmatrizen verwendet werden miissen.

Wir werden dieses Problem in Abschnitt [B weiter diskutieren.
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4.2 Anwendung des Henselschen Lemmas

Wir nutzen in diesem Abschnitt eine erweiterte Version des mehrdimensionalen Hensel-
schen Lemmas, um zu einem fest gegebenen y € K., die Bewertung von Nullstellen der
Polynomgleichung f(x,y) aus Definition untersuchen zu konnen. Wir wollen diese
Methode hinsichtlich der Frage anwenden, wann eine Folge (zx)x € M[[t]]} in M({(t))}

liegt und leiten daraus ein hinreichendes Kriterium ab, wann dies der Fall ist.

Seien A" € Matgy4(Ks) und y € F:O fest gewiithlt und dazu sei L C K, eine endliche
algebraische Erweiterung von K, so dass AT € Matgyq(L) und y € L¢ sind. Wir setzen
die Bewertung v,, von K, auf L fort.

Weiter betrachten wir zu L den Bewertungsring O := {a € L | v(a) > 0} und das
maximale Ideal my, := {a € L | vy(a) > 0}. Wir schreiben hier in diesem Abschnitt

kurz O und m, da dies eindeutig ist.

Entsprechend zur Supremumsnorm sei die Bewertung v, (z) fiir Vektoren x € L¢ und
die Bewertung v..(A) fiir Matrizen A € Matgxq(L) jeweils als das Minimum der Bewer-

tungen der Eintrage. Wir werden im Weiteren das folgende Lemma implizit benutzen.

4.2.1 Lemma. Seien A, B € Matgyq(L) und det(A) # 0, dann gilt:
Voo(A) + V00(B) < v0(A-B) < vpo(det(A)) — (d—1) - v (A) + v (B).

Beweis. Aus der Definition der Bewertung erhalten wir auf der einen Seite:

veo(A - B) = min {voo (zgzl ai,kbk,j)} > min {min {vw(ai,kbk,j)}}

1<i,j<d T 1<ig<d | 1<k<d
N - . _
z i {veo(aig)}+ min {veo(ber)} = veo(A) + veo(B).

Mit det(A) # 0 gilt B = A7'(A - B). Aus der obigen Abschitzung folgt dann weiter
Voo (B) > Voo (A™Y) + 15 (A - B) und wir bekommen damit auf der anderen Seite:

Uso(A - B) < Voo (AT + v (B) = —vs (det(A) !+ A%) + vy (B)

= Vgo(det(A)) — Voo (A%) + v50(B) < voo(det(A)) — (d — 1) - v (A) + voo(B),

dabei ist A% die Adjunkte zu A, fiir die v (A%) > (d — 1) - voo(A) gilt. O
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4.2 Anwendung des Henselschen Lemmas

Wir wollen nun das Henselsche Lemma (Satz im Hinblick auf Problem an-
wenden, wann sich eine Folge z,,z,, ..., 2, € L? mit f(z;,z;, ;) fiir K > i > 0 zu einem
Element x € M (<t)>; fortsetzen lasst. Dabei wollen wir ausnutzen, dass die Losungen,
die Satz liefert, bereits im Grundkorper L enthalten sind.

Sowohl die Koeffizienten von f(z) := f(z,y) € L[z|, bei festem y € L, als auch die
Nullstellen werden jedoch im Allgemeinen nicht in O liegen (wodurch sie sich mit Satz
nicht finden lassen). Daher betrachten wir das folgende transformierte Polynom:

f(%) = >\q2 . f ()\—1%) — %(2) + AT)\qQ_q%(l) + 0)\(]2—1%_ Q_Q)\q2y(2),

wobei AT € Matgyq(L) und y € L9, wie beschrieben, fest vorgegeben sind.

_q'l;oo_<f;l)’ 7 1_ T —é — voo(y)}, dann ist
f(x) € O] und es gilt: fF(\7'7) =0 < f(7) = 0.

4.2.2 Lemma. Sei A € O mit v () > max{

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von f(7). O

Die Voraussetzungen von Satz sind fiir ]?erﬁillt, falls fiir ein a € O gilt:

veo(f(a) > vee(J(a)?).

Als approximierte Losung von f(Z) wollen wir a = 0 € O verwenden, damit liefert die
Bedingung veo(f(0)) = v (-INCy?) > Voo (J7(0)?) = 2000 (AAT 1) eine obere Schran-
ke fiir vo(A). Um ein geeignetes A zwischen dieser und der Schranke aus Lemma [4.2.2]

wihlen kénnen, muss der Abstand zwischen ihnen gréfer als min{vy,(m) | m € m} sein.

Diese Kriterien zusammen fiihren uns zu dem folgenden Resultat:

4.2.3 Satz. Es sei e > min{v,(m) | m € m} und fir A € Matyxa(L), y € L¢ gelte:

2_9 +2  —@—g+1 2_ 9
voo(y)>max{—%-voo(/l)—q 5 q3 a }+q — &
q —dq q q —dq q
dann existiert ein eindeutig bestimmtes &€ = (&y,...,&)T € L mit

FE) =0 und ve(€) > 1+q+ only) > va(y) + é
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4.2 Anwendung des Henselschen Lemmas

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgern wir:

1. ue(y) > —% Vo (A) — q;;Q + qzq; 2 £
= _qzoo_(i;) +e < qu 5 " eoly) + ;2—’_——22’
—?—qg+1 -2 22 1 +2
2 vly) > qq?’—qq qu qq2 (qz—l_qq?—2+€)
= q21_1 +e < %-vm(y)qtg_—_é,
I ) 29 242 -244+2 -2
3 wly) > qq3 —qq+ : e ° 7 2(qq2 -1) j(qQ _612>+ ! 2(qq2 -1 °
R
2
= . Uso(y) +e < qu_ 5 o (Y) + qq?t22
Das heiftt, es gilt die folgende Ungleichung:
max { —quo_(z;l)’ e 1_ T _é — voo(y)} +e < qzqi 2voo(y) + (;]2—{;22
Wegen £ > min{v,(a) | a € m} existiert demnach ein A € O, so dass gilt:
max { _qgw_(’;l), > -, —é _ voo(y)} < va(N) < qu S eely) + qq2+_22.

2
s~ q q+2
Es sei € := o Voo (Y) + p

UG

55 — U (A). Wir betrachten das transformierte Polynom

AL f (\17) = F® 4 ATNC 950 L AT —1F — 9Ny,

Nach Wahl von X ist f(Z) € O[] und die Ableitung von f ist unabhiingig von der Stelle
z. Wir schreiben daher J7:= JHz) = OXT 1. I,. Es folgt die Aquivalenz:

—(® = 2)vos(A) > —¢ — 2 — ¢*va(y)
= 0+ PN + Puse(y) > 2(—1+ (" — Dva(N))

= 0 (07N YT) > 2000 (J7)-
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Fiir die approximierte Losung a = 0 € O? erhalten wir also die Ungleichung

Voo (£(0)) = 0aa (07N Y ") > 2050 (7).

Somit sind die Voraussetzungen des verallgemeinerten Henselschen Lemmas (Satz|1.2.8))
fiir f(E) und a = 0 erfiillt und es gibt ein eindeutig bestimmtes E € O fiir das gilt:

f(g) =0 und UOO(g) = UOO<g_ 0) > UOO(Jf)'

Entsprechend ist £ := A‘lg die gesuchte Losung mit f(£) = 0 und wir sehen:

Vo(§) = Voo(§) —vao(A) > UOO(Jf)_UOO()‘) = —1+(¢* = 2)vse(N)
= -2 (5 )+ B 2) = gl - (- 2E

Durch geeignete Wahl von A kénnen wir annehmen, dass € € L mdglichst klein ist; somit

gilt voo(€) > 1+ g + ¢*voo(y). Aus der Voraussetzung folgern wir zudem:

2 2
—¢—q+1 —¢" —¢q 1 2 1
Voo(Y) > = + = (¢" — Dvo(y) > —(1+¢q) + —.
() - R — ( JUso(y) > —(1+q) .

Dies bedeutet schlieRlich, dass stets v(£) > 1+ ¢ + ¢*v00(y) > voo(y) + % ist. ]

Falls wir Satz anwenden konnen, ist die Nullstelle von f(z), die das Henselsche

Lemma liefert, stets im Grundkorper L enthalten. Wir stellen somit fest:

4.2.4 Folgerung. Seien zy, 1, ...,x;, € LY mit f(z;,x;, ;) =0 firk >1i > 0 und fiir z,
seien die Voraussetzungen von Satz[£.2.3] erfillt, dann gibt es eine Fortsetzung zu einer
Folge (z)x € M{(1))].

Beweis. Wenn z, = y € L% die Voraussetzungen von Satz erfiillt dann erfiillt die
Losung z;,, = & diese ebenfalls. Wir konnen also den Satz wiederholt anwenden, wobei

insbesondere {z,} C L% und klim Voo (2,) = 00 gelten. O
— 00

62



4.3 Rekursive Polynomgleichungen

4.3 Rekursive Polynomgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir den I, [[t]]-Modul M[[¢]]. Wir beschreiben eine Fa-
milie von rekursiv definierten Funktionen einfiihren, deren Nullstellen gerade eine Folge
() € M[[t]]; bilden.

Sei z € M[[t]]}, das heift, es ist z € (Fi)NO und fiir alle £ € Ny mit z;,,_, := 0 gilt:
flap, zpy) = [21(62) + ATES) + 9%20)} - ‘g_qil(f—)l = 0.

Wir stellen die Gleichung nach z;,_; um und erhalten fiir ¢« > 0 durch Potenzieren der

Koeffizienten mit ¢* die Identititen
P =0 [ (AN 072 = 07 f o)

Betrachten wir zunichst k& = 1. Mit f(z;,z,) = 0 ist auch (f(z,,z,))® = 0. In diese

Gleichung kénnen wir die Identitéten fiir ggiH) einsetzen und bekommen dann

(flz,2))? = 67 [ig") + (A7) +9q2£§2)} + (AT)Pg [zgg) + (AT D 4 g7
+67 [&éz) + AT + 9%} — 0" "
= 072+ (AP0 + (AP0 o)
+ (6745 4 (AT)D(AT) WP 4 g4 1

+ ((AT)(2>0q2+q + AT9q2+q> ) 7, — 6 a0,

Dies ist ein ¢-Polynom in zwei Variablen vom ¢-Grad 4, was wir nach Normierung von
ggl) als fio)(z,y) in den Unbestimmten « und y bezeichnen. Insbesondere hat dieses Po-

lynom die Nullstelle (z,y) = (g2,g(()2)).

Wir setzen fq)(z,y) := f(x,y) und fiihren dieses Vorgehen iterativ fort, um fi;)(z,y)
fiir k& > 2 zu definieren. Dazu potenzieren wir die Koeffizienten des Polynoms f((x,y)

(i+2)
k

wieder mit ¢2, setzen dann die obigen Identitéiten fiir z ein und normieren abschlie-

fsend den hochsten vorkommenden Term von z;.

63
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Wir erhalten so die folgende Familie von ¢g-Polynomen, die wir die Folge der iterierten

Polynome (fq)(z,y), fay(«,y), .. .) nennen wollen:

4.3.1 Definition. Fir k > 1 sei:

2k
g+t Z a(k)vix(")] _ Q—kqQ’“‘ly(%) e Ki[% Y]
i=0

Joy(z,y) =

mit den Koeffizienten ayo:= 0, a@qy:= AT, amy2:= 1 und fir k > 1:

2
| Z 07" (ageryi ) - (aqy )T fiir 0 <i < 2k
a(k)vi T 7=0

0 sonst

4.3.2 Bemerkung. Nach Konstruktion ist f)(z,y) vom q-Grad 2k in x und in y und
hat die Nullstelle (z,y) = @k’&()?(kfl)))‘

Fiir den Koeffizient von z**) gilt agr) ke = 1, da dieser in der Konstruktion normiert wird.

Das Monom 9‘kq2k71y(2k) entsteht dadurch, dass nach dem FEinsetzen der Identitdten gilt:
(F )P = 0 a2 = (9T P @),

. . . _2k—1 . . _ 2(k—1)—1\ 42
wobei durch das Normieren mit 0~ zusammen mit dem Koeffizienten (%=1 — )4

aus dem vorherigen Schritt gerade o—ka* " gls Koeffizient vor y**) steht.

Aus der Definition der g-Polynome fg,(z,y) folgt fiir £ > 1 die Gleichheit:

S (@) = oy (o (,0)52,0)) @ — gra !yt (4.1)

wobei wir mit z = (f1)(z,0))? die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung 29 =
(fiy(z,0)) fiir i > 0 bezeichnen.

4.3.3 Lemma. Sei x € (Fi)NO mit f(z0,0) =0, dann gilt:
ze M} <= fu(zy,zo) =0 fiir alle k> 1.

Beweis. Sei x € M[[t]]}, dann ist f(zy, 2,_1) = fo)(zy, 24_1) = 0 fiir alle & € No. Dies
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bedeutet gerade, dass fiir ¢ > 0 die folgenden Identitdten gelten:

2

i+2 () i) (1]
oY = (foy (2 0))" =D (a@ ) 2™, (4.2)
=0
Nach Voraussetzung ist (f(1)(z;,2y))® = 0. Wir nutzen damit beginnend induktiv fiir

k > 1 die Gleichheit (4.1)) und sehen, dass fi1)(Zpy1, Zo) = (Fio) (Ths o)) = 0 gilt.

Sei umgekehrt fi (2, zy) = 0 fiir alle & > 1, dann bekommen wir daraus direkt die
Gleichheit fi1) (2401, 20) = (fir) (z,2,))? = 0. Nach Konstruktion gilt somit:

2%k
0 = (f(k)@kvio))@) = [Z(a(kl),i)(2)£18+2)] —9_kq2k71£(()2(k+1)) und

1=0
2(k+1) 2
i) G k21 (2(k+1
0 = forn(@enzo) = | D D (ag-1)i-)? - (a0 )Pz, | —07H" 2.
i=0 j=0

Entsprechend erhalten wir aus der Gleichung (4.1)), dass die Identitdten (4.2)) gelten.
Folglich ist (f (2441, 24))® = 0 fiir alle k € Ny und damit auch f(z;,,z;) = 0. O

Wir kénnen also die Familie (fu) (2, y))r>1 anstelle einer wiederholten Anwendung von
f(,y) verwenden, um Fortsetzungen in M{[t]]} zu finden. fi)(x,y) hat lediglich g-Grad
2k und demnach ¢*? Nullstellen in K., wihrend f(x,%) dagegen ¢-Grad 2 und somit
¢** Nullstellen in K, hat.

Die zusétzlichen Nullstellen von fg,(x,y) sind alle méglichen Fortsetzungen in M{[t]]",

die zu einer gegebenen Startlosung x, moglich sind. Dies sehen wir wie folgt:

4.3.4 Lemma. Sei x € M[[t]]}, dann gilt fir alle i,k mit 1 <17 < k:

foey (i, 1) = 0.

Beweis. Es ist f(x;,2,_;) = 0 fiir alle £ € Ng und f() (2, 20) = 0 fiir alle £ > 1. Mit
Gleichung (4.1)) erhalten wir, dass auch f(z)(zi, o) = 0 fiir 1 <14 <k gilt. O
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4.4 Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

In diesem Abschnitt geben wir eine Moglichkeit an, wie wir zu einem fest gegebenen
Yy € 7:2 die Polynomgleichung f(x) := f(z,y) = 0 vom ¢-Grad 2 aus zwei zueinander
dghnlichen Polynomgleichungen vom ¢-Grad 1 zusammensetzen kénnen.

Im Anschluss daran bestimmen wir in beliebiger Dimension d > 2 Kriterien, die fiir die

Existenz von Losungen x dieser Teilprobleme mit vo () > v (y) + % hinreichend sind.

Seien AT € Matgyq(Ks) und y € K:O fest gewdhlt und weiter sei L C K., eine
endliche algebraische Erweiterung von L mit AT € Matgyq(L) und y € L%

4.4.1 Problem. Wir betrachten in Dimension d > 1 die F,-lineare Polynomgleichung
f(@) = f(z,y) = 2@ + ATz® 4 g2 — 4799 =0, (4.3)

wobei wir eine Losung x € L% in einer endlichen algebraischen Erweiterung L C Kq

von L suchen, so dass veo(T) > veo(y) + ¢ mit ¢ > 0 gilt.

Nach Bemerkung wissen wir, dass in Dimension d = 1 zu gegebenen y € L¢
stets eine Losung « in einer endlichen Korpererweiterung von K, existiert, so dass
Voo (T) > Voo (y) + % gilt und mit dem Henselschen Lemma (Satz erhalten wir unter
bestimmten Voraussetzungen auch in hoheren Dimensionen d > 1 eine Losung z, fiir die

der Bewertungsanstieg v, () > v (y) + % ebenfalls gilt.

Wir vermuten daher, dass, falls eine entsprechende Losung existiert, der Zuwachs der

Bewertung auch in Dimension d > 2 mindestens c := % ist. (Vergleiche die Diskussion

zu Problem [3.2.3])
Wegen v, (6’_%) = % wihlen wir in diesem Fall Variablen A1, ... \q € K, so dass gilt:

A 0
:ﬁ:@_%Ay mit A = ,Uso(A) > 0.
0 A

Weiter setzen wir voraus, dass y keine Nulleintrige hat. (Sonst verschwindet auch fiir

die entsprechende Komponente von x.) Dann lésst sich mit dieser Substitution Gleichung
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(4.3) umformen zu:

g—quQyQ) + AT(Q—lAqy(l)) + glféA — g—qy@)

2 2 d 2
At > i1 @AY A1 yi
1
— 1 : +67! ; +6' : — g :
2 2 d 2
Ay > i1 @i ATY] AdYd Y4
d yd q
)\?2 Zj:l a];ly?)\j Alyi—qz 1
= N : 4t : =1:1,
2 q 1—qg2
A > amy%xg Ay 1
d

wobel wir definieren:

all-y—;; anl'y—% *QQ q
T T Y 0 Yy 0
B = ¢! : : _ gt AT
q q _ 2
ain - % Qpon % 0 yd I 0 yd
Ya Ya
_q2
Y1 0 A 1
1
C = §17 , A= und 1 :=
0 ycll_qQ )\d 1

Damit ist das Ausgangsproblem fiir ¢ = % dquivalent zu:

4.4.2 Problem. Wir betrachten zu gegebenen B,C € Matgxq(L) die Polynomgleichung

AP BAY Lo = 1, (4.4)

wobei wir eine Lisung A € L% mit Uoo(A) > 0 in einer endlichen algebraischen Erweite-

rung LcC K. von L suchen.

Wir werden nun zeigen, dass sich die Polynomgleichung vom Grad ¢? durch zwei

zueinander dhnliche Polynomgleichungen vom Grad ¢ zusammensetzen l&sst.

Dazu bestimmen wir zwei Matrizen M; und My € Matgyxq( K ), so dass fiir diese gilt:

MY+ My=—-B, My-M =C, (4.5)
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4.4 Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

wobel wir weiter voraussetzen, dass M; und My invertierbar sind. (Was gegeben ist,

wenn y keine Nulleintrige hat.)

Es gibt eine endliche algebraische Erweiterung von L, so dass die Koeffizienten von
My, M5 und ihrer Inversen in dieser enthalten sind. Wir nehmen an dieser Stelle an, dass
L diese Erweiterung bereits selbst ist. Folglich ist Gleichung (4.4) dquivalent zu

AD = 0D — MY — AN = L. (4.6)

Die Losbarkeit von Problem ist somit hinreichend erfiillt, wenn wir zwei entspre-

chende Probleme der folgenden Form (fiir M; und M,) 16sen kénnen:

4.4.3 Problem. Zu M € GLy4(L) und a € L mit vy (a) > 0 betrachten wir
2V — Mz =a, (4.7)

wobei wir eine Losung z € L9 mit Uoo(2) > 0 in einer endlichen algebraischen Erweite-

rung LcC K, von L suchen.

Hinsichtlich der Zusammensetzung des Ausgangsproblems sehen wir, dass es

moglich ist, die beiden entsprechenden Teilprobleme ein wenig zu modifizieren:

4.4.4 Bemerkung. Fir das zusammengesetzte Problem suchen wir insgesamt
eine Losung A mit voo(A) > 0, dafir ist die Bedingung vs(z) > 0 fir das “Guflere
Teilproblem” mit M = My ) nicht notwendig. Falls wir die Bedingung vs(z) > 0
fir das “dGuflere Teilproblem” fallen lassen, konnen wir jedoch fir das zugehdrige “innere

Teilproblem” mit M = M) nicht mehr vy (a) > 0 annehmen.

Wir wollen auf die Ubereinstimmung der Teilprobleme jedoch vorerst nicht verzichten

und setzen an dieser Stelle stets vo(a) > 0 voraus. Wir sehen direkt:
4.4.5 Bemerkung.

a) Falls veo (M) > 0 gilt, ist 2V — Mz = a eine Ganzheitsgleichung. Demnach gilt
auch vy (z) > 0 fiir jede Losung z € Ed, wobei L C K eine geeignete endliche

algebraische Erweiterung von L ist.
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4.4 Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

b) Falls veo(M™1) > 0 und veo(a) > 0 gilt, substituieren wir z = M~'Z und erhalten
aus 2V — Mz = a:
FE =Mz 13 g

Die Jacobi-Matriz von ]? an der Stelle a € O} ist dann J]f;(a) = 1, und es gilt:

Uso(f(a)) — UOO(Jf(a)2> = Uso(f(a)) = UOO(M(_I)CL(I)) >0,

nach dem Henselschen Lemma (Satz existiert somit eine Losung Em O mit
Voo (€ —a) > Uoo(J7(@)) = 0, woraus v (§) > 0 folgt und wir die Lisung § := M€
mit vso(§) > 0 erhalten.

Im Weiteren werden wir die Bedingungen fiir die Losbarkeit von Problem [4.4.3] genau-
er untersuchen. Wir wollen dazu Gleichung [4.7] durch eine Transformation so abédndern,
dass sie die Form () —Z = @ hat. In diesem Fall kénnen wir die Gleichungen in den
einzelnen Komponenten getrennt betrachten, was die Untersuchung der Bewertungen

der Losungen erheblich erleichtert.

Wir verwenden dazu einen Spezialfall des Satzes von Lang und Steinberg.

4.4.6 Satz. Die Abbildung GLy(Ky) — GLg(Ky), E v+ E~'EW st surjektiv.

Beweis. Siehe [Steinberg; 1968]. O
Die Abbildung E” — EME-! ist damit ebenfalls surjektiv und wir stellen fest:

4.4.7 Bemerkung. Sei M € GL4(L), dann gibt es nach Satz[{.4.6 eine invertierbare
Matriz E € GL,(KL)), so dass gilt:

M=FEVE™L (4.8)

Wir nennen E und E~' in diesem Fall Lang-Steinberg-Matrizen zu M.

Wir bemerken, dass die Matrix F iiber K., durch die Relation
M=EYE" <= EY - ME=0
nicht eindeutig bestimmt ist. Wir gehen an dieser Stelle davon aus, dass wir Lang-

Steinberg-Matrizen F und E~' zu M fest gewihlt haben. Dann gibt es eine endliche
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4.4 Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

algebraische Erweiterung von L, so dass die Koeffizienten von F und E£~! in dieser ent-

halten sind. Wir nehmen wieder an, dass dies fiir den Koérper L selbst gilt.

Wir werden im Weiteren sehen, dass die Bewertungen der Losung von Problem

nicht von der konkreten Wahl von E abhéngen.

Mit einer Lang-Steinberg-Matrix E zu M konnen wir Gleichung [4.7 nun umformen, in-

dem wir die Variablentransformation Z := E~'z durchfiihren. Es gilt mit M = EWE~1:

V- Mz=a — 2V -EVE =g
— BV _EWE'EZ=a

— 0 _7=(EW)
Wir definieren @ := (E®")~1qa, also ist Gleichung 4.7 dquivalent zu
7V _7=8; 2=E7% (4.9)

Wir konnen an dieser Stelle die Gleichungen in den einzelnen Komponenten unabhéngig
betrachten. Unser Ziel ist es dabei, durch die Bedingung v (z) > veo(E) + veo(2) > 0
geeignete Kriterien an M und « fiir die Losbarkeit von Problem zu finden.

Wir betrachten nun Gleichung (4.9) fiir ¢ = 1,...,d komponentenweise. Wir unter-
scheiden dabei die Falle v (a;) < 0 und vy (a;) > 0 und sehen, dass wir Losungen fiir Z

im Fall vy (a;) < 0 ndherungsweise und im Fall vy (a;) > 0 sogar exakt angeben konnen.
4.4.8 Bemerkung. Sei z € K., gegeben, so dass Z! — Z; = a; gilt.

a) Falls veo(a;) < 0 ist, definieren wir fir ein unbestimmtes k € N den Fehler

k
S=%—-» al . (4.10)
j=1
Es folgt dann durch Finsetzen in die Ausgangsgleichung die Relation

Z—-Zi=a+¢el—-a] -g < &g - =a]
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gk
i

und wir sehen mit vy (a; ) <0, dass fir die Bewertung des Fehlers ; gilt:

- 1 -
Voo (&) = Fvoo(ai) <0. (4.11)

b) Falls voo(a;) > 0 ist, konvergiert die Reihe Y7 Egj und wir rechnen nach:

H-m=a fir no=-Y al. (4.12)
j=0

Wir haben in Bemerkung gesehen, dass die Bedingungen v.,(M) > 0 und
Voo (M~1) > 0 hinreichend sind, um Problem 16sen zu konnen.

Im Folgenden weisen wir die Losbarkeit mit den (approximierten) Losungen aus Be-
merkung in diesen Féllen noch einmal explizit nach. Diese Rechnungen helfen uns
im anschliefenden Abschnitt [£.5] das Vorgehen im Spezialfall der Antidiagonalmatrizen

zu erklaren.

Wir beginnen mit vy, (M) > 0:

4.4.9 Proposition. Seien a € L mit vo(a) > 0 und M € GLg(L) mit voo(M) > 0
gegeben. Weiter sei E eine Lang-Steinberg-Matriz zu M und @ := (EMW)~'a. Dann gibt
es eine Losung z € Ld (wobei LcC K. eine geeignete endliche algebraische Erweiterung
von L ist) mit vao(2) > fiir die Gleichung

U — Mz =a.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass in diesem Fall wegen v, (M) > 0 nach Bemer-
kung [4.4.5| auch v, (E) > 0 gilt.

In K, gibt es eine Losung z; wir wihlen eine endliche algebraische Erweiterung L von
L, in der diese enthalten ist. Wir miissen nun v, (z) > zeigen und approximieren z dazu
durch die Summe Z?:l a9 e L% mit k € N, wobei wir die Fehler &; in den Komponen-

ten wie in Bemerkung angeben. Wir unterscheiden abhéngig von ve(a;):

1. Fiir die Komponenten von @; mit v, (a;) < 0 sei aus technischen Griinden g, =0

und z; = Z?ﬂ Eif_j + & + 25;-, wobel vy (&) = qk%voo(&}) < 0 durch Formel 4.11
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gegeben ist.

o1 ~ . ~ o~ ~ g~
2. Fiir die Komponenten von a; mit ve(a;) > 0 sei &; := 0 und z; := — Z?io al +&,
. . . o k  ~q7 kE ~qJ 0o ~q’ ~ .
wobel wir dies zu 2; = Y 7 af ~ +(=>_j_ga; = —> ;2 a; )+ & umschreiben. In

: : : ~ ko ~qi o ~q : i~
diesem Fall definieren wir dann &; := —> .  af = — > .2y a; , wobei v(d;) > 0

wegen Uy (a;) > 0 gilt.
Diese technische Notation wird nun dadurch klar, dass wir den ganzen Vektor z schreiben
konnen als

a e+,

)

Y
Il

Il
—

J

wobel vy (g) > qk%voo (@) und veo(d) > 0 gilt. Wir miissen im Weiteren also zeigen, dass

Uoo(2) = Voo (F Z) > 0 ist.
Wir wéhlen dazu k € N so, dass v,(€) = #Um(a) > —Us(F) ist, damit folgt:

Voo (E€) > 1 (E) + v (€) > 0.
—— ==

>0 <0
Um v (E 2521 a=7)) abzuschitzen, berechnen wir fiir j € {1,...,k}:

Ea) = (E(EH)Wg) =D
— E(E—1>(—(j—1))a(—j)_

Fiir j = 1ist B (E~1)U=Y) = [, und fiir j > 2 gilt, indem wir mit geeigneten Potenzen

von F erweitern:

E(E—l)(—(j—l)) = E(E—l)(—l) . E(—2)(E—1)(—2) . ..E(—(J‘—2))(E—1)(—(j—l))
(EVWE-HEY (EOE-HED L (pO p-)=60-D)

Jj—1
= MY M) = T M,
=1

Wir definieren [[/Z] M) := I, fiir j = 1. Es ist damit v, ([J—; MY) =1 fiir j = 1,
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4.4 Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

Voo (TT1Zf M) > 0 fiir j > 2 und veo(a) > 0. Daraus folgt schlieRlich:

k kg1
Voo (E Z&“(*j)) = UOO(Z( MDY
j=1 j=1 I=1
j—1
> min { vy MDY > .
> i L[] I
Insgesamt gilt also v (2) = Voo (E 2) = oo (E Ele o) +EE+E g) > 0. O

Den Fall v, (M~1) > 0 erhalten ganz #hnlich:

4.4.10 Proposition. Seien a € L mit vy(a) > 0 und M € GLg(L) mit veo(M~1) >0
gegeben. Weiter sei E eine Lang-Steinberg-Matriz zu M und @ := (EM)~a. Dann ist
Z;";la(ﬁ eine Losung z (mit ve(2) > 0) der Gleichung

20— Mz =a.
Beweis. Nach Bemerkung gilt in diesem Fall v, ((£)™!) > 0, woraus mit Bemer-

kung folgt, dass voo(Zi) = voo(@;) ist. Somit konvergiert die Summe z := 3 7%, al)
und ist nach Bemerkung eine Losung, fiir die wir nun v, (2) = veo(E 2) > 0 zeigen.

Fir j € {0,...,k} betrachten wir

EaW = (E(E_l)(l)a)(j)
= E(EHUtDW)

und erweitern dies wiederum mit geeigneten Potenzen von E zu:

E(Efl)(jﬂ) - E(E(l))*l ) E(l)(E@))*l e E(J)(E(J'Jrl))*l
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Mit veo(M™1) > 0 und v (a) > 0 erhalten wir dann

Somit gilt hier v (2) = Vo(E 2) = Vo (E 2521 'dgj)) > 0.
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

Wir fithren die Untersuchungen aus Abschnitt fort, beschrianken uns jetzt aber
in Dimension d = 2 auf Antidiagonalmatrizen M, also solche Matrizen, deren Nicht-
Nulleintrage sich nur auf der Gegendiagonalen befinden.

Fiir diesen Spezialfall leiten wir im Laufe dieses Abschnitts fiir allgemeine a (ohne die
bisherige Voraussetzung v, (a) > 0) notwendige und hinreichende Kriterien an M und
a fiir die Losbarkeit von Problem [4.4.3] her.

0 mo

Es sei M = ( > eine invertierbare Antidiagonalmatrix.

ms
€1 €2

€3 €4

q
Mo phpt _ (G e, 1 €y —e€
q
€3 €4 det(E) \ —es e
q q q q
B 1 €164 — €5€3 €169 — €163
_ q q q q |’
€1€4 — €2€3 \ eze4 — €364 €164 — €363

Es gilt also efe, — efes = 0 und eje] — exed = 0. Dabei kann FE keine Nulleintrage haben,

Um eine Lang-Steinberg-Matrix F = ( > zu M zu bestimmen, berechnen wir:

S

Q

da wir annehmen, dass M invertierbar ist. Also folgen aus diesen beiden Gleichungen

die Relationen . .
€9 €4 €9 €4
- = — und — = —

. . 2 .
Definieren wir nun ¢ := <, muss (¢ = ( gelten; es ist also ¢ € Fy2 und es folgt
€3
ea = (%¢; und e4 = (es.
i . e el . )
Wir erhalten durch Einsetzen o = M2 und 2 = mg, woraus wir schliefsen:

21

2
q?— q
€1

=mims und ef ' =mymi. (4.13)

Wir bemerken, dass wir fiir jedes beliebige ¢ € F2\F, eine Lang-Steinberg-Matrix E zu
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M erhalten, wobei dann gilt:

0 efes! e (le . 1 Cey'  —(le3?
M={ E= wnd B = (51 )
€361 0 es  Ges ¢(—¢ (N e;

Es sei a € L? beliebig. Wir lassen dabei die Forderung v.,(a) > 0, wie in Bemerkung

[4.4.4) beschrieben, im Folgenden fallen. Dann definieren wir

Gom (BW) g = (gqefqal_cegq‘”). (4.14)

N (1—¢ —€;qa1 + egqag

Also gilt wegen v (¢) = 0 fiir die Bewertungen der einzelnen Komponenten von a:

Voo (@1), Voo (@2) > min{ve(a1) — quac(€1), Voo (a2) — quao(e3) }, (4.15)

hier kann nur dann v, (a1) # v (a2) gelten, wenn vy, (G1) — qUso (€2) = Voo (A2) — qUoo (€4)

ist (und dabei Terme mit niedrigeren Bewertungen entsprechend ausgeléscht werden).

Wir wollen zunéchst die Abhéngigkeiten zwischen ms, m3 und ey, e3 untersuchen.

4.5.1 Bemerkung. Aus den Beziehungen folgt fiir e; und es, dass e(f_l = mdms
und engl = mymi gelten. Das heifit fir die entsprechenden Bewertungen:
B q Voo (M2) + Voo (1M3)

Uso(e1) = 21 und v (e3) =

Uoo(mQ) + qvoo(m?))
¢ —1 '

Dabei gilt insbesondere:
Uoo(€1) >0 <= v(mims) >0,
Uoo(€3) > 0 <= vo(memi) > 0.
Wir werden nun aus einer genauen Untersuchung des Falls der Antidiagonalmatrizen
notwendige und hinreichende Bedingungen an a und £ herleiten, unter denen es eine
Losung z fiir Problem mit v (2) > 0 gibt, wobei wir keine weiteren Annahmen

an die Bewertung von a machen. Durch Bewertungsvergleiche ergeben sich direkt die

folgenden notwendigen Bedingungen.
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0

ms

po (e e g m_pwpr (0 el
es  (es ede;rt 0

Weiter sei z eine Losung z € F:O von 2N — Mz = a mit v (2) > 0, dann gelten die

4.5.2 Lemma. Sei M = ( m2> invertierbar und E eine Lang-Steinberg-Matriz zu

M mit

folgenden Implikationen:
1. ve(e1) >0 = ve(midas +af) >0,
2. Vooler) <0 = voo(my'ag +myTmztad) >0,
3. Uole3) >0 = ve(miay +ad) >0,
4 Vo(e3) <0 = veo(my'ar +mz mytal) > 0.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine Losung z € L% mit Vso(2) > 0 gibt. Dann gilt

— ¥ - MY(Mz+a) =aV
— 2@ - MOMz=MDg+qW

. 24 _(m3mz 0 21\ [m3as+ af
2‘212 0 mimy) \ 2 mfay +a3 )
Die Zeilen dieser Gleichung sind wegen der Diagonalgestalt von M) M getrennt:

2
2 —mimg+2 = miay+ai,

2
q q — q q
Zy —MgMa+ 22 = Mmg3ay+ as.

Wir erhalten die Implikationen 1 und 2 wie folgt aus der ersten Zeile:

1. Nach Bemerkung ist voo(e1) > 0 aquivalent zu v (md m3) > 0. Damit ergibt

sich wegen vy (21) > 0 aus der ersten Zeile direkt v (md ag + af) > 0.
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2. Es ist vo(e1) < 0 Aquivalent zu vy, (md mg) < 0. Weiter folgt aus der ersten Zeile

Voo (Mdmsz 21 +mdas + al) = vo(2]) >0
= veo(mims- (21 +mz'az+my mztad)) >0
= Uso(MmEmz) + veo(21 + M3 az +mymzt af) > 0.
Mit vao (mdms) < 0 und va(21) > 0 schliefen wir: vy (mz* as +my mgtal) > 0.
Die Implikationen 3 und 4 ergeben sich aus der zweiten Zeile ganz analog. O]
4.5.3 Folgerung. Aus den Implikationen in Lemma ergibt sich weiter
1. veoler) >0 = vao(a) > quao(e3) — ¢Pvso(er) und voo(al) >0,
2. V(1) <0 = Ux(a2) > que(es) — vo(e1) und voo(ar) > %vm(el),
3. Ueole3) >0 = v(ar) > quao(er) — Puso(es) und ve(az) > 0,
4. Usole3) <0 = vsl(a1) > quao(€1) — Uoo(e3) und vy (ag) > %vm(eg).
Beweis. Folgt direkt durch Einsetzen der Definitionen. O]

Lemma [£.5.2] bzw. Folgerung [1.5.3] liefert somit notwendige Bedingungen fiir die Los-
barkeit von Problem fir Antidiagonalmatrizen. Wir sehen mit Bemerkung [4.5.1],
dass diese schwiicher als die hinreichenden Bedingungen v.. (M) > 0 oder v (M) > 0
fiir allgemeine Matrizen M sind, die wir in Bemerkung festgestellt haben.
Entsprechend kann fiir Antidiagonalmatrizen als notwendige Bedingung zusétzlich der
Fall auftreten, in dem v (M) < 0 und ve (M ~1) < 0 gilt.

Wir werden jetzt analog zu Propositionen 4.4.9(und 4.4.10]zeigen, dass die notwendigen

Bedingungen aus Folgerung fiir Antidiagonalmatrizen auch hinreichend sind.

0

4.5.4 Proposition. Sei M = <
ms

2) invertierbar und E eine Lang-Steinberg-

Matriz zu M mit v (E) > 0 und

po (@ ¢ g m—pwpao [ O det)
es (es ede;t 0
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Weiter gelte fiir a € L* (dies sind die notwendigen Bedingungen aus Folgerung .'
1. Vo (a2) > ques(e3) — Pvoo(e1) und vao(ay) >0

sowre

3. Uso(a1) > quao(er) — q2voo(eg) und v (az) > 0,

dann gibt es eine Losung z € L2 (wobei L C K. eine geeignete endliche algebraische

Erweiterung von L ist) mit vy (z) > fiir die Gleichung
XV Mz=uq (<:> W _z=7 7= E_lz).

Beweis. Sei z € 7020 eine Losung. Wir wiahlen eine endliche algebraische Erweiterung

L von L, so dass z € L? ist. Um v, (2) > 0 zu zeigen, approximieren wir z durch die

Summe Zle =) € L? mit k € N wie in Proposition |4.4.9| und schreiben

7=y a e+,

J=1

dabei gilt v (g) > qk%%o(ﬁ) und v (d) > 0. Um zu zeigen, dass vu(2) = veo(F 2) > 0
ist, wihlen wir & € N so, dass v, (£ €) > 0 ist. Wie in Proposition sehen wir, dass

E ia(i) _ i <ﬁ M),
j=1 j=1 1I=1

wobei {:_11 MG = I, fiir j = 1 definiert ist. An dieser Stelle rechnen wir nun mittels

Induktion nach, dass fiir j > 1 gilt:

(

—gG-D
0 €1 €y '
. , falls (j — 1) ungerade,
i eze;’ 0
HM(—Z) _
1=1 o el_q—u—l) 0 |
_y-n | » falls (5 — 1) gerade.
0 eseg’

\

Wegen v (E) > 0 ist veo(€1), Voo (e3) > 0. Damit erhalten wir weiter:
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Falls (j — 1) gerade ist, gilt wegen v (a1), veo(az) > 0 direkt:

Falls (7 — 1) ungerade ist, gelten fiir alle (j — 1) > 1 die Abschétzungen

—g-G-D g3\ 12 1 -2 1

Uso(€1 €3 as ) > velerez? al ) = pe (Voo (a2) + @*vso(€1) — quao(es)) > 0,
>0 nach Vo;gussetzung 1
—g-U-D =i\ IT2 —g-1 q2 1 9
vnleaer™ M at”) 2 vleaer o) = Zi(uman) + Ponlen) = qun(er)) 20,

[\ J/
-~

>0 nach Voraussetzung 3

woraus wir hier ebenfalls schlieffen konnen:
7—1
Uoo((H MEDYED) > 0.
=1

Insgesamt folgt also voo(2) = Voo (E Z) = V0o (E 2521 a4+ FEE+E g) > 0. ]

Damit ist der Fall v (E) > 0 komplett durch notwendige und hinreichende Bedin-
gungen beschrieben. Wir betrachten im Folgenden v, (E~!) > 0.

0
ms
Matrixz zu M mit veo(E™Y) > 0 und

po (e e g m_pwp 0 el
es  (es ede;t 0

Weiter gelte fiir a € L* (dies sind die notwendigen Bedingungen aus Folgerung .'

m
4.5.5 Proposition. Sei M = < 2> invertierbar und E eine Lang-Steinberg-

¢ —1

2. Uso(a2) > quao(€3) — Uoo(e1) und ve(ay) > Uso(€1)
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

sowte )
g —1

4. Voo(a1) > quoo(€1) — Voo(e3) und voo(ag) > Uso(€3),

dann gibt es eine Lisung z € L* mit voo(z) > fiir die Gleichung
XV Mz=aq (<:) 2N _z=7 7= E_lz) .

Beweis. In diesem Fall gelten vq(e1) < 0 und vy (e3) < 0, da vy (E~Y) > 0 ist. Betrach-

ten wir zunichst @ := (FW) a.

Wegen veo(a1) > quao(€1) — voo(e3) > quao(er) und va(as) > quao(es) — veoler) >
(U (e3) folgt aus der Abschétzung [4.15) dass veo(a1),ve(ag) > 0 gilt. Somit ist eine
Losung z € L? gegeben durch die folgende konvergente Reihe (sieche Bemerkung [4.4.8)):

7= f:a“(j).
=0

Wir miissen zeigen, dass vu(2) = veo(E Zz) > 0 ist. Wie in Proposition folgt

J

E(— ia(j)) - _ Z (H(M‘l)(l))a(j),

k
]:0 ]:0 =0

und wir erhalten durch Induktion fiir 57 > 0:

;

_gitt
0 el e ‘
. , falls j gerade,
; ez e’ 0
[0 =
1=0 ;
el el_q]+l 0 ‘
o1 | falls 7 ungerade.
0 eseg

\

Wir sehen an dieser Stelle weiter:
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

Falls j gerade ist, ergeben sich fiir alle j > 0 die Abschatzungen

_gi+t giy IO gl g2 1
Voo (€1 €3 ay ) > volereg? ay )= ?(Uoo(@) + Vso(€1) — qUso(e3)) > 0,
>0 nach Vo;gussetzung 2
i+l g J=0 -1 2 1
Uolese]? a?) > vaolege]? al ) = q—2(voo(a1) + P (e3) — quac(er)) > 0;

~
>0 nach Voraussetzung 4

also erhalten wir in diesem Fall:

o (LT )01 > 0,

=0

Falls j ungerade ist, erhalten wir fiir j > 1

_ g+l gy I -1 -1 1 -1
vaolerer™ al) > valerer” af ) = ?(Uoo<al) - Uso(€1)) >0,
>0 nach Vo?;ussetzung 2
gt g J=1 —qg~1 g1 1 2 -1
vles ™ af) > vneles g™ 0 ) = g (vnefan) - L v(es) > 0;

(& J/

>0 nach Vo;gussetzung 4
damit folgt auch hier:
J
v ([T )at) > 0.
=0

Schlieflich haben wir insgesamt v (2) = Voo (E 2) = vao(E (— S5, @) > 0. O

j=1

~

Also sind auch im Fall v, (E~') > 0 die notwendigen Bedingungen aus Folgerung

fiir die Existenz einer Losung hinreichend. Es bleibt noch der Fall, in dem
Voo(E) >0 und vo(E1) >0

gelten. Hier ist voo(€1) > 0 und v (e3) < 0; oder umgekehrt vy (€1) < 0 und vy (e3) > 0.

Wir betrachten im Folgenden v, (e;) > 0 und vo(e3) < 0. Wir nehmen dabei an,
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

dass fiir @ € L? die entsprechenden notwendigen Bedingungen 1 und 4 aus fiir die
Losbarkeit von Problem [4.4.3| gelten. Damit gilt insbesondere auch v.,(az) > an_lvoo(eg)
und fiir @ := (EM)~'a erhalten wir dann die folgende Abschiitzung (analog zu [4.15)):

Voo (A1), Voo (a2) = min{vas(a1) — quas(€1), Voo (a2) — qusc(es) }-

-~

2
1 —q) voo(€e3) >0

- (251
4.5.6 Bemerkung. Damit kénnen an dieser Stelle die beiden folgenden Fille eintreten:

a) Voo(a1) — qua(er) < 0, dann ist V(A1) = Voo (@2) = Voo(a1) — qUso(€1);

b) veo(a1) — quso(er) > 0, hier gilt dann v (ay), veo(az) > 0.

Wir zeigen nun, falls z € K:o eine Losung von Problem mit vs(e1) > 0 und
Uso(e3) < 0 ist, dass dann notwendigerweise Fall b) eintreten muss und Fall a) somit
ausgeschlossen werden kann.

Dabei sehen wir direkt, dass die Bedingung von Fall b) bereits erfiillt ist, wenn der Teil

Voo (A1) > quoo(€1) — Uso(e3) von Bedingung 4 aus Folgerung gilt.

0 m
4.5.7 Lemma. Sei M = > | invertierbar und E eine Lang-Steinberg-Matriz zu
ms

M mit voo(e1) > 0 und vy (e3) < 0, wobei

po (' g m—pwpo 0 el
es  (es ede;t 0

Weiter sei a € L? mit veo(ag) > 0 und z € F:O eine Lisung von 2V — Mz = a mit
Voo (2) > 0, dann folgt
Voo (@1) — qUoo(e1) > 0.

Beweis. Wir nutzen im Folgenden die Ahnlichkeit von £~ und (EMW)~!. Es gilt
g_ & Cley _ (& 0 L ¢ B = 1 —¢ ¢! er’ 01 ’
€3 <€3 0 €3 1 C C - Cq 1 -1 0 65
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

wir erhalten wegen (¢° = ¢ € F2 die folgenden Darstellungen fiir E®) und (EM)~:
s [ O (1 e o) (o n) (1)
0 el \1 (7 0 ef)\1 0/ \1 ¢
gy L (=¢ (o e’ 0
(=¢\1 —=1/\1 0/\ 0 e*

Damit folgt aus der transformierten Gleichung z(") — 2 =@ mit 7 = E~'2:

1 —C N[0 1) fet 0 4 1 —C ¢\ (et 0
— C—Cq<1 —1) (1 0)(0 eg‘I)Z C—Cq<1 —1)(0 eg1>z
1 —¢ ¢\ [0 1\ [ef? O .
S¢—¢\1 —1)\1 0/ \ 0 e
— (0 1) <e;q 0)2(1)_<e;1 O)Z:(O 1) <e;q o)a
10 0 e 0 e;’ 10 0 e3?

—q9,.49 -1 _ 4

Lo = e[ %ay.

ey 121 —e3
Aus der ersten Zeile ergibt sich dann aus den Voraussetzungen v, (21), Voo (22), Voo (a2) > 0
und va(e3) < 0, dass v (€] 21) > 0 ist. Somit ist auch vs,(e]%27) > 0, weshalb aus der

zweiten Zeile v (e; Yay) > 0 folgt. O

Mit Lemma sehen wir, dass in dem Fall, in dem vy (e1) > 0 und vy (e3) < 0
gelten, die Erfiillung der Bedingungen 1 und 4 bereits ein notwendiges Kriterium fiir
die Losbarkeit von Problem darstellen. Wir werden abschliefsend beweisen, dass sie

auch hinreichend sind, wobei wir das Lemma implizit benutzen.

0

4.5.8 Proposition. Se: M = <
mg

m
2) invertierbar und E eine Lang-Steinberg-
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

Matriz zu M mit v (er) > 0 und veo(e3) < 0, wobei

po(® S g m—pwpa_ 0 el
ez (es ede;t 0

Weiter gelte fiir a € L? (dies sind die notwendigen Bedingungen aus Folgerung .'

1. veo(ag) > quoao(es) — q2voo(el) und veo(ar) >0

sowie )
qg —1

4. Voo(a1) > quso(e1) — Voo(e3) und voo(ag) > Uso(€3),

dann gibt es eine Lisung z € L* mit vy (z) > 0 fiir die Gleichung
XN Mz=a (<:> W _3=7 7= E_lz) .

Beweis. Nach Bemerkung [4.5.6| gilt hier v (a1), vao(@2) > 0. Wir kénnen also analog
zum Beweis von Proposition vorgehen, da (nach Bemerkung |4.4.8)) die Reihe

Z = — ifi(j)
=0

konvergiert und eine Losung ist. Wir miissen nachweisen, dass v (2) = Voo (E Z) > 0 ist.

Wie in Proposition [£.4.9] folgt

00 k J
E(— Zg(i)) - _ Z (H(Mfl)(l))a(j),
=0 j=0 1=0
und fiir 7 > 0 gilt:
( .
0 ey ez a ,
. , falls j gerade,
_q3+1
; €3 €, 0
[T 10 =
=0 J
erel ! o 0 ,
. , falls j ungerade.
—git!
0 €3 €5
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

Falls j gerade ist, ergibt sich nun fiir 7 > 0

_gt i ;
voo(eres™ a3) = voo(er) + ¢’ (—qusa(es) + vao(az))

¢ —1

é Usol€1) + ¢’ (—qvoo(eg) + Uoo(€3>> = Voo (e1) — Puse(e3) > 0,

o . ) 1
Uoo(€3€1 qJ-Ha(l]J) = q] <Uoo<a1> + Evoo<€3) - qvoo(el>> > 07

N J/

~
>0 fiir alle j>0 nach 4

also gilt:
J
v ([T )a") > 0.
1=0

Falls j ungerade ist, erhalten wir fiir j > 1

voo(elel_qjﬂa‘fj) = qjgvoo(cu) + _qvoo(el)l >0,
>0 I:;ch 4
—gI Tl ¢ o j+1 J
Usoleses” ay ) = (1= ¢ )vales) + ¢’ vas(az)

¢ —

S (1= useles) + (@ - 1)voo(63) = (1= ¢ uso(es) > 0;

damit folgt:
J
v ([T ®)a") > 0.
=0

Wir schlieRen also insgesamt vog(2) = voo(E 2) = v0o(E (— 2%, @) > 0. O

J=1

4.5.9 Bemerkung. Wir haben Bedingung 1 aus Folgerung fiir den Beweis von
Proposition |4.5.6 nicht bendtigt.

Der Fall, in dem v (e1) < 0 und vy (e3) > 0 gilt, ergibt sich nun aus der Symmetrie
der Gleichungen und der Bedingungen ganz analog, wobei hier 2 und 3 aus Folgerung
[4.5.3] die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zur Losbarkeit von [4.4.3] sind.

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen.

0

4.5.10 Satz. Sei M = (
ms3

m
2) invertierbar und E eine Lang-Steinberg-Matriz zu
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4.5 Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

M, so dass gilt:

o) g g 0T
es Ces ede;t 0

Dann gibt es eine Losung z € L* mit vy (2) > 0 fiir die Gleichung
AV Mz=ua (<:> W _z=7 7= E_lz)

genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
1. veoer) >0 <= vso(az) > quao(es) — ¢Pvso(er) und voo(ay) > 0,
2. V(e1) <0 <= vno(az) > quao(es) — voo(€1) und v (ay) > L;12J0<>(61),
3. Uole3) >0 = vsolar) > que(er) — ¢Puso(es) und v (az) > 0,
4. Vole3) <0 <= v(a1) > que(er) — voo(es) und voo(ag) > %vm(eg).
Das heifst, abhdngig von den mdéglichen Bewertungen von E st die Losbarkeit gegeben:
e Im Fall vy (E) > 0: genau dann, wenn 1 und 3 gelten.

e Im Fall v ((E)™') > 0: genau dann, wenn 2 und 4 gelten.

o Im Fall voo(E) < 0 und voo ((E)™1) < 0 unterscheiden wir weiter
o falls voo(€1) > 0 und vy (e3) < 0: genau dann, wenn 1 und 4 gelten,

o falls voo(€e1) < 0 und v (e3) > 0: genau dann, wenn 2 und 3 gelten.
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5 Anwendungen fiir t-Moduln

Wir fassen in diesem Kapitel die Ergebnisse der Untersuchungen aus Kapitel [4 noch
einmal zusammen und stellen sie in Zusammenhang mit den Kriterien fiir die Uniformi-

sierbarkeit von t-Moduln, wobei wir einfache Beispiele der Dimension d = 1 diskutieren.

5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Im Folgenden sei stets f(x) := f(x,y) wie in Definition [3.2.2] wobei y € K, nicht

notwendigerweise fest gewahlt ist.

Zu 4.1: Ein erweitertes Reduktionsverfahren

Im Abschnitt [4.1] haben wir ein erweitertes Reduktionsverfahren ahnlich der Hermite-
Normalform hergeleitet. Wir zeigen, dass die Auflosbarkeit von f(z) zu gegebenen y in
eine Komponente x,; der Variable  auch in héheren Dimensionen immer méglich ist.

Dieses Ergebnis ist nur bedingt hilfreich fiir die Untersuchung der Uniformisierbarkeit
von t-Moduln. Zwar ist die Auswertung des Newton-Polygons in einem konkreten Fall
moglich, aber umgekehrt ist das Herleiten von notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen nur prinzipiell durchfithrbar. Selbst in Dimension d = 2 ist die Komplexitét der
Terme in den Koeffizienten der Auflésung f.(z4) = 0 bereits so hoch, dass in der Arbeit
[Bangert; [2011} Kapitel 4] nur entweder notwendige oder hinreichende Bedingungen fiir

die jeweils einfachsten Formen des Newton-Polygons abgeleitet werden konnten.
Eine heuristische Betrachtung zeigt, dass deg(f.(zq)) = ¢*¢ ist (was sich ebenfalls

aus theoretischen Uberlegungen durch Lemma ergibt), und dass die Anzahl der

Summanden in den Koeffizienten exponentiell anwéchst.
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5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Zu 4.2: Anwendung des Henselschen Lemmas

Das Henselsche Lemma hat im Vergleich zum Newton-Polygon den Vorteil, dass es sich in
mehreren Variablen anwenden ldsst. Zudem zeigt Satz [4.2.4] dass sobald ein Folgenglied
eines Folgenanfangs z,, z;, . .., z, € L? die Bedingungen von Satz erfiillt, sich dieser
Folgenanfang zu einem Element in M ((t)) fortsetzen lésst. Jedoch sind die Bedingungen

des Satzes sehr stark. Wir konnen das Ergebnis wie folgt zusammenfassen:

5.1.1 Bemerkung. Ein t-Modul E ist genau dann uniformisierbar, wenn es zu jeder
Startlosung x, mit f(z,,0) = 0 eine Folge von Fortsetzungen xy,x,...,x, gibt, so dass
y = x,, die Voraussetzung von Satz |4.2.5 erfillt. Unter diesen Bedingungen ldsst sich
Satz[{.2.3 wiederholt anwenden und garantiert, dass es in jedem Schritt eine Nullstelle

Ly, 1m gleichen Korper mit voo(24,41) > Voo(2y) + % gibt.

Ein Vergleich mit der aufgelosten Gleichung aus Abschnitt zeigt, dass sich Satz
[4.2.3 nur dann anwenden lasst, wenn das Newton-Polygon eine Strecke mit den Endpunk-
ten (0, v (ap)) und (1, v (a1)) hat. Aus dem folgenden Beispiel im eindimensionalen Fall
d = 1 wird schnell klar, dass die interessanten Fille, in denen das Newton-Polygon in
diesem Bereich nicht abknickt, nicht ohne Weiteres erfasst werden kénnen. Es gibt Fal-
le, in denen endlich oft ein Anwachsen der Bewertung um é eintritt (sieche Bemerkung

3.2.4), ohne dass das Newton-Polygon seine prinzipielle Gestalt dndert.

5.1.2 Beispiel. Wir betrachten den t-Modul E der Dimension d = 1 gegeben durch
t=7%4ar+6,

das heifit, E ist ein Drinfeld-Modul und damit stets uniformisierbar. Wir wdhlen a, so
dass voo(a) == —q‘i—: ist, und eine Startlosung xy mit veo(2y) = — 55 Letztere kinnen
wir an dem Newton-Polygon von f(x,0) ablesen.

Fiir das ndchste Folgenglied hat f(z,xz,) dann genau q Fortsetzungen x, mit gleicher
Bewertung veo(21) > veo(Zy), was wir an dem Newton-Polygon von f(x,,z,) sehen.

Diese Liosungen lassen sich danach eindeutig mit Satz[{.2.5 fortsetzen.

Zu 4.3: Rekursive Polynomgleichungen

Die rekursiv definierten g-Polynome f)(x,y) bringen keine Vorteile fiir die in dieser

Arbeit betrachteten Methoden zur Untersuchung der speziellen Polynomgleichungen.
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5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Auflésung in eine Variable mit dem Vorgehen in Abschnitt [4.1]ist durch den erhéh-
ten Grad nicht sinnvoll und auch das Henselsche Lemma ist zur Losung ebenfalls kein

geeignetes Mittel, wie das folgende Beispiel zeigt:

5.1.3 Beispiel. Wir betrachten noch einmal das Beispiel[5.1.9. Wenn wir die iterierten
Polynome fx)(zy,,zy) fiir k > 1 betrachten, werden wir Satz nicht direkt anwen-
den konnen. Denn fiir das k-te Folgenglied gibt es nur genau eine Fortsetzung zu jeder
der q moglichen Fortsetzungen des (k — 1)-ten Folgenglieds, wobei diese alle die glei-
che Bewertung haben. Damit hat das Newton-Polygon in diesem Fall keine Strecke mit
den Endpunkten (0,v5(ag)) und (1,v5(a1)), weshalb sich das Henselsche Lemma nicht

anwenden ldsst.

Zu 4.4: Zusammensetzungen von Polynomgleichungen

Die hinreichenden Bedingungen v, (M) > 0 bzw. voo(M ™) > 0 fiir die Losbarkeit von
Problem [4.4.3]lassen sich nicht direkt fiir die Herleitung von Kriterien fiir die Uniformi-
sierbarkeit eines t-Moduls einsetzen. Jedoch ist dieser Ansatz vielversprechend, was der

Spezialfall der Antidiagonalgleichungen zeigt.

Ein prinzipielles Problem ist hierbei, dass die Voraussetzung ve,(a) > 0 und die An-
nahme, dass der Bewertungsanstieg ¢ = % betrégt, nur noch hinreichende Bedingungen

erlauben, wie wir in der Diskussion von Problem [3.2.3] gesehen haben.

Zu 4.5: Antidiagonalgleichungen in Dimension d = 2

Die notwendigen und hinreichenden Kriterien in Satz [£.5.10] in dem Spezialfall, in dem
M eine Antidiagonalmatrix ist, sind ein guter Ausgangspunkt, um Kriterien fiir die
Uniformisierbarkeit eines t-Moduln mit ¢t = 72 + A7 + 07° zu finden, bei denen A eine
Antidiagonalmatrix ist. Die Matrix B der transformierten Gleichung in Problem [4.4.2]
ist dann ebenfalls eine Antidiagonalmatrix und lésst sich damit als Produkt von Anti-
diagonalmatrizen M; und M, der Teilprobleme darstellen.

Wir bemerken an dieser Stelle noch einmal, dass wir die Voraussetzung ve,(a) > 0 fiir
die notwendigen und hinreichenden Kriterien in diesem Spezialfall nicht benotigt haben.
Falls sich zeigen liefse, dass der Bewertungsanstieg hier tatséchlich immer ¢ = é betrigt,
ist die Zusammensetzung von zwei Problemen dquivalent zu Problem [.4.1]
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5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Insbesondere ist das Beispiel von Anderson und Coleman (Beispiel mit einer
Antidiagonalmatrix gegeben, weshalb dies ein guter Ausgangspunkt ist, eine geeignete
Beispielfamilie von t-Moduln zu finden, deren Bedingungen fiir die Uniformisierbarkeit
sich durch notwendige und hinreichende Kriterien mit den in Abschnitt bewiesenen

Ergebnissen beschreiben lassen.
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