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1. Einleitung

Wie in vielen Bereichen der Naturwissenschaft hat sich die enorm gestiegene Lewshiggsf”
keit verfligbarer Rechnersysteme auch auf dieglthkeiten der theoretischen Beschreibung
der Eigenschaften von Molalén und Festirpern ausgewirkt. In der Chemie und Biologie
hat die Entwicklung von Software zur Berechnung von Malelgenschaften den Computer

zu einem g@ngigen Werkzeug zur Vorhersage und Modellierung gemacht. Die Nanostruktur-
wissenschaften benutzen Molekulardynamik-Programme zur zeitgiifén Simulation grof3er
Systeme und in der Kristallographie werden Berechnungen der Bandstruktur von Kristallen er-
folgreich eingesetzt.

Ein bisher nicht befriedigend gmdtes Problem ist jedoch das Skalenverhalten quantenme-
chanischer Methoden. Molekulardynamik-Simulationenubksichtigen die quantenmechani-
schen Eigenschaften der Atome meist nur durch die verwendeten Potentiale, die im Verlauf der
Rechnung jedoch nicht variiert werden. Die Elektronenstruktur wird zugunsten der Rechenzeit
vollkommen vernacla$sigt.

Auf der anderen Seitedkinen atomarab-initio Berechnungen auch die Spektren angereg-
ter Atome sehr gut reproduzieren, loéigén datii allerdings schon betchtliche Rechnerkapa-
zitaten.

Dazwischen liegt das Gebiet der Molgghysik und der Kristallstruktur. Eine quantenme-
chanische Beschreibung der elektronischen Struktur erfordert neue mathematische Methoden,
um den hohen Rechenaufwand zu begrenzen. Diese Entwicklungen wurden im Jahre 1998 mit
dem Nobelpreisdi Chemie honoriert. Er wurde an Walter Kohur flie Entwicklung der Dich-
tefunktionaltheorie (DFT) vergeben, die auch die Grundlage unserer Programme bildet, und an
John Popledi die Algorithmen zur praktischen Umsetzung der DFT in Computerprogrammen.

Die exakte losung des Vielteilchen-Problems ist schain éinfachste Systeme unzary-
lich. Die Dichtefunktionaltheorie bildet eine Alternative zu den loankilichen Losungsme-
thoden wie Multikonfigurations-, CI- oder Coupled-Cluster-Rechnungen. Beide Vorgehenswei-
sen sind im Prinzip exakt, bei den Multikonfigurations-Methodahert man sich der exakten
Losung durch systematische Vas§erung der Basiaze, bei der DFT versucht man, das uni-
verselle Energiefunktional anzahérn, welches die Be#ige der Vielteilchen-Austausch- und
Korrelations-Wechselwirkung erdt.” Wahrend bei Multikonfigurations-Rechnungen die Zahl
der bemtigten Basisfunktionen sehr schnell ansteigt und die38rder berechenbaren Systeme
begrenzt, konnteu'die DFT gezeigt werden, dass durch die Verwendung moderner Dichtefunk-
tionale [1, 2] eine hohe Genauigkeit bei der Berechnung von Grundzustands-Eigenschaften er-
reicht werden kann, wobei die Dichtefunktionale auch den Bereich gro3er Melskt schwe-
ren Kernen abdeckerokien [3].

Die Dichtefunktionaltheorieubertihrt die molekulare Vielteilchen-Wellenfunktion in ein



aquivalentes Produkt aus Einteilchen-Wellenfunktionen. Um diese Mioldktale darzustel-

len, wahlt man eine endliche Basis aus numerischen oder analytischen atomaren Orbitalen. Die
so angeahrte Losung der Dirac-Gleichung wird dadurch in eine Matrix-Eigenwert-Gleichung
Uberfihrt [4].

Die Elemente der Matrix mssen durch die Integratiarbér denR? berechnet werden. Die
spezielle Form der Integrandeaskt dabei zu, dass ein Teil der Mehrzentren-Integrale analy-
tisch ausgewertet werdewirite, falls die atomaren Orbitale als durch Gau3-Funktionen (GTO)
dargestellt werden. Mole#struktur-Programme wie GAUSSIAN [5] nutzen diese Eigenschaft
der GTOs aus. Der Vorteil der einfachen Berechnung von Integralen von Gauf3-Funktionen wird
jedoch mit umfangreichen Bas#@gen erkauft, da insbesondere in Kexha'solche Funktionen
das singure Verhalten der &Sung der Dirac-Gleichung nicht wiedergebeur ¥éle Integrale,
insbesondereuf 'die Matrixelemente der Austausch- und Korrelations-Potentiale lassen sich au-
Rerdem mit GTOs keine geschlossenen Auckie angeben. Hier ist es in jedem Fall notwendig,
eine numerische Integration durchabfén.

Das in unserer Arbeitsgruppe entwickelte MalgtiukturprogrammRELMOSerhebt den
Anspruch, auchui’ schwere Elemente gute Ergebnisae Moleklilgeometrie und Bindungs-
energien zu liefern. Statt die relativistische Struktur der Dirac-Gleichung nur mit Hilfe von
Spin-Bahn-Korrekturen zur Sabdinger-Gleichung oder in der skalar-relativistischeathBrung
zu behandeln, arbeitet es mit vierkomponentigen Spinor-Wellenfunktionen.

Die Dirac-Gleichung wird dabei mit Hilfe der relativistischen Lokaldichtekgiung (RL-

DA) vereinfacht, und in einer numerischen Basis von atomaren Orbitalen dargestellt. Da die
Basisfunktionen ebenfalls voll relativistisch berechnet werden, sind sie dem Problem gut ange-
passt, man kommt mit einer geringen Anzahl von Basisfunktionen aus [6].

Die Rechenzeit des Verfahrens skaliert etwa mit der dritten Potenz der Zahl der beteiligten,
aktiven Elektronen. Beitbergang zu giiieren Systemenaghst die beatigte Rechenzeit sehr
schnell an. Verschiedene Aaitzé der Beschleunigung der Berechnungen wurden bereits in dem
Programm implementiert, darunter die Frozen-Coed®ung [7] und die Embedding-Methode
fur groRe Cluster [8].

Der gol3te Teil der Rechenzeit des Programms wirdidbE&rotigt, die Werte der Matrixele-
mente zu bestimmen, also numerische Integratiarzsr denR?® auszutihren. Die groRe Zahl
der Matrixelemente erlaubt es dabei nicht, jEdes Integral eine eigene Integrationsregel aufzu-
stellen. Wir verwenden daher eine gemeinsame Regedlfé vorkommenden Integrale. Diese
Integrationsregel wird vor dem Start der eigentlichen Rechnung durch das Programm von Bae-
rends et al. [9] aufgestellt. Der Algorithmus wurde zuerst im Amsterdamer Dichtefunktional Pro-
gramm ADF [10] implementiert und ersetzte das wsigliche Diophantine-Verfahren [11, 12].

Das Baerends-Verfahren erzeugt eine aétrfiSmal3ig hohe Anzahl von Integrationspunkten im
Vergleich zu neueren Methoden, die in der Literatur vorgestellt werden.

Dadie Anzahl der zu berechnenden Matrixelemeuteitie Rechnung von der numerischen
Integrationsregel unalngig ist, die Rechenzeit aber fast linear in der Zahl der Funktionsaus-
wertungen @i die Berechnung der Integranden ist, skaliert die Rechenzeit unseres Programms
ebenfalls linear in der Zahl der Integrationspunkte. Eine Einsparung von Integrationspunkten
bei gleicher numerischer Genauigkeithft also direkt zu einer besseren Handhabbarkeit von
Rechnungen an gRBeren Moleklen.

Aus dieser Problematik leitet sich folgende Aufgabenstellung abachst sollen die bis-



her aus der Literatur bekannten Methoden der Mehrzentren-Integrationnger Programm
implementiert werden. Dazu ist es notwendig, eine Software zu erstellen, die dedtigeh™
numerischen und analytischen Verfahren [13—24] in einagliatist allgemeinen Art und Weise
umsetzt. Die achste Aufgabe ist dann, aus diesen unterschiedlichen Verfahren dasjenige aus-
zuwahlen, welchesuf’ unsere Problemstellungen die besten Ergebnisse liefert. Abschlie3end
soll die neue Methode an verschiedenen typischen Systemen getestet werden.

Die Arbeit ist im wesentlichen in drei Abschnitte aufgeteilt. In einem ersten Kapitel wer-
den die theoretischen Grundlagen unseres Mdstiikturprogramms dargestellt. Daschste
Kapitel beschreibt die neue Methode der Mehrzentren-Integration und im letzten Kapitel wer-
den Rechnungen mit der bisherigen Integrationsmethode und der neuen Integrationtaysgef”
um deren Handhabung in praktischen Anwendungen zu zeigen und einen Vergleich der beiden
Verfahren zu erraglichen.






2. Theorie der relativistischen
Molek ulstruktur

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie durch verschiedene Vereinfachungen die Dirac-Gleichung
in eine Form gebracht wird, die einalmérungsweise Berechnung dersuihgen mit dem Com-
puter erlaubt. Alle in diesem Kapitel vorgestellten Methoden sind in unserem Programm zur
relativistischen MolellstrukturberechnunRELMO Smplementiert.

2.1. Die Dirac-Gleichung

Die Fragestellung nach der quantenmechanischen, relativistischentitektur tihrt zurdchst
auf die zeitunabdrigige Dirac-Gleichung [25]

HUY = EU. (2.1)

Die molekulare Wellenfunktion, hangt sowohl von den elektronischen Koordinatgnals

auch von den KernkoordinateR, ab. Der relativistische Hamilton-Operatbi setzt sich zu-
sammen aus der kinetischen Energie der Elektronen und Kerne und den verschiedenen Wech-
selwirkungspotentialen:

H = > Ta+ ) ti+Veet Vek + Vkk (2.2)
a 7

Dabei istT, (R, ) der Operator der kinetischen Energie deten Kerns};(r;) der entsprechende
Operator it dasi-te Elektron. Sie lauten in der relativistischen Darstellung:

ti = a-p+cmeB

T, = a-p, + Mg, (2.3)

wobei« und 8 die bekannten Dirac-Matrizem, der dreidimensionale Impulsoperator ung
bzw. M, die Masse des entsprechenden Teilchens sind.

Die Potentiale werden durch die elektrostatische Coulomb-Wechselwirkung dargestellt. Im
einzelnen ist dies der Operator der Kern-Kern-Absto3ung

1 Z.7
k=5 D, IRt (2.4)
a’7
a#b



der Kern-Elektron-Anziehung

Za
Vek == Z R (2.5)
und der Elektron-Elektron-Abstofl3ung
1 1
= E ——— 2.6
2,7
iF

bei der eine Doppelsummation durch den Vorfakig2 wieder kompensiert wird.

Die Energieeigenwerte des relativistischen Hamilton-Operators sind nicht nach unten be-
schidnkt [26]. Rir positive Kernladungen existieren diskrete gebundene Elektronandeast”
mit positiver Energie sowie kontinuierliche Spektren ungebundenem@dstmitE > mec?
und £ < —mec?. Eine mit den Beobachtungen vergtiche Interpretation der Energiezastie
liefert die Dirac’sche bcher-Theorie [27]. Dabei wird angenommen, dass im Vakuumzustand
alle Elektronenzustide mit negativer Energie besetzt und die mit positiver Energie unbesetzt
sind.

Statt alle Zusande zu betrachten, bei denen der Erwartungswert des Ladungsoperators die
Zahl der Elektronen im System liefert, wird nur der Unterraum der a&hgst ohne virtuelle
Elektron-Positron-Anregungen benutzt (sog. No-Pah#rung [28—-30]). Bei unseren mole-
kularen Rechnungen wird die No-Paiaherung implizit angewandt, indem atomare No-Pair-
Zustinde als Basisfunktionen benutzt werden [6]. In atomaren Rechnurperekauch mit
Hilfe von Projektionsoperatoren die Zastie negativer Energie durch die Wahl der Randbedin-
gungen herausprojiziert werden.

Die Losung¥ der Dirac-Gleichung zur niedrigsten Enerdig wird Grundzustandswellen-
funktion genannt und ist Gegenstand der weitddderlegungen.

2.2. Die Born-Oppenheimer-N aherung

Die Born-Oppenheimer-dhierung [31] separiert die Kernbewegung von der Elektronenbewe-
gung. Dabei werden die Kerne als klassische geladene Teilchen betrachtet, in deren elektrosta-
tischem Potential sich die Elektronen bewegen. Die KernkoordinBtgsind fixiert, so dass

sie nur noch parametrisch im Hamilton-Operator (Gleichungen 2.4 und (2.5)) und in dessen
EigenwertenE' (R, ... , Ry) auftreten. Dadurch vereinfacht sich die Dirac-Gleichumgdés

Molekul erheblich.

Die Naherung wird durch das Vehitis der Masse der Kerne zur Elektronenmasse gerecht-
fertig, der durch den Parameter= (me/M,)"/* ausgeduckt werden kann. it typische zweia-
tomige Systeme in derdie des Grundzustandes liégh der GioRenordnung@.1, die Korrektur
der Potentialenergiefthen skaliert mig*, liegt also in der GoRenordnung0—4.

Die Bedeutung der Born-Oppenheimeairung liegt in der Mglichkeit, die Molekil-
struktur durch die Minima der Energiefunktiafi(R,) beschreiben zuddnen. In den letzten



Jahren ist in unserem Molalstrukturprogramm durch die gleichzeitige Berechnung der analyti-
schen Energiegradientéi®(R;, ... , Ry)/0R; die Suche und Charakterisierung der Minima
von E erheblich erleichtert worden [32].

2.3. Dichtefunktionaltheorie

Die entscheidende Vereinfachung der Sclimger bzw. Dirac-Gleichung wird durch die Dich-
tefunktionaltheorie (DFT) erreicht. Mit ihr ist esaglich, die Vielteilchen-Gleichung in eine
effektive Einteilchen-Gleichung awbeériihren.

Die Grundlage der DFT bildet das Hohenberg-Kohn-Theorem [33]. In derunglichen,
nicht-relativistischen Form gilt esif den nicht-entarteten Grundzustand von Vielteilchen-Sys-
temen mit einer Zweiteilchen-Wechselwirkung und einem lokalen Potential. Das Theorem stellt
einen eindeutigen funktionalen Zusammenhang zwischen der Vielteilchen-Wellenfunktion des
Grundzustande®(r), dem Potentiab(r) und der Elektronendichte(r) her:

p(r) — v(r) — o(r)

Da ¥((r) ein eindeutiges Funktional der Dichte ispriien auch alle anderen Observablen

als Funktional der Dichte geschrieben werden. Insbesondere betrifft dies die kinetische Ener-
gieT'[p], die Elektron-Elektron-Energi#’[p] und die totale Energi&'[p]. Hohenberg und Kohn
konnten auRerdem zeigen, dasséin gegebenes externes Potential) ein FunktionalE, [p]
existiert, fir das die Grundzustands-Enerdig eine untere Schranke darstellt:

Eylp] = (U[p)|T+W +V|¥[p])
= Tp+ Wil + / p(ru(r)dr > Eo. (2.7)

Ublicherweise fasst mah undW zu einem FunktionaF[p] zusammen:
Flp] =Tlp] + W{p| (2.8)

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkunig/ [p] kann aufgeteilt werden in einen klassischen Cou-

lomb-Anteil J[p]
/ / d3 idPrj (2.9)
’Tz Tj‘

und einen Restterm, der Austausch-Korrelations-Funktiéh&t [p] genannt wird:
Wil = Jlp] + EX[p]. (2.10)

Falls die Funktionalel'[p] und Wp] bekannt sind, kann die totale Energie des Systems
nun auf einfache Weise bestimmt werden, da das Vielteilchen-Problem reduziert wird auf das
Auffinden derjenigen Funktiop(r), welche E,[p] minimiert. Das Hohenberg-Kohn-Theorem
wurde spter fir entartete Grundzumtde verallgemeinert [34] und relativistische Systeme [35]
verallgemeinert.



2.4. Die Kohn-Sham-Gleichungen

Die Schwierigkeit, geeignete Funktionaler fI'[p] und W{p] zu finden, tihrte zur Idee von
Kohn und Sham (KS) [36], das Vielteilchen-Problem durch ein effektives Einteilchen-Problem
zu ersetzen.

Dazu wird das Funktional'[p] aus Gleichung (2.8) wie folgt aufgeteilt:

Flp] = J[p] + T*[p] + EX®[p] (2.11)

Der erste Term beschreibt die Coulomb-Energie der Ladungsverteiltfgp] stellt die ki-
netische Energie des Einteilchen-Systems dar und der RestA&frfp] entelt alle dariber
hinausgehenden Wechselwirkungen und wird Austausch-Korrelations-Funktional genannt.

Fordert man nun, dass die KS-DichtéS(r) exakt gleich der Dichte(r) des wechsel-
wirkenden Vielteilchen-Problems ist, dann ist durch das HK-Theorenalgdeistet, dass auch
die Grundzustands-Wellenfunktiondn, und ¥XS und damit auch die Grundzustands-Energien
ubereinstimmen.

Um den Grundzustand aufzufinden, muss das Energiefunktigyjal aus Gleichung (2.7)
unter der Nebenbedingung konstanter Elektronenzahl

/ Sp(r)d®r =0 (2.12)

minimiert werden. Eine notwendige Bedingung wafst, dass die erste Variation vahi,[p]
verschwindet. Duckt man das Energiefunktional durch die KS-Terme aus Gleichung (2.11) aus,
so erlalt man die Variationsgleichung

XC KS
/ 3p(r) {U(r) + gj([f ]) + 5?,)(7«[)[) I, &gp (T[)p ] } &Br = 0. (2.13)

Die ersten drei Termeddnen als effektives Einteilchen-Potentigk(r) interpretiert werden, in
dem sich die nicht-wechselwirkendgBlektronen* des Kohn-Sham-Systems bewegen. Definiert
man das Austausch-Korrelations-Potentt&f () als Funktionalableitung voB*C ] nach der
Dichte, kann man schreiben

veff(T) = v(T) + eQ/dr' p(r') + ch(r). (2.14)

=

Die Grundzustands-Dichte kann nun gefunden werden, indem zuerst die EinteilchediSgér-
Gleichung fur das KS-System

1
(——V2 + veﬁ<r>> KS — S (2.15)
2me

gelost wird. Die Gleichungen (2.15) werden Kohn-Sham-Gleichungen genannt ussemite-
rativ gebist werden, da das effektive Potential nichtlinear von den Einteilchen-Funktipﬁ%n

1In [36] wurde ausschlieRlich der nichtrelativistische Operﬁtﬁﬁ der kinetischen Energie behandelt.
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abréangt. Wenn/N' Elektronen zur Verigung stehen, werden damit die untersten g€ be-
setzt. Da wir die Spin-Zuatide des Elektrons nicht hekKsichtigen, entllt jedes besetzte KS-
Orbital /%S zwei Elektronen und der Ausdruclrfdie Grundzustands-Dichte lautet

(2.16)

wobei die Orbitale aufsteigend nach den zug@en Einteilchen-Energiesy geordnet sind.

Die totale Energie®[p] des Grundzustandeadst sich ohne Zuhilfenahme des Funktionals
der kinetischen EnergiXS[y] berechnen, indem man diesting der KS-Gleichungen verwen-
det. Dazu vergleicht man die Energiefunktionale des KS- und des wechselwirkenden Systems.
Das Energiefunktional des KS-Systems besteht nur aus der kinetischen Energie des Einteilchen-
Systems und dem externen Kernpotential:

EXS(o) = TS(p] + [ plr)or)i’s (2.17)
Der Unterschied besteht also in den Termen der Elektron-Elektron-Wechselwirkung:
E,[p] = EyS[p] + J[p] + EX[p] (2.18)

Aus Gleichung (2.15) edit man eine Beziehung, in d&iS[p] durch die Einteilchen-Energien
ausgednckt werden kann:

N/2
QZEZ TS| /p(’l")’l)eff(’l")dg’l“ (2.19)
Damit ergibt sich die totale Energie durch Einsetzen der Gleichungen (2.9), (2.14), (2.19) und

(2.17) in Gleichung (2.18):

N/2

[p] =2 Z € — €2 / / %dgrd‘gr’ + EXC[p] + /p(r)vxc(r)d37“ (2.20)

Die Grundzustands-Energie des Vielteilchen-Systems kann somit bestimmt werden, falls ein
Austausch-Korrelations-Funktional*C ] und dessen Funktionalableitung nach der DicHfe(r)

zur Verfligung steht. Dieses Funktional ealtrBeitrdge der Vielteilchen-Wechselwirkung. Trotz-
dem hat es sich gezeigt, dass es schon mit der einfachsten Approximation, der Lokaldichte-
Naherung, roglich ist, gute Ergebnisse zu erhalten.

2.5. Die Lokaldichte-N &herung

In der Lokaldichte-Mherung (LDA) wird tir das Austausch-Korrelations-Funktional angenom-
men, dass es durch ein lokales Poterdja{p) dargestellt werden kann [36]:

EXCl] = / p(F)exc(p(r))dPr- (2.21)
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Das Potentiakyc(p(r)) hangt dann nur noch implizit vom Ott- ab. Mit diesem AnsatzalSst
sich die Funktionalableitunguf'das effektive Einteilchen-Potential (2.14) einfach berechnen,
sie hangt nur vorp(r) ab:

~SEXC[p]  d(p(r)exc(p(r)))
UXC(T) - op(r) dp(r) . (222

Das einfachste POtentiallrf'?'ch(r) stammt von Slater [37] und erah’'nur den Beitragui die
Austausch-Wechselwirkung. Es ist unter der Annahme eines homogenen Elektronengases der
Dichte p abgeleitet und lautet:

€ (r) = =3(3p(r)/8m)"/3 (2.23)

Spetere Herleitungen von Gaspar [38] und Kohn und Sham [36] enthielten einatzlien
Faktor2/3. Von Slater selbst wurde ein Vorfaktar als empirischer Parameter eingleft, der

an die experimentellen Daten angepasst wurde [39]. Es hat sich gezeigt, dassNiodll
geeignete Werteuf o abteingig vom zu berechnenden System $jmyite Ergebnisse ealt man

im Allgemeinen mito = 0.7. Dieser Wert wird in unseren Rechnungen durchgehend verwendet,
wenn das Slater-Funktional eingesetzt wird.

2.6. Nichtlokale Dichtefunktionale

Bereits von Hohenberg und Kohn [33] wurde die Inhomogerder Ladungsdichte als@ting

zum Modell des homogenen Elektronengases behandelt. Die Abweichung wird als Gradienten-
Entwicklung der Dichte im Energiefunktional ausgeckt. Der Einsatz solcher Funktionale er-
fordert die Berechnungdhierer Ableitungen der Dichte. In unserem Programm wird die Aus-
wertung des Gradienten der molekularen Dichte auf die Differentiation der atomaren Basisfunk-
tionen zutickgefihrt, was die numerische Differentiation der Radialfunktionen und die Berech-
nung der zugedrigen Vektorkugelfunktionen erfordert. Der atgliche Rechenaufwandifdie
gradientenkorrigierten Funktionale isttwend der SCF-Iteration nicht notwendig, da die Kor-
rekturen normalerweise sehr klein sind, und wird daher erst am Ende der SCF-Schleife durch-
geflihrt.

2.7. Relativistische Dichtefunktionale

Da die Herleitung des Hohenberg-Kohn-Theorems weitgehend anglghvon der speziellen
Form des Hamiltonians ist, gilt es auadlr fden relativistischen Dirac-Hamilton-Operator. Da-
bei ist allerdings nicht mehr die Dichgedie GrundgoRRe, sondern die relativistisch kovariante
Viererstromdichtej*. Die Grundlagen der relativistischen Dichtefunktionaltheorie wurden von
Rajagopal und Callaway [35] erarbeitet. Auch hier wird die Lokaldichéé@tiing (RLDA) ver-
wendet, um das Austausch-Korrelations-Funktional zu approximieren.

2Eine Diskussioruber die Wahl des-Parameters findet sich in [40]
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Das einfachste relativistische Energiefunktional ist wiederum das Slater'seHeuMktio-
nal, welches aus der Lagrange-Dichte dias relativistische, homogene Elektronengas hergelei-
tet werden kann [41].

Die relativistische Erweiterung besteht lediglich darin, die Einteilchen-Orbitale als vierkom-
ponentigen Spinoren zu schreiben und die Operatoren der kinetischen Energie in Gleichung (2.3)
durch die entsprechen vierdimensionalen Matrizen zu ersetzen, das eigentliche Energiefunktio-
nal (2.21)andert sich dabei nicht.

Eine Herleitung des Austauschpotentials aus der QED in der ersten Ordnun@egSt”
entwicklung ina fuhrt auf komplexe Ausdicke fir das Austausch-Korrelationspotential, die
transzendente Funktionen enthalten und hier nicht angegeben werden soligichiel Erweite-
rungen der RLDA, wie z. B. die relativistische Gradienten-Entwicklung (RGGA) werden in [42]
diskutiert. Eine Untersuchung des Einflusses der Gradientenkorrekturen in relativistischen, mo-
lekularen Systemen findet sich in [32].

2.8. Basisentwicklung der KS-Orbitale

Ein vollstindiger Satz atomarer Basisfunktioneare/bereits hinreichend, um die molekularen
Wellenfunktionen zu beschreiben. Diesst sich aber in numerischen Rechnungen mit endli-
chen atomaren Basaizéen beaglich eines festen Raumpunktes nicht realisieren, da sehr hohe
Drehimpulse ptig waren, um die an den Orten aller Kerne stark variierenden molekularen Wel-
lenfunktionen gut zu beschreiben. Daher verwendet man eine nicht-orthogonale Basis, die aus
einer endlichen Anzahl atomarer Basisfunktionen zusammengesetzt ist. Die atomaren Funktio-
nen sind an den entsprechenden molekularen Kernpositionen zentriert und werden Single-Site
Orbitals (SSOs) genannt [14, 43-46].

Stellt man die unbekannten, exakteasuhgen¥; der Einteilchen-Gleichungen (2.15) mit
den Energieeigenwertet; als Linearkombinationen

Sy = D e (2.24)

J

einer endlichen Menge von Basisfunktiongg; ()} dar und minimiert den Erwartungswert des
Operators(ﬂ — €), so erfalt man Wellenfunktionen, deren Energieerwartungsweréne obe-

re Schrankedi E; darstellen. Die Minimierung der Energie durch Variation der Koeffizienten
der Basisfunktionen unter der Nebenbedingung, dass deren Norm erhalten bleibt, nennt man
Rayleigh-Ritz-Verfahren. Esufirt auf die @kulargleichung

~KS
§ xklH " xg) ey = EiE (xkxj) cij, (2.25)
r T r HS,_/

kj J

in der dieUberlappmatrix it die nicht-orthogonalen Basisfunktioné;(r)} vorkommt.

Die Variation der Einteilchen-Orbitale wird durch die Basisentwicklung (2.24) auf die Varia-
tion der Koeffizienter;; zunickgetihrt. Definiert man die diagonale Matréder Energieeigen-
werte alse;; = €;0;5, S0 Esst sich die Gleichung mbérsichtlicher Form in Matrixschreibweise
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darstellen:
Hc=¢€Sc (2.26)

Zur Losung dieses verallgemeinerten Eigenwert-Problems wirdchst eine Cholesky-Zer-
legung der symmetrischen, reelléiberlappmatrixS = LTL durchgefihrt, mit der Glei-
chung (2.26) auf eine gehhliche Eigenwert-Gleichung transformiert wird

Hé €é (2.27)
¢ = Lc
H = (LY 'HL,

die mit Standardverfahren geit'werden kann [47, 48]. Die mit transformierten Basisvekto-
reny; = Zj L;jx; werden in der Literatur auch aJfNatural Orbitals® bezeichnet [49-51],
da S in dieser Basis diagonal ist. Die Transformatibrist nicht eindeutig, sonderrahgt vom
Verfahren der Orthogonalisierung ab.

Die Minimierung der totalen Energie durch die Variation der Einteilchen-Orbitast ISich
bei Molelilen nur mit sehr starken Vereinfachungen des Potentials und der Basisfunktionen ana-
Iytisch austihren. Niherungsweisedasungen kann man zum Beispial Kristallgitter erhalten,
bei denen die periodischen Randbedingungen die Verwendungen ebener Wellen alsrBigesis f~
Kohn-Sham-Orbitale zulassen, wenn man einfache Potentiale wie z. B. das Muffin-Tin-Potential
benutzt. Dieses Verfahren wurde als Multiple-Scattering-Methode (MS) bekannt [52].

Ein numerisches @sungsverfahreruf'die Kohn-Sham-Gleichung wurde erstmals von Ellis
und Painter mit der Diskreten Variations-Methode (DVM) vorgeschlagen [53,54]. Dabei werden
analytische, lokalisierte Basisfunktionen verwendet und die zur Berechnung der Matrixelemen-
te H;;, und S, notwendigen Integrationen numerisch austef.”

Um die Basis mglichst klein zu halten, muss man daSorge tragen, dass die Basisfunktio-
nen dem Problem gut angepasst sind. In unserem Programm wird dazu eine numerische, atomare
Basis verwendet, die von einem externen relativistischen Atomstrukturprogramm erzedgt wird
Fur die inneren Schalen stimmen die AOs sehr gut mit den KS-Orbitdderein, €ir diedul3eren
Schalen kann eine vergf8érte Basis mit Zusatzfunktionen verwendet werden.

2.9. Symmetrieorbitale

Die atomare Basis, in der die Matrixelemente S8eund H-Matrix berechnet werden, besteht
aus einem Satz von vierkomponentigen Dirac-Spingrenn), welche Llosungen der atomaren
Dirac-Fock-Gleichung in der Lokaldichtedkdéerung sind. Da das atomare Problem in einem
kugelsymmetrischen externen Potentialogéhvird, faktorisiert die bSung in ein Produkt aus
Radial- und Winkelanteil:

Qbannm('f')(’l" |anlim> =

l Pm-s(?”a) ynm(9a7¢a)
r ( iQnk(ra)  V_rwm(Oas da) ) (2.28)

3Das Atomstrukturprogramm wurde von Ellis und Ros [44, 55] entwickelt und von unserer Arbeitsgruppe um rela-
tivistische Dichtefunktionale erweitert.
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Die Funktionenf und g bilden den Radialanteil der grof3en und kleinen Komponenten. Der
Index a deutet an, dass sich die Radial- und Winkel-Koordinaten im molekularen System auf
den OrtR, desa-ten Kerns beziehen:

r,=1—R, (2.29)

Der Winkelanteil kann durch die Spinor-Kugelfunktiongif® ausgeduckt werden [56], wo-
bei die Spin-Quantenzahkl = 1/2 hier unterdutkt wurde. Diex-Quantenzahl beschreibt den
Gesamt-Drehimpuls und kann die Werte

[ —G+12)==(+1) furj=14+1/2
“_{j+1/2:z furj =1—1/2 (2:30)
annehmen. Die Quantenzahl nimmt wie gewohnlich die Wertem = —j,... ,+j an. Die

Spinor-Kugelfunktionen érinen durch Drehimpulskopplung

l
570,60 =3 (0L

ms

T{L > Yim—m. (0, }) [sms) (2.31)

als Summe von gewinlichen Kugelfunktionen dargestellt werden. Da der Elektronenspin den
Werts = 1/2 hat, ist dies ein zweikomponentiger Vektor mit der Basj®, +1/2).

Die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente der Fock-Uinetlappmatrix in Glei-
chung (2.25) ist im Allgemeinen jeweild’?, wobei N die Anzahl der Basisvektoreg; ist.
Aufgrund gruppentheoretischétberlegungen kann jedoch durch eine spezielle Wahl der Basis,
den sog. Symmetrieorbitalen (SO), das Verschwinden bestimmter Matrixelemente vorhergesagt
werden, falls die Anordnung der Kerne eine Symmetrie besitzt. Die Symmetrieorbitale werden
dabei als Linearkombination der atomaren Orbitale (LCAO) geschrieben, die Koeffizienten wer-
den durch die Projektionsoperator-Technik [57—-60] bestimmit.

Zur Bestimmung der Symmetrieorbitalerkien wir zuachst ohne Bescankung der All-
gemeinheit annehmen, dass die PositiohBp} aller Kerne durch die Symmetrieoperationgn
der molekularen Symmetrie-Grupggineinandetuberfihrt werden:

R, =gR, (2.32)

Auch sollen die atomaren Basisfunktiongp,...,(r) fur alle Atomedguivalent sein. Falls das
Molekiil inaquivalente Kerne besitzt,ussen dieses iAquivalenzklassen eingeteilt und folgen-
denUberlegungendi jedeAquivalenzklasse getrennt durchgkft werden.

Die Wirkung der Symmetrieoperationim Raum der kartesischen Koordinaterdes Mo-
lekils wird im Raum der Funktionefi(r) durch einen Operatdf(g) dargestellt:

T(g9)f(r)=f(g~'r) (2.33)
Speziell fir die Komponentemp,,,i, (1) := Rani(|7a])Yim(r,) der atomaren Basisfunktionen
gilt dann:
T(9)Rani(|7al)Yim (ra)
Rani(l9™'7 = Ra|)Yim(9™'7 — Ra)
= Ra(]7 — gR|)Yim(g ' (r — gRa))
Ryt (|70])Yin (9" 7) (2.34)
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Die Kugelfunktionen{Y},,,} zu einem festen bilden eine Basisui’ die Darstellung der Grup-
pe G, deren Darstellungsmatrizen hier rﬂ)ﬁn g) bezeichnet werden sollen:

9)Yim (7 ZDmm ) Yo (1) (2.35)

Eine explizite Form der Matrizen als Funktion der Euler-Winkel3, ~ der Rotatiory ist z. B.
in [59] angegeben. Setzt man dies in Gleichung (2.34) ein, so tritt die Transforngatiomoch
in der Darstellungsmatrix auf:

T @anlm Z D @bnlm (236)

Dass die atomaren Funktionen eine Basis der DarstellUgg bilden, erkennt man, wenn man
eine weitere Summatiomber alle Zentren einjt und dadurch die neue Darstellungsmat#iX
definiert:

T(Q)‘Panlm = Z dgl)m .a a(g)gpa’nlm’ (2'37)

m'a’

Falls die Darstellungl!) irreduzibel ist, &sst sich keine Vereinfachung durch gruppentheo-
retischeUberlegungen durchfiren. Falls die Darstellung aber reduzibel ist, kann sie symbolisch
als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen geschrieben werden

d (g @ n, (2.38)

wobei der Vorfaktoml(” die Vielfachheit des Auftretens der DarstelluR§) in d") beschreibt.

Nun muss eine Basisif die irreduziblen DarstellungeR’) gefunden werden. Dies wird mit

der Projektionsoperator-Methode erreicht. Unter Zuhilfenahme des zweiten Schur'schen Lem-
mas [57] kann man zeigen, dass der Operator

. J .
P = =3 07() (2.39)
g
Funktionen aus dem Darstellungsraum ¥ in den Raum der Darstellung?) projiziert.
Darin ists’ die Dimension der Darstellunig’) undn; die Dimension der Symmetrie-Gruppe.
Setzt man nun die Matrixdarstellung aus Gleichung (2.37) in den Projektionsoperator ein,

so erlalt man die Basisvektoren dg¢den Unterraums, indem man den Projektor (2.39) auf alle
Basisfunktionenpy,,;,,, des ersten Atoms anwendet und die linear uaabigen Funktionen
auswahlt. Die so erhaltene Symmetrie-Basjg} ist dann eine Linearkombination der atomaren
Orbitale:

zln Z Sazlnm‘panlm n=1,... 7nl(j) (2.40)
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Die Symmetriekoeffizientes'?)  konnen direkt aus der Matrixdarstellung vaf) und T¢)
berechnet werden. Die Symmetriebaammglért ihre Eigenschaften nicht, wenn die Koeffizienten-
matrix zeilenweise mit einem konstanten Vorfaktor multipliziert wird, und kann daher normiert
werden:

Z Sc(zZl)nmS((zZl)n’m = 5nn/ (241)

am

Die Berechnung der Symmetriekoeffizienten wird durch das externe Programm TSYM aus-
geflihrt [59, 60], welchesui eine vorgegebene Kernanordnung und Quantenzahlemer ato-
maren Orbitale die Symmetrie-Gruppe bestimmt und mit der Projektionsoperator-Methode die
Matrix S errechnet.

ailnm

2.10. Der Dichtefit

Zur Bestimmung des elektronischen Potentile) aus der Elektronendichte(r) muss die
Poisson-Gleichung

AV (r) = —4mp(r) (2.42)

gelost werden. Fallg(r’) /|r — 7’| eine integrable Funktiorufaller ist und hinreichend schnell
gegen null gehtdf || — oo, so lautet eine Sung der Poisson-Gleichung

V(r) = / / / ’ 7{’(_’“2,’613#. (2.43)

Dies bedeutet, dasaifjeden Punkt, an dem das Potential bestimmt werden soll, eine Integration
uber den gesamteR® ausgetihrt werden muss undifiit bei der Berechnung von Energien der

Form
= [[[ v (2.44)

auf Sechsfach-Integrale, deren Bestimmung einen grof3en Rechenaufwand erfanairrgirien
Ausweg bietet die Einschrikung des bSungsraums auf Potentiale, die nicht aus beliebigen
Dichten, sondern aus einer Linearkombination von atomaren Basisfunktionen erzeugt werden [7,
45,61-64]. Eine solche Linearkombination wird als Modelldichteezeichnet.

Da die Poisson-Gleichung linear jnist, lasst sich die bSungV/ (r) der Poisson-Gleichung
auch als lineares Funktional der Dichtgr) = V[p;r] auffassen. Man kann deshalb eine
Basis{p;} wahlen, undV (r) als Linearkombination der Funktionén|p;; r] ausdticken. Dies
fuhrt zu einer erheblichen Vereinfachung, fali§;; r] leicht berechnet werden kann.

In unserem Programm werden die kugelsymmetrischen atomaren Elektronengiciiten-
fi(R)? + ¢;(R)? benutzt, das zugehige Potential;(R) kann direkt angegeben werden [65]:

~ - o ﬁi(R,) /
U(R) = 477/0 |R—R’|dR (2.45)
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Da die Funktionerp;(R) an den radialen 8tZstellen tabelliert sind, wird;(R) an den selben
Stellen tabelliert, Zwischenwerteokitlen dann durch Interpolation berechnet werden. Damit
lautet die Modelldichte und das daraus resultierende Modellpotential:

plr) = > cpillr —ri) (2.46)

7

V(R) = Y cwillr —ri). (2.47)

i

Nun stellt sich die Frage, welche Modelldichte am besten geeignet ist{tjranzurghern.
Die ndchstliegende Mglichkeit ist, die mittlere Abweichung der Modelldichte von der SCF-
Dichte zu minimieren. Dabei wird man im Allgemeinen fordern, dass das Integealdie Mo-
delldichte mit der Elektronenzalibéreinstimmt, was durch den Lagrange-Parametsznick-
sichtigt wird:

il = [ prdrnv — [ i) (2.48)

Um F[p] zu minimieren, muss man nach den Koeffizientger Modelldichte variieren und
erhglt:

0 = / (p(r) = p(r)p; (|7 — r;))dPr — p / pi(lr = ri)dr,. (2.49)

Dieses Gleichungssystem wurde zuerst in [55] verwendet und dort als Diskrete Variational Me-
thod (DVM) bezeichnet.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, den Fehler in der Energie zu minimieren, der
durch die Verwendung des Modellpotentials anstelle ¥gm) entsteht. Der Fehler durch die
Verwendung des Modelldichte anstelle des SCF-Dichte wirkt sich ausschlieRlich auf Coulomb-
Energie (2.6) aus, da die Austausch-Korrelationsenergie (2.10) als Funktional der SCF-Dichte
berechnet werden kann.

Zur Bestimmung der Modelldichte teilt man das Coulomb-Potefitfalund die Dichtep in
einen Modell- und einen Restterm auf:

p = jp+Ap (2.50)
VCelpir] = VCp+ Apr]
= VEpr] + VE[Apr) (2.51)

Der Ausdruck it FehlerA EC in der Coulomb-Energie

AEC = % - B = [ VEiprlprds — [ Ve rlaras
_ L[ 2p(m)Ap(r") = Ap(r)Ap(r') 5 5
_ 2// " Brddy  (2.52)

enthdlt als letzten Summand imahler den Fehler zweiter Ordnung im Fehler der Dichte und
kann nicht direkt berechnet werden, da er die exakte Coulomb-Energieltefithwird daher
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im Folgenden vernacassigt und die der Fehler in Coulomb-Energie mit Hilfe von (2.51) als
Funktional vonp ausgeduckt:

ABSlp ) = L [[ R Zote) 253

=7

Fordert man, dass dieser Fehler verschwindet,csmé&i die Variationsgleichungeuarfdie Mo-
delldichte hergeleitet werden. Analog zu Gleichung (2.49) lauten sie:

0 = 2 / ok(r) (p(r) — Fr))d%r + p / Aulr — ril)dr. (2.54)

Eine Erweiterung des Verfahrens besteht darin, dass neben dem kugelsymmetrischen An-
teil in (2.46) auch bhere Multipole mitgenommen werden. Wie bei den Symmetrieorbitalen
kdnnen dann auch die Entwicklungsfunktionem éién Dichtefit in einer symmetrischen Basis
dargestellt werden, um die Integration zu vereinfachen.

2.11. Die Frozen-Core-N a&herung

Bei molekularen Systemen mit Geometrien in dexh der Gleichgewichts-Geometrie findet

die interatomare Wechselwirkung haugatklich im Bereich dertiBeren Elektronenkié statt

und die mittlere Bindungsenergien pro Atom liegt im Bereich von einigen Elektronenvolt. Die
inneren Elektronen der einzelnen Atome sind sehr \églen'am Kern und atker gebunden. Es

ist daher zu erwarten, dass die Orbitale dieser Elektronen sich durch die chemische Bindung im
Molekdl nur geringtigig &ndern.

Diese Tatsachabkst sich ausnutzen, indem die Freiheitsgrade der kernnahen (Core-)Orbitale
»eingefroren* werden. Sie beeinflussen durch ihr Potential dann zwar noelf@éen (Valenz-
)Elektronen, haben aber in allen SCF-Iterationen die gleiche Gestalt. Die Matrixelemente, an
denen ausschlielich Core-Orbitale beteiligt sindiss€n also nur einmal berechnet werden,
wodurch Berechnungen an grol3en Clustern mit schweren Kernen arseiachaubarer Zeit
maoglich werden. Die Einsparung ist um sa@8grt, je mehr Core-Orbitale eingefroren werden,
wobei allerdings darauf zu achten ist, dass der energetische Beitrag der Core-Orbitale zur che-
mischen Bindung gering bleibt.

Die atomare Basis (2.28) wird in der Frozen-Core- (FCahbrung zuachst in Core- und
Valenzorbitale aufgeteilt, wobei im Folgenden ein gemeinsamer Ingesli€ Nummera des
Kerns und die Quantenzahlen x undm benutzt wird:

{6} = {07} U{a} (2.55)

In dieser Basis zerfallen sowohl digberlappmatrixS, als auch die Fock-Matrixd in der
Gleichung (2.25) in Core-, Valenz- und gemischte Anteile:

HCSC gV §cc  gov
H = ( HYC HW >7 S = < svc  gw > (2-56)

Damit die Sikulargleichung (2.25) in Core- und Valenzanteil separieussei die Nebendiago-
nalblocke verschwinden. Didberlappmatrixandert sich vahrend der SCF-Iterationen nicht und
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kann daher vor der SCF-Schleife durch eine Transformation auf eine Block-Diagonal-Form ge-
bracht werden. Dies geschieht in drei Schritten, zuerst werden die Core-Orbitale diagonalisiert,
anschlieRend der Valenz-Orbitale auf dem Core und schlie3lich die Valenz-Orbitale unter sich
selbst [66]. In der urspiriglichen, molekularen Basig; diagonalisiert die zusammengesetzte
Transformatiorl/ dann dieUberlappmatrix:

S = USU'=1 (2.57)
1 0 1 0 U o
Uu = < 0 UVV > ( (UVV)flUVC(UCC)fl 1 > ( 0 1 > (258)
Auch die Fock-Matrix in der 8Kulargleichung muss transformiert werden:
HC g HICC H/CV
H' = U( J—— )UT = ( v H’W> (2.59)

Hier verschwinden die Nebendiagonaltke allerdings nicht notwendigerweise. Die Frozen-
Core-Ndherung besteht nun darin, dass died& H’®" und H’V® vernachéissigt werden. Die
Sakular-Gleichung kann dann getrennir fCore- und Valenzanteil ge$t werden. Der Core-
Anteil bleibt in jeder Iteration konstant, da sich das Valenz-Potential durch die Entkopplung
nicht mehr auf die Core-Elektronen auswirkt und der Core selbst immer alsavaligtbesetzt
angenommen wird.

Die Frozen-Core-Methode kann auch in einer Symmetrie-Basis (2.40) verwendet werden,
wobei die Block-Matrizen des Core- und Valenzanteils nochmals in die irreduziblen Darstellun-
gen (2.38) der Symmetrie-Gruppe aufgespalten werden.
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3. Das Mehrzentren-Integrationsverfahren

Die Losung der 8Kulargleichung (2.25) bedingt die Berechnung der Matrixelemente des Fock-

OperatorsHy; = (x| FIKS|Xj> und derUberlappmatrixS;; = (xx|x;) in der Basis der
Symmetrie-Orbitaléy), welche sich wiederum aus einer Linearkombination der atomaren Or-
bitale (2.40) zusammensetzen. Das Malskukturprogramm berechnet die Matrixelemente in
der Ortsdarstellung, die man ath"wenn man die Einheit = [ |r)(r|d®r einschiebt und aus-
nutzt, dass der Fock-Operator diagonal im Ortsraum ist:

S Ol ) = @ e bul )
j j
> e [ Gl (r] Ay ' [xg) P = e Y cij | Oalr”) (" xg)dr”
; .7// J ; ]/ J
ZCij/Xk(T)HKS(T)Xj(T)dST = €z‘Zcz‘j/Xk(T")Xj(T")dB?“" (3.1)
j j

Siamtliche zu berechnenden Integrateei derR? haben also die Form

I= /Xk(r)O(r)Xj(r)d3r =: /F(r)d3r, (3.2)

wobei die FunktiorO(r) entweder ein Potentialterm des effektiven Einteilchen-Potentials (2.14),
die kinetische Energie, oder im Fall ddberlappmatrix die konstante Funktiohr) = 1 ist.

Die analytische Struktur der Funktionéf{r) kann sehr komplex werden. Die Symmetrie-
orbitale x;(r) sind aus atomaren Orbitalen aufgebaut, und sind daher an einer oder mehreren
Kernkoordinaten unstetig oder singul'Die FunktionO(r) kann ebenfalls Singuladtén an
einem oder mehreren Kernorten aufweisen, z. B. beim Coulomb-Potential. Je nachdem, an wel-
cher Anzahl von Kernkoordinaten Singulatiéh auftreten, werden die Integrale (3.2) als Ein-
oder Mehrzentren-Integrale bezeichnet.

Die Aufgabe eines numerischen Integrationsverfahrens ist nun, die Integrale (3.2) zu appro-
ximieren, indem eine Anzahl von @¥stellen und Gewichtefwr;, w;} berechnet wird, so dass

gilt:
[= / / / Flr)dPr = (Z F(ri)wZ) be (3.3)

zu finden, durch die der Wert des Integrals approximiert wird. Gleichzeitig soll die numerische
Genauigkeit der Integrationsregel abgestht werden.
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Fur die Berechnung von atomaren Einzentren-Integralen ist dieliinfg von Kugelkoor-
dinaten naheliegend. Die Sdlinger- bzw. Dirac-Gleichung mit einem zentralen Kernpotential
faktorisiert in diesen Koordinaten in einen Radial- und einen Winkelanteil. Der Winkelanteil
wird meist analytisch behandelt, der Radialanteil je nach Methode in einer Basis von analyti-
schen oder numerischen Basisfunktionen berechnet.

Bei zweiatomigen Systemeadst mit Hilfe der elliptisch-hyperbolischen Koordinaten [67]
ebenfalls eine Transformation durchfén, die die numerische Berechung der Matrixelemente
im Ortsraum vereinfacht. Ist der Hamilton-Operator rotationssymmetrisalgbelz der Verbin-
dungsachse der beiden Kerne, asst'sich die Integration um diese Achse analytischuwsii,

Uber die beiden verbleibenden Koordinaten muss numerisch integriert werden.

Sind mehr als zwei Atome in dem zu berechnenden System enthalterssssich im All-
gemeinen keine geeignete analytische Koordinatentransformation angeben, die eine numerische
Integration erlaubt. Die Singulaaitén der Integranden an den Orten der Kerne erlauben es aber
auch nicht, eine einfache Produktregel ias Integrationsgebiet zu verwenden.

Daher zerlegen alle Mehrzentren-Verfahren @&érin Teilraume mit endlicher oder unend-
licher Ausdehnunguber die getrennt integriert wird. Dabei wird versucht, die Singud#eit”
des Integranden an den Kernorten durch die Raumaufteilung zu separieren. Die verschiedenen
Moglichkeiten einer solchen Aufteilungokinen allgemein durch sog. Zellenfunktionen darge-
stellt werden und werden im folgenden Abschnitt behandelt.

Die ndchsten Abschnitte beschreiben dann die Integrationsverfatiratieféinzelnen Zel-
len, aufgeteilt in die Koordinatentransformation, die numerischen Integrationsregeln, die Ad-
aption der Punktzahl an das Integrationsgebiet und die Ausnutzung derWylekiietrie zur
Vereinfachung der Integrationsregel.

Alle in diesem Kapitel beschriebenen Methoden sind im ProgrammpakitiN (MUIti-
center INtegration) enthalten, dass im Rahmen dieser Arbeit entstanden ist. Auf das Programm
selbst wird im letzten Abschnitt des Kapitels eingegangen.

3.1. Die Zellenfunktionen

Alle bekannten numerischen Verfahren behandeln Mehrzentrengrale der Form (3.2), indem sie
eine Zerlegung der Integranden auf einzelne Zellen duteifi, die durch Zellenfunktionen ()
beschrieben werderokinen. Das Gesamtintegral wird dabei als Summe der Integrale aller Zel-

len dargestellt:
I = /// Fr) ZAjzA(r)d%
_ ZA: / / / F(r)zA)(r) P = Za:IA. (3.4)

N—_— ——
FA(T

Vergleicht man (3.2) und (3.4), so sieht man, dass die Zellenfunktiameall&€7 normiert sein
mussen:

1 = ZzA(T). (3.5)
A
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Fur die Zellenfunktionen, die in der Literatur auch als Projektionsfunktionen [15], oder nu-
kleare Gewichtsfunktionen [16] bezeichnet werden, existieren die verschiedenstmeArg-
len gemeinsam ist, dass sie das Integtar'den gesamteR? in raumliche Teilgebiete zerlegen,
so dass die Mehrzentren-Integrale in Summen von Einzentren-Integrale zerfallen, und sich dann
numerisch einfach integrieren lassen.

Die verschiedenen Verfahren der Raumaufteilung lassen sich grob in zwei Klassen einteilen,
die einen, die disjunkte Raumgebiete verwenden, und die anderen, bei denen sich die Zellen-
funktionenuberlappen Fuzzy-Cells®).

Die friheste Anwendung der Raumaufteilung mittels Zellenfunktionen findet sich bei Boys
und Rajagopal [68]. Das Verfahren wurdeatgyvon Ellis in Verbindung mit der Diophantine-
Integration [11,12, 68, 69] verwendetrfKristalle [53] und nicht-periodische Systeme [70]. Die
bekannteste darauf basierende Arbeit ist jedoch von Becke [13, 71], die imtigedf Form [16,

18,20] abgewandelt wurde, und dessen Raumaufteilung in einem folgenden Abschnitt vorgestellt
wird.

Ebenfalls besprochen wird das Verfahren von Baerends et al. [9], der eine Aufteilung in
nichtLiberlappende Raumgebiete benutzt. Das Baerends'sche Verfahren wird bisher wvan uns f*
die Integration der Matrixelemente verwendet und wird in dieser Arbeit zum Vergleich herange-
zogen.

3.1.1. Das Verfahren von Baerends

Die Methoden, die mit nichtdierlappenden Raumgebieten arbeiten, haben im Vergleich zu an-
deren Verfahren den Vorteil, dass man eine klare Vorstellung von der Geometrie daueilr”

hat. Das Verfahren von Baerends et al. [9, 72] arbeitet mit Kugeln um die atomaren Zentren,
daran anschlieBenden Pyramidengpfen, aus deren Spitzen an den Kernen zentrierte Kugel-
abschnitte herausgeschnitten sind, sowie Polyedern in den Zwiscinean:

Die Zellenfunktionenz 4 (r) bei diesem Verfahren ordnen einem Raumpunkien Wertl
zu, wenn er sich innerhalb des Volumens deten Zelle befindet, anderenfalls Das Volumen
aller Zellen ist besclarikt, da die gesamte Struktur noch in ein eilgridesaul3eres Polynom
eingeschlossen ist.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die Dreifachintegrade die verschiedenen geo-
metrischen Objekte komplizierte Abhgigkeiten der Integrationsgrenzen aufweisen und da-
her numerisch erst nach einer Variablentransformation mit einer Produktregel behandelt werden
konnen. Die Jacobi-Determinanten dieser Transformationen sind teilweisessingdlérlohen
die Schwierigkeit der numerischen Integration.

Ein weiteres Problem ist die Vielzahl der separierten Raumbereiche. Um eine hohe Genau-
igkeit zu erreichen, mssenif eine grof3e Zahl von Raumbereichen getrennte Integrationsregeln
aufgestellt werden. Dadurch kann die Eigenschaft des Integranden, an fast allen Punktien des
differenzierbar zu sein, weniger gut ausgenutzt werden.

3.1.2. Die Zellenfunktion von Becke

Die Zellenfunktion von Becke [13, 71] zerlegt in Integrationsraum mit analytischen Zellen-
funktionen inuberlappende Integrationszellen. Die atomare Gewichtsfunktign) in Glei-
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chung (3.4) wird so gealilt, dass sie in der &lie des Kernes von Atord gegenl geht, in
Richtung aller anderen Kerne hinreichend schnell gegebféllt. Dadurch wird erreicht, dass
im Integral 74 singukire Anteile des Integranden oder seiner Ableitungen nur am R{nkor-
handen sind, afirend die Singula@tén am Ort aller anderen Kerne unterckt werden.

Die grundlegende Idee dabei isty f€in System aus zwei Zentren eine Funktion zu konstru-
ieren, die in der Mhe des einen Zentrums einen konstanten Wert hat und in der Richtung des
anderen Zentrums gegen null geht. Eine verallgemeinerte Funktiatefin-Zentren-Fall erhlt
man dann durch die Multiplikation vofn — 1) Zwei-Zentren-Funktionen.

Fuhrt man tir zwei Zentren, undr% die Transformation von kartesischen Koordinaten
auf elliptisch-hyperbolische Koordinatén, .., ¢) ein, die durch

[r — Ol +[r — Tl

Aap(r) = £ (3.6)
r—7r9% —|r—r’
pap(r) = | ’T%’ — ’TO ’ ] (3.7)
AT TB

definiert sind [67], so ist die Variableap(r) € [—1, 1] geeignet, um die hie zum einen oder
anderen Zentrum zu parametrisieremr F"— r% gehtuap(r) gegen—1, fur r — r% aber
gegery1.

Mit Hilfe von .45 lasst sich nun eine polynomiale Abschneidefunkfign) mit geeigneten
analytischen Eigenschaften definieren:

h(1)=1 h(-1)=—1

R'(1)=0 hn'(-1)=0 (3.8)

Das einfachste Polynom mit diesen Eigenschaften ist ein Polynom dritten Grades, z. B.
3 1

h = “pu——pd 3.9

(1) SH = 5 (3.9)

Der Definitionsbereich der Abschneidefunktion ist mit ihrem Wertebereich identisch, so dass
weitere Abschneidefunktionen durch Iteration der Funktion erzeugt weroiemek, wodurch
der Verlauf der Funktion mit jeder Iteration steiler wird. In [13] werden drei Iterationeragkw"™

ha(n) = h(h(h(n))), (3.10)

wodurch die ersten sieben Ableitungen verschwinden.

Die Zwei-Zentren-ZeIIenfunktior}:f) fur die Zelle A erhélt man durch die Skalierung auf

das Intervall0, 1]

2Pr) = (1-ha(uap()/2, B#A (3.11)

wobei die verschiedenen Indicgisund B die beiden Kerne bezeichnen.
Die Zellenfunktionz(r) der Zelle A im allgemeinenN-Zentren-Fall erklt man durch
Bildung eines Produkts von Zwei-Zentren-Zellenfunktionen

N
pa(r) =[] 25 (r). (3.12)
B#A
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welches anschlieRend noch normiert werden muss, um die Bedingung (3.5)lnerf”

aa(r) = AT (3.13)

> pB(r)
B

3.1.3. Modifikationen der Becke-Funktion

In [13] wurde ein weiterer Parameter eingeft, der es erlaubt, die Ausdehnung der einzelnen
Zellen noch von der Art der zugehigen Atome abérigig zu machen. Die Obeatthery oz (r) =

0 teilen die Verbindung der Kerné und B senkrecht in zwei Hiften. Diese Aufteilung istui
homonukleare Systeme sicherlich gerechtfertigt. ii€teronukleare Systeme wird dagegen vor-
geschlagen, die Zellengrenze in Richtung gldsineren* Atoms zu verschieben. Dazu wurde
eine Variablentransformation

vap = pap+aap(l—pip) (3.14)

eingefihrt und die Funktiom(v45) anstelle voni(uap) verwendet. Es wurde argumentiert,
dass ein guter Wert vam, g durch den Zusammenhang

aap = uap/(uip—1) (3.15)
uap = (xaB—1)/(xaB+1) (3.16)
xaB = Ra/Rp (3.17)

gegeben ist, wobel 4 den Bragg-Slater-Radius des Atomsbezeichnet und in [73] tabelliert
ist.
Treutler et al. [18] erhalten bessere Ergebnisse, wenn die Definition (3.17) durch

i

" (3.18)

XAB =

ersetzt oder ganz auf die \@tderung der Zellgf3e verzichtet wird, was sich mit den Ergebnis-
sen aus [74] deckt.
3.1.4. Voronoi-Zellen

Eine spezielle Wahl der Abschneidefunktiafy:) in Gleichung (3.8) tihrt zu einer Zerlegung
des Raums in disjunkte Bereiche, den sog. Voronoi-Z&llen

h(p) = 26(p) — 1, (3.19)

wobei ¢ die Stufenfunktion istf(n) = 0 furé < 0; 6(u) = 1 fur @ > 0). Die einzelnen
Zellen werden dann von dendelfien begrenzt, auf dengn= 0 ist. Da die Zellenfunktion das
Produkt aller Abschneidefunktionen ist, sind die Grenzen der Zellen jeweils Polygone, die sich

In der Festkiperphysik werden die Voronoi-Zellearfuinendlich ausgedehnte Kristalle auch Wigner-Seitz-Zellen
genannt
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zwischen dem Zentrum der Zelle und alleachsten Nachbarzentren befinden. Die Polygone
schneiden die Verbindungsgeraden zwischen jeweils zwei benachbarten Zentren genau in der
Mitte, falls a 45 in Gleichung (3.14) gleich null ist.

Die Zerlegung in Voronoi-Zellen isufdie Integration allerdings nicht praktikabel, da eine
solche Zellenfunktion an den Zellgrenzen nicht stetig ist und die numerische Integration dadurch
erschwert wird.

3.1.5. Die Zellenfunktionen von Delley

Eine andere Art der Raumaufteilung wurde von Delley [14] vorgeschlagen. Ausgehend von
Funktioneng; (r), die am OrtrY des Kerns4 singulir sind, wird die Zellenfunktion analog zu
Gleichung (3.13) direkt durch Normierung erzeugt:

0
2a(r) = ZgAg(;(TiAZ%). (3.20)
B#£A
Als geeignete Funktionen werden dabei
galr) = pa(r) (3.21)
galr) = pa(r)/r? (3.22)
ga(r) = pa(r)(e" =1 —ro/r) (3.23)

vorgeschlagen. Darin stellt die Funktigry(r) die splarische atomare Elektronendichte dar,
die z. B. aus den atomaren Basiz®n berechnet werden kann. Diese Funktioremyhi im-
plizit von der Ausdehnung der atomaren Basis ab, einel3@mnkorrektur wie bei den Becke-
Funktionen entllt somit.

In Gleichung (3.23) verit sich der Term in Klammerrufr — 0 wie ™/, fur r — oo
dagegen wie (r/r)?. Dies bewirkt, dass sichu (r) in Kernréihe wie die Dichte 4 verkeilt, fir
groRe Abstinde jedoch schneller ablt; namlich proportional zw 4 /72. Gleichung (3.23) inter-
poliert also zwischen den Funktionen (3.21) und (3.22), wobei der Parargetigre LAngens-
kala flir die Umschaltung vorgibt.

Flr den Parameter wird in [14] kein Wert angegeben, in [21] wirek 0.5 ay benutzt.

3.1.6. Die Zellenfunktionen von Stratmann et al.

Die Zellenfunktion von Becke ist so beschaffen, dass in dené\Néines Kerns die zugatlige
Zellenfunktion nicht exakt gleich eins ist, so dass die Singatad€s Kerns noch in anderen Zel-
lenfunktionen Beitge liefert. Dort kann die Singulaait'nicht durch die Radialtransformation
behoben werden, da sie sich nicht im Ursprung des Koordinatensystems befindet.

Eine Losung fir dieses Problem wird von Stratmann et al. in [20] vorgeschlagen. Dazu wird
die Abschneidefunktiom(u, a) stlickweise wie folgt definiert:

-1 furp < —a
h(p,a) = < z(p,a) fur—a<p<a (3.24)
+1 furp >a
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Die Funktion z(u,a) muss analog zu Gleichung (3.8) die folgenden Anschlussbedingungen
erfillen:

z(p,a) =1 z(p=—a,a) =—1

d(p=a,a)=0 2'(u=—a,a)=0 (3.25)
Auf das verkiizte Intervall[—a, a] transformiert, lautet Gleichung (3.9):
3 1
dma) = S(p/a) = 5(p/a)’ (3.26)

Auch hier Esst sich durch Iteration vor(u, a) derUbergang der Zellen beeinflussen. Wird die
Funktion wie in Gleichung (3.10) iteriert, so ehiman die Abschneidefunktion

1

() = 16 (35(n/a) = 35(n/a)* + 21(p/a)” = 5(u/a)) (3.27)

deren erste drei Ableitungen bei= +a verschwinden. Die Zellenfunktion, () erhélt man
wie bei Becke durch Einsetzen von Gleichung (3.27) in Gleichung (3.11), (3.12) und (3.13).
Diese Funktion verschiebt den Punkt auf der internuklearen Achse, bei dem die Funktion ex-
akt den Wert:1 annimmt, von den Kernen weg, so dass die Singattait'ausschlie3lich in der
zum Kern gebienden Zelle auftreten. Der dimensionslose Paramatefiniert die Entfernung,
bei der alle nicht zum eigenen Kern gelgen Zellenfunktionen verschwinden. Als geeigneter
Wert wird in [20] a = 0.64 gewahlt.
Ein Vorteil dieser Funktion ist, dass durch einen einfachen Test ermittelt werden kann, ob
das Polynom in Gleichung (3.26pérhaupt berechnet werden muss, oder der Wer'rz)(@(rr)
in Gleichung (3.12) gleich eins ist. Dies ist der Fall, weansf'in der Zelle A gilt:

1
r—ril < 51— a)rh -7l (3.28)

wobei B den Index der athsten Nachbarzelle bezeichnet. Ist diese Bedingundtesio sind

die Zellenfunktionen aller anderen Zelléh # A gleich 0, so dass bei einer numerischen In-
tegrationsregel die zugetigen Integrationspunkte keinen Beitrag zum Gesamtintegral liefern
und gestrichen werderokihen.

3.2. Die Koordinatentransformationen

Abhéangig von der Wahl der Zellenfunktiorokinen verschiedene Koordinatentransformationen
desR? auf intrinsische Koordinaten

r—u(r) eR3 (3.29)

geeignet sein, die Integration der Funktion€m(r) in den einzelnen Zellen (3.4) zu vereinfa-
chen.

Da die Integrandenuf”die einzelnen Zellen nach der Raumaufteilung die Struktur von
Einzentren-Integralen haben, ist zaahst eine Transformation auf Kugelkoordinaten angemes-
sen. In diesen Koordinaten haben die Radial- und Winkelvariablen einen unterschiedlichen Cha-
rakter. In der Radial-Variablen veati'sich der Integrandhinlich dem Radialanteil der atomaren
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Wellenfunktion und muss deswegen durch eineazlEhe Radial-Transformatioruf'die nu-
merische Quadratur vorbereitet werden. In den Winkel-Koordinaten werden die Integranden in
Kernréhe von den Wellenfunktionen des zur Zelle ggim”Atoms und je nach Integrand ats
lich vom Potential am Kernort dominiert. Im interatomaren Bereich tragen auch die Anteile der
Nachbaratome bei.Uf gro3e Absihde geht die Zellenfunktion in den Richtungen, in denen
andere Zellen liegen, gegen Null und anderenfalls gegen Eins.

Die Koordinatentransformationerokiien getrenntufi einzelne Koordinaten odeurfalle
drei Koordinaten gemeinsam definiert sein. Im Allgemeinen wird man auch mehrere Koordina-
tentransformationen verkipfen, um geeignete intrinsische Koordinaten zu erhalten.

3.2.1. Kugelkoordinaten

Enthélt eine Zelle einen Kern bei’, so konnen Integranden am Kernort singukein, wenn
sie Wellenfunktionen ded-ten Kerns enthalten. Geeignete Koordinaten sind in diesem Fall die
Kugelkoordinaten mit-% als Ursprung, die die Singulaait'in einen Radial- und einen Win-
kelanteil separieren. Der Fall, dass Zellen keine Kernsingatagitthalten, tritt lediglich beim
Baerends’schen Integrationsverfahren auf und soll in dieser Arbeit nicht behandelt werden.

Bei der Wahl von Kugelkoordinateragst sich Lage der Koordinatenachsen noethleri.
Mit Hilfe einer Drehung kann das lokale Koordinatensystem so ausgerichtet werden, dass die
Symmetrie-Gruppe der numerischen Integrationsregel und des Mslekie gemeinsame Un-
tergruppe besitzen und die Zahl der Integrationspunkte verringert werden kann. Die Drehung
kann durch eine orthogonale Drehmatifik dargestellt werden. Die gesamte Transformation
lautet damit:

rsin(f) cos(¢)
x=x0+ R | rsin(f)sin(¢) (3.30)
rcos(f)

3.2.2. Die Radialtransformation

Die Abhdngigkeit der Radialanteile von vielen der vorkommenden Integranden wird durch das
singulire Verhalten der Wellenfunktionen bei— 0 und den exponentiellen Abfalufr —

oo bestimmt. Die Aufgabe der Radialtransformation ist nun, die Variakile eine geeignete
intrinsische Variable: zu tiberfihren,uber die sich leicht numerisch integrierersst.

Bei den GaufY’'schen Integrationsformeln werden die Funktigien implizit durch eine
endliche Entwicklung in orthogonale Polynorabeir dem Integrationsbereich entwickelt. Die
Approximation vonf (u) ist exakt fir Polynome bis zum Grad d, wenn eine Gaul3'sche Formel
vom Gradd verwendet wird und nicht exaktif mindestens ein Polynom mit dem Grééd- 1.

Die numerische Genauigkeit der Integratiaangt daher davon ab, wie schnell die Entwick-
lung der Funktionf in den Polynomen der Integrationsformel konvergiert. Eunafie Integran-
den gleichermal3en geeignete Radialtransformation zu finden, gestalteiuBierst’ schwierig
und verschiedene Mjlichkeiten wurden vorgeschlagen [13, 18, 19, 24].
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3.2.3. Radialtransformationen f~ ur nicht-relativistische Wellenfunktionen

Ausgangspunkt der Entwicklung der Radialtransformationen ist die Publikation von Becke [13].
Dort wird die Transformation

1+u
1—wu

r(u) = rm (3.31)
vorgeschlagen, die auch inaeren Arbeiten [71, 75] verwendet wird. Die Konstante wird
dabei auf den halben Bragg-Slater-Radius gesetztdie Elemente vol¥ = 1 bis Z = 83 sind
die Radien in [73] tabelliert.

Die Funktionaldeterminante?dr der Radialtransformation lautet dann:

du (3.32)

Basierend auf der Euler-MacLaurin Formel haben Murray et al. [76] die folgende Transfor-
mation flir das Intervallu € [0, 1] entwickelt:

xm
R (3.33)
_ o T

Der Exponentm ist eine ganze Zahl und liefert bei dem Went = 2 gute Ergebnisse. Der
Vorfaktor « ist wiederum der Bragg-Slater-Radius [73, 77].

In der Venffentlichung von Treutler und Ahlrichs [18] werden vier verschiedene Radial-
transformationen verglichen:

ML):  r(w) — g\;‘f__“uZ (3.35)
1+
dT = §ﬁdu
M2 r(u) — 5‘ffz (3.36)
dr = 57(11:7)2@
M3 r(w) — %m?fi (3.37)
B 3
dr = mdu
(M4): r(u) = %( —i—u)alnclli_i (3.38)
(a4 uw)” alogﬁ—z 1
dr = ¢ In2 ( a-+u +1—u du
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Die Konstante: wird auf1 gesetzt, falls die Integrationsregel das Interuadt [—1, 1] integriert,
fur das Intervalls € [0, 1] wird sie alsa = 0 gewahlt.

Die Transformation M2 (3.36) entspricht dabei der Becke’'schen Transformation (3.31). Die
Werte 1ir o und¢ wurden fir mehrere Elemente von H bis Kr optimiert und mit verschiedenen
Quadraturen kombiniert.

Als die am besten geeignete Transformation wird von den Autoren die Transformation (3.38)
angegeben, zusammen mit dem Parameter(.6 und einer Tschebyscheff-Quadratur zweiter
Ordnung. Die zugatrigen Werte vorg sind flir verschiedene Elemente tabelliert und liegen im
Bereich von0.8 bis 1.8.

Mura und Knowles schlagen in [19] die folgende Transformation vor:

r(u) = —aln(l—2z™M) (3.39)

Die Idee bei dieser Transformation ist, Funktionen vom &p(—r/«) in den intrinsischen Ko-
ordinaten als Polynorm-ten Grades darzustellen. Die Autoren findans# einen Wert vont
als am besten geeignet und tabellieren den Wertwvbezogen auf einen basisaigigen Ska-
lenfaktorc,..

Yamamoto et al. [23, 24] teilen den radialen Integrationsber@icko) in n Abschnitte auf,
deren Grenzen mit den Nullstellen deiOrbitale der nichtrelativistischen atomaren Wellen-
funktionen ubereinstimmen. Die endlichen Intervalle werden mit einer Gaul3-Legendre-Regel
integriert, dasauRerste, unendliche Intervall mit einer GauR-Laguerre-Regel.

3.2.4. Radialtransformation f* ur relativistische Wellenfunktionen

Die bisher besprochenen Radialtransformationen sinditht-relativistische analytische Wel-
lenfunktionen optimiert. Da unser Programm aber durchgehend mit numerischen, relativisti-
schen Basisgzen arbeitet, die das Verhaltefie—*" am Ort der Kerne besitzen, muss diese
zusatzliche Singularét durch eine entsprechende Transformation behoben werden. Wir ver-
wenden dazu die in [66] vorgeschlagene Radialtransformation

1- 1
z(u) = z; 5 “ Zq —|2—u (3.40)
m(z) = mie T 4+ my(l — e P27) (3.41)
r(z) = to-z™@), (3.42)

Durch die verschiedenen Parameter ist eine genaue Kontrolle des asymptotischen Verhaltens der
transformierten Funktion oglich. Um dies genauer zu analysieren, entwickelt man die Funktion
furr — Ound1l/r — 0. Die Parameter werdanblicherweise so geafilt, dassn(z) anrehernd
konstant istfit z — x; undz — z,. Dies entspricht den Bedingungénz; < 1 undfsx, > 1.

In diesem Fall kann man in Gleichung (3.42) die Variation des Exponentenvaihachéissigen

und erfalt

lim r(z) = t-a™ @) (3.43)

T—T;

lim r(z) = t-azm@) (3.44)

T—Tq
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Man erkennt, dass die Transformation zwischen zwei Potenzfunktionen mit den Expomgnten

bei kleinenz und ms bei groRen: interpoliert. Singulardten an den Integrationsgrenzen der

Form 7 lassen sich somit durch gegénd grol3e Werte vom in ein polynomiales Verhalten

transformieren. Die transformierte Funkti@stt sich anschlieend leicht numerisch integrieren.
Die Parameter der Transformation (3.4®nkén auf verschiedene Weise bestimmt werden.

Zum einen lohnenmy, (1, ma, B2, x;, £, Undt direkt bestimmt werden. In den meistealleh

will man dagegen Vorgaben machen, die eine physikalische oder geometrische Bedeutung ha-

ben, z. B. den innersten uraiRersten Integrationspunkirféine vorgegebene numerische Re-

gel (u;, w; ). Folgendes Vorgehen hat sich als praktikabel erwiesen:

e \orgabe von0, my, 1 undfs.

e An einen bestimmten Radius, soll der Exponent,,, vorgegeben werden, d. h. es soll
gelten:ry, := r(t,,) = tot=m. Dazu muss das zugetige ¢,,, bestimmt werden:

r 1/xm

tm = (—m> (3.45)
to

Nun kann der Parametet, nach Gleichung (3.41) berechnet werden. Es gilt:

— 7ﬁltm
Loy, — M€
my = (3.46)

e \orgabe der innersten uraliRersten Punkte undr,. Daraus khnen durch bsen der
Gleichung (3.42) die Grenzer} undx,, berechnet werden. Da die Gleichung nicht alge-
braisch nachr aufiosbar ist, wird ein Newton-Verfahren eingesetzt. Der innerste Pynkt
kann gleich Null gesetzt werden, falls die numerische Integrationsregel keiteststie
an der zugetrigen Intervallgrenze: = —1 enthalt.

3.3. Aufteilung des dreidimensionalen Integrals

Durch die Zerlegung der Integrale (3.2) in eine Summe von IntegrBleim Zellenfunktio-
nen (3.4) und eine anschlielende Transformation (3.29) auf angepasste intrinsische Koordina-
tenu 4 (r) gelangt man zur Darstellung

L= [ rommdr= [[[ Fewziew)

fa(u)

Der ZellenindexA wird im Folgenden unterdickt. Die numerische Integration des dreidi-
mensionalen Integralgbér die intrinsischen Koordinaten kann nun auf Integrale in niedrigerer
Dimension zuuckgefihrt werden. Da einige Sondal€ beticksichtigt werden ms$sen, fassen
wir allgemein einzelne intrinsischen Koordinaten mit Hilfe eines Indexvekféfszu Vekto-

ren K* von intrinsischen Koordinaten zusammen.
k
Kk:<uXi“,...,uXNk>, XFe{1,2,3}, je{l.. Jhad

ke{l...Kmax} ZNk =3, (3.48)
k

or4(u)
ou

du.  (3.47)
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fur die eine Umkehrabbildunty
ut = UY K, ... KEmax) ie{1,2,3} (3.49)
existieren muss. Wir definieren einen neuen Integranden in diesen Koordinaten
g(K', ... KFfmax).— f(U(K!,...  Kfmax) Us(K?,... KEmax)) (3.50)

und integrieren iteratiuber K'*, wobei die Integrationsgrenzen nﬂf11,2 bezeichnet sind und
von den Integrationsvariablen daufBeren Integrale aBhgen lonnen:

K! Kfmax (K' KKmax-!
> S(K )
I = / dK" .. / d

N e D ARG (K KR ma3.51)
Kmax, (K Kmax-1)

1

Mit Hilfe des Indexvektorsz’l?C lasst sich nun festlegen, in welcher Reihenfaldper”die
intrinsischen Koordinaten integriert wird und ob sie einzeln, paarweise oder zu Tripeln gruppiert
werden.

3.4. Numerische Integrationsregeln

Die Quadratur erfolgt nun ebenfalls iterativ in den Variabkeh, . .. , K*max die Stitzstellen
sind mitK’“ik bezeichnet, die entsprechenden Gewichteuvﬁkit

NEmax
1 1 K K 1 K
= D> wh (M N A (K KM ) | (352)
i iKmax

Zieht man alle Integrationsgewichte in die innerste Summe und spaltet die Fehlerterme ab, so
bekommt man die dreidimensionale Integrationsregel in der Form von Gleichung (3.3):

Nt NEmax

_ 1 Kmax 1 Kmax
I = g g wz'l"”'wiKmaxg(Kil""’K aiKmaX)
il Emax
N1 NEmax-1
Kmax—1 Km X
.+ E g w} i WoKma 1€ a (3.53)
iEKmax—1

Man erkennt, dass der Integrationsfehler nur von der numerischen Integrationsregel, nicht aber
vom Integranden alamgt. Der Gesamtfehler der Integrationsregel setzt sich summarisch zusam-
men aus den Fehlern der einzelnen Integrale. Der Anteil des Fehlers der inneren Integbae ist ™
die Integrationsgewichte wesentliclagtér ablahgig von der numerischen Integrationsregel als
der Fehler deatReren Integralen.

Ein Spezialfall der mehrdimensionalen Integrationsregeln (3.51) ist die Produktregel. Bei ihr
sind die Integrationsregeln der inneren Integrale nicht vom Integrationsindeau@esen Inte-
grals ablangig. Dies betrifft sowohl die Transformation, als auch die numerische Regel}
und die Zahl der SitzstellenN*. In diesem Fall kiinen die Summationen vertauscht werden.
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Um die endgltigen Punkter; und Gewichtew; fur Gleichung (3.3) zu erhalten, us$en
die Rucktransformationen auf kartesische Koordinaten ausgefind die Regeln aller Zellen
zusammengefasst werden. Diei@stellen werden durch einen volistligen Satz der Quadra-

turindizes der einzelnen Koordinatéit, . . . ,imax) beschrieben:
Ugfl""’iKmaX) = Uy (KlA,ilv"' 7KKmaXA,¢Kmax>
{r}ta = ra (Ufjl""’iKmaX)>
fwha = whu-..wimacs
2 (Uﬁfl""’iKmax)> ' ‘Lgiu) 'Uw,ixmax)
A

{row} = (J{r.w}a (3.54)
A

Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen: nach einer Transformation auf
Kugelkoordinaten(r, 8, ¢) und vor dort auf intrinsische Koordinaten

(u1,ug,us) = (Ur(r),sin 0, 2£> (3.55)

™

soll eine numerische Integrationsregel in der intrinsischigadialkoordinate [ du; und der
Kugeloberftiche [[ dQ aufgestellt werden. Die innere Integration solief den Raumwinkel
erfolgen, dieauBerauber die Radialkoordinate:

Xl=1 X}=2 X:=3

Kl :(ul), KQZ(UQ,U;),)

Uy =Kn, Uy=Ks, Us= K

I= [ar! [ g K & 3wy Y g K. (@56)
i1 2

3.4.1. Eindimensionale numerische Integrationsregeln

Die eindimensionale Quadratur ist der einfachste Fall einer numerischen Integrationsregel. Das
bestimmte Integral einer Funktiof{z) wird mit einer Genauigkeit approximiert durch eine
gewichtete Summation von Funktionswerten am&tellen im Integrationsintervall:

b N
/ flx)dr = e+ Z fz)w; (3.57)
a i=1

Der Fehlere wird Integrationsfehler genannt und resultiert aus der Unkenntnis des Funktions-

verlaufs zwischen den @tZstellen.
Die Eigenschaft einer guten Integrationsregel ist, dass der Integrationsfateand hoglichst

grof3e Klasse von Funktiongfiz) minimiert wird. Die Quadraturregeln lassen sich grob in zwei
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Klassen einteilen — die Newton-Cotes-Regeln agjuidistanten und den Gaul3-Regeln, bei de-
nen die Stutzstellen durch die Regel vorgegeben werden.

Die Herleitungen der Integrationsregeln sind in Standardwerken der numerischen Mathema-
tik [47, 78, 79] behandelt und sollen hier nicht wiederholt werden. Stattdessen sollem die f*
Mehrzentren-Integration notwendigen Regeln kurz vorgestellt und lediglich auf Besonderheiten
naher eingegangen werden.

Bei allen Integrationsregeln sind dieu&sStellenz; und Gewichtew; fur das Standardinter-
valla = —1, b = 1, die Schrittweiteh und die Ordnung des Integrationsfehlers angeben. Der
Index: lauft von1 bis N. Da die einfachen Newton-Cotes-Regeln eine feste Zahl votz-St”
stellen vorgeben, werden hier immer die erweiterten RegelnNmRunkten beschrieben. Je
nachdem, ob einer oder beide Randpunkte des Integrationsintervatist8iien sind, spricht
man von einer offenen, halboffenen oder geschlossenen Regel.

3.4.1.1. Die Trapezregel

Die einfachste Integrationsregel ist die Trapezregel, bei der die zu integrierende Funktion durch
Trapez-Abschnitte interpoliert wird. Die Fehlerordnung der TrapezregeHsO (ﬁ—é)

Trotz der schlechten Konvergenzordnung der Trapezregelmydivohnliche Funktionen,
besitzt die halboffene Trapezregel (3.59) die optimale Konverganzdfiodische Funktio-
nenf(xz) = f(x + (b — a)). Der Beweis dafi findet sich im Anhang B.1.

e offene Trapezregel

2
h = ——
N +1
B 3/2h furi=1undi= N
wi= { 1h  sonst (3.58)
e halboffene Trapezregel
2
h = =
N
w; = h (3.59)
e geschlossene Trapezregel [78, Abschnitt 25.4.2]
2
h = ——
N -1
xr; = —1+h-(i—1)
B 1/2h furi=1lundi=N
= { 1h  sonst (3.60)
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3.4.1.2. Die Simpson-Regel

Die Simpson-Regel [78, Abschnitt 25.4.6] interpoliert den Integranden abschnittsweise durch
Parabelstcke durch drei benachbarteu&tstellen. Diese Integrationsregel wird bei der Erstel-
lung der atomaren Basezé benutzt und kann verwendet werden, um den Mibddekie mit

einer Ein-Zentren-Rechnung zu testen. Die Simpson-Regel istinairfé ungerade Anzahl von
Stiitzstellen definiert.

2
CR
Tr; = —1+h-(i—1)
1/3h furi=1lundi=N
w; = 4/3h fur gerade < N
2/3h furungerade > 1
f@
e = O N | (3.61)

3.4.1.3. Kubische Quadratur

Analog zur Simpson-Regelokien jeweils vier benachbarteugstellen durch ein Polynom
dritter Ordnung interpoliert werden. Die Abszissen und Gewichtardafiten:

2
h= 3
x;, = —14+h-(i—1)
3/8h  furi=1undi=N
) 7/6h  furi=2undi=N -1
v 23/24h furi=3undi=N -2 ° (3.62)
h sonst

Eine Regel @if die kubische Quadratur, bei der die Randpunkte des Intervalls keine St™
stellen sind, existiert ebenfalls. Ihre Abszissen und Gewichte lauten:

2

ho= N+1

zi = —1+h-(3)
23/12h furi=1undi =N

w; = 7/12h  furi=2undi=N —1 (3.63)
h sonst

3.4.1.4. Gauld Quadratur

Bei den bisherigen Integrationsregeln wurden die zu integrierenden Funktionen aufagjoem ~
distanten Gitter ausgewertet und mit den Integrationsgewichten multipliziert, die sthigew”
waren, dass der Integrationsfehler Polynome eines vorgegebenen Grades minimiert wurde.
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Die GauB3-Quadraturformeln erweitern dieses Verfahren. Zum einen werden nun auch die Gitter-
punkte frei gevahlt, wodurch zuatzliche Freiheitsgrade geschaffen werden, die die Konvergenz
verbessern. Zum anderen werden nicht mehr nur die Integrale von Polynomen approximiert,
sondern von Polynomen multipliziert mit einer Gewichtsfunktidtiz). Diese Gewichtsfunkti-

on kann so gewatfilt werden, dass integrable Singulatéi des Integranden entfernt werden. Die
Quadraturformel (3.57) lautet bei der Gaul3-Integration nun allgemeiner

b N
/ flz)W(z)dx = e+ Z:f(avz)wZ (3.64)
a i=1

In unseren Integralen kommt die Gewichtsfunktion nicht explizit vor. Es gibt aber zwei ver-
schiedene Mglichkeiten,IV (x) in den numerischen Gewichtes zu ,verstecken®:
Zum einen kann die Integrationsformel durch die Ersetzungen

g(z) = fl&)W(z), vi=w;/W(z;) (3.65)

umdefiniert werden, so dasbér die Funktiory(x) integriert wird:

N

b
/ g(x)dr = e+ Zg(xl)vl (3.66)

i=1

dadurch wird die Funktiory(x;) weiterhin an den $itzstellenz; ausgewertet, die Gewichte
andern sich aber.

Die andere Mglichkeit ist, eine Variablentransformatiaiu = W (x)dx und eine Erset-
zungh(xz) = f(x(u)) auszutihren, durch die sich die @¥stellenw; transformieren und die
Gewichte erhalten bleiben:

u(z) —u, = W (z")dx'
b
€+ Z f@w; = f@)W(z)dx
Z u(b)
€+ Z h(u)w; = /( | h(u)du mit u; = u(z;). (3.67)

Die Transformation.(x) ist durch die Integrationsgrenzenb, die Wahl vonu(a) und die Ge-
wichtsfunktion eindeutig definiert. Andere Grenzen@s), w(b) fur die Integration vorh(u)
erkélt man durch eine zatZliche Transformation.

Die GauR-Quadraturformelrufeinige spezielle Gewichtsfunktioné# () werden Riufig
angewandt und haben eigene Namen. Diese gehen auf die Namen der Differentialgleichungen
zurtick, deren losungen die mit den Gewichtsfunktionen verbundenen Polynome sind. Die Ab-
szissen entsprechen derverschiedenen, reellen Nullstellen der Polynomten Grades.

In den folgenden Anschnitten sind die im Programm implementierten Gaul3-Quadraturen
zusammen mit den Gewichtsfunktionen, dent&ttellen und Gewichten aufgelistet.
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3.4.1.5. Gaul3-Legendre Quadratur

Die Gaul-Legendre Quadratur wird durch die Gewichtsfunkidfiz) = 1 und das Inter-

vall -1 < x < 1 definiert. Die Stitzstellen sind die Nullstellen der Legendre-Polynome [78, Ab-
schnitt 25.4.29, 25.4.40]uf die jedoch kein geschlossener Ausdruck angegeben werden kann.
Die Nullstellen werden daher durch ein Eigenwert-Verfahren nach [80] numerisch bestimmt.

3.4.1.6. GaulR-Tschebyscheff Quadratur erster Art

Gegeniber der Gau3-Legendre Quadratur haben die Gau3-Tschebyscheff Quadraturen [78, Ab-
schnitt 25.4.38, 25.4.40] den Vorteil, dass Punkte und Gewichte in geschlossener Form bekannt
sind:

1
W) = —, —-l<a<l
(x) T
21 —1
T, = cos%, wi:%. (3.68)

Die GewichtsfunktioniV (x) wird durch eine Variablentransformation (3.67) eliminiert:

u(x) = m — arccos(z)

w = ulz) = M

2N
Anschliel3end wird das Integrationsintervall< » < 7 durch eine lineare Transformation auf
das Standardintervalt1 < @ < 1 abgebildet. Dabei werden dieuitstellen und Gewichte der
halboffenen Trapezregel (3.59) reproduziert:

(3.69)

. N—-21+1
U = —); W=

5 (3.70)

2
N
3.4.1.7. GauB-Tschebyscheff Quadratur zweiter Art

Die GauRR-Tschebyscheff Quadratur ist definiert durch die Gewichtsfunktion) = v/1 — z2.
Die Stitzstellen sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome zweiter Art:

T 1 . 7 (1 — 2?)
—, w; = sin =
n+1 N+1 N+1 N+1

r; = COS

(3.71)

Auch hier kann die Gewichtsfunktiol’ (=) wieder durch die Transformation (3.67) eliminiert,
undu; auf das Interval-1 < @ < 1 transformiert werden:

1
u(z) = gx/l — 22— 5 arccos(z), 0<u< g
B 1 i 271 !
u; = <—sin -
! 47 n+1 2(N+1)
2 1
F_— T (3.72)

7(N +1) NI
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3.4.1.8. Gaul3-Lobatto Quadratur

Fur einige Anwendungen kann estalich sein, wenn bestimmte 8¢5stellen fest vorgege-
ben werden. Bei der Gaul3-Lobatto Quadratur [78, Abschnitt 25.4.32] sind die Intervallgren-
zen festgelegte Abszissen. Eine Anwendung ist die numerische Integuaiordie Kugelober-
flache mittels einer Produktregeldnundcos 0 (siehe Abschnitt 3.4.2.2). Die Gewichtsfunktion

ist W(z) = 1im Intervall -1 < = < 1 und die Integrationsregel lautet somit:

1
/ f(x)dz = w1+2—2N Y(@)w; + f(=Dwn. (3.73)
—1

Die Abszissen; entsprechen den Nullstellen der Ableitung des Legendre-Polydomg z)
und Gewichte haben die Werte

2 furi=1,N
w = { NNT) ! . (3.74)

NV-D(Py_1@))2 sonst.

3.4.2. Zweidimensionale numerische Integrationsregeln f*  ur die
Kugeloberfl ache

3.4.2.1. Genauigkeit der Integrationsregel

Will man eine numerische Integrationsregal flie Kugelobertiche anwenden, so muss man
zurdichst die Anforderungen an die Regel definieram. &ifien allgemeinen Integrandgiir)
mit den entsprechenden analytischen Eigenschaften kannun&mgn festen Radiug eine
Entwicklung in KugelféichenfunktionerY;” (¢, ¢) angeben, so dass gilt:

00 l
F0,0) = D> amY™0,9) (3.75)

=0 m=0

Wird die Entwicklung bei einem bestimmten Drehimplls abgebrochen, so eti'man eine
Approximation der Form

lmax

o0, 0) = Y Z Y™ (0, ¢ (3.76)

=0 m=0

wobei die Differenz f(6, ¢) — fim=x(6, ¢)| die Genauigkeit der Entwicklung angibt.
Ein Mal {ir die Genauigkeit einer numerischen Regeldie Integration ist also deokhste
Drehimpulsl,, . bis zum dem die Werte voAnym und F1.:
Fhnum =~ /f (0, 0)d2 (3.77)

/ flmax (g, (3.78)

exaktubereinstimmen.
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3.4.2.2. Zweidimensionale Produktregeln

Wahlt man eine ausgezeichnete Z-Achse der Kugelamrdl,’so kann man die Kugelkoordina-
tend und ¢ zur Beschreibung eines Punktes auf der Obaehi¢ der Kugel einftiren. Um eine
KugelflachenfunktionY;”™ mit einer numerischen Regel in diesen Koordinaten zu integrieren,
muss man die Abdrigigkeit dieser Funktion vofiund ¢ betrachten.

Die KugelfidchenfunktionY;™ ist ein Legendre-Polynon#; der Ordnung in cosf. Po-
lynome der Ordnung < L werden durch eine Gau3-Reged;; w;') mit % Punkten exakt
integriert.

In der Variableng ist die KugelfichenfunktionY,” periodisch mit der Period2r, sie ist
also proportional zw'™?. Periodische Funktionen einer Variable lassen sich in eine Fourier-
Reihe) . a; exp(ik¢) entwickeln. Die Funktiory;” besitzt lwchstensn + 1 nichtverschwin-
dende Fourier-Komponenteny mit 0 < ¢ < m.

Fir periodische Funktionen ist eine Trapezrege]w?) am besten geeignet, da sie mit
Stiitzstellen die erstem Fourier-Komponenten voifi exakt integriert. Der Beweis dazu findet
sich im Anhang (B.1).

Schreibt man die numerische Regel nun als Produkt einer Trapez- und einer Gaul3regel, so
erhélt man die Produktregel

(cos 0, pp;wi™") = (uj,vp; W] - wy) (3.79)

i

mit NP(l) = "1 syitzstellen.

Die Anzahl der beatigten Stitzstellen der Produktregeldst sich verringern, indem maurf”
die Integratiorubercos 6 eine Gaul3-Lobatto-Regel verwendet. Bei dieser speziellen Gaul3-Regel
sind zwei Stitzstellen an der Ober- und Untergrenze des Integrationsintervalls \aimjeWin
Polynome der Ordnung < L mit ungerademl. exakt zu integrieren, betigt man mit dieser

Regelny = (L + 3)/2 Punkte.

Diese Stitzstellen der Randpunkte liegen an ¢@&wolen“6 = 0 und# = . Dort wird fir
die Integrationuber ¢ statt/ Stitzstellen nur eine einzige betijt, da alle¢,, auf die gleiche
kartesische Koordinate abgebildet werden, also auch den gleichen Funktiofi$s(@rteoy. ))
bzw. f(Z(m, ¢1)) liefern. Die Gesamtzahl der @¥stellen reduziert sich somit auf N =
ok

Treutler et al. [18] modifizieren die so erhaltene Produktregel, um edfere” numeri-
sche Stabilat zu erhalten. Sie verschieben dieit2stellen jeder zweiten Trapezregel in ger
Koordinate um die Phase/ng4, so dass die 8tZstellen auf benachbartgBreitengraden” je-
weils um einen halbepLangenkreis* gegeneinander verschoben sind. Die so verschobenen
Stiitzstelleng’;, haben also die Werte

/T U T .
(ﬁ ——k+—|||0d 2).
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3.4.2.3. Spezielle zweidimensionale Regeln

Fur die Integratioruber die Kugeloberfithe kann man zeigen, dass numerische Regeln existie-
ren, die Kugelifichenfunktionen mit < [, exakt integrieren, die eine minimale Anzahl

von Gitterpunkten bestigen.

Ein Ansatz fir Integrationsregeln mitatierungsweise optimaler Punktzahl wurde von So-
bolev [81,82] gemacht und von Lebedev [83—89] weiterentwickelt. Bei dem Verfahren wird eine
maximale Ordnund. und eine endliche Punktgruppe vorgegeben, unter der sich die Knoten der
Regel transformieren. In einer Basis von reellen KugeliEnfunktionen, die zur total symme-
trischen Darstellung der Punktgruppe gedri und €ir deren Ordnungd gilt [ < L, muss die
numerische Integrationsregel nun nur natier ein irreduzibles Teilstk der Kugeloberéiche
integrieren. Die Knoten und Gewichterfdie numerische Integratiambér dieses Teilatk wer-
den analog zu den eindimensionalen Gauf3-Regeln nicht vorgeben. Sie werdesuaigeri’
eines nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt, welches aus der Forderung resultiert, dass die
Kugelflachenfunktionen durch die Regel exakt integriert werdessan.

Diese Gleichungend<inen i. A. nur durch ein numerisches Verfahrenogelverden. Le-
bedev hat in seinen Veffentlichungen losungen der Gleichungifdie Symmetrie-Gruppe T
und den Ordnungen voh = 3 bis I. = 59 angegeben. Die Punkte und Gewichte sind in seinen
Tabellen auf zehn Stellemf'Z. < 53 und auf zvolf Stellen tir L = 59 angegeben.

3.4.3. Automatische Integration

Bei der Aufstellung einer numerischen Integrationsregetinté man normalerweise nicht die
Anzahl der Sttzstellen vorgeben, sondern eine Toleranmit der ein Integral approximiert
wird. Mochte man, wie in unserem Fall, die Integrationsregel auf mehrere Integrale angewandt
werden, so soll diese Toleranarfalle Integrale eingehalten wird. Eine allgemeitiigie Ab-
schatzung fir die Toleranz kann nuwuf’spezielle Integrale gefunden werden. In unserem Fall
wird das Problem zwagZlich dadurch erschwert, dass die Integrale zum Zeitpunkt der Aufstel-
lung der Integrationsregel noch gar nicht bekannt sind.

Um dieses Problemoken zu knnen, wurde die Methode der automatischen Integration
in Verbindung mit einer Menge von Testfunktionen gét.” Dabei wird die Genauigkeit ei-
ner Integrationsregel abgestht; indem Testfunktionen mit einer unterschiedlichen Anzahl von
Stiitzstellen integriert werden. Die Differenz der Ergebnisse gibt einen AnhaltspunrdiefGe-
nauigkeit der Regeln. Dieses Verfahren hat sich als zaseid erwiesen, falls die Testfunktionen
den wirklichen Integrandeahilich sind. Das Verfahren wird nun im Einzelnen beschrieben.

Ein automatischer numerischer Integrator ist ein Programm oder Algorithmus, der eine nu-
merische Approximatior,,, mit n;, Stitzstellen eines Integrals = [ f(x)dz liefert, deren
relativer numerischer Fehler

‘Ink — I‘

o = (3.80)
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vermutlich kleiner als eine vorgegebene relative Toleraist [90]. Die Methode, mit der der
automatische numerische Integrator arbeitet, ist sehr einfach. Das Programm erzeugt eine Se-
quenzl,,, I,,, ... von immer genaueren Approximationen des exakten Wertes. Nach jeder
neuen Approximatiory,, wird der Fehlere;, abgeschtzt und die Sequenz beendet, falls die
Toleranz unterschritten worden ist, def. < ¢ ist.

3.4.3.1. Fehlerabsch atzung

Die Verfahren zur Bestimmung des geat#ién Fehlers; unterscheiden sich darin, welche
Integraler,,, evaluiert werden, und wie sie in die Berechnung wpringehen. Werden mehrere
Funktionenf\)(z) zur Abschitzung herangezogen, so muss aus den Einzekmslgnéhe,(j)
eine Gesamtabsalzung bestimmt werden. In dem Integrationsprogramm ist die Astsahg

) ()
) Ll — In]k“
k — - N
.
€, = max eg) (3.81)

J

implementiert. Der Gesamtfehler der Integrationsrdgglwird also als Maximum der relativen
Einzelabweichungen zurchst genaueren Integrationsreggl, , bestimmt.

3.4.3.2. Auswahl der Sequenz

Bei der Auswahl der Sequenz, ns, ... missen mehrere Bedingungen beachtet werden. Zum
einen muss die numerische Integrationsrefel fur alle n;, der Sequenz definiert sein. Dies
ist insbesondere bei den mehrdimensionalen Integrationsregebfief Kugeloberfiche (Ab-
schnitt 3.4.2) wichtig, da diese durch die Ordnungnd nicht durch die Punktzahl beschrieben
sind. Zum anderen muss dj&chrittweite* zwischen zwei Punktzahlen richtig gt wer-
den. Erloht man die Punktzahl zu schnell, so liefert der automatische numerische Integrator mit
groRerer Wahrscheinlichkeit eine Regel mit einer viehéren als der verlangten Genauigkeit
und entsprechend uatij vielen Stitzstellen. Wird die Punktzahl in der Sequenz dagegen zu
langsam erbfit, so wird sehr viel Rechenzeiirfdie Testintegrationen verbraucht, bis man bei
einer hinreichenden Genauigkeit angelangt ist.

Bei den eindimensionalen Integrationsregeln gibt man eine Startpunkizablk, alle wei-
teren Punktzahlen werden nach dem folgenden Schema bestimmt:

e Multiplikation der Punktzahh; mit einem Faktor C und Runden zuactisten natrlichen
ZahP:

1
nerr = [Conp+ o). (3.82)

e falls ny1 gleich dem Wert vomy, ist, wird n;,; um eins erbht. Dies verhindert eine
Endlosschleife bei zu kleinedi oder zu geringer Anfangspunktzaby.

2Hier wird die praktische Notation von Iverson [91] benutzt: Der Témnh hat den Wert der @fiten ganzen Zahl,
die kleiner oder gleich: ist.
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e fallsny; gerade ist und die Simpson-Regel (3.61) verwendet werden sollyyirdum
eins ertoht, da diese Integrationsregel nur Eine ungerade Zahl voni@zstellen definiert
ist.

Bei den zweidimensionalen Integrationsregaln diie Kugeloberfiche wird versucht, die
OrdnungL in jedem Schritt um eins zu evhén.

Bei den Integrationsregeln von Lebedev (Abschnitt 3.4.2.3) wird jeweils alibsildohere
tabellierte Regel benutzt, fallsiftlas entsprechendekeine Regel verfgbar ist. Ist keine dlie-
re Ordnung mehr tabelliert und die geforderte Genauigkeit noch nicht erreicht, so wird die letzte
tabellierte Regel verwendet und eine Warnung ausgegeben.

Bei den zweidimensionalen Produktregeln (Abschnitt 3.4.20Rnkn beliebige Ordnungen
generiert werden, diese baigen allerdings einedfiere Anzahl von $itzstellen als die Inte-
grationsregeln von Lebedev.

Eine Kombination beider Verfahren benutzt immer dann eine Produktregel, wenn keine
Lebedev-Regelui die bemtigte Ordnung tabelliert ist und erreicht so eine geringe Punktzahl,
ist aber nicht in der Genauigkeit besahki.

3.4.3.3. Testfunktionen

Das Verfahren der automatischen Integration arbeitet nur wirksam, wenn die Testfunktionen den
eigentlichen Integranden gut angepasst sind. Das Integrationssystem stellt daher verschiedene
Sétze von Testfunktionen zur Verung, die miteinander kombiniert werdeonkien:

e Atomare Dichten

Die atomaren Basisfunktionen und Besetzungszahteméri benutzt werden, um eine
Testfunktion tir die atomare Elektronendichte zu bilden:
2
1E) = 0 [, = ) (3.83)
nljm;
e Summe der kugelsymmetrischen, atomaren Dichten

Durch Summation der atomaren Dichtefunktionen aller Atome wiederum kannreioie
lekulare” Testfunktion gebildet werden:

)y = S0t (=) A (r— 1Y) (3.84)
A

Diese Funktionen sind bereits gut geeignet, um realistische Ergebnisse zu erhalten. Aller-
dings fehlen hier die Winkelanteile der atomaren Wellenfunktionen, so dass naata-zus™
liche Testfunktionen hinzugenommen werden sollten.

e Uberlapp-Funktionen

Die Uberlapp-Testfunktion zweier atomarer Basisfunktiomﬁﬁnljmm und¢g?nljm]_)3
ist definiert als:
AO
F) = | s timpa (7= 7%) B timy s (r—r%)( (3.85)
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e Slater-Funktionen

Slater-Funktionen haben im Gegensatz zu den Gaul3-Funktionen einen Cusp am Kernort
und fallen exponentiellui'grof3er ab. Sie sind daher geeignet, das Verhalten der atomaren
Basisfunktionen zu approximieren und sind wie folgt definiert:

f(r) = Yin(0.9)r" e (3.86)

Die Kugelkoordinater(r, , ¢) beziehen sich dabei auf den @# desA-ten Kerns.

Mit Hilfe von Slater-Funktionen kann eine Klasse von Testfunktionen generiert werden,
die die Aufstellung einer gut angepassten, adaptiven Integrationsragdh$ gesamte
Molekul ermaglicht. Dazu wird €ir jedes AtomA zuréchst fir jede Hauptquantenzahl

der hochste vorkommende Drehimpuls)'®* der atomaren Basig’© o, bestimmt. Die
Testfunktionen sind nun die Slater-Funktionen

{Ylm(e ¢)r”*167a§”)r} (3.87)
l — 2Lmax
m = —pmax_ pmax

Die Exponentemt”) werden so gewafilt, dass die Slater-Funktionen zur Hauptquanten-
zahln gleichmal3ig temperiert sind. Dies bedeutet, dass die Exponenten aufsteigend ge-
ordnet sind und defUberlapp* der Radialanteile zweiter Slater-Funktionen mit benach-
bartem Index des Slater-Exponenten einen konstanten Wert annimmt:

C = /Tnleaﬁn)r-rnleo‘ii)l’"dr. (3.88)

Die Konstante” wird nach dem Schema von Baerends [10] soaglty dass der erste und
der letzte Exponent die Werte

3 1
agn) = §max(§,n—1>

a%? max (max(agn), 1), AQ)> (3.89)

max(g,

annehmen. Die Slater-Funktion mit dem Exponeméﬁ hat ihr Maximum im Valenzbe-

reich und ist die diffuseste Funktionaliend die Funktion mit dem Exponenmgﬁ) ein
Maximum bei kleinen hat, welches durch die Kernladung bestimmt ist. Abschirmeffekte
werden aln > 4 durch den Nenner des Exponentenuaisichtigt. Als Vorgabe werden
pro HauptquantenzaliV; = 4 Slater-Funktionen getestet.

Hinzu kommen einige Testfunktionen, deren Integrale bekannt sind, aber nur zum Test der
Algorithmen dienen, da sie nicht an das physikalische Problem angepasst sind:
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e Gaul3-Funktionen

Funktionen von Gaul3-Typ kommen in den Maléktegralen nicht vor, sind aber zu Test-
zwecken implementiert, da der exakte Wert des Integrals bekannt ist. Sie sind in der Im-
plementation immer am Ort’, eines Kerns zentriert und haben eine Reichweijte

(roro)’
fr) = ¢ & (3.90)

e Konstante Funktion

Mit Hilfe einer konstanten Funktion
flr)y = ¢ (3.91)

kann das,Volumen* einzelner Zellen durch Integration berechnet werden. Da in einem
endlichen Molekil immer Randzellen mit unendlichem Volumen existieren, ist das Inte-
gral tiber den gesamteR?® nicht definiert.

e Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist eine weitere Funktion zum Programmtest:

firy = e ImTil (3.92)

3.4.3.4. Mehrdimensionale adaptive Integration

Sollen mehrere adaptive numerische Integratoren nach dem Schema von Gleichung (3.52) ge-
schachtelt werden, so ergibt sich eineaaiche Schwierigkeit. Will manui’das Gesamtinte-

gral eine Toleranz vorgeben, so mssen daraus die Toleranz€h der Einzelintegrale gebildet
werden. Es ist klar, dass die Gesamttoleranz nicht besset aksin kann. Um dii die duRere
Integration aber diese Toleranz zu erreichenssen die inneren Integrale alledhstens diese
Toleranz besitzen, im Allgemeinen jedoch genauer integriert werden, da die Toleranz nur einen
Schatzwert fir den Fehler darstellt.

Die Wahl der Toleranzen wird in der Literatur als Interface-Problem bezeichnet [16,22,92]:
Wahlt mane® zu klein gegenbereX*1, so wird aufgrund der numerischen Ungenauigkeit der
Approximation des inneren Integrals die Genauigk€itlesauReren Integrals unter Urastien
nie erreicht. Es wird daher in [92] empfohlerf{ > ¢X+! zu wéhlen. Eir unsere Zwecke hat
sich die Wahl

e =(2...5). L1 (3.93)
als stabil erwiesen. AHKIt man den Wertut die Toleranz der inneren Integration zu gering im
Vergleich zur Toleranz deaul3eren Integration, so wirdifdie inneren Integrale ein zu grof3er

numerischer Auswand betrieben, der durch die ungemakereé Integration wieder zunichte
gemacht wird.
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3.5. Ausnutzung der Molek™ ulsymmetrie

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie durch die Ausnutzung der Miskgkimetrie die
numerische Integrationsregeirfdie molekularen Integrale vereinfacht werden kann. Diese Ver-
einfachung ist unalarigig von der Wahl einer Basis von Symmetrie-Orbitalen (Abschnitt 2.9),
in der durch gruppentheoretisclitberlegungen gezeigt werden kann, dass alle Integrale, die
nicht zur total symmetrischemd() Darstellung der Punktgruppe des Malék geloien, iden-
tisch verschwinden und daher nicht berechnet werdesseri. Stattdessen wird die numerische
Integrationsregel Ut die verbleibenden Integrale dadurch reduziert, dass nicht ol den
vollen Raum integriert werden muss, sondern nur ndmr €inen irreduziblen Teilraum dis.

Die Uberlegungen zur Reduktion der numerischen Regel beruhen auf der Annahme, dass
alle zu berechnenden Integranden

F(r) = ] (r)O(r)y;(r), (3.94)

symmetrisch unter der molekularen Punktgrugpesind. Dies ist der Fall, wenn das direkte
Produkt der Darstellungen der Wellenfunktionen und Operatoren in Gleichung (3.94) lediglich
eine total symmetrische Darstellung vehenttelt.

Diese Vorraussetzung ist in den meistalléi gegeben, Ausnahmen sind aber bekannt, so
dass sie im Einzelfaliberprtift werden sollte. Notwendiguf die Symmetrie des Integranden ist
z.B., dass die Grundzustands-Dichtig-) und damit auch die von der Dichte abigigen und
in O(r) enthaltenen Funktionale die Molglsymmetrie besitzen.

In diesem Fall gilt €ir alle Symmetrieoperationenc G:

F(r) = F(gr). (3.95)

Eine Maglichkeit, diese Invarianz auszunutzear®, nur noctuber einen irreduziblen Teil-
raumW C R? zu integrieren, der aus einer Menge von Punkidyesteht, @i die gilt:

VyeR JgeGaxeW: gxr=uy. (3.96)

Eine numerische Integrationsreger €inen Unterraum deR? aufzustellen ist jedoch sehr
schwierig. Wesentlich einfacher ist es, achst eine Integrationsregelrfden gesamteR? zu
erstellen und erst dann die Symmetrie zu ausnutzen, um nur die invarianten Integrationspunkte
der numerischen Regel beizubehalten, da die entsprechenden symmetrischen Punkte bei der
Evaluation des Integranden die gleichen Funktionswerte liefern.

Allgemein lasst sich die Reduktion der symmetagtiivalenten Integrationspunkte wie folgt
formulieren: ist eine Meng® von Stitzstellen und Gewichtefr, w) € P, € R? symmetrisch
unter einer Untergruppd C G der Symmetrie-Gruppe des Moldk und gebit zu allen Sitz-
stellenr der MengeP das gleiche Gewichi, so liefert jeder Integrationspunkt den gleichen
Beitrag zur Teilsumme

S = > F(rjw;  mit(r,w); € P (3.97)

der gesamten Integrationsregel. Die Sumstieann demnach ersetzt werden durch den Wert

S = NF(rl)wl, (398)
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der nur noch die Funktionsauswertung eines (beliebigen) invarianten Teilpunktagybddér
Vorfaktor NV ist die Zahl der zu;, symmetrischen $tzstellen, d. h. die Ordnung der Untergrup-
peH.

Die Voraussetzung, dass jedem symmeddeivalenten Integrationspunkte P das glei-
che Gewichtw zugeordnet ist, ist euflt, wenn die Zellenfunktionz4(r(w)) und die Jacobi-

Determinante der Transformati#ggATm)‘ in Gleichung (3.47) dit jeden dieser Punktebér-

einstimmt. Eine hinreichende Bedingung waist, dass die Zellenfunktion und die Jacobi-De-
terminante invariant unter der Grupggist, also eine symmetrische Zellenfunktion und eine
Transformation gewafilt wird, die fir alle symmetrieaquivalenten Zellen gleich ist.

Die Reduktion der numerischen Integrationsregel kammi€ praktische Anwendung noch
weiter verbessert werden. Damit nicht zuerst eine Integrationsragelll€ Zellen aufgestellt
und anschlieBend die symmetrischen Punkte wieder verworfen werdesem &sst sich der
Prozess in zwei Schritte aufteilen. Bei einer symmetrischen Raumaufteilying liefert jede
aquivalente Zelle den gleichen Beitrag zur Summe (3.97). Die Zellen lassen sich daher in Sym-
metrieklassen unterteilen und die numerische Regel mussunumréduzible Zellen generiert
werden. Innerhalb jeder agjuivalenten Zelle 4 kann es nun noch symmetrische Integrations-
punkte (r,w) € P4 geben, die im zweiten Schritt wie in Gleichung (3.98) zusammengefasst
werden:

S = NANF(’I"AJ)U)AJ. (399)

Der hier hinzugekommene Faktd¥4 ist die Anzahl der symmetriaguivalenten Zellen zur
Zelle A.

3.6. MULIN— Das Mehrzentren-Integrationsprogramm

Bei der Implementation der vorgestellten Verfahren im ProgrammplsiikéitIN (MULticen-
ter INtegration) wurden verschiedene Anforderungemutiesichtigt, die vehrend der Entwick-
lungsphase, im normalen Betrieb und EjFtere Erweiterungen wichtig sind. Auf die Details
soll in diesem Abschnitt eingegangen werden.

Fur den Benutzer ist es wichtig, dass die umfangreichen Parameter komfortabel gesetzt wer-
den kohnen und dass sinnvolle Voreinstellungen existieren. Das Programm soijteinst oh-
ne Kenntnis der unterliegenden Verfahren benutzbar sein, und alle Parameter, die schon in der
Eingabe-Datei des Mole#grogramms vorkommen, sollten nicht noch einmal in der Eingabe-
Datei des Integrationsprogramms vorkommen. Trotzdem sollte das Integrationsprogramm zum
Testen auch ohne den Moldkodde ablautihig sein.

Dazu wurde eine Eingabesprache entworfenatigich wie eine Programmiersprache line-
ar abgearbeitet wird. Die einzelnen Elemente der Eingabesprache sind im Anhang C.1 detalilliert
beschrieben. Die Sprache kennt verschiedene Arten von Befehlen. Zum einen sind dies Befehle,
die Parameter des Integrationssystems setzen, wie z. B. die Zellenfunktion, die Transformation
auf intrinsische Koordinaten oder die numerischen Integrationsregeln. Bei den numerischen Pa-
rametern sind auch algebraische Austke zugelassen. Weiterhin gibt es Steuerbefehle, die das
Programm veranlassen, Berechnungen duretrefi oder Ergebnisse auszugeben.
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Eingabebefehle lesen externe Dateien ein, wie zum Beispiel die atomarernaBasissler
auch weitere Befehle in der MULIN-Sprache, die vom Mallelode zur Beschreibung des mo-
lekularen Systems erzeugt werden. Digergabe der Parameter zwiscHRBELMOSInd MULIN
geschieht ausschlieRliabér Textdateien, die aber nicht in die Integrationsdatei MuLIN
eingebunden werdenum$en. Dadurch ist die ddjlichkeit gegeben, die Vorgaben vVBRELMOS
nach den eigenen Vorstellungen zuamdérn. Dieser Weg des Datenaustausciies Dateien
anstattuber Parameter einer funktionalen Schnittstelle wurde bewussttgewin den Integra-
tionscode auch unahhgig von Molekilcode betreiben zudanen.

Die letzte Gruppe von Befehlen sind Diagnosebefehle zur Fehlersuche. Mit Hilfe dieser Be-
fehle Esst sich vorgeben, in welchem Umfang Informationen und Fehlermeldungen ausgegeben
werden. Alle Meldungen des Programms sind in acht verschiedene Klassen eingeteilt, die von
Hinweisenuber Warnungen bis zu echten Fehlermeldungen gehen. Welche dieser Meldungen
ausgegeben werden und bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme dies geschehen
soll, lasst sich einstellen.

Das Programm stellt hohe Anforderungen an die Speicherverwaltung. Dies resultiert einer-
seits aus dem Verfahren der automatischen Integration (Abschnitt 3.4.3), welches immer wieder
verschieden dimensionierte Integrationsgitter vergleicht, als auch aus der Vatalgtititegra-
tionsreihenfolge, der Unkenntnigér die Golde der eingelesenen Basis® und der enddi-
gen Zahl der Integrationspunkte bei der Verwendung adaptiver Integrationsregeln. Im Programm
wird daher durchgehend eine dynamische Speicherverwaltung verwendet, wenn AsfnGr”
nicht zur Kompilierzeit festliegen. Dies hat den Vorteil, dass das Programm im Hauptspeicher
auch nur den wirklich bestigten Speicherplatz belegt. Dynamische Speicherallokation hat al-
lerdings den Nachteil, dass Programmierfehler oftmals zur Belegung von Speibhen,fder
spéter nicht mehr freigegeben wird. Es wurde beim Entwurf versucht, diesen Mangel durch
einen objektorientierten Ansatz zu beheben. Alle dynamisch allozierten Objekte besitzen einen
Konstruktor zur Allokation und einen Destruktor zur Deallokation des Speichers im Sinne der
objektorientierten Programmierung.

Weiterhin wurde bei der Programmierung auf gute Vektorisierbarkeit geachtet. Eine Pro-
grammoperation ist vektorisierbar, wenn sie auf mehrere Daten gleichzeitig ausgeéiden
muss. Vektorisierbare Operationen kommeMidLIN vor allem dann immer vor, wenn mehre-
re Sutzstellen oder Integrationsregeln bearbeitet werdesseri. Im Programm werden daher
durchgehend Vektoren von@tstellen und Integrationstrukturen an Unterprogranuierge-
ben. Keine der Unterroutinen wirdifginzelne Gitterpunkte aufgerufen. Eine gute Vektorisier-
barkeit ist auBerdem durch eine Standardisierung der remipisti verwendeten Schleifenstruk-
tur gewdhrleistet, die durcnderung einiger weniger Makro-Befehlen an den jeweiligen Kom-
piler angepasst werden kann.

Das Programm wurde auch auf eine eventuelleunttige Parallelisierung entworfen. Dies
wird beimUbergang zu groRen Systemen wichtig, bei denen die Bearbeitung einzelner atomarer
Zellen auf verschiedene Knoten eines Rechnerclusters verteilt werden soll. Die Skalierbarkeit
muss dann natlich auch fir die Erstellung der Integrationsregel gewiéistet sein. Im Pro-
gramm wurde daher auf globale Variablen valtsdig verzichtet. Weiterhin wurde eine Schnitt-
stelle geschaffen, mittels die Dateur fdie Integration einzelner Zellen oder bei Bedarf sogar
einzelner Unterintegraleber eine einzige Datenstruktur abft. Diese Datenstruktur erath”
alle zur Berechnung notwendigen Parameter beim Aufruf und auch die Ergebnisse der Berech-
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nung bei der Rckgabe. Eine Parallelisierung mittels des Message Passing Interfaces (MPI) oder
des Parallel-Virtual-Machine (PVM)-Systems ist dadurch direkgiich.

Da das Programm sowohl als Teil des MalddtiukturprogrammdRELMOSals auch als
eigensaindiges Programm benutzbar sein sollte, wurde es als Bibliothek konzipiert, die entwe-
der zuRELMOSder zu einem Frontendiif'die interaktive Ein/Ausgabe hinzugelinkt werden
kann. Damit die Einbindung in das Molelprogramm €ii verschiedene Plattformen und Kom-
piler portabel bleibt, wurde das Makefile véRELMOSund MULIN so gestaltet, dass durch
die Auswahl eines Satzes von Kompilern und Linkern mittels eines einzelnen Parameters die
Binarkompatibilitit von Objekt- und Bibliotheksdateien sichergestellt ist.

Das ProgrammpakeélULIN ist in der Programmiersprache ANSI C geschrieben und hat
einen Umfang von etwa 20000 Zeilen in 160 Quellcode-Dateien. Estigérdie Standard-
Parsergeneratordax undyacc oder alternativ die GNU-Programrflex undbison , falls
die Syntax der Eingabesprache atgaért werden soll.
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4. Testrechnungen

Anhand verschiedener Testsysteme soll festgestellt werden, in wie weit das neue Mehrzentren-
Integrationsverfahren gegeiner dem bisherigen Verfahren einsetzbar ist. Da unser MiskK-
turprogramm besonderarfhochrelativistische Systeme entwickelt wurde, wurderdfé Test-
rechnungen ein schweres Atom sowie Malkkinit schweren Kernen ausgeklt. Die Testsy-

steme unterscheiden sich in der Dimensioaglitlas atomare System ist kugelsymmetrisch, als
lineares System wurde ein Gold-Dimer gt 'und echt dreidimensionale Rechnungen wurden

an RfCl; und einem Ad-Atom auf der Obesaithe eines Gold-Clusters durchajet:

Eine gute Genauigkeit bei depkling der Dirac-Gleichung ist hierbei notwendig, da die Bin-
dungsenergie als Differenz zwischen den totalen Energien der separierten und gebundene Atome
berechnet wird. Gerade bei Systemen mit schweren Konstituenten unterscheiden sich aber die
Bindungsenergie und die totale Energie des Molekim viele GoRRenordnungen. Der relati-
ve numerische Fehler muss daher klein gegen dasalfaif’zwischen Bindungs- und totaler
Energie sein.

Diese Argument wird beintJbergang zu Systemen mit vielen Atomen gewichtiger, da die
Bindungsenergie pro Atom etwa gleich bleibalwénd die totale Energie amméend linear mit
der Zahl der Atome wachst. Von praktischer Bedeutung wird dieses Problem, wenn man die
Bindungsenergie von Ad-Atomen auf Cluster-Obelén berechnen will [3].

4.1. Atomare Rechnungen: Rf

Atomare Rechnungen mit dem Moldkfogramm dienen in erster Linie dazu, das Verfahren

zu testen und eventuelle numerische Fehler im Programmcode aufzudecken. Im Gegensatz zum
Integrationsschema von Baerends kann mit unserem Integrationscode die volle Kugelsymme-
trie des atomaren Systems ausgenutzt werden, die Symmetrie muss nicht durch Angabe von
Dummy-Zentren reduziert werden. Bei einer atomaren Rechnung wird daher praktisch nur die
Radialintegration getestet, die Zellenfunktion (3.13) ist hier konstant gleich eirgefi gan-

zenR? und die Integratioruber den RaumwinkebEst sich mit einer geringen Punktzahl exakt

im Rahmen der Genauigkeit des Molgstrukturprogramms audglfiren.

Die atomaren Rechnungeiikien auch der Vorbereitung auf die Rechnungen an molekula-
ren Systemen dienen, man bekommt aus den Ergebnissen einen Anhaltspdigiffizahl der
radialen Suizstellen, die zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit mindestégssimd.

Fur die erste Testrechnung wurde das Element/RE 104) ausgewahlt, die atomare Ba-
sis wurde an 1000 Radialpunkten eines logarithmischen Gitters mit den Gredzerd—? a,
und 58 a tabelliert. Der Basissatz wurde als neutrale, minimale Basisgkwniit den Orbita-
len bis7s, /,. Als Dichtefunktional wurde das relativistische Austausch-Korrelations-Funktional
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von Vosko-Wilk-Nusair verwendet.

In den molekularen Rechnungen wurden die Besetzungszahlen der Orbitale festgehalten und
die Anzahl der radialen 8tZstellen variiert. Als Radialtransformation wurde die Transformation
aus Gleichung (3.42) mit den Parametegn= 1, my = 2, x,, = 4, /1 = 2, § = 0.8,

m = 20 ag, rmin = 0 ag undrmax = 58 a¢ verwendet.

Fur die Winkel-Integration wurdeufalle Abstinde eine zweidimensionale numerische Re-
gel mit der Ordnungl, = 11 mit 38 Gitterpunkten verwendet, die alle vorkommenden Winke-
lanteile exakt integriert.

Diskussion der Ergebnisse

Tabelle 4.1 zeigt die Aldrigigkeit der Gol3en,Gesamtladung® undgtotale Energie* von der
Zahl der radialen $itzstellen.

Tragt man den Logarithmus der Funktien= |Q — 104|/104 Uber dem Logarithmus der
Punktzahln,,qauf, so erkennt man, dass der Zusammenhang einem Potenzgesetzz’
genigt. Ein Least-Square-Fit ergibt die Paraméter,a« = 32.8 undb = —13.9. Dies be-
deutet, dass man die Zahl der Radialpunkte um dem FaKrad = 1.18 erhshen muss, um
eine weitere Stelle zu gewinnen.

Eine analoge Rechnungrfdie totale Energie ergibt die Parameleg, « = 26 undb =
—11.6. Um die GoRRenordnung der Genauigkeit der totalen Energie also um eine Stelle zu ver-
bessern, muss man die Zahl der Radialpunkte um den FaRtberhohen. Abbildung 4.1 stellt
das Konvergenzverhalten graphisch dar.

Man erkennt, dass die Gesamtladung nur bis zu einer relativen Genauigkdid voaind
die totale Energie nur bis aub—? bestimmt werden kann. Eine genalberptifung hat ge-
zeigt, dass dies mit den numerischen Bagizsi zusammeahgt, die durch den Atom-Code
generiert worden sind. Die Basis wird mit diesem Programm an einer Anzahl utest®tlen
tabelliert, die vom Molellcode interpoliert werden nssen. Im Atom-Code wird zur Integra-
tion die erweiterte Simpson-Regalrfdas Radial-Gitter verwendet, im Molgkdde werden
die Funktionswerte durch das Lagrange-Verfahren interpoliert. Beide Verfahren machen unter-
schiedliche Annahmenber das Verhalten der Funktion zwischen demZtéllen, so dass die
Radialintegration unterschiedliche Ergebnisse liefert. Eimgulng dieses Problemsuvde darin
bestehen, von den numerischen Basissii wegzugehen und einen Satz von Radialfunktionen
zu benutzen, deren Werterfiedes- ohne Interpolation direkt berechnet werdemkén. Hiertir
wirden sich beispielsweise die Slater-Orbitale (STO) anbieten.
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Genauigkeit der Gesamtladung als Funktion der Punktzahl

107! . T
L (Q —104)/104 —o—

« o

e e e
—_
[e]
|
w

10-7
10 - 10 X

10-1078

1-1071°

10 3 10712 1 1 1 1 1 1o
0 13 16 20 25 32 40 50 63 79 100

Npts
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Abbildung 4.1.: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Enewgif.”
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Molekilrechnung @if das Rf-Atom
Nrad Q FEiot Eny
15 | 103.31 —38580
20 | 104.017 —38655.7
25 | 104.00053 —38651.7
30 | 103.9999 50 —38650. 87
40 | 104.000000 85 —38650.7153
50 | 103.999999 35 —38650.71 701
60 | 104.00000090 —38650.7168 72
80 | 103.999999 74 —38650.71688 81
Atom | 104.000000000 | —38650.7168809

Tabelle 4.1.: Abhngigkeit von Gesamtladung und totaler Energie
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4.2. Dimere: Au »

Bei zweiatomigen Systemen sind viele physikalisch interessariBdarvom Abstand der bei-

den Atome abhiigig. Experimentell leicht zu bestimmen ist der Gleichgewichts-Abstand im
Grundzustand sowie die Bindungsenergie des Dimers. Variiert man den Abstand der Atome, so
ergeben die berechneten Werte der totalen Energie imidigkeit des Kernabstands die Poten-
tialkurve, aus der Bindungsenergie undndje, sowie einfache Aussageber das Vibrations-
spektrum abgeleitet werdewiirien. Von grof3er physikalischer Bedeutung ist dabei der Zustand
der Hillenelektronen, da dieserfdie chemische Bindung verantwortlich sindagt'man den
Verlauf der Einteilchenenergien in Aahgigkeit des Bindungsabstandes auf, saleran das
Korrelations-Diagramm, welchesifTon-Atom-Stl3e Informationemuber den Ladungstransfer

oder das molekularedhtgenspektrum [93].

Um unser Verfahren an einem zweiatomigen Systenulzerptifen, bietet sich das Sy-
stem Ay an, da verdissliche experimentelle Ergebnisse und Vergleichsrechnungen zugifedg ™
stehen. Die Rechnungen an diesem System sollen die Genauigkeit verschiedener physikalischer
GroRRen in Ablaingigkeit der Integrationsgenauigkeit und dem Integrationsverfahren vergleichen.

4.2.1. Die Referenzrechnung

Zundchst wurde eine Testrechnung mit dem Baerends-Integrationscode in einer hohen Genau-
igkeit durchgetfihrt und diese Werte als Referenz benutzt. Als Basis wurde dazu ein Satz von
numerischen Wellenfunktionen aus der atomaren Rechnurufverwendet. Die Basis erdh”

die Wellenfunktionen 13, bis 65 /,, den loichsten vorkommenden Drehimpuls besitzt dig Af
Wellenfunktion.

Die Berechnung der Potentialkurve wurde durch Variation des Kernabstandes in Schrit-
ten von0.1 ay bestimmt. Dabei wurde jeweils die totale Energie mit dem RLDA Austausch-
Korrelationspotential nach dem Erreichen des Konvergenzlimitsl0of E}, bestimmt.

Die typische Anzahl von SCF-Iterationsschritten bgtr50 bei kleinen Abstiden und ver-
ringert sich auf 20 bei groRen Alastden. Der Wert der totalen Energie zeigt vor dem Erreichen
des Limits eine exponentielle Konvergenz, so dass der SCF-Grenzwert durch Anfitten einer Ex-
ponentialfunktion bestimmt wurde (Abbildung 4.2).
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SCF-Konvergenz der totalen Energie (linear)
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Abbildung 4.2.: Ay: exponentielle Konvergenz des SCF-Prozesses am Beispiel der Rechnung
fur den interatomaren Abstand 4:6. Im oberen Diagramm ist der Energie-
mafistab linear, unter ist die absolute Abweichung vom extrapolierten Alyert
logarithmischuber der Nummer des SCF-Zyklus aufgetragen.
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Die Grafik 4.3 zeigt das Ergebnis. Um die genauen Koordinaten des Minimums zu bestim-
men, wurde zwischen.4 ag und 5.0 ag eine Parabef (r) = a(x — x¢)? + b angefittet. Der
berechnete Gleichgewichts-Abstand hgtr(4.78 + 0.01) ao?, die totale Energie im Minimum
hat den Wert -37997.78R},. Da der absolute Wert der totalen Energie in DFT-Rechnungen kei-
ne grol3e Vedsslichkeit besitzt, wurde zatzlich die Bindungsenergie bestimmt, indem an die
Potentialkurve eine Morse-Funktion der Form

flx) = by+ by [l—exp (x;m)F (4.1)

r

angefittet wurde. Tabelle 4.2 zeigt die Resultate der Fits. Die Bindungsenergie entspricht dem
Parameteb, und hat einen Wert vo(2.979 + 0.011) eV.

Parabel-Fit
a/(Bnag”) b/En xo/ag
0.078 £ 0.008 —37997.7808 £ 0.0005 4.78 £0.01
Morse-Fit
bo/En ba/En xo/ag br/ag
—37997.7793 £ 0.0003 0.1095 £ 0.0004 4.7671 £ 0.0009 | 1.42 +£0.01

Tabelle 4.2.: Ad: Parameter der Fits an die Potentialkurve. Alle Werte sind in atomaren Einhei-
ten angegeben.

Aus der Kummung der Parabeasst sich unter der Annahme einer harmonischen Streck-
schwingung die Schwingungsfrequenz bestimmem.di€ Kraftkonstante) des harmonischen
Oszillators gilt:

1
Vi) = §D(x —20)% 4.2)
Die Frequenzv der Grundschwingung ergibt sich dann aus desurig der DGLUi¥ den klassi-
schen harmonischen Oszillator mit der reduzierten Magsen
d? D

ud—tf—l—D(a@—xo):O — wQZE (4.3)
In der Literatur wird die Schwingungsfrequenblicherweise nicht in Hz, sondern als Wellen-
zahlo = w/~c in der Einheit cnt! angegeben. Die Umrechnungsformat tlimensionslose
Einheiteng, D lautet dann:

fio= p/u (4.4)
D := D/(Ena?) (4.5)
) . |D

& = 32298.634 cm = (4.6)

Setzt man die Zahlen aus Tabelle 4.2 ein, sakrnan einen Wert vo = 909 cm— 1.

!Die angegebene Toleranz ist ein Ergebnis der Fitprozedur, sialekéirie Informatioruber die Ungenauigkeit
der eigentlichen Rechnung
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4.2.2. Vergleichsrechnungen f~ ur konstanten Abstand

Die erste Gruppe von Vergleichsrechnungen wurde bei einem festen internuklearen Abstand
von 4.8ag durchgefihrt. In den beidenachsten Abschnitten wird beschrieben, wie die einzel-

nen Parameter aufgesetzt wurden. Mit diesen Parametern wurde eine Reihe von Rechnungen mit
verschiedenen Genauigkeiten ausgef'und im dritten Abschnitt verglichen.

Bestimmung der Integrationsparameter: Baerends

Fur das Baerends-Integrationsschema wurde der Genauigkeitsparagéterdie Integration

in den atomaren Kugeln, im Zwischenraum und im AuRenraum jeweils auf den gleichen Wert
gesetzt. Die Genauigkeit wurde, beginnend mit dem minimal erlaubten WeitOvoh jeweils

um den Faktor 10 gesteigert. Diedfiste Genauigkeit wirduf'eg = 10~ erreicht, danach
bricht das Programm ab. Alle weiteren Parameter wurden so wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben
gewahlt.

Bestimmung der Integrationsparameter: MULIN

Um die Integration mit unserem Schema durchiwén, sind einige Vaiierlegungen notwen-
dig.

Bei Au, handelt es sich um ein homonukleares Dimer. Die zu integrierenden Funktio-
nen besitzen eine Rotationssymmetrie um die internukleare Verbindungsachse. Die symmetrie-
angepassten Linearkombinationen der Basisfunktionen machen die Integration um den Azimu-
talwinkel ¢ der durch die Rotationsachse definierten Zylinderkoordinéten ¢) unrotig. Sie
setzen sich aus Funktionen zusammen, die invariant unter der GripEnD. Die Integration
muss daher lediglich in derr-Halbebene mit > 0 erfolgen. Die Symmetrie-Orbitale enthal-
ten allerdings nicht die Informatiombér die Spiegelsymmetrie des Mole,'so dassiber allez
im Intervall (—oo, 0o) integriert werden muss.

Um die Rotationssymmetrie auszunutzen, wurden die Z-Achsen der beiden Integrationszel-
len parallel zur Z-Achse des Zylinderkoordinatensystems gelegt. Da der Maodele’ Dimere
immer so umorientiert, dass der geometrische Schwerpunkt im Ursprung und die Verbindungs-
achse parallel zur-Achse desR® liegt, wurde fir beide Integrationszellen das Kugelkoordina-
tensystem durch die Rotationsmatrix

0 01
R = 0 -1 0
1 00
gedreht. Das Vorzeichen vdRys stellt sicher, dass es sich bei der Transformation um eine

eigentliche Rotation handelt, die dieaRdigkeit des Koordinatensystems nichtaretért.
In den Kugelkoordinatefr, 6, ¢) der beiden Zellen wurdeuf das Dreifachintegral die Rei-

henfolge
/ dr / do / do 4.7)
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gewahlt. Das innere Integralber ¢ kann aufgrund der ©-Symmetrie der Integranden in der
Symmetrie-Basis mit einem einzelnen Integrationspunkt ausgefierden, was durch die Wahl
der halboffenen Trapezregel mit= 1 erreicht wird. Die Integration ist damit auf den zweidi-
mensionalen Unterraum detf-Ebene zuuckgefihrt.

In r lauft die Integratioruber das Intervall0, co), muss aber nunber ein endliches Teilin-
tervall [0, rmay ausgetihrt werden, da die tabellierten numerischen Radialanteile der atomaren
Basisfunktionen, die in allen Integranden als Faktor vorkommen, nur eine endliche Reichwei-
te rmax besitzen. Die Radialfunktionen sind aber am Ort der beiden Kerne zentriert, so dass die
aulRere Integrationsgrenzen als

/
Tmax = 7Tmax+d

gewahlt werden, wobei den internuklearen Abstand bezeichnet. Dieses Intervall wird durch die
Transformation (3.42) auf die intrinsische Radialkoordinate abgebildbet; Welches mit einer
Gaul-Tschebyscheff-Regel integriert wird.

In 0 schlieBlich mussiBer das Intervall0, 7] integriert werden, diese Integration durch eine
Gaul3-Legendre-Regel in der Variables 6 ausgetihrt. Die Zerlegung in die beiden Integrati-
onszellen erfolgt mit Hilfe der Zellenfunktion von Delley [14] mit der Dichter), die aus der
Summe der radialsymmetrischen atomaren Dichten der Basisfunktion gewonnen wurde.

Die Bestimmung derdi’ die Integration incos 8 notwendigen Zahl der 8tZstellen erfolg-
te durch automatische Integration mit Vorgabe einer Genauiglkegifien Satz von Testfunk-
tionen. Dazu gebrte die Summe der atomaren Dichten und Slater-Funktionen, deren Integral
analytisch berechnet und verglichen werden kann.

Fur die Bestimmung der Anzahl deruststellen inr sind zwei verschiedene Vorgehens-
weisen denkbar. Zum einen kann auch in dieser Variablen die Zahl dizstilen durch eine
automatische Integration bestimmt werden. Dardirtegration in unserer Rechnung dagd3é-
re Integral darstellt, ist es nicht sinnvoll eineltere Genauigkeit alsif die -Integration vor-
zugeben. Testrechnungen zeigen, dass eine Genauigkeit im Bereich).5¢y ... 1.0¢y gute
Ergebnisse liefert. Problematisch hinsichtlich derdigtién Rechenzeit wird diese Methode,
wenn eine hohe Genauigkeit gefordert wird, oder in einer echt dreidimensionalen Integration
die Punktzahldit alle Variablen automatisch bestimmt werden soll.

Fur eine systematische Untersuchung ist es sinnvoll, die Anzahl dsg&tllen in- zuréchst
festzuhalten und die Genauigkeitdreu variieren. Tagt man die relative Genauigkeit der Ge-
samtladung oder der totalen Energibeti der Genauigkeit dei-Integration auf, so erwartet
man, dassui’ eine vorgegebene Zahl von radialemt3stellen das Ergebnis nicht mehr verbes-
sert wird, auch wenn man die Genauigkeitiarhoht. Abbildung 4.4 zeigt den Zusammenhang.

Aus diesen Kurven ist es allerdings nicht leicht, die optimalen Paramategirie vorge-
gebene Genauigkeit abzulesen. Dies wird durch einen anderen Ansatz einfach. Im allgemeinen
skaliert die numerische Genauigkeit der ErgebmiBgriuber eine Potenzfunktion mit der An-
zahl der Sttzstellen:

e o (npts)’ (4.8)

Der Exponenip stellt ein MaR i die Geschwindigkeit der Konvergenz mit der &hnlaihg der
Punktzahlnpisdar und wird Konvergenzrate genannta@t'manp tber der Gesamtpunktzahl
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auf, so erkennt man, dass es einen optimalen Zusammenhang zwigahahn,. gibt (Abbil-
dung 4.5). W&hlt man die Anzahl der Radialpunkte zu klein, so verringert sich die Genauigkeit,
wahlt man sie zu grol3, so werden wotig viele Punkte dif die Radialintegration bexigt, die
nicht zu einer Verbesserung der Genauigkeit beitragen.

Die Auswertung der Kurvenschar in Abbildung 4.5 ergibt den gesuchten Zusammenhang
zwischenn, und ¢y. Dazu wird zumichst fir jeden, = const.-Kurve durch einen Parabel-
Fit daseg bestimmt, bei demp maximal ist, d. h. eine optimale Konvergenzrate erreicht wird.
Abbildung 4.6 zeigt die so errechnete Kurug tlie totale Energie.

Man erkennt einen linearen Zusammenhang zwisehamdlog,(eg). Eine Ausgleichsge-
rade durch die Punkte besitzt die folgende Form:

—logig(ep) = 0.0525-n, +0.772

Diskussion der Ergebnisse

Da sowohl beim Verfahren von Baerends, als auch in unserem Schema mit adaptiver Punkt-
zahl, die Zahl der $itzstellen nicht direkt gemhlt werden kann, werden die Ergebnisse sowohl
einzeln in Tabellenform, als auch gemeinsam in einem detlagert dargestellt.

Das einfachste Resultat ist die Berechnung der elektronischen Gesamtladung als Integral
der Ladungsdichte. Das Ergebnis it flie Uberlagerung der atomaren Dichten bekannt und
entspricht der Zahl der Elektronen. Da das Maolgkdgramm in den SCF-Iterationen dieses In-
tegral als variationale Nebenbedingung mit der Elektronenzahl gleichsetzt, ist die Genauigkeit
dieser Gol3e wichtig. Die Tabellen 4.2.2 und 4.2.2 sowie die Abbildung 4.7 zeigen die Ergeb-
nisse fir die Gesamtladung undifdie totale Energie.

Bei der Gesamtladung erkennt man, dass das beide Integrationsverfahren die Gesamtladung
etwa bis aufl0~? integrieren khnen. Eine weitere Edhuing der Punktzahl ist beim Baerends-
Schema nicht mglich und fihrt in unserem Schema nicht zu einehkien Genauigkeit.

Bei der totalen Energie liegt die Unsicherheit der genauesten Rechnungen umften f”
Nachkommastelle. Mit dem Baerends-Verfahren wird dieses Ergebnis mit dem Genauigkeitspa-
rameter10.0 erreicht, die erzeugte Integrationsregel besitzt etwa 2300 Punkte. Unser Verfahren
liefert bereits mit 620 Integrationspunkten dieses Ergebnis.
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—37997.5000
—37997.5500
—37997.6000

Etot/Ep, —37997.6500
—37997.7000
—37997.7500

—37997.8000

Abbildung 4.3.: Auy: Potentialkurve (RLDA). Neben den berechneten totalen Energien wurde
eine Parabel im Energieminimum und eine Morse-Funktion angefittet.

I
/ a(z —x0)> +b

[ [
Etot —¢—

morse(x)

0.0

2.0

4.0 6.0 8.0
d/ao

10.0 12.0

€9 Nrad | "ot Q FEiot/ En
1.0-1072 23 138 | 158.0027 —37997. 85
0.5-1072 29 190 | 158.00062 —37997.776
1.0-1073 42 330 | 157.99979 —37997.773
0.5-1073 48 402 | 158.0000 68 —37997.78 26
1.0-107% 61 620 | 157.99999 34 —37997.7803 15
1.0-107° 80 | 1152 | 157.999999 37 —37997.7803 16
1.0-1076 100 | 2590 | 157.999999945 |—37997.7803 09
1.0-1077 119 | 6690 | 158.0000000065 | —37997.7803 77

14.0

Tabelle 4.3.: Ad: Gesamtladung in totale Energie in Adotgigkeit der Zahl der 8tZstellen
(MULIN)
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Relative Genauigkeit der Gesamtladung
in Abhéngigkeit der Toleranz dékIntegration
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Abbildung 4.4.: Ay: Genauigkeit der Gesamtladung und der totalen Energie inraAgigkeit
der Punktzahl in- und der Tolerant defi-Integration. Die Linien verbinden je-
weils Werte von Rechnungen mit gleicher Punktzahi,iwelche von 10 (obere
Kurve) bis 70 (untere Kurve) variiert wurde.
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Konvergenz der Gesamtladung
in Abhéngigkeit der Toleranz dé¥Integration
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Konvergenz der totalen Energie
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log(AEtot/ Ftot) =
log(npts) >/ %
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Abbildung 4.5.: Ay: Konvergenzrateui' die Gesamtladung und die totale Energie. Aufgetra-
gen ist die Konvergenzratge Uber dem Logarithmus der Genauigkeit der
Integration. Rechnungen mit gleicher Anzahl von Radialpunkten sind verbun-
den. Die untersten Kurven haben = 10, die oberstem,. = 70 Stitzstellen.
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Optimierung der Konvergenzrate
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Abbildung 4.6.: Ay: Optimierung der Konvergenzrateufdie totale Energie aus Abbildung 4.5
ist ey mit der lochsten Konvergenzratdér der Zahl der radialen 8tstellenn,

aufgetragen.
B ntot | @ FEiot/ Eh
1.0-1073 426 | 158.49 —38330
1.0-107* 539 | 158.091 —37976
1.0-107° 758 | 157.984 —37994.9
1.0-107 953 | 158.0018 —37997.26
1.0-1077 1176 | 157.999 83 —37998.0
1.0-10°8 1417 | 158.0000 22 —37997.725
1.0-107° 1796 | 158.000000015 |—37997.7816
1.0-10710 2324 | 158.000000049 |—37997.7803 22
1.0-1071 4791 | 158.000000033 |—37997.780318

Tabelle 4.4.. Ad: Gesamtladung in totale Energie in Adofigigkeit der Zahl der 8tZstellen

(Baerends)
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Abbildung 4.7.: Ay: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Energie.



4.3. Kleine Molek ule: RfCl ,

Die Metall-Tetrachloride stellen einen interessanten TeddiE Integrationsroutinen dar. Nimmt
man an, dass die Kernanordnung-$ymmetrie besitzt, so gibt es nur noch einen geometrischen
Parameter, von der die Potentialenergiekurveaagh Trotzdem ist das Molekdreidimensio-
nal und somit muss auch die Integratigimet den vollerR? erfolgen. Wenn die

Integration die Symmetrie des Molals ausnutzt, kann die Zahl der Integrationspunkte den-
noch reduziert werden.

4.3.1. Die Referenzrechnung

Fur das zentrale Metallatom wurde das schwere Rf (Z=104) verwendet. AudatieSes Sy-
stem wurde zuachst eine Referenz-Rechnung mit dem Baerends’schen Integrationscode durch-
gefiihrt. Die Rf-Basisfunktionen enthalten die Wellenfunktionen des einfach neutralen Atoms
von 15, bis 75,,. Die Basisfunktionen des Chloratoms wurden zusammengesetzt aus ei-
ner—0.2-fach ionisierten Basis, die die Funktionen Asbis 2, entrelt und einer Zusatzbasis
vom +2-fach ionisierten Chlor mit den Wellenfunktionens3¢l 3d;, und 4s /5.

Die Rechnung wurde mit dem Baerends-Schema in einer hohen Genauigkedtrschie-
dene M-CI-Abstihde in Schritten vof.1 ag durchgetihrt. Die Abbildungen 4.3.1 zeigt die ent-
sprechenden Potentialenergiekurue RfCly.

4.3.2. Vergleichsrechnungen f~ ur konstanten Abstand

Fur den Vergleich der beiden Integrationsschemata wurde der Abgtandt.6 aq fur RfCl,
ausgevahlt, der nahe beim RLDA-Energieminimum liegt.

Bestimmung der Integrationsparameter: Baerends

Die Rechnungenui’das Baerends-Schema wurden wieder wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben
mit sukzessiv erbfitem Parametesg ausgefihrt. Auch hier istg = 10~!! die hochste Genau-
igkeit, fur die der Baerends-Code Integrationspunkte erzeugen kann.

Bestimmung der Integrationsparameter: unser Schema

In unseren Rechnungen setzen wir voraus, dass dag-Rf@lekil eine Ty-Symmetrie besitzt.

Diese hohe Symmetriaufiit zu einer erheblichen Reduktion der Zahl der Integrationspunkte,
da die Integrationszelle des zentralen Atoms durch alle 24 Operatoren der Symmetrie-Gruppe
auf sich selbst abgebildet wird, die Integrationszellen der Cl-Atome alle symnagiigalent

sind und jede einzelne diese Zellen noch symmetrisch unter der Grugpéediglich der
Verbindungsachse Rf-Cl ist. Sowohl die Achsen der Operatoren ge8ymmetrie, als auch

die der G,~-Symmetrie stimmen mit denen der Lebedev-Integrationsgittedie’ Kugelober-
flacheuberein, falls die Z-Achsen aller Integrationszellen parallel zu einer der Koordinatenach-
sen gewhlt werden. In diesem Fall wird durch die Symmetrie des Mdkeklie Anzahl der
Integrationspunkte minimiert.
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Potentialenergiekurve RfCI
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Abbildung 4.8.: Potentialkurven MC(RLDA). Neben den berechneten totalen Energien wurde
jeweils eine Parabel im Energieminimum und eine Morse-Funktion angefittet.
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Alle weiteren Parameter wurden genau wie in Abschnitt 4.2 beintMalekdl gesetzt. Bff
die Integrationuberd$2 wurde eine Genauigkety vorgegeben, die Zahl der Radialpunkie
wurde mit Gleichung (4.9) bestimmt, die auelr RfCl; gute Ergebnisse liefert.

Diskussion der Ergebnisse

Die Tabellen 4.5 und 4.6 sowie Abbildung 4.9 zeigen die Ergebnisse der Vergleichsrechnung
fur RfCly. Die Konvergenzrate des Baerends-Verfahrens scheint bei der Gesamtladung etwas
besser zu sein, die Gesamtpunktzahl ist allerding8/tHilN-Programm immer geringer bis zu
einer Genauigkeit von0—%. Bei der totalen Energie ist die Konvergenz beider Verfahren etwa
gleich, das Baerends-Schema biggt allerdings immer einen Faktér. . . 10 mehr Punkte, um
die gleiche numerische Genauigkeit zu erreichen.

Auch in diesem System zeigt sich wieder, dass die Konvergenz der errechneiBanGr”
beschankt ist. Bei der Gesamtladung ist dies der Fall bei etwa'?, bei der totalen Energie
bei 107, Dies wird im letzten Systems im Abschnitt 4.4 auisflicher diskutiert.
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MULIN

€Q Nrad | Mot | @ FEiot/ En
1.0-1072 23 | 195 | 172.0092 —40490. 30
0.5-1072 29 | 277 | 172.010 —40491.5
3.2-1073 33 | 383 | 171.9969 —40490. 84
1.0-1073 42 | 589 | 171.99910 —40490. 88
0.5-1073 48 | 771 | 172.00090 —40490.9 36
3.2-1074 52 | 919 | 171.999978 —40490.92 01
1.0-107% 61 | 1285 | 171.99989 —40490.9 18
0.3-107% 71 | 1856 | 172.000016 —40490.92 59
1.0-107° 80 | 2646 | 172.0000 16 —40490.92 94
0.3-107° 90 | 3322 | 171.99999 84 —40490.930 04
1.0-107% | 100 | 4442 | 172.00000 19 —40490.930 20
0.3-107% | 109 | 8776 | 172.0000011 —40490.9304 35
1.0-1077 | 119 (14125 | 172.00000038 | —40490.9304 33
0.3-1077 | 128 (22247 | 172.000000019 |—40490.9304 14
1.0-107% | 138 33084 | 171.999999985 |—40490.9304 24

Tabelle 4.5.: RfCJ: Gesamtladung in Aldmigigkeit der Zahl der 8tZstellen MULIN)

Baerends

B not | @ FEiotl Eny
1.0-1073 1078 | 174.4 —40 880.
1.0-107% 1933 | 172.039 —40457.
1.0-107° 2907 | 171.9909 —404 88.
1.0-1076 4442 | 172.000 76 —40491.4
1.0-1077 6420 | 171.9999 37 —40490. 76
1.0-1078 8753 | 172.00000 24 —40490.991
1.0-107° 11724 | 171.99999934 | —40490.927
1.0-10710 15716 | 172.00000047 | —40490.93052
1.0-10°1 25934 | 172.00000040 | —40490.9304 97

Tabelle 4.6.: RfCJ: totale Energie in Abhingigkeit der Zahl der 8tZstellen (Baerends)
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Genauigkeit der Gesamtladung als Funktion der Punktzahl
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Abbildung 4.9.: RfC]: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Energie.



4.4, Cluster: AUu@AuU

Experimentell éisst sich Adsorption von Atomen an kristallinen Olztfién mit hoher Genauig-

keit untersuchen. Zu den gemesseneal$en’ gebien die Bindungsenergie der Ad-Atome, die
Bindungsposition im Gleichgewichts-Zustand, das Potential der Bindung und das Schwingungs-
spektrum. Auf der theoretischen Seite sind Rechnungen zu diesen Systemen mit Schwierigkeiten
verbunden. Sowohl durch die Obahe als auch durch das Ad-Atom wird die Translations-
Symmetrie des Kristalls gebrochen, so dass Rechnungen mit einem periodischen Potential oder
die Entwicklung der Wellenfunktion in ebene Wellen nicht melugfich ist. Bei Kristallen mit
schweren Atomen kommt der etitée Rechenaufwandifdie relativistische Berechnung und

die Gio3e der Basisgze hinzu. Erst injyfigster Zeit sind daher realistische Berechnungen unter
anderem in unserer Arbeitsgruppe [3] durchdet worden. Ziel des neue Integrationsverfahren

soll daher auch sein, die langen Rechenzeiterdérartige Systeme zu vermindern.

Als Testsystem wurde ein Ausschnitt einer Au(100)-OlbetfE ausgeahlt, auf der ein Au
Ad-Atom adsorbiert ist. Die Obedgthe wird durch neun Atome simuliert, von denen siaoff”
Atome in der obersten Lage und vier Atome in der zweiten Lage befinden. Die Geometrie des
Systems ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Als BasissatzAlU (Z=79) wurden die Funktio-
nen 1s/, bis 65/, verwendet. Die Basis wurde ohne lonisation berechnet.

Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Cluster-Rechnung sind in den Tabellen 4.4 und 4.8 sowie in graphischer
Form in Abbildung 4.11 dargestellt.

Zum Vergleich der Genauigkeit wurden in den Graphiken jeweils zwei Geraden angefittet.
Da die Werte doppelt-logarithmisch aufgetragen sind, gibt die Steigudgr Geraden die Kon-
vergenzrate an, die sich in Einheiten von gesicherten Dezimalstelleruakedrésst. i die
totale Energie hat der Exponent einen Wert va6) was bedeutet, dass sich die numerische Ge-
nauigkeit um—mlog;,(2) = 1.8 Dezimalstellen erbfit, wenn die Punktzahl verdoppelt wird,
oder umgekehrt, dass die Punktzahl um einen Fakigi0 = 1.46 erhoht werden muss, um ei-
ne weitere Dezimalstelle zu erhalten. Bei der Gesamtladung hat der Exponent etwa dén Wert
was einen Gewinn vor.5 Stellen bei einer Verdoppelung der Punktzahl bedeutet. Dies ent-
spricht einer Erbhung der Punkzahl um den Fakio58, um die Genauigkeit um eine Stelle zu
erhdhen.

Die Konvergenzraten der beiden verglichenen Integrationsverfahren sind etwa gleich, aller-
dings streuen die Werte d88ULIN-Schemas stker. Rir dieses Schema wurde der Achsenab-
schnitt der Fitgeraden daher jeweils so géilt, dass die errechnete Genauigkeit im interessanten
Bereich immer bher ist, als die Fitgerade anzeigt. Ein direkter Vergleich der Achsenabschnit-
te auf der Abszisse zeigt, dass bei gleicher numerischer Genauigkeit unser Verfahren eine um
den Faktort geringer Punktzahl berigt, um die Gesamtladung zu bestimmen. Bei der totalen
Energie be@t dieser Faktor sogar etWwa

Aus den Achsenabschnitten der Ordinatssk'sich ablesen, dass bei gleicher Punktzahl ein
um drei Stellen genauerer Wert der Gesamtladung berechnet wird, der Wert der totalen Energie
ist um etwa sechs Stellen genauer.

Hier muss allerdings wieder auf die Grenzen der Konvergenz hingewiesen werden. Eine
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Genauigkeit besser al$)~'° bei der Gesamtladung vor0~" bei der totalen Energie scheint

nicht moglich zu sein. Trotz dass die Punktzahlarhivird, steigt die Genauigkeit nicht weiter

an, oder verringert sich sogar wieder drastisch, wie im Fall der totalen Energie. Bei der totalen
Energie zeigt der Vergleich mit den anderen Testsystemen, dass die erreichbare Genauigkeit mit
zunehmender @fe des Molells geringer wird. Diese Besammkung scheint vom Integrations-
verfahren unakdrigig zu sein und muss daher im Malétfukturprogramms vermutet werden.
Dieser Verdacht wird auch dadurch gest, dass beide Integrationsverfahren ihre Genauigkeit

an Testfunktionen messen, was schon bei der Aufstellung der Regel fehlschlagk) wénn

die Vorgaben nicht erreicht werderuvden.
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MULIN

0.4-107* 69 | 4796 | 790.000 87
1.6-107° 77 | 6335 | 790.000 20
1.0-107° 80 | 7104 | 790.000047
0.4-107° 88 | 9529 | 790.0000 99
1.6-10°6 96 (12065 | 790.0000 42
1.0-107% | 100 [13897 | 790.000029
0.4-107% | 107 (19089 | 790.00000 53
1.0-1077 | 119 |33810 | 790.000001 21
1.0-107% | 138 |88048 | 790.000000 24

€Q Nrad | "tot Q FEiot Eny
1.0-1071 4 95 | 752 —1 75000
0.6-107" 8 220 | 810 —254000
0.4-1071 12 334 | 706.0 —120000
2.5-1072 16 447 | 790.137 —193200
1.3-1072 21 613 | 789.85 —190 180
1.6-1072 20 626 | 790.21 —1899 75
0.8-1072 25 788 | 789.915 —1899 59
0.6-1072 27 871 | 789.89 —189985.6
0.4-1072 31 | 1052 | 789.906 —189986.5
2.5-1073 35 | 1288 | 789.944 —189987.8
1.6-1073 39 | 1541 | 789.976 —189988. 36
0.6-1073 46 | 2079 | 790.00 35 —189989.065
2.5-107% 54 | 2713 | 789.9979 —189989.001
1.6-1074 58 | 3158 | 789.999 50 —189989.0 35
1.0-1074 61 | 3583 | 790.0027 —189989.113

—189989.08 09
—189989.06 25
—189989.0 58
—189989.06 04
—189989.06 40
—189989.07 74
—189989. 21
—189994.4
—190240

Tabelle 4.7.: Au an Ag(100): Gesamtladung in Alaimgigkeit der Zahl der 8tZstellen MULIN)

Baerends
B niot | Q FEiot/ E
3.0-10° 4441 1792.4 —217000
4.0-10° 6930 | 790.68 —189240
5.0 - 10° 11055 | 789.921 —190130
6.0 - 109 16327 | 790.0095 —189975
7.0-10° 22323 | 789.999 16 —189991
8.0- 10 30582 | 790.0001 10 —189989. 44
9.0 -10° 41135 | 790.00000049 | —189989.115
10.0 - 109 54219 | 789.99999989 | —189988.97
11.0 - 10° 94910 | 789.99999986 |—189999.2

Tabelle 4.8.: Au an Ay(100): totale Energie in Akdmigigkeit der Zahl der 8tZstellen (Bae-

rends)
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(a) Perspektivische Darstellung
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(c) Projektion in XZ-Ebene

(b) Projektion in XY-Ebene

Abbildung 4.10.: Adsorption von Au an A(@L00): Die oberste Lage ist durch hellgraue, die
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zweite Lage durch dunkelgraue Kugeln dargestellt. Das Ad-Atom giiet
dem zentralen Atom der obersten Lage.



Relative Genauigkeit der totalen Energie als Funktion der Punktzahl
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Relative Genauigkeit der Gesamtladung als Funktion der Punktzahl
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Abbildung 4.11.: Adsorption von Au an AuGenauigkeit der Gafen Gesamtladung (oben) und
totale Energie (unten) in Alaimgigkeit der Gesamtpunktzahl.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit entstand aus dem Bedis, Rechnungen mit der Dichtefunktional-
Methode fir immer goRRere molekulare Systeme durchzufén. Die losung der Dirac-Glei-
chung mittels der DFT bedingt die Auswertung der Matrixelemente des Hamilton-Operators
in der Basis der Kohn-Sham-Orbitale. Der Einsatz eines numerisches Verfahteristlaffi-
umganglich, nicht nur, weil in unserer Implementation eine numerische Basis von atomaren
Orbitalen verwendet wird, sondern auch weil die Matrixelemente des Operators der Austausch-
Korrelations-Wechselwirkung nicht-linear in den Basisfunktionen sind.

Die Rechenzeit des Molelkstruktur-Programms wird von der Integration der Matrixelemen-
te dominiert und skaliert linear in der Anzahl deu&stellen des numerischen Integrationsgit-
ters. In dieser Arbeit wurde der Ansatz verfolgt, die Rechnungen durch Verringerung der Zahl
der Integrationspunkte zu beschleunigen.

Das bisherige Verfahren zur Erstellung der numerischen Integrationsregel von Baerends et al.
wurde ersetzt durch einen flexiblen Algorithmus, der auf dem Verfahren der Raumaufteilung in
atomare Integrationszellen mittels einer Partitionsfunktion beruht. Durch geeignete Transforma-
tionen auf angepasste Koordinaten wird das Problem der dreidimensionalen Integtaion ~
denR? auf geschachtelte Integrale niedrigerer Dimensioruegkgéfihrt. Fir die numerische
Integration wurden ein- oder mehrdimensionale Integrationsregeln mit hoher Konvergenzrate
verwendet. Die Zahl der 8tZstellen der Integrationsregeln wurde mit der Methode der auto-
matischen numerischen Integration so bestimmt, dass die erwarteten Integrale mit vorgegebener
Genauigkeit berechnet wurden. Dazu wurden passende Testfunktionen benutzt, welche die In-
tegranden des molekularen Problems aspritieren. Schlie3lich wurde die Anzahl der Integra-
tionspunkte reduziert, indem nur die unter der Punktgruppe des Melekinmetrie-iaguiva-
lenten Sttzstellen verwendet werden.

Die Testrechnungenufverschieden groRe Systeme zeigen, dass das neue Verfahren ge-
geruber dem bisherigen Integrationssystem mit einer deutlich verringerten Zahl der Integra-
tionspunkte auskommt. Atomare Rechnungenri€n nun unter direkter Ausnutzung der Ku-
gelsymmetrie schnell ausg#ftt werden. Bei den Molekén zeigt sich die Tendenz, dass das
neue Verfahren im Vergleich zum Baerends’schen Algorithmus, mit zunehmend8e @er
Molekule deutlich effizienter wird. Die Testrechnungen zeigen weiterhin, dass eine bestimmte
Kombination der Zellenfunktion und der Parameter der Transformatiameall€” behandelten
Molekile gute Ergebnisse liefern.

Die unterschiedliche Anzahl der (&t5tellen beider Integrationsverfahren ist auf die Art
der Raumaufteilung zuckzufihren. Das Verfahren von Baerends teilt den Raum in sehr viele
nichtdiberlappende Raumgebiete auf und stellt eine eigene Integrationsuegetidén dieser
Bereiche auf. Wie viele dieser Bereiche jédes Atom erstellt werdenahgt davon ab, wie viele
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nachste Nachbarn im Sinne der Voronoi-ZerlegungRiejedes Atom besitzt, ist aber in jedem
Fall groRRer als einsuf Molektile. Bei der Integration dieser Gebiete wird nicht vorausgesetzt,
dass der Integrand stetig zwischen den getrennten Zelleawu¥eDie Integrationsregel betigt
dementsprechend eineliere Gesamtpunktzahl.

Die Raumaufteilung in atomare Zellen hingegendiggt lediglich eine einzelne Integrati-
onsregel pro Atom, unakingig davon wie viele Nachbarzellen ein Atom besitzt. Der Vortell
zeigt sich, wenn das System eineo@efe Anzahl von Atomen erdh. Da auch beim Bae-
rends’'schen Verfahren die Anzahl der Zellen pro Atom bei grof3en Systemen konstant bleibt,
wird sich die Zahl der Sitzstellen in unserem Verfahren in diesem Limes um einen konstan-
ten Faktor unterscheiden, wenn die Ergebnisse bei gleicher numerischer Genauigkeit verglichen
werden. Im Falle des Gold-Clusters lag dieser Faktor bei der totalen Energie in etwa bei neun.

Es hat sich im Verlauf der Testrechnungen gezeigt, dass sich die numerische Genauigkeit
der Ergebnisse nicht auf mehr als etiga® steigern éisst. Dieses Verhalten scheint unaibgig
vom Integrationsverfahren zu sein und daher sind die numerischen Probleme imuModtek
zu vermuten. Eine Verbesserung der Rechengenauigkeit des Wmdks, insbesondere der
totalen Energie, ist wichtig, da Bindungs- und lonisationsenergien immer nur aus Differenzen
der totalen Energien bestimmt werdeonkén. kit grof3e Cluster steigt die totale Energie aber
ungefihr linear mit der Zahl der (gleichartigen) Atomeaklwvénd die Bindungsenergien etwa
konstant bleiben. Dies begrenzt die Clusteffg,” bei der Bindungsenergie-Rechnungen noch
sinnvolle Werte liefern.

Das Problem der Skalierbarkeit der Dichtefunktionaltheogadt'eng mit der Berechnung
der Matrixelemente des Hamilton-Operators in der Basis der Kohn-Sham-Orbitale zusammen.
Die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente steigt quadratisch mit der Zahl der elektro-
nischen Freiheitsgrade des Systems, die wiederum linear mit der Zahl der beteiligten Atome
anwachst. Zuatzlich vergolRert sich der Raumbereichér den integriert werden muss, eben-
falls etwa linear mit der Anzahl der Atome. Insgesamt skaliert das Verfahren etwa mit der dritten
Potenz der Zahl der beteiligten Elektronen.

Um dieses schlechte Skalenverhalten zu verbessemssen”sowohl die Berechnung der
Matrixelemente, als auch der Dichtefit @edert werden. Die in der Literatur bereits disku-
tierten neueren Verfahrembértragen die Raumaufteilung auf den Hamilton-Operator [20, 94]
oder tihren durchgehend Cut-Off-Radieur fdie Integration der Matrixelemente ein [46, 95].
Dadurch wird verhindert, dass die lokalisierten Basisfunktionen immer im gesdhtansge-
wertet werden m$sen. Der Radius der Integration der Zellenfunktionen muss in gro3en Clustern
ebenfalls besclnkt werden. Dazu ahlt man Zellenfunktionen, die nicht nur am Ort der Kerne
benachbarter Zellen exakt verschwinden, sondern schon in einem bestimmten Radius um diese
Zellen. Integriert man dann in einem dicht gepackten Feeptls, so iRt man in jeder Rich-
tung sehr schnell auf diese Kugeln, so dass die Integration einer einzelnen Zelle nicht mehr
bis r — oo laufen muss. Geeignete Zellenfunktionen sind im Integrationsprogramm bereits
implementiert (3.26), (3.27).

Die Raumaufteilung des Integrationsgebietes in atomare Zellam éine zuatzliche Win-
kelvariation der Integranden in den einzelnen Zellen ein. Dies macht sich dadurch bemerkbar,
dass €ir die Integrationuber die Winkelvariablen eineohére Integrationsordnung notwendig
wird. Dieser Nachteil des Integrationsverfahrersst 'sich durch zweidimensionale Koordina-
tentransformationeruf die Winkelvariablen teilweise wieder ausgleichen. Solche Transforma-
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tionen lassen sich durch Integration eines Funktions-Prototyps ermitteln, der die Integrations-
punkte auf Winkelrichtungen fokussiert, die relevante Begierzum Gesamtintegral liefern. Ein
entsprechender Algorithmusrfdie Berechnung einer numerischen Transformation ist schon im
Programm @f eindimensionale Integrationsgitter implementiert. Eine Erweiterung auf analyti-
sche Transformationemifzweidimensionale numerische Regetmhite allerdings noch bessere
Ergebnisse liefern.

Durch die in dieser Arbeit vorgestellten Methode der numerischen Integratgs $ich
die GoRe der berechenbaren Moldd'in etwa verdoppeln oder die Rechenzeit bei gleicher
GroRe um einen Faktor 4—-8 verringert werden. In Verbindung mit der Methode der Cluster-
Einbettung und der Frozen-Coreahfung lohnen Festirper-Oberfichen nun realistisch mo-
delliert werden. Um noch gfRere Systeme berechnen znkén, muss das Skalenverhalten
des Molekilstrukturprogramms, wie oben beschrieben, verbessert und eine Parallelisierung des
Programmcodes vorgenommen werden.
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A. Physikalische Konstanten und
Definitionen

Fur alle Rechnungen wurden durchgehend atomare Einheiten behetz & m = 4weg = 1).
Die atomare langeneinheit,, entspricht dem klassischen Bahnradius/i"= 1 des Elektrons
im Wasserstoffatom. Die atomare Energieeintigjtentspricht der doppelten Bindungsenergie
des Grundzustandes.
In der Literatur werden Gif3en oft auch in anderen Einheiten angegeben.Brérgien ist
die Einheit eV getatichlich, fir Bindungstingen daf\ngstom und fir Wellenzahlen die Ein-
heit cnT!. Tabelle A.1 stellt die verwendeten Umrechnungsfaktoren zusammen und listet auch
abgeleitete Einheiten auf.

Physikalische Gal3e Definition atom. Einh. | S.I. und andere Einheiten
Plancksche Konstante h=h/2r 1 1.054571596 - 10—3% Js [96]
Ladung des Elektrons e 1 1.602176462 - 10~19 C [96]
Ruhemasse des Elektrons Me 1 9.10938188 - 103! kg [96]
0.510998902 MeV/ c?
Permittivitit des Vakuums € 1/4m 8.854187817- 10712 F/m [96]
Atomare Energieeinheit (Hartreg)1 E}, = (4’7’:;6;)2 1 4.35974383 - 10718 kgm? /s?
27.2113836 eV
Atomare LAngeneinheit (Bohr) | 1 ag = % 1 5.29177208- 10711 m
‘ 0.529177208 A
Atomare Zeiteinheit B (dmeq)? 1 2.41888433- 10717 s
Atomare Geschwindigkeitseinheitﬁim) 1 2.18769125- 105 m/s
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ 137.0359895 | 2.99792458 - 10° m/s [96]
Vereinheitlichte Atom. Masse | 1u= £&m('2C) | 1822.88848 | 1.66053873- 10~27 kg [96]
9.31494013 - 108 eV/¢?
Masse des Au-Atoms 196.96655 u [96] | 359048.06 3.2707058 - 10~2° kg

Abbildung A.1.: Verwendete Einheiten und Umrechnungsfaktoremtiiche Referenzgien
wurden den Tabellen der Particle Data Group [96] enthommen. Alle anderen
Werte wurden daraus berechnet und auf neun signifikante Stellen gerundet.
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B. Details zu den Rechnungen

B.0.1. Trapezregel f'ur periodische Integranden

Satz B.1 (Trapezregel) Die Trapezregel mit Punkten integriert periodische Funktionen exakt,
falls deren Reihenentwicklung bei Harmonischen der Ordnuagbricht.

Zum Beweis betrachten wir eine Funktign: R — C mit der Eigenschaff (z) = f(x + 27)
und der Reihenentwicklung

f(z) = Z ay, exp(ikx).
k=0

Flhrt man die Integration aus, so alihihan den ersten Fourier-Koeffizienten:

2
(x)dz = 2mag
0
Eine n-Punkt Trapezregelf das Intervall0, 27| hat an den Sitzstellenz; = 27j/n die Ge-
wichtew; = 27 /n fur0 < j < n. Die numerische Integration vofiz) mit der Trapezregel
liefert:

n—1 o)
I=) wif(r;) = Z27r/n2ak exp(2mikj/n)
=0 j=0 k=0
Nachdem die Summanden niit= 0 und k = n abgespalten wurden, kann die Sumuieer’;
ausgefihrt werden, da es sich um eine geometrische Reihe handelt:

exp(2mik) — 1

o
I =2mag + 2may, + Z 2m”“/nexp(27”'k/”) —1

k=1,k#n

Fur ganzzahlige: ist aber der Zhler in der Summe gleich Null, so dass gilt:
I= 2mwag + 2mwany,

Der numerische Fehler wird also durch den Fourier-Koeffizieatetter zu integrierenden Funk-
tion bestimmt, falls eine-Punkt Trapezregel verwendet wird. Dies bedeutet, dass die numeri-
sche Regel genau dann exakt ist, wenn alle Koeffiziemtemit & > n verschwinden.
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C. Das Integrationsprogramm

C.1. Beschreibung der Eingabe-Datei

Die vielen unterschiedlichen Parameter und Betriebsarten des Integrationsprogramms werden
durch eine Eingabe-Datei eingestellt. Diese Datei stellt die Verbindung mit dem Maobek”

de her, bestimmt, wie die Integrationsregel generiert wird und welch&tztickien Ausgabe-
Dateien erzeugt werden.

Die Eingabe-Datei besteht aus einzelnen Zeilen, die jeweils eine einzelne Einstellung vor-
nehmen oder eine Berechnung asslfi. Der Inhalt der Datei ist nicht case-sensitiv, d. h. Gro3-
/Kleinschreibung istdi die Schilisselworte nicht von Bedeutung. Im Gegensatz dazu muss bei
Dateinamen entsprechend der Konventionen des Betriebssystems auf Gro3-/Kleinschreibung ge-
achtet werden.

Die Eingabe-Datei wird zeilenweise von oben nach unten eingelesen, mit HilfldGet) DE
Kommandosdsst sich jedoch auch in eine externe Datei verzweigen.

In der folgenden Beschreibung der Eingabe-Datei werden Befeh{@oirier -Schrift,
Schlisselworte inSchiagschrift "Dateinamen”zusammen mit den einzugebenden doppelten
Anfuhrungszeichen in Schgschrift und numerische Werte oder Parameter im Mathematiksatz
dargestellt. Optionale Parameter sind in eckige Klammern gesetzt.

C.1.1. Eingabe
INCLUDE "Dateiname"

Einlesen einer Include-Datei. Nach dem Einlesen der Include-Datei wird dasgtictie Input-

File weiter abgearbeitet. Include-Dateien bieten dieglithkeit, gemeinsame ParametdrE’
zusammenzufassen und vom Malgikogramm vahrend des Programmlaufes erzeugte Dateien
einzulesen.

Drei spezielle Dateien werden vor dem Aufruf der Integrationsroutinen vom Miek"”
de erzeugt und dinen durch dednNCLUDE-Befehl eingelesen werden. Diese Dateien ent-
halten einen Befehl zum Einlesen der atomaren BatiefDatei"base.inp’), die Geometrie
(Datei "centers.inp’) sowie die Symmetrie (Datésymops.inp’) des Molekils. Durch das Ein-
binden dieser Dateien kann der Integrationsinput uaably' vom zu berechnenden Molgk"”
gemacht werden, so dass ein einziger Inputdile Molekile verwendet werden kann. Da das
Einbinden dieser Dateien aber optional ist, lassen sich aber weiterhin Experimente mit eigenen
Parameternui’den Integrationscode durclfren.
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READ BASE'"Dateiname" n; Byte-Order Version

Einlesen von atomaren Basi¢sén. Von der Datei werder), Basisgitze eingelesen. Die Basis-
satzdateien sind Bardateien, die nicht plattformunadigig sind. Damit auch Basissatzdateien
gelesen werdendtinen, die nicht auf dem gleichen Rechnersystem erzeugt wurden, muss der
ParameteByte-Orderauf die entsprechende Prozessorarchitektur gesetzt werden (Tabelle C.1)

| Byte-Order | Prozessorarchitektur \

BIG Big-Endian Architektur

POWER z.B. IBM Power oder PowerPC
POWERPC

LITTLE Little-Endian Architektur

X86 z.B. Intel

HOST Datei vom eigenen Rechnersystem

Tabelle C.1.: Erlaubte WertaifByte-Order

Der ParameteNersiontragt denAnderungen im Format der Basissatzdateien Rechnung.
Da die Dateien keine eigene Versionsinformation enthalten, muss diesilmlsangegeben
werden. Tabelle C.2 zeigt, welche Parameter in den Basissatzdateien enthalten sind und auf
welche Werte die Parameter anderenfalls gesetzt werden. Dabei bedeutet der, Bintiags
die Variable aus der Basissatzdatei gelesen wird.

Innerhalb der Umgebung des Moldktrukturprogramms ist die Angabe der Basissatz-Datei
redundant, da sie schon IRELMOSnput spezifiziert istRELMOSerzeugt daher vor dem
Aufruf des Integrationsprogramms die Datbiase.inp; in der derREAD BASHefehl mit
den richtigen Parametern enthalten ist. Im Integrationsinputigiettéher der BefeHNCLU-

DE "base.inp” ,um die Basissatz-Datei einzulesen.
| Version | NPRIN | CLL | DensityOpt | XCCase | IDIRAC | RMAX[ao] |
Vi # c 0 0.0 1 30
V2 0 c # 0.0 # 30
V3 0 ¢ 0 # (INT) # #
V4 0 ¢ 0 # (DOUBLE) | # #
V5 0 # 0 # (DOUBLE) | # 30

Tabelle C.2.: Erlaubte WerteifVersion

C.1.2. Erzeugung der numerischen Integrationsregel

Der zentrale Befehl zur Erzeugung der Integrationsregel lautet

PW GENERATE
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Hiermit werden alle bisher gesetzten Parameter benutzt, um die Punkte und Gewichte zu gene-
rieren. Diese werden noch nicht unmittelbar ausgegeben, sondesnratriritern gespeichert.

Die Ausgabe kann spér mit dem in Abschnitt C.1.3 beschriebenen Beféil DUMP. . er-

folgen.

C.1.3. Ausgabe

PW DUMPDateiname" BINARY Byte-Order

PW DUMPDateiname" UNFORMATTEBYyte-Order

Ausgabe der Punkte und Gewichte in einedas Molekilstrukturprogramm lesbare Bindatei.

Der ParameteByte-Order(Tabelle C.1) bestimmt die Prozessorarchitektur, auf der das Mo-
lekulstrukturprogramm ahlift. Normalerweise laufen beide Programme auf der gleichen Platt-
form ab, so dass der Parameter @@ STgesetzt werden kann.

PW DUMPDateiname”  ASCII

Ausgabe der Punkte und Gewichte in eine ASCII-Datei. Jeweils eine Zeilaledtbd durch
Leerzeichen getrennten Koordinaten und Gewichte eines Integrationspunktes im Format:

T Yy z2 w

Die Zahlen werden mit doppelter Genauigkeit in Exponentialschreibweise ausgegeben.

PW COPY'Input" "Output” BINARY Byte-Order
PW COPY'Input" "Output” UNFORMATTEBYyte-Order
PW COPY'Input" "Output” ASCII

Kopieren und konvertieren einer Integrationsdatei. Mit diesem Befaimé&ri vorberechnete In-
tegrationsdateien aus der Datkiput” gelesen und in ein anderes Biformat fir die Prozesso-
rarchitekturByte-Orderoder in eine ASCII-Darstellung umgewandelt werden. Die konvertierte
Datei wird nach’Output” geschrieben.

PW STATISTICS "Dateiname"

Ausgabe einer Datei mit statistischen Informationger die generierte Integrationsregel. Die
Datei entlalt fur jedes Integrationszentrum u. a. die Anzahl der Integrationspunkte vor der Symmetrie-
Reduktion.

PW INTEGRATE"'Dateiname”

Integration der Testfunktionen und Ausgabe in eine Datei. In die Ausgabe-Datei wird eine Kurz-
beschreibung jeder Testfunktion und deren mit der numerischen Regel berechnetesubtrgral ~
denR? ausgegeben.
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POVRAY CENTERDateiname"

Ausgabe einer Beschreibungs-Dater tlie dreidimensionale Darstellung der Integrationszen-
tren. Die Datei kann als Eingaberftas Raytracing-Programm POVRAY [97] verwendet wer-
den.

POVRAY LEBEDE\L "Dateiname”

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Dateidie dreidimensionale Darstellung der Lebedev-
Integrationsregel der Ordnurgfur die Oberféiche der Einheitskugel.

POVRAY LOBATTO2 "Dateiname”

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Dater flie dreidimensionale Darstellung der Pro-
duktregel der Ordnung fur die Oberféiche der Einheitskugel.

POVRAY IRULE "Dateiname”

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Datei die dreidimensionale Darstellung der erzeug-
ten dreidimensionalen numerischen Integrationsregel..

C.1.4. Diagnose und Fehlersuche

Das Integrationsprogramm kann umfangreiche Informationen zur Diagnose und Fehlersuche
liefern. Dabei &isst sich angeben, bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme Aus-
gaben erzeugt und welche Informationen ausgegeben werden satatiicBé Ausgaben ent-

halten eine vorangestellte Markierung (siehe Tabelle C.3), die den Typ der Ausgabe und deren
Lange der Schachtelungstiefe des erzeugenden Unterprogramms entspricht. Danach folgt der
Name des Unterprogramms und die eigentliche Meldung. Meldungen vore RRDRassen

sich nicht unterdstken und @ihren zum Abbruch des Programmlaufes.

SET OUTPUIEVEL Output-Type  ON
SET OUTPUILEVEL Output-Type  OFF

Schaltet die Ausgabeif'einen bestimmten Ausgabetyp ein oder aus. Der Para@atput-Type
ist in Tabelle C.3 aufgelistet. Voreingestellt ist, dass das Programm keine Ausgaben macht.

SET OUTPUIDEPTH depth

Bestimmt, bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme Debugging-Ausgaben erfol-
gen. Voreinstellung0.

SET DEBUGPARSERpdebug
Schaltet Debugging-Ausgaben des Eingabeparserpeéab(g-~ 0) oder ausgdebug= 0).
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Art der Ausgabe | Markierung | Output-Type |

Name der Funktion + NAME
Parameter beim Aufruf > PARAMETERS
Ruckgabewert beim Beendgn< RESULT
Rickkehr aus der Funktion | - END
Information I INFO

Warnung W WARN

Fehler (tihrt zum Abbruch) | E ERROR
Debug-Information D DEBUG
Umfangreiche DatemgZe in separate DateienDUMP

Tabelle C.3.: Kennzeichnung der Fehlermeldungen und erlaubter Wearteleli Parame-
ter Output-Type

C.1.5. Interpolation der numerischen Radialfunktionen

Fir die Auswertung von Testfunktionen und zur Konstruktion bestimmter Zellenfunktionen
kdénnen die numerischen atomaren Basisfunktionen herangezogen werden. Da diese Funktionen
nur an diskreten 8tzstellen tabelliert sind, ist es notwendig, sie zu interpolieren. Die voreinge-
stellte Interpolationsmethode ist die Lagrange-Interpolation [47] der Ordnung 8.

SET INTERPOLATION CUBIC

Schaltet die kubische Interpolatioorfdie numerische atomare Basis ein. Werte zwischen den
Stiitzstellen des logarithmischen Radialgitters werden durch Polynome dritter Ordnung interpo-
liert.

SET INTERPOLATION LAGRANGER|

Schaltet die Lagrange-Interpolationrfdie numerische atomare Basis ein. Die Ordnung des
Lagrange-Interpolation wird durch den optionalen Paramet@ngegeben. Der voreingestellte
Wert vonn ist 8.

C.1.6. Zellenfunktion

Die Wahl der Zellenfunktion bestimmt die Raumaufteilung des Integrationsgebietes. Einige Zel-
lenfunktionen besitzen za&liche Parameter bzw. verwenden die numerischen Basisfunktionen
fur die Zerlegung.

SET CELLTYPE VORONOI

Raumaufteilung in Voronoi-Zellen (Gleichung (3.19)).
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SET CELLTYPE BECKE3

Zellenfunktion von Becke [13, 71]. Die Abschneidefunktion wird dabei dreimal iteriert (Glei-
chung (3.13)).

SET CELLTYPE BECKE4

Zellenfunktion von Becke [13, 71]. Die Abschneidefunktion wird dabei viermal iteriert (Glei-
chung (3.13)).

SET CELLTYPE STRATMANNZL

Zellenfunktion von Stratmann et al. [20]. Die Abschneidefunktidp, a) wurde einmal iteriert
(Gleichung 3.26) und der Parametemuss im Intervall0, 1) liegen (Gleichung (3.26)).

SET CELLTYPE STRATMANNS

Zellenfunktion von Stratmann et al. [20]. Die Abschneidefunkti¢n, o) wurde dreimal iteriert
(Gleichung 3.27) und der Parametemuss im Intervall0, 1) liegen (Gleichung (3.26)).

SET CELLTYPE DELLEY1

Zellenfunktionen von Delley [14]. Die Dichtg;(r) wird aus den atomaren Basa$sén berech-
net (Gleichung (3.21)).

SET CELLTYPE DELLEY3

Zellenfunktionen von Delley [14]. Die Dichtg;(r) wird aus den atomaren Basiésén berech-
net. Der Parametet, hat dabei den Wefi.5 ay (Gleichung (3.23)).

SET ATOMICSIZE _ADJUSTMENTATYP

Schalter fir die Anderung der ZellgsRRe in Abkingigkeit der Kernladung (Tabelle C.4).

\ ATYP \ Referenz \

BECKE [13], Gleichung (3.14)
TREUTLER| [18]

POPLE [98]

MURRAY | [76]

NONE keineAnderung der ZellgoRe

Tabelle C.4.: Erlaubte Wertenf ATYP
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C.1.7. Symmetrie

Um die Punktzahl durch Ausnutzung der Maldymmetrie zu reduzieren, verwaltet das Pro-
gramm intern eine Liste von Symmetrieoperatoren, welche die Orte der Kerne in sich selbst
Uberfihren und die Punktgruppe des Malékbilden. Die Operatoren wirken auf kartesische
Vektoren de? und werden durch einen Rotations- und einen Translationsanteil dargestellt, der
als Matrix bzw. Vektor angegeben wird.

SYMOPR 1 Ri2 Riz Rao1 Rz Raz R31 Rz Rsz t1 ta t3

Hinzufligen eines Symmetrieoperators, der aus der Rotationsnfattind dem Translations-
vektort besteht. Ein Vektor desR? wird durch den Symmetrieoperator in den Vekior

7"2 = ZRijTj +t;
J

Uberfihrt. Die Symmetrieoperatorenussen eine Gruppe bilden und deperator muss ex-
plizit angegeben werden.

Wird das Integrationsprogramm als Unterprogramm des Mipekgramms benutzt, so er-
zeugt der Moleklcode die Datefsymops.inp; welche die Symmetrieoperatoren aadthind in
der Input-Datei mit dem Befehl

INCLUDE "symops.inp”

eingelesen werden kann.

C.1.8. Parameter der Integrationszentren

Jedes einzelne Integrationszentrum besitzt einen eigenen Satz von Parametern, die den Ort und
Orientierung des Integrationszentrums, die Art der Integrationsregelié Zelle, deren Sym-
metrieklasse und anderen Informationen beinhalten

Neben der Liste der Integrationszentren verwaltet das Integrationsprogramm einen Satz von
Standardparametern, der zu jedem Zeitpunkingert werden kann und als Ausgangspunkt f*
die Parameter von neu spezifizierten Zellen dient. Dadurch isbgtich, die Input-Dateuber-
sichtlich zu halten und einheitliche Vorgabem &lle vom Molekilprogramm erzeugten Integra-
tionszentren zu machen.

BEGIN CENTER
Spezifikation eines neuen Integrationszentrums. Bis zum B&fEl CENTERS. u.) kdhnen
nur die in diesem Abschnitt beschriebenen Befehle benutzt werden.

BEGIN CENTER DEFAULT

Spezifikation der Standardparametar fieue Integrationszentren. Durch diesen Befehl wird
kein neues Integrationszentrum angelegt, die hier gesetzten Parameter dienen lediglich als Vor-
gabe f{ir alle Parameter in nachfolgendBEGIN CENTER/END CENTERIocken und kihnen

dort tiberschrieben werden.
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END CENTER

Ende der aktuellen Deklaration eines Integrationszentrums. Dieser Befehl beendet auch die De-
klarationBEGIN CENTER DEFAULT

ORIGIN n, ny, n.

Definition des Kernortes. Der Vektar bestimmt das Zentrunuflokale Transformation der
Integrationsregel von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten, den Ursprung der Basis-
funktionen die mit diesem Integrationszentrum assoziiert ist, den Ursprungsvektor detuzelle f*
die Zellenfunktion, sowie das Zentrum der Rotation des Koordinatensystems der Zelle, die mit
dem ROTATIONBefehl festgelegt wird. In Verbindung mit dem Moldkifogramm wird der
Kernort in der Datei'centers.inp”vor dem Aufruf des Integrationsprogramms abgelegt.

ROTATION 711 712 713 721 T22 T23 731 T32 T33

Rotationsmatrix if das Koordinatensystem des Integrationszentrums. Durch Angabe der Rota-
tionsmatrix kann das lokale Koordinatensystem so gedreht werden, dassleare Bymmetrie
beziglich der neuen Z-Achse erreicht wird. Dadurabkdt sich die Anzahl der Integrationspunk-

te reduzieren. Die gesamte Transformation von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten
ist in Gleichung (3.30) dargestellit.

BASE i,

Definition des Basissatzes. Die Zah) gibt die Nummer des Basissatzes an, der mit dem Inte-
grationszentrum verbunden igg.liegt im Intervall [1, n,], wobein; die mit dem BefehREAD
BASEeingelesene Zahl der Basi$sé angibt. Die Nummer des Basissatzes wirdoligh 'um
Transformationsparameter der Radialtransformation festzulegen und um Testfunktionen auszu-
werten, die die numerischen Radialfunktionen dieyen.

CLASS i,

Definition der Symmetrieklasse des Integrationszentrums. Die Zatibt die Nummer der
Klasse an. Alle Integrationszentren mit der gleichen Nummeoigghzu einer Klasse. Die
Einteilung in Symmetrieklassen ist der Ausgangspunkt der Reduktion der Zahl der Integrati-
onspunkte aufgrund der Molalsymmetrie.

COORD¢; ¢ ...

Festlegung Reihenfolge der Koordinatam flie Integration in Kugelkoordinaten. Durch die-
sen Befehl wird festlegt, welche Bedeutung die nummerierten intrinsischen Koordinaten haben,
deren Parameter durch nachfolgende Befehle festgelegt werden. Erlauhtesg8bibrte dif ¢;

sind in Tabelle C.5 aufgelistet.
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| | Bedeutung der intrinsischen Koordinaite

R Radialkoordinate
THETA | Kosinus des Winkelg
PHI Azimutalwinkel ¢

Zweidimensionale Integrationsregel

MEGA .
OMEG fur das Doppelintegraf [ d$2

Tabelle C.5.: Erlaubte Werteife;

Das SchiisselwortOMEGA erzeugt eine zweidimensionale kombinierte Integrationsregel
fur die Kugelober#iche:

// f(r,cos 0, )d) ~ Zf(r, cos 0;, ¢; )w;

C.1.9. Transformation der intrinsischen Koordinaten auf
Kugelkoordinaten

Die folgenden Befehle der ForfRANS i ... definieren die Transformation der intrinsischen
Koordinatenu,; auf die Kugelkoordinaten;. Die Zuordnung der Koordinater; zu den Kugel-
koordinaten(r, cos 6, ¢) muss zuvor durch den BefeBIOORDestgelegt worden sein. Die int-
rinsischen Koordinaten; liegen immer im Interval[—1, 1], die Kugelkoordinaterr, cos 6, ¢)

in den entsprechenden Intervallgnoo), [—1, 1] und [0, 27].

TRANS i EXPONENTIAL 7min 7max

Exponentielle Transformation. Die intrinsische Koordinateird mit der Transformation

()
T = Tmaxexp | « B

T'max
e .
Tmin

a = log
auf die Koordinater abgebildet. Diese Transformation ist nur tlie Radialkoordinate sinnvoll.

TRANS i EXPONENTIAL2 7 rmax h1

Exponentielle Transformation. Die Parameter der Transformation entsprechen den Parametern
des Atomstruktur-Programms von Ellis et al. Die TransformaEPONENTIALZ2entspricht
der Transformatio'eEXPONENTIALmMit dem Parameter

n—1

[0 =
hy '

wobei n der Anzahl der Sifzstellen des Gitters der atomaren Basis entspricht iyndem
Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender Abszissen.
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TRANS i ATOMEXPi,

Exponentielle Transformation. Mit dieser Syntax lassen sich die Parameter der Transformation
aus der Basissatz-Datei verwenden, indemigniie Nummer des Basissatzes angegeben wird.
Dabei wird vorrausgesetzt, dass die Basis zuvor mit dem BBEAD BASEingelesen wurde.
TRANS i BECKE ry,

Transformation von Becke [13]. Diese Transformation die Radialkoordinate bildet die int-
rinsische Koordinate: nach Gleichung (3.31) auf das Intervdll oo). Der Parameter,,, gibt
dabei die eine hihgenskala vor und wingblicherweise in der Gf3enordnung vom ay gewahlt.
TRANS i UNIT

Einheitstransformation. Diese Transformatiasdt die intrinsische Koordinate unaadert:

r = Uu

TRANS: KOLB to mi Mo ﬂl ﬂg

Radialtransformation nach Gleichung (3.42). Die Parameter der Transformation werden mit dem
Befehl direkt angegeben.

TRANS: KOLB2 t9 m1 Tymm 51 02 Tmm Tmin Tmax

Radialtransformation nach Gleichung (3.42). Der Parameteder Transformation wird durch
Gleichung (3.46) bestimmt. Dies entspricht der Vorgehensweise in [66].

TRANS i THETA

Transformation dif die Winkel-Koordinatecos 6. Die intrinsische Koordinate entspricht dem
Kosinus des Winkel8.

TRANS ¢ THETAZ2

Transformation tit die Winkel-Koordinatecos 8. Die intrinsische Koordinate wird als1 — 2?6
interpretiert.

1—

TRANS ¢ PHI

Transformation dif die Winkel-Koordinatenp. Die intrinsische Koordinate: wird als%5 -1
interpretiert.

r=(u+ 17w
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TRANS:¢ LEBEDEV
TRANS: LOBATTO2D
TRANS ¢ AHLRICHS

Transformation i eine zweidimensionale Integrationsregeldie Winkel-Koordinater und .
Diese Integrationsregeln liefern als intrinsische Koordinaten die Paranleteros # undu? =
¢, so dass diese drei Befehle lediglich die intrinsischen Koordinaltemriehmen:

zt ut

2 u?

C.1.10. Numerische Integrationsregeln in den intrinsischen Koordinaten

In den intrinsischen Koordinaten wird eine ein- oder zweidimensionale numerische Integra-
tionsregel aufgestellt. ¥ eindimensionale Integrationsregel liegen die Abszissen immer im
Intervall w € [—1,1], wobei das Intervall offen, halboffen oder geschlossen ist. Zweidimen-
sionale Integrationsregel liefern Paar€-?) von Abszissen in den Intervallen!) € [—1,1]
undu(?) € [0, 27]. Die Anzahl der Abszissen wird durch den BefeRULE festgelegt.

NRULE: TRAPEZOPEN

Erweiterte Trapezregelf das offene Intervall—1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben die
in Gleichung (3.58) beschriebenen Werte.

NRULE: TRAPEZSEMI

Erweiterte Trapezregeuf'das halboffene Intervall-1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben
die in Gleichung (3.59) beschriebenen Werte.

NRULE:¢ TRAPEZCLOSED

Erweiterte Trapezregelfdas halboffene Interva(l-1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben
die in Gleichung (3.60) beschriebenen Werte.

NRULE: SIMPSON

Erweiterte Simpson-Regelif'das geschlossene Intervgl1, 1] nach Gleichung (3.60). Die
Simpson-Regel ist nuuf‘ungerade: definiert.

NRULE: CUBIC.CLOSED

Integration durch Polynom-Interpolation dritter Ordnung agtiidistanten $tzstellen nach
Gleichung (3.62).
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NRULE: CUBIC.OPEN

Integration durch Polynom-Interpolation dritter Ordnung adfiidistanten $tzstellen nach
Gleichung (3.63).

NRULE ¢ GAUSS_LEGENDRE
Gaul-Legendre-Quadratur (Abschnitt 3.4.1.5).

NRULE ¢ GAUSSCHEBYSHEV
NRULE ¢ GAUSSCHEBYSHEV1
Gaul-Tschebyscheff-Quadratur erster Art (3.69).

NRULE ¢ GAUSSCHEBYSHEV2
Gaul-Tschebyscheff-Quadratur zweiter Art (3.72).

C.1.11. Anzahl der St utzstellen der numerischen Integrationsregel

Die Zahl der Stitzstellen der numerischen Integrationsregeln kann entweder direkt vorgegeben
werden oder das Programm versucht mittels Testfunktionen eine vorgegebene Genauigkeit zu
erreichen. Die Deklaration der Testfunktionen wird in Abschnitt 3.4.3.3 behandelt.

IRULE ¢ FIXED n

Vorgabe einer festen Anzahl vonuatstellenn fur die Koordinatel. Bei bestimmtem Integrati-
onsregel kann es Eins@nkungen baxjlich der Anzahl der Punkte geben. Diese EinanRtin-
gen werden vom Programm abgefangen.

IRULE ¢ ADAPTIVE ng €

Vorgabe einer Mindestanzahly von Stitzstellen und einer GenauigkeitDas Programm inte-
griert die Testfunktionen und esht iterativ die Anzahl der Integrationspunkte solange, bis alle
Testfunktionen mit der Genauigkeiintegriert werden &finen.

Die Anzahl der Punkte bei eindimensionalen Integrationsregeln wird in jedem lIterations-
schritt um den Faktoy erhoht, der mit dem BefehBET_ADAPTIVEINCFACTOR f einge-
stellt wird. Dabei wird baucksichtigt, dass bei bestimmten Integrationsregeln nicht alle Punkt-
zahlen definiert sind. In diesem Fall wird auf di@ch'st lohere erlaubte Punktzahl zugegriffen.
Um zu verhindern, dass durch die Rundung auf ganze Zahlen die Zahl der Integrationspunkte
auf den vorhergehenden Wert abgerundet wird, wird die Zaldr Punkte in dei-ten Iteration
auf

n; = nof'
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gesetzt. Ergibt sichuifn; die gleiche Zahh,;_; der Integrationspunkte, so wird aufn; | + 1
gesetzt. Bei der Simpson-Regel wird zudem auf diehstlohere (ungerade) Zahl aufgerundet
falls n; gerade ist.

Bei zweidimensionalen Integrationsregel sind die Punkte und Gewichte teilweise tabelliert.
Es sind also nur vorgegebene Werte f; erlaubt. Das Programm geht dann so vor, dass in
jedem lterationsschritt derachste tabellierte Wert verwendet wird.

C.1.12. \Variation der Zellengr 0Re bei heteronuklearen Systemen

Urspringlich von Becke [13] wurde vorgeschlagen, di®fe der Integrationszellen eines Sys-
tems vom Typ des Atoms abhgig zu machen, welches im Zentrum der Zelle liegt. Dazu wird
fur jede Zelle eine hihgenskala definiert, welche z. B. dem Erwartungswertder radialen
Elektronendichte entspricht. Einige Zellenfunktionen verwenden diesen Parameter, um die Zel-
lengRe zu modifizieren.

SIZE BRAGGSLATER Z

Definition einer langenskalar,,, fur die Ausdehnung der Integrationszelle. Der Wert vgn
wird in der Tabelle der Bragg-Slater-Radien [78t tlas angegebene Element der Kernladungs-
zahl Z nachgeschlagen. Der Radiug wird in einigen Zellenfunktionen verwendet, um die
ZellgroRe in heteronuklearen Systemen anzupassen. Eine solche Korrektur findet nur statt, falls
mit dem BefehISET ATOMICSIZE ADJUSTMENTATYP der ParameteATYP auf einen
Wert verschieden voNONEjesetzt wurde.

Das Programm meldet einen Fehler, falls tlas ElemenZ kein Eintrag in der Tabelle
vorhanden ist. In diesem Fall kann der Wert vgnmit dem BefehlSIZE AU direkt vorgegeben
werden.

SIZE AU ry,

Definition einer langenskala,,, fur die Ausdehnung der jIntegrationszelle. Der Wert des Para-
meters,, wird in atomaren ahgeneinheiten angegeben. Dieser Befehl kann alternaBZ
BRAGGSLATER Z verwendet werden und hat die gleichen Auswirkungen.

C.1.13. Testfunktionen

Die Anpassung der Integrationsregel mit Hilfe der automatischen numerischen Integration 3.4.3
erfordert die Vorgabe von Testfunktionaur tiie Absclatzung der numerischen Genauigkeit. Die

im Programm implementierten Funktionen sind in Abschnitt 3.4.3.3 vorgestellt. In der Eingabe-
Datei werden die Testfunktionen innerhalb eiB&GIN TESTEND TESTBIlockes definiert.
Jeweils eine einzelne Testfunktion oder eine Gruppe von Testfunktionen wird durch eine Zeile
in der Eingabe-Datei wie folgt beschrieben:
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CENTERA ATOM:

Atomare Elektronendichte beglich desA-ten Kerns gebildet aus deirten Basissatz (3.83).
Es werden die atomaren Besetzungszahlen dieser Basis verwendet, um die Dichte zu bilden.

DENSITY

Summe der kugelsymmetrischen, atomaren Dichten (3.84).

OVERLAPQ‘L iA, (nl2j),4, (mj)A, B, iB, (nl2j)B, (mj)B)

Uberlapp-Testfunktion zweier atomarer Basisfunktionen (3.85). Die Kombinationen der Quan-
tenzahlem{2; werden als Bbcke mit jeweils drei Ziffern angegeben. Die dritte Ziffer entspricht
der mit zwei multiplizierten halbzahligen Drehimpulsquantenzabhl

SLATER

Approximation von allen Basissatzfunktionen durch Slater-Funktionealfé Atome des Mo-
lekils (3.87).

GAUSSA, )
Die Gaul3-Funktion mit dem Radius,, zentriert am Ort degl-ten Kerns (3.90).

UNIT
Die konstante Funktiorf(r) = 1.

EXPO1(A)

Die Exponentialfunktionf (r) = exp(—|r — r9]), zentriert am Ort degi-ten Kerns (3.92).
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C.2. Eingabe-Datei f"ur atomare Rechnungen

Bei atomaren Rechnungen muss lediglich eine Integrationsragelié Radialkoordinate er-
zeugt werden. Dies wird gearleistet, indem im Input die Zahl der Integrationspunktedie
Winkel-Integration jeweils auf eins gesetzt wird. Die Zahl der Radialpunkte bestimmt die In-
tegrationsgenauigkeit. Da bei atomaren Rechnungen die Rechenzeit kurz ist, kann immer eine
grolRe Zahl von Radialpunkte verwendet werden.

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE

SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT
COORD R THETA PHI
TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 THETA

TRANS 2 PHI

IRULE O FIXED 250

IRULE 1 FIXED 1

IRULE 2 FIXED 1

NRULE 0 GAUSS_LEGENDRE
NRULE 1 TRAPEZ_SEMI
NRULE 2 TRAPEZ_SEMI

END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST
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C.3. Eingabe-Datei f ur lineare Molek "ule

Bei linearen Molekilen orientiertRELMOSJlas Molekil so, dass alle Atome auf derAchse
liegen. Da das Integrationsprogramm jedoch gi@chse als ausgezeichnete Achse €ie
Winkel-Integration verwendet, wird mit dem Sokkelwort ROTATION eine (eigentliche) Dre-
hung derz-Achse auf die:-Achse ausgeitirt. Danach wirddif die Integratioruber die Winkel-
Koordinateg nur noch ein Integrationspunkt batigt, da die Integranden rotationssymmetrisch
beziglich der Molekilachse sind.

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE

SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1

SET CELL_TYPE DELLEY3

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT
ROTATIONO 01 0-1 0100
COORD R THETA PHI

TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 THETA

TRANS 2 PHI

IRULE O FIXED 61

IRULE 1 ADAPTIVE 1 0.0001
IRULE 2 FIXED 1

NRULE 0 GAUSS_CHEBYSHEV
NRULE 1 GAUSS_LEGENDRE
NRULE 2 TRAPEZ_SEMI

END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST
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C.4. Eingabe-Datei f"ur dreidimensionale Molek"

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE

SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1

SET CELL_TYPE DELLEY3

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT

COORD R OMEGA

TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 LOBATTO2D

IRULE O FIXED 70

IRULE 1 ADAPTIVE 6 1le-6

NRULE 0 GAUSS_CHEBYSHEV

NRULE 1 AHLRICHS

END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST

ule
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