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1. Einleitung

Wie in vielen Bereichen der Naturwissenschaft hat sich die enorm gestiegene Leistungsf¨ahig-
keit verfügbarer Rechnersysteme auch auf die M¨oglichkeiten der theoretischen Beschreibung
der Eigenschaften von Molek¨ulen und Festk¨orpern ausgewirkt. In der Chemie und Biologie
hat die Entwicklung von Software zur Berechnung von Molek¨uleigenschaften den Computer
zu einem g¨angigen Werkzeug zur Vorhersage und Modellierung gemacht. Die Nanostruktur-
wissenschaften benutzen Molekulardynamik-Programme zur zeitabh¨angigen Simulation großer
Systeme und in der Kristallographie werden Berechnungen der Bandstruktur von Kristallen er-
folgreich eingesetzt.

Ein bisher nicht befriedigend gel¨ostes Problem ist jedoch das Skalenverhalten quantenme-
chanischer Methoden. Molekulardynamik-Simulationen ber¨ucksichtigen die quantenmechani-
schen Eigenschaften der Atome meist nur durch die verwendeten Potentiale, die im Verlauf der
Rechnung jedoch nicht variiert werden. Die Elektronenstruktur wird zugunsten der Rechenzeit
vollkommen vernachl¨assigt.

Auf der anderen Seite k¨onnen atomareab-initio Berechnungen auch die Spektren angereg-
ter Atome sehr gut reproduzieren, ben¨otigen dafür allerdings schon betr¨achtliche Rechnerkapa-
zitäten.

Dazwischen liegt das Gebiet der Molek¨ulphysik und der Kristallstruktur. Eine quantenme-
chanische Beschreibung der elektronischen Struktur erfordert neue mathematische Methoden,
um den hohen Rechenaufwand zu begrenzen. Diese Entwicklungen wurden im Jahre 1998 mit
dem Nobelpreis f¨ur Chemie honoriert. Er wurde an Walter Kohn f¨ur die Entwicklung der Dich-
tefunktionaltheorie (DFT) vergeben, die auch die Grundlage unserer Programme bildet, und an
John Pople f¨ur die Algorithmen zur praktischen Umsetzung der DFT in Computerprogrammen.

Die exakte Lösung des Vielteilchen-Problems ist schon f¨ur einfachste Systeme unzug¨ang-
lich. Die Dichtefunktionaltheorie bildet eine Alternative zu den herk¨ommlichen Lösungsme-
thoden wie Multikonfigurations-, CI- oder Coupled-Cluster-Rechnungen. Beide Vorgehenswei-
sen sind im Prinzip exakt, bei den Multikonfigurations-Methoden n¨ahert man sich der exakten
Lösung durch systematische Vergr¨oßerung der Basiss¨atze, bei der DFT versucht man, das uni-
verselle Energiefunktional anzun¨ahern, welches die Beitr¨age der Vielteilchen-Austausch- und
Korrelations-Wechselwirkung enth¨alt. Während bei Multikonfigurations-Rechnungen die Zahl
der ben¨otigten Basisfunktionen sehr schnell ansteigt und die Gr¨oße der berechenbaren Systeme
begrenzt, konnte f¨ur die DFT gezeigt werden, dass durch die Verwendung moderner Dichtefunk-
tionale [1, 2] eine hohe Genauigkeit bei der Berechnung von Grundzustands-Eigenschaften er-
reicht werden kann, wobei die Dichtefunktionale auch den Bereich großer Molek¨ule mit schwe-
ren Kernen abdecken k¨onnen [3].

Die Dichtefunktionaltheorie ¨uberführt die molekulare Vielteilchen-Wellenfunktion in ein
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äquivalentes Produkt aus Einteilchen-Wellenfunktionen. Um diese Molek¨ulorbitale darzustel-
len, wählt man eine endliche Basis aus numerischen oder analytischen atomaren Orbitalen. Die
so angen¨ahrte Lösung der Dirac-Gleichung wird dadurch in eine Matrix-Eigenwert-Gleichung
überführt [4].

Die Elemente der Matrix m¨ussen durch die Integration ¨uber denR3 berechnet werden. Die
spezielle Form der Integranden l¨asst dabei zu, dass ein Teil der Mehrzentren-Integrale analy-
tisch ausgewertet werden k¨onnte, falls die atomaren Orbitale als durch Gauß-Funktionen (GTO)
dargestellt werden. Molek¨ulstruktur-Programme wie GAUSSIAN [5] nutzen diese Eigenschaft
der GTOs aus. Der Vorteil der einfachen Berechnung von Integralen von Gauß-Funktionen wird
jedoch mit umfangreichen Basiss¨atzen erkauft, da insbesondere in Kernn¨ahe solche Funktionen
das singul¨are Verhalten der L¨osung der Dirac-Gleichung nicht wiedergeben. F¨ur viele Integrale,
insbesondere f¨ur die Matrixelemente der Austausch- und Korrelations-Potentiale lassen sich au-
ßerdem mit GTOs keine geschlossenen Ausdr¨ucke angeben. Hier ist es in jedem Fall notwendig,
eine numerische Integration durchzuf¨uhren.

Das in unserer Arbeitsgruppe entwickelte Molek¨ulstrukturprogrammRELMOSerhebt den
Anspruch, auch f¨ur schwere Elemente gute Ergebnisse f¨ur Molekülgeometrie und Bindungs-
energien zu liefern. Statt die relativistische Struktur der Dirac-Gleichung nur mit Hilfe von
Spin-Bahn-Korrekturen zur Schr¨odinger-Gleichung oder in der skalar-relativistischen N¨aherung
zu behandeln, arbeitet es mit vierkomponentigen Spinor-Wellenfunktionen.

Die Dirac-Gleichung wird dabei mit Hilfe der relativistischen Lokaldichte-N¨aherung (RL-
DA) vereinfacht, und in einer numerischen Basis von atomaren Orbitalen dargestellt. Da die
Basisfunktionen ebenfalls voll relativistisch berechnet werden, sind sie dem Problem gut ange-
passt, man kommt mit einer geringen Anzahl von Basisfunktionen aus [6].

Die Rechenzeit des Verfahrens skaliert etwa mit der dritten Potenz der Zahl der beteiligten,
aktiven Elektronen. Beim̈Ubergang zu gr¨oßeren Systemen w¨achst die ben¨otigte Rechenzeit sehr
schnell an. Verschiedene Ans¨atze der Beschleunigung der Berechnungen wurden bereits in dem
Programm implementiert, darunter die Frozen-Core-N¨aherung [7] und die Embedding-Methode
für große Cluster [8].

Der größte Teil der Rechenzeit des Programms wird daf¨ur benötigt, die Werte der Matrixele-
mente zu bestimmen, also numerische Integrationen ¨uber denR3 auszuführen. Die große Zahl
der Matrixelemente erlaubt es dabei nicht, f¨ur jedes Integral eine eigene Integrationsregel aufzu-
stellen. Wir verwenden daher eine gemeinsame Regel f¨ur alle vorkommenden Integrale. Diese
Integrationsregel wird vor dem Start der eigentlichen Rechnung durch das Programm von Bae-
rends et al. [9] aufgestellt. Der Algorithmus wurde zuerst im Amsterdamer Dichtefunktional Pro-
gramm ADF [10] implementiert und ersetzte das urspr¨ungliche Diophantine-Verfahren [11,12].
Das Baerends-Verfahren erzeugt eine verh¨altnismäßig hohe Anzahl von Integrationspunkten im
Vergleich zu neueren Methoden, die in der Literatur vorgestellt werden.

Da die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente f¨ur eine Rechnung von der numerischen
Integrationsregel unabh¨angig ist, die Rechenzeit aber fast linear in der Zahl der Funktionsaus-
wertungen f¨ur die Berechnung der Integranden ist, skaliert die Rechenzeit unseres Programms
ebenfalls linear in der Zahl der Integrationspunkte. Eine Einsparung von Integrationspunkten
bei gleicher numerischer Genauigkeit f¨uhrt also direkt zu einer besseren Handhabbarkeit von
Rechnungen an gr¨oßeren Molek¨ulen.

Aus dieser Problematik leitet sich folgende Aufgabenstellung ab: zun¨achst sollen die bis-
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her aus der Literatur bekannten Methoden der Mehrzentren-Integration f¨ur unser Programm
implementiert werden. Dazu ist es notwendig, eine Software zu erstellen, die die vielf¨altigen
numerischen und analytischen Verfahren [13–24] in einer m¨oglichst allgemeinen Art und Weise
umsetzt. Die n¨achste Aufgabe ist dann, aus diesen unterschiedlichen Verfahren dasjenige aus-
zuwählen, welches f¨ur unsere Problemstellungen die besten Ergebnisse liefert. Abschließend
soll die neue Methode an verschiedenen typischen Systemen getestet werden.

Die Arbeit ist im wesentlichen in drei Abschnitte aufgeteilt. In einem ersten Kapitel wer-
den die theoretischen Grundlagen unseres Molek¨ulstrukturprogramms dargestellt. Das n¨achste
Kapitel beschreibt die neue Methode der Mehrzentren-Integration und im letzten Kapitel wer-
den Rechnungen mit der bisherigen Integrationsmethode und der neuen Integration ausgef¨uhrt,
um deren Handhabung in praktischen Anwendungen zu zeigen und einen Vergleich der beiden
Verfahren zu erm¨oglichen.
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2. Theorie der relativistischen
Molek ülstruktur

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie durch verschiedene Vereinfachungen die Dirac-Gleichung
in eine Form gebracht wird, die eine n¨aherungsweise Berechnung der L¨osungen mit dem Com-
puter erlaubt. Alle in diesem Kapitel vorgestellten Methoden sind in unserem Programm zur
relativistischen Molek¨ulstrukturberechnungRELMOSimplementiert.

2.1. Die Dirac-Gleichung

Die Fragestellung nach der quantenmechanischen, relativistischen Molek¨ulstruktur führt zunächst
auf die zeitunabh¨angige Dirac-Gleichung [25]

ĤΨ = EΨ. (2.1)

Die molekulare WellenfunktionΨ0 hängt sowohl von den elektronischen Koordinatenri, als
auch von den KernkoordinatenRa ab. Der relativistische Hamilton-OperatorĤ setzt sich zu-
sammen aus der kinetischen Energie der Elektronen und Kerne und den verschiedenen Wech-
selwirkungspotentialen:

Ĥ =
∑

a

T̂a +
∑

i

t̂i + V̂ee+ V̂eK + V̂KK (2.2)

Dabei istT̂a(Ra) der Operator der kinetischen Energie desa-ten Kerns,̂ti(ri) der entsprechende
Operator für dasi-te Elektron. Sie lauten in der relativistischen Darstellung:

t̂i = α · p̂i + c2meβ

T̂a = α · p̂a + c2Maβ, (2.3)

wobeiα undβ die bekannten Dirac-Matrizen,p der dreidimensionale Impulsoperator undme
bzw.Ma die Masse des entsprechenden Teilchens sind.

Die Potentiale werden durch die elektrostatische Coulomb-Wechselwirkung dargestellt. Im
einzelnen ist dies der Operator der Kern-Kern-Abstoßung

VKK =
1
2

∑
a, b
a 6= b

ZaZb

|Ra −Rb| , (2.4)
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der Kern-Elektron-Anziehung

VeK = −
∑

a

∑
i

Za

|Ra − ri| (2.5)

und der Elektron-Elektron-Abstoßung

Vee =
1
2

∑
i, j
i 6= j

1
|ri − rj| , (2.6)

bei der eine Doppelsummation durch den Vorfaktor1/2 wieder kompensiert wird.
Die Energieeigenwerte des relativistischen Hamilton-Operators sind nicht nach unten be-

schränkt [26]. Für positive Kernladungen existieren diskrete gebundene Elektronenzust¨ande
mit positiver Energie sowie kontinuierliche Spektren ungebundener Zust¨ande mitE > mec

2

undE < −mec
2. Eine mit den Beobachtungen vertr¨agliche Interpretation der Energiezust¨ande

liefert die Dirac’sche L¨ocher-Theorie [27]. Dabei wird angenommen, dass im Vakuumzustand
alle Elektronenzust¨ande mit negativer Energie besetzt und die mit positiver Energie unbesetzt
sind.

Statt alle Zust¨ande zu betrachten, bei denen der Erwartungswert des Ladungsoperators die
Zahl der Elektronen im System liefert, wird nur der Unterraum der Zust¨ande ohne virtuelle
Elektron-Positron-Anregungen benutzt (sog. No-Pair-N¨aherung [28–30]). Bei unseren mole-
kularen Rechnungen wird die No-Pair-N¨aherung implizit angewandt, indem atomare No-Pair-
Zustände als Basisfunktionen benutzt werden [6]. In atomaren Rechnungen k¨onnen auch mit
Hilfe von Projektionsoperatoren die Zust¨ande negativer Energie durch die Wahl der Randbedin-
gungen herausprojiziert werden.

Die LösungΨ0 der Dirac-Gleichung zur niedrigsten EnergieE0 wird Grundzustandswellen-
funktion genannt und ist Gegenstand der weiterenÜberlegungen.

2.2. Die Born-Oppenheimer-N äherung

Die Born-Oppenheimer-N¨aherung [31] separiert die Kernbewegung von der Elektronenbewe-
gung. Dabei werden die Kerne als klassische geladene Teilchen betrachtet, in deren elektrosta-
tischem Potential sich die Elektronen bewegen. Die KernkoordinatenRa sind fixiert, so dass
sie nur noch parametrisch im Hamilton-Operator (Gleichungen 2.4 und (2.5)) und in dessen
EigenwertenE(R1, . . . ,RN ) auftreten. Dadurch vereinfacht sich die Dirac-Gleichung f¨ur das
Molekül erheblich.

Die Näherung wird durch das Verh¨altnis der Masse der Kerne zur Elektronenmasse gerecht-
fertig, der durch den Parameterξ = (me/Ma)1/4 ausgedr¨uckt werden kann. F¨ur typische zweia-
tomige Systeme in der N¨ahe des Grundzustandes liegtξ in der Größenordnung0.1, die Korrektur
der Potentialenergiefl¨achen skaliert mitξ4, liegt also in der Gr¨oßenordnung10−4.

Die Bedeutung der Born-Oppenheimer-N¨aherung liegt in der M¨oglichkeit, die Molekül-
struktur durch die Minima der EnergiefunktionE(Ra) beschreiben zu k¨onnen. In den letzten
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Jahren ist in unserem Molek¨ulstrukturprogramm durch die gleichzeitige Berechnung der analyti-
schen Energiegradienten∂E(R1, . . . ,RN )/∂Ri die Suche und Charakterisierung der Minima
vonE erheblich erleichtert worden [32].

2.3. Dichtefunktionaltheorie

Die entscheidende Vereinfachung der Schr¨odinger bzw. Dirac-Gleichung wird durch die Dich-
tefunktionaltheorie (DFT) erreicht. Mit ihr ist es m¨oglich, die Vielteilchen-Gleichung in eine
effektive Einteilchen-Gleichung zu ¨uberführen.

Die Grundlage der DFT bildet das Hohenberg-Kohn-Theorem [33]. In der urspr¨unglichen,
nicht-relativistischen Form gilt es f¨ur den nicht-entarteten Grundzustand von Vielteilchen-Sys-
temen mit einer Zweiteilchen-Wechselwirkung und einem lokalen Potential. Das Theorem stellt
einen eindeutigen funktionalen Zusammenhang zwischen der Vielteilchen-Wellenfunktion des
GrundzustandesΨ0(r), dem Potentialv(r) und der Elektronendichteρ(r) her:

ρ(r)←→ v(r)←→ Ψ0(r)

Da Ψ0(r) ein eindeutiges Funktional der Dichte ist, k¨onnen auch alle anderen Observablen
als Funktional der Dichte geschrieben werden. Insbesondere betrifft dies die kinetische Ener-
gieT [ρ], die Elektron-Elektron-EnergieW [ρ] und die totale EnergieE[ρ]. Hohenberg und Kohn
konnten außerdem zeigen, dass f¨ur ein gegebenes externes Potentialv(r) ein FunktionalEv[ρ]
existiert, für das die Grundzustands-EnergieE0 eine untere Schranke darstellt:

Ev[ρ] = 〈Ψ[ρ]|T̂ + Ŵ + V̂|Ψ[ρ]〉
= T [ρ] +W [ρ] +

∫
ρ(r)v(r)d3r ≥ E0. (2.7)

Üblicherweise fasst man̂T undŴ zu einem FunktionalF [ρ] zusammen:

F [ρ] = T [ρ] +W [ρ] (2.8)

Die Elektron-Elektron-WechselwirkungW [ρ] kann aufgeteilt werden in einen klassischen Cou-
lomb-AnteilJ [ρ]

J [ρ] =
e2

2

∫ ∫
ρ(ri)ρ(rj)
|ri − rj| d

3rid
3rj , (2.9)

und einen Restterm, der Austausch-Korrelations-FunktionalEXC[ρ] genannt wird:

W [ρ] = J [ρ] + EXC[ρ]. (2.10)

Falls die FunktionaleT [ρ] und W [ρ] bekannt sind, kann die totale Energie des Systems
nun auf einfache Weise bestimmt werden, da das Vielteilchen-Problem reduziert wird auf das
Auffinden derjenigen Funktionρ(r), welcheEv[ρ] minimiert. Das Hohenberg-Kohn-Theorem
wurde später für entartete Grundzust¨ande verallgemeinert [34] und relativistische Systeme [35]
verallgemeinert.
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2.4. Die Kohn-Sham-Gleichungen

Die Schwierigkeit, geeignete Funktionale f¨ur T [ρ] und W [ρ] zu finden, führte zur Idee von
Kohn und Sham (KS) [36], das Vielteilchen-Problem durch ein effektives Einteilchen-Problem
zu ersetzen.

Dazu wird das FunktionalF [ρ] aus Gleichung (2.8) wie folgt aufgeteilt:

F [ρ] = J [ρ] + TKS[ρ] + EXC[ρ] (2.11)

Der erste Term beschreibt die Coulomb-Energie der Ladungsverteilung,TKS[ρ] stellt die ki-
netische Energie des Einteilchen-Systems dar und der Rest-TermEXC[ρ] enthält alle darüber
hinausgehenden Wechselwirkungen und wird Austausch-Korrelations-Funktional genannt.

Fordert man nun, dass die KS-DichteρKS(r) exakt gleich der Dichteρ(r) des wechsel-
wirkenden Vielteilchen-Problems ist, dann ist durch das HK-Theorem gew¨ahrleistet, dass auch
die Grundzustands-WellenfunktionenΨ0 undΨKS und damit auch die Grundzustands-Energien
übereinstimmen.

Um den Grundzustand aufzufinden, muss das EnergiefunktionalEv[ρ] aus Gleichung (2.7)
unter der Nebenbedingung konstanter Elektronenzahl∫

δρ(r)d3r = 0 (2.12)

minimiert werden. Eine notwendige Bedingung daf¨ur ist, dass die erste Variation vonEv[ρ]
verschwindet. Dr¨uckt man das Energiefunktional durch die KS-Terme aus Gleichung (2.11) aus,
so erhält man die Variationsgleichung

∫
δρ(r)

{
v(r) +

δJ [ρ]
δρ(r)

+
δEXC[ρ]
δρ(r)

+
δTKS[ρ]
δρ(r)

}
d3r = 0. (2.13)

Die ersten drei Terme k¨onnen als effektives Einteilchen-Potentialveff(r) interpretiert werden, in
dem sich die nicht-wechselwirkenden

”
Elektronen“ des Kohn-Sham-Systems bewegen. Definiert

man das Austausch-Korrelations-PotentialvXC(r) als Funktionalableitung vonEXC[ρ] nach der
Dichte, kann man schreiben

veff(r) = v(r) + e2
∫
dr′

ρ(r′)
|r − r′| + vXC(r). (2.14)

Die Grundzustands-Dichte kann nun gefunden werden, indem zuerst die Einteilchen-Schr¨odinger-
Gleichung1 für das KS-System(

− 1
2me

∇2 + veff(r)
)
ψKS

i = εiψ
KS
i (2.15)

gelöst wird. Die Gleichungen (2.15) werden Kohn-Sham-Gleichungen genannt und m¨ussen ite-
rativ gelöst werden, da das effektive Potential nichtlinear von den Einteilchen-FunktionenψKS

i

1In [36] wurde ausschließlich der nichtrelativistische OperatorTKS der kinetischen Energie behandelt.
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abhängt. WennN Elektronen zur Verf¨ugung stehen, werden damit die untersten Zust¨ande be-
setzt. Da wir die Spin-Zust¨ande des Elektrons nicht ber¨ucksichtigen, enth¨alt jedes besetzte KS-
OrbitalψKS zwei Elektronen und der Ausdruck f¨ur die Grundzustands-Dichte lautet

ρ = 2
N/2∑

i

∣∣∣ψKS
i

∣∣∣2 , (2.16)

wobei die Orbitale aufsteigend nach den zugeh¨origen Einteilchen-Energienεi geordnet sind.
Die totale EnergieE[ρ] des Grundzustandes l¨asst sich ohne Zuhilfenahme des Funktionals

der kinetischen EnergieTKS[ρ] berechnen, indem man die L¨osung der KS-Gleichungen verwen-
det. Dazu vergleicht man die Energiefunktionale des KS- und des wechselwirkenden Systems.
Das Energiefunktional des KS-Systems besteht nur aus der kinetischen Energie des Einteilchen-
Systems und dem externen Kernpotential:

EKS
v [ρ] = TKS[ρ] +

∫
ρ(r)v(r)d3r (2.17)

Der Unterschied besteht also in den Termen der Elektron-Elektron-Wechselwirkung:

Ev[ρ] = EKS
v [ρ] + J [ρ] + EXC[ρ] (2.18)

Aus Gleichung (2.15) erh¨alt man eine Beziehung, in derTKS[ρ] durch die Einteilchen-Energien
ausgedr¨uckt werden kann:

2
N/2∑

i

εi = TKS[ρ] +
∫
ρ(r)veff(r)d3r (2.19)

Damit ergibt sich die totale Energie durch Einsetzen der Gleichungen (2.9), (2.14), (2.19) und
(2.17) in Gleichung (2.18):

Ev[ρ] = 2
N/2∑

i

εi − e2
∫ ∫

ρ(r)ρ(r′)
|r − r′| d

3rd3r′ + EXC[ρ] +
∫
ρ(r)vXC(r)d3r (2.20)

Die Grundzustands-Energie des Vielteilchen-Systems kann somit bestimmt werden, falls ein
Austausch-Korrelations-FunktionalEXC[ρ] und dessen Funktionalableitung nach der DichtevXC(r)
zur Verfügung steht. Dieses Funktional enth¨alt Beiträge der Vielteilchen-Wechselwirkung. Trotz-
dem hat es sich gezeigt, dass es schon mit der einfachsten Approximation, der Lokaldichte-
Näherung, m¨oglich ist, gute Ergebnisse zu erhalten.

2.5. Die Lokaldichte-N äherung

In der Lokaldichte-N¨aherung (LDA) wird für das Austausch-Korrelations-Funktional angenom-
men, dass es durch ein lokales Potentialεxc(ρ) dargestellt werden kann [36]:

EXC[ρ] =
∫
ρ(r)εxc(ρ(r))d3r. (2.21)
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Das Potentialεxc(ρ(r)) hängt dann nur noch implizit vom Ortvr ab. Mit diesem Ansatz l¨asst
sich die Funktionalableitung f¨ur das effektive Einteilchen-Potential (2.14) einfach berechnen,
sie hängt nur vonρ(r) ab:

vXC(r) =
δEXC[ρ]
δρ(r)

=
d(ρ(r)εxc(ρ(r)))

dρ(r)
. (2.22)

Das einfachste Potential f¨ur vXC(r) stammt von Slater [37] und enth¨alt nur den Beitrag f¨ur die
Austausch-Wechselwirkung. Es ist unter der Annahme eines homogenen Elektronengases der
Dichteρ abgeleitet und lautet:

vXC(r) = −3(3ρ(r)/8π)1/3 (2.23)

Spätere Herleitungen von Gaspar [38] und Kohn und Sham [36] enthielten einen zus¨atzlichen
Faktor2/3. Von Slater selbst wurde ein Vorfaktorα als empirischer Parameter eingef¨uhrt, der
an die experimentellen Daten angepasst wurde [39]. Es hat sich gezeigt, dass im Xα-Modell
geeignete Werte f¨urα abhängig vom zu berechnenden System sind2, gute Ergebnisse erh¨alt man
im Allgemeinen mitα = 0.7. Dieser Wert wird in unseren Rechnungen durchgehend verwendet,
wenn das Slater-Funktional eingesetzt wird.

2.6. Nichtlokale Dichtefunktionale

Bereits von Hohenberg und Kohn [33] wurde die Inhomogenit¨at der Ladungsdichte als St¨orung
zum Modell des homogenen Elektronengases behandelt. Die Abweichung wird als Gradienten-
Entwicklung der Dichte im Energiefunktional ausgedr¨uckt. Der Einsatz solcher Funktionale er-
fordert die Berechnung h¨oherer Ableitungen der Dichte. In unserem Programm wird die Aus-
wertung des Gradienten der molekularen Dichte auf die Differentiation der atomaren Basisfunk-
tionen zurückgeführt, was die numerische Differentiation der Radialfunktionen und die Berech-
nung der zugeh¨origen Vektorkugelfunktionen erfordert. Der zus¨atzliche Rechenaufwand f¨ur die
gradientenkorrigierten Funktionale ist w¨ahrend der SCF-Iteration nicht notwendig, da die Kor-
rekturen normalerweise sehr klein sind, und wird daher erst am Ende der SCF-Schleife durch-
geführt.

2.7. Relativistische Dichtefunktionale

Da die Herleitung des Hohenberg-Kohn-Theorems weitgehend unabh¨angig von der speziellen
Form des Hamiltonians ist, gilt es auch f¨ur den relativistischen Dirac-Hamilton-Operator. Da-
bei ist allerdings nicht mehr die Dichteρ die Grundgr¨oße, sondern die relativistisch kovariante
Viererstromdichtejµ. Die Grundlagen der relativistischen Dichtefunktionaltheorie wurden von
Rajagopal und Callaway [35] erarbeitet. Auch hier wird die Lokaldichte-N¨aherung (RLDA) ver-
wendet, um das Austausch-Korrelations-Funktional zu approximieren.

2Eine Diskussion ¨uber die Wahl desα-Parameters findet sich in [40]
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Das einfachste relativistische Energiefunktional ist wiederum das Slater’sche Xα-Funktio-
nal, welches aus der Lagrange-Dichte f¨ur das relativistische, homogene Elektronengas hergelei-
tet werden kann [41].

Die relativistische Erweiterung besteht lediglich darin, die Einteilchen-Orbitale als vierkom-
ponentigen Spinoren zu schreiben und die Operatoren der kinetischen Energie in Gleichung (2.3)
durch die entsprechen vierdimensionalen Matrizen zu ersetzen, das eigentliche Energiefunktio-
nal (2.21)ändert sich dabei nicht.

Eine Herleitung des Austauschpotentials aus der QED in der ersten Ordnung der St¨orungs-
entwicklung inα führt auf komplexe Ausdr¨ucke für das Austausch-Korrelationspotential, die
transzendente Funktionen enthalten und hier nicht angegeben werden sollen. M¨ogliche Erweite-
rungen der RLDA, wie z. B. die relativistische Gradienten-Entwicklung (RGGA) werden in [42]
diskutiert. Eine Untersuchung des Einflusses der Gradientenkorrekturen in relativistischen, mo-
lekularen Systemen findet sich in [32].

2.8. Basisentwicklung der KS-Orbitale

Ein vollständiger Satz atomarer Basisfunktionen w¨are bereits hinreichend, um die molekularen
Wellenfunktionen zu beschreiben. Dies l¨asst sich aber in numerischen Rechnungen mit endli-
chen atomaren Basiss¨atzen bez¨uglich eines festen Raumpunktes nicht realisieren, da sehr hohe
Drehimpulse n¨otig wären, um die an den Orten aller Kerne stark variierenden molekularen Wel-
lenfunktionen gut zu beschreiben. Daher verwendet man eine nicht-orthogonale Basis, die aus
einer endlichen Anzahl atomarer Basisfunktionen zusammengesetzt ist. Die atomaren Funktio-
nen sind an den entsprechenden molekularen Kernpositionen zentriert und werden Single-Site
Orbitals (SSOs) genannt [14,43–46].

Stellt man die unbekannten, exakten L¨osungenΨi der Einteilchen-Gleichungen (2.15) mit
den EnergieeigenwerternEi als Linearkombinationen

ψKS
i (r) =

∑
j

cijχj(r) (2.24)

einer endlichen Menge von Basisfunktionen{χi(r)} dar und minimiert den Erwartungswert des
Operators(Ĥ− ε), so erhält man Wellenfunktionen, deren Energieerwartungswerteεi eine obe-
re Schranke f¨ur Ei darstellen. Die Minimierung der Energie durch Variation der Koeffizienten
der Basisfunktionen unter der Nebenbedingung, dass deren Norm erhalten bleibt, nennt man
Rayleigh-Ritz-Verfahren. Es f¨uhrt auf die S¨akulargleichung

∑
j

〈χk| ĤKS |χj〉︸ ︷︷ ︸
Hkj

cij = εi
∑

j

〈χk|χj〉︸ ︷︷ ︸
Sjk

cij , (2.25)

in der dieÜberlappmatrix für die nicht-orthogonalen Basisfunktionen{χi(r)} vorkommt.
Die Variation der Einteilchen-Orbitale wird durch die Basisentwicklung (2.24) auf die Varia-

tion der Koeffizientencij zurückgeführt. Definiert man die diagonale Matrixε der Energieeigen-
werte alsεij = εiδij , so lässt sich die Gleichung in ¨ubersichtlicher Form in Matrixschreibweise
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darstellen:

Hc = εSc (2.26)

Zur Lösung dieses verallgemeinerten Eigenwert-Problems wird zun¨achst eine Cholesky-Zer-
legung der symmetrischen, reellen̈UberlappmatrixS = LTL durchgeführt, mit der Glei-
chung (2.26) auf eine gew¨ohnliche Eigenwert-Gleichung transformiert wird

H̃c̃ = εc̃ (2.27)

c̃ = Lc

H̃ = (LT)−1HL−1,

die mit Standardverfahren gel¨ost werden kann [47, 48]. Die mitL transformierten Basisvekto-
ren χ̃i =

∑
j Lijχj werden in der Literatur auch als

”
Natural Orbitals“ bezeichnet [49–51],

daS in dieser Basis diagonal ist. Die TransformationL ist nicht eindeutig, sondern h¨angt vom
Verfahren der Orthogonalisierung ab.

Die Minimierung der totalen Energie durch die Variation der Einteilchen-Orbitale l¨asst sich
bei Molekülen nur mit sehr starken Vereinfachungen des Potentials und der Basisfunktionen ana-
lytisch ausführen. Näherungsweise L¨osungen kann man zum Beispiel f¨ur Kristallgitter erhalten,
bei denen die periodischen Randbedingungen die Verwendungen ebener Wellen als Basis f¨ur die
Kohn-Sham-Orbitale zulassen, wenn man einfache Potentiale wie z. B. das Muffin-Tin-Potential
benutzt. Dieses Verfahren wurde als Multiple-Scattering-Methode (MS) bekannt [52].

Ein numerisches L¨osungsverfahren f¨ur die Kohn-Sham-Gleichung wurde erstmals von Ellis
und Painter mit der Diskreten Variations-Methode (DVM) vorgeschlagen [53,54]. Dabei werden
analytische, lokalisierte Basisfunktionen verwendet und die zur Berechnung der Matrixelemen-
teHjk undSjk notwendigen Integrationen numerisch ausgef¨uhrt.

Um die Basis m¨oglichst klein zu halten, muss man daf¨ur Sorge tragen, dass die Basisfunktio-
nen dem Problem gut angepasst sind. In unserem Programm wird dazu eine numerische, atomare
Basis verwendet, die von einem externen relativistischen Atomstrukturprogramm erzeugt wird3.
Für die inneren Schalen stimmen die AOs sehr gut mit den KS-Orbitalen ¨uberein, für dieäußeren
Schalen kann eine vergr¨oßerte Basis mit Zusatzfunktionen verwendet werden.

2.9. Symmetrieorbitale

Die atomare Basis, in der die Matrixelemente derS- undH-Matrix berechnet werden, besteht
aus einem Satz von vierkomponentigen Dirac-Spinoren|nκm〉, welche Lösungen der atomaren
Dirac-Fock-Gleichung in der Lokaldichte-N¨aherung sind. Da das atomare Problem in einem
kugelsymmetrischen externen Potential gel¨ost wird, faktorisiert die L¨osung in ein Produkt aus
Radial- und Winkelanteil:

φanκm(r)〈r |anκm〉 = 1
r

(
Pnκ(ra) Yκm(θa, φa)
iQnκ(ra) Y−κm(θa, φa)

)
(2.28)

3Das Atomstrukturprogramm wurde von Ellis und Ros [44,55] entwickelt und von unserer Arbeitsgruppe um rela-
tivistische Dichtefunktionale erweitert.
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Die Funktionenf und g bilden den Radialanteil der großen und kleinen Komponenten. Der
Index a deutet an, dass sich die Radial- und Winkel-Koordinaten im molekularen System auf
den OrtRa desa-ten Kerns beziehen:

ra = r −Ra (2.29)

Der Winkelanteil kann durch die Spinor-KugelfunktionenYm
κ ausgedr¨uckt werden [56], wo-

bei die Spin-Quantenzahls = 1/2 hier unterdr¨uckt wurde. Dieκ-Quantenzahl beschreibt den
Gesamt-Drehimpuls und kann die Werte

κ =
{ −(j + 1/2) = −(l + 1) für j = l + 1/2
j + 1/2 = l für j = l − 1/2

(2.30)

annehmen. Die Quantenzahlm nimmt wie gewöhnlich die Wertem = −j, . . . ,+j an. Die
Spinor-Kugelfunktionen k¨onnen durch Drehimpulskopplung

Ym
κ (θ, φ) =

∑
ms

(
l s j

m−ms ms m

)
Yl,m−ms(θ, φ) |sms〉 (2.31)

als Summe von gew¨ohnlichen Kugelfunktionen dargestellt werden. Da der Elektronenspin den
Werts = 1/2 hat, ist dies ein zweikomponentiger Vektor mit der Basis|1/2,±1/2〉.

Die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente der Fock- undÜberlappmatrix in Glei-
chung (2.25) ist im Allgemeinen jeweilsN2, wobeiN die Anzahl der Basisvektorenχi ist.
Aufgrund gruppentheoretischerÜberlegungen kann jedoch durch eine spezielle Wahl der Basis,
den sog. Symmetrieorbitalen (SO), das Verschwinden bestimmter Matrixelemente vorhergesagt
werden, falls die Anordnung der Kerne eine Symmetrie besitzt. Die Symmetrieorbitale werden
dabei als Linearkombination der atomaren Orbitale (LCAO) geschrieben, die Koeffizienten wer-
den durch die Projektionsoperator-Technik [57–60] bestimmt.

Zur Bestimmung der Symmetrieorbitale k¨onnen wir zun¨achst ohne Beschr¨ankung der All-
gemeinheit annehmen, dass die Positionen{Ra} aller Kerne durch die Symmetrieoperationeng
der molekularen Symmetrie-GruppeG ineinander ¨uberführt werden:

Rb = gRa (2.32)

Auch sollen die atomaren Basisfunktionenφanκm(r) für alle Atomeäquivalent sein. Falls das
Molekül inäquivalente Kerne besitzt, m¨ussen dieses in̈Aquivalenzklassen eingeteilt und folgen-
denÜberlegungen f¨ur jedeÄquivalenzklasse getrennt durchgef¨uhrt werden.

Die Wirkung der Symmetrieoperationg im Raum der kartesischen Koordinatenr des Mo-
leküls wird im Raum der Funktionenf(r) durch einen OperatorT (g) dargestellt:

T (g)f(r) = f(g−1r) (2.33)

Speziell für die Komponentenϕanlm(r) := Ranl(|ra|)Ylm(ra) der atomaren Basisfunktionen
gilt dann:

T (g)Ranl(|ra|)Ylm(ra)
= Ranl(|g−1r −Ra|)Ylm(g−1r −Ra)
= Ranl(|r − gRa|)Ylm(g−1(r − gRa))
= Rbnl(|rb|)Ylm(g−1rb) (2.34)
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Die Kugelfunktionen{Ylm} zu einem festenl bilden eine Basis f¨ur die Darstellung der Grup-

peG, deren Darstellungsmatrizen hier mitD(l)
m′m(g) bezeichnet werden sollen:

T (g)Ylm(r) =
∑
m′

D
(l)
m′m(g)Ylm′(r) (2.35)

Eine explizite Form der Matrizen als Funktion der Euler-Winkelα, β, γ der Rotationg ist z. B.
in [59] angegeben. Setzt man dies in Gleichung (2.34) ein, so tritt die Transformationg nur noch
in der Darstellungsmatrix auf:

T (g)ϕanlm =
∑
m′

D
(l)
m′m(g)ϕbnlm′ (2.36)

Dass die atomaren Funktionen eine Basis der DarstellungT (g) bilden, erkennt man, wenn man
eine weitere Summation ¨uber alle Zentren einf¨ugt und dadurch die neue Darstellungsmatrixd(l)

definiert:

T (g)ϕanlm =
∑
m′a′

d
(l)
m′m,a′a(g)ϕa′nlm′ (2.37)

Falls die Darstellungd(l) irreduzibel ist, lässt sich keine Vereinfachung durch gruppentheo-
retischeÜberlegungen durchf¨uhren. Falls die Darstellung aber reduzibel ist, kann sie symbolisch
als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen geschrieben werden

d(l)(g) =
⊕

j

n
(j)
l Γ(j)(g), (2.38)

wobei der Vorfaktorn(j)
l die Vielfachheit des Auftretens der DarstellungΓ(j) in d(l) beschreibt.

Nun muss eine Basis f¨ur die irreduziblen DarstellungenΓ(j) gefunden werden. Dies wird mit
der Projektionsoperator-Methode erreicht. Unter Zuhilfenahme des zweiten Schur’schen Lem-
mas [57] kann man zeigen, dass der Operator

P
(j)
ii =

sj

nG

∑
g

Γ(j)
ii (g)T (g) (2.39)

Funktionen aus dem Darstellungsraum vond(l) in den Raum der DarstellungΓ(j) projiziert.
Darin istsj die Dimension der DarstellungΓ(j) undnG die Dimension der Symmetrie-Gruppe.

Setzt man nun die Matrixdarstellung aus Gleichung (2.37) in den Projektionsoperator ein,
so erhält man die Basisvektoren desj-ten Unterraums, indem man den Projektor (2.39) auf alle
Basisfunktionenϕ1nlm des ersten Atoms anwendet und die linear unabh¨angigen Funktionen
auswählt. Die so erhaltene Symmetrie-Basis{χ} ist dann eine Linearkombination der atomaren
Orbitale:

χ
(j)
iln =

∑
am

S
(j)
ailnmϕanlm n = 1, . . . , n(j)

l (2.40)
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Die SymmetriekoeffizientenS(j)
ailnm können direkt aus der Matrixdarstellung vond(l) undΓ(j)

berechnet werden. Die Symmetriebasis ¨andert ihre Eigenschaften nicht, wenn die Koeffizienten-
matrix zeilenweise mit einem konstanten Vorfaktor multipliziert wird, und kann daher normiert
werden: ∑

am

S
(j)
ailnmS

(j)
ailn′m = δnn′ (2.41)

Die Berechnung der Symmetriekoeffizienten wird durch das externe Programm TSYM aus-
geführt [59,60], welches f¨ur eine vorgegebene Kernanordnung und Quantenzahlenl,m der ato-
maren Orbitale die Symmetrie-Gruppe bestimmt und mit der Projektionsoperator-Methode die
Matrix S(j)

ailnm errechnet.

2.10. Der Dichtefit

Zur Bestimmung des elektronischen PotentialsV (r) aus der Elektronendichteρ(r) muss die
Poisson-Gleichung

∆V (r) = −4πρ(r) (2.42)

gelöst werden. Fallsρ(r′)/|r−r′| eine integrable Funktion f¨ur aller ist und hinreichend schnell
gegen null geht f¨ur |r′| → ∞, so lautet eine L¨osung der Poisson-Gleichung

V (r) =
∫∫∫

ρ(r′)
|r − r′|d

3r′. (2.43)

Dies bedeutet, dass f¨ur jeden Punkt, an dem das Potential bestimmt werden soll, eine Integration
über den gesamtenR3 ausgef¨uhrt werden muss und f¨uhrt bei der Berechnung von Energien der
Form

E =
∫∫∫

V (r)ρ(r)d3r (2.44)

auf Sechsfach-Integrale, deren Bestimmung einen großen Rechenaufwand erfordern w¨urde. Einen
Ausweg bietet die Einschr¨ankung des L¨osungsraums auf Potentiale, die nicht aus beliebigen
Dichten, sondern aus einer Linearkombination von atomaren Basisfunktionen erzeugt werden [7,
45,61–64]. Eine solche Linearkombination wird als Modelldichteρ̃ bezeichnet.

Da die Poisson-Gleichung linear inρ ist, lässt sich die L¨osungV (r) der Poisson-Gleichung
auch als lineares Funktional der DichteV (r) = V [ρ; r] auffassen. Man kann deshalb eine
Basis{ρ̃i} wählen, undV (r) als Linearkombination der FunktionenV [ρ̃i; r] ausdrücken. Dies
führt zu einer erheblichen Vereinfachung, fallsV [ρ̃i; r] leicht berechnet werden kann.

In unserem Programm werden die kugelsymmetrischen atomaren Elektronendichtenρ̃i(R) =
fi(R)2 + gi(R)2 benutzt, das zugeh¨orige Potential̃vi(R) kann direkt angegeben werden [65]:

ṽi(R) = −4π
∫ ∞

0

ρ̃i(R′)
|R−R′|dR

′ (2.45)
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Da die Funktioneñρi(R) an den radialen St¨utzstellen tabelliert sind, wird̃vi(R) an den selben
Stellen tabelliert, Zwischenwerte k¨onnen dann durch Interpolation berechnet werden. Damit
lautet die Modelldichte und das daraus resultierende Modellpotential:

ρ̃(r) =
∑

i

ciρ̃i(|r − ri|) (2.46)

Ṽ (R) =
∑

i

civi(|r − ri|). (2.47)

Nun stellt sich die Frage, welche Modelldichte am besten geeignet ist, umρ(r) anzunähern.
Die nächstliegende M¨oglichkeit ist, die mittlere Abweichung der Modelldichte von der SCF-
Dichte zu minimieren. Dabei wird man im Allgemeinen fordern, dass das Integral ¨uber die Mo-
delldichte mit der Elektronenzahl ¨ubereinstimmt, was durch den Lagrange-Parameterµ berück-
sichtigt wird:

F [ρ̃] =
∫

(ρ− ρ̃)2d3r + µ(N −
∫
ρ̃(r)d3r) (2.48)

Um F [ρ̃] zu minimieren, muss man nach den Koeffizientenci der Modelldichte variieren und
erhält:

0 =
∫

(ρ(r)− ρ̃(r))ρ̃j(|r − rj |)d3r − µ
∫
ρ̃j(|r − rj|)d3r, . (2.49)

Dieses Gleichungssystem wurde zuerst in [55] verwendet und dort als Diskrete Variational Me-
thod (DVM) bezeichnet.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, den Fehler in der Energie zu minimieren, der
durch die Verwendung des Modellpotentials anstelle vonV (r) entsteht. Der Fehler durch die
Verwendung des Modelldichte anstelle des SCF-Dichte wirkt sich ausschließlich auf Coulomb-
Energie (2.6) aus, da die Austausch-Korrelationsenergie (2.10) als Funktional der SCF-Dichte
berechnet werden kann.

Zur Bestimmung der Modelldichte teilt man das Coulomb-PotentialV C und die Dichteρ in
einen Modell- und einen Restterm auf:

ρ = ρ̃+ ∆ρ (2.50)

V C[ρ; r] = V C[ρ̃+ ∆ρ; r]
= V C[ρ̃; r] + V C[∆ρ; r] (2.51)

Der Ausdruck für Fehler∆EC in der Coulomb-Energie

∆EC = EC[ρ]− ẼC[ρ̃] =
∫
V C[ρ; r]ρ(r)d3r −

∫
V C[ρ̃; r]ρ̃(r)d3r

=
1
2

∫∫
2ρ(r)∆ρ(r′)−∆ρ(r)∆ρ(r′)

|r − r′| d3rd3r′ (2.52)

enthält als letzten Summand im Z¨ahler den Fehler zweiter Ordnung im Fehler der Dichte und
kann nicht direkt berechnet werden, da er die exakte Coulomb-Energie enth¨alt. Er wird daher
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im Folgenden vernachl¨assigt und die der Fehler in Coulomb-Energie mit Hilfe von (2.51) als
Funktional vonρ̃ ausgedr¨uckt:

∆EC
1 [ρ, ρ̃] =

1
2

∫∫
(ρ(r)− ρ̃(r))(ρ(r′)− ρ̃(r′))

|r − r′| d3rd3r′ (2.53)

Fordert man, dass dieser Fehler verschwindet, so k¨onnen die Variationsgleichungen f¨ur die Mo-
delldichte hergeleitet werden. Analog zu Gleichung (2.49) lauten sie:

0 = 2
∫
vk(r)(ρ(r)− ρ̃(r))d3r + µ

∫
ρ̃k(|r − rk|)d3r. (2.54)

Eine Erweiterung des Verfahrens besteht darin, dass neben dem kugelsymmetrischen An-
teil in (2.46) auch h¨ohere Multipole mitgenommen werden. Wie bei den Symmetrieorbitalen
können dann auch die Entwicklungsfunktionen f¨ur den Dichtefit in einer symmetrischen Basis
dargestellt werden, um die Integration zu vereinfachen.

2.11. Die Frozen-Core-N äherung

Bei molekularen Systemen mit Geometrien in der N¨ahe der Gleichgewichts-Geometrie findet
die interatomare Wechselwirkung haupts¨achlich im Bereich der ¨außeren Elektronenh¨ulle statt
und die mittlere Bindungsenergien pro Atom liegt im Bereich von einigen Elektronenvolt. Die
inneren Elektronen der einzelnen Atome sind sehr viel n¨aher am Kern und st¨arker gebunden. Es
ist daher zu erwarten, dass die Orbitale dieser Elektronen sich durch die chemische Bindung im
Molekül nur geringfügig ändern.

Diese Tatsache l¨asst sich ausnutzen, indem die Freiheitsgrade der kernnahen (Core-)Orbitale

”
eingefroren“ werden. Sie beeinflussen durch ihr Potential dann zwar noch die ¨außeren (Valenz-

)Elektronen, haben aber in allen SCF-Iterationen die gleiche Gestalt. Die Matrixelemente, an
denen ausschließlich Core-Orbitale beteiligt sind, m¨ussen also nur einmal berechnet werden,
wodurch Berechnungen an großen Clustern mit schweren Kernen erst in ¨uberschaubarer Zeit
möglich werden. Die Einsparung ist um so gr¨oßer, je mehr Core-Orbitale eingefroren werden,
wobei allerdings darauf zu achten ist, dass der energetische Beitrag der Core-Orbitale zur che-
mischen Bindung gering bleibt.

Die atomare Basis (2.28) wird in der Frozen-Core- (FC-) N¨aherung zun¨achst in Core- und
Valenzorbitale aufgeteilt, wobei im Folgenden ein gemeinsamer Index f¨ur die Nummera des
Kerns und die Quantenzahlenn, κ undm benutzt wird:

{φi} = {φc
i } ∪ {φv

i } (2.55)

In dieser Basis zerfallen sowohl diëUberlappmatrixS, als auch die Fock-MatrixH in der
Gleichung (2.25) in Core-, Valenz- und gemischte Anteile:

H =
(

Hcc Hcv

Hvc Hvv

)
, S =

(
Scc Scv

Svc Svv

)
(2.56)

Damit die Säkulargleichung (2.25) in Core- und Valenzanteil separiert, m¨ussen die Nebendiago-
nalblöcke verschwinden. DiëUberlappmatrix ¨andert sich w¨ahrend der SCF-Iterationen nicht und
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kann daher vor der SCF-Schleife durch eine Transformation auf eine Block-Diagonal-Form ge-
bracht werden. Dies geschieht in drei Schritten, zuerst werden die Core-Orbitale diagonalisiert,
anschließend der Valenz-Orbitale auf dem Core und schließlich die Valenz-Orbitale unter sich
selbst [66]. In der urspr¨unglichen, molekularen Basisχi diagonalisiert die zusammengesetzte
TransformationU dann dieÜberlappmatrix:

S′ = USU † = 1 (2.57)

U =
(

1 0
0 Uvv

)(
1 0

(U vv)−1Uvc(Ucc)−1 1

)(
Ucc 0
0 1

)
(2.58)

Auch die Fock-Matrix in der S¨akulargleichung muss transformiert werden:

H′ = U

(
Hcc Hcv

Hvc Hvv

)
U † =

(
H′cc H′cv

H′vc H′vv

)
(2.59)

Hier verschwinden die Nebendiagonalbl¨ocke allerdings nicht notwendigerweise. Die Frozen-
Core-Näherung besteht nun darin, dass die Bl¨ockeH′cv undH′vc vernachlässigt werden. Die
Säkular-Gleichung kann dann getrennt f¨ur Core- und Valenzanteil gel¨ost werden. Der Core-
Anteil bleibt in jeder Iteration konstant, da sich das Valenz-Potential durch die Entkopplung
nicht mehr auf die Core-Elektronen auswirkt und der Core selbst immer als vollst¨andig besetzt
angenommen wird.

Die Frozen-Core-Methode kann auch in einer Symmetrie-Basis (2.40) verwendet werden,
wobei die Block-Matrizen des Core- und Valenzanteils nochmals in die irreduziblen Darstellun-
gen (2.38) der Symmetrie-Gruppe aufgespalten werden.
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3. Das Mehrzentren-Integrationsverfahren

Die Lösung der S¨akulargleichung (2.25) bedingt die Berechnung der Matrixelemente des Fock-

OperatorsHkj = 〈χk| ĤKS |χj〉 und derÜberlappmatrixSjk = 〈χk|χj〉 in der Basis der
Symmetrie-Orbitale|χ〉, welche sich wiederum aus einer Linearkombination der atomaren Or-
bitale (2.40) zusammensetzen. Das Molek¨ulstrukturprogramm berechnet die Matrixelemente in
der Ortsdarstellung, die man erh¨alt, wenn man die Einheit1 =

∫ |r〉〈r|d3r einschiebt und aus-
nutzt, dass der Fock-Operator diagonal im Ortsraum ist:∑

j

cij 〈χk| ĤKS |χj〉 = εi
∑

j

cij 〈χk|χj〉

∑
j

cij

∫∫
〈χk| r〉 〈r| ĤKS|r′〉〈r′ |χj〉 d3r d3r′ = εi

∑
j

cij

∫
〈χk| r′′〉〈r′′|χj〉d3r′′

∑
j

cij

∫
χk(r)Ĥ

KS
(r)χj(r)d3r = εi

∑
j

cij

∫
χk(r′′)χj(r′′)d3r′′ (3.1)

Sämtliche zu berechnenden Integrale ¨uber denR3 haben also die Form

I =
∫
χk(r)O(r)χj(r)d3r =:

∫
F (r)d3r, (3.2)

wobei die FunktionO(r) entweder ein Potentialterm des effektiven Einteilchen-Potentials (2.14),
die kinetische Energie, oder im Fall derÜberlappmatrix die konstante FunktionO(r) = 1 ist.

Die analytische Struktur der FunktionenF (r) kann sehr komplex werden. Die Symmetrie-
orbitaleχj(r) sind aus atomaren Orbitalen aufgebaut, und sind daher an einer oder mehreren
Kernkoordinaten unstetig oder singul¨ar. Die FunktionO(r) kann ebenfalls Singularit¨aten an
einem oder mehreren Kernorten aufweisen, z. B. beim Coulomb-Potential. Je nachdem, an wel-
cher Anzahl von Kernkoordinaten Singularit¨aten auftreten, werden die Integrale (3.2) als Ein-
oder Mehrzentren-Integrale bezeichnet.

Die Aufgabe eines numerischen Integrationsverfahrens ist nun, die Integrale (3.2) zu appro-
ximieren, indem eine Anzahl von St¨utzstellen und Gewichten{ri, wi} berechnet wird, so dass
gilt:

I =
∫∫∫

F (r)d3r =

(∑
i

F (ri)wi

)
+ ε (3.3)

zu finden, durch die der Wert des Integrals approximiert wird. Gleichzeitig soll die numerische
Genauigkeitε der Integrationsregel abgesch¨atzt werden.
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Für die Berechnung von atomaren Einzentren-Integralen ist die Einf¨uhrung von Kugelkoor-
dinaten naheliegend. Die Schr¨odinger- bzw. Dirac-Gleichung mit einem zentralen Kernpotential
faktorisiert in diesen Koordinaten in einen Radial- und einen Winkelanteil. Der Winkelanteil
wird meist analytisch behandelt, der Radialanteil je nach Methode in einer Basis von analyti-
schen oder numerischen Basisfunktionen berechnet.

Bei zweiatomigen Systemen l¨asst mit Hilfe der elliptisch-hyperbolischen Koordinaten [67]
ebenfalls eine Transformation durchf¨uhren, die die numerische Berechung der Matrixelemente
im Ortsraum vereinfacht. Ist der Hamilton-Operator rotationssymmetrisch bez¨uglich der Verbin-
dungsachse der beiden Kerne, so l¨asst sich die Integration um diese Achse analytisch ausf¨uhren,
über die beiden verbleibenden Koordinaten muss numerisch integriert werden.

Sind mehr als zwei Atome in dem zu berechnenden System enthalten, so l¨asst sich im All-
gemeinen keine geeignete analytische Koordinatentransformation angeben, die eine numerische
Integration erlaubt. Die Singularit¨aten der Integranden an den Orten der Kerne erlauben es aber
auch nicht, eine einfache Produktregel f¨ur das Integrationsgebiet zu verwenden.

Daher zerlegen alle Mehrzentren-Verfahren denR
3 in Teilräume mit endlicher oder unend-

licher Ausdehnung, ¨uber die getrennt integriert wird. Dabei wird versucht, die Singularit¨aten
des Integranden an den Kernorten durch die Raumaufteilung zu separieren. Die verschiedenen
Möglichkeiten einer solchen Aufteilung k¨onnen allgemein durch sog. Zellenfunktionen darge-
stellt werden und werden im folgenden Abschnitt behandelt.

Die nächsten Abschnitte beschreiben dann die Integrationsverfahren f¨ur die einzelnen Zel-
len, aufgeteilt in die Koordinatentransformation, die numerischen Integrationsregeln, die Ad-
aption der Punktzahl an das Integrationsgebiet und die Ausnutzung der Molek¨ulsymmetrie zur
Vereinfachung der Integrationsregel.

Alle in diesem Kapitel beschriebenen Methoden sind im ProgrammpaketMULIN (MUlti-
center INtegration) enthalten, dass im Rahmen dieser Arbeit entstanden ist. Auf das Programm
selbst wird im letzten Abschnitt des Kapitels eingegangen.

3.1. Die Zellenfunktionen

Alle bekannten numerischen Verfahren behandeln Mehrzentrengrale der Form (3.2), indem sie
eine Zerlegung der Integranden auf einzelne Zellen durchf¨uhren, die durch ZellenfunktionenzA(r)
beschrieben werden k¨onnen. Das Gesamtintegral wird dabei als Summe der Integrale aller Zel-
len dargestellt:

I =
∫∫∫

F (r)
∑
A

zA(r)d3r

=
∑
A

∫∫∫
F (r)zA(r)︸ ︷︷ ︸

FA(r)

d3r =
∑

a

IA. (3.4)

Vergleicht man (3.2) und (3.4), so sieht man, dass die Zellenfunktionen f¨ur aller normiert sein
müssen:

1 =
∑
A

zA(r). (3.5)
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Für die Zellenfunktionen, die in der Literatur auch als Projektionsfunktionen [15], oder nu-
kleare Gewichtsfunktionen [16] bezeichnet werden, existieren die verschiedensten Ans¨atze. Al-
len gemeinsam ist, dass sie das Integral ¨uber den gesamtenR3 in räumliche Teilgebiete zerlegen,
so dass die Mehrzentren-Integrale in Summen von Einzentren-Integrale zerfallen, und sich dann
numerisch einfach integrieren lassen.

Die verschiedenen Verfahren der Raumaufteilung lassen sich grob in zwei Klassen einteilen,
die einen, die disjunkte Raumgebiete verwenden, und die anderen, bei denen sich die Zellen-
funktionenüberlappen (

”
Fuzzy-Cells“).

Die früheste Anwendung der Raumaufteilung mittels Zellenfunktionen findet sich bei Boys
und Rajagopal [68]. Das Verfahren wurde sp¨ater von Ellis in Verbindung mit der Diophantine-
Integration [11,12,68,69] verwendet f¨ur Kristalle [53] und nicht-periodische Systeme [70]. Die
bekannteste darauf basierende Arbeit ist jedoch von Becke [13,71], die in vielf¨altiger Form [16,
18,20] abgewandelt wurde, und dessen Raumaufteilung in einem folgenden Abschnitt vorgestellt
wird.

Ebenfalls besprochen wird das Verfahren von Baerends et al. [9], der eine Aufteilung in
nicht-überlappende Raumgebiete benutzt. Das Baerends’sche Verfahren wird bisher von uns f¨ur
die Integration der Matrixelemente verwendet und wird in dieser Arbeit zum Vergleich herange-
zogen.

3.1.1. Das Verfahren von Baerends

Die Methoden, die mit nicht-¨uberlappenden Raumgebieten arbeiten, haben im Vergleich zu an-
deren Verfahren den Vorteil, dass man eine klare Vorstellung von der Geometrie der Teilr¨aume
hat. Das Verfahren von Baerends et al. [9, 72] arbeitet mit Kugeln um die atomaren Zentren,
daran anschließenden Pyramidenst¨umpfen, aus deren Spitzen an den Kernen zentrierte Kugel-
abschnitte herausgeschnitten sind, sowie Polyedern in den Zwischenr¨aumen.

Die ZellenfunktionenzA(r) bei diesem Verfahren ordnen einem Raumpunktr den Wert1
zu, wenn er sich innerhalb des Volumens derA-ten Zelle befindet, anderenfalls0. Das Volumen
aller Zellen ist beschr¨ankt, da die gesamte Struktur noch in ein einh¨ullendesäußeres Polynom
eingeschlossen ist.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die Dreifachintegrale ¨uber die verschiedenen geo-
metrischen Objekte komplizierte Abh¨angigkeiten der Integrationsgrenzen aufweisen und da-
her numerisch erst nach einer Variablentransformation mit einer Produktregel behandelt werden
können. Die Jacobi-Determinanten dieser Transformationen sind teilweise singul¨ar und erh¨ohen
die Schwierigkeit der numerischen Integration.

Ein weiteres Problem ist die Vielzahl der separierten Raumbereiche. Um eine hohe Genau-
igkeit zu erreichen, m¨ussen f¨ur eine große Zahl von Raumbereichen getrennte Integrationsregeln
aufgestellt werden. Dadurch kann die Eigenschaft des Integranden, an fast allen Punkten desR

3

differenzierbar zu sein, weniger gut ausgenutzt werden.

3.1.2. Die Zellenfunktion von Becke

Die Zellenfunktion von Becke [13, 71] zerlegt in Integrationsraum mit analytischen Zellen-
funktionen inüberlappende Integrationszellen. Die atomare GewichtsfunktionzA(r) in Glei-
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chung (3.4) wird so gew¨ahlt, dass sie in der N¨ahe des Kernes von AtomA gegen1 geht, in
Richtung aller anderen Kerne hinreichend schnell gegen0 abfällt. Dadurch wird erreicht, dass
im IntegralIA singuläre Anteile des Integranden oder seiner Ableitungen nur am Punktr0

A vor-
handen sind, w¨ahrend die Singularit¨aten am Ort aller anderen Kerne unterdr¨uckt werden.

Die grundlegende Idee dabei ist, f¨ur ein System aus zwei Zentren eine Funktion zu konstru-
ieren, die in der N¨ahe des einen Zentrums einen konstanten Wert hat und in der Richtung des
anderen Zentrums gegen null geht. Eine verallgemeinerte Funktion f¨ur denn-Zentren-Fall erh¨alt
man dann durch die Multiplikation von(n− 1) Zwei-Zentren-Funktionen.

Führt man für zwei Zentrenr0
A undr0

B die Transformation von kartesischen Koordinatenr
auf elliptisch-hyperbolische Koordinaten(λ, µ, φ) ein, die durch

λAB(r) =
|r − r0

A|+ |r − r0
B|

|r0
A − r0

B |
(3.6)

µAB(r) =
|r − r0

A| − |r − r0
B|

|r0
A − r0

B |
(3.7)

definiert sind [67], so ist die VariableµAB(r) ∈ [−1, 1] geeignet, um die N¨ahe zum einen oder
anderen Zentrum zu parametrisieren. F¨ur r → r0

A gehtµAB(r) gegen−1, für r → r0
B aber

gegen+1.
Mit Hilfe von µAB lässt sich nun eine polynomiale Abschneidefunktionh(µ) mit geeigneten

analytischen Eigenschaften definieren:

h(1) = 1 h(−1) = −1
h′(1) = 0 h′(−1) = 0 (3.8)

Das einfachste Polynom mit diesen Eigenschaften ist ein Polynom dritten Grades, z. B.

h(µ) =
3
2
µ− 1

2
µ3. (3.9)

Der Definitionsbereich der Abschneidefunktion ist mit ihrem Wertebereich identisch, so dass
weitere Abschneidefunktionen durch Iteration der Funktion erzeugt werden k¨onnen, wodurch
der Verlauf der Funktion mit jeder Iteration steiler wird. In [13] werden drei Iterationen gew¨ahlt:

h3(µ) := h(h(h(µ))), (3.10)

wodurch die ersten sieben Ableitungen verschwinden.
Die Zwei-Zentren-Zellenfunktionz(2)

A für die ZelleA erhält man durch die Skalierung auf
das Intervall[0, 1]

z
(2)
A (r) = (1− h3(µAB(r)))/2, B 6= A (3.11)

wobei die verschiedenen IndicesA undB die beiden Kerne bezeichnen.
Die ZellenfunktionzA(r) der ZelleA im allgemeinenN -Zentren-Fall erh¨alt man durch

Bildung eines Produkts von Zwei-Zentren-Zellenfunktionen

pA(r) =
N∏

B 6=A

z
(2)
B (r), (3.12)
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welches anschließend noch normiert werden muss, um die Bedingung (3.5) zu erf¨ullen:

zA(r) =
pA(r)∑

B
pB(r)

. (3.13)

3.1.3. Modifikationen der Becke-Funktion

In [13] wurde ein weiterer Parameter eingef¨uhrt, der es erlaubt, die Ausdehnung der einzelnen
Zellen noch von der Art der zugeh¨origen Atome abh¨angig zu machen. Die Oberfl¨achenµAB(r) =
0 teilen die Verbindung der KerneA undB senkrecht in zwei H¨alften. Diese Aufteilung ist f¨ur
homonukleare Systeme sicherlich gerechtfertigt. F¨ur heteronukleare Systeme wird dagegen vor-
geschlagen, die Zellengrenze in Richtung des

”
kleineren“ Atoms zu verschieben. Dazu wurde

eine Variablentransformation

νAB = µAB + aAB(1− µ2
AB) (3.14)

eingeführt und die Funktionh(νAB) anstelle vonh(µAB) verwendet. Es wurde argumentiert,
dass ein guter Wert vonaAB durch den Zusammenhang

aAB = uAB/(u2
AB − 1) (3.15)

uAB = (χAB − 1)/(χAB + 1) (3.16)

χAB = RA/RB (3.17)

gegeben ist, wobeiRA den Bragg-Slater-Radius des AtomsA bezeichnet und in [73] tabelliert
ist.

Treutler et al. [18] erhalten bessere Ergebnisse, wenn die Definition (3.17) durch

χAB =
√
RA

RB
(3.18)

ersetzt oder ganz auf die Ver¨anderung der Zellgr¨oße verzichtet wird, was sich mit den Ergebnis-
sen aus [74] deckt.

3.1.4. Voronoi-Zellen

Eine spezielle Wahl der Abschneidefunktionh(µ) in Gleichung (3.8) f¨uhrt zu einer Zerlegung
des Raums in disjunkte Bereiche, den sog. Voronoi-Zellen1

h(µ) = 2θ(µ)− 1, (3.19)

wobei θ die Stufenfunktion ist (θ(µ) = 0 für θ < 0; θ(µ) = 1 für θ > 0). Die einzelnen
Zellen werden dann von den Fl¨achen begrenzt, auf denenµ = 0 ist. Da die Zellenfunktion das
Produkt aller Abschneidefunktionen ist, sind die Grenzen der Zellen jeweils Polygone, die sich

1In der Festk¨orperphysik werden die Voronoi-Zellen f¨ur unendlich ausgedehnte Kristalle auch Wigner-Seitz-Zellen
genannt
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zwischen dem Zentrum der Zelle und allen n¨achsten Nachbarzentren befinden. Die Polygone
schneiden die Verbindungsgeraden zwischen jeweils zwei benachbarten Zentren genau in der
Mitte, falls aAB in Gleichung (3.14) gleich null ist.

Die Zerlegung in Voronoi-Zellen ist f¨ur die Integration allerdings nicht praktikabel, da eine
solche Zellenfunktion an den Zellgrenzen nicht stetig ist und die numerische Integration dadurch
erschwert wird.

3.1.5. Die Zellenfunktionen von Delley

Eine andere Art der Raumaufteilung wurde von Delley [14] vorgeschlagen. Ausgehend von
Funktionengi(r), die am Ortr0

A des KernsA singulär sind, wird die Zellenfunktion analog zu
Gleichung (3.13) direkt durch Normierung erzeugt:

zA(r) =
gA(r − r0

A)∑
B 6=A

gB(r − r0
A)
. (3.20)

Als geeignete Funktionen werden dabei

gA(r) = ρ2
A(r) (3.21)

gA(r) = ρ2
A(r)/r2 (3.22)

gA(r) = ρA(r)(er0/r − 1− r0/r) (3.23)

vorgeschlagen. Darin stellt die FunktionρA(r) die sphärische atomare Elektronendichte dar,
die z. B. aus den atomaren Basiss¨atzen berechnet werden kann. Diese Funktionen h¨angen im-
plizit von der Ausdehnung der atomaren Basis ab, eine Gr¨oßenkorrektur wie bei den Becke-
Funktionen entf¨allt somit.

In Gleichung (3.23) verh¨alt sich der Term in Klammern f¨ur r → 0 wie er0/r, für r → ∞
dagegen wie12(r0/r)2. Dies bewirkt, dass sichgA(r) in Kernnähe wie die DichteρA verhält, für
große Abst¨ande jedoch schneller abf¨allt, nämlich proportional zuρA/r

2. Gleichung (3.23) inter-
poliert also zwischen den Funktionen (3.21) und (3.22), wobei der Parameterr0 eine Längens-
kala für die Umschaltung vorgibt.

Für den Parameter wird in [14] kein Wert angegeben, in [21] wirdr0 = 0.5 a0 benutzt.

3.1.6. Die Zellenfunktionen von Stratmann et al.

Die Zellenfunktion von Becke ist so beschaffen, dass in der N¨ahe eines Kerns die zugeh¨orige
Zellenfunktion nicht exakt gleich eins ist, so dass die Singularit¨at des Kerns noch in anderen Zel-
lenfunktionen Beitr¨age liefert. Dort kann die Singularit¨at nicht durch die Radialtransformation
behoben werden, da sie sich nicht im Ursprung des Koordinatensystems befindet.

Eine Lösung für dieses Problem wird von Stratmann et al. in [20] vorgeschlagen. Dazu wird
die Abschneidefunktiong(µ, a) stückweise wie folgt definiert:

h(µ, a) =



−1 für µ ≤ −a
z(µ, a) für−a < µ < a

+1 für µ ≥ a
(3.24)
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Die Funktion z(µ, a) muss analog zu Gleichung (3.8) die folgenden Anschlussbedingungen
erfüllen:

z(µ, a) = 1 z(µ = −a, a) = −1
z′(µ = a, a) = 0 z′(µ = −a, a) = 0 (3.25)

Auf das verkürzte Intervall[−a, a] transformiert, lautet Gleichung (3.9):

z(µ, a) =
3
2
(µ/a)− 1

2
(µ/a)3 (3.26)

Auch hier lässt sich durch Iteration vonz(µ, a) derÜbergang der Zellen beeinflussen. Wird die
Funktion wie in Gleichung (3.10) iteriert, so erh¨alt man die Abschneidefunktion

z3(µ, a) =
1
16
(
35(µ/a) − 35(µ/a)3 + 21(µ/a)5 − 5(µ/a)7

)
(3.27)

deren erste drei Ableitungen beiµ = ±a verschwinden. Die ZellenfunktionzA(r) erhält man
wie bei Becke durch Einsetzen von Gleichung (3.27) in Gleichung (3.11), (3.12) und (3.13).

Diese Funktion verschiebt den Punkt auf der internuklearen Achse, bei dem die Funktion ex-
akt den Wert±1 annimmt, von den Kernen weg, so dass die Singularit¨aten ausschließlich in der
zum Kern geh¨orenden Zelle auftreten. Der dimensionslose Parametera definiert die Entfernung,
bei der alle nicht zum eigenen Kern geh¨origen Zellenfunktionen verschwinden. Als geeigneter
Wert wird in [20] a = 0.64 gewählt.

Ein Vorteil dieser Funktion ist, dass durch einen einfachen Test ermittelt werden kann, ob
das Polynom in Gleichung (3.26) ¨uberhaupt berechnet werden muss, oder der Wert vonz

(2)
B (r)

in Gleichung (3.12) gleich eins ist. Dies ist der Fall, wenn f¨ur r in der ZelleA gilt:

|r − r0
A| <

1
2
(1− a)|r0

A − r0
B|, (3.28)

wobeiB den Index der n¨achsten Nachbarzelle bezeichnet. Ist diese Bedingung erf¨ullt, so sind
die Zellenfunktionen aller anderen ZellenB 6= A gleich 0, so dass bei einer numerischen In-
tegrationsregel die zugeh¨origen Integrationspunkte keinen Beitrag zum Gesamtintegral liefern
und gestrichen werden k¨onnen.

3.2. Die Koordinatentransformationen

Abhängig von der Wahl der Zellenfunktion k¨onnen verschiedene Koordinatentransformationen
desR3 auf intrinsische Koordinaten

r → u(r) ∈ R3 (3.29)

geeignet sein, die Integration der FunktionenFA(r) in den einzelnen Zellen (3.4) zu vereinfa-
chen.

Da die Integranden f¨ur die einzelnen Zellen nach der Raumaufteilung die Struktur von
Einzentren-Integralen haben, ist zun¨achst eine Transformation auf Kugelkoordinaten angemes-
sen. In diesen Koordinaten haben die Radial- und Winkelvariablen einen unterschiedlichen Cha-
rakter. In der Radial-Variablen verh¨alt sich der Integrand ¨ahnlich dem Radialanteil der atomaren
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Wellenfunktion und muss deswegen durch eine zus¨atzliche Radial-Transformation f¨ur die nu-
merische Quadratur vorbereitet werden. In den Winkel-Koordinaten werden die Integranden in
Kernnähe von den Wellenfunktionen des zur Zelle geh¨oren Atoms und je nach Integrand zus¨atz-
lich vom Potential am Kernort dominiert. Im interatomaren Bereich tragen auch die Anteile der
Nachbaratome bei. F¨ur große Abst¨ande geht die Zellenfunktion in den Richtungen, in denen
andere Zellen liegen, gegen Null und anderenfalls gegen Eins.

Die Koordinatentransformationen k¨onnen getrennt f¨ur einzelne Koordinaten oder f¨ur alle
drei Koordinaten gemeinsam definiert sein. Im Allgemeinen wird man auch mehrere Koordina-
tentransformationen verkn¨upfen, um geeignete intrinsische Koordinaten zu erhalten.

3.2.1. Kugelkoordinaten

Enthält eine Zelle einen Kern beir0
A, so können Integranden am Kernort singul¨ar sein, wenn

sie Wellenfunktionen desA-ten Kerns enthalten. Geeignete Koordinaten sind in diesem Fall die
Kugelkoordinaten mitr0

A als Ursprung, die die Singularit¨at in einen Radial- und einen Win-
kelanteil separieren. Der Fall, dass Zellen keine Kernsingularit¨at enthalten, tritt lediglich beim
Baerends’schen Integrationsverfahren auf und soll in dieser Arbeit nicht behandelt werden.

Bei der Wahl von Kugelkoordinaten l¨asst sich Lage der Koordinatenachsen noch w¨ahlen.
Mit Hilfe einer Drehung kann das lokale Koordinatensystem so ausgerichtet werden, dass die
Symmetrie-Gruppe der numerischen Integrationsregel und des Molek¨uls eine gemeinsame Un-
tergruppe besitzen und die Zahl der Integrationspunkte verringert werden kann. Die Drehung
kann durch eine orthogonale DrehmatrixR dargestellt werden. Die gesamte Transformation
lautet damit:

x = x0 + R


 r sin(θ) cos(φ)

r sin(θ) sin(φ)
r cos(θ)


 (3.30)

3.2.2. Die Radialtransformation

Die Abhängigkeit der Radialanteile von vielen der vorkommenden Integranden wird durch das
singuläre Verhalten der Wellenfunktionen beir → 0 und den exponentiellen Abfall f¨ur r →
∞ bestimmt. Die Aufgabe der Radialtransformation ist nun, die Variabler in eine geeignete
intrinsische Variableu zu überführen,über die sich leicht numerisch integrieren l¨asst.

Bei den Gauß’schen Integrationsformeln werden die Funktionenf(u) implizit durch eine
endliche Entwicklung in orthogonale Polynome ¨uber dem Integrationsbereich entwickelt. Die
Approximation vonf(u) ist exakt für Polynome bis zum Grad≤ d, wenn eine Gauß’sche Formel
vom Gradd verwendet wird und nicht exakt f¨ur mindestens ein Polynom mit dem Gradd+ 1.

Die numerische Genauigkeit der Integration h¨angt daher davon ab, wie schnell die Entwick-
lung der Funktionf in den Polynomen der Integrationsformel konvergiert. Eine f¨ur alle Integran-
den gleichermaßen geeignete Radialtransformation zu finden, gestaltet sich ¨außerst schwierig
und verschiedene M¨oglichkeiten wurden vorgeschlagen [13,18,19,24].
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3.2.3. Radialtransformationen f ¨ ur nicht-relativistische Wellenfunktionen

Ausgangspunkt der Entwicklung der Radialtransformationen ist die Publikation von Becke [13].
Dort wird die Transformation

r(u) = rm
1 + u

1− u (3.31)

vorgeschlagen, die auch in sp¨ateren Arbeiten [71, 75] verwendet wird. Die Konstanterm wird
dabei auf den halben Bragg-Slater-Radius gesetzt. F¨ur die Elemente vonZ = 1 bisZ = 83 sind
die Radien in [73] tabelliert.

Die Funktionaldeterminanter2dr der Radialtransformation lautet dann:

dr = 2rm
1

(1− u)2 du (3.32)

.
Basierend auf der Euler-MacLaurin Formel haben Murray et al. [76] die folgende Transfor-

mation für das Intervallu ∈ [0, 1] entwickelt:

r(u) = α
xm

(1− x)m (3.33)

dr = αm

(
1−x

x

)−m

x(1− x) du (3.34)

Der Exponentm ist eine ganze Zahl und liefert bei dem Wertm = 2 gute Ergebnisse. Der
Vorfaktorα ist wiederum der Bragg-Slater-Radius [73,77].

In der Veröffentlichung von Treutler und Ahlrichs [18] werden vier verschiedene Radial-
transformationen verglichen:

(M1): r(u) = ξ
a+ u√
1− u2

(3.35)

dr = ξ
1 + au

(1− u2)3/2
du

(M2): r(u) = ξ
a+ u

1− u (3.36)

dr = ξ
1 + a

(1− u)2 du

(M3): r(u) =
ξ

ln 2
ln
a+ 1
1− u (3.37)

dr =
ξ

ln 2(1− u)du

(M4): r(u) =
ξ

ln 2
(a+ u)α ln

a+ 1
1− u (3.38)

dr = ξ
(a+ u)α

ln 2

(
α log 1+a

1−u

a+ u
+

1
1− u

)
du
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Die Konstanteawird auf1 gesetzt, falls die Integrationsregel das Intervallu ∈ [−1, 1] integriert,
für das Intervallu ∈ [0, 1] wird sie alsa = 0 gewählt.

Die Transformation M2 (3.36) entspricht dabei der Becke’schen Transformation (3.31). Die
Werte für α undξ wurden für mehrere Elemente von H bis Kr optimiert und mit verschiedenen
Quadraturen kombiniert.

Als die am besten geeignete Transformation wird von den Autoren die Transformation (3.38)
angegeben, zusammen mit dem Parameterα = 0.6 und einer Tschebyscheff-Quadratur zweiter
Ordnung. Die zugeh¨origen Werte vonξ sind für verschiedene Elemente tabelliert und liegen im
Bereich von0.8 bis1.8.

Mura und Knowles schlagen in [19] die folgende Transformation vor:

r(u) = −α ln(1− xm) (3.39)

Die Idee bei dieser Transformation ist, Funktionen vom Typexp(−r/α) in den intrinsischen Ko-
ordinaten als Polynomm-ten Grades darzustellen. Die Autoren finden f¨ur m einen Wert von4
als am besten geeignet und tabellieren den Wert vonα bezogen auf einen basisabh¨angigen Ska-
lenfaktorαc.

Yamamoto et al. [23,24] teilen den radialen Integrationsbereich[0,∞) in n Abschnitte auf,
deren Grenzen mit den Nullstellen ders-Orbitale der nichtrelativistischen atomaren Wellen-
funktionenübereinstimmen. Die endlichen Intervalle werden mit einer Gauß-Legendre-Regel
integriert, das ¨außerste, unendliche Intervall mit einer Gauß-Laguerre-Regel.

3.2.4. Radialtransformation f ¨ ur relativistische Wellenfunktionen

Die bisher besprochenen Radialtransformationen sind f¨ur nicht-relativistische analytische Wel-
lenfunktionen optimiert. Da unser Programm aber durchgehend mit numerischen, relativisti-
schen Basiss¨atzen arbeitet, die das Verhaltenrγe−αr am Ort der Kerne besitzen, muss diese
zusätzliche Singularit¨at durch eine entsprechende Transformation behoben werden. Wir ver-
wenden dazu die in [66] vorgeschlagene Radialtransformation

x(u) = xi
1− u

2
+ xa

1 + u

2
(3.40)

m(x) = m1e
−β1x +m2(1− e−β2x) (3.41)

r(x) = t0 · xm(x). (3.42)

Durch die verschiedenen Parameter ist eine genaue Kontrolle des asymptotischen Verhaltens der
transformierten Funktion m¨oglich. Um dies genauer zu analysieren, entwickelt man die Funktion
für r→ 0 und1/r → 0. Die Parameter werden ¨ublicherweise so gew¨ahlt, dassm(x) annähernd
konstant ist fürx→ xi undx→ xa. Dies entspricht den Bedingungenβ1xi � 1 undβ2xa � 1.
In diesem Fall kann man in Gleichung (3.42) die Variation des Exponenten mitx vernachlässigen
und erhält

lim
x→xi

r(x) = t · xm1(xi) (3.43)

lim
x→xa

r(x) = t · xm2(xi). (3.44)
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Man erkennt, dass die Transformation zwischen zwei Potenzfunktionen mit den Exponentenm1

bei kleinenx undm2 bei großenx interpoliert. Singularit¨aten an den Integrationsgrenzen der
Form rγ lassen sich somit durch gen¨ugend große Werte vonm in ein polynomiales Verhalten
transformieren. Die transformierte Funktion l¨asst sich anschließend leicht numerisch integrieren.

Die Parameter der Transformation (3.42) k¨onnen auf verschiedene Weise bestimmt werden.
Zum einen k¨onnenm1, β1,m2, β2, xi, xa undt direkt bestimmt werden. In den meisten F¨allen
will man dagegen Vorgaben machen, die eine physikalische oder geometrische Bedeutung ha-
ben, z. B. den innersten und ¨außersten Integrationspunkt f¨ur eine vorgegebene numerische Re-
gel (ui, wi). Folgendes Vorgehen hat sich als praktikabel erwiesen:

• Vorgabe vont0,m1, β1 undβ2.

• An einen bestimmten Radiusrm soll der Exponentxm vorgegeben werden, d. h. es soll
gelten:rm := r(tm) = t0t

xm
m . Dazu muss das zugeh¨orige tm bestimmt werden:

tm =
(
rm
t0

)1/xm

(3.45)

Nun kann der Parameterm2 nach Gleichung (3.41) berechnet werden. Es gilt:

m2 =
xm −m1e

−β1tm

1− e−β2tm
(3.46)

• Vorgabe der innersten und ¨außersten Punkteri und ra. Daraus k¨onnen durch L¨osen der
Gleichung (3.42) die Grenzenxi undxa berechnet werden. Da die Gleichung nicht alge-
braisch nachx auflösbar ist, wird ein Newton-Verfahren eingesetzt. Der innerste Punktri
kann gleich Null gesetzt werden, falls die numerische Integrationsregel keine St¨utzstelle
an der zugeh¨origen Intervallgrenzeu = −1 enthält.

3.3. Aufteilung des dreidimensionalen Integrals

Durch die Zerlegung der Integrale (3.2) in eine Summe von IntegralenIA in Zellenfunktio-
nen (3.4) und eine anschließende Transformation (3.29) auf angepasste intrinsische Koordina-
tenuA(r) gelangt man zur Darstellung

IA =
∫∫∫

F (r)zA(r)d3r =
∫∫∫

F (r(u))zA(r(u))
∣∣∣∣∂rA(u)

∂u

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
fA(u)

d3u. (3.47)

Der ZellenindexA wird im Folgenden unterdr¨uckt. Die numerische Integration des dreidi-
mensionalen Integrals ¨uber die intrinsischen Koordinaten kann nun auf Integrale in niedrigerer
Dimension zur¨uckgeführt werden. Da einige Sonderf¨alle berücksichtigt werden m¨ussen, fassen
wir allgemein einzelne intrinsischen Koordinaten mit Hilfe eines IndexvektorsXk

j zu Vekto-

renKk von intrinsischen Koordinaten zusammen.

Kk =
(
uXk

1 , . . . , u
Xk

Nk

)
, Xk

j ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1 . . . Jk
max}

k ∈ {1 . . . Kmax},
∑

k

Nk = 3, (3.48)
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für die eine UmkehrabbildungU

ui = U i(K1, . . . ,KKmax), i ∈ {1, 2, 3} (3.49)

existieren muss. Wir definieren einen neuen Integranden in diesen Koordinaten

g(K1, . . . ,KKmax) := f(U1(K1, . . . ,KKmax), . . . , U3(K1, . . . ,KKmax)) (3.50)

und integrieren iterativ ¨uberKk, wobei die Integrationsgrenzen mitK1
1,2 bezeichnet sind und

von den Integrationsvariablen der ¨außeren Integrale abh¨angen k¨onnen:

I =
∫ K1

2

K1

1

dK1 . . .

∫ KKmax
2
(
K1

,... ,KKmax−1
)

KKmax
1
(
K1

,... ,KKmax−1
) dKKmaxg

(
K1, . . . ,KKmax

)
.(3.51)

Mit Hilfe des IndexvektorsXk
j lässt sich nun festlegen, in welcher Reihenfolge ¨uber die

intrinsischen Koordinaten integriert wird und ob sie einzeln, paarweise oder zu Tripeln gruppiert
werden.

3.4. Numerische Integrationsregeln

Die Quadratur erfolgt nun ebenfalls iterativ in den VariablenK1, . . . ,KKmax, die Stützstellen
sind mitKk

ik bezeichnet, die entsprechenden Gewichte mitwk
ik

:

I = ε1 +
N1∑
i1

w1
i1 . . .


εKmax +

NKmax∑
iKmax

wKmax
iKmaxg

(
K1

i1 , . . . ,K
Kmax

iKmax
) .(3.52)

Zieht man alle Integrationsgewichte in die innerste Summe und spaltet die Fehlerterme ab, so
bekommt man die dreidimensionale Integrationsregel in der Form von Gleichung (3.3):

I =
N1∑
i1

. . .

NKmax∑
iKmax

w1
i1 · . . . · wKmax

iKmaxg
(
K1

i1 , . . . ,K
Kmax

iKmax
)

+ ε1 + . . .+
N1∑
i1

. . .

NKmax−1∑
iKmax−1

w1
i1 · . . . · wKmax−1

iKmax−1ε
Kmax. (3.53)

Man erkennt, dass der Integrationsfehler nur von der numerischen Integrationsregel, nicht aber
vom Integranden abh¨angt. Der Gesamtfehler der Integrationsregel setzt sich summarisch zusam-
men aus den Fehlern der einzelnen Integrale. Der Anteil des Fehlers der inneren Integrale ist ¨uber
die Integrationsgewichte wesentlich st¨arker abh¨angig von der numerischen Integrationsregel als
der Fehler der ¨außeren Integralen.

Ein Spezialfall der mehrdimensionalen Integrationsregeln (3.51) ist die Produktregel. Bei ihr
sind die Integrationsregeln der inneren Integrale nicht vom Integrationsindex des ¨außeren Inte-
grals abh¨angig. Dies betrifft sowohl die Transformation, als auch die numerische Regel{r, w}
und die Zahl der St¨utzstellenN i. In diesem Fall k¨onnen die Summationen vertauscht werden.
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Um die endg¨ultigen Punkteri und Gewichtewi für Gleichung (3.3) zu erhalten, m¨ussen
die Rücktransformationen auf kartesische Koordinaten ausgef¨uhrt und die Regeln aller Zellen
zusammengefasst werden. Die St¨utzstellen werden durch einen vollst¨andigen Satz der Quadra-
turindizes der einzelnen Koordinaten(i1, . . . , iKmax) beschrieben:

U
(i1,... ,iKmax)
A := UA

(
K1

A,i1 , . . . ,K
Kmax

A,iKmax

)
{r}A = rA

(
U

(i1,... ,iKmax)
A

)
{w}A = w1

A,i1 · . . . · wKmax−1

A,iKmax−1

·zA
(

U
(i1,... ,iKmax)
A

)
·
∣∣∣∣∂rA(u)

∂u

∣∣∣∣
U

(i1,... ,iKmax)
A

{r, w} =
⋃
A

{r, w}A. (3.54)

Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen: nach einer Transformation auf
Kugelkoordinaten(r, θ, φ) und vor dort auf intrinsische Koordinaten

(u1, u2, u3) =
(
Ur(r), sin θ,

φ

2π

)
(3.55)

soll eine numerische Integrationsregel in der intrinsischen
”
Radialkoordinate“

∫
du1 und der

Kugeloberfläche
∫∫

dΩ aufgestellt werden. Die innere Integration soll ¨uber den Raumwinkel
erfolgen, die ¨außere ¨uber die Radialkoordinate:

X1
1 = 1, X2

1 = 2, X2
2 = 3

K1 = (u1) , K2 = (u2, u3)
U1 = K11, U2 = K21, U3 = K22

I =
∫
dK1

∫
dK2 g(K1,K2) ≈

∑
i1

wi1

∑
i2

wi2g(K
1
i1 ,K

2
i1). (3.56)

3.4.1. Eindimensionale numerische Integrationsregeln

Die eindimensionale Quadratur ist der einfachste Fall einer numerischen Integrationsregel. Das
bestimmte Integral einer Funktionf(x) wird mit einer Genauigkeitε approximiert durch eine
gewichtete Summation von Funktionswerten an St¨utzstellen im Integrationsintervall:

∫ b

a
f(x)dx = ε+

N∑
i=1

f(xi)wi (3.57)

Der Fehlerε wird Integrationsfehler genannt und resultiert aus der Unkenntnis des Funktions-
verlaufs zwischen den St¨utzstellen.

Die Eigenschaft einer guten Integrationsregel ist, dass der Integrationsfehler f¨ur eine möglichst
große Klasse von Funktionenf(x) minimiert wird. Die Quadraturregeln lassen sich grob in zwei
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Klassen einteilen — die Newton-Cotes-Regeln mit ¨aquidistanten und den Gauß-Regeln, bei de-
nen die St¨utzstellen durch die Regel vorgegeben werden.

Die Herleitungen der Integrationsregeln sind in Standardwerken der numerischen Mathema-
tik [47, 78, 79] behandelt und sollen hier nicht wiederholt werden. Stattdessen sollen die f¨ur die
Mehrzentren-Integration notwendigen Regeln kurz vorgestellt und lediglich auf Besonderheiten
näher eingegangen werden.

Bei allen Integrationsregeln sind die St¨utzstellenxi und Gewichtewi für das Standardinter-
vall a = −1, b = 1, die Schrittweiteh und die Ordnung des Integrationsfehlers angeben. Der
Index i läuft von1 bisN . Da die einfachen Newton-Cotes-Regeln eine feste Zahl von St¨utz-
stellen vorgeben, werden hier immer die erweiterten Regeln mitN Punkten beschrieben. Je
nachdem, ob einer oder beide Randpunkte des Integrationsintervalls St¨utzstellen sind, spricht
man von einer offenen, halboffenen oder geschlossenen Regel.

3.4.1.1. Die Trapezregel

Die einfachste Integrationsregel ist die Trapezregel, bei der die zu integrierende Funktion durch

Trapez-Abschnitte interpoliert wird. Die Fehlerordnung der Trapezregel istε = O
(

f ′′
N2

)
.

Trotz der schlechten Konvergenzordnung der Trapezregeln f¨ur gewöhnliche Funktionen,
besitzt die halboffene Trapezregel (3.59) die optimale Konvergenz f¨ur periodische Funktio-
nenf(x) = f(x+ (b− a)). Der Beweis daf¨ur findet sich im Anhang B.1.

• offene Trapezregel

h =
2

N + 1
xi = −1 + h · i
wi =

{
3/2h für i = 1 undi = N
1h sonst

(3.58)

• halboffene Trapezregel

h =
2
N

xi = −1 + h · (i− 1)
wi = h (3.59)

• geschlossene Trapezregel [78, Abschnitt 25.4.2]

h =
2

N − 1
xi = −1 + h · (i− 1)

wi =
{

1/2h für i = 1 undi = N
1h sonst

(3.60)
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3.4.1.2. Die Simpson-Regel

Die Simpson-Regel [78, Abschnitt 25.4.6] interpoliert den Integranden abschnittsweise durch
Parabelst¨ucke durch drei benachbarte St¨utzstellen. Diese Integrationsregel wird bei der Erstel-
lung der atomaren Basiss¨atze benutzt und kann verwendet werden, um den Molek¨ulcode mit
einer Ein-Zentren-Rechnung zu testen. Die Simpson-Regel ist nur f¨ur eine ungerade Anzahl von
Stützstellen definiert.

h =
2

N − 1
xi = −1 + h · (i− 1)

wi =




1/3h für i = 1 undi = N
4/3h für geradei < N
2/3h für ungeradei > 1

ε = O

(
f (4)

N5

)
. (3.61)

3.4.1.3. Kubische Quadratur

Analog zur Simpson-Regel k¨onnen jeweils vier benachbarte St¨utzstellen durch ein Polynom
dritter Ordnung interpoliert werden. Die Abszissen und Gewichte daf¨ur lauten:

h =
2

N − 1
xi = −1 + h · (i− 1)

wi =




3/8h für i = 1 undi = N
7/6h für i = 2 undi = N − 1
23/24h für i = 3 undi = N − 2
h sonst

. (3.62)

Eine Regel f¨ur die kubische Quadratur, bei der die Randpunkte des Intervalls keine St¨utz-
stellen sind, existiert ebenfalls. Ihre Abszissen und Gewichte lauten:

h =
2

N + 1
xi = −1 + h · (i)

wi =




23/12h für i = 1 undi = N
7/12h für i = 2 undi = N − 1
h sonst

(3.63)

3.4.1.4. Gauß Quadratur

Bei den bisherigen Integrationsregeln wurden die zu integrierenden Funktionen auf einem ¨aqui-
distanten Gitter ausgewertet und mit den Integrationsgewichten multipliziert, die so gew¨ahlt
waren, dass der Integrationsfehler f¨ur Polynome eines vorgegebenen Grades minimiert wurde.
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Die Gauß-Quadraturformeln erweitern dieses Verfahren. Zum einen werden nun auch die Gitter-
punkte frei gew¨ahlt, wodurch zus¨atzliche Freiheitsgrade geschaffen werden, die die Konvergenz
verbessern. Zum anderen werden nicht mehr nur die Integrale von Polynomen approximiert,
sondern von Polynomen multipliziert mit einer GewichtsfunktionW (x). Diese Gewichtsfunkti-
on kann so gew¨ahlt werden, dass integrable Singularit¨aten des Integranden entfernt werden. Die
Quadraturformel (3.57) lautet bei der Gauß-Integration nun allgemeiner

∫ b

a
f(x)W (x)dx = ε+

N∑
i=1

f(xi)wi. (3.64)

In unseren Integralen kommt die Gewichtsfunktion nicht explizit vor. Es gibt aber zwei ver-
schiedene M¨oglichkeiten,W (x) in den numerischen Gewichtenwi zu

”
verstecken“:

Zum einen kann die Integrationsformel durch die Ersetzungen

g(x) = f(x)W (x), vi = wi/W (xi) (3.65)

umdefiniert werden, so dass ¨uber die Funktiong(x) integriert wird:

∫ b

a
g(x)dx = ε+

N∑
i=1

g(xi)vi. (3.66)

dadurch wird die Funktiong(xi) weiterhin an den St¨utzstellenxi ausgewertet, die Gewichte
ändern sich aber.

Die andere M¨oglichkeit ist, eine Variablentransformationdu = W (x)dx und eine Erset-
zungh(x) = f(x(u)) auszuführen, durch die sich die St¨utzstellenwi transformieren und die
Gewichte erhalten bleiben:

u(x)− ua =
∫ x

a
W (x′)dx′

ε+
∑

i

f(xi)wi =
∫ b

a
f(x)W (x)dx

ε+
∑

i

h(ui)wi =
∫ u(b)

u(a)
h(u)du mit ui = u(xi). (3.67)

Die Transformationu(x) ist durch die Integrationsgrenzena, b, die Wahl vonu(a) und die Ge-
wichtsfunktion eindeutig definiert. Andere Grenzen alsu(a), u(b) für die Integration vonh(u)
erhält man durch eine zus¨atzliche Transformation.

Die Gauß-Quadraturformeln f¨ur einige spezielle GewichtsfunktionenW (x) werden häufig
angewandt und haben eigene Namen. Diese gehen auf die Namen der Differentialgleichungen
zurück, deren L¨osungen die mit den Gewichtsfunktionen verbundenen Polynome sind. Die Ab-
szissen entsprechen denn verschiedenen, reellen Nullstellen der Polynomen-ten Grades.

In den folgenden Anschnitten sind die im Programm implementierten Gauß-Quadraturen
zusammen mit den Gewichtsfunktionen, den St¨utzstellen und Gewichten aufgelistet.
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3.4.1.5. Gauß-Legendre Quadratur

Die Gauß-Legendre Quadratur wird durch die GewichtsfunktionW (x) = 1 und das Inter-
vall−1 < x < 1 definiert. Die St¨utzstellen sind die Nullstellen der Legendre-Polynome [78, Ab-
schnitt 25.4.29, 25.4.40], f¨ur die jedoch kein geschlossener Ausdruck angegeben werden kann.
Die Nullstellen werden daher durch ein Eigenwert-Verfahren nach [80] numerisch bestimmt.

3.4.1.6. Gauß-Tschebyscheff Quadratur erster Art

Gegen¨uber der Gauß-Legendre Quadratur haben die Gauß-Tschebyscheff Quadraturen [78, Ab-
schnitt 25.4.38, 25.4.40] den Vorteil, dass Punkte und Gewichte in geschlossener Form bekannt
sind:

W (x) =
1√

1− x2
, −1 < x < 1

xi = cos
(2i− 1)π

2N
, wi =

π

N
. (3.68)

Die GewichtsfunktionW (x) wird durch eine Variablentransformation (3.67) eliminiert:

u(x) = π − arccos(x)

ui = u(xi) =
2π(N − i)− π

2N
. (3.69)

Anschließend wird das Integrationsintervall0 < u < π durch eine lineare Transformation auf
das Standardintervall−1 < ũ < 1 abgebildet. Dabei werden die St¨utzstellen und Gewichte der
halboffenen Trapezregel (3.59) reproduziert:

ũi =
N − 2i+ 1

N
, w̃i =

2
N
. (3.70)

3.4.1.7. Gauß-Tschebyscheff Quadratur zweiter Art

Die Gauß-Tschebyscheff Quadratur ist definiert durch die GewichtsfunktionW (x) =
√

1− x2.
Die Stützstellen sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome zweiter Art:

xi = cos
π · i
n+ 1

, wi =
1

N + 1
sin

π · i
N + 1

=
π(1− x2

i )
N + 1

. (3.71)

Auch hier kann die GewichtsfunktionW (x) wieder durch die Transformation (3.67) eliminiert,
undui auf das Intervall−1 < ũ < 1 transformiert werden:

u(x) =
x

2

√
1− x2 − 1

2
arccos(x), 0 < u <

π

2

ũi =
1
4

sin
2πi
n+ 1

− πi

2(N + 1)

w̃i =
2

π(N + 1)
sin

π · i
N + 1

. (3.72)

37



3.4.1.8. Gauß-Lobatto Quadratur

Für einige Anwendungen kann es n¨utzlich sein, wenn bestimmte St¨utzstellen fest vorgege-
ben werden. Bei der Gauß-Lobatto Quadratur [78, Abschnitt 25.4.32] sind die Intervallgren-
zen festgelegte Abszissen. Eine Anwendung ist die numerische Integration ¨uber die Kugelober-
fläche mittels einer Produktregel inφ undcos θ (siehe Abschnitt 3.4.2.2). Die Gewichtsfunktion
istW (x) = 1 im Intervall−1 < x < 1 und die Integrationsregel lautet somit:∫ 1

−1
f(x)dx = f(1)w1 +

∑
i

= 2N−1f(xi)wi + f(−1)wN . (3.73)

Die Abszissenxi entsprechen den Nullstellen der Ableitung des Legendre-PolynomsPn−1(x)
und Gewichte haben die Werte

wi =

{
2

N(N−1) für i = 1,N
2

N(N−1)(PN−1(xi))2
sonst.

. (3.74)

3.4.2. Zweidimensionale numerische Integrationsregeln f ¨ ur die
Kugeloberfl äche

3.4.2.1. Genauigkeit der Integrationsregel

Will man eine numerische Integrationsregel f¨ur die Kugeloberfl¨ache anwenden, so muss man
zunächst die Anforderungen an die Regel definieren. F¨ur einen allgemeinen Integrandenf(~r)
mit den entsprechenden analytischen Eigenschaften kann man f¨ur einen festen RadiusR eine
Entwicklung in KugelflächenfunktionenY m

l (θ, φ) angeben, so dass gilt:

f(θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

almY
m
l (θ, φ) (3.75)

Wird die Entwicklung bei einem bestimmten Drehimpulslmax abgebrochen, so erh¨alt man eine
Approximation der Form

f lmax(θ, φ) =
lmax∑
l=0

l∑
m=0

almY
m
l (θ, φ) (3.76)

wobei die Differenz|f(θ, φ)− f lmax(θ, φ)| die Genauigkeit der Entwicklung angibt.
Ein Maß für die Genauigkeit einer numerischen Regel f¨ur die Integration ist also der h¨ochste

Drehimpulslmaxbis zum dem die Werte vonFnum undFL:

Fnum ≈
∫
f(θ, φ)dΩ (3.77)

FL =
∫
f lmax(θ, φ)dΩ (3.78)

exaktübereinstimmen.

38



3.4.2.2. Zweidimensionale Produktregeln

Wählt man eine ausgezeichnete Z-Achse der Kugeloberfl¨ache, so kann man die Kugelkoordina-
tenθ undφ zur Beschreibung eines Punktes auf der Oberfl¨ache der Kugel einf¨uhren. Um eine
KugelflächenfunktionY m

l mit einer numerischen Regel in diesen Koordinaten zu integrieren,
muss man die Abh¨angigkeit dieser Funktion vonθ undφ betrachten.

Die KugelflächenfunktionY m
l ist ein Legendre-PolynomPl der Ordnungl in cos θ. Po-

lynome der Ordnungl ≤ L werden durch eine Gauß-Regel(ui;wu
i ) mit L+1

2 Punkten exakt
integriert.

In der Variablenφ ist die KugelflächenfunktionY m
l periodisch mit der Periode2π, sie ist

also proportional zueimφ. Periodische Funktionen einer Variable lassen sich in eine Fourier-
Reihe

∑
k ai exp(ikφ) entwickeln. Die FunktionY m

l besitzt höchstensm + 1 nichtverschwin-
dende Fourier-Komponentenai mit 0 ≤ i < m.

Für periodische Funktionen ist eine Trapezregel(vi;wv
i ) am besten geeignet, da sie mitm

Stützstellen die erstenm Fourier-Komponenten vonf exakt integriert. Der Beweis dazu findet
sich im Anhang (B.1).

Schreibt man die numerische Regel nun als Produkt einer Trapez- und einer Gaußregel, so
erhält man die Produktregel

(cos θj, φk;w
u,v
i ) = (uj , vk;wu

j · wv
k) (3.79)

mit NP(l) = l(l+1)
2 Stützstellen.

Die Anzahl der ben¨otigten Stützstellen der Produktregel l¨asst sich verringern, indem man f¨ur
die Integration ¨ubercos θ eine Gauß-Lobatto-Regel verwendet. Bei dieser speziellen Gauß-Regel
sind zwei St¨utzstellen an der Ober- und Untergrenze des Integrationsintervalls vorgew¨ahlt. Um
Polynome der Ordnungl ≤ L mit ungerademL exakt zu integrieren, ben¨otigt man mit dieser
Regelnθ = (L+ 3)/2 Punkte.

Diese St¨utzstellen der Randpunkte liegen an den
”
Polen“ θ = 0 undθ = π. Dort wird für

die Integration ¨uberφ statt l Stützstellen nur eine einzige ben¨otigt, da alleφk auf die gleiche
kartesische Koordinate abgebildet werden, also auch den gleichen Funktionswertf(~x(0, φk))
bzw. f(~x(π, φk)) liefern. Die Gesamtzahl der St¨utzstellen reduziert sich somit auf NP(l) =
l(l−1)

2 + a.

Treutler et al. [18] modifizieren die so erhaltene Produktregel, um eine h¨ohere numeri-
sche Stabilit¨at zu erhalten. Sie verschieben die St¨utzstellen jeder zweiten Trapezregel in derφ-
Koordinate um die Phaseπ/nφ, so dass die St¨utzstellen auf benachbarten

”
Breitengraden“ je-

weils um einen halben
”
Längenkreis“ gegeneinander verschoben sind. Die so verschobenen

Stützstellenφ′ik haben also die Werte

φ′ik =
2π
nφ
k +

π

nφ
mod(j, 2).
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3.4.2.3. Spezielle zweidimensionale Regeln

Für die Integration ¨uber die Kugeloberfl¨ache kann man zeigen, dass numerische Regeln existie-
ren, die Kugelflächenfunktionen mitl ≤ lmax exakt integrieren, die eine minimale Anzahl

NP(L) ≈ (L+ 1)2

3

von Gitterpunkten ben¨otigen.
Ein Ansatz für Integrationsregeln mit n¨aherungsweise optimaler Punktzahl wurde von So-

bolev [81,82] gemacht und von Lebedev [83–89] weiterentwickelt. Bei dem Verfahren wird eine
maximale OrdnungL und eine endliche Punktgruppe vorgegeben, unter der sich die Knoten der
Regel transformieren. In einer Basis von reellen Kugelfl¨achenfunktionen, die zur total symme-
trischen Darstellung der Punktgruppe geh¨oren und für deren Ordnungl gilt l ≤ L, muss die
numerische Integrationsregel nun nur noch ¨uber ein irreduzibles Teilst¨uck der Kugeloberfl¨ache
integrieren. Die Knoten und Gewichte f¨ur die numerische Integration ¨uber dieses Teilst¨uck wer-
den analog zu den eindimensionalen Gauß-Regeln nicht vorgeben. Sie werden als L¨osungen
eines nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt, welches aus der Forderung resultiert, dass die
Kugelflächenfunktionen durch die Regel exakt integriert werden m¨ussen.

Diese Gleichungen k¨onnen i. A. nur durch ein numerisches Verfahren gel¨ost werden. Le-
bedev hat in seinen Ver¨offentlichungen L¨osungen der Gleichung f¨ur die Symmetrie-Gruppe Td
und den Ordnungen vonL = 3 bisL = 59 angegeben. Die Punkte und Gewichte sind in seinen
Tabellen auf zehn Stellen f¨urL ≤ 53 und auf zwölf Stellen fürL = 59 angegeben.

3.4.3. Automatische Integration

Bei der Aufstellung einer numerischen Integrationsregel m¨ochte man normalerweise nicht die
Anzahl der St¨utzstellen vorgeben, sondern eine Toleranzε, mit der ein Integral approximiert
wird. Möchte man, wie in unserem Fall, die Integrationsregel auf mehrere Integrale angewandt
werden, so soll diese Toleranz f¨ur alle Integrale eingehalten wird. Eine allgemeing¨ultige Ab-
schätzung für die Toleranz kann nur f¨ur spezielle Integrale gefunden werden. In unserem Fall
wird das Problem zus¨atzlich dadurch erschwert, dass die Integrale zum Zeitpunkt der Aufstel-
lung der Integrationsregel noch gar nicht bekannt sind.

Um dieses Problem l¨osen zu k¨onnen, wurde die Methode der automatischen Integration
in Verbindung mit einer Menge von Testfunktionen gew¨ahlt. Dabei wird die Genauigkeit ei-
ner Integrationsregel abgesch¨atzt, indem Testfunktionen mit einer unterschiedlichen Anzahl von
Stützstellen integriert werden. Die Differenz der Ergebnisse gibt einen Anhaltspunkt f¨ur die Ge-
nauigkeit der Regeln. Dieses Verfahren hat sich als zuverl¨assig erwiesen, falls die Testfunktionen
den wirklichen Integranden ¨ahnlich sind. Das Verfahren wird nun im Einzelnen beschrieben.

Ein automatischer numerischer Integrator ist ein Programm oder Algorithmus, der eine nu-
merische ApproximationInk

mit nk Stützstellen eines IntegralsI =
∫
f(x)dx liefert, deren

relativer numerischer Fehler

εk =
|Ink
− I|
I

(3.80)
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vermutlich kleiner als eine vorgegebene relative Toleranzε ist [90]. Die Methode, mit der der
automatische numerische Integrator arbeitet, ist sehr einfach. Das Programm erzeugt eine Se-
quenzIn1 , In2 , . . . von immer genaueren Approximationen des exakten Wertes. Nach jeder
neuen ApproximationInk

wird der Fehlerεk abgesch¨atzt und die Sequenz beendet, falls die
Toleranz unterschritten worden ist, d. h.εk < ε ist.

3.4.3.1. Fehlerabsch ätzung

Die Verfahren zur Bestimmung des gesch¨atzten Fehlersεk unterscheiden sich darin, welche
IntegraleInk

evaluiert werden, und wie sie in die Berechnung vonεk eingehen. Werden mehrere

Funktionenf (j)(x) zur Abschätzung herangezogen, so muss aus den Einzelabsch¨atzugenε(j)k

eine Gesamtabsch¨atzung bestimmt werden. In dem Integrationsprogramm ist die Absch¨atzung

ε
(j)
k =

∣∣∣I(j)
nk − I(j)

nk+1

∣∣∣
I
(j)
nk+1

εk = max
j
ε
(j)
k (3.81)

implementiert. Der Gesamtfehler der IntegrationsregelInk
wird also als Maximum der relativen

Einzelabweichungen zur n¨achst genaueren IntegrationsregelInk+1
bestimmt.

3.4.3.2. Auswahl der Sequenz

Bei der Auswahl der Sequenzn1, n2 , . . . müssen mehrere Bedingungen beachtet werden. Zum
einen muss die numerische IntegrationsregelInk

für alle nk der Sequenz definiert sein. Dies
ist insbesondere bei den mehrdimensionalen Integrationsregeln f¨ur die Kugeloberfl¨ache (Ab-
schnitt 3.4.2) wichtig, da diese durch die OrdnungL und nicht durch die Punktzahl beschrieben
sind. Zum anderen muss die

”
Schrittweite“ zwischen zwei Punktzahlen richtig gew¨ahlt wer-

den. Erhöht man die Punktzahl zu schnell, so liefert der automatische numerische Integrator mit
größerer Wahrscheinlichkeit eine Regel mit einer viel h¨oheren als der verlangten Genauigkeit
und entsprechend unn¨otig vielen Stützstellen. Wird die Punktzahl in der Sequenz dagegen zu
langsam erh¨oht, so wird sehr viel Rechenzeit f¨ur die Testintegrationen verbraucht, bis man bei
einer hinreichenden Genauigkeit angelangt ist.

Bei den eindimensionalen Integrationsregeln gibt man eine Startpunktzahln1 vor, alle wei-
teren Punktzahlen werden nach dem folgenden Schema bestimmt:

• Multiplikation der Punktzahlnk mit einem Faktor C und Runden zur n¨achsten nat¨urlichen
Zahl2:

nk+1 = bC · nk +
1
2
c. (3.82)

• falls nk+1 gleich dem Wert vonnk ist, wird nk+1 um eins erh¨oht. Dies verhindert eine
Endlosschleife bei zu kleinemC oder zu geringer Anfangspunktzahln1.

2Hier wird die praktische Notation von Iverson [91] benutzt: Der Termbxc hat den Wert der gr¨oßten ganzen Zahl,
die kleiner oder gleichx ist.
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• falls nk+1 gerade ist und die Simpson-Regel (3.61) verwendet werden soll, wirdnk+1 um
eins erhöht, da diese Integrationsregel nur f¨ur eine ungerade Zahl von St¨utzstellen definiert
ist.

Bei den zweidimensionalen Integrationsregeln f¨ur die Kugeloberfl¨ache wird versucht, die
OrdnungL in jedem Schritt um eins zu erh¨ohen.

Bei den Integrationsregeln von Lebedev (Abschnitt 3.4.2.3) wird jeweils die n¨achsth¨ohere
tabellierte Regel benutzt, falls f¨ur das entsprechendeL keine Regel verf¨ugbar ist. Ist keine h¨ohe-
re Ordnung mehr tabelliert und die geforderte Genauigkeit noch nicht erreicht, so wird die letzte
tabellierte Regel verwendet und eine Warnung ausgegeben.

Bei den zweidimensionalen Produktregeln (Abschnitt 3.4.2.2) k¨onnen beliebige Ordnungen
generiert werden, diese ben¨otigen allerdings eine h¨ohere Anzahl von St¨utzstellen als die Inte-
grationsregeln von Lebedev.

Eine Kombination beider Verfahren benutzt immer dann eine Produktregel, wenn keine
Lebedev-Regel f¨ur die ben¨otigte Ordnung tabelliert ist und erreicht so eine geringe Punktzahl,
ist aber nicht in der Genauigkeit beschr¨ankt.

3.4.3.3. Testfunktionen

Das Verfahren der automatischen Integration arbeitet nur wirksam, wenn die Testfunktionen den
eigentlichen Integranden gut angepasst sind. Das Integrationssystem stellt daher verschiedene
Sätze von Testfunktionen zur Verf¨ugung, die miteinander kombiniert werden k¨onnen:

• Atomare Dichten

Die atomaren Basisfunktionen und Besetzungszahlen k¨onnen benutzt werden, um eine
Testfunktion für die atomare Elektronendichte zu bilden:

f(r) =
∑

nljmj

∣∣∣ψAO
A,nljmj

(r − r0
A)
∣∣∣2 (3.83)

• Summe der kugelsymmetrischen, atomaren Dichten

Durch Summation der atomaren Dichtefunktionen aller Atome wiederum kann eine
”
mo-

lekulare“ Testfunktion gebildet werden:

f(r) =
∑
A

ψ†AO
A

(
r − r0

A

)
ψAO

A

(
r − r0

A

)
(3.84)

Diese Funktionen sind bereits gut geeignet, um realistische Ergebnisse zu erhalten. Aller-
dings fehlen hier die Winkelanteile der atomaren Wellenfunktionen, so dass noch zus¨atz-
liche Testfunktionen hinzugenommen werden sollten.

• Überlapp-Funktionen

Die Überlapp-Testfunktion zweier atomarer BasisfunktionenψAO
A,(nljmj)A

undψAO
B,(nljmj)B

ist definiert als:

f(r) =
∣∣∣ψ†AO

A,(nljmj)A

(
r − r0

A

)
ψAO

B,(nljmj)B

(
r − r0

A

)∣∣∣ (3.85)
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• Slater-Funktionen

Slater-Funktionen haben im Gegensatz zu den Gauß-Funktionen einen Cusp am Kernort
und fallen exponentiell f¨ur großer ab. Sie sind daher geeignet, das Verhalten der atomaren
Basisfunktionen zu approximieren und sind wie folgt definiert:

f(r) = Ylm(θ, φ)rn−1e−αr (3.86)

Die Kugelkoordinaten(r, θ, φ) beziehen sich dabei auf den Ortr0
A desA-ten Kerns.

Mit Hilfe von Slater-Funktionen kann eine Klasse von Testfunktionen generiert werden,
die die Aufstellung einer gut angepassten, adaptiven Integrationsregel f¨ur das gesamte
Molekül ermöglicht. Dazu wird für jedes AtomA zunächst für jede Hauptquantenzahln
der höchste vorkommende DrehimpulsLmax

A,n der atomaren BasisψAO
A,nli

bestimmt. Die
Testfunktionen sind nun die Slater-Funktionen{

Ylm(θ, φ)rn−1e−α
(n)
t r
}

(3.87)

l = 2Lmax
A,n

m = −Lmax
A . . . Lmax

A

t = 1 . . . Nt

Die Exponentenα(n)
t werden so gew¨ahlt, dass die Slater-Funktionen zur Hauptquanten-

zahln gleichmäßig temperiert sind. Dies bedeutet, dass die Exponenten aufsteigend ge-
ordnet sind und der

”
Überlapp“ der Radialanteile zweiter Slater-Funktionen mit benach-

bartem Index des Slater-Exponenten einen konstanten Wert annimmt:

C =
∫
rn−1e−α

(n)
t r · rn−1e−α

(n)
t+1rdr. (3.88)

Die KonstanteC wird nach dem Schema von Baerends [10] so gew¨ahlt, dass der erste und
der letzte Exponent die Werte

α
(n)
1 =

3
2

max
(

1
2
, n− 1

)

α
(n)
Nt

= max
(

max(α(n)
1 , 1),

2ZA

max(n
2 , 2)

)
(3.89)

annehmen. Die Slater-Funktion mit dem Exponentenα
(n)
1 hat ihr Maximum im Valenzbe-

reich und ist die diffuseste Funktion, w¨ahrend die Funktion mit dem Exponentenα(n)
Nt

ein
Maximum bei kleinenr hat, welches durch die Kernladung bestimmt ist. Abschirmeffekte
werden abn > 4 durch den Nenner des Exponenten ber¨ucksichtigt. Als Vorgabe werden
pro HauptquantenzahlNt = 4 Slater-Funktionen getestet.

Hinzu kommen einige Testfunktionen, deren Integrale bekannt sind, aber nur zum Test der
Algorithmen dienen, da sie nicht an das physikalische Problem angepasst sind:
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• Gauß-Funktionen

Funktionen von Gauß-Typ kommen in den Molek¨ulintegralen nicht vor, sind aber zu Test-
zwecken implementiert, da der exakte Wert des Integrals bekannt ist. Sie sind in der Im-
plementation immer am Ortr0

A eines Kerns zentriert und haben eine Reichweiterm:

f(r) = e
−(r−r0

A)2

r2
m (3.90)

• Konstante Funktion

Mit Hilfe einer konstanten Funktion

f(r) = c (3.91)

kann das
”
Volumen“ einzelner Zellen durch Integration berechnet werden. Da in einem

endlichen Molek¨ul immer Randzellen mit unendlichem Volumen existieren, ist das Inte-
gral über den gesamtenR3 nicht definiert.

• Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist eine weitere Funktion zum Programmtest:

f(r) = e−|r−r0
A| (3.92)

3.4.3.4. Mehrdimensionale adaptive Integration

Sollen mehrere adaptive numerische Integratoren nach dem Schema von Gleichung (3.52) ge-
schachtelt werden, so ergibt sich eine zus¨atzliche Schwierigkeit. Will man f¨ur das Gesamtinte-
gral eine Toleranzε vorgeben, so m¨ussen daraus die ToleranzenεK der Einzelintegrale gebildet
werden. Es ist klar, dass die Gesamttoleranz nicht besser alsε1 sein kann. Um f¨ur die äußere
Integration aber diese Toleranz zu erreichen, m¨ussen die inneren Integrale alle h¨ochstens diese
Toleranz besitzen, im Allgemeinen jedoch genauer integriert werden, da die Toleranz nur einen
Schätzwert für den Fehler darstellt.

Die Wahl der Toleranzen wird in der Literatur als Interface-Problem bezeichnet [16,22,92]:
Wählt manεK zu klein gegen¨uberεK+1, so wird aufgrund der numerischen Ungenauigkeit der
Approximation des inneren Integrals die GenauigkeitεK desäußeren Integrals unter Umst¨anden
nie erreicht. Es wird daher in [92] empfohlen,εK � εK+1 zu wählen. Für unsere Zwecke hat
sich die Wahl

εK = (2 . . . 5) · εK+1 (3.93)

als stabil erwiesen. W¨ahlt man den Wert f¨ur die Toleranz der inneren Integration zu gering im
Vergleich zur Toleranz der ¨außeren Integration, so wird f¨ur die inneren Integrale ein zu großer
numerischer Auswand betrieben, der durch die ungenaue ¨außere Integration wieder zunichte
gemacht wird.
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3.5. Ausnutzung der Molek ¨ ulsymmetrie

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie durch die Ausnutzung der Molek¨ulsymmetrie die
numerische Integrationsregel f¨ur die molekularen Integrale vereinfacht werden kann. Diese Ver-
einfachung ist unabh¨angig von der Wahl einer Basis von Symmetrie-Orbitalen (Abschnitt 2.9),
in der durch gruppentheoretischëUberlegungen gezeigt werden kann, dass alle Integrale, die
nicht zur total symmetrischen (A1) Darstellung der Punktgruppe des Molek¨uls gehören, iden-
tisch verschwinden und daher nicht berechnet werden m¨ussen. Stattdessen wird die numerische
Integrationsregel f¨ur die verbleibenden Integrale dadurch reduziert, dass nicht mehr ¨uber den
vollen Raum integriert werden muss, sondern nur noch ¨uber einen irreduziblen Teilraum desR3.

Die Überlegungen zur Reduktion der numerischen Regel beruhen auf der Annahme, dass
alle zu berechnenden Integranden

F (r) = ψ†
i (r)Ô(r)ψj(r), (3.94)

symmetrisch unter der molekularen PunktgruppeG sind. Dies ist der Fall, wenn das direkte
Produkt der Darstellungen der Wellenfunktionen und Operatoren in Gleichung (3.94) lediglich
eine total symmetrische Darstellung vonG enthält.

Diese Vorraussetzung ist in den meisten F¨allen gegeben, Ausnahmen sind aber bekannt, so
dass sie im Einzelfall ¨uberprüft werden sollte. Notwendig f¨ur die Symmetrie des Integranden ist
z. B., dass die Grundzustands-Dichteρ(r) und damit auch die von der Dichte abh¨angigen und
in Ô(r) enthaltenen Funktionale die Molek¨ulsymmetrie besitzen.

In diesem Fall gilt für alle Symmetrieoperationeng ∈ G:

F (r) = F (gr). (3.95)

Eine Möglichkeit, diese Invarianz auszunutzen w¨are, nur noch ¨uber einen irreduziblen Teil-
raumW ⊆ R

3 zu integrieren, der aus einer Menge von Punktenx besteht, f¨ur die gilt:

∀y ∈ R3 ∃g ∈ G,x ∈W : gx = y. (3.96)

Eine numerische Integrationsregel f¨ur einen Unterraum desR3 aufzustellen ist jedoch sehr
schwierig. Wesentlich einfacher ist es, zun¨achst eine Integrationsregel f¨ur den gesamtenR3 zu
erstellen und erst dann die Symmetrie zu ausnutzen, um nur die invarianten Integrationspunkte
der numerischen Regel beizubehalten, da die entsprechenden symmetrischen Punkte bei der
Evaluation des Integranden die gleichen Funktionswerte liefern.

Allgemein lässt sich die Reduktion der symmetrie-¨aquivalenten Integrationspunkte wie folgt
formulieren: ist eine MengeP von Stützstellen und Gewichten(r, w) ∈ P , r ∈ R3 symmetrisch
unter einer UntergruppeH ⊆ G der Symmetrie-Gruppe des Molek¨uls und geh¨ort zu allen St¨utz-
stellenr der MengeP das gleiche Gewichtw, so liefert jeder Integrationspunkt den gleichen
Beitrag zur Teilsumme

S =
∑

i

F (ri)wi mit (r, w)i ∈ P (3.97)

der gesamten Integrationsregel. Die SummeS kann demnach ersetzt werden durch den Wert

S = NF (r1)w1, (3.98)
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der nur noch die Funktionsauswertung eines (beliebigen) invarianten Teilpunktes ben¨otigt. Der
VorfaktorN ist die Zahl der zur1 symmetrischen St¨utzstellen, d. h. die Ordnung der Untergrup-
peH.

Die Voraussetzung, dass jedem symmetrie-¨aquivalenten Integrationspunktr ∈ P das glei-
che Gewichtw zugeordnet ist, ist erf¨ullt, wenn die ZellenfunktionzA(r(u)) und die Jacobi-

Determinante der Transformation
∣∣∣∂rA(u)

∂u

∣∣∣ in Gleichung (3.47) f¨ur jeden dieser Punkte ¨uber-

einstimmt. Eine hinreichende Bedingung daf¨ur ist, dass die Zellenfunktion und die Jacobi-De-
terminante invariant unter der GruppeG ist, also eine symmetrische Zellenfunktion und eine
Transformation gew¨ahlt wird, die für alle symmetrie-¨aquivalenten Zellen gleich ist.

Die Reduktion der numerischen Integrationsregel kann f¨ur die praktische Anwendung noch
weiter verbessert werden. Damit nicht zuerst eine Integrationsregel f¨ur alle Zellen aufgestellt
und anschließend die symmetrischen Punkte wieder verworfen werden m¨ussen, l¨asst sich der
Prozess in zwei Schritte aufteilen. Bei einer symmetrischen RaumaufteilungzA(r) liefert jede
äquivalente Zelle den gleichen Beitrag zur Summe (3.97). Die Zellen lassen sich daher in Sym-
metrieklassen unterteilen und die numerische Regel muss nur f¨ur irreduzible Zellen generiert
werden. Innerhalb jeder in¨aquivalenten ZellezA kann es nun noch symmetrische Integrations-
punkte(r, w) ∈ PA geben, die im zweiten Schritt wie in Gleichung (3.98) zusammengefasst
werden:

S = NANF (rA,1)wA,1. (3.99)

Der hier hinzugekommene FaktorNA ist die Anzahl der symmetrie-¨aquivalenten Zellen zur
ZelleA.

3.6. MULIN — Das Mehrzentren-Integrationsprogramm

Bei der Implementation der vorgestellten Verfahren im ProgrammpaketMULIN (MULticen-
ter INtegration) wurden verschiedene Anforderungen ber¨ucksichtigt, die w¨ahrend der Entwick-
lungsphase, im normalen Betrieb und f¨ur spätere Erweiterungen wichtig sind. Auf die Details
soll in diesem Abschnitt eingegangen werden.

Für den Benutzer ist es wichtig, dass die umfangreichen Parameter komfortabel gesetzt wer-
den können und dass sinnvolle Voreinstellungen existieren. Das Programm sollte m¨oglichst oh-
ne Kenntnis der unterliegenden Verfahren benutzbar sein, und alle Parameter, die schon in der
Eingabe-Datei des Molek¨ulprogramms vorkommen, sollten nicht noch einmal in der Eingabe-
Datei des Integrationsprogramms vorkommen. Trotzdem sollte das Integrationsprogramm zum
Testen auch ohne den Molek¨ulcode ablauff¨ahig sein.

Dazu wurde eine Eingabesprache entworfen, die ¨ahnlich wie eine Programmiersprache line-
ar abgearbeitet wird. Die einzelnen Elemente der Eingabesprache sind im Anhang C.1 detailliert
beschrieben. Die Sprache kennt verschiedene Arten von Befehlen. Zum einen sind dies Befehle,
die Parameter des Integrationssystems setzen, wie z. B. die Zellenfunktion, die Transformation
auf intrinsische Koordinaten oder die numerischen Integrationsregeln. Bei den numerischen Pa-
rametern sind auch algebraische Ausdr¨ucke zugelassen. Weiterhin gibt es Steuerbefehle, die das
Programm veranlassen, Berechnungen durchzuf¨uhren oder Ergebnisse auszugeben.
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Eingabebefehle lesen externe Dateien ein, wie zum Beispiel die atomaren Basiss¨atze, oder
auch weitere Befehle in der MULIN-Sprache, die vom Molek¨ulcode zur Beschreibung des mo-
lekularen Systems erzeugt werden. DieÜbergabe der Parameter zwischenRELMOSundMULIN
geschieht ausschließlich ¨uber Textdateien, die aber nicht in die Integrationsdatei vonMULIN
eingebunden werden m¨ussen. Dadurch ist die M¨oglichkeit gegeben, die Vorgaben vonRELMOS
nach den eigenen Vorstellungen zu ver¨andern. Dieser Weg des Datenaustausches ¨uber Dateien
anstattüber Parameter einer funktionalen Schnittstelle wurde bewusst gew¨ahlt, um den Integra-
tionscode auch unabh¨angig von Molek¨ulcode betreiben zu k¨onnen.

Die letzte Gruppe von Befehlen sind Diagnosebefehle zur Fehlersuche. Mit Hilfe dieser Be-
fehle lässt sich vorgeben, in welchem Umfang Informationen und Fehlermeldungen ausgegeben
werden. Alle Meldungen des Programms sind in acht verschiedene Klassen eingeteilt, die von
Hinweisenüber Warnungen bis zu echten Fehlermeldungen gehen. Welche dieser Meldungen
ausgegeben werden und bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme dies geschehen
soll, lässt sich einstellen.

Das Programm stellt hohe Anforderungen an die Speicherverwaltung. Dies resultiert einer-
seits aus dem Verfahren der automatischen Integration (Abschnitt 3.4.3), welches immer wieder
verschieden dimensionierte Integrationsgitter vergleicht, als auch aus der Variabilit¨at der Integra-
tionsreihenfolge, der Unkenntnis ¨uber die Gr¨oße der eingelesenen Basiss¨atze und der endg¨ulti-
gen Zahl der Integrationspunkte bei der Verwendung adaptiver Integrationsregeln. Im Programm
wird daher durchgehend eine dynamische Speicherverwaltung verwendet, wenn Array-Gr¨oßen
nicht zur Kompilierzeit festliegen. Dies hat den Vorteil, dass das Programm im Hauptspeicher
auch nur den wirklich ben¨otigten Speicherplatz belegt. Dynamische Speicherallokation hat al-
lerdings den Nachteil, dass Programmierfehler oftmals zur Belegung von Speicher f¨uhren, der
später nicht mehr freigegeben wird. Es wurde beim Entwurf versucht, diesen Mangel durch
einen objektorientierten Ansatz zu beheben. Alle dynamisch allozierten Objekte besitzen einen
Konstruktor zur Allokation und einen Destruktor zur Deallokation des Speichers im Sinne der
objektorientierten Programmierung.

Weiterhin wurde bei der Programmierung auf gute Vektorisierbarkeit geachtet. Eine Pro-
grammoperation ist vektorisierbar, wenn sie auf mehrere Daten gleichzeitig ausgef¨uhrt werden
muss. Vektorisierbare Operationen kommen inMULINvor allem dann immer vor, wenn mehre-
re Stützstellen oder Integrationsregeln bearbeitet werden m¨ussen. Im Programm werden daher
durchgehend Vektoren von St¨utzstellen und Integrationstrukturen an Unterprogramme ¨uberge-
ben. Keine der Unterroutinen wird f¨ur einzelne Gitterpunkte aufgerufen. Eine gute Vektorisier-
barkeit ist außerdem durch eine Standardisierung der haupts¨achlich verwendeten Schleifenstruk-
tur gewährleistet, die durcḧAnderung einiger weniger Makro-Befehlen an den jeweiligen Kom-
piler angepasst werden kann.

Das Programm wurde auch auf eine eventuelle zuk¨unftige Parallelisierung entworfen. Dies
wird beimÜbergang zu großen Systemen wichtig, bei denen die Bearbeitung einzelner atomarer
Zellen auf verschiedene Knoten eines Rechnerclusters verteilt werden soll. Die Skalierbarkeit
muss dann nat¨urlich auch für die Erstellung der Integrationsregel gew¨ahrleistet sein. Im Pro-
gramm wurde daher auf globale Variablen vollst¨andig verzichtet. Weiterhin wurde eine Schnitt-
stelle geschaffen, mittels die Daten f¨ur die Integration einzelner Zellen oder bei Bedarf sogar
einzelner Unterintegrale ¨uber eine einzige Datenstruktur abl¨auft. Diese Datenstruktur enth¨alt
alle zur Berechnung notwendigen Parameter beim Aufruf und auch die Ergebnisse der Berech-
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nung bei der R¨uckgabe. Eine Parallelisierung mittels des Message Passing Interfaces (MPI) oder
des Parallel-Virtual-Machine (PVM)-Systems ist dadurch direkt m¨oglich.

Da das Programm sowohl als Teil des Molek¨ulstrukturprogrammsRELMOS, als auch als
eigenständiges Programm benutzbar sein sollte, wurde es als Bibliothek konzipiert, die entwe-
der zuRELMOSoder zu einem Frontend f¨ur die interaktive Ein/Ausgabe hinzugelinkt werden
kann. Damit die Einbindung in das Molek¨ulprogramm für verschiedene Plattformen und Kom-
piler portabel bleibt, wurde das Makefile vonRELMOSund MULIN so gestaltet, dass durch
die Auswahl eines Satzes von Kompilern und Linkern mittels eines einzelnen Parameters die
Binärkompatibilität von Objekt- und Bibliotheksdateien sichergestellt ist.

Das ProgrammpaketMULIN ist in der Programmiersprache ANSI C geschrieben und hat
einen Umfang von etwa 20000 Zeilen in 160 Quellcode-Dateien. Es ben¨otigt die Standard-
Parsergeneratorenlex undyacc oder alternativ die GNU-Programmeflex undbison , falls
die Syntax der Eingabesprache abge¨andert werden soll.
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4. Testrechnungen

Anhand verschiedener Testsysteme soll festgestellt werden, in wie weit das neue Mehrzentren-
Integrationsverfahren gegen¨uber dem bisherigen Verfahren einsetzbar ist. Da unser Molek¨ulstruk-
turprogramm besonders f¨ur hochrelativistische Systeme entwickelt wurde, wurden f¨ur die Test-
rechnungen ein schweres Atom sowie Molek¨ule mit schweren Kernen ausgew¨ahlt. Die Testsy-
steme unterscheiden sich in der Dimensionalit¨at: das atomare System ist kugelsymmetrisch, als
lineares System wurde ein Gold-Dimer gew¨ahlt und echt dreidimensionale Rechnungen wurden
an RfCl4 und einem Ad-Atom auf der Oberfl¨ache eines Gold-Clusters durchgef¨uhrt.

Eine gute Genauigkeit bei der L¨osung der Dirac-Gleichung ist hierbei notwendig, da die Bin-
dungsenergie als Differenz zwischen den totalen Energien der separierten und gebundene Atome
berechnet wird. Gerade bei Systemen mit schweren Konstituenten unterscheiden sich aber die
Bindungsenergie und die totale Energie des Molek¨uls um viele Gr¨oßenordnungen. Der relati-
ve numerische Fehler muss daher klein gegen das Verh¨altnis zwischen Bindungs- und totaler
Energie sein.

Diese Argument wird beim̈Ubergang zu Systemen mit vielen Atomen gewichtiger, da die
Bindungsenergie pro Atom etwa gleich bleibt, w¨ahrend die totale Energie ann¨ahrend linear mit
der Zahl der Atome w¨achst. Von praktischer Bedeutung wird dieses Problem, wenn man die
Bindungsenergie von Ad-Atomen auf Cluster-Oberf¨achen berechnen will [3].

4.1. Atomare Rechnungen: Rf

Atomare Rechnungen mit dem Molek¨ulprogramm dienen in erster Linie dazu, das Verfahren
zu testen und eventuelle numerische Fehler im Programmcode aufzudecken. Im Gegensatz zum
Integrationsschema von Baerends kann mit unserem Integrationscode die volle Kugelsymme-
trie des atomaren Systems ausgenutzt werden, die Symmetrie muss nicht durch Angabe von
Dummy-Zentren reduziert werden. Bei einer atomaren Rechnung wird daher praktisch nur die
Radialintegration getestet, die Zellenfunktion (3.13) ist hier konstant gleich eins f¨ur den gan-
zenR3 und die Integration ¨uber den Raumwinkel l¨asst sich mit einer geringen Punktzahl exakt
im Rahmen der Genauigkeit des Molek¨ulstrukturprogramms ausf¨uhren.

Die atomaren Rechnungen k¨onnen auch der Vorbereitung auf die Rechnungen an molekula-
ren Systemen dienen, man bekommt aus den Ergebnissen einen Anhaltspunkt f¨ur die Anzahl der
radialen St¨utzstellen, die zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit mindestens n¨otig sind.

Für die erste Testrechnung wurde das Element Rf (Z = 104) ausgew¨ahlt, die atomare Ba-
sis wurde an 1000 Radialpunkten eines logarithmischen Gitters mit den Grenzen5.4 · 10−9 a0

und58 a0 tabelliert. Der Basissatz wurde als neutrale, minimale Basis gew¨ahlt mit den Orbita-
len bis7s1/2. Als Dichtefunktional wurde das relativistische Austausch-Korrelations-Funktional
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von Vosko-Wilk-Nusair verwendet.
In den molekularen Rechnungen wurden die Besetzungszahlen der Orbitale festgehalten und

die Anzahl der radialen St¨utzstellen variiert. Als Radialtransformation wurde die Transformation
aus Gleichung (3.42) mit den Parameternt0 = 1, m1 = 2, xm = 4, β1 = 2, β2 = 0.8,
rm = 20 a0, rmin = 0 a0 undrmax = 58 a0 verwendet.

Für die Winkel-Integration wurde f¨ur alle Abstände eine zweidimensionale numerische Re-
gel mit der OrdnungL = 11 mit 38 Gitterpunkten verwendet, die alle vorkommenden Winke-
lanteile exakt integriert.

Diskussion der Ergebnisse

Tabelle 4.1 zeigt die Abh¨angigkeit der Gr¨oßen
”
Gesamtladung“ und

”
totale Energie“ von der

Zahl der radialen St¨utzstellen.
Trägt man den Logarithmus der Funktionε = |Q − 104|/104 über dem Logarithmus der

Punktzahlnradauf, so erkennt man, dass der Zusammenhang einem Potenzgesetzε = axb

genügt. Ein Least-Square-Fit ergibt die Parameterloge a = 32.8 und b = −13.9. Dies be-
deutet, dass man die Zahl der Radialpunkte um dem Faktor−b

√
10 = 1.18 erhöhen muss, um

eine weitere Stelle zu gewinnen.
Eine analoge Rechnung f¨ur die totale Energie ergibt die Parameterloge a = 26 und b =

−11.6. Um die Größenordnung der Genauigkeit der totalen Energie also um eine Stelle zu ver-
bessern, muss man die Zahl der Radialpunkte um den Faktor1.22 erhöhen. Abbildung 4.1 stellt
das Konvergenzverhalten graphisch dar.

Man erkennt, dass die Gesamtladung nur bis zu einer relativen Genauigkeit von10−8 und
die totale Energie nur bis auf10−9 bestimmt werden kann. Eine genaueÜberprüfung hat ge-
zeigt, dass dies mit den numerischen Basiss¨atzen zusammenh¨angt, die durch den Atom-Code
generiert worden sind. Die Basis wird mit diesem Programm an einer Anzahl von St¨utzstellen
tabelliert, die vom Molek¨ulcode interpoliert werden m¨ussen. Im Atom-Code wird zur Integra-
tion die erweiterte Simpson-Regel f¨ur das Radial-Gitter verwendet, im Molek¨ulcode werden
die Funktionswerte durch das Lagrange-Verfahren interpoliert. Beide Verfahren machen unter-
schiedliche Annahmen ¨uber das Verhalten der Funktion zwischen den St¨utzstellen, so dass die
Radialintegration unterschiedliche Ergebnisse liefert. Eine L¨osung dieses Problems w¨urde darin
bestehen, von den numerischen Basiss¨atzen wegzugehen und einen Satz von Radialfunktionen
zu benutzen, deren Werte f¨ur jedesr ohne Interpolation direkt berechnet werden k¨onnen. Hierfür
würden sich beispielsweise die Slater-Orbitale (STO) anbieten.
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Abbildung 4.1.: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Energie f¨ur Rf.
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Molekülrechnung f¨ur das Rf-Atom
nrad Q Etot/Eh

15 103. 31 −38 580
20 104.0 17 −3865 5.7
25 104.000 53 −3865 1.7
30 103.9999 50 −38650. 87
40 104.000000 85 −38650.71 53
50 103.999999 35 −38650.71 701
60 104.000000 90 −38650.7168 72
80 103.999999 74 −38650.71688 81

Atom 104.000000000 −38650.7168809

Tabelle 4.1.: Abh¨angigkeit von Gesamtladung und totaler Energie von der Zahl der radialen
Stützstellen
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4.2. Dimere: Au 2

Bei zweiatomigen Systemen sind viele physikalisch interessante Gr¨oßen vom Abstand der bei-
den Atome abh¨angig. Experimentell leicht zu bestimmen ist der Gleichgewichts-Abstand im
Grundzustand sowie die Bindungsenergie des Dimers. Variiert man den Abstand der Atome, so
ergeben die berechneten Werte der totalen Energie in Abh¨angigkeit des Kernabstands die Poten-
tialkurve, aus der Bindungsenergie und -l¨ange, sowie einfache Aussagen ¨uber das Vibrations-
spektrum abgeleitet werden k¨onnen. Von großer physikalischer Bedeutung ist dabei der Zustand
der Hüllenelektronen, da diese f¨ur die chemische Bindung verantwortlich sind. Tr¨agt man den
Verlauf der Einteilchenenergien in Abh¨angigkeit des Bindungsabstandes auf, so erh¨alt man das
Korrelations-Diagramm, welches f¨ur Ion-Atom-Stöße Informationen ¨uber den Ladungstransfer
oder das molekulare R¨ontgenspektrum [93].

Um unser Verfahren an einem zweiatomigen System zu ¨uberprüfen, bietet sich das Sy-
stem Au2 an, da verl¨assliche experimentelle Ergebnisse und Vergleichsrechnungen zur Verf¨ugung
stehen. Die Rechnungen an diesem System sollen die Genauigkeit verschiedener physikalischer
Größen in Abhängigkeit der Integrationsgenauigkeit und dem Integrationsverfahren vergleichen.

4.2.1. Die Referenzrechnung

Zunächst wurde eine Testrechnung mit dem Baerends-Integrationscode in einer hohen Genau-
igkeit durchgef¨uhrt und diese Werte als Referenz benutzt. Als Basis wurde dazu ein Satz von
numerischen Wellenfunktionen aus der atomaren Rechnung f¨ur Au verwendet. Die Basis enth¨alt
die Wellenfunktionen 1s1/2 bis 6s1/2, den höchsten vorkommenden Drehimpuls besitzt die 4f3/2-
Wellenfunktion.

Die Berechnung der Potentialkurve wurde durch Variation des Kernabstandes in Schrit-
ten von0.1 a0 bestimmt. Dabei wurde jeweils die totale Energie mit dem RLDA Austausch-
Korrelationspotential nach dem Erreichen des Konvergenzlimits von10−4 Eh bestimmt.

Die typische Anzahl von SCF-Iterationsschritten betr¨agt 50 bei kleinen Abst¨anden und ver-
ringert sich auf 20 bei großen Abst¨anden. Der Wert der totalen Energie zeigt vor dem Erreichen
des Limits eine exponentielle Konvergenz, so dass der SCF-Grenzwert durch Anfitten einer Ex-
ponentialfunktion bestimmt wurde (Abbildung 4.2).
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Abbildung 4.2.: Au2: exponentielle Konvergenz des SCF-Prozesses am Beispiel der Rechnung
für den interatomaren Abstand 4.6a0. Im oberen Diagramm ist der Energie-
maßstab linear, unter ist die absolute Abweichung vom extrapolierten WertE0

logarithmisch ¨uber der Nummer des SCF-Zyklus aufgetragen.
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Die Grafik 4.3 zeigt das Ergebnis. Um die genauen Koordinaten des Minimums zu bestim-
men, wurde zwischen4.4 a0 und 5.0 a0 eine Parabelf(x) = a(x − x0)2 + b angefittet. Der
berechnete Gleichgewichts-Abstand betr¨agt (4.78 ± 0.01) a0

1, die totale Energie im Minimum
hat den Wert -37997.781Eh. Da der absolute Wert der totalen Energie in DFT-Rechnungen kei-
ne große Verl¨asslichkeit besitzt, wurde zus¨atzlich die Bindungsenergie bestimmt, indem an die
Potentialkurve eine Morse-Funktion der Form

f(x) = b0 + bd

[
1− exp

(
x− x0

br

)]2

(4.1)

angefittet wurde. Tabelle 4.2 zeigt die Resultate der Fits. Die Bindungsenergie entspricht dem
Parameterbd und hat einen Wert von(2.979 ± 0.011) eV.

Parabel-Fit
a/(Eha

−2
0 ) b/Eh x0/a0

0.078 ± 0.008 −37997.7808 ± 0.0005 4.78 ± 0.01
Morse-Fit

b0/Eh bd/Eh x0/a0 br/a0

−37997.7793 ± 0.0003 0.1095 ± 0.0004 4.7671 ± 0.0009 1.42 ± 0.01

Tabelle 4.2.: Au2: Parameter der Fits an die Potentialkurve. Alle Werte sind in atomaren Einhei-
ten angegeben.

Aus der Krümmung der Parabel l¨asst sich unter der Annahme einer harmonischen Streck-
schwingung die Schwingungsfrequenz bestimmen. F¨ur die KraftkonstanteD des harmonischen
Oszillators gilt:

V (x) =
1
2
D(x− x0)2. (4.2)

Die Frequenzω der Grundschwingung ergibt sich dann aus der L¨osung der DGL f¨ur den klassi-
schen harmonischen Oszillator mit der reduzierten Massenµ:

µ
d2x

dt2
+D(x− x0) = 0 → ω2 =

D

µ
(4.3)

In der Literatur wird die Schwingungsfrequenz ¨ublicherweise nicht in Hz, sondern als Wellen-
zahl ω̃ = ω/c in der Einheit cm−1 angegeben. Die Umrechnungsformel f¨ur dimensionslose
Einheitenµ̃, D̃ lautet dann:

µ̃ := µ/u (4.4)

D̃ := D/(Eha
−2
0 ) (4.5)

ω̃ = 32298.634 cm−1

√
D̃

µ̃
(4.6)

Setzt man die Zahlen aus Tabelle 4.2 ein, so erh¨alt man einen Wert voñω = 909 cm−1.
1Die angegebene Toleranz ist ein Ergebnis der Fitprozedur, sie enth¨alt keine Information ¨uber die Ungenauigkeit

der eigentlichen Rechnung
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4.2.2. Vergleichsrechnungen f ¨ ur konstanten Abstand

Die erste Gruppe von Vergleichsrechnungen wurde bei einem festen internuklearen Abstand
von 4.8a0 durchgeführt. In den beiden n¨achsten Abschnitten wird beschrieben, wie die einzel-
nen Parameter aufgesetzt wurden. Mit diesen Parametern wurde eine Reihe von Rechnungen mit
verschiedenen Genauigkeiten ausgef¨uhrt und im dritten Abschnitt verglichen.

Bestimmung der Integrationsparameter: Baerends

Für das Baerends-Integrationsschema wurde der GenauigkeitsparameterεB für die Integration
in den atomaren Kugeln, im Zwischenraum und im Außenraum jeweils auf den gleichen Wert
gesetzt. Die Genauigkeit wurde, beginnend mit dem minimal erlaubten Wert von10−3, jeweils
um den Faktor 10 gesteigert. Die h¨ochste Genauigkeit wird f¨ur εB = 10−11 erreicht, danach
bricht das Programm ab. Alle weiteren Parameter wurden so wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben
gewählt.

Bestimmung der Integrationsparameter: MULIN

Um die Integration mit unserem Schema durchzuf¨uhren, sind einige Vor¨uberlegungen notwen-
dig.

Bei Au2 handelt es sich um ein homonukleares Dimer. Die zu integrierenden Funktio-
nen besitzen eine Rotationssymmetrie um die internukleare Verbindungsachse. Die symmetrie-
angepassten Linearkombinationen der Basisfunktionen machen die Integration um den Azimu-
talwinkel φ der durch die Rotationsachse definierten Zylinderkoordinaten(z, r, φ) unnötig. Sie
setzen sich aus Funktionen zusammen, die invariant unter der Gruppe D∞ sind. Die Integration
muss daher lediglich in derz-r-Halbebene mitz > 0 erfolgen. Die Symmetrie-Orbitale enthal-
ten allerdings nicht die Information ¨uber die Spiegelsymmetrie des Molek¨uls, so dass ¨uber allez
im Intervall (−∞,∞) integriert werden muss.

Um die Rotationssymmetrie auszunutzen, wurden die Z-Achsen der beiden Integrationszel-
len parallel zur Z-Achse des Zylinderkoordinatensystems gelegt. Da der Molek¨ulcode Dimere
immer so umorientiert, dass der geometrische Schwerpunkt im Ursprung und die Verbindungs-
achse parallel zurx-Achse desR3 liegt, wurde für beide Integrationszellen das Kugelkoordina-
tensystem durch die Rotationsmatrix

R =


 0 0 1

0 −1 0
1 0 0




gedreht. Das Vorzeichen vonR22 stellt sicher, dass es sich bei der Transformation um eine
eigentliche Rotation handelt, die die H¨andigkeit des Koordinatensystems nicht ver¨andert.

In den Kugelkoordinaten(r, θ, φ) der beiden Zellen wurde f¨ur das Dreifachintegral die Rei-
henfolge ∫

dr

∫
dθ

∫
dφ (4.7)

56



gewählt. Das innere Integral ¨uberφ kann aufgrund der C∞-Symmetrie der Integranden in der
Symmetrie-Basis mit einem einzelnen Integrationspunkt ausgef¨uhrt werden, was durch die Wahl
der halboffenen Trapezregel mitn = 1 erreicht wird. Die Integration ist damit auf den zweidi-
mensionalen Unterraum derr-θ-Ebene zur¨uckgeführt.

In r läuft die Integration ¨uber das Intervall[0,∞), muss aber nur ¨uber ein endliches Teilin-
tervall [0, r′max] ausgef¨uhrt werden, da die tabellierten numerischen Radialanteile der atomaren
Basisfunktionen, die in allen Integranden als Faktor vorkommen, nur eine endliche Reichwei-
te rmax besitzen. Die Radialfunktionen sind aber am Ort der beiden Kerne zentriert, so dass die
äußere Integrationsgrenzen als

r′max = rmax+ d

gewählt werden, wobeid den internuklearen Abstand bezeichnet. Dieses Intervall wird durch die
Transformation (3.42) auf die intrinsische Radialkoordinate abgebildet, ¨uber welches mit einer
Gauß-Tschebyscheff-Regel integriert wird.

In θ schließlich muss ¨uber das Intervall[0, π] integriert werden, diese Integration durch eine
Gauß-Legendre-Regel in der Variablencos θ ausgef¨uhrt. Die Zerlegung in die beiden Integrati-
onszellen erfolgt mit Hilfe der Zellenfunktion von Delley [14] mit der Dichteρ(~x), die aus der
Summe der radialsymmetrischen atomaren Dichten der Basisfunktion gewonnen wurde.

Die Bestimmung der f¨ur die Integration incos θ notwendigen Zahl der St¨utzstellen erfolg-
te durch automatische Integration mit Vorgabe einer Genauigkeit f¨ur einen Satz von Testfunk-
tionen. Dazu geh¨orte die Summe der atomaren Dichten und Slater-Funktionen, deren Integral
analytisch berechnet und verglichen werden kann.

Für die Bestimmung der Anzahl der St¨utzstellen inr sind zwei verschiedene Vorgehens-
weisen denkbar. Zum einen kann auch in dieser Variablen die Zahl der St¨utzstellen durch eine
automatische Integration bestimmt werden. Da dier-Integration in unserer Rechnung das ¨auße-
re Integral darstellt, ist es nicht sinnvoll eine h¨ohere Genauigkeit als f¨ur die θ-Integration vor-
zugeben. Testrechnungen zeigen, dass eine Genauigkeit im Bereichεr = 0.5εθ . . . 1.0εθ gute
Ergebnisse liefert. Problematisch hinsichtlich der ben¨otigten Rechenzeit wird diese Methode,
wenn eine hohe Genauigkeit gefordert wird, oder in einer echt dreidimensionalen Integration
die Punktzahl f¨ur alle Variablen automatisch bestimmt werden soll.

Für eine systematische Untersuchung ist es sinnvoll, die Anzahl der St¨utzstellen inr zunächst
festzuhalten und die Genauigkeit inθ zu variieren. Tr¨agt man die relative Genauigkeit der Ge-
samtladung oder der totalen Energie ¨uber der Genauigkeit derθ-Integration auf, so erwartet
man, dass f¨ur eine vorgegebene Zahl von radialen St¨utzstellen das Ergebnis nicht mehr verbes-
sert wird, auch wenn man die Genauigkeit inθ erhöht. Abbildung 4.4 zeigt den Zusammenhang.

Aus diesen Kurven ist es allerdings nicht leicht, die optimalen Parameter f¨ur eine vorge-
gebene Genauigkeit abzulesen. Dies wird durch einen anderen Ansatz einfach. Im allgemeinen
skaliert die numerische Genauigkeit der Ergebnisgr¨oßenüber eine Potenzfunktion mit der An-
zahl der St¨utzstellen:

ε ∝ (npts)p (4.8)

Der Exponentp stellt ein Maß für die Geschwindigkeit der Konvergenz mit der Erh¨ohung der
Punktzahlnptsdar und wird Konvergenzrate genannt. Tr¨agt manp über der Gesamtpunktzahl
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auf, so erkennt man, dass es einen optimalen Zusammenhang zwischenεθ undnr gibt (Abbil-
dung 4.5). Wählt man die Anzahl der Radialpunkte zu klein, so verringert sich die Genauigkeit,
wählt man sie zu groß, so werden unn¨otig viele Punkte f¨ur die Radialintegration ben¨otigt, die
nicht zu einer Verbesserung der Genauigkeit beitragen.

Die Auswertung der Kurvenschar in Abbildung 4.5 ergibt den gesuchten Zusammenhang
zwischennr und εθ. Dazu wird zun¨achst für jedenr = const.-Kurve durch einen Parabel-
Fit dasεθ bestimmt, bei demp maximal ist, d. h. eine optimale Konvergenzrate erreicht wird.
Abbildung 4.6 zeigt die so errechnete Kurve f¨ur die totale Energie.

Man erkennt einen linearen Zusammenhang zwischennr undlog10(εθ). Eine Ausgleichsge-
rade durch die Punkte besitzt die folgende Form:

− log10(εθ) = 0.0525 · nr + 0.772
⇔ nr = −19.04 · log10(εθ)− 14.71 (4.9)

Diskussion der Ergebnisse

Da sowohl beim Verfahren von Baerends, als auch in unserem Schema mit adaptiver Punkt-
zahl, die Zahl der St¨utzstellen nicht direkt gew¨ahlt werden kann, werden die Ergebnisse sowohl
einzeln in Tabellenform, als auch gemeinsam in einem Plot ¨uberlagert dargestellt.

Das einfachste Resultat ist die Berechnung der elektronischen Gesamtladung als Integral
der Ladungsdichte. Das Ergebnis ist f¨ur die Überlagerung der atomaren Dichten bekannt und
entspricht der Zahl der Elektronen. Da das Molek¨ulprogramm in den SCF-Iterationen dieses In-
tegral als variationale Nebenbedingung mit der Elektronenzahl gleichsetzt, ist die Genauigkeit
dieser Gr¨oße wichtig. Die Tabellen 4.2.2 und 4.2.2 sowie die Abbildung 4.7 zeigen die Ergeb-
nisse für die Gesamtladung und f¨ur die totale Energie.

Bei der Gesamtladung erkennt man, dass das beide Integrationsverfahren die Gesamtladung
etwa bis auf10−9 integrieren k¨onnen. Eine weitere Erh¨ohung der Punktzahl ist beim Baerends-
Schema nicht m¨oglich und führt in unserem Schema nicht zu einer h¨oheren Genauigkeit.

Bei der totalen Energie liegt die Unsicherheit der genauesten Rechnungen in der f¨unften
Nachkommastelle. Mit dem Baerends-Verfahren wird dieses Ergebnis mit dem Genauigkeitspa-
rameter10.0 erreicht, die erzeugte Integrationsregel besitzt etwa 2300 Punkte. Unser Verfahren
liefert bereits mit 620 Integrationspunkten dieses Ergebnis.
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Abbildung 4.3.: Au2: Potentialkurve (RLDA). Neben den berechneten totalen Energien wurde
eine Parabel im Energieminimum und eine Morse-Funktion angefittet.

εθ nrad ntot Q Etot/Eh
1.0 · 10−2 23 138 158.00 27 −37997. 85
0.5 · 10−2 29 190 158.000 62 −37997.7 76
1.0 · 10−3 42 330 157.999 79 −37997.7 73
0.5 · 10−3 48 402 158.0000 68 −37997.78 26
1.0 · 10−4 61 620 157.99999 34 −37997.7803 15
1.0 · 10−5 80 1152 157.999999 37 −37997.7803 16
1.0 · 10−6 100 2590 157.9999999 45 −37997.7803 09
1.0 · 10−7 119 6690 158.00000000 65 −37997.7803 77

Tabelle 4.3.: Au2: Gesamtladung in totale Energie in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen
(MULIN)
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Abbildung 4.4.: Au2: Genauigkeit der Gesamtladung und der totalen Energie in Abh¨angigkeit
der Punktzahl inr und der Tolerant derθ-Integration. Die Linien verbinden je-
weils Werte von Rechnungen mit gleicher Punktzahl inr, welche von 10 (obere
Kurve) bis 70 (untere Kurve) variiert wurde.
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Abbildung 4.5.: Au2: Konvergenzrate f¨ur die Gesamtladung und die totale Energie. Aufgetra-
gen ist die Konvergenzratep über dem Logarithmus der Genauigkeit derθ-
Integration. Rechnungen mit gleicher Anzahl von Radialpunkten sind verbun-
den. Die untersten Kurven habennr = 10, die oberstennr = 70 Stützstellen.
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Abbildung 4.6.: Au2: Optimierung der Konvergenzrate. F¨ur die totale Energie aus Abbildung 4.5
ist εθ mit der höchsten Konvergenzrate ¨uber der Zahl der radialen St¨utzstellennr

aufgetragen.

εB ntot Q Etot/Eh
1.0 · 10−3 426 158. 49 −38 330
1.0 · 10−4 539 158.0 91 −379 76
1.0 · 10−5 758 157.9 84 −3799 4.9
1.0 · 10−6 953 158.00 18 −37997. 26
1.0 · 10−7 1176 157.999 83 −3799 8.0
1.0 · 10−8 1417 158.0000 22 −37997.7 25
1.0 · 10−9 1796 158.0000000 15 −37997.78 16
1.0 · 10−10 2324 158.0000000 49 −37997.7803 22
1.0 · 10−11 4791 158.0000000 33 −37997.7803 18

Tabelle 4.4.: Au2: Gesamtladung in totale Energie in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen
(Baerends)
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Abbildung 4.7.: Au2: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Energie.

63



4.3. Kleine Molek ¨ule: RfCl 4

Die Metall-Tetrachloride stellen einen interessanten Test f¨ur die Integrationsroutinen dar. Nimmt
man an, dass die Kernanordnung Td-Symmetrie besitzt, so gibt es nur noch einen geometrischen
Parameter, von der die Potentialenergiekurve abh¨angt. Trotzdem ist das Molek¨ul dreidimensio-
nal und somit muss auch die Integration ¨uber den vollenR3 erfolgen. Wenn die

Integration die Symmetrie des Molek¨uls ausnutzt, kann die Zahl der Integrationspunkte den-
noch reduziert werden.

4.3.1. Die Referenzrechnung

Für das zentrale Metallatom wurde das schwere Rf (Z=104) verwendet. Auch f¨ur dieses Sy-
stem wurde zun¨achst eine Referenz-Rechnung mit dem Baerends’schen Integrationscode durch-
geführt. Die Rf-Basisfunktionen enthalten die Wellenfunktionen des einfach neutralen Atoms
von 1s1/2 bis 7s1/2. Die Basisfunktionen des Chloratoms wurden zusammengesetzt aus ei-
ner−0.2-fach ionisierten Basis, die die Funktionen 1s1/2 bis 2p3/2 enthält und einer Zusatzbasis
vom +2-fach ionisierten Chlor mit den Wellenfunktionen 3d3/2, 3d5/2 und 4s1/2.

Die Rechnung wurde mit dem Baerends-Schema in einer hohen Genauigkeit f¨ur verschie-
dene M-Cl-Abstände in Schritten von0.1 a0 durchgeführt. Die Abbildungen 4.3.1 zeigt die ent-
sprechenden Potentialenergiekurve f¨ur RfCl4.

4.3.2. Vergleichsrechnungen f ¨ ur konstanten Abstand

Für den Vergleich der beiden Integrationsschemata wurde der Abstandd = 4.6 a0 für RfCl4
ausgew¨ahlt, der nahe beim RLDA-Energieminimum liegt.

Bestimmung der Integrationsparameter: Baerends

Die Rechnungen f¨ur das Baerends-Schema wurden wieder wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben
mit sukzessiv erh¨ohtem ParameterεB ausgef¨uhrt. Auch hier istεB = 10−11 die höchste Genau-
igkeit, für die der Baerends-Code Integrationspunkte erzeugen kann.

Bestimmung der Integrationsparameter: unser Schema

In unseren Rechnungen setzen wir voraus, dass das RfCl4-Molekül eine Td-Symmetrie besitzt.
Diese hohe Symmetrie f¨uhrt zu einer erheblichen Reduktion der Zahl der Integrationspunkte,
da die Integrationszelle des zentralen Atoms durch alle 24 Operatoren der Symmetrie-Gruppe
auf sich selbst abgebildet wird, die Integrationszellen der Cl-Atome alle symmetrie-¨aquivalent
sind und jede einzelne diese Zellen noch symmetrisch unter der Gruppe C3v bezüglich der
Verbindungsachse Rf-Cl ist. Sowohl die Achsen der Operatoren der Td-Symmetrie, als auch
die der C3v-Symmetrie stimmen mit denen der Lebedev-Integrationsgitter f¨ur die Kugelober-
flächeüberein, falls die Z-Achsen aller Integrationszellen parallel zu einer der Koordinatenach-
sen gew¨ahlt werden. In diesem Fall wird durch die Symmetrie des Molek¨uls die Anzahl der
Integrationspunkte minimiert.
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Abbildung 4.8.: Potentialkurven MCl4 (RLDA). Neben den berechneten totalen Energien wurde
jeweils eine Parabel im Energieminimum und eine Morse-Funktion angefittet.
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Alle weiteren Parameter wurden genau wie in Abschnitt 4.2 beim Au2-Molekül gesetzt. F¨ur
die Integration ¨uberdΩ wurde eine Genauigkeitεθ vorgegeben, die Zahl der Radialpunktenr

wurde mit Gleichung (4.9) bestimmt, die auch f¨ur RfCl4 gute Ergebnisse liefert.

Diskussion der Ergebnisse

Die Tabellen 4.5 und 4.6 sowie Abbildung 4.9 zeigen die Ergebnisse der Vergleichsrechnung
für RfCl4. Die Konvergenzrate des Baerends-Verfahrens scheint bei der Gesamtladung etwas
besser zu sein, die Gesamtpunktzahl ist allerdings beiMULIN-Programm immer geringer bis zu
einer Genauigkeit von10−8. Bei der totalen Energie ist die Konvergenz beider Verfahren etwa
gleich, das Baerends-Schema ben¨otigt allerdings immer einen Faktor8 . . . 10 mehr Punkte, um
die gleiche numerische Genauigkeit zu erreichen.

Auch in diesem System zeigt sich wieder, dass die Konvergenz der errechneten Gr¨oßen
beschränkt ist. Bei der Gesamtladung ist dies der Fall bei etwa10−10, bei der totalen Energie
bei10−9. Dies wird im letzten Systems im Abschnitt 4.4 ausf¨uhrlicher diskutiert.
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MULIN
εΩ nrad ntot Q Etot/Eh
1.0 · 10−2 23 195 172.00 92 −40490. 30
0.5 · 10−2 29 277 172.0 10 −4049 1.5
3.2 · 10−3 33 383 171.99 69 −40490. 84
1.0 · 10−3 42 589 171.999 10 −40490. 88
0.5 · 10−3 48 771 172.000 90 −40490.9 36
3.2 · 10−4 52 919 171.9999 78 −40490.92 01
1.0 · 10−4 61 1285 171.999 89 −40490.9 18
0.3 · 10−4 71 1856 172.0000 16 −40490.92 59
1.0 · 10−5 80 2646 172.0000 16 −40490.92 94
0.3 · 10−5 90 3322 171.99999 84 −40490.930 04
1.0 · 10−6 100 4442 172.00000 19 −40490.930 20
0.3 · 10−6 109 8776 172.00000 11 −40490.9304 35
1.0 · 10−7 119 14125 172.000000 38 −40490.9304 33
0.3 · 10−7 128 22247 172.0000000 19 −40490.9304 14
1.0 · 10−8 138 33084 171.9999999 85 −40490.9304 24

Tabelle 4.5.: RfCl4: Gesamtladung in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen (MULIN)

Baerends
εB ntot Q Etot/Eh
1.0 · 10−3 1078 17 4.4 −40 880.
1.0 · 10−4 1933 172.0 39 −404 57.
1.0 · 10−5 2907 171.99 09 −404 88.
1.0 · 10−6 4442 172.000 76 −4049 1.4
1.0 · 10−7 6420 171.9999 37 −40490. 76
1.0 · 10−8 8753 172.00000 24 −40490.9 91
1.0 · 10−9 11724 171.999999 34 −40490.9 27
1.0 · 10−10 15716 172.000000 47 −40490.930 52
1.0 · 10−11 25934 172.000000 40 −40490.9304 97

Tabelle 4.6.: RfCl4: totale Energie in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen (Baerends)
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Abbildung 4.9.: RfCl4: Konvergenz von Gesamtladung und totaler Energie.
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4.4. Cluster: Au@Au 9

Experimentell lässt sich Adsorption von Atomen an kristallinen Oberfl¨achen mit hoher Genauig-
keit untersuchen. Zu den gemessenen Gr¨oßen geh¨oren die Bindungsenergie der Ad-Atome, die
Bindungsposition im Gleichgewichts-Zustand, das Potential der Bindung und das Schwingungs-
spektrum. Auf der theoretischen Seite sind Rechnungen zu diesen Systemen mit Schwierigkeiten
verbunden. Sowohl durch die Oberfl¨ache als auch durch das Ad-Atom wird die Translations-
Symmetrie des Kristalls gebrochen, so dass Rechnungen mit einem periodischen Potential oder
die Entwicklung der Wellenfunktion in ebene Wellen nicht mehr m¨oglich ist. Bei Kristallen mit
schweren Atomen kommt der erh¨ohte Rechenaufwand f¨ur die relativistische Berechnung und
die Größe der Basiss¨atze hinzu. Erst in j¨ungster Zeit sind daher realistische Berechnungen unter
anderem in unserer Arbeitsgruppe [3] durchgef¨uhrt worden. Ziel des neue Integrationsverfahren
soll daher auch sein, die langen Rechenzeiten f¨ur derartige Systeme zu vermindern.

Als Testsystem wurde ein Ausschnitt einer Au(100)-Oberfl¨ache ausgew¨ahlt, auf der ein Au
Ad-Atom adsorbiert ist. Die Oberfl¨ache wird durch neun Atome simuliert, von denen sich f¨unf
Atome in der obersten Lage und vier Atome in der zweiten Lage befinden. Die Geometrie des
Systems ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Als Basissatz f¨ur Au (Z=79) wurden die Funktio-
nen 1s1/2 bis 6s1/2 verwendet. Die Basis wurde ohne Ionisation berechnet.

Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Cluster-Rechnung sind in den Tabellen 4.4 und 4.8 sowie in graphischer
Form in Abbildung 4.11 dargestellt.

Zum Vergleich der Genauigkeit wurden in den Graphiken jeweils zwei Geraden angefittet.
Da die Werte doppelt-logarithmisch aufgetragen sind, gibt die Steigungm der Geraden die Kon-
vergenzrate an, die sich in Einheiten von gesicherten Dezimalstellen ausdr¨ucken lässt. F¨ur die
totale Energie hat der Exponent einen Wert von−6, was bedeutet, dass sich die numerische Ge-
nauigkeit um−m log10(2) = 1.8 Dezimalstellen erh¨oht, wenn die Punktzahl verdoppelt wird,
oder umgekehrt, dass die Punktzahl um einen Faktor−m

√
10 = 1.46 erhöht werden muss, um ei-

ne weitere Dezimalstelle zu erhalten. Bei der Gesamtladung hat der Exponent etwa den Wert5,
was einen Gewinn von1.5 Stellen bei einer Verdoppelung der Punktzahl bedeutet. Dies ent-
spricht einer Erh¨ohung der Punkzahl um den Faktor1.58, um die Genauigkeit um eine Stelle zu
erhöhen.

Die Konvergenzraten der beiden verglichenen Integrationsverfahren sind etwa gleich, aller-
dings streuen die Werte desMULIN-Schemas st¨arker. Für dieses Schema wurde der Achsenab-
schnitt der Fitgeraden daher jeweils so gew¨ahlt, dass die errechnete Genauigkeit im interessanten
Bereich immer h¨oher ist, als die Fitgerade anzeigt. Ein direkter Vergleich der Achsenabschnit-
te auf der Abszisse zeigt, dass bei gleicher numerischer Genauigkeit unser Verfahren eine um
den Faktor4 geringer Punktzahl ben¨otigt, um die Gesamtladung zu bestimmen. Bei der totalen
Energie betr¨agt dieser Faktor sogar etwa9.

Aus den Achsenabschnitten der Ordinate l¨asst sich ablesen, dass bei gleicher Punktzahl ein
um drei Stellen genauerer Wert der Gesamtladung berechnet wird, der Wert der totalen Energie
ist um etwa sechs Stellen genauer.

Hier muss allerdings wieder auf die Grenzen der Konvergenz hingewiesen werden. Eine
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Genauigkeit besser als10−10 bei der Gesamtladung von10−7 bei der totalen Energie scheint
nicht möglich zu sein. Trotz dass die Punktzahl erh¨oht wird, steigt die Genauigkeit nicht weiter
an, oder verringert sich sogar wieder drastisch, wie im Fall der totalen Energie. Bei der totalen
Energie zeigt der Vergleich mit den anderen Testsystemen, dass die erreichbare Genauigkeit mit
zunehmender Gr¨oße des Molek¨uls geringer wird. Diese Beschr¨ankung scheint vom Integrations-
verfahren unabh¨angig zu sein und muss daher im Molek¨ulstrukturprogramms vermutet werden.
Dieser Verdacht wird auch dadurch gest¨utzt, dass beide Integrationsverfahren ihre Genauigkeit
an Testfunktionen messen, was schon bei der Aufstellung der Regel fehlschlagen w¨urde, wenn
die Vorgaben nicht erreicht werden w¨urden.

70



MULIN
εΩ nrad ntot Q Etot/Eh
1.0 · 10−1 4 95 752 −1 75000
0.6 · 10−1 8 220 810 −2 54000
0.4 · 10−1 12 334 70 6.0 −1 20000
2.5 · 10−2 16 447 790.1 37 −19 3200
1.3 · 10−2 21 613 789. 85 −190 180
1.6 · 10−2 20 626 790. 21 −1899 75
0.8 · 10−2 25 788 789.9 15 −1899 59
0.6 · 10−2 27 871 789. 89 −18998 5.6
0.4 · 10−2 31 1052 789.9 06 −18998 6.5
2.5 · 10−3 35 1288 789.9 44 −18998 7.8
1.6 · 10−3 39 1541 789.9 76 −189988. 36
0.6 · 10−3 46 2079 790.00 35 −189989.0 65
2.5 · 10−4 54 2713 789.99 79 −189989.0 01
1.6 · 10−4 58 3158 789.999 50 −189989.0 35
1.0 · 10−4 61 3583 790.00 27 −189989.1 13
0.4 · 10−4 69 4796 790.000 87 −189989.08 09
1.6 · 10−5 77 6335 790.000 20 −189989.06 25
1.0 · 10−5 80 7104 790.0000 47 −189989.0 58
0.4 · 10−5 88 9529 790.0000 99 −189989.06 04
1.6 · 10−6 96 12065 790.0000 42 −189989.06 40
1.0 · 10−6 100 13897 790.0000 29 −189989.07 74
0.4 · 10−6 107 19089 790.00000 53 −189989. 21
1.0 · 10−7 119 33810 790.000001 21 −18999 4.4
1.0 · 10−8 138 88048 790.000000 24 −190 240

Tabelle 4.7.: Au an Au9(100): Gesamtladung in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen (MULIN)

Baerends
εB ntot Q Etot/Eh
3.0 · 100 4441 79 2.4 −2 17000
4.0 · 100 6930 790. 68 −189 240
5.0 · 100 11055 789.9 21 −190 130
6.0 · 100 16327 790.00 95 −1899 75
7.0 · 100 22323 789.999 16 −1899 91
8.0 · 100 30582 790.0001 10 −189989. 44
9.0 · 100 41135 790.000000 49 −189989.1 15

10.0 · 100 54219 789.999999 89 −189988. 97
11.0 · 100 94910 789.999999 86 −18999 9.2

Tabelle 4.8.: Au an Au9(100): totale Energie in Abh¨angigkeit der Zahl der St¨utzstellen (Bae-
rends)
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(a) Perspektivische Darstellung

(b) Projektion in XY-Ebene

(c) Projektion in XZ-Ebene

Abbildung 4.10.: Adsorption von Au an Au9(100): Die oberste Lage ist durch hellgraue, die
zweite Lage durch dunkelgraue Kugeln dargestellt. Das Ad-Atom sitzt ¨uber
dem zentralen Atom der obersten Lage.
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Abbildung 4.11.: Adsorption von Au an Au9: Genauigkeit der Gr¨oßen Gesamtladung (oben) und
totale Energie (unten) in Abh¨angigkeit der Gesamtpunktzahl.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit entstand aus dem Bed¨urfnis, Rechnungen mit der Dichtefunktional-
Methode für immer größere molekulare Systeme durchzuf¨uhren. Die Lösung der Dirac-Glei-
chung mittels der DFT bedingt die Auswertung der Matrixelemente des Hamilton-Operators
in der Basis der Kohn-Sham-Orbitale. Der Einsatz eines numerisches Verfahren daf¨ur ist un-
umgänglich, nicht nur, weil in unserer Implementation eine numerische Basis von atomaren
Orbitalen verwendet wird, sondern auch weil die Matrixelemente des Operators der Austausch-
Korrelations-Wechselwirkung nicht-linear in den Basisfunktionen sind.

Die Rechenzeit des Molek¨ulstruktur-Programms wird von der Integration der Matrixelemen-
te dominiert und skaliert linear in der Anzahl der St¨utzstellen des numerischen Integrationsgit-
ters. In dieser Arbeit wurde der Ansatz verfolgt, die Rechnungen durch Verringerung der Zahl
der Integrationspunkte zu beschleunigen.

Das bisherige Verfahren zur Erstellung der numerischen Integrationsregel von Baerends et al.
wurde ersetzt durch einen flexiblen Algorithmus, der auf dem Verfahren der Raumaufteilung in
atomare Integrationszellen mittels einer Partitionsfunktion beruht. Durch geeignete Transforma-
tionen auf angepasste Koordinaten wird das Problem der dreidimensionalen Integration ¨uber
denR3 auf geschachtelte Integrale niedrigerer Dimension zur¨uckgeführt. Für die numerische
Integration wurden ein- oder mehrdimensionale Integrationsregeln mit hoher Konvergenzrate
verwendet. Die Zahl der St¨utzstellen der Integrationsregeln wurde mit der Methode der auto-
matischen numerischen Integration so bestimmt, dass die erwarteten Integrale mit vorgegebener
Genauigkeit berechnet wurden. Dazu wurden passende Testfunktionen benutzt, welche die In-
tegranden des molekularen Problems repr¨asentieren. Schließlich wurde die Anzahl der Integra-
tionspunkte reduziert, indem nur die unter der Punktgruppe des Molek¨uls symmetrie-in¨aquiva-
lenten St¨utzstellen verwendet werden.

Die Testrechnungen f¨ur verschieden große Systeme zeigen, dass das neue Verfahren ge-
genüber dem bisherigen Integrationssystem mit einer deutlich verringerten Zahl der Integra-
tionspunkte auskommt. Atomare Rechnungen k¨onnen nun unter direkter Ausnutzung der Ku-
gelsymmetrie schnell ausgef¨uhrt werden. Bei den Molek¨ulen zeigt sich die Tendenz, dass das
neue Verfahren im Vergleich zum Baerends’schen Algorithmus, mit zunehmender Gr¨oße der
Moleküle deutlich effizienter wird. Die Testrechnungen zeigen weiterhin, dass eine bestimmte
Kombination der Zellenfunktion und der Parameter der Transformationen f¨ur alle behandelten
Moleküle gute Ergebnisse liefern.

Die unterschiedliche Anzahl der St¨utzstellen beider Integrationsverfahren ist auf die Art
der Raumaufteilung zur¨uckzuführen. Das Verfahren von Baerends teilt den Raum in sehr viele
nicht-überlappende Raumgebiete auf und stellt eine eigene Integrationsregel f¨ur jeden dieser
Bereiche auf. Wie viele dieser Bereiche f¨ur jedes Atom erstellt werden, h¨angt davon ab, wie viele
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nächste Nachbarn im Sinne der Voronoi-Zerlegung desR
3 jedes Atom besitzt, ist aber in jedem

Fall größer als eins f¨ur Moleküle. Bei der Integration dieser Gebiete wird nicht vorausgesetzt,
dass der Integrand stetig zwischen den getrennten Zellen verl¨auft. Die Integrationsregel ben¨otigt
dementsprechend eine h¨ohere Gesamtpunktzahl.

Die Raumaufteilung in atomare Zellen hingegen ben¨otigt lediglich eine einzelne Integrati-
onsregel pro Atom, unabh¨angig davon wie viele Nachbarzellen ein Atom besitzt. Der Vorteil
zeigt sich, wenn das System eine gr¨oßere Anzahl von Atomen enth¨alt. Da auch beim Bae-
rends’schen Verfahren die Anzahl der Zellen pro Atom bei großen Systemen konstant bleibt,
wird sich die Zahl der St¨utzstellen in unserem Verfahren in diesem Limes um einen konstan-
ten Faktor unterscheiden, wenn die Ergebnisse bei gleicher numerischer Genauigkeit verglichen
werden. Im Falle des Gold-Clusters lag dieser Faktor bei der totalen Energie in etwa bei neun.

Es hat sich im Verlauf der Testrechnungen gezeigt, dass sich die numerische Genauigkeit
der Ergebnisse nicht auf mehr als etwa10−8 steigern lässt. Dieses Verhalten scheint unabh¨angig
vom Integrationsverfahren zu sein und daher sind die numerischen Probleme im Molek¨ulcode
zu vermuten. Eine Verbesserung der Rechengenauigkeit des Molek¨ulcodes, insbesondere der
totalen Energie, ist wichtig, da Bindungs- und Ionisationsenergien immer nur aus Differenzen
der totalen Energien bestimmt werden k¨onnen. F¨ur große Cluster steigt die totale Energie aber
ungefähr linear mit der Zahl der (gleichartigen) Atome, w¨ahrend die Bindungsenergien etwa
konstant bleiben. Dies begrenzt die Clustergr¨oße, bei der Bindungsenergie-Rechnungen noch
sinnvolle Werte liefern.

Das Problem der Skalierbarkeit der Dichtefunktionaltheorie h¨angt eng mit der Berechnung
der Matrixelemente des Hamilton-Operators in der Basis der Kohn-Sham-Orbitale zusammen.
Die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente steigt quadratisch mit der Zahl der elektro-
nischen Freiheitsgrade des Systems, die wiederum linear mit der Zahl der beteiligten Atome
anwächst. Zus¨atzlich vergrößert sich der Raumbereich, ¨uber den integriert werden muss, eben-
falls etwa linear mit der Anzahl der Atome. Insgesamt skaliert das Verfahren etwa mit der dritten
Potenz der Zahl der beteiligten Elektronen.

Um dieses schlechte Skalenverhalten zu verbessern, m¨ussen sowohl die Berechnung der
Matrixelemente, als auch der Dichtefit ver¨andert werden. Die in der Literatur bereits disku-
tierten neueren Verfahren ¨ubertragen die Raumaufteilung auf den Hamilton-Operator [20, 94]
oder führen durchgehend Cut-Off-Radien f¨ur die Integration der Matrixelemente ein [46, 95].
Dadurch wird verhindert, dass die lokalisierten Basisfunktionen immer im gesamtenR

3 ausge-
wertet werden m¨ussen. Der Radius der Integration der Zellenfunktionen muss in großen Clustern
ebenfalls beschr¨ankt werden. Dazu w¨ahlt man Zellenfunktionen, die nicht nur am Ort der Kerne
benachbarter Zellen exakt verschwinden, sondern schon in einem bestimmten Radius um diese
Zellen. Integriert man dann in einem dicht gepackten Festk¨orper, so st¨oßt man in jeder Rich-
tung sehr schnell auf diese Kugeln, so dass die Integration einer einzelnen Zelle nicht mehr
bis r → ∞ laufen muss. Geeignete Zellenfunktionen sind im Integrationsprogramm bereits
implementiert (3.26), (3.27).

Die Raumaufteilung des Integrationsgebietes in atomare Zellen f¨uhrt eine zus¨atzliche Win-
kelvariation der Integranden in den einzelnen Zellen ein. Dies macht sich dadurch bemerkbar,
dass für die Integration ¨uber die Winkelvariablen eine h¨ohere Integrationsordnung notwendig
wird. Dieser Nachteil des Integrationsverfahrens, l¨asst sich durch zweidimensionale Koordina-
tentransformationen f¨ur die Winkelvariablen teilweise wieder ausgleichen. Solche Transforma-
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tionen lassen sich durch Integration eines Funktions-Prototyps ermitteln, der die Integrations-
punkte auf Winkelrichtungen fokussiert, die relevante Beitr¨age zum Gesamtintegral liefern. Ein
entsprechender Algorithmus f¨ur die Berechnung einer numerischen Transformation ist schon im
Programm f¨ur eindimensionale Integrationsgitter implementiert. Eine Erweiterung auf analyti-
sche Transformationen f¨ur zweidimensionale numerische Regeln k¨onnte allerdings noch bessere
Ergebnisse liefern.

Durch die in dieser Arbeit vorgestellten Methode der numerischen Integration l¨asst sich
die Größe der berechenbaren Molek¨ule in etwa verdoppeln oder die Rechenzeit bei gleicher
Größe um einen Faktor 4–8 verringert werden. In Verbindung mit der Methode der Cluster-
Einbettung und der Frozen-Core-N¨ahrung können Festk¨orper-Oberflächen nun realistisch mo-
delliert werden. Um noch gr¨oßere Systeme berechnen zu k¨onnen, muss das Skalenverhalten
des Molekülstrukturprogramms, wie oben beschrieben, verbessert und eine Parallelisierung des
Programmcodes vorgenommen werden.
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A. Physikalische Konstanten und
Definitionen

Für alle Rechnungen wurden durchgehend atomare Einheiten benutzt (h̄ = e = m = 4πε0 = 1).
Die atomare L¨angeneinheita0 entspricht dem klassischen Bahnradius f¨ur n = 1 des Elektrons
im Wasserstoffatom. Die atomare EnergieeinheitEh entspricht der doppelten Bindungsenergie
des Grundzustandes.

In der Literatur werden Gr¨oßen oft auch in anderen Einheiten angegeben. F¨ur Energien ist
die Einheit eV gebr¨auchlich, für Bindungslängen das̊Angström und für Wellenzahlen die Ein-
heit cm−1. Tabelle A.1 stellt die verwendeten Umrechnungsfaktoren zusammen und listet auch
abgeleitete Einheiten auf.

Physikalische Gr¨oße Definition atom. Einh. S. I. und andere Einheiten
Plancksche Konstante h̄ = h/2π 1 1.054571596 · 10−34 Js [96]
Ladung des Elektrons e 1 1.602176462 · 10−19 C [96]
Ruhemasse des Elektrons me 1 9.10938188 · 10−31 kg [96]

0.510998902 MeV/c2

Permittivität des Vakuums ε0 1/4π 8.854187817 · 10−12 F/m [96]

Atomare Energieeinheit (Hartree)1 Eh = mee4

(4πε0h̄)2 1 4.35974383 · 10−18 kg m2/s2

27.2113836 eV
Atomare Längeneinheit (Bohr) 1 a0 = h̄

e2me
1 5.29177208 · 10−11 m

0.529177208 Å

Atomare Zeiteinheit h̄3(4πε0)
2

mee4 1 2.41888433 · 10−17 s

Atomare Geschwindigkeitseinheit e2

h̄(4π∗ε0) 1 2.18769125 · 106 m/s

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c 137.0359895 2.99792458 · 108 m/s [96]
Vereinheitlichte Atom. Masse 1 u = 1

12m(12C) 1822.88848 1.66053873 · 10−27 kg [96]
9.31494013 · 108 eV/c2

Masse des Au-Atoms 196.96655 u [96] 359048.06 3.2707058 · 10−25 kg

Abbildung A.1.: Verwendete Einheiten und Umrechnungsfaktoren. S¨amtliche Referenzgr¨oßen
wurden den Tabellen der Particle Data Group [96] entnommen. Alle anderen
Werte wurden daraus berechnet und auf neun signifikante Stellen gerundet.

79



B. Details zu den Rechnungen

B.0.1. Trapezregel f ür periodische Integranden

Satz B.1 (Trapezregel)Die Trapezregel mitn Punkten integriert periodische Funktionen exakt,
falls deren Reihenentwicklung bei Harmonischen der Ordnungn abbricht.

Zum Beweis betrachten wir eine Funktionf : R → C mit der Eigenschaftf(x) = f(x + 2π)
und der Reihenentwicklung

f(x) =
∞∑

k=0

ak exp(ikx).

Führt man die Integration aus, so erh¨alt man den ersten Fourier-Koeffizienten:∫ 2π

0
f(x)dx = 2πa0

Einen-Punkt Trapezregel f¨ur das Intervall[0, 2π[ hat an den St¨utzstellenxj = 2πj/n die Ge-
wichtewj = 2π/n für 0 ≤ j < n. Die numerische Integration vonf(x) mit der Trapezregel
liefert:

Ĩ =
n−1∑
j=0

wjf(xj) =
n−1∑
j=0

2π/n
∞∑

k=0

ak exp(2πikj/n)

Nachdem die Summanden mitk = 0 undk = n abgespalten wurden, kann die Summe ¨uberj
ausgef¨uhrt werden, da es sich um eine geometrische Reihe handelt:

Ĩ = 2πa0 + 2πan +
∞∑

k=1,k 6=n

2πak/n
exp(2πik) − 1

exp(2πik/n) − 1

Für ganzzahligek ist aber der Z¨ahler in der Summe gleich Null, so dass gilt:

Ĩ = 2πa0 + 2πan

Der numerische Fehler wird also durch den Fourier-Koeffizientenan der zu integrierenden Funk-
tion bestimmt, falls einen-Punkt Trapezregel verwendet wird. Dies bedeutet, dass die numeri-
sche Regel genau dann exakt ist, wenn alle Koeffizientenak mit k ≥ n verschwinden.
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C. Das Integrationsprogramm

C.1. Beschreibung der Eingabe-Datei

Die vielen unterschiedlichen Parameter und Betriebsarten des Integrationsprogramms werden
durch eine Eingabe-Datei eingestellt. Diese Datei stellt die Verbindung mit dem Molek¨ulco-
de her, bestimmt, wie die Integrationsregel generiert wird und welche zus¨atzlichen Ausgabe-
Dateien erzeugt werden.

Die Eingabe-Datei besteht aus einzelnen Zeilen, die jeweils eine einzelne Einstellung vor-
nehmen oder eine Berechnung ausl¨osen. Der Inhalt der Datei ist nicht case-sensitiv, d. h. Groß-
/Kleinschreibung ist f¨ur die Schlüsselworte nicht von Bedeutung. Im Gegensatz dazu muss bei
Dateinamen entsprechend der Konventionen des Betriebssystems auf Groß-/Kleinschreibung ge-
achtet werden.

Die Eingabe-Datei wird zeilenweise von oben nach unten eingelesen, mit Hilfe desINCLUDE-
Kommandos l¨asst sich jedoch auch in eine externe Datei verzweigen.

In der folgenden Beschreibung der Eingabe-Datei werden Befehle inCourier -Schrift,
Schlüsselworte inSchr̈agschrift, ”Dateinamen” zusammen mit den einzugebenden doppelten
Anführungszeichen in Schr¨agschrift und numerische Werte oder Parameter im Mathematiksatz
dargestellt. Optionale Parameter sind in eckige Klammern gesetzt.

C.1.1. Eingabe

INCLUDE "Dateiname"

Einlesen einer Include-Datei. Nach dem Einlesen der Include-Datei wird das urpr¨ungliche Input-
File weiter abgearbeitet. Include-Dateien bieten die M¨oglichkeit, gemeinsame Parameters¨atze
zusammenzufassen und vom Molek¨ulprogramm während des Programmlaufes erzeugte Dateien
einzulesen.

Drei spezielle Dateien werden vor dem Aufruf der Integrationsroutinen vom Molek¨ulco-
de erzeugt und k¨onnen durch denINCLUDE-Befehl eingelesen werden. Diese Dateien ent-
halten einen Befehl zum Einlesen der atomaren Basiss¨atze(Datei”base.inp”), die Geometrie
(Datei”centers.inp”) sowie die Symmetrie (Datei”symops.inp”) des Moleküls. Durch das Ein-
binden dieser Dateien kann der Integrationsinput unabh¨angig vom zu berechnenden Molek¨ul
gemacht werden, so dass ein einziger Input f¨ur alle Moleküle verwendet werden kann. Da das
Einbinden dieser Dateien aber optional ist, lassen sich aber weiterhin Experimente mit eigenen
Parametern f¨ur den Integrationscode durchf¨uhren.
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READ BASE"Dateiname" nb Byte-Order Version

Einlesen von atomaren Basiss¨atzen. Von der Datei werdennb Basissätze eingelesen. Die Basis-
satzdateien sind Bin¨ardateien, die nicht plattformunabh¨angig sind. Damit auch Basissatzdateien
gelesen werden k¨onnen, die nicht auf dem gleichen Rechnersystem erzeugt wurden, muss der
ParameterByte-Orderauf die entsprechende Prozessorarchitektur gesetzt werden (Tabelle C.1)

Byte-Order Prozessorarchitektur

BIG
POWER

Big-Endian Architektur

POWERPC
z. B. IBM Power oder PowerPC

LITTLE Little-Endian Architektur
X86 z. B. Intel
HOST Datei vom eigenen Rechnersystem

Tabelle C.1.: Erlaubte Werte f¨ur Byte-Order

Der ParameterVersion trägt denÄnderungen im Format der Basissatzdateien Rechnung.
Da die Dateien keine eigene Versionsinformation enthalten, muss diese zus¨atzlich angegeben
werden. Tabelle C.2 zeigt, welche Parameter in den Basissatzdateien enthalten sind und auf
welche Werte die Parameter anderenfalls gesetzt werden. Dabei bedeutet der Eintrag

”
#“, dass

die Variable aus der Basissatzdatei gelesen wird.
Innerhalb der Umgebung des Molek¨ulstrukturprogramms ist die Angabe der Basissatz-Datei

redundant, da sie schon imRELMOS-Input spezifiziert ist.RELMOSerzeugt daher vor dem
Aufruf des Integrationsprogramms die Datei”base.inp”, in der derREAD BASE-Befehl mit
den richtigen Parametern enthalten ist. Im Integrationsinput gen¨ugt daher der BefehlINCLU-
DE "base.inp" , um die Basissatz-Datei einzulesen.

Version NPRIN CLL DensityOpt XCCase IDIRAC RMAX[ao]

V1 # c 0 0.0 1 30
V2 0 c # 0.0 # 30
V3 0 c 0 # (INT) # #
V4 0 c 0 # (DOUBLE) # #
V5 0 # 0 # (DOUBLE) # 30

Tabelle C.2.: Erlaubte Werte f¨ur Version

C.1.2. Erzeugung der numerischen Integrationsregel

Der zentrale Befehl zur Erzeugung der Integrationsregel lautet

PW GENERATE
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Hiermit werden alle bisher gesetzten Parameter benutzt, um die Punkte und Gewichte zu gene-
rieren. Diese werden noch nicht unmittelbar ausgegeben, sondern zun¨achst intern gespeichert.
Die Ausgabe kann sp¨ater mit dem in Abschnitt C.1.3 beschriebenen BefehlPW DUMP. . . er-
folgen.

C.1.3. Ausgabe

PW DUMP"Dateiname" BINARY Byte-Order

PW DUMP"Dateiname" UNFORMATTEDByte-Order

Ausgabe der Punkte und Gewichte in eine f¨ur das Molek¨ulstrukturprogramm lesbare Bin¨ardatei.
Der ParameterByte-Order(Tabelle C.1) bestimmt die Prozessorarchitektur, auf der das Mo-
lekülstrukturprogramm abl¨auft. Normalerweise laufen beide Programme auf der gleichen Platt-
form ab, so dass der Parameter aufHOSTgesetzt werden kann.

PW DUMP"Dateiname" ASCII

Ausgabe der Punkte und Gewichte in eine ASCII-Datei. Jeweils eine Zeile enth¨alt die durch
Leerzeichen getrennten Koordinaten und Gewichte eines Integrationspunktes im Format:

x y z w

Die Zahlen werden mit doppelter Genauigkeit in Exponentialschreibweise ausgegeben.

PW COPY"Input" "Output" BINARY Byte-Order

PW COPY"Input" "Output" UNFORMATTEDByte-Order

PW COPY"Input" "Output" ASCII

Kopieren und konvertieren einer Integrationsdatei. Mit diesem Befehl k¨onnen vorberechnete In-
tegrationsdateien aus der Datei”Input” gelesen und in ein anderes Bin¨arformat für die Prozesso-
rarchitekturByte-Orderoder in eine ASCII-Darstellung umgewandelt werden. Die konvertierte
Datei wird nach”Output” geschrieben.

PW STATISTICS "Dateiname"

Ausgabe einer Datei mit statistischen Informationen ¨uber die generierte Integrationsregel. Die
Datei enthält für jedes Integrationszentrum u. a. die Anzahl der Integrationspunkte vor der Symmetrie-
Reduktion.

PW INTEGRATE"Dateiname"

Integration der Testfunktionen und Ausgabe in eine Datei. In die Ausgabe-Datei wird eine Kurz-
beschreibung jeder Testfunktion und deren mit der numerischen Regel berechnetes Integral ¨uber
denR3 ausgegeben.
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POVRAY CENTER"Dateiname"

Ausgabe einer Beschreibungs-Datei f¨ur die dreidimensionale Darstellung der Integrationszen-
tren. Die Datei kann als Eingabe f¨ur das Raytracing-Programm POVRAY [97] verwendet wer-
den.

POVRAY LEBEDEVL "Dateiname"

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Datei f¨ur die dreidimensionale Darstellung der Lebedev-
Integrationsregel der OrdnungL für die Oberfläche der Einheitskugel.

POVRAY LOBATTO2DL "Dateiname"

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Datei f¨ur die dreidimensionale Darstellung der Pro-
duktregel der OrdnungL für die Oberfläche der Einheitskugel.

POVRAY IRULE"Dateiname"

Ausgabe einer POVRAY Beschreibungs-Datei f¨ur die dreidimensionale Darstellung der erzeug-
ten dreidimensionalen numerischen Integrationsregel..

C.1.4. Diagnose und Fehlersuche

Das Integrationsprogramm kann umfangreiche Informationen zur Diagnose und Fehlersuche
liefern. Dabei lässt sich angeben, bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme Aus-
gaben erzeugt und welche Informationen ausgegeben werden sollen. S¨amtliche Ausgaben ent-
halten eine vorangestellte Markierung (siehe Tabelle C.3), die den Typ der Ausgabe und deren
Länge der Schachtelungstiefe des erzeugenden Unterprogramms entspricht. Danach folgt der
Name des Unterprogramms und die eigentliche Meldung. Meldungen vom TypERRORlassen
sich nicht unterdr¨ucken und f¨uhren zum Abbruch des Programmlaufes.

SET OUTPUTLEVEL Output-Type ON

SET OUTPUTLEVEL Output-Type OFF

Schaltet die Ausgabe f¨ur einen bestimmten Ausgabetyp ein oder aus. Der ParameterOutput-Type
ist in Tabelle C.3 aufgelistet. Voreingestellt ist, dass das Programm keine Ausgaben macht.

SET OUTPUTDEPTH depth

Bestimmt, bis zu welcher Schachtelungstiefe der Unterprogramme Debugging-Ausgaben erfol-
gen. Voreinstellung:0.

SET DEBUGPARSERpdebug

Schaltet Debugging-Ausgaben des Eingabeparsers ein (pdebug6= 0) oder aus (pdebug= 0).
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Art der Ausgabe Markierung Output-Type

Name der Funktion + NAME
Parameter beim Aufruf > PARAMETERS
Rückgabewert beim Beenden< RESULT
Rückkehr aus der Funktion - END
Information I INFO
Warnung W WARN
Fehler (führt zum Abbruch) E ERROR
Debug-Information D DEBUG
Umfangreiche Datens¨atze in separate DateienDUMP

Tabelle C.3.: Kennzeichnung der Fehlermeldungen und erlaubter Werte f¨ur den Parame-
ter Output-Type

C.1.5. Interpolation der numerischen Radialfunktionen

Für die Auswertung von Testfunktionen und zur Konstruktion bestimmter Zellenfunktionen
können die numerischen atomaren Basisfunktionen herangezogen werden. Da diese Funktionen
nur an diskreten St¨utzstellen tabelliert sind, ist es notwendig, sie zu interpolieren. Die voreinge-
stellte Interpolationsmethode ist die Lagrange-Interpolation [47] der Ordnung 8.

SET INTERPOLATION CUBIC

Schaltet die kubische Interpolation f¨ur die numerische atomare Basis ein. Werte zwischen den
Stützstellen des logarithmischen Radialgitters werden durch Polynome dritter Ordnung interpo-
liert.

SET INTERPOLATION LAGRANGE [n]

Schaltet die Lagrange-Interpolation f¨ur die numerische atomare Basis ein. Die Ordnung des
Lagrange-Interpolation wird durch den optionalen Parametern angegeben. Der voreingestellte
Wert vonn ist 8.

C.1.6. Zellenfunktion

Die Wahl der Zellenfunktion bestimmt die Raumaufteilung des Integrationsgebietes. Einige Zel-
lenfunktionen besitzen zus¨atzliche Parameter bzw. verwenden die numerischen Basisfunktionen
für die Zerlegung.

SET CELLTYPE VORONOI

Raumaufteilung in Voronoi-Zellen (Gleichung (3.19)).
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SET CELLTYPE BECKE3

Zellenfunktion von Becke [13, 71]. Die Abschneidefunktion wird dabei dreimal iteriert (Glei-
chung (3.13)).

SET CELLTYPE BECKE4

Zellenfunktion von Becke [13, 71]. Die Abschneidefunktion wird dabei viermal iteriert (Glei-
chung (3.13)).

SET CELLTYPE STRATMANN1a

Zellenfunktion von Stratmann et al. [20]. Die Abschneidefunktionz(µ, a) wurde einmal iteriert
(Gleichung 3.26) und der Parametera muss im Intervall(0, 1) liegen (Gleichung (3.26)).

SET CELLTYPE STRATMANN3a

Zellenfunktion von Stratmann et al. [20]. Die Abschneidefunktionz(µ, a) wurde dreimal iteriert
(Gleichung 3.27) und der Parametera muss im Intervall(0, 1) liegen (Gleichung (3.26)).

SET CELLTYPE DELLEY1

Zellenfunktionen von Delley [14]. Die Dichteρi(r) wird aus den atomaren Basiss¨atzen berech-
net (Gleichung (3.21)).

SET CELLTYPE DELLEY3

Zellenfunktionen von Delley [14]. Die Dichteρi(r) wird aus den atomaren Basiss¨atzen berech-
net. Der Parameterr0 hat dabei den Wert0.5 a0 (Gleichung (3.23)).

SET ATOMICSIZE ADJUSTMENTATYP

Schalter für dieÄnderung der Zellgr¨oße in Abhängigkeit der Kernladung (Tabelle C.4).

ATYP Referenz

BECKE [13], Gleichung (3.14)
TREUTLER [18]
POPLE [98]
MURRAY [76]
NONE keineÄnderung der Zellgr¨oße

Tabelle C.4.: Erlaubte Werte f¨ur ATYP
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C.1.7. Symmetrie

Um die Punktzahl durch Ausnutzung der Molek¨ulsymmetrie zu reduzieren, verwaltet das Pro-
gramm intern eine Liste von Symmetrieoperatoren, welche die Orte der Kerne in sich selbst
überführen und die Punktgruppe des Molek¨uls bilden. Die Operatoren wirken auf kartesische
Vektoren desR3 und werden durch einen Rotations- und einen Translationsanteil dargestellt, der
als Matrix bzw. Vektor angegeben wird.

SYMOPR11 R12 R13 R21 R22 R23 R31 R32 R33 t1 t2 t3

Hinzufügen eines Symmetrieoperators, der aus der RotationsmatrixR und dem Translations-
vektort besteht. Ein Vektorr desR3 wird durch den Symmetrieoperator in den Vektorr′

r′i =
∑

j

Rijrj + ti

überführt. Die Symmetrieoperatoren m¨ussen eine Gruppe bilden und der1-Operator muss ex-
plizit angegeben werden.

Wird das Integrationsprogramm als Unterprogramm des Molek¨ulprogramms benutzt, so er-
zeugt der Molek¨ulcode die Datei”symops.inp”, welche die Symmetrieoperatoren enth¨alt und in
der Input-Datei mit dem Befehl

INCLUDE "symops.inp"

eingelesen werden kann.

C.1.8. Parameter der Integrationszentren

Jedes einzelne Integrationszentrum besitzt einen eigenen Satz von Parametern, die den Ort und
Orientierung des Integrationszentrums, die Art der Integrationsregel f¨ur die Zelle, deren Sym-
metrieklasse und anderen Informationen beinhalten

Neben der Liste der Integrationszentren verwaltet das Integrationsprogramm einen Satz von
Standardparametern, der zu jedem Zeitpunkt ge¨andert werden kann und als Ausgangspunkt f¨ur
die Parameter von neu spezifizierten Zellen dient. Dadurch ist es m¨oglich, die Input-Datei ¨uber-
sichtlich zu halten und einheitliche Vorgaben f¨ur alle vom Molekülprogramm erzeugten Integra-
tionszentren zu machen.

BEGIN CENTER

Spezifikation eines neuen Integrationszentrums. Bis zum BefehlEND CENTER(s. u.) können
nur die in diesem Abschnitt beschriebenen Befehle benutzt werden.

BEGIN CENTER DEFAULT

Spezifikation der Standardparameter f¨ur neue Integrationszentren. Durch diesen Befehl wird
kein neues Integrationszentrum angelegt, die hier gesetzten Parameter dienen lediglich als Vor-
gabe für alle Parameter in nachfolgendenBEGIN CENTER/END CENTER-Blöcken und k¨onnen
dort überschrieben werden.
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END CENTER

Ende der aktuellen Deklaration eines Integrationszentrums. Dieser Befehl beendet auch die De-
klarationBEGIN CENTER DEFAULT.

ORIGIN nx ny nz

Definition des Kernortes. Der Vektorn bestimmt das Zentrum f¨ur lokale Transformation der
Integrationsregel von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten, den Ursprung der Basis-
funktionen die mit diesem Integrationszentrum assoziiert ist, den Ursprungsvektor der Zelle f¨ur
die Zellenfunktion, sowie das Zentrum der Rotation des Koordinatensystems der Zelle, die mit
demROTATION-Befehl festgelegt wird. In Verbindung mit dem Molek¨ulprogramm wird der
Kernort in der Datei”centers.inp”vor dem Aufruf des Integrationsprogramms abgelegt.

ROTATION r11 r12 r13 r21 r22 r23 r31 r32 r33

Rotationsmatrix f¨ur das Koordinatensystem des Integrationszentrums. Durch Angabe der Rota-
tionsmatrix kann das lokale Koordinatensystem so gedreht werden, dass eine h¨ohere Symmetrie
bezüglich der neuen Z-Achse erreicht wird. Dadurch l¨asst sich die Anzahl der Integrationspunk-
te reduzieren. Die gesamte Transformation von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten
ist in Gleichung (3.30) dargestellt.

BASE ib

Definition des Basissatzes. Die Zahlnb gibt die Nummer des Basissatzes an, der mit dem Inte-
grationszentrum verbunden ist.ib liegt im Intervall [1, nb], wobeinb die mit dem BefehlREAD
BASEeingelesene Zahl der Basiss¨atze angibt. Die Nummer des Basissatzes wird ben¨otigt, um
Transformationsparameter der Radialtransformation festzulegen und um Testfunktionen auszu-
werten, die die numerischen Radialfunktionen ben¨otigen.

CLASS ic

Definition der Symmetrieklasse des Integrationszentrums. Die Zahlic gibt die Nummer der
Klasse an. Alle Integrationszentren mit der gleichen Nummer geh¨oren zu einer Klasse. Die
Einteilung in Symmetrieklassen ist der Ausgangspunkt der Reduktion der Zahl der Integrati-
onspunkte aufgrund der Molek¨ulsymmetrie.

COORDc1 c2 . . .

Festlegung Reihenfolge der Koordinaten f¨ur die Integration in Kugelkoordinaten. Durch die-
sen Befehl wird festlegt, welche Bedeutung die nummerierten intrinsischen Koordinaten haben,
deren Parameter durch nachfolgende Befehle festgelegt werden. Erlaubte Schl¨usselworte f¨ur ci
sind in Tabelle C.5 aufgelistet.
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ci Bedeutung der intrinsischen Koordinatei

R Radialkoordinater
THETA Kosinus des Winkelsθ
PHI Azimutalwinkelφ

Zweidimensionale Integrationsregel
OMEGA

für das Doppelintegral
∫∫

dΩ

Tabelle C.5.: Erlaubte Werte f¨ur ci

Das Schl¨usselwortOMEGAerzeugt eine zweidimensionale kombinierte Integrationsregel
für die Kugeloberfl¨ache:∫∫

f(r, cos θ, φ)dΩ ≈
∑

i

f(r, cos θi, φi)wi

C.1.9. Transformation der intrinsischen Koordinaten auf
Kugelkoordinaten

Die folgenden Befehle der FormTRANS i . . . definieren die Transformation der intrinsischen
Koordinatenui auf die Kugelkoordinatenxi. Die Zuordnung der Koordinatenxi zu den Kugel-
koordinaten(r, cos θ, φ) muss zuvor durch den BefehlCOORDfestgelegt worden sein. Die int-
rinsischen Koordinatenui liegen immer im Intervall[−1, 1], die Kugelkoordinaten(r, cos θ, φ)
in den entsprechenden Intervallen[0,∞), [−1, 1] und [0, 2π].

TRANS i EXPONENTIAL rmin rmax

Exponentielle Transformation. Die intrinsische Koordinateu wird mit der Transformation

x = rmaxexp
(
α
u− 1

2

)
α = loge

rmax

rmin

auf die Koordinatex abgebildet. Diese Transformation ist nur f¨ur die Radialkoordinate sinnvoll.

TRANS i EXPONENTIAL2 n rmax h1

Exponentielle Transformation. Die Parameter der Transformation entsprechen den Parametern
des Atomstruktur-Programms von Ellis et al. Die TransformationEXPONENTIAL2entspricht
der TransformationEXPONENTIALmit dem Parameter

α =
n− 1
h1

,

wobei n der Anzahl der St¨utzstellen des Gitters der atomaren Basis entspricht undh1 dem
Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Abszissen.
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TRANS i ATOMEXPib

Exponentielle Transformation. Mit dieser Syntax lassen sich die Parameter der Transformation
aus der Basissatz-Datei verwenden, indem mitib die Nummer des Basissatzes angegeben wird.
Dabei wird vorrausgesetzt, dass die Basis zuvor mit dem BefehlREAD BASEeingelesen wurde.

TRANS i BECKE rm

Transformation von Becke [13]. Diese Transformation f¨ur die Radialkoordinate bildet die int-
rinsische Koordinateu nach Gleichung (3.31) auf das Intervall[0,∞). Der Parameterrm gibt
dabei die eine L¨angenskala vor und wird ¨ublicherweise in der Gr¨oßenordnung von1 a0 gewählt.

TRANS i UNIT

Einheitstransformation. Diese Transformation l¨asst die intrinsische Koordinate unver¨andert:

x = u

TRANS i KOLB t0 m1 m2 β1 β2

Radialtransformation nach Gleichung (3.42). Die Parameter der Transformation werden mit dem
Befehl direkt angegeben.

TRANS i KOLB2 t0 m1 xmm β1 β2 rmm rmin rmax

Radialtransformation nach Gleichung (3.42). Der Parameterm2 der Transformation wird durch
Gleichung (3.46) bestimmt. Dies entspricht der Vorgehensweise in [66].

TRANS i THETA

Transformation f¨ur die Winkel-Koordinatecos θ. Die intrinsische Koordinateu entspricht dem
Kosinus des Winkelsθ.

x = u

TRANS i THETA2

Transformation f¨ur die Winkel-Koordinatecos θ. Die intrinsische Koordinateu wird als1 − 2θ
π

interpretiert.

x = cos
(1− u)π

2

TRANS i PHI

Transformation f¨ur die Winkel-Koordinatenφ. Die intrinsische Koordinateu wird als φ
π − 1

interpretiert.

x = (u+ 1)π
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TRANS i LEBEDEV
TRANS i LOBATTO2D
TRANS i AHLRICHS

Transformation f¨ur eine zweidimensionale Integrationsregel f¨ur die Winkel-Koordinatenθ undφ.
Diese Integrationsregeln liefern als intrinsische Koordinaten die Parameteru1 = cos θ undu2 =
φ, so dass diese drei Befehle lediglich die intrinsischen Koordinaten ¨ubernehmen:

x1 = u1

x2 = u2

C.1.10. Numerische Integrationsregeln in den intrinsischen Koordinaten

In den intrinsischen Koordinaten wird eine ein- oder zweidimensionale numerische Integra-
tionsregel aufgestellt. F¨ur eindimensionale Integrationsregel liegen die Abszissen immer im
Intervall u ∈ [−1, 1], wobei das Intervall offen, halboffen oder geschlossen ist. Zweidimen-
sionale Integrationsregel liefern Paareu(1,2) von Abszissen in den Intervallenu(1) ∈ [−1, 1]
undu(2) ∈ [0, 2π]. Die Anzahl der Abszissen wird durch den BefehlIRULE festgelegt.

NRULE i TRAPEZOPEN

Erweiterte Trapezregel f¨ur das offene Intervall(−1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben die
in Gleichung (3.58) beschriebenen Werte.

NRULE i TRAPEZSEMI

Erweiterte Trapezregel f¨ur das halboffene Intervall(−1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben
die in Gleichung (3.59) beschriebenen Werte.

NRULE i TRAPEZCLOSED

Erweiterte Trapezregel f¨ur das halboffene Intervall(−1, 1). Die Abszissen und Gewichte haben
die in Gleichung (3.60) beschriebenen Werte.

NRULE i SIMPSON

Erweiterte Simpson-Regel f¨ur das geschlossene Intervall[−1, 1] nach Gleichung (3.60). Die
Simpson-Regel ist nur f¨ur ungeraden definiert.

NRULE i CUBIC CLOSED

Integration durch Polynom-Interpolation dritter Ordnung auf ¨aquidistanten St¨utzstellen nach
Gleichung (3.62).
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NRULE i CUBIC OPEN

Integration durch Polynom-Interpolation dritter Ordnung auf ¨aquidistanten St¨utzstellen nach
Gleichung (3.63).

NRULE i GAUSSLEGENDRE

Gauß-Legendre-Quadratur (Abschnitt 3.4.1.5).

NRULE i GAUSSCHEBYSHEV

NRULE i GAUSSCHEBYSHEV1

Gauß-Tschebyscheff-Quadratur erster Art (3.69).

NRULE i GAUSSCHEBYSHEV2

Gauß-Tschebyscheff-Quadratur zweiter Art (3.72).

C.1.11. Anzahl der St ützstellen der numerischen Integrationsregel

Die Zahl der St¨utzstellen der numerischen Integrationsregeln kann entweder direkt vorgegeben
werden oder das Programm versucht mittels Testfunktionen eine vorgegebene Genauigkeit zu
erreichen. Die Deklaration der Testfunktionen wird in Abschnitt 3.4.3.3 behandelt.

IRULE i FIXED n

Vorgabe einer festen Anzahl von St¨utzstellenn für die Koordinatei. Bei bestimmtem Integrati-
onsregel kann es Einschr¨ankungen bez¨uglich der Anzahl der Punkte geben. Diese Einschr¨ankun-
gen werden vom Programm abgefangen.

IRULE i ADAPTIVE n0 ε

Vorgabe einer Mindestanzahln0 von Stützstellen und einer Genauigkeitε. Das Programm inte-
griert die Testfunktionen und erh¨oht iterativ die Anzahl der Integrationspunkte solange, bis alle
Testfunktionen mit der Genauigkeitε integriert werden k¨onnen.

Die Anzahl der Punkte bei eindimensionalen Integrationsregeln wird in jedem Iterations-
schritt um den Faktorf erhöht, der mit dem BefehlSET ADAPTIVE INCFACTORf einge-
stellt wird. Dabei wird ber¨ucksichtigt, dass bei bestimmten Integrationsregeln nicht alle Punkt-
zahlen definiert sind. In diesem Fall wird auf die n¨achst h¨ohere erlaubte Punktzahl zugegriffen.
Um zu verhindern, dass durch die Rundung auf ganze Zahlen die Zahl der Integrationspunkte
auf den vorhergehenden Wert abgerundet wird, wird die Zahln der Punkte in deri-ten Iteration
auf

ni = n0f
i
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gesetzt. Ergibt sich f¨ur ni die gleiche Zahlni−1 der Integrationspunkte, so wirdni aufni−1 + 1
gesetzt. Bei der Simpson-Regel wird zudem auf die n¨achsth¨ohere (ungerade) Zahl aufgerundet
falls ni gerade ist.

Bei zweidimensionalen Integrationsregel sind die Punkte und Gewichte teilweise tabelliert.
Es sind also nur vorgegebene Werte f¨ur ni erlaubt. Das Programm geht dann so vor, dass in
jedem Iterationsschritt der n¨achste tabellierte Wert verwendet wird.

C.1.12. Variation der Zellengr öße bei heteronuklearen Systemen

Ursprünglich von Becke [13] wurde vorgeschlagen, die Gr¨oße der Integrationszellen eines Sys-
tems vom Typ des Atoms abh¨angig zu machen, welches im Zentrum der Zelle liegt. Dazu wird
für jede Zelle eine L¨angenskala definiert, welche z. B. dem Erwartungswert〈r〉 der radialen
Elektronendichte entspricht. Einige Zellenfunktionen verwenden diesen Parameter, um die Zel-
lengröße zu modifizieren.

SIZE BRAGGSLATER Z

Definition einer Längenskalarm für die Ausdehnung der Integrationszelle. Der Wert vonrm
wird in der Tabelle der Bragg-Slater-Radien [73] f¨ur das angegebene Element der Kernladungs-
zahl Z nachgeschlagen. Der Radiusrm wird in einigen Zellenfunktionen verwendet, um die
Zellgröße in heteronuklearen Systemen anzupassen. Eine solche Korrektur findet nur statt, falls
mit dem BefehlSET ATOMICSIZE ADJUSTMENTATYP der ParameterATYPauf einen
Wert verschieden vonNONEgesetzt wurde.

Das Programm meldet einen Fehler, falls f¨ur das ElementZ kein Eintrag in der Tabelle
vorhanden ist. In diesem Fall kann der Wert vonrm mit dem BefehlSIZE AU direkt vorgegeben
werden.

SIZE AU rm

Definition einer Längenskalarm für die Ausdehnung der ¡Integrationszelle. Der Wert des Para-
metersrm wird in atomaren L¨angeneinheiten angegeben. Dieser Befehl kann alternativ zuSIZE
BRAGGSLATER Z verwendet werden und hat die gleichen Auswirkungen.

C.1.13. Testfunktionen

Die Anpassung der Integrationsregel mit Hilfe der automatischen numerischen Integration 3.4.3
erfordert die Vorgabe von Testfunktionen f¨ur die Abschätzung der numerischen Genauigkeit. Die
im Programm implementierten Funktionen sind in Abschnitt 3.4.3.3 vorgestellt. In der Eingabe-
Datei werden die Testfunktionen innerhalb einesBEGIN TEST/END TEST-Blockes definiert.
Jeweils eine einzelne Testfunktion oder eine Gruppe von Testfunktionen wird durch eine Zeile
in der Eingabe-Datei wie folgt beschrieben:
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CENTERA ATOMi

Atomare Elektronendichte bez¨uglich desA-ten Kerns gebildet aus demi-ten Basissatz (3.83).
Es werden die atomaren Besetzungszahlen dieser Basis verwendet, um die Dichte zu bilden.

DENSITY

Summe der kugelsymmetrischen, atomaren Dichten (3.84).

OVERLAP(A, iA, (nl2j)A, (mj)A, B, iB , (nl2j)B , (mj)B)

Überlapp-Testfunktion zweier atomarer Basisfunktionen (3.85). Die Kombinationen der Quan-
tenzahlennl2j werden als Bl¨ocke mit jeweils drei Ziffern angegeben. Die dritte Ziffer entspricht
der mit zwei multiplizierten halbzahligen Drehimpulsquantenzahlj.

SLATER

Approximation von allen Basissatzfunktionen durch Slater-Funktionen f¨ur alle Atome des Mo-
leküls (3.87).

GAUSS(A, rm)

Die Gauß-Funktion mit dem Radiusrm, zentriert am Ort desA-ten Kerns (3.90).

UNIT

Die konstante Funktionf(r) = 1.

EXPO1(A)

Die Exponentialfunktionf(r) = exp(−|r − r0
A|), zentriert am Ort desA-ten Kerns (3.92).
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C.2. Eingabe-Datei f ¨ur atomare Rechnungen

Bei atomaren Rechnungen muss lediglich eine Integrationsregel f¨ur die Radialkoordinate er-
zeugt werden. Dies wird gew¨ahrleistet, indem im Input die Zahl der Integrationspunkte f¨ur die
Winkel-Integration jeweils auf eins gesetzt wird. Die Zahl der Radialpunkte bestimmt die In-
tegrationsgenauigkeit. Da bei atomaren Rechnungen die Rechenzeit kurz ist, kann immer eine
große Zahl von Radialpunkte verwendet werden.

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE
SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT
COORD R THETA PHI
TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 THETA
TRANS 2 PHI
IRULE 0 FIXED 250
IRULE 1 FIXED 1
IRULE 2 FIXED 1
NRULE 0 GAUSS_LEGENDRE
NRULE 1 TRAPEZ_SEMI
NRULE 2 TRAPEZ_SEMI
END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST

95



C.3. Eingabe-Datei f ¨ur lineare Molek ¨ule

Bei linearen Molek¨ulen orientiertRELMOSdas Molekül so, dass alle Atome auf derx-Achse
liegen. Da das Integrationsprogramm jedoch diez-Achse als ausgezeichnete Achse f¨ur die
Winkel-Integration verwendet, wird mit dem Schl¨usselwort ROTATION eine (eigentliche) Dre-
hung derx-Achse auf diez-Achse ausgef¨uhrt. Danach wird f¨ur die Integration ¨uber die Winkel-
Koordinateφ nur noch ein Integrationspunkt ben¨otigt, da die Integranden rotationssymmetrisch
bezüglich der Molekülachse sind.

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE
SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1
SET CELL_TYPE DELLEY3

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT
ROTATION 0 0 1 0 -1 0 1 0 0
COORD R THETA PHI
TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 THETA
TRANS 2 PHI
IRULE 0 FIXED 61
IRULE 1 ADAPTIVE 1 0.0001
IRULE 2 FIXED 1
NRULE 0 GAUSS_CHEBYSHEV
NRULE 1 GAUSS_LEGENDRE
NRULE 2 TRAPEZ_SEMI
END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST
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C.4. Eingabe-Datei f ¨ur dreidimensionale Molek ¨ ule

SET INTERPOLATION LAGRANGE 8
SET ITRANS NONE
SET ATOMIC_SIZE_ADJUSTMENT NONE
SET ADAPTIVE_INCFACTOR 1.1
SET CELL_TYPE DELLEY3

INCLUDE "base.inp"

BEGIN CENTER DEFAULT
COORD R OMEGA
TRANS 0 KOLB2 1.0 2.0 4.0 2.0 0.8 20.0 0 55.0
TRANS 1 LOBATTO2D
IRULE 0 FIXED 70
IRULE 1 ADAPTIVE 6 1e-6
NRULE 0 GAUSS_CHEBYSHEV
NRULE 1 AHLRICHS
END CENTER

INCLUDE "symops.inp"
INCLUDE "centers.inp"

BEGIN TEST
DENSITY
SLATER

END TEST

PW GENERATE
PW DUMP "points.ext" BINARY HOST
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[7] T. BAŞTŬG: Genaue Berechnung der totalen Energien für kleine Molek̈ule und Atomclu-
ster mit der Dirac-Fock-Slater Methode. Dissertation, Universit¨at Kassel, January 1994.

[8] T. JACOB: Einbettungsverfahren zur Simulation von Festkörperoberfl̈achen. Diplomarbeit,
Universität Kassel, 1999.

[9] P. M. BOERRIGTER, G. TE VELDE und E. J. BAERENDS: Three-dimensional Numerical
Integration for Electronic Structure Calculations. Int. J. Quant. Chem., 33:87, 1988.

[10] AMSTERDAM THEORETICAL CHEMISTRY, VRIJE UNIVERSITEIT: Amsterdam density
functional, ADF release 2.1.

[11] H. CONROY: Molecular Schr̈odinger Equation. VIII. A New Method for the Evaluation of
Multidimensional Integrals. J. Chem. Phys., 47(12):5307–5318, December 1967.

[12] D. E. ELLIS. Int. J. Quant. Chem., 25:35, 1968.

99



[13] A. D. BECKE: A multicenter numerical integration scheme for polyatomic molecules.
J. Chem. Phys., 88(4):2547, February 1988.

[14] B. DELLEY: An all-electron numerical method for solving the local density functional for
polyatomic molecules. J. Chem. Phys., 92:508–517, 1990.

[15] W. YANG: A local projection method for the linear combination of atomic orbital imple-
mentation of density-function theory. J. Chem. Phys., 94(2):1208–1214, January 1991.
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[66] T. BAŞTŬG, W.-D. SEPP, D. KOLB, B. FRICKE, E. J. BAERENDS und G.TE VELDE:
All-electron Dirac-Fock-Slater SCF calculations for electronic and geometric structures of
the Hg2 and Hg3 molecules. J. Phys. B, 28:2325–2331, 1995.

[67] P. MOON und D. E. SPENCER: Field Theory Handbook. Springer, 2. Auflage, 1971.

[68] S. F. BOYS und P. RAJAGOPAL. Adv. Quant. Chem., 2:1, 1965.

[69] C. B. HASELGROVE. Math. Comput., 15:323, 1961.

[70] F. W. AVERILL und D. E. ELLIS. J. Chem. Phys., 59:6412, 1973.

[71] A. D. BECKE und R. M. DICKINSON: Numerical Solution of Poisson’s equation in poly-
atomic molecules. J. Chem. Phys., 89(5):2993–2997, September 1988.

[72] G. TE VELDE und E. J. BAERENDS: Numerical integration for polyatomic systems.
J. Comp. Phys., 99:84–98, 1992.

[73] J. C. SLATER: Quantum Theory of Molecules and Solids, Band 2. McGraw-Hill, New
York, 1965.

[74] P. M. W. GILL , B. G. JOHNSONund J. A. POPLE. Chem. Phys. Lett., 209:506, 1993.
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[94] J. M. ṔEREZ-JORDÁ und W. YANG: An algorithm for 3D numerical integration that scales
linearly with the size of the molecule. Chem. Phys. Lett., Seiten 469–476, July 1995.

[95] C. FONSECA GUERRA, J. G. SNIJDERS, G. TE VELDE und E. J. BAERENDS: Towards
an order-N DFT method. Theoret. Chim. Acta, 99:391–403, September 1998.

[96] C. CASO undOTHERS. Europ. Phys. J., C3(1), 1998.

[97] D. WELLS und C. YOUNG: The Waite Group’s Ray Tracing Creations. Waite Group Press,
1993.

104



[98] P. M. W. GILL , B. G. JOHNSON, J. A. POPLE und M. J. FRISCH: The performance
of the Becke-Lee-Yang-Parry (B-LYP) density functional theory with various basis sets.
Chem. Phys. Lett., 197(4,5):499–505, September 1998.

105





Danksagung

Ich bedanke mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. B. Fricke f¨ur die Aufnahme in die Arbeits-
gruppe und die Erm¨oglichung dieser Arbeit unter hervorragenden Bedingungen.

Bei Herrn Dr. Wolf-Dieter Sepp m¨ochte ich mich f¨ur die zahlreichen Diskussionen bedanken,
die sich nicht immer nur um die Grundlagen der Physik drehten, die mir oft aber ¨uberraschende
Einblicke und Sichtweisen er¨offneten. Dass dabei manchmal die Zeit in Vergessenheit geriet,
zeigt nur, wie interessant die Gespr¨ache waren.

Besonders danken m¨ochte ich auch Herrn Dr. Sven Varga und Herrn Dr. Josef Anton, die mir
immer die manchmal verschlungenen Wege durch der Molek¨ulstrukturcode zeigen konnten.
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