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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Anwendung diskontinuierlicher Galerkin-
Verfahren zur numerischen Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen. Diese Klasse
zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen stellt besondere Anforderungen an ein
zur approximativen Berechnung ihrer Losungen ausgewihltes numerisches Verfahren, da
die Theorie hyperbolischer Erhaltungsgleichungen abweichend vom klassischen Losungs-
begriff unstetige Losungen zuldsst. Hinzu kommt, dass die Eindeutigkeit dieser Losungen
im Allgemeinen nur durch das Aufstellen zuséatzlicher Entropiebedingungen gewéhrleistet
werden kann. Wahrend numerische Verfahren erster Ordnung dazu neigen, Sprungunste-
tigkeiten der exakten Losung zu verschmieren, reagieren Verfahren hoherer Ordnung oh-
ne an die spezielle Situation hyperbolischer Erhaltungsgleichungen angepasste zusétzliche
Déampfungsmechanismen mit der Ausbildung unphysikalischer Oszillationen in unmittel-
barer Nahe der Unstetigkeitsstellen. Da diese Oszillationen in Kombination mit der Nicht-
linearitét der Gleichungen die Stabilitdt des numerischen Verfahrens gefdhrden kénnen,
werden in der Literatur verschiedene zusétzliche Dampfungsmechanismen vorgeschlagen,
die auf die konkrete gewihlte Verfahrensklasse ausgerichtet sind.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren in zwei Raum-
dimensionen wird die exakte Losung im Raum durch stiickweise polynomiale, im Allge-
meinen unstetige Funktionen approximiert. Das Augenmerk liegt hierbei auf der Verwen-
dung hoher Polynomgrade, so dass die Einfiihrung zusétzlicher kiinstlicher Dampfung
notwendig ist. Wie bei Finite-Elemente-Methoden wird im Fall der diskontinuierlichen
Galerkin-Verfahren zunéchst eine Diskretisierung des Rechengebiets in Form einer Zer-
legung in eine endliche Anzahl von Teilgebieten vorgenommen, die sich auf ein Refe-
renzelement transformieren lassen. Besonders hohe Flexibilitdat, die der Diskretisierung
komplex strukturierter Gebiete entgegenkommt, lédsst sich hierbei mit Dreiecksgittern er-
reichen, die in dieser Arbeit ausschliefllich verwendet werden sollen. Diskontinuierliche
Galerkin-Verfahren zur Diskretisierung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen wurden erst
in jiingerer Zeit entwickelt und lassen sich als eine Erweiterung der relativ ausgefeilten
und sehr verbreiteten Klasse der Finite-Volumen-Verfahren auffassen, die die zeitliche Ent-
wicklung von Zellmittelwerten approximieren und im Fall héherer Ordnung punktweise
Zusténde innerhalb einer Zelle beispielsweise durch gewichtete Interpolationen benach-
barter Zellmittelwerte berechnen. Aufgrund ihrer geschichtlichen Entwicklung in enger
Verwandtschaft zu Finite-Volumen-Verfahren erben viele Varianten diskontinuierlicher
Galerkin-Verfahren zur Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen die Dampfungs-
mechanismen von Finite-Volumen-Verfahren — insbesondere Steigungslimiter und wesent-
lich nicht-oszillierende Rekonstruktionen — bei denen die Zusténde innerhalb benachbar-
ter Elemente zur Oszillationsddmpfung einbezogen werden. Im Gegensatz zur derartigen
impliziten Einfiihrung numerischer Viskositdt besteht eine andere Art der Einfithrung
zusétzlicher numerischer Dampfung darin, explizite Diffusionsterme zur Erhaltungsglei-
chung hinzuzufiigen. Die Diskretisierung dieser zusétzlichen Terme erfordert dann die
Modifikation des Basisverfahrens sowie das Erfiillen schérferer Restriktionen an die Zeit-
schrittweite im Fall der Verwendung expliziter Zeitintegrationsverfahren.

In der vorliegenden Arbeit wird die Konstruktion und Untersuchung eines Dampfungs-
mechanismus vorgenommen, der im Kontext der Losung hyperbolischer Erhaltungsglei-
chungen mittels diskontinuierlicher Galerkin-Verfahren auf Triangulierungen neuartig ist.
Die Dampfungsstrategie sieht ebenfalls die Einfithrung expliziter Viskositéit vor, in spe-
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zieller als spektrale Viskositdat bezeichneter Form. Allerdings wird hier anstelle des iibli-
chen Laplace-Operators der zu den Ansatzfunktionen des diskontinuierlichen Galerkin-
Verfahrens gehorige Sturm-Liouville-Operator eingesetzt, dessen Eigenfunktionen die Po-
lynome der im Verfahren verwendeten Polynombasis sind. Der Vorteil einer derartigen For-
mulierung besteht in der Moglichkeit, den Dampfungsterm in Form eines modalen Filters
zu implementieren, welcher ausschlielich auf den Koeffizienten der stiickweise polynomia-
len Entwicklung operiert. Dadurch benétigt die Dampfungsstrategie vergleichsweise ge-
ringen Rechenaufwand und erfordert keine weitere Verringerung des Zeitschritts. Die Idee
einer derartigen Dampfungsstrategie hat ihren Ursprung in der Klasse der Spektralmetho-
den, deren Naherungslosungen in Ansatzraumen liegen, die von global auf dem gesamten
Rechengebiet definierten glatten Basisfunktionen aufgespannt werden. Dementsprechend
werden im Rahmen dieser Arbeit diejenigen Ideen und Herangehensweisen der Spektral-
methoden, die innerhalb von diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren mit hohem Polynom-
grad Verwendung finden, zusammengestellt, iibertragen — insbesondere auf das Vorliegen
von Dreiecksgittern — und erweitert. Insbesondere gehen wir auf die Dampfungseigen-
schaften des zur Viskositatsformulierung betrachteten Sturm-Liouville-Operators ein. In
diesem Zusammenhang ergibt sich eine in der Literatur bisher nicht aufgefiihrte, auch fiir
sich genommen interessante, Abschitzung fiir die zugehorige gewichtete Norm. Deswei-
teren erhalten wir ein neues Approximationsresultat fiir modal gefilterte Entwicklungen
hinreichend glatter Funktionen in Proriol-Koornwinder-Dubiner-Polynome.

Ein Aspekt, der bei der Nutzung modaler Filter innerhalb von Spektralmethoden im
Allgemeinen ebenfalls aufler Acht gelassen wird, ist die adaptive Steuerung der durch
die modale Filterung gegebenen numerischen Viskositit auf dem gegebenen Rechenge-
biet. So ist der Ordnungsverlust, der bei Verwendung globaler modaler Filterung unter
Gitterverfeinerung auftritt, bisher nicht thematisiert worden, da Spektralmethoden in ih-
rer urspriinglichen Form keine Gebietszerlegung vorsehen. Wir werden diesbeziiglich zwei
verschiedene Indikatoren zur elementweisen Steuerung der modalen Filterung betrachten,
die bereits im Kontext von diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren zur Steuerung expli-
ziter Viskositéit verwendet wurden. Allerdings wurde die Nutzbarkeit dieser Indikatoren
zur Steuerung der hier verwendeten modalen Filterung bisher noch nicht untersucht und
ist deshalb ebenfalls Gegenstand dieser Arbeit.

Desweiteren ist bereits im Kontext von Spektralmethoden bekannt, dass trotz der Nut-
zung modaler Filter Oszillationen in der N&he der Unstetigkeitsstellen der exakten Entro-
pielosung verbleiben. Die Verwendung modaler Filter geht bei dieser Verfahrensklasse
daher einher mit einer geeigneten Technik zur Nachbearbeitung der N&dherungslosung
zur End- beziehungsweise Visualisierungszeitpunkten. Dementsprechend soll nicht nur
das Konzept modaler Filterung, sondern das Gesamtpaket bestehend aus Stabilisierungs-
technik und Nachbearbeitungsprozedur fiir diskontinuierliche Galerkin-Verfahren nutzbar
gemacht werden. Wahrend zur Nachbearbeitung der Nédherungslosung im eindimensiona-
len Fall haufig Reprojektionstechniken eingesetzt werden, basierend auf der Projektion
der Niherungslosung in einen neuen Ansatzraum, ist die Ubertragung einer derartigen
Technik auf den zweidimensionalen Fall nicht trivial. In dieser Arbeit wird daher auf eine
andere bereits im Bereich der Spektralmethoden verwendete Nachbearbeitungsmethode
zuriickgegriffen, deren Einfiihrung in diskontinuierliche Galerkin-Verfahren bisher noch
nicht in Betracht gezogen wurde. Hierbei handelt es sich um den sogenannten digita-
len TV-Filter, der urspriinglich als Bildverarbeitungsmethode entworfen wurde. Im neuen
Kontext der Anwendung auf Naherungslosungen diskontinuierlicher Galerkin-Verfahren



auf Dreiecksgittern wird zudem eine Modifikation der Filtervorschrift entwickelt, die erst-
mals die Anwendung des Filters auf DTV-Graphen erméglicht, die eine an die Struktur der
Dreiecksgitter angepasste Form besitzen. Ein Erkenntnisgewinn ergibt sich zudem durch
eine Betrachtung der Fehlerverlaufe fern von Stoflen, die sich unter Gitterverfeinerung fiir
die DTV-gefilterten Ndaherungslosungen im Fall einer hyperbolischen Erhaltungsgleichung
mit unstetiger Losung ergeben. Ein Ordnungsverlust bei globaler Anwendung des D'TV-
Filters zeigt hierbei, dass eine adaptive Form der Filterung notwendig ist, die in dieser
Arbeit ebenfalls entwickelt und untersucht werden soll.

Die vorliegende Arbeit untergliedert sich wie folgt. Das anschliefende zweite Kapitel
enthiélt eine knappe Zusammenstellung der grundlegenden Definitionen und Eigenschaften
hyperbolischer Erhaltungsgleichungen. Desweiteren werden dort diejenigen Gleichungen
vorgestellt, die zur Definition von Testféllen fiir das entwickelte numerische Verfahren die-
nen. Kapitel 3 beschéftigt sich mit den Eigenschaften der zur Konstruktion des diskonti-
nuierlichen Galerkin-Verfahrens verwendeten orthogonalen Polynombasis auf einem Drei-
ecksgebiet. Insbesondere wird auf das zur Polynombasis gehorige Sturm-Liouville-Problem
eingegangen, welches zur Herleitung des modalen Filters verwendet wird. In Kapitel 4 wird
die Konstruktion der diskontinuierlichen Galerkin-Methode einschliefSlich der verwendeten
Zeitintegrationsverfahren beschrieben. Zudem gehen wir auf die Stabilitéts- und Konver-
genzeigenschaften dieses Basisverfahrens ein. In Kapitel 5 werden modale Filter sowie
die Formulierung spektraler Viskositét erkldrt. Das neue Approximationsresultat fiir mo-
dal gefilterte Proriol-Koornwinder-Dubiner-Entwicklungen hinreichend glatter Funktio-
nen wird in diesem Zusammenhang nachgewiesen. Ein modaler Filter fiir diskontinuier-
liche Galerkin-Verfahren wird anschlieBend aus einer Formulierung spektraler Viskositét
auf dem Dreieck hergeleitet und es wird die adaptive Anwendung des Filters erldutert.
Kapitel 6 ist den zur Nachbearbeitung verwendeten Varianten des digitalen TV-Filters
gewidmet. SchliefSlich werden in Kapitel 7 die mit der hier konstruierten Methode erzielten
numerische Ergebnisse prasentiert. Kapitel 8 liefert abschliefend eine Zusammenfassung
der Arbeit und einen Ausblick auf mdégliche zukiinftige Weiterentwicklungen.
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2 Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Hyperbolische Erhaltungsgleichungen sind zeitabhéngige Systeme partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung, die Wellenausbreitungen und Transportprozesse beschrei-
ben. Sie modellieren die zeitliche Anderung von Dichten physikalischer Erhaltungsgrofen,
wie zum Beispiel Masse, Impuls, Energie oder elektrische Ladung. Ein wichtiges Bei-
spiel sind die Euler-Gleichungen der Gasdynamik, die unter anderem zur Simulation der
Umstrémung von Tragflichen eines Flugzeugs oder von Fahrzeugen unter Vernachléssi-
gung von Reibungseffekten genutzt werden. Weitere Anwendungen ergeben sich aus der
Beschreibung von Flachwasserwellen, Verkehrsfliissen, Klimamodellen oder Mehrphasen-
stromungen. In diesem Kapitel sollen zunéchst in knapper Form die diese Gleichungen
betreffenden theoretischen Grundlagen présentiert werden, die in ausfiihrlicher Darstel-
lung unter anderem in den Lehrbiichern von Godlewski und Raviart [34], LeVeque [63] und
Warnecke [94] zu finden sind. Anschlieend werden die in dieser Arbeit zur Untersuchung
des entwickelten numerischen Verfahrens verwendeten skalaren Testprobleme vorgestellt,
wihrend im letzten Abschnitt des Kapitels die Euler-Gleichungen behandelt werden.

2.1 Grundlagen

Grundsétzlich betrachtet man die Anderung einer Erhaltungs- oder Zustandsgrife
u:R*x Ry — S CR™

in Abhiingigkeit von den Variablen x € R? und ¢ € R{, die Raum und Zeit darstellen.
Die Einschréankung des Wertebereichs auf den Zustandsraum S tragt unter anderem der
Tatsache Rechnung, dass bestimmte physikalische Grossen keine negativen Werte anneh-
men konnen. Im eigentlichen Sinn sind die Variablen u; Dichten physikalischer Erhal-
tungsgrossen, wobei sich der Begriff der Erhaltung darauf bezieht, dass die Gesamtmasse
Jga (%, t)dx in der Zeit konstant bleibt.

Die in dieser Arbeit betrachteten Erhaltungsgleichungen, die auf einem solchen Erhal-
tungsprinzip beruhen, haben die Form

0

au(x, t)+ Vy - Flu(x,t)) = 0, (x,t) € R* x R, (2.1)
mit der im Allgemeinen nichtlinearen Flussfunktion F = (fi,...,f)T, i € CY(S,R™),
und der Kurznotation Vy - F(u) = 3¢, a%Zfl(u). Bei Hinzunahme von Anfangswerten

u(x,0) = uy(x), x € RY, (2.2)

mit einer gegebenen Funktion uy : R — S, wird das zeitliche Verhalten von u ausgehend
von einem Anfangszustand beschrieben. Im Fall einer skalaren Zustandsgrofie, d.h. fiir
m = 1, spricht man von skalaren Erhaltungsgleichungen, fiir m > 1 von Systemen.

Die Erhaltung der Gesamtmassen, durch die die Bezeichnung von (2.1) als Erhaltungsglei-
chung motiviert ist, ergibt sich — unter der Annahme, dass u einen kompakten Tréger be-
sitzt — durch Integration der Gleichung iiber ein Lipschitz-Gebiet Q¢ C R? mit u]Rd\deRg =
0 und die Verwendung des GauBschen Integralsatzes. Es gilt zunéchst

d

7 u(x,t)dx = K u(x,t)dx=— [ Vx-F(u)dx=— F(u) -ndo,
R4

dt Qd Qd GQd
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mit F(u) -n = 27:1 f,(u)n;, wobei mit n das Feld duflerer Normalenvektoren an 9Q%
bezeichnet ist. Da F(u) auf 9Q¢ den konstanten Wert F(0) annimmt, erhilt man

£ t)dx =0
0l Jy 1) =0,

so dass die Gesamtmassen in der Zeit konstant bleiben.

Beschréinkt man sich nicht auf hyperbolische Erhaltungsgleichungen, so kann F auch von
Vxu abhingig sein, Gleichungen in dieser allgemeineren Form sollen hier jedoch nicht
betrachtet werden. Zur Definition der Hyperbolizitét betrachtet man (2.1) in quasilinearer
Form

d

Subet) £ Y A uGn) = o (23)

wobei A; die zu f; gehorige Jacobi-Matrix ist. Die Erhaltungsgleichung (2.1) wird nun als
hyperbolisch bezeichnet, wenn fiir alle u € S und alle Vektoren v € R? die Linearkombi-
nation 3¢ | 14A;(u) reell diagonalisierbar ist. Aus dieser Definition ergibt sich, dass eine
skalare Gleichung der Form

0

&u(x, t) + Vx - Flu(x,t)) = 0, (2.4)
mit stetig differenzierbarer Flussfunktion F = (fi, ..., f4)7 und der quasilinearen Form

0

St Fa) - Vilux,t) = 0, a(w) = (fi(u),..., f(w)", (2.5)

immer hyperbolisch ist.

Hyperbolische Erhaltungsgleichungen zeichnen sich dadurch aus, dass die Existenz einer
klassischen Losung, d.h. einer Funktion u : R4 x Rf — S mit u € C1(R? x R)™, die
die Differentialgleichung (2.1) und die Anfangsbedingung (2.2) punktweise erfiillt, selbst
unter der Voraussetzung glatter Anfangsdaten uy moglicherweise nur fiir ein endliches Zei-
tintervall gewéhrleistet ist. Das Phdnomen des Zusammenbruchs der klassischen Losung
tritt bereits bei skalaren Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension auf, wie nachfol-
gend gezeigt werden soll. Gehen wir zundchst von der globalen Existenz einer klassischen
Losung einer skalaren Erhaltungsgleichung (2.4) aus, so ldsst sich diese durch das Verfol-
gen von Charakteristiken der quasilinearen Gleichung (2.5) konstruieren.

Definition 2.1 Seiu : RIx RS — R klassische Lisung der quasilinearen partiellen Diffe-
rentialgleichung (2.5). Eine im Raum-Zeit-Koordinatensystem durch {(y(t),t) | t € R{}
gegebene Kurve, die die Differentialgleichung

A1) = alu(1),1)

erfillt, heifit charakteristische Grundkurve von (2.5). Auf einer Lisungsfidche der Glei-
chung liegende Kurven {(y(t),t,u(y(t),t) | t € Ry}, die die obige Bedingung erfiillen,
heiffen Charakteristiken.
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Besitzt eine skalare quasilineare Gleichung (2.5), die nicht notwendigerweise eine Erhal-
tunggleichung sein muss, eine klassische Losung, so kann man diese durch das Losen
des obigen Systems gewohnlicher Differentialgleichungen und den Aufbau einer Losungs-
flache aus den Charakteristiken konstruieren. Ist die gegebenen skalare Gleichung eine
Erhaltungsgleichung, so lassen sich die charakteristischen Grundkurven besonders einfach
bestimmen.

Lemma 2.2 Seiu:RYx R — R eine klassische Lisung von (2.4). Dann ist u konstant
entlang der charakteristischen Grundkurven, die in diesem Fall Geraden sind.

Beweis: Sei v eine charakteristische Grundkurve von (2.4). Dann gilt

d 0 d

Sur(0,1) = (a0, 0) + (D) Vaulr(0),0
=a(u)
= S u(r(0).0) + VuF(ulr(0)0) = 0.

Somit ist u konstant entlang ¢ — ((t),¢) und man erhélt 4£~(t) = a(u(v(0),0)), so dass
~ gegeben ist durch

v(t) = a(uo(x0), t) + %o (2.6)
mit xo = ~(0). O

Ist die Flussfunktion F einer skalaren Erhaltungsgleichung nichtlinear, so ist a(u) = F'(u)
nicht konstant, so dass die Steigung der Geraden von den Anfangsdaten uy abhéngig ist.
Schneiden sich charakteristische Grundkurven mit verschiedener Steigung, die dann ver-
schiedene Werte von ug transportieren, so ist die klassische Losung spétestens im Schnitt-
punkt der Geraden nicht definiert. Das Standardbeispiel fiir das Entstehen eines solchen
Verdichtungsstofles ist die Burgers-Gleichung ohne dissipative Terme, die durch

0 0
pTa +u- 3t = 0. (2.7)

gegeben ist.

Beispiel 2.3 Man betrachte die Burgers-Gleichung (2.7) mit den Anfangswerten

1, r <0,
up(z) = ¢ cos(mz), 0<az <1, (2.8)
-1, x> 1.

Die zugehorigen charakteristischen Grundkurven haben nach (2.6) die Form ~y(t) = ug(zo)-
t + xo und schneiden sich auf der Geraden x = % zu einem Zeitpunkt ¢*, wie in Abbildung
2.1 dargestellt.

Fiir t > t* existiert somit keine klassische Losung des gegebenen Cauchy-Problems. Im
Allgemeinen ldsst sich zeigen, dass klassische Losungen der Burgers-Gleichung (2.7) mit
Anfangsdaten uy € C'(R) genau dann zusammenbrechen, wenn es eine Stelle z € R mit
uy(z) < 0 gibt, und dass der Zeitpunkt, zu dem die klassische Losung aufhort zu existie-
ren, durch t* = —1/ I;léﬂg ug(x) gegeben ist. In diesem Beispiel gilt daher t* = 1/7.
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e

Abb. 2.1: Charakteristische Grundkurven der Burgers-Gleichung.

Mit der Nichtexistenz einer globalen klassischen Lésung begniigt man sich allerdings nicht.
Die physikalischen Vorgénge, die durch hyperbolische Erhaltungsgleichungen unter Ver-
nachlassigung dissipativer Effekte modelliert werden, kénnen tatséchlich Zustandsande-
rungen auf einer sehr kleinen Skala im Vergleich zum Gesamtsystem aufweisen, so dass
sich mit dem bloflen Auge kein Unterschied zu einem unstetigen Sprung erkennen lésst.
Es ist somit sinnvoll, unstetige Funktionen als Losungen einer Gleichung der Form (2.1)
zuzulassen und den Losungsbegriff zu erweitern. Dazu wird die Gleichung (2.1) mit Test-
funktionen ¢ € C}(R? x RZ)™ multipliziert und iiber Raum und Zeit integriert. Ist u
eine klassische Losung von (2.1), die der Anfangsbedingung (2.2) geniigt, so gilt unter
Verwendung der Greenschen Integralformel

0 — /
RIxR+

- dxdt

9 0
Eu + ; 8_xlfl(u>

d

d
d dt+/ “ng 4 f . - do,
X i (u n: Z 1(u) nl> pdo

=1

wobei Q1 c R? x RT ein Lipschitz-Gebiet mit dem duBeren Normalenvektorfeld n =
(n1,...,nq,n) ist, dessen Abschluss Q&1 den Tréger von ¢ enthélt. Da ¢ fiir ¢ > 0 auf
00! verschwindet und der #uflere Normalenvektor in einem Punkt (x,0) € Q%! durch
n = (0,...,0,—1) gegeben ist, gilt mit Einbeziehen der Anfangswerte die Gleichung

0 d 0
- —p + f C—
/RMR+ lu 5 ; (w) - 5

Die Integrale in (2.9) existieren ebenso, falls nur die Voraussetzungen uy € L5 (R%)™

loc
sowie u € L2 (R? x R*)™ erfiillt sind, so dass der Begriff der schwachen Losung wie folgt
erklart ist.

dxdt + /Rd uy(x) - p(x,0)dx = 0. (2.9)

00
loc

Definition 2.4 Seiuy € L (RY)™. Eine Funktion u € LS (R x RS)™ heifit schwache

Losung des Cauchy-Problems (2.1), (2.2), falls u(x,t) € S fiir fast alle (x,t) € R x R*
gilt und die Gleichung (2.9) fiir alle Testfunktionen ¢ € C}(R? x R{)™ erfiillt ist.

Ein wichtiges Beispiel schwacher Losungen sind stiickweise glatte Funktionen. Dabei wird
eine Funktion u : R? x Rf — R™ als stiickweise glatt bezeichnet, wenn eine endliche
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Menge glatter d-dimensionaler Flichen I' in R? x R existiert, auBerhalb derer u stetig
differenzierbar ist und auf denen u einseitige Grenzwerte u® besitzt. Die Unstetigkei-
ten stiickweise glatter Losungen einer hyperbolischen Erhaltungsgleichung kénnen nicht
beliebig geartet sein, sondern sind der folgenden Restriktion unterworfen.

Satz 2.5 Seiu: R xRS — R™ cine stiickweise glatte Funktion. Dann ist u genau dann
eine schwache Lisung der Erhaltungsgleichung (2.1), wenn gilt

a) u ist klassische Losung von (2.1) dberall dort, wo u stetig differenzierbar ist,

b) u erfillt die Rankine-Hugoniot-Bedingung

d
(u" —u)n + > (fuh) —fi(u))n =0, (2.10)
=1
auf d-dimensionalen Flichen T', auf denen u unstetig ist, wobei n = (ny, ..., ng,ny)

ein stetiges Normalenvektorfeld an T ist.
Beweis: Siche [34]. O

Gilt (nq,...,n4) # 0 in einem Punkt von I, so lidsst sich dort ein Normalenvektor n =
(v,—s) an I' withlen, mit einem durch [|v||; = 1 normierten Vektor v € R? und einer
Zahl s € R, die als Richtung und Geschwindigkeit der Bewegung der Unstetigkeit I'
interpretiert werden konnen.

Im Fall d = 1 lasst sich dies leicht einsehen, wenn die Unstetigkeitskurve parametrisiert
wird durch I' = {(z(¢),t) | t € R} }. Dann erhilt man mit s = 2/(¢) den Normalenvektor
n = (1,—s) und die Rankine-Hugoniot-Bedingung nimmt die Form

an, mit der Notation f = f; und den Sprungklammern [u] = ut — u™ und [f(u)] =
f(u™) — f(u™). Unstetigkeiten stiickweise glatter Funktionen, die die Sprungbedingung
(2.10) erfiillen, werden auch als Stdfle und s als die Stofigeschwindigkeit bezeichnet.

Fiir die Burgers-Gleichung mit den Anfangsbedingungen aus dem Beispiel 2.3 erhélt
man eine schwache Losung iiber den Zeitpunkt ¢* hinaus, indem man die klassische

Losung durch einen an der Stelle # = I startenden Stof mit der StoBgeschwindigkeit

2
s = 0 fortsetzt, da die Rankine-Hugoniot-Bedingung wegen f(u~) = % cos? (7r (1 — e)) =

scos? (7 (3 +¢)) = f(u") und damit 2 :
[f(u)] = 0 = s[u]

in diesem Fall erfiillt ist. Die charakteristischen Grundkurven laufen von ¢ = 0 aus in den
StoB hinein, wie in der Abbildung 2.2 dargestellt.

Durch die Erweiterung des Losungsbegriffs ergibt sich allerdings das Problem, dass zu
einer Erhaltungsgleichung und einem Anfangsdatensatz mehrere schwache Losungen exi-
stieren konnen. Dies lasst sich leicht am Spezialfall des Riemann-Problems verdeutlichen,
welches auch bei der Konstruktion numerischer Verfahren eine wichtige Rolle spielt.
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Abb. 2.2: Ausbildung eines Stofles.

Definition 2.6 Eine eindimensionale Erhaltungsgleichung

zusammen mit stiickweise konstanten Anfangswerten mit nur einer Unstetigkeitsstelle

ale,0) = {

u, =<0,
ut, x>0,

wird als Riemann-Problem bezeichnet.

Beispiel 2.7 Man betrachte das durch die Burgers-Gleichung (2.7) mit den Anfangs-
werten

u-, <0,
u(x,O)—{u+ x>0

gegebene Riemann-Problem. Gilt u~ < u™, so ist nach Satz 2.5 sowohl der Stof3

u(z,t) = {

u, x<st,

ut, x> st, (2.11)

mit Stofgeschwindigkeit s = [3u?]/[u] = ultu” als auch die Verdinnungswelle

2

u, xz<ut,
u(z,t) =< z/t ut<z<u't (2.12)
ut, x> u't,

eine schwache Losung des gegebenen Cauchy-Problems. Der jeweilige Verlauf der cha-
rakteristischen Grundkurven im Fall v~ = 0, u* = 1 ist in der Abbildung 2.3 gezeigt.
Desweiteren lassen sich noch unendlich viele weitere schwache Losungen zu diesem Beispiel
konstruieren.

Die Mehrdeutigkeit von Losungen ist insbesondere aus zwei Griinden unerwiinscht. Zum
einen ist man vom mathematischen Gesichtspunkt aus generell an der Existenz einer
eindeutigen Losung fiir das Cauchy-Problem interessiert, zum anderen kann bei der Mo-
dellierung eines physikalischen Vorgangs durch eine hyperbolische Erhaltungsgleichung
nur eine Losung tatsdchlich relevant sein.
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(a) (b)

Abb. 2.3: Mehrdeutigkeit der schwachen Losung; (a) Stof3 (2.11), (b) Verdiinngungswelle
(2.12).

Im Fall der ersteren schwachen Losung (2.11) zu Beispiel 2.7 laufen charakteristische
Grundkurven mit fortschreitender Zeit aus dem Stofl heraus, die sich nicht auf die Grund-
linie ¢ = 0 zuriickbeziehen lassen (sieche Abbildung 2.3a), so dass entlang dieser Kurven
keine Informationen iiber die Anfangsdaten transportiert werden. Zudem erhielte man
eine vollstdndig andere Losung fiir leicht gestérte Anfangsdaten, zum Beispiel fiir einen
rapiden, aber glatten Ubergang von u~ zu u" anstelle des Sprungs. Diese schwache Lisung
mochte man daher als nicht sinnvoll deklarieren.

Eine Moglichkeit der Kennzeichnung einer sinnvollen schwachen Losung stellt die Visko-
sitatsmethode dar, die dadurch motiviert ist, dass hyperbolische Erhaltungsgleichungen
oft aus komplexeren Gleichungen durch Vernachléssigung dissipativer Terme hervorgehen.
Dies ist zum Beispiel bei den Euler-Gleichungen der Gasdynamik der Fall, die sich unter
Vernachlassigung von Viskositiat und Wérmeleitung aus den kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen herleiten lassen. Geht man von der Existenz von Lésungen der kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen fiir eine gegebene Nullfolge von Viskositéts- und Wéarmelei-
tungskoeffizienten aus, so erwartet man die Konvergenz in einem geeigneten Sinn gegen
Losungen der Euler-Gleichungen.

Bei der Viskositatsmethode werden nun nur solche schwachen Losungen einer hyperbo-
lischen Erhaltungsgleichung zugelassen, die sich aus dem Grenzfall verschwindender Dis-
sipation eines zugehdrigen dissipativen Systems ergeben. Fiir theoretische Zwecke wird

hierbei die einfache Modifikation

%u(x, t) + Vx - F(u(x,t)) = eAu, e>0, (2.13)
der Gleichung (2.1) betrachtet und das Verhalten der Losungen fiir € — 0 untersucht.
Die Viskositatsmethode stellt ebenso eine Grundlage fiir die Konstruktion ausreichend
dissipativer numerischer Verfahren dar, die Ndherungen an sinnvolle schwache Losungen
hyperbolischer Erhaltungsgleichungen liefern sollen. In diesem Kontext wird dann oft eine
komplexere Form des dissipativen Terms eAu gewéhlt.

Aus praktischen Griinden wiinscht man sich allerdings handlichere Kriterien als die Vis-
kositdtsmethode, die sich direkt auf eine gegebene schwache Losung anwenden lassen.
Zu diesem Zweck entwickelte Bedingungen, die zusétzlich an die schwache Losung ge-
stellt werden, konnen verschiedene Formen annehmen und sind sémtlich mit dem Begriff
der Entropie-Bedingung bezeichnet — in Analogie zur physikalischen Entropie, die den
Informationsverlust in einem System beschreibt und nach dem zweiten Hauptsatz der
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Thermodynamik mit fortschreitender Zeit nicht geringer werden darf. Angelehnt an die-
se physikalische Grole werden zu einer gegebenen hyperbolischen Erhaltungsgleichung
mathematische Entropiefunktionen definiert.

Definition 2.8 FEine Entropiefunktion fir die Erhaltungsgleichung (2.1), deren quasili-
neare Form durch (2.3) gegeben ist, ist eine glatte, konveze Funktion n: R™ — R, fir die
eine glatte Funktion q = (qu,...,qq)T : R™ — R? existiert mit

(Van)"Ay(u) = (Vug)", 1 <1< d,

fiir alle w € S. Hierbei wird q als zu n gehoriger Entropiefluss und (n,q) als Entropie-
Entropiefluss-Paar bezeichnet.

Im allgemeinen Fall eines Systems von Erhaltungsgleichungen ist die Existenz einer Entro-
piefunktion nicht zwingend gewéhrleistet, jedoch ist es fiir alle aus der Physik hergeleiteten
Beispiele moglich, eine Entropiefunktion mit physikalischer Bedeutung zu finden.

Ist zu einer Erhaltungsgleichung (2.1) ein Entropie-Entropiefluss-Paar (7, q) im Sinne der
Definition 2.8 gegeben, so erfiillt eine klassische Losung u mit

9

0 d
T
= (Vu — E A
0 (Van) tu+l1 1(u) xlu

d
w3 ) (2.14)
=1

eine zusatzliche skalare Gleichung.

Fiir eine unstetige schwache Losung gilt eine schwache Form der Gleichung (2.14) nicht
zwingenderweise, wie das Beispiel der Burgers-Gleichung mit dem Entropie-Entropiefluss-
Paar (u2,§u3) zeigt. Fir eine stiickweise glatte Losung ist die Stofigeschwindigkeit s
einer Unstetigkeitskurve in diesem Fall nach der Rankine-Hugoniot-Bedingung durch

5 = [%uﬂ /[u] gegeben. Andererseits lésst sich fiir stiickweise glatte Losungen der Glei-
chung (2.14) analog zu Satz 2.5 die Sprungbedingung [(u)] s = 3¢, [¢:(u)] v nachweisen,
mit dem Normalenvektorfeld (v, —s) = n an die Unstetigkeitsfliche, so dass fiir das ge-
gebene Entropie-Entropiefluss-Paar noch die Bedingung [u?] - s = [2u?] zu erfiillen ist.
Insbesondere kann der Fall u= = —u™ daher ausgeschlossen werden. Insgesamt erhélt man
somit die Gleichung
02 WP =) 1 (W)-(@) 1 (u —u)
T3 (W= ) 2 ut—u 6 ut+u

die nur fiir u™ = v~ erfiillt ist. Daraus ergibt sich, dass durch die zusitzliche Restriktion
(2.14) keine unstetigen schwachen Losungen der Burgers-Gleichung zugelassen werden.
Hingegen zeigt sich, dass eine mit der Viskositdtsmethode erhaltene schwache Losung
anstelle dessen eine entsprechende Entropieungleichung erfiillt.

Herleitung der Entropieungleichung aus der Viskositidtsmethode Betrachtet
man eine Losung u¢ der viskosen Burgers-Gleichung

82
U+ U —uU=¢€-

ot Oz 02 (2.15)
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so gilt fiir eine konvexe Funktion n € C%(R) und einen zugehérigen Entropiefluss ¢ wegen
n” > 0 die Beziehung

a € a € / € 82
ET (U)+%Q(U) = 677(“)—63:2“
82 € " € a € ? 82 €
— eqlu) —aw) () < gt

€

Fiir Testfunktionen ¢ € C3°(R x RT) mit ¢ > 0 gilt daher die Ungleichung

2

0 ) P
e\ 7 N S _ . | |
/RX]R+ {U(u )8t v+ q(u )81, 80} dxdt > 6/RxR+ n(u )_8$2 o dxdt (2.16)

Es sei nun eine Folge von glatten Losungen (uf). der Gleichung (2.15) gegeben, die fiir
¢ — 0 fast iiberall gegen eine Funktion u € L>(R x R{) konvergiert und fiir die eine
von ¢ unabhéingige Konstante C' > 0 existiert mit [|u|| o payps) < C. Unter diesen
Voraussetzungen erhilt man durch den Ubergang ¢ — 0 in der Ungleichung (2.16) und
mit Hilfe des Lebesgueschen Satzes von der majorisierten Konvergenz

) B
= - > (.
/M§+ [n(U) ETidas Q(U)ax @| dzdt >0

d.h. die Funktion w erfiillt die Entropiebedingung

%n(u) + % o(w) <0 (2.17)

im Distributionensinn.
Fiir eine stiickweise glatte schwache Losung u, die die Ungleichung (2.17) erfiillt, l4sst
sich in Analogie zur Rankine-Hugoniot-Bedingung die Sprungungleichung

[n(u)]s > [q(u)] (2.18)

herleiten, die entlang von Unstetigkeitskurven z(t) mit der Stogeschwindigkeit s = /()
zu erfiillen ist. Fiir die Burgers-Gleichung mit dem Entropie-Entropiefluss-Paar (n,q) =
(u?, §u3) gilt in (2.18) aufgrund der obigen Ausfithrungen sogar die strikte Ungleichung

[n(w)]s > lg(u)]. (2.19)

Aus der obigen Ungleichung ergibt sich zudem das Abfallen der Energie bei Auftreten von
StoBen, wie nachfolgend erldutert.

Energiedissipation iiber St6f3e Man betrachte das durch

Elu(t) = / h %qﬁ(m, £)da

—00

gegebene Energiefunktional, angewandt auf eine stiickweise glatte schwache Losung u der
Burgers-Gleichung. Wir nehmen an, dass u genau eine stetig differenzierbare Unstetig-
keitskurve x(t) besitzt und die Entropiebedingung (2.17) erfiillt, aus der sich die Giiltig-

keit der strikten Ungleichung (2.19) fiir das Entropie-Entropiefluss-Paar (1, q) = (u?, 3u?)
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ergibt. Unter der weiteren Annahme, dass u einen in = kompakten Trager besitzt, ist die
Energie endlich. Es gilt dann

dEu] d {91, N
S Su(z,t)d Sz, ) d
o dt(/ 2u(q;,) x—l—/x(t)zu(x,) x

—00

J— 1 —\2 / $(t) a 1 + 9 , o0 a
-2 .m(t)Jr/_oo uggude =5’ 'x(t)jL/m(t)uEU’dx
—\2 _ (,,+)2 z(t) 0o
= —(u G '8—/ u22ud9{:—/ u2£ud:c
2 —00 Oz z(t) ox
= 5 00) — () 8‘/00 22w -/m)% (u) dz
1
= —5(n)]-s —[a(w)]) <0.

Eine analoge Aussage ergibt sich fiir eine stiickweise glatte, 27-periodische, schwache
Losung u der Burgers-Gleichung, wenn das Energiefunktional {iber eine Periodenlénge

definiert wird, d.h.

Bl = [

—T

1
§u2(:v, t)dx.

Fiir mehrdimensionale Systeme hyperbolischer Erhaltungsgleichungen ist die Entropie-
bedingung durch die mehrdimensionale Form der im Distributionensinn zu verstehenden
Ungleichung (2.17) gegeben. In Analogie zum Begriff der schwachen Losung wird deswei-
teren der Begriff der Entropielosung zur Kennzeichnung der “richtigen” schwachen Losung
eingefiihrt.

Definition 2.9 Eine schwache Lisung u des Cauchy-Problems (2.1), (2.2) wird als Entro-
pielosung bezeichnet, wenn u fiir alle Entropie-Entropiefluss-Paare (n,q) von (2.1) und
fiir alle Testfunktionen ¢ € CH(R? x RY), ¢ >0, die Ungleichung

d

/Rd - [77(11)% Y+ qu(u)aixl gp] dxdt + /Rd n(ug(x))p(x,0)dx > 0

=1
erfillt.
Im Fall skalarer Erhaltungsgleichungen lasst sich ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat

fiir Entropielésungen nachweisen, wiahrend dies fiir allgemeine hyperbolische Systeme von
Erhaltungsgleichungen nur vermutet werden kann.

Satz 2.10 Sei ug € L®°(R?). Dann existiert zu der skalaren Erhaltungsgleichung (2.4)
und der Anfangsbedingung u(x,0) = ug eine eindeutige Entropieldsung.

Beweis: Siche [57]. O
Bei der Entwicklung numerischer Verfahren fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen set-

zen wir hingegen grundsétzlich die Existenz einer eindeutigen Entropielosung zu einem
gegebenen Testproblem voraus.
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2.2 Skalare Testprobleme

Bei den nachfolgenden skalaren Testproblemen, die in Kapitel 7 zur Validierung der nu-
merischen Methode verwendet werden, handelt es sich um zweidimensionale Erhaltungs-
gleichungen der Form (2.4) auf beschriinkten, polygonal berandeten Gebieten 2 C R
In der Situation beschrinkter Rechengebiete sind zusétzlich zu den Anfangsbedingungen
ebenso Randbedingungen vorzugeben. Hierbei muss unterschieden werden zwischen Ein-
stromrandern, an denen Werte festzulegen sind, und Ausstromréndern, an denen sich diese
durch den Verlauf der charakteristischen Grundkurven aus den im Inneren des Gebiets
vorliegenden Werten ergeben.

Testproblem 2.11 (Lineare Advektion) Das Cauchy-Problem

%u +a-Vxu = 0, u(x,0) = up(x), (2.20)

mit einem konstanten Vektor a € R? beschreibt den linearen Transport von Anfangsda-
ten up(x) mit Geschwindigkeitsvektor a und wird als lineare Advektionsgleichung bezeich-
net. Die zugehorigen charakteristischen Grundkurven sind nach (2.6) durch die Parallelen
~v(t) = at + x¢ gegeben, so dass sich die Losung der Gleichung in der Form

u(x,t) = ug(x — at)

darstellen ldsst. Die exakte Losung lédsst sich somit durch Verschieben der Anfangsbedin-
gungen bestimmen.

Das numerische Verfahren wird angewendet auf die lineare Advektionsgleichung mit Ge-
schwindigkeitsvektor a = (1,1)” im rdumlichen Gebiet Q2 = (0,1)?, so dass Randbedin-
gungen am linken und unteren Rand dieses Rechengebiets vorgegeben werden miissen.
Bei Vorliegen eines Anfangsdatensatzes uy auf dem gesamten Gebiet R? sind die vorzu-
gebenden Randbedingungen durch die exakte Losung der linearen Advektionsgleichung
bestimmt.

Testproblem 2.12 Als zweiter Testfall auf dem Gebiet 2 = (0, 1)? soll die Gleichung

ou ou ou
— c— 4+ =—=0. 2.21
betrachtet werden. Durch wug(x) = 0 fir x € Q seien Anfangsbedingungen vorgege-

ben. Die zu (2.21) gehorigen charakteristischen Grundkurven sind gegeben durch ~(t) =
(uo(x0),1)T + xg, so dass der obere Rand {x € 9Q | x5 = 1} des Rechengebiets als
Ausflussrand zu behandeln ist. An den iibrigen Randpunkten werden die Randwerte

1.5 falls x; =0,
up(1, T, t) = -1 falls x; =1,
1.5 —2.5z; falls 29 =0,

vorgegeben.

Fiir t — oo ergibt sich eine stationdre Losung des Problems, die sich durch das Verfolgen
der charakteristischen Grundkurven exakt berechnen lédsst. Die Konstruktion dieser sta-
tionaren Losung, die in Abbildung 2.4 dargestellt ist, ergibt sich aus der Betrachtung des
Problems fiir %u = 0, mit der Gleichung

o
81'2 8&71_ ’
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Hierbei handelt es sich um die Burgers-Gleichung (2.7), deren Losung durch Betrachten
der charakteristischen Grundkurven in der xi-xzo-Ebene, die sich mittels der Gleichung
Z% = u (x1(z2), x9) bestimmen lassen, konstruiert werden kann. Entlang dieser Kurven
ist die Losung konstant, so dass es sich bei den von einem Punkt Q = (£,0), £ € [0, 1], der
unteren Kante des Quadrats ausgehenden charakteristischen Grundkurven um Geraden

mit der Gleichung
T = f + Uo(g, 0)1’2 (222)

handelt. Die durch den Punkt (0,0) verlaufende Gerade g; ist gegeben durch z; = 35,
wéhrend die durch den Punkt (1,0) verlaufende Gerade go die Gleichung z7 = 1 — 9
erfiillt. Das Einsetzen von z; = 2 in die Gleichungen der Form (2.22) ergibt desweiteren
x; =&+ (% — g . ) . % = %, so dass sich alle durch die Punkte auf dem unteren Rand
des Quadrats verlaufenden Geraden im Punkt P = (£,2) treffen. Die vom linken und
rechten Rand des Quadrats ausgehenden charakteristischen Grundkurven verlaufen jeweils
parallel zu den Geraden g; und go. Im Punkt P entsteht ein Stofl entlang der Geraden gs,
die die beiden konstanten Zustdnde v~ = 1.5 und v = —1.0 trennt. Nach der Rankine-
Hugoniot-Bedingung ist die zugehorige Stofigeschwindigkeit durch s = %(u‘ +ut) = ;11
gegeben. Desweiteren ist der Wert der stationdren Losung entlang der Strecke PQ durch
u(x) = up(§,0) = 1.5 — 2.5 - € bestimmt. Auf dem dreiecksformigen Gebiet, welches vom
unteren Rand des Quadrats und dem Punkt P aufgespannt wird, besitzt die stationére

Losung die explizite Form

Try — ]_5$2
U(ZL’l,.’EQ) = 15-25 m
9,
1.5 -1.0
P
9, 9
Q e oa <°¢ 08 1

Abb. 2.4: Die stationire Losung der Gleichung (2.21).

Testproblem 2.13 (Burgers-Gleichung in 2D) Als weiterer Testfall soll die Glei-
chung

0 0 0

auf dem Gebiet Q = (—1,1)?, mit den periodischen Randbedingungen

u(—=1,29,t) = u(l,xq,t), wu(xy,—1,t) =u(zy,1,1t),
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betrachtet werden. Als Anfangsdatensatz wird hierbei die Funktion

up(x) = % + isin(w(m +v))

vorgegeben.
Testproblem 2.14 Auf dem Gebiet Q = (—1.8,1.8) x (—2.3,1.3) wird die Erhaltungs-
gleichung

ou n Jdsinu . dcosu
ot (9:61 81'2
mit der Anfangsbedingung

—0, (2.24)

( 0) = 3.5m  fiir 23 4 23 < 1,
UL, X2, V) =9 951 andernfalls,

betrachtet. Bei diesem Testfall handelt es sich um eine nichtkonvexe Erhaltungsgleichung,
da die Funktion

f"(u) - n = af(u)ny + ab(u)ny = — sin(u)ny — cos(u)ny

fiir alle normierten Vektoren n € R? sowohl positive als auch negative Werte annehmen
kann. Derartige Gleichungen zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Riemann-Problemen
Entropielosungen mit Folgen von aneinander grenzenden Stéflen und Verdiinnungswel-
len zulassen, wihrend die Entropielosung eines skalaren Riemann-Problems im Fall einer
konvexen oder konkaven Flussfunktion entweder ein Stof3 oder eine Verdiinnungswelle ist.
Untersuchungen von Qiu und Shu [78] sowie von Kurganov et al. [59] haben gezeigt,
dass einige Verfahren hoherer Ordnung fiir nichtkonvexe Erhaltungsgleichungen nicht die
korrekte Entropielosung liefern, so dass die Untersuchung des Verhaltens des in dieser Ar-
beit konstruierten DG-Verfahrens auch fiir nichtkonvexe Gleichungen anhand der obigen
Testgleichung sinnvoll ist.

Da die zur Gleichung (2.24) gehorigen charakteristischen Grundkurven auflerhalb des
durch z? + 23 = 1 gegebenen Kreises die Form

v(t) = (cos(0.25m), —sin(0.257)) 7 - t 4+ x¢ = (1/v2, —1/v2)T -t + x¢

besitzen, miissen Randbedingungen am linken und oberen Rand des Rechengebiets vorge-
geben werden. Dementsprechend werden die Bedingungen u(xq,x,t) = 0.257 fiir t € Rt
und x € 0 mit 1 = —1.8 oder x5 = 1.3 festgelegt.

2.3 Die Euler-Gleichungen der Gasdynamik

Die Euler-Gleichungen der Gasdynamik, mit denen insbesondere Strémungen kompressi-
bler Gase beschrieben werden, sind ein besonders wichtiges Beispiel eines Systems hyper-
bolischer Erhaltungsgleichungen. Zum einen finden sie vielfach Anwendung in praxisre-
levanten Problemstellungen, so dass mathematisch fundierte Losungsverfahren fiir diese
Gleichungen auch im ingenieurwissenschaftlichen Bereich auf groies Interesse stoflen. Zum
anderen erlaubt die Vielzahl bereits untersuchter und gut dokumentierter Testfélle fiir die-
se Gleichungen die Untersuchung und Validierung numerischer Verfahren in Bezug auf ihr
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Verhalten fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen, deren Losungen vielfaltigere Struktu-
ren aufweisen konnen als skalare Gleichungen. Insbesondere lassen sich die Eigenschaften
eines neuartigen oder modifizierten Verfahrens bei Auftreten von Verdichtungsstoen,
Verdiinnungswellen und Kontaktunstetigkeiten sowie der nichtlinearen Interaktion derar-
tiger Phénomene untersuchen und mit bestehenden Verfahren vergleichen.

Das System der Euler-Gleichungen léasst sich aus den physikalischen Prinzipien der Erhal-
tung von Masse, Impuls und Energie herleiten. Eine ausfiihrliche Behandlung der entspre-
chenden physikalischen Grundlagen findet man in [26] und [97]. An dieser Stelle soll nur
eine verkiirzte Darstellung der Herleitung der Gleichungen gegeben werden. Hierzu wird
die Stromung eines idealen, polytropen Gases betrachtet, welches durch die als Funktio-
nen von Raum und Zeit gegebenen physikalischen Gréfien Dichte p : R4 x Ry — R, Druck
p: R x RS — R, Geschwindigkeit v : R x Rf — R sowie spezifische innere Energie
e : R x Rf — R beschrieben werden kann. Betrachtet man exemplarisch die physika-
lische Dichte des Gases, so ist eine Anderung der durch fQ p(x,t)dx gegebenen Masse
innerhalb eines als Kontrollvolumen bezeichneten beschrankten Gebiets €2 nur durch Ein-
oder Ausstromen des Gases iiber den Rand 02 moglich. Der entsprechende Massenfluss,
der die Masse ausstromenden Gases in einer Zeiteinheit beschreibt, ist gegeben durch
Joq P(x,t)V(x,t) - ndo, wobei n die normierte &ulere Normale an 92 ist. Die zeitliche
Anderung der Masse ist damit durch

d
— pdx:—/ pv -ndo
dt Jo 00

beschrieben. Unter der Voraussetzung, dass p und v stetig differenzierbare Funktionen
sind, kann die zeitliche Differentiation und raumliche Integration vertauscht und der Gauf3-
sche Integralsatz angewendet werden, so dass sich die Gleichung

woix= |
—pdx= [ Vi (pv)dx
[ godx= [ e ow

ergibt. Da die Erhaltungseigenschaft fiir beliebige Kontrollvolumina 2 gilt, und die Inte-
granden als stetig vorausgesetzt wurden, erhélt man die Differentialgleichung

9t V- (o) =0,

die als Kontinuitditsgleichung bezeichnet wird und die erste Gleichung des Systems dar-
stellt.

Im Allgemeinen ergibt sich fiir jede skalare Grofe z : RY x Rf — R, die mit der Stromung
transportiert wird, eine zeitliche Anderung hervorgerufen durch den Fluss zv. Die ur-
spriinglich von Euler aufgestellten Impulserhaltungsgleichungen, die die zeitliche Ande-
rung der Komponenten pv; des Impulses pv beschreiben, beinhalten daher Fliisse der
Form puv;v. Zusitzlich kann eine Beschleunigung der Strémung — und damit eine Ande-
rung des Impulses — durch auf das Gas wirkende duflere Kréfte, wie beispielsweise Gravi-
tation, sowie durch innere Kréfte, beispielsweise Druck oder durch Reibung verursachte
Scherkréfte, hervorgerufen werden. Konnen duflere und durch Reibung verursachte innere
Kriafte vernachléssigt werden, so ergeben sich weitere Impulsdnderungen nur aufgrund
von Druckunterschieden. Die Impulserhaltungsgleichungen sind dementsprechend durch

0
p =0, 1=1,....,d,

0
—pvi + Vi - (puiv) + o7

ot
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gegeben. Aus dhnlichen Uberlegungen ergibt sich die Energieerhaltungsgleichung

0
apE + Vi ((pE 4+ p)v) =0,

wobel mit F = e + @ die aus der spezifischen inneren und der spezifischen kinetischen
Energie zusammengesetzte spezifische Gesamtenergie bezeichnet ist. Zusammenfassend
ergibt sich im zweidimensionalen Fall d = 2 das System

P pU1 pL2
pU1 0 pvi +p 0 PV,
— — — = 0. 2.25
ot | pve + 01, PULVs + Oy pUs +p (2.25)
pE (PE +p)ur (PE + p)va

Zum System (2.25) gehort eine zusétzliche Gleichung, die den Druck als Funktion der
Dichte und der spezifischen inneren Energie beschreibt und damit das andernfalls unter-
bestimmte System schlielt. In einem idealen Gas ist der Druck bestimmt durch

p = RpT, (2.26)

wobei 1" die Temperatur des Gases und R die sogenannte Gaskonstante ist. Das Gas ist
polytrop, wenn die spezifische innere Energie durch

e=cyTl
gegeben ist, wobei ¢y eine stoffabhéngige Konstante ist, die als die Warmekapazitdt bei

konstantem Volumen bezeichnet wird. Aus den obigen Zusammenhéingen ergibt sich die
Zustandsgleichung fiir ideale, polytrope Gase,

p=(—1)pe=(y—1)p (E - H‘;HQ) )

mit dem Isentropenkoeffizienten v = <£ + 1). Fiir ein diatomisches Gas wie trockene

Luft, die primér aus den Molekiilen Ny und Oy zusammengesetzt ist, wird beispielsweise
ein Wert von v = 1.4 angenommen.

Hyperbolizitit und Rotationsinvarianz der Euler-Gleichungen In den konserva-
tiven Variablen u = (p, pvy, pvo, pE)T sind die zum System der Euler-Gleichungen gehori-
gen Flussfunktionen durch

u2 uZ +ull usu w2+ u2l up\ "
f — _2 _ 1 _ 2 3 3 o _ 1 2 3 )
1(u) (UQ, " +(y—-1) {M oy | w Yug — (v — 1) 2 w )
2 2 2 2 2 T
UgU3 U3 uj + uj u; + uz | ug
f. = —= -1 — —(v—1 —
2(u) (u?n b + (v )[w 20 } [WM (v—1) S ]ul) :

gegeben.



20 2 HYPERBOLISCHE ERHALTUNGSGLEICHUNGEN

Dementsprechend errechnet man die Jacobi-Matrizen

0 1 0 0
Ai(u) = 7 : 2'*‘_1)2 (3 =7)un (1= v-—1 ’
—U1Vg Vo U1 0
(v = Dwif[v]> =y B vE— 5230 +03) (1 —7)vve o
0 0 1 0
—0v v v 0
Adw) = | i ooy Bon)m 9-

(v — 1)vz||v||2 —ywE (1—Y)vwe vE— (02 +30v2) v

Zum Nachweis der Hyperbolizitat lasst sich nun die Eigenschaft der Rotationsinvarianz
der Euler-Gleichungen ausnutzen, die besagt, dass fiir beliebige normierte Vektoren v €

R?, |lv|| = 1, mit der Definition der Drehmatrix
10 0 0
. 0 141 1%5) 0
Q(V) N 0 —ly 17 0
0 0 0 1

die Gleichung

vifi(u) + mh(u) = Qv)~'fi (Q(v)u) (2.27)
erfiillt ist. Durch Differentiation beziiglich u erhélt man daraus die Gleichung

viA1(u) +1As(u) = Q(v) AL (Q(¥)u) Q(v),

so dass die Betrachtung der Eigenwerte der Matrix A; (Q()u) hinreichend ist.
Die Eigenwerte der Matrix A; (Q(v)u) sind gegeben durch

/\1 = )\2 = V-V,
)\3 = )\1 +c, (228)
)\4 = /\1 — G
mit der als Schallgeschwindigkeit bezeichneten Grofie ¢ = %. Die zugehorigen Eigen-

vektoren der Matrix A; (Q(v)u) sind

T
r, = (1 V-V, Uy — VU, ||V||2/2)
ry = (0,0, =1, oy — vyu)"
r; = (1 V-V-+c vy — v, H+cv- V)T,
ry, = (Lv-v—g, Vl’Ug—l/g’Ul,H—Cl/'V)T,

mit der als Enthalpie bezeichneten Grofle H = E +§ . Fiir physikalisch sinnvolle Werte von
positiver Dichte und positivem Druck ist die gegebene Matrix daher reell diagonalisierbar,
so dass es sich bei den Euler-Gleichungen um ein hyperbolisches System handelt.
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Randbedingungen Neben der Betrachtung von periodischen Randbedingungen sowie
numerischen Ein- und Ausstromréndern, wie im Fall einer skalaren Gleichung, beinhalten
einige Testfille der Euler-Gleichungen feste Winde. An diesen physikalischen Réndern
wird die Undurchléssigkeitsbedingung v - n = 0 gefordert, wobei n dufleres Normalenvek-
torfeld an den Gebietsrand OS2 ist. Aus dieser Bedingung folgt fiir die Flussfunktion der
Eulergleichungen, siehe (2.25),

pv - 1n 0
' _ B pUIV - N+ pny - PNy .
ny - fi(u) +ng - fr(u) = ovovontpns | = | gy | T fi (u, n). (2.29)

(pE +p)v-n 0



22

2 HYPERBOLISCHE ERHALTUNGSGLEICHUNGEN



23

3 Orthogonale Polynome und Quadraturformeln auf
dem Dreieck

Die Losungen hyperbolischer Erhaltungsgleichungen sollen im Zuge des in dieser Arbeit
verwendeten numerischen Verfahrens durch stiickweise polynomiale Funktionen auf Drei-
ecksgittern approximiert werden. Der Hintergrund zur Verwendung von Dreiecksgittern
ist, dass diese im Vergleich zu kartesischen Gittern mehr Flexibilitdt im Hinblick auf
die Diskretisierung komplexer Gebiete ermdoglichen. Desweiteren soll eine hohe rdumli-
che Auflésung des Verfahrens durch Verwendung hoher Polynomgrade bei vergleichsweise
groben Gittern erreicht werden. Mit der Verwendung hoher Polynomgrade ndhert man
sich der Klasse der spektralen Methoden, die auf der Entwicklung der exakten Losung
mittels einer Basis trigonometrischer Funktionen oder orthogonaler Polynome basieren,
die auf einfachen Rechengebieten global definiert sind. Im Gegensatz zur klassische For-
mulierung einer Spektralmethode sehen spétere Spektral-Element-Methoden zudem auch
Zerlegungen des Rechengebiets vor. Herangehensweisen der Spektralmethoden sollen im
Rahmen dieser Arbeit insbesondere auf das Vorliegen von Dreieckszerlegungen iibertra-
gen werden. Die Grundlagen spektraler Methoden sowie der Spektral-Element-Methoden
sind beispielsweise in den Biichern von Canuto, Hussaini, Quarteroni und Zang [11, 12],
Hesthaven, Gottlieb und Gottlieb [43] sowie Karniadakis und Sherwin [52] zu finden.
Die Effizienz spektraler Methoden ist im Fall der Verwendung kartesischer Gitter insbe-
sondere auf die Konstruktion orthogonaler Tensorproduktbasen bestehend aus Produkten
eindimensionaler Basisfunktionen zuriickzufiihren. Um eine &dhnliche Effizienzsteigerung
auch fiir Dreiecksgebiete zu ermoglichen, konstruierte Dubiner in [30] eine orthogonale
verallgemeinerte Tensorproduktbasis auf dem Dreieck, die auf die konkrete Anwendung
in spektralen Verfahren ausgerichtet war. Tatsédchlich ist diese Basis ein Spezialfall einer
bereits von Proriol [74] beschriebenen Familie von Polynombasen, die auch im Rahmen
einer Untersuchung orthogonaler Polynome in zwei Variablen auf unterschiedlichen Gebie-
ten von Koornwinder [54] aufgegriffen wurde. Von Karniadakis und Sherwin wurden die
Proriol-Koornwinder-Dubiner(PKD)-Polynome in konkreten Implementationen zur effizi-
enten Nutzung in adaptiven Spektral-Element-Verfahren verwendet und auf den dreidi-
mensionalen Fall erweitert, siehe [52]. Da die PKD-Polynome ein wesentlicher Bestandteil
des in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahrens sind, soll im Folgenden auf ihre
Konstruktion und ihre Approximationseigenschaften eingegangen werden. Insbesondere
sind diese Polynome Eigenfunktionen eines singulédren Sturm-Liouville-Problems auf dem
Dreieck, dessen zugehoriger Differentialoperator bei der Betrachtung an die Polynombasis
angepasster kiinstlicher Viskositéat in Kapitel 5 den Laplace-Operator in der Viskositéts-
formulierung (2.13) ersetzen wird. Ebenso werden die im Verfahren genutzten Quadratur-
formeln beschrieben, die bereits in [30] konstruiert wurden und in engem Zusammenhang
zu den PKD-Polynomen stehen.

3.1 Konstruktion der Proriol-Koornwinder-Dubiner-Polynome

Die PKD-Polynome lassen sich mit Hilfe eines zusammenfallenden Koordinatensystems
“collapsed coordinate system”, durch das ein Dreieck als Quadrat mit zwei identischen
Ecken aufgefasst wird, aus den eindimensionalen Jacobi-Polynomen P*? konstruieren. Sie
bilden eine hierarchische Basis bestehend aus Polynomen in den Dreieckskoordinaten, die
beziiglich der Integration iiber die Dreiecksfliche orthogonal sind.
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Zur Konstruktion betrachten wir die im Folgenden als Standarddreieck bezeichnete Menge
T=1{(rs) €eR?| —1<rs r+s<0},

sowie das Standardquadrat
R={(a,b) eR?’| —1<a,b<1}.

Die Transformation
() (5 )-(3)

bildet das durch T = T\ {(—1, 1)} gegebene nach oben offene Dreieck auf das nach oben
offene Quadrat R = R\ {(a,1)| —1 < a < 1} ab und kann als Auseinanderzichen des
Dreiecks an der oberen Ecke veranschaulicht werden, siehe Abbildung 3.1. Das Koordi-

b

Y

r a

Abb. 3.1: Abbildung auf das zusammenfallende Koordinatensystem.

natensystem (a,b) wird dann als das zusammenfallende Koordinatensystem bezeichnet.
Seien p, q : [—1,1] — R Polynome in einer Variablen, wobei p den Grad [ und ¢ den Grad
m besitze, so ist

1 1—s\'
q)lm:T,HR; q)lm(ras) :p<2 r _1) ( S) q(s)

1—s 2

zu einem Polynom in den Variablen r und s auf ganz T fortsetzbar. Zudem ldsst sich @,
in T” als Produkt zweier eindimensionaler Polynome

Cun(7, 5) = @} (a(r, 5)) - P (b7, S))
schreiben, mit ®;(a) = p(a) und ®7 (b) = (—b) q(b

2
Die PKD-Polynome erhélt man nun durch die Wahl der Jacobi-Polynome [-ten und m-ten

Grades,
pla) = P"(a),
g(b) = PIO0),

zu den Gewichtsfunktionen w(z) = 1 bzw. w(z) = (1 — x)**!. Zur Definition und zu den
Eigenschaften der Jacobi-Polynome sei an dieser Stelle auf den Anhang A.1 verwiesen.
Fiir die PKD-Polynome ergibt sich aus dieser Konstruktion die Definition

1 1 —sy\!
tr — 1) (TS) PT%LlJrl’O(S), l,m € No.

Dy (r,s) = Plo’0 (2 .

—s
Diese Polynome erzeugen nun die gewiinschte orthogonale verallgemeinerte Tensorpro-
duktbasis, wie nachfolgend gezeigt wird.
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Lemma 3.1 Die Polynome ®,,, sind orthogonal beziiglich des L*-Skalarproduktes

(©, @) 2(ry) = / ®(r,s)®(r, s) drds, ®,d € L*(T),
T

und es gilt

2
20+ )l +m+1)
Zudem ist fir ein fest gewdihites N € Ny die Menge {®y,, | 0 <1+ m < N} eine Basis

des Raumes PN (T) = Span{r's™ |0 < l+m < N} der Polynome auf T vom Grad kleiner
oder gleich N.

Yim = (‘I)lm, q)lm)LQ(’]I‘) = ( (3-2)

Beweis: Fiir die Jacobimatrix der Riicktransformation des Quadrats auf das Dreieck gilt

dot or/0a Or/ob \| 1-—0
N\ 9sfoa as/ob )| T T2

Daher ergibt sich fiir das innere Produkt zweier PKD-Polynome

(Pims i) 2y = /@m(ﬁs)q’jk(r,s)drds
T

1 — by i+l A
_ / 30’0(a)p]010(a)(—2 b) T PO (1) P20 (5) dad
R

m

1 L1 — i+t .
_ / PPO(a)P*(a) da - / <—2 ) PG P b db.
-1 -1

Fiir [ # j erhélt man nun aufgrund der Orthogonalitétseigenschaft der Legendre-Polynome
das Verschwinden des ersten Faktors und damit (®;,,,, @) r2(my = 0. Fiir [ = j ist der erste
Faktor von Null verschieden und es gilt

L1 — b2+
(P*°(a))* da - / (F57) BB b,
—1

1

(Pims Pik) L2() Z/

-1
Da Aufgrund der Orthogonalititseigenschaft der Jacobi-Polynome, siehe (A.1), der zweite
Faktor nur fiir £ = m von Null verschieden ist, folgt der erste Teil der Behauptung. Fiir
das innere Produkt bei gleichen Indizes [, m errechnet man unter Verwendung von (A.3)
den Wert

2 1 92L+2 2
2A+1 2241 2m42+2 (2+1)([(+m+1)

Yim = (Pim, Pim)L2(1) =

Die lineare Unabhingigkeit der PKD-Polynome folgt direkt aus deren Orthogonalitét,
denn betrachtet man eine verschwindende Linearkombination von Polynomen

E almq)lm - 07
Iym

so gilt fiir ein beliebiges Element (j, k) der Indexmenge

0= (Z Uy Piym (Djk)
lym

= Z A, ((I)lmv (I)jk)LZ(T) = Oéij(I)ijL?(’]I‘)
LTy bm
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und damit o, = 0.

Zu zeigen bleibt nun ®;,, € PN(T) fiir alle Indizes I,m € Ny mit [ +m < N, dann folgt
der zweite Teil der Behauptung aus der Gleichheit der Dimensionen. Schreibt man das
Polynom P in der Form P’°(z) = kaz:o apx®, so erhilt man

l
1 +r k1 — s\!
Cblm(ﬂs) = Zak <21 . — 1) <_2 ) PﬁLl—H’O(S)

5o S (7) (1)
S (e (5

Die in der letzten Summe auftretenden Summanden sind jeweils Polynome vom Grad v
in 7 und vom Grad [ +m — v in s und sind daher in P¥(T) enthalten. Somit gilt auch
Py (r,8) € PN(T).

1— s\!
( 2 8) Fott(s)

]
]

O

Dem obigen Beweis entnimmt man zudem die Eigenschaft ®;,,(r, s) € P*™(T). Die PKD-
Polynome bilden demnach eine hierarchische oder auch modale Basis, d.h. die Menge
der den Raum PY(T) aufspannenden PKD-Polynome ist in der dem Raum PYT1(T)
zugeordneten Basis enthalten.

3.2 Hochgenaue Quadraturformeln auf dem Dreieck

Das zur Konstruktion der PKD-Polynome verwendete zusammenfallende Koordinaten-
system erlaubt zusétzlich die Herleitung von Quadraturformeln beliebig hoher Ordnung
zur numerischen Integration iiber die Dreiecksfliche mit Hilfe eindimensionaler Quadra-
turformeln. Sollen hierzu fiir einen gegebenen Exaktheitsgrad M € Ny alle Polynome in
PM(T) exakt integriert werden, so reduziert sich die Problemstellung aufgrund der Li-
nearitat des Integrals zur Forderung, dass dies fiir alle Basispolynome ®;,,, [ +m < M,
gilt. Mit Hilfe der Transformation auf das Standardquadrat lédsst sich das Integral iiber
die Dreiecksfliche als Produkt zweier eindimensionaler Integrale schreiben, so dass sich
die Umformung

1 — by
/ Bpp(r, s) drds = / Pf’o(a)(—) P2L0(h) dadb
T R 2

1 L1 —pyi+
_ / P*°(a) da - / (T) P20 (p) db
-1 -1

ergibt. Unter den Quadraturformeln, die sich bei diesem Ansatz ergeben, haben nun die-
jenigen den hochsten Exaktheitsgrad, die durch Verwendung der Gauf-Jacobi-Quadratur
(sieche A.1) zur numerischen Berechnung der eindimensionalen Integrale hervorgehen.
Eine entsprechende Wahl der Stiitzstellen und Gewichte wird unter anderem in [52]
vorgenommen. Die Verwendung der GauB-Jacobi-Quadraturformeln ermdoglicht es insbe-
sondere, den durch die Transformation auf das Standardquadrat auftretenden zusétz-
lichen Faktor 15t im zweiten Integral des letzten Terms iiber die GauB-Jacobi-Regel

2
zur Gewichtsfunktion wig(z) = (1 — z) einzubeziehen. Sind nun durch die Stiitzstellen



3.2 HOCHGENAUE QUADRATURFORMELN AUF DEM DREIECK 27

a;, 1 =0,...,p, sowie b;, 7 = 0,...,¢q, mit zugehorigen Gewichten w{, j = 0,...,Qq,
und w?, 7 =0,...,Q, Quadraturformeln gegeben, die jeweils die Integrale f_ll p(a)da

beziehungsweise f_ll(l — b)q(b)db fiir alle Polynome p,q € PM([—1,1]) exakt berechnen,
so erhélt man mit den Stiitzstellen

(Tij78j):\:[l_1(ai7bj)7 ll:Oa"‘?Qtlv j:07“'7Qb7

und den Gewichten

aufgrund der Beziehung

> wbilrys) = YR (@)Y () PR (3.3)
i=0,...,Qq i=0 =0
J=0,..., Qb

1 L1 —pyi+1
- / P*°(a) da - / <—b) P20 (p) db
. L2

die Exaktheit der Integration fiir die Basisfunktionen ®;,,, [ +m < M, und demnach fiir
alle Polynome in PM(T).

In Bezug auf den Typ der Quadraturformel stellt sich nun die Frage, inwiefern Randpunk-
te von T als Stiitzstellen beriicksichtigt werden sollen. Wahrend sich die minimale Stiitz-
stellenanzahl zu vorgegebenem Exaktheitsgrad ergibt, wenn keine Randpunkte gew&hlt
werden, kann es zur Vereinfachung des Setzens von Randbedingungen dennoch sinnvoll
sein, Randpunkte einzubeziehen. Es kann dann sowohl in a- als auch in b-Richtung je-
weils eine Formel vom Lobatto-Typ gewéahlt werden, d.h. beide Randpunkte des Intervalls
[—1, 1] sind in den Stiitzstellenmengen der eindimensionalen Quadraturformeln enthalten,
so dass im Standarddreieck T die Stiitzstellen fiir b = 1 durch die Transformation ¥~! zur
oberen Ecke zusammenfallen. Zur Vermeidung der Auswertung von Informationen an der
oberen Ecke von T, an der ¥ nicht definiert ist, ist jedoch insbesondere die Verwendung
einer Radau-Formel in b-Richtung sinnvoll, wie auch in [52] vorgeschlagen wird. Werden
die Stiitzstellen nur zum Zweck der Integration genutzt, ist diese Abwandlung allerdings
nicht notwendig. Im in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahren werden auf-
grund der resultierenden geringstmdoglichen Stiitzstellenanzahl nur innere Punkte von T
als Stiitzstellen gewéhlt. In a-Richtung werden die klassischen Gau-Punkte verwendet,
wéhrend in b-Richtung Jacobi(1, 0)-Punkte genutzt werden. Fiir den Exaktheitsgrad M
sind dann Stiitzstellenanzahlen @), in a-Richtung und @} in b-Richtung von

M
5 +1 M gerade

Qo= Q= { e, (3.4)
2

M ungerade

notwendig. In Abbildung 3.2 sind diese sich durch den verallgemeinerten Tensorprodukt-
Ansatz und die GauB-Jacobi-Quadratur ergebenden Stiitzstellen fiir die Exaktheitsgrade
M =0,...,3und M = 6,7 skizziert.

Die so konstruierten Quadraturformeln zur Integration iiber die Dreiecksfliche besitzen
den &dsthetischen Nachteil, dass sie nicht invariant unter den Symmetrien des Dreiecks
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Abb. 3.2: Stiitzstellenwahl fiir die Exaktheitsgrade M = 0,1
(blau), M = 2,3 (griin) und M = 6,7 (rot).

sind und sich an der oberen Ecke verdichten. Vom Standpunkt der Implementierung er-
gibt sich jedoch der Vorteil der moglichen Reduktion des Rechenaufwands durch Aus-
nutzung der Tensorproduktstruktur, wie nachfolgend erldutert werden soll. Zunéchst sei
noch bemerkt, dass Quadraturformeln auf dem Dreieck mit minimaler Stiitzstellenanzahl,
die beziiglich der Effizienz der numerischen Integration prinzipiell ebenso von Interesse
sind, zum einen nicht zu jedem Exaktheitsgrad bekannt sind und zum anderen negati-
ve Gewichte oder Stiitzstellen aulerhalb des Integrationsgebiets enthalten kénnen. Fiir
einen diesbeziiglichen Uberblick der derzeit bekannten Quadraturformeln auf verschiede-
nen Integrationsgebieten sei auf die elektronische Bibliothek [24] verwiesen. In aktuellen
Arbeiten zur numerischen Integration {iber Simplizes im Kontext von Finite-Elemente-
und Spektral-Elemente-Verfahren, siehe [90, 101], werden Quadraturformeln mit moglichst
geringer Stiitzstellenanzahl berechnet, die nur Stiitzstellen im Inneren des Gebiets und
nur positive Gewichte besitzen. Hierbei werden zum Teil nur symmetrische Formeln be-
trachtet. Fiir hohe Polynomgrade wird die mogliche Beschleunigung der Auswertung bei
Tensorprodukt-Quadraturformeln durch die etwas geringere Stiitzstellenanzahl der For-
meln, die keine derartige Struktur aufweisen, allerdings nicht aufgewogen.

Verringerung des Rechenaufwands durch Ausnutzung der Tensorproduktstruk-
tur Die Beschleunigung der Auswertung von Quadraturformeln mit Tensorprodukt-
struktur lasst sich nicht bei der Berechnung eines einzelnen Integrals erreichen. Vielmehr
muss bei den in dieser Arbeit betrachteten numerischen Verfahren haufig zwischen der
Représentation eines Polynoms auf T in den Koeffizienten und den Werten an den Stiitz-
stellen gewechselt werden, so dass hier eine effiziente Berechnung der jeweiligen Daten
gewiinscht ist. Sollen demnach fiir eine Funktion u : T — R die Koeffizienten

. (4, D) £2(1) 1
Uy, = = —(u,® 2
: ((lea q)lm)LQ (T) Yim ( lm)L ™
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) . N N+1)(N+2 .
numerisch berechnet werden, so sind zunéchst % Summationen der Form

Vi Ui, = Z wijU(Tz‘j7Sj)‘1>lm(7"ij,8j)

auszufiihren, so dass sich ein Aufwand von O(N?Q,Q,) ergibt. Schreibt man die obige
Summe um, wobei neben der Tensorprodukteigenschaft der Quadraturformel ebenso die
verallgemeinerte Tensorprodukteigenschaft der PKD-Basis ausgenutzt wird, so erhélt man

Qb Qa wb

1 ) 9
YimUWim = Z Zw?u(rij, Sj) ®; (a;) 7] D, (bj)’

j=0 Li=0

so dass sich eine effizientere Auswertung ergibt, wenn zunéchst (Qp + 1)(N + 1) Summa-
tionen der Form

Qa
1
S5, 1) = E wiu(rij, s;) O (@)
i=0

und anschlieflend w Summationen der Form

w=

Qp
2
Vit = S5, 1)L D (b))
=0

.o

ausgefiihrt werden, mit dem Gesamtaufwand O(NQ,Qp + N?Qy).
Im Verfahren selbst ist tatséchlich die Auswertung von Summen der Form

0 , 0
Z wij v(rij73j>5q)lm(rijasj) Sowle Z wij U(rij75j>$(blm(rijasj)
i‘=0,...,Qa z::O,...,Qa
jiO,...,Qb jiO,...,Qb

notwendig. Der obige Ansatz der gestaffelten Addition ldsst sich iibertragen, wenn die Ab-
leitungen der PKD-Polynome als Produkte eindimensionaler Polynome beziehungsweise
als Summe von Produkten eindimensionaler Polynome dargestellt werden kénnen. Eine
derartige Darstellung ist gegeben durch

p 0, [ =0,
= () = )
or T T R - (1) ), 10,

2

sowie
( %Pr}io(bj)’ [l = 0,
g(p ey — J 1d p0o 16\ 7 D2k 0
Os lm(ﬁ]a S]) - EEPZ (CLZ‘)(CLZ' + ].) . 3 Pm ’ (bj)
—|—P0’0(a-) ) {(11)].)1—1 (_1P2l+1’0(b‘) + 1_bjiP2z+1,0(b,))] [>0
l 7 2 24 m J 2 dsTm J ) .
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Bei der Auswertung einer polynomialen Darstellung von u an allen Stiitzstellen kann
analog zur Berechnung von Koeffizienten aus Werten an Stiitzstellen vorgegangen werden.
Eine entsprechende Umformung ergibt

N-I
U(’I"Z’j,Sj) = Z ulmq)lm TZ])‘SJ Z [ ulm cI)lm ] (I)l ( )
0

0<l+m<N =0 Lm=

so dass, wie im obigen Fall, durch vorherige Berechnung und Abspeicherung der inneren
Summen die Auswertung beschleunigt werden kann.

3.3 Sturm-Liouville-Gleichung und Approximationseigenschaf-
ten der Proriol-Koornwinder-Dubiner-Polynome

Im Kontext spektraler Verfahren liegt das Interesse an Sturm-Liouville-Problemen darin
begriindet, dass die Entwicklung einer glatten Funktion in Eigenfunktionen eines der-
artigen Problems bei Festlegung geeigneter Randbedingungen beziehungsweise im Fall
singuldrer Sturm-Liouville-Probleme sogenannte spektrale Genauigkeit aufweist. Dement-
sprechend sind spektrale Verfahren so konzipiert, dass sie eine Approximation an die
Entwicklung der Losung einer gegebenen Differentialgleichung in Eigenfunktionen eines
Sturm-Liouville-Operators liefern. Fiir die PKD-Polynome wurde unabhéngig voneinan-
der von Warburton [93] sowie von Wingate und Taylor [98] ein zugehdriges singuléres
Sturm-Liouville-Problem hergeleitet.

Die klassische Definition eines Sturm-Liouville-Problems ist gegeben durch eine Differen-
tialgleichung der Form

—(p(@)u'(2)) + q(@)u(z) = Aw(z)u(z), =€ (-11), (3.5)

mit geeigneten Randbedingungen fiir u. An die Koeffizientenfunktionen p, ¢, w : (—=1,1) —
R werden hierbei die Bedingungen gestellt, dass p stetig differenzierbar, strikt positiv und
an +1 stetig fortsetzbar ist, dass ¢ und w stetig und nicht negativ sind, und dass ¢
beschréinkt und w integrierbar ist. Das Sturm-Liouville-Problem wird als singuldr be-
zeichnet, wenn p an mindestens einem der Randpunkte verschwindet.

Die PKD-Polynome sind Losungen eines auf das Standarddreieck angepassten Sturm-
Liouville-Problems, wie nachfolgend gezeigt werden soll. In den Koordinaten des Refe-
renzdreiecks T ist die zugehorige Gleichung gegeben durch

L,s®P(r,s) +A®(r,s) =0, (r,s)eT, (3.6)

mit dem Differentialoperator

L., = ;r ((1 +7) {(1 — m% —(1 +s)§SD
n % ((1 ) {(1 _ s)% _a +r)§r}> (3.7)

Mit der Definition der von den Dreieckskoordinaten abhéngigen symmetrischen Matrix

B(ns):( ( 1— 72 —(1+r)(1+s))7

—(1+7)(1+s) 1—s?
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sowie dem Operator

o o\
Vr,s_ (57&)

erhdlt man zunéchst £, s = V, s - B(r, )V, . Analog zur strikten Positivitdt der Koef-
fizientenfunktion p in der klassischen Sturm-Liouville-Gleichung (3.5) ist die Matrix B
im Inneren des Referenzdreiecks T positiv definit, da sich B fiir » # —1 mit Hilfe des
symmetrischen Gauf-Algorithmus in die Diagonalmatrix

1—172 0
0 —2(7’—1—5)%

iiberfithren lasst, die positive Diagonaleintrage im Inneren von T besitzt.
Es gelten desweiteren die folgende Aussagen.

Satz 3.2 1. Die Figenwerte des Sturm-Liouville-Operators L, s sind gegeben durch
—Xim = —(+m)(l +m + 2) mit den PKD-Polynomen ®,,,(r,s) als zugehdorigen
Figenfunktionen.

2. Das Problem (3.6), (3.7) ist singuldr in dem Sinn, dass die Normalenvektoren
n;, = 1,2,3, des Standarddreiecks T die Gleichung

B(r,s)-n; =0, i=1,2,3,
erfillen.

3. Der Operator L, s ist selbstadjungiert, d.h. es gilt
(U, Lr,50) 2y = (Lr,s%,0) 27y u,v € H*(T). (3.8)

Beweis:

1. Wir zeigen zunéchst, dass die Polynome
= -1 0,0 1 —=b\! o0
Bp(a,b) = Dy 0 U (a, b) = P (a)(T> PALO(p)

die Gleichung

o [o LT G W1 =000, [ | -
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erfiillen. Fiir den zweiten Summanden in Gleichung (3.9) gilt

o) o 1= b0,
%[“_b) 2 Ob ]

= P"(a)- % [(1 - bQ)L% [(1—4)>1P3f“’0(b)n

L0
ob

Die Sturm-Liouville-Gleichung fiir die Jacobi-Polynome P2+1:0 hat die Form

9
ab

[(1 — )" (1 + b)%ij*l’o(b)} = —m(m+ 20+ 2)(1 = b)** ' PE0(),

siehe auch A.1. Andererseits ldsst sich die linke Seite der obigen Gleichung unter
Verwendung der Produktregel umformen zu

0 0 0 0
5 |- 0P T REem| = a0 e
—I(1—b)" 1+ b)%Pﬁj*LO(b) :
wodurch wir
0 1+2 0 20+1,0 I+1 d 20+1,0
(L= )21+ 5) - PAOB) | = U(1 = ) (L4 b) PA0()

= —m(m+ 20 +2)(1 — b)" T PAFLO(p)
folgern konnen. Einsetzen in (3.10) ergibt nun

0

0b

1—bod,
J— 2— m
1=

- (5
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Mit

v (5)

DN | =~

(1 +b) (17—19)”1] Y (%b)m 4

erhalt man schlieBlich

Mit der zu den Legendre-Polynomen gehorigen Sturm-Liouville-Gleichung schreibt
sich der erste Summand in (3.9) als

9 08, ] ~

Die Terme in [, m und b lassen sich dann zusammenfassen zu

d 5 0P, | 0
%[““” m]*%

Nach Multiplikation mit dem Vorfaktor
Gleichung (3.9).

——(Em)(l+m+ 2)®yy,.

1—b6<i>lm] 10

ﬁ ergibt sich dadurch die Giiltigkeit der

Im néchsten Schritt formen wir den in (3.9) gegebenen Differentialoperator in den
Variablen a und b zu dem in den Dreieckskoordinaten r und s gegebenen Operator
L, s um. Mit der durch a = 2% — 1, b = s gegebenen Transformation ¥ sowie

8élm 1 — S a@zm
oV = . ,
Qa 2 or
8<I>lm T — 147 ) (9<I>lm 1 8@lm

o) — J—
ob 1—s oOr 0s
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ergibt sich
L 2 9 oD, ) 1— b0,
iiJ UV = — {2 |(1-ad n — - — =" g
(Lasbun) o 1—b{8a[( a)ﬁa]+8b[( T }O
2
_ 2 1—52 1 21+r_1 1— 509,
1—s 2 Or 1—s 2 or
N _1+r2+2 (1—32)1_8 _1+7‘0<I>lm+8<1>lm
1—s0r Os 2 1—s Or 0s

- g [(—M +2(1 —i—r)) aq)lm}

or 1—s5 or
2(1+7r) 0 2 0 (1—5*)(1+7r) 0Py,
< (1— )2(97"—’_1—5%) [_ 2 or
(1—35%)(1—3s) 0%,
* 2 s }

()
+

(1+7r )a [(1+ )1+38§;m_<1+8)a§;m]

1
S () (Fuen e -]

Durch die Verwendung der Gleichungen

(1+)8 1 _@_ v nd 2 g 1—s _8_10_ w
7,(97" 147 v S or 147 b 1—5s0s 2 v C 0s 1-—3s

fiir die Funktionen

1+Sa(1)lm a(j[)lm

_ 2 _

v = (147r) s o (I+7)(1+s) 95
B 0Py, 0, 0Dy,

w = —(1+7r)1+s) r + (1 -5 B

und das Ausnutzen der Beziehung v/(1+r) = —w/(1 — s) ergibt sich daraus

<5a:bi’lm) v = 2 K—M +2(1+ r)) 6;{”1}

or 1—35
0 o1+ 80P, 0Py,
+§{(1+r) T —(14+7r)(1+s) B }
(9 a®lTn a(I)lWL
+ 95 [—(1+s)(1+r) o . }

Aus der Gleichung

K2 K_M 21+s) 8<I>lm}

5 T —|—2(1—|—7’)+(1+T)1_S o

1—7’—5—|—7’38<I>lm} 0 a‘sz}

0 2
1—s or E{O_T)c‘?r

= {(1 +7)

or
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erhalt man daher schlie3lich

(Ea,b(i)lm)o\lf = Er,sq)lm

und damit die Behauptung.

2. Man zerlege den Rand des Standarddreiecks in die Vereinigung der drei Kanten
OT = k1 U ko U K3 mit

k1 = {(r,—1)eR*| —1<r <1},
Ky = {(r,—r)eR*| —1<r<1},
Ky = {(=1,8) eR?| —1<s< 1}

Die zugehorigen Normalenvektoren sind n; = (0,—1)T, ny = \/ii(l,l)T sowie
n; = (—1,0)”. Die Vektoren n; liegen wegen s = —1 fiir i = 1, s = —r fiir § = 2
bzw. r = —1 fiir i = 3 jeweils offensichtlich im Kern der Matrix B(r, s).

3. Durch zweimalige Verwendung der Greenschen Integralformel und unter Ausnutzung
der Symmetrie von B = B(r, s) ergibt sich

/uﬁr7svdrd5 = /uV-BVvdrds:—/Vu-BVvdrds—i—/ uwBVv - -ndo
T T T

oT

= —/BTVU-Vvdrds—l—/ uBVv - -ndo
T

oT

= /V-BVuvdrds—/ BVu-nvdcr+/ uwBVv - -ndo.
T aT aT

Entfallen die Randterme auf der rechten Seite der obigen Gleichung, so ist die Be-
hauptung gezeigt. Dazu liefert die zweite Aussage des Lemmas

BVu-n; = Vu'Bn,; = 0,

und damit wie gewiinscht
/uﬁmv drds = /V -BVuvdrds = /Er,suvdrds.
T T T

g

Aus der Eigenschaft der PKD-Polynome, als Eigenfunktionen des selbstadjungierten Ope-
rators L, ; aufzutreten, mit den zugehérigen Eigenwerten —\;,,, = O((I+m)?), +m — oo,
lassen sich die folgenden asymptotischen Aussagen fiir PKD-Entwicklungen hinreichend
glatter Funktionen herleiten.

Satz 3.3 Seiu € H*(T), k € N. Fiir die abgeschnittene PKD-Entwicklung von u, gege-
ben durch

u,q)m 2
Prnu = Z Uiy P Uppy, = w,

I+m<N Tim
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mit Y, aus (3.2), gelten die Abschitzungen

Vi [tm] = O((L4+m)™*), 1+m — oo, (3.11)
|u—Pyull2ry = ON*), N — oo (3.12)

Fiir k > 1 gilt zusdtzlich die punktweise Abschdtzung
lu(r,s) — Pyu(r,s)] = O(NT#+2) (r,s) € T. (3.13)

Bemerkung 3.4 Im Sinne der den Sobolevschen Einbettungssitzen [16, S. 114] zu ent-
nehmenden Einbettung H*(T) C C°(T) ist in jeder Aquivalenzklasse im Sobolev-Raum
H?(T) eine stetige Funktion in C°(T) enthalten. Dementsprechend bezieht sich die punkt-
weise Eigenschaft (3.13) auf den entsprechenden stetigen Reprdsentanten von w.

Zum Beweis von (3.13) miissen zunichst die Werte der PKD-Polynome ®,(r,s) fiir
[,m — oo abgeschétzt werden. Wir bendtigen daher ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 3.5 Fir (r,s) € T\{(—1,1)} und fir alle l,m € N gilt die Abschitzung

| Qi (r, 8)| < (lis)wa (3.14)

An der oberen Ecke (r,s) = (—1,1) des Standarddreiecks besitzen die PKD-Polynome die
Werte

Op(~1,1) = 0, 1>0, (3.15)
Do(—1,1) = m+1. (3.16)

Beweis: Da die Legendre Polynome durch max |P?0(z)] = P?°(1) = 1 gleichméBig

beschriéinkt sind, siche auch (A.4), ergibt sich fiir einen beliebigen festen Punkt (r, s) € T
die obere Schranke

1 1-s\'
(sl = [0 (250 1) (157 P

1— l
< (TS) PRH0(s)|.

Mit der aus [86, S. 164] entnommenen Abschétzung

(3.17)

Nt

1—-s\2" 1
) RISt sel-L) a> -3,
2 2

erhélt man daher die Ungleichung (3.14). Desweiteren liefert (3.17) fiir (r,s) = (—1,1) die
in (3.15) angegebenen Werte, wihrend sich die Werte in (3.16) wegen PLO(1) = ("

m + 1 direkt aus der Definition von ®,, ergeben. 0
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Beweis von Satz 3.3:

1. Durch mehrmalige Anwendung der Gleichung (3.8) und mit 7, = || P[22 (1) ergibt
sich fiir [ +m # 0 die Gleichung

1 1
m'Am - 7(I>m - 7—£rsq)m - *Crs 7CI)m
Yim - W (u, @, )L2(T) (U S Wil l >L2(T) " (Lysu, @y )L2(']I‘)
1 k
= T (L35t Pin) o - (3.18)

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(k1 @) | < I8 il | Piml 22

erhalt man daher fiir jedes fest gewéhlte £ € N die Abschéitzung (3.11) mit

X 1 _
Vi || < YR HﬁﬁsuHB(T) =0 ((l+m)?"), Il+m—o0.
Im

2. Da der Raum der polynomialen Funktionen auf T dicht in L*(T) liegt, bilden die
PKD-Polynome ein vollstindiges Orthogonalsystem von L*(T), so dass die Parse-
valsche Gleichung

1 2
HUH%%T): Z _|(an)lm)L2(T)| ; (3.19)

I,meNg m

fiir alle v € L*(T) Giiltigkeit hat. Fiir den Abschneidefehler erhiilt man unter Ver-
wendung der Gleichung (3.18) daher

. 1 2
lu— Prullzy = Z Vi * Uy, = Z )@T)(ﬁﬁsu’@’m)ﬂ(m‘
l+m>N men m i

< o ekl
= )\%C+1 T,8 LZ(T)7

wobei die Notation Ayy; = (IV + 1)(N + 3) verwendet wurde und sich die letz-
te Ungleichung aus der erneuten Anwendung von (3.19) auf E’ﬁjsu ergibt. Aus der
Abschétzung

125l < Cillulliney

mit einer von u unabhiingigen Konstanten Cj, > 0 erhilt man
lu = PrulFaery < Cl(N + 1)(N + 3)] 7 |lul 32k r,

und daher (3.12) mit

||u — ,PNUHLQ(’IF) < OkN_%HuHH%(’]I‘) = O(N_Qk), N — 0.
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3. Zunichst soll fiir eine Funktion u € H*(T) die punktweise Konvergenz der PKD-

Reihe gegen u, d.h. die Giiltigkeit der Gleichung

> um®p(r,s),  V(r,s) €T, (3.20)
l,meNg
gezeigt werden. Mit |y, | < m HE%SUHLZ(T) fir [4+m # 0 sowie /Y, < l+m+2

gilt zunéchst fiir alle N € N die Abschéatzung

Z || < Z (l+m)_2(l+m+2)_lHﬁis“Hp(T)

0<l4+m<N 0<i+m<N

< |23 sull oy Y k.

keN

Zudem sind die Werte der PKD-Polynome auf jeder Teilmenge der Form (); =
{(r,s) € T | s <5} C T nach (3.14) durch

2
1-s

3/4
’(I)lm('ra 8)‘ < ( ) y \V/l,m € Ng, V(’f’, 8) € Qs

beschriankt. Somit ist die PKD-Reihe auf €23 normal konvergent. Dies bedeutet,
dass die Reihe reeller Zahlen ;. [|m @i (7, 5)[|a;, mit der Definition || f|[x =
sup,cas | f ()] fir eine reelle Funktion f auf einer Menge M, einen Grenzwert besitzt.
Nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium, siehe beispielsweise [51, S. 255],
folgt desweiteren aus der normalen Konvergenz die gleichméflige Konvergenz der
Reihe Zl,meNo U P auf Q5 und damit die Stetigkeit der Grenzfunktion auf €.
Aufgrund der Abschitzung (3.12) und der Stetigkeit von u muss die Summe der
Reihe auf T\{(—1,1)} daher mit u iibereinstimmen. Da die Abschétzung (3.14)
fir (r,s) = (—1,1) nicht anwendbar ist, muss die Giiltigkeit von (3.20) an dieser
Stelle gesondert iiberpriift werden. Hierzu konstruieren wir die stetige Funktion
w:[—1,1] — R mit

u(—1,1), b=1,
w(b) = { L[ u(r(a,b),b)da, b#1,

so dass fiir b # 1 der integrale Mittelwert von u entlang der Parallelen s = b zur
unteren Kante des Standarddreiecks T angenommen wird. Aufgrund der Konstruk-
tion sind die Koeffizienten w." der Entwicklung von w basierend auf den Jacobi-
Polynomen PLY gegeben durch

1 1
B0 = — [ (1= b)w(®) PLO(b) db = diom,
Yom J -1
und es gilt

2

/1(1—19 [ =) @’Pm)| =o0. (3.21)

1 meENy
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Wegen Z [tom| < HﬁisuHm(T) : Z m~® und der in (A.4) gegebenen oberen
0<m<N meN
Schranke |PL0(b)| < m +1 ist die Reihe Z tiom PL? normal konvergent und daher

meENy
auch stetig auf dem Intervall [—1,1], so dass die Summe der Reihe wegen (3.21)

durch die Funktion w gegeben sein muss. Insgesamt erhélt man daher

> @ (—1,1) = ) 10, Py (1) = w(1) = u(—1,1).

I,meNp meNp

Mit (3.20) und (3.18) ergibt sich nun

u(r,s) — Pyu(r,s) = Z U P (17, 8) /RN r,s, 7, §) Lk cu(F, 5) dids,

I+m>N

mit

~ ~ (I)lm(f7 §)q)lm(r7 S)
RN(T757T75) = Z (_)\ )k .
lmon N\ T AIm

Fiir s # 1 kann Ry abgeschétzt werden durch

- : 2 \¥* g
HRN(rv Svrvs)"%Q(T) = Z >\lm ’}/lmlq)2 )< (1 —S) Z (l+m> e

I+m>N l+m>N

9 3/2  roo 9 3/2 9
t+ D20 <
< () [ervreas () mi

wobei die in Lemma 3.5 gegebene Abschitzung (3.14) fiir die Werte der PKD-
Polynome verwendet wurde. Unter Verwendung von (3.15) und (3.16) erhalten wir
desweiteren

<12 o o (M +1)° % ak3 1
||RN(_1717T73)||L2(T) = Z[m(m—i—Z)] T< v t dt <

= N4k—4 ’
m

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt daher
u(r,s) = Pyu(r,s)] < ||Ry(r,s, 7, 8) |2y - [|1£5 su(F, 3)| L2y = O(N~2+2),

so dass auch die Abschétzung (3.13) gezeigt ist. O

Insbesondere zeigen die Abschétzungen aus Satz 3.3, dass die Koeffizienten 4y, der Ent-
wicklung einer beliebig glatten Ausgangsfunktion u € C*°(T) in eine PKD-Reihe schneller
als polynomial gegen Null konvergieren und dies auch fiir der Abschneidefehler u — Pyu
sowohl in der L?-Norm als auch im punktweisen Sinn gilt. Diese Eigenschaft wird mit
dem Begriff der exponentiellen oder spektralen Konvergenz bezeichnet und begriindet die
sehr guten Approximationseigenschaften spektraler Verfahren fiir partielle Differential-
gleichungen mit glatten Losungen.
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Dampfungseigenschaften des PKD-Operators £,; Der Operator L, ,, der sich
grundsétzlich als Dampfungsoperator verwenden lésst, fithrt zu keiner wesentlich stérke-
ren, aber zu einer moglicherweise deutlich schwécheren Energiedissipation im Vergleich
zur Verwendung des Laplace-Operators. Dies wird durch die nachfolgende Abschéitzung
der zugehorigen Normen ersichtlich.

Zunéachst sind aufgrund der positiven Definitheit der Matrix B(r, s) durch

1/2
(Vaw)LQB(']I') = (BV7W)L2(T)7 ||VHL%(']1‘) = (BV?V)L/2(']1*)a V,W € [LQ(T)]Za (322)

ein Skalarprodukt und eine Norm auf L*(T) definiert.
Lemma 3.6 FEs gilt
IVllzg ) < V201Vl 22y
fiir alle v € [L*(T)]. Desweiteren gilt fiir alle v € [PN(T)]? die Abschitzung
[Vllzzy < CNV] g ), (3.23)

mit einer geeigneten Konstanten C'.

Eine derartige Abschitzung ist auch fiir sich genommen interessant und nach Kenntnis der
Autorin bisher noch nicht nachgewiesen worden. Lemma 3.6 zeigt zudem, dass Losungen
u: T x R" — R der Differentialgleichung

0
gu(r, s,t) = €L, su(r,s,t)

mit u(-,t) € PN(T) die Energiedissipation

1d

€
2dt

||U||%2(1r) = _EHVUH%/%(T) < _5\/§||VU||%2(11‘)7 2

N2Vl s |

besitzen. Die rechte Intervallgrenze liefert hierbei die Mdéglichkeit einer deutlich geringe-
ren Energiedissipation fiir hohe Polynomgrade N im Vergleich zur Energiedissipation des
tiblichen Laplace-Operators unter Vernachléssigung von Randtermen |, o WVu-ndo.

Beweis von Lemma 3.6: Es gilt zunéchst
lulla e < (1) + (1= 23 + 21+ ) (1 4+ r)lurus).

Auf dem Standarddreieck T wird der Ausdruck (1 + r)(1 + s) offensichtlich maximal fiir
r = s = 0. Somit gilt mit

lallZz ) < (2= )i + (2 = s%)uj < 2|ulZ2)

die erste Abschétzung.

Die Grundidee des Nachweises der zweiten Abschitzung ist der Herleitung eines analogen
Resultats fiir die durch w(z) = 1 — 2* gewichtete Norm auf L?[—1,1] von Bernardi und
Maday in [4] entnommen. Es wird hierbei die Existenz von Quadraturformeln auf T vom
Exaktheitsgrad 2N 42 ausgenutzt, deren Stiitzstellenmenge Xy = {& |i=0,...,Q} zum
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einen einen Abstand > ﬁ vom Rand des Standarddreiecks besitzt, wobei C' eine geeig-
nete Konstante ist, und deren Gewichte w;, i = 0, ..., ), zum anderen alle positiv sind.
Aus der ersten geforderten Eigenschaft der Quadraturformeln werden wir im Folgenden
die Existenz einer Konstante Cy < C'N? herleiten, so dass

viv < CyvIB(€)v (3.24)

fiir alle v € R? und alle Stiitzstellen £ € Xy gilt. Da die Quadraturformeln nach Voraus-
setzung einen ausreichenden Exaktheitsgrad besitzen und die Gewichte positiv sind, ist
die Integration auch beziiglich der Gewichtsmatrix B exakt, und es gilt mit (3.24)

Q Q
HUH%Q(T) = Zwiu(éi)Tu(Ei) < CNZWiu(Ei)TB(Ei)u(fi)
i=0 i=0

Q
< CON? Zwiu(fi)TB(ﬁz‘)u(fz‘) = CN2H‘1Hi2B(1r)7
i=0

so dass die Abschitzung (3.23) gezeigt ist. Es bleibt also, Quadraturformeln auf T mit
den gewiinschten Eigenschaften zu konstruieren, und nachzuweisen, dass eine Konstante
Oy < ON? existiert, so dass die Matrix

(1-7r)Cy -1 —Cnx(+7)(1+s) )

(3.25)

CyB(r,s) -1 = ( —COn(1+7)1+s) (1-5)Cy—1

fir alle & = (r,s) € Xy positiv definit ist, so dass (3.24) Giiltigkeit hat. Hierzu soll
zunéchst die positive Definitheit der obigen Matrizen unter Voraussetzung der Existenz
entsprechender Quadraturformeln gezeigt werden und abschliefend die Konstruktion der
Quadraturformeln selbst vorgenommen werden.

DEFINITHEIT DER MATRIZEN (3.25):
Durch Anwendung des symmetrischen Gau-Algorithmus ergibt sich aus (3.25) die Matrix

(1 - Tz)CN —1 0
0 —2C% (r+s)(147)(14+s)—Cn (2—r2—s?)+1 )
(1—7‘2)01\7—1

so dass fiir jede Konstante Cy mit

Cy> m ! i (3.26)
ax .
N = sexy | 1—12" =2(r+s)(1+7)(1+s

die Matrix (3.25) fir alle (r,s) € Xy positiv definit ist. Zur Herleitung einer oberen
Schranke fiir C'y betrachten wir zunéchst den zweiten der zu maximierenden Terme, der
sich aufspalten lédsst in

2 —7r2_— g2 1—r 1—s

—2r+8)(1+7r)(1+5) —2(r+s)(1+5s) * —2(r+s)(1+7r)

Getrenntes Differenzieren der beiden auf dem gesamten Dreiecksinneren definierten Sum-
manden zeigt, dass diese dort keine Extremwerte annehmen. Insbesondere gilt

0 1—r 0 1—s 1 )
or <—2(7“+5)(1+3)) T s (—2(r+3)(1+r)> T 2(r+s)? >0 fiir (r,5) € T\JT.
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Es geniigt daher, diejenigen Stiitzstellen in Xy mit dem geringsten Abstand € zu 0T zu
betrachten. Ohne Einschrankung kénnen wir € < % annehmen. Fiir die Stiitzstellen nahe
der linken Dreieckskante, mit r = —1 4+¢€,—1 +€ < 5 < 1 — 2¢, gilt dann

1—r 2 _ 11
—2(r+s)(1+s5) 2(1—e—s)(1+s) = 2(l—¢€) ~ ¢

sowie

—2(r+s)(1+r) - 2(1 —e—s)e = 2¢(1 —¢) =

1—s 1-s5 1 1
c

Diese obere Schranke erhélt man ebenso fiir die Stiitzstellen (r, s) nahe der unteren Drei-
eckskante mit s = —14¢€, —14€ < r < 1—2¢, sowie fiir diejenigen mit —r—s =¢, —1+¢€ <
r < 1—2e¢, wie sich leicht analog zur obigen Abschétzung nachrechnen lédsst. Mit der Wahl
von Cy = 2 ist daher wegen 5 < 5(21—_6) < 1 die Bedingung (3.26) erfiillt, und aufgrund
der Stiitzstellenkonstruktion gibt es eine Konstante C' mit € > =25, so dass Cy < CN?

CN?»
gilt.

KONSTRUKTION DER QUADRATURFORMELNZ
Quadraturformeln auf dem Standarddreieck, die die genannten Bedingungen erfiillen,
erhélt man beispielsweise, indem man T zun&chst durch Verbinden der Eckpunkte mit

dem Schnittpunkt P = (—ﬁ, —ﬁ der Winkelhalbierenden in drei Teildreiecke

T, 1 = 1,2,3, zerlegt, siche Abbildung 3.3. Der Abstand einer in einem Teildreieck 7; lie-
genden Stiitzstelle zum Rand OT ist dann gegeben durch ihren Abstand zur gemeinsamen
Kante von 7; und T. Auf jedes der drei Teildreiecke ldsst sich durch affine Transformationen
wiederum das Standarddreieck einschliefSlich dort definierter Quadraturformeln abbilden,
so dass die obere Ecke (—1,1) € T auf den gemeinsamen Eckpunkt P abgebildet wird.
Es gilt also, eine Quadraturformel auf T vom Exaktheitsgrad 2N + 2 und mit positiven
Gewichten zu konstruieren, deren Stiitzstellen alle einen Abstand > CN~2 von der unte-
ren Kante s = —1 von T besitzen, fiir eine Konstante C' > 0. Es bietet sich an, hierbei
sowohl das zusammenfallende Koordinatensystem mit der Transformation (3.1) und ein-
dimensionale Quadraturformeln, als auch die folgende aus [86, Th. 6.21.2] entnommene
Abschéatzung fiir die Nullstellen der Legendre-Polynome zu nutzen, da sich so die Vertei-
lung der Stiitzstellen der Gauss-Quadratur auf dem Intervall [—1, 1] auf den vorliegenden
Fall {ibertragen lésst.

Seien die Nullstellen von Pj%’o(x) in absteigender Reihenfolge durch 1 > 2y > 29 > -+ >

xy > —1 gegeben und sei x, = cos(6,), v=1,..., N, mit 0 < 0 < by <--- <Oy <,
so gilt
2v—1 2v
<0, <  v=1,... N 3.27
ON+ 1 =7 =ony1 7 (3:27)

Bei der Wahl der eindimensionalen Gauf-Quadratur in (3.3), sowohl in a- als auch in
b-Richtung, lésst sich der durch die Transformation auf das Standardquadrat hinzukom-
mende Faktor %b nicht in die Quadraturformel einbeziehen, sondern es ist anstelle dessen
in b-Richtung die Exaktheit der Quadratur fiir alle Polynome in P?Y*3(—1,1) erforder-
lich. Dieser Exaktheitsgrad ist aber erfiillt, wenn sowohl in a- als auch in b-Richtung die
Nullstellen von P](\],’?FQ(x) als Stiitzstellen gewdhlt werden. Fiir den Abstand der kleinsten
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Abb. 3.3: Zerlegung des Stan-

darddreiecks. Abb. 3.4: Stiitzstellen mit Exaktheitsgrad
2N + 2 auf T fiir N = 0 (blau) und N =1
(rot).

Stiitzstelle x 1o vom linken Intervallrand gilt bei dieser Wahl

~1 1/ = \ o A
]—1—cos(8N+2)\21—|—cos<2N+57r—|—7r) 25(2]\7—1—5) +O(N*) >CN>,

Da die Gewichte der Gau-Quadratur desweiteren alle positiv sind, ist somit eine Quadra-
turformel auf T mit den gewiinschten Eigenschaften erzeugt, die entsprechenden Stiitz-
stellen sind in Abbildung 3.4 dargestellt. U
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4 Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren auf Dreiecks-
gittern

Diskontinuierliche Galerkin(DG)-Verfahren zur numerischen Losung hyperbolischer Er-
haltungsgleichungen basieren zum einen auf einer Zerlegung des rdaumlichen Rechenge-
biets in kleinere Teilgebiete, die als Zellen oder Elemente bezeichnet werden und sich
leicht auf ein Standardgebiet (wie zum Beispiel ein Rechteck oder Dreieck im zweidimen-
sionalen Fall) transformieren lassen. Der zweite Grundstein dieser Verfahrensklasse ist die
Darstellung der Naherungslosung zu gegebenem Zeitpunkt ¢ als stiickweise polynomiale
Funktion im Raum, die nur an den Zellgrenzen Unstetigkeitsstellen besitzen darf. Das
Herzstiick des DG-Verfahrens ist dann der Entwurf einer variationellen Formulierung der
Erhaltungsgleichung zur Diskretisierung der raumlichen Ableitungen. Aus dieser Formu-
lierung ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung, die die zeitliche Entwicklung
der rdumlichen Freiheitsgrade der polynomialen Nidherungslosung beschreibt. Diese Glei-
chung wird als semidiskrete Gleichung bezeichnet und im néchsten Diskretisierungsschritt
mit Hilfe eines geeignet zu wéhlenden Verfahrens zur Losung gewohnlicher Differential-
gleichungen behandelt, welches in diesem Kontext als Zeitintegrationsverfahren bezeich-
net wird. Dem in dieser Arbeit konstruierten diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren zur
numerischen Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen liegen hauptséchlich die von
Cockburn und Shu in einer Reihe von Veroffentlichungen [20, 19, 18, 17, 22, 23] ent-
wickelten diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren mit Zeitdiskretisierung durch explizite
TVD-stabile Runge-Kutta-Verfahren zugrunde, die zusitzlich die Ubertragung numeri-
scher Flussfunktionen aus dem Kontext der Finite-Volumen-Verfahren beinhalten. Der
zweite Ausgangspunkt ist die Verwendung orthogonaler Polynombasen und hochgenauer
Quadraturformeln auf dem Dreieck nach Karniadakis und Sherwin [52], wie in Kapitel
3 beschrieben. Im Folgenden soll zunédchst die durch diese Ansétze gegebene rdumliche
und anschliefend die zeitliche Diskretisierung einer gegebenen hyperbolischen Erhaltungs-
gleichung erlautert werden. Abschlielend werden wir auf die Stabilitidts- und Konvergen-
zeigenschaften des so konstruierten Basisverfahrens eingehen, welche zusétzlich anhand
erster Testrechnungen veranschaulicht werden.

4.1 R&umliche Diskretisierung

Wir betrachten im Folgenden eine zweidimensionale hyperbolische Erhaltungsgleichung
der Form

0 0 0 B .
a LI(X, t) -+ a—xlfl(U(X, t)) -+ 8—x2f2(U(X, t)) = O, (X, t) cOQ xR , (41)

fiir eine vektorwertige Funktion u: Q x RT — S C R™. Zu (4.1) seien zudem Anfangsbe-
dingungen u(x, 0) = uy(x), sowie geeignete Randbedingungen gegeben.

Triangulierungen Da Zerlegungen des rdumlichen Rechengebiets {2 in Dreieckselemen-
te eine besonders hohe Flexibilitdt bei der Diskretisierung komplexer Strukturen auf-
weisen, werden in dieser Arbeit ausschliellich Dreiecksgitter betrachtet. Im Folgenden
beschrénken wir uns zudem auf polygonal berandete Gebiete 2 und konforme Triangulie-
rungen.
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Definition 4.1 Eine Triangulierung T" von Q ist eine endliche Menge von Dreiecken
7 CQ, i=1,...,#T", fir die gilt:

e 0= Uieq1,..., 47 Tis

e jedes Dreieck 7; € T" ist abgeschlossen und hat ein nichtleeres Inneres,

e die Dreiecke sind nicht iiberlappend, d.h. fir 7;,7; € T" mit i # j gilt 7iN 7O'j = ().
FEine Triangulierung T" heifit konform, wenn zusdtzlich gilt:

e jede Kante eines Dreiecks T; € T" ist entweder Teilmenge von 0 oder Kante genau
eines anderen Dreiecks 7; € T", j # i.

Sei nun 7" eine konforme Triangulierung von . Als zu 7" gehoriger Ansatzraum, in
dem die “Momentaufnahme” der numerischen Approximation zu einem Zeitpunkt ¢ € R
enthalten sein soll, wird der Raum

VN = Lo e L) | v, € PN () V1 eT"}
der stiickweise polynomialen Funktionen vom Grad < N gewéhlt.

Bemerkung 4.2 Unter Ausnutzung geeigneter Strategien zur p-Adaption ist es auch
maoglich, auf verschiedenen Dreieckselementen unterschiedliche Polynomgrade zuzulassen.
In dieser Arbeit gehen wir jedoch von einem ftiber das gesamte Rechengebiet konstant
gewdhlten Polynomgrad aus.

Zur Herleitung der semidiskreten Gleichung wird die Gleichung (4.1) zunéchst mit Test-
funktionen v € (Vh’N )m multipliziert und anschliefend iiber das rdumliche Gebiet €2
integriert. Unter Verwendung der Greenschen Integralformel ergibt sich daraus

% uvdx+ Y </ (£,(w) ny + Fa(u) no) - v do

) ) -
—/f1<u) -a_;+f2(u) .a_de) — 0, Wve (V"M (4.2)

Verwendung numerischer Flussfunktionen Fordert man nun die Giiltigkeit der
Gleichung (4.2) von einer stiickweise polynomialen Funktion u, y : © x Rt — R™ mit
w, () € (VM) fiir alle t € RY, die sich im obigen Ansatzraum bewegt und die
Losung u in (4.2) ersetzen soll, so ergibt sich zunéchst die Schwierigkeit, dass iiber die Ele-
mentgrenzen hinweg Unstetigkeiten zugelassen werden und die entsprechenden Fliisse im
zweiten Integral nicht eindeutig definiert sind. Aus diesem Grund wird das Konzept einer
numerischen Flussfunktion aus dem Kontext von Finite-Volumen-Verfahren iibernommen.
Dieser Funktion kommt die Aufgabe zu, durch exakte oder approximative Losung des zu-
gehorigen Riemann-Problems, aus den links- und rechtsseitigen Grenzwerten von uy, y
an der Zellkante einen eindeutig definierten Fluss zu bestimmen, welcher den Ausdruck
f)(u)n; + f2(u)ns in den Integralen iiber Zellgrenzen ersetzt.

Definition 4.3 Es sei By = {n | ||n||z = 1}. Fine numerische Flussfunktion fir die
Gleichung (4.1) ist eine Funktion H : S x S x By — S, die folgenden Eigenschaften
erfillt:
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e H(u ,u",n) ist Lipschitz-stetig beziiglich der ersten beiden Argumente, u~ € S und
ut €S,

e H st konsistent mit den Flussvektoren f; und f5, d.h. fir alleu € S und n € B,
gilt H(u,u,n) = f;(u)ng + fo(u)ns,

e H ist konservativ, d.h. fiir alle u=,u" € S und alle n € By gilt die Gleichung
H(u ,u*,n) = —H(u",u , —n).

Um bestimmte Aussagen zu Stabilitdt und Konvergenzordnung der DG-Methode treffen
zu konnen, werden meistens zusétzliche Eigenschaften der numerischen Flussfunktion ge-
fordert. Im Fall skalarer Erhaltungsgleichungen kommt den folgenden Klassen numerischer
Flussfunktionen besondere Bedeutung zu.

Definition 4.4 Sei H eine numerische Flussfunktion fiir eine skalare Erhaltungsglei-
chung.

1. H wird als E-Fluss bezeichnet, falls gilt

(H(u",u*,n) = f(u) -n) (ut —u7) <0, Vue min{u,u"}, max{u",u"}].

2. H heifft monoton, wenn H( -, ut,n) monoton steigend ist.

3. FEine monotone numerische Flussfunktion H heiffit Upwind-Fluss, falls zusdtzlich die
Bedingungen

(™t n) = f(u™)-n, fallsf'(u) -n>0 fir alle u zwischen u~ und u™
wouLm = f(u™) -n, falls f'(u)-n <0 fir alle u zwischen v~ und u™,

erfillt sind.

In den Testrechnungen fiir skalare Erhaltungsgleichungen mit f = (f, fo)7 wird der
Godunov-Fluss

min +f(u) ‘n falls u™ <ut,
- ¥ o u~ <ulu
H(u U 7n> - max f(u) -n  sonst.
ut<u<u—

verwendet, der die exakte Losung des Riemann-Problems liefert. Offensichtlich ist der
Godunov-Fluss nach obiger Definition ein Upwind-Fluss. Im Fall der linearen Advekti-
onsgleichung (2.20) erhélt man bei dieser Wahl den numerischen Fluss

_ 4+ v _Juwamn falsa-n>0,
H(u",u”, n) _{ uta-n sonst.
Fiir die Euler-Gleichungen wird zunéchst die Rotationsinvarianz (2.27) beziiglich der
Drehmatrix Q(n) ausgenutzt, so dass der Fluss fi(u)n; + fo(u)ng tiber Zellgrenzen durch
den Term

H(u ,u",n) = Q(n) 'H;p(Q(n)u", Q(n)u')



48 4 DISKONTINUIERLICHE (GALERKIN-VERFAHREN AUF DREIECKSGITTERN

ersetzt wird, wobei H;p eine numerische Flussfunktion fiir die Euler-Gleichungen in ei-
ner Raumdimension ist. In dieser Arbeit wurde zur Definition von H;p das Flussvektor-
Splitting-Verfahren nach van Leer [61] verwendet, welches im Anhang A.2 beschrieben ist.

Mit dem Ziel der Aufnahme der numerischen Flussfunktion in die Formulierung (4.2)
betrachten wir die Gleichung auf einer Zelle 7; € 7". Zur Bezeichnung der linksseitigen
Grenzwerte der Naherungslosung uy, y an der Zellgrenze wird fiir deren Spur die Kurzno-
tation uﬁh ~ = U n|or verwendet und der Rand des Dreiecks 7; in die Kanten I';; mit Nor-
malenvektoren n,; zerlegt, Or; = U3_,T';;. Gibt es ein Dreieck 7, € 7" mit T';; = 97, N7y,
so sind die rechtsseitigen Grenzwerte uﬁf;N : Ty x RT — S an der Zellkante I';; durch
uy v (x,t) = uf y(x,t) gegeben.

Mit Hilfe der numerischen Flussfunktion lassen sich auch bestimmte Randbedingungen in
die variationelle Formulierung aufnehmen. In dem Fall, dass in Bezug auf die charakteri-
stischen Richtungen einstromende Werte vorliegen, definiert man uzj N(x, 1) = g(x,1), mit
der durch die Randbedingungen vorgegebenen Funktion g. An diesen Réndern werden
daher anstelle des Erzwingens von Dirichlet-Randbedingungen Riemann-Probleme gelost.
Im Fall des Ausstromens wird uzj N = uj, y gesetzt, so dass aufgrund der Konsistenz der
numerischen Flussfunktion an diesen Réndern der linksseitge Fluss f (u}l y) verwendet
wird. Liegt bei einem Testfall der Euler-Gleichungen eine feste Wand vor, so wird nicht
die numerische Flussfunktion, sondern der in (2.29) definierte Fluss fy verwendet. Fiir
diese Situation definieren wir die Menge

W(i) ={j € {1,2,3} | I;; unterliegt der Randbedingung fiir eine feste Wand} .

Zusammengefasst erhalten wir die lokale Diskretisierung

d v - i ] ~
R R
JEW (4)
+ Z/ fW(uZ,Nal’lz‘j)'VdU
jew () Y i
ov oV
- )t "5 tF o dx = 0 13
/Ti 1(upn) 3m1+ >(up,N) D X , (4.3)

fiir alle Dreiecke 7; € 7" und alle vektorwertigen Testfunktionen v € (PV (T,))m

Verwendung der orthogonalen Polynombasis Da u y(-,t) polynomial auf jeder
Zelle 7; ist, kann (4.3) als System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die zeitabhéngi-
gen Koeffizienten von uy, x beziiglich einer geeigneten Basis von P (1;) aufgefasst werden.
Hierzu sei A; : 77 — T, x — A;x + b;, mit A; € R?*2 und b; € R?, eine orientierungs-
erhaltende affine Transformation, die das spezifische Dreieck 7; in das Referenzelement T
abbildet. Ausgehend von der in Kapitel 3 beschriebenen Basis der Proriol-Koornwinder-
Dubiner(PKD)-Polynome erhélt man mit Hilfe der Transformation A; dann eine Basis des
Vektorraums PY(7;), die aus den Polynomen ®;,,, o A;, fiir [,m € Ny mit 0 <[ +m < N,
besteht. Dadurch lasst sich uy, x|, darstellen als

Wy (X, 8) = Y 0, (1) - P 0 Ay(x)

I+m<N



4.1 RAUMLICHE DISKRETISIERUNG 49

mit zeitabhiingigen, vektorwertigen Koeffizienten i . Fiir diese liefert die Orthogona-
litdtseigenschaft der PKD-Polynome die Berechnungsvorschrift

» 2
) = [ wlt) B0 A dx (4.4)
fylm|7—’l| Ti
mit v, = ||<I>lm||%2(T) = m und der Determinante ﬁ der Jacobi-Matrix A; von

A;.

Mit dem Einsatz der orthogonalen Basis als Testfunktionen erhédlt man daher direkt die
Darstellung der Gleichung (4.3) in den Koeffizienten der PKD-Entwicklung. Es ergibt sich
das System gewdchnlicher Differentialgleichungen

d . 2 3 / L
_ﬁzm = T H(u; 7ul] y g ) - (I)lmoAi do
dt 1 7lm|7—i| ]Zl r ( h,Ns> “h,N J) ( )
FEW (@)
2 ,
- Z / fw(u;L?N, Ilz‘j) . ((I)lm o Az) do
’ylm|7—l| EW( ) Fl‘j
1
+’v_ FlupyoA7Y) ATV, @, drds, 0<I1+m <N, (4.5)
lm JT

wobei die Transfomation V, = ATV, ; der riumlichen Ableitungen in das Standarddrei-
eck sowie die Notation F = (f}, f)7 verwendet wurde.

Verwendung von Quadraturformeln Zur endgiiltigen Definition der raumlichen Dis-
kretisierung wird eine letzte Modifikation der variationellen Formulierung vorgenommen.
Diese ergibt sich aus der Feststellung, dass die im zweiten und dritten Term von (4.3)
auftretenden Integrale im Fall von nichtlinearen Funktionen fi,f; und H zumeist nicht
exakt berechnet werden konnen. Diese Integrale werden daher durch Quadraturformeln
mit geeignetem FExaktheitsgrad approximiert. Dazu werden an den Zellkanten Gauf3-
Quadraturformeln verwendet, wihrend fiir das Volumenintegral durch die im vorange-
gangenden Kapitel beschriebene singulére Transformation des Standarddreiecks T in das
Quadrat [—1, 1]* hochgenaue Quadraturformeln auf dem Standarddreieck konstruiert wer-
den.

Mit &, € [-1,1], v = 1,...,ng, seien Gaufische Integrationspunkte bezeichnet, die zu-
gehorigen Gewichte mit w,. Die Integrationspunkte auf T seien (r,,s,) € T, p=1,...,ny,
mit den zugehorigen Gewichten @,,. Desweiteren sei x;; : [—1,1] — T';; eine affine Trans-
formation der Gauf-Punkte von [—1, 1] nach I';;. Um einen Abschneidefehler der Ordnung
N +1 gewiihrleisten zu konnen, siehe hierzu [17], ist fiir die Integration iiber die Dreiecks-
fliche ein Exaktheitsgrad von 2N erforderlich, wiahrend auf jeder Zellkante des Randes
0t; ein Exaktheitsgrad von 2N + 1 verlangt wird.
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Die semidiskrete Gleichung fiir die Koeffizienten 0}, ist dann gegeben durch

d_; y
e w Z er{wu (1t (5 (6), ), 0 e (63560, 1))
J%W
i (Ml (6)) |

TG wufw (W) v (x55(60), 1), 15) - P (Ai(x55(60))

jewe) - v=l

1
%m|Tz‘|

1 .
—i—l— Z Op Fupn o A1, 8,) - AV, s @ (T4, 5,), (4.6)

fir 0 <l4+m < Nundi=1,...,#7" mit den Stiitzstellenanzahlen ng = N + 1 und
nr = (N + 1)?, vergleiche (3.4).

Durch die vorangegangenen Schritte erhalten wir somit ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen

d

dtU( ) =Ly n(U(),1), (4.7)

bei dem die Funktion U den gesamten Satz aller Koeffizienten auf den Dreiecken der Tri-
angulierung beinhaltet, wiahrend der Operator £, y die Diskretisierung der rédumlichen
Ableitungen darstellt, in Form der rechten Seiten von (4.6). Die Losung dieses Systems
mittels eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens ist Gegenstand des néchsten Abschnit-
tes. Beztiglich der Implementation der Gleichung (4.6) sei noch angemerkt, dass die Werte
P (A(x45(€,)) und die Gradienten V, (@, (1, s,,) der Basisfunktionen an den Stiitzstel-
len im Referenzdreieck, auf die im Laufe der zeitlichen Evolution mehrfach zuriickgegriffen
werden muss, vor dem Verfahrensablauf berechnet und abgespeichert werden. Zur einmali-
gen Berechnung der Werte und Ableitungen der entsprechenden Jacobi-Polynome werden
die in Anhang A.1 angegebenen Rekursionsformeln verwendet.

4.2 Zeitliche Diskretisierung

Wie iiblich, werden Zeitpunkte, an denen eine Approximation der Losung des Systems
(4.7) berechnet wird, mit ", n = 0, 1,. .., die zugehérigen Zeitschritte mit At" = ¢+ —¢m,
die berechneten numerischen Losungen mit U”, und die zugehorigen Werte des diskreten
raumlichen Operators mit L™ = £ 5(U", ") bezeichnet.

Im Allgemeinen ist die Wahl eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens unter anderem
von der gewiinschten Genauigkeit der Approximation, der vorhandenen Speicherkapazitét
und der Rechengeschwindigkeit abhéngig. Wahrend Mehrschrittverfahren pro Zeitschritt
nur eine Auswertung von L y bendtigen, miissen die Losungen zu vorherigen Zeitpunk-
ten gespeichert werden. Mit Einschrittverfahren lasst sich an dieser Stelle Speicherplatz
einsparen, allerdings sind in diesem Fall fiir Verfahren hoherer Ordnung mehr als ei-
ne Auswertung von L y pro Zeitschritt notwendig. In dieser Arbeit wurden zugunsten
des geringeren Speicherplatzverbrauchs verschiedene explizite Runge-Kutta-Verfahren der
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Form
U = u,
k—1
Uk — Z (aij(j) + By ALy (UD 7 4 LA), k=1,...,s, (4.8)
§=0
Un—l—l U(s)

genutzt. Fiir eine derartige Kombination der DG-Raumdiskretisierung mit einem Runge-
Kutta-Verfahren zur Zeitintegration verwenden wir die von Cockburn und Shu eingefiihrte
Bezeichnung RKDG-Verfahren. Implementiert wurden im Kontext dieser Arbeit neben
dem expliziten Euler-Verfahren

U™l = U+ AL

die bereits von Shu und Osher [84] betrachteten TVD-stabilen Runge-Kutta-Verfahren
zweiter Ordnung,

Ul = U™+ ALY,
1
Uttt = 5 (U™ + UW + ALy, n (UD 1" + AY)) (4.9)
und dritter Ordnung,
Ul = U™+ ALY,

1
U =~ (3U"+ UY + ALy (UY 7+ A7)
1 1
Ut — 5 (U" +2U@ 4 2At" L), v <U<2>, t" 4 §At”)) : (4.10)

Als TVD-Stabilitét wird hierbei die Eigenschaft des Zeitintegrationsverfahrens bezeichnet,
die Stabilitdt des expliziten Euler-Verfahrens, die beziiglich einer gegebenen Halbnorm
(beispielsweise die der Totalvariation oder der Totalvariation der Zellmittelwerte) unter
geeigneter Schrittweitenrestriktion vorausgesetzt wird, zu erhalten, gegebenenfalls unter
einer schérferen Zeitschrittrestriktion. Dementsprechend wurden derartige Verfahren von
Gottlieb, Shu und Tadmor in [40] zu SSP(“strong stability preserving”)-Methoden um-
benannt. Die genannte Stabilitdtseigenschaft ergibt sich fiir nichtnegative Koeffizienten
Qj, P mit ag; # 0 fiir Gy, # 0 in (4.8) aus der Eigenschaft, dass sich die Zwischenwerte
U® wegen Z?;& ay; = 1 als Konvexkombination

k—1
j ﬂk n j n n
Uk = Zakj (U(J) + a—;m L, n(UW 7 4~y AL

von Euler-Schritten schreiben lassen. Gilt nun fiir eine beliebige Halbnorm | - | und einen
Zeitschritt At des expliziten Euler-Verfahrens

U+ ALY < U7,

so gilt fiir alle At" < miny %At% die Stabilitdt U™ < |U"| des Runge-Kutta-
Verfahrens (4.8) beziiglich derselben Halbnorm.
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Kann eine derartige Stabilitéitseigenschaft schon fiir das explizite Euler-Verfahren nicht
garantiert werden, so ist die Beschrankung auf TVD-stabile Methoden nicht unbedingt
notwendig. Als ein Runge-Kutta-Verfahren mit geringem Speicherbedarf wurde daher
wie in [45] desweiteren die von Carpenter und Kennedy [13] entwickelte Methode vierter
Ordnung,

U =ur,
U® = q,UED 4 AL, y(UED gm 4o Agm)
Un+1 _ U(5)

mit den Koeffizienten

ay =0, by = gt ~0.15, ¢ =0,

(y = — DSTOSOTTS oy () 49, — SIGISBOTIIIT 38 ) — MEOTHATT () 15
1y =~ & 119, by = EUSNS ~0s2 o = EIMAE ~ (.57,
a5 = — 2RI ~ 151,  bs = ZZBEBE ~ 015, 5 = 20asaliS8 ~ ().96,

2924317926251

implementiert.

4.3 Stabilitit und Konvergenz des DG-Verfahrens

In diesem Unterkapitel soll zum einen die Frage nach notwendigen Zeitschrittbedingungen
fiir die in Abschnitt 4.2 aufgefiihrten expliziten Zeitintegrationsverfahren zur vollsténdigen
Diskretisierung der semidiskreten Formulierung (4.6) beantwortet werden. Zunéchst ge-
hen wir auf die Stabilitdtseigenschaften der semidiskreten DG-Formulierung im Fall einer
skalaren Erhaltungsgleichung ein. Mit Hilfe einer von Neumannschen Stabilitdtsanalyse
in Matrixform [46] fiir skalare lineare Erhaltungsgleichungen in zwei Raumdimensionen
mit periodischen Randbedingungen wird die lineare L2-Stabilitit der vollstindigen Dis-
kretisierung untersucht. Aus den resultierenden Zeitschrittrestriktionen im linearen Fall
wird anschlieend die Wahl des Zeitschritts im Fall nichtlinearer hyperbolischer Systeme
von Erhaltungsgleichungen motiviert.

Zum anderen wird anhand von Testrechnungen mit der linearen Advektionsgleichung
(2.20) die experimentelle Konvergenzordnung des DG-Verfahrens fiir lineare Erhaltungs-
gleichungen untersucht und den bekannten theoretischen Konvergenzresultaten gegeniiber-
gestellt. Anhand der Anwendung des DG-Verfahrens auf die nichtlinearen Testgleichungen
(2.21) und (2.23) veranschaulichen wir zudem die Problematik der nicht hinreichenden
numerischen Dampfung des expliziten RKDG-Verfahrens in seiner bisher beschriebenen
Form im Fall nichtlinearer hyperbolischer Erhaltungsgleichungen mit unstetiger Lésung.

4.3.1 Lineare und nichtlineare L2-Stabilitiit
Nichtlineare L?-Stabilitéit Fiir die semidiskrete DG-Formulierung (4.3) einer skalaren
Erhaltungsgleichung

%u(x, t)+ V- Flux,t) =0, F=(f,...,f )",
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auf beliebigen Gittern, insbesondere auf Triangulierungen, gilt unter Voraussetzung peri-
odischer Randbedingungen sowie der Verwendung eines E-Flusses die von Jiang und Shu
in [48] bewiesene Zellentropie-Ungleichung. Auf Dreiecksgittern hat diese Ungleichung die
Form

d 3 .
E/ p v (%, 1) dX+Z/ Gij (ufy (%, 1), 0 (%, 1), ) do <0, i=1,... #T"
4 — JTy;

Hierbei ist ¢;; eine numerische Flussfunktion, die konsistent zum Entropiefluss iiber die
Kante I';; ist, d.h. zu g(u)-n;;, mit q(u) definiert durch q(u) = ([ wfi(w)du, [* ufg(u)du)T.
Im Fall einer eindimensionalen konvexen skalaren Erhaltungsgleichung garantiert nun die
Giiltigkeit der Zellentropie-Ungleichung, dass bei vorausgesetzter Konvergenz der Grenz-
wert der semidiskreten DG-Methode die eindeutige Entropielosung ist. Durch Summation
der Zellentropie-Ungleichung iiber alle Dreiecke der Triangulierung erhélt man aufgrund
der vorausgesetzten periodischen Randbedingungen die (starke) L2-Stabilitit der semi-
diskreten Formulierung,

d
7 / uh Ny(x, t)dx <0,
d.h. es gilt
Junn (5 )l L2 < funv (-5 0)|[L2, VE>0. (4.12)

Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren mit bestimmten impliziten Zeitdiskretisierungen,
beispielsweise dem impliziten Euler- oder dem Crank-Nicholson-Verfahren, erfiillen ei-
ne analoge diskrete Zellentropieungleichung, aus der die L2-Stabilitit der vollstindigen
Diskretisierung folgt. Allerdings ist im Allgemeinen, insbesondere im Fall expliziter Zeit-
diskretisierungen, nur bedingte Stabilitdt zu erwarten.

Lineare L2-Stabilitit Bekanntermafen ist bei der Verwendung expliziter Verfahren zur
Zeitintegration die Grofle des Zeitschritts durch Stabilitdtsanforderungen eingeschrénkt.
Zur Ermittlung einer zuléssigen Zeitschrittweite At wird {iblicherweise eine Stabilitéts-
analyse fiir die skalare lineare Erhaltungsgleichung (2.20),

0

au +a-Vyu = 0,

auf Gittern mit periodischen Randbedingungen durchgefiihrt. Dadurch erhélt man eine
notwendige Bedingung der Form

At < cfl - (4.13)

|lall2 ||2

die nach Courant, Friedrichs und Lewy [25] als CFL-Bedingung bezeichnet wird. Hierbei
steht der Parameter h fiir ein geeignet zu wéhlendes Langenmaf fiir die Grofle der Ele-
mente der raumlichen Diskretisierung und der Parameter cfl € (0, 1] ist die sogenannte
CFL-Zahl, die abhéngig ist vom Polynomgrad N und der konkreten Zeitintegrationsme-
thode des gegebenen RKDG-Verfahrens. In einer Raumdimension sind CFL-Zahlen fiir
verschiedene Polynomgrade und spezielle Runge-Kutta-Verfahren von Cockburn und Shu
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berechnet worden, vgl. [23]. In [58] berechneten Kubatko et al. CFL-Zahlen fiir RKDG-
Verfahren niedriger Ordnung (Polynomgrade bis N = 3) bei Verwendung verschiedener
SSP-RK-Verfahren mit hoher (die Ordnung des Verfahrens iibersteigender) Stufenanzahl.
Die dort durchgefiihrte von Neumannsche Stabilitdtsanalyse auf zwei verschiedenen struk-
turierten Gittern soll hier auf RKDG-Verfahren hoher Ordnung im Raum (Polynomgrade
bis N = 10) unter Verwendung der in Abschnitt 4.2 aufgefiihrten expliziten RK-Verfahren
iibertragen werden.

Die betrachteten Gitter, dargestellt in Abbildung 4.1, werden jeweils erzeugt durch ein
Grundmuster bestehend aus einem in zwei Dreiecke 71, 75 zerlegten Parallelogramm, wel-
ches in Blocken wiederholt wird, die durch p, v indiziert sind. Die Elemente des Gittertyps
I, der durch Zerlegen eines quadratischen Gitters entsteht, sind gleichschenklige Dreiecke
mit einem rechten Winkel, wiahrend der Gittertyp II aus gleichseitigen Dreiecken besteht.

1 K gt 1
p—-1 g pil
T: },_\x , . . '__'}ax.i: :
LT . “ ' \ ' .
(a) Gittertyp I (b) Gittertyp IT

Abb. 4.1: Zur Stabilitdtsanalyse verwendete Gittertypen.

Werden die elementweisen Freiheitsgrade, d.h. die Koeffizienten 1 = [iy] b1 (NAD(V42) 5

die zur besseren Lesbarkeit anstelle der Indizes [, m hier nur einen Index k tragen, auf
jedem Block zusammengefasst zu

ﬁ,u,,zl,l
U#J’ = [ ﬁ,u,u,Q :| )
so lésst sich die semidiskrete Gleichung (4.3) in Blockform schreiben als
d
%UW, =SU,, —BiU,+1, —C.U, 11 . (4.14)

Die Matrizen S, B4 und C. besitzen Blockstruktur und ihre Eintrdge sind insbesonde-
re von der Stromungsrichtung abhéngig. Die Matrix S setzt sich zusammen aus einem
durch Integrale iiber die Dreiecksflichen gegebenen Anteil Sg sowie einem Anteil Sk,
der die Fliisse zum einen iiber Ausstromrinder des Grundmusters und zum anderen {iber
dessen innere Kante beinhaltet. Zur Konstruktion von S verwenden wir die folgenden
Bezeichnungen:

|7|, Flidcheninhalt der Gitterelemente, |7| := |7| = |7o],

A,;, Jacobi-Matrix der Abbildung A; : 7; — T auf das Standarddreieck, : = 1,2,

Qi := &, oAy, auf 7; transformierte Basisfunktionen,

I ={j€{1,2,3} |n;-a>0; I';; CI(n Um)}, Indexmenge zur Kennzeichnung

der im Rand des Grundmusters liegenden Ausstromkanten I';; von ;.
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Die Matrix S ist dann gegeben durch

S0 (S¢S
S=Sp—Sk=( 5 oo )| 4 e |
E Sy S¥

mit den Blocken

> 1
SZE"Z = |:— (Az a) : / CIDZVMCI)k d?“d8:| s
Yk T k,l

. 2 o
Sy = |——a- ni‘/ O D do|
K Z 7 e kP

Vel T - i
JEI : Kl
fiir i = 1, 2, sowie

o 2 .y
Sk"” = { a-n QP do|
7’6‘7—’ OT1NOT2 k,l

12,11 __

wobei fiir die letzteren Blocke die Indizes 71,75 so gesetzt sind, dass die innere Kante
011 N 01y des Grundmusters Einstromkante fiir 7;, und Ausstromkante fiir 7;, ist und n
den von 7;, nach 7;, gerichteten Normalenvektor an diese Kante bezeichnet. Die Matrizen
B., C. beinhalten die zu den Fliissen iiber Einstromkanten des Grundmusters gehorigen
Anteile der semidiskreten Gleichung und haben die Form

/0 0 ({0 BY [/ 0 o0 ({0 CY
p(w o) p (0% ) os(e o) o0 %)

mit Blocken Bil’(j, C"f’(j, deren Eintrige sich analog zur Berechnung der Blocke S’KJ ergeben.
Insbesondere gilt By # 0 = By = 0 sowie C; # 0= C; = 0.

Die von Neumannsche Stabilitétsanalyse basiert auf der Entwicklung der Losungen der
Gleichung (4.14) in eine Fourier-Reihe. Sei dementsprechend

Up(t) =v(t)- i (k1 A1 tvks Az)

eine periodische Losung von (4.14) mit dem Wellenvektor k = (ki, k2) und den in Ab-
bildung 4.1 gekennzeichneten Gitterweiten Azy und Axs in z1- bzw. zo- Richtung. Dann
erfiillen die Amplituden die Differentialgleichung

%V =L(h,a,a) - v,

mit der Matrix
L(h,a,a) =S — Bie™ — Cie™2,

wobei h ein geeignetes Lingenmaf ist und oy = k1Axy, ap = kyAxs gesetzt wird.
Die Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens mit dem Zeitschritt At zur vollstéindigen
Diskretisierung von (4.14) liefert die Berechnungsvorschrift
n+1 __ n
U, = P(AtL(h,a,a)) U

v
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beziehungsweise
vt = P(AtL(h,a, a)) v",

fiir die Amplituden. Mit P ist hierbei das charakteristische Polynom des gewéhlten Runge-
Kutta-Verfahrens bezeichnet. Die starke Stabilitéat der diskreten Losung in der diskreten
L?-Norm,

[T"[l2 < [T°]|2,  ¥n >0,

analog zur Situation (4.12) im semidiskreten Fall, gilt genau dann, wenn die Bedingung
|P (AtL(h,a,a)) |2 < 1 erfiillt ist. Sie erfordert daher die notwendige Bedingung, dass
der Zeitschritt des Verfahrens klein genug gewéhlt wird, so dass fiir jeden Eigenwert \ der
Matrix L(h,a, ) der skalierte Wert AtX im Stabilitéitsgebiet S = {z € C||P(2)| < 1}
des gegebenen Runge-Kutta-Verfahrens liegt. Diese Bedingung ist zudem hinreichend,
falls L(h,a, a) eine normale und damit unitdr diagonalisierbare Matrix ist, allerdings
tritt dieser Fall im Allgemeinen nur fiir den Polynomgrad N = 0 auf.

Die den in Abschnitt 4.2 aufgefithrten Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung £ =1,...,4
zugeordneten charakteristischen Polynome Py sind gegeben durch

P(z) = 14z,
1
Py(z) = 1—|—z—|—522,

1 1
Py(z) = 1+Z+522+623,
1 1

Pi(z) = 142+ %,22 + éz?’ + ﬂz‘l + %25.
Die zugehérigen mit der Ordnung des RK-Verfahrens wachsenden Stabilitédtsgebiete sind
in Abbildung 4.2 dargestellt.
Fiir einen festen Gittertyp skalieren die Eigenwerte der Matrix L(h, a, ) offensichtlich
linear mit der Transportgeschwindigkeit ||al|o sowie dem Kehrwert der Gitterweite h, so
dass die Betrachtung normierter Vektoren a = (cosf,sin#)” und Gitterweiten h = 1
ausreichend ist. Dies fithrt zur Definition der CFL-Zahl als

cfl = max{At | ¥(0,a) € [0,27]* YA € o(L(1,0,)) : |P(At))]| < 1}. (4.15)

In dieser Form ist der Wert von cfl noch abhingig vom konkreten Lingenmafl h, fiir
das in der Praxis beispielsweise die kiirzeste Kante, der Inkreisradius oder die kiirzeste
Ho6he des Dreiecks verwendet werden. Die Definition von h als die kiirzeste Hohe des Drei-
ecks ist aus zweierlei Sicht vorteilhaft und wird deshalb auch in dieser Arbeit verwendet.
Zum einen lassen sich bei dieser Wahl im Fall N = 0 die CFL-Zahlen auf Dreiecks-
gittern unabhéngig vom Gittertyp zu eindimensionalen CFL-Bedingungen in Beziehung
setzen, vgl. [58], zum anderen zeigt eine numerische Berechnung der CFL-Zahlen in [91]
fiir RKDG-Verfahren mit der Zeitintegration (4.11) auf einer zweiparametrigen Schar von
strukturierten Gittern, dass die Definition von h als die kleinste Héhe im Vergleich zu den
genannten Alternativen die geringste Abhéngigkeit der CFL-Zahl von der Verzerrung des
Gitters liefert.

Fiir die in Abbildung 4.1 dargestellten Gittertypen wurden die CFL-Zahlen der RKDG-
Verfahren fiir die Polynomgrade N = 0,...,10 und die in Abschnitt 4.2 angegebenen
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Euler
RK 2

—PRk4

(.

Abb. 4.2: Stabilitdtsgebiete der in Abschnitt 4.2 aufgefithrten RK-Verfahren.

Zeitintegrationsverfahren numerisch berechnet, die entsprechenden Werte sind Tabelle
4.1 aufgefiihrt. Hierbei wurden die Eigenwerte der Matrizen L(1,0, o) fiir diskrete Wer-
te von 6 und o numerisch berechnet und das Maximum analog zur Definition (4.15)
iiber die entsprechende diskrete Menge gebildet. Ein Eintrag “~” in Tabelle 4.1 bedeutet,
dass das RKDG-Verfahren im hier angenommenen Fall eines konstanten Verhéltnisses des
Zeitschritts At zur Gitterweite h fiir h — 0 nicht stabil ist.

Gittertyp 1

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Euler | 0.5000] — - - — - - - — - -
RK 2 | 0.5000] 0.2449| — - — - - - - - -
RK 3 | 0.6282| 0.3055| 0.1732] 0.1175| 0.0824| 0.0632| 0.0488| 0.0397| 0.0324| 0.0274| 0.0232
RK 4 | 1.1116] 0.5168| 0.2981| 0.2003| 0.1417| 0.1080| 0.0837| 0.0682| 0.0557| 0.0472| 0.0400

Gittertyp 11
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Euler | 0.5000] — - - — - - - — - -
RK 2 | 0.5000] 0.2449| — - — - - — - - -
RK 3 | 0.6282| 0.3030| 0.1732] 0.1173| 0.0824| 0.0632| 0.0487| 0.0397| 0.0324| 0.0275| 0.0232
RK 4 | 1.1115] 0.5084| 0.2981| 0.1993| 0.1417| 0.1080| 0.0837| 0.0682| 0.0558| 0.0472| 0.0400

Tabelle 4.1: Numerisch ermittelte CFL-Zahlen fiir RKDG-Verfahren auf Dreiecksgittern.

In Bezug auf den Gittertyp unterscheiden sich die berechneten CFL-Zahlen nur geringfiigig,
allerdings zeigen die Berechnungen in [91] fiir eine grofere Anzahl unterschiedlich stark
verzerrter strukturierter Gitter Abweichungen der CFL-Zahlen von bis zu 12% des mi-
nimalen Wertes, zudem ergeben sich Unterschiede bei Verwendung eines Lax-Friedrich-
anstelle des upwind-Flusses. Da in dieser Arbeit die Dampfung von Oszillationen der nu-
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merischen Losung im Fall nichtlinearer Erhaltungsgleichungen mit moglicherweise unsteti-
gen Losungen im Vordergrund steht, muss sichergestellt werden, dass nicht die Verletzung
linearer L2-Stabilitit eine grundsitzlich sinnvolle DAmpfungsstrategie als unzureichend er-
scheinen ldsst. Aus diesem Grund wird die CFL-Zahl in den numerischen Experimenten
jeweils auf hochstens 80% des kleineren der beiden in Tabelle 4.1 aufgefithrten Werte ge-
setzt, vgl. Tabelle 4.2.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Euler | 0.40 | - - - — — _ _ _ _ —
RK?2|040 |0.19 |- - - - — - - _ _
RK3 | 050 |024 |0.13 |0.093 | 0.065 | 0.05 | 0.038 | 0.031 | 0.025 | 0.021 | 0.018
RK4 | 088 |040 |0.23 |0.159 | 0.113 | 0.086 | 0.066 | 0.054 | 0.044 | 0.037 | 0.032

Tabelle 4.2: In den numerischen Berechnungen verwendete CFL-Zahlen.

Im allgemeinen Fall der Diskretisierung eines nichtlinearen Systems hyperbolischer Erhal-
tungsgleichungen |,

0

au(x, t) + V- F(u(x,t)) =0,

wird der globale Zeitschritt At"™ ausgehend von den in Tabelle 4.2 gegebenen Werten
gewéhlt als At" = min,_; __u7» At}, mit dem lokal auf jedem Element berechneten ma-
ximal wéahlbaren Zeitschritt

h(r:)

e ()]

A" = cfl - (4.16)

llv]2=1

Hierbei bezeichnet A\, (u™",v) den k-ten Eigenwert der durch v; Aj(u™") + vpAg(u™’) ge-
gebenen Jacobi-Matrix des Flusses F(u™') - v. Zur Bestimmung des Maximums in (4.16)
wird die mit u™*® bezeichnete numerische Losung auf 7; zum Zeitpunkt t" ausgewertet an
den ny+ 3ng Stiitzstellen, die zur Quadratur iiber die Dreiecksfliche sowie iiber die Drei-
eckskanten genutzt werden. Eine derartige Wahl des Zeitschritts in diesem allgemeinen
Fall ist dadurch motivert, dass die Rolle der Transportgeschwindigkeit ||al|s in (4.13) of-
fensichtlich von der maximalen charakteristische Ausbreitungsgeschwindigkeit im Nenner
von (4.16) eingenommen wird. Im Fall der Euler-Gleichungen handelt es sich hierbei um
die Grofie

”nﬁax v v+ ™| = max{||[v™||y + ™'},
vl|2=1

wie sich bei der Betrachtung der in (2.29) gegebenen Eigenwerte der Jacobi-Matrix ergibt.

4.3.2 Konvergenz

Die meisten Untersuchungen zur Konvergenzrate des DG-Verfahrens unter Gitterverfeine-
rung bei festem Polynomgrad N beziehen sich auf die semidiskrete DG-Formulierung oder
die vollstédndige Diskretisierung durch den DG-Ansatz, d.h. der Einfluss eines gesonderten
Zeitintegrationsverfahrens wird héufig nicht berticksichtigt.
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Fiir die vollstdandige DG-Diskretisierung einer skalaren linearen Erhaltungsgleichung in
Raum und Zeit unter Verwendung eines upwind-Flusses, beziehungsweise die DG-Diskreti-
sierung eines stationdren Problems im Raum, wie urspriinglich von Reed und Hill [79]
zur Diskretisierung der Neutronentransport-Gleichung betrachtet, ergeben sich optima-
le Konvergenzraten von O (hN H) bei Verwendung kartesischer Gitter [62] oder speziell
strukturierter Dreiecksgitter [80], wéhrend im allgemeinen Fall regulérer Triangulierungen
(d.h. die Winkel der Dreieckselemente der Gitterfolge sind durch eine positive Konstan-
te nach unten beschrinkt) die optimale Konvergenzrate von O (hN +1/ 2) nachgewiesen
wurde, siehe [50, 73]. Im Fall zeitabhéngiger skalarer linearer Erhaltungsgleichung wiesen
Cockburn und Shu in [21] fiir die semidiskrete DG-Formulierung (4.3) auf reguldren Tri-
angulierungen eine L*-Fehlerabschitzung von O (h¥*1/2) nach, unter der Voraussetzung,
dass der verwendete numerische Fluss ein E-Fluss ist. Hierbei bezeichnet A den maximalen
Durchmesser der Dreieckselemente des gegebenen Gitters.

Konvergenzresultate fiir die vollstindige RKDG-Diskretisierung allgemeiner nichtlinearer
Erhaltungsgleichungen wurden von Zhang und Shu in [102, 103] bewiesen. Bei Verwendung
einer monotonen Flussfunktion sowie des RK-Verfahrens zweiter Ordnung (4.9) zur Zei-
tintegration ergibt sich danach im Fall skalarer Erhaltungsgleichungen mit glatter Losung
eine L?-Fehlerabschitzung von O (hN1/2 + At?), siehe [102]. Hierbei bezeichnen h und
At die maximale Elementlidnge (betrachtet werden RKDG-Verfahren auf Vierecksgittern)
und die maximale Zeitschrittweite der jeweiligen konkreten Diskretisierung. Bei der Ver-
wendung eines upwind-Flusses erhalten Zhang und Shu unter den obigen Voraussetzungen
die optimale Konvergenzordnung O (hN 1y AtQ). In [103] wurden diese Konvergenzre-
sultate fiir RKDG-Verfahren auf den Fall symmetrisierbarer hyperbolischer Systeme, wie
beispielsweise die Euler-Gleichungen, iibertragen.

Experimentelle Konvergenzordnung Die numerische Konvergenzordnung des DG-
Verfahrens im Fall linearer Gleichungen mit glatter Losung soll am Beispiel des Trans-
ports, siche Gleichung (2.20), einer skalierten Gauf-Kurve

up(x) = 0.2exp (=500 - ((z1 — 0.2)* + (22 — 0.3)))

iitber unstrukturierte Dreiecksgitter untersucht werden. Die Randbedingungen fiir diesen
Testfall wurden entsprechend der exakten Losung u(xy, zo,t) = ug(zq — t, 19 — t) gesetzt.
Die Naherungen der DG-Methode wurden auf einer Hierarchie von Triangulierungen be-
rechnet, bei der jede Gitterverfeinerung dadurch entsteht, dass die Dreieckselements des
Gitters durch Verbinden ihrer drei Seitenhalbierenden jeweils in vier Teildreiecke zerlegt
werden. Dies wird auch als Rot-Verfeinerung bezeichnet.

Das grobste Gitter sowie die erste Rot-Verfeinerung sind in der Abbildung 4.3 gezeigt.
Das grobste Gitter besteht aus K = 296 Dreiecken wéhrend die verfeinerten Gitter K =
1184, K = 4736 bzw. K = 18944 Elemente besitzen.

Die Abbildung 4.4 zeigt den Anfangszustand sowie die Ndherungslosung zum Zeitpunkt
T = 0.5 fiir N = 5, berechnet auf dem grobsten Gitter.

Zur Zeitintegration wurde das in Abschnitt 4.2 angegebene Runge-Kutta-Verfahren vier-
ter Ordnung mit geringem Speicherverbrauch (4.11) verwendet, mit einem Zeitschritt von
At = 107°, so dass der Fehler in der Zeit vernachlissigbar ist und somit die Konvergen-
zordnung der semidiskreten Formulierung 4.6 numerisch untersucht wird. In der Tabelle
4.3 sowie in der Abbildung 4.5 ist die experimentelle Konvergenzordnung fiir den Fehler
der DG-Methode zum Ausgabezeitpunkt 7 = 0.5 in der L?-Norm dargestellt. Wihrend
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Abb. 4.3: Grobstes Gitter mit 296 Dreiecken und erste Rot-Verfeinerung.

die Tabelle 4.3 die jeweiligen Fehler sowie die experimentelle Konvergenzordnung fiir die
Polynomgrade 3 < N < 8 verzeichnet, ist in der Abbildung 4.5 der L?-Fehler in loga-
rithmischer Skala in Abhéngigkeit der Elementanzahl des jeweiligen Gitters dargestellt.
Man erhilt eine experimentelle Konvergenzordnung von O(h¥*1) — mit Ausnahme des
Falls K = 18944 und N = 8, in dem die Maschinengenauigkeit keinen geringeren Fehler
ermoglicht — die besser ist, als die durch die Theorie gegebene Fehlerschiatzung. Wahrend
diese hohere Konvergenzrate in der Praxis auch auf Triangulierungen vielfach beobach-
tet wurde, beispielsweise in [80, 45], zeigen Untersuchungen in [73], dass die theoretisch
ermittelte Konvergenzrate von O(hN+1/2) strikt ist.

Desweiteren sind in den im Anhang zu findenden Tabellen A.1, A.2, A.3 und A.4 die
numerischen Fehler in der L!-, L2- und L*-Norm sowie die Rechenzeiten in Sekunden
verzeichnet, die sich bei Anwendung des RKDG-Verfahrens fiir Polynomgrade N < 8
und Zeitintegrationsverfahren verschiedener Ordnung ergeben, wenn die Zeitschrittwahl
(4.16) mit den in der Tabelle 4.2 angegebenen CFL-Zahlen verwendet wird. Bei dieser
Zeitschrittwahl ergeben die numerischen Berechnungen keine Stabilitédtsprobleme. Fiir
hohere Polynomgrade und feine Gitter fiihrt die niedrigere Ordnung der Zeitintegration
erwartungsgeméafl zu einer Verschlechterung der experimentellen Konvergenzordnung, so
dass fiir hohe Genauigkeitsanforderungen eine Anpassung der Ordnung der Zeitintegra-
tion in Erwédgung gezogen werden sollte. Fiir N > 3 liefert die Verwendung der RK-
Zeitintegration vierter Ordnung sowohl im Hinblick auf die Fehlerentwicklung als auch
auf die Laufzeiten bessere Ergebnisse als das RK-Verfahren dritter Ordnung, so dass wir
im Wesentlichen diese Zeitdiskretisierung verwenden werden.

4.3.3 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen mit unstetigen Losungen

Sowohl die Zellentropie-Ungleichung als auch die daraus folgende L?-Stabilitit (4.12) der
semidiskreten DG-Formulierung sind insbesondere auch dann giiltig, wenn die Losung
der Erhaltungsgleichung unstetig ist. Allerdings stellen diese Resultate im Fall unstetiger
Losungen keine ausreichende Kontrolle von Oszillationen der RKDG-Approximation im
Bereich der Unstetigkeitsstellen der exakten Losung dar, wie schon die Anwendung des
Verfahrens auf die nichtlinearen Modellgleichungen (2.21) und (2.23) zeigt. Zur Zeitinte-
gration wurde bei den folgenden Berechnungen das Runge-Kutta-Verfahren (4.11) vierter
Ordnung verwendet. Analog zur Bedingung (4.16) wurde der Zeitschritt gewéhlt als

At" :=cfl - min h(7)

4.17
rerh max [V £ (uCx, )] o
XEX;
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Abb. 4.4: Lineare Advektion: Anfangsbedingung und Naherung zum Zeitpunkt 7" = 0.5

fiir N = 5.

| K | N | L*-Fehler | EOC | N | L*-Fehler | EOC
296 1.171084e-03 3.521460e-04
1184 6.818670e-05 4.102210e+00 7.670696¢-06 5.520672e+00
4736 2.774005¢-06 4.619448¢+00 2.138201e-07 5.164888¢+00
18944 1.681435e-07 4.044205¢+00 6.559287e-09 5.026715¢+00
296 7.996430e-05 2.044012¢-05
1184 1.059437¢-06 6.237986e+00 1.311833e-07 7.283676e+00
4736 1.540299¢-08 6.103944¢+00 1.041515¢-09 6.976757¢+00
18944 2.389907e-10 6.010112e+00 8.228855e-12 6.983776e+00
296 4.142200¢-06 1.007003e-06
1184 1.855943e-083 7.802101e+00 2.157085¢-09 8.866769e+00
4736 7.270799¢-11 7.995823e+00 4.558819e-12 8.886207+00
18944 3.075400e-13 7.885196e-+00 1.279585¢-13 5.154912e+00

Tabelle 4.3: Experimentelle Konvergenzordnung (EOC) fiir die lineare Transportglei-

chung.

L3-Fehler
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Abb. 4.5: L2-Fehler unter Gitterverfeinerung

L1
10000

. K ist die Elementanzahl.
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(¢) N =9, 272 Elemente

Abb. 4.6: Naherungslosungen des RKDG-Verfahrens zur Gleichung (2.23) zum Zeitpunkt
T=1.4.

mit |V f(u)|s = v/2[u| fiir die Gleichung (2.23) und ||V, f(u)| = vVu2 + 1 fiir die Glei-
chung (2.21), mit dem numerisch ermittelten Parameter c¢fl aus der Tabelle 4.2 und der
Bestimmung der maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit iiber die Menge X; der im DG-
Verfahren verwendeten Stiitzstellen auf 7;.

In Abbildung 4.6 sind die Ndherungslosungen zum Zeitpunkt 7' = 1.4 des auf die Burgers-
Gleichung (2.23) angewendeten RKDG-Verfahrens dargestellt. Offensichtlich weisen die
Néherungen starke Oszillationen nahe des Stofles auf.

Die approximative Berechnung der stationidren Losung der Modellgleichung (2.21) unter
Verwendung hoher Polynomgrade N stagniert sogar. Wihrend sich fiir den Polynomgrad
N = 5 und das in Abbildung 4.3 gezeigte grobe Gitter noch eine — sehr stark oszillierende
— Néaherungslosung berechnen lisst, siche Abbildung 4.7a, liefert eine niherungsweise Be-
rechnung der rdumlichen L*°- und L?-Normen der N#herungslosungen fiir Polynomgrade
N > 8 mit der Zeit sehr stark steigende Werte, die dazu fithren, dass der Zeitschritt
entsprechend der Bedingung (4.17) verschwindend gering wird. Zur Veranschaulichung ist
die ermittelte stark oszillative Ndherungslosung fiir N = 8 zum Zeitpunkt 7" = 0.9 in
Abbildung 4.7b dargestellt.

Man konnte vermuten, dass die Verwendung kleinerer Zeitschritte wihrend der gesamten
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Abb. 4.7: Ndherungslosungen des RKDG-Verfahrens zur Gleichung (2.21).

’ N ‘ 0 ‘ tstag ‘ L?-Norm ‘ L*°-Norm ‘
1 0.95 1.5e+09 1.5e+11
3 0.5 0.85 6.0e+08 4.9e+10
0.1 0.99 1.4e408 1.1e+10
0.01 0.91 1.9e+07 1.4e+09
1 0.76 2.0e+09 9.2e+10
9 0.5 0.82 3.9e+4-08 4.1e+10
0.1 0.86 2.9e+08 1.4e+10
0.01 0.84 1.1e+07 1.2e+09
1 0.56 1.8e+09 1.0e+11
10 0.5 0.56 3.7e+08 6.4e+10
0.1 0.56 2.1e+08 1.1e+10
0.01 0.56 1.3e4-07 9.6e+08

Tabelle 4.4: Stagnationszeiten tg,, sowie L?- und L*-Normen
der Néherungslosungen zur Gleichung (2.21).

Berechnung Abhilfe schafft. Ersetzen wir in (4.17) den Parameter ¢fl durch cfl* = 6-cfl,
unter Verwendung eines Sicherheitsfaktors 8 < 1, und definieren wir die Berechnung als
stagniert zum Zeitpunkt tg., := ¢", wenn At" < 107, so liefern diverse Berechnungen
jedoch die in Tabelle 4.4 angegebenen Resultate, die anzeigen, dass Konvergenz (in der
Zeit) gegen eine stationédre Losung nicht gegeben ist.

Ansitze zur Stabilisierung der DG-Methode im nichtlinearen Fall Um ein
derartiges Anwachsen der numerischen Losung im Fall nichtlinearer Erhaltungsgleichun-
gen mit unstetiger Losung zu verhindern, wurden in der Literatur bisher verschiedene
Dampfungsstrategien vorgeschlagen.

Cockburn und Shu verwenden einen modifizierten minmod-Limiter, der den linearen An-
teil der Entwicklung in polynomiale Basisfunktionen innerhalb einer Zelle mit den Dif-
ferenzen des dort gegebenen Zellmittelwertes zu den Zellmittelwerten der benachbarten
Elemente vergleicht, anhand dieser Daten gegebenenfalls den Polynomgrad in der betrach-
teten Zelle auf N = 1 reduziert und zusétzlich die Steigung limitiert. Die Modifikation
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des urspriinglichen minmod-Limiters von van Leer besteht in der Erweiterung um die von
einem benutzerdefinierten Parameter M > 0 abhéngige Bedingung, dass die numerische
Losung auf einer Zelle nur dann modifiziert wird, wenn der Betrag der dort ermittelten
Steigung groBer ist als Mh?. Durch diese Modifikation lisst sich im Fall einer eindimensio-
nalen skalaren Erhaltungsgleichung, diskretisiert auf Zerlegungen des Rechengebiets 2 in
Intervalle Q = Y7, €;, die Beschréinktheit der Totalvariation TV (unn) = Y, [u}, v — ], x|
der numerischen Losung des RKDG-Verfahrens nachweisen, falls eine TVD-Zeitintegration
verwendet wird. Fiir den eindimensionalen skalaren Fall folgt daraus die Konvergenz einer
Teilfolge der unter Gitterverfeinerung erzeugten Naherungslosungen gegen eine schwache
Losung der Erhaltungsgleichung. Zudem iibertréagt sich die TVB-Eigenschaft auf lineare
Systeme, falls die Limitierung in charakteristischen Variablen ausgefiihrt wird. Fiir skalare
Erhaltungsgleichungen in mehreren Raumdimensionen bleibt die Giiltigkeit eines lokalen
Maximumprinzips bestehen, welches jedoch keine Konvergenzaussage erlaubt.

Ein inh&rentes Problem der von Cockburn und Shu vorgeschlagenen Limitierung ist die
Abhéngigkeit von dem schwer zu determinierenden Parameter M, der die Genauigkeit
an Extremstellen der Losung erhalten soll. Zudem gehen die in den Koeffizienten zu
den Basisfunktionen héheren als ersten Grades enthaltenen Informationen bei der Limi-
tierung verloren. In [77, 105, 75, 76] wurden daher WENO- beziehungsweise HWENO-
Rekonstruktionen verwendet, die die eigentliche Limitierung der N&herungslosung aus-
fithren, wiahrend der Limiter vom minmod-Typ von Cockburn und Shu ausschliellich
als ein Indikator dient zur Ermittlung “gefihrdeter” Zellen (“troubled cells”), die die-
ser Rekonstruktionsprozedur zu unterwerfen sind. Desweiteren wurden in den Arbeiten
[5, 55, 100] sogenannte Momentenlimiter entworfen, die alle Koeffizienten in die Limi-
tierung einbeziehen. Allerdings sind die beiden letztgenannten Vorgehensweisen relativ
rechenintensiv.

Andere Ansétze zur Stabilisierung der DG-Methode, beispielsweise von Jaffre, Johnson
und Szepessy [47], von Feistauer und Kucera [31] sowie von Persson und Peraire [72] be-
inhalten den Einbau von expliziten Démpfungstermen in die semidiskrete Form oder die
Erhaltungsgleichung selbst, die dann geeignet zu diskretisieren sind. Fiir die DG-Methode
von Jaffre, Johnson und Szepessy kann mit Hilfe der Theorie maiwertiger Losungen von
DiPerna [27] im Fall skalarer Erhaltungsgleichungen (auch in mehreren Raumdimensio-
nen) Konvergenz gegen die Entropielosung gezeigt werden.

Die vorliegende Arbeit verfolgt ebenso den Ansatz der Einfithrung expliziter Viskositét in
die DG-Methode, hierbei in der Form sogenannter spektraler Viskositdt. Eine derartige
Strategie wurde von Tadmor fiir die Verfahrensklasse der Spektralmethoden eingefiihrt —
ihre Anpassung und Verwendung im Kontext von DG-Verfahren auf Dreiecksgittern ist
Gegenstand des nachfolgenden Kapitels.
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5 Modale Filter und spektrale Viskositit fiir DG-
Verfahren auf Dreiecksgittern

Zur Einfithrung expliziter Viskositét in die DG-Methode orientieren wir uns an der von
Tadmor entwickelten Methode spektraler Viskositét fiir den Verfahrenstyp der Spektral-
methoden. Der Vorteil dieses Zugangs gegeniiber den am Ende des letzten Kapitels ge-
nannten Strategien liegt in der M6glichkeit der effizienten Implementierung durch modale
Filter, die direkt auf den Koeffizienten der Néherungslosung wirken. In diesem Kapi-
tel wird zunéchst das Gibbsche Phéanomen beschrieben, welches den Grundstein legt fiir
die Problematik der Anwendung von Spektralverfahren auf hyperbolische Erhaltungsglei-
chungen mit unstetiger Losung. AnschlieBend werden modale Filter sowie die Formulie-
rung spektraler Viskositdt erldutert. Kern des Kapitels ist die Herleitung eines modalen
Filters fiir DG-Verfahren auf Dreiecksgittern zur effizienten Implementation von auf dem
Standarddreieck definierter spektraler Viskositét. AbschlieBend wird die Notwendigkeit
der adaptiven Verwendung des modalen Filters zur Steuerung der Viskositdt des DG-
Verfahrens nachgewiesen und es werden mogliche Stoflindikatoren vorgestellt.

5.1 Das Gibbs-Phinomen

Da die Verfahrensklassen der spektralen Verfahren, der Spektral-Element-Verfahren, so-
wie der an diese Methoden angelehnten diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren hoher Ord-
nung auf der Entwicklung der Losung einer Differentialgleichung mittels orthogonaler Ba-
sisfunktionen basieren, sind zunéchst die Eigenschaften derartiger Reihenentwicklungen
fiir das Verhalten der Verfahren von Bedeutung. Wiahrend die Projektion einer glatten
Funktion in einen derartigen Ansatzraum eine sehr gute punktweise Naherung an die
gegebene Funktion darstellt, wie in Satz 3.3 fiir die Entwicklung in PKD-Polynome ge-
zeigt, besitzt die Entwicklung einer nur stiickweise stetigen Funktionen einige ungiinstige
Eigenschaften, die die Verwendung spektraler Verfahren im Kontext hyperbolischer Erhal-
tungsgleichungen erschweren. Hierzu wird héufig auf das sogenannte Gibbssche Phdnomen
verwiesen, welches bei der Entwicklung einer unstetigen oder nichtperiodischen Funktion
in eine Fourier-Reihe auftritt. Betrachtet man hierzu beispielsweise die Sprungfunktion

u(z) = -1, —m<x<0,
N I, O<z<m,

die die Fourier-Reihe - Z w

besitzt, so veranschaulichen die in Abbildung

5.1 dargestellten Partialgummen der Lange N = 3,8,20, dass in der Nahe der Unstetig-
keitstelle x = 0 der Funktion u sowie an den Intervallrindern keine gleichméflige Konver-
genz der Fourier-Reihe zu erwarten ist. Durch eine genaue Untersuchung wie in [106, S.
61] ldsst sich nachweisen, dass die jeweiligen maximalen Uber- und Unterschwinger der
Partialsummen fiir N — oo gegen den Wert :I:% fo7r Sititdt ~ +1.18 konvergieren.

Wiéhrend das Gibbs-Phdnomen im urspriinglichen Sinn genau dieses Fehlen gleichmafi-
ger Konvergenz bezeichnet, umfasst der Begriff aus der Sicht der spektralen Verfahren —
unter anderem nach dem Verstdndnis von Gottlieb und Shu [39] — ebenso den globalen
Genauigkeitsverlust der punktweisen Approximation durch eine abgeschnittene Fourier-
Entwicklung. So konvergiert der punktweise Fehler fir x € (—m,0) U (0,7) im obigen

Beispiel nur mit einer Rate von O(1/N) gegen Null.
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N=3
——N=8
—N=20

05F

05

Abb. 5.1: Zur Funktion u gehorige Fourier-Partialsummen fiir N = 3, 8, 20.

Nachteilig fiir die Nutzung spektraler Verfahren insbesondere fiir nichtlineare hyperbo-
lische Erhaltungsgleichungen, deren Losungen Unstetigkeiten entwickeln kénnen, wirken
sich zudem die iiber das gesamte Intervall ausgebreiteten Oszillationen aus. Diese Oszil-
lationen werden in diesem Kontext auch als Gibbssche Oszillationen bezeichnet.

Obwohl sich der Begriff des Gibbs-Phdnomens genau genommen auf den Spezialfall von
Fourier-Entwicklungen bezieht, lassen sich die fehlende gleichméflige Konvergenz, der glo-
bale Genauigkeitsverlust sowie das Auftreten von Oszillationen ebenfalls unter anderem
bei Chebyshev- und Legendre-Entwicklungen unstetiger Funktionen beobachten, wie in
[38] beschrieben wird.

5.2 Modale Filter

Eine effiziente Methode zur Reduktion der Gibbsschen Oszillationen ist eine direkte Mo-
difikation der Koeffizienten der Reihenentwicklung mittels eines modalen Filters. Die Be-
schreibung derartiger Filter ist in der Literatur zu spektralen Verfahren verbreitet und
beispielsweise in den Biichern [43, 11, 12, 52] zu finden.

Definition 5.1 Seip > 1 eine natiirliche Zahl und sei o € CP~10,1] mit Werten o(n) €
0,1]. Wir bezeichnen o als einen Filter der Ordnung p, falls die Eigenschaften

o(0) = 1, (5.1)
o) = 0, 1<I<p-—1,

erfillt sind.

Mit Hilfe des Filters werden die in spektralen Verfahren auftretenden Reihenentwicklungen
modifiziert. Man betrachte dazu eine Funktion uy der Form

un = Z akq)ka N 2 17

keln
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mit Basisfunktionen ®;, zugehorigen Koeffizienten ; und einer von der Wahl der Basis-
funktionen abhéngigen Indexmenge I, die zum Beispiel durch Iy = {k € Z | |k| < N}
fiir Fourier-Entwicklungen, durch Iy = {k € Ny | £ < N} fiir Chebychev- oder Legendre-
Entwicklungen, sowie durch Iy = {(I,m) € N§ | [ + m < N} fiir PKD-Entwicklungen
gegeben ist. Von einem modalen Filter o spricht man, wenn o direkt auf den Koeffizienten
der Entwicklung wirkt, so dass die gefilterte Funktion die Form

U’?V = Z o (%) Ylkq)k
keln

annimmt, mit der Vereinbarung |(I, m)| = [+m. Die modale Filterung modifiziert demnach
die Koeffizienten unterschiedlich stark, abhingig davon, ob es sich bei den zugehorigen
Termen um hoch- oder niedrigfrequente Anteile der Funktion ux handelt.

Soll durch die Anwendung eines modalen Filters neben der Reduktion hochfrequenter Os-
zillationen ebenso der Genauigkeitsverlust im Fall der Entwicklung unstetiger Funktionen
behoben und die Konvergenzrate fern der Unstetigkeitsstellen verbessert werden, so wird
von einem Filter o der Ordnung p die zusétzliche Bedingung

c(1) =0, 0<I<p-1, (5.3)

verlangt. Diese Bedingung beschreibt, wie stark die hochfrequenten Anteile der Entwick-
lung “weggefiltert” werden. Handelt es sich bei der Funktion uy um eine abgeschnittene
Reihenentwicklung, so sorgt (5.3) dafiir, dass bei der gefilterten Funktion u$, der Uber-
gang zum Weglassen der Terme fiir |k| > N umso glatter ist, je hoher die Filterordnung
p gewéhlt wurde. Die Bedeutung der Zusatzbedingung (5.3), die von manchen Autoren
auch in die Definition eines Filters p-ter Ordung aufgenommen wird, wurde zuerst von
Vandeven erkannt, der in [92] den Einfluss modaler Filterung auf Fourier-Entwicklungen
glatter und stiickweise stetiger Funktionen analytisch untersuchte.

Fiir eine 2m-periodische Funktion u : R — R mit der abgeschnittenen Fourier-Entwicklung

1 ™

un(z) = Z e’ Uy, = gy u(z)e *da,
—T

und deren gefilterte Partialsumme

uf(z)= Y o (%) e

|k|<N
zeigte Vandeven die folgenden Fehlerschranken.

Satz 5.2 Sei o ein Filter der Ordnung p und sei u : R — R eine 2m-periodische, stiick-
weise glatte Funktion. Dann gelten die folgenden Abschdtzungen:
1) Seiw € CP(R). Dann gilt

o 1
]u(m) - UN<JZ>| S Cl : W, T € R, (54)

mit einer von x und N unabhdingigen Konstanten Cf.
2) Der Filter o erfille die zusdtzliche Bedingung (5.3). Falls u eine oder mehrere Sprung-
stellen besitzt und an der Stelle x stetig ist, so gilt

1

u(e) =0 (2)| < O e

(5.5)
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wobei mit d(x) der Abstand von x zur ndchstgelegenen Sprungstelle bezeichnet und Cy
emne von x und N unabhingige Konstante ist.

Bemerkung 5.3 Die Konstanten Cy und Cs in Satz 5.2 sind abhdngig von der gegebenen
Funktion u sowie der Wahl des Filters o.

Die theoretische Untersuchung des asymptotischen Verhaltens allgemeiner modal gefilter-
ter Reihendarstellungen ist noch unvollstindig. Zunéchst gelten die in Satz 5.2 aufgefiihr-
ten Approximationseigenschaften ebenso fiir Chebyshev-Reihen, da — wie auch in [92]
angemerkt wurde — die Chebychev-Koeffizienten einer Funktion v : [-1,1] — R propor-
tional zu den Fourier-Koeffizienten von u(f) = v(cos @) sind. Konkret erhélt man fiir die
gewichtete Integration von v gegen das k-te Chebyshev-Polynom Ty (x) = cos(k - arccos x)
durch die Substitution x = cos # die Beziechung

/_ 11 o(2) T(2) (1 — )~ V2dy = % /_ : w(0) cos k6 db.

Da u eine gerade Funktion ist, lassen sich aufgrund der Orthogonalititseigenschaft der
Chebyshev-Polynome,

0 fir n#m,

1
/ T (2) T () (1 — 22) V2 dx = 7 fir n=m=0,
-1 m/2 fir n=m#0,
die Chebyschev-Koeffizienten 9¢ von v aus den Fourier-Koeffizienten 4! berechnen durch
of =4k,  of =20 =20, k> 1.

Fiir die gefilterte Chebychev-Entwicklung von v an der Stelle z = cos € gilt daher

vy (cos ) = Z o (%) o cos kl) = Z o (%) ale® = o7 (9),

0<k<N [k|<N

so dass man fiir den punktweisen Fehler der gefilterten Chebychev-Entwicklung die Dar-
stellung

v$7 (cos B) — v(cos B) = uh7(8) — u(h),

erhélt und die Aussagen des Satzes 5.2 ebenso fiir die Entwicklung einer Funktion in ei-
ne Chebychev-Reihe giiltig sind. Desweiteren untersuchten Hesthaven und Kirby [44] das
asymptotisches Verhalten modal gefilterter Legendre-Entwicklungen mit dem Resultat ei-
ner obere Schranke von O(N'~P) fiir hinreichend glatte Funktionen, so dass die Aussage
(5.4) ebenso auf den Fall von Legendre-Reihen tibertragen wurde. Allerdings ist der Nach-
weis einer Abschétzung der Form (5.5) bei Vorliegen einer unstetigen Funktion bisher nur
fiir den speziellen Fall erbracht, dass sich genau eine Sprungstelle in der Mitte des In-
tervalls befindet und z einer der Randpunkte ist, siehe [44]. Resultate fiir nur stiickweise
stetige Funktionen liegen auch auflerhalb der Reichweite dieser Arbeit. Wir beschrinken
uns hingegen auf die Ubertragung der Resultate von Vandeven sowie Hesthaven und Kir-
by auf PKD-Entwicklungen hinreichend glatter Funktionen.
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Fiir gefilterte PKD-Partialsummen

[
ug(r,s) = Z a(—}m) U@ (r,8), N >1,
I+m<N
1
U = — [ u(r, )@, (r, s) drds,
Yim JT

hinreichend glatter Funktionen u : T — R lésst sich durch eine geeignete Modifikation
der Beweise in [92, 44] die folgende Abschitzung nachweisen, siehe auch [69].

Satz 5.4 Sei uw € H*(T), p > 1, und sei o ein Filter der Ordnung 2p — 1, mit der
zusitzlichen Eigenschaft o € C?*P710,¢€) in einem Teilintervall [0,€) C [0,1], € > 0. Dann
qilt
- 1
|U’(Ta S) —UN(T’, S)| < Cl ’ (1 _8)3/4N2p_27 (Ta 8) € T\{(_la]-)}a

- 1
[u(=1,1) —uX(=1,1)] < C2'm-

mit Konstanten Cy und Cs.

Beweis: Da u hinreichend glatt ist, erhdlt man unter Verwendung des in Kapitel 3 be-
schriebenen Sturm-Liouville-Operators £, ¢ mit (3.18) die Gleichung

1 1
Uy = — [ u(7,8)Pyn(7,s)drds = ————
: Yim JT ( ) : ( ) ’Ylm(_)\lm)p
fiir I +m > 0, und mit

u(r,s) = Z U Pim (7, S),

I,m€eNy

/ L2l 8) 8y (7, 5) dids
T

siehe auch Gleichung (3.20), ergibt sich

> (1 —0 (HT’”)) @i (r,8) + D> U P (7, 5)

I+m<N l+m>N

/ [@Qn(r,5,7,3) + Ry(r, 8,7, 3)] L] zu(7, §) did3
T

u(r, s) —uiy(r;s)] =

, (5.6)

wobei Qn(r, s,7,5) und Ry(r,s,7,§) durch

N B l+m Dy, (7, 8) P (1, 8)
Oulrs79) = 1<l+zn;<N (1 0( N )) Vi (—Atm )P 7

s Dy (7, 85) Dy (1, s
3 (7, )i (1, 5)

RN(T,S,T,S) = v (_)\l )p

l+m>N

gegeben sind. Aus dem Beweis zur in Satz 3.3 gegebenen Abschétzung (3.13) entnimmt
man

e 2 \*? 2 )
HRN<T7S’T7S)HL2(T) < 1 s N4P*4 s ful" S ?é 17
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sowie

1

1B (=1, 17 8) 2y < s

Analog zum Beweis der Abschéatzung (3.13) erhédlt man mit Hilfe von Lemma 3.5 eine
obere Schranke fiir die L?-Norm von Qy.
Fiir s # 1 ergibt sich unter Verwendung der oberen Schranke (3.14) fiir die Werte der

Jacobi-Polynome und mit der Ungleichung A;,fp ’yfml < (I 4+ m)~%*2 die Abschiitzung

. I+m\]1° . 5, _
Oxtrs i Dl = X [1-a (5] Nt

1<l+m<N

() Gl EIE )

Der letzte Faktor ist eine Riemannsche Summe, die fiir N — oo dem Integral

/0 (1 — o()Pn"+dn (5.7)

entspricht. Eine Unbeschrénktheit des Integrals kann sich nur aufgrund eines unbeschréank-
ten Verhaltens des Integranden an der Stelle n = 0 ergeben. Da jedoch nach Voraussetzung
ein reelles € > 0 mit 0 € C?[0,¢€) existiert, lisst sich ¢ um n = 0 in eine Taylor-Reihe
entwickeln. Man erhélt

1

o(n) = Z o@D OWp + oY) =1+ 1

(2p—1) (O) 2p—1 2p—1
O Nt + o),
(2p—1)!

fiir n € [0, €), wobei die Eigenschaften o(0) = 1 und ¢(0) =0, j =1,...,2p — 2, eines
Filters der Ordnung 2p — 1 ausgenutzt wurden. Daher ist das Integral (5.7) beschriankt
und man erhélt

9\ 32
Qv 8l < (12) e,
— S

mit einer von u abhéngigen Konstanten C'.
Fiir (r,s) = (=1, 1) ergibt sich mit (3.15) und (3.16) analog

el < 3 (5 -G (3)),

1<m<N

Dieser Ausdruck kann wieder durch C' - N=%*4 mit einer geeigneten Konstanten C, ab-
geschéitzt werden. Mit den obigen Abschéitzungen fiir Ry und @Qn sowie der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung angewendet auf (5.6) ist die Behauptung gezeigt. 0
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Beispiel 5.5 Beispiele von Filtern o wachsender Ordnung sind die folgenden Funktionen.

oi(n) = 1-n Fejér-Filter (Cesaro-Mittel)

oo(n) = W Lanczos-Filter

os(n) = 3(1+ cos(mn)) Raised-cosine-Filter

Oupa(n) = exp(—an?) Exponentieller Filter p-ter Ordnung

osp(n) = 1— ((2;__11))!! JJ[t(1 —¢)]P"'dt  Vandeven-Filter p-ter Ordnung

In Abbildung 5.2 sind die Filter o;, i = 1,...,3, sowie 04,4(7) mit p = 8 und a = 35
dargestellt. Je hoher die Ordnung des Filters ist, desto weniger modifiziert dieser die zu
den niedrigfrequenten Basisfunktionen gehorigen Koeffizienten und desto stérker ist der
Einfluss auf die hochfrequenten Anteile.

1 — 01

— 03
— 0y

Abb. 5.2: Filterfunktionen o;, i =1,...,4.

Bei dem Fejér-Filter handelt es sich nach Definition 5.1 um einen Filter erster Ordnung.
Dieser Filter hat die aus theoretischer Sicht interessante Eigenschaft, dass die entsprechend
gefilterten Fourier-Entwicklungen stiickweise stetiger Funktion keine neuen Maxima oder
Minima aufweisen, siche [106, S. 89], und daher keine Uber- und Unterschwinger wie in
Abbildung 5.1 besitzen. Aus praktischer Sicht ist der Fejér-Filter fiir spektrale Verfahren
jedoch nicht geeignet, da die Genauigkeit der Approximation nicht verbessert und an
Unstetigkeitsstellen zu stark gegléattet wird.

Der Lanczos-Filter ist stetig differenzierbar und erfiillt an n = 0 die Bedingung ¢4(0) =
0. Dementsprechend handelt es sich beim Lanczos-Filter wie auch beim Raised-cosine-
Filter um Filter zweiter Ordnung nach Definition 5.1, wobei der Raised-cosine-Filter die
zusétzliche Bedingung (5.3) fiir p = 2 erfiillt.

Der Parameter p des exponentiellen Filters entspricht dessen Ordnung, wie sich leicht
errechnen ldsst. Die Zusatzbedingung (5.3) ist jedoch formal noch nicht einmal fiir [ = 0
erfiillt. Deshalb wird der Parameter « oft so grofl gewéhlt, dass zumindest der Funktions-
wert 04(1) unterhalb der Rechengenauigkeit des spezifischen Computers liegt, beispiels-
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weise wihlt man o ~ —In(107'%), wie in Abbildung 5.2. Da die modale Filterung als
Bestandteil spektraler Verfahren vorwiegend den Zweck hat, die Gibbschen Oszillationen
zu reduzieren, und das Wiedergewinnen spektraler Genauigkeit wdihrend der zeitlichen
FEvolution iiblicherweise nicht angestrebt wird, kann man mit der Wahl kleinerer Werte «
auch von einer numerischen Giiltigkeit von Bedingungen der Form (5.3) abweichen. Die
Koeffizienten mit héheren Indizes werden in diesem Fall weniger stark modifiziert. Die
abgeschnittene Form des exponentiellen Filters

1 0<n<n,,

~ — p
Tipan() { exp <—a <717:—ZZ> ) Ne<n<1

mit dem zusétzlichen Parameter 7., findet ebenfalls Verwendung. In diesem Fall werden
die niedrig frequenten Anteile in Form aller Koeffizienten mit Indizes k, die Bedingung
|k| < n.N erfiillen, beibehalten.

Der Vandeven-Filter o5 , ist so konstruiert, dass er fiir alle p > 1 neben der Definition eines
Filters der Ordnung p auch die zusétzliche Bedingung (5.3) erfiillt. Fiir p = 1 entspricht
dieser Filter dem Fejér-Filter o7. Fern der Unstetigkeitsstellen kann die exponentielle Ge-
nauigkeit der gefilterten Entwicklung, d.h. eine schnellere als polynomiale Konvergenzra-
te, durch die Wahl der Filterordnung p beispielsweise des Vandeven-Filters als wachsende
Funktion von N erreicht werden, man vergleiche hierzu auch mit den Abschitzungen in
Satz 5.2.

Alle der oben angegebenen Filter erfiillen zudem die fiir den Satz 5.4 relevante zusétzliche
Glattheitseigenschaft o € C?[0, 1], wobei p die jeweilige Ordnung des Filters ist.

Modale Filter zur Stabilisierung spektraler Verfahren Neben der Moglichkeit,
durch die Verwendung modaler Filter punkweise hochgenaue Approximationen an stiick-
weise stetige Funktionen zu rekonstruieren — zumindest fern der Unstetigkeitsstellen —
wurde diese Art der Reduktion hoher Frequenzen auch zur Stabilisierung spektraler Me-
thoden verwendet. Die grundlegende Idee ist hierbei, dass die Kontrolle der Oszillationen,
die im Fall einer nichtlinearen Erhaltungsgleichung durch ihre Interaktion mit dem glat-
ten Bereich der Losung noch verstéarkt werden konnen, notwendig fiir die Stabilitat des
spektralen Verfahrens ist. Jedoch ist nicht unbedingt die vollstdndige Beseitigung der
Oszillationen erforderlich.

Die Anwendung des exponentiellen Filters auf die Ndherungslosung (nach jedem Zeit-
schritt oder in bestimmten Zeitintervallen) zur Stabilisierung spektraler und Spektral-
Element-Verfahren findet sich unter anderem bei Gottlieb, Lustman und Orszag [37]
und Don [28] fiir die Euler-Gleichungen sowie bei Don, Gottlieb und Jung [29] fiir die
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen gekoppelt mit chemischen Reaktionen. Modale
Filter werden ebenso innerhalb sogenannter Large-Eddy-Simulationen eingesetzt, die auf
dem Konzept der Trennung von rdaumlichen Skalen basieren und mit deren Hilfe turbu-
lente Stromungen modelliert werden kénnen, siehe [64, 6, 83]. In [89] wird eine derar-
tige Filterung zudem innerhalb einer Spektral-Element-Methode zur Berechnung glatter
Losungen der Flachwassergleichungen vorgeschlagen, mit dem Ziel der Stabilisierung der
nichtlinearen Terme. Wahrend die beschriebenen modalen Filter fiir klassische Spektral-
Element-Methoden, die eine kontinuierliche Approximation auf dem gesamten Rechen-
gebiet verlangen, zur Gewéhrleistung der Stetigkeit an Zellgrenzen modifiziert werden
miissen, siehe [7], ist dies insbesondere fiir die in dieser Arbeit betrachteten diskontinuier-
lichen Galerkin-Verfahren nicht notwendig. Die Mdoglichkeit der einfachen Implementation
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kiinstlicher Diffusion durch Verwendung modaler Filterroutinen bleibt dadurch fiir die-
sen Verfahrenstyp erhalten. Die Entwicklung einer Démpfungsstrategie basierend auf der
Anwendung modaler Filter scheint daher ebenso im Kontext von RKDG-Verfahren auf
Dreiecksgittern ein vielversprechender Ansatz zu sein.

Eine Schwierigkeit bei der Nutzung modaler Filter zur Stabilisierung des numerischen
Verfahrens stellt die Auswahl einer geeigneten Filterfunktion beziehungsweise deren Pa-
rameter dar. Wahrend die notwendige Wahl eines problemabhdingigen Filterparameters
vermutlich akzeptiert werden kann, betrifft dies zunéchst auch Veréinderungen der Diskre-
tisierungsparameter N und h unter Beibehalten der zu 16senden Gleichung. Einen mogli-
chen Zugang zur Steuerung der Filterfunktion in Abhéngigkeit von der Diskretisierung
liefert die Methode spektraler Viskositédt, welche im skalaren Fall Konvergenzaussagen
erlaubt und desweiteren einer Idee von Gottlieb folgend oft in Form eines exponentiellen
Filters implementiert wird. Ein solcher Zusammenhang zwischen modalen Filtern und der
Methode spektraler Viskositéit ist im Fall stiickweiser Entwicklungen in PKD-Polynome
auf Dreiecksgittern allerdings bisher noch nicht aufgestellt worden, so dass wir diesen im
Folgenden erarbeiten werden.

5.3 Spektrale Viskositit

In [87] zeigte Tadmor, dass die naive Implementation eines spektralen Verfahrens zur
Losung nichtlinearer hyperbolischer Erhaltungsgleichungen die mit der Gleichung ein-
hergehende Entropiebedingung verletzen kann. Die Konvergenz der spektralen Methode
gegen die eindeutige Entropielésung kann in einem solchen Fall nicht garantiert werden
und diesbeziigliche numerische Experimente lieferten entsprechend schlechte Ergebnisse.
Eine typische Herangehensweise zur Gewéahrleistung von Entropiebedingungen besteht in
der Einfithrung eines dissipativen Mechanismus in Form von kiinstlicher Viskositéit im
Geiste der in Kapitel 2 beschriebenen Viskositdatsmethode, d.h. die gegebenen Erhaltung-
gleichung wird durch einen zusétzlichen dissipativen Term modifiziert und die entspre-
chend eingefiihrte Viskositét verschwindet mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden, die
innerhalb des numerischen Verfahrens beriicksichtigt werden.

Tadmor entwickelte hierzu die “Spectral-Vanishing-Viscosity”- sowie die “Super-Viscosity” -
Methode. Beide Methoden wurden spéter unter dem gemeinsamen Namen Methode spek-
traler Viskositdt zusammengefasst. Die Grundidee dieser Methode ist die Einfiithrung
kiinstlicher Viskositéit zur Kontrolle der Entropiedissipation in einer an die spezielle Situa-
tion spektraler Verfahren angepassten Form, die beriicksichtigt, dass die hohe Genauigkeit
spektraler Verfahren gerade durch deren geringe Dampfung ermdglicht wird. Daher ist der
Viskositatsterm so gewéhlt, dass dessen Einfluss mit steigenden Frequenzen der Losung
wéchst und die niedrigen Frequenzen nur wenig oder iiberhaupt nicht modifiziert werden.
Die urspriingliche Fassung der SV-Methode wurde von Tadmor fiir das Fourier-Spektral-
verfahren entwickelt, zur numerischen Losung skalarer periodischer Erhaltungsgleichungen
der Form

) )
Sl t)+ 5= flu@, ) =0, (0,8) € [=m7] x [0,7], (5.8)

mit konvexer Flussfunktion f sowie mit 2m-periodischen Anfangsbedingungen

u(-,0) =up: [-m,71] = R
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und periodischen Randbedingungen. Die Fourier-Projektion

Pyu(z,t) = Y alk,t)e*,  ak,t) = ;ﬂ /ﬂ w(z, t)e % de,

I<N

der Losung u(z,t) von (5.8) wird hierbei durch ein trigonometrisches Polynom N-ten
Grades der Form

uy(z,t) = > dg(t)e

k<N

approximiert. Ausgehend von der Projektion der Anfangsbedingung
un(z,0) = Pyug(x)

ist die zeitliche Entwicklung der mit dem klassischen Fourier-Spektralverfahren berechne-
ten Ndherungslosung durch die semidiskrete Gleichung

0

UN(x7t) + %

. Pxflux(a,t) = 0 (59)

gegeben.

Mangelnde Entropiedissipation des Spektralverfahrens Die fehlende Entropie-
dissipation der obigen Formulierung wird nun ersichtlich, wenn (5.9) mit u multipliziert
und iiber das Intervall [—m, 7] integriert wird. Fiir das in Kapitel 2 definierte Energie-
funktional Epe,[un](t) = 5 [T u3/(z,t)dz ergibt sich daraus

%Eper[uzv](t) _ —/_ﬂ uy - —f(uN(xt dq:—/_ﬂ 9 fun(@, D) dz,  (5.10)

fiir eine Funktion ¢(u) mit ¢'(u) = u- f'(u), die nach Definition 2.8 ein zur Entropiefunktion
n(u) = %uQ gehoriger Entropiefluss fiir die skalare Gleichung (5.8) ist. Aufgrund der
periodischen Randbedingungen folgt aus (5.10)

d

%Eper[uN](t) = [q(uN<.’t))]7iﬂ:O7

so dass die Energie der mit dem Fourier-Spektralverfahren erhaltenen numerischen Losung
zeitlich konstant ist. Konvergiert die Folge der Naherungen uy fiir N — oo nun gegen
eine periodische Funktion u : R x Rf — R in dem Sinn, dass fiir alle ¢ > 0 die starke
L?-Konvergenz,

/ a2, 1) — u(, O)2dz — 0,

gilt, so ergibt sich fiir alle t > 0
1 [ 1 (" 1
Eper[u](t) = 5/ u?(z,t)dr = lim 3 ul(z,0) dr = / —ul(x) dx,

N—o0 2

so dass auch u in der Zeit konstante Energie besitzt. (Ein entsprechender Erhalt der Ener-
gie in der Zeit wurde in [87] auch fiir die Annahme der schwachen Konvergenz von uy ge-
gen eine schwache Losung u der Gleichung (5.8) gezeigt.) Die Entropiebedingung erzwingt
jedoch im Allgemeinen das Abfallen des Energiegehalts iiber Unstetigkeitskurven stiick-
weise glatter Entropielosungen, wie in Kapitel 2 fiir das Beispiel der Burgers-Gleichung
ausgefiihrt, so dass das klassische Fourier-Spektralverfahren (5.9) in einem solchen Fall
nicht gegen die Entropielésung von (5.8) konvergieren kann.
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Die Methode spektraler Viskositit Zur Kontrolle der Entropiedissipation ist der
Methode spektraler Viskositét daher anstelle der Gleichung (5.9) die durch einen Visko-
sitdtsterm erweiterte Gleichung

%uzv(x t) + aﬁPNf(UN(l’ t)) = en(= )p+1axp [QN&FUN;: =

zugrunde gelegt, wobei der Operator () definiert ist durch

Qvv = Y Qud(k, )™, o= ik t)e*, (5.12)

[k|<N |k|<N

(5.11)

mit nicht negativen Koeffizienten @, < 1. Der Parameter p € N steuert die Ordnung des
Viskositatsterms und kann als wachsende Funktion von N gewéhlt werden. Fiir p > 1
wurde der Begriff der Super-Viskositét eingefithrt. Um niedrige Frequenzen viskositéatsfrei
zu belassen, wird Q; = 0 fiir |k| < m gewiihlt, fiir einen von N abhiingigen Parameter
m < N. Die Bandbreite wahlbarer Werte fiir die Parameter m und ey sowie fiir die
Koeffizienten Qk ergibt sich aus dem folgenden Satz.

Satz 5.6 Es sei angenommen, dass die durch die Methode spektraler Viskositdt (5.11),
(5.12) definierten Niherungslosungen uy gleichmdflig beschrinkt sind, d.h. es gelte

s () (1) < Ao

mit einer von N unabhdngigen Konstanten A. Fir die Viskosititsstirke ey in (5.11)
gelte hierbei

C
wobei die von der Ordnung p des Viskositdtsterms abhdingige Konstante C,, durch
P
Cp~ Y |floxllunllf=' (5.14)
k=1
gegeben sei, mit | f|or = ||0F f(w)|| g . Die Glittungsfaktoren Qy, seien zudem entsprechend

den Bedingungen

Qk:07 |k| SmN7

2p—1

7 .
1—(%) <Ov <1, |k >ma,

gewdhlt, mit der oberen Schranke

2p—1

my < N? mit 6 < 5

fuir den Abschneideparameter my .

Unter den obigen Annahmen konvergieren die Ndaherungslosungen uy dann stark, d.h. in
den Funktionenrdumen L1([—1,1] x [0,T)), fir alle ¢ < oo, gegen die eindeutige Entro-
pielosung der konvexen Erhaltungsgleichung (5.8).
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Beweis: Siehe [88]. O

In nachfolgenden Arbeiten wurden desweiteren SV-Methoden mit entsprechenden Kon-
vergenzeigenschaften fiir mehrdimensionale periodische Erhaltungsgleichungen [15] sowie
fiir nichtperiodische Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension,

—u(z,t) + %f(u(x,t)) =0, (z,t) € [-1,1] x [0,T7,

entwickelt. Beispielsweise verwendeten Maday, Ould Kaber und Tadmor in [67] eine pseu-
dospektrale Legendre-SV-Methode mit der Variationsformulierung

0

0 0
(au]\; + axINf(UN),CD)N = —€N (Q * UN7 a:ECI))N+ (B(UN),CI))N, Vo e PN[—l, 1]

Unter (-, )y ist hierbei die Integration tiber [—1, 1] mittels geeigneter Quadraturformeln
zu verstehen, Iy bezeichnet den zugehorigen Interpolationsoperator und B(uy) stellt die
Einhaltung von Randbedingungen sicher. Der Operator ) wirkt in diesem Fall direkt auf
den Koeffizienten der Legendre—Reihe, d.h.

N

Qn *v (z,1) ZQk (O (), fiir v(z,t) = 0k(t)P"(z).

k=0
Wiéhrend die Formuherung der SV-Methode im periodischen Fall eine effiziente Implemen-
tation durch modale Filter erlaubt, wie nachfolgend erldautert werden soll, muss der Vis-
kositatsterm bei der Methode von Maday, Ould Kaber und Tadmor fiir nichtperiodische
Gleichungen direkt implementiert werden. In [65] und [66] entwickelte Ma Chebychev-
Legendre-SV-Methoden mit einem fiir Chebyshev-Entwicklungen angepassten Differen-
tialoperator, auf die er die theoretischen Resultate von Tadmor iibertragen konnte. Die
SV-Methode wurde von Kirby und Sherwin [53] ebenso innerhalb eines Spektral-Element-
Verfahrens auf unstrukturierten Gittern zur Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen genutzt, allerdings ohne Anpassung des Viskositédtsterms an die Entwicklung
in PKD-Polynome.

Zusammenhang zwischen spektraler Viskositidt und modaler Filterung Bei ge-
eigneter Wahl des Viskositétsterms in Abhéngigkeit von den Ansatzfunktionen kann die
SV-Methode effizient als Filter hoher Ordnung implementiert werden. Die Idee der Aqui-
valenz von Filterung und spektraler Viskositéit sowie die dazu notwendige Modifizierung
des Viskositéitsterms in Abhéngigkeit von den gewéhlten Basisfunktionen findet sich bei-
spielsweise in den Arbeiten [35, 36, 66, 65, 29]. Die verwendeten Differentialoperatoren
in der Formulierung mittels kiinstlicher Viskositdt wie in (5.11) sind hierbei abhéngig
von dem spezifischen Sturm-Liouville-Problem, welches die Ansatzfunktionen erfiillen.
Nachstehend aufgefiihrt sind die in der Literatur angegebenen Viskositédtsterme zu ver-
schiedenen Reihenentwicklungen, die bei der Verwendung spektraler Methoden auftreten.

Verwendete Viskositéitsterme in Abhéngigkeit der Basisfunktionen

Fourier-Reihen: en(—1)Ptt 83;’;
- 2
Chebychev-Reihen: ey (—1)P*! ( 1 — 22 8%) P

Legendre-Reihen: ey (—1)P*! [Q(l — ;ﬁ)i}p
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Der Nachweis eines Konvergenzresultats analog zu Satz 5.6 ist hierbei bisher nur fiir den
Fall von Chebychev-Reihen vorgenommen worden.

Der Zusammenhang zwischen der SV-Methode und einem direkt auf den Koeffizienten der
Entwicklung wirkenden modalen Filter soll in diesem Abschnitt exemplarisch fiir den Fall
der Fourier-Spektralmethode hergestellt werden und iibertriagt sich auf den Fall anderer
Reihenentwicklungen bei Wahl des zur Basis gehorigen Viskositétsterms.

Die Gleichung (5.11) wird hierzu im Zeitintervall [f",¢"*!] mit Hilfe eines Splittingver-
fahrens in Transport- und Démpfungsanteil zerlegt. Dadurch erhdlt man zunéchst die
Gleichungen

a +1 a ny __ n

2N = en(—1)? gy [QN ] wy(z,t") = uy(x,t"), (5.15)
0 0
2N T o —Pnf(uy) =0, un(x,t") = wy(z, thy1). (5.16)

Somit wird vor der Anwendung des klassischen Spektralverfahrens entsprechend der Glei-
chung (5.16) ein Dampfungsschritt durchgefiihrt. Die zugehorige Gleichung (5.15) ist zwar
von parabolischem Typ, kann allerdings effizient mit Hilfe eines modalen Filters imple-
mentiert werden. Mit

wy(a,t) = Y dp(t)e™
|k|<N
und der Darstellung des Viskositédtsterms als
oP OPwy(x,t . .
P [Pl o S Qe

m<|k|<N

EN(_l)p-‘rl

erhélt man N entkoppelte gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Fourier-Koeffi-
zienten wy(1):

d

Ewk(t) = —ENI{?ZDQAkUAJk(t), m S |/{Z| S N,
%wk(t) _ k| < m,

die leicht analytisch gelost werden konnen. (An dieser Stelle ergibt sich ein analoges
Resultat fiir andere Basisfunktionen, wenn der zugehorige Viskosititsterm gewéhlt wird.)
Mit At = ¢" — " und ey = C,/N?~! ergibt sich

() = P <_CPAtNQk (%)21?) wi(t"), m < |k| <N,
ﬁ)k(tn), ’k’ <m.

In [36] wurde aufgrund der Beobachtungen in numerischen Experimenten vorgeschlagen,
Viskositatsterme hoherer Ordnung, d.h. p > 1, zu verwenden und von der Definition eines
viskositétsfreien Spektrums abzusehen, d.h. my = 0 zu wéhlen, so dass sich eine Modi-
fikation aller Koeffizienten der Entwicklung mit Ausnahme des Zellmittelwertes ergibt.
Desweiteren werden die Viskositétskoeffizienten durch Qk =1, |k| < N festgelegt. Diese
spezielle Wahl der Parameter wurde auch bei der Konstruktion der Chebyshev-Legendre-
Spektralmethode von Ma in [66] verwendet. Die Formulierung spektraler Viskositéit hat
dann die einfacherer Form

0 0 0%
—uy + =Py fluy) = €N<_1)p+lax2puN-

ot ox

(5.17)
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In diesem Fall ist der Dampfungsschritt durch die Gleichung

d
—wk: —ENk2pwk, OS |]{Z| SN,

dt
gegeben, und mit der Definition ey = C,/N*~! in (5.13) ergibt sich die Modifikation der
Fourier-Koeffizienten als

BN
wy =exp | —C,NAt (N) W

Somit erhélt man die modal gefilterte Naherung

k .
w?\} = Z g (N) wkelkx,

|k|<N

mit dem durch o(n) = exp (—C,NAtn??) gegebenem exponentiellen Filter der Ordnung
2p und der Filterstérke o = C, NAL.

Diese modale Filterung wird vor jedem Schritt des Spektralverfahrens auf die zum ent-
sprechenden Zeitpunkt t" vorliegende Naherung uy(z, ") = wy(z,t") angewendet.

Bei expliziten Verfahren zur Zeitintegration fiithrt die entsprechende Zeitschrittrestriktion
im Fall der Fourier-Spektralmethode zu einem konstanten Wert von NAt, siehe [36]. Bei
der auf Fourier-Reihen basierten Methode ist es daher moglich eine konstante Filterstérke
« fiir alle Werte von N zu wahlen. Bei den Weiterentwicklungen der SV-Methode fiir
Legendre- [66] und Chebyshev-Legendre-Spektralverfahren [67] ergibt sich hingegen eine
Zeitschrittrestriktion der Form At = O(N~?), siche [43]. Daher ist die Filterstirke bei
Verwendung dieser Ansatzfunktionen in Abhéngigkeit vom Polynomgrad N zu wéihlen,
mit ay = O(1/N).

5.4 FEin modaler Filter fiir die Proriol-Koornwinder-Dubiner-
Basis

Der im vorherigen Abschnitt hergeleitete Zusammenhang zwischen spektraler Viskositét
und modaler Filterung soll nun auf den Fall stiickweiser PKD-Entwicklungen auf Dreiecks-
gittern iibertragen werden. Die Grundidee, den zur Basis der PKD-Polynome gehorigen
Sturm-Liouville-Operator innerhalb der Viskositatsformulierung zu verwenden, wurde be-
reits in der dieser Schrift vorangegangenen Arbeit [68] sowie in [69] beschrieben, mit ersten
numerischen Ergebnissen fiir skalare Erhaltungsgleichungen.

Wie bisher erfolgt die Herleitung des modalen Filters in der folgenden Darstellung nur
fiir skalare Gleichungen. Im Fall von Systemen wird die Viskositdt komponentenweise
eingefiihrt, so dass der Filter auf die konservativen Variablen angewendet wird.

5.4.1 Herleitung aus einer Formulierung spektraler Viskositit auf dem Drei-
eck

Gegeben sei eine zweidimensionale, skalare Erhaltungsgleichung der Form

%u(x, B+ Ve f(u(x,t) =0, (x.t) € QxR (5.18)
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Um aus der Formulierung spektraler Viskositét fiir (5.18) einen modalen Filter basierend
auf der PKD-Basis zu erhalten, wird das zu dieser Basis gehorige Sturm-Liouville-Problem
betrachtet. Zudem miissen die Bedingungen an die Viskositétsstiarke ey in (5.13) auf die
elementweise Diskretisierung des DG-Verfahrens iibertragen werden.

Im Kontext der DG-Diskretisierung werden auf den einzelnen Elementen zunéchst Glei-
chungen der Form

0 -
<§uh,]\/ + Vx . PNf(uh,N), U) = (B[U}%N], ’U)NK , Yo € PN(TZ'),
N;

gelost. Hierbei bezeichnen die Notationen (-,-)y, und (-, -)n, die Verwendung der Qua-
draturformeln, die der Volumen- bzw. der Randintegration entsprechen. Desweiteren be-
zeichnet Pyf die Projektion der Flussfunktion in den Ansatzraum mit der Eigenschaft
(Pnf,v)n, = (£,0),, fiir alle v € PN(r;). Der Operator B fasst die durch die réumliche
Diskretisierung entstehenden Randterme zusammen, zur Differenz der projizierten und
der numerischen Flussfunktion,

Blup n] = 75Nf(uh7N) ‘0 — H(u,, v, u;N, n).

Mit der Transformationsabbildung A;(x) = A;x+ b;, die 7; auf das Standardreieck abbil-
det, sowie der Anwendung der Kettenregel V, = AZTVT,S ergibt sich fiir das Element 7;
die Darstellung der DG-Diskretisierung auf T durch eine Gleichung der Form

<%uh,N(Ai1(r, $),t) + V- ﬁNAif(uh,N(Ai’l(r, s),t)), 17>
Ny

- (B[uh,N] (A;l(rv 5)7 t)v ﬁ)NK J (519)

die fiir alle & € PN(T) gefordert wird. Eine Formulierung spektraler Viskositit analog
zur Fourier-Spektralmethode (5.17) unter Verwendung des zur Basis der PKD-Polynome
assoziierten Sturm-Liouville-Operators, siche hierzu die Definition (3.7), erhdlt man dann
durch

<%uh,N(A;1(T7 S), t) + vr,s : 75NAif<uh,N(Ai_1(T7 8)7 t))a 7j>
Ny

= (Blun (A7 (1. 9),),9) y+ (=17 ((LrsVunn (AT (1 5).8),9) .+ (5.20)

fiir alle © € PN(T), mit einer noch zu bestimmenden Viskositétsstiirke €.

Aufgrund der Bedingung (5.14) an die Konstante C,, ist die Viskositétsstirke ey in (5.11)
abhéngig von den Ableitungen des Flussvektors der gegebenen Erhaltungsgleichung. In
der Gleichung (5.19) ist diese Flussfunktion durch A;f gegeben. Unter Vernachlissigung
der Abhéngigkeit von uy ergibt sich fiir ein beliebiges d € R nach (5.14) die Eigenschaft
Cy(d- f) = d-Cy(f). Aufgrund dieser Uberlegung ist es in Anbetracht der Gleichung (5.19)
sinnvoll, €y, proportional zur Operatornorm ||A;|| der Matrix A; zu wihlen. Da [|A;]|w
im Fall dhnlicher Dreiecke 7; zudem proportional zum Kehrwert 1/h; des zugehorigen
Liangenmafes ist, ergibt sich die Definition von € als

Gy

_ 21
hZ(N + 1)2p71 ’ (5 )

N
EN_

so dass €} damit im Wesentlichen analog zu (5.13) gewiihlt wird, bis auf das Einbeziehen
des Langenmafles h;.
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Wie im Fall der Fourier-Spektralmethode, wird die Gleichung (5.20) nun durch Opera-
torsplitting in Transport- und Dampfungsteil zerlegt. Desweiteren ldsst sich analog zur
Gleichung (5.15) auch in diesem Fall der Dampfungsteil als modaler Filter ausdriicken.
Auf dem Dreieck 7; € T" betrachten wir hierzu eine Funktion wj, 5 : T x [t*, "] — R
mit der Eigenschaft wj, y(-,t) € Pn(T) fiir alle ¢t € [t",¢"+!], die die Anfangsbedingung

w27N(r, $,t") = up N (A;l(r, s),t”)

erfiillt. Diese Anfangsbedingung entspricht hierbei einer aus einem Schritt des DG-Ver-
fahrens resultierenden Néherung auf dem Dreieck 7;, die mit Gibbschen Oszillationen
behaftet ist.

Der zur Gleichung (5.20) zugehorige Filterschritt ist dann gegeben durch die Differential-
gleichung

awh,N = EN(_l)p—H('Cr,s)pwh,Na (5.22)

mit der elementweisen Viskosititsstirke ey nach (5.21). Die Anwendung des Operators
(L,s)P auf die PKD-Entwicklung von wj,  ergibt wegen der in Satz 3.2 beschriebenen
Eigenschaft der PKD-Polynome als Eigenfunktionen den Ausdruck

(Lrs)? wliz,N =(=1)P Z )‘?mwimq)lm-

I+m<N

Daher erhalt man mit Hilfe der Entwicklung von w}u y in eine PKD-Reihe unter Ausnut-
zung von (5.22) und (5.21) die Gleichung

d i
_wlm — —

dt

Gy

T - Ty ) 207,

Co(N+1) (1+m\*?
h; N +1 tm

fiir die PKD-Koeffizienten w; , 0 <[+ m < N. Dementsprechend wird wie im Fall der
Fourier-Spektralmethode ein exponentieller Filter

[4+m
_ 2P _ i 2
o(n) = exp(=ar™),  n=5, (5.23)
der Ordnung 2p, mit durch
N+ 1)At
a; = % (5.24)

gegebener elementweiser Filterstiarke, auf die PKD-Entwicklung angewendet.

Im Fall der Nutzung expliziter Zeitintegrationsverfahren zur Losung der semidiskreten
Gleichung (5.19) ergibt sich eine Zeitschrittrestriktion von At = O(h/N?), wie sich bei-
spielsweise der Untersuchung der Eigenwerte des advektiven Operators in [52] entneh-
men lasst. Ein entsprechend gewéhlter Zeitschritt fiihrt daher zur Invarianz des durch
(5.23), (5.24) gegebenen modalen Filters o(n) bei Gitterverfeinerung sowie zur Bedin-
gung o = O(1/N) an die Filterstérke.
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5.4.2 Adaptive Filterung

Ordnungsverlust durch globale Filterung Aufgrund der in jedem Zeitschritt durch-
gefithrten Dampfung fiithrt die globale Anwendung des exponentiellen Filters (5.23) auf
das Eingangsbeispiel der linearen Transportgleichung zu einer drastischen Verschlechte-
rung der Genauigkeit des DG-Verfahrens, wie in in der Tabelle 5.1 ersichtlich ist. Dort
sind die L2-Fehler der Niherungslésungen fiir 3 < N < 6 verzeichnet, die im Vergleich
zu den in der Tabelle 4.3 gegebenen Resultaten deutlich héher sind, sowie die errechnete
numerische Konvergenzordung. Wie im Fall des unmodifizierten DG-Verfahrens wurde
hierbei mit einer globalen Zeitschrittweite von At = 107 gerechnet. Die Filterparameter
des modalen Filters (5.23), (5.24) wurden in diesem Beispiel durch p = 3 sowie C), = 0.1
festgelegt.

| K | N | L*-Fehler | EOC | N | L*-Fehler | EOC |
296 3.634776¢-03 2.526065¢-03
1184 3 ] 1.140990e-03 | 1.671580e+00 | 4 | 5.657878¢-04 | 2.158559e+00
4736 2.736219e-04 | 2.060031e+00 1.147468¢-04 | 2.301807e+00
296 1.737470e-03 1.181871e-03
1184 5 | 2.901764e-04 | 2.581986e+00 | 6 | 1.586382e-04 | 2.897261e+00
4736 5.767916e-05 | 2.330808e+00 3.253800e-05 | 2.285543e+00

Tabelle 5.1: Wirkung der globalen Anwendung des modalen Filters (p

:37 Cp:

0.1) auf

die Entwicklung des L*-Fehlers.

Die Daten der Tabelle 5.1 zeigen, dass die experimentelle Konvergenzordnung in diesem
Fall offensichtlich nicht mit der zu erwartenden rdumlichen Ordnung des DG-Verfahrens
iibereinstimmt. Dies steht nicht im Widerspruch zu den approximationstheoretischen Re-
sultaten fiir modale Filter in Abschnitt 5.2. Wahrend die modale Filterung der Reihenent-
wicklungen spektraler Methoden nach Satz 5.2 und Satz 5.4 hochgenaue Approximationen
in Bezug auf steigende Polynomgrade liefern kann, lassen sich anhand dieser Resulta-
te keine Aussagen treffen beziiglich der Konvergenz elementweise gefilterter Entwicklun-
gen auf Gebietszerlegungen unter Gitterverfeinerung bei festgehaltenem Polynomgrad N.
Tatséchlich lasst sich nachweisen, dass die Filterung diesbeziiglich nur eine Ndhrung von
erster Ordnung im Raum zulésst, falls schon die zum linearen Anteil von uj x gehorigen
Koeffizienten, mit Indizes [ + m = 1, modifiziert werden, d.h. falls der gewéhlte Filter
o die Eigenschaft o(1/N) < 1 besitzt. Da insbesondere fiir den aus der Formulierung
spektraler Viskositdt hergeleiteten exponentiellen Filter die Eigenschaft

o(n) <1 firallen >0

gilt, modifiziert dieser bis auf den Zellmittelwert alle Koeffizienten der Entwicklung, un-
abhéngig von der Anzahl der Terme. Dementsprechend treffen die nachfolgenden Betrach-
tungen unabhéngig vom gewéihlten Polynomgrad auch auf diesen Filter zu.

Zur Abschitzung der Approximationsfehler elementweise gefilterter PKD-Entwicklungen
betrachte man eine Folge regulirer, konformer Triangulierungen 7" des Gebiets Q =

[—1,1]%, sowie die durch
n Z ulmq)lm ( ))a
I+m<N

uh,N:Q—ﬂR, TiETh,

Unh,N
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gegebene stiickweise polynomielle Approximation N-ten Grades einer glatten Funktion
u : €2 — R. Desweiteren sei die elementweise gefilterte Entwicklung gegeben durch

9= 3 o (S )

I+m<N

o

g .
up v 2 — R, up N

Fiir den Fehler in der L2-Norm gilt nun die Abschitzung

lu = uf yllr20) = lunny — uh vllzz@) = lluny — ullz2i).-

Fiir hinreichend glatte Funktionen wu besitzt der Interpolationsfehler nach [16, Theorem
3.1.5] die obere Schranke |Jupy — ul|r2) = O(RN ) fiir b — 0, so dass der rdumliche
Fehler beziiglich Gitterverfeinerung dominiert wird durch den Fehler [[up n — uf ylz2(),

der sich durch die Filterung ergibt. Fiir diesen gilt
o 2 S |7i] 1\\? i N2
[[un,y—up nllT20) = Z b,y —up N llT2(r) = Z 5 Z l—o{x])) ym (ttgn)” -

E€Th T,€Th I+m=1

Nun kann aber fiir die Koeffizienten 4j,,, [ +m = 1, keine bessere Schranke als O(h)
erwartet werden, mit der entsprechenden Implikation, dass die Abschitzung der Form
|un,n — uf, nllz2@) = O(h) strikt ist. Hierzu betrachten wir die lineare Funktion u(x) =
a - x + ¢ sowie die Folge von Dreieckselementen

1
T, = {x € R*| —Eﬁﬁlwz; x1 + x5 < 0}.

Die zugehorigen Folgen von Dubiner-Koeffizienten {@%}%N fiir [ +m = 1 besitzen die
Folgenglieder
- 1 1
i =~ — [ a. ( r ) By(r, s)drds = hy - C,
n s

Yim JT

mit dem zu 7;, gehorige Langenmafl h,, und einer von h, unabhingigen Konstanten C,
wie sich unter Anwendung der Gleichung (4.4) leicht nachrechnen lasst.

Indikatoren zur elementweisen adaptiven Filterung FEine Moglichkeit, den hier
beobachteten Ordnungsverlust zu vermeiden, ist die adaptive Verwendung des modalen
Filters nur in den Gitterzellen, in denen Oszillationen auftreten und das Vorliegen einer
Unstetigkeit vermutet wird. Von Persson und Peraire wird in [72] fiir die Einfiihrung eines
klassischen Viskositétsterm zweiter Ordnung in das DG-Verfahren eine derartige Strategie
verwendet. Die Autoren konstruieren einen Indikator basierend auf dem Abklingverhalten
der PKD-Koeffizienten, der diejenigen Zellen kennzeichnet, auf denen zuséatzliche nume-
rische Viskositét eingefithrt werden soll. Beziiglich des Rechenaufwandes ist ein derarti-
ger Indikator im Rahmen der hier verwendeten modalen Filterung ideal, so dass dessen
Anwendung in diesem neuen Kontext untersucht werden soll. Zunéchst wéhlen wir die
Filterstarke ay; auf einem Dreieck 7; als

aN; = (525)

)

0 falls w; < (N +1)74,
Cp-(N+1)7! sonst,
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wobei der Indikator w; durch

-1
wm Y <>( > <>) |

I+m=N l+m<N

(5.26)

gegeben ist, mit einem zusétzlichen Parameter ¢ > 0 zur Vermeidung der Division durch
Null. Dieser Indikator wurde auch bei den Berechnungen der in [68] dargestellten Ergeb-
nisse verwendet. Heuristisch lésst sich der Indikator durch die Abschéatzung

Y mlii,)? < NN +2) 7P| L2 (wo AT [|Zer) = O(N),

l+m=N

motivieren, die sich fiir hinreichend glatte Funktionen aus der Gleichung (3.18) im Beweis
von Satz 3.3 herleiten ldsst. Dementsprechend verschwindet die Filterstidrke auf den Be-
reichen des Rechengitters, auf denen die Losung gut dargestellt wird. Da sich eine entspre-
chend gute Auflosung fiir glatte Funktionen unter anderem durch eine Gitterverfeinerung
ergibt, darf man erwarten, dass die Konvergenzordnung des DG-Verfahrens aufgrund der
verschwindenden Filterstédrke erhalten bleibt. Bei der Berechnung von Néherungen an die
Transportgleichung fiir 3 < N < 6 ergibt sich die in Tabelle 5.2 dargestellte Fehlerentwick-
lung. Hierbei wurden wie im vorherigen Fall die Filterparameter durch p = 3, C, = 0.1
belegt. Dementsprechend deuten auch die numerischen Experimente fiir die elementweise
adaptive Einfiihrung kiinstlicher Viskositédt mittels (5.25), (5.26) an, dass die Ordnung
des Verfahrens erhalten bleibt.

’ K H N ‘ L2-Fehler ‘ EOC H N ‘ L?-Fehler ‘ EOC ‘
296 1.189032¢-03 3.486356e-04
1184 3 6.794500e-05 4.129276e+00 4 7.649236¢-06 5.510260e+-00
4736 2.774004e-06 4.614326e+00 2.138201e-07 5.160846e+-00
296 7.988103e-05 2.031294e-05
1184 5 1.050113e-06 6.249236e+00 6 1.305682e-07 7.281452e+00
4736 1.540299¢-08 6.091190e+00 1.041515e-09 6.969976e+-00

Tabelle 5.2: Wirkung der adaptiven Anwendung des modalen Filters (p = 3, C, = 0.1)
mittels (5.25), (5.26) auf die experimentelle Konvergenzordnung,.

Die endgiiltige Skalierung des Indikators von Persson und Peraire erzielt eine glatte, mo-
noton steigende Indikatorfunktion s : Rj — [0, 1]. Barter und Darmofal [3] nutzen in ihrer
Definition kiinstlicher Viskositéit zwei verschiedene Stoffiindikatoren, einen koeffizienten-
basierten Indikator

Spes(w;) = min{ 1000(5N* + 1)w; , 1} (5.27)

dghnlich dem Indikator von Persson und Peraire, sowie einen Sprungindikator, abhéngig von
den Spriingen iiber Elementgrenzen der DG-Diskretisierung. Letzterer Indikator basiert
auf den Fehlerschiatzungen von Krivodonova et al. [56], die zeigten, dass fiir derartige
Spriinge von Komponenten der Niaherungslésung oder daraus berechneter Gréflen g(uy, ),
mit einer glatten Funktion g : R™ — R, die Abschitzungen

1 g ) —g(ut )| do = O(hN*1), in Bereichen in denen die Losung glatt ist,
7 /s, IWUn N9\ )1 4T = O(1), nahe Unstetigkeitsstellen,
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giiltig sind. Dementsprechend ist der Sprungindikator in Abhéngigkeit von
by = — l9(w, v) — 9wy x)|
"7l Jor, Hg(ann)} +e
mit {g(unn)} = 3 (9(w;, ) + g0} y)), gewihlt als
s7(@;) = min{ 5000, , 1 }. (5.28)

do,

Die beiden von Barter und Darmofal verwendeten Indikatoren (5.27), (5.28) werden in den
in der vorliegenden Arbeit durchgefithrten Experimenten zur Steuerung der Filterstérke
mittels

NA
aN; = { S?"es/J ’ Cph_zt faHS S'res/J > 001

0 andernfalls (5.29)

implementiert, wobei der Parameter C), neben der Filterordnung in Abhéngigkeit vom
konkreten Testfall zu wéhlen ist.

Fiir p = 3 und C, = 0.1 ergeben sich im Fall des betrachteten Beispiels zur linearen Ad-
vektionsgleichung die in Tabelle 5.3 verzeichneten L2-Fehlerentwicklungen fiir die beiden
Indikatoren s,.; und s;.

Sres SJ

N K L*>-Fehler EOC L*>-Fehler EOC
296 1.225255e-03 1.225255e-03

3 1184 8.169819e-05 3.906634e+-00 8.172099e-05 3.906232e+00
4736 6.189373e-06 3.722439e+-00 7.059044e-06 3.533162e+-00
296 3.931542e-04 3.931542e-04

4 1184 1.626865e-05 4.594929e+-00 1.643935e-05 4.579870e+00
4736 3.494515e-07 5.540859e+-00 1.574537e-06 3.384154e+00
296 1.136967e-04 1.136967e-04

5 1184 2.528406e-06 5.490818e+-00 5.984817e-06 4.247739e+00
4736 1.602622e-08 7.301650e+4-00 3.938578e-07 3.925560e+-00
296 4.407593e-05 4.415189e-05

6 1184 1.702150e-07 8.016489e+-00 1.430511e-06 4.947873e+00
4736 1.041928e-09 7.351959e4-00 3.618938e-08 5.304820e+-00

Tabelle 5.3: Wirkung der adaptiven Anwendung des modalen Filters (p = 3, C, = 0.1)
mittels (5.29) auf die experimentelle Konvergenzordnung.

Diese ersten Ergebnisse deuten an, dass die Wahl des Indikators s,.s die Ordnung des
Verfahrens im Wesentlichen erhélt, wiahrend dies fiir den Indikator s; zumindest auf den
betrachteten Gittern nicht zuzutreffen scheint. Beide Indikatoren liefern jedoch fiir den
betrachteten Testfall deutlich bessere Ergebnisse als die globale Filterung. Werden die
Filterparameter mit den Werten p = 3 sowie C}, = 0.01 belegt, so ergeben sich die in Ta-
belle 5.4 dargestellten Ergebnisse fiir die adaptive Anwendung des modalen Filters nach
(5.29) mittels der Indikatoren s,.s und s; sowie fiir die globale Anwendung des Filters.
Bei dieser Parameterwahl entspricht die experimentelle Konvergenzordnung fiir beide In-
dikatoren derjenigen des ungefilterten DG-Verfahrens. Die zum Vergleich angegebenen
Resultate der globalen Filterung zeigen hierbei erwartungsgeméfl auch in diesem Fall eine
deutliche Beeintrachtigung der Genauigkeit des Verfahrens auf.
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N | K Sres SJ globale Filterung
L*>°-Fehler EOC L°°-Fehler ‘ EOC ‘ L*>°-Fehler EOC

296 1.175861e-03 1.175861e-03 1.701045e-03

3 1184 6.914189e-05 4.09 6.914301e-05 4.09 2.286228e-04 2.90
4736 2.912998e-06 4.57 2.969415e-06 4.54 4.289916e-05 2.41
296 3.552213e-04 3.552213e-04 8.203638e-04

4 | 1184 | 8214109e-06 | 5.43 8.222967¢-06 | 5.43 9.042798¢-05 | 3.18
4736 | 2.157931e-07 | 5.25 2.538417¢-07 | 5.02 1.947955e-05 | 2.21
296 8.248182e-05 8.248182e-05 4.255808e-04

5 1184 1.080937e-06 6.25 1.256704e-06 6.03 4.455866e-05 3.26
4736 1.540725e-08 6.13 1.664081e-08 6.24 1.031478e-05 2.11
296 2.167114e-05 2.167448¢-05 2.422031e-04

6 | 1184 | 1.310204e-07 | 7.37 1.715729¢-07 | 6.98 2.433940e-05 | 3.31
4736 || 1.041520e-09 | 6.97 1.045177e-09 | 7.36 5.829489¢-06 | 2.06

Tabelle 5.4: Wirkung der adaptiven sowie globalen Anwendung des modalen Filters fiir
die Parameterwahl p = 3, C, = 0.01 auf die experimentelle Konvergenzordnung.
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6 Nachbearbeitung oszillationsbehafteter Niherungs-
16sungen

Im Fall unstetiger exakter Losungen fiithrt das Vorhandensein Gibbsscher Oszillationen
in den Naherungslosungen spektraler Verfahren dazu, dass die punktweisen Werte der
berechneten Approximation keine hohe Genauigkeit aufweisen. Ist die Ermittlung ver-
trauenswiirdiger punktweiser Werte notwendig — zum Beispiel zur Visualisierung nach
dem Evolutionsprozess oder zu Zwischenzeitpunkten — so wird die Naherungslésung iibli-
cherweise nachbearbeitet. Die Anwendung einer Nachbearbeitungsprozedur auf die Ndhe-
rungslosungen spektraler Verfahren beruht hierbei auf der Vermutung, dass in der durch
ein spektrales Verfahren gegebenen Naherungslosung selbst im Fall einer unstetigen ex-
akten Losung hochgenaue Informationen enthalten sind, die eine Rekonstruktion punkt-
weiser Werte mit hoher Genauigkeit ermdglichen.

Im Fall linearer Gleichungen kann diese Vermutung bewiesen werden. Ein entsprechen-
des Resultat von Abarbanel, Gottlieb und Tadmor [1] besagt, dass fiir die durch eine
Fourier-Spektralmethode ermittelte numerische Losung uy einer linearen periodischen
Erhaltungsgleichung mit exakter Losung u eine schwache Fehlerabschiatzung der Form

](u — UN, ¢)L2[0,27r]’ < C'NfSH¢|

gilt. Die Fourier-Koeffizienten der numerischen Losung approximieren demzufolge dieje-
nigen der exakten Losung mit spektraler Genauigkeit, so dass eine hochgenaue Approxi-
mation an die Projektion der exakten Losung in den jeweiligen Ansatzraum gegeben ist.
Aufgrund des in Abschnitt 5.1 beschriebenen Gibbs-Phédnomens besitzt diese Projekti-
on zunéchst sehr schlechte punktweise Approximationseigenschaften, jedoch sind bereits
sehr fortgeschrittene Techniken entwickelt worden, die unter Voraussetzung der Kennt-
nis beziehungsweise der hochgenauen Approximation der ersten N Fourier-Koeffizienten
der exakten Losung die Rekonstruktion punktweiser Werte bis an die Unstetigkeitsstellen
heran mit spektraler Genauigkeit erméglichen. Eine derartige Technik ist beispielsweise
die von Gottlieb und Shu entwickelte Gegenbauer-Rekonstruktion [39], die auf der stiick-
weisen Projektion der abgeschnittenen Fourier-Reihe in eine abgeschnittene Entwicklung
in Gegenbauer-Polynome basiert.

Ob es fiir nichtlineare Erhaltungsgleichung mit unstetiger Losung im Allgemeinen moglich
ist, hochgenaue Informationen aus einer stabilen spektralen Approximation zu extra-
hieren, wie es bereits in [60] von Lax vermutet wurde, ist jedoch noch nicht geklért.
Ebenso ist es nicht klar, in welcher Form diese Informationen in den N&herungslosun-
gen reprasentiert sein kénnten. Insbesondere zeigen Shu und Wong in [85], dass sich das
Enthaltensein hochgenauer Informationen in einer durch spektrale Viskositéat stabilisier-
ten Néherungslosung der Burgers-Gleichung nicht in einer hochgenauen Approximation
der Fourier-Koeffizienten durch die spektralen Methode manifestieren muss. In den dort
durchgefiihrten numerischen Experimenten weisen die punktweisen Fehler der mit Hilfe
der Gegenbauer-Methode rekonstruierten Daten deutlich bessere Groflenordnungen auf
als die Fehler in den numerisch ermittelten Fourier-Koeffizienten. Die Anwendung einer
Reprojektionstechnik ist in diesem Fall jedoch nicht aus der Theorie heraus begriindbar,
da diese auf der Kenntnis der exakten Koeffizienten beruht.

Da die Reprojektion (beispielsweise mittels Gegenbauer-Polynomen) zudem auf Teil-
bereichen erfolgen muss, in denen die Funktion analytisch ist, miissen diese Bereiche in
einem vorhergehenden Schritt mittels Kantenerkennungsverfahren identifiziert werden, ein

Hs[0,27] » Vq§ S HS[O, 271'],
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Beispiel stellt das Verfahren von Gelb und Tadmor [33] dar. Neben der Rundungsfehler-
Sensibilitat fiir grofie Langen N der Partialsumme des Spektralverfahrens und der Notwen-
digkeit, fiir die Anwendung im konkreten Fall je zwei Parameter der Methode fiir jeden
glatten Teilbereich zu wéhlen, vgl. hierzu [32], liegt die Schwierigkeit der Gegenbauer-
Rekonstruktion daher in der Ubertragbarkeit auf den allgemeinen zweidimensionalen Fall.
In dieser Situation sind Unstetigkeitskurven zu erkennen und die Gebiete, in denen die
neue Entwicklung zu konstruieren ist, konnen sich deutlich von einfachen Gebieten wie
beispielsweise geradlinig berandeten Polygonen unterscheiden. Aufgrund dieser Proble-
matik soll im folgenden anstelle einer Reprojektionstechnik ein hiufig verwendetes Ver-
fahren der Bildverarbeitung auf seine Nutzbarkeit als Nachbearbeitungstechnik fiir die
Néherungslosungen der diskontinuierlichen Galerkin-Methode mit modaler Filterung un-
tersucht werden.

6.1 Algorithmen der Bildverarbeitung zur Oszillationsfilterung

Das Anwendungsgebiet der Bildverarbeitung beschéftigt sich unter anderem mit der Bild-
wiederherstellung, d.h. mit der approximativen Rekonstruktion von aus einer realen Si-
tuation gewonnenen Bildern, deren Qualitét durch ihre Erstellung, Ubertragung und Auf-
zeichnung beeintréichtigt wurde. Die Verminderung der Bildqualitéit kann zum einen de-
terministische Griinde besitzen, die aus der Art der Bilderfassung hervorgehen (beispiels-
weise Unschirfe durch falsches Einstellen der Linse oder Bewegung des Objekts) und
ist zum anderen auf zufillige Storungen durch stochastisches Rauschen, welches jeder
Signaliibertragungsmethode inherent ist, zuriickzufiihren. Fiir eine fundierte mathemati-
sche Beschreibung der grundlegenden Modelle und Methoden der Bildverarbeitung sei auf
das Buch von Aubert und Kornprobst [2] verwiesen.

Die Verwendung von Methoden der Bildwiederherstellung, entweder als Teilkomponen-
te innerhalb eines numerischen Verfahrens zur Losung zweidimensionaler hyperbolischer
Erhaltungsgleichungen oder auch als Nachbearbeitungsprozedur angewandt auf die Néhe-
rungslosung zu Visualisierungszeitpunkten, beruht auf der grundsatzlichen Idee, die nu-
merische Approximation zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ als ein verrauschtes (oder im
Fall hoher Viskositdt des numerischen Verfahrens als ein an St68en unscharfes) Bild aufzu-
fassen. Aufgabe der gewéahlten Bildverarbeitungsmethode ist es dann, die exakte Losung
zum Zeitpunkt t, die das Originalbild représentiert, aus den gegebenen Daten so gut
wie moglich wiederherzustellen. Die Ziele der Bildwiederherstellung kommen hierbei auch
im Kontext der numerischen Loésung hyperbolischer Erhaltunggleichungen gelegen: Die
Storungen durch Rauschen oder Unschérfe sollen beseitigt werden, wéhrend die rele-
vanten Informationen des Bildes, insbesondere die Kanten, erhalten bleiben. Wahrend
viele Ansétze der Bildwiederherstellung partielle Differentialgleichungen zur Grundlage
haben und dadurch von der Ausgefeiltheit numerischer Methoden zu deren Lésung pro-
fitieren, findet sich in umgekehrter Richtung die Anwendung von Ideen und Methoden
der Bildverarbeitung innerhalb numerischer Verfahren zur Losung hyperbolischer Erhal-
tungsgleichungen erst in jiingerer Literatur. Die meisten Arbeiten betreffen hierbei die
Anwendung der Bildverarbeitungsmethode zur expliziten Steuerung der Viskositdt des
numerischen Verfahrens. So wurde in [41, 42] zur Stabilisierung eines oszillierenden Lax-
Wendroff-Verfahrens anisotrope, insbesondere normal zu Stoflen verschwindende, Diffusi-
on eingefiihrt, auf der Grundlage einer von Weickert [96] zur Bildverarbeitung entwickelten
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Diskretisierung der anisotropen Diffusionsgleichung

0
a—;‘ =V - (D(J,(Vu,)) V) . (6.1)
Hierbei bezeichnet u, die Faltung von v mit dem Gaufischen Kern k,(x) = 27302 ex <—%> ,

zur Vermeidung einer félschlichen Interpretation von zufilligem Rauschens als Kante des
Bildes. Der Strukturtensor J, = k, * Vu,Vul sorgt fiir das Einbeziehen lokaler Infor-
mationen zur Steuerung des nichtlinearen Diffusionstensors D mit Werten in R?*2. Die
Matrix Vu,Vul besizt eine Basis aus orthonormalen Eigenvektoren, mit einem Eigen-
vektor zum Eigenwert |Vu,|?, der parallel zu Vu, verliuft und einem Eigenvektor zum
Eigenwert 0 senkrecht zu Vu,. Der Diffusionstensor D wird nun so gewahlt, dass er die-
selben Eigenvektoren besitzt und die Wahl der zugehorigen Eigenwerte zur Reduktion der
Diffusion parallel zu Vu, fiir groe Werte von |Vu,|? fithrt, so dass die Diffusion normal
zu Kanten des Bildes verschwindet. Die Differentialgleichung (6.1) ist eine Erweiterung
des Modells inhomogener Diffusion

% =V (c(|Vu|*)Vu) (6.2)
von Perona und Malik, in dem die Diffusion durch eine glatte, monoton fallende Funk-
tion ¢ : [0,00) — [0,00) gesteuert wird und welches neben der Reduktion der Viskositét
in Bereichen, die mit grofler Wahrscheinlichkeit Kanten sind, auch zu riickwéartsgerichter
Diffusion, also Verschirfung von Kanten, fithren kann. Inhomogene Diffusion der Form
(6.2) wurde ebenso von Wei [95] zur Stabilisierung von Finite-Differenzen-Verfahren zur
Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen verwendet, allerdings mit ¢(s) = In(s + 1),
so dass die Diffusion nahe Stéfen explizit erhoht wurde. Riickwértsgerichtete Diffusion
wurde von Breufl et al. [8] zur Verbesserung der Auflésung eines upwind-Verfahrens an
StoBen eingefiihrt. Desweiteren untersuchte Biirgel [9] eine grofie Bandbreite nichtlinearer
Filteralgorithmen, die sowohl aus Modellen partieller Differentialgleichungen wie in den
obigen Beispielen, als auch gem#B Variationsansiitzen oder aus vollstéandig diskreten Uber-
legungen wie der Idee der Restflichenverteilung hergeleitet werden konnen.

Im Gegensatz zu den bisher zitierten Arbeiten wird die Steuerung der Viskositét des hier
entworfenen diskontinuierlichen Galerkin-Verfahrens von dem eingefiihrten spektralen Fil-
ter iibernommen. Der Bildverarbeitungsmethode wird nun die Rolle einer Nachbearbei-
tungstechnik zugewiesen. Einen derartigen Ansatz findet man in der Arbeit von Sarra [81],
in der der digitale TV-Filter (DTV-Filter) von Chan, Osher und Shen [14], der auch von
Biirgel, Grahs und Sonar in [10] verwendet wurde und aus einem diskreten Optimierungs-
problem hergeleitet werden kann, die Aufgabe der Nachbearbeitung von Ndherungslosun-
gen einer Chebyshev-Pseudospektralmethode mit spektraler Filterung iibernimmt.
Aufgrund der einfachen Anwendbarkeit des DTV-Filters und der sehr guten Ergebnisse
in Kombination mit numerischen Verfahren zur Losung hyperbolischer Erhaltungsglei-
chungen soll diese digitale Bildverarbeitungsmethode im folgenden Abschnitt genauer be-
schrieben und auf seine Nutzbarkeit als Nachberarbeitungsverfahren fiir die oszillativen
Néaherungslosungen der DG-Methode mit spektraler Filterung untersucht werden. Erste
Ergebnisse des DTV-Filters fiir skalare Erhaltungsgleichungen sind zudem in den Arbeiten
[68, 69] beschrieben.
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6.2 Der digitale TV-Filter

6.2.1 Grundlegende Eigenschaften

Der DTV-Filter von Chan, Osher und Shen ist auf ungerichteten Graphen [V, E] mit
endlicher Knotenmenge V' und endlicher Kantenmenge F beschrieben. Fiir einen Knoten
a € V bezeichne N, C V die Menge der Nachbarknoten bzw. die Nachbarschaft von
a €V, d.h. die Menge derjenigen Knoten 3 € V', die mit a durch eine Kante verbunden
sind. Mit dem Vektor u® € R#Y mit Komponenten u?, o € V sei ein auf der Struktur
des Graphen vorliegendes Ausgangssignal gegeben. Das Ausgangssignal u® ist in dem hier
interessierenden Kontext gegeben durch die nodalen Werte uy,(+, T') einer Naherungslésung
des DG-Verfahrens mit modaler Filterung. Der Wert 7" € R, entspricht hierbei einem
Ausgabezeitpunkt, fiir den eine Visualisierung und damit ein weitgehendes Entfernen
restlicher Oszillationen erwiinscht ist.

Der DTV-Filter ist nun durch eine iterative Prozedur u* — u*+! mit

ub™ =" hap(W)ufy + hoo (W), k=01, (6.3)

)
BeNa

gegeben, wobei die Filterkoeffizienten in Abhingigkeit von den Daten u € R*Y definiert
sind durch

heg(a) = wap(1) , hao(u) = A , 6.4
o) =7 3 s () W=7 3 s () 64

mit nichtnegativen, datenabhéngigen Gewichten w,g(u) und einem vom Benutzer einzu-
stellenden Anpassungsparameter A > 0. Die Gewichte sind gegeben durch

_ 1 n 1
|V0cu|e |Vﬁu|e 7

wap (1)

wobel die Grofle
1/2
Vau|. = [Z (up — ua)* + € (6.5)

BENa

als die regularisierte diskrete Lokalvariation bezeichnet wird, in deren Definition der Re-
gularisierungsparameter € > 0 zur Vermeidung der Division durch Null eingefiigt ist.
Die Filterkoeffizienten h,g, die den Einfluss benachbarter Werte auf die neue Iterierte
steuern, nehmen demnach genau dann hohe Werte an, wenn im betrachteten Bereich die
Lokalvariation gering ist, so dass hochfrequente Oszillationen mit vergleichsweise geringer
Amplitude gegliattet werden konnen. Stéfe, iiber die hinweg die Lokalvariation hoch ist,
fithren hingegen zu dort vorliegenden geringen Werten der Filterkoeffizienten h,s, so dass
der Einfluss der urspriinglichen Daten u iiberwiegt und der Stofl erhalten bleibt.

Der DTV-Filter wurde auf der Grundlage eines diskreten Variationsproblem konstruiert.
So wurde in [14] gezeigt, dass sich die obige Wahl der Gewichte aus dem Variationsproblem

: A 0112
uin, {Z Voul + 5 u—u ||2}

acV



6.2 DER DIGITALE TV-FILTER 91

ergibt. Die Wahl des Parameters A\ entscheidet somit, wie sehr das Ausgangssignal u®
geglattet werden darf, um die Summe der Lokalvariationen zu vermindern und hat da-
mit nicht unerheblichen Einfluss auf die Entscheidung, wann Feinstrukturen von u® als
wichtige Informationen und wann als iiberfliissige Oszillationen gelten.

Ein Konvergenznachweis fiir die Iterationsprozedur des DTV-Filters ist nach [14] noch
nicht erbracht, jedoch deuten die numerischen Experimente in [14, 10, 9, 81] sowie eigene
Berechnungen an, dass die iterative Anwendung von (6.3) fiir A > 0 zu einem stationéren
Bild fiihrt.

Eine Nachbearbeitungstechnik, die auf die Ndherungslosung eines konservativen Verfah-
rens zur Losung von Erhaltungsgleichungen angewendet wird, sollte nach Moglichkeit
die Erhaltungseigenschaften der numerischen Methode nicht verletzen. Bei ausreichen-
der Iterationszahl und unter Voraussetzung der Konvergenz ist der DTV-Filter in dieser
Hinsicht zur Nachbearbeitung geeignet, da er, wie nachfolgend gezeigt wird, im Limit
konservativ ist.

Lemma 6.1 Ist das durch (6.3), (6.4) gegebene iterative Verfahren konvergent und gilt
A >0, so erfillt der Grenzwert u = klim u” die globale Erhaltungseigenschaft

S =Sl

acV acV

Beweis: Da u ein Fixpunkt von (6.3) ist, liefert eine Multiplikation mit A + Z Wary (1)
YEN

die Gleichung
()\ + Z wav(u)> U = Z wap(W)ug + A, Va €V,
'}’ENa IBGN&

die umgestellt werden kann zu

D was(u)(up — ) + Aud —ua) =0, VaeV.

BeNa

Summiert man iiber alle Knoten in V, so liefert die Symmetrieeigenschaft w,g(u) = wg, (1)
der Gewichte das Verschwinden der ersten Summe der obigen Gleichung. Man erhélt somit

)\-Z(ug — Uuqy) = 0.

Da A # 0 vorausgesetzt wurde, ist die Behauptung hiermit gezeigt. O

6.2.2 Modifikation zur Verwendung auf Dreiecksgittern

Es ist grundsétzlich méglich, den digitalen TV-Filter auf ein Ausgangssignal anzuwen-
den, welches durch die Auswertung der Naherungslosung des DG-Verfahrens mit modaler
Filterung an Gitterpunkten eines kartesischen Gitters erzeugt wird. Obwohl eine solche
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Vorgehensweise fiir verschieden feine Gitter prinzipiell realisierbar ist und optisch ozil-
lationsfreie Ergebnisse liefern kann, ist das Erzeugen eines derartigen Ausgangssignals
mit einigem Aufwand verbunden. Zum einen muss fiir jeden kartesischen Gitterpunkt er-
mittelt werden, in welchem Dreieck der Triangulierung er sich befindet, bevor das dort
vorliegende Polynom an der entsprechenden Stelle ausgewertet werden kann, und zum
anderen ist unklar, wie das Ausgangssignal an einem auf einer Dreieckskante liegenden
Gitterpunkt zu ermitteln ist.

Mit dem Ziel einer einfachen Berechnung des Ausgangssignals u® aus einer auf einem
Dreiecksgitter gegebenen Néherungslosung soll die Anwendung des DTV-Filters auf Gra-
phen ermoglicht werden, deren Knoten V' die Schwerpunkte von Teildreiecken sind, die
durch Zerlegen jedes Dreieckselements entstehen. Wie in der Abbildung 6.1 skizziert, wer-
den hierzu eine feste Anzahl dquidistanter Punkte auf jede Dreieckskante gesetzt und die
Punkte auf zwei verschieden Kanten eines Dreiecks durch zur dritten Kante parallele Lini-
en verbunden. Zwei Knoten im DTV-Graphen, d.h. die Schwerpunkte zweier Teildreiecke
der Zerlegung eines Dreiecksgitters, sind genau dann durch eine Kante im DTV-Graph
verbunden, wenn sie eine gemeinsame Kante in der durch die Zerlegung gegebenen Tri-
angulierung besitzen.

%

ZM

Abb. 6.1: DTV-Graph (griin) basierend auf der Zerlegung eines
Dreiecksgitters (dicke blaue Kanten).

Anwendung des unmodifizierten DTV-Filters Auf Graphen, die wie oben be-
schrieben an die Struktur eines gegebenen Dreiecksgitters angepasst sind, lassen sich
Knotenwerte leicht durch Auswertung der Ndaherungslosung an auf jedem Dreieck gleich
verteilten Punkten berechnen. Eine direkte Anwendung des in Abschnitt 6.2.1 beschrie-
benen DTV-Filters auf derartig konstruierten Graphen liefert jedoch unbefriedigende Er-
gebnisse. Zur Veranschaulichung des Problems betrachten wir das Ausgangssignal u’, mit

0

Uy = ( ; - X4, welches durch die Auswertung der linearen Funktion f(x) = 1+ 2x9 an

den mit x, € R? bezeichneten Schwerpunkten der Teildreiecke eines zerlegten Dreiecksgit-
ters gegeben ist. Die naive Anwendung der Iterationsvorschrift (6.3) des DTV-Filters auf
einem Graphen, der durch die Zerlegung einer 74-elementigen Triangulierung des Gebiets
Q =10,1)* in je 81 Teildreiecke gegeben ist, liefert nach 100 Iterationen mit A = 2 das in
Abbildung 6.2a gezeigte gefilterte Signal. Es zeigt eine der Gitterstruktur der zugrunde lie-
genden Triangulierung folgende Musterung anstelle der aus Sicht der Filterung von Oszil-
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lationen bzw. Rauschen sinnvolleren Wiedergabe der urspriinglichen linearen Verteilung.
Dem gegeniibergestellt ist das gefilterte Signal in Abbildung 6.2b, das bei der Anwendung
des DTV-Filters auf 100 x 100 Gitterpunkten eines kartesischen Gitters erzielt wurde,
bei gleicher Iterationszahl und Definition des Parameters A. In diesem Beispiel wurden
auf beiden Graphen die Werte an Randkonten sowie an Knoten, die mit einem Rand-
knoten verbunden sind, festgehalten. Als Randknoten werden in Dreiecksgitter-basierten
Graphen hierbei die Schwerpunkte von Teildreiecken bezeichnet, die mindestens eine auf
dem Gebieltsrand liegende Kante besitzen — in kartesischen Graphen umfassen sie die
auf dem Gebietsrand liegenen Knoten. Somit sind die Randknoten genau die Knoten, de-
ren Nachbarschaft weniger als 3 (auf Dreiecksgitter-basierten Graphen) beziehungsweise 4
(auf kartesischen Graphen) Knoten enthélt. Die verdnderte Nachbarschaftsstruktur wirkt
sich insbesondere auf den Wert der in (6.5) definierten Lokalvariation und die daraus
berechneten Gewichte an Randknoten sowie an Knoten, die mit mindestens einem Rand-
knoten verbunden sind aus — ein derartiger Einfluss sollte im obigen Beispiel unterbunden
werden.
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(a) Dreiecksgitter-basierter DTV-Graph (b) Kartesischer DTV-Graph

Abb. 6.2: Gefilterte Signale — DTV-Filter nach urspriinglicher Definition.

Modifikation der Iterationsvorschrift Um derartige Artifakte des DTV-Filters auf
Graphen, denen eine Triangulierung zugrunde liegt, zu verhindern, wird im Folgenden eine
Modifikation der Iterationsvorschrift (6.3) vorgenommen, die das Vorliegen einer linearen
Verteilung erkennt. Dem zugrunde liegt die Erkenntnis, dass das Fehlverhalten des D'TV-
Filters in seiner urspriinglichen Definition bei Verwendung von Dreiecksgitter-basierten
Graphen darauf zuriickzufiihren ist, dass Kantenldngen und Winkel der Teildreiecke der
zerlegten Triangulierung sich genau iiber Elementgrenzen hinweg dndern koénnen.

Zur Definition einer modifizierten Iterationsvorschrift verwenden wir zunéchst die nachfol-
genden Definitionen zur Unterscheidung zweier Knoten- beziechungsweise Kantenmengen.
Die Abbildung I : V — {1,...,7"}, die jedem Knoten des DTV-Graphs das eindeutig
definierte zugehorige Element der Triangulierung zuordnet, ist durch

Ia) =i x4, €T

bestimmt. Zu einem Knoten o € V bezeichnen wir die Menge der Nachbarknoten im
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selben Dreieck 77(,) mit

Ny = {8 € Nao|%5 € T1()}

und die Menge der Nachbarknoten in zu 7;(,) benachbarten Dreiecken mit N2 = N, \N,.
Die gesamte Knotenmenge V' zerlegt sich dann in die Knotenmenge V! = {04 eEVI|N2 =
0}, bestehend aus Knoten, deren Nachbarschaft ganz in einem Dreieck der Triangulierung
enthalten ist, und das Komplement V2 = V\V'!.

Der modifizierte DTV-Filter unterscheidet nun die Mengen N! und N2 durch eine modi-
fizierte Iterationsvorschrift der Form

ub™ =Y " hap(Wuf + > hap(uh)if + hoo(uul, k=0,1,... .
BENS BEN2

In die Iterationsvorschrift gehen modifizierte Filterkoeffizienten hqgs ein, sowie modifizierte
Werten ﬂ’g an Knoten 3 € N2, die durch lineare Interpolation geeigneter Werten an
Knoten der Menge Nz U {3} gewonnen werden. Ziel der Interpolation ist das Erkennen
einer moglicherweise représentierten linearen Verteilung in den auf dem DTV-Graphen
gegebenen Daten. Hierzu wird fiir jeden Knoten 3 € N2 ein Pseudoknoten konstruiert,
dessen Koordinaten x3 gegeben sind durch die Fortsetzung der Gitterstruktur auf 77(q)
iiber die jeweilige Kante hinaus und die Berechnung der entsprechenden Schwerpunkte,
wie in Abbildung 6.3 angedeutet. In der dort abgebildeten Situation werden beispielsweise
zur Ermittlung der neuen Iterierten u**! an x, neben dem Ausgangssignal die Werte an
den den rot markierten Knoten verwendet. Da durch die Fortsetzung der Gitterstruktur

Abb. 6.3: Fortsetzung des DTV-Gitters iiber eine Kante zwischen
zwei Dreiecken der Triangulierung.

jeweils Parallelogramme erzeugt werden, lassen sich die Koordinaten x5 explizit berechnen
durch

Xp = 3P1 t 3Py — 3Ps,
wobei mit p§ die Koordinaten der Eckpunkte des zu « gehérigen (in 77, liegenden)

Teildreiecks bezeichnet sind, die so angeordnet werden, dass p{, p3 € 7;(3) die Knoten
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auf der Elementgrenze 07y(,) N 077(5) sind. Unter der Annahme, dass bereits geeignete
Differenzenvektoren dg(u) ermittelt wurden, ist der modifizierte Wert s definiert als

g = ug +dg(u) - (Xg — x3).

Der Einfluss einer verdnderten Gitterstruktur iiber Elementgrenzen hinweg wird durch
eine derartige Konstruktion behoben. Zusétzlich ist es dazu ebenso erforderlich, die Lokal-
variation an Pseudoknoten zu ermitteln, die Lokalvariation an zu Pseudoknoten benach-
barten Knoten geeignet zu modifizieren und die Filterkoeffizienten anzupassen.

Die modifizierte Lokalvariation an den Knoten o € V' wird definiert als

~ |V aule, falls o« € V1,
va € — ~
Vaul \/e + 2 pent (Ug = ua)? + D genz (s — ua)?, falls a € V2,

Falls u eine lineare Verteilung auf dem DTV-Graphen représentiert, ist die Lokalvariation
nach dieser Definition somit konstant fiir alle Knoten innerhalb eines Dreiecks, die weder
Randknoten sind, noch zu Randknoten benachbart. Desweiteren definieren wir fiir jeden
Knoten 3 € N2, der kein Randknoten ist, durch

3
|V§U|e =€t Z (dﬁ(u) ) (Ya,j - Xa) v Yai = Zpk - _p]7
j=1
k#]

die Lokalvariation an den durch die Koordinaten Xz gegebenen Pseudoknoten. Diese wird
somit gewonnen durch Ubertragen der an 3 berechneten linearen Verteilung bzw. dem
berechneten Differenzenvektor auf die Nachbarschaftsstruktur in 77,y und ist dadurch
unabhingig von der Form der Dreiecke 77(5), § € NZ2. Um den Elnﬁuss der verdnderten
Nachbarschaftsstruktur an Randknoten einzubeziehen, wird fiir einen Randknoten 3 € N2
die Lokalvariation am zugehorigen Pseudoknoten definiert durch

2
Viule= e+ > (ds(w) - (Yaj = Xa))’s Yoy = % }:pk——m7
j=1
k#]

wobei p§ in diesem Fall so angeordnet sind, dass die Punkte pf, py € 0 auf dem
Rand des Rechengebiets liegen. (In der obigen Berechnungsvorschrift wurde die Annahme
verwendet, dass jedes Dreieck der zugrunde liegenden Triangulierung in mehr als ein
Teildreieck zerlegt wird. Dann gilt fiir die Anzahl von Nachbarknoten |Ng| > 2 fiir alle
pev2)

Die modifizierten Filterkoeffizienten werden schliellich analog zur urspriinglichen Defini-
tion gesetzt als

iza u) = Wap(W) , ﬁaa u) = A 6.6
() MY Do () ) A Y Gun(w) (6.6)

mit
() (Vaul) ™ + (|[Vsul)?, falls 3 € N
u) = - -

(Vo)™ + (IV3ul)~!, falls 3 € N2,
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Es bleibt die Berechnung eines Differenzvektors dg(u) an Knoten 8 € V2, der durch
lineare Interpolation der Werte an drei Knoten in der Menge Ng U {3} gegeben ist. Gilt
|Ng| = 3, so werden die Werte an den Knoten 7y, 72,73 € Ng verwendet, um eine lineare
Verteilung zu berechnen. Im Fall |[Ng| = 2, verwenden wir die Knoten in der Menge
N U{G}. In expliziter Form ergibt sich

-1
ds(u) = ( (% — le); ) ( Uny — Uy, ) ‘
(Xy5 — Xy) Uyz — Uy
Werden 100 Iterationen mit dem derartig modifizierten DTV-Filter, mit A = 2, fiir das
obige Ausgangssignal ausgefiihrt, wobei die Werte an Randknoten sowie an Knoten, die
mit mindestens einem Randknoten verbunden sind, festgehalten werden, so ergibt sich

dass in Abbildung 6.4 gezeigte gefilterte Signal — ohne durch die Struktur des Graphen
induzierte Artifakte.

N

\“‘

Abb. 6.4: Gefiltertes Signal — Modifizierter DTV-Filter.

Die Beobachtung, dass eine Iteration des modifizierten DTV-Filters lineare Funktionen
erhélt (an Knoten die weder selbst Randknoten, noch durch eine Kante mit einem Rand-
knoten verbunden sind), kann auch theoretisch nachgewiesen werden.

Lemma 6.2 Das Ausgangssignal u® auf einem Dreiecksgitter-basierten DTV-Graphen
reprdsentiere eine lineare Verteilung, d.h. es gelte

W =d-x,+c, VacV,

mit d € R% ¢ € R. Dann gilt fir jeden Knoten o € V, der weder Randknoten noch
mit einem Randknoten verbunden ist, nach Ausfiihrung einer Iteration des modifizierten
DTV-Filters

Beweis: Sei o € V ein Knoten mit |N,| = 3, d.h. kein Randknoten. Aufgrund der von
der Knotenlage abhéngigen Definition der Lokalvariation sind zunéchst die Gewichte W,z
des modifizierten DTV-Filters fiir die gegebenen Daten u® an allen von « ausgehenden
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Kanten konstant, d.h. es gilt W,3 = @, fiir alle 3 € N,. Hierzu geniigt es zu zeigen,
dass die entsprechenden Lokalvariationen konstant sind, d.h. dass |Vg,ul. = |Vg,ul. fiir
alle 31, B2 € N} sowie |Vgule = [V ul. fiir alle 8y € NI, B, € N2 gilt. Aufgrund der
vorausgesetzten linearen Verteilung gilt dg(u®) = d fiir alle 3 € N2, so dass offensichtlich

3
Viule = |+ Y (d- (Yo; —Xa))’
j=1

fiir alle 8 € N2 konstant ist. Aufgrund der gleichméBigen Gitterstruktur auf jedem Dreieck
gilt desweiteren fiir einen beliebigen Knoten 8 € N! die Identitit der Mengen

{x, —x5|7 € NJJU{X, = x5y € NI} = {xa—x%,[y€NJU{xq—%x,|7y€N}
= {Xo —¥o;li=123}, (6.7)
so dass
Voule = fe+ > (d-(x,—x5))2+ Y (d- (%, —xp))?
'yeNé 7€N2

fiir alle 3 € N} konstant ist und der Wert mit der Lokalvariation an den zu a benachbarten
Pseudoknoten iibereinstimmt. Aus

und der Identitét (6.7) folgt desweiteren die Beziehung

ZXg—i— Zf(ﬁI:%Xa.
BENY BENZ

Eine Iteration des modifizierten DTV-Filters liefert nun

1 Wa g A 0
u, = + = Ugt T U
« ZAJrSwa p Z/\Jr?)wa B XN+30, @
BENL BEN2
= —CDO‘N Zu +d- (xg—%xq) + Zu +d- (X5 —Xq) +—)\~u0
A+ 30, A+ 30,
BeNL BEN2
W
= —2% d- X X — 3X, 0
N POED yEEE R
BENS BEN?
g ugm
so dass der Wert am Knoten « unverandert bleibt. O

Bemerkung 6.3 Der Nachteil der in diesem Abschnitt beschriebenen Modifikation des
DTV-Filters zur Verwendung auf Dreiecksgitter-basierten Graphen ist allerdings, dass die
in Lemma 6.1 gegebene Erhaltungseigenschaft nicht mehr nachweisbar ist. Dies gilt ebenso
fiir das Festhalten von Randdaten.
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6.2.3 Adaptive Anwendung

Die Anwendung des DTV-Filters mit globalem Parameter A\ kann zu einem Ordnungs-
verlust der nachbearbeiteten Naherungslosung in glatten Bereichen der exakten Losung
fithren, wie sich in den numerischen Experimenten zeigen wird. Dementsprechend ist es
sinnvoll, einen rdumlich adaptiven Parameter A zuzulassen, oder eine direkte Spezifikation
von Bereichen, in denen der DTV-Filter angewendet werden soll, vorzunehmen.

In [10] wird demnach in Abhéngigkeit der berechneten lokalen Varianz in der Umgebung
eines Knotens ein iiber das rdumliche Gebiet variierender Parameter A bestimmt. Wird die
lokale Varianz iiber einen Stofl hinweg berechnet, schldgt diese Methode fehl, so dass die
Verwendung eines Kantendetektors vorgeschlagen wird. In [81] werden verschiedene Mo-
difikationen des DTV-Filters untersucht, darunter ebenfalls die Berechnung eines adapti-
ven Parameters A\, sowohl mit als auch ohne Kantendetektor. Bessere Filtereigenschaften
wurden hierbei allerdings im Fall hybrider Methoden aus spektraler und TV-Filterung
erreicht, bei denen entweder vor der Anwendung des DTV-Filters ein schwacher moda-
ler Filter eingesetzt wird, oder das mit dem DTV-Filter nachbearbeitete Signal nur in
Teilbereichen des Rechengebiets akzeptiert wird. Derartige Teilbereiche werden entwe-
der iiber den Absolutwert der Differenz benachbarter Knotenwerte in Abhéngigkeit einer
vorgegebenen Toleranz bestimmt, wie in [81], oder in Abhéngigkeit der normalisierten
Lokalvarianz, S, = |V,u'|. /Iglea‘;(\vﬂ,uok, fiir die eine Toleranzschwelle vorzugeben ist,

siehe [82].

Die Einschrankung der Wirkung des DTV-Filters ausschliellich auf einen Teilgraphen soll
auch in dieser Arbeit untersucht werden. Im Kontext der Nachbearbeitung von Ndherungs-
l6sungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung sollte eine nochmalige Anwendung des
modalen Filters auf dem iibrigen Gebiet im Sinne einer hybriden Methode jedoch nicht
notwendig sein.

Die hier vorgeschlagene Modifikation des DTV-Filters ist daher wie folgt beschrieben. Mit
Hilfe eines geeigneten Indikators wird zuniichst eine Teilmenge 7PTV C T" von Drei-
ecken der Triangulierung markiert. Die Berechnung neuer Iterierten u**! des DTV-Filters
wird dann ausschlieBlich an den Knoten v € V mit 774y € 77V, die im markierten Teil-
bereich liegen, ausgefiihrt. Um die Spriinge der Néherungslosung des DG-Verfahrens an
Elementgrenzen zwischen den markierten und den nicht markierten Dreiecken der Trian-
gulierung nicht zu vergréflern, wird die Lokalvariation an den betroffenen Knoten av € V/,
fiir die ein Knoten 3 € N, mit 775y ¢ 7"P*" existiert, wie zuvor in Abhéngigkeit von den
im Nachbardreieck liegenen Knotenwerten berechnet. Der Knotenwert ug wird in diesem
Fall hingegen festgehalten.

Als DTV-Indikator zur Markierung der Dreiecke, auf denen der DTV-Filter ausgefiihrt
werden soll, wird in dieser Arbeit der bereits zur modalen Filterung verwendete koeffi-
zientenbasierten Indikator w;, siehe (5.26), eingesetzt. Ein Dreieck 7; wird hierbei genau
dann markiert, wenn w; > (N + 1)* gilt.
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7 Numerische Experimente

7.1 Skalare Testfille

Kopplung der Burgers- und Advektionsgleichung Der Einfluss modaler Filte-
rung auf die Stabilitdt des RKDG-Verfahrens soll zunéchst anhand der nichtlinearen
skalaren Testgleichung (2.21) untersucht werden, wobei die in Kapitel 5 beschriebenen
Stoflindikatoren Verwendung finden. Zur Zeitintegration wird hierbei das Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung (4.11) verwendet.

Zu erwarten ist, dass die Anwendung eines starken Filters, d.h. eines Filters mit niedriger
Filterordnung 2p und hoher Filterstirke C), zu einer stérkeren Reduktion der Oszillatio-
nen fithrt als die Anwendung eines schwicheren Filters. Die Abbildung 7.1, in der die
Néaherungslosungen zum Zeitpunkt 7" = 1.5 fiir N = 5 und K = 296 dargestellt sind,
veranschaulicht diese Abhéngigkeit von den Filterparametern. Es ist hierbei jeweils nur
die Naherungslosung dargestellt, die mit dem Indikator s,.s berechnet wurde, da sich in
diesem Fall optisch keine Unterschiede zur Verwendung des Indikators s; ergaben. In
Abbildung 7.2 sind zudem die Nédherungslosungen bei festgehaltenen Filterparametern
p =2, C, =1 fiir verschiedene Polynomgrade und Dreiecksgitter dargestellt. Die Oszilla-
tionen weisen hierbei eine dhnliche Stérke auf, was die in Kapitel 5 hergeleitete Wahl des
Filters in Abhéngigkeit der Gitterweite und des Polynomgrads unterstiitzt.

In den Abbildungen 7.3, 7.4 und 7.5 sind die mit den unterschiedlichen vorgestellten Va-
rianten des DTV-Filters nachbearbeiteten Néherungslosungen zum Zeitpunkt 7" = 1.5
fiir verschiedene Werte der Diskretisierungs- und Filterparameter N, K, p, C,, dargestellt.
Der verwendete kartesische DTV-Graph bestand aus 100 x 100 Punkten, wahrend die
Dreiecksgitter-basierten DTV-Graphen mit Hilfe der Zerlegung jedes Dreiecks in 100 Teil-
dreiecke fiir K = 296 bzw. 25 Teildreiecke fiir K = 1184 konstruiert wurden. Der Anpas-
sungsparameter wurde fiir den kartesischen Graphen mit A = 2 und fiir die Dreiecksgitter-
basierten Graphen mit A = 4 so gewéhlt, dass sich im Fall der feinsten Diskretisierung
fiir N = 10, K = 1184 dhnliche Resultate ergeben. Bei allen Varianten des DTV-Filters
wurden jeweils 100 Iteration ausgefiihrt. Die im Fall der letzteren beiden Parameterein-
stellungen auftretenden Oszillationen nahe des Stofles wurden durch den DTV-Indikator
erkannt und durch die Anwendung des DTV-Filters gegléttet, wie in den Abbildungen 7.4
und 7.5 ersichtlich ist. Die Ergebnisse zur globalen beziehungsweise zur adaptiven D'TV-
Filterung auf den Dreiecksgitter-basierten Graphen weisen hierbei kaum Unterschiede auf.
Im Fall p = 3 (Abbildung 7.4) verbleiben jedoch bei Verwendung des DTV-Filters auf
dem Dreiecksgitter-basierten Graphen stérkere Restoszillationen in der gefilterten Néhe-
rungslosung als bei der Anwendung auf dem kartesischen Graphen. Bei Verringerung des
Parameters A\ verschwinden auch diese Restoszillationen. Im Fall der nicht oszillierenden
Néherungslosung fiir N = 5 und die Filterparameter p = 1, C}, =5 (Abbildung 7.3)
wird durch die adaptive DTV-Filterung die geringste Anderung des Ausgangssignals vor-
genommen. Die Qualitidt der Ergebnisse der DTV-Filterung ist insgesamt stark abhéngig
von den gewdhlten Parametern, zu denen neben dem Anpassungsparameter \ auch die
Feinheit des DTV-Graphen zu rechnen ist, sowie die Anzahl der Iterationen der Filter-
vorschrift, falls der DTV-Filter nicht bis zu Ausbildung des stationéiren Signals iteriert
wird. Da eine aus theoretischen Uberlegungen motivierte optimale Parameterwahl nicht
greifbar ist, beschrinken wir uns bei der Auswahl der Ergebnisse der DTV-Filterung, die
fiir folgenden Testfédllen gezeigt werden, auf konkurrenzfihige Resultate bei geschickter
Parameterwahl.
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In den Tabellen 7.1 und 7.2 sind die Fehlerverlaufe der Naherungslosungen des RKDG-
Verfahrens mit modaler Filterung sowie deren Nachbearbeitungen fiir verschiedene Vari-
anten der Filter verzeichnet. Zur Nachbearbeitung wurde der modifizierte DTV-Filter auf
Dreiecksgitter-basierten Graphen angewendet, wobei die DTV-Graphen jeweils mit Hilfe
der Zerlegung jedes Dreiecks in 25 Teildreiecke konstruiert wurden. Die L°°-Fehler der
Néaherungslosungen wurden numerisch berechnet, mit Hilfe der Auswertung der Fehler an
den jeweiligen Knoten des DTV-Graphen im Teilgebiet

QO ={xc[0,1|z; > 1529 +0.1; 2y <1 — a9 —0.1}.

Auf dem Teilgebiet 2 ist die exakte Losung glatt aber nicht konstant, demensprechend
ldsst sich anhand dieser Auswertung die Ordnung des Verfahrens bei Auftreten von Sto8en
im Bereich fern der Unstetigkeitsstellen untersuchen. Den Resultaten lésst sich ein Ord-
nungsverlust bei globaler Anwendung des DTV-Filters entnehmen, der bei der adaptiven
Verwendung auf Teilgraphen nicht auftritt. Daher sollte grundsétzlich eine adaptive Ver-
wendung des DTV-Filters angestrebt werden.

(a)p=1, C, =5 (c)p=3, C, =05

Abb. 7.1: Ndherungslosungen zur Gleichung (2.21) fiir N =5, K = 296.

(a) N =5, K = 18944 (b) N =7, K =4736 (c) N =10, K =1184

Abb. 7.2: Niaherungslosungen zur Gleichung (2.21) fiir die Filterparameter p = 2, C, = 1.
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(a) kartesischer DTV-Graph, (b) Dreiecksgitter-basierter — (c) Dreiecksgitter-basierter
globale Filterung DTV-Graph, globale Filterung DTV-Graph, adaptive Filte-
rung

Abb. 7.3: DTV-gefilterte Naherungslésungen fiir N =5, K =296, p=1, C, =5.

(a) kartesischer DTV-Graph,  (b) Dreiecksgitter-basierter  (c) Dreiecksgitter-basierter
globale Filterung DTV-Graph, globale Filterung DTV-Graph, adaptive Filte-
rung

Abb. 7.4: DTV-gefilterte Néherungslosungen fiir N =5, K =296, p =3, C, = 0.5.

(a) kartesischer DTV-Graph, (b) Dreiecksgitter-basierter  (c) Dreiecksgitter-basierter
globale Filterung DTV-Graph, globale Filterung DTV-Graph, adaptive Filte-
rung

Abb. 7.5: DTV-gefilterte Naherungslosungen fir N =10, K = 1184, p=2,C, = 1.
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N | K Sres SJ L*°-Fehler nach DTV-Filterung
L°°-Fehler EOC || L°°-Fehler EOC || global adaptiv
296 3.11e-03 5.09e-03 1.25e-02 3.11e-03
4 1184 | 8.58e-05 5.2 2.57e-03 1.0 3.91e-03 8.58e-05
4736 | 4.39e-07 7.6 2.64e-03 -0.04 1.38e-03 4.39e-07
18944 | 1.42e-08 5.0 1.41e-03 0.9 4.79e-04 1.42e-08
296 1.00e-03 2.25e-03 1.21e-02 1.00e-03
5 1184 | 2.10e-05 5.6 1.71e-03 0.4 3.91e-03 2.10e-05
4736 | 8.25e-07 4.7 1.45e-03 0.2 1.38e-03 8.25e-07
18944 | 4.47e-10 10.8 7.83e-04 0.9 4.79e-04 4.47e-10
296 6.68e-04 1.54e-03 1.20e-02 6.68e-04
6 1184 | 3.39e-05 4.3 8.34e-04 0.9 3.90e-03 3.39e-05
4736 | 1.26e-07 8.1 5.61e-04 0.6 1.38e-03 1.26e-07
18944 | 1.24e-11 13.3 4.20e-04 0.4 4.79e-04 1.24e-11
296 3.52e-04 5.25e-04 1.19e-02 3.52e-04
- 1184 | 2.57e-05 3.8 4.76e-04 0.14 3.90e-03 2.57e-05
4736 | 4.00e-07 6.0 4.03e-04 0.24 1.38e-03 4.00e-07
18944 | 2.12e-11 14.2 1.70e-04 1.25 4.79e-04 2.12e-11

Tabelle 7.1: Fehlerverlauf fiir die verschiedenen Varianten der Filter am Beispiel der
Modellgleichung (2.21). Modale Filterung mit den Parametern p = 2, C,, = 1. Anwendung
des DTV-Filters auf die Naherungslosungen zum Indikator s,..

N | K Sres SJ L*°-Fehler nach DTV-Filterung
L°°-Fehler EOC | L°°-Fehler EOC || global adaptiv
296 4.19e-03 4.18e-03 1.13e-02 4.18e-03
4 1184 | 6.14e-05 6.1 6.23e-05 6.1 3.89e-03 6.23e-05
4736 | 4.19e-07 7.2 3.31e-06 4.2 1.38e-03 3.31e-06
18944 | 1.42e-08 4.9 1.42e-08 7.9 4.79e-04 1.42e-08
296 1.58e-03 1.61e-03 1.17e-02 1.61e-03
5 1184 | 4.73e-05 5.1 4.09e-05 5.3 3.91e-03 4.09e-05
4736 | 1.00e-06 5.6 1.57e-06 4.7 1.38e-03 1.57e-06
18944 | 4.47e-10 11.1 1.26e-06 0.3 4.79e-04 1.26e-06
296 1.54e-03 1.54e-03 1.17e-02 1.54e-03
6 1184 | 2.58e-05 5.9 2.16e-05 6.2 3.90e-03 2.16e-05
4736 | 1.79e-07 7.2 1.29e-07 7.4 1.38e-03 1.29e-07
18944 | 1.24e-11 13.8 1.24e-11 13.3 4.79e-04 1.24e-11
296 7.70e-04 7.67e-04 1.17e-02 7.67e-04
. 1184 | 4.19e-05 4.2 2.71e-05 4.8 3.90e-03 2.71e-05
4736 | 5.57e-07 6.2 3.94e-07 6.1 1.38e-03 3.94e-07
18944 | 2.34e-11 14.5 1.57e-11 14.6 4.79e-04 1.57e-11

Tabelle 7.2: Fehlerverlauf fiir die verschiedenen Varianten der Filter am Beispiel der
Modellgleichung (2.21). Modale Filterung mit den Parametern p = 3, C, = 0.5. An-
wendung des DTV-Filters auf die Naherungslésungen zum Indikator s;.
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In Bezug auf die Verwendung der Indikatoren s,.s und s; zur adaptiven modalen Filterung
wird deutlich, dass die Ndherungslosungen zu s; fiir die Wahl der Filterparameter p =
2, C, = 1 deutlich schlechtere Fehlerverlaufe besitzen, als die Néherungslosungen zu
Sres. Fiir p = 3, C, = 0.5 fallen die Fehler der Naherungslésungen zum Indikator s;
hingegen deutlich schneller ab, als bei der vorherigen Parameterwahl. Die Verwendung
des Indikators s, fithrt fiir beide Varianten der Filterparameter zu sehr schnell fallenden
Fehlern.

Burgersgleichung in 2D Die Anwendung des modalen Filters auf die in (2.23) gege-
bene Burgers-Gleichung in zwei Raumdimensionen fiihrt zu einer deutlichen Verringerung
der Oszillationen der Ndherungslosung. Hierzu vergleiche man die in Abbildung 7.6 darge-
stellten Néherungslosungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung (fiir die Parameter
p =2, C, = 2 und den Indikator $,s) zum Zeitpunkt 7" = 1.4 mit den Ndherungslésungen
des DG-Verfahrens ohne Filterung in Abbildung 4.6. In Abbildung 7.7 sind die entspre-
chenden nachbearbeiteten Losungen dargestellt, wobei in diesem Fall DTV-Graphen, die
durch Zerlegen jedes Dreiecks in 81 Teildreiecke entstehen, verwendet und 100 Iterationen
mit dem modifizierten DTV-Filter (A = 1) ausgefithrt wurden.

(a) N=4, K =68 (b) N=9, K =68 (c) N=9, K =272

Abb. 7.6: Naherungslosungen des RKDG-Verfahrens mit modaler Filterung zur Gleichung
(2.23) zum Zeitpunkt 7' = 1.4.

(a) N=4, K =68 (b) N =9, K =68 (c) N=9, K =272

Abb. 7.7: Nachbearbeitete Nédherungen zur Gleichung (2.23) zum Zeitpunkt 7" = 1.4.
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Nichtkonvexer Testfall Im Fall der nichtkonvexen Testgleichung (2.24) beobachten
wir zunéchst, dass das DG-Verfahren ohne Filterung nicht unbedingt die korrekte Entropie-
l16sung liefert, wie ein Vergleich der Naherungslosung fiir N = 4 (Abbildung 7.8a) auf
einem Gitter mit 8338 Dreiecken mit den in [59] angegebenen Resultaten zeigt. Eine
modale Filterung mit den Parametern p = 2, C, = 2 und dem Stofiindikator s,.s lie-
fert die fiir dieses Testbeispiel noch unbefriedigende Nédherungslosung nach Abbildung
7.8b, wihrend die Wahl der Parameter p = 1, C, = 5 (Abbildung 7.8c) ein mit der
Néherungslosung des in [59] vorgeschlagenen Verfahrens vergleichbares Ergebnis liefert.
Die Abbildung 7.8d zeigt die Ndherungslosungen ebenfalls zum Polynomgrad N = 4 auf
der ersten Rot-Verfeinerung des voherigen Gitters, welche K = 23130 Elemente enthélt,
so dass die letztere Parameterwahl auch unter Gitterverfeinerung gute Ergebnisse liefert.
In Abbildung 7.9 sind fiir die N#dherungslosung zu p = 1, C, = 5 (Abbildung 7.8¢)
die Resultate der Nachbearbeitung durch verschiedene Varianten des DTV-Filters dar-
gestellt. Die Abbildung 7.9a zeigt das Ergebnis der DTV-Filterung auf einem 200 x 200
Punkte enthaltenden kartesischen Graphen, wihrend in der Abbildung 7.9b das Ergebnis
der modifizierten DTV-Filterung auf einem durch Zerlegung jedes Dreiecks in 25 Teil-
dreiecke entstandenen Graphen dargestellt ist. Es wurden jeweils 100 Iterationen mit
A = 2 ausgefiihrt. Die globale Anwendung des DTV-Filters in seiner urspriinglichen Form
unter Verwendung eines kartesischen Graphen sowie die des modifizierten DTV-Filters
auf einem Dreiecksgitter-basierten Graphen fiihrt fiir dieses Beispiel zu fast identischen
Ergebnissen. Im Fall der adaptiven Anwendung des DTV-Filters auf dem Dreiecksgitter-
basierten Graphen (Abbildung 7.9¢c) verbleiben hingegen schwache Oszillationen fern der
spiralformigen Unstetigkeitskurve in der numerischen Losung. Eine genauere Betrachtung
des Indikators zur Markierung des nachzubearbeitenden Teilbereiches zeigt hierbei, dass
in diesem Fall nur Dreiecke in unmittelbarer Nidhe der Unstetigkeitskurve markiert wurden
und der DTV-Filter somit fern der Sprungstellen nicht angewendet wurde.
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u

10
9.52632
9.05263
5.67890
8.10526
753158
715789
5.68421
5.21053
5.73684
5.26316
4.78947
431579
3.84211
3.36842
2.89474
2.42105
1.94737
1.47368
1

-1 0 1 2 -1 0 1 2
X X

(a) Ohne Filterung, N = (b)p=2, Cp, =2, K =8338
4, K = 8338

(c)p=1, Cp, =5, K =8338 dp=1 C, =5 K =
23130

Abb. 7.8: Naherungslosungen des RKDG-Verfahrens mit modaler Filterung zur Gleichung
(2.24) zum Zeitpunkt 7' = 1, Darstellung mit 20 Isolinen zu dquidistanten Werten von 1
bis 10.

(a) Kartesischer DTV-Graph (b) Dreiecksgitter-basierter (c¢)  Dreiecksgitter-basierter
DTV-Graph, globale Filte- DTV-Graph, adaptive
rung Filterung

Abb. 7.9: DTV-gefilterte Naherungslésung fiir p = 1, C), = 5.
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7.2 Testfille auf Grundlage der Euler-Gleichungen

Nachfolgend werden Néaherungslosungen des RKDG-Verfahrens mit modaler Filterung
sowie deren Nachbearbeitungen fiir verschiedene klassische Testfille auf Grundlage der
Euler-Gleichungen der Gasdynamik berechnet. Als Zeitintegration wurde ausschliellich
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (4.11) verwendet. Die Stofiindikatoren zur
adaptiven Steuerung der spektralen Viskositdt des DG-Verfahrens basieren zudem in al-
len Berechnungen auf der Komponente der Dichte. Bis auf den Fall der Interaktion ei-
nes Stofles mit einem sich bewegenden Wirbel war es bei diesen Testfdllen notwendig,
negative Werte von Dichte oder Druck an den auf Dreieckskanten liegenden Stiitzstel-
len zu verhindern, unter anderem aus dem Grund, dass numerische Flussfunktionen wie
das verwendete Flussvektor-Splitting-Verfahren nach van Leer, siche Abschnitt A.2; die

Berechnung der Schallgeschwindigkeit ¢ = 7—; erfordern. Wenn notwendig, wird bei Be-

rechnung der Néherungslosungen daher ein schwacher modaler Filter zusétzlich iterativ
angewendet, bis Druck und Dichte an allen Stiitzstellen auf Dreieckskanten positiv sind.
Einige Ergebnisse zu den Testfillen der Interaktion eines Stofles mit einer Dichtewelle und
der Sto8-Wirbel-Interaktion wurden bereits in [70] und [71] gezeigt.

Interaktion eines Stofies mit einer Dichtewelle

Wir betrachten zunéchst den von Shu und Osher [84] verwendeten Testfall der Interaktion
eines Stofles mit einer Dichtewelle. Wahrend dieser Testfall urspriinglich als eindimensio-
nales Riemann-Problem definert wurde, wird es hier zu einem Testfall in zwei Raum-
dimensionen auf dem Gebiet = [—5,5] x [0,0.5] erweitert. Die Anfangsbedingungen
sind dementsprechend gegeben durch

( ) [ (3:857143,2.62069,0,10.333333)  falls v < —4,
P01, 02, P) = (1+0.2-sin(5z),0,0,1) falls z > —4.

Die Abbildung 7.10 zeigt die durch das DG-Verfahren mit modaler Filterung (p =2, C, =
2) unter Verwendung der Stofindikatoren s,.; und s; berechnete Dichteverteilung fiir den
Polynomgrad N = 5 zum Ausgabezeitpunkt 7" = 1.8. Das verwendete unstrukturierte
Rechengitter mit 1250 Dreiecken ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Die Verwendung des
koeffizientenbasierten Indikators s,.s fiihrt hierbei zur Ausbildung kleinerer Wellen auch
im glatten Bereich der Losung, die bei der Verwendung von s; nur in schwacher Form
auftreten. Die mit dem DTV-Filter auf kartesischen Graphen nachbearbeiteten Losungen
sind in Abbildung 7.11 dargestellt. Hierbei wurden 100 Iterationen mit A = 10 auf 500 x 25
kartesischen Gitterpunkten durchgefiihrt.

Die Abbildung 7.13 zeigt zudem eindimensionale Schnitte durch y = 0.33 fiir die Polynom-
grade N = 2, 3,6 und den Indikator s,., sowohl vor als auch nach Anwendung des DTV-
Filters. Zur Erzeugung der Referenzlosung wurde der eindimensionale Shu-Osher-Testfall
mit Hilfe eines Finite-Volumen-Verfahrens zweiter Ordnung mit TVD-Rekonstruktion auf
einem Rechengitter mit 30000 Zellen approximiert.

Durch die zusétzliche iterative Anwendung des modalen Filters, die ausschliefilich da-
zu dient, positive Werte der physikalischen Gréflen Dichte und Druck an den Zellkanten
zu erzwingen, ist die innerhalb des Evolutionsprozesses eingefiihrte kiinstliche Diffusion
verhéltnismaBig hoch. Daher produziert das DG-Verfahren mit modaler Filterung nur ge-
ringe Uberschwinger, die durch die Nachbearbeitung mit dem global angewendeten DTV-
Filter auf dem gegebenen kartesischen Graphen vollsténdig entfernt werden. Die globale
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(a) Indikator s;.s (b) Indikator s

Abb. 7.10: Losung des DG-Verfahrens mit adaptiver modaler Filterung, N =5, T = 1.8.

(a) Indikator s,.s (b) Indikator s

Abb. 7.11: Mit dem DTV-Filter nachbearbeitete Losung.

Abb. 7.12: Rechengitter fiir den Shu-Osher-Testfall.
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(e) Nach adaptiver DTV-Filterung, N = 3,6 (f) Nahaufnahme, N = 2, 3,6

Abb. 7.13: Losungen zur StoB-Dichtewelle-Interaktion: Zweidimensionale Schnitte durch
y = 0.33.
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Anwendung des DTV-Filters fiihrt allerdings auch zu einer Verringerung der Amplitu-
den im glatten Bereich hochfrequenter Dichtefluktuationen vor dem Stofl nahe z = 2.5.
Mit der adaptiven Anwendung des DTV-Filters lasst sich dieser Genauigkeitsverlust ver-
meiden, allerdings werden die leichten Uberschwinger in der Nihe von & = —2.5 nicht
beseitigt. Fine genauerer Untersuchung des Indikators fiir diesen Testfall zeigt, dass fiir
N = 5,6,7 nur Dreiecke in direkter Ndhe des Sprungs bei x = 2.5 markiert werden, so
dass die numerische Losung im restlichen Bereich unverédndert bleibt. Fiir N = 2,3 werden
durch den gewéhlten Indikator zudem gar keine Dreiecke markiert.

Stof3-Wirbel-Interaktion

Dieser Testfall ist entnommen aus [49] und beschreibt die Interaktion eines stationdren
Stofles mit einem sich bewegenden isentropen Wirbel. Das Rechengebiet ist festgelegt
durch 2 = [0, 2] x [0, 1] und die Konstruktion der Anfangsbedingungen wird wie folgt vor-
genommen. Ein stationédrer Stofl wird senkrecht zur x-Achse an der Stelle x = 0.5 positio-
niert. Der linke Zustand ist zunéchst in primitiven Variablen durch u,,,;,, = (p,v1,v2,p) =

(1,1.1,/7,0,1) gegeben, wihrend sich der rechte Zustand u;im = (p,01,09,p) aus den
Rankine-Hugoniot-Bedingungen berechnet. Man erhéalt
. 7b — /7?0 = 2a(y2 — 1)d
0 = ,
! a(y+1)

mit @ = v =1.1,/9, b=1217+ 1 und d = (0.6655 + %) V2 sowie

752 - 07
" a
P = -
U1
]5 = b— &@1.

Die linksseitig des Stofles gegebene Grundstromung wird desweiteren durch eine Stérung
(6p, 6v1, dvg, Op) iiberlagert, d.h. man setzt u,,,, = (1 + dp, 1L.1,/5 + dvy, vz, 1 + dp).
Die Stérung, in Form eines in (z.,y.) = (0.25,0.5) zentrierten isentropen Wirbels, ist
beschrieben durch die Differenzen der Geschwindigkeit, der Entropie S = p% und der
Temperatur, die bei Verwendung der Gaskonstanten R = 1 in der Gleichung fiir ideale

Gase (2.26) durch T' = % definiert ist. Diese Differenzen sind gegeben durch

dup = erg ey — g,

Svg = —er; el (p ),

s = 0,

0T = —(y = 1) =09 /(4ar),

mit r = \/(z — 2.)2 + (y — y.)?, sowie den Parametern r. = 0.05,¢ = 0.3 und o = 0.204.
Die Stérungen der Dichte und des Drucks ergeben sich aus den obigen Gleichungen fiir
05 und 67" zu

5p=(1+6T)77 — 1,
Sp=(1+40T)75 —1.
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Die Randbedingungen fiir diesen Testfall sind durch zwei reflektierende Wande am oberen
und unteren Rand des Rechengebiets, sowie durch Einstrombedingungen am linken und
Ausstrombedingungen am unteren Rand gegeben.

Die Abbildung 7.15 zeigt die Druckverteilungen zu den Ausgabezeiten 7' = 0.05, 0.2, 0.35,
die mit dem DG-Verfahren mit modaler Filterung unter Verwendung der Filterparameter
p = 2,C, = 2 und des StoBindikators s fiir die Polynomgrade N = 3,5, 7 berechnet wur-
den. In Abbildung 7.16 sind die entsprechenden Naherungen zu den spéteren Zeitpunkten
T = 0.6, 0.8 dargestellt. (Wie beim vorherigen Testfall weist die Verwendung des Indika-
tors s,.s leichte Wellen im glatten Bereich der Losung auf, diese sind in der zweidimen-
sionalen Darstellung allerdings nicht zu erkennen.) Das zugehorige Rechengitter besteht
aus 2122 Dreiecken, wobei eine hohere Auflésung nahe der Stoiposition verwendet wurde,
vergleiche Abbildung 7.14.

Abb. 7.14: Rechengitter fiir den Testfall der Stof-Wirbel Interaktion.

Fiir hohere Polynomgrade N = 5, 7 sind leichte Verbesserungen bezogen auf die Auflésung
des Stofles und des Wirbels zu erkennen, insbesondere zu den spéteren Zeitpunkten
T = 0.6,0.8. In allen durchgefiihrten Experimenten erwies sich die modale Filterung
als ausreichend zur Kontrolle der Oszillationen. In Abbildung 7.17 sind fiir N = 3,7 die
Ergebnisse der Nachbearbeitung durch den DTV-Filter auf einem kartesischen Graphen
mit 400 x 200 Knoten (100 Iterationen, A = 10) dargestellt. Zudem zeigt die Abbildung
7.18 die Ndherungslosungen in dreidimensionaler Darstellung vor und nach der Nachbe-
arbeitungsprozedur fiir N =5 und T' = 0.35.

In Abbildung 7.19 sind desweiteren die elementweise konstanten Werte der Indikatoren
Sres Und sy fiir N = 5 zu den Zeitpunkten 7" = 0.2,0.35,0.6 dargestellt. Durch die hier
gewihlte exponentielle Skalierung der Werte fillt auf, dass die Verwendung des Indikators
sy zur Anwendung des modalen Filters in einem grofleren Bereich des Rechengebiets fiihrt,
wenn auch mit geringerer Filterstirke fern von Stof8en. Im Fall des Indikators s,.. ist die
modale Filterung hingegen stirker auf die Bereiche in unmittelbarer Néhe von Stéflen
eingeschréankt.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X

Abb. 7.15: Losungen des RKDG-Verfahrens mit adaptiver modaler Filterung zu den Aus-
gabezeiten T = 0.05,0.2,0.35: Druckverteilung, 46 Isolinen zu dquidistanten Werten von
0.85 bis 1.35 fiir a) N =3,b) N =5,¢) N =7.
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Abb. 7.16: Losungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung zu den Ausgabezeiten
T = 0.6,0.8: Druckverteilung, 90 Isolinen zu &dquidistanten Werten von 1.09 bis 1.37 fiir
a) N=3,b) N=5¢) N=T.
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b)

0.8 1
X

Abb. 7.17: Nachbearbeitete Losungen fiir a) N = 3 und b) N = 7. Druckverteilung, 46
Isolinen zu &dquidistanten Werten von 0.85 bis 1.35 fiir 7" = 0.05, 0.2, 0.35; 90 Isolinen zu
dquidistanten Werten von 1.09 bis 1.37 fir 7' = 0.6, 0.8.



114 7 NUMERISCHE EXPERIMENTE

(a) Vor Anwendung des DTV-Filters (b) Nach Anwendung des DTV-Filters

Abb. 7.18: Auswirkung der Nachbearbeitungsprozedur fir N =5, T = 0.35.
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Abb. 7.19: Werte der Indikatoren a) s,.s und b) s; zu den Zeitpunkten 7" = 0.2,0.35, 0.6
fiir N = 5, exponentielle Skala.
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Doppel-Mach-Reflektion (Double Mach Reflection)

Dieser aus [99] entnommene Testfall beschreibt das Auftreffen eines sich horizontal mit
StoBgeschwindigkeit 10 bewegenden Stofles auf einen Keil, durch das ein komplexes Stro-
mungsverhalten hervorgerufen wird. Zur leichteren Darstellung des reflektierenden Keils
wird der Testfall {iblicherweise so implementiert, dass der Stof3 schriag verlauft, wahrend
der Keil eine reflektierende feste Wand am unteren Rand des Rechengebiets bildet. In
der Abbildung 7.20 ist das hier verwendete Rechengebiet 2 = [0, 3.5] x [0, 1] einschlief-
lich der zugehorigen Randbedingungen sowie der initialen Stollage dargestellt. Die An-
fangsbedingungen sind gegeben durch die Stromungsdaten links und rechts des eingangs
vorgegebenen Stofies,

(x.0) (p=, v ,p7) = (8,825 cos30°, —8.25 - sin 30°,116.5), fiir x < % + ~\%,
Uprim (X, =
P (pt,vF,pT) =(1.4,0,0,1), andernfalls,

wiahrend die Randbedingung am oberen Einstromrénd des Rechengebiets der Bewegung
des Stofles folgt, d.h. fiir alle £ > 0 und alle Punkte auf dem Einstromrand x € 0€2;,
setzen wir

.6 = §

(p~,v7,p7), firz< % +y- 14:/23(%’

(pT,v*T,pT), andernfalls.

Einstrémrand
1= == Ausstréomrand '
Feste Wand

Initiale StoBlage

—1
T =3

Abb. 7.20: Rechengebiet, Randbedingungen und anfingliche Stofllage fiir die Doppel-
Mach-Reflektion.

In Abbildung 7.21 sind die Néherungslosungen des DG-Verfahrens mit modaler Filte-
rung zum Zeitpunkt T = 0.2 fir N = 2,4 auf einem Dreiecksgitter mit K = 7338
Elementen dargestellt. Die Parameter des modalen Filters wurden in diesem Beispiel mit
p = 2, C, = 2 belegt und es wurden beide Stoflindikatoren s,.s, s; zur Steuerung der
Adaptivitat verwendet, wobei aufgrund kaum erkennbarer optischer Unterschiede nur die
Néaherungslosungen fiir den Indikator s; dargestellt sind. Die Abbildungen 7.22 und 7.23
zeigen die mit verschiedenen Varianten des modifizierten DTV-Filters auf Dreiecksgitter-
basierten Graphen nachbearbeiteten Losungen. Zur Konstruktion der DTV-Graphen wur-
de hierbei jedes Dreieck in 9 Teildreiecke zerlegt. Jeweils wurden 100 Iterationen des Filters
fiir A = 1 ausgefiihrt. Die Abbildung 7.22 zeigt die Resultate der adaptiven Anwendung
des DTV-Filters, wahrend in Abbildung 7.23 globale DTV-Filterung eingesetzt wurde.
Die Abbildungen 7.24, 7.25 und 7.25 zeigen die entsprechenden Néherungen und ihre
Nachbearbeitungen fiir ein feineres Gitter mit K = 29312 Elementen, unter Verwendung
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der gleichen Parameter fiir modale Filterung und DTV-Nachbearbeitung wie im Fall des
vorhergehenden Gitters. Sowohl die globale als auch die adaptive Anwendung des mo-
difizierten DTV-Filters auf Dreiecksgitter-basierten Graphen liefern hierbei akzeptable
Ergebnisse. Die globale DTV-Filterung fiithrt bei diesem Testfall zumindest fiir die Dis-
kretisierungsparameter N = 2, K = 7338,29312 und N =4, K = 7338 sogar zu besseren
Resultaten.

Abb. 7.21: Losungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung fiir N = 2 (links) und
N = 4 (rechts) auf einem Gitter mit K = 7338 Elementen. Darstellung der Dichte, 35
Isolinen zu dquidistanten Werten von 1.3965 bis 22.682.

0.5

0

0 1 2 3

Abb. 7.22: Nachbearbeitete Losungen, adaptive Anwendung des DTV-Filters auf
Dreiecksgitter-basiertem Graphen.

0.b

0

0 2 3
Abb. 7.23: Nachbearbeitete Losungen, globale Anwendung des DTV-Filters auf
Dreiecksgitter-basiertem Graphen.
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Abb. 7.24: Losungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung fiir N = 2 (links) und
N = 4 (rechts) auf einem Gitter mit K = 29312 Elementen. Darstellung der Dichte, 35
Isolinen zu dquidistanten Werten von 1.3965 bis 22.682.

0.5

11

Abb. 7.25: Nachbearbeitete Losungen, adaptive Anwendung des DTV-Filters auf
Dreiecksgitter-basiertem Graphen.

3

Abb. 7.26: Nachbearbeitete Losungen, globale Anwendung des DTV-Filters auf
Dreiecksgitter-basiertem Graphen.
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Stromung iiber eine vorwirtsgerichtete Stufe (Forward Facing Step)

Dieser Testfall wird ebenfalls in [99] beschrieben und beinhaltet die Stromung eines Gases
mit [sentropenkoeffizienten v = 1.4 in einem Windkanal, der eine vorwértsgerichtete Stufe
enthélt. Das im Kanal befindliche Gas besitzt anfangs konstante Werte der Dichte p = 1.4,
des Druck p = 1 sowie der Geschwindigkeit v, = 3, v, = 0, und Gas mit diesen Werten
stromt kontinuierlich in den Windkanal ein. Das Rechengebiet fiir den dieser Vorstellung
entsprechenden zweidimensionalen Testfall sowie die zugehorigen Randbedingungen sind
in der Abbildung 7.27 dargestellt.

(0,1) (3,1)

Einstrémrand
----- Ausstrémrand
Feste Wand

(0.6,0.2)

(3,0.2)

0,00 (0.6,0)

Abb. 7.27: Rechengebiet und Randbedingungen fiir Stromung iiber eine vorwartsgerichtete
Stufe.

Die Abbildung 7.28 zeigt die Naherungslosungen des DG-Verfahrens mit modaler Fil-
terung zum Zeitpunkt 7' = 4 unter Verwendung der Parameter p = 2, C, = 2 sowie
des Stoflindikators s; fiir N = 5 auf zwei verschiedenen Dreiecksgittern mit K = 1624
bzw. K = 6496 Elementen. Das feinere der beiden Gitter ist hierbei aus einer Rot-
Verfeinerung des groberen entstanden. Abbildung 7.29 zeigt die global bzw. adaptiv DTV-
gefilterte Naherungslosung nach 100 Iterationen fiir das feinere der beiden Gitter, wobei
ein Dreiecksgitter-basierter DTV-Graph verwendet und A = 2 gesetzt wurde. Wie im Bei-
spiel der Doppel-Mach-Reflektion wurde zur Konstruktion des DTV-Graphen jedes Drei-
eck der Triangulierung in 9 Teildreiecke zerlegt. Die sich ausbildenden feineren Strukturen
und der beginnende Stofl im oberen Bereich des Rechengebiets wurden hierbei zusammen
mit den Oszillationen entfernt. Unter Beibehaltung schwicherer Oszillationen lésst sich
dieser Strukturverlust vermeiden, wenn zusétzlich der Parameter \ adaptiv gewahlt wird.
Eine diesbeziigliche weitere Variation des DTV-Filters erhélt man beispielsweise durch die
Markierung aller Elemente 7; € 7" mit s,.,(7;) > 0.01 und die Wahl des in die Berechnung
der Filterkoeffizienten (6.6) eingehenden Anpassungsparameters durch A = \; = )‘Tef mit
Aref = 2. Die Ergebnisse dieser neuen adaptiven Filtervariante sind in Abblldung 7.30
dargestellt.
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0 0.5 1 15 2 2.5 3

Abb. 7.28: Losungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung fiir N =5 und K = 1624
(links) sowie K = 6496 (rechts). Darstellung der Dichte, 30 Isolinen zu #dquidistanten
Werten von 0.090338 bis 6.2365.

0 0.6 1 1.6 2 25 3

Abb. 7.29: DTV-gefilterte Naherungslosung auf Dreiecksgitter-basiertem DTV-Graphen
fir N =5 und K = 6496. Adaptive DTV-Filterung (links) sowie globale DTV-Filterung
(rechts).

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Abb. 7.30: DTV-gefilterte Naherungslosung auf Dreiecksgitter-basierten DTV-Graphen
fir N =5 und K = 1624 (links) sowie K = 6496 (rechts). DTV-Filterung auf den durch
Sres markierten Teilgraphen unter Verwendung eines adaptiven Anpassungsparameters \.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein diskontinuierliches Galerkin-Verfahren auf Dreiecks-
gittern mit neuartiger Stabilisierung durch modale Filterung zur Losung hyperbolischer
Erhaltungsgleichungen konstruiert. Zur Berechnung und Darstellung der stiickweise poly-
nomialen Naherunglosung auf Triangulierungen wurde die orthogonale Polynombasis der
Proriol-Koornwinder-Dubiner-Polynome auf einem Referenzdreieck verwendet. Die Kon-
struktion des zur Stabilisierung der DG-Methode verwendeten modalen Filters erfolg-
te iiber eine neuartige Formulierung spektraler Viskositéit auf dem Referenzdreieck, mit
Hilfe des zur Basis der PKD-Polynome gehorigen Sturm-Liouville-Operators. Aus dieser
Formulierung ergab sich ein Erkenntnisgewinn in Form von Bedingungen an die Wahl
des Filterparameters C), bei Gitterverfeinerung oder Erhéhung des Polynomgrades. Die
Theorie spektraler Verfahren ergénzende neue Resultate wurden durch den Nachweis der
Approximationseigenschaften gefilterter Entwicklungen in diese Basis sowie durch eine bis-
her noch nicht aufgestellte Abschéatzung fiir die zur PKD-Basis gehorige gewichtete Norm
erbracht. In Bezug auf Gitterverfeinerungen konnten wir nachweisen, dass die globale An-
wendung des modalen Filters ein Gesamtverfahren hochstens erster Ordnung liefert. Aus
diesem Grund wurde die adaptive Anwendung des modalen Filters abhéngig von zwei in
diesem Kontext noch nicht betrachteten Stoflindikatoren untersucht.

Die in dieser Arbeit gezeigten numerischen Resultate zu einer grofien Bandbreite von
Testfallen lassen darauf schlieen, dass das entworfene DG-Verfahren mit adaptiver mo-
daler Filterung unter Voraussetzung der geeigneten Wahl der Filterparameter fiir beide
Stoflindikatoren stabile Approximationen liefert. Die neue Dampfungsstrategie basierend
auf adaptiver modaler Filterung ist daher eine ernst zu nehmende Alternative zu bisher
hauptséchlich verwendeten Limitern oder aufwandigen Rekonstruktionsprozeduren. Die
Abhéngigkeit der Ergebnisse von der Wahl der Filterparameter ist hierbei ein Problem,
welches generell im Fall explizit eingefithrter Viskositdat auftritt und auch im Fall des
modifizierten minmod-Limiters von Cockburn und Shu bekannt ist. Optisch lieferten die
untersuchten Stoflindikatoren in den betrachteten Fillen nahezu identische Ergebnisse.
Allerdings wiesen die Ndherungslosungen zum Indikator s,.s im Fall des aus Burgers- und
Advektionsgleichung zusammengesetzten Testfalls (2.21) bessere Fehlerverldufe fern des
Stofles der exakten Losung auf, als die Naherungslosungen zum Indikator s;. Die Anwen-
dung des Verfahrens auf die Stofl-Wirbel-Interaktion von Shu und Osher zeigte zudem,
dass der Indikator s; fiir diesen Testfall eine deutlich gréflere Anzahl von Elementen
markiert als der Indikator s,..

Ein Konvergenznachweis fiir die der modalen Filterung zugrunde liegende elementweise
Formulierung spektraler Viskositat auf Dreiecksgittern lag auflerhalb der Zielsetzung die-
ser Arbeit. Grundsétzlich ist eine diesbeziigliche theoretische Untersuchung jedoch drin-
gend erforderlich. Wiinschenswert wiren hierbei insbesondere auch theoretische Aussagen
iiber die verwendeten Indikatoren zur adaptiven Steuerung des modalen Filters. Die Ver-
wendung anderer Indikatoren sollte hierbei ebenso in Betracht gezogen werden. Durch
darauf aufbauende weitere Anpassungen der Filteralgorithmen an die Struktur der nu-
merischen Losung, die dann auf Grundlage theoretisch fundierter Stoflindikatoren ermit-
telt wird, wére die Entwicklung intelligenter Black-Box-Mechanismen auf Basis der in
dieser Arbeit untersuchten adaptiven modalen Filter zu Stabilisierung hochauflosender
DG-Verfahren denkbar.

Im Fall hoher Polynomgrade sind bei den hier verwendeten expliziten Zeitintegrations-
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verfahren aus Stabilitédtsgriinden sehr kleine Zeitschritte festzulegen. Ein langfristiges Ziel
des dieser Arbeit iibergeordneten Projekts ist daher die Verwendung impliziter Zeitinte-
grationsverfahren zur numerischen Losung der semidiskreten Gleichung (4.6), die im All-
gemeinen groflere Zeitschritte zulassen und daher zu einem Effizienzgewinn fithren konnen.
Zu untersuchen ist hierbei, ob auch in dieser Situation die modale Filterung zur Stabili-
sierung der DG-Methode verwendet werden kann.

Desweiteren wird im Fall der Euler-Gleichungen die Verwendung sogenannter positivitéts-
erhaltender Limiter nach Zhang und Shu, siehe [104], anstelle der rechenzeitintensiveren
iterativen Nutzung des modalen Filters in Betracht gezogen. Die Eigenschaft der Erhal-
tung der Positivitat von Dichte und Druck ist allerdings fiir diese Limiter nur nachweisbar
im Fall von TVD-Zeitintegrationen sowie unter zusétzlicher Restriktion des Zeitschritts.

Zur Nachbearbeitung in der Ndherungslosung verbleibender Oszillationen wurde in der
vorliegenden Arbeit der in der Bildverarbeitung entwickelte digitale TV-Filter im neu-
en Kontext von DG-Verfahren auf Dreiecksgittern eingesetzt. Neue Erkenntnisse ergaben
sich im Zusammenhang mit der Anwendung des DTV-Filters auf Dreiecksgitter-basierten
Graphen, die eine einfachere Auswertung der N#herugslosungen des DG-Verfahrens an
den Knoten erméglichen. In diesem Fall fiihrte die Anwendung des DTV-Filters auf eine
lineare Ausgangsfunktion zu einer den Kanten der Triangulierung folgenden unerwiinsch-
ten Musterung, so dass fiir diesen Gittertyp eine Modifikation der Iterationsvorschrift des
Filters vorgeschlagen wurde.

Den présentierten Ergebnissen nach zu urteilen, stellt sowohl der DTV-Filter auf karte-
sischen Graphen als auch dessen Modifikation auf Dreiecksgitter-basierten Graphen ei-
ne vielversprechende und richtungsweisende Alternative zu Reprojektionstechniken dar.
Erstmalig wurden zudem die Fehlerverldufe fern von Stéflen betrachtet, die sich bei An-
wendung des DTV-Filters auf Ndherungslosungen des DG-Verfahrens unter Gitterverfei-
nerung im Fall einer hyperbolischen Erhaltungsgleichung mit unstetiger Losung ergeben.
Bei globaler Anwendung des DTV-Filters zeigte sich hierbei ein Ordnungsverlust, so dass
eine erste Variante der adaptiven DTV-Filterung im Kontext von DG-Verfahren auf Drei-
ecksgittern entwickelt wurde. In den meisten Féllen ergaben sich durch die adaptive DTV-
Filterung ebenso gute oder bessere Ergebnisse als mit der globalen DTV-Filterung. Bessere
Resultate des globalen DTV-Filters wie beispielsweise im Fall der Doppel-Mach-Reflektion
sprechen eher dafiir, dass die adaptive Anwendung des DTV-Filters noch zu verbessern
ist. Ein erster diesbeziiglicher Versuch im Fall der Stromung iiber eine vorwértsgerichtete
Stufe, mit adaptiver Wahl des Anpassungsparameters, zeigt, dass ein solcher Spielraum
zur Verbesserung der Methode noch vorhanden ist. Andere Indikatoren zur Markierung
der Elemente, auf denen der DTV-Filter anzuwenden ist, konnten ebenfalls zu besseren
Ergebnissen fithren. Neben der Weiterentwicklung des adaptiven DTV-Filters sollten zu-
dem zukiinftig auch andere Bildverarbeitungsmethoden zur Nachbearbeitung der Néhe-
rungslosungen des DG-Verfahrens mit modaler Filterung in Betracht gezogen werden.
Denkbar wiren hierbei Ansétze, die auf partiellen Differentialgleichungen beruhen, wie
beispielsweise die aus dem klassischen Modell inhomogener Diffusion von Perona und Ma-
lik hervorgegangene anisotrope Diffusionsgleichung (6.1) von Weickert. Die direktere Kon-
trolle der Totalvariation der Néherungslosung durch die in dieser Arbeit vorgeschlagene
Verwendung von Methoden der Bildverarbeitung im Vergleich zur Anwendung von Repro-
jektionstechniken sollte hierbei entscheidende Impulse zur Weiterentwicklung von Nach-
bearbeitungstechniken im Kontext komplexer praxisrelevanter Problemstellungen liefern.
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Wie bereits geschildert, basiert die Anwendung von Nachbearbeitungsprozeduren im Kon-
text spektraler Verfahren auf der Vermutung, dass hochgenaue Informationen in den
Néaherungslosungen des spektralen Verfahrens enthalten sind, die eine Rekonstruktion
punktweiser Werte mit hoher Genauigkeit ermoglichen. Ein Nachweis dieser Vermutung,
der bestenfalls auch andeutet, in welcher Form diese Informationen in der spektralen
Approximation enthalten sind, wire wiinschenswert, aber scheint mittelfristig nicht er-
reichbar zu sein. Bei einem Fortschritt in dieser Richtung konnten allerdings Nachbear-
beitungsmethoden auf Basis entsprechender theoretischer Resultate entwickelt werden,
die auch nachweisbar die Genauigkeit des Verfahrens an Stéf8en erhéhen.

Zusammenfassend ergibt sich, dass durch die in dieser Arbeit verfolgte erstmalige Uber-
tragung des innerhalb der Spektralmethoden konstruierten Gesamtpakets bestehend aus
der Stabilisierung durch modale Filter sowie der Nachbearbeitung mittels einer TV-
Minimierungsprozedur in den Kontext von diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren auf
Dreiecksgittern ein grundlegendes Werkzeug zur hochauflésenden Simulation komplexer
Stromungsphénomene geschaffen wurde. Die einzelnen Aspekte dieses Grundkonzepts bie-
ten hierbei noch Raum fiir gezielte Untersuchungen in nachfolgenden Arbeiten.
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A Anhang

A.1 Die Jacobi-Polynome und die Gauf3-Jacobi-Quadratur

Die im folgenden aufgefithrten Definitionen und Eigenschaften der Jacobi-Polynome sowie
der GauB-Jacobi-Quadratur sind im wesentlichen dem Anhang des Buches von Karniada-
kis und Sherwin [52] entnommen. Ein wichtiges Referenzwerk zur Theorie orthogonaler
Polynome ist zudem das Buch von Szegé [86].

In den nachfolgenden Abschnitten sei I = [—1,1], n € Ny, sowie P™(I) die Menge der
Polynome p : I — R vom Grad < n.

Definition und Eigenschaften der Jacobi-Polynome

Fiir o, 3 € R mit o, 3 > —1 sind die Jacobi-Polynome P%* : I — R durch die nachste-
henden Eigenschaften eindeutig definiert:

o P8 e Pn(]) fiir alle n € N,

e die Orthogonalitéitseigenschaft
1
/wag(x)Pla’B(x)Pz’ﬂ(w)dx = 0 fir [#m, (A.1)
1

mit der Gewichtsfunktion was(z) = (1 — 2)*(1 + x)”,
o PoS(1) = (1)

Fiir die Werte o = 3 = 0 erhélt man den Spezialfall der Legendre-Polynome.

Die Jacobi-Polynome P%# bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem des Hilbertraumes
Liaﬁ[—l, 1] der beziiglich des Gewichts w,p quadratintegrierbaren Funktionen auf dem
Intervall [—1, 1] mit dem Skalarprodukt

<U>U)Liaﬂ :/_ Was(T)u(z)v(x) de.

1
Mit der Definition der Gammafunktion

['(z) = / t*"le7'dt fiir z € C mit Rez > 0, (A.2)
0
die fir n € N die Gleichung I'(n + 1) = n! erfiillt, gilt desweiteren
! 20t8+L T+ a+1I(n+B+1)
PP (x) P () de = . (A
| en@Bt @Rt @ = g e PR ()

Beziiglich der Werte der Jacobi-Polynome fiir ¢ = max(a, ) > —% gilt die Abschétzung

8 ~ (n+gq
s Pl = (700). (A1)
Zudem sind die Jacobi-Polynome die Losungen des Sturm-Liouville-Problems
d d
-’ [(1 —ayte(l + x)Hﬁ%} = A= 21+ ) ula),

A = nn+a+pG+1).
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Rekursionsformeln Da keine einfachen expliziten Berechnungsvorschriften fiir die Wer-
te der Jacobi-Polynome und deren Ableitungen bekannt sind, werden haufig die nachfol-
genden Rekursionsformeln zur Berechnung verwendet.

Pyf(z) = 1,

1
PIP(e) = Sla= B+ (a+8+2)al,
o P\(x) = (a) + ay2)PYP (@) — a, P (),

n* n—1

mit den Koeffizienten a’, ... a? € R gegeben durch die Gleichungen

= 2n+1)(n+a+F+1)2n+a+f),

= (2nta+/+1)(0® -5,

= n+a+B)2n+a+B+1)2n+a+F+2),
2(n+a)(n+B3)2n +a+ B +2),

L £ L 2
Sk IWINI -

sowie

d (o3 (63 [e%
bu(@) =Pl (w) = bi(@)Pr(x) + 0 (2) P (),

mit
bp(z) = (2n+a+pB)(1—2?),
bi(x) = nla—p—(2n+a+p)al,
b:(r) = 2(n+a)(n+p).

Die Gauf3-Jacobi-Quadratur

Die GaufB-Jacobi-Quadraturformeln stellen eine Verallgemeinerung der Gaufl-Quadratur
dar. Sie dienen der numerischen Integration einer Funktion v : I — R beziiglich der zu den
Jacobi-Polynomen P%# «,3 > —1, gehérigen jeweiligen Gewichtsfunktionen w,g(z) =
(1 — 2)*(1 + z)P. Man unterscheidet die klassische GauB-Jacobi-Quadratur, bei der wie
bei der GauB-Quadratur nur Stiitzstellen im Inneren des Intervalls I gewihlt werden, von
den Formeln vom Radau- und Lobatto-Typ, die einen beziehungsweise beide Randpunkte
des Intervalls einbeziehen.

Fiir fest gewéhlte Parameter «, § und eine vorgegebene Stiitzstellenanzahl @ gilt es, Stiitz-
stellen z;, + =0,...,Q — 1, und zugehorige Gewichte w;, i = 0,...,Q — 1, zu bestimmen,
so dass die zugehorige Quadraturformel eine moglichst hohe Ordnung hat. Fiir den Exakt-
heitsgrad der GauB-Jacobi-Quadratur gilt die Gleichung

1 Q
/ (1—2)*(1 + 2) u(z)dr = szu(xz) + R(u),

! i=0
mit R(u) = 0, falls u € P2?79(I). Der Parameter § ist hierbei abhingig vom Typ der

Quadraturformel, d.h. von den Einschréinkungen an die Stiitzstellenwahl:

1 klassische GauB3-Jacobi-Quadratur,
0 =< 2 GauB-Radau-Jacobi-Formeln,
3 GauB-Lobatto-Jacobi-Formeln.
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Die konkrete Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte ergibt sich aus den folgenden
aus [52] entnommenen Formeln. Mit xf(g € (—=1,1), i =0,...,Q — 1, seien hierbei die

Nullstellen des Jacobipolynoms PS’B und mit I" die in (A.2) definierte Gammafunktion
bezeichnet.

Gaul3-Jacobi-Formeln

z o= aly, i=0,...,Q -1,

20PN (v + Q + NT(B+Q + 1) [ipaﬁ(x,)] —2 i
QT(a++Q+1)(1—a?) ' 7

i =0,...,0Q — 1.
w -1 0 Q

Gaul3-Radau-Jacobi-Formeln

o 1, =0
T e i=1.,Q -1,
T (B+1)Bgs .y, i=0
' By, i=1,...,Q—1,
mit
QoA r 1—
B = (a+Q)T(B+ Q) :Mﬁ =001
Q-1 (B+QT(a+5+Q+1) |3 ()]

Gaufl-Lobatto-Jacobi-Formeln

-1, i=0
T = e, i=1,...,Q -2,
1, i=Q—1
(B+1)Co5_y i=0
w; = iy, i=1,...,Q -2
(o + 1)05’&,@727 i=0Q -1,
mit
2a+ﬁ+1r r
cof = (0 + QT (B +Q) i=0,....Q—1.

(@-D(@-DIT(a+5+Q+1) [Peh ()]
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A.2 Das Flussvektor-Splitting-Verfahren von van Leer

Bei der von van Leer in [61] beschriebenen Definition einer numerischen Flussfunktion fiir

die eindimensionalen Euler-Gleichungen in Form eines Flussvektor-Splitting-Verfahrens

werden zunéchst die primitiven Variablen (p*, v, vy, p*) aus den in u* gegebenen kon-

servativen Groflen berechnet. Der numerische Fluss Hip(u™,ut) wird in Abhéngigkeit
von M* = vF /c* definiert als

Hip(u ,u")=H (u)+H"(u"),
mit

0 M >1,
H (u=¢ f(u -1<M<1,
fl(U) M S —]_,

und

f1<U) M 2 1,
H (u)=1¢ ff(u) -1<M<1,
0 M < —1,

mit den Zwischenwerten

) = (—%—Mﬁ i (w)

4
et = (S0 @ e £ @0 W5 g ).

202 —1) ' 2
C (u) = (y—1)v — 2¢,
Ct(u) = (yv—1)v +2c

C”(u)

e O (g ),
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A.3 Fehlerentwicklung und Laufzeiten der RKDG-Verfahren:
lineare Advektion
Dargestellt sind die L!-, L?- und L>-Fehler sowie die Rechenzeiten in Sekunden der

Néaherungslosungen verschiedener RKDG-Verfahren zum Testfall der lineare Advektions-
gleichung, siehe Unterkapitel 4.3.2.

’ N ‘ K H L'-Fehler ‘ EOC ‘ L?-Fehler ‘ EOC ‘ L°°-Fehler ‘ EOC H Laufzeit ‘
296 1.753e-03 9.935e-03 1.859¢-01 0.01
1184 1.550e-03 0.18 9.100e-03 0.13 1.730e-01 0.10 0.10
4736 1.251e-03 0.31 7.840e-03 0.22 1.531e-01 0.18 1.28
18944 || 9.149e-04 0.45 6.219e-03 0.33 1.280e-01 0.26 17.52

Tabelle A.1: DG-Verfahren mit Zeitintegration durch das explizite Eulerverfahren.

| N [K | L'-Fehler | EOC | L?-Fehler [ EOC | L>*-Fehler | EOC [ Laufzeit |

296 1.785e-03 1.010e-02 1.878e-01 0.03
1184 1.610e-03 0.15 9.348e-03 0.11 1.762e-01 0.09 0.23
4736 1.340e-03 0.26 8.220e-03 0.19 1.585e-01 0.15 2.69
18944 || 1.015e-03 0.40 6.717e-03 0.29 1.353e-01 0.23 32.82
296 1.167e-03 6.608e-03 1.233e-01 0.14
1184 0.446e-04 1.10 3.601e-03 0.88 7.602e-02 6.97 1.25
4736 1.444e-04 1.92 1.125e-03 1.68 2.976e-02 1.35 13.72
18944 || 2.484e-05 2.54 2.101e-04 2.42 6.748e-03 2.14 130.92

Tabelle A.2: DG-Verfahren mit Zeitintegration durch das RK-Verfahren (4.9) zweiter Ord-
nung.
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’ N ‘ K H L'-Fehler ‘ EOC ‘ L?-Fehler ‘ EOC ‘ L°°-Fehler ‘ EOC H Laufzeit
296 1.784e-03 1.010e-02 1.878e-01 0.03
0 1184 1.610e-03 0.15 9.347e-03 0.11 1.762e-01 0.09 0.27
4736 1.340e-03 0.26 8.219e-03 0.19 1.585e-01 0.15 3.23
18944 || 1.015e-03 0.40 6.716e-03 0.29 1.354e-01 0.23 39.33
296 1.159e-03 6.571e-03 1.230e-01 0.17
1 1184 5.392e-04 1.10 3.573e-03 0.88 7.574e-02 0.70 1.50
4736 1.426e-04 1.92 1.112e-03 1.68 2.957e-02 1.46 16.46
18944 || 2.449¢-05 2.54 2.071e-04 2.43 6.661e-03 2.15 155.41
296 5.734e-04 3.375e-03 6.739¢e-02 0.71
9 1184 8.261e-05 2.80 6.127e-04 2.46 1.537e-02 2.13 6.41
4736 5.813e-06 3.82 4.706e-05 3.70 2.509¢e-03 2.61 61.33
18944 || 4.965e-07 3.55 4.184e-06 3.49 3.849¢-04 2.70 526.17
296 1.915e-04 1.175e-03 2.156e-02 2.12
3 1184 8.483e-06 4.50 6.890e-05 4.09 4.029¢e-03 2.42 18.80
4736 3.286e-07 4.69 2.816e-06 4.61 3.530e-04 3.51 166.14
18944 || 1.921e-08 4.10 1.707e-07 4.04 2.609e-05 3.76 1366.66
296 5.322e-05 3.537e-04 1.030e-02 5.89
4 1184 9.413e-07 5.82 7.804e-06 5.50 5.909e-04 4.12 51.01
4736 2.590e-08 5.18 2.276e-07 5.10 3.210e-05 4.20 422.91
18944 || 1.357e-09 4.25 1.140e-08 4.32 1.220e-06 4.72 3479.95
296 1.152e-05 8.097e-05 2.333e-03 16.29
5 1184 1.242e-07 6.54 1.100e-06 6.20 1.569e-04 3.89 137.83
4736 4.543e-09 4.77 3.743e-08 4.88 2.327e-06 6.08 1126.79
18944 || 5.220e-10 3.12 4.259e-09 3.14 1.002e-07 4.54 9143.75
296 2.757e-06 2.060e-05 1.560e-03 30.96
6 1184 2.119e-08 7.02 1.786e-07 6.85 1.281e-05 6.93 270.97
4736 1.833e-09 3.53 1.497e-08 3.58 3.629¢-07 5.14 2203.52
18944 || 2.286e-10 3.00 1.866e-09 3.00 3.910e-08 3.21 19093.74
296 5.752e-07 4.258e-06 2.334e-04 52.22
- 1184 8.268e-09 6.12 6.742e-08 5.98 2.572¢e-06 6.50 451.52
4736 9.922¢-10 3.06 8.101e-09 3.06 1.700e-07 3.92 3706.39
18944 || 1.241e-10 3.00 1.013e-09 3.00 2.118e-08 3.01 29548.64
296 1.329e-07 1.074e-06 7.369e-05 91.33
3 1184 4.175e-09 4.99 3.401e-08 4.98 7.562e-07 6.61 777.48
4736 5.204e-10 3.00 4.249e-09 3.00 8.885e-08 3.09 6232.71
18944 || 6.510e-11 3.00 5.313e-10 3.00 1.110e-08 3.00 49531.36

Tabelle A.3: DG-Verfahren mit Zeitintegration durch das RK-Verfahren (4.10) dritter
Ordnung.
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’ N ‘ K H L'-Fehler ‘ EOC ‘ L?-Fehler ‘ EOC ‘ L°°-Fehler ‘ EOC H Laufzeit
296 1.784e-03 1.010e-02 1.879e-01 0.04
0 1184 1.610e-03 0.15 9.347e-03 0.11 1.762e-01 0.09 0.29
4736 1.340e-03 0.26 8.219e-03 0.19 1.585e-01 0.15 2.99
18944 || 1.015e-03 0.40 6.716e-03 0.29 1.354e-01 0.23 41.86
296 1.159e-03 6.568e-03 1.300e-01 0.19
1 1184 5.387e-04 1.11 3.569e-03 0.88 7.570e-02 0.70 1.70
4736 1.424e-04 1.92 1.110e-03 1.68 2.954e-02 1.36 17.13
18944 || 2.445e-05 2.54 2.067e-04 2.43 6.653e-03 2.15 167.54
296 5.728e-04 3.371e-03 6.730e-02 0.74
9 1184 8.233e-05 2.80 6.102e-04 2.47 1.531e-02 2.14 6.55
4736 5.773e-06 3.83 4.669e-05 3.71 2.520e-03 2.60 60.60
18944 || 4.939e-07 3.55 4.164e-06 3.49 3.857e-04 2.71 520.63
296 1.910e-04 1.170e-03 2.144e-02 2.20
3 1184 8.413e-06 4.51 6.798e-05 4.11 4.043e-03 2.41 19.42
4736 3.239e-07 4.70 2.774e-06 4.62 3.488e-04 3.54 167.90
18944 || 1.892¢-08 4.10 1.681e-07 4.04 2.557e-05 3.77 1375.72
296 5.307e-05 3.513e-04 1.034e-02 5.81
4 1184 9.310e-07 5.83 7.648e-06 5.52 5.828e-04 4.15 50.57
4736 2.385e-08 5.29 2.138e-07 5.16 3.083e-05 4.24 419.90
18944 | 6.993e-10 5.10 6.559e-09 5.03 1.185e-06 4.70 3400.64
296 1.145e-05 7.990e-05 2.286e-03 15.98
5 1184 1.203e-07 6.57 1.050e-06 6.25 1.550e-04 3.88 139.28
4736 1.647¢-09 6.19 1.541e-08 6.09 2.858e-06 5.76 1128.48
18944 | 2.518e-11 6.03 2.412e-10 6.00 5.341e-08 5.74 8962.99
296 2.739e-06 2.030e-05 1.556e-03 30.98
6 1184 1.495e-08 7.52 1.306e-07 7.28 1.453e-05 6.74 267.54
4736 1.097e-10 7.09 1.060e-09 6.94 1.910e-07 6.25 2171.56
18944 || 1.703e-12 6.01 1.450e-11 6.19 1.507e-09 6.99 17102.34
296 5.631e-07 4.128e-06 2.300e-04 51.79
. 1184 1.933e-09 8.19 1.846e-08 7.80 2.614e-06 6.46 448.65
4736 1.314e-11 7.20 1.126e-10 7.36 1.313e-08 7.64 3588.52
18944 || 6.493e-13 4.34 5.317e-12 4.40 1.227e-10 6.74 28284.07
296 1.245e-07 1.003e-06 7.289¢-05 86.10
3 1184 2.504e-10 8.96 2.224e-09 8.82 2.119e-07 8.43 738.72
4736 4.600e-12 5.77 3.772e-11 5.88 1.099e-09 7.59 5944.69
18944 || 2.858e-13 4.01 2.345e-12 4.01 4.496e-11 4.61 47153.97

Tabelle A.4: DG-Verfahren mit Zeitintegration durch das RK-Verfahren (4.11) vierter
Ordnung.
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