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Zusammenfassung

Aufgrund ihrer besonderen elektro- bzw. magnetomechanischen Eigenschaften kom-
men ferroelektrische und -magnetische Materialien in einem breiten Spektrum der
Technik zum Einsatz. Etablierte Anwendungsgebiete sind u.a. die Medizintechnik,
Automobil- sowie Luft- und Raumfahrtindustrie. Als Komponenten sogenannter
Smart Materials werden sie dort in Sensoren oder Aktoren eingesetzt. In den ver-
gangenen zwei Jahrzehnten wurde eine Vielzahl von Modellen zur Simulation des
nichtlinearen Verhaltens dieser Materialien entwickelt und im Rahmen der Finite

Elemente-Methode (FEM) implementiert. Die Implementierung der Modelle in die
FEM geht mit einem grofien Zeitaufwand einher, allerdings konnen komplexe Rand-
wertaufgaben gelost werden. Experimentellen Untersuchungen zum Materialverhal-
ten liegen hingegen meist uniaxiale Lastfélle und einfachste Geometrien zugrunde.

Gegenstand der vorliegenden Dissertation ist die Entwicklung einer Methode zur
Untersuchung des makroskopischen polykristallinen Materialverhaltens ferroelek-
trischer, -magnetischer und multiferroischer Materialien ohne die Verwendung eines
raumlichen Diskretisierungsverfahrens. Trotzdem sollen die irreversiblen Prozesse,
Eigenspannungen und das Schédigungsverhalten als Resultat der Doménenwand-
verschiebungen berticksichtigt werden. Im Gegensatz zu raumlichen Diskretisie-
rungsverfahren wird die Kornstruktur des représentativen Volumenelements (RVE)
auf einen makroskopischen materiellen Punkt kondensiert. Ist der Aspekt der In-
teraktion der Kornstruktur aufgrund der Diskretisierung bei der FEM intrinsisch
berticksichtigt, so ist die Realisierung dieser Interaktion eine zentrale Aufgabe bei
der hier entwickelten Kondensierten Methode (KM).

Ausgehend von den konstitutiven Gleichungen des mikroskopischen materiel-
len Punktes, welcher ein einzelnes ferroelektrisches oder ferromagnetisches Korn
reprasentiert, werden die konstitutiven Gleichungen des makroskopischen materi-
ellen Punktes hergeleitet. Im Sinne der Homogenisierung werden Annahmen in
Form der generalisierten VOIGT-Approximation oder einer gemischten, genera-
lisierten, REUSS/VoIGTApproximation getroffen. Die KM, welche zundchst fir
ferroelektrisches Materialverhalten entwickelt wurde, wird auf ferromagnetisches
und multiferroisches Materialverhalten erweitert. Ziel ist hierbei die Optimierung
ferroelektrisch—ferromagnetischer Komposite im Hinblick auf einen optimalen ma-
gnetoelektrischen Kopplungskoeffizienten.

Neben der Simulation des Materialverhaltens wird in dieser Arbeit, basierend
auf dem klassischen PARIS-Gesetz, ein Modell zur Lebensdauervorhersage von fer-
roelektrischen Materialien unter kombinierter elektromechanischer Beanspruchung
vorgestellt. Da die Entwicklung des Modells sowie die Untersuchung zu funda-
mentalen Aspekten der Lebensdauer ferroelektrischer Materialien im Vordergrund
standen, wurden einige Annahmen und einfache Randbedingungen zugrunde ge-
legt. Aufgrund der Materialcharakeristika kénnen mit diesem Modell Aussagen zur
Lebensdauer bereits aus dem Bereich des Kurzrisswachstums entnommen werden.

Die Arbeit schliet ab mit einer Diskussion der Ergebnisse zur Untersuchung
des Materialverhaltens und der Lebensdauervorhersage. Hier stehen u.a. der Ein-
fluss einer elektromechanischen Beanspruchung auf Lebensdauer und Aktorhub im
Vordergrund.



Abstract

Due to their special electro- or magnetomechanical properties, ferroelectric or fer-
romagnetic materials are widely used in technical applications. Established fields of
application are e.g. the medical technology, the automotive or aerospace industry.
As components of smart structures, they are used as sensors or actuators. Most of
the models describing the nonlinear behavior are implemented within the frame-
work of the Finite-Element—-Method (FEM). The implementation of a discretizati-
on scheme is going along with a large effort and the solution of the problems requires
high computational costs. Experimental investigations, however, are predominantly
restricted to very basic boundary value problems under uniaxial loading.

In this work, a method to investigate the macroscopic polycrystalline behavior of
ferroelectric, ferromagnetic and multiferroic materials without any kind of discreti-
zation scheme is presented. Nevertheless, irreversible processes, residual stresses
and the damage behavior as a result of the domain wall motion should be consi-
dered. In comparison to a method which uses a discretization scheme, the grain
structure of the representative volume element (RVE) is condensed to a macrosco-
pic material point. The interaction of the grain structure being taken into account
intrinsically due to the discretization of the FEM, the realization of this interaction
is a central task with the condensed method (CM) developed in this work.

Starting from the constitutive equations of a microscopic material point, which
represents a ferroelectric or ferromagnetic grain, the constitutive equations of the
macroscopic material point are determined. In the sense of homogenization, as-
sumptions are made in terms of a generalized VOIGT- or a mixed, generalized,
REUSs/VoiGcT-assumption. The CM, which was first developed for a pure fer-
roelectric material behavior, is extended towards ferromagnetic and multiferroic
behaviors. The aim of this extension is the optimization of multiferroic composites
with regard to an optimal magnetoelectric coupling coefficient, where a ferroma-
gnetic material is embedded into a ferroelectric matrix.

In addition to the simulation of the nonlinear material behavior and based on
the classical PARIS law, a model to predict the life time of ferroelectric materials
under combined electromechanical loading is presented. Since the development of
the model and fundamental investigations were in the focus, a few assumptions
and simple boundary conditions were taken as a basis. Due to the characteristic of
the material, informations concerning the life time can already be taken from the
stage of small crack lengths.

The work concludes with a discussion of the results of the investigations of the
material behavior and the life time prediction. Here, the influence of an electrome-
chanical loading on the life time and actuation strain is in the focus.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

Sowohl ferroelektrische als auch -magnetische Materialien kommen aufgrund ih-
rer besonderen elektro- oder magnetomechanischen Eigenschaften in einem breiten
Spektrum der Technik zum Einsatz. Etablierte Einsatzgebiete dieser Funktions-
werkstoffe sind die Medizintechnik, Automobil- oder die Luft- und Raumfahrtin-
dustrie. Dort werden sie u. a. als Aktoren oder Sensoren verwendet. In der Medi-
zintechnik werden Aktoren und Sensoren z. B. in vollimplantierbaren Horgerdten
eingesetzt. Bei diesen wandelt zunéchst ein Sensor den Schall in ein elektrisches
Signal um. Nach einer Signalfilterung wird durch einen Aktor das elektrische in ein
mechanisches Signal umgewandelt. Dieses regt die Horschnecke zur Schwingung an.
Mit Hilfe dieses Implantates kann bei Patienten mit Schadigung des Mittelohres
die auditive Wahrnehmung wiederhergestellt werden. In der Automobilindustrie
werden ferroelektrische oder -magnetische Aktoren in Einspritzdiisen von Diesel-
motoren eingesetzt. Vorteile gegentiber konventionellen Einspritzdiisen sind im ver-
besserten Einspritzverhalten mit einhergehender Reduzierung des Spritverbrauchs
oder der Verminderung der Gerduschemission zu finden. Da natiirliche Materiali-
en mit magnetoelektrischen Eigenschaften auf der einen Seite sehr selten sind und
auf der anderen Seite die magnetoelektrische Kopplung bei Raumtemperatur sehr
schwach ist, wird multiferroischen Kompositen, welche aus ferroelektrischen und
-magnetischen Materialien bestehen, fiir technische Anwendungen zukiinftig eine
grofe Bedeutung zugesprochen.

Unabhéngig davon ob der Werkstoff bereits eingesetzt wird oder sich noch in der
Entwicklung befindet, ist die Kenntnis des Materialverhaltens zur Auslegung der
Komponenten zwingend erforderlich. Zur Simulation des Materialverhaltens wird
standardméfig die Finite-Elemente-Methode (FEM) verwendet. Jedoch gehen so-
wohl die Implementierung des Materialverhaltens als auch die numerische Lésung
des Randwertproblems (RWP) mit einem nicht zu vernachléssigendem Zeitaufwand
einher. Zur Untersuchung des Materialverhaltens wird das RWP jedoch oft auf ein
geometrisch einfaches Problem mit einaxialer Last reduziert. Ziel hierbei ist die
Berechnung materialspezifischer Hysteresekurven oder bei multiferroischen Kom-
positen die Abschétzung der magnetoelektrischen Kopplung zur Beurteilung des
Komposites.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer diskretisierungsfreien Methode zur
Simulation des nichtlinearen Verhaltens ferroelektrischer, -magnetischer und mul-
tiferroischer Materialien. Nach Kenntnis des Autors gibt es bisher kein diskreti-
sierungsfreies Verfahren mit welchem das konstitutive Verhalten polykristalliner
ferroischer Materialien zufriedenstellend simuliert werden kann. Die Entwicklung
einer solchen Methode fithrt auf einige Fragestellungen. Beispielsweise ist zu klédren,
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wie die Interaktion zwischen den einzelnen Koérnern realisiert werden kann oder auf
welche Art und Weise die effektiven Materialeigenschaften des betrachteten Gebie-
tes ermittelt werden kénnen. Ferner muss es mit der zu entwickelnden Methode
moglich sein, auftretende Eigenspannungen infolge irreversibler Doméanenwandver-
schiebungen zu bestimmen, da aufgrund der Sprodheit dieser Funktionswerkstoffe
auch deren mechanische Integritat im Fokus der Forschung steht.

1.2 Stand der Forschung

Die Modellierung des nichtlinearen Verhaltens ferroelektrischer Materialien stand
in den vergangenen zwei Jahrzehnten im Fokus der Forschung. Ein wesentlicher
Beitrag hinsichtlich der Modellierung geht auf HWANG etal. [65] zuriick. In der
im Jahr 1995 erschienenen Arbeit wird das Verhalten von PZT unter einer elek-
tromechanischen Beanspruchung experimentell untersucht. Aufbauend auf diesen
Untersuchungen wird ein mikromechanisches Modell zur Beschreibung des beob-
achteten Materialverhaltens vorgeschlagen. Weitere Arbeiten, die die Idee dieses
Modells aufgreifen, sind z. B. HWANG und MCMEEKING [66], HWANG und Wa-
SER [64], MICHELITSCH und KREHER [113], L1 etal. [99] oder GELLMANN und
RICOEUR [50]. Bei diesen Modellen wird ein Polykristall angenommen wo die Po-
larisierung der Elementarzelle um einen diskreten Winkel umklappt, wenn ein ener-
getisch motiviertes Umklappkriterium erfiillt ist. Die hier zitierten Modelle werden
im Rahmen der FEM umgesetzt. Neben mikromechanischen Modellen werden in
der Literatur auch phédnomenologische Modelle zur Beschreibung des makroskopi-
schen Materialverhaltens vorgeschlagen. Arbeiten auf diesem Gebiet sind u. a. in
BASSIOUNY etal. [9, 10], BASSIOUNY und MAUGIN (7, 8], LyNCH [104], KAMLAH
und TSAKMAKIS [74], FAN et al. [39], KAMLAH [73], KESSLER und BALKE [78] oder
LANDIS [89] zu finden. Ein anderer Ansatz, wo Methoden der Kontinuumsmikro-
mechanik verwendet werden, ist z. B. in CHEN et al. 23], HUO und JIANG [63] oder
Lu etal. [101] beschrieben. Im Jahr 1999 wurden von HUBER et al. [62] skalare Ge-
wichte fir jede Orientierung der ¢ - Achse einer tetragonalen Elementarzelle eines
Einkristalls eingefiihrt. Aus Sicht der Materialtheorie konnen diese Gewichte auch
als innere Variablen interpretiert werden, welche sdmtliche dissipativen Prozesse
und die Rotation der lokalen Materialachsen kontrollieren. Ergebnisse experimen-
teller Untersuchungen werden u. a. in LyNcH [103], ZHOU und KAMLAH [165] oder
DITTMER etal. [29, 30] diskutiert.

Hinsichtlich des Materialverhaltens von Ferromagnetika muss zwischen Weich-
und Hartmagneten unterschieden werden. So wird von AVAKIAN und RICOEUR
[4] ein mikromechanisches Modell zur Modellierung von Hartmagneten vorgeschla-
gen, welches die Grundidee mikromechanischer Modelle fiir Ferroelektrika aufgreift.
Dieses Modell nutzt die Eigenschaft, dass sich das makroskopische Verhalten von
Ferroelektrika und -magnetika dhnelt, obwohl die Ursachen dafiir auf atomistischer
Ebene grundverschieden sind. Zur Modellierung von Weichmagneten werden in der
Literatur verschiedene phinomenologische Modelle vorgeschlagen. So basieren die
Modelle von KADAR [71] oder MAYERGOYZ und FRIEDMAN [108] auf dem von
PREISACH [129] eingefithrten Modell zur Darstellung experimentell beobachteter
Hysteresen. Ein weiteres Modell zur Beschreibung von nichtlinearem reversiblem
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Verhalten ferromagnetischer Materialien wird in [4] eingefithrt. Eine weiterfihrende
Diskussion verschiedener Modelle zur Beschreibung des ferromagnetischen Materi-
alverhaltens ist ebenfalls in [4] zu finden.

Damit zukinftig Komposite mit optimalen magnetoelektrischen Eigenschaften
hergestellt werden konnen, steht derzeit die Entwicklung geeigneter Modelle zur
Vorhersage dieser Eigenschaften im Vordergrund. Arbeiten auf diesem Gebiet gehen
zumeist von linearem Materialverhalten aus. So sind numerische Untersuchungen zu
effektiven Eigenschaften solcher Materialien z. B. in NAN [119], HUANG und Kuo
[61], L1 und DUNN [98] oder ABOUDI [1] zu finden. Mit der von SCHRODER und
KEIP [141] erweiterten FE2-Methode kann sowohl linear piezoelektrisches als auch
nichtlinear elektrostriktives Materialverhalten untersucht werden. Diese Methode
ermoglicht zweiskalige Simulationen in Verbindung mit einer Homogenisierung fiir
magnetoelektromechanische Randwertproblem (RWP). Auf dieser Methode auf-
bauend wurden in KEIP etal. [76], LABUSCH etal. [85, 86] und SCHRODER et al.
[142] effektive magnetoelektrische Kopplungskoeffizienten von Kompositen unter-
sucht. Basierend auf einem mikromechanischen Modell und einfachen Homogeni-
sierungsansitzen werden in [4] magnetoelektrische Kopplungskoeffizienten fiir ein
Komposit vorgestellt. Hier wird sowohl fiir die ferroelektrische als auch ferroma-
gnetische Phase von nichtlinearem Materialverhalten ausgegangen. Experimentelle
Untersuchungen, die sich sowohl mit der Herstellung des Komposites als auch der
Messung magnetoelektrischer Kopplungseigenschaften befassen, sind von ETIER et
al. [37, 38] vorgestellt worden.

Die bis hierhin vorgestellten Modelle gehen von perfekten Materialien aus, d. h.
Mikrorisse, welche bereits wéahrend des Herstellungsprozesses entstehen konnen
oder ein etwaiger Rissfortschritt infolge duflerer Lasten, werden hier nicht bertick-
sichtigt. Erste Vorschlige zur Berechnung effektiver Eigenschaften geschidigter pie-
zoelektrischer Materialien gehen auf WANG und JIANG [157, 158] zuriick. In diesen
Arbeiten werden die Rissufer als mechanisch spannungs- und elektrisch ladungsfrei
angenommen. Dies wird auch als impermeable Randbedingung bezeichnet, welche
sowohl von SosA [147] als auch Suo [151] untersucht worden ist. Da diese Rand-
bedingung eher einem Sonderfall als der Realitét entspricht, wurde von HAO und
SHEN [56] zunéchst die sogenannte semipermeable Randbedingung vorgeschlagen.
Bei dieser wird auf den Rissufern eine dielektrische Verschiebung angenommen.
In der Realitit ist es jedoch so, dass die Rissufer bei elektro-/magnetostatischen
Mehrfeldproblemen auch mechanische Lasten erfahren. Diese Lasten werden als
MAXWELL- oder COULOMB - Spannungen bezeichnet. Ein Modell welches solche
Spannungen beriicksichtigt, wurde erstmals 1999 von KEMMER und BALKE [77]
vorgeschlagen und in der nachfolgenden Zeit von z. B. GELLMANN und RICOEUR
[48] oder LANDIS [88] weiter untersucht. Ansétze zur Berechnung effektiver Eigen-
schaften piezoelektrischer Materialien mit komplexen Randbedingungen auf den
Rissufern sind bei MERKEL und RICOEUR [111] zu finden. Wiahrend bei den ge-
nannten Arbeiten stets von einer orthogonalen Durchdringung des Risses durch ein
elektrisches Feld ausgegangen wird, untersuchen RICOEUR et al. [134] den Einfluss
geneigter Felder.

Zur Vorhersage und Analyse von unterkritischem Risswachstum wurde 1963 von
PARIS und ERDOGAN [126] das sogenannte PARIS - Gesetz vorgeschlagen. Dieses
bildet im lg (da/dN)-AK; - Diagramm den linearen Bereich ab. Da mit diesem
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Gesetz weder der Bereich der Initiierung noch der Ubergang zum Gewaltbruch ab-
gebildet werden kann, wurde von FOREMAN et al. [44] eine Weiterentwicklung vor-
geschlagen, welche experimentelle Ergebnisse besser erfasst als das klassische PA-
RIS - Gesetz. Obgleich diese Modelle fiir makroskpisches Risswachstum entwickelt
worden sind, wurde von LUBE und BAIERL [102] sowie SUPANCIC und SCHOPF
[152] gezeigt, dass sie auch bei der Anwendung auf Mikrorisse Giiltigkeit haben.
Die meisten Untersuchungen im Bezug auf Versagen infolge von Ermiidung bei
Ferroelektrika unter elektromechanischer Beanspruchung, egal ob Experiment oder
Modellierung, beziehen sich auf niedrige Lastspielzahlen und grofie Risslangen. Er-
gebnisse auf diesem Gebiet wurden u. a. von ZHU und YANG [167] oder WESTRAM
etal. [160, 161] publiziert. In [160] wurde unter Verwendung des dielektrischen
Feldintensitétsfaktors ein Risswachstumsgesetz nach Art des PARIS - Gesetzes vor-
gestellt.

1.3 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Entwicklung einer diskretisierungsfreien
Methode zur Simulation des nichtlinearen Verhaltens ferroelektrischer, ferromagne-
tischer und multiferroischer Materialien. Fir ein tieferes Verstandnis der Zusam-
menhénge stehen in Kapitel 2 zunéchst die allgemeinen Grundlagen im Vorder-
grund. Hier wird auf fiir diese Arbeit relevante kristallographische Elementarzellen
und wesentliche Eigenschaften der hier betrachteten Materialien eingegangen.

Kapitel 3 befasst sich mit den Grundlagen der Kontinuumsmechanik und -elek-
trodynamik sowie den thermodynamischen Grundlagen multiferroischer Materiali-
en. Ausgehend von den MAXWELL - Gleichungen und dem dynamischen Kréfte-
gleichgewicht wird auf die Thermodynamik multiferroischer Materialien eingegan-
gen. Hier stehen der Zusammenhang zwischen dem thermodynamischen Potenti-
al, den Materialtensoren und den konstitutiven Gleichungen im Vordergrund. Ein
thermodynamisch konsistentes Evolutionsgesetz zur Beschreibung der Doménen-
wandverschiebung erfordert die Erfiilllung der CLAUSIUS - DUHEM - Ungleichung.
Daher wird auch diese in diesem Kapitel fiir ein magnetoelektromechanisches Mehr-
feldproblem eingefiihrt.

In Kapitel 4 wird auf die Modellierung der inelastischen Groflen spontane Ver-
zerrung und spontane Polarisation eingegangen. Im Fokus stehen hier tetragonale
und rhomboedrische Elementarzellen.

Aufbauend auf den Kapiteln 3 und 4 wird die im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelte diskretisierungsfreie Kondensierte Methode (KM) in Kapitel 5 behandelt.
Diese wird zunéchst fiir ein rein ferroelektrisches Problem entwickelt. Im Fokus
steht die Frage wie eine Interaktion zwischen Kérnern bzw. lokalen materiellen
Punkten realisiert werden kann ohne die beispielsweise bei der FEM intrinsisch
vorliegende rdaumliche Kopplung in Integrationspunkten und Knoten. Dabei wird
auch auf die Berechnung der effektiven Materialeigenschaften eines repréisentativen
Volumenelementes eingegangen. Ferner werden unterschiedliche Approximations-
ansitze und Randbedingungen diskutiert. Im néchsten Schritt wird die KM auf
ferromagnetische Materialien und mutliferroische Komposite angewandt. Das Ka-
pitel schlieit mit zwei Ansétzen zur Modellierung der morphotropen Phasengrenze
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(MPG) in einem lokalen materiellen Punkt.

Kapitel 6 befasst sich mit der Lebensdauervorhersage ferroelektrischer Materiali-
en. Hierzu wird zunédchst auf die Berechnung effektiver Eigenschaften geschédigter
ferroelektrischer Materialien eingegangen. Im zweiten Teil dieses Kapitels wird ein
Modell zur Simulation der Lebensdauer vorgestellt, welches auf dem klassischen
PARIS - Gesetz basiert. Ein entscheidender Vorteil dieses Modells besteht darin,
dass die gesamte Lebensdauer in wenigen numerischen Zyklen simuliert werden
kann.

In Kapitel 7 werden Ergebnisse der in den Kapiteln 5 und 6 vorgestellten Modelle
diskutiert. Der Fokus liegt hier auf den Ergebnissen zum nichtlinearen Verhalten
ferroelektrischer Materialien und der Lebensdauervorhersage. Um die entwickelte
Methode zu verifizieren, werden die Berechnungen mit experimentellen und nume-
rischen Ergebnissen aus der Literatur verglichen.

Eine Zusammenfassung der Arbeit sowie ein Ausblick auf zukiinftige Fragestel-
lungen ist in Kapitel 8 zu finden.
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2 Grundlagen ferroelektrischer und
ferromagnetischer Materialien

Ein tieferes Verstindnis der in dieser Arbeit diskutierten Thematik erfordert eine
grundlegende Kenntnis tiber den kristallographischen Aufbau und die physikali-
schen Vorgénge in piezoelektrischen sowie ferromagnetischen Materialien. Dazu
wird zunéchst auf interatomare Bindungen und Kristallstrukturen von Festkorpern
eingegangen. Im Anschlufl daran werden die wesentlichen Eigenschaften ferroelek-
trischer, -magnetischer und multiferroischer Materialien erlautert.

2.1 Interatomare Bindungen und Kristallstrukturen
in Festkorpern

Die wichtigste Anforderung an Werkstoffe ist die Fahigkeit, Zug- und Schubspan-
nungen zu tbertragen. Diese wird dann erfiillt, wenn das Material in einem festen
Zustand vorliegt. Beschaffenheiten, wie z. B. metallische oder nicht-metallische Ei-
genschaften, treten nicht am isolierten Atom sondern nur am gebunden Atomkol-
lektiv auf. Eine Ausnahme bilden die Edelgase. Deren Elektronenstruktur verfiigt
iiber einen stabilen Zustand, s. hierzu z. B. [13, 79, 80]. Aus der Eigenschaft der
Edelgase folgt das Ziel der iibrigen Elementfamilien: auffinden eines artgleichen
bzw. artfremden Partners zur Bildung eines stabilen (edelgasdhnlichen) Zustandes.
Ein stabiler Zustand wird durch die interatomare Wechselwirkung der Auflenelek-
tronen erreicht. Aufgrund der Wechselwirkung kommt es zu einer Bindung der
Atome, welche durch auftretende anziehende und abstoBende Kréifte hervorgerufen
wird, s. [79]. Die Art und Weise, wie die Bindungen im Detail zustande kommen,
ist recht unterschiedlich. Dennoch gibt es drei Bindungstypen, die sich hervorhe-
ben:! ionische, kovalente und metallische Bindung. Diese Bindungen werden als
Hauptvalenz- oder Primarbindungen bezeichnet.? Aufgelést werden kénnen Bin-
dungen durch thermische oder mechanische Energie. Die Auflosungsenergie muss
der Bindungsenergie entsprechen. Nachfolgend soll kurz auf die Primarbindungen
eingegangen werden.

Bei der ionischen Bindung handelt es sich um eine Bindung zwischen Metall-
und Nichtmetallatomen. Das Metallatom, als elektronenpositives Element, erreicht

LAn dieser Stelle sei erwiihnt, dass es von diesen Bindungstypen vielfiltige Mischformen gibt.
Auf diese wird hier jedoch nicht eingegangen.

2Neben der Primérbindung gibt es auch die Nebenvalenz- oder Sekundérbindung. Diese lisst
sich durch das Vorhandensein einer Restbindefihigkeit der Primérbindung erkliren. Da sich
fiir diese Arbeit relevante Effekte mit Hilfe der Primérbindung erkliren lassen, wird nicht
weiter auf die Sekundérbindung eingegangen. Fiir den interessierten Leser sei an dieser Stelle
auf z. B. [13] oder [80] verwiesen.
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den edelgasdhnlichen Zustand durch Abgabe der Auflenelektronen. Das elektro-
negative Nichtmetallatom hingegen erzielt diesen Zustand durch Aufnahme der
Elektronen. Dieser Vorgang wird als Elektroneniibergang bezeichnet. Ursache der
ionischen Bindung ist die elektrostatische Anziehungskraft ungleich geladener Teil-
chen. Da sich die Anziehungskraft nicht nur auf bestimmte Kationen bzw. Anionen
sondern auf den gesamten Verbund gleichermafien auswirkt, handelt es sich bei der
Ionenbindung um eine ungerichtete Bindung.

Eine Bindung zwischen Nichtmetallen wird als kovalente Bindung bezeichnet.
Wie oben beschrieben, sind Nichtmetalle elektronegativ. Da an diesem Bindungstyp
zwei elektronegative Partner beteiligt sind, wird hier nur dann ein edelgasahnlicher
Zustand erreicht, wenn sich Elektronenpaare bilden, die beiden Elektronenstruk-
turen angehoren [13]. Abhédngig von den Bindungspartnern kann eine kovalente
Bindung unpolar oder polar sein. Liegen Bindungspartner mit unterschiedlicher
Elektronegativitat vor, fihrt dies zur Bildung einer negativen Partialladung bei
dem Atom mit der héheren Elektronegativitit. Dementsprechend bildet sich eine
positive Partialladung bei dem anderen Atom. In diesem Fall wird von einer polaren
Kovalenzbindung gesprochen.

Die metallische Bindung beschreibt die Bindung zweier Metallatome. Somit sind
beide Bindungspartner elektropositiv. Im Vergleich zu den bisher diskutierten Bin-
dungstypen sind die Elektronen der Auflenschale keinem bestimmten Atom sondern
dem gesamten Kristall zuzuordnen. Nach z. B. Kor1TzKI und HERZOG [80] werden
diese Elektronen als quasifreie Elektronen bezeichnet. Die positiven Ionen sind in
quasifreien Elektronen eingebettet. Eine metallische Bindung wird daher durch die
elektrostatische Wechselwirkung zwischen den positiven lonen und den quasifreien
Elektronen hervorgerufen.?

Bei der Ordnung der Teilchen im festen Zustand wird zwischen kristallinen
und amorphen Festkérpern unterschieden. Kristalline Festkorper weisen ein festes
Ordnungsmuster hinsichtlich der rdumlichen Verteilung auf. Amorphe Festkorper
verfiigen hingegen nicht tiber ein solches Ordnungsmuster. Sie weisen lediglich eine
gewisse Ordnung hinsichtlich ihrer nachsten Nachbarn auf [13, 159]. Der Vollsténdig-
keit wegen soll auch auf Quasikristalle hingewiesen werden, deren Existenz erst
kiirzlich nachgewiesen werden konnte [94, 145]. Sie weisen mindestens eine qua-
siperiodische Richtung auf in der zwar eine Regelmafligkeit vorliegt, diese jedoch
jegliche fir Kristalle typische Symmetrien verletzt.

Da es sich bei den in dieser Arbeit untersuchten Materialien um kristalline
Festkorper handelt, wird nachfolgend kurz auf allgemeine Grundlagen einer Kris-
tallstruktur eingegangen. Nach BERGMANN [13] wird die Kristallstruktur als dreidi-
mensionales Punktgitter aufgefasst. Dabei ist jeder Gitterpunkt durch einen Gitter-
baustein (Atom, Molekiil, Ton) besetzt. Des Weiteren besitzt jeder Gitterbaustein
identische Nachbarbausteine. Das Punktgitter besteht aus einer rdumlich periodi-
schen Anordnung von Elementarzellen, welche die kleinste Baueinheit zur Erstel-
lung eines Punktgitters darstellen. Fiir die Anordnung einer Elementarzelle erge-
ben sich 14 Maoglichkeiten, die sogenannten BRAVAIS - Gitter. Die Beschreibung
einer solchen Elementarzelle erfolgt durch das Koordinatensystem mit den Ach-

3Die quasifreien Elektronen werden in der Literatur auch als ,,Elektronengas“oder Leitungselek-
tronen bezeichnet, s. z. B. [13, 80].
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sen a, b und ¢ sowie den Winkeln zwischen den Achsen «, 5 und 7, s. Abb. 2.1.
Die BrRAVAIS - Gitter unterteilen sich in sieben Kristallsysteme: triklin, monoklin,
orthorhombisch, tetragonal, trigonal, hexagonal und kubisch. Mit Ausnahme von
triklinen und hexagonalen Kristallsystemen weisen die Ubrigen noch Varianten fiir
basisflichen-, raum- sowie flichenzentrierte Kristallsysteme auf [13, 80, 159]. Eine
Sonderform des trigonalen Achsensystems ist das rhomboedrische, welches in die-
ser Arbeit auch im Fokus steht. Dartiber hinaus sind das tetragonale und kubische
Achsensystem relevant, s. Abb. 2.1. Auf weitere Eigenschaften der hier vorgestellten
Kristallsysteme in Verbindung mit den in dieser Arbeit untersuchten Materialien
wird in Abschnitt 2.2 eingegangen.

Abb. 2.1 Betrachtete Einheitszellen: kubisch (a), tetragonal (b) und rhomboe-
drisch (c)

2.2 Ferroelektrika

Nach der Einfithrung im Hinblick auf interatomare Bindungen und Kristallstruktu-
ren, behandelt dieser Abschnitt die ferroelektrischen Materialien, welche im Fokus
der vorliegenden Arbeit stehen. Da es sich bei Ferroelektrika um eine Untergruppe
der Dielektrika handelt, erfolgt zunéchst eine Einordnung dieser Materialien in den
Gesamtkontext. Darauf aufbauend werden typische Eigenschaften und Phianomene
der Gruppe der Ferroelektrika diskutiert.

2.2.1 Einordnung der Ferroelektrika in die Gruppe der
Dielektrika

Im Hinblick auf ihre elektrische Leitfahigkeit konnen Festkorper in drei Gruppen
eingeteilt werden: Leiter, Halbleiter und Isolatoren (Dielektrika). Die elektrische
Leitfihigkeit eines Korpers lasst sich mit Hilfe der in Abschnitt 2.1 diskutierten
interatomaren Bindung erkldren. In elektrisch leitenden Materialien, z. B. metalli-
schen Kristallen, setzt eine angelegte Potentialdifferenz die quasifreien Elektronen
aufgrund der schwachen Bindung zum Atomkern in Bewegung. Somit entsteht ein
elektrischer Stromfluss. Das Gegenteil ist bei Isolatoren (Dielektrika) der Fall: Die
infolge der Potentialdifferenz auf die Elektronen wirkende Kraft reicht nicht aus,
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um diese vom Atomkern zu lésen und einen elektrischen Strom zu erzeugen [55]. Als
Maf fir die Kraft, welche auf ein Elektron bzw. eine Ladung wirkt, wird die elek-
trische Feldstérke £; eingefithrt. Bei Materialien, welche der Gruppe der Halbleiter
angehoren, hingt die elektrische Leitfahigkeit von Faktoren wie z. B. Temperatur
oder Druck ab.

Dielektrika

Ferroelektrika

Abb. 2.2 Einordnung der Ferroelektrika in die Gruppe der Dielektrika

In Abb. 2.2 ist die Einordnung der Ferroelektrika in die Gruppe der Dielektrika
dargestellt. Zundchst wird der Begriff der elektrischen Polarisation eingefiihrt, um
darauf aufbauend die Unterschiede der in Abb. 2.2 gezeigten Gruppen zu erldutern.
Erklarungen hierzu bauen auf der in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Elementarzelle auf.
Die Gitterpunkte dieser sind durch Atome besetzt, welche sich aus den positiv gela-
denen Protonen und Neutronen im Atomkern sowie den negativ geladenen Elektro-
nen zusammensetzen, s. z. B. [136]. Ein Atom ist dann elektrisch neutral, wenn die
negative Ladung der Atombhiille betragsmafig der positiven Ladung des Atomkerns
entspricht. Ist dies nicht der Fall, liegt ein Ion vor. Bei einem Ion wird anhand der
Ladung von Atombhiille und Atomkern zwischen Anion und Kation unterschieden.
Ist die negative Ladung der Atombhiille grofer als die positive Ladung des Atom-
kerns, so ist die Gesamtladung negativ und es liegt ein Anion vor. Andernfalls
handelt es sich um ein Kation. Somit héngt die Gesamtladung einer Elementarzel-
le von ihrer Zusammensetzung ab. Zur Erlauterung des Begriffs der elektrischen
Polarisation wird von einer Elementarzelle, wie sie in nicht-polaren Medien wie
z. B. Quarz zu finden ist, ausgegangen. Hier ist die Gesamtladung Null. Wirkt fer-
ner kein duBeres elektrisches Feld, fallen der positive (Q*)) und negative (Q(-))
Ladungsschwerpunkt zusammen, s. Abb. 2.3(a). In Abb. 2.3(b) wirkt ein dufle-
res elektrisches Feld auf die Elementarzelle. Die infolge des elektrischen Feldes auf
die Ladungen wirkende Kraft fithrt solange zu einer Verschiebung dieser, bis sich
ein Kriftegleichgewicht zwischen der Kraft, resultierend aus dem elektrischen Feld
und den atomaren Bindungskriften eingestellt hat. Aufgrund der entgegengesetz-
ten Verschiebung der positiven und negativen Ladungen entsteht ein elektrisches
Dipolmoment. Dieses wird auch als elektrischer Dipol bezeichnet. Somit ist die
Elementarzelle polarisiert. Der Grad der Verschiebung der Ladungsschwerpunkte
ist abhéngig vom induzierten elektrischen Moment. Dies verhalt sich proportio-
nal zum angelegten elektrischen Feld. Bezogen auf einen Kristall entspricht der
in Abb. 2.3(b) gezeigte elektrische Dipol einem makroskopischen Dipolmoment pro
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Abb. 2.3 Schematische Darstellung einer nicht polarisierten (a) und einer pola-
risierten Elementarzelle (b), ohne permanentes Diplommoment [33, 73,
112]

Volumen. Dieses wird z. B. nach Kop1Tzk1 und HERZOG [80] durch den elektrischen
Polarisationsvektor P; beschrieben. Fiir den Vektor der elektrischen Polarisation
P; gilt allgemein:

P = ko X5 Bj. (21)

In Gl 2.1 beschreibt x( die Dielektrizitdtskonstante im Vakum und X‘:jl die elektri-
sche Suszeptibilitat.

Abb. 2.2 ist zu entnehmen, dass piezoelektrische Materialien eine Untergruppe
der Dielektrika sind. Nach IKEDA [67] handelt es sich bei der Piezoelektrizitét um
ein lineares Kopplungsphénomen, welches auch einen inversen Effekt besitzt. Aus
der altgriechischen Silbe ,piezo*, welche ,driicken* bedeutet, leitet sich der direkte
piezoelektrische Effekt ab. Unter diesem Effekt versteht man die Erzeugung eines
elektrischen Feldes durch das Einwirken einer dufleren Kraft.* Der umgekehrte Ef-
fekt, im Folgenden als inverser piezoelektrischer Effekt bezeichnet, beschreibt die
Entstehung einer Verzerrung infolge eines angelegten elektrischen Feldes.® Sowohl
der direkte als auch der inverse piezoelektrische Effekt wurden 1880 bzw. 1882
von den Gebriidern PIERRE und JACQUES CURIE an in der Natur vorkommen-
den Materialien wie Quarz oder Turmalin nachgewiesen. Voraussetzung fiir den
piezoelektrischen Effekt ist entweder eine dauerhafte Polaritit der Elementarzel-
le oder bei nichtpolaren Elementarzellen das Fehlen eines Inversionszentrums. Bei
zentralsymmetrischen Elementarzellen, s. z. B. Abb. 2.3(a) oder Abb. 2.4(a), fithrt
das Einwirken einer dufleren Kraft nicht zu einer Verschiebung der Ladungsschwer-
punkte, d. h. es liegt ein Inversionszentrum vor. Somit entsteht kein elektrischer
Dipol. Eine weiterfiihrende Ubersicht zum Themengebiet der Piezoelektrika ist bei-
spielsweise in [25, 55, 67] zu finden.

Als pyroelektrisch werden Materialien bezeichnet, welche aus dauerhaft polari-

4Fin typisches Anwendungsgebiet des direkten piezoelektrischen Effektes ist die Sensorik, wo
eine mechanische Last in ein elektrisches Signal umgewandelt wird.

5Die Aktorik ist ein klassisches Anwendungsgebiet des inversen piezoelektrischen Effektes. Hier
werden elektrische Signale in mechanische Verzerrung umgewandelt.



12 Grundlagen ferroelektrischer und ferromagnetischer Materialien

sierten Elementarzellen bestehen, s. z. B. [40, 118]. Die dauerhafte Polarisation ei-
ner Elementarzelle wird nachfolgend als spontane Polarisation P;” bezeichnet. Nach
FELDTKELLER [40] kann ein pyroelektrischer Kristall in mindestens zwei entgegen-
gesetzte kristallographische Richtungen polarisiert werden. Eine solche Achse wird
als polare Achse bezeichnet.® Grundsétzlich ist die spontane Polarisation tempe-
raturabhdngig. Somit kann durch eine Temperaturdnderung A6 eine Oberflichen-
ladung bzw. eine elektrische Spannung gemessen werden. Eine Umpolarisierung
gewohnlicher Pyroelektrika durch Anlegen eines antiparallelen elektrischen Feldes
erweist sich als nicht moglich. Grund dafir ist, dass die Koerzitivfeldstiarke £,
grofler als die Durchbruchfeldstiarke des Materials ist. Aufgrund dieser Eigenschaft
haben gewohnliche Pyroelektrika in der Technik nur geringe Bedeutung. Anders
verhalt sich dies bei ferroelektrischen Pyroelektrika, s. Abb. 2.2. Nachfolgend soll
auf diese fiir technische Anwendungen relevante Untergruppe eingegangen werden.

Im Gegensatz zu gewohnlichen Pyroelektrika kann die Richtung der sponta-
nen Polarisation ferroelektrischer oder -elastischer Materialien durch eine &ufiere
Last gedndert werden. Hier sind zwei Fille zu unterscheiden: Wird als &uflere Last
ein elektrisches Feld angelegt und kommt es aufgrund dieser Last zu einer Rich-
tungsanderung der spontanen Polarisation, so wird dies als ferroelektrischer Ef-
fekt bezeichnet. Wirkt stattdessen eine duflere mechanische Last, welche zu einer
Richtungsidnderung der spontanen Polarisation fihrt, wird dies als ferroeleastischer
Effekt bezeichnet. Da zumeist beide Effekte auftreten, wird nachfolgend nur noch
von dem ferroelektrischen Effekt bzw. von Ferroelektrika gesprochen. Fiir techni-
sche Anwendungen werden keramische Materialien wie Bariumtitanat (BT) oder
Bleizirkonattitanat (PZT) verwendet. Die Ursache fiir das Auftreten der hier unter-
suchten Eigenschaften liegt in der Kristallstruktur der Einheitszelle. Ferroelektrika
verfligen tiber eine sogenannte Perowskit - Struktur, s. Abb. 2.4. Die wesentlichen
Effekte werden zunéchst an BT erklért.

Bei der Perowskit - Struktur befindet sich ein vierfach positiv geladenes Ion im
Zentrum der Elementarzelle, z. B. Ti'* s. Abb. 2.4. Die Eckpunkte der Elementar-
zelle sind mit zweifach positiv geladenen Ionen besetzt, z. B. Ba®", vgl. Abb. 2.4.
Auf den Flichenmitten befinden sich zweifach negativ geladene Sauerstoffionen.”
Abb. 2.4(a) zeigt die Perowskit-Struktur oberhalb der materialabhéngigen CURIE-
Temperatur 6. Hier liegt eine kubische Elementarzelle vor. In dieser Phase liegen
der positive und negative Ladungsschwerpunkt aufeinander. Somit weist die Ele-
mentarzelle keine spontane Polarisation auf und verfiigt aufgrund des zudem vor-
liegenden Inversionszentrums iiber keine Piezoelektrizitét. Diese Phase wird daher
auch als paraelektrisch bezeichnet.

Erfolgt eine Abkiihlung unterhalb der CURIE - Temperatur, so wird die pa-
raelektrische Phase instabil und es erfolgt ein Phasentibergang zur tetragonalen
Elementarzelle, s. Abb. 2.4(b). Dabei verschiebt sich das zentrale Ton entlang ei-
ner der drei zu den Kanten parallelen Richtungen, wahrend der Sauerstoffoktaeder

6Besitzt ein Kristall mehr als eine kristallographische Richtung, so besitzt er auch mehrere polare
Achsen, vgl. hierzu z. B. [40].

"Die allgemeine Formel fiir Materialien mit Perowskit-Struktur lautet ABOj, s. [67]. Dabei
entsprechen die ,A“-Pléitze den Plitzen auf den Eckpunkten der Elementarzelle. Ein weiteres
mogliches Ton fiir diesen Platz wire z. B. Pb**. Der ,B“-Platz ist fiir das Ion im Zentrum
vorgesehen. Mogliche Tonen fiir diesen Platz wéren z. B. Zr** oder Sn*t.
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Abb. 2.4 Kubische (a) und tetragonale (b) Einheitszellen mit Perowskit-Struktur
am Beispiel von BT, s. auch [33, 72, 131]

eine Verschiebung in die entgegengesetzte Richtung erfahrt. Somit liegen die La-
dungsschwerpunkte nicht mehr zusammen, es entsteht eine spontane Polarisation
und die tetragonale Elementarzelle verfiigt iiber piezoelektrische Eigenschaften. In
Abb. 2.5 ist zu sehen, dass es fiir das zentrale Ti'" - Ion zwei energetisch giins-
tige Positionen entlang der ¢ - Achse gibt. Nach MOULSON und HERBERT [117]
kann mit Hilfe eines hinreichend grofien elektrisches Feldes in entgegengesetzter
Richtung zur Polarisation das Ti'* - Ion die Energiebarriere iiberwinden und es
erfolgt eine Umpolarisierung der Elementarzelle entlang der polaren Achse. Bei Ele-
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Abb. 2.5 Potenticlle Energie des Ti*-Ions entlang der ¢-Achse einer tetragonalen
Elementarzelle

mentarzellen mit mehreren polaren Achsen gibt es einen dhnlichen Mechanismus,
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der die Verdanderung einer polaren Achse beschreibt.® Neben der hier beschriebenen
Phasenumwandlung gibt es bei BT noch zwei weitere: Bei ca. 273,15 K erfolgt eine
Phasenumwandlung von der tetragonalen zur orthorombischen und bei ca. 183,15 K
von der orthorombischen zur rhomboedrischen Elementarzelle [68, 117].

Das ebenfalls in dieser Arbeit untersuchte PZT verhélt sich oberhalb der Cu-
RIE-Temperatur wie BT: Es ist paraelektrisch. Unterhalb der CURIE - Temperatur
konnen sich, abhéngig von der chemischen Zusammensetzung der Keramik, drei un-
terschiedliche Phasen ausbilden. Ab ca. 48 % Bleititanat (PbTiOj3) bildet sich eine
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Abb. 2.6 Phasendiagramm fiir PZT [68, 112]

tetragonale Phase, s. Abb. 2.6. Bei einem Volumenanteil von ca. 8 % bis 48 % Bleiti-
tanat entsteht eine rhomboedrische Phase. Die dritte ist eine orthorombische Pha-
se. Diese bildet sich bei einem Mindestanteil von ca. 92 % Bleizirkonat (PbZrO3).
Liegt die CURIE - Temperatur bei BT bei ca. 403,15 K, so erstreckt sie sich bei PZT
itber einen Bereich von ca. 493,15 K bis 753,15 K. Ein fiir technische Anwendungen
besonders interessanter Bereich geht ebenfalls aus Abb. 2.6 hervor: die morphotro-
pe Phasengrenze (MPG). An der Phasengrenze liegen sowohl rhomboedrische als
auch tetragonale Elementarzellen vor. Dies ist dann der Fall, wenn eine Zusammen-
setzung von ca. 52 % Bleititanat und 48 % Bleizirkonat, in der stéchiometrischen
Formel durch Pb (Tisg, Zrys) O3 gekennzeichnet, vorliegt. Wesentliche Eigenschaf-
ten der morphotrope Phasengrenze (MPG) sind deren Temperaturunabhéngigkeit,
ein Maximum im Hinblick auf die Verzerrung, geringere Eigenspannungen sowie
verbesserte Materialeigenschaften im Vergleich zur tetragonalen Phase, s. z. B. [26,
84, 103]. Aufgrund der besonderen Eigenschaften von PZT nahe der MPG steht
diese bereits seit ungefahr 20 Jahren im Fokus intensiver Forschung. Die Ursa-
chen fiir die dort auftretenden Effekte sind nicht abschliefend geklart. So wird in
[24, 45, 123] darauf aufmerksam gemacht, dass an der MPG nicht nur rhomboe-
drische und tetragonale Elementarzellen vorliegen, sondern auch eine monokline

8Im spéteren Verlauf werden diese Mechanismen als 90°-Umklappprozesse, bei tetragonalen
Elementarzellen, bzw. als 70,5°- und 109,5°-Umklapprozesse bei rhomboedrischen Elementar-
zellen bezeichnet.
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Phase vorhanden ist. Nach FRANZBACH etal. [45] sind neben dem Vorhandensein
der monoklinen Phase, welche in Verbindung mit den bereits bekannten Phasen zu
mehr als 30 Umklappvarianten fiihrt, auch elektrisch induzierte Phasenumwandlun-
gen fiir die oben beschriebenen Effekte verantwortlich. Motiviert durch gesetzliche
Rahmenbedingungen sind bleifreie Ferroelektrika Gegenstand neuerer Forschung,
werden im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht naher betrachtet. Technisch relevante
Materialien sind beispielsweise Legierungen mit Kalium oder Bismut, (K, Bi)TiO3,
sowie Materialien aus der Gruppe der Bismuttitanate, wie z. B. SrTiyBi Oqs, s.
auch [105, 146].

2.2.2 Domainenstruktur und Hystereseverhalten einphasiger
Materialien

Nachdem in Abschnitt 2.2.1 auf die Einordnung der Ferroelektrika eingegangen
wurde, werden in diesem Abschnitt die Eigenschaften einphasiger Ferroelektrika
diskutiert. Darunter versteht man Materialien, die aus nur einem Typ der in Ab-
schnitt 2.1 eingefithrten Elementarzellen bestehen. Diese werden am Beispiel von
Materialien mit tetragonalem Achsensystem erlautert.

Ferroelektrische Keramiken werden in einem Sinterprozess, weit oberhalb der
CURIE - Temperatur, hergestellt. Die infolge der Abkiihlung entstehende tetrago-
nale Elementarzelle verfiigt tiber drei mogliche polare Achsen. Somit ergeben sich
sechs mogliche Richtungen fir die Verschiebung des zentralen Ions bzw. des Sau-
erstoffoktaeders, s. hierzu z. B. [73, 89, 96]. In welche der sechs Richtungen sich
das Ion verschiebt und sich somit die spontane Polarisation bildet ist dem Zu-
fall iiberlassen. Lediglich in Teilbereichen eines Korns finden sich Gebiete gleicher
Orientierung, s. Abb. 2.7.% Diese werden nachfolgend als Doménen bezeichnet. Die
Abgrenzung zweier benachbarter Doménen heifit Doménenwand. Wird im weiteren
Verlauf von einem Einkristall gesprochen, so ist in diesem Fall von einem Korn die
Rede.!” Ein raumlicher Einkristall entsteht somit aus den sechs Orientierungsrich-
tungen der Elementarzelle.

Die bis hierhin ausgefithrten Erlduterungen beschranken sich auf eine mikrosko-
pische Betrachtungsweise. Fiir technische Anwendungen ist jedoch insbesondere
das makroskopische Verhalten des Materials von Interesse. Die makroskopische
Betrachtungsebene umfasst zumeist einen Polykristall. Dieser besteht aus vielen
Einkristallen, welche durch Korngrenzen voneinander getrennt sind.'! Auf Grund
der zufilligen Orientierung der spontanen Polarisation wiahrend des Abkithlungs-
prozesses, weist ein nicht gepolter Polykristall im makroskopischen Mittel keine
spontane Polarisation und somit auch keinen piezoelektrischen Effekt auf. Daher
verhélt sich dieser makroskopisch, auch unterhalb der CURIE - Temperatur, wie
ein paraelektrischer Polykristall und ist deshalb isotrop.

9Weitere Abbildungen von Dominenstrukturen sind z. B. in [40, 68, 117] zu finden.

100bwohl in einem Korn, welches aus tetragonalen Elementarzellen besteht, bis zu sechs Orien-
tierungsrichtungen moglich sind, ist die Definition eines Einkristalls dennoch gerechtfertigt,
da die Grenze zwischen zwei Doménen im Gegensatz zur Korngrenze keinen Kongruenzfehler
darstellt, s. hierzu [13, 144].

"Bilder zu Polykristallen sind z. B. in [3, 43, 117] zu finden.
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Abb. 2.7 Doménenstruktur in einem Korn (BT). (a): Mikroskopische Aufnahme
(entnommen aus: ARLT [3]), (b): schematische Darstellung

Kennlinien, die das makroskopische Verhalten ferroelektrischer Materialien be-
schreiben, sind in Abb. 2.8 dargestellt. In Abb. 2.8(a) ist die dielektrische Hysterese
zu sehen. Durch die in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Eigenschaften von Ferroelek-
trika besteht die Moglichkeit, einen Polykristall durch Aufbringen einer dufleren
elektrischen Last zu polen. Bei diesem Vorgang, gekennzeichnet durch die gestri-
chelte Linie, richten sich die Elementarzellen in Richtung des elektrischen Feldes
aus. Aus physikalischer Sicht kann die Ausrichtung der Elementarzellen wie folgt
interpretiert werden: Doménen, welche aus energetischer Sicht ungiinstig zum ange-
legten elektrischen Feld orientiert sind, verschieben sich hin zu den Doménen, wel-
che energetisch giinstiger liegen. Bei diesem Prozess, der auch als Domédnenwand-
verschiebung bezeichnet wird, nimmt die Fldche letztgenannter Doménenvarianten
zu Lasten der erstgenannten zu. Auch nach dem Abschalten des elektrischen Feldes
besitzt der Polykristall dann eine dauerhafte Polarisation, welche im Folgenden als
remanente Polarisation P* bezeichnet wird. Die remanente Polarisation ist auf die
inelastischen Prozesse infolge der Doménenwandverschiebungen zuriickzufithren.
Da bei Polykristallen eine ideale Orientierung der Elementarzellen, aufgrund der
unterschiedlichen Ausrichtungen der Kristalle und der Doménen, nicht moglich ist,
gilt P* < P° wobei P° der Betrag der spontanen Polarisation ist. Der Polungs-
prozess fithrt ferner dazu, dass sich in dem Polykristall eine transversale Isotropie
einstellt. Die Vorzugsrichtung der Transversalisotropie ist durch die Richtung der
remanente Polarisation gegeben. Damit verfiigt das Material iber piezoelektrische
Eigenschaften und kann fiir technische Anwendungen genutzt werden.

In Abb. 2.8(b) ist eine weitere Kennlinie, welche das makroskopische Verhal-
ten ferroelektrischer Materialien beschreibt, zu sehen: die Schmetterlingshysterese.
Hier wird die Dehnung iiber der elektrischen Feldstéirke aufgetragen. Wie bereits in
Abb. 2.8(a) dargestellt, verfigt auch die Dehnung iiber eine remanente Gréfie wel-
che sich nach Abschalten des elektrischen Feldes einstellt. Diese wird nachfolgend
als remanente Dehnung £ bezeichnet.
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Abb. 2.8 Schematische Darstellung der dielektrischen (a) und Schmetterlingshys-
terese (b), s. [33, 40, 117, 131]

2.3 Ferromagnetika

Neben den in Abschnitt 2.2 diskutierten Ferroelektrika werden in der vorliegen-
den Arbeit auch ferromagnetische Materialien untersucht. Ferromagnetika werden
hinsichtlich ihres Materialverhaltens in zwei Gruppen aufgeteilt: Zum einen zeigen
sogenannte Hartmagnete, dhnlich ferroelektrischer Materialien, ein ausgepragtes
Hystereseverhalten, zum anderen weisen sogenannte Weichmagnete ein nahezu re-
versibel nichtlineares Materialverhalten auf. Zu welcher dieser Gruppen ein fer-
romagnetisches Material gehort, hangt auch vom Herstellungsprozess ab. So ist
es durchaus moglich, dass unterschiedliche Proben ein und desselben ferromagne-
tischen Materials mit identischer chemischer Zusammensetzung entweder zu der
Gruppe der Hartmagnete oder zu der der Weichmagnete gehoren [4, 17, 32, 115]. Da
in dieser Arbeit ausschlieflich Hartmagnete untersucht werden, wird nachfolgend
nur auf diese eingegangen. Fiir weiterfithrende Informationen zu Weichmagneten
sei z. B. auf [4, 115] verwiesen.

2.3.1 Eigenschaften ferromagnetischer Materialien

Die Erlauterungen der Eigenschaften ferromagnetischer Materialien beschrankt sich
in dieser Arbeit auf deren makroskopisches Verhalten. Hartmagnete weisen hierin
gewisse Ahnlichkeiten zu Ferroelektrika auf. Bei Ferromagnetika entsprechen die
Magnetisierung M;, die magnetische Induktion B; und die magnetische Feldstiarke
H; der Polarisation P;, der dielektrischen Verschiebung D; und der elektrischen
Feldstéirke E; bei Ferroelektrika. Ferner wird ein Hartmagnet bei tiberschreiten
der CURIE - Temperatur paramagnetisch. Materialien mit ferromagnetischen Ei-
genschaften sind z. B. Eisen, Kobalt, Nickel und Legierungen dieser Stoffe. Als
Material, welches die Gruppe der harten Ferromagnetika représentiert, wird in die-
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ser Arbeit Kobalt - Ferrit (CoFe,Oy) verwendet.'? Aufgrund der Ahnlichkeit des
makroskopischen Verhaltens werden zur Beschreibung ferromagnetischer Materia-
lien der Piezoelektrizitidt entlehnte und entsprechend angepasste Materialgesetze
verwendet, s. z. B. [5, 35, 85, 100, 142]. Trotz der Gemeinsamkeiten muss an dieser
Stelle darauf aufmerksam gemacht werden, dass diese ausschlieflich auf makrosko-
pischer Ebene vorliegen. Die Effekte auf atomarer Ebene, welche sich letztlich im
makroskopischen Verhalten &uern, sind bei Ferroelektrika und -magnetika grund-
verschieden. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Effekte ist z. B. in [100] zu finden.

Wie auch bei ferroelektrischen Materialien werden fiir technische Anwendun-
gen Materialien mit polykristallinen Strukturen verwendet. Ein schematischer Aus-
schnitt einer solchen Struktur ist in Abb. 2.9 dargestellt. Diese besteht aus mehre-
ren Kornern, welche durch ihre Korngrenzen voneinander getrennt sind. Analog der

Korngrenze Korn

Polykristall (Ausschnitt) - -

Abb. 2.9 Korn- und Doménenstruktur eines ferromagnetischen Polykristalls [100]

Ferroelektrika besteht ein einzelnes Korn aus mehreren Doménen bzw. WEISSschen
Bezirken. Auch bei Ferromagnetika zeichnet sich eine Doméne dadurch aus, dass
sie einen Bereich beschreibt, wo die atomistischen Elementarmagnete in die gleiche
Richtung zeigen. Benachbarte Doménen sind durch die Doménen- bzw. BLOCH-
Winde voneinander getrennt. Im Gegensatz zu Ferroelektrika stellen diese bei
Ferromagnetika ein Bereich dar, wo eine kontinuierliche Umorientierung von der
Doméne 1 zur Doméne 2 stattfindet, s. hierzu auch [4]. Neben BLOoCH - Wénden
liegen Doménenwénde auch als NEEL - Wande vor [69, 114]. Da diese nur in Diinn-
filmen auftreten, wird in dieser Arbeit ausschliefllich der Begriff der BLocH - Wand
verwendet.

Eine wesentliche Eigenschaft ferromagnetischer Materialien ist die Magnetostrik-
tion. Hierbei handelt es sich um die Deformation magnetischer Stoffe infolge eines
angelegten magnetisches Feldes. Das makroskopische Verhalten eines magnetostrik-
tiven Materials wird zunédchst anhand des Magnetisierungsprozesses infolge eines
sich dndernden magnetischen Feldes H; erlautert. Zunédchst wird von einem nicht
magnetisierten Material ausgegangen. Ist das magnetische Feld zu Beginn des Pro-

2Die entsprechenden Materialdaten sind im Anhang B zu finden.
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zesses Null, so ist auch die Magnetisierung Null, da sich die Magnetisierungen der
einzelnen Doménen gegenseitig aufheben, s. Abb. 2.10(a). Im Gegensatz zu Fer-

M 4

N
)
N

7 2 N ~
& 2 2\) (2 2 E\H*l( 2 ‘}: "l"*l l\‘ 71
2 ooy ' H = |H y | H
A\ NN s N/ N 4
N Rz o/ \E\ ?/
(a) (b) (c) (d)

Abb. 2.10 Neukurve bei Ferromagneten: Bereiche der Magnetisierung, s. [4, 100]

roelektrika fithrt das Anlegen eines dufleren magnetischen Feldes unmittelbar zu
einer Verschiebung der Doménenwénde. Bei Ferromagnetika erfolgt diese durch die
Rotation der Elementarmagnete. Wie auch bei Ferroelektrika nehmen die Volumi-
na der Doménen zu, welche bzgl. des externen magnetischen Feldes H; energetisch
giinstig orientiert sind. Da sich aufgrund des &ufleren magnetischen Feldes die Ma-
gnetisierungen der einzelnen Doménen nicht mehr gegenseitig aufheben, ergibt sich
nun eine von Null verschiedene resultierende Magnetisierung, s. Abb. 2.10(b). Der
in Abb. 2.10(b) dargestellte Prozess ist reversibel, da sich die BLOCH - Winde
frei verschieben koénnen, s. hierzu auch [100]. Eine weitere reversible Verschie-
bung der Doménenwénde wird durch Fehlstellen im Kristallgitter unterbunden.
Bei weiterer Erhohung der aufleren Last kommt es zur irreversiblen Verschiebung
der BLocu-Winde. Die Punktdefekte werden durch sogenannte BARKHAUSEN -
Spriinge tiberwunden. Dieser Prozess erfolgt diskontinuierlich und ist erst dann ab-
geschlossen, wenn sémtliche Doménen, deren Orientierung entgegen der dufferen
Last zeigt, vollstandig verschwunden sind, s. Abb. 2.10(c). Die Eigenschaft, dass
eine Doménen infolge der Wandverschiebung vollstindig in eine andere tibergehen
kann, ist ein weiterer Unterschied im Vergleich zu Ferroelektrika. Fiir sehr hohe ex-
terne magnetische Feldstarken richten sich die magentischen Momente in Richtung
der externen Last aus, s. Abb. 2.10(d). Da dieser Ausrichtung ausschlieSlich eine
Drehung der magnetischen Momente und keine Verschiebung der Doménenwénde
zugrunde liegt, ist dies wieder ein reversibler Prozess. Eine weitere Erhéhung der
Last H; fithrt zu einer Séattigung der Magnetisierung M;, da samtliche magnetischen
Momente bereits vollstandig ausgerichtet sind.

Wird die externe Last wieder reduziert, so erfolgt zunéchst der reversible Prozess
der Drehung der magnetischen Momente. Dies fiihrt zu einer Reduzierung der Ma-
gnetisierung bzw. Dehnung, s. Abb. 2.11. Ist die externe magnetische Last H; = 0,
so verbleibt infolge der irreversiblen Prozesse eine remanente Magnetisierung M*
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Abb. 2.11 Magnetisierungs- und Schmetterlingshysteresen fiir ein ferromagneti-
sches Material mit positiver Magnetostriktion

und remanente Dehnung ". Damit die Magnetisierung zu Null und die Dehnung
minimiert wird bedarf es eines magnetischen Feldes vom Betrag H,, welches entge-
gen der aktuellen resultierenden Magnetisierungsrichtung zeigt. Wird dieses weiter
erhoht, so dulert sich dies in der Umkehrung des bisher beschriebenen Prozesses,
was schlieflich zu einer ferromagnetischen Hystereseschleife fiihrt, s. Abb. 2.11(a).
Die Verzerrung, s. Abb. 2.11(b), ist unabhéngig vom Vorzeichen der externen ma-
gnetischen Last. Wie auch bei Ferroelektrika wird diese Hysteresekurve als Schmet-
terlingshysterese bezeichnet. Im Gegensatz zu Abb. 2.8(b) ist hier eine Sattigung
fiir grofere magnetische Lasten zu erkennen, welche typisch fiir Ferromagnetika
ist. Aufgrund der in diesem Abschnitt aufgezeigten Analogien zwischen Ferroelek-
trika und -magnetika wird bei ferromagnetischen Materialien ausschliellich der in
Abb. 2.10 dargestellte irreversible nichtlineare Bereich 2 modeliert, s. hierzu auch
AVAKIAN und RICOEUR [4].

2.4 Multiferroische Komposite

Potentielle Anwendungsgebiete multiferroischer Komposite sind u. a. die Medi-
zintechnik sowie die digitale Speichertechnologie. Als kontaktlose Alternative zur
Messung von Hirnstromen hat sich in den vergangenen Jahren die Magnetoen-
zephalographie (MEG) etabliert [42]. Im Gegensatz zur Standardmethode, der
Elektroenzephalografie (EEG), werden bei der MEG die Hirnstréme mit Hilfe des
durch die Hirnaktivitdt induzierten Magnetfeldes gemessen. Dank hochsensibler
Magnetfeldsensoren, den sogenannten Superconducting Quantum Interference De-
vices (SQUIDs), wird das induzierte Magnetfeld in ein elektrisches Signal umge-
wandelt. Ein Vorteil der MEG ist, dass aufgrund der kontaktlosen Methode Pa-
tienten schneller und einfacher untersucht werden konnen. Dem gegeniiber steht
der Nachteil, dass die Sensoren zur Messung des magnetischen Feldes mit fliissigem
Helium auf 4 K gekiihlt werden miissen, s. auch [42]. Da natiirliche Materialien mit
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einem nutzbaren magnetoelektrischen Effekt (MEE) bei Raumtemperatur sehr sel-
ten sind, erschliefit sich hieraus ein mogliches Anwendungsgebiet multiferroischer
Komposite. Anwendungsbeispiele, wo auf die Vorteile ferroelektrischer und ferro-
magnetischer Materialien im Hinblick auf eine effiziente digitale Speichertechnologie
eingegangen wird, sind in [18, 143] zu finden. Aufgrund der hier kurz skizzierten
potentiellen Anwendungsgebiete ist die Entwicklung multiferroischer Komposite
aktuell in den Fokus der Forschung gertickt.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten multiferroischen Kompositen handelt es
sich um solche, wo ein ferromagnetisches Material in eine ferroelektrische Matrix
eingebettet ist. Die Einteilung in unterschiedliche Kompositarten geht auf NEw-
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Abb. 2.12 Auswahl méglicher Kompositarten: 0-3 Partikelkomposit (a), 2-2
Schichtkomposit (b) und 1-3 Faserkomposit (c)

NHAM etal. [122] zuriick, weiterfithrende Informationen dazu sind auch in [119,
130, 153] zu finden. Die in [122] eingefithrten Definitionen waren urspriinglich fiir
zweiphasige piezoelektrische Komposite gedacht, kénnen jedoch auch auf multi-
ferroische Komposite tibertragen werden, da wie oben beschrieben ausschlieflich
zweiphasige Komposite im Fokus stehen. Die Komposite werden anhand der Kon-
tinuitat beider Phasen unterschieden, was bei einem Zweiphasenkomposit anhand
der X-Y - Systematik dargestellt wird. Beim multiferroischen Komposit beschreibt
X die Kontinuitat der ferromagnetischen und Y die der ferroelektrischen Phase. In
Abb. 2.12(a) ist ein 0-3 Komposit dargestellt. Dies bedeutet, dass die ferromagne-
tische Phase in keiner Raumrichtung und die ferroelektrische Phase entsprechend
in drei Raumrichtungen kontinuierlich angeordnet ist. Ein solches Komposit wird
auch als Partikelkomposit bezeichnet. Bei dem in Abb. 2.12(b) dargestellten 2-2
Komposit sind beide Phasen kontinuierlich in zwei Raumrichtungen angeordnet,
weswegen hier von einem Schichtkomposit gesprochen wird. Abb. 2.12(c) zeigt ein
1-3 Komposit. Hier ist die ferromagnetische Phase entlang einer Raumrichtung
und die ferroelektrische Phase in drei Raumrichtungen kontinuierlich angeordnet.
Neben den in Abb. 2.12 dargestellten Varianten existieren noch sieben weitere, s.
hierzu [122, 130, 153].

Da weder die hier betrachteten ferroelektrischen noch die ferromagnetischen Ma-
terialien {iber magnetoelektrische Eigenschaften verfiigen, ist der fiir die oben be-
schriebenen Anwendungen notwendige MEE eine Eigenschaft, welche aus der Kom-
bination beider Werkstoffklassen in einem multiferroischen Komposit folgt. Nach
z. B. [4, 5] wird bei multiferroischen Kompositen die Kopplung zwischen magne-
tischen und elektrischen Feldern iiber die Deformation der Matrix bzw. der Ein-
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schliisse erreicht. Vor diesem Hintergrund kann die Giite eines Komposites auf Ba-
sis der magnetoelektrischen Kopplung bewertet werden. Die Kopplung kann u. a.
durch die Volumenanteile beider Phasen oder durch die Art des Komposites selbst
beeinflusst werden. Mit Hilfe numerischer Werkzeuge sollen geeignete Komposite
entwickelt und optimiert werden.



3 Grundgleichungen
ferroelektrischer,
ferromagnetischer und
multiferroischer Korper

In diesem Kapitel wird zunéchst auf die Grundlagen der Kontinuumsmechanik
und Kontinuumselektrodynamik eingegangen. Diese beschrénken sich auf wesent-
liche Gleichungen, wie Impulsbilanz und MAXWELL - Gleichungen. Im zweiten
Teil dieses Kapitels wird auf die thermodynamischen Grundlagen multiferroischer
Materialien eingegangen. Ziel dieses Teils ist die Einfiihrung eines thermodynami-
schen Potentials aus dem die konstitutiven Gleichungen und die zugehorigen Mate-
rialtensoren hervorgehen. Ferner wird hier, basierend auf dem ersten und zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik, die CLAUSIUS - DUHEM - Ungleichung eingefiihrt.
Diese wird in Kapitel 5 zur Uberpriifung eines Evolutionsgesetzes der inneren Varia-
blen fiir die Doménenwandverschiebung ferroelektrischer und -magnetischer Mate-
rialien auf thermodynamische Konsistenz verwendet. Mehr zu den in diesem Kapitel
behandelten Themen, ist z. B. in [2, 6, 15, 93, 128, 149] zu finden.

Im  weiteren Verlauf der Arbeit wird die Indexnotation verwendet
(4,7, k,...=1,2,3). Wird keine ergianzende Anmerkung gemacht, so gilt die EIN-
STEINsche Summationskonvention. Bei dieser wird tiber doppelt auftretende Indizes
summiert. Ferner beschreibt ein Komma im Index die partielle Ableitung beztiglich
der Koordinate () ; = 0/0x; sowic ein Punkt iiber dem Symbol die partielle zeitliche

Ableitung () =0/0ot.

3.1 Kinematik des Kontinuums

Zur Beschreibung der Deformation eines Kontinuums sind kinematische Beziehun-
gen erforderlich. Bei keramischen Ferroelektrika und den meisten Ferromagneten
koénnen infinitesimal kleine Deformationen in sehr guter Ndherung angenommen
werden. In Kapitel 4, wo Umklappprozesse kinematisch beschrieben werden, wer-
den auch finite Deformationen zugrunde gelegt.

Mit By werden Gestalt und Position eines deformierbaren, unbelasteten Kérpers
bezeichnet. Hierfiir wird der Begriff Referenzkonfiguration eingefithrt. Die sich in-
folge einer Belastung einstellende Gestalt und Position des Korpers wird geméf
Abb. 3.1 als Momentankonfiguration B; bezeichnet, s. hierzu z. B. [15, 107, 127].
Die Lage eines Partikels bzw. materiellen Punktes P wird in der Referenzkonfigu-
ration durch den Ortsvektor X; (materielle Koordinate) und in der Momentankon-
figuration durch den Ortsvektor z; (rdumliche Koordinate) beschrieben. Durch den

23
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Abb. 3.1 Deformierbarer Korper in der Referenz- (By) sowie der Momentankon-
figuration (By), s. z. B. [15, 107, 127]

Vektor u; wird die Verschiebung eines materiellen Punktes zwischen der Referenz-
und Momentankonfiguration beschrieben. Es gilt in LAGRANGEscher Darstellung:

bzw. in EULERscher Darstellung:

Als LAGRANGEsche bzw. EULERsche Darstellung wird eine Beschreibung bzgl. der
Referenz- bzw. Momentankonfiguration bezeichnet. Die Funktion z; (Xj, ¢) und de-
ren Inverse X; (z;,t) beschreiben die zeitliche Abfolge von Konfigurationen in ein-
deutiger und umkehrbarer Weise. Die Variable ¢ in Gl. (3.1) bezeichnet die Zeit.
Nach MANG und HOFSTETTER [107] fithrt die Gesamtheit der Verschiebungsvek-
toren aller materiellen Punkte auf den Verschiebungszustand. Dieser Zustand setzt
sich allgemein aus einer Starrkérperbewegung und einer Verformung zusammen.
Eine Starrkérperbewegung besteht aus Translation und Rotation. Das Volumen
und die Gestalt des Korpers dndern sich hierbei nicht. Im Gegensatz dazu kénnen
sich bei der Verformung eines Korpers sowohl dessen Volumen als auch die Gestalt
dndern.

Die Verformung wird beschrieben durch zwei benachbarte Punkte P und @) deren
Abstand d.X; infinitesimal ist, wonach dX; ein infinitesimales Linienelement dar-
stellt. In der Referenzkonfiguration werden die Punkte durch die Vektoren X; und
X; + dX; beschrieben, s. Abb. 3.1. Unter Berticksichtigung der Gl. (3.1) gilt fir die
Punkte P’ und Q" der Momentankonfiguration in der LAGRANGEschen Darstellung

2 (X, 1) = wi (X5, 1) + X5, (3.3)

Die Subtraktion der Gln. (3.3) und (3.4) fithrt auf den Vektor des infinitesimalen
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Abstandes bzw. Linienelementes in der Momentankonfiguration:

Gl (3.5) ist eine Funktion der unabhingigen Variablen X; und ¢. Fiir das totale
Differential der raumlichen Koordinate gilt andererseits:

0x; (Xj,t
dx; + % dt, (3.6)

¢ X;

0z; (Xj,t)
dz; (X5, 1) = ox;
wobei der zweite Summand in Gl. (3.6) die Starrkérpertranslation v; beschreibt.
Da eine Starrkorperbewegung das Volumen bzw. die Gestalt des Korpers nicht
verandert, hat insbesondere die Starrkorpertranslation keinen Einfluss auf die Ver-
zerrung, weshalb kontinuumsmechanisch der erste Term relevant ist. Gl. (3.6) kann
auch wie folgt formuliert werden:

In Gl (3.7) wird der Deformationsgradient
Fy (X5, 1) = =2 = 15 (3.8)

der nichtlinearen Kontinuumsmechanik als fundamentale Grofe eingefiihrt. Die in
Gl. (3.8) angewandte Komma - Konvention der analytischen Schreibweise postuliert
eine partielle Ableitung nach den rdumlichen oder materiellen Koordinaten z; oder
X;. Nach z. B. 2, 15, 58, 127] bewirkt dieser LAGRANGEsche Deformationsgradient
eine Transformation infinitesimaler Linienelemente aus der Referenzkonfiguration
in die Momentankonfiguration.'® Fiir eine entsprechende Riicktransformation von
der Momentankonfiguration in die Referenzkonfiguration folgt aus Gl. (3.7) fur
v; = 0 bzw. zu einem Zeitpunkt ¢ (d¢ = 0)

dX; = Fl;ldxj (3.9)
mit dem inversen oder EULERschen Deformationsgradienten:

_ 0Xi(z,t)

Fi!
i or;

=X (3.10)
Aus der Herleitung wird ersichtlich, dass der Deformationsgradient sowohl die Ver-
zerrung als auch die Starkorperrotation enthélt. Auf Grund dieser Tatsache und sei-
ner im Allgemeinen nicht symmetrischen Eigenschaft ist der Deformationsgradient
als Maf fir die Forménderung eines Korpers ungeeignet. Eine wesentliche Aufga-
be der Kontinuumsmechanik ist die Bestimmung von Verzerrungen in materiellen
Kérpern. Da die Verzerrungen innere Kréfte im materiellen Koérper verursachen,

13 Aus Griinden der Vollstindigkeit sei an dieser Stelle erwiihnt, dass der Deformationsgradient
auch Flichen- bzw. Volumenelemente von der Referenzkonfiguration in die Momentankon-
figuration transformiert [2]. Die Herleitungen beschrinken sich an dieser Stelle jedoch auf
Linienelemente.
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sind sie eine wesentliche Grundlage bei der Formulierung von Materialgesetzen. Fiir
die Berechnung von Verzerrungen muss zuerst die Starrkorperrotation vom Defor-
mationsgradienten abgespalten werden. Durch diese Vorgehensweise erlangt man
iiber den Deformationsgradienten einen Zugang zu verschiedenen Verzerrungsten-
soren, die fiir die Formulierung von Materialgleichungen verwendet werden kénnen

2].
Durch die polare Zerlegung des Deformationsgradienten werden die lokalen An-
teile der Starrkérperrotation von der Verzerrung separiert:

Fyj = Ry Uy = Ve Ry, (3.11)

wobei Ry, in Gl. (3.11) ein eigentlich orthogonaler Drehtensor ist und Uy; sowie Vi
den rechten sowie linken Strecktensor beschreiben [2, 15, 127].1* Aus GI. (3.11) geht
ferner hervor, dass die Reihenfolge von Drehung und Streckung bzw. Stauchung
keine Rolle spielt. Nach z. B. ALTENBACH [2] gilt fir den linken bzw. rechten
Strecktensor:

Uy = (Fkiij)1/27 Vij = (Fz'ijlc)l/Q- (3.12)

Auch die in den Gln. (3.11) und (3.12) eingefiihrten Strecktensoren sind als Maf fir
die Gestaltdnderung ungeeignet, da deren Berechnung irrationale mathematische
Operationen erfordert [2]. Gl. (3.12) legt nahe, dass es sinnvoller ist, nicht von einer
Transformation des Linienelementes sondern von dessen Quadraten auszugehen.
Fiir die LAGRANGEsche Darstellung folgt mit Gl. (3.7):

dz;da; = Fy Fy dX;dX, = CpdX; dX,, (3.13)

wobei Cj; den rechten CAUCHY - GREEN - Tensor bezeichnet. Analog dazu folgt
mit Gl. (3.9) fiir die EULERsche Darstellung:

dX;dX; = F;' Fy day day, = by da; day, (3.14)

mit dem inversen linken CAUCHY - GREEN - Tensor oder CAUCHYschen Defor-
mationstensor b]-_kl. Als Verzerrungsmafl sind die in den Gln. (3.13) und (3.14)
eingefiihrten Tensoren dennoch nur bedingt geeignet, da diese dem Einheitstensor
entsprechen, wenn der Deformationsgradient dem Einheitstensor (dz; = dX;) oder
bei einer reinen Starrkérperrotation dem Drehtensor €2;; entspricht. Insbesondere
bei der Entwicklung von Konstitutivgleichungen ist es sinnvoll ein Verzerrungsmafl
einzufithren, das fiir die Referenzkonfiguration und fir reine Starrkérperbewegun-
gen verschwindet [2]. Nach z. B. [2, 107] folgt ein solches Verzerrungsmaf allgemein
aus der Differenz der quadratischen Linienelemente zwischen Momentan- und Re-

MPiir den eigentlich orthogonalen Tensor gilt: RyiRyj = 045, sowie det Ry; = +1. Bei den Streck-
tensoren handelt es sich um symmetrische, positiv definite Tensoren, d. h.

Ui = Ui, Vij= Vi, Uyaja;>0, Vibib; > 0.

Bei a;, b; handelt es sich um von Null verschiedene Vektoren.
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ferenzkonfiguration. Fiir die LAGRANGEsche Darstellung folgt mit

d52 - dSZ = (C,:j — (57,:7*) dX, dX7

3.15
=2 B, dX, dX, (3.15)
der LAGRANGE - GREENsche Verzerrungstensor
1
Fiir die EULERsche Darstellung gilt unter Verwendung von Gl. (3.14)
2 102 _ (5 1=1\ g0 g
ds? — d§? = (3 — bj") day da (317)
=2 €ij dﬁL', dl’j,
fiir den EULER - ALMANSIschen Verzerrungstensor
1 -1

Der in den Gln. (3.15) und (3.17) eingefithrte Faktor 2 erscheint zunachst unmo-
tiviert, ist aber fiir die Erfiilllung des Grenzfalles infinitesimaler Verzerrungen not-
wendig [127]. In diesem Fall gehen die Verzerrungstensoren nach den Gln. (3.16)
und (3.18) in den CAUCHYschen Verzerrungstensor

gy = 5 (Ui + uji) (3.19)

DO | =

iiber. Aus Gl. (3.19) wird deutlich, dass es im Grenzfall keinen Unterschied zwischen
den Ableitungen der Verschiebung nach der Referenzkonfiguration bzw. Momen-
tankonfiguration gibt [107].

3.2 Grundlagen der Dynamik und Elektrodynamik
des Kontinuums

Waihrend in der klassischen Mechanik die Differentialgleichungen zur Beschreibung
von Anfangsrandwertaufgaben aus den NEWTONschen Axiomen und wenigen einfa-
chen Prinzipien abgeleitet werden, basieren in der Elektrodynamik die elementaren
GesetzméBigkeiten sowie alle elektromagnetischen Erscheinungen auf den MAX-
WELL - Gleichungen [87, 131]. Das FARADAYsche Induktionsgesetz lautet in inte-
graler Form:

d%/Bmi dA = — f Bty dS. (3.20)
A S

Dabei bezeichnet B; die magnetische Flussdichte, Ej die elektrische Feldstarke,
n; dA ein infinitesimales Flachenelement mit dem Normaleneinheitsvektor n; und
tr dS ein infinitesimales, geschlossenes, Linienelement auf der Flédche A mit der Ein-
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heitstangente #,. Das FARADAYsche Induktionsgesetz (3.20) besagt, dass eine zeitli-
che Anderung des magnetischen Flusses ein elektrisches Wirbelfeld erzeugt. Das auf
der rechten Gleichungsseite eingefithrte negative Vorzeichen tragt der LENZschen
Regel Rechnung, die besagt, dass eine Anderung des magnetischen Flusses durch
eine Leiterschleife eine Spannung hervorruft, sodass dadurch der Stromfluss ein Ma-
gnetfeld erzeugt, welches der Anderung des magnetischen Flusses entgegenwirkt.
Die integrale Form des AMPEREschen Durchflussgesetzes ist gegeben durch:

1 ( = +],;> nidA = j Hity dS. (3.21)

In Gl. (3.21) beschreibt D; die dielektrische Verschiebung, j; die Stromdichte und Hj,
die magnetische Feldstérke. Das AMPEREsche Durchflussgesetz Gl. (3.21) besagt,
dass eine zeitliche Anderung des elektrischen Flusses ein magnetisches Wirbelfeld
erzeugt.

Nachfolgend wird von dem Sonderfall geschlossener Flichen ausgegangen.’® In
diesem Fall entarten die Randkurven in den Gln. (3.20) und (3.21) zu einem Punkt.
Die Oberfléchenintegrale hingegen bleiben von der Annahme dieses Sonderfalls un-
bertihrt. Die zeitliche Integration der Gln. (3.20) und (3.21) fithrt dann auf folgende
Beziehungen:

/Bini dA = const = 0, (3.22)
A

/Dini dA = —//jmi dAdt. (3.23)
A A

Die Integrationskonstanten wurden zu Null gewéhlt, um den Sonderfall eines ver-
schwindenden magnetischen Flusses abbilden zu konnen. Aus Gl. (3.22) geht die
Erhaltung des magnetischen Flusses hervor. Die Kontinuitétsgleichung der Elektrik

dQ
e dA = 24
T +A/_7mld 0 (3.24)

beschreibt das Prinzip der Erhaltung der elektrischen Ladung und besagt, dass sich
in einem beliebigen Volumen V die Ladung @) nur durch einen Zu- oder Abfluss
eines Stroms iiber die Oberfliche A des Volumens dndern kann [93]. Die zeitliche
Integration von Gl. (3.24) und einsetzen in Gl. (3.23) fithrt auf das CouLoMBsche

15Hinsichtlich der Begrifflichkeit geschlossener Flichen soll zum Ausdruck gebracht werden, dass
ausschlieBlich Fliachen ohne Rand betrachtet werden. Einfache Beispiele geschlossener Flichen
sind eine Kugel oder ein Torus. Bei der Mantelfliche eines Zylinders hingegen handelt es sich

um eine Fliche mit Rand.
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Gesetz in integraler Form:

/‘ Di’ﬂi dA = Q
A

:/deV,
v

mit der volumenspezifischen Ladungsdichte wy . Einsetzen des CouLOMBschen Ge-
setzes (3.25) in die Kontinuitétsgleichung der Elektrik (3.24) und Anwendung des
Gaussschen Integralsatzes auf den Oberflichenterm in Gl. (3.24) fithrt auf die
Kontinuitdtsgleichung der Ladung in differentieller Form:

(3.25)

ag—tv +wyv; =0, (3.26)
wobei durch Einfiihrung des Geschwindigkeitsvektors des Ladungstransportes v;
fir die Stromdichte der Zusammenhang j; = wyv; gilt. Wird in Gl (3.26) die spe-
zifische Volumenladungsdichte wy durch die Massendichte p ersetzt, so entspricht
Gl (3.26) der Kontinuititsgleichung der Stromungsmechanik, welche besagt, dass
die Masse eines Korpers, so keine Massenquellen oder -senken vorhanden sind,
zeitlich konstant bleibt [138, 148].

Die Anwendung des Integralsatzes von STOKES auf die rechten Seiten der Gln.
(3.20) und (3.21) fihrt die Rotation eines Vektorfeldes ein und fihrt auf die MAX-
WELL - Gleichungen:

0B;

- —&iu B g, (3.27)
oD; .
ot + Ji = ety (3.28)

In den Gln. (3.27) und (3.28) bezeichnet £, den LEVI - CIvITA - Tensor, welcher
folgende Eigenschaften hat:

1, fiir 7,7, k gerade Permutation: 1,2.3, 2,3,1, 3,1,2.
g4k = § —1, fiir 4,7, k ungerade Permutation: 3,2,1, 2,1.3, 1,3,2. (3.29)
0, fiir 4,7, k keine Permutation: 1,1,2, 2,1,2, ....

Mit dem GAussschen Integralsatz konnen die Gln. (3.22) und (3.25) ebenfalls in
differentieller Form angeschrieben werden:

B;; =0, (3.30)
Diﬂj =Wwy. (331)

Den Gln. (3.27) und (3.28) sowie (3.30) und (3.31) konnen grundlegende Eigen-
schaften der Elektrizitdt und des Magnetismus entnommen werden: Gl. (3.27) be-
sagt, dass ein instationdres magnetisches Feld ein elektrisches Wirbelfeld hervor-
ruft, wihrend Gl. (3.28) besagt, dass ein zeitlich verdnderliches elektrisches Feld
oder Ladungstransport zu einem magnetischen Wirbelfeld fithrt. Nach Gl (3.30)
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sind magnetische Felder quellfrei, d. h. die Feldlinien sind in sich geschlossen und
es existieren keine magnetischen Elementarladungen. Fir elektrische Felder besagt
Gl. (3.31), dass aufgrund positiver und negativer Ladungen Quellen und Senken in
einem elektrischen Feld bestehen konnen.

Im Rahmen elektrostatischer Fragestellungen kénnen die MAXWELLschen Glei-
chungen vereinfacht werden. In diesem Fall wird 9B;/0t = 0, 9D;/0t = 0 an-
genommen. Diese Annahme ist dann berechtigt, wenn man die Wellennatur des
Elektromagnetismus und Induktionseffekte infolge hinreichend kleiner Frequenzen
oder Anderungsgeschwindigkeiten vernachlassigen kann. Anderungen des elektri-
schen oder magnetischen Feldes wirken sich dann unmittelbar auf jeden Punkt des
gesamten Systems aus [33]. Beschrankt man sich auf die Betrachtung von Dielektri-
ka, wo keine freien Ladungen existieren, gilt wy = 0 und j; = 0. Somit vereinfachen
sich die Gln. (3.27) und (3.28) sowie (3.30) und (3.31) zu:

el =0, (3.32)
el =0, (3.33)
B =0, (3.34)
D =0. (3.35)

Aus den Gln. (3.32) und (3.33) geht hervor, dass elektrische bzw. magnetische Feld-
linien in der Elektro- bzw. Magnetostatik wirbelfrei sind und somit einen Anfang
sowie ein Ende besitzen. Damit wird die Anforderung fiir elektrische und magneti-
sche Potentiale ¢ und ™ erfiillt. Fiir die Zusammenhénge zwischen elektrischem
Potential und elektrischer Feldstédrke bzw. magnetischem Potential und magneti-
scher Feldstérke gilt:

By = —¢%, (3.36)

H, =~ (3.37)

Die Gln. (3.32) und (3.33) gelten dann trivialerweise da e,z 5 = 0 und zur Be-
schreibung von Randwertproblemen verbleiben die Gln. (3.34) und (3.35). Diese
sind nicht miteinander gekoppelt, d. h. in der Elektromagnetostatik sind elektri-
sche und magnetische Felder im allgemeinen unabhéngig. Die Gln. (3.34) und (3.35)
miissen zu deren Losung durch konstitutive Beziehungen fiir F; und D; bzw. H; und
B; ergianzt werden. Werden elektrische Feldstiarke F; und magnetische Feldstérke
H; als unabhéngige Variablen gewéhlt, so gilt fiir dielektrische Verschiebung und
magnetische Flussdichte:

Di(E;) = vo5; + P; (Ej) , (3.38)
Bi (H;) = poH; + M; (Hy) (3.39)
mit der dielektrischen xg bzw. magnetischen Feldkonstante py des Vakuums. Der

jeweils zweite Term in den Gln. (3.38) und (3.39) berticksichtigt die Polarisation
eines materiellen Dielektrikums, s. GL. (2.1), bzw. die Magnetisierung eines magne-
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tisierbaren Korpers. Fiir die Magnetisierung gilt dabei:
M; (Hj) = pox;™*H (3.40)

wobei x5 die magnetische Suszeptibilitat beschreibt. Ausgehend von einem ani-
sotropen Materialverhalten gilt mit den Gln. (2.1) und (3.40) fiir die dielektrische
Verschiebung (3.38) sowie die magnetische Induktion (3.39):

D (By) = ro (85 + x5) B = w By, (3.41)
By (Hy) = po (85 + X5°%) H; = pHj. (3.42)

Das in den Gln. (3.41) und (3.42) eingefiithrte KRONECKER - Delta d; entspricht
dem Einheitstensor. Einsetzen von Gl. (3.41) in Gl. (3.35) und Gl. (3.42) in Gl. (3.34)
fithrt in Verbindung mit den Gln. (3.36) und (3.37) zu eindeutig lésbaren Differen-
tialgleichungen zur Bestimmung der elektrischen und magnetischen Potentiale ¢¢!
und ™. Fiir den Sonderfall isotroper homogener Kérper, d. h. k; = £ d; und
Wy = pu0y, mit K, # f(z;), liefern die Gln. (3.34) und (3.35) jeweils eine LA-
PLACE - Gleichung fiir die Potentiale, d. h. ¢%; = 0 und ¢'* = 0.

Damit ein betrachteter Korper im Gleichgewicht ist, miissen an einem infinitesi-
malen Volumenelement d V' sowohl die Summe aller Kréfte als auch die Summe aller
Momente auf den Nullvektor fithren. Das dynamische Kréftegleichgewicht folgt aus
dem zweiten NEWTONschen Axiom:

%/‘pwdvz/tidxu/'pb,;dv. (3.43)
v A v

Gl (3.43) besagt, dass die materielle Zeitableitung der Gesamtheit aller Impulse
dp; = pv;dV gleich der Summe aller auf den Korper wirkenden Oberflachen- und
Volumenkrifte ist, s. z. B. [54, 138]. Das CAUCHYsche Fundamentaltheorem fithrt
den Zusammenhang zwischen dem Spannungsvektor #; und dem CAUCHYschen
Spannungstensor o;; ein [2, 58]:

b = 0N
it (3.44)

= 0Ny

Die betrachtete Schnittebene in Gl. (3.44) wird festgelegt durch den Normalen-
vektor n;. Aus dem Drehimpulserhaltungssatz, welcher besagt, dass die materielle
Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses eines Korpers gleich der Summe aller auf
den Kérper wirkenden Momente ist, folgt unter Beriicksichtigung von Gl. (3.43)
die Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors, d. h. o; = 0j. Wird der
Gausssche Integralsatz auf Gl. (3.43) angewendet, so folgt die differentielle Form
des Impulssatzes:

D
Di (pvi) = 045 + pb;. (3.45)

Ferner kann in der linearen Elastodynamik der konvektive Anteil der materiel-
len Zeitableitung vernachléssigt werden. In diesem Fall sind die LAGRANGEsche
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und EULERsche Darstellung identisch. Da in dieser Arbeit ausschlielich dichte-
besténdige Festkorper betrachtet werden, folgt aus Gl. (3.45) die CAuCHYsche
Bewegungsgleichung:

Gl. (3.46) gilt unabhéingig vom Material des betrachteten Korpers. Eine Material-
abhéngigkeit erfolgt iiber eine konstitutive Beziehung welche die Spannung o;; mit
der Verzerrung ; verkniipft. Fiir rein linear elastisches Materialverhalten gilt das
verallgemeinerte HOOKEsche Gesetz:

0y (en) = Cyuen, (3.47)

mit dem vierstufigen Elastizitatstensor Cy,. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften
von Spannungs- und Verzerrungstensor und dem BETTIschen Reziprozitéitstheo-
rem verflgt der Elastizitdtstensor maximal tiber 21 unabhéngige Materialkonstan-
ten [131]. Uber wie viele unabhingige Materialkonstanten der Elastizitéitstensor
tatsdchlich verfiigt, ist abhéngig vom Grad der Anisotropie des Materials. In Ver-
bindung mit dem HookEschen Gesetz (3.47) und der kinematischen Beziehung
Gl. (3.19) liefert Gl. (3.46) ein eindeutig losbares Gleichungssystem zur Berech-
nung des Verschiebungsvektors u;.

3.3 Thermodynamische Grundlagen multiferroischer
Materialien

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
U+T=W+Q (3.48)

besagt, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie eines Systems gleich der
Summe der am System verrichteten Leistung W und dem Wirmestrom @ ist 6,
149]. Die Gesamtenergie des Systems setzt sich aus der inneren Energie U sowie
der kinetischen Energie T zusammen. Fir deren zeitliche Ableitungen gilt bei kon-
stantem Volumen V:

0= /adv, (3.49)
v

T = / P AV, (3.50)
Vv

wobel 4 in Gl. (3.49) die zeitliche Anderung der spezifischen inneren Energie be-
zeichnet. Fiir ein magnetoelektromechanisches Problem setzt sich die verrichtete
Leistung additiv aus der mechanischen J/meeh

Jymeeh — / tyit; dS. (3.51)
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der elektrischen Wel

We] _ /wglgpel dS7 (352)
S
der magnetischen Jiymag
Wmag _ /wglagwmag ds (353)
S

und der dissipativen Arbeit Ty diss

Wdiss — / (0'1]812? + E1P;” 4 H,LM;”) dv (354)
v

zusammen. In den Gln. (3.52) und (3.53) bezeichnen

Wy = —Din; (3.55)
die spezifische Ladung und

we™ = —Bin; (3.56)

die magnetische Flussdichte durch die Berandung. Die Gln. (3.55) und (3.56) stel-
len, in Analogie zum Spannungsvektor ¢;, Gl. (3.44), den elektrischen und magneti-
schen Beitrag entlang der NEUMANNschen Réander S o und Symez dar. Die Grofien
X, P ound M™ in Gl (3.54) beschreiben die zeitlichen Anderungen der irre-
versiblen Verzerrung, Polarisation und Magnetisierung als Resultat der Doménen-
wandverschiebung. Gl. (3.54) vernachlissigt sowohl dissipative Effekte, welche mit
linearen GréBen einhergehen, als auch Anderungen der Materialeigenschaften, s.
hierzu z. B. [33, 78]. Dies wird dadurch begrindet, dass die Effekte aus den hier
vernachlassigten Termen klein gegeniiber denen in Gl. (3.54) sind. Der Warmestrom
Q ist gegeben durch

Q:Jm"dV—S/q gin:dS, (3.57)

mit der Warmequelle r innerhalb des Volumens V sowie der Wérmestromdich-
te ¢; iiber den Rand S,. Einsetzen der Gln. (3.49) bis (3.57) in Gl. (3.48) fiihrt
unter Beriicksichtigung der Gln. (3.44), (3.55) und (3.56) sowie dem GAUSsschen
Integralsatz auf die lokale Formulierung der Energiebilanz:

U+ puzu, = O'ij&:ivr‘r + E’IPlllrr + HL_Miirr + pr + (UUUL)’] + (_Di(pel) +

i .

+ (*Bi@mag)wi = i | (35%)
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Die Ausfithrung der Divergenzoperatoren auf der rechten Seite in Gl. (3.58) fithrt
ZU:
U+ pulul = 0'1]51" + E Purr + H err + pr + a-ij,jili + 0'1']'7.141',]' — Di,igﬁel—

— Do — B, . _ B oM _ g (3.59)
l‘foﬁi z,z‘ﬂ mtlgz qz,z-

Bei dem Verschiebungsgradienten u;; in Gl. (3.59) handelt es sich im Allgemei-
nen um einen unsymmetrischen Tensor zweiter Stufe. Somit kann dieser additiv
in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil zerlegt werden. Da
hier ausschlieBlich kleine Deformationen betrachtet werden, gilt fiir die zeitliche
Ableitung des Verschiebungsgradienten:

Dabei bezeichnen é; = €5 die symmetrische Verzerrungsgeschwindigkeit und
Q Qﬂ die %chlefsymmetrlqche Drehgeschwindigkeit, s. z. B. [21]. Wird Gl. (3.60)
in dab doppcltskalare Produkt o1, ; eingesetzt, so folgt

04l = 0 (éii + Qif) (3.61)

= 0t

da das doppeltskalare Produkt eines symmetrischen und eines schiefsymmetrischen
Tensors identisch Null ist. Da auch aus mechanischer Sicht ausschlielich statische
Probleme betrachtet und ferner Volumenkréfte vernachléssigt werden, vereinfacht
sich die CAucHYsche Bewegungsgleichung (3.46) zu oy;; = 0. Unter Beriicksichti-
gung dieser Annahmen sowie den Gln. (3.34), (3.35), (3.36), (3.37) und (3.61) folgt
fiir die lokale Formulierung der Energiebilanz:

U= 0y (E;JCV + Ezr) +E; (DZ?CV + P;") +H; (Bfov + Mlm) +pT — G- (3.62)
NI

€ D; B;

In Gl (3.62) wird die additive Aufteilung von Verzerrung, dielektrischer Verschie-
bung sowie magnetischer Induktion in reversible und irreversible Terme deutlich.

Die Formulierung eines thermodynamisch konsistenten Evolutionsgesetzes zur
Beschreibung der Doménenwandverschiebungen erfordert die Erfiillung des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik, s. z. B. [6, 128]:

05+ ¢;i — %91 —pr=>0, (3.63)

wobei s die volumenspezifische Entropie bezeichnet. Einsetzen von Gl (3.62) in
den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (3.63) fithrt zu der generalisierten
CrAusIUs - DUHEM - Ungleichung:

0 < - (714—96) -‘rU,]( rev+ ‘”) +E ('D;ev_"_Pi‘rr) +

+ Hy (B + MIT) — 59,1.

(3.64)
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Fiir ein lineares elektroelastisches Problem, d. h. ¢&F = Pi™ = M = 0, gilt, dass
die Crausius - DUHEM - Ungleichung fir —¢;6,;/6 > 0 erfillt wird, was bereits
PARTON und KUDRYAVTSEV [128] gezeigt haben.'® Wirmestromdichte ¢ und -
quellen 7 werden nachfolgend vernachléssigt, sodass fiir die CLAUSIUS - DUHEM -
Ungleichung eines nichtlinearen magnetoelektromechanischen Problems

oyt + E; P+ H;M™ > 0 (3.65)
gilt. In Kapitel 5 erfolgt die Entwicklung eines thermodynamisch konsistenten
Evolutionsgesetzes zur Beschreibung von Doménenwandverschiebungen. Dort wird
Gl. (3.65) zum Nachweis der thermodynamischen Konsistenz erneut aufgegriffen.

Unter Berticksichtigung der Annahmen ¢;, » = 0 vereinfacht sich Gl. (3.62) zu

wobei die unabhéngigen Variablen durch die totale Verzerrung e, die totale dielek-
trische Verschiebung D; sowie die totale magnetische Induktion B; gegeben sind.
Aus technischer Sicht ist bei experimentellen Untersuchungen das Anlegen eines
elektrischen Potentials ¢, gegeniiber der Vorgabe einer Oberflichenladung, einfa-
cher umzusetzen. Entsprechendes gilt fiir das magnetische Potential ¢™*%. Somit
sollten die verdnderlichen Gréfen D; und B; durch die elektrische und magneti-
sche Feldstarke E; und H; ersetzt werden. Dies entspricht der Uberfﬁhrung in ein
anderes thermodynamisches Potential und wird durch eine zweifache LEGENDRE -
Transformation realisiert [149]. Mit

Ju (5ij7 Dy, B;)

oD;

v (5ij-, E;, Hz) =u (Eij, Dy, Bi) -
B 8u (Eij, D, Bz)
dB;

(3.67)
B;

folgt ein thermodynamisches Potential mit den unabhéngigen Gréflen e, E; so-
wie H;. Werden die partiellen Ableitungen 0u/0D; = E; und 0u/0B; = H; sowie
Gl. (3.66) in die nach t abgeleitete Gl. (3.67) eingesetzt, ergibt sich fiir die zeitliche
Anderung des thermodynamischen Potentials W:

1 (%w Ei7 HL) = 0y€5 — DLEL - BLHZ (3.68)

Der Ubersichtlichkeit wegen wird nachfolgend wieder auf die explizite Darstellung
der unabhéngigen Groflen auf der linken Seite der Gleichung verzichtet. Aus dem
totalen Differential des thermodynamischen Potentials W

ov

dE, + —
kT o,

— ov de,; + 87\1}
B 851']‘ €y 8Ek

Ey,H, ’

dv

dH, (3.69)

eij; By

eij,

folgen nach Division durch d¢ und durch Koeffizientenvergleich mit Gl. (3.68) die

16Erweiterungen auf nichtlineare ferroelektrische bzw. ferromagnetische Materialien sind in [4,
90] zu finden.



36 Grundgleichungen

Beziehungen

ov ov
0',‘7‘ =

1= By, (3.70)

I 7
JH; eij,Hy €ij, By

welche die assoziierten Gréfien Spannung oy, dielektrische Verschiebung Dy, und
magnetische Induktion B; einfithren. Werden ferner die totalen Differentiale dieser
Groflen betrachtet, so ergeben sich daraus die inkrementellen konstitutiven Glei-
chungen fiir ein magnetoelektromechanisches Problem in der allgemeinen Form:

dos; dos; Joj;
doy = —2 dey + =22 dE,, + —2 dH,, (3.71)
! Og Em,H, L, e, Hn OH, ety Em
dD; = dew + dE; + dH,,, (3.72)
Oepy By Hyn G e, Hm OHn, erEj
dB; = dey + dE; + dH,,. (3.73)
Oenl g, p,, 9L\, u, Ml s,

Die partiellen Ableitungen in den Gln. (3.71) bis (3.73) entsprechend den Mate-
rialtensoren auf welche nachfolgend eingegangen wird. Integration der Gln. (3.71)
bis (3.73) liefert die konstitutiven Beziehungen fiir endliche Zustandsinderungen.
Im Fall linearer Systeme sind die Materialtensoren konstant und die Integration
fithrt mit doy; — 045, deyy — ey ete. zu einem Satz linearer Zustandsgleichungen.
Bei nichtlinearen Systemen sind die partiellen Ableitungen selbst Funktionen der
unabhéngigen Variablen und die Materialtensoren stellen somit lokale Tangenten
an die nichtlinearen Funktionsverlaufe dar.

Mit Gl. (3.70) folgen aus den Gln. (3.71) bis (3.73)

0(71“ 62\11
. = = Cim, (3.74)
Oskl B, Hon 881']'&5“ En,Hpm
oD; 0*v
aE, = 9EOF - (3.75)
e, Hm 15 e, Hin
dB; R
' = = jua, 3.76
oH, B OHOH|., g, - 70

die elastischen (Cyy) und dielektrischen (k;) Materialeigenschaften sowie die ma-
gnetische Permeabilitét (u;). Diese Tensoren wurden bereits fir entkoppelte Pro-
bleme in den Gln. (3.41), (3.42) und (3.47) eingefithrt. Ferner gehen aus den
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Gln. (3.70) bis (3.73) die Kopplungstensoren

i 2
.. 2
g(}—}; s Br - az‘j;}Hl 5 = b (3.78)
15} 2
2
gflj s EBr T agl;Hi . - (3.80)
) 2
gg o = 81611‘81/527 . = —j» (3.81)
2
ggi ot azlgEi T (3.82)

hervor. Dabei bezeichnet e; den piezoelektrischen Tensor, welcher die Kopplung
zwischen elektrischen und mechanischen Feldgrofen beschreibt. Der magnetostrik-
tive Tensor ¢; verkniipft mechanische und magnetische FeldgroBen. Eine Kopplung
elektrischer und magnetischer Feldgrofen wird durch den magnetoelektrischen Ten-
sor g; beschrieben. Da die in den Gln. (3.74) bis (3.82) eingefiihrten Zustandsgrofien
die Integrabilititsbedingung!”

PV (2, Z) 0PV (Zy, Zy)
6Z16Z2 N aZQaZI

(3.83)

erflillen miissen, d. h. die Reihenfolge der Differentiationen nach den unabhéngigen
Variablen Z; und Z, darf vertauscht werden, konnen fiir die Kopplungstensoren
folgende Aussagen getroffen werden:

o} loa'}
o — - = e, 3.84
€ijl agijaEl . 8E18€,-j . Clij s ( )
o} 0
= - = gy, 3.8
i 881-78]-11 B, 8H185ij B g ( )
v 0%
i = OEOH, y = OHOE, . = Jil- (3‘86)

Ferner folgen aus den Gln. (3.77) bis (3.83) die in der Thermodynamik als MAX-

"Tn der Mathematik wird die Integrabilititsbedingung auch als Satz von SCHWARZ bezeichnet.
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WELL - Beziehungen bekannten Zusammenhénge

a(]’ij o _8Dk

6Ek B 8815 ’ (387)
60'1']‘ o aBk
aHk o 851-]-’ (388)
oD; OB

= . 3.89
0H; ~ OE; (3.89)

Diese eroffnen u. a. Alternativen bei der experimentellen Bestimmung von Kopp-
lungskoeffizienten. Weiterhin folgt aus der Integrabilititsbedingung Gl. (3.83) die
Symmetrie des Elastizitdtstensors Cyy = Ciyj, des dielektrischen Tensors sy und
der magnetischen Permeabilitit p;. Die Symmetrie des magnetoelektrischen Kopp-
lungstensors g; kann Gl. (3.86) entnommen werden. Fiir den piezoelektrischen und
magnetostriktiven Materialtensor gilt mit Gl (3.83) e; = ey und gy = quj. Auf-
grund der Symmetrieeigenschaften der CAUCHYschen Spannungs- und Verzerrungs-
tensoren gilt dariiber hinaus:

Cipr = Cjit = Ciju, (3.90)
Cijt = ity (3.91)
Qi = Gjar (3.92)

Im Rahmen dieser Arbeit wird das nichtlineare Verhalten ferroelektrischer, ferro-
magnetischer und multiferroischer Materialien untersucht. Somit ist nun ein ther-
modynamisches Potential ¥ als Funktion der unabhéngigen Variablen e;, F; und
H; zu formulieren, welches das konstitutive Verhalten dieser Materialien beschreibt:

1 1 1
v (Eij7 Ei, Hy) = ioijklgklgij - EMJELEJ - illinij — eyjbiey—
— quiHiey — 9y H;E; — Cyuelyey + eety Bt
+ quely H; — PI"E; — M H,.

(3.93)

Wird nun Gl. (3.70) auf Gl. (3.93) angewandt, so folgen die konstitutiven Gleichun-
gen fiir nichtlineares Verhalten ferroelektrischer, -magnetischer und multiferroischer
Materialien:

Ty = Cijui (5kl - %) — ey By — quHi, (3.94)
D; = ey (5kl — 8%;) + kgl + gaH + Pl{rr7 (395)
Bi = qin (sz - Sikrzr) + galo + paHy + M. (3.96)

Die Nichtlinearitdten sind ursachlich in den Domaénen- bzw. BLocH - Wandver-
schiebungen verankert und finden sich wieder in elf, P und M sowie in der
Veranderung aller Materialtensoren in Folge dieser mikrostrukturellen Evolution.
Werden in den Gln. (3.94) bis (3.96) die irreversiblen Gréflen i, P und Mi™
zu Null gesetzt, so folgen aus diesen die konstitutiven Gleichungen fiir den Son-
derfall linearen Materialverhaltens wie sie z. B. in [5, 142] zu finden sind. Erfolgt
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ferner eine Entkoppelung des magnetischen Feldes durch gy, gz = 0, so ergeben
sich die konstitutiven Gleichungen fiir lineares piezoelektrisches Materialverhalten
wie sie z. B. in [33, 128, 131, 154] niedergeschrieben sind. Die konstitutiven Glei-
chungen (3.94) bis (3.96) bilden die Grundlage zur Modellierung ferroelektrischer
und ferromagnetischer Materialien sowie multiferroischer Komposite.
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Grundgleichungen




4 Modellierung der
mikrostrukturellen inelastischen
Prozesse

Die Modellierung des nichtlinearen Verhaltens ferroelektrischer, ferromagnetischer
und multiferroischer Materialien setzt die Kenntnis der inelastischen Grofien als
Resultat der Doménenwandverschiebungen zwingend voraus. Dieses Kapitel be-
fasst sich mit der Modellierung dieser Grofien. Fiir eine tetragonale Elementarzelle
sind diese Groflien bekannt und lassen sich in diversen Publikationen finden, s.
hierzu z. B. [33, 72, 121, 131]. Da in Verbindung mit der hier vorgestellten Kon-
densierte Methode (KM) auch rhomboedrische Elementarzellen modelliert werden,
wird zunéchst detailliert auf die Berechnung der inelastischen Grofen €3} und AP;”
eingegangen. Diese Verfahrensweise wird dann auch auf die rhomboedrische Ele-
mentarzelle angewandt. Ferner wird gezeigt, dass die Annahme kleiner Verzerrun-
gen gerechtfertigt ist. Daher gehen der LAGRANGE - GREENsche und der EULER-
ArMANSIsche in den CAUCHYschen Verzerrungstensor tiber.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieBlich ebene Probleme und somit
Doménenwandverschiebungen, die innerhalb einer Ebene stattfinden, berticksich-
tigt. In Abb. 4.1 sind die Betrachtungsebenen, in denen Umklappprozesse stattfin-
den, fiir tetragonale und rhomboedrische Elementarzellen dargestellt. Die Achsen,

Abb. 4.1 Betrachtungsebenen fiir ebene Umklappprozesse bei tetragonaler (a)
und rhomboedrischer (b) Elementarzelle

die innerhalb dieser Ebenen liegen und entlang derer Umklappprozesse stattfin-

41
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den, sind durch Strich - Punkt - Linien gekennzeichnet. Kapitel 2 folgend wird
die Achse entlang welcher sich die Polarisation der Elementarzelle ausbildet als
polare Achse bezeichnet. Den nachfolgenden Herleitungen zur Modellierung der in-
elastischen Verzerrung und Polarisationsdnderung liegen die Betrachtungsebenen
nach Abb. 4.1 zugrunde. Aufgrund der Annahme ebener Probleme werden, im Ver-
gleich zur raumlichen Betrachtung, bei der tetragonalen Elementarzelle zwei und
bei der rhomboedrischen Elementarzelle vier Umklapprichtungen vernachlissigt.
Diese Vereinfachung wirkt sich auch auf die Berechnung der inelastischen Gréfien
aus. Inelastische GroBen fiir rdumliche Probleme sind z. B. in [62, 89, 96, 97] zu
finden.

4.1 Spontane Verzerrung

4.1.1 Tetragonale Einheitszelle

Abb. 4.2 zeigt die ebenen Umklappvarianten einer tetragonalen Elementarzelle mit
irreversiblen Beitrdgen innerhalb der Betrachtungsebene nach Abb. 4.1. Die Ver-
schiebungsvektoren 71;1)7 RN u§4) beschreiben die Verschiebungen der Eckpunkte
der Elementarzelle infolge der durch den Umklappprozess hervorgerufenen Stre-
ckung bzw. Stauchung. Zunéchst ist der LAGRANGE - GREENsche Verzerrungsten-

2/ 1
ul(-z) l | ugl)
| I
2 : ; 1
: Xo, 1 3
I
1 ! =~
: X1, m |
| |
1 c !
3 ! . 4
u§3> 1 : Uf)
g T 4

Abb. 4.2 Irreversible Umklappprozesse einer tetragonalen Elementarzelle

sor (3.16) zu bestimmen. Die Beschreibung der Deformation erfolgt i. Allg. durch
die Funktion z; (X;, t), welche die materielle Koordinate X; der Referenzkonfigu-
ration, auf die rdumliche z; der Momentankonfiguration abbildet. Nach Abb. 4.2
gilt:
1+ 2% x, (i)
T = < H(t—1¢). (4.1)
14 c—a X

Die HEAVISIDE - Funktion H (t — 15 ) fithrt den Zeitpunkt des Umklappens 5 ein
und impliziert somit ein unendlich schnelles Ereignis. Der Dynamik des Domaéne-
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numklappens wird hier keine Bedeutung zugemessen. Aus den Gln. (3.1) und (4.1)
folgt dann das Verschiebungsfeld in LAGRANGEscher Darstellung

a—c

u; = ¢ , (4.2)

a

wobei nun grundsitzlich ¢ > ¢5 unterstellt wird. Basierend auf Gl. (4.1) und unter
Verwendung der Gln. (3.8) und (3.10) lautet der Deformationsgradient bzw. dessen
Inverse:

—1
Fiiz ¢ c—al> Fij = a a—c|- (43)

0 14 -
a

Aus den Gln. (3.13), (3.16) und (4.3) folgt der LAGRANGE - GREENsche Verzer-
rungstensor fiir einen 90° - Umklappprozess:

Ei,-—c‘“(‘z °>+;(C‘“)2 (*) ’l. (4.4)

0 1 a 0 1

Aus den Gln. (3.14), (3.18) und (4.3) folgt der EULER - ALMANSIsche Verzerrungs-

tensor:
_ -1 0 1 o2 (1 0
_c—a _ly/c—a 9 8
a0 (0 1) 3 () )
c c

Wird von dem Grenzfall kleiner Verzerrungen, d. h. ¢/a — 1, ausgegangen, so
gilt fiir den LAGRANGE - GREENschen wie auch den EULER - ALMANSIschen
Verzerrungstensor:

lim Ej;= lim e; = c-a (71 0) = ey (4.6)

c/a—1 c/a—1 a 0 1
——
€D

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass die in Gl. (4.6) getroffene Annahme klei-
ner Verzerrungen nur deswegen gerechtfertigt ist, da bei Raumtemperatur fiir die
Kantenverhéltnisse von Bariumtitanat bzw. Bleizirkonattitanat ¢/a ~ 1,011 bzw.
¢/a =~ 1,029 gilt, s. [68]. Aufgrund dieser Annahme ist der quadratische Term in den
Gln. (4.4) und (4.5) vernachléssighar gegeniiber dem linearen. Der CAUCHYsche
Verzerrungstensor ¢, als Grenzfall infinitesimaler Deformationen, geht auch mit
Gl. (3.19) aus dem Verschiebungsfeld Gl. (4.2) fiir ¢/a — 1 hervor. Eine Umkeh-
rung des Umklappprozesses fiihrt dann offensichtlich zu dem Verzerrungstensor

c—a (1 0
Eij = a (0 _1)' (47)
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4.1.2 Rhomboedrische Einheitszelle
4.1.2.1 Berechnung der Raumdiagonalen der Betrachtungsebene

Im Gegensatz zur tetragonalen Elementarzelle, wo die Betrachtungsebene der Pro-
jektion einer AuBenfliche entspricht, wird bei der rhomboedrischen Elementarzelle
die Betrachtungsebene durch zwei Raumdiagonalen aufgespannt, s. Abb. 4.1(b) und
4.3. Die Berechnung der spontanen Verzerrung erfordert zunéchst die Bestimmung
der Langen der Raumdiagonalen. Darauf aufbauend kénnen die Verzerrungstenso-
ren des Umklappens ermittelt werden.

Zur Bestimmung der Léngen der Raumdiagonalen wird allgemein von einem
Parallelepiped ausgegangen, s. Abb. 4.3. Hierunter wird ein geometrischer Korper

Abb. 4.3 Darstellung eines Parallelepipeds zur Veranschaulichung der Berechnung
der Raumdiagonalen e; und d; einer rhomboedrischen Elementarzelle

verstanden, der von sechs paarweise kongruenten, in parallelen Ebenen liegenden
Parallelogrammen begrenzt wird. Der im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Rhom-
boeder ist ein Sonderfall des Parallelepipeds, da bei diesem

la:| = |bi] = |ei| = ao, (4.8)

gilt. Generell sind die Langen der Raumdiagonalen e; und d; definiert durch:

e= el =lai+bi+cif, (4.10)

mit den in der z; — 25 - Ebene liegenden Vektoren
T
a; = (ag, 0, O)T7 by = (ag cos '™, ag sin o™, O) . (4.12)

Die Berechnung der Koordinaten des Vektors ¢;, i = 1,2, 3, ist aufwendiger wie
die Berechnung der Koordinaten der Vektoren a; und b;, da der Vektor nicht aus-
schliefllich in einer Ebene liegt. Aus Abb. 4.3 geht jedoch hervor wie die einzelnen
Vektorkomponenten zu bestimmen sind. ¢ entspricht der Héhe h des Rhomboeders
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und ist gegeben durch

h=c= g (4.13)
mit dem Volumen
V=a \/1 + 2 cos? arh — 3 cos? ah (4.14)
sowie der Grundfliche
G = eypa;b, = ag sin '™ (4.15)

des Rhomboeders.'® Einsetzen der Gln. (4.14) und (4.15) in G1. (4.13) fiihrt auf:

apV'1 + 2 cos? a™ — 3 cos? o™
. 4.16
e sin o™ (4.16)

Fir den Winkel 0 gilt, s. Abb. 4.3:

1 2 3 Arh 3 12 orh
§ = arccos <\/ oo .a » o a ) (4.17)
sin o
Die Gegenkathete g des rechtwinkeligen Dreiecks ist gegeben durch:
1T+ 2cos® a™ — 3 cos2 b
g = apsin (arccos <\/ +ocos .a : o a )) . (4.18)
s o™

Fiir den Sinus des Arkuscosinus gilt [150]
sin (arccos (z)) = V1 — 22. (4.19)

Mit den Gln. (4.18) und (4.19) konnen die Koordinaten ¢; und ¢, des Vektors ¢;,
welche in der x; - 25 - Ebene definiert sind, bestimmt werden:

1+ 2cos? a™® — 3 cos? arh o
¢ =ag\/1— cos 4.20
! 0 \/ sin? oh 2 ( )
1+ 2cos3 a™ — 3 cos? ah a™
o= ag\|1— sin 4.21
2 0 \/ sin? oh 2 ( )

Da der Rhomboeder einen Sonderfall des Parallelepipeds darstellt, halbiert die
Diagonale des durch die Vektoren a; und b; aufgespannten Parallelogramms den
Winkel a™. Dies wurde bei der Berechnung der Koordinaten ¢; und ¢y, Gln. (4.20)
und (4.21), bereits berticksichtigt. Durch die Gln. (4.16), (4.20) und (4.21) ist der
Vektor ¢; eindeutig bestimmt und die Langen d bzw. e der Vektoren d; bzw. e;
konnen gemaf der Gln. (4.11) und (4.10) in Abhéangigkeit der Kantenldnge ay und
des Winkels o' bestimmt werden.

18 Ausfiihrliche Herleitung fiir das Volumen nach Gl. (4.14) ist im Anhang A.3 zu finden.
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4.1.2.2 Berechnung der spontanen Verzerrung der Betrachtungsebene

Fiir die Berechnung der spontanen Verzerrung einer rhomboedrischen Elementar-
zelle wird die Betrachtungsebene nach Abb. 4.3 zugrunde gelegt. Abb. 4.4 zeigt

Abb. 4.4 Deformation der Betrachtungsebene einer rhomboedrischen Elementar-
zelle infolge von Umklappprozessen. 70,5° - oder —109,5° - Umklapppro-
zesse der Doménen 1 und 3 (a) sowie —70,5°- oder 109,5° - Umklapppro-
zesse der Doménen 2 und 4 (b)

die moglichen Deformationen einer rhomboedrischen Elementarzelle infolge von
Umklappprozessen, wobei die Zelle vor dem Umklappen (Referenzkonfiguration)
mit einer durchgezogenen und die nach dem Umklappen (Momentankonfigurati-
on) durch eine gestrichelte Linie gekennzeichnet ist. In Abb. 4.4(a) sind die 70,5°
oder —109,5° Umklappprozesse der Domédnenvarianten n = 1 und n = 3 zu sehen.
Abb. 4.4(b) hingegen zeigt —70,5° oder 109,5° Umklappprozesse der Doménenva-
rianten n = 2 und n = 4. Die Langen der Diagonalen d und e beziehen sich auf die
Referenzkonfiguration.
Die Funktion

d—e e?—d> 1
1 X
< + e 1+ de tanpf 2

€T, =
’ e—d
1 X
<+ P > 2

bildet die in Abb. 4.4(a) dargestellte Referenzkonfiguration auf die Momentankon-
figuration ab. Mit den Gln. (3.1) und (4.22) gilt fir das Verschiebungsfeld:

(4.22)

d—e e—d* 1
X1+ 2
w=| ¢ Cflie tan 5| (4.23)

G;X2

Unter Verwendung der Gln. (3.8) und (3.10) folgt aus Gl. (4.22) der Deformations-
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gradient und dessen Inverse:

d—e e —d* 1 e—d d*—¢e* 1
1+ 1+
Fy = e de tagﬁ i Fi]fl _ d de tanf | (4.24)
0 1+ 0 1+22°¢
d e

Der LAGRANGE - GREENsche Verzerrungstensor resultiert somit aus den Gln.
(3.16) und (4.24):

d le+d 1
Eﬁ:%dd 1e+del 2 e tanf i
2 ¢ tanf !
4\ 2 etrd d (4.25)
+1<e—d> <E> e ta{mﬂ
2\ d _etd d (2 —d?)* 1
e tanf (e—d)262tan2/3

Aus den Gln. (3.18) und (4.24) folgt fiir den EULER - ALMANSIschen Verzerrungs-
tensor:

le+d 1
e—d -1 9
en = — 2 e tanf
2 ¢ tanfs e

1 e+d 1 (4.26)

1/e—d\* e tanf
A Ce+d 1 (d>2+(627d2)2 1

e tanfB \e (e— d)2 e2 tan? 3

(&

Fiir den Sonderfall kleiner Verzerrungen, d. h. e¢/d — 1, gehen die Gln. (4.25) und
(4.26) ineinander tiber und entsprechen wieder dem CAUCHYschen Verzerrungsten-
SO’

1 le+d 1
e—d 2 e tanfs

e}idgl E; = e}idlgl ey = ey = —— Tetd 1 . . (4.27)

2 e tanf

Die Léngen der Diagonalen e und d hiangen von der Kantenlédnge der rhomboe-
drischen Elementarzelle ab. Mit den in [112] berechneten Léngen der Diagonalen
folgt fiir deren Verhéltnis e/d ~ 1,007. Somit ist auch fiir die rhomboedrische Ele-
mentarzelle die Annahme kleiner Verzerrungen gerechtfertigt und die quadratischen
Terme in den Gln. (4.25) und (4.26) sind gegentiber den linearen vernachléssigbar.

Auf eine detaillierte Herleitung der in Abb. 4.4(b) dargestellten Umklappprozesse
wird, aufgrund der Analogie zu der oben beschriebenen Vorgehensweise, verzichtet.
Eine ausfiithrliche Herleitung der LAGRANGE - GREENschen, EULER - ALMAN-
sischen und CAUCHYschen Verzerrungstensoren ist im Anhang A.2 zu finden. An
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dieser Stelle wird lediglich der CAUuCHYsche Verzerrungstensor angegeben:

1 _leer 1

_e—d 2 e tanf
5ij—7d 716+d 1 _q o (4'28)

2 e tanf

Ein Vergleich der Verzerrungstensoren fiir tetragonale und rhomboedrische Ele-
mentarzellen fithrt zu der Erkenntnis, dass die Nebendiagonalelemente in den Gln.
(4.27) und (4.28) von Null verschieden sind. Diese Eintrage beschreiben die halbe
Winkelanderung der Schubdeformation, s. z. B. [54, 58, 107]. Diese ist aus Abb. 4.4
fiir £70,5° sowie £109,5° Umklappprozesse anschaulich zu entnehmen. Die Ursache
fiir die unterschiedlichen Vorzeichen der Nebendiagonalelemente in den Gln. (4.27)
und (4.28) ist in der Winkelzu- und Winkelabnahme der eingeschlossenen Winkel
infolge der Umklappprozesse zu finden. Aus Gl. (4.6) wird ersichtlich, dass ein £90°-
Umklappprozess im zugrunde gelegten Koordinatensystem nicht zu einer Scherung
fihrt. Beide Elementarzellen weisen beim Umklappen isochore Zustandsédnderun-
gen auf, was an den verschwindenden Spuren der Verzerrungstensoren zu erkennen
ist. Aus der Berechnung des Drehtensors €2; nach Gl. (3.60) wird deutlich, dass
bei tetragonalen Elementarzellen keine Rotation vorhanden ist, was auch aus dem
Verschiebungsvektor in Gl. (4.2) folgt, da der Verschiebungsgradient ein symme-
trischer Tensor ist. Im Gegensatz dazu ist bei der rhomboedrischen Elementarzelle
der Drehtensor von Null verschieden. Dies wird dadurch ersichtlich, da der Ver-
schiebungsgradient wu; ;, unter Beriicksichtigtung des Verschiebungsvektors (4.23),
fiir diesen Typ von Elementarzelle nicht symmetrisch ist.

4.2 Anderung der spontanen Polarisation

Eine Umorientierung der Elementarzelle um den Winkel [ geht einher mit einer
Anderung der spontanen Polarisation P;”. Unabhingig von der Art der Elementar-
zelle gilt fur diese, s. Abb. 4.5:

APP = pPP) _ ppd) (4.29)
2 K2 1 I N
wobei PP ) ynd pr(B) die Vektoren der spontanen Polarisation in der Ausgangs-

(A) und Momentankonfiguration (B) sind. In Verbindung mit Abb. 4.5 gilt fiir
diese:

PP = PO <°°S a) B (COS a+5 )) : (4.30)

sin o sin (o + )

mit dem materialabhiingigen Betrag der spontanen Polarisation P°. Einsetzen von
Gl. (4.30) in Gl. (4.29) fihrt zu:

_ cos (4 ) — cosav
AP =P (sin (a+08)— sina) ’ (4.31)
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Abb. 4.5 Anderung der spontanen Polarisation APS® fiir cinen belicbigen Um-
klappprozess 3

Geméaf Abb. 4.5 bezeichnet der Winkel «v die Drehung der Referenzkonfiguration ge-
gentiber dem Koordinatensystem z;, 2. Der Winkel § entspricht dem betrachteten
Umklappprozess. Unter Zuhilfenahme der Additionstheoreme fiir trigonometrische
Funktionen,

cosz — cosy = —2sin (%) sin (%) , (4.32)

sinz — siny = 2 cos (%) sin (I ; y) , (4.33)

s. z. B. [19, 20, 163], lisst sich Gl. (4.31) tiberfithren in:

3 sin <a + g
AP = —2sin <§> P°

% . (4.34)
N . — cos (oz + L)
- 2

Der in Gl. (4.34) eingefiihrte Faktor b ist offensichtlich abhdngig vom Umklapppro-
zess [3. Fiir die betrachteten Varianten gilt:

-2, 3 = 180°,
F1,6332, B =£109,5°,
FV2, B = £90°,
F1,1543, B = +70,5°.

(4.35)

Fur g = 4+109,5° und S = 70,5° wurden die Ergebnisse auf vier Nachkommastellen
gerundet. Die Faktoren, welche Umklappprozesse einer tetragonalen Elementarzelle
beschreiben, stimmen mit denen in der Literatur, z. B. [33, 121, 131], tiberein.
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5 Kondensierte Modelle fir
ferroische Materialien

Gegenstand dieses Kapitels ist sowohl die Modellierung des makroskopischen Ver-
haltens als auch mesoskopischer Effekte, wie z. B. Eigenspannungen auf Kornebene,
ferroischer, insbesondere ferroelektrischer, ferromagnetischer und magnetoelektri-
scher multiferroischer Materialien. Dazu wird zunachst auf die Berechnung makro-
skopischer Grofien eingegangen. Im Anschluss daran werden die einzelnen Modelle
fiir rein ferroelektrisches und -magnetisches Materialverhalten sowie fiir multifer-
roische Komposite eingefithrt. AbschlieSend werden zwei Ansétze zur Modellierung
der morphotrope Phasengrenze (MPG) vorgestellt und diskutiert.

Da die Finite-Elemente-Methode (FEM) das Standardwerkzeug zur Implemen-
tierung entwickelter Materialmodelle ist, erfolgt zunéichst eine Gegeniiberstellung
von FEM und kondensierter Methode (KM), s. Abb. 5.1. Wird das makroskopische

- Materialgesetze
- Bilanzgleichungen &
- Diskretisierung
TR
) AT X }
Es - = Do

FEM

Ea

| RVE (oy) (ems)
| ‘ o
i |
KM i 1 - Materialgesetze
i fes : - Bilanzgleichungen
3 ) - Korninteraktion?

Hmy) -w (Di)

Abb. 5.1 Gegeniiberstellung der FEM und der KM [90]

Materialverhalten mit der FEM simuliert, so ist zunéchst das reprisentative Volu-
menelement (RVE) oder die Struktur zu diskretisieren. In Abb. 5.1 ist ein finites
Element exemplarisch hervorgehoben. Bei diesem Beispiel handelt es sich um ein
Element mit vier Integrationspunkten (IP). Jeder IP reprisentiert die Doménen-
struktur eines Korns, s. z. B. [4, 5, 50]. Eine hinreichende Anzahl von Elementen und
somit die vierfache Anzahl von Kérnern liefert dann das makroskopische Material-
verhalten, in Abb. 5.1 beispielhaft durch die dielektrische Hysterese dargestellt.'®

19Beziiglich der FEM Grundlagen sei auf einschligige Literatur, z. B. [11, 168] verwiesen. Die
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Bei der KM gibt es keine rdumliche Diskretisierung. Hier kann man die Korner
als in ein effektives Medium eingebettet interpretieren. Dieses wird auf einen glo-
balen materiellen Punkt (MP) kondensiert. Vorteile Gegeniiber der FEM liegen
in der sehr viel einfacheren und zeitsparenderen Implementierung selbst komple-
xer Materialgesetze, der besseren numerischen Stabilitdt von Simulationen und
einer deutlich geringeren CPU - Zeit. Andererseits konnen nattrlich keine komple-
xen Randwertprobleme gelost werden. Im Gegensatz zur FEM, wo die Interaktion
zwischen den Kérnern durch die rdumliche Diskretisierung und die entsprechende
Kopplung im Gleichungssystem intrinsisch berticksichtigt wird, ist die Korninter-
aktion bei der KM nicht inherent. Diese muss allerdings Bestandteil eines Modells
fiir polykristalline ferroische Materialien sein.

5.1 Ferroelektrisches Materialverhalten

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Modellierung polykristallinen ferroelektri-
schen Materialverhaltens auf Basis der KM. Zunéchst wird auf den Einkristall und
dessen Modellierung eingegangen. Im Anschluss daran wird ein Evolutionsgesetz
fiir die Domanenwandverschiebungen formuliert und auf die Ermittlung makrosko-
pischer und mesoskopischer GroBen eingegangen. Dann wird die Realisierung der
Korninteraktion bei der KM erlautert.

5.1.1 Betrachtung eines polydomanen Einkristalls

Abb. 5.2 (links) zeigt die Doméanenstruktur eines ferroelektrischen Korns mit te-
tragonalen Elementarzellen. Diese besteht aus 90°- und 180° - Doméanenwéinden.
Wird ein Korn mit rhomboedrischen Elementarzellen betrachtet, so sind 70,5°-,
109,5°- und 180° - Doménenwédnde vorhanden. Nachfolgend werden Erlauterun-
gen anhand der tetragonalen Elementarzelle vorgenommen. Die Orientierung einer

@ Modell

Abb. 5.2 Doménenstruktur eines Einkristalls (links) und die Ubertragung der
Doménenstruktur in das Modell unter Verwendung der inneren Varia-
blen v (rechts) [90]

Domiéne n gegeniiber dem globalen Koordinatensystem (21, z2) ist gegeben durch
den Winkel . In Abb. 5.2 (rechts) wird die mikromechanische Bedeutung der in-
neren Variablen v(" veranschaulicht. Bei diesem Modell, welches auf HUBER et al.

Implementierung eines mikroelektromechanischen Modells fiir ferroelektrisches Materialver-
haltens in die FEM ist z. B. in [49] zu finden.
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[62] zuriickgeht, wird die Doménenstruktur auf einen lokalen materiellen Punkt ab-
gebildet. Aufgrund der Reduktion auf ebene Probleme verfiigt jedes Korn tiber vier
mogliche Polarisationsrichtungen. Diese charakterisieren die Doménen, deren Volu-
menanteile im mikromechanischen Modell durch innere Variablen v, n =1,... 4,
gewichtet werden. Die v miissen nachfolgende Bedingungen erfiillen [33, 62, 90,
99]:

4
o<vm<y, Y uW=1 (5.1)

n=1

Wenn nicht anders erwahnt, wird stets von einem nichtpolaren Anfangszustand
ausgegangen, d. h. fiir alle n gilt (" = vy = 0,25.

Auf makroskopischer Ebene fithren die Umklappprozesse zu einer Andorung der
irreversiblen Grofien:

4 4
delf = 3 ep™ v, P = 3 APPC ™. (5.2)

n=1 n=1

Die in Gl (5.2) steuernden Grofien sind die infinitesimalen bzw. im numerischen
Sinne inkrementellen Anderungen der inneren Variablen dv(™. Diese fithren zu
einer schrittweisen Anderung der inelastischen Verzerrung deif und Polarisation
dPi™, was physikalisch als Doménenwandverschiebung zu interpretieren ist. Die
Materialeigenschaften eines Korns ergeben sich in dhnlicher Weise als gewichtete

Summen

4 4 4
Cijit = Z CI(JZI) u("), e = Z el(-,:;) V("), Kij = Z /f%") ) (5.3)
n=1

n=1 n=1

wobei 01521)7 ef-,?l) und niln ) die elastischen, piezoelektrischen und dielektrischen Ten-

soren der Doméne n sind.

5.1.2 Umklappkriterium und Evolutionsgesetz der inneren
Variable (")

Nachdem in Abschnitt 5.1.1 auf die Materialeigenschaften und irreversiblen Grofien
des Einkristalls eingegangen wurde, steht die Formulierung eines Umklappkriteri-
ums und die Entwicklung eines Evolutionsgesetzes in diesem Abschnitt im Vor-
dergrund. Das in dieser Arbeit verwendete Umklappkriterium geht auf HwANG
etal. [65] zuriick. Hierbei handelt es sich um ein einfaches energetisches Kriterium,
welches die mit dem Umklappen einer Doméne n verbundene dissipative Arbeit
wds(™ auf eine Energiebarriere w®* bezieht. Demnach kommt es zum Umklappen,
wenn

diss(n) crit
W 2 W) (54)

erfillt ist. in Gl. (5.4) bezeichnet die in Kapitel 4 diskutierten Umklappvarianten.
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Die linke Seite von Gl. (5.4) ist gegeben durch:

uiy ™ = oy el + B AP, (5.5)
Das Umklappkriterium in Gl. (5.4) erfiillt, unter der Beriicksichtigung von Gl. (5.2),
somit die generalisierte CLAUSIUS - DUHEM - Ungleichung (3.65), da 'm(cl‘;)“ stets po-
sitiv ist. Da zunéchst ein rein ferroelektrisches Problem betrachtet wird, spielt der
Term H; MM aus Gl (3.65) hier keine Rolle. Fiir eine vollstindige thermodyna-
mische Konsistenz muss Gl. (5.5) um die dissipativen Beitriige infolge von Ande-
rungen der Materialeigenschaften erweitert werden. Eine solche Erweiterung wurde
von KESSLER und BALKE [78] vorgeschlagen. Die damit einhergehenden quadra-
tischen Terme in Spannung o; und elektrischer Feldstérke F; sind bei schwacher
Anisotropie oder weichen Ferroelektrika gegeniiber den in Gl (5.5) aufgefithrten
Termen vernachléssigbar, s. hierzu [78]. Ferner wird in Gl. (5.5) angenommen, dass
Spannung o; und elektrische Feldstarke F; konstant wéhrend des Umklappvorgan-
ges sind. Diese Annahme stellt eine generalisierte REUSS - Approximation dar [62,
65, 78, 90, 91, 121].

Fir die rechte Seite des Umklappkriteriums (5.4) gibt es in der Literatur zwei
unterschiedliche Ansétze. In z. B. [12, 46, 65, 113, 132] wird w** = 25, P° gewéhlt.
Damit wird gewéhrleistet, dass ein elektrisches Feld der Stérke £, entgegen der Po-
lungsrichtung notwendig ist, um einen 180° - Umklappprozess zu initiieren. Auch
bei 90°-Umklappvorgingen wird in der oben genannten Literatur derselbe kriti-
sche Wert, sowohl bei mechanischer als auch elektromechanischer Last, verwendet.
Andererseits gilt, bei rein elektrischer Last, nach z. B. [121, 139] fiir die Energieb-
arriere:

AP
weht — E(ﬁ) i(B) AP (56)
B ’AP i(B)
i(B)

Mit Gl. (5.6) wird die elektrische Arbeit bestimmt, welche ein elektrisches Feld,
dessen Projektion auf den Vektor der Anderung der spontanen Polarisation AP:(pﬁ)
der Koerzitivfeldstarke Eﬁ@) entspricht, verrichten muss, damit eine Elementarzelle
um den Winkel § umorientiert wird. Die zugehorige Koerzitivfeldstéarke folgt durch
Umstellen:

AP 1(/3)AP :(pﬁ

Eé/i) _ (‘rlt

Da bei diesem Ansatz wfl‘})‘ = w* = 2P°F, gilt und nach Abschnitt 4.2 die Vekto-

ren der Anderung der spontanen Polarisation AP sowie deren Betriige |AP5P| be-
kannt sind, wiirde dies zu unterschiedlichen Koerzitivfeldstirken £ fithren. Diese
Tatsache ist aus physikalischer Sicht duflerst zweifelhaft, da die Koerizitivfeldstérke
als materialabhéngiger Parameter eingefithrt wurde. Demnach geht der zweite in
der Literatur zu findende Ansatz [62] davon aus, dass die Koerzitivfeldstérke iden-
tisch fiir jeden Umorientierungsprozess ist. Bezogen auf die Energiebarriere fiir
180°-Umklappprozesse nach HWANG et al. [65] kann fir eine Umorientierung um
den Winkel 3 allgemein E(?) = E(%%°) zugrunde gelegt werden. Mit G1. (5.7) fiithrt
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dies auf:

APTy APR)  |APTe)

u(s) = (i)
. - d —.
APi(%SOO) A‘Pi(plSO“) )AP;&)’

(5.8)

Unter Beriicksichtigung der in Abschnitt 4.2 eingefithrten Vektoren der Anderung
der spontanen Polarisation fiir tetragonale Elementarzellen folgt aus Gl. (5.8) der
auch in [62, 75] zu findende Zusammenhang:

rit
crit isor)

w(iieoey = 5 (5.9)

Mit der kritischen Arbeit fiir 180° - Umklappprozesse ergeben sich fiir tetragonale
Ferroelektrika folgende Energiebarrieren, s. auch z. B. [47, 81, 90, 99]:

wiihoey = V2P°E,,  wfiye = 2P°E.. (5.10)

Die Energiebarrieren fiir Phasen mit rhomboedrischen Elementarzellen folgen eben-
falls aus GI. (5.8). Hier ergeben sich folgende Zusammenhénge zwischen den Ener-
giebarrieren der Umklappvarianten 3 = +70,5°, 3 = £109,5° und 3 = 180°:%

WL o) R 05768 Wil wlitog o) ~ 0,8166 wliity). (5.11)

Analog zur Phase mit tetragonalen Elementarzellen konnen die Energiebarrieren
als Funktion von spontaner Polarisation P° und Koerzitivfeldstirke geschrieben
werden:

wiiho 50y & 1,1536 PPE,,  wiiipgse) ~ 16332 P°E,,  wfjioe) = 2P E,. (5.12)

Der in Gl. (5.12) errechnete Wert fiir w(iy 5.y entspricht dem in der Literatur [121].
In [121] wird jedoch nur die Umklappvariante mit dem geringsten Schwellenwert
betrachtet. Fiir die Ubrigen gilt dort W o9 50y = Wiigpey = 00. Da in [121] réumliche
und keine ebenen Elementarzellen untersucht werden, kénnen die Umklappvarian-
ten § = £109,5° und f = 180° durch zwei- bzw. dreifaches Umorientieren der
Variante § = £70,5° erreicht werden.

Die Evolutionsgleichung der inneren Variablen v folgt aus Gl. (5.4), s. auch [5,
90]:

Y ,wdiss(n)
dy( ) = —dI/oH (wcm

- 1) . wBM = max {w(cgs(n)} . (5.13)
B)

Bei der Grofle dvy > 0 handelt es sich um einen Modellparameter. Dieser gibt an,
wie grofl der umklappende Volumenanteil einer Doméne in einem Prozessschritt
ist. GeméB Abb. 5.3 ist die HEAVISIDE - Funktion 7 Null im Fall von w®s(" <
w und Eins fiir w5 > ¢ Des Weiteren geht aus Gl (5.13) hervor, dass

29Die nachfolgenden Werte der Energiebarrieren sind auf vier Nachkommastellen gerundet. Daher
wird im Zusammenhang mit Energiebarrieren fiir die Umklappvarianten f = £70,5° und
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wdiss(n) 1
werit . T
(8)
4
t =t ! t

-1 0

L

—_

Abb. 5.3 HEAVISIDE-Funktion aufgetragen gemafl Gl. (5.13) [112]

ausschliefllich die Umklappvariante einer Doméne betrachtet wird, deren dissipative
Arbeit am groBten ist. Damit Gl. (5.1) erfullt ist, muss sich der Volumenanteil einer
anderen Doméne um den selben Betrag dv(™ erhéhen, um welchen die Doméne n
reduziert wird.

5.1.3 Volumenmittelungen

Reale Materialien, auch wenn sie makroskopisch homogen erscheinen mogen, ver-
fiigen iiber nichtstetige Strukturen. Nach GROSS und SEELIG [53] kénnen mi-
kroskopischen Heterogenititen zum Beispiel in Gestalt von Rissen, Hohlrdumen,
Fremdeinschliissen, Korngrenzen oder UnregelméBigkeiten im Kristallgitteraufbau
vorliegen. Heterogenititen, welche nachfolgend allgemein als Defekte bezeichnet
werden, beeinflussen das globale Materialverhalten. Ein mogliches Szenario ist, dass
es aufgrund von Spannungskonzentrationen an Defekten zu einer Bildung bzw. Ver-
einigung von Mikrorissen kommt, was zur Materialschiadigung fiihrt, s. z. B. [53].
Da die Vorstellung der KM Gegenstand dieses Kapitels ist, wird an dieser Stelle von
einem defektfreien Material ausgegangen. In diesem Abschnitt soll es darum gehen,
wie die makroskopischen Materialeigenschaften bei der KM zu berechnen sind. Eine
ausfiithrliche Darstellung zur Bestimmung effektiver Materialeigenschaften infolge
von Rissen oder Poren ist in Kapitel 6 zu finden. Die bereits eingefithrten Begriffe
makro- und mikroskopisch werden anhand von Abb. 5.4 verdeutlicht. Zunéchst sei
an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Definition der Makro- und Mikroebene
abhéangig von der Problemstellung bzw. Modellbildung ist [53]. Die hier betrach-
teten Materialien und Materialsysteme sind auf der Makroebene homogen, d. h.
alle Eigenschaften sind unabhiingig vom Ortsvektor z*™°, In Abb. 5.4 wird durch
Vergrofierung des materiellen Punktes am Ort 2" die feinskalige Mikrostruktur
sichtbar, hier durch die Kornstruktur dargestellt. Mit Hilfe des Koordinatensys-
tems x,, der Mikroebene kénnen die elastischen Cyjy (), piezoelektrischen ey ()
und dielektrischen Koeffizienten kg (x,,) der Mikrostruktur beschrieben werden.
Die Mikroebene wiederum wird beschrieben durch den Volumenbereich V', welcher
reprasentativ fiir das gesamte Material gelten soll. Dieser Volumenbereich bildet
die Grundlage fiir die effektiven Materialeigenschaften (Ci), (em) und (k) der

B = £109,5° ein ~ anstatt = verwendet.
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I{nakro

Abb. 5.4 Homogenisierung eines gemischten RWP mit mechanischen (volle Linie)
und elektrischen (gestrichelte Linie) Randbedingungen. Aufteilung der
Rénder nach NEUMANN-Randbedingungen auf g Vmakio - gymakio ypq
DiricHLET-Randbedingungen auf Ve, § Vpakeo [53]

Makroebene, welche aus der nachfolgend vorgestellten Volumenmittelung folgen.
Den Prozess der Bestimmung effektiver Felder und Materialkoeffizienten bezeich-
net man als Homogenisierung. Nachfolgend werden makroskopische Grofien durch
das Klammersymbol (e) gekennzeichnet. Damit die makroskopischen Grofien un-
abhingig von z"* sind, miissen nach [53] die Defekte bzw. Kornorientierungen
und -groflen, s. Abb. 5.2, statistisch homogen im Material verteilt sein. Ferner
diirfen die makroskopischen Eigenschaften nicht von der Grofie oder Form des Vo-
lumenbereiches V abhdngen. Weiterhin muss die Abmessung d der Mikroebene sehr
viel grofer sein als die charakteristische Lénge ¢ der Mikrostruktur. Im Kontext
der im folgenden vorgestellten Homogenisierung bietet sich als charakteristische
Léange die Grofle eines Korns an. Dem gegeniiber steht, dass der Volumenbereich V'
so klein sein muss, dass er makroskopisch als Punkt angesehen werden kann. Eine
charakteristische Lange L der Makroebene kann zum Beispiel durch den Kérper
gegeben sein. Erfillt der Volumenbereich V' die oben genannten Kriterien, welche
auch in der Forderung

(<d< L (5.14)

zusammengefasst werden konnen, so wird dieser als représentatives Volumenele-
ment (RVE) bezeichnet.

In Abb. 5.5 ist das RVE eines Polykristalls an einem beliebigen Ort 2%k darge-
stellt. Wie zu Beginn dieses Kapitels erwdhnt, verzichtet die KM auf eine raumliche
Diskretisierung. Dennoch soll das Materialverhalten eines Polykristalls an einem
globalen materiellen Punkt modelliert werden. Zur Veranschaulichung sind drei
Kérner mit unterschiedlichen Orientierungen a; hervorgehoben. Basierend auf Ab-
schnitt 5.1.1 und Abb. 5.2 werden die vier ebenen Doménenvarianten eines Korns
durch ein Polarisationskreuz dargestellt. Wie Abb. 5.5 zu entnehmen ist, werden
diese auf einen globalen materiellen Punkt kondensiert. Umklappprozesse konnen
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Korn

globaler materieller
Punkt

Abb. 5.5 RVE eines Polykristalls (links) sowie Skizze zur Veranschaulichung der
KM (rechts) [90]

allerdings nur innerhalb eines jeden farbigen Kreuzes stattfinden.

Nach z. B. [53, 120] wird bei einer Mehrskalenbetrachtung einem globalen ma-
teriellen Punkt ein Volumenbereich V' der Mikroebene zugeordnet. Aufgrund der
flukturierenden mikroskopischen Spannung und dielektrischen Verschiebung wer-
den die makroskopischen Groéfien als Volumenmittelwerte

(o) = %/m-j () AV, (D) = iv/Di (z) AV (5.15)

der mikroskopischen Felder definiert [53]. Es besteht die Moglichkeit, den Volumen-
bereich V in M Teilvolumina V™, m = 1,..., M, aufzuteilen, wenn die Materi-
aleigenschaften innerhalb der Teilvolumina konstant sind [53]. In diesem Fall wird
von einer Mikrostruktur mit diskreten Bereichen ausgegangen. Fiir die makrosko-
pischen Groflen solcher Mikrostrukturen gilt:

(o) = f: o)™, (Di) = f: (D)™, (5.16)

wobei

V/(m) M
om) — LS =1 (5.17)

m=1
der Volumenanteil eines Teilvolumens m ist und

m 1 m 1 '
<O'ij>( >:W / UijdV, <Di>( ) = v / D;dV (5.18)

Vv (m) Vv (m)

die Bereichsmittelwerte der Spannung und der dielektrischen Verschiebung sind.
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Ubertragen auf das in Abb. 5.5 dargestellte Problem wird in dieser Arbeit ein Teil-
volumen V(™ als Korn bezeichnet. Des Weiteren wird nachfolgend die Annahme
getroffen, dass innerhalb eines Korns m alle FeldgroBlen rdumlich konstant sind,
d. h. z. B. (o)™ = (Tl(jm) (2) und (D)™ = pim (z;) in V™. Die Grofen O’E»jm)
und D,(m) stellen die Spannungen und die dielektrischen Verschiebungen des Korns
m dar. GL. (5.16) und Gl. (5.18) konnen dann tberfithrt werden in:

M M
> Jgn) Vv (m) 5 D ym
(o) = m:lM77 (Dy) = m:lMi (5.19)
Z V(m) Z V(m)
m=1 m=1

Wird dariiber hinaus angenommen, dass alle Korner die selbe Grofie haben, d. h.
V = MV so kann Gl (5.19) zu

1M ( 1 M (m)
il = 37 1m ) D) = — Dim 2
o) = 37 Lo (D) =52 (5.20)

vereinfacht werden. Mit Gl. (5.20) besteht nun die Méglichkeit, makroskopische
Groflen im Kontext der KM zu bestimmen. Aufbauend auf der Argumentation der
Gln. (5.16) bis (5.20) folgen die makroskopischen Materialeigenschaften aus

1 M
zykl = Z ; (em) = — Z ezkl ) <Mj> = M Z ’i(m)7 (5.21)

m=1 m=1 =1
wobei C I,C, ) und /1 ) die elastischen, piezoelektrischen und dielektrischen Ei-

genschaften des Korns m sind und aus Gl. (5.3) folgen, s. hierzu auch [90, 135].

5.1.4 Korninteraktion im Polykristall

Nachdem in den vorherigen Abschnitten auf die Grundlagen des Einkristalls, das
Evolutionsgesetz sowie die Berechnung makroskopischer Grofien eingegangen wur-
de, werden nun diese Aspekte zusammengefasst, auf ein RVE angewandt und der
wesentliche Aspekt der Korninteraktion wird methodisch umgesetzt. In Abb. 5.6
wird zunéchst die Grundidee des Interaktionsmodells anhand eines eindimensio-
nalen elektromechanischen Problems veranschaulicht. Aufgrund der Eindimensio-
nalitdt wird bei der Erlauterung dieses Beispiels auf die Verwendung von Indizes
verzichtet. Hierzu werden Korner gedanklich durch ein System von Staben ersetzt,
welches durch eine elektromechanische Last o™ und E* beaufschlagt wird. Die
horizontalen dickeren grauen Linien reprisentieren starre Korper, die dem Stab-
system einen kinematischen Zwang auferlegen und zugleich als Elektroden dienen.
Fir die Steifigkeiten, piezoelektrischen und dielektrischen Koeffizienten der Stébe
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Abb. 5.6 Veranschaulichung der Realisierung der Korninteraktion bei der KM an-
hand eines einfachen Stabsystems

gelte:

CW £ B4 £ oM, (5.22)
e £ @ £ L) (5.23)
D £ k@ £ M, (5.24)

Aufgrund der in Abb. 5.6 getroffenen kinematischen Annahme und der gemeinsa-
men Elektroden gilt hinsichtlich der Verzerrungen und der elektrischen Felstarke

der einzelnen Stébe:

&
B¢

D=e® = =¢M = () 5.25)

(5.26)

)

1) _ E(?) - = E(m) _ Eext.

Somit folgt wegen der Gln. (5.22) bis (5.24) fiir die Spannungen o™ und die
dielektrischen Verschiebungen D™):

Sind die piezoelektrischen
tungen sehr verschieden, be
chanische Zug- oder Drucks
werden kénnen. Die konstit
Gln. (3.94) und (3.95). Auf;
muss zudem

oW £ @ £ £ glm,
DW £ p@ £ £ pim),

(5.27)
(5.28)

Konstanten, etwa durch unterschiedliche Polungsrich-
wirkt die elektrische Last in den Stdben erhebliche me-
pannungen, die als Eigenspannungen o™ interpretiert
utiven Bezichungen fiir 0™ und D™ entsprechen den
grund der in Kapitel 3 eingefithrten Bilanzgleichungen

(5.29)
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gelten und die mittlere dielektrische Verschiebung lautet:

(D) = % gﬂi pom. (5.30)

Bei diesem eindimensionalen Beispiel wird die Interaktion zwischen den Stdben
durch die einheitliche Verzerrung (¢) und elektrische Feldstarke E°** realisiert. Kon-
tinuumsmechanisch interpretiert liegt hier eine generalisierte VOIGT - Approxima-
tion zugrunde. Werden nun die konstitutiven Beziehungen, Gln. (3.94) und (3.95),
in die Gln. (5.29) und (5.30) eingesetzt, so folgt fiir (o) und (D):

(o) = (C)z = (Ce™) — () E, (5.31)
(D) = (e)z — (ec™) + (k) E + (P™). (5.32)
GroBen welche fiir die Homogenisierung konstant gehalten werden, sind nachfolgend
mit einem ® gekennzeichnet. Nach Abb. 5.6 werden dort die Spannung und elektri-
sche Feldstérke als &uBere Lasten vorgegeben, d. h. (¢) = ¢®* und E = E*. Somit

kann die Verzerrung £ = (¢) aus Gl. (5.31) bestimmt werden. Die Eigenspannung
o™ eines Stabes m lautet daher:

O_(m) _ O(m)( <C>—1 (O_ext 4 <O€irr> + <C>Eext) _girr(m)) o e(m)Eext' (533)

5
Mit Hilfe der Verzerrung  in Gl. (5.33) wird eine Interaktion zwischen den einzelnen
Stében realisiert, da der Term & sowohl die Materialeigenschaften und irreversiblen
Groflen aller Stiabe als auch die &ufleren Lasten enthalt. Analog zu Gl. (5.33) kann so
auch die dielektrische Verschiebung D™ des einzelnen Stabes oder durch Einsetzen
von € in Gl (5.32) die dielektrische Verschiebung des Gesamtsystems bestimmt
werden.

Fiir eine generelle kontinuumsmechanische Formulierung sind die Groflen Ver-
zerrung €y, elektrische Feldstdrke Fj, Spannung o; und dielektrische Verschiebung
D; als tensorielle Grofien einzufithren. Es sind drei generalisierte Approximationen
moglich: Die erste Moglichkeit ist eine generalisierte VOIGT - Approximation. Hier
sind Verzerrung und elektrische Feldstirke homogen im RVE und somit in jedem
Korn m identisch:

o Z <m) = Sk, Z E(m Ez(m) =E; (5.34)
m=1 m=1

Eine zweite Moglichkeit ist eine gemischte REUSS/VOIGT - Approximation, wo fiir
Verzerrung und dielektrische Verschiebung

(em) = %

HM§

m m - 1 m m Y
m=1

im RVE gilt. Die dritte Variante ist eine generalisierte REUSS - Approximation.
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Hier wird fiir Spannung und dielektrische Verschiebung des RVE

(m. m 1 M m m Y

m=1

angenommen. Nachfolgend wird auf die Approximationen niher eingegangen. Die
REUSS - Approximation (5.36) ist fiir die Zielstellung der Arbeit ungeeignet, da die-
se keine Eigenspannungen infolge von Doménenwandverschiebungen hervorbringt.
Somit sind auch gemischte Approximationen, welche ein @; = const fordern, fiir
den weiteren Verlauf nicht von Interesse und werden daher nicht naher betrachtet.

5.1.4.1 Generalisierte Voigt - Approximation

Um die Korninteraktion auf Basis einer generalisierten VOIGT - Approximati-
on (5.34) und die daraus resultierenden Eigenspannungen a;-m) sowie dielektrischen
Verschiebungen ng) zu berechnen, miissen die konstitutiven Gleichungen (3.94)
und (3.95) zundchst fir ein Korn m angeschrieben werden:

o) = O (e — ™) — e B, (537

ij

D = ) (e — ) + w B 5 P (5.39

Die Materialtensoren sowie die irreversiblen GroBen der Gln. (5.37) und (5.38) fol-
gen aus den Gln. (5.2) und (5.3). Zunichst sind die makroskopischen konstitutiven
Gleichungen des RVE zu bestimmen. Unter Berticksichtigung von Gl. (5.20) und
Gl. (5.37) folgt nach LANGE und RICOEUR [90] fiir die makroskopische Spannung

(oy):

o5

Mz

(o) =

3
l

M=

() (= = i) — el B (5.39)

kY

—_

m

1 M
Z ngz;) i Ys Z z(];:? e M Z l7] E(m)‘

m=1 m=1

=0

E - gl= &=

Werden ferner die Gln. (5.21) und (5.34) angewendet, so vereinfacht sich GI. (5.39)
Zu:

(05) = (Com)en — (ews) Er — (Ciguacyy)- (5.40)
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Die makroskopische dielektrische Verschiebung (D;) folgt ebenfalls aus Gl. (5.20)
und Gl (5.38):

L h
(Dz'> = MmZ:l D;
LS8 m) ((m) Zire(m) (m) fa(m) _ pirr(m)
:MZ<11¢Z (5k1 Erl )+’@:z B+ Py )
. nl ) (5.41)
_ Mmz:% E}Z?) (m) _ + Z egg ur(m M mz_:l (m)E(m)+
L & i)
i >

3
I
—

Werden, analog zur makroskopischen Spannung (o), die Gln. (5.21) und (5.34) in
Gl (5.41) berticksichtigt, so folgt die Beziehung

(D) = (eq)Em + (ka)Er — (emeyy) + (PI). (5.42)

Die Gln. (5.40) und (5.42) sind die makroskopischen konstitutiven Gleichungen ei-
nes repréasentativen Volumenelements unter Berticksichtigung einer generalisierten
VoIGT - Approximation (5.34). Abhédngig von der abzubildenden Randwertaufgabe
sind die unbekannten Grofen aus der makroskopischen Spannung (o), dielektri-
schen Verschiebung (D;), Verzerrung g und elektrischen Feldstiarke E; zu wéhlen.

Ausgehend von den aufgepréigten dufleren Feldern ergeben sich bei einem fer-
roelektrischen Problem vier mégliche Kombinationen: gy = 5 und E, = B
(o) = og* und (D;) = DY, gy = i und (D;) = D{* sowie (0y) = O'f]Xt
und B, = Ef"“ In expernnentellen Untersuchungen wird bei der Vorgabe duflerer
Felder entweder von g, = 3 und E;, = EP oder (o) = o und B, = B
ausgegangen. Dies hingt damit zusammen, dass ein elektrtisches Potential einfa-
cher aufzuprigen ist als eine Oberflichenladung. Im Hinblick auf experimentelle
Untersuchungen wird nachfolgend auf diese beiden Kombinationen eingegangen.

Mit gy = e und E; = Ef* als aufgeprigte GroBen kénnen die makroskopi-
schen assoziierten GréBen (oy;) und (D;) direkt aus den Gln. (5.40) und (5.42)
bestimmt werden. Da sowohl die irreversiblen Grofien el und P als auch die
Materialtensoren {Cia), (eg) und (k) von den inneren Variablen v abhingen,
ist, unabhéngig von den aufgepragten Groflen, ein iterativer Prozess erforderlich.
Die Eigenspannungen (Ti»]-m) und die dielektrischen Verschiebungen ng) eines Korns
m folgen unter Berticksichtigung von 5,(5”) =gy = &3 und El(m) =FE = EX
unmittelbar aus den Gln. (5.37) und (5.38).

Wird von (oy5) = o und E; = Ep* als aufgeprigte Felder ausgegangen, so folgt
die makroskopische Verzerrung aus Gl. (5.40):

= (Cowt) " (05 + (Ciimnein) + (emis) B ) - (5.43)

(m)

Ausgehend von Gl. (5.43) kénnen nun die Eigenspannungen ;" sowie die dielektri-

schen Verschiebungen ng) eines lokalen materiellen Punktes m aus den Gln. (5.37)
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und (5.38) bestimmt werden:

o = 015’5 (o)™ (05 + (Conmepiz) + g B5™) — ™) -

(5.44)
lz] )Eext
D(m> zkl) (<Cmnkl>_1 (Ufrﬁ + <Cmn0pgior;> + <€pmn>E;e)Xt) - 5‘1:lr(m)) + (5.45)

R B P

Die makroskopische dielektrische Verschiebung (D;) folgt aus Gl. (5.20) in Verbin-
dung mit Gl. (5.45) oder direkt durch einsetzen von Gl. (5.43) in Gl. (5.42) unter
Beriicksichtigung von E; = Ef**.

5.1.4.2 Generalisierte Reuss/Voigt - Approximation

Fiir die Anwendung der generalisierten REUSS/VOIGT - Approximation nach Gl.
(5.35) missen die konstitutiven Gleichungen (3.94) und (3.95), bei Vernachléssi-
gung magnetischer Einfliisse, als Funktion der unabhéngigen Variablen Verzerrung
e und dielektrische Verschiebung D; formuliert werden. Die elektrische Feldstarke
folgt aus Gl. (3.95):

B = —a (51«1 - 5ik-rzr> +7a (Dz - sz) : (5.46)

Die Spannung o, mit den unabhangigen Gréfien Verzerrung ey, und dielektrischer
Verschiebung Dy, folgt durch einsetzen von Gl. (5.46) in Gl. (3.94):

04 = Xijkl <5kl - 8ikrlr) — ozh-j (Dl - P!irr) . (547)

Die Gln. (5.46) und (5.47) sind in dieser Form z. B. auch in [57, 63] zu finden,
wobei die GroBen X, a und 7y, die elastischen, piezoelektrischen und inversen
dielektrischen Eigenschaften beschreiben. Die Zusammenhédnge mit Cyj, ez und
kg lauten:

—1 —1 —1
Xijet = Cijit + Cmijlipm Cnkly  Qipg = Kji Cjkls  Vij = K - (5.48)

Ein Vergleich der Gln. (3.94) und (3.95) mit den Gln. (5.46) und (5.47) macht deut-
lich, dass die Spannung o; neben der irreversiblen Verzerrung el nun auch von der
irreversiblen Polarisation P'™ abhingt. Inwieweit sich dies auf die makroskopischen
GroBen auswirkt, wird in Kapitel 7 untersucht.

Geméf der in Abschnitt 5.1.3 eingefiihrten Volumenmittelung gilt fiir die asso-
ziierten makroskopischen Groien Spannung (o;) und elektrische Feldstarke (E;):

1 E L& m
UzJ Z (T s <EL> = ﬁ Z Ez . (549)
m:l m=1
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Die konstitutiven Gleichungen (5.46) und (5.47) lauten fiir ein Korn m:

o = g (7~ ) ol (D0 - ),
B = —afp) (4 - ™) 127 (07 - B, (o)

Gesucht werden, der Vorgehensweise der generalisierten VOIGT - Approximation
in Abschnitt 5.1.4.1 folgend, die makroskopischen konstitutiven Gleichungen. Die
makroskopische Spannung (o) ergibt sich durch Anwendung der Gln. (5.49) und
(5.50):

(o) = 1 f olm)
Y M = i)
1 M (m) [ _(m) irr(m) (m) m) irr(m)
= i 2:1 (XW (Ekl — & ) (D - P ))
m= (5.52)
1 X (m)_irr(m) (m) ry(m)
:MZXW% _*ZXW €l ZO‘ D+
m=1 m=1 m=1
+ i i/[: a(m)Plrr
M lij

wobei Gl. (5.52) sich durch die Annahme einer generalisierten REUSS/VOIGT -
Approximation (5.35) zu

(05) = (Xam)Er — () Di — (et ) + (g P (5.53)

vereinfachen ldsst. Fir die makroskopische elektrische Feldstirke (E;) folgt aus den
Gln. (5.49) und (5.51):

1 M
(B) =57 X B
% (_ ,]ZL) (8k1ln) 1rlr(m)) + ,Yglm) (Dl(m) _ Plirr(m)))

m=1
- (m) irs(m) L QS ) pm) .
= Z g Ekz = Z Q'€ M > D" =
m=1 m=1

m=1
i/f: 1rr(m)

Analog zu GL. (5.52) lésst sich auch Gl. (5.54) unter Berticksichtigung von Gl. (5.35)
iiberfithren in:

(E;) = —(aam)en + (va) Dy + (oawell) — (vaP™). (5.55)

Auf eine ausfiihrliche Diskussion von aufgeprigten Feldern fiir abzubildende
Randwertaufgaben wird an dieser Stelle verzichtet, da den in Kapitel 7 gezeigten
Ergebnissen fiir eine generalisierte REUSS/VOIGT - Approximation als aufgeprigte
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Felder (o) = o und (E;) = Ef zugrunde liegen. Nach Gl. (5.53) folgt daraus
fiir die Verzerrung zy:

ext

2 = (am) " (05 + (aimnein) + (Qmig) Do — (amgPi)) . (5.56)

Die in Gl. (5.56) noch unbekannte makroskopische dielektrische Verschiebung D,
folgt aus den Gln. (5.55) und (5.56):

_ -1
Di = () = {i) (Xumn) ™ (@gmn)) (5 + {iop) apar) ™" (055 +

+ <XWst6§5r> - <O<quPirr> - <O‘jop5ior;> + <,yijLr1->) .
Mit Hilfe der Gln. (5.50), (5.51), (5.56) und (5.57) lassen sich nun die Eigenspan-

(m)
ij

(5.57)

nungen o,; ~ sowie die elektrische Feldstérke EZ»(m) eines Korns m berechnen.

5.2 Ferromagnetisches Materialverhalten

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Modellierung nichtlinearen ferromagneti-
schen Materialverhaltens. Diese beschriankt sich auf Hartmagnete. Zur Modellie-
rung von Hartmagneten wird ausschliefllich der zweite Bereich gemé Abb. 2.10(b)
betrachtet. Die irreversiblen Prozesse, infolge der sogenannten BARKHAU-
SEN-Spriinge [4, 100], werden mit Hilfe eines mikrophysikalischen Modells analog
dem fiir ferroelektrische Materialien abgebildet, s. Abschnitt 5.1.1 sowie [4]. Die re-
versiblen Bereiche eins, drei und vier werden in der vorliegenden Arbeit nicht nidher
betrachtet. Bei Annahme eines ebenen Problems liegen vier WEISssche Bezirke vor,
die jeweils diskrete Umklapporientierungen um £90° odere 180° aufweisen kénnen.
Die Volumenanteile werden weiterhin durch die inneren Variablen v(™ beschrieben,
die die Bedingungen nach Gl. (5.1) erfiillen miissen. Bei ferromagnetischen Mate-
rialien gilt fiir die Anderung der irreversiblen GréBen der Makroskala, in Anlehnung

an Gl (5.2):

d,_nrlr _ Z ESP(") dl/(n err _ Z AMSP(") dl/(n (558)

n=1

Auf die Bestimmung von AM;” wurde in Kapitel 4 nicht explizit eingegangen. Da
das Modell zur Darstellung nichtlinearen ferromagnetischen Materialverhaltens an
das der Ferroelektrika angelehnt ist, handelt es sich bei AM:® um das Aquivalent
zu APP. Wie auch bei ferroelektrischen Materialien fithrt die inkrementelle Ande-
rung der inneren Variablen di(™ zu einer schrittweisen Anderung der inelastischen
Verzerrung delf und Magnetisierung dM™. Aus den gewichteten Mittelwerten, in
Anlehnung an Gl. (5.3), ergeben sich die effektiven Materialeigenschaften eines
ferromagnetischen Korns:

4 4
Ciw = Z O1<;Zl) v, Kij = Z KE']-") v, Z H(m v, (5.59)
n=1

n=1
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wobei CISZZ), ngf) und /ngn) die elastischen, dielektrischen und magnetischen Eigen-
schaften des WEIssschen Bezirkes n repréasentieren. Dielektrische Koeffizienten wer-
den, ebenso wie spater dielektrische Verschiebungen, eingefithrt, um Anwendungen
des Modells in magnetoelektrischen Kompositen zu ermoglichen. Dabei wird stets

von nicht-leitenden Ferromagnetika ausgegangen.

Das Umklappkriterium (5.4) sowie das Evolutionsgesetz der inneren Variablen
(5.13) gilt in dieser allgemeinen Form auch fiir ferromagnetisches Materialverhalten.
Aufbauend auf Gl. (5.5) und [5] folgend, gilt fiir die dissipative Arbeit:

diss(n) sp(n) sp(n)
’LU(ﬁ) = 0y 81-]4(/3) + Hz AMZ([‘}) . (560)
Die Berechnung der Energiebarrieren w(cg)“ erfolgt analog zu der in Abschnitt 5.1.2
beschriebenen Vorgehensweise. Da in Verbindung mit ferromagnetischen Materiali-

en ausschliefllich Rotationen der Elementarmagnete von +90° und 180° betrachtet
werden, gilt fiir die entsprechenden Energiebarrieren:

willhoey = V2M°H,, w{iie = 2M°H.. (5.61)

Hinsichtlich der zu wihlenden Approximation nach den Gln. (5.34), (5.35) und
(5.36) wird bei der Modellierung von ferromagnetischem Materialverhalten aus-
schlieflich die VoiaT - Approximation angewendet. Wie auch bei Ferroelektrika
ist eine generalisiert REUSS - Approximation keine sinnvolle Wahl, da auch bei
Ferromagnetika eine Interaktion durch Eigenspannungen der lokalen materiellen
Punkte realisiert werden soll. Eine REUSS/VOIGT - Approximation, wo von kon-
stanter Verzerrung und magnetischer Induktion ausgegangen wird, ist umsetzbar,
wird aber dennoch nicht weiter verfolgt.

Fiir makroskopische Verzerrung (e;) und elektrische Feldstirke (E;) gilt weiter-
hin Gl. (5.34). Die makroskopische magnetische Feldstirke (H;) ist gegeben durch:

H™ =g™ =T, (5.62)

M=

1
H) =—
(Hi) = +; 2
Analog der Vorgehensweise bei ferroelektrischen Materialien werden auch bei der
Modellierung von Ferromagnetika die einzelnen Korner m als Teilvolumina V(™
des Volumenbereichs V' angesehen. Fiir die assoziierten makroskopischen Grofien
(03), (B;) und (D;), Abschnitt 5.1.3 und [53] folgend, gilt:

(o) = 1 S o™, (B)= S f: BM™. (D)) = L f: D™ (5.63)

ij M = ij o 7 M = 7 5 7 M = 7 . .
Die ferromagnetischen konstitutiven Gleichungen folgen aus den Gln. (3.94) bis
(3.96), wobei ey, g g = 0 und P = 0 gilt. Somit reduzieren sich die allgemeinen
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konstitutiven Gleichungen fiir ein Korn m auf:

o = C5 (e — e ™)., (5.64)
B{™ = " B 4 M, (5.65)
D™ = kB, (5.66)

Das zu Null setzen der magnetostriktiven Koeffizienten in den Gln. (5.64) und (5.65)
wird durch das makroskopische Materialverhalten von Ferromagnetika begriindet.
Diese zeigen fiir hohe magnetische Feldstarken eine Séttigung in der Schmetter-
lingshysterese, s. auch Abb. 2.11(b). Von Null verschiedene magnetostriktive Ko-
effizienten wiirden aufgrund des linearen Zusammenhangs von magnetostriktiven
Eigenschaften und magnetischer Feldstarke zu einem linearen Verhalten bei hohen
magnetischen Feldstirken fithren. Bei dem hier vorgestellten Modell werden die
glatten Hysteresen von Ferromagnetika durch die irreversiblen Beitrége von Ver-
zerrung £ und Magnetisierung M™ infolge der Rotationen der Elementarmagnete
dargestellt. Fiir die makroskopischen Grofien nach Gl. (5.63) folgt unter Bertick-
sichtigung der Gln. (5.34), (5.62) sowie (5.64) bis (5.66):

(o) = (Cima)zn — (Cymely), (5.67)
(Bi) = {uy) Hj + (M), (5.68)
(Di) = (k) E;. (5.69)

Ausgehend von der abzubildenden Randwertaufgabe sind die aufgepriagten Felder
aus den unbekannten GréBen (o), (B;), (D;), Ex, F]- und FJ- zu wihlen. Die Vorge-
hensweise wurde fiir eine generalisierte VOIGT - Approximation bei Ferroelektrika,
s. Abschnitt 5.1.4.1, erlautert. Da das Vorgehen dem der Ferroelektrika analog ist,
wird hier auf eine ausfiihrliche Erlduterung verzichtet.

5.3 Ferroelektrisch-ferromagnetisches Komposit

In diesem Abschnitt werden zwei kondensierte Modelle fiir ein multiferroisches
Komposit vorgestellt. Das erste Modell berticksichtigt ausschliefllich lineares Ver-
halten fir das ferroelektrische und -magnetische Material. Im zweiten Modell wird
fiir beide Komponenten nichtlineares Materialverhalten angenommen. Ziel dieser
Modelle ist die Vorhersage magnetoelektrischer Kopplungskoeffizienten.

In Abb. 5.7 ist ein RVE eines multiferroischen Komposits unter elektromagne-
tomechanischer Beanspruchung und die Umsetzung in der KM schematisch dar-
gestellt. Graue Korner stellen ferromagnetisches Material dar, weile Kérner ferro-
elektrisches. Somit entspricht in der KM ein Polarisationskreuz nach Abb. 5.2 ent-
weder dem ferroelektrischen oder dem ferromagnetischen Material. Das in Abb. 5.7
dargestellte RVE &hnelt einem 0-3 Partikelkomposit mit ausgeglichenem Volumen-
verhéltnis beider Komponenten, wie es z. B. in [4, 85] mit der FEM untersucht
wird. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass mit der KM ein Komposit nicht
eins zu eins abgebildet werden kann. Dies wird schon dadurch begriindet, dass die
KM eine diskretisierungsfreie Methode ist und somit Effekte welche aus der raum-



5.3 Ferroelektrisch-ferromagnetisches Komposit 69

materieller Punkt (KM)

AARRERREARRSRS LG

L(2)FB

Modell Foxt
—_— 2

ext i el || gext
H; L, @rE | 2

T e
Abb. 5.7 Schematische Darstellung eines reprédsentativen Volumenelementes ei-

nes multiferroischen Komposits unter elektromagnetomechanischer Be-
anspruchung (FE: ferroelektrisch, FM: ferromagnetisch)

lichen Anordnung resultieren nicht berticksichtigt werden kénnen. Auf der anderen
Seite ist es sehr wohl méglich wichtige Aspekte wie die Kopplung der elektrischen
und magnetischen Feldstéirke, infolge der auftretenden mechanischen Spannungen,
abzubilden. In wie weit ein kondensiertes Modell zur Vorhersage von magnetoelek-
trischer Kopplung verwendet werden kann, wird in Kapitel 7 untersucht.

Hinsichtlich der Berechnung der assoziierter Grofen gilt Gl. (5.63). Trotzdem das
ein Komposit aus mehreren Materialien besteht, hat Gl. (5.63) weiterhin Giiltigkeit,
da alle Kérner, unabhéngig vom Material, iber dasselbe Volumen verfiigen, d. h.
Vi =y = v und V= Mpg VP + My Vi) = MV,

5.3.1 Lineares Materialverhalten

Zur Berechnung der magnetoelektrischen Kopplungseigenschaften eines linearen
multiferroischen Komposits sind die konstitutiven Gleichungen fiir einen lokalen
materiellen Punkt m durch

oi" = Cglell” — e B — i H™, (5.70)
D" = el + vV B, (5.71)
Bi™ = g ety + i ™ (5.72)

gegeben, s. [5, 85, 142]. Die Gln. (5.70) bis (5.72) sind in allgemeiner Form fiir
sowohl die ferroelektrischen als auch -magnetischen Komponenten angeschrieben,
d. h. fiir einen ferroelektrischen materiellen Punkt ist der magnetostriktive Tensor
ql(i;l) Null, entsprechend verschwindet der piezoelektrische eg-") bei ferromagneti-
schen materiellen Punkten. In Kapitel 3 wurde ferner noch der magnetoelektrische
Materialtensor eingefithrt. Auf diesen wird in den Gln. (5.70) bis (5.72) verzichtet,
da die entsprechenden Kopplungseigenschaften nicht in den einzelnen Komponen-
ten sondern infolge der mechanisch induzierten Kopplungseffekte nur im Komposit
auftreten.

Die makroskopischen konstitutiven Gleichungen fiir (o), (D;) und (B;) folgen
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aus Gl. (5.63), mit M = Mg + Mgy, sowie den Gln. (5.70) bis (5.72):

1 Mrg
<0ij>:M Z C(mm: mm: + Z ngM)gngM)*

mpp=1 mpm=1 (5 73)
N2 e glmee) _ R (mean) prmen) '
o Z elij’FE E| FE) Z 0y M H, ) |
mpp=1 mpyv=1
(mpE) mpE (meg) p(mrE)
Z €t + Z Ky E) +
M (mFE 1 ' mpp=1
(5.74)
Mym
+ Z K./g;mFM)El(mFM)>7
mpn=1
1 Mym - . Myg . .
(B;) = i ( Z (Zl('leM)ggﬁl M) + Z N’EZ rFE)I.[l( 'FE)JF
mpm=1 mpp=1 (575)

& (mend) gy (me)
+ Z II/LZ 'FM Hl 'FM .

mpy=1

Unter Berticksichtigung einer generalisierten VOIGT - Approximation, s. Gln. (5.34)
und (5.62), gilt fiir die Gln. (5.73) bis (5.75):

(o) = (Cyu)em — (ew) Br — {ag) Hy, (5.76)
(Di) = (em)en + (k) By, (5.77)
(By) = {qua)En + (pa) H,. (5.78)

Bei den makroskopischen konstitutiven Gleichungen (5.76) bis (5.78) ist zu beach-
ten, dass der piezoelektrische und der magnetostriktive Tensor (ey;) und (g;;) aus
der piezoelektrischen oder der piezomagnetischen Komponente hervorgehen, bei
der Volumenmittelung allerdings auf die gesamte Anzahl aller materiellen Punkte
M bezogen werden. Abhéngig von den aufgeprigten Feldern sind die unbekannten
GroBen aus (o), (D;), (B:), Eu, E; und H; zu wihlen.

Die magnetoelektrische Kopplung tritt bei Kompositen infolge mechanisch indu-
zierter Kopplungseffekte zwischen den ferroelektrischen und -magnetischen Kom-

ponenten auf. Wird von (o) = 0§, E; = EP und H; = HP als aufgeprigte

Felder ausgegangen, so folgt fiir die Verzerrung g;; des RVE:
i = (Cn) ™" (05 + (em) S + (g HS) . (5.79)

Einsetzen von Gl. (5.79) in die Gln. (5.77) und (5.78) fihrt fiur die dielektrische Ver-
schiebung und magnetische Induktion des représentativen Volumenelements (D;)
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und <Bz> VAR
< > = <€zk!>< mnkl) 0',"” + (<€zkl>< 7""kl><€jmn> <sz>) Eext
+ (€] Connit) ™ <q]m>H7ext (5.80)
< > = <QLkl>< mnkl) U + <q‘kl><Cmnkl>71<@jmn>E;Xt+ (5 81)
(<‘Lkl)( Crantt) ™" {Gjmn) + (m,—)) HE .

Dielektrische Verschiebung und magnetische Induktion (D;) und (B;) in den Gln.
(5.80) und (5.81) sind nun Funktionen der aufgeprigten Felder o, E&' und H™.

(7
Fiir ein sich anderndes elektrisches Feld, bei O‘CXt H™ = const, folgt fur die ma-
(o

gnetoelektrische Kopplung <gij ") ):

>

(B:)
ABS

o 9(B;
oot (

< ij > 8E0Xt = <qtkl> < Omnkl> ! <ejmn> ~

o, H

(5.82)

o, H

Analog dazu gilt fiir die magnetoelektrische Kopplung bei einem sich dndernden
magnetischen Feld, mit o, Ef* = const:

>

( (o, b)> 8<D1>
i aHext

(D
A [{]_ext

N

(5.83)

= <Cikl> < Cmnk'l> - < qjmn> ~
o,E

o, FE

Aus dem Vergleich der Gln. (5.82) und (5.83) geht hervor, dass die MAXWELL-
Relation, welche besagt, dass die partiellen Differentiale bzw. die Quotienten der
Gln. (5.82) und (5.83) dieselben Kopplungskoeffizieten hervorbringen miissen, erfiillt
wird. Numerische Ergebnisse zur magnetoelektrischen Kopplung in multiferroischen
Kompositen bei linearem Materialverhalten sind in Abschnitt 7.3 zu finden.

5.3.2 Nichtlineares Materialverhalten

Der Modellierung eines multiferroischen Komposits mit nichtlinearem Materialver-
halten liegen die konstitutiven Gleichungen (5.37) und (5.38) des ferroelektrischen
und die Gln. (5.64) bis (5.66) des ferromagnetischen Materialverhaltens zugrunde.
In Abschnitt 5.1 wurden die magnetischen Eigenschaften ferroelektrischer Mate-
rialien nicht berticksichtigt, da bei rein ferroelektrischen Randwertproblemen die
Kopplung mit magnetischen Gréflen eine untergeordnete Rolle spielt.?! Da die-
se Eigenschaften im weiteren Verlauf jedoch von Bedeutung sind, gelte fiir die
magnetische Induktion eines lokalen materiellen Punktes m der ferroelektrischen
Phase:

B™ = M H™, (5.84)

wobei dieser Zusammenhang aus Gl. (3.96) mit g, g;;, M/™ = 0 folgt. Wie be-
reits in den Abschnitten 5.1, 5.2 und 5.3.1 sind die makroskopischen konstitutiven
Gleichungen des RVE zu best1mmen. Die makroskopischen assoziierten Grofien

21Eine schwache Kopplung liegt durch den Einfluss der inneren Variablen (™ auf die magnetische
Permeabilitét vor, s. Gl (5.59)
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(0), (D;) und (B;) sind durch Gl. (5.63) definiert. Unter Berticksichtigung der
Gln. (5.37), (5.38) und (5.84) sowie (5.64) bis (5.66) folgt mit M = Mpg + My fir
die makroskopischen Grofien:

L(NE e clmes) e €
MFE T"FE MEM "TLFI\I
(o) =77 | 2 Cui Z ki
mpp=1 mpm=1
Mrg Mpwm .
Z C;;ZZFE irr(mpp) Z ngz;m{)gzr(mm)_ (5.85)

mpp=1 mpm=1
Myp
(my m
_ Z 31 FE E( FE) ,
mrpp=1

1 Mpg
(D) — § e(}zil’bFE) (mFE) § : e(mFE) Ul(mFE)
‘ M !

mpEp=1 mpEg=1
Mpg
+ Z "LFE)E(T"FE) + Z (’”FM)E("”FI\/[)_"_ (586)

mpp=1 mpp=1

1\%3 irr(m; ))
+ 0y prtme) )

mpr=1

M

mpp=1 mpp =1

1
<Bz> ( § : ngmbb)flj(mrb)+ 2 : ’u(mbM) H(ml-M)+
(5.87)

1‘%{ irr(my ))
+Y M)

mpp =1

Mit der generalisierten VOIGT - Approximation, s. Gln. (5.34) und (5.62), folgt fur
die makroskopischen Felder:

(o) = (Cip)en — (ehF) Bu — (Chtiely ™ + CEtelr ™)y, (5.88)
_ irr(FE irr(FE

(Di) = (ehi)en + (ka) By — (ehpelg ™) + (PP, (5.89)

(Bs) = (py)Hj + (M), (5.90)

Hier sei nochmals darauf hingewiesen, dass die makroskopischen Felder der Gln.
(5.88) und (5.89) nicht explizit von der magnetischen Feldstarke abhéngen. Dies
ist zum einen dadurch begriindet, dass die ferroelektrische Komponente iiber keine
magnetostriktiven Eigenschaften verfiigt, d. h. l]m = 0. Zum anderen wird gemé&f
Abschnitt 5.2 das nichtlineare ferromagnetische Materialverhalten ohne Briicksich-
tigung der magnetostriktiven Eigenschaften abgebildet. Die Annahme qFM =0
kann damit begriindet werden, dass bei der Darstellung der Schmetterling bhyste-
rese fiir Ferromagnetika ein qfi;\'l # 0 zu einem linearen Verhalten, anstatt einer
Séattigung, fiir groe magnetische Feldstérken fithrt. Wie bereits in Abschnitt 5.3.1,
diskutiert sind abhéngig von den aufgeprigten Feldern die Unbekannten aus den
makroskopischen Gréfen (o), (D;), (B;:), Eu, E, und Fj zu wéahlen. Im Hinblick
auf die in Abschnitt 7.3 vorgestellten Ergebnisse werden (o) = 0§, E; = B
und H; = H als duBere Lasten vorgegeben. Damit kann aus Gl (5.88) die ma-
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kroskopische Verzerrung berechnet werden:

= <Cﬁkl>—1 (Ug_x: +< FE>Eext <CFE irr(FE) + OPM nr(FM))) 1(;1”)~ (5491)

i mz] g Jmn mn g Jmn mn

In den Gln. (5.88) und (5.91) erfolgt der Einfluss des Magnetfeldes auf die mecha-
nischen Felder mittelbar iiber die inelastische Verzerrung £7™ und in geringem
MaBe durch den Elastizititstensor CY, der iiber die Evolution der inneren Varia-
blen ebenfalls durch die magnetische Feldstarke beeinflusst wird. Durch Einsetzen
von Gl (5.91) in Gl (5.37) und Gl. (5.64) kénnen die Eigenspannungen lokaler
materieller Punkte des ferroelektrischen und -magnetischen Materials berechnet
werden. Aus Gl. (5.91) ist ferner ersichtlich, dass durch die makroskopische Verzer-
rung gy, irreversible Prozesse beider Komponenten sich gegenseitig beeinflussen. So
folgt z. B. aus den Gln. (5.37) und (5.64), dass auch bei einer rein magnetischen
Belastung mechanische Spannungen in der ferroelektrischen Phase zu Doménen-
wandverschiebung fithren konnen. Sowohl weitere makroskopische Groflen, als auch
solche lokaler materieller Punkte, konnen mit Gl. (5.91) durch einsetzen in die ent-
sprechenden konstitutiven Beziehungen bestimmt werden. Eine Berechnung der
magnetoelektrischen Kopplung analog dem Vorgehen in Abschnitt 5.3.1 ist bei
nichtlinearem Materialverhalten nicht moglich, da die dielektrische Verschiebung
und die magnetische Induktion nicht explizit von der magnetischen Feldstérke und
der elektrischen Feldstérke abhidngen. Aus den Gln. (3.80) und (3.82) geht jedoch
der allgemeine Zusammenhang zwischen dielektrischer Verschiebung bzw. magne-
tischer Induktion und der magnetoelektrischen Kopplung g; hervor. Mit Bezug
auf die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse folgt bei of*, H** = const fiir die
magnetoelektrische Kopplung:

(0, H) O(B;) A(B;)
\ = ~ . .92
(o5 oL ol AP o (5.92)

Auf eine explizite Darstellung der magnetoelektrischen Kopplung (g,(f‘E)> mit
oFt, P = const wird an dieser Stelle verzichtet, da diese Variante der dufle-
ren Lasten in Kapitel 7 nicht weiter verfolgt wird. Die Berechnung erfolgt jedoch
analog zu Gl. (5.92).

5.4 Modellierung der morphotropen Phasengrenze
bei PZT - Keramiken

In diesem Abschnitt werden zwei Ansitze zur Modellierung der MPG vorgestellt.
Aus der Aufnahme mit einem Rasterelektronenmikroskop (REM), s. Abb. 5.8, geht
hervor, dass sowohl tetragonale als auch rhomboedrische Phasen in einem Korn vor-
kommen. Basierend auf diesen experimentellen Untersuchungen und aufbauend auf
Abschnitt 5.1.1 ist in Abb. 5.8 die modellierte Doménenstruktur eines Einkristalls
an der morphotropen Phasengrenze dargestellt. Dabei bezeichnen e und & Grofen
der tetragonalen und rhomboedrischen Phasen. Die Lage der Polarisationskreuze
beider Phasen ist durch die Winkel & bzw. & im globalen Koordinatensystem z;, 2,
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REM

lokaler materieller Punkt (Korn)

Abb. 5.8 Aufnahme eine Korns (PZT) an der morphotropen Phasengrenze mit
dem Rasterelektronenmikroskop (REM) [140] sowie Modellierung der
Doménenstruktur auf Basis der kondensierten Methode

festgelegt. Fiir die inneren Variablen beider Phasen, 2™ und v gelten die Be-
dingungen nach Gl (5.1). Die Volumenanteile eines H - phasigen Korns sind durch
die zusitzlichen inneren Variablen ™ mit h € [1, H] gegeben. Es gilt:

H
0<np®<1, Yo =1 (5.93)

Die vorliegende Arbeit beschrénkt sich auf den Sonderfall eines zweiphasigen Korns
(H = 2). Bei gegebenem Volumenanteil der tetragonalen Phase 7t] gilt

n=1-1 (5.94)
fiir den rhomboedrischen Volumenanteil. Aufbauend auf dieser Bedingung werden
nachfolgend die beiden Modellierungsansitze vorgestellt und diskutiert.

5.4.1 Modellierungsansatz 1: Phaseninteraktion auf Kornebene

Bei dem hier betrachteten Modell wird von einer Interaktion der Phasen auf Korne-
bene ausgegangen. Mit Hilfe dieses Ansatzes konnen Eigenspannungen der Phasen
eines Korns ermittelt werden, die ihre Ursache in den Doméanenwandverschiebungen
innerhalb der Phasen haben. Hierzu werden zunéchst die konstitutiven Gleichungen
fiir jede Phase eines Korns m angeschrieben:

B = i (éz(c?”) - 523“'")) g, (5.95)
ol = OEJ'Z,) (555” T‘"(’”)) —EE;T’)EE’”), (5.96)
D(m) 4 (ég@ tm(m)) + £ ﬁ;gm) " Iéiirr(m)y (5.97)
by — ) (B -2 + KB+ B sy
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Materialeigenschaften beider Phasen in den Gln. (5.95) bis (5.98) werden nach

GL (5.3) in Abhéngigkeit der inneren Variablen 2™ und £ bestimmt. Die inelas-
tische Verzerrung und die spontane Polarisation sind Kapitel 4 zu entnehmen. Fir
die Spannung und die dielektrische Verschiebung eines Korns m gilt:

o) = Hm b (1 _ ﬁ(m)) 5. (5.99)
ng t(m D(m) + (1 _ ﬁ(m)) b;m). (5100)
Aus den Gln. (5.99) und (5.100) wird ersichtlich, dass sich Spannung und dielektri-

sche Verschiebung eines Korns aus den gewichteten Beitrédgen der jeweiligen Phasen
ergeben.

Die makroskopische Spannung (o) und dielektrische Verschiebung (D;) eines
morphotropen Polykristalls mit A Kornern folgen aus den Gln. (5.20), (5.99) und
(5.100):

L oom LS () pm) Lom) ) gom)
(o) = 3 > of zﬂz(n &4 +<177; > 56 ) (5.101)
m=1 m=1
1 M (m) 1 M t (m) t (m)
(D) = 4 > DI = 5 > (D (1= D) ()
m=1 m=1

Des Weiteren wird, Abschnitt 5.1.4 folgend, von einer generalisierten VOIGT - Ap-
proximation (5.34) ausgegangen, d. h. Verzerrung ey und elektrische Feldstirke
) sind homogen fiir das betrachtete RVE und somit auch homogen fiir die Pha-
sen eines Korns. Fiir die makroskopischen Materialeigenschaften eines RVE mit M
Kornern, wobei jedes Korn aus H Phasen besteht, gilt allgemein:

1 M Hm S
<Cijkl Z Z n 7]kl ) (5103)
m:l
1 M )
(ew) = 37 22 (Z n(mh e mh)) (5.104)
m:l
1 M Hm
Kij) = — TR . .
. n(m h) gjm h) 5.105
m=1 h=1

Der Vollstandigkeit halber sei an dieser Stelle erwiihnt, dass die Materialeigenschaf-
ten einer Phase, Ci%’h)7 el(-,:l"’h) und /{<m h), gemaf Gl. (5.3) berechnet werden. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wurde hier auf eine detailliertere Darstellung ver-
zichtet. Einsetzen der konstitutiven Gleichungen (5.95) bis (5.98) in die Gln. (5.101)
und (5.102) fithrt, unter Berticksichtigung der makroskopischen Materialeigenschaf-
ten (5.103) bis (5.105), auf die makroskopischen konstitutiven Gleichungen eines
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Polykristalls mit mehrphasigen lokalen materiellen Punkten:

il ! i A Tirr
(03) = (Cyu)er — (e1) Br — (Coadit + Cyfi), (5.106)
(Di) = (ean)en + (ra) Ei — (el + emély) + (P, (5.107)

wobei fiir die Mittelungen insbesondere

toop T 1 X tirr
(Cansli + Conll) = 37 2 ( (m) (o) Lim(m)
m=1 (5108)
+ < 7t7(m)> C(m)Tlrr(m)>
t o Lirr T Tirr 1 u t (m) L(m) tirr(m)
ey + emeny ) = Wi Z (77 Cirl € T
=1 (5.109)
I (1 _ ,3<m>> @EZZ)QQW) 7

1

(P") = u 2

i

||M§

t. T
(fy(m)P;.”(”“ + (1 - 7‘7<m>) P;.”(m>) (5.110)

gilt. GemaB Abschnitt 5.1.4 sind die Unbekannten (o), (D;), 5 und E; abhéngig
von den aufgeprigten dufleren Lasten zu wéhlen. Ausgehend von Spannung und
elektrischer Feldstérke als auflere Last, d. h. (o) = o und E; = B, folgt die
makroskopische Verzerrung aus Gl. (5.106):

~ - X ! tir | [ ir t
g = {(Clijn) ! (Uze] o (CipmnEmn + Ciimngr!rfr) + {emi) B’ t) (M) ggp
(5.111)

Mit Gl. (5.111) kann die Eigenspannung einer Phase, z. B. der tetragonalen Phase
eines Korns m, nach Gl. (5.95) bestimmt werden:

t(m - ex ! irr T ex’

0’5]» )= Cljkl <<Cmnkl> ! <Um7tz + <CWTLOP€0]) + mep‘g > + <€pmn>Ep t) -
(5.112)

tirr(m t(m) rex
- gkl( )> Ez] E "

Analog zu Gl. (5.112) folgt die Eigenspannung der rhomboedrischen Phase aus den

Gln. (5.96) und (5.111). Des Weiteren kann, unter Verwendung der Gln. (5.95),

(5.96) und (5.111), die Eigenspannung eines Korns nach Gl. (5.99) berechnet wer-

den. Ferner ist mit Gl. (5.111) die Berechnung der dielektrischen Verschiebung auf

Phasen-, Korn- und Markoebene moglich.??

5.4.2 Modellierungsansatz 2: diskrete Phasen auf Kornebene

Der zweite Ansatz basiert auf den konstitutiven Gleichungen eines Korns m nach
den Gln. (5.37) und (5.38). Im Gegensatz zu dem Ansatz aus Abschnitt 5.4.1,

22Siehe hierzu die Gln. (5.97), (5.98), (5.100) und (5.107).
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werden hier keine konstitutiven Gleichungen fir jede Phase zugrunde gelegt. Viel-
mehr wird hier die Mehrphasigkeit eines Korns unmittelbar iiber die Materialei-
genschaften und inelastischen Grofien beriicksichtigt, welche wiederum in die kon-
stitutiven Gleichungen (5.37) und (5.38) eingehen. Hinsichtlich der Modellierung
der Doménenstruktur gilt weiterhin Abb. 5.8.

Die elastischen, piezoelektrischen und dielektrischen Koeffizienten eines mehr-
phasigen Korns m lauten:

) NOnh)
m oy m,h,n

Chil =2 (nm ST ey, (5.113)
h=1 n=1
H(m) N(m,h)

653) _ Z (,](m,h) Z egg,h,n)y(m,h,n))? (5.114)
h=1 n=1
H(m) N(mh)

Ks;;rb) _ : (n(m,h) z:l KE}’L’}L’”)V(m'h'")). (5115)
=1 n=

In den Gln. (5.113) bis (5.115) wird ein Korn mit H Phasen, h = 1,..., H, be-
trachtet. Des Weiteren wird zur Wahrung der Allgemeinheit angenommen, dass die
Anzahl der Doménen N™" n =1, ... N" eciner jeden Phase variieren kann.?
Der Volumenanteil einer Phase A wird durch (™" beschrieben. Die Anderung in-
elastischer Grofen, die ihre Ursache in der Domédnenwandverschiebung haben, sind
gegeben durch:

X H(m) N(m,h)
dg;rlr(m => (,,](m,h) 3 8;5’(mvhv")dy(m,h-,n))7 (5.116)

h=1 n=1

) Fm) N ()
dpill'r(f'i) — Z (n(m,h) Z AP?P(mleﬂ)dy(m,h,n)). (5117)

h=1 n=1

Die Gln. (5.113) bis (5.117) beriicksichtigen die Mehrphasigkeit eines Korns. Somit
sind nun die Materialeigenschaften und inelastischen GroBen fiir ein solches Korn
gegeben und kénnen in die konstitutiven Gleichungen (5.37) und (5.38) eingesetzt
werden.

Wie in Abschnitt 5.4.1 bereits angenommen, wird auch bei diesem Modellie-
rungsansatz von einer generalisierten VOIGT - Approximation nach Gl. (5.34)
ausgegangen. Des Weiteren werden Korner konstanter Grofle angenommen, so-
dass die makroskopische Spannung (o;;) und dielektrische Verschiebung (D;) mit
Gl (5.20) bestimmt werden konnen. Aufgrund der hier getroffenen Annahmen,
gelten die makroskopischen konstitutiven Gleichungen (5.40) und (5.42) auch fir
den hier vorgestellten Modellierungsansatz, wenn in den konstitutiven Gleichungen
(5.37) und (5.38) eines Korns m die Materialtensoren und inelastischen Grofien der
Gln. (5.113) bis (5.117) beriicksichtigt werden. Die Berechnung der unbekannten
Groflen in Abhéngigkeit der aufgepréigten Felder entspricht dem in Abschnitt 5.1.4
dargestellten Verfahren.

23Dies ist bei einer rdumlichen Modellierung der morphotropen Phasengrenze der Fall, da eine
raumliche tetragonale Phase aus sechs und eine rhomboedrische Phase aus acht Doménenva-
rianten besteht.
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Aus physikalischer Sicht haben beide Ansétze ihr Berechtigung. Die in Ab-
schnitt 5.4.1 vorgestellte Modellierung einer Phaseninteraktion berticksichtigt be-
reits Interaktionsprozesse auf Kornebene, wohingegen die Annahme diskreter Pha-
sen in Abschnitt 5.4.2 diese Prozesse auflen vorldsst und eine Interaktion hier
ausschlieBlich auf RVE - Ebene stattfindet. Die Mehrphasigkeit eines Korns ist
bei diesem Ansatz tiber die Materialeigenschaften sowie die inelastischen Grofien
berticksichtigt.



6 Ein High-Cycle-Fatigue-Modell zur
Lebensdauervorhersage
ferroelektrischer Materialien

In diesem Kapitel wird ein Modell zur Lebensdauervorhersage fiir ferroelektrische
Materialien vorgestellt. Dieses basiert u. A. auf dem von PARIS und ERDOGAN [126]
eingefithrten Gesetz zur Bestimmung von Risswachstumsraten bei unterkritischer
Last. Ein wichtiger Aspekt des Modellierungsansatzes ist die effiziente Beschreibung
sehr vieler Lastzyklen, um CPU - Zeiten moglichst gering zu halten. Ferner missen
effektive Materialeigenschaften bei rissartiger Defektphase berechnet werden, um
der Riickwirkung der Schiadigungsevolution auf alle Feldgrofien und somit auf das
Doménenumklappen Rechnung zu tragen.

6.1 Berechnung effektiver Materialeigenschaften

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Berechnung effektiver Materialeigenschaften
mesoskopischer repréisentativer Volumenelemente, s. auch Abb. 5.4. Dabei wird
davon ausgegangen, dass es sich bei den Inhomogenitéiten des RVE ausschliefflich
um Poren oder Risse handelt, s. Abb. 6.1(a) und (b).

T

oV
(a) (b)

Abb. 6.1 Volumen V mit Rand 9V und Pore 9V, (a) und Riss mit ' =T + '~
(b) [53]

6.1.1 Elektromechanische Rissmodelle

Fir die betrachteten Mehrfeldprobleme sollen zunéchst die Randbedingungen auf
den Rissufern I' = 't + '~ erdrtert werden. Bei elektromechanischen Randwert-
problemen erfahren Grenzflichen und somit Rissufer mechanische Lasten infolge
der elektrischen Last oder piezoelektrischer Kopplungseffekte. Diese werden als

79
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MAXWELL- oder COULOMB - Spannungen bezeichnet. Ein erster Ansatz zu deren
Modellierung wurde von KEMMER und BALKE [77] vorgeschlagen und z. B. in [48,
88] erweitert. Die Wirkung der MAXWELL- bzw. COULOMB - Spannungen ist auf-
grund ihrer risschliefenden Wirkung nicht unbedeutend [48, 132]. Aufgrund der
Komplexitit eines Schidigungsmodells auf Basis dieser Randbedingungen werden
die Rissufer nachfolgend als spannungsfrei angenommen.

Hinsichtlich der elektrischen Randbedingung auf den Rissufern gibt es drei Mog-
lichkeiten, welche in Abb. 6.2 dargestellt sind und nachfolgend kurz gegeniiberge-
stellt werden. In Abb. 6.2(a) ist die DIRICHLETsche Randbedingung dargestellt,

(a) (b) ()

Abb. 6.2 Elektromechanische Rissmodelle mit dielektrischer Konstante der
Matrix- K, bzw. Defektphase x.: (a) permeabel, (b) impermeabel und
(¢) semipermeabel

welche z. B. von PARTON und KUDRYAVTSEV [128] vorgestellt wurde. Bei der auch
als permeable Randbedingung bekannten Annahme wird das elektrische Feld nicht
durch den Riss beeinflusst. Diese wird selbst bei k. < k,, ndherungsweise dann
erfiillt, wenn ein sehr diinner Rissspalt den direkten Weg der Feldlinien energetisch
begiinstigt, s. auch [110]. Es gilt dann fir die Rissufer I'" und I'":

e (@) = ¢ (). (6.1)

Abb. 6.2(b) zeigt die NEUMANNsche Randbedingung. Diese Annahme, welche z. B.
von SOSA [147] und Suo [151] untersucht worden ist, wird auch als impermeable
Randbedingung bezeichnet, da die Feldlinien den Riss durchdringungsfrei umschlie-
Ben. Dies wird dadurch begriindet, dass die dielektrische Konstante des Risses k.
viel kleiner ist als die des Materials k,,, woraufhin der Feldverlauf im Festkorper,
bei hinreichend groBer Rissoffnung, energetisch giinstiger ist, s. z. B. [110]. Ent-
sprechend gilt bei diesem Modell die Randbedingung fiir die Rissufer 't und I'~:

Dy (1) = Dy (m1) = 0. (6.2)

Die in den Gln. (6.1) und Gl. (6.2) erdrterten Randbedingungen stellen Sonderfille
dar. Ein realistischeres Modell ist in Abb. 6.2(c) zu sehen. Hier werden die elektri-
schen Feldlinien zwar durch den Riss abgelenkt, verlaufen aber weiterhin auch durch
den Rissspalt. Die semipermeable Randbedingung wurde von HAO und SHEN [50]
vorgeschlagen und basiert auf einer Analogiebetrachtung von Plattenkondensator
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und Riss.?* Hier wird eine dielektrische Verschiebung im Rissspalt angenommen.
Im Gegensatz zur Randbedingung nach Gl. (6.1) ist diese beim semipermeablen
Modell abhingig von der Risséffnungsverschiebung Au, = 4y — u; und dem Po-
tentialsprung Ag = ¢ — . Auf den Rissufern gilt daher die Randbedingung:
Ap (z

D (m) = KBS () = Kﬁ (6.3)
D5 in Gl. (6.3) wird auch als intrinsische Rissuferladungsdichte bezeichnet. Das se-
mipermeable Rissmodell wird in diversen Arbeiten, z. B. [34, 109, 162], angewendet
und hat sich im Vergleich zu den permeablen und impermeablen Grenzfillen bei
elektromechanischen Rissproblemen als geeignet erwiesen.

Bei den zitierten Arbeiten wurde keine Homogenisierung zur Bestimmung effek-
tiver Materialeigenschaften vorgenommen. Da die Berechnung effektiver Materia-
leigenschaften mit Hilfe analytischer Methoden nicht-trivial ist und das hier vorge-
stellte Modell ein erster Ansatz zur Lebensdauervorhersage ist, wird nachfolgend fiir
die Rissufer eine impermeable Randbedingung gemafi Gl. (6.2) angenommen. Me-
thoden zur Berechnung effektiver Figenschaften piezoelektrischer Materialien mit
Rissen und nicht-trivialen Randbedingungen auf den Rissufern werden von MER-
KEL und RICOEUR [111] vorgestellt, im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter
verfolgt.

6.1.2 Analytische Homogenisierung fiir zweiphasige RVE mit
Poren oder Rissen

Die in dieser Arbeit betrachteten ferroelektrischen Materialien weisen ein nichtli-
nearen Verhalten auf, s. auch Abb. 2.8. Dieses Verhalten geht auf die Doménen-
wandverschiebungen zuriick und fiihrt dazu, dass die elektromechanische Last in-
krementell erhoht werden muss. Bei der Berechnung der effektiven Eigenschaften
eines ferroelektrischen Festkorpers wird in jedem Lastschritt lineares piezoelektri-
sches Materialverhalten zugrunde gelegt. Trotz der physikalischen Nichtlinearitit
ist diese Verfahrensweise gerechtfertigt, da bei den Modellen zu Doménenprozessen
und Schidigung sémtliche nichtlinearen Prozesse innerhalb eines jeden Lastschrit-
tes bereits erfolgt sind. Auf effektive Eigenschaften piezoelektrischer Korper wird
z. B. in [51, 91, 157, 158] eingegangen. Die linearen konstitutiven Beziehung sind
z. B. in [47, 90, 91] zu finden:

e\ _ p di; (om)

()= (e, ) (@) (64
G\ _ Cf}kz *ez*ij (em) 5
>> - <€:kl Ky > <<E1>> (6:5)

In den Gln. (6.4) und (6.5) bezeichnen (e;), (E;), (o) und (D;) wieder die bereits in

Kapitel 5 eingefiithrte gemittelte makroskopische Verzerrung, elektrische Feldstérke,
Spannung und dielektrische Verschiebung eines RVEs. Sy, dy; und 85 in Gl. (6.4)

24 Auf eine Abbildung zur Analogiebetrachtung wird verzichtet. Der interessierte Leser sei auf die
Abb. 5.5 in [33] oder Abb. 3.7 in [110] verwiesen.
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stehen fiir die elastische Nachgiebigkeit, die piezoelektrischen Kopplungseigenschaf-
ten und die dielektrische Impermeabilitdt. Cy, ey and ky in Gl (6.5) bezeichnen
die in Kapitel 3 eingefiihrten elastischen, piezoelektrischen und dielektrischen Ei-
genschaften. Der Zusatz ,+¢ in den Gln. (6.4) und (6.5) kennzeichnet die Materialei-
genschaften als effektive GroSen. In komprimierter Notation konnen die Gln. (6.4)
und (6.5) auch in der Form

(Zy) = F(Ily), (6.6)
<Hp> = C;q<Zq>v (6.7)

dargestellt werden, wobei (Z,) und (II,) die generalisierte Verzerrung und Span-
nung sowie Fy; und Cp, die generalisierte effektive Nachgiebigkeit und Steifigkeit
bezeichnen.

Z. B. nach [53] wird die makroskopische Verzerrung (e;) bei einer Mikrostruktur
mit Poren oder Rissen aufgespalten in einen Matrix- und einen Defektanteil. Fiir die
mittlere Verzerrung der Matrixphase (g;5)m, s. Abb. 6.1(a), gilt unter Anwendung
des GAussschen Integralsatzes:

(egim = / (g + ) AV

1 M 1 (6.8)
=5 imj T A*i/ i in;) dA,
Ve / (uin; + un;) d Ve (un; + ujn;) d
av
wobei der Volumenanteil der Matrix durch ¢y = Viy/V gegeben ist und 0V, den

Rand des Hohlraums bezeichnet. Die allgemeine mittlere makroskopische Verzer-
rung (g;) ist gegeben durch:

1
€y *—V/ w;n; + ujng) dA. (6.9)

Bei Beriticksichtung des Volumenanteils der Matrixphase und Einsetzen von Gl. (6.9)
in Gl (6.8) kann fir die makroskopische Verzerrung

1
<Ei]'> = (3M<5ij>l\rl + ﬁ / (’uﬂLj + U]"n,,;) dA
V. (6.10)

= CM<5ij>M + <57',j>c
geschrieben werden, woraus die additive Zerlegung in Matrix- und Defektverzerrung

hervorgeht. Fir den in Abb. 6.1(b) dargestellten Riss als Defektphase folgt aus

Gl (6.10) mit V., — T' = I'" + '~ und der Rissoffungsverschiecbung Au; =
+

u; — u; die Verzerrung:
1 3
(€i)e = ﬁ/ (Aw;n; + Auyn;) dA. (6.11)
r

Da hier ein Mehrfeldproblem betrachtet wird, gilt analog fiir die makroskopische
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elektrische Feldstirke der Matrixphase, s. hierzu auch LANGE und RICOEUR [91]:
(6.12)

Analog zur mittleren Verzerrung (), ist die mittlere elektrische Feldstérke gegeben
durch:

1
(E) =—= [ on;dA. (6.13)
7l

GL (6.13) und Viy = eu V eingesetzt in Gl (6.12) fithrt fiir die makroskopische
elektrische Feldstarke zu:

1
(E;) = em{Ei)um — v / on; dA
Ve (6.14)
= em(Ei)m + (Ei)e.

Mit dem Potentialsprung Ay folgt die elektrische Feldstirke der Defektphase fiir
Risse:

1
(B, = fVF/A\pni dA. (6.15)

Aus den Gln. (6.10) und (6. 14) geht hervor, dass Verzerrung und elektrische Feldstérke
und wegen (Z,) = ((e5), (F:))" auch die generalisierte Verzerrung (Z,), additiv zer-
legt werden kénnen in einen Matrix- (Z,)y und Defektanteil (Z,)..

Aufgrund der in Abschnitt 6.1.1 getroffenen Annahme mechanisch spannungs-
freier Rissufer, ist die makroskopische Spannung (o;;) gegeben durch die gemittelte
Matrixspannung (o;)m:

(o) = eml{oghu. (6.16)
Fiir die makroskopische dielektrische Verschiebung (D;) gilt analog:

(Ds) = en{Di)ur- (6.17)
Die Gln. (6.16) und (6.17) konnen in der generalisierten Spannung

(L) = em(tp)m (6.18)

zusammengefasst werden, welche in dieser Form allgemein fiir Poren mit ladungs-
freien Réndern bzw. feldfreien Inneren giiltig ist. Da nachfolgend ausschlielich
Risse betrachtet werden, ist der Volumenanteil der Defektphase vernachlédssighar
[53, 91], d. h. fir den Volumenanteil der Matrixphase gilt ¢y = 1. Ferner wird da-
von ausgegangen, dass das Material homogen ist, d. h. C;]\g = const. Damit kénnen
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die Gln. (6.6) und (6.7) fir die Matrixphase angeschrieben werden:

(Zpyw = F£§<Hq>1\a, (6.19)
(p)a = Cpg(Zg)u- (6.20)

Mit (Z,)m = (Zy) — (Zp). sowie den Gln. (6.16), (6.19) und (6.20) folgt:

(I,) = Cpy ((Zg) = {Z4)e) (6.21)
(Zy) = Fp(Ty) + (Zp)c. (6.22)

Hier sei nochmal darauf hingewiesen, dass die Gln. (6.21) und (6.22) nur fiir ein
reprasentatives Volumenelement (RVE) mit Riss (¢y = 1) und dariiber hinaus fir
ladungsfreie Rissufer ((IT,) = (II,)n) gelten. Nun wird ein Einflusstensor D, ein-
gefihrt [53], der die Verzerrung der Defektphase (Z,). und am RVE aufgeprigte
generalisierte Makroverzerrung (Z,)> linear verkniipft:

(Zp)e = Dypo(Zy)™. (6.23)

Dieser Zugang wird in Verbindung mit einer VOIGT - Approximation gewéahlt, wo-
nach (Z,) im gesamten RVE der aufgepragten generalisierten Verzerrung (Z,)>
entspricht. Der in Gl (6.23) eingefiihrte Einflusstensor D, kann infolge der Re-
duktion der effektiven Steifigkeit des RVE bei Risswachstum als Schadigungsmafl
interpretiert werden. Der Einflusstensor ist zunédchst unbekannt. Auf dessen Be-
rechnung, die auch von den Randbedingungen an den Rissufern abhingt, wird in
Abschnitt 6.1.3 eingegangen.

Wie auch die generalisierte Verzerrung der Matrixphase in Gl. (6.6) werden nun
auch jene der Defektphase iiber einen erginzenden Nachgiebigkeitstensor Fy, mit
generalisierten Spannungen verkntipft [53, 91, 135]:

(Zp)e = Fpy(I1)™. (6.24)

Dieser kann nattirlich nicht als Nachgiebigkeit einer nicht-materiellen Defektphase
im engeren Sinne interpretiert werden, sondern représentiert vielmehr den linearen
Zusammenhang von generalisierter Rissoffnung und am RVE aufgepréten Lasten
(IT,)*°. Gl (6.24) impliziert eine REUSS - Approximation wonach (IT,) im gesamten
RVE der aufgeprégten Spannung (II,)> entspricht. Einsetzen der Gln. (6.7) und
(6.23) in Gl (6.21) oder Gln. (6.6) und (6.24) in Gl (6.22) fithrt auf die effektive
Steifigkeit C, basierend auf einer VOIGT- oder REUSS - Approximation:

Cr, = O (6rg — Dry) (6.25)
/] c -1
Cr= (P +Fg) (6.26)

6.1.3 Modellierung der Defektphase zur Berechnung der
Einflusstensoren und effektiven Materialeingenschaften

Zur Bestimmung der generalisierten effektiven Steifigkeit ist es zwingend erfor-

derlich den Einflusstensor Dj; oder den ergénzenden Nachgiebigkeitstensor Fg zu
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berechnen. In diesem Abschnitt wird auf die Modelle und Randbedingungen einge-
gangen, die zur Bestimmung der Einflusstensoren notwendig sind. Fiir die Berech-
nung der effektiven Materialeigenschaften wird ein RVE mit der Kantenlinge v/A
und mehreren Rissen mit beliebiger Orientierung unter einer elektromechanischen
Beanspruchung a}"” und Dém) angenommen, s. Abb. 6.3(a). Ferner ist das rissfeste
Koordinatensystem gegeben durch zf und z5. Die Kantenléinge des RVE ist ein

DL bbb

Abb. 6.3 Modellierung der Defektphase: (a) RVE m unter elektromechanischer
Last und (b) Feldlinien und Polarisationsvektor sowie Koordinatensys-
teme eines zuféllig orientierten Risses [91, 135

numerischer Parameter mit dem die Rissdichte

e

I (6.27)

eingefiihrt werden kann, welche das Verhéltnis der Quadrate von charakteristischer
Lange des Defektes ¢ = 2a und Kantenldnge des RVE beschreibt. Durch die Defi-
nition nach Gl. (6.27) wird gewéhrleistet, dass f = 1 ist, wenn das RVE vollstandig
geschidigt ist, d. h. £ = VA.

Fir die weitere Vorgehensweise wird hinsichtlich der Interaktion von Rissen von
einer wechselwirkungsfreien Defektverteilung ausgegangen, welche auf KACHANOV
[70] zuriickgeht. Von dieser Annahme kann dann gesprochen werden, wenn die De-
fekte in der homogenen Matrix soweit voneinander und dem Rand entfernt sind,
dass Wechselwirkungen untereinander und mit dem Rand vernachlédssigbar sind.
In diesem Fall kann ein einzelner Riss in einem unendlichen Gebiet unter der Wir-
kung der aufgeprégten Makrogrofen (Z,)* oder (IL,)> betrachtet werden. Damit
diese Annahme zuldssig ist, muss die charakteristische Lange der Defekte klein ge-
geniiber den Abstianden untereinander sowie zum Rand des RVE sein, d. h. f < 1.
Aus der Literatur sind einige Methoden bekannt die eine Interaktion von Defekten
berticksichtigen. Diese sind z. B. die Selbstkonsistenzmethode, das Differentialsche-
ma oder das MORI - TANAKA - Modell [53, 60, 116, 124]. Da diese nicht weiter
betrachtet werden, wird auf eine Erlauterung der einzelnen Methoden verzichtet.

Hinsichtlich der Orientierung des Risses werden dessen Ufer senkrecht zur maxi-
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malen Hauptnormalspannung UY“) orientiert, s. Abb. 6.3(a), wobei

o) = L (ol 4 ofp) ﬁ (o + ol + (), (629)

mit agm) > J%") gilt. Diese Vorgehensweise ist gerechtfertigt, da diese Rissorien-

tierung hinsichtlich des Versagens des RVE die kritischste ist. Somit stimmen das
lokale Risskoordinatensystem und die Orientierung des RVE mit den Hauptachsen
des Spannungsfeldes iiberein. In der Realitat werden die Achsen der Hauptspan-
nungen wéahrend des Rissfortschritts rotieren, was zu einer Ablenkung des Riss
fithren wird. In dem hier vorgestellten Modell zum Ermiidungsrisswachstum wird
eine Rotation des Hauptspannungssystems nicht berticksichtigt, sodass hier ein
gerades Risswachstum vorliegt. Im Gegensatz zu einem abgelenkten Riss erfahrt
der hier zugrunde gelegte gerade Riss eine vollstéindige Mode-I Belastung. In der
Realitédt wird eher eine Mixed-Mode Beanspruchung vorliegen, weswegen das hier
vorgestellte Modell eine konservative Abschitzung der Lebensdauer darstellt. Des
Weiteren werden dielektrische Verschiebungen parallel zum Riss nicht berticksich-
tigt, da diese aus bruchmechnischer Sicht meist eine untergeordnete Rolle spielen.
Effekte, die mit zum Riss parallelen elektrischen Feldern und mechanischen Lasten
einher gehen werden in [48, 134] erdrtert.

Neben dem in Abb. 6.3(a) dargestellten rissfesten Koordinatensystem sind weite-
re zur Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften notwendig, s. Abb. 6.3(b).
Hier werden zusétzlich das globale Koordinatensystem (z1,2;) und das Koordi-

natensystem eines lokalen materiellen Punktes m (xl(m),zém)) eingefithrt. Ferner

beschreiben die Winkel $; und fy die Orientierung des Polarisationsvektors Pl-(m)
beziiglich des rissfesten und des lokalen Koordinatensystems. Die Winkel &™) und
af beschreiben die Orientierungen des lokalen und des rissfesten Koordinatensys-
tems beziiglich des globalen. Die Differenz zwischen diesen wird mit Ao = a¢—a/(™
bezeichnet und ist fir die Berechnung der IRWIN - Matrix Yy [131, 133] und der
effektiven Materialeigenschaften notwendig.

Der in den Gln. (6.11) bzw. (6.15) eingefiihrte Verschiebungssprung Aw; bzw. Po-
tentialsprung Ay wird nachfolgend im generalisierten Verschiebungssprung Awuy, =
(Aug, Acp)T zusammengefasst [48, 125, 133]. Unter Beriicksichtigung einer imper-
meablen Randbedingung auf den Rissufern, nach Gl. (6.2), gilt fiir den Verschie-
bungssprung

Yiu Yo Yiz Y Ty
Yo Yoo Yoz You| | 0%
Ya1 Vi Yaz Yy 055
Y Yo Yizs Yy Dg®

Auyy =2 a2 — (zf)?, (6.29)

wobei die Konstanten der IRWIN - Matrix Yj,n von den Materialkoeffizienten sowie
der Orientierung des Polarisationsvektors gegentiber dem Rissufer abhéngen [133].
Da das rissfeste Koordinatensystem mit dem Hauptachsensystem eines lokalen ma-
teriellen Punktes m zusammenfillt und ausschliefllich zweidimensionale Probleme
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betrachtet werden, kann Gl. (6.29) entsprechend reduziert werden [91]:

Ay Y Yo Yiu 0
AUM = AUQ =2 Y21 YQQ Y24 O'gm) a? — (Zf)Q (630)
Agp Yu Yoo Yu Dém

Der erginzende Nachgiebigkeitstensor Fy, folgt somit aus den Gln. (6.24), (6.11),
(6.15) und (6.30). Es ist zu beachten, dass aufgrund der betrachteten zweidimen-
sionalen Probleme fiir die Verzerrungen der Defektphase

1 a
<5ij>c = ﬂ / (Auinj + Au]n,) dxf, (631)
17 .
(Edo = - / Apn; da (6.32)

gilt. Somit kann F, berechnet werden:

0 0 00 0
Lo v 00 vy
Fgy=mf {0 Y 00 Yy (6.33)
0 0 00 0
0 *Y42 00 *Y44

Die Berechnung des Einflusstensors Dy, aus Gl. (6.23) erfolgt analog zu Fy,. Die
generalisierte Defektverzerrung ist gegeben durch die Gln. (6.31) und (6.32). Ersetzt
man in Gl (6.26) (IT,)> mit Gl. (6.7) durch (Z,)*, so liefert ein Vergleich mit
Gl. (6.23) den Einflusstensor:

0 0 0
Y22 CQIV][ + Y24 612\'11 Y22 021\21 + Y24 6%% Ygz 021\3{ + Y24 e%’
D,y = Zﬂf Yio 021\11 + YlM’% Yio 021\21 + Yme% Yio Cgl\g + Y146%
0 0 0
- Y/12 CZI\II - Y4/1 6%{ - Y/12 021\2[ - Y/M 621% - Y42 CZI\'; - Y4/1 6%\"%
0 0
Yosrdy — Yooy  Yaurdy — Yopeh)
Yirdy — Yioely  Yiwdh — Yiged)
0 0
Yigels — Yurdy  Yigehy — Yuursy

(6.34)

Mit den fir impermeable Randbedingungen bestimmten erginzenden Nachgiebig-
keitstensor (6.33) und dem Einflusstensor (6.34) kann die generalisierte effekti-
ve Steifigkeit Oy nach Gl. (6.26) oder (6.25) bestimmt werden. Untersuchungen
zum Einfluss der Rissdichte f auf die effektiven Materialeigenschaften sind in Ab-
schnitt 7.4 zu finden.
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6.2 Modell zur Lebensdauervorhersage

Ziel des hier vorgestellten Modells ist es, die Lebensdauer auf Grundlage einiger
numerischer Berechnungszyklen in Verbindung mit der in Kapitel 5 vorgestellten
kondensierten Methode (KM) vorherzusagen. Das Modell muss allerdings nicht
zwingendermafien mit der KM sondern kann auch mit anderen Berechnungsverfah-
ren umgesetzt werden. Aufgrund der hier untersuchten elektromechanischen Belas-
tungen tritt der Fall K; = K¢, d. h. kritisches Risswachstum, nicht auf, was eine
Fallunterscheidung tiberfliissig macht.

Das von LANGE und RICOEUR [91] vorgestellte Modell zur Lebensdauervorher-
sage basiert auf dem von PARIS und ERDOGAN [126] eingefiihrten Gesetz. Wenn-
gleich dieses in erster Linie fiir makroskopisches Risswachstum giiltig ist, haben
in der jiingeren Vergangenheit experimentelle Untersuchungen zum unterkritischen
Risswachstum bei Strukturkeramiken gezeigt, dass das PARIS - Gesetz auch auf
Mikrorisse anwendbar ist [14, 82, 102, 152]. Abb. 6.4 zeigt den schematischen Ab-

nein

7

*
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Abb. 6.4 Schematische Darstellung des High - Cycle - Fatigue Modells zur Le-
bensdauervorhersage

lauf der Berechnung. Anhand der acht Schritte soll die Funktionsweise des Modells
nachfolgend erklért werden. Im ersten Schritt wird ein vollstdndiger numerischer
Lastzyklus N mit Hilfe der KM simuliert. Dabei wird ein RVE mit M lokalen
materiellen Punkten beriicksichtigt. Abhangig von der gewéahlten VOIGT- bzw.
REUSS/VOIGT - Approximation folgen die Eigenspannungen eines lokalen materi-
ellen Punktes m aus Gl. (5.44) bzw. (5.50), unter Beriicksichtigung der Gln. (5.56)
und (5.57). Die einem RVE geméafl Abb. 6.3(a) aufgeprigte mechanische Last U]m)
folgt aus Gl. (6.28).% Im zweiten Schritt wird mit

AK™ = Agl™ [7al) (6.35)

die Amplitude des Spannungsintensititsfaktors eines materiellen Punktes m be-
e . . (m) __ _max(m) _ min(m) . e p . . B
stimmt, wobei Ag;" = o gilt. Darauf aufbauend werden der ma
ximale Spannungsintensitatsfaktor (SIF) AK; = max {AKI(W)} und der zugehori-

25In dieser Arbeit wurde der Schritt 1 mit der KM durchgefiihrt. Eine alternative Berechnungs-
methode, z. B. die FEM, zur Bestimmung der Eigenspannungen (rgjm) ist jedoch auch moglich.
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ge materielle Punkt ermittelt. Der Kompaktheit wegen wird A K nachfolgend nur
noch als SIF bezeichnet. Wenn der jeweilige materielle Punkt noch nicht geschadigt
ist, entspricht die Risslinge in Gl. (6.35) fir N > 1 der Anfangsrisslinge ag. Im
dritten Schritt wird iiberpriift, ob der berechnete SIF grofier als der Grenzwert fiir
Ermidungsrisswachstum Kjy, ist, bei dem Rissinitiierung eintritt. Falls beim ersten
numerischen Zyklus N = 1 das Kriterium nicht erfillt wird, endet die Simulation
aufgrund eines fiir Schadigungsprozesse offensichtlich unzureichenden Lastniveaus.
Wird bei N = 1 Risswachstum initiiert, bei einem spéteren Lastschritt N > 1
jedoch nicht, so wird die Anzahl der physikalischen Zyklen Np um eins erhoht und
der néchste numerische Zyklus wird simuliert. Andernfalls wird der Rissfortschritt
Aay fir den aktuellen Lastzyklus N wie folgt berechnet:

AELN = ’Y(AZN_l. (636)

An dieser Stelle sei nochmal darauf aufmerksam gemacht, dass sich mit & gekenn-
zeichnete Grofen auf den lokalen materiellen Punkt m mit dem maximalen SIF
AK; bezichen. Dic in Gl. (6.36) eingefiihrte GroBe « ist ein numerischer Parameter,
welcher das Verhéltnis zwischen Rissfortschritt und aktueller Risslinge beschreibt.
Mit Gl. (6.36) folgt fiir die neue Risslange ay:

ay = ay—1 + Ady

— (147) . (6.37)

Gegenstand des vierten Schrittes ist die Berechnung der physikalischen Lastzyklen
Np die notwendig sind, dass der Riss um das in Gl. (6.36) festgelegte Inkrement
Aay wachsen kann. Da Rissfortschritt alleine durch die mechanische Beanspru-
chungsgrofle AKI(m) nach Gl (6.35) kontrolliert wird und elektrische Lasten mit-
telbar iiber Eigenspannungen Einzug halten, wird zur Bestimmung von Np das
klassische PARIS - Gesetz [120]

da n
v = C (AKy) (6.38)
verwendet. Mit dem in Gl. (6.38) beschriebenen PARIS - Gesetz wird der lineare,
zweite Bereich, im log (da/dN) - AK| - Diagramm abgebildet. Erweiterungen, wel-
che besser mit experimentellen Ergebnissen tibereinstimmen und somit sowohl den
Rissinitiierungsbereich (1. Bereich) als auch den Ubergang zum Gewaltbruch (3.
Bereich) abbilden, sind z. B. in [36, 44] zu finden.?® € und 7 in Gl (6.38) bezeich-
nen die materialabhéngigen PARIS - Konstanten. Zur Vorhersage der Lebensdauer
wird neben den in Kapitel 5 eingefiihrten inneren Variablen (™ eine weitere inne-
re Variable zur Beschreibung der Schadigung benotigt. Weiterhin ist fiir diese ein
Evolutionsgesetz notwendig. Als innere Variable zur Beschreibung der Schidigung
bietet sich die in Gl. (6.27) eingefithrte Rissdichte an, da mit ihr eine eindeutige
Aussage hinsichtlich der Schiadigung eines RVE getroffen werden kann. Ein Evo-
lutionsgesetz fiir f folgt aus den Gln. (6.27) und (6.38). Gl. (6.27) kann zunéchst

26 Auf eine Darstellung der Risswachstumskurve wird an dieser Stelle verzichtet. Diese ist in
verschiedenen Literaturwerken, wie z. B. Abb. 3.51 in [83] oder Abb. 4.46 in [53], dargestellt.
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nach der Risslinge a umgestellt werden. Da die Fliche des RVE A konstant ist,
folgt fir die Ableitung da/dN:

da 1 [Adf
o zﬁw (6:39)
Aus den Gln. (6.38) und (6.39) resultiert dann die Evolutionsgleichung fiir den
Rissdichteparameter f:
df _ ) ﬁ
T =AY (6.40)

Anwendung des Separationsansatzes auf Gl. (6.38) und Berticksichtigung von Gl.
(6.35) fihrt zu:

a

Np an
[av- o
0 an-—1 ¢ (AKI>
. (6.41)
_ r da
o C(A6/ma)"”
an—_1

Bei der Integration von Gl. (6.41) wird angenommen, dass die ermittelte Amplitude
der Hauptspannung Ao; eines numerischen Zyklus N konstant fiir zugehorigen
physikalischen Zyklen Np ist. Somit folgt fiir die physikalische Lastspielzahl Np
eines numerischen Zyklus N:

1 o
Np= a 2da
C (A6 m) aN/,l o
2 . o . -
- a1+ = @) 7).

Im sechsten Schritt werden die Rissfortschritte Aaj(\,m der verbleibenden M — 1
lokalen materiellen Punkte bestimmt, falls AK]m) > Kpy, erfiillt ist. Diese folgen
aus Gl. (6.38), wobei zur vereinfachten Integration von einer konstanten Risslinge
ausgegangen wird [91]. Mit GI. (6.35) gilt fiir Aa{)"” somit:

n
Ad = C (Agmh/mm) Np. (6.43)

Aus Gl. (6.43) wird ersichtlich, dass der Rissfortschritt eine Funktion der lokalen
Belastung Ac\™ der aktuellen Risslinge a{"”; sowie der mit G1. (6.42) berechneten
physikalischen Lastspielzahl Np ist. Nachdem die Rissfortschritte der lokalen ma-
teriellen Punkte nach Gl. (6.43) berechnet wurden, werden daraufhin die effektiven
Materialeigenschaften geméf Abschnitt 6.1 ermittelt. Im Anschluss daran wird der

néchste numerische Zyklus simuliert. Die Lebensdauer ergibt sich somit aus einer
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Akkumulation der physikalischen Lastspielzahlen (6.42):

tot
N 2 2—n

N e (G VR Iy ECED

N=1

Hinsichtlich des Versagens eines RVE mit M lokalen materiellen Punkten wird das
sweakest link" Prinzip umgesetzt [91] d. h. es ist jener lokale materielle Punkt rele-
vant, der zu Beginn der Simulation die maximale Beanspruchung erfahren hat. In-
folge des Rissfortschrittes Aa,g\,m haben die verbleibenden M —1 materiellen Punkte
durch die Anderung der effektiven Materialeigenschaften einen Einfluss auf die Le-
bensdauer und die in Verbindung mit den konstitutiven Gleichungen entstehenden
Eigenspannungen.
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7 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zu den in den Kapiteln 5 und 6 vorgestellten Modellen
numerische Ergebnisse gezeigt und diskutiert. Die Abschnitte 7.1 und 7.2 befassen
sich mit dem nichtlinearen Materialverhalten von Ferroelektrika und Ferromagne-
tika. Der Abschnitt 7.3 behandelt Untersuchungen zu multiferroischen Komposi-
ten. Hierbei steht die Vorhersage magnetoelektrischer Kopplungseigenschaften im
Vordergrund. In den Abschnitten 7.4 und 7.5 werden Ergebnisse zur Berechnung
effektiver Materialeigenschaften sowie zur Lebensdauervorhersage ferroelektrischer
Materialien mit tetragonalen Elementarzellen unter elektromechanischer Beanspru-
chung vorgestellt.

7.1 Nichtlineares Materialverhalten von
Ferroelektrika

Zur Simulation des nichtlinearen Materialverhaltens von Ferroelektrika wurde tiber-
wiegend Bariumtitanat verwendet. Den Ergebnissen zu Ferroelektrika mit rhom-
boederischer Elementarzelle liegt Bleizirkonattitanat zugrunde. Die verwendeten
Materialdaten sind dem Anhang B zu entnehmen. Hierbei ist jedoch zu beachten,
dass die verwendeten Materialdaten denen eines Polykristalls PZT an der MPG
entsprechen. Somit liegen hier nicht die Materialeigenschaften einer rein rhom-
boederischen Phase vor. Die Ergebnisse sind daher als qualitativ anzusehen. Bei
Materialien mit rhomoedrischer Elementarzelle soll es zunédchst darum gehen, ob
diese, trotz der komplexen Umklappvarianten, nach der in Kapitel 4 dargestellten
ebenen Beschreibungsweise modelliert werden konnen. Bei BT wird fiir die Koer-
zitivfeldstirke E, = 2-10° V/m und fiir die spontane Polarisation P = 0,26 C/m?
angenommen [33, 90, 91]. Entsprechend wird bei PZT von einer Koerzitivfeldstirke
von E, = 2,2-10°V/m und einer spontanen Polarisation von P° = 0,33 C/m? aus-
gegangen [59, 68].

Abb. 7.1(a) zeigt eine elektromechanische Belastung, wie sie in diesem Abschnitt
zur Berechnung von Hysteresen verwendet wird. Hierbei bezeichnet N die Last-
schritte, | B3| die maximale elektrische Feldstirke und 695 die d&uBere mechanische
Last, welche wéhrend eines zyklischen elektrischen Feldes konstant gehalten wird.
Bei der Simulation von Hysteresen werden nachfolgende Randbedingungen bertick-

sichtigt: in Abb. 7.1(b) werden die duflere mechanische Last o = (0, ot 0)"
und die dufere elektrische Feldstirke B = (0, E&%)" vorgegeben. Bei der zwei-
ten Randbedingung, s. Abb. 7.1(c), werden als externe Grofien die Verschiebung
ut = (0, us) " sowie die elektrische Feldstirke £ = (0, E&Y)” aufgepriigt. Die
in Abb. 7.1(c) dargestellte Randbedingung wird ausschlieflich fiir numerische Si-
mulationen bei Einkristallen verwendet.
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Abb. 7.1 Darstellung der elektromechanischen Beanspruchung und der Randbe-
dingungen fiir die numerischen Berechnungen

7.1.1 Polydomaniger Einkristall mit tetragonalen
Elementarzellen

In diesem Abschnitt wird das nichtlineare Materialverhalten ferroelektrischer Ein-
kristalle, d. h. M = 1, mit tetragonalen Elementarzellen untersucht. Die hier dar-
gestellten GroBen Verzerrung, dielektrische Verschiebung und Spannung folgen aus
den Gln. (5.42) und (5.43).

In Abb. 7.2 sind die numerischen Ergebnisse fiir die Randbedingung nach Abb.
7.1(b) dargestellt. Hier wird ein aus mechanischer Sicht spannungsfreier Rand,
d. h. 0$3" = 0, angenommen. Fiir das elektrische Feld wurde eine zyklische Last,
s. Abb. 7.1(a), mit |Ey*| = 5 E, festgelegt. Die Orientierung des Einkristalls ge-

1,5 6,0
1,0 b 50 e
T 05t 40t 7 ) 1
: T 5.4 F /
&0 =301 ! ]
/\g A 50 Fr———1 /
S 05} 1 Y20t / 1
4,6 I L
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(a) (b)
_1’5 Lo L 0 P R R S TN N S S
54321012345 54321012345
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Abb. 7.2 Normierte dielektrische Verschiebung (Ds)/P° und Verzerrung g5 auf-
getragen iiber der normierten elektrischen Feldstirke ES*/E. firr die
Randbedingung gemafi Abb. 7.1(b) fir 053" =0

geniiber dem globalen Koordinatensystem, s. Abb. 5.2, ist a = 0°. Ferner wird von
einem zundchst nichtpolarisierten Einkristall, d. h. v(™ = 1% = 0,25, ausgegangen.
Abb. 7.2(a) zeigt die normierte dielektrische Verschiebung (Ds)/P° aufgetragen
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tiber der normierten elektrischen Feldstérke ES*/E,. Aus Abb. 7.2(a) wird ersicht-
lich, dass 180° - Umklappprozesse bei Es*' = +F, und 90° - Umklappprozesse bei
Eg* = \/2F, auftreten. Diese Beobachtungen stimmen mit dem Umklappkriteri-
um (5.4), unter Beriicksichtigung der Gln. (4.34) und (5.5), iiberein. Fiir hohere
elektrische Feldstérken ist ein lineares Verhalten zu beobachten. In Abb. 7.2(b)
ist die Verzerrung s iiber der normierten elektrischen Feldstirke Es*/E, aufge-
tragen. Da bei Ferroelektrika mit tetragonalen Elementarzellen ausschlieBlich 90°-
Umklappprozesse einen Beitrag zur inelastischen Dehnung liefern, sind hier nur
bei EgXt = V2E, inelastische Prozesse zu beobachten. Im weiteren Verlauf wird
das Verhalten durch lineare Beitrage dominiert. Die fiir Ferroelektrika signifikante
Schmetterlingshysterese entsteht hier aufgrund der Umorientierung der Polarisati-
on bei ES* = +F, und der damit verbundenen Umkehrung des piezoelektrischen
Effektes.
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' — 02}
T 02} 1 £ 04t
= Z.
2 206t
= 0 = 08|
202 4 78-10¢
S
=~ 12t
Oy 1 14
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Abb. 7.3 Normierte dielektrische Verschiebung (D,)/P® und Spannung (o9,) auf-
getragen iiber der normierten elektrischen Feldstirke E$*/E, fir die
Randbedingung gemafl Abb. 7.1(c) und u$** = 0

Abb. 7.3 zeigt die numerischen Ergebnisse fir die Randbedingung geméf Abb.
7.1(c). Hier wurde fir die Verschiebung u$* = 0 gewéhlt. Somit ist die makrosko-
pische Verzerrung gj; des materiellen Punktes Null und die Eigenspannung folgt
aus Gl. (5.43):

(o) = —(Cymeit) — (ew) B (7.1)

In Abb. 7.3(a) ist die normierte dielektrische Verschiebung (D,)/P° iiber der nor-
mierten elektrischen Feldstiarke ES*'/E, aufgetragen. Im Vergleich mit Abb. 7.2(a)
zeigt sich, dass infolge der Verschiebungsrandbedingung die auftretenden Spannun-
gen im Umklappkriterium (5.4) dazu fithren, dass kaum 90° - Umklappprozesse
ermoglicht werden. Dies fithrt nach der Entlastung zu einer deutlich geringeren
remanenten Polarisation. Aufgrund des geringen Beitrags zur dielektrischen Ver-
schiebung sind die 90° - Umklappprozesse in Abb. 7.2(a) kaum sichtbar. Deutlicher
zu erkennen sind diese in Abb. 7.3(b). Hier ist die induzierte Spannung (og) auf-
getragen tiber der normierten elektrischen Feldstérke E$*'/E.. Die Spriinge in den
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Spannungen bei Es* = +F, sind auf die 180° - Umklappprozesse und die damit
einhergehende Umkehrung der piezoelektrischen Eigenschaften zuriickzufiihren. Die
tibrigen Unstetigkeiten in Abb. 7.3(b) werden durch 90° - Umklappprozesse ver-
ursacht. Ein weiterer wesentlicher Unterschied zu den in Abb. 7.2 dargestellten
Ergebnissen ist, dass infolge der auftretenden Eigenspannung 90° - Prozesse nicht
einmalig auftreten, sondern die elektrische Last erhoht werden muss, damit weitere
Volumenanteile der Doménen- umklappen.

7.1.2 Polydomaniger Einkristall mit rhomboedrischen
Elementarzellen

Hier wird lediglich die in Abb. 7.1(b) dargestellte Randbedingung mit o$3* = 0
berticksichtigt.
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Abb. 7.4 Normierte dielektrische Verschiebung (D,)/P° und Verzerrung oy auf-
getragen tiber der normierten elektrischen Feldstiarke ES*'/E, eines Ein-

kristalls mit rhomboedrischen Elementarzellen fir die Randbedingung
0%t gemafl Abb. 7.1(b)

Fir die zyklische elektrische Last wird eine Amplitude von Ey*™* = 5 E, ange-
nommen und die Orientierung des materiellen Punktes gegeniiber dem globalen
Koordinantensystem ist « = 0°. Die in Abb. 7.4 dargestellten Ergebnisse, wo nor-
mierte dielektrische Verschiebung und Verzerrung tiber der normierten elektrischen
Feldstérke aufgetragen sind, entsprechen qualitativ denen aus Abb. 7.2. Der we-
sentliche Unterschied ist im Polarisationsprozess zu finden. In Abb. 7.4(a) sind drei
verschiedene Umklappprozesse zu beobachten: 5 = 70,5°, 5 = 109,5° und 3 = 180°.
Bei Ey ~ 1,061 E, erfolgt der 180° - Umklappprozess der Doméne 4. Dieser Prozess
geht ausschliefllich mit einer Anderung der spontanen Polarisation einher. Der Um-
klappprozess der Doméne 1 um g = 70,5° wird bei E, =~ 1,223 E, beobachtet. Eine
weitere Erhohung des elektrischen Feldes fithrt dazu, dass bei FEy =~ 1,6332 E, die
Doméne 3 um f = —109,5° umklappt. Die zuletzt genannten Umklappprozesse der
Doménen 1 und 3 haben, neben ihrem Beitrag zur spontanen Polarisation, auch
einen Beitrag zur inelastischen Dehnung, s. Abb. 7.4(b).
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7.1.3 Polykristall mit tetragonalen Elementarzellen

Fir alle Berechnungen in diesem Abschnitt wurden die Stoffwerte von Bariumtita-
nat zugrunde gelegt.

Bei der numerischen Berechnung von Polykristallen ist zundchst zu kléren, wie
viele lokale materielle Punkte bzw. Kérnern M notwendig sind, damit das Material-
verhalten unabhéingig von M ist. Hierzu wurden in [90] Untersuchungen angestellt.
Basierend auf diesen Erkenntnissen wird bei der Simulation eines Polykristalls,
wenn nicht anders angemerkt, /M = 30 gewahlt. Die Orientierungen «; der einzel-
nen Koérner sind zuféallig.
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Abb. 7.5 Normierte dielektrische Verschiebung (a) und Verzerrung (b) aufgetra-
gen Uber der normierten elektrischen Feldstdrke fiir einen Polykristall
ohne Korninteraktion. Randbedingung geméaf Abb. 7.1(b) mit o$3* = 0

Abb. 7.5 zeigt die numerischen Ergebnisse fiir einen Polykristall, zunéchst ohne
Korninteraktion. Fiir die Berechnung wurde die Randbedingung gemafl Abb. 7.1(b)
mit 085" = 0 gewdhlt. Die hier dargestellten Ergebnisse fiir dielektrische Verschie-
bung und Verzerrung werden als einfache Mittelwerte, Gl. (5.20) folgend, berech-
net. Ein Vergleich der Abbn 7.2 und 7.5, in denen von gleichen Randbedingungen
ausgegangen wurde, zeigt, dass die Umklappprozesse in den Kérnern des Poly-
kristalls aufgrund der zufilligen Orientierungen bei unterschiedlichen elektrischen
Feldstérken stattfinden, was sich in den Springen in der dielektrischen Verschie-
bung und Verzerrung in Abb. 7.5 duflert. Daher dhnelt die Schmetterlingshyste-
rese in Abb. 7.5(b) eher der einer klassischen nach Abb. 2.8(b). Das hier beob-
achtete Verhalten ist bei einem Polykristall ohne Korninteraktion nachvollziehbar
und stimmt qualitativ mit numerischen Untersuchungen in [86] iiberein. Aufgrund
der in Abb. 7.5 gezeigten Ergebnisse wird deutlich, dass die Berticksichtigung der
Korninteraktion zur Darstellung physikalisch realistischer Ergebnisse zwingend er-
forderlich ist. Ein Berechnungsergebnis, welches die Interaktion lokaler materieller
Punkte beriicksichtigt, ist in Abb. 7.6 dargestellt. Wie auch in Abb. 7.5 sind hier
normierte dielektrische Verschiebung und Verzerrung iiber der normierten elek-
trischen Feldstirke aufgetragen. Jedoch wurden diese nun gemaf der Gln. (5.43)
und (5.42) berechnet. Ein Vergleich der Abbn. 7.5 und 7.6 macht den Einfluss
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Abb. 7.6 Normierte dielektrische Verschiebung (a) und Verzerrung (b) aufgetra-
gen iiber der normierten elektrischen Feldstérke fiir einen Polykristall
mit Korninteraktion. Randbedingung gemé Abb. 7.1(b) mit ¢$3' = 0

der Korninteraktion auf die Hysteresekurven deutlich. In Abb. 7.6 sind die glatten
Hysteresen eine Folge der auftretenden Eigenspannungen infolge der 90° - Um-
klappprozesse was im Gegensatz zu den Ergebnissen in Abb. 7.2 bzw. 7.5 zu einem
sukzessiven Umklappen der Doménen im Sinne einer kontinuierlichen Doménen-
wandverschiebung fithrt.

Die Ergebnisse in Abb. 7.6 stellen das Verhalten ferroelektrischer Materialien
qualitativ dar [22, 64, 73]. In [43] wurde insbesondere BT experimentell untersucht.
Vergleiche mit den Ergebnissen dieser Arbeit zeigen, dass die remanenten Grofien
Pr und €" zu groB sind. Fiir eine bessere Ubereinstimmung mit Experimenten wer-
den Parameter A\; und A eingefiithrt. Aus physikalischer Sicht beschreibt A; bei
einem ebenen Problem das Verhéltnis der effektiven Flache der Domédnenwandver-
schiebung zur Gesamtfliche der am Umklappprozess beteiligten Doménen. Hiermit
wird dem Umstand Rechnung getragen, dass eine Doméne infolge von Umklapppro-
zessen nicht vollstandig in eine andere Doméne iibergehen kann. Dies wird aber
durch das Umklappkriterium (5.4) bzw. das Evolutionsgesetz (5.13) nicht bertick-
sichtigt. Hier ist das vollstandige Verschwinden einer Spezies prinzipiell méglich.
Mit dem Parameter \y wird die Kompensation der Polarisation, welche infolge von
Umklappprozessen entsteht, durch freie Ladungen beriicksichtigt.?” Dementspre-
chend werden die irreversible Dehnung de¥f und Polarisation dP™, s. Gl (5.2),
modifiziert:

4 4
del =0 Y ey dv™, AP =\ Y APPT A, (7.2)

n=1 n=1

Unter Verwendung von Gl. (7.2) gilt fir die makroskopischen konstitutiven Glei-

2TWeitere Informationen zu den Parametern \; und Ay sind in [90] zu finden.
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chungen (5.40) und (5.42):

(03) = (Cima)en — (ew) Br — M(Cymeiiy), (7.3)
(D)) = (em)em + (Ka) Er — M (eaely) + Ao (PI™).

Fiir die in den Gln. (7.2) bis (7.4) eingefiihrten A;, Ay wird nachfolgend eine Para-
meterstudie, s. Tab. 7.1 und Abb. 7.7, durchgefiihrt. In Tab. 7.1 sind fiir die nume-

Tab. 7.1 Parameterkonfigurationen fiir A; und Ay (VOIGT - Approximation)

il 1] 2 3 415 67
M| 050,250,125 | 0,08 0,08 | 0,08 | 0,08
X |10 10| 1,0 | 1,0 | 05 | 025 04

rischen Simulationen ¢ die Parameterkonfigurationen fiir A; und Ay aufgefiihrt. Als
Ma# fiir mit Experimenten vergleichbare Ergebnisse wurden die remanenten Grofien
e” und P herangezogen. Aus [43] geht fiir die remanente Dehnung e" &~ 0,2 - 1073
hervor. Ein Referenzwert fiir die remanente Polarisation ist P* =~ 0,08 C/m? [33,
103]. Aus Abb. 7.7 wird ersichtlich, dass hinsichtlich der in der Literatur zu finden-
den Werte die Parameterkonfiguration Ay = 0,08 und Ay = 0,4 (¢ = 7 in Tab. 7.1)
zur besten Ubereinstimmung fiihrt. Aus GL (7.3) geht hervor, dass bei Annahme
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Abb. 7.7 Einfluss der Parameter A; und Ay auf die Hysteresen unter Berticksich-
tigung einer generalisierten VOIGT - Approximation

2
[_

einer generalisierten VOIGT - Approximation die makroskopische Verzerrung nicht
durch Ay beeinflusst wird. Somit fithrt die in Abb. 7.7(b) dargestellte Parameter-
konfiguration 7 = 7 auf dieselbe Schmetterlingshysterese wie die Parameterkonfigu-
ration ¢ = 4, s. Abb. 7.7(a). Bei weiteren numerischen Simulationen wird daher fiir
A1 = 0,08 und Ay = 0,4 angenommen. Ergebnisse dieser Parameterwahl stimmen
auch mit anderen numerischen Untersuchungen in der Literatur iberein [33, 99].
Abb. 7.8 zeigt die Ergebnisse fiir die Eigenspannungen Jégl) und aY;‘) sowie deren
Mittelwerte (g2) und (o12) wahrend des Polarisationsprozesses. Aus Griinden der
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Ubersichtlichkeit wurden nur die Eigenspannungen der ersten fiinf lokalen mate-
riellen Punkte dargestellt. Hinsichtlich der mechanischen Randbedingung, geméaf3
Abb. 7.1(b), wurde fiir 055' = 0 gewdihlt. Ausgehend von einem ungepolten Ma-
terial verschwinden die Eigenspannungen im RVE fiir elektrische Feldstérken un-
terhalb der Koerzitivfeldstéirke. Fiir elektrische Feldstarken ES** > E, wird aus
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Abb. 7.8 Eigenspannungen o5 und o\3” sowie deren Mittelwerte (092) und (o12)

aufgetragen iiber der normierten elektrischen Feldstérke

Abb. 7.8 deutlich, dass einige lokale materielle Punkte Zug-, andere wiederum
Druckspannungen aufzeigen. Auf der anderen Seite verschwinden die Mittelwerte
der Eigenspannungen fiir alle elektrischen Felder E§*', was mit der Randbedingung
ot = (o) = 0 im Einklang steht und statisches Gleichgewicht gewéhrleistet. Die
Eigenspannungen (rﬁ") und deren Mittelwert (1) werden hier nicht dargestellt,
letzterer erfiillt jedoch auch die statische Gleichgewichtsbedingung. Im Hinblick
auf die Extremwerte ist festzustellen, dass bei E$** = 10 E. Zugspannungen von bis
zu 18 MPa, s. Abb. 7.8(a), und Schubspannungen von bis zu 27 MPa, s. Abb. 7.8(b),
auftreten. Auch wenn hier lediglich fiinf der 30 lokalen materiellen Punkte darge-
stellt sind, so wird deutlich, dass die auftretenden Spannungen in einem angemes-
senen Bereich sind und bei realen Materialien zum Rissfortschritt innerhalb eines
Lastzyklus fithren konnen, ohne dieses vollsténdig zu zerstoren. Untersuchungen zu
diesem Themengebiet werden in Abschnitt 7.5 vorgestellt und diskutiert.

In Abb. 7.9 wird der Einfluss einer mechanischen Druckvorspannung auf die
Hysteresekurven untersucht. Dazu wird die Randbedingung gemafi Abb. 7.1(b)
vorausgesetzt. Die Druckvorspannung wird in Form einer bilinearen Funktion auf-
geprégt, s. Abb.7.1(a). Wéhrend die elektrische Last zykliert, wird die mechani-
sche Last konstant gehalten. In Abb. 7.9 sind die Ergebnisse der Druckvorspan-
nungen o053’ = G99 = 0MPa, -5 MPa, -25 MPa und -50 MPa dargestellt. Aus den
Abbn. 7.9(a) und 7.9(b) geht hervor, dass eine zunchmende Druckvorspannung zu
einer Verringerung der dielektrischen Verschiebung und der Verzerrung fiihrt. Die-
ses Verhalten wurde auch in experimentellen Untersuchungen beobachtet [103, 164
166]. Ein weiterer Effekt, der ebenfalls in Experimenten beobachtet wurde, betrifft
den Einfluss der Druckvorspannung auf die Schmetterlingshysterese. Die Fliche
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Abb. 7.9 Normierte dielektrische Verschiebung (a) und Verzerrung (b) aufgetra-
gen iiber der normierten elektrischen Feldstirke fiir unterschiedliche
Druckvorspannungen

der Hystereskurve nimmt mit zunehmender Druckvorspannung zunachst zu, dann
jedoch wieder ab. Aus physikalischer Sicht kann dieses Verhalten damit erklért
werden, dass eine moderate Druckvorspannung &5 90° - Umklappprozesse fordert
und somit zu einer Zunahme der inelastischen Prozesse fithrt, wihrend hinreichend
grofle Druckspannungen die Doméne klemmen und somit deren 90° - Mobilitdt
unterbinden. Dies gilt nicht fir 180° - Prozesse, was Abb. 7.9(a) verdeutlicht, wo
selbst bei -50 MPa eine ausgedehnte Hysterese vorliegt.
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Abb. 7.10 Elektromechanischer Kopplungskoeffizient ks aufgetragen iiber der
normierten elektrischen Feldstérke (a) und remanente Werte fiir un-
terschiedliche Druckvorspannungen parallel und senkrecht zur elektri-
schen Last (b)

In Abb. 7.10 wird der Einfluss einer mechanischen Druckvorspannung parallel
oder senkrecht zur dufleren elektrischen Last auf die elektromechanische Kopp-
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lung kys untersucht. Der elektromechanische Kopplungskoeffizient kyy beschreibt
die Umwandlungseffizienz zwischen elektrischer und mechanischer Energie [99]. ka2
ist somit definiert durch [99]:

(e22)?

B2 =\ GGy

(7.5)

Abb. 7.10(a) zeigt die numerischen Ergebnisse fiir k. Im Gegensatz zu der in
Abb. 7.1(b) dargestellten Randbedingung wirkt die mechanische Last o senkrecht
zur elektrischen Feldstirke ES, d. h. o5 = (07}, 0, 0)". Zunichst fallt auf, dass
koo aufgetragen tiber der normierten elektrischen Feldstéirke ebenfalls ein Hysterese-
verhalten, dhnlich dem einer Schmetterlingshysterese, aufzeigt. Diese Beobachtung
stimmt mit der in [99] iiberein, wo Berechnungen mit der FEM durchgefiihrt wur-
den. Im nicht polarisierten Zustand verschwindet ky,. Elektrische Feldstéirken ober-
halb von E, fithren, infolge der Doménenwandverschiebungen, zu einer deutlichen
Verbesserung der elektromechanischen Kopplung. Unabhédngig von der mechani-
schen Druckvorspannung erfolgt fir ks eine Sattigung fir groBe Feldstérken, die
bei den hier durchgefithrten Simulationen bei kyy &~ 0,3676 liegt. Simulationen ha-
ben gezeigt, dass eine weitere Erhohnung der mechanischen Last keinen Einfluss
mehr auf ks hat, s. auch die durchgezogene Linie in Abb. 7.10(b). In Abb. 7.10(b)
sind die remanenten Werte fiir k3, tiber der Druckvorspannung & aufgetragen.
Der Wert k5, stimmt sehr gut mit denen der FEM in [99] tiberein, wo Werte von
0,33545, 0,3624 und 0,3727 fiir Druckvorspannungen von 0, -100 und -200 MPa be-
rechnet wurden. Dass, im Gegensatz zu [99], der Sattigungswert hier nicht von der
mechanischen Last abhéngt, kann dadurch begriindet werden, dass bei der konden-
sierten Methode, bei hinreichender elektromechanischer Last, der Volumenanteil
der Doméne, welche energetisch gilinstig zur dufleren elektrischen Last orientiert
ist, auch bei moderater Druckvorspannung eins werden kann. Da nach Gl. (7.5)
koo eine Funktion der piezoelektrischen, dielektrischen und elastischen Materialei-
genschaften ist, welche wiederum Funktionen der inneren Variablen »(™ sind und
der zuvor beschriebene Fall eintritt, wird in Abb. 7.10(a) der Sattigungswert nicht
durch die mechanische Last beeinflusst.

In Abb. 7.10(b) wurde auch der Einfluss einer mechanischen Last parallel zu E$*
auf kyy in Gestalt der remanenten elektromechanischen Kopplung als Funktion der
mechanischen Last untersucht. Hier ist zu beobachten, dass durch eine Druckvor-
spannung von -30 MPa die elektromechanische Kopplung, gegeniiber einem mecha-
nisch spannungsfreien Problem, um ca. 45 % reduziert wird. Eine weitere Zunahme
der Druckvorspannung fithrt noch zu einer geringfiigigen Verringerung von kys, s.
Abb. 7.10(b), geht dann aber in ein konstantes Minimum von ca. 0,17 iber. In
[50] wurde der Einfluss einer mechanischen Last parallel zum elektrischen Feld an
einem Mehrschichtaktor mit Hilfe der FEM untersucht. Da Abb. 7.10 nicht auf
dem Modell eines Mehrschichtaktors basiert, konnen die Ergebnisse nur qualitativ
verglichen werden. In [50] wird bereits bei einer Druckvorspannung von -10 MPa
eine wesentliche Abnahme der elektromechanischen Kopplung beobachtet. Fiir eine
weiter zunehmende Druckvorspannung erfolgt keine signifikante Verdnderung von
kao. Bei -30 MPa hat sich ks gegeniiber dem mechanisch spannungsfreien Zustand
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um ca. 35 % reduziert. Demzufolge liefern auch hier die kondensierte Methode und
die FEM vergleichbare Ergebnisse.

Nachfolgend wird auf die Ergebnisse der in Abschnitt 5.1.4.2 eingefithrten ge-
neralisierten REUSS/VOIGT - Approximation eingegangen. Wie bei der VOIGT -
Approximation muss auch hier zunichst eine Studie fiir die Parameter Ay, Ay durch-
gefithrt werden. Mit Gl (7.2) gilt fiir die makroskopischen konstitutiven Gleichun-
gen (5.53) und (5.55):

(o) = ()T — () Dy — M {xamely) + Aol Pi™) (7.6)
und
(E;) = —{m)En + <’Yil>bz + /\1<(17:1cz€i;§lr> - )\2<%71>le- (7.7)
ext

Wird nun von (o) = of* und (£;) = Ef als dufiere Lasten ausgegangen, so
wird aus den Gln. (7.6) und (7.7) ersichtlich, dass im Gegensatz zur generalisierten
VoIGT - Approximation beide Parameter A; und g, s. Gln. (7.3) und (7.4), sowohl
Einfluss auf die makroskopische Verzerrung gy, als auch auf die makroskopische
dielektrische Verschiebung D; haben.

In Tab. 7.2 sind verwendete Parametervarianten dargestellt. Abb. 7.11 zeigt die

Tab. 7.2 Untersuchte Parameterkombinationen A\; und Ay (REUSS/VOIGT - Ap-
proximation)

i] 1] 2] 3 4] 5
X | 0,08 | 0,08]0,16 | 0,24 | 0,24
o | 04101 ] 04 0403

zugehorigen numerischen Ergebnisse. Wie auch bei der generalisierten VOIGT -
Approximation werden die remanenten Grofien P' und &' als Referenzwerte fir
geeignete Parameter verwendet. Die Kombination ¢ = 1 entspricht den Parametern
der generalisierten VOIGT - Approximation. Hinsichtlich der remanenten Polarisa-
tion P', s. Abb. 7.11(a), wird fiir diese Parameterwahl eine gute Ubereinstimmung
mit der Literatur erreicht [33]. Die remanente Verzerrung €, s. Abb. 7.11(b), liegt
jedoch deutlich unter dem in der Literatur zu findenden Wert &' =~ 0,2 - 1073, Aus
den Hysteresen fiir ¢ = 2,...,5 geht hervor, dass eine Reduktion von Ay zu einer
Verbesserung der remanenten Dehnung fithrt, dies aber auch in einer deutlichen
Verringerung der remanenten Polarisation P" miindet, s. Abb. 7.11. Im Gegensatz
dazu fiuhrt eine Vergroflerung von A; zu einer sichtbaren Verbesserung der rema-
nenten Dehnung €', Dies fiihrt zwar auch zu einer geringfiigigen Verringerung der
remanenten Polarisation P*, diese ist aber im Vergleich zu einer Verringerung von
Ay vernachlissigbar, s. Abb. 7.11. Fiir die generalisierte REUSS/VOIGT - Approxi-
mation werden daher die Parameter A\; = 0,16 und Ay = 0,4 zugrunde gelegt.

In Abb. 7.12 werden die beiden Approximationen gegeniibergestellt. Dabei stel-
len die durchgezogenen Linien die Ergebnisse der generalisierten VOI1GT- und die
gestrichelten Linien die der generalisierten REUSS/VOIGT - Approximation dar.
Ein Vergleich der dielektrischen Hysteresen, s. Abb. 7.12(a), zeigt, dass beide Vari-
anten vergleichbare Verliufe hervorbringen. Die geringere Fliche der gestrichelten
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Abb. 7.11 Einfluss der Parameter A\; und Ay auf die Hysteresen unter Berticksich-
tigung einer generalisierten REUSS/VOIGT - Approximation

Hysterese ldsst darauf schliefen, dass im Vergleich zur VOIGT - Approximation
weniger Energie durch inelastische Prozesse dissipiert wird. Dieser Eindruck wird
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Abb. 7.12 Vergleich von generalisierter VOIGT- und REUSS/VOIGT - Approxima-
tion: normierte dielektrische Verschiebung und Dehnung aufgetragen

iiber der normierten elektrischen Feldstérke

bei Betrachtung der Schmetterlingshysterese 7.12(b) bestitigt. Zwar stimmen die
remanenten Dehnungen beider Approximationen sehr gut tiberein, jedoch ist die
Flache der gestrichelt dargestellten Hysterese kleiner als die der generalisierten
VoIGT - Approximation. Weiterhin ist zu erkennen, dass bei der REUSS/VOIGT -
Approximation zum einen grofiere Dehnungen und zum anderen inelastische Pro-
zesse im gesamten Lastzyklus auftreten bzw. eine vollstdndige Polarisation der
einzelnen materiellen Punkte im Sinne einer Séattigung nicht erfolgt.
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7.1.4 Polykristall mit rhomboedrischen Elementarzellen

Abb. 7.13 zeigt numerische Ergebnisse eines Polykristalls mit rhomboedrischen
Elementarzellen. Die Berechnungen beschranken sich auf die Schmetterlingshyste-
rese, da an ihr wesentliche Unterschiede zwischen Polykristallen mit tetragonalen
und rhomboedrischen Elementarzellen zu erkennen sind. Es werden zwei unter-
schiedliche Amplituden der elektrischen Feldstarke mit je drei Lastzyklen unter-
sucht, s. Abb. 7.1(a). In Abb. 7.13(a) ist die Schmetterlingshysterese fiir die Am-
plitude |E***| = 10 E, dargestellt. Ausgehend von einem ungepolten Material ist
zunéchst die Neukurve zu erkennen, wo infolge der sukzessiven 70,5° und 109,5° -
Umklappprozesse inelastische Vorgénge bis ca. 5 E, zu beobachten sind. Fiir grofie-
re elektrische Feldstarken ist ein lineares Verhalten zu sehen, woraus zu schliefien
ist, dass hier keine weiteren Umklappprozesse stattfinden. Auch bei Entlastung
ist ein lineares Verhalten zu erkennen. Somit sind die in den lokalen materiellen
Punkten auftretenden Eigenspannungen zu gering, um Umklappprozesse um 70,5°
oder 109,5° zu initiieren. Erst bei erreichen der negativen Koerzitivfeldstérke erfol-
gen 180° - Umklappprozesse, die aufgrund des Richtungswechsels der Polarisation
mit einem Vorzeichenwechsel der piezoelektrischen Eigenschaften einhergehen. Fiur
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& gvg 50,25
o 3 (e}
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Abb. 7.13 Schmetterlingshysteresen eines Polykristalls mit rhomboedrischen Ele-
mentarzellen bei |Ey*| = 10 E, (a)und |Ey*| = 3 E, (b)

grofere elektrische Feldstérken sind noch vereinzelte inelastische Prozesse zu be-
obachten, der weitere Verlauf der Verzerrung wird jedoch durch lineares Verhalten
dominiert. Der Offset nach Abschluss des ersten Lastzyklus bei Ey = 10 E, ist dar-
auf zurtickzufithren, dass nach Abschluss des Polarisationsvorganges die Doménen
noch nicht vollstdndig umgeklappt sind.

Abb. 7.13(b) zeigt die Schmetterlingshysterese fiir die Amplitude |Ey**| = 3 E...
Wie in Abb. 7.13(a) ist auch hier zunéchst die Neukurve infolge des Polarisati-
onsprozesses zu sehen. Auch hier ist die Entlastung rein linear und weitere Um-
klappprozesse werden erst wieder ab der negativen Koerzitivfeldstarke beobach-
tet. Im Vergleich zu allen bisher vorgestellten Schmetterlingshysteresen fillt in
Abb. 7.13(b) auf, dass die Dehnung bei erreichen von FE, = —3 E, ca. 1,5 mal
so grof} ist, wie zuvor bei Fy = 3 E.. Das sich hier abzeichnende nicht symme-
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trische Verhalten ist auf die unterschiedlichen inelastischen Dehnungen fiir 70,5°-
und 109,5° - Umklappprozesse zuriickzufithren, s. Abschnitt 4.1.2. Die Simulation
weiterer Lastzyklen fithrt dann auf eine symmetrische Darstellung der Schmetter-
lingshysterese, s. Abb. 7.13(b). Allerdings wird das Verhalten dieser, wie auch in
Abb. 7.13(a), durch lineares Verhalten und 180° - Umklappprozesse dominiert.

Fir die in Abb. 7.13 dargestellten Berechnungen sind in der Literatur keine Er-
gebnisse zu finden. Es ist allerdings unwahrscheinlich, dass das dargestellte Verhal-
ten physikalisch ist. Die Umklappkinematiken einer rhomboedrischen Elementar-
zelle wurden nach Abschnitt 4.1.2 auf eine Betrachtungsebene projiziert. Bei dieser
Ubertragung kann jedoch nicht gewéhrleistet werden, dass jeder Doméne jeder
Umklappprozess ermoglicht wird.?® Aufgrund dieses Eingriffs in die bei rhomboe-
drischen Zellen ausgeprigte rdumliche Natur der Umklappkinematik ist eine zwei-
dimensionale Modellierung hier nicht zielfithrend. Rhomboedrische Ferroelektrika
koénnen nur durch eine raumliche Abbildung von Elementarzellen sinnvoll model-
liert werden.

7.2 Nichtlineares Materialverhalten von
Ferromagnetika

Fir das hier untersuchte Materialverhalten von Hartmagneten ist in der Litera-
tur lediglich ein experimentelles Ergebnis fiir die Demagnetisierung zu finden, s.
[106]. Ergebnisse, von FE - Berechnungen die ebenfalls auf einem mikromagneto-
elektromechanischen Modell basieren, werden in [4] vorgestellt. Basierend auf den
Erkenntnissen aus Abschnitt 7.1.3 wurde auch fiir das ferromagnetische Modell
zunéchst eine Anpassung von Parametern durchgefiihrt. Als Referenz dient die in
[106] gezeigte Demagnetisierungskurve. Im Gegensatz zu ferroelektrischen Mate-
rialien ist bei Ferromagnetika nur ein numerischer Parameter A\; sinnvoll, der die
irreversible Verzerrung abschwacht:

4
el = A Y ™ dv™, (7.8)
n=1

Der in Gl. (7.2) eingefithrte Parameter Ay berticksichtigt die Kompensation der
Polarisation durch freie Ladungen. Freie magnetische Elementarladungen gibt es
jedoch nicht, was auch aus Gl. (3.30) folgt. Unter Berticksichtigung von Gl. (7.8)
folgt fir (o), s. GL. (5.67):

(05) = (Cyr)ers — M (Ciuaeiy)- (7.9)

Die Gln. (5.68) und (5.69) bleiben von dem in Gl. (7.8) eingefithrten Parameter
unberiihrt. Da in der Literatur keine Angaben zur spontanen Magnetisierung M,
zu finden sind, ist neben A\; auch M, ein freier Parameter. Abb. 7.14 zeigt die
Ergebnisse der kondensierten Methode. Bei dieser Berechnung wurde von einer zy-

ext

klischen magnetischen Last mit |H3**| = 15 H, und 05" = 0 ausgegangen. Auf

28Wird die Doméne vV eines lokalen materiellen Punktes betrachtet, so kann diese zwar um
B =70,5° oder = —109,5° umklappen, nicht aber um g = 109,5° oder g = —70,5°.
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Abb. 7.14 Magnetische Induktion B, und Magnetisierung Mi™ (a) und Verzerrung
(b) aufgetragen iiber der normierten magnetischen Feldstirke Hy/H,

eine Darstellung der einzelnen Ergebnisse der Parameterstudie zu A; und My wird
an dieser Stelle verzichtet, da der grundsétzliche Einfluss von A\; auf die Hystere-
sen bereits in Abschnitt 7.1.3 erortert wurde. Eine Reduzierung bzw. Anhebung
der spontanen Magnetisierung geht einher mit einer Verringerung bzw. Erhohung
der Magnetisierung. Abb. 7.14(a) zeigt die magnetische Induktion (B,) sowie die
Magnetisierung (Mi™) aufgetragen iiber der normierten magnetischen Feldstéirke.
Ferner ist im zweiten Quadranten die Demagnetisierung dargestellt [4, 106]. Aus
Abb. 7.14(a) geht hervor, dass mit A\; = 0,0125 und M, = 1,53 T die Demagne-
tisierungskurve sehr gut abgebildet werden kann. Auch entspricht die remanente
Magnetisierung M* & 1,146 T den in der Literatur zu findenden Werten, s. [4, 106].
Ein weiterer Effekt, der auch in [4] beobachtet wurde, ist ebenfalls in Abb. 7.14(a)
zu sehen: die Koerizitivfeldstirke fiir (Bs) = 0 ist geringfiigig kleiner als die fur
(MITy = 0, s. Vergroferung in Abb. 7.14(a). Dieser Effekt ist auf den linearen
Beitrag der magnetischen Permeabilitét in (B,) zurlickzufithren. In Abb. 7.14(b)
ist eine fiir Hartmagneten typische Schmetterlingshysterese mit einer Sattigung ab
ca. 14 H, dargestellt. Die Dehnung g, wo die Séattigung erreicht wird, entspricht in
etwa der doppelten remanenten Dehnung e*. Aus den Ergebnissen in Abb. 7.14 geht
hervor, dass mit der KM nach Abschnitt 5.3.2 auch nichtlineares ferromagnetisches
Materialverhalten abgebildet werden kann.

7.3 Magnetoelektrische Kopplung bei
multiferroischen Kompositen

Betrachtet wird ein Komposit aus Kobaltferrit (CF) und Bariumtitanat (BT), s.
auch Abb. 2.12(a). Es wird ein RVE mit 30 lokalen materiellen Punkten berticksich-
tigt. Alle Ergebnisse sind aus mechanischer Sicht spannungsfrei, d. h. ¢$3' = 0. Die
fiir die Simulationen verwendeten magnetoelektrischen Belastungen sind Abb. 7.15
zu entnehmen.
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Abb. 7.15 Magnetoelektrische Belastungen zur Vorhersage der magnetoelektri-
schen Kopplung

In Abb. 7.16 ist die magnetoelektrische Kopplung gég’”) iitber dem Volumenan-
teil der CF - Phase aufgetragen. Ferner seien sowohl das Bariumtitanat als auch
das Kobaltferrit vollstindig in positiver z»-Richtung gepolt bzw. magnetisiert. Das
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Abb. 7.16 Magentoelektrische Kopplung gQ(g’H) aufgetragen tiber dem Volumen-
anteil der Partikel. Sowohl Matrix als auch Partikel sind perfekt in die
positive z»-Richtung gepolt bzw. magnetisiert

hier betrachtete RVE wird durch den in Abb. 7.15(a) dargestellten Lastverlauf
rein elektrisch mit B3 = 10 B, belastet, d. h. o, H7* = 0. In Abb. 7.16 sind
Ergebnisse zweier Berechnungsmethoden, der KM und der FEM abgebildet. In
beiden Fallen nimmt die magnetoelektrische Kopplung gég’H) mit zunehmendem
Volumenanteil von CF zu. Aus qualitativer Sicht liefern sowohl die KM als auch
die FEM vergleichbare Ergebnisse. Quantitativ liegt zwischen den Ergebnissen der
FEM aus [5] und denen der KM in etwa eine GroSenordnung. Dieser Unterschied
ist auf zweierlei Ursachen zuriickzufithren: Bei der KM liegen alle lokalen materiel-
len Punkte an einem rdaumlichen Punkt vor, wohingegen bei der FEM die Partikel
in die Matrix eingebettet sind. Ein weiterer Grund liegt in der Beschaffenheit des
Randes. In der FEM besteht der Rand des RVE ausschliefllich aus der Matrix.
Es wird die magnetische Induktion am Rand ausgewertet und auch die geringere
magnetische Permeabilitat der Matrix berticksichtigt. Da geméB Abb. 7.15(a) ein
elektrisches Feld als duflere Grofle vorgegeben wird, folgt die magnetoelektrische



7.3 Magnetoelektrische Kopplung 109

Kopplung qf,”H) aus Gl (5.82):

97 = (Gt} ( Coanit) ™ (€jomm)- (7.10)

Die magnetischen Permeabilititen beider Phasen haben offensichtlich keinen Ein-
fluss auf die magnetoelektrische Kopplung. Da sowohl BT als auch CF in zy-
Richtung gepolt sind und auch die elektrische Last in dieser Richtung wirkt, erfol-
gen keine irreversiblen Prozesse. Daher sind sowohl die Materialeigenschaften als
auch die magentoelektrische Kopplung unabhéngig von der elektrischen Last.
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Abb. 7.17 Magnetoelektrische Kopplung gég’H) und magnetische Induktion By (a)
und der Vergleich der FEM und KM anhand von gy, (b) eines 0,2 CF
- 0,8 BT - Komposits aufgetragen iiber der normierten elektrischen
Feldstérke

In Abb. 7.17(a) ist das Ergebnis einer Simulation dargestellt, wo sowohl fiir die
ferroelektrische als auch ferromagnetische Phase nichtlineares Materialverhalten
zugrunde gelegt wird. Hier sind die magnetoelektrische Kopplung und die magneti-
sche Induktion tiber der normierten elektrischen Feldstarke aufgetragen. Es wurde
ein Komposit mit 80 % Bariumtitanat und 20 % Kobaltferrit modelliert. Die Pa-
rameter \; und Ay der beiden Phasen sind die in den Abschnitten 7.1 und 7.2
erorterten. Das Komposit ist zunédchst weder gepolt noch magnetisiert. Zuerst er-
folgt durch eine unipolare elektrische Last mit E3*™* = 5 F. und anschlieBender
Entladung die Polarisation des ferroelektrischen Materials, s. Abb. 7.15(b). Im
Anschluss wird das Kobaltferrit, ebenfalls durch eine unipolare Last mit Entlas-
tung und H}** = 15 H, magnetisiert, bevor abschliefend erneut eine elektrische
Last aufgepréigt wird. Lediglich in diesem Lastabschnitt, wo das Komposit bereits
polarisiert und magnetisiert ist, erfolgt die Berechnung der magnetoelektrischen
Kopplung gég’H). Aus Abb. 7.17(a) geht hervor, dass die elektrische Last bei klei-
nen Feldstdrken keinen Einfluss auf die magnetische Induktion hat. Daher ist die
magnetoelektrische Kopplung hier Null. Ab ungeféhr 1,75 E. wird die magnetische
Induktion durch die Domédnenwandverschiebungen in der ferroelektrischen Phase
beeinflusst. Ursache hierfiir sind die zunehmenden Eigenspannungen in der ferro-
elektrischen Phase, die sich demagnetisierend auf die CF - Phase auswirken. Dies



110 Ergebnisse

(o,H)

wird auch aus der Definition des magnetoelektrischen Kopplungskoeffizienten g;;

deutlich:
A(M;)
AEjext

(@) _ O(Bi)

_A(B)
.qij a E»eXt
J

AEP

: (7.11)

o, H

o,H o, H

wobei fir (B;) Gl (5.90) gilt und nach Abb. 7.15(b) im letzten Lastabschnitt
rf%’“, HP = 0 ist. Auf Grund der Demagnetisierung der ferromagnetischen Pha-
se nimmt die magnetische Induktion des Komposits ab, was sich in dem nega-
tiven Kopplungskoeffizienten in Abb. 7.17(a) widerspiegelt. In Abb. 7.17(b) sind
die Ergebnisse der kondensierten Methode und der FEM fur die magnetolelektri-
sche Kopplung ggg'H) gegeniibergestellt. Aus Abb. 7.17(b) geht hervor, dass bei der
FEM bereits fiir moderate elektrische Feldstarken ein von Null verschiedener Kopp-
lungskoeffizient zu beobachten ist. Grund hierfiir sind hohere Eigenspannungen in
der ferroelektrischen Phase im Rahmen der FEM. Diese resultieren aus Effekten
der Diskretisierung eines Partikelkomposits, welche mit der KM nicht abgebildet
werden konnen. Dennoch zeigen beide Methoden die Demagnetisierung der ferro-
magnetischen Phase, was durch die negative magnetoelektrische Kopplung deutlich
wird. Weiterhin geht aus Abb. 7.17(b) hervor, dass die mit der KM berechnete ma-
gnetoelektrische Kopplung hinsichtlich der Grofienordung gut mit den Ergebnissen
der FEM tibereinstimmt.

7.4 Effektive Materialeigenschaften

Die Berechnung ferroelektrischer Keramiken mit Rissen basieren auf den Grund-
lagen aus Abschnitt 6.1. Ausgehend von einer wechselwirkungsfreien Defektvertei-
lung ist es ausreichend, nur einen einzigen Riss in einem unendlichen Gebiet zu
modellieren. Dieser reprasentiert dann eine Vielzahl kollinearer Risse, s. Abb. 7.18.
Andere Modelle berticksichtigen eine statistische Verteilung der Rissorientierungen,
welche zu isotropen Materialeigenschaften fihrt. Aufgrund der Annahme aus Ka-
pitel 6, wonach beim Rissfortschritt nur Risse senkrecht zur Hauptnormalspannung
o beriicksichtigt werden, liegt Isotropie nur anfangs vor und ist Bestandteil der
Materialkonstanten piezoelektrischer Keramiken.

In den nachfolgenden Ergebnissen wird der Einfluss eines Risses der Lange 2a
auf die effektiven Materialeigenschaften untersucht. Hierzu wird ein senkrecht zu
den Rissufern polarisiertes piezoelektrisches Material angenommen, s. Abb. 7.18. In
diesem Beispiel stimmen das globale und das in Abb. 6.3 eingefiihrte Risskoordina-
tensystem iiberein. Abb. 7.19 zeigt die vier unabhéngigen elastischen Konstanten
eines ebenen transversal isotropen Korpers in Abhéngigkeit von der in Gl. (6.27)
eingefithrten Rissdichte f.2° Dabei sind in Abb. 7.19(a) sowie Abb. 7.19(b) die Er-
gebnisse fir die generalisierte REUSS- bzw. VOIGT - Approximation dargestellt,
s. Gln. (6.26) bzw. (6.25). Aufgrund der wechselwirkungsfreien Defektverteilung,
werden hier nur Rissdichten bis f = 0,2 untersucht. GroBere Rissdichten sind bei

297ur Vermeidung von Missverstindnissen sei darauf hingewiesen, dass es bei riumlich transversal
isotropen Kérpern finf unabhéngige elastische Konstanten gibt. Bei Reduktion auf eine ebene
Betrachtung verringert sich die Anzahl unabhéngiger Konstanten auf vier.
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RVE

Abb. 7.18 Riss - RVE mit in 2, - Richtung gepolter Matrix zur Berechnung effek-
tiver Materialeigenschaften basierend auf kolinearen Rissen der Lange
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Abb. 7.19 Effektive elastische Eigenschaften fir eine REUSS (a) oder VoiaT -
Approximation (b)

dieser Annahme irrelevant, s. hierzu auch [53]. Die deutliche Abnahme der Stei-
figkeit Cp senkrecht zum Riss mit zunehmender Rissdichte war zu erwarten. Die
leichte Abnahme von C; ist zunachst unerwartet, da C}; nicht unmittelbar durch
Risse beeinflusst wird. Hier spielt vielmehr die piezoelektrische Kopplung die ent-
scheidende Rolle.

In Abb. 7.20 ist der Einfluss der Rissdichte auf die piezoelektrischen Eigenschaf-
ten fiir die REUSS- und VOIGT - Approximationen dargestellt. Wie auch bei Cao
nimmt ey mit zunehmender Rissdichte ab, wohingegen e;3 unabhéngig von der
Risslange ist. Der durch ejp beschriebene transversale Effekt wird kaum von der
Rissdichte beeinflusst.

Die effektiven dielektrischen Eigenschaften sind in Abb. 7.21 dargestellt. Wie
zu erwarten wird die dielektrische Konstante parallel zum Riss nicht durch die
Risslange beeinflusst, wohingegen jene senkrecht zum Riss mit zunehmender Riss-
lange deutlich abnimmt. Hinsichtlich der Unterschiede zwischen REUSS- und VoIiGaT-
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Abb. 7.20 Effektive piezoelektrische Eigenschaften fiir eine REUSS (a) oder
VoIGT - Approximation (b)
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Abb. 7.21 Effektive dielektrische Eigenschaften fiir eine REUSS (a) oder VOIGT-
Approximation (b)

Approximation geht aus den Abbn. 7.19, 7.20 und 7.21 hervor, dass diese quanti-
tativ sind und die effektiven Eigenschaften von der Art der Approximation nicht
grundlegend beeinflusst werden.

7.5 Simulationen zur Lebensdauervorhersage

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des in Abschnitt 6.2 prisentierten Mo-
dells zur Lebensdauervorhersage vorgestellt. Fir samtliche Untersuchungen wurde
Bariumtitanat verwendet. Wenn nicht anders angemerkt, liegt den Simulationen die
in Abb. 7.22(a) dargestellte elektromechanische Belastung zugrunde. Abb. 7.22(b)
zeigt die mechanischen Randbedingungen, wobei als duflere Grofien die Spannung

o7 = (0,05, 0)" und elektrische Feldstiirke E&t = (0, E&")" vorgegeben werden.
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Abb. 7.22 Elektromechanische Beanspruchung (a) und Randbedingungen (b) fiir
Simulationen zur Lebensdauervorhersage

Fir die elektrische Amplitude gilt, wenn nicht anders angegeben, Ey*** = 10 E,.
Zur Bestimmung der Rissdichte nach Gl. (6.27) wird fiir die Kantenldnge des Riss-
RVE VA = 1073 m angenommen. Des Weiteren wird von einem RVE mit 30 zufillig
orientierten materiellen Punkten ausgegangen. Die Konstanten C' und 7 des PARIS-
Gesetzes (6.38) wurden auf Grundlage experimenteller Untersuchungen von SALZ
etal. [137] ermittelt. Dort wird das Ermiidungsrisswachstum sowohl von gepolten
als auch von ungepolten PZT Keramiken untersucht und daher sind die PARIS -
Konstanten als gemittelte Werte angegeben. Da in dieser Arbeit die Lebensdauer
gepolter Keramiken untersucht wird, werden die Konstanten auf Basis der expe-
rimentellen Ergebnisse fiir gepolte Proben berechnet, d. h. €' = 4,669 - 10~* und
n = 17,7943

Abb. 7.23(a) zeigt ein typisches Ergebnis einer Lebensdauersimulation. Hier ist
die auf die Anfangsrissdichte fy = 0,005 normierte Rissdichte f iiber der akkumu-
lierten Lastspielzahl Np aufgetragen. Es wird hier von einer rein elektrischen Last
ausgegangen, d. h. 653' = 0. Aus Abb. 7.23(a) wird durch die vertikale Tangente
deutlich, dass die Schadigungsentwicklung ein asymptotisches Verhalten aufweist,
das auf die Lebensdauer N§™ fiihrt. Bei der gewéhlten Anfangsrissdichte entspricht
das 200-fache genau f = 1. Das Konvergenzkriterium und die Berechnung von N&t
sind im Anhang A.4 dargestellt. Aufgrund der asymptotischen Charakteristik kann
die Berechnung bereits bei Werten von f beendet werden, die deutlich kleiner als
eins sind. Dieser Sachverhalt begiinstigt auch die Annahme einer wechselwirkungs-
freien Defektphase. Bei dem Beispiel nach Abb. 7.23(a) betragt die Lebensdauer
Ngit ~ 7.5 -10° Lastzyklen, wobei die relative Schiidigung am Ende der Simulati-
on weniger als 10 % betrégt. Auch bei Strukturkeramiken ist bekannt s. z. B. [27],
dass das Material den Grofiteil seiner Lebensdauer bei geringer Schidigung erféhrt,
da langere Risse oft bereits innerhalb weniger tausend Zyklen zum Versagen der
Struktur durch Sprédbruch fihren. Das in Abb. 7.23(a) dargestellte Ergebnis dient
nachfolgend als Referenzlosung fiir einige Berechnungen.

In Abb. 7.23(b) wird der Einfluss von unipolarer Abb. 7.22(a) und bipolarer

39Der Exponent 7 ist dimensionslos. Auf die Angabe der Einheit von C' wird verzichtet, da die
Dimension u. a. auch von 7 abhéngt [28, 52].
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Abb. 7.23 Normierte Rissdichte f/fy aufgetragen iiber der Lastspielzahl Np: Refe-
renzldsung mit Bestimmung der kritischen Lastspielzahl Ngt (a) und
Einfluss von bipolarer bzw. unipolarer Belastung auf die Lebensdauer

(b)

Abb. 7.1(a) elektrischer Last auf die Lebensdauer untersucht. Erneut ist hier die
normierte Rissdichte iiber der akkumulierten Lastspielzahl aufgetragen. Die Simu-
lationen zeigen, dass eine bipolare elektrische Last im Vergleich zur unipolaren zu
einer deutlichen Reduktion der Lebensdauer fiihrt. Das Beispiel weist einen Unter-
schied von tiber vier Gréfenordnungen auf, was auf die hoheren Eigenspannungen
in Folge gesteigerter Doménenwandaktivitat bei wiederholter Umpolung zurtick-
zufiithren ist.

Der Einfluss der Anfangsrissdichten fy = 0,0025, 0,005, 0,01 und 0,02 auf die
Lebensdauer ist in Abb. 7.24(a) dargestellt. Den Simulationen liegen rein elektri-
sche Belastungen zugrunde. Abb. 7.24(a) zeigt, dass eine Erhchung der Anfangs-
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Abb. 7.24 Einfluss der Anfangsrissdichte (a) und der PARIS - Konstanten (b) auf
die Lebensdauer
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rissdichte zu einer wesentlichen Reduktion der Lebensdauer fiihrt. Zwischen den
Lebensdauern, die aus der geringsten und der grofiten Anfangsrissdichte resultie-
ren, liegen ungefidhr vier Groflenordnungen. Dieser Einfluss folgt unmittelbar aus
dem integrierten PARIS - Gesetz Gl. (6.42), da bei der Berechnung der physikali-
schen Lastspiele je numerischem Zyklus eine grofere (Anfangs-)risslinge zu einer
geringeren Lastspielzahl Np fiihrt.

In Abb. 7.24(b) wird der Einfluss der PARIS - Konstanten auf die Lebensdauer
untersucht. Die wesentliche Erkenntnis ist hier, dass diese, insbesondere der Expo-
nent 7, einen entscheidenden Einfluss auf die Lebensdauer haben. Aufgrund dieser
starken Abhéngigkeit und dem Umstand, dass die Parameter fir Mikrorisse in
Bariumtitanat nicht hinreichend genau bekannt sind, miissen die Ergebnisse als
qualitativ angesehen werden.

In Abb. 7.25(b) werden Lebensdauer und Aktorhub Agy, bei zyklischem elektri-
schem Feld in Verbindung mit einer konstanten Druckvorspannung, s. Abb. 7.22(a),
untersucht. Sowohl die Anfangsrissdichte als auch die PARIS - Konstanten ent-
sprechen denen der Referenzlésung nach Abb. 7.23(a). Dabei ist der Aktorhub, s.
Abb. 7.25(a), definiert durch:

A§22 - ggz (Eénax) - 522 (E2 - 0) . (712)

Man wiirde vielleicht intuitiv vermuten, dass eine Druckvorspannung den Aktorhub
reduziert und die Lebensdauer nur unwesentlich beeinflusst. Experimentelle Unter-
suchungen [29, 30, 103, 165] haben jedoch gezeigt, dass eine moderate Druckvor-
spannung in Richtung des elektrischen Feldes die Effizienz eines Aktors verbessert.
Hinsichtlich der Lebensdauer haben Experimente von L1 [95] gezeigt, dass diese,
abhdngig von der Intensitiat der Druckvorspannung, entscheidend reduziert werden
kann. Die beobachteten Effekte sind auch in Abb. 7.25(b) zu sehen. Hierbei re-
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Abb. 7.25 Skizze eines Stapelaktors mit Aktorhub Azyy (a) und Aktorhub sowie
Lebensdauer Ng'® aufgetragen iiber der Druckvorspannung o3¢ (b)

prisentiert die volle Linie die Lebensdauer Ng' iiber der konstanten Druckvorspan-
ext

nung o53'. Fiir den Aktorhub A, sind zwei unterschiedliche Ergebnisse dargestellt:
die gestrichelte Linie zeigt den Zeitpunkt, wo ca. 20 % der Lebensdauer erreicht ist.
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Bei der gepunkteten Linie wird der Einfluss der Schidigung nicht berticksichtigt.
Hinsichtlich des Aktorhubs kénnen die Ergebnisse von Abb. 7.25(b) wie folgt zu-
sammengefasst werden: fiir geringe Druckvorspannungen hat die Schadigung einen
erheblichen Einfluss, wobei der Unterschied zu einer schidigungsfreien Berechnung
ohne Druckvorspannung am grofiten ist. Ab einer Druckvorspannung von ungefahr
-15MPa ist der Einfluss der Schidigung auf den Aktorhub vernachlissigbar. Der
maximale Aktorhub wird bei bei einer Druckvorspannung von -20 MPa erreicht.
Fiir weiter zunehmende mechanische Drucklasten nimmt der Aktorhub wieder ab
und ist bei -50 MPa sogar geringer als bei 0 MPa. Eine Optimierung von AZy,
durch mechanische Vorspannung erfolgt jedoch zu Lasten der Lebensdauer Nt
s. Abb. 7.25(b). Der grofiten Lebensdauer N & 7,5 - 10° bei 065* = 0 MPa steht
ein Minimum von N&* ~ 10° bei o55* = —25 MPa gegeniiber. Physikalisch kénnen
die in Abb. 7.25(b) beobachteten Effekte durch die inelastischen Prozesse infolge
der Doménenwandverschiebungen erklart werden. Wie bereits in der Diskussion zu
Abb. 7.9 erldutert, fiithrt eine Druckvorspannung o$3* zu einer Zunahme der Vo-
lumenanteile von Doménen senkrecht zum elektrischen Feld E$*‘. Ein zyklisches
elektrisches Feld fithrt dann zu grofleren inelastischen Dehnungen. Diese wirken
sich unmittelbar auf die Eigenspannungen und somit auf die Lebensdauer aus. In
diesem Fall reicht die durch das elektrische Feld verrichtete Arbeit nicht aus, um
90° - Umklappprozesse zu initiieren. Der Aktorhub wird dann durch 180° Prozesse
dominiert, die keinen Beitrag zur inelastischen Dehnung leisten und daher gerin-
gere Eigenspannungen zur Folge haben, was letztlich zur Zunahme Lebensdauer
fithrt. Aus Abb. 7.25(b) kann abgeleitet werden, bei welcher Druckvorspannung
Aktorhub und Lebensdauer in einem geeigneten Verhéltnis zueinander stehen. Im
dargestellten Beispiel fiihrt eine Druckvorspannung von -10 MPa zu einem guten
Kompromiss.
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Abb. 7.26 Einfluss der Druckvorspannung o83' und der Anfangsrissdichte fy auf
Aktorhub (a) und Lebensdauer (b)

In Abb. 7.26 werden Einfliisse der Anfangsrissdichte fy und der Druckvorspan-
nung 053" auf den Aktorhub und die Lebensdauer untersucht. Hierbei stellt die volle
Linie das Referenzergebnis nach Abb. 7.23(a) dar. Aus Abb. 7.26(a) geht hervor,
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dass der Aktorhub kaum von der untersuchten Anfangsrissdichte beeinflusst wird.
Die Qualitit des Materials, hier reprasentiert durch die Anfangsrissdichte fy, hat
auf der anderen Seite sehr wohl einen Einfluss auf die Lebensdauer. Abb. 7.26(b)
zeigt, dass bei fy = 0,02 und einer Druckvorspannung von -25 MPa die Lebensdauer
auf ca. 1000 Zyklen reduziert wird.
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Abb. 7.27 Numerische WOHLER - Linien: Variation der elektrischen Amplitude
bei konstanter Druckvorspannung (a) und Einfluss der Anfangsriss-
dichte bei zyklischer Druckspannung ohne elektrische Last auf die Le-
bensdauer (b)

In Abb. 7.27 sind numerische Berechnungen von WOHLER - Linien dargestellt.
Die Variation der elektrischen Amplitude bei konstanter Druckvorspannung ist Ge-
genstand von Abb. 7.27(a). Hier ist zu erkennen, dass eine zunehmende elektrische
Amplitude einen signifikanten Einfluss auf die Lebensdauer hat. Bei 083" = 0 MPa
stehen 100 Lastzyklen bei einer Amplitude von 30 E, mehr als 10'® Zyklen bei ei-
ner Amplitude von 5 E. gegentiber. Diese beiden Beispiele reprisentieren auch zwei
wesentliche Bereiche eines WOHLER - Diagramms. So sind Ergebnisse mit wenigen
Lastzyklen dem Kurzzeitfestigkeitsbereich zuzuordnen, wohingehen Lebensdauern
von 10' Zyklen dem Dauerfestigkeitsbereich zugehérig sind. Der dritte Bereich, die
Zeitfestigkeit, wird in der einfach logarithmischen Darstellung durch eine Gerade
reprasentiert. In Abb.7.27(a) sind Zeit- und Dauerfestigkeit durch die gestrichelte
Linie angedeutet.

Abb. 7.27(b) zeigt Ergebnisse fiir eine zyklische Druckspannung bei ES* = 0.
Ferner wurde fiir diesen Belastungsfall auch der Einfluss der Anfangsrissdichte f;
untersucht. Wie auch in Abb. 7.27(a) wird der Bereich der Zeitfestigkeit in der
einfach logarithmischen Darstellung durch eine Gerade reprisentiert. Bei ca. 10'3
Lastzyklen erfolgt fiir die Anfangsrissdichten fy 0,01 und 0,02 der Ubergang
in den Bereich der Dauerfestigkeit. Fiir eine elektromechanische Belastung nach
Abb. 7.22(a) konnte bereits festgestellt werden, dass sich die Lebensdauer mit zu-
nehmender Anfangsrissdichte verringert, s. Abbn. 7.24(a) und 7.26(b). Dieser Effekt
wird auch bei der in Abb. 7.27(b) dargestellten Belastungsart beobachtet.
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8 Zusammenfassung

8.1 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, ein Verfahren zu entwickeln, mit dem das
nichtlineare Verhalten polykristalliner ferroelektrischer, -magnetischer und multi-
ferroischer Materialien, ohne die Verwendung eines Diskretisierungsverfahrens, un-
tersucht werden kann. Ausgehend von dem von HWANG et al. [65] vorgeschlagenen
mikromechanischen Modell in Verbindung mit den von HUBER et al. [62] eingefiihr-
ten skalaren Gewichten einzelner Polarisationsvarianten in einem Korn wurde die
kondensierte Methode (KM) fiir Polykristalle entwickelt und vorgestellt. Zur Be-
rechnung makroskopischer Gréflen wird hier zum einen von diskreten Phasen und
homogenen Feldern innerhalb eines Korns ausgegangen, zum anderen wird ange-
nommen, dass alle Kérner die selbe Grofie haben. Da die KM das RVE auf einen
globalen materiellen Punkt kondensiert, war zunéchst zu kliren, wie bei diesem
Problem eine Korninteraktion umgesetzt werden kann. Zur Losung dieser Frage-
stellung wurden drei verschiedene Approximationen diskutiert: die generalisierte
VoIGT - Approximation geht von konstanter Verzerrung, elektrischer und magne-
tischer Feldstirke im gesamten RVE aus. Eine gemischte REUSS/VOIGT - Apro-
ximation setzt konstante Verzerrung, dielektrische Verschiebung und magnetische
Induktion im RVE voraus, wohingegen bei der generalisierten REUSS - Approxi-
mation Spannung, dielektrische Verschiebung und magnetische Induktion konstant
sind. Da die Interaktionen der einzelnen Korner auf die Eigenspannungen infolge
der Doménenwandverschiebung zuriickzufithren sind, ist die REUSS - Approxima-
tion nicht weiter verfolgt worden. Die gemischte REUSS/VOIGT - Approximation
wurde lediglich auf ferroelektrisches Materialverhalten angewandt und mit einer
reinen VOIGT - Approximation verglichen. Bei Erweiterungen der KM auf ferro-
magnetisches oder multiferroisches Materialverhalten wurde ausschlieflich die ge-
neralisierte VOIGT - Approximation zugrunde gelegt. Die Interaktion zwischen den
einzelnen Kérnern erfolgt somit tiber die makroskopische Verzerrung. Eine anschlie-
Bende Validierung der KM mit experimentellen Untersuchungen, u. a. mit [29, 30,
43, 165], sowie Vergleiche mit anderen numerischen Werkzeugen auf Basis der FEM
haben gezeigt, dass die KM ein leistungsfahiges Werkzeug ist, wenn es darum geht,
ein komplexes Materialverhalten ohne die Verwendung eines Diskretisierungsver-
fahrens abzubilden. Die KM erreicht dann ihre Grenze, wenn es um die Loésung
komplexer Randwertprobleme geht. Hierzu ist ein Diskretisierungsverfahren, wie
z. B. die FEM, erforderlich.

Mit dem Modell zur Lebensdauervorhersage wurde ein Ansatz verfolgt, mit we-
nigen numerischen Zyklen die Lebensdauer, z. B. eines Aktors bei kombinierter
elektromechanischer Belastung, abzuschétzen. Das Modell nutzt unter anderem das
klassische PARIS - Gesetz [126] und akkumuliert die in einem numerischen Zyklus
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berechneten physikalischen Zyklen, die notig sind, um einen definierten Rissfort-
schitt Aa zu erzielen. Hinsichtlich der Berechnung effektiver Materialeigenschaften
wird von einer wechselwirkungsfreien Defektverteilung und einer aus elektrischer
Sicht impermeablen Randbedingung auf den Rissufern ausgegangen. Numerische
Simulationen haben gezeigt, dass das Material einen GroBteil seiner Lebensdauer
bei geringer Schiadigung erfahrt. Dies konnte auch bei Strukturkeramiken beobach-
tet werden [27] und ist darauf zuriickzufithren, dass lingere Risse bereits in deutlich
weniger Zyklen zum Versagen fiihren als kurze Risse. Auch die numerischen Un-
tersuchungen zur Lebensdauervorhersage unter kombinierter elektromechanischer
Beanspruchung bilden die in Experimenten beobachteten Effekte gut ab [29, 30,
95, 103, 165]. So fiihrt eine moderate Druckspannung parallel zur elektrischen Last
einerseits zu einer Vergrofierung des Aktorhubs, andererseits aber zu einer signifi-
kanten Reduktion der Lebensdauer.

8.2 Ausblick

Erste Untersuchungen eines Polykristalls mit rhomboedrischen Elementarzellen ha-
ben gezeigt, dass die Reduktion auf ein ebenes Problem aufgrund der vielféltigen
Umklappvarianten die physikalische Realitat nicht ausreichend abbildet. Um auch
bei derartigen Elementarzellen simtliche Umklappprozesse abbilden zu kénnen, ist
eine Erweiterung auf rdumliche Probleme unumgénglich. Darauf aufbauend kann
die KM auch dahingehend erweitert werden, dass in einem lokalen materiellen
Punkt mehrere Phasen vorliegen, wie es bei Kompositionen an der morphotropen
Phasengrenze (MPG) der Fall ist. Zwei Ansétze zur diesbeziiglichen Modellierung
wurden in Kapitel 5.4 vorgestellt, allerdings liegt noch keine Evolutionsgleichung
fiir den Phaseniibergang vor.

Unabhéngig davon, ob zwei- oder dreidimensionale Probleme betrachtet werden,
sollten einige grundlegende Annahmen der KM tiberdacht und gegebenenfalls iiber-
arbeitet werden. Bei der Berechnung makroskopischer Grofien wurde u. a. davon
ausgegangen, dass jedes Korn die selbe Grofle hat, was auf ein reales Korngefiige
nicht zutrifft. Ferner wird auf der Ebene eines Einkristalls bisher davon ausgegan-
gen, dass die Doménen innerhalb dieses nicht miteinander interagieren. Demzufol-
ge konnen einzelne Doménen den gesamten Volumenanteil eines Korns einnehmen.
Ferner liegen keine Eigenspannungen im Korn vor und die Hysteresen sind unrea-
listisch multilinear. Untersuchungen in z. B. [31] haben jedoch gezeigt, dass auch
bei Einkristallen glatte Hysteresen zu beobachten sind.

Die hier angenommene generalisierte VOIGT - Approximation fiithrt dazu, dass
in jedem Korn (in jedem lokalen materiellen Punkt) die gleiche Verzerrung bzw.
elektrische Feldstéarke vorliegt. Diese Annahme ist sicherlich ein grundlegender Ein-
schnitt in die Physik der hier betrachteten Materialien, da z. B. bei Elektroden-
spitzen in Aktoren ein stark gradiertes elektrisches Feld vorliegt [50]. Dieser Sach-
verhalt kann mit der bislang entwickelten KM nicht abgebildet werden. Dies wirft
die grundlegende Frage auf, wie gradierte Felder bei einer diskretisierungsfreien
Methode ohne jegliche Ortsinformation abgebildet werden konnen. Denkbar ist
hier eine geeignete Abbildung von raumlichen auf materielle Punkte in definierten
Kontrollvolumina [155].
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Ein sehr vielversprechender Ansatz ist die Verkniipfung der KM mit der FEM.
Bei numerischen Berechnungen mit der FEM in z. B. [4, 5, 50] wird von einem Korn
je Integrationspunkt ausgegangen. In Verbindung mit der KM wére es moglich,
polykristallines Verhalten mit Korninteraktion an jedem Integrationspunkt abzu-
bilden. Die Kombination beider Methoden wird zu einer deutlichen Reduktion der
benoétigten Elemente und moglicherweise auch zu einer Reduktion der Rechenzeit
fithren. Noch wesentlicher ist der Aspekt der Entkopplung von raumlicher Diskre-
tisierung und Kornstruktur. Diese Idee steht in Konkurrenz zur bekannten FE? -
Methode, indem hier numerische und analytische Methoden kombiniert werden.

Im Hinblick auf das Modell zur Lebensdauervorhersage haben die numerischen
Untersuchungen in Kapitel 7.5 gezeigt, dass die PARIS - Konstanten, hier vor allem
71, einen deutlichen Einfluss auf die berechnete Lebensdauer haben. Da in dieser
Arbeit die Werte von PZT, basierend auf den Untersuchungen von SALZ et al. [137],
angenommen wurden, ist eine generelle experimentelle Validierung dieses Modells
empfehlenswert.

SchlieBlich ist es denkbar die KM auf das Materialverhalten von Anti- oder Re-
laxorferroelektrika anzuwenden.
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A Erganzungen

A.1 Verschiebungsfelder fiir tetragonale und
rhomboedrische Elementarzellen

Nachfolgend wird auf die in Kapitel 4 zur Ableitung der Verzerrungstensoren not-
wendigen Verschiebungsfelder eingegangen. Grundlage bildet der Ansatz fir den
Verschiebungsvektor wu;:

u (X, X2)> _ (150 + u Xy + upXo + U12X1X2> . (A.1)

i X,X ==
u( b 2) < ( v+ X1+ nuXo + v X1 Xo

der auf den Koordinaten der Ausgangskonfiguration X; basiert. In Gl. (A.1) be-
schreibt u die Verschiebung in Xj - Richtung und v die Verschiebung in X, - Rich-
tung. Die Konstanten wug, uy, us und w5 bzw. vy, vy, v, und vy5 sind abhéngig vom be-
trachteten Problem und werden mit Hilfe der Verschiebungsvektoren u,.j) (5(17 5(2)
der Eckpunkte bestimmt.

Fiir den in Abb. 4.2 dargestellten Umklappprozess gilt fiir die Konstanten ug,
uy, Ug, U bzw. vy, vy, v und vyo das nachfolgende Gleichungssystem:

1—5 B -2 Uy 7070/ 1 (AQ)
pb s g fle] T2
VAl -1
AV 1
—é % —% [ :c—a (A3)
N I R
AL -1

Mit den Gleichungssystemen (A.2) und (A.3) werden die Konstanten des Verschie-
bungsansatzes (A.1) bestimmt. Fiir das Verschiebungsfeld gilt:

w (X1, X)) = =2 (_(;Xl) . (A4)

a X,

Das Vorgehen fiir die umgekehrte Zustandsdnderung erfolgt analog dem oben be-
schrieben Verfahren, weswegen hierfiir ausschliefllich das Verschiebungsfeld ange-
geben wird:

c—a X
u; (X1, Xp) = a (—GXQ) . (A.5)
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Grundlage fiir die Bestimmung des Verschiebungsfeldes der rhomboedrischen Ele-
mentarzelle bildet Abb. 4.4. Das zu einem 70,5° - Umklappprozess, s. Abb. 4.4(a),
zugehorige Gleichungssystem zur Bestimmung der Konstanten nach Gl. (A.1) lau-
tet:

1 5 0 0 Uy -1
1 %cosé7 gsinﬁ %zcosﬂsinﬁ w | _e—d| cosf (A.6)
1 -3 0 0 w | 2 1 ’ ’
1 —fdcosf —%sinf ZLcosBsinf) \we —cos 8

2 2 1
1 £ 0 0 v 0

2 o

1 %cosﬁ %sinﬂ %cosﬂsinﬁ v | _e—d]| sing (A7)
1 -5 0 ‘ 0 vl 2 0 ’ ’
1 —ZcosB —4sing %Z cosBsin 3] \vi2 —sin 3

Mit den Konstanten der Gleichungssysteme (A.6) und (A.7) folgt fiir das Verschie-
bungsfeld gemaB Gl. (A.1):

2 g2
d e —d* 1 X
de tanfoT (A.8)

X,

—e
X+
e

e —

Ui (Xl,Xz) =

Bei Umklappprozessen der Doménen zwei und vier um —70,5° bzw. 109,5° (Abb.

4.4(b)) lauten die zugehorigen Gleichungssysteme zur Bestimmung der Konstanten
nach Gl (A.1):

1 g 0 0 m 1
1 fcosf  ELsinp cicosﬂsinﬂ n e—d |—cosp
2 2 1 _
1 -4 0 0 Uy 2 -1 |’ (A.9)
1 —fcosff —§sinf %2 cosBsin 8] \ui2 cos 3
1 g 0 0 iy 0
1 fcosfB  Esing 2 cos [sin 1;1 e—d | —sinp
2 2 S 1 -
1 7% 0 0 U 2 0 ' (A.10)
1 —$cosf —5sinfd %2 cosBsin 3] \vi2 sin 3

Mit den Losungen aus den Gln. (A.9) und (A.10) folgt das Verschiebungsfeld (A.1)
eines Umklappprozesses geméfl Abb. 4.4(b):

e—d - 1
X+ 2
w(X, X)) =| ¢ de  tanf | (A.11)

d —
€X2

e
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A.2 Spontane Dehnung der rhomboedrischen
Elementarzelle

Inhalt dieses Abschnittes ist die Herleitung der LAGRANGE - GREENschen und
EULER - ALMANSIschen Verzerrungstensoren fiir die in Abb. 4.4(b) dargestellten
Umklappprozesse und der Nachweis, dass fiir den Sonderfall kleiner Verzerrun-
gen diese Tensoren in den CAUCHYschen Verzerrungstensor tibergehen. Fiir die in
Abb. 4.4(b) dargestellten Umklappprozesse der Doménen zwei und vier bildet die

Vorschrift
_ 2 2
<1+edd)Xl+dd e t 13 ,
T = d—e ¢ tan (A.12)
(14555

die Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration ab. Die Gln. (3.1) und
(A.12) fihren auf das zugehorige Verschiebungsfeld:
—d ?—e 1
e X+ e X,
d p de tanf3 ) (A.13)
_ eXz

U; =

€

Der zugehorige Deformationsgradient und dessen Inverse lauten:

e—d d*—¢* 1 d—e e —d* 1
1+ 1+
F.— d de tanpf ol e de tanf (A.14)
J d—e P e—d ’ ’
0 1+ 0 1+
e d

Daraus kénnen mit den Gln. (3.16) und (A.14) der LAGRANGE - GREENsche Ver-
zerrungstensor

ld+e 1
E 76_d ! T2 e tan 3
T T | ld+e 1 d +
2 ¢ tanfs e _
d+e 1 (A.15)

1/e—d\* ! e tanp
TolTd ) | dre 1 (d) (@) 1
e tanf (e — d)2 e2 tan? B3

€
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und mit den Gln. (3.18) und (A.14) der EULER - ALMANSIsche Verzerrungstensor

ﬂ _1d+e 1
o 7e—d e 2 ¢ tanfs
i d ld+e 1 .
2 e tanf
. dte d (A-16)
1{e—d\ ¢ tanf
A dte d (d2— e 1
€2 tanpf (e— d)2 ¢2 tan® g3

bestimmt werden. Analog zu Gl. (4.27) gilt fir die Gln. (A.15) und (A.16) unter
der Annahme kleiner Verzerrungen:

1 7le+d 1

: BT _ce—d 2 e tanf
B gm e =S| e 1 S0 M D

2 e tanp

Aus Gl. (A.17) geht hervor, dass fiir kleine Verzerrungen die quadratischen Terme
gegentiber den linearen vernachlassigbar sind. Wird dartiberhinaus Gl. (A.17) mit
dem aus Gl. (A.13) folgenden CAUCHYschen Verzerrungstensor

1 7le+d 1

_e—d 2 e tanf

2 e tanp

verglichen, so wird deutlich, dass auch fiir diese Umklappvarianten der LAGRAN-
GE - GREENsche und der EULER - ALMANSIsche Verzerrungstensor mit dem
CaucHyschen Verzerrungstensor tibereinstimmen, insbesondere da die Annahme
kleiner Deformationen bei den vorliegenden Gitterkonstanten erfiillt ist.

A.3 Volumen eines Parallelepipeds

Bei dem in Abb. 4.3 dargestellten Parallelepiped ist eine unmittelbare Berechnung
des Volumens V tber das Spatprodukt

V= Eijkajbkc,- (Alg)

nicht moglich, da die Koordinaten des Vektors ¢; nicht bekannt sind. Eine Bestim-
mung des Volumens ist dennoch mit Hilfe der GRAMschen Matrix [16, 41]

(0D, oDy .. (D) ym)

(0™ D) .. () )
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méglich. Tn Gl. (A.20) beschreiben die Vektoren v(™ die Basis eines n - dimen-
sionalen Vektorraumes und (-,-) die Bilinearform. Die Bilinearform ist dann ein
Skalarprodukt, wenn die GRAMsche Matrix symmetrisch und positiv definit ist
und die Vektoren v linear unabhingig sind. Nach [16, 41] ist in diesem Fall die
Determinante

M (00, 0™ = det (M) > 0 (A.21)
und somit kann das Volumen durch

V=MW, ... vm) (A.22)

bestimmt werden. Da die in Abb. 4.3 eingefiihrten Vektoren a;, b; und ¢; linear
unabhéngig sind und die zwischen diesen Vektoren eingeschlossenen Winkel

a=2(a;,b;),
B=2(bc), (A.23)
Y= z (aiv Ci)

sowie die Betrige der Vektoren |a;| = a,|b;| = b,|c;] = ¢ bekannt sind, kann die

GRrAMsche Matrix bestimmt werden:

a? ab cosa  ac cos B
M, = | ab cosa b? be cosy | . (A.24)
ac cos 8 be cosy c?
Fir die Determinante M folgt
M= a®bc? (1 +2 cos acos B cosy — cos® o — cos® 3 — cos® ’y) . (A.25)

Mit Gl. (A.22) ergibt sich fiir das Volumen eines Parallelepipeds:

V = abe \/1 + 2 cosacos B cosy — cos? a — cos? f — cos? . (A.26)

Gl (A.26) geht fir den Sonderfall eines Rhomboeders, unter Verwendung der
Gln. (4.8) und (4.9), tber in

V=a \/1 + 2 cos® ah — 3 cos? ot (A.27)

A.4 Konvergenzkriterium und Berechnung der
kritischen Lastspielzahl

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Konvergenzkriterium und die zugehorige li-
neare Extrapolation beziehen sich auf das in Abschnitt 6.2 eingefiihrte Modell zur
Lebensdauervorhersage. Aus Gl. (6.44) wird ersichtlich, dass die Reihe ein Konver-
genzverhalten aufweist, da die Folge (6.42) fiir zunehmende Rissldngen gegen Null
geht, s. auch Abbn. 7.23 und 7.24. Die Idee fiir ein entsprechendes Konvergenzkri-
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terium ist in Abb. A.1(a) dargestellt. Hier definieren ~; und 7 die Winkel zwischen
dem é-ten und (¢ — 1)-ten numerischen Zyklus bzw. dem é-ten und (i — k)-ten nu-
merischen Zyklus. Der Parameter k gibt an wie viele bereits simulierte numerische
Zyklen fiir das Konvergenzkriterium berticksichtigt werden sollen. Aufgrund der
doppeltlogaritmischen Darstellung in Abb. A.1 gilt fiir den Winkel /3

_mw>
1
g(ﬁ-

= arctan | ————4~ A28
Tk/1 Ig <NP(F’C)/1> ( )
Np;
Die numerische Simulation ist dann konvergiert, wenn
1= %< (A.29)
7

erfillt ist. Hier ist & die obere Grenze der normierten Differenz zwischen den in

Ig /A lgf A
fi ; fcrit ]

: fcrit > fz

fii1]
Jimk ]

NP(i—l) Nﬁrit lg NP
(b)

Abb. A.1 Darstellung zur Erlauterung des Konvergenzkriteriums (a) und lineare
Extrapolation zur Bestimmung der kritischen Lebensdauer Ng' (b)

Gl. (A.28) eingefiihrten Winkeln v, und ~;. Fiir die in dieser Arbeit vorgestellten
Ergebnisse wurde ¢ = 0,01 gewéhlt. Da die Konvergenz bereits bei sehr geringen
Rissdichten erreicht wird, s. Ergebnisse in Abschnitt 7.5, erfolgt zunéchst eine linea-
re Extrapolartion, um die kritische Rissdichte f* zu erhalten. Aufbauend darauf
kann anschliefend die kritische Lastspielzahl N§® berechnet werden:

1o crit 1 ;‘—
. u +1g Np(; 1y
Nt =10 tanm : (A.30)

wobei tan~; mit Gl. (A.28) berechnet wird.
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Da in dieser Arbeit tetragonale Elementarzellen sowohl fiir piezoelektrische als auch
ferromagnetische Materialien angenommen werden, liegt fiir beide Materialtypen
eine transversale Isotropie vor, d. h. es liegen fiinf unabhéngige elastische, drei
piezoelektrische, drei magnetostriktive, zwei dielektrische sowie zwei Konstanten
der magnetischen Permeabilitdt vor. Ist das Material in positiver z; - Richtung
gepolt und somit isotrop in der z-z3 - Ebene, gilt fiir die Materialtensoren in
VoicTscher Notation:

Cu Cip O 0 0 0
Cla Chy O 0 0 0
Ciz Coz O 0 0 0
Cpq 0 0 0 Ca ; Chs R
0 0 0 0 Cuy 0
0 0 0 0 0 Cu
enn ez ez 00 0
€rqg = 0 0 €26
0 0 0 0 €26 0 (B 1)
a1 q2 q2 0 0 0
Qrq = 0 0 0 0 0 @26
0 0 0 0 g O
K11 0 0
Rij = 0 Koo 0 5
0 0 K92
mi 00
pig=| 0 p2 0
0 0 poe
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Fiir eine Polung in positiver 2, - Richtung und isotroper z;-23 - Ebene gilt fir die
Materialtensoren:

Cyy Cia Cos 0 0 0
Ci, Cnu Cp 0O 0 0
Cy3 Crp Gy 0 0 0
Cu=10 0 0 Cy4 0 0
Oy — Co:
0 0 0 0 % 0
0 0 0 0 0 Cuy
0 0 0 0 0 €26
€kqg = | C12 €11 €12 0 0 01,
0 0 0 0 €26 0 (B 2)
0 0 0 0 0 ¢
kg = | Q12 q11 12 0 0 01,
0 0 0 0 ¢ O

K929 0 0
Rij = 0 s 0],
0 0 K922

H22 0 0
pg=10 pu 0 [.
0 0 poe

Die in den Gln. (B.1) und (B.2) aufgefiihrten Konstanten sind Tab. B.1 zu entneh-
men [4, 5, 68, 85, 92]. Da in dieser Arbeit PZT ausschlieBlich fiir rein ferroelektrische

Tab. B.1 Materialkonstanten der in dieser Arbeit verwendeten Materialien

BaTiO3 | PZT | CoFeyOy Einheit
Ch 16,2 11,7 26,95
Cha 7,75 8,41 17,0
Cyo 16,6 12,6 28,6 10'° N/m?
Cas 7,66 8,26 17,3
Cyq 4,29 2,3 4,53

e1 18,6 23,3 0

€12 -4.4 -6,55 0 C/m?
e | 11,6 | 17,0 0

qi1 0 - 700

Q12 0 - 580 N/Am
426 0 - 550

K11 12,57 17,2 0,093 9

kg | 1116 | 155 | o008 |07 C/Vm
Hi11 071 - 0,0628 —4 2
fs | 0,05 ~ | ooss | 10TTN/A

Simulationen verwendet wird, werden zu den magnetostriktiven Eigenschaften und
der magnetischen Permeabilitéit von PZT keine Angaben gemacht.
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In der nTab. B.2 sind weitere relevante Grofien ferroelektrischer Materialien auf-
gefithrt [68, 112, 156]. Unter Verwendung der kubischen Gitterkonstante ag, s.

Tab. B.2 Materialabhingige Konstanten von Ferroelektrika

Material | E. [V/m] | P° [C/m?] | ¢ [A} a {A] ap [A}
BaTiO; | 2-10° 026 | 4,0346 | 3.9928 | 4,0
PZT | 22-10° 033 | 4,146 | 4,03 | 4,068

Tab. B.2, folgt fiir die Berechnung der Raumdiagonalen der Betrachtungsebene
eines thomboedrischen PZTs, s. Abschnitt 4.1.2: e ~ 7,0787 A und d ~ 7,0271 A.
Entsprechende Werte fiir CoFe,Oy sind Tab. B.3 zu entnehmen [4].3!

Tab. B.3 Materialabhéngige Konstanten von CoFe;Oy

Material

H,

[A/m] | M° [N/Am)]

ep [-]

CoFey Oy

4,710 1,53

31Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass Gitterkonstanten fiir Kobaltferrit nicht vorliegen und
daher an dieser Stelle die GroBe e p angeben wird [4]. Diese stellt geméB Gl. (4.6) ein normiertes
Verhéltnis der Gitterkonstanten ¢ und a dar und ist bei dem hier betrachteten ferromagneti-
schen Material als phdnomenologischer Parameter zu verstehen.
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