Negative Groflen bei Diophant?

Klaus Barner

In this paper we champion DIOPHANTUS OF ALEXANDRIA and ISABELLA BASMAKOVA against
NORBERT SCHAPPACHER. In two publications ([46] and [47]) he puts forward inter alia two
propositions: Questioning DIOPHANTUS’ originality he considers affirmatively the possibili-
ty, that the Arithmetica are the joint work of a team of authors like BOURBAKI. And he
calls BASMAKOVA’s claim (in [5]), that DIOPHANTUS uses negative numbers, a “nonsense”,
reproaching her for her “thoughtlessness”. First, we disprove SCHAPPACHER’s Bourbaki the-
sis. Second, we investigate the semantic meaning and historical significance of DIOPHANTUS’
keywords Aetic and Onopic. Next, we discuss SCHAPPACHER’s epistemology of the history of
mathematics and defend BASMAKOVA’s methods. Furthermore, we give 33 places where DI10-
PHANTUS uses negative quantities as intermediate results; they appear as differences a — b
of positive rational numbers, the subtrahend b being bigger than the minuend a; they each
represent the (negative) basis (nthevpd) of a square number (tetpdywvoc), which is afterwards
computed by the formula (a — b)?> = a® + b2 — 2ab. Finally, we report how the topic “Dio-
PHANTUS and the negative numbers” has been dealt with by translators and commentators
from MAXIMUS PLANUDES onwards.

Und er kommt 2u dem Ergebnis:

< Nur ein Traum war das Erlebnis.

Weil >, so schliefit er messerscharf,
<nicht sein kann, was nicht sein darf>

CHRISTIAN MORGENSTERN: Palmstrom

In einer Besprechung aktueller Literatur zur Geschichte der Fermat-Vermutung in den
Mathematischen Semesterberichten ([46], S.120) iibt NORBERT SCHAPPACHER Kritik an
historischen Angaben in ANTHONY KNAPPs Monographie [34] iiber elliptische Kurven
und kann sich, wie er selbst schreibt, nicht enthalten, unter anderem zwei Kkritische
Bemerkungen zu machen. Diese lauten:

1. ,Das von mir sehr geschiitzte Buch von A.W.Knapp zum Beispiel (s.0.) beginnt
mit folgenden Behauptungen (p.3): ,Diophantus lived in Alexandria around 250
A.D.“[Das wird in der Tat allgemein vermutet. Unser dokumentiertes Wissen wére
freilich auch mit der Annahme vertréiglich, dafl Diophantus ein Autorenkollektiv &
la Bourbaki war.]“

Und iiber D1oOPHANTS Hauptwerk, die Arithmetika:

2. ... The early volumes introduced ... negative numbers [Das wurde zwar sogar von
der Historikerin Bashmakova behauptet, ist aber trotzdem Unsinn.]... ¢



1 Original oder Kompilation?

Soweit sich SCHAPPACHERS erste Bemerkung auf die Lebenszeit DIOPHANTS bezieht,
namlich dafl diese vermutlich die zweite Hélfte des dritten nachchristlichen Jahrhunderts
umfafite und dafl die meisten Mathematikhistoriker, wenngleich durchaus nicht alle, dies
annehmen, braucht man sie nicht zu kritisieren. Gesichert ist nur, daf§ er zwischen 150
BC und 350 AD lebte. Aber zahlreiche Indizien sprechen iibereinstimmend fiir die engere
Zeitspanne. Und auch ich will diese als Arbeitshypothese zugrunde legen, wohl wissend,
dafl ich mich damit auf nicht v6llig gesichertem Boden bewege.

Verwunderung aber muf} die zweite Hilfte von SCHAPPACHERs erster Bemerkung her-
vorrufen. Will er allen Ernstes behaupten, unser Wissen iiber DIOPHANTOS VON ATLEX-
ANDRIA lasse die Hypothese zu oder lege gar den Schlufl nahe, hinter dem Namen D1o-
PHANTOS verberge sich ein Kollektiv anonymer Autoren des dritten Jahrhunderts, als
deren Gemeinschaftswerk die Arithmetika anzusehen seien? Die lakonische Form, in
der SCHAPPACHERs Notiz erscheint, erweckt zudem den Eindruck, als werde hier le-
diglich eine in der Forschung géngige Hypothese wiedergegeben. In der umfangreichen
Sekundérliteratur zu den Arithmetika des DIOPHANTOS ist mir nicht eine einzige Be-
legstelle fiir eine solche These begegnet.

Vermutlich, so will es mir scheinen, handelt es sich bei der Wendung Autorenkollektiv
a la Bourbaki um eine mifigliickte Einkleidung einer anderen und in der Tat sehr ver-
breiteten These, ndmlich DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA sei nicht, oder zumindest
nicht allein, der geistige Vater der (im uns bekannten Teil 290 Probleme umfassenden)
Aufgabensammlung Arithmetika, vielmehr handele es sich bei dieser um eine von D10-
PHANTOS vorgenommene Kompilation aus den Werken vor ihm lebender, heute aber
leider unbekannter antiker Autoren.

Fiir diese These findet, sich in der neueren Literatur manches Zitat. So schreibt E.T.
BEeLL in ,, The Last Problem* ([8], p.173):

There are two questions the historians would like to have answered. Was
Diophantos a Greek? If so, he was a sport. He does not think like any of his
Greek predecessors, nor is the kind of problems he attacks one that interested
them. Again, was his Arithmetica all his own, or was it, in the manner of
FEuclid’s Elements at least partly a compilation from earlier works ? There has
been much inconclusive argument on both questions.

Tatséchlich ist viel dariiber spekuliert worden, ob die Aufgaben und Losungen in den
Arithmetika DIOPHANTS eigene sind, oder ob er sie dhnlich wie EUKLID in den Elemen-
ten grofitenteils von seinen Vorgingern iibernommen und nur systematisch zusammen-
gestellt hat. Man mochte DAVID SWIFT zustimmen, wenn er schreibt ([52], p.166):

It is useless to try to quess what proportion of the advanced problems and
methods are Diophantus’ oum.

Aber gleichwohl fihrt, er fort:



Most modern historians postulate a continuous underlying tradition of orien-
tal algebraic methods in Greek mathematics rather than a sudden invasion in
the Roman period. If this be so, texts and problem lists would certainly have
existed. It 1s probable that the Arithmetic was in good part a compilation of
such a quality that the predecessors were no longer held in repute.

Ursprung dieses Postulats der ,meisten modernen Historiker” ist eine Stelle aus PAUL
TANNERYS 1879 erschienenem Aufsatz , A quelle époque vivait Diophante?* ([53], p.262
f). Zunédchst zitiert TANNERY in zustimmender Absicht eine Stelle aus HERMANN HAN-
KELs unsiglicher (und nach heutigem Erkenntnisstand vollig unhaltbarer) Diophant-
Herabsetzung aus dem Jahre 1874 ([26], S.157):

Wiren seine Schriften nicht in griechischer Sprache geschrieben, Niemand
wiirde auf den Gedanken kommen, dass sie aus griechischer Cultur entspros-
sen wdren.

Dann fahrt TANNERY fort:

C’est une étrange hallucination; la forme caractéristique de la rédaction
n'edut certes pas permis de méconnaitre la véritable origine, méme sous le
déguisement d’une langue étrangere, pourvu que la traduction et été littérale.
La rareté des indices de travaur analogues a ceux de Diophante et remontant
au premier age de ’Ecole d’Alezandrie est d’ailleurs suffisamment explicable
par diverses circonstances sur lequelles il serait hors de propos de étendre
ici; mais, st rares que soient ces indices, ils sufficent, avec ’étude des écrits
de notre auteur, pour établir que c’est un esprit dans le genre de celui de
Pappus, un mathématicien érudit plutot qu’un génie inventeur. Les artifices
de ses solutions ont été, comme ensemble, beaucoup trop vantés; leur valeur
est trés-inégale, et, si auxr uns il faut bien reconnaitre la griffe d’un lion
inconnu, d’autres problémes, a coté, sont, en comparaison, traités plus ou
moins maladroitement. L’oeuvre apparait donc comme un recueil emprunté a
diverses sources, recueil ou 'auteur a pu d’ailleurs mettre beaucoup du sien.

TANNERY ist in seinem zitierten Aufsatz nicht primér an der Frage ,,Original oder Kom-
pilation?* interessiert, ihm geht es um Argumente, die seine Datierung des DIOPHANTOS
in die zweite Hélfte des dritten Jahrhunderts stiitzen. Die etwas entlegene Zitatstelle wire
vielleicht auch nicht von solcher Wirkung gewesen, hétte nicht THOMAS HEATH diese
zum Anlafl genommen, in beiden Auflagen seines Klassikers ,,Diophantus of Alexandria®
jeweils ein ganzes Kapitel ([27], Chapter VII: ;How far was Diophantos original 7¢; [28],
Chapter VI: ,The place of Diophantus“) der Frage zu widmen, auf welche Leistungen
seiner Vorginger DIOPHANTOS zuriickgreifen konnte.

In der ersten Auflage von 1885 ([27], p.131ff.) gibt er zunichst einen Uberblick iiber die
Positionen der Autoren CLAUDE GASPAR(D) BACHET DE MEZIRIAC, HENRY THO-
MAS COLEBROOKE, PIETRO C0SSALI, GEORG HEINRICH FERDINAND NESSELMANN
und NICOLAS SAUNDERSON zu der genannten Frage, die alle mehr oder minder die



Originalitdt DIOPHANTS bejahen, und setzt sich dann ausfiihrlich mit TANNERYS com-
pletely opposite view auseinander, being entirely unwilling to credit Diophantos with being
anything more than a learned compiler. HEATH untersucht die Argumente fiir und wi-
der D1OPHANTs Originalitdt. Da unbestritten ist, dafl das erste Buch der Arithmetika,
welches sich mit bestimmten algebraischen Gleichungen ersten und zweiten Grades be-
fafit, nur wenig Neues enthilt, richtet er sein Augenmerk auf die diophantische Analysis
(Arithmetische Algebraische Geometrie), die mit der achten Aufgabe des zweiten Buches
beginnt und fast vollstindig den iibrigen uns bekannten Teil der Arithmetika ausmacht.

Nachdem HEATH ausschliefien kann, dafl DIOPHANT von den Arabern und Indern beein-
fluBBt wurde, bemerkt er: There is not, then, much doubt that, if we are to find any wri-
ters on algebra earlier than Diophantos to whom he was indebted, we must seek for them
among his own countrymen. Er setzt sich ausfiithrlich mit den Werken von HYPSIKLES,
NIKOMACHOS und THEON VON SMYRNA auseinander und stellt fest, dafl keiner dieser
Autoren als Ideenlieferant fiir DIOPHANTOS in Frage kommt. Sodann untersucht HEATH
Di1orPHANTS Sprache, Terminologie und algebraische Bezeichnungen, nm zu sehen, ob sie
eine SchluBifolgerung gestatten, dafl irgendetwas, was er lehrt, neu ist. (Zu diesen gehoren
auch die Termini )\ENLLl)Lg und Unapic, die uns weiter unten noch beschéftigen werden.)
HeaTHs Schlufifolgerung:

To assert, then, that Diophantos invented algebra is, to say the least, an
exaggeration, as we can even now see from the indications above mentioned.
His notation, so far it is a notation, is apparently new.

Sodann setzt sich HEATH mit TANNERY auseinander und schreibt:

What remains to be said may, perhaps, be best arranged under the principle
of Diophantos’ methods as headings; and it will be advisable to take them
in order, and consider in each case wether anything is anticipated by Greek
authors whose works we know. For it would seem useless to speculate on what
they might have written. If we once leave the safe ground of positive proveable
fact, such an investigation as the present could lead to no useful result.

Besondere Abschnitte widmet HEATH der Geschichte der pythagoreischen Tripel bei
PYTHAGORAS, PLATON und FEUKLEIDES sowie dem (ARCHIMEDES zugeschriebenen)
Rinderproblem. In beiden Féllen 148t sich kein Einflufl auf DIOPHANTS Methoden der un-
bestimmten Analysis nachweisen. Vielmehr ibernimmt HEATH NESSELMANNs Schluf}-
folgerung in [40], indem er schreibt:

We may therefore adopt, with little or no variation, Nesselmann’s final result,
that he is far from believing that Diophantos merely worked up the materi-
als of others. On the contrary he is convinced that the greater part of his
propositions and his ingenious methods are his oum. There is moreover an
“Individuum® running through the whole work which strongly confirms this
conclusion.



Noch 1908 kommt W. W. ROUSE BALL ([2], p.104), nachdem er Spuren von DIOPHANTS
algebraischen Bezeichnungen bei PAPPUS und in einem griechischen Papyros unbekann-
ter Herkunft fiir moglich gehalten hat, 7u einem ganz dhnlichen Résumé:

... but no other direct evidence for the non-originality of Diophantus has been
produced, and no ancient author gives any sanction to this opinion.

In der zweiten Auflage [28] seines Werkes von 1910, welches gegeniiber der ersten Auf-
lage eine starke Uberarbeitung erfahren hat, kommt HEATH zu einer véllig anderen
SchluBifolgerung. Die Darstellung der Positionen von BACHET, COLEBROOKE, COSSA-
L1, NESSELMANN und SAUNDERSON ist ersatzlos entfallen. Insbesondere TANNERY wird
im Kontext der Frage ,,Original oder Kompilation?* nicht mehr erwéhnt. Andererseits
vergleicht HEATH die Arithmetika nunmehr auch mit einem inzwischen von HEIBERG
herausgegebenen und von ZEUTHEN kommentierten anonymen Manuskript [30] aus dem
12. Jahrhundert, in dem 13 Aufgaben der unbestimmten Analysis behandelt werden und
dessen Ursprung von HEATH zwischen EUKLID und DIOPHANT datiert wird. Aber kei-
nes der darin behandelten Probleme kommt in den Arithmetika vor. Nor do we find in
the above problems any trace of Diophantus’ peculiar methods ([28], p.121). SchlieBlich
fafit er seine Untersuchungen wie folgt zusammen (a.a.0. p.124):

Such are the very few and scattered particulars which we possess of problems
similar to those of Diophantus solved or propounded before his time. They
show indeed that the kind of problem was not invented by him, but that on
the other hand they show little or no trace of anything like his characteristic
algebraical methods. In the circumstances, and in default of discovery of fresh
documents, the question how much of his work represents original contribu-
tions of his own to the subject must remain a matter of pure speculation.

Man mochte meinen, dafl HEATH damit allen Spekulationen iiber DIOPHANTS Mangel

an Originalitit einen Riegel vorgeschoben hat, aber dann lesen wir (und reiben uns die
Augen) (28], p.124):

It is pretty obvious that one man could not have been the author of all the
problems contained in the six books. There are also inequalities in the work;
some problems are very inferior in interest to the remainder, and some so-
lutions may be assumed to be reproduced from other writers of less calibre,
since they reveal none of the mastery of the subject which Diophantus posses-
sed. Again, it seems probable that the problem V. 80, which is exceptionally
in epigrammatic form, was taken from someone else. The Arithmetica was
no doubt a collection, much in the same sense as Fuclid’s Elements were.

HEATH gibt keinerlei Hinweis auf die Beweggriinde fiir seinen erstaunlichen Sinneswan-

del. Es bleibt dem Verfasser nichts anderes iibrig, als ihm entschieden zu widersprechen.

1. Es ist iiberhaupt nicht pretty obvious, dafl ein Mann allein nicht der Autor der Arith-
metika sein kann. Die Geschichte der Mathematik kennt geniigend Beispiele genialer



Mathematiker, die Biicher mit fast vollsténdig neuem, revolutiondrem Inhalt verfafit ha-
ben, und diese miissen auch HEATH bekannt gewesen sein, wie etwa die Disquisitiones
Arithmeticae des jungen GAUsS. Oder man denke an die Gesamtwerke NEWTONs und
EULERs. Das gewaltige Opus des ARCHIMEDES beweist, dafl schon die Antike in der Lage
war, ein mathematisches Genie hervorzubringen. Nur wer, wie HANKEL oder TANNERY,
die Methoden D1IOPHANTS nicht versteht und die Arithmetika fiir ein unsystematisches
Sammelsurium von mathematischen Tricks héalt, kann auf die Idee kommen, dafl es sich
bei diesem Werk um eine Kollektion handelt, die von DIOPHANT im wesentlichen nur
zusammengetragen wurde. Es ist das Verdienst ISABELLA BASMAKOVAs [5] und — in
Fortsetzung ihrer Untersuchungen — ROSHDI RASHEDs ([44], vol.1, chapitre I), da}
jene, lange Zeit géngige, Auffassung heute von keinem ernst zu nehmenden Mathema-
tikhistoriker mehr vertreten wird.

2. HEATH stiitzt seine neue Position mit dem bei TANNERY entlehnten Hinweis, es
seien Niveauunterschiede in den Arithmetika zu beobachten und dies beweise, dafl D10o-
PHANT Probleme von Autoren unterschiedlichen Kalibers reproduziert habe. In der
ersten Ausgabe seiner Diophant-Monographie von 1885 hat HEATH diese These noch
zuriickgewiesen ([27], p.139):

But we are not likely to admit that inequality in a work is any evidence
against originality; for what great genius always equalled himself?

Auflerdem ist zu bedenken, daf die dltesten (byzantinischen) Handschriften der griechi-
schen Biicher der Arithmetika aus dem 13. Jahrhundert stammen. Sie haben also in ihrer
iiberlieferten Form eine tausendjéhrige Tradition des Kopierens und des Kommentierens
hinter sich, und es ist so gut wie sicher, dal beim Prozef3 des Abschreibens gelegentlich
Aufgaben aus einem Kommentar in den Haupttext hineingekommen sind. So stammen
7um Beispiel die ersten sieben Aufgaben des zweiten Buches, die im Niveau deutlich
abfallen, aus dem Kommentar eines unbekannten Lesers zum ersten Buch. Keiner der
mittelalterlichen Kommentatoren aber hat je das ,,Kaliber® DIOPHANTS wieder erreicht,
oft haben sie ihn nicht einmal verstanden.

3. Vollkommen abwegig ist schliefilich HEATHS Vergleich der Arithmetika mit den Ele-
menten des EUKLID. Hier handelt es sich um einen durch nichts gerechtfertigten Analo-
gieschluf}. Schon im 19. Jahrhundert gehorte es zu den allgemein anerkannten Theorien
der Mathematikhistoriker, dafl die Elemente der Geometrie des EUKLEIDES grofitenteils
eine gelungene Kompilation &lterer Quellen darstellen, sei es dafl ihr Autor aus den ver-
loren gegangenen Elementen des HIPPOKRATES, des LEON und des THEUDIOS schopfte,
sei es, dafl er den gesamten Inhalt einzelner der dreizehn Biicher seines Hauptwerkes bei
PYTHAGORAS und seinen Schiilern, bei EUDOX0S, bei ARCHYTAS oder bei THEAITE-
TOS entlehnte. Dabei ist das mathematische Niveau des jeweiligen Buches weitgehend
von der Qualitdt seiner Vorlage bestimmt. VAN DER WAERDEN urteilt ([56], S.323),
EUKLEIDES sei wor allem Didaktiker, kein schipferisches Genie. Genau das Gegenteil
ist jedoch von DIOPHANTOS 7u sagen. Und niemand anderes als THOMAS HEATH selbst
hat den Nachweis erbracht, daf fiir die genialen Methoden der diophantischen Geometrie
im Werk des Alexandriners nicht die geringste Spur bei irgendwelchen antiken Vorldufern



7u finden ist. Eine besondere didaktische Begabung hingegen scheint eher nicht zu den
herausragenden Talenten DIOPHANTS zu gehoren.

Fazit: HEATHs These, bei den Arithmetika handele es sich um eine Kollektion nach
dem Vorbild der Elemente des EUKLID, ist eine vollig willkiirliche Spekulation iiber
DIOPHANTSs mathematische Kreativitdt. Man kann diese These aufstellen, jedoch es
fehlt ihr an jeder nachvollziehbaren Begriindung.

Aber nun zeigt sich ein fiir die Zunft der Mathematikhistoriker typisches Phénomen: Ist
erst einmal ein Vorurteil in die Welt gesetzt, so wird es unkritisch wieder und wieder
abgeschrieben. Hier eine kleine Auswahl. So schreibt OSKAR BECKER mit bezug auf
DioruANTs Kunstgriffe ([7], S.90f):

Manches mag uns nur erstaunen, weil wir die zweifellos vorhandenen Vor-
gdnger in der griechischen Logistik so wenig kennen.

Bei OYSTEIN ORE lesen wir ([42], p.184):

It seems unlikely that the large collection of problems in the Arithmetic should
be the creation of a single author, and some of them must have been gleaned
from previous sources.

DIRK STRUIK meint ([51], p.60f):

Die Berihrung mit der orientalischen Wissenschaft ist noch ausgepragter bes
Diophant. ... Die geschickte Behandlung unbestimmter Gleichungen zeigt,
daf$ die alte Algebra Babyloniens oder wvielleicht Indiens nicht nur unter ei-
nem Anstrich von griechischer Kultur weiterlebte, sondern auch durch einige
aktive Minner weiterentwickelt worden war. Wie und wann das geschah, ist
nicht bekannt, ebenso wie wir nicht wissen, wer Diophant war — er kann ein
hellenisierter Babylonier gewesen sein.

Oder bei BOYER/MERZBACH ([9], p.206):

We do not know how many of the problems in the Arithmetica were original
or whether Diophantus had borrowed from other similar collections. Possibly
some of the problems or methods are traceable back to Babylonian sources.

Auch VAN DER WAERDEN spricht von den Vorgingern des Diophantos auf dem Gebie-
te der unbestimmten Gleichungen, die grofitenteils unbekannt seien ([56], S.460). Und
PEIFFER / DAHAN-DALMEDICO stellen lapidar fest ([43], S.73):

Wahrscheinlich war die Arithmetik ein dhnliches Sammelwerk wie die Ele-
mente des Fuklid, das von einem Autor verfafit wurde, aber das Ergebnis
einer gemeinschaftlichen Tradition war.

Es ist kaum zu glauben, aber wahr: Keine(r) der zitierten Autor(inn)en hilt es fiir
angebracht, die aufgestellten Behauptungen in irgendeiner Weise zu belegen. NORBERT
SCHAPPACHER befindet sich also in illustrer Gesellschaft.



So erleben die Arithmetika eine seltsame Metamorphose von ,der Klaue eines unbe-
kannten Lowen® iiber die Kompilation aus den Werken unbekannter Vorgidnger nach
Art der Elemente des EUKLID, ja sogar in der Tradition Babylons, bis hin zum Opus ei-
nes ,, Autorenkollektivs a la Bourbaki“!. E.T. BELL, selber kein leuchtendes Vorbild fiir
geschichtliche Genauigkeit, aber ein Mann von oft erstaunlich treffendem historischem
Urteil, sagt iber DIOPHANTOS (und man kann ihm nur herzlich zustimmen) ([8], p.173):

Possibly he was just a mathematical genius with new ideas. There have been
such.

2 Negative Zahlen bei Diophant?

In seiner zweiten Bemerkung bezeichnet NORBERT SCHAPPACHER die Behauptung
der Mathematikhistorikerin ISABELLA BASMAKOVA, DIOPHANTOS habe in den Arith-
metika negative Zahlen eingefiihrt, als Unsinn. In der Tat hat die russische Autorin dies
in ihrer 1972 in Moskau erschienenen Schrift ,, Diophant und diophantische Gleichungen*
([5], S.17f) behauptet und begriindet. Damit steht sie gegen ein seit dem Jahre 1880
bestehendes Zitierkartell. Der Verfasser mochte nachweisen, dafl Frau BASMAKOVA im
Recht ist und der Unsinn eher auf Seiten ihres Kritikers. Frau BASMAKOVA argumen-
tiert in ihrer Schrift mit Bezug auf die negativen Zahlen ausschliellich philologisch. Wir
wollen ihre Argumente aufnehmen und vertiefen. Im Definitionsteil des ersten Buches
der Arithmetika findet sich die folgende vielzitierte Stelle ([18], vol.I. p.12):

<

Actdc énl Aethv morhamhactacteioon motel Umaply, Aeific 6& énl Umoply motel
AEy.

Partiell iibersetzt, heifit die hier von DIOPHANT aufgestellte Rechenregel: , Leipsis mit
leipsis multipliziert ergibt hyparxis, leipsis hingegen mit hyparxis ergibt leipsis.” Was
bedeuten die hier anftretenden Termini Aeific (leipsis) und Ornapéic (hyparxis), und wie
sind sie zu iibersetzen?

Wir ziehen fiihrende Lexika und Wérterbiicher (LIDDELL/SCOTT [35], CHANTRAINE
[14], MONTANARI [39]) sowie die Anhéinge bei den Ubersetzungen von TANNERY [18§]
und HEATH [28] zu Rate.

Bei LIDDELL/ScoTT, auf die sich CHANTRAINE und MONTANARI hiufig beziehen, fin-
den wir unter Aific folgenden Eintrag [35], S.1037: Aeiic, ewc, #), omission, 10D dpdpou
Apollonius Discolus (Grammaticus) de Syntaxi 79.9. 2. failure, lack, dyadéy Catalogus
Codicum Astrologorum 8(1).182. TI. Mathematics, negative term in an algebraic expres-
sion, opp. Unaplic, A. €ml Ay mohhamhiaotacVelon notel Unopdy a minus multiplied by
a minus gives a plus, Dioph.1 Def.9: dat. Aeier c. gen., minus, 1d.2.21

Bei der Ubersetzung von Diophant 1, Definition 9, halten sich LIDDELL/SCOTT offen-
sichtlich an die Ubersetzung von HEATH, der, siche weiter unten, auch eine andere, niher
am urspriinglichen Wortsinn orientierte Ubersetzung gegeben hat. Es interessieren da-
her zunéchst die auflermathematischen Fundstellen. Die &lteste bekannte (im Sinne von
LIDDELL/ScOTT) scheint daher die Verwendung bei dem Grammatiker APOLLONIOS
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DiscoLros (2. Jahrhundert n.Chr.) zu sein, wo A€ific soviel wie Auslassung (Unterlas-
sung, Weglassen) bedeutet. Bei der zweiten (wesentlich spiteren?) Fundstelle ist die
Bedeutung nach LIDDELL/ScOTT das Fehlen (Abwesenheit, Nichtexistenz), der Mangel
(an Giitern). Die angegebenen Fundstellen scheinen darauf hin zu weisen, daf§ das Wort
Aeliic erst relativ spét in Gebrauch kam und in der Mathematik ausschliellich von D1o-
PHANT verwendet wurde (jedenfalls kommt es nach LIDDELL/SCOTT in keinem anderen
antiken mathematischen Text vor).

FRANCO MONTANARI ([39], S.1175) gibt ganz #hnlich wie LIDDELL/ScoTT die Uber-
setzungen omissione bzw. mancanza, difetto unter Angabe derselben Fundstellen, sowie
mat. termini di segno negativo Dioph. 1.9. al., und verweist ferner auf den Gebrauch von
Aeldic im Sinne von €xhewpc (Eklipse, Ausbleiben, Verschwinden), also von Mond- und
Sonnenfinsternis, durch den Kirchenschriftsteller HippoLyTOS (3. Jahrhundert n.Chr.)
in dessen Refutatio Omnium Haeresium 4.10.3.

PIERRE CHANTRAINE notiert: heific <omissions, etc. (tardif), plus anciennement avec
préverbes: dnd- <abandon, désertion, manqgue> (Empedocles, att., etc.), €x- <abandon,
désertions> (Hérodote), <éclipse> (Thucydites). Dies deutet daranf hin, dafl Aeific mit
den Vorsilben €x und dné schon im fiinften vorchristlichen Jahrhundert in Gebrauch
war, und zwar in derselben Bedeutung wie Aipic bei den spétantiken Autoren. Ein
merklicher Bedeutungswandel von Aeiic scheint somit nicht stattgefunden zu haben;
und der erste mathematische Gebrauch ist bei DIOPHANT nachgewiesen.

Die Ubersetzung von Dioph. Def. 1.9 durch LIDDELL/ScoTT diirfte, wie schon erwéhnt,
auf THOMAS HEATH ([28], p.130) zuriickgehen, der sich dabei wiederum auf BACHET
DE MESIRIAC ([17], p.9) stiitzt. DaBl diese Ubersetzung philologisch nicht korrekt ist,
diirfte auch HEATH klar gewesen sein, denn er weist mehrfach darauf hin ([27], p.137,
[29], vol. II, p.459), daB Aeiic mit wanting und Unopic mit forthcoming zu iibersetzen
sei, sowie die Definition 9 daher wie folgt: a wanting multiplied by a wanting makes a
forthcoming, and a wanting multiplied by a forthcoming makes a wanting. Wir kénnten
daher versuchsweise iibersetzen: Fehlendes, mit Fehlendem multipliziert, ergibt Vorhan-
denes. Fehlendes hingegen mit Vorhandenem ergibt Fehlendes.

Die mogliche Bedeutung von Aeific bei DIOPHANT im Sinne von Fehlendes, Abhande-
nes, wird gestiitzt durch die Bedeutung seines Gegenteils Onopic, welches in der grie-
chischen Literatur bei dem Redner DEMOSTHENES (384-322 v. Chr.), bei dem Philoso-
phen PHILODEMOS (1. Jahrhundert n. Chr.), dem Biographen und Philosophen Plutarch
(1./2. Jahrhundert n. Chr.), dem Arzt GALENOS (2. Jahrhundert n. Chr.) und bei dem
schon erwidhnten Grammatiker APOLLONIOS DySCOLOS nachgewiesen ist ([35], p. 1853).
Bei allen diesen Fundstellen bedeutet Onapéic nach LIDDELL/SCOTT soviel wie ezistence,
reality.

Besonders interessant ist jedoch die Verwendung des Wortes Unopéic durch die neu-
platonischen Philosophen PLOTINOS, PORPHYRIOS, DAMASKIOS, bei den chaldéischen
Orakeln, und schlieflich bei PROKLOS (siehe z.B. [37, 38], [45] und [50]). Dort wird das
erste Glied der berihmten , Triade® (Vater, Kraft, Geist) auch Unap&ic (Existenz) anstelle
von 6v (Sein) genannt. DIOPHANT, der sehr wahrscheinlich Zeitgenosse von PORPHYRI-
0s und JAMBLICHOS war ( zwei den Neu-Pythagoreern und/oder den Neu-Platonikern
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zuzurechnenden oder nahestehenden Philosophen und Mathematiker)? und vermutlich
in den hochsten philosophischen und theologischen Kreisen Alexandrias verkehrte, wird
die neuplatonische Metaphysik, insbesondere die neuplatonische Zahlenlehre, gekannt
haben. In letzterer gehoren die (natiirlichen) Zahlen zum x6opoc vontéc, der die Objek-
te des Denkens, die Ideen, umfafit. Der von DIOPHANT in die Mathematik eingefiihrte
Begrift fiir eine positive Grofie, Unapéic (Existenz), der mit dem Begriff Aeific (Nichtexi-
stenz) einen Gegensatz bildet, ist nicht der Sprache des téglichen Lebens; sondern der
philosophischen Fachsprache seiner Zeit entnommen.

Man muf} Definition 9 des ersten Buches der Arithmetika nicht in die mathematische
Terminologie der Neugzeit iibersetzen. Man kann bei forthcoming und wanting beziehungs-
weise bei ,, Vorhandenes® und ,, Fehlendes® bleiben und es dem Leser anheimstellen, wie
er die Worte mathematisch interpretieren will. Nichts spricht im iibrigen dafiir, daf3
diese beriihmte Stelle verderbt ist (auch bei ANDRE ALLARD [1] findet sich kein dies-
beziiglicher Hinweis). Der Respekt vor einem bedeutenden Sprachdenkmal sollte es uns
verbieten, den uns iiberlieferten Text aus Besserwisserei zurechtzubiegen, auch dann,
wenn wir es nicht glauben kénnen, dafl DIOPHANT eine (erste, tastende) Idee von ne-
gativen Groflen gehabt haben kénnte. Wollen wir aber eine Ubertragung in die Sprache
der heutigen Mathematik vornehmen, so bleibt uns wohl nichts anderes {ibrig, als zu
iibersetzen: , Eine negative Zahl, multipliziert mit einer negativen Zahl, ergibt eine po-
sitive Zahl, eine negative Zahl hingegen mit einer positiven ergibt eine negative Zahl.“

Die zitierte Stelle der Arithmetika setzt sich fort mit den Worten: xai tfic Aelpewe onpeiov
U enec xdtw vebov, A . (Das Zeichen fiir Aeiic ist A, ein anf den Kopf gestelltes,
gestutztes ¥). Nach HEATH ([29], Bd.2, p.459) ist diese Erklirung des Zeichens A eine
spitere Einfligung eines Interpolators. Das Symbol kommt in &hnlicher Form, n&dmlich
als M, auch in HERONs Metrika vor. Die Bedeutung ist in beiden Féllen ,, vermindert um®
oder kurz: ,minus“. Es handelt sich um den bindren Operator der Subtraktion und nicht
um ein Vorzeichen, jedenfalls habe ich keine Stelle in den Arithmetika gefunden, wo p im
Sinne eines Vorzeichens gebraucht wird®. Vemutlich ist A durch wiederholtes Abschrei-
ben durch die Kopisten aus dem Heronschen rh entstanden, was die édltesten iiberlieferten
Handschriften vermuten lassen, wo die Form des Zeichens keineswegs so eindeutig ist, wie
es die gedruckte Version bei TANNERY suggeriert. Wir wollen daher im Folgenden das
Heronsche Symbol zur Bezeichnung der bindren Operation der Subtraktion verwenden.
Das Zeichen th wird an verschiedenen Stellen der Arithmetika durch Aeier verbalisiert.
Dies ist der Dativ von Aeiic. HEATH weist darauf hin, daBl diese Ersetzung mehrfach
grammatikalisch inkorrekt vorgenommen wird, und bemerkt dann ([29], Bd.2, p.459): It
is therefore a question whether Diophantus himself ever used the dativ Aeiper for minus
at all.

Hiufig hingegen benutzt DIOPHANTOS Wendungen wie die folgende (aus der Lisung
der berithmten achten Aufgabe des zweiten Buches): xowi mpooxeloGw 1) Aeidic xod
dno opolwv ouow. ,Ich fiige auf beiden Seiten das Fehlende hinzu und Ahnliches
zu Ahnlichem.“ (Das heifit: Ich beseitige auf beiden Seiten der Gleichung die negati-
ven Glieder und fasse gleiche Potenzen der Variablen zusammen. Dies sind die beiden
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wichtigsten Techniken DIOPHANTs zur Umformung von Gleichungen.)

Schon aus philologischen Griinden diirfte eigentlich kein Zweifel bestehen daran, dafl
DIOPHANTOS negative Groflen mit einem eigenen Terminus bezeichnet und auch mit
ihnen rechnet. Gleichwohl ist es den Mathematikhistorikern (HEATH eingeschlossen)
schwer gefallen, wenn nicht gar unmoglich gewesen, dies als Tatsache 7u akzeptieren.
Dafiir werden im wesentlichen drei Griinde angegeben:

1. DiorPHANTOS léBt grundsétzlich als Losungen seiner Aufgaben nur positive rationale
Zahlen 7zu.

2. Negative Zahlen haben sich im Abendland erst wihrend der Renaissance ganz all-
méhlich durchgesetzt. Es erscheint daher unglaublich, dal DIOPHANT bereits mehr als
ein Jahrtausend frither von ihnen Gebrauch gemacht haben soll.

3. Die von D1oPHANT aufgestellte Regel der Multiplikation negativer Faktoren 148t sich
mit den Mitteln der antiken Mathematik nur herleiten, so glaubte man, wenn mit den
Faktoren nicht wirklich negative Zahlen, sondern lediglich die Subtrahenden in zwei zu
multiplizierenden Differenzen gemeint sind.

Es wird von niemandem ernsthaft bestritten, dafl DIOPHANTOS als Ldésungen seiner
Aufgaben nur positive rationale Zahlen zuldfit. Dies ist aber iiberhaupt nichts Un-
gewohnliches. Auch im christlichen Abendland wurden negative Losungen von Aufgaben
nicht zugelassen oder einfach ignoriert zu einer Zeit, als mit negativen Zahlen bereits
durchaus gerechnet wurde [24]. Bei CARDANO zum Beispiel werden nur die positiven
Losungen der von ihm behandelten quadratischen Gleichungen angegeben. Und noch
VIETE l4Bt negative Zahlen als Losungen nicht zu, da sie fiir ihn keine geometrische
Interpretation liefern ([24], S.297ff). Der Grund fiir die Scheu, solche , fiktiven“, jun-
eigentlichen® oder ,absurden® Zahlen als Ergebnis einer Rechnung zu akzeptieren, ist
die unbewufite oder bewuBte ontologische Bedeutung, die den vertrauten positiven (gan-
zen oder rationalen) Zahlen beigelegt wird. * Aus Anlafl der Besprechung der negativen
Zahlen bei CARDANO macht GERICKE folgende Anmerkung ([24], S.304):

Tatsdchlich ist es wohl ein entscheidender Schritt in der Entwicklung der Ma-
thematik, daff der Mathematiker sich neue Objekte verschafft (erfindet), die
in der Wirklichkeit (anscheinend) nicht vorkommen. So mag es verstindlich
sein, daff man mit diesen neuen Objekten zundchst sehr vorsichtig umgeht,
sie nur dort verwendet, wo es nicht anders geht, und daff man dann doch
versucht, sie in der Wirklichkeit vorzufinden. Erst im 19. Jahrhundert hat
man auf den Bezug zur Wirklichkeit grundsdtzlich verzichtet.

Ich kann dieser Anmerkung GERICKEs nur zustimmen (mit Einschrinkung lediglich
hinsichtlich des letzten Satzes). Aber ich frage mich, warum er das, was er CARDA-
NO, VIETE und anderen einrédumt, nicht auch DIOPHANTOS zugute hilt. Sie gilt gerade
fiir die griechischen Mathematiker und Philosophen. Auf die besondere Rolle, welche
die natiirlichen Zahlen in der Lehre der Pythagoreer und in der Philosophie PLATONS
gespielt haben, ist bereits hingewiesen worden. Die Weigerung der Griechen, die Eins
(novéc) als Zahl (dprdudc) anzuerkennen, die Krise der pythagoreischen Kosmologie,
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welche die Entdeckung irrationaler Liangenverhéltnisse ausloste (noch DIOPHANTOS er-
kannte irrationalen Losungen quadratischer Gleichungen nicht den Status von ,,Zahlen®
7u [57], p,72f), die konsequente Vermeidung von Bruchzahlen und ihre Ersetzung durch
ganzzahlige Langenverhéltnisse noch bei EUKLID zeigen, welche festen und grundlegen-
den ontologischen Vorstellungen die griechischen Philosophen und Mathematiker mit
den Zahlen verbanden. Hier diirfte DIOPHANTOS sicher keine Ausnahme gemacht ha-
ben. Mit anderen Worten: Der Zahlbegriff, wie auch speziell der als Gegenteil zu keiic
verstandene Begriff Unop€ic, sind fiir den philosophisch gebildeten Alexandriner des drit-
ten Jahrhunderts mit besonderer ontologischer Bedeutung befrachtet. Dafl DIOPHANTOS
nur solche Zahlen als Lésungen anerkannte, denen im Sinne der vorherrschenden Philo-
sophie reale Existenz zuerkannt wurde, nicht hingegen solchen, die man sich unterhalb
von ,Nichts“ vorstellte ([36], S.20), kann kaum verwundern.

In beiden Auflagen des Standardwerkes von THOMAS HEATH finden sich dazu teils zu-
treffende, teils mifiverstdndliche, teils falsche Anmerkungen, wobei sich die Bemerkungen
beider Auflagen teilweise widersprechen. In der ersten Auflage heifit es ([27], p.82):

It may be in some measure due to the defects of notation in his time that
Diophantos will have in his solutions no numbers whatever except rational
numbers, in which, in addition to surds and imaginary quantities, he includes
negative quantities. Of a negative quantity per se, i.e. without some positive
quantity to substract it from, Diophantos had apparently no conception.

In der zweiten Auflage lesen wir ([28], p.52f):

Diophantus will have in his solutions no numbers whatever except “rational”
numbers; and in pursuance of this restriction he excludes not only surds and
imaginary quantities, but also negative quantities. Of a negative quantity
per se, i.e. without some positive quantity to substract it from, Diophantus
had apparently no conception.

Der erste Satz des ersten Zitats ist irgendwie verungliickt. Es trifft zu, dal DIOPHANT
nur positive rationale Zahlen als Losungen zuldfit. Dall DIOPHANT von einer negativen
Grofie per se keine Konzeption besafl, 148t sich allenfalls akzeptieren, wenn man damit
meint, daf er mit einer negativen Grofie keine ontologische Vorstellung verband (was wir
moglicherweise auch nicht tun). Aber das hat HEATH nicht gemeint, denn er reduziert
DiorPHANTs Konzeption einer negativen Grofle expressis verbis auf den Subtrahenden in
einer Differenz; und da tut er DIOPHANT Unrecht, wie wir zeigen werden.

Anstatt ndmlich mit sophistischen Argumentationen die negativen Groflen bei DIo-
PHANT hinweg zu interpretieren, werden wir uns lieber auf die Suche nach den Spuren
der negativen Groflen in den Arithmetika begeben. Dabei diirfen wir unsere Erwartungen
nicht zu hoch schrauben und miissen stets folgendes mitbedenken: Die beiden &ltesten
griechischen Kodizes der Arithmetika stammen aus der zweiten Hilfte des 13. Jahr-
hunderts, das heift, sie wurden rund 1000 Jahre, nachdem ihr Autor das Werk verfaf3t
hatte, im byzantinischen Reich von Hand kopiert. In diesem Jahrtausend mdogen die
Arithmetika manche Verdnderung erfahren haben. Urspriinglich sollen sie aus dreizehn
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Biichern, also aus 13 Papyrosrollen, bestanden haben. Bis zur ersten Zusammenfassung
in einem Kodex (vermutlich durch HyPATIA) diirften bereits 100 bis 150 Jahre vergangen
sein, in denen die Papyri mehrfach kopiert wurden, da dies die einzige M&glichkeit war,
ihrem raschen Verfall und dem damit verbundenen Totalverlust zu entgehen. Wie oft
die Arithmetika danach bis in das 13. Jahrhundert auf widerstandsfihigerem Material
kopiert wurden, wissen wir nicht. Bis zur ersten gedruckten zweisprachigen griechisch-
lateinischen Ausgabe von 1621 sind (siehe [1]) jedenfalls nochmals ca. 30 Abschriften
gefertigt worden, mit 4 bis 5 , Tochtergenerationen®. Eine vorsichtige Schéitzung ergibt
damit, daf} die #ltesten byzantinischen Kodizes das Ergebnis von mindestens zehn auf
einander folgenden handschriftlichen Kopierprozessen sind.

Im giinstigsten Fall hatten die Kopisten vom Inhalt des von ihnen kopierten Materi-
als keine Ahnung; die Fehler, die ihnen beim Abschreiben unterliefen, lassen sich ver-
gleichsweise leicht und sicher beheben. Viel schlimmer, wenn die Kopisten mathematisch
bewandert waren und sich fiir Experten hielten. Die meisten von ihnen (vielleicht mit
Ausnahme HYPATIAS) diirften DIOPHANT kaum verstanden haben, denn er war eine
singuldre Erscheinung unter den alexandrinischen Mathematikern. Mafistab fiir die by-
zantinische Mathematik waren die ,Elemente® des EUKLEIDES, deren Studium fiir die
Gelehrten kanonisch war, die aber zum Verstandnis der Arithmetika wenig beitragen
konnten. Die uns {iberlieferten byzantinischen Kommentare beziehen sich durchweg nur
auf das erste Buch, dessen Gegenstéinde zum Allgemeinwissen der alexandrinischen Ma-
thematiker gehort haben diirften. Sie dienen lediglich zur Vorbereitung auf die Lésung
der interesssanteren Probleme der folgenden Biicher, die mit der achten Aufgabe des
zweiten Buches beginnen, neben welche nicht nur FERMAT seine beriichtigte Observatio
notierte, sondern auch ein erziirnter byzantinischer Leser den tief empfundenen frommen

Waunsch ([18], Vol. I, p.260)5:

H uyyy oou, Advgavte, €y petd 100 Satavi €vexa tiic duoxohiog TéV TE
ALY cou Yewpnudtwy xal 1) xod ToD TopdvToc Yewpruatog.

Diese Stelle markiert den Punkt, von dem an der durchschnittliche byzantinische Mathe-
matiker die Segel streichen mufite. Lediglich der gelehrte Ménch MAXIMUS PLANUDES
hat uns wenigstens noch einen umfangreichen, wenngleich wenig hilfreichen Kommentar
zum zweiten Buch der Arithmetika hinterlassen.

Die mathematisch bewanderten Kopisten aber haben dort, wo sie es fiir nétig hiel-
ten, im Text der Arithmetika ,, Verbesserungen® vorgenommen, Ergidnzungen eingefiigt,
Kommentare an den Rand geschrieben oder auch Passagen, die sie nicht verstanden,
einfach weggelassen. Kommentare wurden von spiteren Kopisten in den laufenden Text
tibernommen. Welches Schicksal mogen dabei jene Textstellen erlitten haben, wo (gege-
benenfalls) negative Groflen als Zwischenwerte auftraten?

3 Hereditas in historiam versus?

In [47] setzt sich SCHAPPACHER erneut mit Frau BASHMAKOVA kritisch auseinander.
Der Attacke geht ein ldngerer interessanter Abschnitt voraus, den wir zum Verstdndnis
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der Auseinandersetzung vollstéandig zitieren ([47], S.151f):

Das fiir mich merkwirdigste Phinomen in der gegenwdrtigen Phase ist das
dubiose Zusammentreffen zweier eigentlich gegensdtzlicher Tendenzen: auf
den ersten Blick erscheint heute der historisch-philologische von dem mathe-
matisch-kreativen Zugang zu den Arithmetika wohlgeschieden. Vergleicht man
zum Beispiel die Ausgabe der arabischen Biicher durch Rashed [Rashed 1984]°
mit der klassischen Tannery-Ausgabe [Tannery 1974]" der griechischen Bii-
cher, so sieht man, daf$ heute die mathematische Aufbereitung des Textes
von der reinen Ubersetzung sdiuberlich getrennt wird, wihrend Tannery in
seiner lateinischen Ubersetzung auch gleich die Umschrift in eine modernere
Notation besorgte und sich somit der Aufgabe einer eigenen, als solchen ge-
kennzeichneten mathematischen Interpretation enthob.

Das deutet einerseits auf die groffe methodische Sorgfalt hin, die Historiker
und Philologen heute alten Texten angedeihen lassen (so wie Archiologen
von heute nicht mehr dem Beispiel von Evans folgen, der bei der Ausgrabung
des Palastes von Knossos Scherben aus Schichten, die thn nicht interessier-
ten, hdufig einfach wegschmifl). Es ist aber andererseits auch ein Zeichen
dafiir, daf$ der mathematische Interpretationsrahmen, in dem wir Diophant
heute sehen — ndmlich die Arithmetische Algebraische Geomelrie, die sich
ja besonders in den letzten Jahrzehnten stirmisch und erfolgreich entwickelt
hat — konzeptuell deutlich weiter vom Diophant-Text entfernt ist als das
bei fritheren Lesarten der Fall war. So spielen z. B. in der heutigen Betrach-
tungsweise Begriffe wie das Geschlecht der algebraischen Kurve, deren Glei-
chung man hinter einem Problem aus den Arithmetika sehen kann, und die
Sehnen-Tangenten-Methode, mit der man etwa aus einem rationalen Punkt
der besagten Kurve durch Schneiden mit geeigneten Geraden andere ablei-
ten kann, eine grofie Rolle. Der von Gilles Lachaud besorgte Kommentar zur
Rashed-Ausgabe der arabischen Biicher geht sehr weit in dieser Richtung; ist
tibrigens in der Sprache der algebraischen Geometrie von André Weils Foun-
dations abgefafst, die ja in der Algebraischen Geometrie schon seil einiger
Zeit durch Grothendiecks Theorie iberholt sind.

Sieht man vom Wort , dubiose” im ersten Satz, dessen Bedeutung aus dem Kontext
des zitierten Abschnitts noch nicht erkennbar wird, einmal ab, so kénnen wir diesen
Ausfithrungen SCHAPPACHERs ohne Einschréinkung zustimmen, soweit sie sich auf die
Diophant-Editionen von TANNERY und RASHED beziehen. Die vollige Trennung der
historisch-philologischen von der mathematisch-kreativen Betrachtungsweise eines (an-
tiken) mathematischen Dokuments stellt nun aber; so will es uns scheinen, die von
SCHAPPACHER einzig als legitim akzeptierte epistemologische Position dar, wobei er
den ,mathematisch-kreativen Zugang“ kaum der mathematischen Historiographie als
vielmehr ausschliellich der aktuellen mathematischen Forschung zuzurechnen bereit ist,
in der ,,DIOPHANT als virtueller Kollege auf der Suche nach interessanten Problemen*
geschitzt wird. Sollten SCHAPPACHERs Ausfiihrungen tatséchlich so gemeint sein, so
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wiirden sie eine unzuldssige Verkiirzung eines viel komplexeren Tatbestandes darstellen.

In [25] hat IVOR GRATTAN-GUINNESS die zwei unterschiedlichen Sichtweisen in der Hi-
storiographie der Mathematik beschrieben und ihr Verhéltnis untersucht. Er verwendet
die beiden Worter , history“ und , heritage® zur Beschreibung der beiden unterschiedli-
chen Perspektiven ([25], p.2f):

I use the words ‘history’ and ‘heritage’ to name two interpretations of a
mathematical theory (or definition, proof-method, algorithm or whatever), T
shall use the word ‘notion’ as the umbrella term, and the letter ‘N’ to denote
it .. ..

By ‘history’ I refer to the details of the development of N: its pre-history
and concurrent developments, the chronology of progress, as far as it can be
determined ..., and maybe also the impact of the following years and de-
cades. History addresses the question ‘what happened in the past?’, where
false starts, missed opportunities (... ), sleepers and repeats are noted. The
(near-)absence of later notions from N is registered, differences between N
and seemingly similar more modern notions are likely to be emphasised.

By ‘heritage’ I refer to the impact of N upon later work, both at the time and
afterwards, especially the forms which it may take, or embodied, in modern
contexts. Some modern form of N is the main focus, but attention is also paid
to the course of its development. Here the mathematical relationships will be
noted, but not the historical ones in the above sense. Heritage addresses the
question ‘how did we get here?’, and often the answer reads like ‘the royal
road to me‘. The modern notion is thereby unveiled (a nice word proposed
by Henk Bos), similarities between old and modern notions are likely to be
emphasised. . ..

Both kinds of activity are quite legitimate, and indeed important in
their own right, in particular, mathematical research often seems to be con-
ducted in a heritage-like-way, although the predecessors may well be very
recent (as far back as five years, say). The confusion of the two kinds of
activity is not legitimate, either taking heritage to be history (mathema-
ticians’ common view) or taking history be heritage (the occasional burst of
over-enthusiasm by an historian): indeed, such conflations may well mess up
both categories, especially the historical record.

A philosophical difference is that heritage tends to focus upon knowledge alone
(theorems as such, and so on), while history also seeks causes and understan-
ding in a more general sense.

Ich kann mich mit der hier vorgeschlagenen Einteilung anfreunden. Gleichwohl 148t auch
GRATTAN-GUINNESS einige Fragen offen oder unausgesprochen. Auch wenn wir seine
Warnung, history und heritage nicht durcheinander zu bringen, beherzigen, und das
heifit insbesondere, uns jederzeit bewufit zu sein, ob wir uns gerade im Feld der historia
oder der hereditas bewegen, so ist zum Beispiel vollig offen, ob heritage etwas zur history
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beitragen kann, und wenn ja, worin dies bestehen kénnte, oder ob wir, darin SCHAPPA-
CHER folgend, beide Sicht- und Arbeitsweisen strikt getrennt halten wollen oder miissen.
Man braucht sich nur an ANDRE WEILs beriihmten Vortrag (History of mathematics:
why and how) beim Internationalen Mathematikerkongress in Helsinki 1978 zu erinnern,
um zu erahnen, dafl es mit der fein siuberlichen Trennung von historia und hereditas
nicht immer ganz leicht sein wird. Was ist etwa zu einem Text wie dem folgenden zu
sagen ([58], p.439):

Anyway, it is impossible for us to analyse properly the contents of Books V
and VII of Fuclid without the concept of group and even that of groups with
operators, since the ratios of magnitudes are treated as a multiplicative group
operating on the additive group of the magnitudes themselves. Once that point
of view is adopted, those books of Fuclid lose their mysterious character, and
it becomes easy to follow the line which leads directly from them to Oresme
and Chuquet, then to Neper and logarithms.

Das damit angesprochene Problem wird im vorliegenden (zwischen SCHAPPACHER und
mir streitigen) Fall offenkundig bei der Frage: Kann und darf die moderne Arithmetische
Algebraische Geometrie etwas zum historischen Verstédndnis der Arithmetika beitragen,
oder nicht? Da SCHAPPACHER einen Vergleich zu gewissen {iberholten Methoden der
Archaologie gezogen hat, will ich es ihm gleich tun und ebenfalls ein Beispiel aus der
Archéologie benutzen, um unsere Position zu illustrieren.

Es ist bekannt, dafl die moderne Archéologie Luftbilder verwendet, um die im Boden
verborgenen Reste antiker Bauwerke zu entdecken. Durch auffillige Farbabweichungen
in Wiesen und Feldern, die auf unterschiedliche Bodenbeschaffenheiten zuriickzufiihren
sind, glaubt man die Umrisse von Grundmauern oder Gridben zu erkennen, die man
aus der FuBlgdngerperspektive nicht oder nur sehr schwer erkennen wiirde. Auf diese
Weise sind keltische Oppida (groe Ringwallanlagen) und Befestigungsanlagen aus der
Romerzeit entdeckt worden. Wer wollte nun die Methode der Luftbild-Archéologie als
a(pré)historisch verwerfen, nur weil die Kelten und die Rémer noch nicht fliegen konn-
ten? Die Vogelperspektive erlaubt es uns, Dinge zu sehen, die unseren Augen sonst
verborgen blieben. Die Luftaufnahmen machen aber die klassische Methode der Ausgra-
bungen nicht entbehrlich. Ob nimlich ein in einer Wiese sich abzeichnendes dunkleres
Rechteck auf die Grundmauern eines romischen Badehauses oder die einer Feldscheune
des 18. Jahrhunderts hinweist, das kann nur durch eine Grabung festgestellt werden.

Um zur Anwendung der Arithmetischen Algebraischen Geometrie auf die Arithmetika
zurlickzukommen: Sie ist mit einem Blick aus der Vogelsperspektive zu vergleichen. Man
wird auf Strukturen, Zusammenhénge oder auch Details aufmerksam, die man ohne sie
nur schwer oder vielleicht {iberhaupt nicht bemerkt hétte. Und wir sollten auf diese Per-
spektive nicht deswegen verzichten, weil DIOPHANT keine Idee von einem kartesischen
Koordinatensystem besafl, und schon garkeine Ahnung von der Moglicheit, seine Glei-
chungen als Kurven in der Ebene oder im Raum zu interpretieren. Dies enthebt uns aber
nicht der Pflicht, da, wo wir etwas zu sehen glauben, genau hinzuschauen, ob dies der
iiberlieferte griechische (oder arabische) Text auch hergibt, das heifit, ob es sich auch oh-
ne den Riickgriff auf Arithmetische Algebraische Geometrie festmachen und begriinden
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148t. Nur so 18t sich das ,messing up”von heritage und history vermeiden (und heritage
wird so zur ,Hilfswissenschaft® von history).

Nun wenden wir uns SCHAPPACHERs Kritik an ISABELLA BASHMAKOVAs Behandlung
der Arithmetika zu, und speziell ihrer Behauptung, DIOPHANT benutze auch negative
Zahlen. Tm unmittelbaren Anschlufi an die oben zitierte Passage fihrt er fort ([47], S.
153):

Trotz dieser zundchst glasklaren Trennung von historischem Text und moder-
ner Deutung neigen nun aber sogar Mathematikhistoriker mitunter dazu, die
Deutung mit den Gedanken Diophants zu verwechseln. Das krasseste Beispiel
fir diese gedankenlose Tendenz ist das Diophant-Buch der Moskauer Ma-
thematikhistorikerin BaSmakova [1974]. Um nur ein Beispiel zu geben: Die
Autorin behauptet — entgegen dem fiir jeden Leser offensichilichen Befund,
dafs Diophant nur in positiven rationalen Zahlen rechnet —, daf$ Diophant
auch negative Zahlen benutzt. Als Beweis dafir gibt sie ([Basmakova 1974],
36) die Analyse eines Problems (I1.9) in Termen der Sehnen-Tangenten-
Methode, wonach Diophant “eine Gerade durch den Punkt (2,—3)“ zieht.
Daf$ weder dieser Punkt noch die angebliche Gerade bei Diophant vorkom-
men, stort die Autorin offenbar nicht.

Wenden wir uns diesen Kritikpunkten im Einzelnen zu:

1. Zu der ,zunéichst glasklaren Trennung® ist nur noch zu sagen: Es gibt sie nur als
puristische Forderung, nicht aber in der mathematikhistorischen Praxis. Wer noch Zwei-
fel hat, lese WEIL’s Vortrag [58] auf dem ICM-Kongress in Helsinki 1978. In diesem
Zusammenhang sei erwihnt, dafi sich ANDRE WEIL in seiner meisterhaften Darstel-
lung [59] der Geschichte der Zahlentheorie vollig zwanglos der von Frau BASHMAKOVA
(erstmals {ibrigens in [4]) eingefiihrten Begriffe und Methoden der Arithmetischen Alge-
braischen Geometrie bedient, um die Aufgaben DIOPHANTS zu charakterisieren und zu
klassifizieren ([59], pp.25-30). &

2. SCHAPPACHER spricht von ,dem fiir jeden Leser offensichtlichen Befund, daf} Dio-
phant nur in positiven rationalen Zahlen rechnet®. Offenbar gehoére ich nicht zu den
,Lesern“ der Arithmetika, da mir dort nicht nur positive rationale Zahlen begegnet
sind, sondern auch Terme, und zwar im iiberlieferten griechischen Text, die fiir die von
DIOPHANT berechneten (positiven) Werte der darin auftretenden Unbestimmten ¢ ne-
gative Werte annehmen. Davon kann man sich ganz ohne Arithmetische Algebraische
Geometrie iiberzeugen (siehe die Beispiele im folgenden Paragraphen).

3. SCHAPPACHERs Kritik an der Art, wie Frau BASHMAKOVA die Aufgabe 11,9 der
Arithmetika hinsichtlich des dort auftretenden Punktes (2, —3) interpretiert, ist hin-
gegen vollkommen berechtigt. ® Zunichst: Es handelt sich nicht, wie SCHAPPACHER
schreibt, nm die Analyse eines Problems mit der Sehnen-Tangenten-Methode, sondern
um die Parametrisierung einer Quadrik mittels einer Schar von Geraden mit rationa-
ler Steigung, die durch einen rationalen Punkt der Quadrik ,gezogen® werden, eine
Methode, die iibrigens heute in zahlreichen Biichern zur Zahlentheorie / Algebraischen
Geometrie unter Berufung auf DIOPHANT dargestellt wird. Natiirlich weifl auch Frau
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BASHMAKOVA, dafl DIOPHANT mit seiner Argumentation keinerlei Vorstellung von ei-
ner Quadrik und schon garnicht von einem Punkt im kartesischen Koordinatensystem
(mit einer negativen Koordinate) verbindet. Thre , Beweisfiihrung® wére aber nicht weiter
zu beanstanden, wenn dem fiir uns ,sichtbaren® Punkt (2, —3) im griechischen Text
ein Term entspréche, der dort tatséchlich einen negativen Wert anndhme. Jedoch, einen
solchen Term sucht man an dieser Stelle vergebens. Damit aber 16st sich das , Beispiel®
leider in Luft auf.

4. Es folgen bei BASHMAKOVA [5], S.36, die frivolen Worte: Uberhaupt operiert D1o-
PHANT bei Zwischenrechnungen gern mit negativen Zahlen, obwohl die endgiiltige Lisung
immer rational und positiv sein mufs. Es 148t sich nicht bestreiten: Fiir diese Behaup-
tung bleibt uns die Autorin jeden Beweis schuldig. Dies ist umso bedauerlicher, als sie
im wesentlichen Recht hat. Sicher miifite man das Wort ,,gern“ streichen. Man gewinnt
ndmlich gelegentlich den Eindruck, dal es DIOPHANT eher unheimlich wird, wenn bei
seinen Rechnungen negative Werte auftauchen, und in den ersten Biichern der Arith-
metika verschleiert er dies meist gegeniiber seinen Lesern (mehr dariiber im néchsten
Paragraphen).

5. Das mifgliickte Beispiel rechtfertigt es aber nicht, das Kind mit dem Bade aus-
zuschiitten und die von Frau BASHMAKOVA auf die Arithmetika angewendeten Metho-
den in Bausch und Bogen zu verwerfen. Die von ihr eingenommene ,, Vogelperspektive*
liefert zahlreiche interessante Beobachtungen, die vor ihr niemand gemacht hat und die
auch Bestand haben, wenn man sich auf den iiberlieferten griechischen Text beschrankt.
6. Man sollte Frau BASHMAKOVA auch nicht generell unterstellen, ihre ,Deutung [der
Arithmetika mittels der Methoden der Arithmetischen Algebraischen Geometrie] mit
den Gedanken DIOPHANTS 7zu verwechseln“. So schreibt sie zum Beispiel in dem von
SCHAPPACHER kritisierten Buch ([5], S.39):

... Das ist aber gerade die von DIOPHANT wverwendete Substitution. Sie ist
damit dem Ziehen einer beliebigen Geraden durch einen rationalen unend-
lich fernen Punkt der Kurve (9) dquivalent. Wir mdéchten hier betonen, dafs
wir keinesfalls annehmen, DIOPHANT habe den Begriff der unendlich fernen
Punkte einer Kurve gehabt. Er benutzte einfach dquivalente Uberlequngen. In
der Geschichte der Mathematik sind uns zahlreiche Beispiele dafiir bekannt,
daf$ grundlegende Tatsachen einer bestimmien Theorie schon vor der Ent-
stehung der Theorie selbst und vor der Herausarbeitung ihrer Grundbegriffe
gefunden worden waren.

An anderer Stelle [6] macht die Autorin unzweifelhaft klar, dal DIOPHANT entirely solved
i a purely algebraic way the problem concerning the rational points on curves of third
degree (p.394) und that Diophantus’ methods admit a simple geometric interpretation (p.
398). Oder sie schreibt etwa: What, now, is the geometric meaning of this substitution ?
(p.401). Und auf p.415 stellt sie unmifiverstéindlich klar: It should be emphasized that it
was Newton who offered the first geometric interpretation of the methods for calculating
rational solutions of indeterminate equations of second and third degrees.

7. Was speziell die negativen Groflen betrifft, so argumentiert Frau BASHMAKOVA im
iibrigen korrekt auf jener Ebene, ndmlich der ,historisch-philologischen, die SCHAPPA-
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CHER eigentlich als die einzig legitime akzeptieren miifite ([5], S.17f).

4 Verba docent, exempla trahunt

Es bleibt uns nun nichts anderes iibrig, als die von DIOPHANT angegebenen Lisungen
seiner Aufgaben nachzurechnen und zu analysieren, um auf Spuren der negativen Groflen
in den Arithmetika zu stoflen. Vorab miissen wir uns jedoch einige Gedanken hinsichtlich
der Terminologie und der Bezeichnungen DIOPHANTs machen, um nicht falsche Erwar-
tungen zu hegen und in selbstgestellte Fallen zu treten. Da den zum Reich der Ideen
(das heifit zum xéopoc vontéc ) gehdrenden Zahlen von DIOPHANT im hochsten Mafle
Realitédt zugesprochen wird, steht bei ihm das Wort dordudc, welches wir mit ,,Zahl®
iibersetzen, ausschliellich fiir eine positive rationale Zahl. Die Verwendung dieses Wor-
tes fiir irrationale oder negative ,Zahlen“ (im modernen Wortsinne) wére ihm nie in
den Sinn gekommen. Er spricht zum Beispiel nur von irrationalen Groéflenverhdltnissen.
Daher verwenden wir, einem Vorschlag HEINZ LUNEBURGs folgend, fiir Terme, die im
Laufe von D1I0PHANTS Rechnungen negative Werte annehmen, das Wort ,,Gréfle“ und
sprechen aus Respekt vor seinen dpwiuol nur von ,negativen GroBen und behaupten
daher nicht, daf§ er mit negativen Zahlen rechne, sondern daf§ er mit negativen Gréflen
operiere.

Fiir dpuduoc verwendet DIOPHANT das Schlufisigma ¢, den einzigen Buchstaben, der
unter den griechischen Buchstabenziffern nicht vorkommt. Das ¢ (von den Ubersetzern
meist mit & wiedergegeben) wird als Unbestimmte (nicht als Variable!) fiir eine noch
zu bestimmende positive rationale Zahl verwendet. Peinlichst achtet DIOPHANT durch
entsprechende Aufgabenformulierungen und Losungsansitze darauf, dafl sich fiir ¢ nie
etwas anderes als eine positive rationale Zahl ergeben kann, und zwar nicht nur im
Schlufiresultat, sondern auch bei Zwischenergebnissen.

Von grofiter Wichtigkeit ist auch, dafl DIOPHANT sein Minuszeichen rh ausschlielich als
bindren Operator bei der Subtraktion positiver rationaler Zahlen verwendet. Ein Zeichen
fiir die Addition besitzt er nicht; sie wird durch Juxtaposition zum Ausdruck gebracht.
Bei ihm von ,,Vorzeichen“ zu sprechen, ist ein Anachronismus. Daher kénnen wir von

]
vornherein nicht erwarten, dafl er so etwas wie zum Beispiel h Mz schreibt; das wire bei
monadischer Verwendung des Operators rh gleich —5. Daraus bereits zu schliefien, daf3
bei ihm keine negativen Groflen auftreten, wére aber voreilig. Er konnte zum Beispiel

Merh M7 (das ist 5—10) schreiben oder, noch naheliegender, als Ergebnis einer Rechnung
erhalten, die natiirlichste Art, wie negative Groflen erscheinen.

Wir analysieren nun zunéchst jene Beispiele, die von den Anhédngern der These, D10-
PHANTOS habe keine negativen Zahlen gekannt, als Beweis angefiihrt werden. Dies er-
leichtert uns die Auswahl, denn davon gibt es nicht viele Beispiele!®. Dabei verwenden
wir die modernen Methoden der Arithmetischen Algebraischen Geometrie. Wir betonen
aber ausdriicklich, dafl wir diese nur als Hilfsmittel verwenden, insbesondere, um inter-
essante Stellen zu finden. Nur wenn dann im griechischen Text auch ohne jede moderne
Terminologie eine negative Grofle auftreten sollte, etwa als Ergebnis einer Subtrakti-
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on, bei welcher der Subtrahend sich als grofler herausstellt als der Minuend, wollen wir
behaupten, in den Arithmetika eine negative Grofle gefunden zu haben.

Im folgenden verwenden wir die Numerierung der griechischen Biicher des DIOPHANT
und die Z&hlung der Aufgaben nach TANNERY [18]. So bedeute zum Beispiel VI, xii; 414,
19-22: sechstes Buch, Aufgabe 12, Seite 414, Zeilen 19-22, von [18], Band 1. HEATH (z.
B. [29], p.462) und GERICKE (z.B. [24], S.280) fiihren als Beweis dafiir, dal DIOPHANT
echt negative Grofien ablehnt, eine Stelle aus der Losung der zweiten Aufgabe des fiinften
(griechischen) Buches der Arithmetika an®!:

V,ii. Drei Zahlen sind zu finden, die eine geometrische Reihe bilden derart,
dafs jede dieser Zahlen, vermehrt um eine gegebene Zahl, ein Quadrat ergibt.

LOSuNG. Die gegebene Zahl sei 20. Ich frage wieder, welches Quadrat, um 20 vermehrt,
ein Quadrat ergibt. Ein solches Quadrat ist 16. Ich setze also eine der dufieren Zahlen 16,
die andere 22, die mittlere daher 4 x. Es miissen also 4 x+ 20 und z? +20 Quadrate sein.
Die Differenz dieser Zahlen ist x> — 4z = x (z — 4). Das Quadrat der halben Differenz
der Faktoren ist 4. Diese Zahl ist gleich der kleineren Zahl 4x + 20 zu setzen. Dies ist
dromov (dtopon), es soll ndmlich 4 nicht kleiner sein als 20.

Es ist aber 4 = i-16 und 16 ist nicht beliebig, sondern ein Quadrat, das um 20 vermehrt,
ein. Quadrat ergibt. Ich werde also dazu gefiihrt, ein Quadrat zu finden, dessen vierter
Teil grofser ist als 20, und das, um 20 vermehrt, ein Quadrat ergibt. Ein solches Quadrat
st also grifler als 80.

Aber 81 ist eine Quadratzahl grofler als 80. Wenn wir also die Seite des gesuchten Qua-

drates in der Form x +9 ansetzen, so ist das Quadrat 2> + 18 x + 81, und wenn man 20

addiert, muf$ ein Quadrat herauskommen. Also % + 18z + 101 = 0. Dieses [Quadrat]

mdge die Seite x — 11 haben. Folglich ist 0 = z? + 18 2z + 101 = 2% — 22z + 121, woraus
L

sich v = 5 ergibt. Es war aber die Seite des gesuchten Quadrates gleich v + 9. Das

Quadrat ist also 90%.

Nun kehre ich zur urspriinglichen Aufgabe zurick und setze die dufleren Zahlen 90}1 und

22, Die mittlere ergibt sich daher zu 9% x, und ich mufl nun £2+20 = O und 9% z+20 =0

lésen. Die Differenz dieser beiden Quadrate ist z° — 9%% welche durch x sowie durch

T — 9% geteilt wird. Das Quadrat der halben Differenz dieser Faktoren ist %, diese4ist
1

gleich der kleineren der Zahlen, also gleich 9% T + 20 zu setzen, und das liefert x = 1.

Zuriick zur Aufgabe. Es erqibt sich als erste Zahl 90%, als zweite % und als dritte %.

ANALYSE. Die Aufgabe besteht in folgendem: Gegeben sei eine (positive rationale) Zahl
d. Gesucht sind drei positive rationale Zahlen a, b und ¢ derart, dafl

ac=0, a+d=0, b+d=0, c+d=0.

Setzen wir £ = ¢ = ¢, so haben wir
a b ?

b=uagq, c=aqg’.
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Im Prinzip kommt es daher darauf an, a und ¢ zu bestimmen. Es gehort nun zu den
genialen Tricks DIOPHANTS, zu erkennen, dafl die Aufgabe wesentlich erleichtert wird,
wenn man zusitzlich annimmt, dafl @ eine Quadratzahl ist, sagen wir a = o2, fiir die
o? +d = O bereits erfiillt ist. (Den gleichen Trick hat er schon bei der Losung der
vorhergehenden Aufgabe verwendet.) Dann némlich ist auch ¢ = (a ¢)? eine Quadratzahl,
und setzen wir z = « ¢, so haben wir

und es muf} ,,nur noch*
ax+d="L1], ??+d=0

erfiillt werden. Es sei etwa az +d = 9%, 22 + d = 2? gesetzt. Dann haben wir

doyt=(-y zty) =z(@+a).

Es liegt daher nahe, den Ansatz z —y =z, 2z + y = £ + « zu machen, woraus

« 27+«
= — 2 =
Y 2
folgt. Nun muf3
an 2
(§> =ar+d

gelten, also
T = 41 (a2 — 4d> .

o
Wenn z > 0 sein soll (und nur dann sind alle drei gesuchten Zahlen a, b und ¢ positiv),
so mufl @ = a? > 4d sein. Die Aufgabe besteht also nun darin, eine Quadratzahl o mit
a? > 4d 7u finden derart, daB o? 4+ d = O ist.

Da DIOPHANT keine Bezeichnung fiir eine beliebige Konstante frei hat, demonstriert
er sein Vorgehen am Fall d = 20. (Seine Methode funktioniert aber fiir jede positive
rationale Zahl d.) Eine Quadratzahl ¢ = o? mit o? + 20 = O fillt ihm sofort ein,
némlich a = 42, da 4 + 20 = 62 ist. Aber dies fiihrt auf ein negatives x:
x:i(42—4.20) = —4
4-4 ’
und das ist ,fehl am Platze® (&ronoc). Es wiirde auf die fiir DIOPHANT inakzeptable

Losung
a = 16, b= —16, c=16

fithren. Er benutzt hier die von ihm hiufig verwendete Methode des ,,falschen Ansatzes®.
Das Scheitern der Wahl o = 4 gibt ihm die Gelegenheit, den nun folgenden (von seinen
Zeitgenossen sicher als enorm empfundenen) Aufwand zu rechtfertigen.

Bevor wir diesen schildern, ein paar Worte zur Ubersetzung des Wortes 8tonoc. SCHULZ
([48], S.218) tibersetzt ,ungereimt®, ebenso WERTHEIM ([60], S.194), TANNERY ([18],
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Bd.I, p.313) iibersetzt , absurdum“, HEATH ([28], p.200) iibersetzt , absurd®, CZWALINA
([15], S.76) iibersetzt ,unmdglich“ und GERICKE ([24], S.280) iibersetzt — sehr vorsich-
tig — , sinnlos (ohne Ort — sei es in der Algebra oder in der Wirklichkeit; “utopisch®
wiirde dem Wort nahekommen.“) In der Tat ist ,absurd® (das heifit, widersinnig) nur
eine von vielen denkbaren Ubertragungen des Terminus dtomoc, wihrend , unmdiglich®
definitiv falsch iibersetzt ist. In Worterbiichern finden wir als mégliche Bedeutungen:
[32] nicht an seiner Stelle, daher: ungewdhnlich, auffallend, wunderbar, abenteuerlich,
unziemlich, abgeschmackt, ungeschickt, ungereimt, widersinnig, widrig; [35] out of place,
out of the way: hence, 1. unwonted, extraordinary, 2. strange, paradozical, 3. unnatu-
ral, disqusting, foul. Das von GERICKE vorgeschlagene utopisch (ol-tornoc) ist vielleicht
nicht schlecht.

Da o? > 4d = 80 sein mufl und 92 = 81 > 80 ist, macht DIOPHANTOS nun den Ansatz
a = x + 9 und sucht nach einer rationalen Losung der diophantischen Gleichung

Yy’ = (z+9)°+20 =2" + 18z + 101 (1)

mit positivem z. Diese beschreibt eine Quadrik (eine Hyperbel). Es ist nicht ganz leicht,
auf dieser Kurve einen rationalen Punkt zu erraten, durch den wir dann Geraden mit
rationaler Steigung hindurchlegen und damit die Kurve iiber Q parametrisieren konnten
([5], S.36f).

Gehen wir aber zur projektiven Erweiterung der Kurve iiber (wir setzen 2 = %, y = 2,
das heifit, zu der projektiven Quadrik

v? =u? + 18 uw + 101 w?,

so sehen wir, daf die beiden unendlich fernen Punkte anf dieser Kurve durch (1,1, 0) und
(1,—1,0) gegeben sind, und dies sind rationale Punkte ([5], S.37ff). Daher kénnen wir
durch einen von ihnen, sagen wir durch (1, 1,0), eine projektive Gerade mit rationaler
Steigung legen. Eine solche Gerade hat die allgemeine Form

v=u—muw

mit m € Q, affin:
y=mx—m.

DIOPHANT bendtigt einen Schnittpunkt (x,y) mit der Hyperbel, wo x > 0 ist. Daher
muf} er m hinreichend grofl wahlen und wahlt m = 11:

y=1x—11 (2)

DIOPHANT berechnet z, indem er (2) in (1) substituiert (das Quadrieren einer Differenz,
bereitet ihm natiirlich keine Probleme), und erhélt

2?2 — 222+ 121 = 2% + 18 2 + 101,
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woraus 40 x = 20 folgt, also z = % Es kann einem Konner wie DIOPHANT kaum ent-
gangen sein, daf} der zugehorige y-Wert in (2) (in heutiger Schreibweise)

21

y= 5

ist, also eine negative Grofle, und diese ist das Ergebnis einer Subtraktion, und nicht
deren Subtrahend. Anders formuliert: Er mufl erkannt haben, daf§ er

1 AN 1 441
——11] == 18- = +101 = —
(5) = (3) #wegem =
erhalten hat (DIOPHANT kennt weder Vorzeichen, die auch wir hier vermieden haben,
noch ein Symbol fiir die Multiplikation, die er stets verbalisiert, die wir aber in die Formel
mit hineingenommen haben.) In moderner Terminologie kénnten wir sagen: Als rationale

Losung der Gleichung (1) hat er das Paar (l —2) gefunden. Daf} sich die Basis y des

bl
durch Addition von 20 zu (9 + )3 entstehendgen QQuadrates y? als negative Grofle ergibt,
scheint DIOPHANT nicht zu stéren. (Er hitte das negative y leicht vermeiden kénnen,
indem er seine Gerade durch den Punkt (1, —1,0) statt durch den Punkt (1,1,0) gelegt
hitte.) Aber gegeniiber seinem im Vorwort der Arithmetika angeredeten Adressaten
Dionysios (Atwviotog) vermeidet er es, dies expressis verbis zu erwdhnen. Es geniigt ja,

a=9+z=9+ % anzugeben. Die Losung

L1768t
47 304’ 23104

ergibt sich dann mittels der eingangs beschriebenen Methode.

Es bleibt noch zu fragen, wie die Wahl m = 11 zustandekommt. Wir spekulieren mal:

durch Probieren. Es soll ja x > 0 sein. Es fithrt m = 9 auf z = —g, m = 10 fiihrt auf
T = —%, m = 11 filhrt auf z = %, m = 12 fiihrt auf %, m = 13 fithrt auf x = % Wer

hétte nicht, wire er an DIOPHANTs Stelle gewesen, spitestens hier abgebrochen und
m = 11 gewdhlt. Selbst dann ist die Losung kompliziert genug.

Ein Standard-Einwand lautet an dieser Stelle, die Variable y, die hier einen negativen
Wert annimmt, komme nur in der modernen Einkleidung von DIOPHANTS Lésung vor,

nicht jedoch bei DIOPHANT selbst. Daher kénne dieser auch nicht bemerkt haben, daf3

sie den Wert y = —% annimmt. Dies ist kein iiberzeugendes Argument, denn unser y

steht ja fiir die Seite (Thevpd, in DIOPHANTSs Stenographie: ) eines von ihm in Zeile
6 von [18], I., p.314, eingefiihrten Quadrats, fiir die er in Zeile 7 den Ansatz ¢arh Mie,
d.i. z — 11, macht:

A

] ]
Zotwv 8pa AV ¢ 17 Mpa . 0¥, Zotw dno ™ garh Mia. & doo 0% Eoton

o - o o
AYa Mpra th ¢ kB. tabta foa AYa ¢ Mpa. xad yiveton & ¢ M.

Und bereits in der Zeile 9/10 erhilt er fiir ¢ (z) den Wert MM/, d.i. 1. Und da sollte
ein Mathematiker vom , Kaliber“ DIOPHANTs nicht bemerkt haben, dafl die Seite des
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von ihm soeben hilfsweise eingefiithrten Quadrats Aiic ist.? Natiirlich kann DIOPHANT
dies gegeniiber einem unaufmerksamen Leser vertuschen, indem er nur den Wert = = %
verwendet, nm ihn in den Term 22 + 18z + 101 einzusetzen, was fiir das Quadrat den

Wert 4%11 ergibt, ein Quadrat dessen Seite er soeben zu —% berechnet hat. 2

KOMMENTAR. Diese Aufgabe 148t uns in nuce den ganzen DIOPHANT sichtbar werden:
Den genialen Griff in seine Trickkiste; die Standardtechnik der Faktorisierung von 22 —y?;
die Entschlossenheit, nur positive rationale Losungen zu akzeptieren; die Methode des
falschen Ansatzes; die Methode der Parametrisierung einer Quadrik iiber QQ, wenn ei-
nerseits im Endlichen kein rationaler Punkt auf der Quadrik bekannt ist, andererseits
aber die Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden rational sind; keine Hemmung,
als Basis eines Quadrates auch eine negative Grofle zu akzeptieren, wenn nur das End-
ergebnis positiv ist; eine gewisse Diskretion gegeniiber dem Leser, was die Erwdhnung
negativer Zwischenresultate betrifft. '* Eines jedenfalls ist klar: Das von HEATH und
GERICKE angefiihrte Beispiel ist eher ein Beleg fiir die These ISABELLA BASMAKOVAS
als ein Beweis fiir die Behauptung der beiden Herren.

GERICKE hat noch einen zweiten Pfeil im Kocher ([24], S.287):

Sicher haben auch die griechischen Kaufleute und Steuerbeamten Rechen-
aufgaben geldst, doch ist davon nichts iberliefert. Diophant fragt nicht nach
FEinnahmen oder Ausgaben, sondern nach Zahlen, und eine Zahl ist [Euklid
VII, Def. 2] “eine aus Einheiten zusammengesetzte Menge®, da kommt der
Gedanke an andere als positive Zahlen gar nicht auf. Fine Aufgabe, die keine
positive Ldsung hat, ist “unmdglich®.

Dazu ist zu bemerken, daff DIOPHANT an keiner Stelle der Arithmetika eine Aufgabe
deswegen als “unmdoglich® (d80vatoc) bezeichnet, weil sie keine positive Losung hat. Ein-
mal (IV, xxvii) nennt er die Aufgabe, 8 2° — 22 + 8 x — 1 gleich einem (positiven) Kubus
zu setzen, “unmoglich®, und da irrt er, wie TANNERY ihm nachgewiesen hat, und einmal
(VL xiv) behauptet er, es sei ,, unméoglich“, dal 15 2% — 36 ein Quadrat sei, weil 15 sich
nicht als Summe zweier Quadrate darstellen lasse (wahrscheinlich eines von DIOPHANTS
Porismen), und da hat er Recht. (Ungliicklicher Weise spricht HEATH ([28], p.59) im
Zusammenhang mit der Diskussion von Gleichungen der Gestalt A ™ = B von ,,impos-
sible“: Diophantus only recognises one value of x which satisfies this equation; thus, if
m 18 even, he gives only the positive value, excluding a negative value as ,impossible”.
Dadurch entsteht beim Leser der Eindruck, DIOPHANTUS selbst habe das so formuliert,.
Aber dies ist nicht der Fall, die Worte werden ihm von HEATH lediglich in den Mund
gelegt. Spitere Autoren aber wiederholen diese Formulierung, offenbar in der Annahme,
HEATH habe DIOPHANT zitiert.) GERICKE fihrt fort:

Diophants Aufgaben sind oft schematisch konstruiert, und da kann es bei
Systemen linearer Gleichungen vorkommen, daf$ eine oder mehrere der ge-
suchten Zahlen negativ werden, was spdter bei Leonardo von Pisa und bei
Chuquet tatsichlich vorgekommen ist. Kann man das vielleicht der Aufgabe
von vornherein ansehen ?
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Als Beweis fiir DIOPHANTS vermeintliche ,, Leipsiphobie” fiihrt GERICKE die 16. Aufgabe
des ersten Buches der Arithmetika an ([15], S.12):

I,xvi. Drei Zahlen von der Beschaffenheit sind zu finden, daf$ die Summen
von je zweien von thnen gegebenen Zahlen gleich sind. Es ist dabei notwen-
dig, daf$ die halbe Summe der drei gegebenen Zahlen grifier ist als jede der
gegebenen Zahlen.

LOSUNG. FEs soll die Summe der ersten und zweiten Zahl 20, die Summe der zweiten und
dritten Zahl 30, die Summe der dritten und ersten Zahl 40 sein. Es werde die Summe
aller drei gesuchten Zahlen s genannt. Es mufl dann die erste Zahl s — 30, die zweite
s—40 und die dritte s—20 sein. Es bleibt noch die Bedingung zu erfillen, daf$ die Summe
aller Zahlen s ist; diese Summe ist aber 3s—90. Also ist 3s—90 = s, und es ergibt sich
s = 45. Die drei Zahlen sind 15, 5 und 25. [ |

ANALYSE. Zu der vorgefiihrten Rechnung ist nichts zu sagen. Interessant ist lediglich
die angegebene (notwendige) Bedingung, daf} jede der vorgegebenen Zahlen kleiner ist
als die Hiilfte ihrer Summe. Nennen wir die vorgegebenen Zahlen a, b und ¢ sowie die
gesuchten Zahlen x, y und z, so haben wir

r+y=a
y+z=>
z24+x=c.

Addition dieser drei Gleichungen und Division des Ergebnisses durch 2 ergibt

a+b+c

r+y+z=
T+y+z 5

Durch Subtraktion der drei ersten Gleichungen von der letzten erhalten wir

a+b+ec
= —qa
2
a+b+ec
T=———b
2
a+b+ec
y=—y

Daraus lesen wir unmittelbar ab, dafl die von DIOPHANT angegebene Bedingung nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist dafiir, dal die gesuchten Zahlen z, y und
z sdmtlich positiv sind. Hat man die vorgegebenen Zahlen a, b und ¢ der Grofle nach
geordnet, so geniigt es offenbar, nur die Ungleichung

a+b+c

5 > c beziehungsweise c<a-+b

nachzupriifen.
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KOMMENTAR. Dieses von GERICKE angefiihrte Beispiel beweist natiirlich iiberhaupt
nichts mit Bezug auf die Behauptung, DIOPHANT habe den Gebrauch negativer Groéflen
abgelehnt, sondern belegt lediglich, dafi er stets sicherstellt, da} die Losungen seiner
Aufgaben (hier eines linearen Gleichungssystems) positive rationale Zahlen sind, und
das wird von niemandem, auch nicht von Frau BASMAKOVA, bestritten. Die Aufgaben
aus dem ersten Buch dienen grofitenteils zur Vorbereitung auf die Losungen der an-
spruchsvolleren Aufgaben der nachfolgenden Biicher der Arithmetika. Eine ganze Reihe
der Routineprobleme des ersten Buches enthilt Bedingungen &hnlicher Art wie das vor-
liegende (zum Beispiel I, v; I, vi; I, viii; I, ix; Ixiv; I, xvii; I, xix; II, vi), und auch in den
Aufgaben zur Arithmetischen Algebraischen Geometrie tauchen immer wieder derarti-
ge Kriterien auf. Als drittes (und letztes ausfiihrlich analysiertes) Beispiel suchen wir
uns daher nun ein Problem heraus, in welchem die Bedingung aus I, xvi erneut auftritt,
wobei DIOPHANT seine ganze Kunstfertigkeit aufbieten mufl, um sie im Kontext der
Aufgabenstellung zu erfiillen.

Dieses Beispiel behandelt ein Thema, welches die Mathematiker bis auf den heutigen
Tag beschéiftigt und sich wie ein roter Faden von DIOPHANT bis FERMAT durch die
Geschichte der unbestimmten Analysis zieht: ,Quadrate in arithmetischer Progression“
oder, wie DIOPHANT es nennt, ,drei Quadrate von gleicher Differenz®. Darunter verste-
hen wir drei rationale Quadratzahlen 22, 42 und 2% mit der Eigenschaft, dafl

2yt =y =22 >0 (3)

ist. Solche drei Quadratzahlen sind nicht schwer zu finden. Zunéchst erinnern wir an
zwel elementare Formeln, die in geometrisch eingekleideter Form schon EUKLID bekannt
waren und die DIOPHANT in seinen Arithmetika mehrfach zitiert (I11,xxx; I11,xix; V,vii)
und stindig verwendet:

> +b*+2ab=(a+b)?, > +b*—2ab=(a—b)>. (4)

Wenn nun a und b mit ¢ > b die Katheten eines pythagoreischen Dreiecks sind, wenn
also, sagen wir, (a, b, ¢) ein pythagoreisches Tripel ist, so haben wir ¢ +2ab = (a +b)?,
2 —2ab= (a—b)? und somit

(a+b)?—c=c*—(a—b)?.

Die natiirlichen Zahlen x = a — b, y = ¢ und z = a + b erfiillen somit Gleichung
(3). Diese Tatsache wird von DIOPHANTOS mehrfach geschickt ausgenutzt, die oben
erwidhnten Aufgaben zu 16sen. Von ganz anderem Kaliber aber ist die folgende Aufgabe
([15], S.39):

II1, vii. Fs sind drei Zahlen von gleicher Differenz zu finden von der Art,
daf$ die Summe von je zweien ein Quadrat ergibt.

LOSUNG. Zundchst suche ich drei Quadrate von gleicher Differenz und von der Art, dafs
die halbe Summe der drei Quadrate grifler ist als jedes von ihnen. Es werde das erste
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Quadmt 22 gesetzt, das zweite 2 + 21 + 1. Die Differenz ist 2x + 1. Wenn ich diese zu
22+ 22 +1 addiere, erhalte ich 2> +4x + 2. Wenn dieser Ausdruck gleich dem Quadrat
von 1 — 8 gesetzt wird, so erhalte ich v* — 16z + 64 = 22 +4x + 2, also © = % = 31
Es ist also das erste Quadrat 961, das zweite 1681, das dritte 2401. So ist die qestellte
Aufgabe geldst, namlich drei Quadmte von gleicher Differenz zu finden derart, daf$ die
halbe Summe der drei Quadrate grofier ist als jedes von ihnen.
Jetzt komme ich zu der zuerst gestellten Aufgabe, das heifst, drei Zahlen von gleicher
Differenz zu finden von der Art, daf$ die Summe von je zweien von thnen ein Quadrat
ergibt. Zuerst suche ich drei Quadrate von gleicher Differenz, wie es eben gezeigt wurde;
es sind die Quadrate 961, 1681, 2401. Es ist nun notwendig, daff x1+x2 = 961, zo+13 =
2401 und, indem ich der Differenz wegen die Reihenfolge umdndere, xs + x1 = 1681 ist.
Es mége gesetzt werden x1 + 29 + x3 = x. Wenn ich x1 + xo = 961 abziche, erhalte ich
x3 = x — 961. Wenn ich 2401 = z9 + 23 von x subtrahiere, erhalte ich x1 = x — 2401,
und wenn ich 1681 = x3 + x1 von x subtrahiere, erhalte ich xo = x — 1681. Es bleibt die
Bedingung zu beachten, daff v = x1 + x9 + x3 1st. Es erqgibt sich x = 2521%. Es ist also
xy = 1203, 2o = 8403, x3 = 15607. L
ANALYSE. DIOPHANT stellt die Aufgabe, drei positive rationale Zahlen xy, o, x3 zu
finden derart, dal mit einem positiven rationalen k& und drei rationalen Quadraten y?,
Y3, y5 gilt
To — I1 :l'g—,l'gzk,
Ty T =Y, T+ T3=Ys, To+T3=U;

Was bedeutet dies fiir die Quadratzahlen y?, y2, 37 Nun, es muf} sein
@/g_@/%:%—x?:k, yg—ygzxg—m:k.

Es sind also drei Quadrate in arithmetischer Progression zu finden. Aulerdem aber sollen
die Zahlen z1, x5, x3 sdmtlich positiv sein, und da nun x; 4+ x5 + 3 = %(y% + 93 + y?,)
ist, folgt daraus die von DIOPHANT schon in 1.16 expressis verbis formulierte Bedingung

=—(yi+ys+y3) —ys >0,

=—(yi+ys+y5) —vs >0,

N)M—lw\»—lw —

=—(yt +ys+y;) —y: > 0.

Wegen y? < y2 < y3 braucht nur die erste dieser Ungleichungen tatsichlich beachtet zu
werden. Mittels eines pythagoreischen Tripels drei Quadrate von gleicher Differenz zu
finden, ist fiir DIOPHANT kein Problem; aber er muf§ die Nebenbedingung erfiillen, und
711 diesem Zweck schligt er einen vollig anderen Weg ein. Er macht den Ansatz

Yy1=2, Yyp=x+1, Ys =19,

und da y2 — y? = 22 + 1 ist, also auch 2 — y5 = 2z + 1 sein muB, erhilt er die
diophantische Gleichung
Y =1"+4x+2. (5)
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Dies ist die Gleichung einer Quadrik, genauer, einer Hyperbel, und da der Koeffizient von
2? ein Quadrat ist, kann DIOPHANT erneut sein zweites Verfahren fiir Quadriken anwen-
den, indem er wieder zum projektiven Abschlufl der algebraischen Kurve (5) iibergeht.
Die Quadrik (5) geht dann iiber in die projektive Kurve

v =uw+duw+2w?.

Wieder legt DIOPHANT durch einen der beiden unendlich fernen Punkte dieser Quadrik,
ndmlich durch (1,1, 0), eine projektive Gerade

vU=Uu—muw,

affin
y=x—m, (6)

und bringt sie mit der Hyperbel zum Schnitt, indem er (6) in (5) substituiert. DIOPHANT
wéhlt dabei speziell m = 8. Diese Wahl wird von ihm nicht niher begriindet; sie ist aber
wiederum keineswegs willkiirlich. Um das zu sehen, rechnen wir mit dem allgemeinen m
weiter:

22 —2mr+m?>=2>+4zx+2,

2(m+2)z=m>-2,

B m2 —2
S 2(m+2)°
Dies liefert
m2 —2 m24+2m+ 2 m2+4m+2
Yy = Y= (7" >+ Y=—"""F7/"—""""F

2(m+2)’ 2(m+2) 2(m+2)

Nun muf§ aber noch m so gewéhlt werden, dafl 1, x5, x5 sdmtlich positiv sind, wobei es
geniigt, darauf zu achten, daB z; > 0 wird. Das heifit aber, daBl y2 < y? + y3 sein muB.
Eine elementare Rechnung ergibt, daf dies genau dann der Fall ist, wenn

m*>4m®+16m>+8m —4

ist. Diese Ungleichung gilt fiir natiirliches m genau dann, wenn m > 7 ist. Die Wahl
m =7 liefert x = %, und m = 8 liefert x = % Vermutlich wegen der kleineren Zahlen
in Zéhler und Nenner hat DIOPHANT sich fiir den letzteren Wert entschieden. Damit

erhélt er

31 41 49

10° y2:E7 y?’:_ﬁ'

Es kann DIOPHANTOS unmdglich entgangen sein, dafl er hier einen negativen Wert fiir
y5 bekommen hat!'* Nachdem er die Quadrate gebildet hat, entschliefit er sich, alles mit

100 zu multiplizieren, um ganze Zahlen 7u bekommen:

Y1 =

312 =961, 412=1681, 49%=2401.
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Die gemeinsame Differenz zwischen diesen Quadraten ist 720. Der Rest ist lineare Alge-
bra.

KOMMENTAR. Konnte DIOPHANT in unserem ersten Beispiel das Auftreten einer ne-
gativen Grofle als Basis eines gesuchten Quadrates gegeniiber Dionysios noch elegant
kaschieren, so ist dies im vorliegenden Fall wesentlich schwieriger. Im ersten Beispiel ist
das Quadrat, dessen Seite negativ wird, eine reine Hilfsgréfie und von fliichtiger Existenz
— der Leser kann es schnell vergessen, da es im folgenden keine Rolle mehr spielt. ITm
vorliegenden Beispiel aber handelt es sich um das dritte von drei Quadraten, nach denen
im ersten Teil der Aufgabe (die ja in Wahrheit aus zwei Aufgaben besteht, wobei die
zweite auf der ersten aufbaut) ausdriicklich gefragt wird. Trotzdem kann natiirlich nach
dem Erhalt von x = 3% statt mit (z — 8)% mit 22 + 42 + 2 weiter gerechnet werden, und
vermutlich werden dies die unkritischen Leser auch getan haben. Niemand aber kann
den kritischen Leser (und schon garnicht DIOPHANT selbst) daran hindern, sich daran
zu erinnern, dafl das Ergebnis x = % nur dadurch zustande gekommen ist, daf fiir die
Seite des dritten gesuchten Quadrats der Ansatz x — 8 gemacht worden ist, was nun mal
% — 8 ergibt, und das ist Aciic. Damit aber stellt sich unausweichlich die Frage: Ist etwa

(man beachte, dal DIOPHANT keine Vorzeichen kannte!)

31 2 31\ 2 31 2401
2 — (= 4.2 19 ="
(10 8) (10) ERET 100

D1orPHANTs Antwort darauf lautet: Ja! Aeiic énl Aeidrv norhanhaciaoieion notel Hroaplv.
Um erneut dem Einwand zu begegnen, unser Beispiel werde nur in der modernen In-
terpretation verstéindlich, lassen wir den griechischen Text folgen'® ([18], p.150, Zeilen
11-16):

tetdydw oy 6 utv o AV, 6 8t % AVa ¢ B MOq, »ai oty adTéy 1 Umepoyn

B M. v B¢ mpoodd & B Tolc ¢ B Mea, yiveton 6 v AV ¢§ M°jS.

Tobta foo ¥ 16 dnd 7 ¢arhMon. yivetow 6 %,

A'@ME5th ¢13 Tooc AYa ¢ MOB,

L
Aa”

K
£8°
Die Stelle, in der das Quadrat mit der Seite z — 8 eingefiihrt wird, sowie die Stelle, wo

sich z = 8 = 3L ergibt, sind unterstrichen.

20 — 10
Dafl DIOPHANT selbst die Verwendung negativer Groflen bei Zwischenrechnungen nicht
ganz geheuer gewesen ist, 1483t sich vermuten. Ein gewisser ,, horror negati wire jedenfalls
durchaus verstindlich, wenn man die Geschichte der Zahlen verfolgt und bemerkt, wie
zogerlich spitere Autoren bei der Einfiihrung der negativen oder etwa der komplexen
Zahlen vorgegangen sind. Wir miissen auch nicht annehmen, dai DIOPHANT fiir seine
beriihmte Regel der Multiplikation negativer Gréflen so etwas wie einen ,, Beweis“ gehabt
hétte (was ohnehin ohne eine axiomatische Einfiihrung des Kérpers der rationalen Zahlen
kaum einen Sinn ergéibe). Man kann vermuten, dafl er diese Regel experimentell gefunden
hat, indem er feststellte, dafi ihre Befolgung stets zu richtigen Ergebnissen fiihrte, wovon
sich ein Mathematiker mit seinem groflen algebraischen Erfahrungsschatz hinreichend
iiberzeugen konnte. '6

xod yivetow 6 ¢ TOUTEOTL
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Fundstelle/Quadrat | mhevpd TETPAY VO Tabta foo yiveton
I, xi; 98,17-21 cah Ms Ayal\(}[Erhgﬁ AYa Ma sic. L
(5 4)? 7 — A4 22 +16 — 81 22 +1 =15
1, xii: 100, 11-17 cahMs | AYaMisher AYaMiB G 2
(L —4)° T —4 2+ 16 — 8z 2% 412 r =1
IT, xx; 114, 19-20 ¢ Brh 1\(}[6 AY§ h(;lgmgﬁ AYEggl\(}[a s fe. %
(2-2 —2) 20 -2 | 42°+4-8z | 422 +51+1 r=3
IT, xxii; 118, 1-2 gamh 1\(}[3 AYa 1\(;13rh§3 AYacé 1\0/13 ¢ fc. %
(%—2)2 z—2 2+ 4—-4zx 22+ 4z +2 =2
IT, xxviii: 126,12-13 | <y M§ | AYIMizthc o AYIMD <
(3- L —4)° 3u—4 | 927416 2s 9% +9 z==
IT, xxix; 128, 8-9 carh Mé AYaMigheT AYah Ma ¢ ic. %
(%— )2 z—4 22 4+16 — 8z 2 -1 x:%
IT, xxxii; 132,18-19 | <oM3 | AYigMighedf | AVigereMI | ¢k %
(4- L —4) dr—4 | 1622+16— 32z | 162 +252+9 | z=.L
TI1,vii: 150,13-16 | cah M7 | AYaMéshers | AVacs MB i L
(3L - g)* r—8 | 22+64— 162 2 A4z +2 » =3
TT1, xiv: 170, 5-7 GOMME | AYiEMmEheT | AVigc MM | ¢t 2
(4-2 —5) 4r—5 | 1622+25 40z | 1622 +332+16 | z=2
TT1, xvi; 178, 8-9 cBAMB | AY3Mdrhen AYSh Ma Gic 1
(22 -2)° 20 -2 | 42°+4-8z 42% —1 r=2
IV, xx;234,9-10 ¢ 1\(}[3 AYMO&Eng Ayﬁcﬁl\o/lﬁ 1\0/[ &v. 137
(3-4& —4)° 3r—4 | 922+16—24z | 922 +24x+13 | z=1
V,ii; 314, 7-9 gam 1\0/Im Ayal\?[g/{_ozrhc@ Ayagml\?[g_a 'S Lq.l\(;[[
(L —11)° r—11 | 22+121-222 | 22 +182+101 | x=1}
V, iii; 316, 17-19 cBAMz | AYSMAztherd | AYScRIMAS | M éy. kg™
(2- & —6)° 276 | 422+36—247 | 4224+28z+34 | z=4L
V,iv; 318, 14-16 cBMMz | AYSMAsherd | AYEcI M <.
(21 —6)” 20 —6 | 42243624z | 422+4zx+19 | z=1I

Tabelle 1: Beispiele von Quadratzahlen mit negativer Basis ax — m
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Fundstelle/Quadrat | mheupd TETPAY VO Tabta foo “ yiveton
V, v;320,16-18 cah M7 | AYaMihes AYaeyMy | ¢ . Mw
(2 -3)° r—3 P24+ 9— 6 7432 +3 r=2
V,vi; 324, 4-6 cam 1\0/13 AY @M cd Ayagal\(}[a sl £
(%—2)2 z— 2 22 +4—4x 2?+r+1 =3
V,xv; 354,10-11 ¢7rh 1\0/15 AYY h(;lgrhgﬁ AYY B(}[Erhcﬁ ¢ 1 %
(3-2 —4) 3z—4 | 92241624z | 922 +14—9z | r=2
V,xvii; 360,80 | ¢FhMC | AYIMudhe B | AYTMAaherC | .
(3-6-7)° 3r—T | 922449423 | 92243127z | z=9

Tabelle 1: Fortsetzung

5 Fundstellen von Quadraten mit negativer Seite

Die beiden von uns ausfiihrlich analysierten Beispiele des Auftretens negativer Ter-
me/Gréflen in den Arithmetika gehoren in den erhaltenen sechs griechischen Biichern zu
dem am héufigsten auftretenden Typus. Ich habe, ohne Vollstindigkeit fiir mich in An-
spruch zu nehmen, achtzehn Beispiele gefunden, die in Tabelle 1 aufgefiihrt sind.!” Bei
diesen verlaufen DIOPHANTs Rechnungen im wesentlichen nach folgendem Schema: Tm
Verlaufe der Losung erhélt er ein Polynom der Gestalt a?z? + bx + ¢, wobei a > 0 sowie
b und ¢ positive oder negative rationale Zahlen (im modernen Sinne) bezeichnen, und
dieses soll zu einer Quadratzahl (tetpdywvoc) gemacht werden. Dann wihlt DIOPHANT
stets ein Quadrat mit der Seite (tAeupd) ax — m, m positiv rational, und erhélt so die
Gleichung
a2 +m?—2amzr=d*z*+br +e,

woraus

m2 —c¢

= 2am+b
folgt. Durch Wahl eines hinreichend groflen Wertes fiir den Parameter m erreicht D10-
PHANT stets, dafl der Bruch positiv ist. Fiir die Seite des Quadrats erhélt er die Differenz
m? — ¢
“Qam+b

welche sowohl positiv als auch negativ sein kann. In mindestens achtzehn Féllen ist sie
jedoch negativ.
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Fundstelle Quadrat | Basis Basis? Polynom X
VI, xiv; 60,315 | (2 -2)" |3x -2 | B2 4455 | 25,216 | 16
VI*, xvi; 64,513 (I-4)? | -4 | 22+16-8z |22 +2—4z | 3L
VI, viii; 97,14-23 | (1 —2)" | 2-2 | o +4—4z |22 +42+2]| L
VI, x;102,10-17 | (3-3)° | 2-3 | 22 +9—62 |a*+22-1] 2
VII, xvi; 114,11-19 | (2-2)° | 2 —2 | 22 +4—4dz | 22—1 5

Tabelle 2: Beispiele in den arabischen Biichern

In den Biichern IT und IIT scheint DIOPHANT elegant dariiber hinwegzugehen, dafi der
von ihm gemachte Ansatz auf eine mheupd gefiihrt hat, deren Linge Aciic ist, indem
er das gefundene z (¢) in das Polynom a?z% + bx + ¢ (oder in das Polynom a?z?* +
m?—2amz) einsetzt, ein Vorgehen, welches aber nur dann gerechtfertigt ist, wenn man
annimmt, daf3 die sogenannte ,,zweite binomische Formel“ auch fiir negative Differenzen

gliltig ist.

In ihrem Kommentar zur 16. Aufgabe des dritten arabischen Buches (bei durchlaufen-
der Zahlung: des sechsten) schreiben GILLES LACHAUD und RoSHDI RASHED ([44],

p.LXXV f):

(6.16) Diophante posex =1, 22 —y?> =2t —1, d’ou

=1t +1-2¢.

La premiere equation est immédiatemement vérifiée, z1 = y; et la deuxieme

se réécrit:

?24+92—-4

Posons zo =t — u, (u=4); il vient

22 =1 +16 — 81,

d’ov

r=1t=(34+1/2),
y’ = (6+1/4),

t=z,.

2

2 = (12+1/4),

2=(6+1/4)=(2+1/2),

22 =(1/2)".

Remarquons que Diophante trouve t = 7/2, qui ne vérifie pas t > 4, et qui

donne zp —

—1/2. Sans doute est-ce la raison pour laquelle Diophante ne

calcule pas z,, mais donne directement z5. 1l suffisait de poser zo = 4 —t
pour trouver, sans la difficulté précédente, les mémes valeurs, qui donnent
bien une solution particuliere du probleme.
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Dazu ist zu bemerken:

1. Natiirlich kénnte Diophant in allen achtzehn in Tabelle 1 aufgefiihrten Féllen (ebenso
wie in dem von LACHAUD und RASHED diskutierten Fall) fiir die Seite des Quadrats
den Ansatz m —a x machen und damit negative Differenzen vermeiden. Aber der Ansatz
a x — m fiithrt in mehreren Féllen auf eine positive Differenz. In diesen Beispielen ergébe
der Ansatz m — a x eine negative Seite. Aus diesem Dilemma kdme DIOPHANT nur her-
aus, wenn er nach Erhalt einer negativen Differenz den Ansatz nachtrdglich so abindern
wiirde, dafl die Differenz positiv wiirde. Das wiirde es dem aufmerksamen Leser erspa-
ren, sich iiber das Quadrieren negativer Differenzen Gedanken zu machen. DIOPHANT
wiirde jedoch damit etwas opfern, was ihm, wie ich glaube, wichtig ist, ndmlich ein
systematisches Vorgehen, eine stets anwendbare Methode!®.

2. Daran schliefit sich eine zweite Bemerkung an: Fiithrt DIOPHANT bei seinen Beispielen
aus den Biichern IT und ITT der Arithmetika die Rechnung an den kritischen Stellen selbst
im Detail aus, dem Leser dabei iiber eine mogliche Schwierigkeit hinweghelfend, so ist
dies bei den Aufgaben aus den , griechischen Biichern“ IV und V, die bei durchlaufender
Zahlung die Biicher 8 und 9 sind, nicht mehr der Fall. Offenbar in der Annahme, der
Leser habe inzwischen die Methode, wie man ein quadratisches Polynom mit fithrendem
Glied a?z? oder konstantem Glied 2 (siehe Beispiele der Tabelle 3) zu einem Quadrat
macht, verinnerlicht, iiberlifit er ihm selbst die Ausfiihrung im Detail. Dadurch wird
dieser, wie wir unten zeigen werden, nahezu unausweichlich mit Quadraten negativer
Seitenldngen konfrontiert.

3. Dafl DioPHANT keine negativen Differenzen explizit notiert, konnte auch daran liegen,
daf einer der spéteren gelehrten byzantinischen Kopisten der Arithmetika diese Stellen
als ,absurd“ oder ,verstiimmelt“ einfach weggelassen hat.

In der Tabelle 2 sind fiinf Beispiele desselben Typs in den arabischen Biichern der Arith-
metika aufgefiihrt'®. Da sowohl RASHED [44] als auch SESTANO [49] diese Biicher durch-
gehend zéhlen (das heift, sie erhalten die Nummern 4 bis 7), sind sie in der Tabelle

durch ein hochgestelltes Sternchen von der traditionellen Numerierung der griechischen
Biicher unterschieden: IV*, V*, VI*, VII*.

Der zweite, nur in den Biichern IV, V und VI (8, 9 und 10) auftretende Typus (siehe
Tabelle 3) ist folgender: Gegeben ist ein Polynom der Gestalt a 22+b z+¢? mit rationalen
Koeffizienten a, b und ¢ > 0, und dies soll zu einem Quadrat gemacht werden. Fiir dessen
Seite macht DIOPHANT den Ansatz ¢ —m x mit m > 0. Dann erhélt er die Gleichung

m?z?+ —2eme=ax® +bx + &,

woraus
2ecm

2

T =
m

—a
folgt. Durch Wahl eines hinreichend groflen Wertes fiir den Parameter m wird sicherge-
stellt, daf = positiv wird. In den in Tabelle 3 aufgefiihrten acht Féllen?® wird dann die
Seite ¢ —m z Aeiic. Die Methode ist insofern etwas schwieriger (insbesondere, wenn ihre

Durchfithrung weitgehend dem Leser iiberlassen wird), als zur Berechnung von z nach
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Fundstelle/Quadrat TAELEd TETPAY VO Tabta foo ‘ yiveton
IV, viii; 202, 18-20 Marhg B8 AY§ Marhgd AY7¢ Ma ¢ . MC
(1-2-7) 1-2x 402 41— 4z 325 +32+1 T =
IV,ix; 206,12-13 MpBrh¢d | AYigMdhewis | AYyMéheg s i 2
(2 —4-10)? 2—2 | 162°+4—-16z | 32> +4 -6z =1
IV, xi; 210, 13-15 Marh¢ 3 AY§ Marh¢d AYy¢ Mo ¢ . MC
(1-2-7) 1-2x 402 41— 4z 325 +32+1 T =
IV, xiii: 214, 15-17 MAyhey | AYIMIhem AYCemMI | ¢ tc. Mg
(3—3-18)2 3—-3zx 922 +9— 18z Tx>+18x+9 r =18
IV, xxxix; 304,11-12 | M~rhgz AYRE Mdh¢ A AYF¢f MO ¢l =
(3-5-2)° 3—5z | 2542+9-30z | 322+ 12049 | z=2
V,x; 342, 6-8 MArthewy/ | AY136*Mirh¢ Rar MIhAY & sl &
(3-1-8)° = 3-350 | 127 +9- 214 92> n=§
V1, xii; 414, 19-22 M7rh¢7y AY9 MIrh¢mm AYy¢z MJ ¢ic. M6
(3—3-4) 3-3z 922 +9—18z | 322+62+9 r =
VI, xv; 428,11-13 MatheB | AYSMESthe B AYF¢AMES | ¢ . MEB
(8 —2-62)° 8—2x | 422+64—322 [32°+30z+64| z=062

Tabelle 3: Beispiele von Quadratzahlen mit negativer Basis ¢ — mx

Wegheben des konstanten Gliedes ¢? die entstandene Gleichung noch durch z gekiirzt
werden mufl, um nach z auflésen zu kénnen.

Ein besonders kunstvolles Beispiel, bei der man die Souverinitit DIOPHANTS bei der
Multiplikation von Polynomen mit abzuziehenden Gliedern bewundern kann, findet sich
in der Losung der 28. Aufgabe des vierten griechischen Buches (IV,xxviii; 254, 13-18).
Hier ist das Polynom 9z* + 622 +1 — 42° — 122 zu einem Quadrat zu machen. Es sei
das Quadrat mit der Seite 322 +1 — 62:

vivetaw AYAJAY g MarhAYS ¢uf. totita foa O 16 dmd o AY7F B(;Iarhcg.

Es ergibt sich 9% +422%2 4+1—-362° — 122 =92* + 622 +1 — 423 — 124:

aitde Sipo Eoton AYATAY 108 MarhkY Az < 15 ie. AYATAYS Mahs3 ¢ 15,

Auf beiden Seiten wird das Weggenommene hinzugefiigt und gleiche Terme werden zu-

sammengefafit:
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’ o

xol xown) tpooxeioVw 1 Aelfic xol dnd opoiwy Guota.

Es bleibt 32 2% = 36 2%, und das gibt z = 2

xod howmol kY A8 Toot AY g, xol yivetow 6 ¢ g

KOMMENTAR. Wegen 3 - (%)2 +1—-6- % = —% ist auch hier die Basis der Quadratzahl

negativ, was vermutlich nur DIOPHANT aufgefallen sein diirfte, zumal da anschlielend
zundchst z +1 = %7 und z — 1 = é ausgerechnet wird, wovon dann die Kuben 223 und

' 512
% gebildet werden.

Zur Uberzeugung von Zweiflern hingegen ist die folgende Aufgabe geeignet (V,xxvii,
378,18-20, 380, 1-4):

Fine Zahl ist gegeben, Es sind drei Quadrate von der Art zu finden, daf
die Summe je zweier von thnen, vermehrt um die gegebene Zahl, Quadrate
ergeben.

DIOPHANT gibt sich die Zahl 15 vor und wiihlt das erste Quadrat z? gleich 9. Dann
reduziert sich das Problem darauf, zwei Quadrate =3 und z3 zu finden derart, daf

T+ 24 =5, wi+24=yi, z3+z+15=y]. (7)

Er macht nun fiir z, den Ansatz % — 3z und fiir x5 den Ansatz % — 4z, wodurch er

wegen
2 2 2 2 3 2 3 2
——3z) +24=(—-+3x) , — —dx| +24=| —+4zx
T T 2z 2z

die beiden ersten Gleichungen in (7) erfiillt:

[y LI

€oto 1) 10U EvO¢ mheupd dmo Sagopdc ¢ X B xol ¢, N 0¢ Tl Etépou dmo
— [p—
Sraopdic ¢ el xol ¢6. xal uével ExdTepog dutwy petd Mkd mowdsv [,

Es bleibt noch die Bedingung zu erfiillen, daf§ die Summe der beiden Quadrate, um 15

1
vermehrt, ein Quadrat ergibt. Es soll also i—é + 2522 — 9 ein Quadrat sein. Es sei dieses

Quadrat gleich 25 z?. Dann ergibt sich 2 = g. So ist die Aufgabe gelost:

[ — o __
Mooy €oTt ol cuvoupoTepoy uetd Mig mowely L1V, yivetan 8¢ AY*g5* AY geh M9
0
. 0¥ . AYRE. xad yiveton 6 ¢ Ms“’z. éml td¢ Hnootdoeic.
KOMMENTAR. Wie kann der Leser dieser Aufgabenlésung vermeiden zu erkennen, daf

— in unserer Schreibweise — der Ansatz fiir zo auf die , defizitdre” Grofle —% und der
fiir z3 auf —% fiihrt, also in beiden Fillen auf heljic??!

Der Gebrauch des zweiten Teils der Definition IX, nidmlich des ,Aeiic 6¢ énl Umopliy
molel Aeihv®, scheint in den iiberlieferten griechischen Biichern sehr selten zu sein und
keine besondere Rolle zu spielen. Ich habe nur zwei Stellen entdeckt, wo eine positive
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und eine negative Grofie miteinander multipliziert werden, und zwar erstens in 'V, i; 310,
16-17,312,1-3, wo das Polynom z? — 6% x zunéchst in z (x — 6%) faktorisiert wird. Fiir
x wird sodann der Wert % berechnet, was sowohl fiir x — 6% als auch fiir 2 — G%x
eine negative Grofle liefert. Zweitens finden wir ganz dhnlich in VI, vi; 404,1-3, dafl das
Polynom 2% — 14z in z(z — 14) faktorisiert wird und anschliefend fiir z der Wert 2
bestimmt wird. Diese Aufzihlung erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit.

Concrusio. Kein Zweifel, DIOPHANT operiert mit negativen Groéflen. Zwar erkennt er
ihnen nicht den Status von ,Zahlen* (dowduoi) zu, aber dies liegt an seinem (gegeniiber
dem unsrigen) eingeengten, ontologisch befrachteten Zahlbegriff, der auf positive ratio-
nale Groflen beschrénkt bleibt. Er hiilt die negativen Groflen jedoch fiir so wichtig, dafl
er ihnen mit Acific einen eigenen Namen gibt, der in Analogie zu Urnoplic gebildet ist,
einem zentralen Begriff der neuplatonischen Ontologie. Thr Gebrauch, das heif3t, ihre
Multiplikation, fiir die wir in den Arithmetika 33 (35) Belege gefunden haben, wird in
Definition IX vorab unmifiverstindlich geklart. Es handelt sich bei dieser nicht um eine
, Vorzeichenregel®, denn DIOPHANT kennt keine Vorzeichen, weder ein Minus noch ein
Plus. Das Zeichen rh ist ein bindrer Operator. Daher kann DIOPHANT negative Grofien
auch nicht dadurch notieren, daf er einer Zahl (Gprdudc) ein Minuszeichen voranstellt.
Negative Groflen treten bei ihm ausschlieflich als Differenzen positiver rationaler Zahlen
auf, deren Subtrahend gréfier ist als ihr Minuend.

Hétten wir nur Definition IX und keine Beispiele fiir ihren Gebrauch, so stiinden wir
vor dem Rétsel, was DIOPHANT mit Aciic gemeint haben konnte. Hitten wir die 33
(35) Beispiele, aber nicht den Begriff Acijic und die Multiplikationsregeln, so bliebe ein
letzter Zweifel, ob DIOPHANT gewufit hat, dal er mit negativen Groéflen operierte. So
aber ist unzweifelhaft klar: Er rechnete mit negativen Grofien, und er wulite, was er tat.

6 Verstindnis- und Ubersetzungsprobleme,
Falschungen, Zitierkartelle

Die Versténdnis- und Ubersetzungsprobleme mit Bezug auf DIOPHANTS negative Grofien
beginnen schon mit dem &ltesten uns erhalten gebliebenen Diophant-Kommentar, mit
den Scholien des byzantinischen Ménches MAXIMUS PLANUDES (1255-1305) 7zu den er-
sten beiden Biichern der Arithmetika. Diese sind im zweiten Band der Diophant- Ausgabe
von TANNERY abgedruckt ([18], vol.II, pp.125-255). Teile der Originalhandschrift be-
finden sich im Codex Mediolanensis Ambrosianus Et 157 sup., welcher im Jahre 1292
oder 1293 von MAXIMUS PLANUDES eigenhéndig kopiert wurde. MAXIMUS PLANUDES,
ein mediokrer Mathematiker, war, wie die meisten der byzantinischen Gelehrten, an den
Elementen des EUKLEIDES geschult, von denen er eine Ausgabe besorgt hatte. Algebra
hatte er als geometrische Algebra kennengelernt. Was Wunder, daf§ er mit , Acific ént
Mgy mohhamhaotacieion Totel Unopdty, Aeific 8¢ €ml Hropliv motel Actfiv seine Probleme
hatte.

Sein Scholion 7zu dieser Stelle beginnt daher mit der Behauptung, DIOPHANTOS habe
garnicht gemeint, was er geschrieben habe ([18], vol.II, p.139): ,,Oby anhéc ety Aéyet,
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un xod Omdplede tvoe ofiong, dhd Umaply Eyovooay Aeidw.“ (,Er spricht nicht einfach
von Fehlendem, als ob kein Vorhandenes da wire, sondern von etwas Vorhandenem,
welches eine Wegnahme enthilt.“) Nachdem er sich die anstofige Stelle bei DIOPHANT
zurechtgebogen hat, beginnt er, im Stile EUKLIDs anhand geeignet gewéhlter Rechtecke

die Formel
(a—b)(c—d)=ac—bc—ad+bd

7u beweisen. Seitdem ist dieses Scholion des MAXIMUS PLANUDES (nahezu) unzertrenn-
licher Begleiter der Bemiihungen, die dubiose Stelle bei DIOPHANT zu iibersetzen. Dem
braven PLANUDES sind seine Verstindnishiirden nicht zu veriibeln. Aber daf}, bis in
das zwanzigste Jahrhundert hinein, angesehene Mathematikhistoriker sich auf PLANU-
DES berufen, wenn sie den Nachweis antreten wollen, dafl DIOPHANT negative Groflen
abgelehnt habe, ist schon grotesk.

WILHELM HOL(T)ZMANN, genannt X YLANDER, iibersetzt 1575 in [16] aus dem Codex
Vaticanus Reginensis gr. 128 nicht nur DIOPHANTs Text, sondern auch die Scholien des
PLANUDES ins Lateinische und ist damit eines eigenen Kommentars zur Definition IX
enthoben. Seine Ubersetzung dieser Stelle ist zwar sehr umsténdlich, aber um Texttreue
bemiiht ([16], p.6):

Quod deesse dicitur (defectum uulgo usurpant) in id quod ipsum etiam deesse
dicitur si multiplicetur, productum adesse € reliquis adijci debere scito. si
uero in id quod adest, id quod deest multiplicetur: productum ijs quae deesse
dicuntur adnumerabis, signum eius uel *.

CLAUDE-GASPAR(D) BACHET DE MEZIRIAC iibersetzt 1621 in seiner zweisprachigen
Diophant-Ausgabe ([17], p.9):

Definitio IX — Minus per minus multiplicatum, producit Plus. At minus per
plus multiplicatum, producit minus.

Dazu gibt er folgenden Kommentar (a.a.0O.):

Trapbv & Aeithv, abundantiam & defectum vertere poteramus. Placuit ta-
men. & recentioribus omnibus visitatis vocabulis dicere Plus € Minus. Et Dio-
phantus quidem ut significet Plus nulla utitur nota, sed coniunctione tantum
copulatina. Nos vero in versione nostra, eos qui ante nos Latine scripterunt,
imitats, Plus hoc signo denotabimus +. Minus vero isto —.

BACHET bemerkt also sehr wohl, dafl Unop&ic mit abundantia und Aeiic mit defectus zu
iibersetzen wére. Leider 148t er sich jedoch durch den Zeitgeist dazu verfiihren, stattdes-
sen Plus und Minus zu verwenden. Plus und Minus bezeichnen aber keine Groflen oder
Terme, sondern Operatoren, wobei unklar bleibt, ob BACHET Vorzeichen oder binére
Verkniipfungen meint. Seine Verwendung der seit der Deutschen Algebra von 1481 im-
mer mehr in Gebrauch gekommenen Zeichen + und — ist nicht zu kritisieren. BACHET
fahrt dann fort:
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Ceterum si cui mirum videatur quod Minus per Minus multiplicatum, efficiat
Plus, € huius rei demonstrationem requiret, legat Petrum Nomium parte 2.
suae Algebrae, cap. 4.

Dieser Hinweis auf die Algebra [41] des portugiesischen Gelehrten PEDRO NUNEZ* Sa-
LACIENSE (1502-1578) erweist sich als hochst anfschlufireich. NUNEZ hatte sein Libro de
Algebra en Arithmetica y Geometrica bereits 1532 in Portugiesisch geschrieben, spéter
aber zum Zwecke besserer Verbreitung eine katalanische Ubersetzung angefertigt und
diese 1567 in Antwerpen drucken lassen. Im angegebenen Kapitel, Multiplicar las digni-
dades (das Multiplizieren der Potenzen), behandelt NUNEZ zunéchst die Multiplikation
der Potenzen von z (cosa, abgekiirzt: co.) bis zum Exponenten 10 und fihrt dann fort
([41], p.29):

Und weil wir diese Grifien mit der Erkldrung als Plus und Minus viele Male
multiplizieren [werden], missen wir wissen, daf$ plus mit plus multipliziert
plus macht; und minus mit minus multipliziert macht ebenfalls plus. Aber
plus mit minus, oder minus mit plus, macht minus. Zum Beispiel, wenn wir
6 x mit 5 multiplizieren, das ist plus mit plus, macht es 30 x. Dies ist auf-
grund der Definition des Multiplizierens evident. Und wenn wir —5 mit —2 x
multiplizieren, erhalten wir +10x. Und wenn wir 5 mit —2 x multiplizieren,
erhalten wir —10 x. Der praktische Umgang damit wird im folgenden Beispiel
Elar werden, in dem 15 — 4z mit 3z — 5 x multipliziert wird.

15 — 4z
32— 5z
45 21227
—751 +2072?
Summe  65x°—751 — 122°

Schon aus diesen Zeilen wird klar, dafl NUNEZ hier die Vorzeichenregel bei Multiplikation
behandelt und nicht von positiven und negativen Zahlen redet. Die Zeichen + und —
(p. und m.) verwendet er sowohl als Zeichen fiir die biniren Verkniipfungen als auch als
Vorzeichen. Allerdings scheut er sich auch nicht, negative Zahlen hinzuschreiben, wie hier
—5. Aber sie sind nicht das Thema dieses seines Paragraphen, der von der Multiplikation
von Polynomen in z handelt. 47%

Es ist verwunderlich, dafl GERICKE, der sich in mindestens vier Monographien [21, 55,
22, 23] sowie in einem Aufsatz [24] zur Geschichte der negativen Zahlen gedufBert hat,
die Algebra des PEDRO NUNEZ sowie deren Verfasser mit keinem Wort erwéhnt, nicht
einmal in [23], wo man eine Behandlung des Werkes des Portugiesen eigentlich erwartet
héatte.

Obwohl NUNEZ Kontakte zu den italienischen Mathematikern seiner Zeit unterhielt und
obwohl damals Manuskripte der Arithmetika in Italien bekannt und kopiert wurden,
scheint NUNEZ das Werk des DIOPHANTOS nicht gekannt zu haben. Gleichwohl hitte
die von NUNEZ verwandte Argumentation durchaus von DIOPHANT stammen konnen.
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Fiir NUNEZ allerdings sind die negativen Zahlen kein Problem mehr, und es geht ihm
nur noch um eine algebraische Herleitung der umstrittenen Vorzeichenregel bei Multipli-
kation. Fiir DIOPHANT hingegen sind die von ihm eingefiihrten negativen Groflen etwas
,Unerhortes” und mit ontologischem Ballast Befrachtetes.

Vermutlich war es die von BACHET selbst angefiihrte Stelle in der Algebra des PE-
DRO NUNEZ, die ihm bei der Ubersetzung der analogen Stelle in den Arithmetika als
Vorbild gedient hat. Auch wenn diese Ubersetzung spéter von HEATH und TANNERY
iibernommen wurde, so stellt sie doch eine (gewollte oder ungewollte) Verfilschung dar.

Ein ausgesprochener Lichtblick hingegen ist die kommentierte Ubersetzung [48] der
Arithmetika durch OTTO SCHULZ von 1822. Definition IX iibersetzt er vollig korrekt
([48], S.12):

IX. Eine negative Zahl mit einer negativen Zahl multiplicirt, giebt eine posi-
tive Zahl; eine negative Zahl mit einer positiven Zahl multiplicirt, giebt eine
negative Zahl.

Im Anmerkungsteil sagt SCHULZ dazu ([48], S.344):

Diophantus nennt eine negative Zahl Aeiihis d. 1. einefehlende Gréfe, oder
eine Grifie, welche man subtrahiren soll, eine positive Zahl aber nennt er
Unapéis d. 1. einewirklichvorhandene, die einen wirklichen bestimmten

Werth hat.
Und einige Zeilen spéter:

Obgleich Diophantus die negativen Grioflen in den Rechnungen selbst vielfiltig
gebraucht®*, so laft er doch fiir die gesuchte Grifie nie einen negativen Werth
zu, und mehre Einschrinkungen, welche er seinen Aufgaben beifiigt, haben ih-
ren Grund blof$ in der stillschweigenden Voraussetzung, dafi die gesuchte
Grofle einen positiven und rationalen Werth haben solle.

Im Anschluf} an diese Bemerkung gibt SCHULZ den ,,Beweis“ aus den Scholien des PLA-
NUDES wider. In seinem Vorbericht #uflert sich SCHULZ jedoch ziemlich einschrédnkend
mit Bezug auf PLANUDES ([48], S.XXXII), indem er XYLANDERs Einschétzung teilt,
daf3 die Scholien des Byzantiners von geringem Werthe seien. Dem grdfseren Theile nach
enthalten die Scholien aber wirklich nichts, als blofle Umschreibungen des Textes, oder
geometrische Beweise fiir arithmetische Sdtze, die man viel leichter durch Rechnung mit
allgemein bezeichneten Griflen beweist.

Den richtigen und wohlbegriindeten Darlegungen des Berliner Gymnasialprofessors ist
kaum etwas hinzuzufiigen, und man wundert sich nur, wie sich spiter eine gegenteilige
und vollig unhaltbare Position durchsetzen konnte. Noch bis zur ersten Hilfte des 19.
Jahrhunderts hatte keiner der Herausgeber, Ubersetzer oder Kommentatoren der Arith-
metika und kein Mathematikhistoriker ernsthaft behauptet, DIOPHANTOS habe keine
Konzeption der negativen Groflen besessen oder habe die Verwendung dieser Groflen
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abgelehnt. MAXIMUS PLANUDES mufl man hier ausnehmen. Er hatte selbst keine Ah-
nung von den negativen Groéflen und konnte sich daher zum Thema nicht kompetent
duflern.

Das Kartell wird 1874 ertffnet von HERMANN HANKEL, der sich zum Thema wie folgt
dubert ([26], S.158):

Bei Producten wie (x — 1) (x — 2) kam er auf das Gesetz: ,Eine negati-
ve Zahl (Aeihis) mit einer negativen Zahl multiplicirt gibt eine positive Zahl
(Umap&ig) “, welches die Multiplication von Differenzen lehren soll, ohne dass
dabei Diophant nur im Eniferntesten an Zahlen gedacht hdtte, welche an
sich negativ sind; nicht nur, dass der griechische Text keine Andeutung hie-
von enthilt, die in der Ubersetzung nicht zu vermeiden ist, so sieht er aus-
driicklich rein negative Zahlen als unbrauchbar an.

Dies sind die vollstdndigen Ausfiihrungen HANKELs iiber negative Zahlen bei DIo-
PHANT. Sie zeigen, daBl er die korrekte Ubersetzung von SCHULZ noch iibernimmt, sich
im iibrigen aber die Interpretation des PLANUDES zu eigen macht. Das unglaublich
herabsetzende Diophant-Kapitel ([26], S.157-171) HANKELs 148t uns zweifeln, ob sein
Verfasser sich wirklich im Detail mit den Aufgaben des Alexandriners befafit hat?.

Die Quelle der ersten substanziellen Verfilschung aber 148t sich auch diesmal eindeu-
tig bestimmen: Im Jahre 1880 erschien der erste Band der Vorlesungen von MORITZ
BENEDIKT CANTOR iiber Geschichte der Mathematik [12]. Darin heifit es auf Seite 401:

Diophant unterscheidet hinzuzufiigende und abziigliche Zahlen.
Die Addition nennt er Urap&ig, die Subtraktion Aciig und besitzt fiir erstere
2war nicht, wohl aber fiir letztere ein eigenes Abkiirzungszeichen, ndmlich,
wie er selbst sagt, ein verstimmeltes umgekehrtes W in der Gestalt M. Ja
er rechnet mit Differenzen, vervielfacht sie und spricht daber ohne Weite-
res die Regel aus: Eine abziigliche Zahl mit einer abziiglichen Zahl verviel-
facht gibt eine hinzuzufiigende, eine abziigliche mal einer hinzuzufiigenden
gibt eine abziigliche.?) Dass dabei von positiven und negativen Zahlen als
Maasse entgegengesetzter Griflen keine Rede ist, bedarf wohl kaum beson-
derer Erwdhnung. Nur mit Differenzen weiss Diophant umzugehen, mit
solchen Differenzen, die einen wirklichen Zahlenwerth besitzen, d.h. deren
Subtrahend kleiner ist als der Minuend.

Die FuBinote 2) in CANTORs Text lautet: Diophant (Schulz) S. 12-13.

Es fillt mir schwer, hier nicht von einem ,skrupellosen Félscher® zu sprechen, wie ich
dies in einem friitheren Text [3] getan habe. Herr LEMMERMEYER hat mir aber folgendes
zu bedenken gegeben:

Was hat Cantor denn verbrochen? Er hat bemerkt, dass Schulz seine Be-
hauptung, D hdtte mit negativen Zahlen gerechnet, nicht belegen kann, und
er hat stattdessen den Teil zitiert, der sich begrinden laft: dass die fehlenden
Grifien Diophants ndmlich solche sind, ,welche man subtrahieren soll“. Das
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Schweigen tiber Schulzens negative Zahlen wirde ich eher unter der Rubrik
SHoflichkeit des Sangers® verbuchen.

Ich kann diesen Einwinden kaum zustimmen.

1. Es trifftt zwar zu, dal SCHULZ seine Behauptung, DIOPHANT habe mit negativen
Zahlen gerechnet, nicht belegt. Aber das bedeutet nicht, daff er dies nicht hétte tun
kénnen, wenn er dies hétte tun wollen. Im Jahre 1822 hatte ndmlich noch niemand
in Abrede gestellt, dafl bei DIOPHANT negative Zahlen vorkommen. CANTOR hitte
daher das Gegenteil zeigen miissen. Das aber wire ihm wohl kaum gelungen. Denn daf3
die fehlenden Groflen DIOPHANTS stets solche sind, “welche man subtrahieren soll, ist
einfach nicht wahr; einige mufl man vielmehr quadrieren, wie wir gezeigt haben.

2. CANTORs Hinweis auf SCHULZ, S.12-13, bezieht sich nicht auf dessen Bemerkung
auf Seite 344, das Vorhandensein negativer Zahlen bei DIOPHANT betreffend, sondern
auf die korrekte Ubersetzung von I, Definition 9, auf Seite 12 und einige nachfolgende
Bemerkungen zum Umgang mit positiven und negativen Groflen auf Seite 12f. Der Leser,
der SCcHULZens Monographie nicht notwendig zur Hand gehabt haben diirfte, mufite
daher annehmen, an der angegebenen Stelle stiitze SCHULZ CANTORs Behauptung. Und
das ist falsch. Er wird an der Nase herumgefiihrt.

3. Selbst wenn CANTOR der festen Uberzeugung war, mit Agiic habe DIOPHANT aus-
schliefllich Subtrahenden gemeint (und warum er glaubte sich so sicher zu sein, dariiber
hétte er schon ein paar Worte verlieren miissen), hétte er das griechische Wort nicht
einfach falsch iibersetzen diirfen. Hier tut sich zwischen CANTOR und mir eine letztlich
nicht zu iiberbriickende Kluft auf in der Frage, welchen Respekt ein Mathematikhistori-
ker vor dem geschriebenen Wort haben sollte.

Wenn auch CANTOR eine betriigerische Absicht letzten Endes nicht nachgewiesen werden
kann, so 4Bt sich das Ergebnis seiner Ubersetzung doch eindeutig kennzeichnen: Es
handelt sich um eine sinnentstellende Verfélschung. Auf der néichsten Seite findet sich
bei CANTOR dann die Formulierung: Abgesehen von dem Nichtvorhandensein nega
tiver Zahlen als solcher ist es aber eine hoch entwickelte Buchstabenrechnung,
welcher wir uns bei Diophant gegeniiber befinden (Hervorhebung von mir). Dies wird dem
Leser bekannt vorkommen ([27], p.82). Es bedarf wohl kaum besonderer Erwihnung, daf
CANTOR nicht die geringste Begriindung seiner Behauptungen fiir angebracht halt. Wer
ex cathedra (Benedicti) redet, hat so etwas nicht notig. 26

Nach dem Erscheinen der Monographien von HANKEL und CANTOR wagte es kein Autor
mehr zu behaupten, DIOPHANT habe von negativen Groéflen gesprochen oder Gebrauch
gemacht. HEATH erkennt in seiner Diophant-Monographie von 1885 zwar an ([27], p
137), daBl D10PHANTS Definition IX eigentlich mit a wanting multiplied by a wanting ma-
kes a forthcoming; and a wanting multiplied by a forthcoming makes a wanting iibersetzt
werden miifite, nimmt dann aber doch lieber zu BACHETs Ubersetzung Zuflucht ([28],
p.-130): A minus multiplied by a minus makes a plus; a minus multiplied by a plus makes
a Mminus.

Im Jahre 1890 erscheint dann G. WERTHEIMs deutsche Ubersetzung [60] der Arith-

metika, welcher noch die Bachet-Edition [17] von 1621 zugrunde liegt. Er iibersetzt die
Definition IX folgendermaflen ([60], S.6):

41



Eine abzuziehende Zahl (Aeing), mit einer abzuziehenden multipliziert, giebt
eine hinzuzufigende (Unap&s); eine abzuziehende Zahl dagegen, mit einer
hinzuzufigenden multipliziert, giebt eine abzuziehende Zahl.

Der Einflul CANTORS ist nicht zu iibersehen, aber WERTHEIM hétte schon erkennen
miissen, daB seine Ubersetzung unhaltbar ist. Frau BASMAKOVA weist mit Recht darauf-
hin, daf} ,,abziehen® (im Sinne von subtrahieren) im Griechischen durch dooupéw (Aorist:
doeihov) wiederzugeben ist, was LIDDELL-SCOTT bestétigen; dort stehen auch Worte
fiir ,,abzuziehend” (to be taken away) ([35], p.285): dpupetdec. und dgupoluev-oc(-ov).
DioPHANT verwendet an zahlreichen Stellen den letzteren Begriff in der Bedeutung
sSubtrahend“ (siehe die Angabe der Fundstellen in [18], II, p.264). WERTHEIM schreibt
in einer Anmerkung zu dieser Stelle:

Ubrigens sei hier schon bemerkt, daff Diophant negative Zahlen als sol-
che nicht kennt. . .. Aus diesem Grunde habe ich in der Ubersetzung die Aus-
driicke positiv und negativ vermieden und dafiir — der Sache entsprechend
— hinzuzufigend und abzuziehend gesagt.

Ein derartiger Kotau vor einer Autoritét ist schon peinlich. Hier passiert genau das, was
wir den byzantinischen und anderen Kopisten heute vorwerfen und was der Forschung
so viel Kopfzerbrechen bereitet: Man glaubt Experte zu sein und den antiken Autor
besser zu verstehen als dieser sich selbst. Daher nimmt man sich das Recht heraus, ihn
71 ,verbessern®; und nachfolgende Autoren stiitzen sich dann auf den ,verbesserten
Text.

Ein typisches Beispiel in WERTHEIMs Ubersetzung ist eine Stelle aus der Losung der 26.
Aufgabe des vierten griechischen Buches der Arithmetika (in BACHETS und WERTHEIMS
Zahlung die 28.) ([60], S.156):

Das um die zweite Zahl verminderte Produkt beider Zahlen ist aber 8 x® +
8z — a2 — 1. Dieser Ausdruck soll gleich einem Kubus werden. Das ist jedoch
unmdglich [z wirde negativ werden).

Die in Klammern gesetzte Bemerkung ist ein Zusatz WERTHEIMs, der sich im griechi-
schen Orignal nicht findet. Es handelt sich um eine der beiden Stellen, wo DIOPHANT
behauptet, eine Aufgabe sei ,unmdoglich“ (dd%vatoc). WERTHEIM sieht hier eine Chance,
dem Leser zu verdeutlichen, dafi DIOPHANT eine Aufgabenstellung, bei der die Unbe-
kannte x einen negativen Wert annehmen muf}, als ,unmoglich“ betrachtet. Nur: WERT-
HEIM irrt, ebenso wie DIOPHANT. Das Problem besteht hier darin, auf der Kubik

P =83 4+8r—22—1 (8)

einen rationalen Punkt (z,y) mit positiven z, y zu finden. Wir verwenden DIOPHANTS
Tangentenmethode. Ein ,sichtbarer”, das heifit, ein leicht zu erratender rationaler Punkt
anf der Kurve (8) ist (z,y) = (0, —1).%” Die Tangente in diesem Punkt berechnen wir
ohne Infinitesimalrechnung. Indem wir das Polynom

flz,y)=9>—82°+2* —8x+1
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im Punkt (0, —1) in sein Taylorpolynom entwickeln:
flr,y)=-8x+3(y+1)+2* -3y +1)>—82°+ (y+1)*,
kénnen wir die Gleichung der Tangente in diesem Punkt ablesen:
—8z+3(y+1)=0

beziehungsweise

8
y:§x—1. 9)

FEinen weiteren rationalen Punkt auf der Kubik (8) erhalten wir nun, indem wir die
Tangente (9) mit der Kubik zum Schnitt bringen, indem wir also (9) in (8) substituieren
und durch z? kiirzen. Auflésung nach z liefert als rationalen Punkt auf der Kurve

549 146
T = — = —
Y 37

296’

der offensichtlich im ersten Quadranten liegt. Das Beispiel taugt nicht fiir einen Beweis,
dal DIOPHANT eine Gleichung, die nur negative Werte als Losung besitzt, als d80vatog
(,unmoglich®) bezeichnet. Andere Worter der griechischen Sprache mit der Bedeutung
»>unmoglich® wie duryavog, dropoc, dvévdextog, dveyywerntog, kommen im iibrigen in
den griechischen Biichern der Arithmetika nirgends vor.
In den Jahren 1893/95 erschienen dann die beiden Bénde der kritischen Diophant-
Edition [18] von PAUL TANNERY, die neben dem griechischen Text eine lateinische
Ubersetzung enthalten. Obwohl diese Edition in manchen Details (insbesondere hin-
sichtlich der Tradition des griechischen Textes) iiberholt ist (vergleiche [1]), ist sie bis
heute die einzige gedruckte kritische Ausgabe der Arithmetika geblieben. Die von AN-
DRE ALLARD seit langem angekiindigte neue Diophant-Edition (bei Les Belles Lettres,
Paris) ist bis heute leider nicht erschienen. Zu TANNERY merkt ALLARD kritisch an ([1],
p.132): Nous ne croyons pas poser un judgement trop sévere en estiment que [’edition
de notre illustre prédécesseur fut oeuvre d’un savant auquel l'intuition mathématique
dictait certaines audaces. Diese Bemerkung diirfte vornehmlich auf TANNERYs lateini-
sche Ubersetzung gemiinzt sein. Die Multiplikationsregel fiir negative Griflen iibersetzt
er dhnlich wie BACHET ([18], Bd.I, S.13):

Minus multiplicatum in minus facit plus et minus in plus facit minus.

Im folgenden aber iibersetzt er die ,,positiven und negativen Ausdriicke® (£idn Undpyovra
xold helmovta) stets mit species positae et negatae. TANNERY trifft nur geringe Schuld an
der Sprachverwirrung.

Gleichwohl hatte sich die Autoritdt CANTORs durchgesetzt. Als typisches Beispiel mégen
JOHANNES TROPFKEs Ausfithrungen zu den negativen Grofien bei DIOPHANT in seiner

1902 erschienenen , Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstel-
lung“ dienen ([54], S.164):
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Rein negative Griflen haben die Griechen noch nicht gekannt. Der erste, bei
dem wir sie vermuten kénnten, wdre DIOPHANT von ALEXANDRIA (drit-
tes bis viertes Jahrhundert n. Chr.), derselbe, in dessen Werke wir zum er-
stenmal die Erweiterung des Zahlbegriffs von den ganzen zu den rationalen
Zahlen fanden. DIOPHANT unterscheidet zwar ,hinzuzufiigende® (UnopZic)
und ,abzigliche® (Aeiic) Zahlen, fir die letzteren besitzt er sogar ein eige-
nes Zeichen M. Ja er giebt die Multiplikationsregel positiver und negativer
Grifien miteinander. Nichtsdestoweniger ist der abstrakte Begriff wirklicher
negativer Zahlen ihm fremd; er rechnet nur mit Differenzen, die einen po-
sitiven Wert haben, nie mit solchen, bei denen der Subtrahendus den Mi-
nuendus tibersteigt. Noch klarer tritt dieser Mangel rein negativer Zahlen in
der Behandlung der Gleichungen hervor. DIOPHANT sieht negative Losungen
durchaus als unstatthaft (3d0vatoc) an und trifft, wenn seine Gleichungen auf
solche fihren kénnen, tiber die vorhandenen Koeffizienten derartige Bestim-
mungen (npoodoplopdc), daff sie vermieden werden.

Es iiberrascht schon nicht mehr, dafl auch TROPFKE seine Behauptungen nicht ndher
begriindet. Auflerdem verwechselt er dtoroc mit ddUvatoc, und ,unstatthaft* bedeutet
keines von beiden. — In der dritten Auflage des ersten Bandes seiner Geschichte der
Mathematik [13] von 1907 ersetzt CANTOR seinen Hinweis auf die Ubersetzung von
ScHULZ schamhaft durch einen Hinweis auf die entsprechende Stelle bei WERTHEIM. —
In seiner 1908 erschienenen History of Mathematics informiert ROUSE BALL seine Leser

([2], p.106):

Diophantus commences with some definitions which include an explanation
of his notation, and giving the symbol for minus he states that a subtraction
multiplied by a substraction gives an addition; by this he means that the
product of —b and —d in the expansion of (a — b) (¢ — d) is +bd, but in
applying the rule he always takes care that the numbers a, b, ¢, d are so
chosen that a is greater than b and c s greater than d.

So schreiben die Autoren wieder und wieder voneinander ab, bis in die zweite Hilfte
des 20. Jahrhunderts, ja bis in die Gegenwart. So lesen wir etwa zum Beispiel bei E.T.
BELL:

DIOPHANTUS and his successors were unacquainted with negative numbers,
although it has been argued from such evidence as

(6—2)x(5—-3)=4x2=38,

that he knew the rules ,Minus times minus is plus, minus times plus s
minus, plus times minus is minus, plus times plus is plus® as in

(6—2)x(5—=3)=(6x5)—(6x3)—(2x5)+(2x3)
—30—18—10+6=8.
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His lack of negative numbers often made his problems harder to solve than
they would be today, when positives and negatives are usually accorded equal
status as numbers. ([8], p.163)

BELL scheint nicht einmal zu wissen, dal DIOPHANTOS die Regeln zur Multiplikation
negativer Groflen expressis verbis formuliert hat. Das ist schon krafi. Bei anderen Autoren
liest es sich etwa so:

It must be remarked, that Diophantus had no notion whatever of negative
numbers standing by themselves. All he knew were differences, such as (2x —
10), in which 2 x could not be smaller than 10 without leading to an absurdity
(CAJORI [11], p.61).

Oder &hnlich:

Die Griechen kannten noch keine negativen Zahlen, dagegen schon die Ope-
ration der Subtraktion, die aber nur ausgefihrt wurde, wenn die eine Zahl
grofler war als die andere. Man sieht dies auch bei dem Prinzip der Riick-
zihlung. Man zeigt leicht, das findet man schon bei Diophantus (250 n. Chr.),
dafy (a—b)-(c—d) = ac+ bd — (bc+ ad) ist, aber dabei sind die auftretenden
Differenzen in unserer Sprechweise positiv. Dies fafste man in die Merkregeln
zusammen: (+) X (+) = (+), (=) X (+) = (=), (=) x (=) = (+). Diese Re-
geln wurden rein mechanisch angewendet, wie das auch heute noch der Full
ist (HLAWKA [31], p.424f).

Im gleichen Sinne:

Diophantus had no concept of negative quantities, although he allowed for
subtraction as an operation (BURTON [10], p.225).

Wie hétte DIOPHANTOS auch ohne Subtraktion auskommen sollen! Andere wiederum
wissen etwas von der oben zitierten Diophant-Stelle, bemiihen sich aber sie im Stile des
PLANUDES wegzuinterpretieren:

Diophantus was also aware of the rules for multiplying with the minus:, A
minus multiplied by a minus makes a plus, a minus multiplied by a plus
makes a minus“. Of course, Diophantus is not here dealing with negative
numbers, which do not exist for him. He is simply stating the rules necessary
Jor multplying algebraic expressions involving substractions. (KATZ [33], p.
164).

Of course! Natiirlich? Wieso eigentlich? GERICKE zieht sich aus der Affire, indem er
nach dem Vorbild CANTORs schon bei der Ubersetzung des griechischen Textes mogelt:

Dazu kommt weiter die Regel: Das Produkt zweier abzuziehender Grifien
15t positiv, das Produkt einer abzuziehenden mit einer positiven Grifle ist
eine abzuziehende Grifle. Und mit Bezug auf die oben zitierte griechische
Originalstelle: Es sind nicht negative Zahlen gemeint, sondern die ,abzu-
ziehenden® Zahlen etwa bei der Ausrechnung von (a — b)(c — d); insgesamt
missen die Zahlen positiv sein ([22], S.144).
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HeLMUTH GERICKE ist wohl der Autor, der sich am hiufigsten iber DIOPHANT und
die negativen Zahlen gesiulert hat, namlich in [21, 55, 22, 24]. So meint er 1970 in seiner
»Geschichte des Zahlbegriffs“, noch mit einem letzten Rest an Vorsicht, ([21], S.53):

Es ist ziemlich sicher, daff DIOPHANT nur an abzuziehende Zahlen, wie etwa
in dem Ausdruck (a —b) (c — d) gedacht hat, nicht an echte negative Zahlen.

In seiner ,, Verbesserung“ der oben zitierten Darstellung TROPFKES schreibt er 1980 in
der {iberarbeiteten Neuauflage der ,Geschichte der Elementarmathematik® ([55], S.144f):

Diophant gibt die Rechenregeln: heific énl Aty morhamhactacieica molel
Unaply, Aeific d¢ énl Umoplwv moiel heifev.  (Minus mal minus gibt plus,
plus mal minus gibt minus.) Dabei ist an die Ausrechnung von Ausdricken
der Form (a — b) - (¢ — d) gedacht und nicht an echte negative Zahlen.
Das geht aus einem Scholion des Mazimos Planudes hervor, der sagt:
Oty ani&c Aeiy Aéyel, un xod Undplewe twvog olong, dArd Umoaply Eyou-
ooV Aelpw (er spricht nicht einfach von Acihic (Wegnahme), als ob keine
Unap&is (nichts Positives) vorhanden wdre, sondern von etwas Positivem,
das eine Wegnahme enthilt.) Er gibt dort auch einen geometrischen Be-
weis (ypapukas) fir die genannte Rechenregel. Als Gleichungslisungen sieht
Diophant negative Zahlen als unstatthaft (ddtvazos, dromos) an; er trifft fir
die vorhandenen Koeffizienten derartige Bestimmungen, dafs Negatives ver-
mieden wird. (Unterstreichung von mir)

Ist es zu fassen: Ein angesehener Mathematikhistoriker des ausgehenden 20.Jahrhun-
derts beruft sich in der fiir die Geschichte des Zahlbegriffs so wichtigen Frage der nega-
tiven Groflen bei DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA zur Begriindung seiner eigenen Po-
sition auf ein Scholion des MAXIMUS PLANUDES, eines byzantinischen Monches des 13.
Jahrhunderts, der selber keine negativen Groflen kannte! Und was GERICKE zu dtomnog
und &d0vartoc schreibt, darf einem Experten einfach nicht unterlaufen. Das Wort &toroc
kommt in den Arithmetika nur ein einziges Mal vor und ist etwa mit , fehl am Platz“ oder
,ungereimt“ zu iibersetzen (TROPFKESs falsche Ubersetzung , unstatthaft® fiir dronoc hat
GERICKE iibernommen), und d80vatog, ,,unmdglich®; tritt bei DIOPHANT nur zweimal
auf und hat in keinem der Félle mit negativen Groflen irgendetwas zu tun. GERICKE
ist seit HEATH der einzige Autor, der die Behauptung, DIOPHANT habe keine negativen
Groflen gekannt oder ihren Gebrauch abgelehnt, wenigstens zu begriinden versucht.

Nach all dem ist es vielleicht nicht ohne Reiz zu lesen, wie der gestrenge Kritiker von
Frau BASMAKOVA die beriihmte Multiplikationsregel {ibersetzt oder interpretiert:

Allgemein formulierte, nicht auf bestimmte Zahlenwerte abgestellte Aussagen
finden sich bei Diophant erstens zum Grundsdtzlichen in den Finleitungen zu
den Bichern I und IV. Z.B. gibt er ganz abstrakt die Zeichenregel

() () =+
an. ([47], S.147)
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Das ist natiirlich Unsinn. Dieser Anachronismus geht auf BACHET DE MEZIRIAC zuriick,
wie wir gezeigt haben.

How much mathematical knowledge should one possess in order to deal with
mathematical history? According to some, little more is required than what
was known to the authors one plans to write about; some go so far as to
say that the less one knows, the better one is prepared to read those authors
with an open mind and avoid anachronisms. Actually the opposite is true. An
understanding in depth of the mathematics of any given period is hardly ever
to be achieved without knowledge extending far beyond its ostensible subject-
matter. More often than not, what makes it interesting is precisely the early
occurrence of concepts and methods destined to emerge only later into the
conscious mind of mathematicians: the historian’s task is to disengage them
and trace their influence or lack of influence on subsequent developments.
(ANDRE WEILL, [58], p.438)

Der entscheidende Fehler, den die meisten der in dieser Arbeit kritisierten Autoren be-
gehen, besteht darin, dafl sie DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA mit den Augen des EU-
KLEIDES lesen. Das grofle Verdienst ISABELLA BASMAKOVAS besteht darin, DIOPHANT
mit den Augen POINCAREs und MORDELLS gelesen zu haben. Der Unsinn, so will uns
scheinen, liegt nicht auf ihrer Seite.

Ich bedanke mich bei den Herren BENNO ARTMANN, WILFRIED BARNER, (GERHARD
BETSCH, STEFAN DESCHAUER und MENSO FOLKERTS fiir die kritische Lektiire meines
Preprints [3] und fiir zahlreiche Einwinde und Verbesserungsvorschlidge. Herr YANNIS
THOMAIDIS hat mir freundlicher Weise die von mir iibersehenen Beispiele II, xi und VI,
xv mitgeteilt. Ganz besonders aber danke ich FRANZ LEMMERMEYER, der sich aufler-
ordentlich griindlich mit der von mir vertretenen Position auseinandergesetzt hat. Auch
wenn es mir nicht gelungen ist, ihn zu {iberzeugen, so gehen die meisten Verbesserungen
gegeniiber [3] auf seine Gegenargumente zuriick.

Anmerkungen

IDer Gedanke an ein ,, Autorenkollektiv & la Bourbaki“ scheint fiir SCHAPPACHER etwas Faszinieren-
des zu haben, denn auch in [47], S.143, meint er mit Bezug auf DIOPHANTs Grabinschrift: Durch das
Gedicht miifite man sich also nicht von einer etwaigen Vermutung abbringen lassen, der Name Diophant
stehe fiir ein Autorenkollektiv. Zwar beruhigt er seine Leser mit dem Hinweis: Freilich gibt es fir eine
solche Annahme keine positiven Anhaltspunkte, nur um wenig spiter dieses Eingestindnis wieder halb
zuriickzunehmen: Ich werde daher weiterhin von Diophant wie von einer einzelnen Person reden.

2In seiner Heimatstadt Alexandria befand sich die von AMMONIOS SAKKAS (175-242) gegriindete
neuplatonische Schule, an welcher der bedeutendste Neuplatoniker, PLOTIN (204-270), und ORIGINES
(185-252), der grofite christliche Theologe des Altertums, studierten und der noch THEON VON ALEXAN-
DRIA (330/340-400) und seine ungliickliche Tochter HyPATIA (370-415) angehoérten. Dafl DIOPHANTOS
mit der neuplatonischen Zahlenlehre keine Bekanntschaft gemacht haben sollte, ist kanm anzunehmen.

3Diese Tatsache wird gelegentlich als Argument gegen das Vorhandensein negativer Grofien bei
DIOPHANT benutzt: Warum kommen in seinen [DIOPHANTS] Biichern keine [negativen Grifien] vor,
zumindest nicht explizit ¢ Links von seinem Zeichen leipsis steht ja immer irgendetwas. Dieser Einwand
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iibersieht, daf das Zeichen rh bei HERON wie bei DIOPHANT eben nur einen binéiren Operator bezeichnet.
Die zusétzliche Verwendung unseres heutigen ,,-“-Zeichens als monadischen Operator zur Bezeichnung
der Gegenzahl und (in dritter Bedeutung) zu Kennzeichnung negativer Groflen ist ja keineswegs a priori
geboten und fiihrt, wie jeder Mathematiklehrer weif, bei der Einfiihrung der negativen Zahlen hiufig
zur Verwirrung in den Kopfen der Schiiler.

4Das Gefiihl dafiir ist dem modernen Mathematiker mit seiner abstrakten und formalen Denkweise
vollig verloren gegangen; bei Kindern aber kann man es jederzeit noch beobachten.

5 Deine Seele, Diophantos, mége beim Satan sein wegen der Vertracktheit sowohl der sonstigen deiner
Probleme als auch ganz gewifl des hier behandelten Problems!

6Siehe ROSHDI RASHED [44] !

"Siehe PAUL TANNERY [18]!

8]ch kann mich des Eindrucks nicht erwehren, da SCHAPPACHER den Esel meint und den Sack
schliigt, wenn er zwar von Mathematikhistorikern im Allgemeinen spricht (und dabei offensichtlich WEIL
meint), seine Kritik aber ausschlielich gegen Frau BASHMAKOVA richtet, vielleicht in der Annahme,
dafB sich fiir sie nicht so bald ein Verteidiger finden werde, wie fiir die ITkone ANDRE WFIL.

9Diese Stelle ist mir schon 1975 bei der Lektiire ihres Diophant-Biichleins unangenehm aufgefallen.

19Unter den zahlreichen Mathematikhistorikern, die behaupten, DIOPHANTOS habe negative Zahlen
abgelehnt, sind uns ndmlich nur zwei bekannt, die wenigstens den Versuch unternehmen, ihre Behaup-
tung auch zu belegen: THOMAS HEATH [27, 28, 29] und HELMUTH GERICKE [21, 55, 24].

1Tn ihrem Briefwechsel ([20], pp. 140-143) diskutieren ADOLF PAWLOWITSCH JUSCHKEWITSCH und
KURT VOGEL ebenfalls die Frage, ob DIOPHANT die Existenz negativer Zahlen angenommen habe und
sind sich gleichfalls einig darin, daf3 er dies nicht getan habe. Dabei beruft sich VOGEL in seinem Brief
vom 17.10.1969 ebenfalls auf das Beispiel der Aufgabe V| ii.

12]ch vermute, daf es solche Beobachtungen gewesen sein konnten, die DIOPHANT zur Aufstellung
seiner beriihmten Regel der Multiplikation mit negativen Gréflen gefithrt haben. Und der aufmerksame
Leser mag sich an dieser Stelle an diese Regel erinnert haben.

13By the way: Von wem soll DIOPHANTOS das abgeschrieben haben?

l4Ein Kritiker hat hier eingewandt: Aber schon die Bezeichnung ys sollte einen stutzig machen, da D
bekanntlich nur eine unbekannte Variable verwenden konnte und keine drei. Aber unser Beispiel hiingt
tiberhaupt nicht an der modernen Schreibweise, wie wir noch zeigen werden.

I5Man beachte, dafl in DIOPHANTs Schreibweise bei Briichen der Z#hler unter und der Nenner {iber
dem Bruchstrich steht.

16Wir greifen der historischen Entwicklung ein wenig vor, indem wir bemerken, daf3 die Differenz der
gefundenen Quadrate in arithmetischer Progression, 720, sich schreiben 18t in der Form 720 = 5 - 122.
Dies erméglicht es uns, alles wieder durch 122 zu teilen, und wir erhalten drei rationale Quadrate in
arithmetischer Progression, deren Differenz 5 ist;:

(5 () () ()

Es ist keine besonders kiithne Spekulation zu vermuten, dafl DIOPHANTOS dies gewuf3t hat. Die Aufgabe,
drei Quadrate in arithmetischer Progression zu finden, deren Differenz k gleich 5 ist, spielt in der
Geschichte der Zahlentheorie eine interessante Rolle. Bei dem mathematischen Turnier 1224 in Pisa am
Hofe des Kaisers FRIEDRICH TT1. stellte Meister JOHANNES VON PALERMO dem grofiten abendlindischen
Mathematiker seiner Zeit, LEONARDO PISANO, genannt FIBONAcCCI, diese Aufgabe ([19], p.107). In
kurzer Zeit fand LEONARDO, der das Problem und seine Losung vermutlich kannte, das Ergebnis zur
allgemeinen Bewunderung seines Publikums. LEONARDO nahm dies zum Anlaf}, sein mathematisch
anspruchsvollstes Werk, den liber quadratorum, zu verfassen und es dem Kaiser zu widmen. Tn diesem
Buch wird erstmals (in der Sprache der numeri congruiin fquivalenter Form) die Behauptung aufgestellt
([19], p-83), dafl es kein pythagoreisches Dreieck mit quadratzahligem Flicheninhalt gebe (dafl keine
Quadratzahl ein numerus congruus sein kann). LEONARDOSs ,, Beweis“ ist leider falsch. Es ist die vielleicht
grofite zahlentheoretische Leistung FERMATS, den Beweis dieser Behauptung mit seiner nenen Methode
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der descente infinie erbracht zu haben. Aus ihr folgt der grole Fermatsche Satz fiir den Exponenten
n = 4. Womdglich hat sich FERMAT davon zu seiner berithmten Vermutung inspirieren lassen.

1"Das Beispiel 11, xi, wurde mir von Herrn YANNIS THOMAIDIS mitgeteilt.

18Fs gehort zu den Verdiensten von ISABELLA BASMAKOVA, als erste darauf aufmerksam gemacht zu
haben, daf} die Arithmetika mehr sind als ein Sack voller algebraischer Tricks und da DIOPHANT sehr
wohl methodisch vorging, so weit dies zahlentheoretische Probleme tiberhaupt zulassen.

19Tn géinzlicher Ermanglung von Kenntnissen des Arabischen muf sich der Verfasser vollig auf RoSHDI
RASHEDs franzosische Ubersetzung [44] der ,arabischen Biicher® der Arithmetika verlassen. Die (leider
nicht wortliche) Ubersetzung JACQUES SESIANOs [49] erméglicht eine gewisse Gegenkontrolle.

20Das Beispiel VI, xv, verdanke ich Herrn THOMAIDIS.

21 Auch CZWALINA ist dies aufgefallen ([15], S.132): Bemerkenswert ist, daf die angegebenen Wurzel-
werte % — 3z und % —4x sich firz = % als negativ ergeben.

22Portugiesisch: NUNES

2Im Anschlufl an die zitierte Stelle fithrt NUNEZ sodann einen rein algebraischen Beweis fiir die
Regel, dal minus mit minus multipliziert plus macht, weil, wie er an einer Stelle sagt, dariiber eine grofie
Debatte stattgefunden habe. Bei diesem Beweis legt er das obige Beispiel zugrunde, betont aber (zu
Recht), daBl seine Argumentation allgemein sei. Setzt man die {iblichen Axiome fiir einen kommutativen
Ring als gegeben voraus, so ist sein Beweis vollkommen korrekt. NUNE7Z selbst erwihnt als einzige
Voraussetzung die von EUKLEIDES geometrisch, von GIOVANNI CAMPANO (1210-1296) und JORDANUS
DE NEMORE (um 1220) hingegen arithmetisch bewiesene Regel, wonach bei der Multiplikation additiv
zusammengesetzter Ausdriicke jedes Glied des ersten Faktors mit jedem Glied des zweiten Faktors zu
multiplizieren sei, also die (verallgemeinerte) Distributivitit der Multiplikation beziiglich der Addition.

24F{ir diese Behauptung gibt freilich auch SCHULZ keinen Nachweis.

% Herr BETSCH hat mich dankenswerter Weise darauf aufmerksam gemacht, dafl der mit 34 Jahren
verstorbene HERMANN HANKFEI, seine Vorlesung ,Zur Geschichte der Mathematik in Altertum und
Mittelalter” nicht mehr selbst zum Druck geben konnte. Das Werk wurde von HANKELs Vater postum
verotffentlicht.

%6Der Heidelberger Professor MORITZ BENEDIKT CANTOR (1829-1920), fithrender Mathematikhi-
storiker Deutschlands im 19. Jahrhundert, hat durch die von ihm gegriindete wissenschaftliche Schule,
durch die von ihm geleitete , historisch-literarische Abteilung® der ,,Zeitschrift fiir Mathematik und Phy-
sik“ (1875-1900), durch die von ihm herausgegebenen ,,Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik®
(1877-1918) sowie durch das von ihm verfafite vierbindige Hauptwerk ,, Vorlesungen zur Geschichte der
Mathematik® (1880-1908) einen iiberragenden und bestimmenden Einflul auf alle Mathematikhisto-
riker seiner Zeit ausgeiibt, dem sich kaum jemand entziehen zu kénnen glaubte. Dieser Gelehrte hat
sich um die Geschichte der Mathematik zweifellos groie Verdienste erworben, aber durch seine Auto-
ritiit auch schweren historischen Trrtiimern fiir Jahrzehnte das Uberleben gesichert. Seine apodiktischen
AuBerungen zu DIOPHANT sind, verglichen etwa mit seinem Verdikt iiber die arabische Mathematik,
nur ein kleineres Ubel.

2"Diesen ,,Punkt“ konnte DIOPHANT natiirlich nicht ,sehen, und die , Steigung® % in (9) zu finden,
diirfte verstindlicher Weise fiir ihn ein schwieriges Unterfangen gewesen sein.
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