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Vorwort und Ubersicht

Grobnerbasen sind unbestreitbar ein Grundelement der Computeralgebra. Uber
kommutativen Polynomringen sind sie sehr gut untersucht, es gibt viel Literatur
zu diesem Thema. Verlal3t man aber den Bereich der kommutativen Polynomringe
und geht allgemeiner zu Ore-Algebren Uber, so findet man sehr viel weniger zum
Thema Grobnerbasen. Ore-Algebren liegen dabei zwischen dem kommutativen
Polynomring und dem allgemeinen Schiefpolynomring in mehreren Variablen. Sie
entstehen auf natlrliche Weise aus der Betrachtung von Operatoralgebren.

In dieser Arbeit geht es darum, Operationen und grundlegende Algorithmen fur
Ore-Algebren inMathematica zu realisieren. Auf diese Weise entsteht eine Platt-
form um die speziellen Beschrankungen und Méglichkeiten dieser Algebren ins-
besondere im Zusammenhang mit Grébnerbasen an praktischen Beispielen aus-
zuloten. Der Quellcode des Paketes ist gut kommentiert und dient als ausbaubares
Werkzeug zur Untersuchung von Algorithmen. Im Gegensatz zu den existierenden
Paketen wird dabei explizit auf die Struktur der Ore-Algebra aufgebaut.

Bei der Beschaftigung mit diesem Thema gelangt man automatisch zu den grund-
legenden Arbeiten zu Grébnerbasen tber nichtkommutativen Polynomringen von
[Mora86]. Er verallgemeinerte Grébnerbasen auf freie nichtkommutative Poly-
nomringe.

Kandri-Rody und V. Weispfenning untersuchten 1990 in [KRW] Verallgemeine-
rungen auf Algebren, in denen bestimmte Relationen zwischen den Variablen auf-
tauchen und nannten diese Algebren “of solvable type”, was hier mit “ordnungs-
erhaltender Art” Gbersetzt wird.

Algebren ordnungserhaltender Art verhalten sich dabei so, dafl3 Buchbergers Al-
gorithmus bedingungslos eine Grébnerbasis findet. Im allgemeinen nichtkommu-
tativen Fall mul3 es dagegen gar keine Grobnerbasis geben.

Dann werden Algebren ordnungserhaltender Art naher betrachtet, es werden auch
exotischere Beispiele fir solche Ore-Algebren angegeben. In [ChySal] werden
zwar umfangreiche Beispiele angegeben, die aber sehr anwendungsorientiert sind.
Die Moglichkeiten werden daher dort nicht ausgeschdopft.

Als Anwendung wird der Grobner-Walk nach [AMGIKU] mit den Mitteln der Im-
plementation realisiert. Im nichtkommutativen Fall habe ich in der Literatur kei-
nen Versuch gesehen, diese Methode zu analysieren.



Nach der Vorstellung des Grébner-Walk mit einem instruktiven Beispiel zeige ich
fur Algebren ordnungserhaltender Art in Start- und Zielordnung, dal3 auf dem di-
rekten Pfad die Bedingung ordnungserhaltender Art zu sein erhalten bleibt. Damit
ist die Idee eines schrittweisen Transformierens einer Basis von der einen Ord-
nung zur anderen auch in diesem Fall denkbar.

Der Walk selbst |aR3t sich auch mit meiner Plattform realisieren und funktioniert
sogar in einzelnen Fallen, aber es finden sich auch Gegenbeispiele, die aufzeigen,
woran die naive Umsetzung scheitert. An einem minimalen Gegenbeispiel wird
aufgezeigt, warum die Grobnerbasis nicht sicher gefunden wird.

Als Ausblick werden einige Ideen, den Walk fur unseren Fall zu “retten” ange-
sprochen, was aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen wirde.
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1 Grundlegende Bezeichnungen

Alle auftauchenden Korper seien, wenn nichts anderes gesagt wird, im folgenden
kommutativ. Ringe seien Ringe mit Einselement.

Leider sind die Bezeichnungen der in multivariaten Polynomringen vorkommen-
den Strukturen in der Literatur keineswegs einheitlich. Insbesondere die Begriffe
“Monom” und “Term” werden je nach Literatur mit vertauschten Rollen belegt.

Sei k ein Korper.k[ X, ..., X,,] bezeichne den kommutativen Polynomring in
denm UnbestimmtenX, ..., X,,.

Ein Monomsei ein Produkt von Unbestimmten, es hat also die Gestalt

m
Hsz? niEJN).

i=1

Ein Multiindexist einn € IN,;™, mitn = (n4,...,n,), hiermit gelte folgende
Definition:

X = ][xr
=1
Ein Termsei ein ProdukinX™ aus einem Korperelementund einem Monom,
dabei heil3er derKoeffizienund X" derMonomanteildes Terms.

Ein Polynomp € k[ X1, ..., X,,] isteine endliche Summe von Termen der Gestalt

“Monom”
= . .
p=>Y o X' . IcCIN"endich,a;€k’icl, (1)

i€l Terme

Man kann die Koeffizienten aller Terme mit Ubereinstimmenden Monomanteilen
durch Anwenden von Kommutativitat der Addition und Distributivitat zusammen-
fassen. So ist die Gestalt (1) erreichbar.

Da die Menge der Monome linear unabhéngig Ubést, ist die Darstellung (1)
bis auf die Reihenfolge der Monome eindeutig.

Hat man eine Ordnung auf der Menge der Monome definiert, kann man daher die
Darstellung eindeutig machen, indem man die Terme zudem nach dieser Ordnung
sortiert.



Die Monome in (1) werden mitI(p) und die Terme mitl'(p) bezeichnet.

Der LeittermLT (p) ist als der Term mit dem gréf3ten Monomanteil definiert, das
Leitmonom(LM (p)) als das grofite auftretende Monom. Mit den Bezeichnungen
aus (1) erhalten wir also:

M(p) = {X'iel}
LM (p) = max(M(p))
T(p) = {wX, X" €M)}
LT (p) = X", X"=LM(p) .

Fur Mengen von Polynomen werden die entsprechenden Vereinigungen bezeich-
net. BeispielsweiseT (Z) := {LT (p) | p€ Z} undT(Z) := |J T(p).

peEL

Im Falle der Ore—Algebren werden wir zwei verschiedene Arten von Unbestimm-
ten haben:

Die herkdbmmlichen Variablen
{X1,..., X}

und die Operatorvariablen
{D,...,D,},
wenn keine Mil3verstandnisse auftauchen kbnnen, auch kurz Operatoren genannt.

Die gesamte MengéX,, ..., X,,, D1, ..., D, } wurde bereits als die Menge der
Unbestimmten bezeichnet.



2 Ore—Algebren und Monomordnungen

2.1 Ore-Algebra im univariaten Fall

Gegeben sei der PolynomriigX |, ein Algebrahomomorphismus
o k[X]—k[X]

sowie eines—Derivation
§ 1 k[X]—k[X].

Dabei ist einer—Derivation im allgemeineren Kontext (der fur die iterierten Ore—
Algebren gebraucht wird) wie folgt definiert:

Definition 2.1 Gegeben sei ein (nicht notwendig kommutativer) Ringnd ein
Endomorphismus : R— R. Dann heil3t eine Abbildung : R— R eineo—
Derivation wenn fur aller, v’ € R gilt

S(r+7) = 8(r)+4(7)
(rr) = o(r)d(F) 4+ o(r)r .

In unserem Falle einek-Algebra R mit einem k—Algebrahomomorphismus
verlangen wir zudem, daf3k—linear ist. Damit folg)|, = 0, man sagk liegt im
Konstantenkdrper vod.

SeiR = k[X] und eine Operatorvariable gegeben. Dann wird eine Ore—Algebra

O = k[X](D, 0,4

als der Schiefpolynomring definiert, in dem das Produkt &omit P € k[X| von
rechts durch
DP :=o(P)D +6(P), P € k[X]

festgelegt und dann assoziativ und distributiv auf Polyndme; D, P, € k[X]

=1
fortgesetzt wird. Die Eigenschaften vérsorgen dabei dafur, dal? die entstehende
Struktur verninftig definiert ist ((GoWa], Prop. 1.10).

Klassischerweise entspricti? dem Differentialoperator (hier ist = id und
0 = 8%), ein Element der zugehdorigen Ore—Algebra kann dann als ein zusam-
mengesetzter Differentialoperator interpretiert werden.



Aber etwa auch der Shiftoperataer ( X — X + 1,6 = 0) und eine ganze Reihe
anderer Operatoren lassen sich in dieser Weise in einheitlicher Form darstellen.

Dieses Konzept kann nun auf verschiedene Weisen auf den Fall mehrerer Varia-
blen und Operatoren verallgemeinert werden. Ziel ist hierbei unter anderem, Aus-
dricke mit gemischten Operatoren, etwa Differential- und Shiftoperatoren ein-
heitlichen Algorithmen zuganglich zu machen.



2.2 Der multivariate Fall
2.2.1 lterierte Ore—Erweiterungen

Das Verfahren der iterierten Ore-Erweiterung wird ausfuhrlich in [Pesch] beschrie-
ben, hier wird es nur der \Vollstandigkeit halber und wenig formal eingefihrt.
Diese Methode, die Algebra rekursiv durch neue nichtkommutative Variablen zu
erweitern, ist allgemeiner als die im Rest der Arbeit benutzte (etwas intuitivere)
Ore-Erweiterung.

Hier wird vom Korperk ausgegangen. Die Ore-Erweiterung wird durch sukzessi-
ve Erweiterungen durch je eine neue Variable erreicht.

Satz 2.2 Sei R eine (nicht notwendig kommutative}Algebra,c : R— R ein
k-Algebrahomomorphismué,: R— R eineo-Derivation.

Dann kann man stets den Schiefpolynomdh@V, o, §) in der adjungierten Va-
riablen 17 bilden, der durch die Multiplikatio®V P = o(P)W + §(P) ,P € R
festgelegt wird.

Siehe hierzu auch ([GoWa], Prop. 1.10).

Auf diese Weise kdnnen sukzessive “Schief-Variabl@w;, o;, §;) an die bereits
konstruierten Ring&R; adjungiert werden, un® (\WWy, o1, 1;...; Wy, 0p,0,) ZU
definieren.

Dieses Verfahren erweitert das Konzept in einer Variablen und einem Operator.
Es ist auch eine Verallgemeinerung, namlich mit
RO =k )

(Wo = X,00=1d,d0 = 0)
und
(W1 =D,01 = 0,0, =0)
ist k[ X] (D, o,0) ein Spezialfall.
Allerdings ist hier kein Unterschied zwischen “Variablen” und “Operatoren” mehr

sichtbar. Zudem “leben” die;, §; auf ganz verschiedenen Ringen
k <W1, 01, 51; Wil o, 52‘71)-



Im Folgenden wird ein speziellerer Fall betrachtet, der eher der Vorstellung von
Operatoren auf Funktionenrdaumen gerecht wird.

2.2.2 Ore—Algebren Uber Polynomringen

Diese Verallgemeinerung des univariaten Falles lehnt sich starker an die Vorstel-
lung von Operatoren auf Funktionen an, sie stellt einen Spezialfall der iterierten
Ore—Algebra dar.

Die hier vorgestellte Definition wird so auch in [ChySal] verwendet.

Hier trennen wir kommutative VariableA, ..., X,, und “Operatorvariablen”
Dy, ..., D,, die untereinander auch wieder kommutieren.

Die o;, 9; sind hier Abbildungen
0,0 D k[ X1, .., X /K[ X1, .., Xl
mit Algebrahomomorphismes; undo;—Derivationery;.

Unsere Forderungen an die Vertauschbarkeitder. .., D,, impliziert weitere
Bedingungen an die;, §; in k[ X, ..., X,,] (D;,04,6; ,i =1,...,n).

Etwa die Kommutativitdt der Operatoren wird dadurch gewahrleistet, daf} die
untereinander kommutieren, dig untereinander kommutieren und fiie£ j je-
weils ; undo; kommutieren. Dies macht aber schon die Ore—Algebra aus:

Definition 2.3 (Ore—Algebra) Seik ein Korper,k[ X}, ..., X,,| der Polynomring
in m Unbestimmten. Es seien file= 1, ..., n Algebrahomomorphismen und zu-
gehdrige Sigma-Derivationen, J; : k[ X1, ..., X,,|—k[ X1, ..., X,,] gegeben.

Dann bezeichn® = k[Xy,..., X,,|(D;,0:,6; ,i=1,...,n) den zugehorigen
Schiefpolynomring Ubet[ X}, ..., X,,.].

D heildt eineOre—Algebra, wenn
¢ alle k-Algebrahomomorphismer untereinander kommutieren,

e Alle o,—Derivationerny; untereinander kommutieren,

L Uiéj:5jaifUri,j:1,...,n,i7éj.



Die Bedingungen an die;, J; stellen sicher, da3 itv fur P € k[ X, ..., X,,] gilt
D;D;P = D;D;P, so dal’ man nufw;D; und D;D; identifizieren kann und die
Multiplikation in D wohldefiniert bleibt.

Multivariate Verallgemeinerungen auf Algebren, in denen Relationen zwischen
den Variablen auftauchen, untersuchten fir den Fall der Algebren ordnungserhal-
tender Art Kandri-Rody und V. Weispfenning in [KRW].

Hier wird nicht zwischen zwei Arten von Variablen unterschieden, sondern von
einer gegebenen nichtkommutativen Multiplikation ausgegangen, die mit der kom-
mutativen Multiplikation auf der selben Menge in Relation gesetzt wird.

Spater werden wir sehen, daf3 Ore—Algebren und ordnungserhaltende Algebren
eine echte Schnittmenge haben.

2.3 G-Algebren

Viktor Levandovskyy betrachtet in seiner Arbeit [Levand] viele Anwendungen fur
diese Algebren und implementiert Algorithmen fiir diese AlgebreRlimal. Da
G-Algebren sogar eine Verallgemeinerung der Ore-Algebren darstellen, sollten
sie hier auch kurz vorgestellt werden.

Eine G—AlgebraA ist ein Quotient des freien nichtkommutativen Polynomringes
k(xq,...,x,) nach einem zweiseitigen Ideal. Zudem mussen die Restklassen der
Monomez{' ...z einek—Vektorraumbasis vor bilden (man sagt! hat eine
Poincaré-Birkhoff-Witt Basis).

Die hier behandelten Ore—Algebren stellen einen Spezialfall von G—Algebren dar.
Um dies zu zeigen sind die sogenannten “non-degeneracy-conditions” zu testen,
in [Levand] werden diese auf die Assoziativitg{x;z,) = (x;z;)z, zuruckge-

fuhrt. In Ore—Algebren sind aber dig, §, gerade so gewahlt, dal’ diese Assozia-
tivitat gilt.

Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie die speziellen Eigenschaften der

Ore—Algebren fir konkrete Berechnungen genutzt werden kdnnen. Dies zeigt zu-
gleich, daf? es durchaus sinnvoll sein kann, sich mit den spezielleren Ore—Algebren
zu befassen.



2.4 Ausnutzen der Restriktionen fiir das Rechnen in Ore—Algebren

Die Restriktionen fuihren dazu, dal3 mit einendie zugehoriger—Derivationd
schon weitgehend festgelegt ist.

Dies laf3t sich in der konkreten Berechnung ausnutzen, denn Algebrahomomor-
phismen lassen sich effizient durch Substitutionen der Erzeugenden berechnen.
Es ist also vorteilhaft, die Derivationen mit Hilfe von Algebrahomomorphismen
darzustellen.

o(Xy),...,0(X,) unddo(Xy),...,d(X,,) legeno und § bereits eindeutig fest.
Bei o, da es sich um eineirAlgebrahomomorphismus handelt, und bgindem
man zusammengesetzte Ausdricke bei bekanatenit den Derivationseigen-
schaften auflésen kann, Bisiur noch mit einzelnen Variablen als Argument auf-
taucht. Wir werden sehen, dal3 oft sogar noch weniger Information reicht.

Die Rekonstruktion vomr aus den Werten auf den Variablen ist durch den Sub-
stitutionsmechanismus iMathematica erreichbar — die Werte vos werden in
meiner Implementation bereits in Form solcher Regeln eingegeben.

Etwas komplizierter gestaltet sich der Fall bei der Rekonstruktionjvioei be-
kanntemo. Man mdchte als Funktion auf dem Grundring darstellen und nicht
mit jeder neuen Rechnung aufgrund der Regelmflrerivationen den gegebenen
Ausdruck umformen, bis er auf die bekannten Wertefdurtickgefihrt ist.

Im Falle einer Unbestimmten kann man hier die bekannte Tatsache ausnutzen, daf?
einec-Derivationd auf k[ X] nur entweder
¢ die Nullabbildung ist (in doppelter Hinsicht) ein Spezialfall,

e bis auf einen Faktos € k£[X] die formale Ableitung nach der Unbestimm-
ten ist, alsd = a (falls o = id), oder

o (fur o # id) eine “inneres-Derivation” ist,
also fur eina € k[ X] die Gestalt (p) = a (p — o(p)) hat.

Im Falle mehrerer Variablen gestaltet sich die Sache etwas komplizierter.

Wir werden nun eine Verallgemeinerung dieser Darstellung zeigen, die so nicht in
der Literatur zu finden war.



Satz 2.4SeiR = k[Xy,..., X, ,m > 1,

o : R— R ein k-Algebrahomomorphismus.

Weiter seiv| X;] — X; # 0 fur mindestens ein

Dann isté eine innere Derivation, und zwar die Derivation

0(X)

5i19’—>m(0(9)—9)) :

Beweis: Wir zeigen dies durch Ubereinstimmung vérund §; auf allen Unbe-
stimmten:

o(Xi)0(X;) +0(X;) X, = o(X;)0(X;) + (X)X, nachd(X;) aufgelost:

I(X;) = U(i((f)(i)xi (0(X;) — X;), dies ist aber geradg(X;). O

Ist abers = id, so folgt

Satz 2.5SeiR = k[Xy,...,X,,],m € IN undo : R— R die identische Abbil-
dung.

Dann ist jedes-Derivation§ eine Linearkombination der partiellen Ableitungen
0X;,i=1,...,mUberR, und zwar: = Y 6(X;) 5%
i=1 !

Beweis:Wegen ;% (X;) = 0,i # jund ;5% (X;) = 1,i =1,...,mgilt

(Zé(Xi)a‘;) (X) = 6(X0) I =1,....m.

Als Linearkombination vorr-Derivationen ist}"4(X;)52- eine o-Derivation.

=1
Diese stimmt auf den Erzeugenden miiberein und ist daher gleich a

Damit lafdt sich auch im multivariaten Faldurch den Algebrahomomorphismus
o ausdrucken.
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Neben dieser Klassifizierung liefern die inneren Derivatiohen= id — o; zu
untereinander kommutierenden Homomorphismgsofort ein Beispiel, in dem

die zahlreichen Kommutativitéatsbedingungen aus der Definition (2.3) einer Ore—
Algebra automatisch erftillt sind:

Satz 2.6 SeiR einek—Algebra, und seieh—Algebrahomomorphismen, o, mit
01009 = 0900, SOwie die inneren Derivationef := o; —idg, i = 1, 2 gegeben.
Dann gelten fur, j € {1,2} miti # j die Vertauschunges; o §; = 9, o o; und

6i05j:5jo(5i-

Beweis:Dies rechnet man sofort nach:
gi0d;=0;0(0; —idg) =0,00; —0; = (0; —idg) 0 0; = d,0;

und
510(52 = (01 —idR)O(O'Q—idR) — 01009 — 01 —O'2+idR

Letzteres ist wegen; o o, = 05 0 07 Symmetrisch in den Indizes. O
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2.5 Ordnungen und Monoidstruktur
2.5.1 Begriffe

Zunéchst eine knappe Einfluihrung der verwendeten Begriffe:

Eine partielle Ordnungr auf einer nichtleeren Mengeé ist eine reflexive, anti-
symmetrische, transitive Relation.

Fur Elementey;, v, € I' mit v; < ~, schreiben wir wie tblich auclky, > ~4. Ist
zudenry; # 7, schreiben wiry; < ~, beziehungsweisg, > ;.

Man spricht von einer totalen Ordnung, wenn fur beliebjgestetsy; < . oder
v1 = 72 0dery, < 1 gilt.

IstI" mit einer assoziativen inneren Verknipfungersehen, so heilBteine Halb-
gruppe. Gibt es zuséatzlich ein neutrales Eleniest I' und haben wir die Kir-
zungsregetxr = ay = = = y, S0 sprechen wir von eineMonoid Ist aufl” eine
Ordnung definiert, nennen wir die Verknipfungnonotonwenn ausy; < ~, fur
jedesy € I' auchy o v; < v o 7, folgt.

2.5.2 Noethersche Induktion

Es werden im folgenden einige bekannte Eigenschaften von Wohlordnungen ge-
zeigt und schliel3lich das Prinzip der Noetherschen Induktion. Dieses taucht erst
spater wieder auf, passt aber hier thematisch besser. Es werden Grundlagen und
Ubliche Notationen wiederholt.

Es seil” eine nicht leere Menge ung eine partielle Ordnung auf.

Definition 2.7 (Absteigende Kettenbedingung)Eine partielle Ordnung auf einer
nichtleeren Mengé' erflllt die Absteigende Kettenbedingung, wenn es keine un-
endliche absteigende (wir sagen auch fallende) Kette

T 7N U S S

gibt.

Daraus folgt
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Satz 2.8 Eine partielle Ordnung auf einer Mendeéerfillt die Absteigende Ket-
tenbedingung genau dann, wenn jede nichtleere Teilmengé wam minimales
Element besitzt.

Beweis:

= (Indirekt) Haben wir eine nichtleere Menge ohne minimales Element, so fin-
den wir zu jedem Element dieser Menge ein kleineres. So kann man (mit dem
Auswahlaxiom) eine nicht abbrechende fallende Kette konstruieren.

< Die Menge der Elemente einer absteigenden Kette hat ein minimales Element,
bei dem sie folglich abbricht. O

Nun kdnnen wir das Prinzip der Noetherschen Induktion beweisen. Es bezeichne
zu~ € I" die Menge der kleineren Elemente

[D<y={y €Y <~}

Satz 2.9 (Noethersche Induktion)Sei < eine partielle Ordnung auf und sei
die absteigende Kettenbedingung erfulit.sei eine Teilmenge voin. Wenn fur
jedesy € I' die Folgerungl'|<, C G = v € G gilt, soistG =T

Beweis:WareG nicht gleichl’, so hattel™\ G ein minimales Element, die Mi-
nimalitat impliziertl’| ., C G, es folgty € G, Widerspruch. O

2.6 Monome in Ore—Algebren

Zunéchst ist zu definieren, was Uberhaupt unter einem Monom in einer Ore—
Algebra zu verstehen ist.

Es scheint kaum explizite Thematisierungen dieser Frage in der Literatur zu ge-
ben. Das Thema ist dennoch eine Uberlegung wert.

Da Kommutativitat von Variablen mit Operatoren nicht gegeben ist, kann ein rei-
nes Produkt aus Variablen und Operatoren durch die entsprechenden Relationen
(wenné nicht verschwindet) zu einer echten Summe werden. Etwa im Polynom-
ring mit Differentialoperatok (X, D) sindXD = DX +1undXD —1= DX.
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Definiert man ein Monom einfach als reines Produkt von Unbestimmten, so kann
man einem Polynom nicht ansehen, ob es ein Monom ist.

Dieses Problem existiert ohne Vertauschungsrelationen nicht.

Dadurch wird die Untersuchung komplizierter als in dem von Mora untersuchten
Fall, in dem die Monome einfach Elemente aus der freien, nichtkommutativen
von den Unbestimmten erzeugten Gruppe sind, also endiiiwer Giber dem
Alphabet bestehend aus den Unbestimmten.

Betrachten wir nun die Mengé” der Worter in den Unbestimmten
{X1,..., X, D1,...,D,}

einer Ore—-Algebr® = k[X,..., X,,] (D;,04,0; ,i =1,...,n). Man kann ein
Wort auch als Produkt in der Ore—Algebra auffassen. Dabei ist die Abbildung
W — D w; ... w, — [Jw; im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

=1
Wir sagen ein Wortw; ... w, hat einen “Fehlstand” bei,1 < i < r, wenn
w; € {Dq,..., D,y undw;; € {X1,...,X,,}. Wenn ein Fehlstand im Wort
w existiert, konnen wii maximal wahlen, also den letzten auftretenden Fehlstand
betrachten.

Das Wort hat dann die Gestalt= w, ... w; 1 Dy Xjw; o ... w,.

Dabei folgt auf den letzten Fehlstand notwendig eine nicht leere Sequenz von
Variablen, nach der hochstens Operatoren auftauchen. Ansonsten hatte man noch
einen groReren Fehlstand im Widerspruch zur Maximalitativon

Unserw € D ist mit der VertauschungsrelatiaD, X; = o4 (X;) Dy + 6k (X))
gleich

w=wy... wi_lak(Xl)Dkag L We Wy wi_15k(Xl)wi+2 Wy

Wir tun so, als warer(X;) ein Monom, in Allgemeinen handelt es sich um ein
Polynom, das in eine Linearkombination von Monomen aufzuspalten ist, auf die
die folgenden Uberlegungen anzuwenden sind. Gleiches gilt fiir

Wir verlassen dabei den Bereich der Worte mit Buchstaberifausd betrach-
ten k—Linearkombination solcher Worte (frei-nichtkommutative Polynome in den
Unbestimmten).
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Im ersten Summanden ist entweder die Anzahl der Operatorvariablen nach dem
letzten Fehlstand grof3er geworden oder (falls, eine Variable ist) gleich ge-
blieben, aber die Anzahl der Variablen nach dem letzten Fehlstand ist vermindert.
Spatestens, wenn diese Anzahl Null geworden ist und noch ein Fehlstand existiert,
wird also die Anzahl der Operatorvariablen nach dem letzten Fehlstand groR3er.
Dies kann nur endlich oft geschehen.

Im zweiten Summanden ist die Anzahl der Operatorvariablen um eins kleiner ge-
worden. Dies kann offenbar nur endlich oft geschehen, da wir nur Wérter endli-
cher Lange haben.

Durch sukzessives Anwenden der Vertauschungsrelation auf alle Summanden wer-
den daher schlief3lich alle Fehlstande aufgelost. Dann ist fur jedes auftauchende
Monom eine Normalform ohne Fehlstande erreicht (im Grunde genommen haben
wir das hier mit noetherscher Induktion gezeigt).

Zwischenzeitlich ist dabei allerdings ein exponentielles Anschwellen der Anzahl
der Summanden maoglich.

Auf diese Weise kdnnen wir nun Monome einer Ore—Algebra definieren als Ele-
mente vonD, die, in Normalform gebracht, im herkdmmlichen Sinne Monome
sind:

Definition 2.10 (Monom) Ein Elemenp einer Ore—Algebra

kX1, ..., Xm|(Ds,04,0; ;i =1,...,n) heilitMonom, wenn es eine Darstellung
p=J1xT]D) s, m ... Bu € IV
i=1 j=1
hat.

Bemerkung 2.11 Zu einer Ore—Algebra& bezeichné/I(O) die Menge der Mo-
nome inO.

Die Frage, ob ein Element einer Ore—Algebra ein Monom ist, ist berechenbar, da
wir auch die Normalform berechnen kénnen.

Bemerkung 2.12 Die Monom-Eigenschaft wie hier definiert ist unabh&ngig von
der Ordnung!
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Dabei ist a priori durchaus eine Normalform der Darstellung denkbar, die von der
jeweiligen Ordnung abhéngig ist, indem die Potenzen der Unbestimmten nach der
gegebenen Monomdnung sortiert sein sollen. Beispielsweise ware in der Diffe-
rentialalgebra[X] (D) das PolynomD X? fur die lexikografische Ordnung mit

D > X in Normalform, ist abeD lexikografisch kleiner als{, sollte die Form

X3D + 3X? “normal” sein. In dieser “ordnungstreuen Normalform” wére also
DX? kein Monom mehr.

Das spater folgende Beispiel 2.13 zeigt eine Ordnung, in der die Ungleichungsket-
te X2 > D > X gilt, wodurch in beiden Darstellunget®D = X?DX +2X? die
Potenzen sortiert sind: man kdnnte ohne weitergehende Definitionen nicht wirk-
lich von einer Normalform reden.

Ein noch unangenehmeres BeispielksX] (Q,0 : X — X2,§ = 0), mit X2 >

@ > X. Hier kommt man auch, wenn man das Sammeln von Potenzen vor-
schreibt, weger) X = X?Q zu einer Mehrdeutigkeit. In diesem Beispiel ist
nicht surjektiv — damit kbnnen wir zum Beispiel das Elemén®) auf keinen

Fall in die FormQP(X) bringen mitP(X) € k[.X].

2.7 Monomordnungen

Auf der Menge der Monome kann man auf verschiedene Weisen Ordnungen defi-
nieren. Im kommutativen Fall verlangt man nattrlich Vertraglichkeit der Ordnung
mit der Multiplikation im Sinne der Monotonie und, dal3 das Einselement mini-
mal ist. Fir Monomen, mo, m besagt die Monotonie, daf3; < my = mm; <

mms. Sind diese Bedingungen erflillt, so isteine zuldssige Monomordnung.

2.7.1 Zuladssige Monomordnungen im kommutativen Fall

Im kommutativen Fallk[X, ..., X,,] kdnnen wir MonomeX* mit den Multi-
indizes im Exponenten, also Elementen &%, identifizieren. Das Produkt zwei-
er Monome ist stets wieder ein Monom, und wir haben die Zuordnung:

log : M(K[X1,..., Xpn]) = IN™, X' —d,i € IN, .

Diese Abbildung ist bijektiv und ein Homomorphismus von Monoiden (bei dem
Multiplikation in Addition Gbergeht).
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In diesem Fall werden zulassige Ordnungen stets durch den Positivbereich ge-
geben, der durch Auswertung einer geeigneten reellen Linearform definiert wird.
Dies zeigte V. Weispfenning in [WPF] 1987.

Wichtiger fur die Anwendung der Computeralgebra dirfte die Tatsache sein, daf3
hier jede zulassige Ordnung alX,"* durch Transformation mittels einer reellen

m x m—Matrix vom Rangmn in die lexikografische Ordnung auk™ tberfuhrt
werden kann, siehe [AMGIKU], p. 182. Wir werden gleich einige Beispiele fur
Matrixordnungen sehen.

Es ergibt sich, dal3 jede Monomordnung eine Verfeinerung einer durch eine Line-
arform aufl\;"* gegebenen Halbordnung der Gestalt

X <, Y & (logX,w) < (logY,w) ,w e R™

ist (dabei sei-, -) das kanonische Skalarprodukt).

Die Linearformen entsprechen Punktenc /R™. So wird es mdglich, Klassen
von Ordnungen mit linearer Algebra zu untersuchen. Ein Beispiel ist der soge-
nannte Grobner-Fan eines ldealeseine Klasseneinteilung deB™. Bezlglich
einer Ordnung hdl eine reduzierte Grobnerbagis Die Klasse dieser Ordnung

ist dann die Menge der Ordnungen, bezlglich dérdieselbe reduzierte Grob-
nerbasig hat (siehe hierzu [MoRo]).

Leider scheitert eine einfache Ubertragung der Erkenntnisse aus dem Kommu-
tativen bereits an der Abgeschlossenheit der Menge der Monome beziglich der
Multiplikation.

2.8 Matrixordnungen

Auf reellenn-Tupeln(a4, . .., a,) kdnnen wir die lexikographische Ordnung de-
finieren durch
aq b1
Slex <:>E|Tn’aj:bjajz17"'77”_]-7am<bm

Qn, bn
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Haben wir eine regulare Matrix/ € IR™*" gegeben, so erhalten wir eine neue
Ordnung<,; auf IR" vermoge

a1 by ai by
<M = M <lex M

n bn, an bn
Diese Ordnung heif3t dann die Matrixordnung &if beztglichM.

Die Matrix M kann a priori eine beliebige x n-Matrix vom Rangn sein. Um
eine totale Ordnung zu erzeugen mufd die Matrixmultiplikation injektiv sein, es
folgt alsor > n.

Man kann sukzessive aud jeweils die letzte von den vorherigen linear abhan-
b

gige Zeile streichen, da die korrespondierende Komponente im Vékior :

b
offenbar keine entscheidende Rolle spielen kann.

So erhélt man stets eine regulare quadratische Matrix, die dieselbe Matrixordnung
definiert.

Offenbar definiert dieselbe Matrix/ auf@®" und Z" die entsprechenden Ein-
schrankungen vor ;.

Im generischen Fall, wenn die Eintrage der ersten Zeile algebraisch unabhéangig
Uber® sind, legt die erste Zeile von/ die Ordnung auf@®” schon vollstandig

fest. Dann definiert schon die durch die erste Zeile gegebene Liniearform die ein-
geschréankten Ordnungen vollstandig.

Das bedeutet aber fur unsere Zwecke keine Entwarnung. Die folgenden Beispiele
zeigen, daf3 die real vorkommenden Matrizen praktisch immer@loeter garZz
definiert sind. Erspart bleiben uns dadurch die Probleme mit der Darstellung von
reellen Zahlen.

Fur den kommutativen Fall wird in [Robb] gezeigt, dal} jede Monomordnung
durch eine reelle Matrix darstellbar ist. Dort wird eine vollstandige Klassifizie-
rung der Ordnungen gegeben. Das Resultat ist, dal3 die darstellende Matrix
einer Ordnung in der Regel weniger alsZeilen haben mufR3. In diesem Falle
kann man die notigen Zeilen durch beliebige Zeilen zu einer quadratischen Ma-
trix erganzen. Ordnungen, fir die regular sein muf3, heil3en bei [Robb] von
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lexikografischem Typ.

Alle folgenden Beispiele sind von diesem Typ. Aufgrund des Problems transzen-
dente Zahlen im Computer zu realisieren dirften die anderen Ordnungen auch
schwerer zu behandeln sein.

Um fir Monome mit. Unbestimmten eine Matrixordnung zu definieren muf3 eine
Reihenfolge der Variablen festgelegt sein. Andert man diese Anordnung, so ist
klar, da’ die Monomordnung eine Matrixordnung bleibt. Die zugehérige Matrix
multipliziert sich mit einer entsprechenden Permutationsniatrix

Ist die Reihenfolge der Unbestimmen klar, so nennen wir die einer Mafrix
zugeordnete Monomordnurigyd (M).

2.8.1 Beispiele fur Matrixordnungen

Zunachst eine Matrixordnung auf den Monomen WX, X|, in der X; <
X, < X7 gilt:

2 3

Beispiel 2.13In der Matrixordnung zu\/ = ( 01

) auf @[X, X5 gilt die
Ungleichungskett&; < X, < X2

Man rechnet sofort nach:

Mlog(X,) = ((2))7M10g(X2) _ (?),Mlog(Xf) _ (3)

Nach Definition der Matrixordnung gilt die behauptete Ungleichungskettel

Als Beispiele gebe ich die zugehorigen Matrizen fir einige klassische Monom-
ordnungen auk[X, ..., X,] an, und zwar fur die lexikografische, die gradlexi-
kografische und die inverse gradlexikografische Monomordnung:

lex: Hier ist trivialerweiseM die Einheitsmatrix.

glex: Hier entscheidet als erstes die Summe der Exponenten:

LAuf die Weise sind die Ordnungen im Grundpakete zum Rechnen mit Ore—Algebren intern
realisiert.
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11 1 1
10 0 0
M—_l0 1 0 0
00 ... 1 0

invglex: Hier entscheidet zunachst wieder die Summe der Exponenten.

Ist diese Summe gleich, so gewinnt der Term, bei dem der erste verschiede-
ne Exponenvon rechts hefdaher inverskleinerist:

11 1 ... 1
0 -~ 0 0 -1
Ml o0o - 0 -1 0
0 -1 0 ... 0

Dabei kdnnte man die negativen Eintrage beseitigen, indem man die erste
Zeile auf alle folgenden aufaddiert.

2.8.2 Zulassige Monomordnungen fur Ore—Algebren

Gegeben sei die Ore—-Algebfa = k[ X1, ..., X,,] (D, 04,0; ,i =1,...,n) mit
d=(01,...,0p)undo = (01,...,0,).

Auf der Menge der Monome i sei eine Ordnungsrelation gegeben.

Ein Produkt von Monomen muf3 kein Monom mehr sein. Um dennoch eine Mo-
notonieaussage zu formulieren, werden in diesem Fall nur die Leitmonome ver-
glichen:p <; g steht also abkurzend fluM (p) < LM (q).

Definition 2.14 (Zuldssige Monomordnung) Eine Monomordnung auf der Ore—
AlgebraD heil3e zulassig , wenn fiit, ) € M(D) ; R, R’ € D gilt:

P <@ = RPR <, RQR";R,R € D\ {0} .
Die Zulassigkeit braucht man nur fir Monome zu prifen:

Lemma 2.15 Eine Ordnung ist zuléssig, wenn fur alle Q € M(D),P < Q,
und alleR, R’ € M(D) folgt RPR' <; RQR’ .
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Beweis:Zu folgern ist aus der Pramisse im Lemma:
sindP,Q € M(D),P <QundS,S" € D, sogiltLM (SPS") < LM (SQ5").

Zunéchst gilt furl, U € D: LM (TU) = LM (LM (T) - LM (U)). Denn fur be-
liebige Termel; ausT undU; ausU gilt mit unserer Pramisse:

LM (T,U;) < LM (LM (T) U;) < LM (LM (T) LM (). )

Folglich kannLM (T'U) héchstens kleiner sein alsM (LM (7) LM (U)), wenn
sich das Mononi.M (LM (7") LM (U)) weghebt. Das kann aber nicht geschehen,
denn wir haben eine Wohlordnung auf den Termen, so dal3 bei allen Paaten

in (2) die nicht mitLM (7") , LM (U) ubereinstimmen nach unserer Pramisse an
einer Stelle die echte Ungleichung steht! Es folgt danilv, V' € D:

LM (TUV) = LM (LM (T) LM (U) LM (V)

Damit ist die Situation auf den Monomfall zurtckgefuhrt! O

2.8.3 Restriktionen fur zuldssige Ordnungen

Aus den Bedingungen an eine zulassige Ordnung ergeben sich Konsequenzen flr
o undé.

Hat man etwa als Koeffizientenririg X|], einen kommutativen Operat@?, und
einen Operato), mit der Vertauschungsregéh, X = X2D,, (alsoo(X) =
X2 5(X) = 0), so kann die Monomordnung nicht lexikographisch mit- D; >
D5 sein.

Denn aufgrund der lexikografischen Ordnung wére d&Af, > X D,. Mit den
Vertauschungsregeln folgte, X > D; X. Zugleich ist abeD, < D;. Ordnung
und Multiplikation sind in diesem Falle also nicht vertraglich.

In [KRW] wird dieser Fall schlicht durch die zusatzliche Forderung an das Produkt
von zwei Unbestimmteii’;, W; aus dem Schiefpolynomring(W, ..., W,,)
Jj>i:W;W; = ¢;; W;W; + kleinere Terme
k
e *

verhindert, diese Eigenschaft heil3t dort “of solvable type”. In (2.9) werden diese
Algebren unter der Bezeichnung “ordnungserhaltender Art” vorgestellt. Algebren
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ordnungserhaltender Art erfassen also nicht alle moglichen Ore—Algebren mit zu-
lassigen Ordnungen.

Fir die lexikographische Monomordnung mit > D, > X ergeben sich im obi-
gen Beispiel allerdings keine Probleme und wir haben eine bezuglmhiassige
Algebra.

Ein weiteres, noch einfacheres Beispiel fir eine Ore—Algebra, die fir viele Ord-
nungen nicht zulassig ist:

kX]{Q,0: X — X*6=0),

Hier folgt flr eine gegebene Monomordnung ganz allgemeim.férV:

1 < Q
== X.1 < X».Q
— X" X" < Q-X"
= X" < Q,

Es bleibt hier also nur die lexikografische Ordnung bit< @ als zulassige
Monomordnung.

Im Mathematica Paket zu Ore—Algebren habe ich als voreingestellte Ordnung die
lexikografische gewahlt, wobei die Operatoren alle Variablen dominieren.

Man kdnnte meinen, dald (alte # 0 vorausgesetzt), sich eine Relatiprn< ¢

durch Linksmultiplizieren mitD; nicht verandert, da sich (hachdem man die Aus-
dricke in kanonische Form gebracht hat, an der (die Ordnung dominierenden)
Operatorkonstellation nichts &ndert, und bei gleicher Operatorkonstellation so-
wohl links als auch rechts des Ungleichungszeichens die Operatoren auf die glei-
che Weise wirken. Letzteres ist leider ein Trugschluf3.

Es kanno; auf mehrere Variablen zugleich wirken, wodurch ein Operator sehr
wohl eine Ungleichung zwischen Monomen in Variablen andern kann. Ein gera-
dezu universelles Gegenbeispiel ist:

KX, Y](S, (00 X = Y)Y v X);6 = 0),
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auf dem es gar keine zulassige Ordnung geben kann wegen

X <Y
—S5S-X < S'Y
=Y -5 < X5

=Y < X.

Es gibt noch eine Fille weiterer Ordnungen, die oft der lexikografischen tiberlegen
sind. Es ware schon, wenn sich die Uberpriifung auf Zulassigkeit automatisieren
lieRe. Dies fuhrt zu zwei Fragestellungen:

Sindéd,0 gegeben, welche Kriterien mul3 eine Ordnung erflillen, damit sie zu der
Ore—Algebra pafit, und welche Kriterien stellt umgekehrt eine gegebene Monom-
ordnung an dier; undg;?

2.8.4 Ein Kriterium an die Monomordnung

Folgendes Kriterium laf3t sich relativ leicht Gberprufen:

D =k[Xy,...,Xn|(D;,04,0; ,i=1,...,n) und eine Relation<” auf D seien
gegeben.

Fir eine einheitliche Schreibweise von Monomenrsei m + n und wir setzen
Wy =Xy,..., W, = X0, Wi = Dl,...,W = D,. Hiermit hat nun jedes

Monomw eine eindeutige Darstellung = HW”‘ Die Relation< nennen wir

monoton in den Exponentewenn es das Poten2|eren mit Multiindiz8§" >
n — W mit der kanonischen partiellen Ordnung ist:

n<pu=Wr<WwWr.
Eine Ordnung auf der Basis heil3e zulassig, wenn fir alle erzeugenden Monome
‘/Vi,j,w S {Xl, Ce ,Xm7 D17 ey Dn} gl|t
W, <W; & wW;, <gwW;
W, <W; & Ww < Ww.

Bemerkung 2.16 Aus der Zulassigkeit einer Ordnung folgt die Monotonie in
den Exponenten und Zulassigkeit auf der Basis.
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Beweis: Zulassigkeit auf der Basis ist trivial. Die Monotonie in den Exponenten
ergibt sich, da Linksmultiplizieren mit einer Variablen oder Rechtsmultiplizie-
ren mit einer Operatorvariablen ein Monom vergréRern undiéidurch solche
Multiplikationen aus¥® mit o < 3 € IN," hervorgeht. O

Interessanter ware die Umkehrung, dal3 eine auf der Basis zuldssige Monomord-
nung schon zulassig ist. Dies ist leider falsch. Ein Gegenbeispiel liefert wieder die
Algebra:

Q=k[X]{Q,0:X— X*>0=0)

mit QX = X?2Q, die wir schon kennen.
Betrachten wir eine Ordnung, in dé&f das Gewicht 1 und) das Gewicht 3 hat,

etwa die Matrixordnun<(1) i’)

WegenX < Q (1 <3)und@QX = X2Q < Q? (2+ 3 < 2x3) sowieX? < XQ
(2 < 1+ 3) ist die Ordnung auf der Basis zulassig.

Trotzdem ist diese Ordnung nicht zuléssig, denn esXjfilt< @Q (2 < 3) aber
QX?=X'Q A£Q*(7>6).

Es ist also im Allgemeinen nicht so leicht, die Zulassigkeit einer Monomordnung
festzustellen.

2.9 Algebren ordnungserhaltender Art

Algebren ordnungserhaltender Art werden in ([KRW]) wie folgt eingefuhrt:

Gegeben sei zu einem Korperder kommutative Polynomring = k[z1, ... 2]
mit der herkdmmlichen, kommutativen Multiplikatior'

Die MengeR sei eine nicht notwendig kommutative-Algebra vermdge einer

weiteren Multiplikation %”.

Die Monome ausk seien mit einer Monomordnung versehen, die beziglich
“x” zulassig ist.

Furallef,g € Rgebeeseivc k*mit fxg—af-g< f-g.

Anschaulich entstehen also bei der Multiplikatiorf {im Vergleich zur kommu-
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tativen) nur “Stoérterme” niedrigerer Ordnung.
Dies wird in ([KRW]) auf wenige Axiome zuriickgefuhrt:
Definition 2.17 (Algebra ordnungserhaltender Art) Seik ein Korper,
R = k[z,...2], “<” eine zulassige Monomordnung und: R x R — R
eine binare Operation au®. Dann hei3{ R, ) Algebra ordnungserhaltender Art,
wenn folgende Axiome erflllt sind:
1. (R,0,1,+, —,*) ist ein assoziativer Ring mit 1.
2. furallea,bek,1 <h<i<j<k<rteT(k[z,...,z]) gelten:
(@) ax*bt = (bt) * a = abt,
(b) zp, x (bt) = bzt
(C) bt * z, = btz,
3. Furallel <i < j <rgibteseinc; € k* und einp;; € R mitz; * z; =

CijRi%j + Dijs LT (pZJ) < ZiZj

Satz 2.18Sei R = (kl|z,..., 2], %, <) ein Ring ordnungserhaltender Art und
f,g9 € R. Dann gelten

1. LM (f % g) = LM (f) LM (g)

2. LM (f ) = LM (g * f) = LM (fg)

3. fur h € RundLM (f) < LM (g) folgenLM (f «h) < LM (g * h) und
LM (h* f) < LM (h % g)

Beweis:[KRW], p 4, Lemma 1.5 O

Wegen Eigenschaft 3 wurde fiir “of solvable type” die Ubersetzung “ordnungser-
haltender Art” gewahlt.
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2.9.1 Beispiele fir Ore—Algebren ordnungserhaltender Art

Wenden wir uns wieder dem Setting einer Ore—Algebra zu.

Sei alsoD = k[X177Xm] <Di70i75i ,i = 1,...,7L> mit 6 = (517"-7571) und
o= (o1,...,0,) gegeben.

Mit den Setzungen; := X;,i=1,...,mundz,, + j := D, in (2.17) sind die
ersten beiden Axiome automatisch erfullt.

Die dritte Bedingung ergibt weitere Restriktionen fir died;,i = 1, ..., n.
Dennoch gibt es noch reichlich Ore—Algebren ordnungserhaltender Art.

Etwa die Weyl-Algebra mit; = id und 5;(P) := £ P erfiillt beziiglich jeder
Monomordnung, in der di®; dominieren, die gegebenen Bedingungen.

Auch Mischformen sind hier mdglich, zum Beispiel aus Differential- und Shift-
operator:

0X

Solche Algebren tauchen zum Beispiel auf, wenn man eine diskrete Variable
shiftet und nach einer kontinuierlichen Variablen differenziert.

D = k[X,n| <D7id,i;5:nr—>n+1,5:()>

Es sind auch bizarrere Beispiele denkbar, fur die man sich wahrscheinlich erst
eine Anwendung ausdenken muf3te:

D = k[Xl,XQ] <D1,D2> ,Xl =< X2 =< D1 =< DQ

mit lexikografischer Monomordnung und folgenderd

Die o, sind Substitutionshomomorphismen, man rechnet sofort nach, daf} die
kommutieren:

g1009(Xy) =03001(X;) = X1+X22—X2
0‘100‘2(X2) :0'200'1(X2) = XQ,
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Nach (2.6) erhalten wir mit den inneren Derivationen- o; — id ein Beispiel fur
eine Ore—Algebra, obendrein gelten

<+« X1D1

2 2 2 2
DX, = XiDy+ XZDi+ X1+ X2 — X, = X1 Dy + X2D; + X3

DXy = XyDy
<xX1D2

Dy Xy = XiDy—XoDo+ X1 — Xo — Xi = XD + (—XoDy — Xs)
D)Xy, = XD,

womit wir ein Beispiel einer Algebra ordnungserhaltender Art gefunden haben.
Offensichtlich ist hier die Ordnung wesentlich!
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3 Die Implementationen in Mathematica

Ein groRRer Teil dieser Arbeit besteht aus einer Implementation der Grundopera-
tionen in Ore—Algebren iMathematica.

Ziel war es, ein Grundpaket mit den grundlegenden Operationen Addition, Multi-
plikation, Zugriffen auf Strukturen etc. und ein erweitertes Paket mit Algorithmen
zu realisieren.

Im folgenden werde ich die Struktur der Pakete vorstellen. Wer wirklich jede Fein-
heit sehen will, sei auf den Anhang verwiesen. Dort findet sich auch eine Aufli-
stung aller Befehle.

Die folgenden Abschnitte stellen also einen Kompromif3 aus detaillierter Aufli-
stung und allgemeiner gehaltener Beschreibung dar.

Beim Arbeiten mit den implementierten Paketen wird im Laufe einer Sitzung die
Struktur der Algebra aufgebaut. Es kénnen auch im Verlauf zusatzliche Operato-
ren definiert und die gegebene Termordnung verandert werden.

Das Vorgehen ist dabei recht intuitiv. Typischerweise werden nach dem Laden des
Paketes einige Operatorobjekte erzeugt, zugewiesen und dabei die zugehdrigen
Variablen erklart. Anschlieend werden mit den Grundoperationen Ausdriicke der
Ore—Algebra definiert und Variablen zugewiesen, mit denen gerechnet wird.

Fur das Grundpaket ist die Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein unwichtig, sie
ist fur das einfache Rechnen nicht relevant. Fur die erweiterten Algorithmen wie
etwa das Berechnen von Grobnerbasen ist der Erfolg nur fir Algebren ordnungs-
erhaltender Art garantiert.

Es wurde bei der Implementation mehr auf ausfihrlich dokumentierten Quelltext
als auf Geschwindigkeit geachtet, da es fur die Grundoperationen bereits ande-
re Pakete gibt un@dfathematica sowieso nicht fir schnelle Programmausfihrung
bekannt ist. Der Code ist daher eher als Labor zur Erstellung neuer Algorithmen
gedacht.

So kdnnen die Pakete von jedem Interessierten variiert werden und als erweiter-
bares Werkzeug fur Entwicklungen genutzt werden. Denkbar ist unter vielem An-
deren Zahler fur alle bisher durchgefihrten Multiplikationen einzufiigen und so
ein hardwareunabhéngiges Komplexitdtsmal} zu erhalten.
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3.1 Strukturen

Bei der Implementation wurde die Philosophie bfathematica ibernommen:
Funktionsnamen werden in der Regel grol3- und ausgeschrieben.

Die Multiplikation der Ore—Algebra heil3tOreMultiplication ". Da die
Addition in Ore—Algebren kommutiert, spricht nichts gegen die Verwendung von
“+” fur Ore—Objekte.

Es erwiesen sich einige Eingabehilfen wi@Mu fur iteriertes Ausfiuhren des
Befehles OreMultiplication " als hilfreich.

Fur eine lesbare Ausgabe werden die Objekte des Paketes nicht in der Form aus-
gegeben, in der sie intern dargestellt sind. Dies kann maRuliForm erzwin-

gen. Die Ausgabeform ist gewil3 noch zu verbessern, reicht aber, um Ausdrtcke
zu Uberblicken.

Damit sind wir schon bei den grundlegenden Objekten angelangt, im Folgenden
wird die Implementation in inrem Aufbau erklart.

3.2 Datenstrukturen der Implementierung

Da das Paket speziell auf Ore—Algebren ausgelegt ist, spiegeln sich die Struk-
turen der Ore—Algebren in der Datenstruktur der Implementation wieder. Diese
Datenstruktur wird nun vorgestellt, der Anwender kommt dabei praktisch nur mit
Ore—Polynomen in Kontakt.

Intern werden Listen fur die definierten Operatoren gehalten. In den Listen wer-
den Ausgabesymbole, die zugehdorigemuindd-Funktionen, sowie (optional) eine
Anwendungsoperation hinterlegt. Die interne Position eines Operators in der Liste
andert sich nach dem Anlegen nicht mehr.

Ein Operatormonond;'! - ... - D;'* ist dabei als Liste
OreMonomial[{ ry, n1}, ..., { 7% i}
dargestellt.

Ebenso gibt es eine Liste der Variablennamen.

Ein Summand ist dann ein Paar aus einem Monom in den Variablen und ei-
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nem Operatormonom, dabei wird das Variablenmonom als normédéremati-
ca-Ausdruck dargestellt. Insbesondere kdnnen hier auch Konstanten und Parame-
ter auftauchen, also Variablen, die nicht in der Liste der Ore-Variablen auftauchen:

OreSummand[<Expr >, OreMonomiall...]]

Vorteil dieser Darstellung ist, dal3 AusdrickeMuathematica ohne weiteren Im-
plementationsaufwand korrekt behandelt werden, und esgpr > ein symbo-
lisch kommutativ zu bearbeitendes Objekt, auf dassdiewirken kénnen, indem

die in Mathematica implementierten Substitutionsmechanismen angewandt wer-
den.

Der Nachteil dieser uneinheitlichen Mischung aus Ausdriicken und Listen ist al-
lerdings, dal3 beim Arbeiten mit der Ordnung ein Kontextwechsel erforderlich
ist. FUr Vergleiche “<” mul3 man beispielsweise oft den Vektor der Exponenten
fur ein Monom der GestalbreSummand[ <Expr >, OreMonomial[ ...]]

finden (og—Abbildung). Dabei bleibt man fur den Operatoran@ieMonomi-

all ...]] in der Welt der Listen, wahrend man dieExpr > analysieren und
dann die Liste der Exponenten aufbauen muf3.

Die eigentlichen Polynome setzen sich schlief3lich aus “Summanden” zusammen,
jeder Summand ist dabei ein Produkt eines herkdbmmlichen, kommutativen Aus-
druckes und eines Operatormonoms:

OrePolynomial[_OreSummand, _OreSummand, ...]

Dabei entsprechen die Summanden den Termen des Polynomes und werden nach
jeder Operation entsprechend der Termordnung geordnet. Das Ordnen und Zu-
sammenfassen leistet der Bef@reSimplify , der nach Andern der Termord-

nung auf alle relevanten Objekte anzuwenden ist.

Die Termordnung ist Giber die Reihenfolge der Unbestimmten (also eine Permuta-
tion der internen Reihenfolge) und eine Matrix definiert. Um eine Termordnung
zu definieren kann man eine Anzahlvon relevanten Unbestimmten und eine
nichtsingularet x k—Matrix angeben. Etliche Gbliche Ordnungen sind aber vor-
definiert.

Im folgenden Beispiel zeigen diathematica-FunktionFullForm und der Be-
fehl OreShowStatus aus der Implementation die wesentlichen Interna.
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3.2.1 Die interne Struktur am Beispiel

Folgende Sitzung deklariert zwei Operatoren, generiert einen Ausdruck und gibt
dessen interne Struktur und den Status des Systems aus. Dabei wird auf vordefi-
nierte Operatoren zurtickgegriffen.

Need$' Ore™ |;
DX = OreDefineDiffDx, z]; SN = OreDefineShiftSn n];

DE = OMUu[SN, OPdnz], DX, OPdz])
(nz?)(DxSN) + z%(DxSN) + (nz)Sn+ xSn
FullFormDE]

OrePolynomiglOreSummandimesn, Powefz, 2]|, OreMonomialList[1, 1], List[2, 1]]],
OreSumman@Powefz, 2|, OreMonomialList[1, 1], List[2, 1]]],

OreSummandimegn, z|, OreMonomialList[2, 1]]],

OreSummanid:, OreMonomialList[2, 1]]]]

(Hier wird Kklar, dal3 mit der internen Darstellung als Ausgabe nicht gearbeitet
werden konnte.)

OreShowStatus

OreNumberOfVariable

OreNumberOfOperatora:

OreNumberOfObjectst

OperatorNames{Dx, Sn}

o's: {#1/.0re'Private'fSi§17&, #1/.0re'PrivatefSi¢28& }

§‘s: {Functiori{Ore‘Private'Fs},
Plus@ @#1[[2]]Orirsi 1) Ore’Private' & )/@Ore*Private‘fDel§17], 0& }

J's: {Dx, Sn}

OperatorVariablesfz, n}
OreOperators{Dx, Sn}
OreListOfOrderObjectsfDx, Sn =, n}
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In current 'canonical Order{Dx, Sn x, n}

Ordered via Matrix{{1, 0, 0,0}, {0,1,0,0},{0,0, 1,0}, {0,0,0,1}}

3.3 Elementare Funktionen

Im Grundpaket sind auf3er den Ein- und Ausgabefunktionen, Addition und Multi-
plikation noch einige weitere elementare Funktionen implementiert.

3.3.1 Ein-und Ausgabe

Operatoren werden mitte@@reDefineOperator eingefuhrt, sofern man kei-
nen der vordefinierten Operatoren verwenden mochte.

Ubergeben wird der zugehorige Algebrahomomorphistdisrch seine Wirkung

auf den Variablen und ebenso die zugehowg®erivation. Weiterhin wird ein
Ausgabesymbol festgelegt. Es kann auch eine “Wirkung” angegeben werden, mit
der der Operator spater Funktionen abandert.

Die folgenden Zeilen definieren explizit eineaShift, einen Differentialoperator
und eineg—Differentiatior? :

Need$' Ore™ |

NShift = OreDefineOperat®n {n — n + 1}, {n — 0},#/.{n — n + 1}&]
Diff = OreDefineOperatfPx, {X — X}, {X — 1}, D[#, X]&]

Qdiff = OreDefineOperatfidg, { X — ¢X},{X — 1},

Togethef((#/{X — ¢X}) — #)/((¢ — 1)X)]&]

Fur Standardoperatoren liegen natirlich generierende Funktionen vor, etwa
NShift = OreDefineShifiSn n|
leistet dasselbe wie die komplizierte Form im Beispiel.

Die Rickgabe voi®©reDefineOperator ist ein Algebraelement, welches aus
dem Operator besteht (vom T@rePolynomial ). Dieses sollte man unbedingt

2Die ¢-DifferentiationD, operiert vermoge (X ) — % Die Vertauschungsregel in
der Ore—AlgebraisD, X = ¢X D, + 1.
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zuweisen, da ein weiteré&3reDefineOperator die Anzahl der Unbestimm-
ten der Ore—Algebra erh6hen wirde. Im Aufruf auftauchende Variablen werden
automatisch der Liste der bekannten Variablen zugefgt.

Tauchen noch weitere Variablen auf, so kdnnen diese€OmbDeclareVari-
ables deklariert werden.

Sind die Daten der Algebra bekannt, kann man aus vorgegebenen Monomord-
nungen eine auswahlen oder eine beliebige Matrixordnung angeben. Die Ordnung
kann man auch spater wieder uméandern. Standardordnung ist lexikografische Ord-
nung der Unbestimmten in der Reihenfolge ihrer Deklaration.

Fugt man im Laufe einer Rechnung weitere Operatoren ein, erweitert also die
Algebra, so sollte natirlich auch die Monomordnung wieder angepalf3t werden.

3.3.2 Addition und Multiplikation

Durch die Attribute “Flat” und “Orderless” wird bei der Auswertung von Aus-
dricken der FornOreMonomial[{ ry, ni}, ...{ 7, nx}] durchMathemati-

ca eine automatische Aufldsung von verschachtelten Operatormonomen und ei-
ne Sortierung erreicht. Mit der iMathematica eingebauten Mustererkennung
und -abarbeitung wird durch Zusammenfassen gleicher Operatoren erreicht, dald
dier;,i = 1,..., k stets verschieden sind. Damit ist nebenher die Multiplikation
zweier Operatormonome b mittels OreMonomial[a,b] realisiert.

Zentrales Hilfsmittel ist die Vereinfachung eines Ausdruckes der Ge3tak
Polynomial[_OreSummand, _OreSummand, ...]

Mit der ProzeduOreSimplify]...] wird ein Ore-Polynom in eine kanoni-
sche Form gebracht: die Summanden werden gemald der Monomordnung fallend
sortiert und gegebenenfalls zusammengefalit.

Damit ist aber die Addition bereits implementiert, indem einfach alle in Frage
kommenden Summanden hintereinandergeschrieben werd@rasdnplify
angewandt wird.

Die Multiplikation ist naturgemal3 schwerer, insbesondere, da wir nicht mehr als
o;,0; haben, um Ausdriicke der Gestalf P, P € K[X;, ..., X,,] in kanonische
Form zu bringen. Im Wesentlichen wird in der Implementation die Régel=
o(P)D + 6(P) iteriert, bis die Normalform erreicht ist. Das ist das im Abschnitt
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(2.6) vorgestellte Verfahren.

Potenzierung wurde via® = (al2!)(o#~[2]) realisiert, um mit dem Memoryeffekt
logarithmischen Aufwand zu erreichen.

Exzessives Anwenden der Memorytechnik fuhrte allerdings praktisch zu Spei-
cherproblemen.

3.3.3 Untersuchung von Ore—Polynomen

Hierunter fallen beispielsweise das Bilden der Koeffizientenliste, Ausfuhren einer
beliebigen Operation auf alle Koeffizienten eines Ore—Polynomes und das Be-
stimmen des Leitkoeffizienten.

Das Bestimmen des Inhalts eines Ore—Polynomes mit ganzzahligen Koeffizienten,
also deggt der Koeffizienten und des durch diesen dividierten Polynomes kann
einen “intermediate expression swell* etwas eindammen.

Eine damit verwandte Funktion bestimmt den “Variablen-Inhalt”, also glgn

der Polynome in den kommutativen Ore—Variablen, die man erhalt, wenn man
gleiche Operatormonome zusammenfalit. Sie ergibt eine Teilfaktorisierung, denn
dieses Polynom kann man nach links ausklammern.

Im Grundpaket ist auch das S-Polynom realisiert, welches man vielleicht dort
nicht erwartet. Der Grund dafir ist, daf3 fur diese Funktion stark auf die interne
Struktur zurtickgegriffen wird. Gleiches gilt flr das Extrahieren des Initialtermes
eines Ore—Polynoms.

3.3.4 Matrixordnungen betreffende Funktionen

Spater wird der Grobner—Walk untersucht. Bei dieser Anwendung andert sich suk-
zessive die gegebenen Matrixordnung — somit ist eine effiziente Ordnungsénde-
rung notwendigRedefineOrder ).

Polynome werden in der interenen Darstellung nach der aktuellen Monomord-
nung sortiert dargestellt. Einige Funktionen verlassen sich auf diese Darstellung.
Daher ist es notig mit jeder Anderung der Ordnung die in der Polynomdarstellung
inharente Sortierung neu anzustof3en, etwa dom@simplify
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Mit OreRedefineMonomOrder[Monomials_List, Matrix_List] an-
dert man die aktuelle Ordnung. Die Ubergebene Liste aller Unbestimmten legt
deren Reihenfolge fest. Das zweite Argument ist eine die Ordnung definierende
Matrix, die die Gewichtung der Unbestimmten beschreibt.

Der Benutzer mufd dabei nichts tber die interne Variablenliste wissen.

Umgekehrt 1&R3t sich die aktuelle Ordnung riteGetMonomOrder[]  aus-
lesen. Es wird die Variablenliste und die die aktuelle Ordnung reprasentierende
Matrix zurtickgegeben. Die Beispiele im Anhang zeigen, wie man recht effizient
damit arbeiten kann.

3.3.5 Die htheren Pakete

Auf dem Grundpaket aufbauend definiert das Paket “OreAlgorithms” hohere Funk-
tionen, wie den Divisionsalgorithmus und das Bestimmen der Linksgrobnerbasis.

Das Paket “Groebnerwalk” schlie3lich realisiert als oberste Schicht eine Anwen-
dung, die den bisher im nichtkommutativen Fall noch nicht untersuchten Grobner—
Walk untersuchen hilft. Die nétigen Berechnungen und auch der Algorithmus
selbst sind dort implementiert. Die Anwendung funktionierte in einigen unter-
suchten Beispielen, was eine Beschéaftigung mit dem Prinzip fir Ore—Algebren
ordnungserhaltender Art motivierte.

Die Vorstellung dieser Pakete greift dem folgenden theoretischen Teil zu Grob-
nerbasen und Grobner—Walk etwas voraus, findet der Vollstandigkeit halber aber
trotzdem hier statt.

Mein Paket liefert (im Gegensatz zu anderen) die Mdglichkeit eines automati-
schen Korrektheitsbeweises dafur, dal die gefundene Basis das gegebene Ideal
erzeugt.

In “OreAlgorithms” sind erweiterte Versionen fur einige Algorithmen implemen-
tiert. Dabei wird zu Elementelfi € (gy, ..., g,) eines endlich erzeugten Links-
ideals als zusatzliche Information eine Liste von Koeffiziendgn .., a, mit
f = >_a;g; mitgefihrt.

=1
Der erweiterte Algorithmus zur Bestimmung der Linksgrobnerbasis gibt nicht
nur Erzeuger der Basis zuriick, sondern zu jedem berechneten El¢meeit
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Gr('jbnerbasis auch “Zeugen”, namlich Koeffizienten aus denen man sofort
ZamgL € 7 nachrechnen kann. Die Beziehuf, . .., f,,) C Z laf3t sich

bekanntllch durch Polynomdivision aller Erzeugedurch(f, ..., f.,) hachwei-
sen. Die umgekehrte Beziehufig— (fi, ..., f,,) laRt sich nun auch ohne blindes
Vertrauen in die Computerberechnung mit den Zeugen nachweisen.

Diese Buchfuhrung hat sich als effektiv etwa bei der Fehlersuche in Algorithmen
erwiesen: sie fuhrt eine (mittels “CheckExtended”) nachprifbare Redundanz ein.

Der Grobner—Walk fiir Algebren ordnungserhaltender Art schlief3lich laf3t sich im
durch das Grundpaket und “OreAlgorithms” gegebenen “Labor” recht einfach im-
plementieren. Da dieser Algorithmus sehr auf der Ordnungsstruktur basiert, muf3-
ten einige recht spezielle Befehle in das Grundpaket aufgenommen werden, damit
die Interna der Darstellung weiter abgekapselt bleiben (“NextDegeneration”).

Die Hauptfunktion des “Groebnerwalk™-Paketes tUbernimmt eine Grobnerbasis
zur aktuellen Ordnung und eine Zielordnung. Dann werden die Transformations-
schritte des Grobner—-Walk durchgeflhrt.

Als Nebeneffekt wird im Erfolgsfall in die Zielordnung gewechselt. Wir werden
sehen, dal3 der Erfolg leider im Allgemeinen nicht garantiert ist.

3.4 Schwéchen der Implementation

Das Paket ist bereits fur Experimente mit Ore—Algebren verwendbar. Um aber
grol3e Beispiele aus der Praxis zu behandeln, mufd man sich tber etliche Optimie-
rungen Gedanken machen und eventuell maschinennéhere Implementationen fur
zeitintensivere Routinen in Erwagung ziehen.

Der Ansatz, die Variablen und Operatoren auch in der Implementation getrennt
zu halten, um auf den Variablen die kommutativenMathematica implemen-
tierten Operationen nutzen zu kénnen (etwa die Substitution umn; @iéektiv zu
realisieren), hat sich riickblickend als nicht befriedigend herausgestellt.

Der entwickelte Code ist allerdings in zwei Schichten mdglichst modular aufge-
baut, so dal3 auch Grundoperationen auf alternative Weise implementiert werden
kénnen, ohne die anderen Ebenen zu &ndern.

Weiter ist die Frage berechtigt, dlfiathematica das optimale Computeralgebrasy-
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stem fiir diesen Zweck ist. Es gab einen gewissen Ehrgeiz diese Funktionalitaten
in einem System zu realisieren, in dem sie bisher mocht implementiert wur-

den. Die Verwendung der SubstitutionMuthematica ist zwar sehr bequem, aber
macht, so wie sie implementiert ist, viele Kontextwechsel nétig (es werden z.B.
Terme inMathematica—Darstellung in eine Vektordarstellung konvertiert).

Insgesamt ist aufgrund der hohen Rechenzeiten die vorliegende Implementierung
fur kompliziertere Anwendungen in der Praxis so noch nicht tauglich. Es wurden
allerdings auch nahezu keine Mal3nahmen zur Beschleunigung ergriffen, so daf3
hier Raum flr Verbesserungen ist.
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4 Grobnerbasen

Es folgt eine Erinnerung an die Definition von Grébnerbasen in kommutativen
Polynomringen und anschliel3end Verallgemeinerungen fir verschiedene nicht-
kommutative Strukturen.

4.1 Der kommutative Fall
Fur kommutative Polynomringe sind Grobnerbasen sehr intensiv erforscht wor-
den. Eines von vielen Biichern dazu ist [BeWpf].

Grundsituation ist hier ein Kérpdr, UnbestimmteX;, ..., X,, und der Polynom-
rng R := k[Xq,..., X,

Ein Element dieses Ringes hat dann die Gestalt:

“Monom”

=

f: E a; X"
i€l Term

mit einer endlichen Mengé von Multiindizes. Gegeben sei weiter eine “passen-
de” Ordnung auf der Menge der Monome. Die Darstellung sei so, da? Monome
der Terme strikt geordnet sind.

Der Leitsummand sei der Term mit dem grél3ten Monom als Koeffizienten.

Zu einem Ideall € R heif3t eine Mengd’ = {f; € I,i € A} mit einer Index-
mengeA eine Grobnerbasis, werth= (F') und zudem die Leitsummanden der
f; alle Leitsummanden von Elementen dusrzeugenyf € 7 = df; € F,r € R

mit LT (f) = LT (rLT (f;)). Die letzte etwas gestelzt wirkende Formulierung ist
auch fur Algebren ordnungserhaltender Art sinnvoll.

Naturlich interessieren vor allem endliche Grobnerbasen, wenn man damit Ideale
in einem Computer darstellen wll

3Meines Erachtens ware es allerdings auch denkbar, gewisse unendliche Erzeugendensysteme
Uber endliche Rekursionsregeln zu erfassen. Im spéater folgenden Beispiel fur ein Ideal ohne endli-
che Grébnerbasis werden wir eine solche Darstellung sehen. Eine Untersuchung, inwiefern solche
Rekursionen automatisiert erkannt werden kénnen, dirfte recht anspruchsvoll sein.
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Im kommutativen Fall haben alle endlich erzeugten Ideale auch endliche Grob-
nerbasen.

4.2 Der Buchberger-Algorithmus

Der Buchbergeralgorithmus aus [BeWpf] wird hier kurz skizziert.

4.2.1 Grundbegriffe des Algorithmus

Zunachst definieren wir “S-Polynom” und “reduziert sein”. Dabei ist (im kom-
mutativen Polynomring) das S-Polynom von Polynompei # 0 eine Differenz
M,p — M,q mit Monomen),,, M, moglichst kleinen Grades derart, daf sich die
Leitmonome vonlM,p, M,q in der Differenz herausheben. Diese Monome sind
gerade dekgv der Leitmonome dividiert durch den jeweiligen Leitterm. Somit
haben wir:

Definition 4.1 (S—Polynom im Polynomring) SeiR = k[X1, ..., X,,] der Poly-
nomring Uber einem Korper versehen mit einer Monomordnung. Zu normierten
Polynomerp, ¢ € R\{0} sei das S—Polynom durch

S(p,q) :==p-kegv(LT (p), LM (q))/LM (p) — ¢ - kgv(LM (p) , LT (¢)) /LM (q)

definiert.

Definition 4.2 (Reduktion) SeiR wie in Definition 4.1. Seiefi € RundP C R.
Haben wir einen Terme T(f) und einh € Rmitt = LT (hp),p € P, sonennen
wir f/ := f — hp eineReduktionvon f nachp und schreiberf -2 f’. Wir sagen
dann auchf ist moduloP reduzierbar und/’ ist eine Reduktion vofi moduloP.

Definition 4.3 (Reduziert beziglich einer Menge von Polynomen}in Polynom
q heil3t reduziert beziglich einer Mengevon Polynomen, wenn kein Term wpn
Vielfaches eines Leittermes eines Polynomesfaiss.
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Durch fortgesetzte Reduktion modul® kann man ein Polynom in eine be-
zuglich P reduzierte Forng’ bringen. Dieses Verfahren ist eine verallgemeinerte
Division mit Rest undy’ nennt man auch eine Normalform vgmezuglichP.

Diese Darstellung ist im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern hangt von der Rei-
henfolge ab, in der die Terme eliminiert werden.

Wie hier beschrieben, wird eigentlich nur der Rest bestimmt, aber man kann na-
tdrlich buchfihren, welche Vielfachen man subtrahiert hat.

Ist P eine Grobnerbasis, so reduzieren sich genau die Elemente désararug-
ten Ideales z0.

Definition 4.4 Eine Menge von Polynomdn heil3t reduziert, wenn jedesc P
reduziert ist bezuglict® \ {p}.

Fur eine reduzierte Grobnerbadisvon 7 liefert jede Polynomdivision sogar
einen eindeutigen Reprasentanten der Restklasseé. Genau genommen ist der
Begriff Normalform also nur fur reduzierte Grébnerbasen korrekt.

4.2.2 Der einfache Buchberger—Algorithmus

Der Buchberger—Algorithmus startet mit einer endlichen Idealb@siGegeben
sei ferner eine Zuordnung, die jedem Polyngeine Normalformy’ beziiglichB
zuweist.

Findet man nun zwei Polynome ¢ € B, fur die s = S(p, ¢) mit Normalform
s' # 0 gilt, so nimmt mars’ zu der MengeB hinzu.

Das Abbruchkriterium ist die Reduktion aller moglichen S-Polynome zu O.

Die Terminierung ist stets gegeben. Ansonsten bildeten die jeweils neu hinzu-
kommendery, eine unendliche Folge, mitM (s;) { LM (s;) ,i > j . Dies ist ein
Widerspruch zu Dicksons Lemma, das besagt, dal? zu jeder beliebigen WMenge
von Monomen einendlicheTeilmenge)’ C M existiert, so dal jedes € M
Vielfaches einesn’ € M’ ist ([BeWpf], p. 163, Corr. 4.8, auf die Exponenten
angewandt).

In [BeWpf] werden etliche Beschleunigungen angegeben, die meist Uberflissige
Berechnungen von S-Polynomen einsparen.



40

In [KRW] wird fur Algebren ordnungserhaltender Art gezeigt, dal3 dieser Algo-

rithmus auch hier zum Erfolg fuhrt. Die Bedingung ordnungserhaltender Art zu
sein, laf3t sich relativ leicht Gberprifen und ist in vielen Anwendungsbeispielen
erfullt.

Es mag auch interessant sein zu untersuchen, in welchen Fallen der Algorithmus
von Buchberger auch ohne diese Bedingung zum Ziel fuihrt, was hier aber nicht
weitergefuhrt wird.

4.3 Der allgemeine nichtkommutative Fall

Eine Ubertragung des Buchbergeralgorithmus auf den allgemeinsten nichtkom-
mutativen Fall einer freien Algebra GberUnbestimmten hat [Mora86] 1986 ge-
geben — eine FleilRarbeit, die recht schwer zu lesen ist. In diesem Falle sind be-
reits die Monome recht unhandliche Gebilde. Andererseits vermeidet das Fehlen
von Relationen im frei-nichtkommutativen Fall auch einige Komplikationen.

In genauso allgemeinem Kontext hat [Keller] 1997 in seiner Dissertationsarbeit
Algorithmen und Ordnungen zum Auffinden von Grébnerbasen untersucht.

4.3.1 Eine allgemeine Konstruktion ist nicht moglich

Ein klassisches, nicht entscheidbares Problem ist das Wortproblem (die Entschei-
dung, ob ein bestimmtes Wort zu einer formalen Sprache gehort.). Es gibt nach-
weislich keinen Algorithmus, der es (bei hinreichend komplizierten Sprachen) in
endlicher Zeit entscheiden kann.

Dieses Problem lafit sich in das Ideal-Element-Problem einbetten, so dal’3 auch
das Ideal-Element-Problem nicht fir allgemeine nichtkommutative Algebren al-
gorithmisch entscheidbar ist.

Hatte man einen Algorithmus, der in endlicher Zeit zu jedem ldeal eine Grobner-
basis findet, so konnte man mit dieser Basis auch die Ideal-Element Frage klaren.

Auch gibt es keinen Algorithmus zur Berechnung einer partiellen Grébnerbasis,
der alle Elemente bis zu einem gegebenen Grad berechnet (auch damit ist das
Ideal-Element-Problem ja geldst) [Mora94],p 158, ff.

An derselben Stelle wird angegeben, dal es aber fir homogene Ideale sehr wohl
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madglich ist, eine solche grad-partielle Grobnerbasis zu bestimmen.

Mochte man einen Algorithmus finden, kommt man nicht umhin, sich in der Wahl
der Algebra oder der untersuchten ldeale einzuschranken.

4.4 Spezialfall Ore—Algebren Gber Polynomringen

In dieser Arbeit besteht diese Spezialisierung in der Betrachtung von Ore—Algebren
ordnungserhaltender Art.

Viktor Levandovskyy hat sich in [Levand] intensiv mit Grobnerbasen in G—Algebren
(aufbauend auf Konstruktionen von Joachim Apel) und verschiedene Anwendun-
gen in diesem Kontext untersucht. Dabei sind G—Algebren etwas allgemeiner als
Ore—Algebren. Seine Resultate gehen auch in die Erweiterung “Plural” des Com-
puteralgebrasystemes “Singular” ein.

Der Ansatz Algorithmen zu suchen, die eine bestimmte Idealstruktur voraussetzen
ware auch denkbar, (schlief3lich wird ja auch das Wortproblem durch Beschran-
kung auf gewisse Sprachen angegangen).

Im gewahlten Setting fuhrt das Verfahren von Buchberger zum Ziel. Dabei ist das
\Vorgehen das gleiche wie im kommutativen Fall beschrieben (im von Mora be-

schriebenen frei-nichtkommutativen Fall sind starkere Abanderungen noétig). Die
wesentliche Anderung liegt bei der Bestimmung des S-Polynomes, die im Folgen-
den beschrieben wird.

4.4.1 S-Polynome in Ore—Algebren

Fur beliebige Ore—Algebren aber stellt sich bereits die Frage, was das S-Polynom
ist. Nehmen wir folgende Ore—Algebra:

O=k(X,D,0: X — X*§=0) ,

Nun betrachten wir das Linkside@l = (X, X D). Im Kommutativen hatten wir
kegv(X, XD) = XD und das S-Polynomwam® - X —1- XD = 0.

Dies verschwindet aber mit der Ore-Multiplikationinoffenbar nicht! Allerdings
handelt es sich bgiX, X D} um eine Grobnerbasis:
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Fur ein Monomm = X°DP geltenmX = X*DYX = X°X2 Db undmXD =
XoDVX D = X*X? Db+1,

Alle Terme ausZ, also auch die Leitkoeffizienten der Elemente des erzeugten
Ideales, sind also von der Gestalk’'D’ ,i > 2/~!  «a € k und damit firj = 0
sofort ausZ oder gleiche X2 'Di~'1XD e 7.

In diesem Beispiel wird das Wegheben der Leitmonome dadurch boykottiert, dal3
ein zusatzlicher Faktak entsteht, wen X in Normalform gebracht wird (also
kev(X, X D)/X so nicht definiert ist). Die richtigen Faktorgnf, damitg - X —

f - XD verschwindet sind hie§ = D, f = X. Dabei werden die Faktoren f
jeweils von links an die Elemente multipliziert, deren S-Polynom zu bilden ist.

Bildet man das (Rechts) S—Polynom durch Multiplizieren mit geeigneten Fakto-
ren von rechts, ergibt sich hier dasselbe Resultat wie im kommutativen Fall (hier
taucht der Unterschied etwa bgb, X D} auf).

In Zukunft wird das S-Polynom durch Multiplizieren von links gebildet, dies ist
notig um Grobnerbasen von Linksidealen zu finden.

Untersucht man beispielsweise Nullstellenmengen von Operatorausdriicken, die
Elementen{y,,i = 1,...,n} einer Ore—Algebra entsprechen, so kann man zu
dem von diesen Ausdriicken erzeugten Linksideali = 1,...,n) Ubergehen.

In [Levand] ist auch ein Verfahren aufgefuhrt, wie die Berechnung von Rechts-
grébnerbasen mit demselben Algorithmus wie die Berechnung von Linksgrob-
nerbasen durchgefthrt werden kann, indem von der Ursprungsalgebra zur oppo-
nierten Algebra tbergegangen wird, in der b durch das Produkita aus der
Ursprungsalgebra definiert ist.

Fir ein Monom

t= HX?ZHD][B] aala-"aamaﬁlv"'yﬁn S WO

i=1 j=1
bezeichnep(t) := [] D undva(t) := [] X

j=1 i=1
Gesucht sind nun die richtigen Linksmultiplikatoren fiir Monome < D, also
Monomef, g derart, dal¥p und gq den gleichen Leitterm haben (wenn wir eine
zulassige Ordnung betrachten, ist die Annahmgseien Monome keine wirkli-
che Einschrankung, fir Polynome kann man zu den Leittermen tGbergehen).
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Um f, g zu finden kann man wie folgt vorgehen, ausnutzend, dal3 die Operatoren
und die Unbestimmten unter sich kommutieren:

Zunachst wird deggt der Operatorvariablesp(p) , op(q) bestimmt und die Fak-
toren f,,, gop, Mit denen die Operatoranteile der gegebenen Monome auf ihren
kgv gebracht werden.

Damit sind schon die “Operatorstruktureify;,, g, der Faktorenf, g bestimmt,
sofern beim “Durchtauschen” der Variablen nach vorne in den Ausdriitken
gopq keine Operatoren verschwinden. Das ist der Fall, wenmw dilgjektiv sind.

op(f) va(f) op(g) va(g)

A~ NP .
Setzt man nurf = f,, fi.. undg = "gop, “gva an, und geht davon aus, daid die
0; vernachlassigbare Terme erzeugen, so bestimmt sich der Leitterrfipvon

fwaLT (04 (pva)) fopPop UNd der voryp ist in g, LT (0,(gva)) JopQop-

Dabei entsprechen digr , den Verknipfungen der sukzessive beim “Durchschie-
ben” der Variablenanteile auf dem Weg zur Normalform anzuwendenden Homo-
morphismeny;. Die “Storterme”, die durch dié; entstehen, verringern jeweils
zumindest eine Operatorpotenz: fur den Fall, daf3 die Operatoren in der Ordnung
die Variablen dominieren, kann man die Stérterme daher weglassen und erhalt so
das Leitmonom des Produktes.

Problematisch wird es, wenn man die entstehenden Terme also nicht vernachlas-
sigen kann, es also gewisgeund PolynomeP mit o;(P)D; =; d;(P) gibt.

Genau dieses Problem ist bei Ore—Algebren ordnungserhaltender Art nicht vor-
handen — hier wird verlangt, dd@V (o;(P)D;) > §;(P;).

Hier ist das Verfahren kompakt aufgeschrieben:

Definition 4.5 (S-Polynom) SeiD eine Ore—Algebra mit einer zulassigen Term-
ordnung<. Dann ist zu, ¢ € D das S-Polynori(p, ¢) wie folgt konstruiert:

e Setze :=kgv(op(LM (p)),op(LM (q))).

e Bestimmef,,, gop, Mitop(LM (p)) fop = 7, op(LM (q)) gop = 7
% Setzey := LT (f,,LM (p)), w := LT (gopLM (q)).

e Setzes := kgv(va(v), va(w)).
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e Bestimmef,., gva Mitv fi, = 5, WG = .
[ J El’ha|tef — fopfva undg = gOpgva'
*o SetzeS(p, q) := fp — gq.

Kritisch sind dabei die mitk markierten Punkte. Bek; miussen die Leitterme

der auftretenden Produkte auch die Terme mit den bestimmten Operatorvariablen
Jop» 9op S€IN. Bek, sollten sich die Leitterme irip — g¢ wegheben, insbesondere
durfen die niedrigeren Terme apsg dabei nicht storen. Das wird jeweils durch

die Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein garantiert.

4.5 Endlichkeit einer Grobnerbasis

Bei Ore—Algebren mufl3 zu einem gegebenen Ideal und gegebener Ordnung keine
endliche Grobnerbasis existieren. Wir nennen ein Ideal beztglich einer gegebenen
Ordnunggrobnerdarstellbay wenn es beziglich dieser Ordnung eine endliche
Grobnerbasis besitzt.

Im kommutativen Fall ist jedes endlich erzeugte Ideal grébnerdarstellbar. Fur
Ore—Algebren muf3 das nicht mehr gelten, wie das folgende Beispiel zeigt.

4.6 Ein Ideal ohne endliche Grébnerbasis
Sowohl fur Links- als auch fir Rechtsideale gibt es Beispiele von Nichtdarstell-
barkeit. Es wird nun ein nicht grébnerdarstellbares Linksideal angegeben.

Das hier verwendete Beispiel stammt im Wesentlichen aus [Pesch], Kap 8.5. Es
dient als Beispiel fur ein Ideal ohne endliche Grobnerbasis.

Ich habe das dort recht allgemeine Beispiel hier auf den wesentlichen Spezial-
fall reduziert und an einer Stelle klarer argumentiert. Der Effekt wird so meiner
Meinung nach besser demonstriert.

Wir betrachten die Ore—Algebra

O = k[Xy, Xo] (D1, 01,0; D,id, 0) , 01: X1 +— X7, Xo +— Xo,



45

in der die Menge der Terme multiplikativ abgeschlossen ist. Als Termordnung
nehmen wir die lexikografische mk; < X, < Dy < D,

Bemerkung 4.6 O ist mit dieser Ordnung zulassig.

Beweis:Mit 2.15 kénnen wir uns auf Monome beschranken.
SeienP, @ € M(O),P < QundR, R € M(O) gegeben, also
P = XPXPDRDY,
Q = X{'XEDyDZ,
R = X'X3*Di'D3?,
R = X]'X;D'D .

Es folgt damit
o r1+p12°1 ro+p2 k1+s1 ko+so
RP = X] Xyt ppts phats, 3)
RPR = XT1+p1232+7"12k2+52 XT2+p2+7"2D51+k1+S/1 DS2+k2+S/2 (4)
- 1 2 1 2 )
r1+q12°2471212F52 rotqotrh s1+Hl+s, s2Hla+s)
RQR/ — Xll q1 1 X22 q2 2D11 1 1D22 2 2’ (5)

Die Exponenten vorX,, D, D5 aus (4) und (5) unterscheiden sich von den ent-
sprechenden i und @ durch dieselbe Konstante. Soll der Exponent von

die Relation zwischen (4) und (5) entscheiden, mufd gemal der lexikografischen
Ordnung dahep, = ¢, k1 = I1, ko = I3 gelten. In jedem Falle bleibt die Or-
dungsrelation erhalten. O

Wir betrachten das Linksidedl = (D; + Do, X;D;). Dann erhalten wir
Behauptung 4.7LT (Z) = T(0) - ({D2} U{X,D} | k € IN\ {0}}),

Beweis:

“2" Esgilt Dy = LT (D; + Ds) und rekursiv

X, DY = (X, DF 1) (D1 + Dy) — Dy( X, DF )
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“C™ Seit € LT (7). Dann gibt esf;, fo € O mit
t=LT(f1- XiD1+ fo- (D1 + Dy)) .

Wennt Linksvielfaches vonX; D, ist, sind wir fertig. Wennt Linksvielfa-
ches vonD, ist, stammt es entweder aii% f, X; D;), und wir sind fertig,
oder ausl'(fs - (D1 + Ds)). Dannistt = LT (f5 - (D1 + D2)) und wir sind
ebenfalls fertig.

Ansonsten hat die GestaItX{Xg'D’f und stammt aud'(f,D;), damit ist
k > 0, und es folgti = 0, alsot = X3 D¥ € T(f,D,).

Dann gibt es eins = XJD¥'D, e T(f,D;). Alle Terme, in denerD,
auftaucht, sind grof3er alsalso mul% sich weghebeni (st ja ein Leitterm).

Da der FaktorX; in s nicht vorkommt, kann sicls nur gegen eins’ €
T(f>D;) wegheben, es gibt also eih= (X3 D} >D,)D; € T(f2D1), s >
t, dazu wieder ein Pendasit = X D¥2D3 € T(f,D,) und so fort.

Auf die Weise erhielte man eine unendliche Folge von nicht verschwinden-
den Termen au¥(f, D), was nicht moglich ist. O

Behauptung 4.8 Das LinksidealZ; = (X; - D | n € IN) ist nicht endlich er-
zeugt.

Beweis:Angenommen/; ware endlich erzeugt, dann ware fur &ine IV

Mit X, DY € I, gabe es eine Darstellung nii, . .., fy_1 € O und

N-1

XDy =Y f;-X\Dj.
i=0

“Die Argumentation bei [Pesch] ist hier nicht schliissig.

SDies ist ein Beispiel fur ein nicht endlich erzeugtes ldeal, das man mit dem Parameter
durchaus symbolisch im Computer darstellen kdnnte. Ob eine Chance besteht, beim Buchber-
geralgorithmus Rekursionen beim Generieren der S-Polynome zu erkennen und so auch gewisse
nicht endliche Grobnerbasen in den Griff zu bekommen? Es scheint mir ein ehrgeiziges Projekt.
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Da in unserem Beispiel die Terme multiplikativ abgeschlossen sind, folgt aus die-
ser Gleichung, daR bereits fur ein Mondm= a X¢D¢ € T(0),a € k* fur ein
fi = X, Dt qilt:

XDV =t-X,Di i< N .

Damit ergibt sich
X,DY = aX¢D? X\ D! = aX{H DI
Vergleich der Exponenten iN;, D, ergibt

l=c+2" = ¢=0,d=0
N=d+i = N=0+i=1

im Widerspruch zur Wahl von< N. O

Bisher haben wir also eine Ore—Algelifh ein IdealZ ¢ O und eine Monom-
ordnung< gefunden, so daR keine endliche Grébnerbasis besitzt (da ja das von
den Leitmonomen erzeugte ldeal ansonsten bereits endlich erzeugt wéare).

Andererseits kann durch einen Wechsel der Ordnung erreicht werden, dal’ doch
eine endliche Grobnerbasis existiert.

Betrachten wir dazu dasselbe Idéal (Z) = LT ((D; + Dy, X1D;)) aber die
OrdnungX; <, X3 <, Dy <, Dy.

Bemerkung 4.9 O ist mit <, zulassig.

Beweis: Sei wie in (4.6)P € M(O) und R, R € M(O) gegeben, als®® =
XPXPDFDL R = X[ X)2 DD, R = X," X7 DI D2, Es folgt wie in
(4.6)

RPR/ _ Xf1.252+7’x1+r;1-21+52 X§2+7‘m2+r;2 D]f+51+5/1Dl2+52+5/2
Hier sind die Exponenten i, Dy, X, offenbar streng monoton wachsend in
k,l beziehungsweisg,. Der Exponent vonX; entscheidet wegen der lexikogra-
phischen Ordnung nur, falls die restlichen Exponenten konstant bleiben. Dieser
Exponent wachst aber linear jin. O
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Behauptung 4.10Die Menge{D, + D, X1 D, X;D;} ist eine Grobnerbasis
vonZ = (D, + Dy, X, D,) bezuglich der Monomordnung..

Beweis:Zunéchst ist das ergdnzende Element das S—Polytam = X, (D, +
D) — X, D, € 7, also erzeugt die gegebene Menge nicht meh¥ als

Es ist zu zeigen, dal} jedes Leitmonom eines Idealelementes, also jedes
t=LT(f-(Dy+ Dy)+ gX;D;) fur Polynomef, g von der Gestalt D;, r X, D,
oderrX;D; ist.

SobaldD; ein Faktor vont ist, ist nichts mehr zu zeigen, demrhat dann die
Gestaltr D, .

Es bleibt der Falk = X{XJDk € T(f-(Ds+ Dy),k > 0) zu betrachten. Fiir
i > 0istdannt = (X' XJ D5~ X, D, von der Gestalt X, D;.

Somit bleibt noch die Méglichkeit = X D% € T(f - (D, + D,)). Diese Még-
lichkeit kénnen wir aber ausschlieRen, denn dann W&Bs D, € T(f - (D, + Dy))
und kénnte sich mangels; nicht gegen einen Term ays{; D; wegheben. Mit

t = XJDk <, XJDE'D, € T(f- (D, + D,)) hétten wir dann einen Wider-
spruch dazu, dafiein Leitterm ist. O

Das untersuchte Beispiel zeigt also auch, wie die Ordnung die Endlichkeit einer
Grobnerbasis beeinflussen kann.
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5 Der Grobner—Walk

Der Grébner—Walk ist eine Technik um eine in einer Ordnung gegebene Grébner-
basis zu einer Grobnerbasis in einer anderen Termordnung umzuwandeln.

Dies ist praktisch, da sich die Rechenzeiten fir das Finden einer Grébnerbasis ab-
hangig von der verwendeten Ordnung sehr stark unterscheiden kénnen: man kann
dann in einer zum Berechnen ginstigen Ordnung eine Grobnerbasis erstellen, und
diese in die neue Ordnung “transferieren”.

Da ich in der Literatur kein explizites vorfihrendes Beispiel fiir den Walk finden
konnte (insbesondere mit den Randberechnungen), wird ein ausfihrliches Bei-
spiel im kommutativen Fall gebracht.

Im kommutativen Fall ist der Grobner—Walk auf jeden Fall durchfihrbar und rea-
lisiert. Die Untersuchung dieses Verfahrens im nichtkommutativen Fall ist aller-
dings Neuland.

Der Algorithmus nach (JAmGIKU]) wird nochmals aufgefihrt. Dabei wird aufge-
zeigt, wo Sachverhalte genutzt werden, die in Ore—Algebren so nicht gelten. Be-
weise werden maglichst so formuliert, daf3 sie fur Algebren ordnungserhaltender
Art gelten: Uberall, wo zum Beispiel in ([AmMGIK]) mit Erhalt derHomogenitat
argumentiert wird, muf die Argumentation oder der Algorithmus angepasst wer-
den.

Das Verfahren ist mit den fir diese Arbeit erstellten Paketen relativ leicht zu im-
plementieren. Bei Beispielrechnungen fur Ore—Algebren ordnungserhaltender Art
fuhrte der Walk zum Ziel. Es scheint unwahrscheinlich, dal3 in den betrachteten
mehrschrittigen Beispielen die Grébnerbasen verschiedener Langen nur zufallig
korrekt ineinander Uberfihrt wurden. Damit ergab sich die Vermutung, dal3 der
Grobner—Walk auch fur Ore—Algebren ordnungserhaltender Art funktioniert.

Schliel3lich zeigte aber ein Gegenbeispiel, da’ der Grébner—Walk zumindest fur
die gemischte Shift- und Differentialalgebra nicht 1:1 tGbertragbar ist.

Erstaunlich ist weniger der Fund eines Gegenbeispiels, als dal? der Algorithmus
so oft korrekte Resultate lieferte. Jedenfalls stand am Anfang der Analyse das
Experiment mit dem fur diese Arbeit erstelltdfuthematica-Paket.

Wenngleich eine korrekte Variante des Grobner—Walk fur Algebren ordnungser-
haltender Art ein sehr viel schénerer Abschlul3 dieser Arbeit wére, ist mein Resul-
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tat, dal3 auf dem Pfad des Grobner—Walk (der verschiedene Zwischenordnungen
reprasentiert) alle Ordnungen zur gegebenen Algebra passen — aber dennoch der
Ubergang nach der Methode von ([AmMGIKU]) scheitern kann. Die Analyse des
Gegenbeispiels gibt Hinweise darauf, wie sich der Walk modifizieren lie3e, was
aber hier nicht mehr ausgefuhrt werden konnte.

Zunachst aber werden die Begrifflichkeiten eingefihrt.

5.1 Bezeichnungen

Wir haben einen Polynomring X, . . ., X,,] in n Unbestimmten und eine x n—
Matrix M.

Mit <, bezeichnen wir die durch/ definierte Matrixordnung auf den Monomen.
Die erste Zeile von\/ stellt eine Linearfornw dar, dieLeitformvon <.

E|ne Linearformw definiert denv— Grad ink[X1,...,X,]: Einem Monomp =
HX‘“ wird derw-Graddeg,(p) = Zlalwz zugeordnet. Dies ist sozusagen die

erste Instanz der Matrixordnung 2d.

Einem Polynomf wird als w—Graddeg,,(f) das Maximummax,cny ) deg,(p)
derw-Grade all seiner Monome zugeordnet.

Jedes Polynonfi € k[ X}, ..., X,]istdann inu—homogene Summanden aufspalt-
bar, indem die Terme gleichen-Grades zusammengefal3t werden.

Der Anteil mit den Summanden maximalerGrades heil3e dann distialpoly-
nomin(f,w). FUr eine Mengé&- sei in(G,w) := {in(f,w)|f € G}.

Beispiel 5.1 Fur die gradlexikografische Ordnung ist das Initialpolynom yo&
3XP — X1 Xo X3+ X2 — X1 Xo + 1 gerade3 X} — X, X, Xs.

Da die Leitform der gradlexikografischen Ordnung alle Exponenten addiert, ist die
Aufspaltung in homogene Summanden gerfde (3X7 — X;X,X3) + (X3 —
X1Xo) + 1. O
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Definition 5.2 (Verfeinerung einer Halbordnung) Ist eine Halbordnung< auf
den Monomen gegeben, so kann diese durch eine beliebige Ordnung einer
totalen Ordnung< verfeinert werden vermoge

=<y & z<yV@LdyANyLrAz<,y)

Definition 5.3 (Ord (w, A)) SeiA einen x n—Matrix, w : IR" — IR eine Li-
nearform, dargestellt al$ x n—Matrix. Dann seiOrd (w, A) die Matrixordnung
gegeben durch die Matrix, in der die Zeileden Zeilen vom vorangestellt wird.

Damit haben wir gleich ein Beispiel fur 5.2:

Beispiel 5.4 Sei eine Linearform durch einen Zeilenvekiogegeben. Verfeinert
werde die Halbordnung:,, durch < 4 mit der Matrix A zu der Ordnung<. Dann
ist < gerade die Ordnun@rd (w, A).

Beweis:Um = <o.q(w,4) ¥ ZU entscheiden, werden nach Definition der Matrix-
ordnung zunachst™ log z undw log y verglichen. Bei Gleichheit lexikografisch
die weiteren KomponenteA log x, A log y. Das ist aber gerade die Verfeinerung
von <, mit <4 nach 5.2. O

Der folgende Satz istim kommutativen Fall klar, wir zeigen ihn auch fir Algebren
ordnungserhaltender Art.

Satz 5.5 Gegeben sei eine Ore—Algelfrordnungserhaltender Art. Die Monom-
ordnung sei eine Matrixordnung mit der Initialform. Fur h,g € D gilt dann
in(hg,w) = in(in(h,w)in(g,w),w).

Beweis:Wir schreibem, = in(h,w) + 2" undg = in(g,w) + ¢'. Dann ist
hg = in(h,w)in(g,w) + hg' + A’ in(g, w)

Wir zeigen: fir allet € T(hg') gilt ¢t <, LT (hg). Istt € T(hLT (¢')), SO
folgt das weger.T (¢') <. LT (¢g) mit der Monotonie von<,,. Fur beliebige
g € T(¢') istdannhg <; hLT (¢'). Mit dem gleichen Argument sind alle Terme
aush’in(g,w) bezuglich=<,, echt kleiner ald.T (hg). Bleiben nur die Terme aus
in(h,w)in(g,w) als Kandidaten fur den Initialterm vdry bezuglichw. O
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Definition 5.6 (kompatible Halbordnung) Seieine Halbordnung auf den Mo-
nomen gegeben sowie eine Monomordnungnd eine Mengé: von Polynomen.
Dann lassen sich die Terme jedes Polyngms GG fallend nach< sortieren. Wir

erhalten eine Darstellung = > g;.
=1

Die Halbordnung< heif3t danrkompatibel zu< auf G, wenn dabei stetg; < g,
gilt, also fur alleg € G das Leitmonom bezuglick in der Halbordnung< nicht
kleiner als eines der anderen Monome ist.

Die Verfeinerung<, einer Halbordnung< durch eine beliebige Ordnung ist
daher per Definition kompatibel za.

Der folgende Satz wird in [AmMGIKU] ohne Beweis implizit mit der Bemerkung,
das Gewichtu, sei kompatibel zu der vorherigen Ordnurg_; verwendet. Er
gibt auch gleich einen Einblick, wie die Zwischengewichte im Grébner—Walk zu-
stande kommen.

Satz 5.7 Seien Matrixordnunger 4, < g zu den Matrizen mit den Zeilen

gegeben. Bezeichnét) := (1 — t)w + tw; einen Punkt auf der Geradéno.

SeiG eine endliche Menge von Polynomen. Sei [0, 1] maximal mit der Eigen-
schaft, daf fur keim € [0, s) eing € G mit einem Terny’ € T(g) \ T(in(g,w))
mitdeg, ) (g) = deg-)(g') existiert.

Furalleg € G, ¢’ € T(g) giltdannLM=, (9) =~(s) ¢'-

Beweis:Zunachst bemerken wir, dafgg, ;) (g) als Maximum von Linearformen
eine stetige Funktion inist.

Seig € G mit g := LM, (g). Wir betrachten einen weiteren Tegne T(g).
Seizunachsg; ¢ T(in(G,w)). Angenommen, es warkg, (o) < degr(s)(g1)-
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Dann gabe es wegeleg, ) (g0) = deg, ) (9) > deg-()(g1) nach dem Zwischen-
wertsatz eirt € (0,s) mit deg,y(g) = deg,(g1). Das ist ein Widerspruch zur
Definition vons. Daraus folglgy =-(s) g1-

Sei nung; € T(in(g,w)). Mit gy, g1 bezeichnen wir die zugehdrigen Vektoren.
Da g, das Leitmonom ist, gily; <4 go. ES folgtw; gy > w1g1 und daher

5.2 Der Grobner—Walk im kommutativen Fall

In der kommutativen Situation mufd man sich tber die Zulassigkeit von Matrix-
ordnungen keine Gedanken machen, wie es in der nichtkommutativen Situation
spater der Fall sein wird.

Wie schon erwahnt, sind die folgenden Ausfiihrungen wie in ([AMGIKU]) be-
schrieben, alle Argumente zum nichtkommutativen Fall stammen von mir.

Es gibt eine Startordnung 4 und eine Zielordnungk g, dargestellt durch Matri-
zenAresp.B.

Die erste Zeile vor seio, die erste Zeile vorB seir.

Der Pfad des “Grobner—Walk” ist die Strecie, (die ersten Zeilen der Matrizen
spielen ja eine herausragende Rolle fiir die Bestimmung der Ordnung). Genau
genommen werden die Matrixordnungénd (w, B) ,w € o7 betrachtet. Bevor

also die eigentliche “Wanderung” beginnt, wird von der Ordndngzur Ordnung

Ord (¢, B) Ubergegangen und danach werden die Zwischenordnungen, die sich
nur in der ersten Zeile der Matrizen unterscheiden, mit den ersten Zekerr

aus dem Pfad identifiziert.

Diesen Pfad wird entlanggewandert, bis sich in einem der gegebenen Basisele-
mente der Leitterm &ndert. Es stellt sich heraus, das sich dieser Punkt durch Lo-
sen einer linearen Gleichung berechnen lafl3t. Praktisch handelt es sich also nicht
um kontinuierliches Wandern, sondern man springt zum nachsten interessanten
Punkt. So wird das Verfahren erst algorithmisch faf3bar.
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Auf dem Pfad ergeben sich die Zwischenschritte
O =W1,Woy...,Wm =T .

Die Ordnungen, die auf diesem Weg eine Rolle spielen, werden wie folgt einheit-
lich notiert:

<o = =<4=0r1d(0,A)
<y = Ord(wy, B) = 01d (o, B)

<m = Ord(wn,B)=0rd(B)

Der Pfad wird “abgearbeitet”, und im Verlauf werden Grobnerbasen zu jedem
<k, k=1,...,m berechnet.

Im nichtkommutativen Fall stellt sich immer die Frage nach der Zulassigkeit der
definierten Ordnungen. Insbesondere ist spéater zu untersuchen, ob bei gegebener
zulassiger Start- und Zielordnung auch alle Ordnungen auf dem Pfad dazwischen
zulassig sind.

5.2.1 Die Einzelschritte

Gegeben ist anfangs ein Idealaus unserer Ore—Algebra, die Startordnung
ZUwy die Zielordnung< g sowie eine Grdbnerbasig,, <) vonZ.

Nun wird der Schritt von<,_1, I,_1, wx_1 ZU <y, I}, w, beschrieben.

Dabei ist als Vorbedingung,._1, I._1,w,_1 €in Tripel, in demI,_; eine redu-
zierte Grobnerbasis bezlglich der Ordnuxg ; darstellt.

Nach dem Schritt isf; eine reduzierte Grébnerbasis bezlglch

Den Algorithmus sehen wir in Kurzform in Abbildung 1. Die Schritte werden nun
erlautert und die Korrektheit des Verfahrens gezeigt.

Im Schritt 2 werden die Initialpolynomeén(Z;_;,wy_1) in der Ordnung<;_;
betrachtet.

Bemerkung 5.8 Gegeben sei ein Idedl = (¢4, ..., g,), wobei{gy, ..., g.} eine
Grobnerbasis vorT ist. Dann istin(g;,wx),7 = 1,...,r zugleich eine Grobner-
basis des Initialideale$in(g,, wx), - . ., in(g,, wg)) -
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Eing: Ordnungen: ¥"=0rd (A4), “<<"=0rd (B), G C O reduzierte Grobnerbasis
beziglich <”. Der Startgewichtsvektos, der erste Zeilenvektor voA und
der Zielgewichtsvektow, der erste Zeilenvektor voR.

Ausg: ModifiziertesG C O, Grobnerbasis desselben Ideales bezuglick™.

Bez: <, <™ aktuelle und nachste Ordnung. aktueller Gewichtsvektor.

Algo:

1 w=o0,<=0rd(A), Initialisieren.
<%= Ord (o, B)
2 G, =in(G,w) InitialpolynomedG,, extrahieren.
3  Gf = sort(Gy, <) Nach der neuen Ordnung sortieren.
4  GF =init_gb(GS,<T) Grébnerbasis def,, bestimmen
5 G =reduktion(G},<%)  Zwischenreduktion.
6 G =Ilift(G},<",G,,G, <) Liften zu einer Grébnerbasis vd.
7 G = reduktion(G, <) Zwischenreduktion.
8 w =7 = RickgabelG Zielordnung erreicht?
9 t=Rand(w,t,G) Néachste Grenze suchen.
#t = RuckgabeG Kein weiterer Schritt nétig!
w=1—-t)w+tr Nachstes Grenzgewicht bestimmen.
10 <=<*, <= 0Ord(w, B), Néachste Iteration vorbereiten.
gehe nach 2.

Abbildung 1: Algorithmus “Grobner—Walk”

Beweis:Seig; := in(g;,wx). Weil g; und g; die selben Leitterme haben, gibt es
Monomea, b mit g := S(g;, g;) = ag; — bg,; sowieg := S(g;, g;) = ag; — bg;.
Diesesg ist w,—homogen. Modulgy,, .. . g, reduziert sichy zu 0. Insbesondere

kann man vory sukzessive Vielfache,g;,, . . ., c;g;, mit Monomenc; subtrahie-
ren, bis alle Monmom vom selben.-Grad wieg eliminiert sind. Wir erhalten

g — Y_c;g; = 0 weil die w,—Homogenitéat stets erhalten beleibt.
=1

Damit reduziert sich jedeS(g;, g;) modulo{g,, ...,g,} zu 0 und wir haben eine
Grobnerbasis. O

Bemerkung 5.9 Mit den Bezeichungen und Voraussetzungen aus Bemerkung 5.8
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gilt (in(Z,wx)) = (in(g1,wk), - - ., in(gr, wi)) -

Beweis: Fur ein beliebigeg € Z haben wir, d&{gy, ..., g.} eine Grobnerbasis

ist, Polynomepy,...,p, mit g = > p;g; undp;g; < g. FUrg ergibt sich daraus
=1

g = >_in(pi,wk) in(gi,wi) € (in(g1,w), ..., in(g,, wx)) , wobei Uber dig mit

1

deg,, g = deg,, (p:g;) Zu summieren ist. Damit istC” gezeigt, die andere Rich-
tung ist aber klar. O

Bemerkung 5.10 Bemerkung 5.8 ist fur Ore—Algebren im Allgemeinen falsch.
Ein Gegenbeispiel ist die Ore—Algebra mit den Variablem und dem Shiftopera-
tor S,,. Die Ordnung sei lexikografisch mit> = > S, undZ = (nx, (n + 1)S,).

Beweis:Die Erzeugenden bilden eine Grobnerbasis, denn 8&ist (n+1)S,,) =
Sp(nx) —z((n+1)S,) = (n+1)zS, — (n+1)zS,, = 0. Fur die Initialpolynome

gilt jedochS(nz, nS,,) = S,(nx) — z(nS,) = (n + 1)xS,, — nzS,, = =5, was

sich modulo der Initialpolynome nicht weiter reduziert. a

Fur das spétere Liften in Algebren ordnungserhaltender Art werden wir also mit
der Grobnerbasis selbst rechnen statt nur mit den Initialpolynomen. Leider ist
dann nicht mehr garantiert, dafd mit dem Leitterm in der vorherigen Ordnung au-
tomatisch auch der Leitterm in der neuen Ordnung im gelifteten Polynom vor-
kommit.

In Schritt 3 wird nach der neuen Ordnung sortiert.

Schritte 4 und 5 sind die Bestimmung der reduzierten Grébnergsites Initial—
Ideals. Dies ist gewdhnlich sehr einfach, da die meisten Initialformen nur aus ei-
nem Monom bestehen.

Satz 5.11 Die mit dem Buchberger—Algorithmus gewonnene Grobnerbasis eines
vonw—homogenen Elementen erzeugten Ideales besteht wiederhosiogenen
Elementen. Die reduzierte Grobnerbasis besteht ebenfalls-aligmogenen Ele-
menten.

Beweis: Dies folgt aus der leicht nachzurechnenden Tatsache, dal3 S—Polynome
w—homogener Polynome wiederhomogen sind. Ebenso ist die Reduktion ei-
nes einess—homogenen Polynomes nach einem anderdromogenen Polynom
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selbstv—homogen. O

Bemerkung 5.12 Im Nichtkommutativen sind beide Aussagen von Satz 5.11 im
Allgemeinen falsch.

Beweis:Ein Gegenbeispiel ist die Operatoralgerér, D,;n, S,) mit der lexi-
kografischen Ordnung > = > D, > S,, und das ldeal = (zS,,,nD,). Das
S—PolynontS(xS,,,nD,) = nD,xS, — ©S,nD, = nS, — xS, D, wird reduziert

zunsS, — xS, D, Z5n, nS, + S,. Durch den Buchbergeralgorithmus kommt also
genau das ElementS,, + S,, hinzu.

Die entstehende Grdbnerbasis ist bereits reduziert. O

Wir werden ein Beispiel sehen, wo durch diesen Effekt die Basis der Initialpolyno-
me kollabiert. Ohne die Homogenitat mul3 ein S-Polynomwginitialpolynomen

in der neuen Ordnung beziglich der alten Ordnung nicht mehr notwendig einen
Lift haben.

Schritt 6 des Algorithmus schlie3lich erzeugt die ndchste Grébnerbasis auf dem
Weg. Dazu wird jedes Polynom

mieGLj:{mlw"ams} (6)

durch Polynomdivision mit der Grobnerbasig G,,, <) dargestellt als Summe
m; = Zh” in(gj, wk) (7)
j=1

mit g; ausl_; und h;;in(g;,w,) =< m,;. Das Liften besteht nun darin, jedes
in(g;,ws) in der Darstellung aus (7) der; aus (6) durchy; selbst zu ersetzen

und sof; = > h;;g; zu erhalten. Damit erhalten wir
j=1

Fi={fi,.... .} ®)

Nun ist zu zeigen, daR eine Grobnerbasis vahbeziiglich< ist.

Hierflr zeigen wir zunachst einige einfache Aussagen:
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Satz 5.13SeiZ C D ein Ideal einer Ore—AlgebraD sei ordnungserhaltend be-
zuglich der Monomordnung. Ist dannF’ C 7 eine endliche Teilmenge, und gilt
LM (Z) € LM ((LM (F')) ) so folgt(F') =T.

Beweis:Sofort folgt(F) C Z ausF C 7.

Der Beweis vorZ C (F') folgt mit noetherscher Induktion. Es bezeichrgdie
durch< induzierte Halbordnung ad?. Dann erflllt<, die absteigende Ketten-
bedingung, dax eine totale Ordnung ist: Zu einem € D gibt es nur endlich
viele Monomem < LM (g) daher muRd jede fallende Ketie-, ¢; ... =, gs ...
abbrechen.

Nun wird zug € 7 die Aussage € (F') aufg’ € (F) fur eing’ <, g zuriickge-
fuhrt:

Seig € Z. Dann gibt es nach Voraussetzung...,p, € D, fi,..., fn € F mit
LM (g) = LM (ZplLM (fz)> Nun mufR3 sici.M (g) in einem der Summanden,

etwap;LM (f;) finden, also auch inLM ( f;) fur ein Monoma € M(p;). Wir er-

haltenLT (g) = LT <LLCCG~‘}) afz> und es folgty = af)afl +4,4 <. g.Der

linke Summand ist aug") undg’ nach Induktionsannahme. O

Bemerkung 5.14 Die Ordnung=;_, verfeinert die Halbordnung,,, .

Dies zeigen wir, wenn die Bestimmung vop genauer betrachtet wird. Fir= 1
ist die Aussage Klar, da; die Leitform von=< 4 ist.

Satz 5.15Es qiltLT (m;) = LT (f;),i=1,...,s

Beweis:Es istf; — m; = > (hi;g; — hij in(g;, wy)). Fur jeden Summanden gilt
j:

1
mit Satz 5.5h;;9; — hi; in(g;, wr) <o, mi. Daw; die Leitform der neuen Ord-
nung ist, erhalten wit M (f; — m;) <., LM (m;) was bedeutet, daf undm;
das gleiche Leitmonom haben missen. O

Satz 5.16 F' ist eine Grobnerbasis van beziiglich<.
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Beweis:Es ist/" C Z. WennLM (Z) € LM ((LM (F'))) gezeigt werden kann,
erzeugtF’ mit Satz 5.13 auclf und ist eine Grobnerbasis. Sei = G

Wir haben

LM (T) =

LM (in(Z,wi)) € LM ((in(Z,wi))) © LM (LM ((M))) ) LM ((LM (M))).
Wobei (x) Bemerkung 5.9 ist, unb) eine Eigenschaft von Grébnerbasen.

Mit Satz 5.15is{LM (M)) = (LM (F)), und wir erhalter.M (Z) C LM ((LM (F)))
O

Im folgenden Schritt 7, der Zwischenreduktion, erhalten wir also eine reduzierte
Grobnerbasig;,, vonZ beztiglich<,.

Wenn nun die Zielordnung erreicht ist, sind wir fertig.

Ansonsten folgt die Berechnung der nachsten Ordnung. Hierfur muf3 der néchste
Gewichtsvektor auf der Strecke van bis 7 gefunden werden, fur den Initial-
formen der reduzierten Grébnerbagislegenerieren. Um einen solchen Wechsel
der Initialformen zu erkennen, parametrisieren wir die Gewichtsvektoren auf der
Streckew, 7 durch

w(s) :=wp +s(7 —wg),0 < s < 1. 9

m
Wir stellen die Elemente vof), in der Formq g = > "p,. ¢ als Summe von Termen

=1
dar. Dann bezeichné,, (s) := deg,, (py,) €inen linearen Ausdruck is
t = min ({s|dg1(s) = dgi(s), dg1(0) # dyi(0),9 € I }) N [0,1] (10

Fur diese Berechnung braucht man pro Monom ein Skalarproduk®’irund
eine rationale Division, um die Gleichungen mit der Parametrisierung (9) nhach
aufzulésen. Wenn alspexistiert, ist es eine positive rationale Zahl.dst 1, so
wird der nachste Schritt der letzte sein.

Nun kennen wir das neue Gewich{,; und kbnnen den Beweis von Bemerkung
5.14 furk > 1 nachtragen:

Beweis:von Bemerkung 5.14. Zu zeigen ist wird durch=,, verfeinert.

Wk+1
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Diese Bemerkung ist in [AmMGIKU] nur erwéahnt und nicht ausgeftihrt. In [CoKaMa]
wird mit “Grébner cones” argumentiert, was hier vermieden werden soll. Zum
Beweis reicht die Beobachtung, daf} nach Konstruktion beztglich aller Gewichte
w € Wrwis Stets das Leitmonom bezlglick, unter den Initialmonomen ist:
LMz, (9) € M(in(g,w)).

Die gefundene neue Leitform stof3t an die Grenze, wo eines der bisher-yrch
dominierten Monome Kandidat fur das bisherige Leitmonom wird.

Verfeinert man diese Grenzform durch die alte Ordnung, ergeben sich somit die
urspringlichen Leitmonome. Also wird durch=, verfeinert. O

WE+1

5.2.2 Eine Beispielrechnung

In diesem Abschnitt sollte ein Ausdruék;, b, c, ...} als Liste aufgefaldt werden,
denn manchmal spielt die Reihenfolge der Eintrage eine Rolle.

Das IdealZ im folgenden Beispiel stammt aus Kap. 3.3 in [Roda]. Er listet dort
die moglichen Grébnerbasen v@rund die dazu fihrenden Ordnungen auf.

Satz 5.17 Gegeben sei der Polynomrin@ |z, y, z] mit der gradlexikografischen
Ordnung (mitz > y > 2).

Dann sind die Elementg = 23 + 22 — 2z, g, = y> — 2z eine reduzierte Grob-
nerbasis vor¥ = (2* + xz — 2z,y° — x2).

Beweis:Das S-Polynom wird mi{g,, g, } reduziert:

S(Qia 92) = y391 - 95392 = xygz - 2y32 + ztz

3
y°—xz
—2y32 + 1’222 + .T4Z

3
Yy’ —xz
— 2tz — 202 + 2%z

|

2
3 —2z

T (2P 4wz — 22) + ats — 202 + 2722 = 0.

Da sich das einzige S-Polynom zu Null reduziert, liegt eine Grébnerbasis vor. Of-

fensichtlich teilt aus Gradgrinden keiner der Leitterme einen der andegenyn
auftauchenden Terme und somit ist die Basis reduziert. O
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3 26
Gesuchtist eine Grobnerbasis bezuglich der durch die Matrix 0 1 | gege-

1 00
benen Ordnung. Die Basis beziglich der Zielordnung wird drei Elemente haben.
Anfangs wird der Algorithmus recht ausfiihrlich abgearbeitet, spater werden wir
einige abkiirzende Uberlegungen benutzen.

Unsere Ausgangslage (Schritt 1) ist:

1
A Pt

_ O Ww O = =
SO o N = O
O = O OO

)

(111

T =(326)
111

<t = Ord(w,B)=0rd| 3 2 6
001

Dabei ist die Ordnung<™ durch die ersten Zeilen voB bestimmt, da die letzte
Zeile der Zielordnungsmatrix von der™ definierenden Zeilen linear abhangig
ist.

Im Verlauf des Grobner—Walks kann es passieren, daf3 zur Definitior Vauch
die letzte Zeile der Zielordnung mit herangezogen werden muf3, falls die ersten
beiden mit dem aktuellen Gewicht eine singulare Matrix bilden.

In Schritt 2 des Verfahrens werden nun die Initialpolynome extrahiert. Das sind
hier gerade die Monom@,, = {z3, y3}. Dies ist bezliglich<™ bereits sortiert und
offenbar (als Menge von Monomen) auch eine reduzierte Grébnerbasis (Schritte
3,4,5). Auch Schritt 6, das Liften, ist hier trivial. Nachdem nichts verandert wurde,
erhalten wir die alte Basis zuriick:

G =1ift(GF, <, G, G, <) = {y? — 2z, 2% + vz — 22}.

Die Zielordnung ist offenbar noch nicht erreicht (Schritt 8). Nun kommen wir zur
Randberechnung, dem Schritt 9:
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Wir haben die Teilmonomé{x?, zz, 2}, {y*, zz}}, hier fallend sortiert nack—
Gewicht. Diese entsprechen den Mengen von Vektoren

3 1 0 0 1
n=L(ol.lo].lo]mm=]3], [0
0 1 1 0 1

Nun suchen wir das kleinstefiir das sich ein Leitterm durch Ubergangzu=
(11 1)+¢t((326)—(1 1 1)=(111)+¢(2 1 5)),te
(0,1] &ndert. Da der Leitterm im generischen Fall, wermicht auf dem Rand
liegt, ein Monom ist, sagen wir, das Polynom “degeneriert” . Das bedeutet hier

3
fureinw e T3\ {(3 0 0)}giltv,[ 0 | =vw oder
0
0
fireinw e L\ {(0 3 0)}giltv| 3 | =vuw.
0
3 1 0
FurT, berechnenwip, | 0 | =3+6tundv,| 0 | =2+7t, v, | 0 | = 1+5¢,
0 1 1

wir erhalten die Gleichungeh+ 6t = 2+ 7¢,3 + 6t = 1 4 5¢, also die Losungen
{1, —%} Der Leitterm degeneriert also nur fur die Zielordnung.

0 1
FurTyistv, | 3 | = 343t und fur den einzigen Kandidaten fiiristv; | 0 | =
0 1

2+ Tt, es ergibt sich die Gleichurgy 3t = 2+ T7t, alsot = i Von den Losungen
kommen nur, 1 in Frage, das Minimum igt= 1.

Der nachste potentielle Verzweigungspunkt ist daher bei dem Gewichtsvektor
(11 1)+1(2 1 5)=(% 2 2). Damit sind wir bei Schritt 10, das
alte <™ wird die Startordnung, une™ wird durch das neue Gewicht, verfeinert

durch die Zielordnung, definiert:

2),<":=0rd

INTeN
o

1 11
A= 3 2 6 ,u)::(
00 1

— O WhIlo
O~ OYklo

O O NRu;
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Hier sind die ersten drei Zeilen linear unabhéngig, die vierte ist also fur die Ord-
nung redundant:

6 5
4 4
3 2 . Die Initialterme der Basiselemente sind nun keine Mo-

— OYwl©

0 0
nome mehr ung?® — zz ist w—homogen (so wurde ja das neue Gewicht gewahlt),
wobei die zweite Zeile der neuen Ordnung entscheidet,ydaR* zz gilt. Die
neuen Initialterme sind somit:

G, ={2*, —zz+y*} .
Dies ist nach der neuen Ordnung bereits sortiert. Nun bestimmen wir die Grob-
nerbasis nach Buchberger:

Als erstes S-Polynom erhalten wify?, welches, da kein auftaucht und der
Grad inz zu niedrig ist, nicht reduziert werden kann.

Im kommutativen Fall verschwindet jedenfalls das S-Polynom zweier Monome.

Damit kommen sukzessivi& z2y3, —zz + y3) = xy® undS(zyb, —z2 +¢3) = ¢/°
hinzu.

Wir erhalten damit folgende Groébnerbasis der Initialpolynome:
GW = {_$Z + y37 3337 x2y3a xyﬁv yg}

Der Prozel} des Liftens kann nun durch Division durch die Menge von Polynomen
G stattfinden. Wir werden hier allerdings die Bildung der S-Polynome einfach mit
den urspringlichen Basiselementen statt der Initialformen nachvollziehen (was im
Wesentlichen dasselbe ist):

—xz + y3 — 1y =—xz+ y3
2 — ty=a4x2—22
22y —  ty = a2ty + 2%t = 2%yP + 12 — 227
xS — ty = 2ty + oyt = ay® + x2® — 223
Y e ts =2ty + 9% =90 w2t - 227

Das Resultat nun noch einmal nach aufsteigenden Leitmonomen und mit geordnet
sortierten Polynomdarstellungen aufgeschrieben:
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G =
{—zz+ 3, 2% + 22 — 22, 2%3 + w2 — 222 wyb + 123 — 223 90 + 22t — 221}

Reduktion dieser Basis flhrt (viee — 1°) auf:

a—
{—zz+ % 2% + 3 — 22, 20%°% + 29° — 222 a9 + 9222 — 2239 + 2393 — 2241,

Wegent # 1 sind wir noch nicht fertig und gelangen wieder zur Randberechnung.

\Von den ersten beiden Polynomen wissen wir, dal3 sie keinen weiteren Wert flr
liefern werden. Bleiben die drei neuen Basiselemente zu betrachten:

2 0 0 1 0 0
Ty = 3, (3)].{0] % 1= 6 |,[3].[0]3,
0 1 2 0 2 3
0 0 0
Ty = 91,13],(0
0 3 4
Nun ist

ve=(§ 3 3)H((3 2 6)=(%F § §))=3((6 5 9)+t(6 3 15)),
und wir erhalten die Gleichungen

3—3t=0,9-9=0 = t=1

13

3—15t=0.,9-21t=0 = tel= =

, {5,7}
3—27t=0,-9+33t=0 = te€ L 3

o n 9'11 "

Also degenerierty’+y322—22% beim Gewichtsvektof((6 5 9)+i (6 3 15)) =
(9 7 15).Abery? + 23y — 22* degeneriert bereits bei= § unter dem Ge-
wichtsvektor;((6 5 9)+5(6 3 15))=3(5 4 8).

Hiermit werden die Daten fiur die “dritte Runde” aktualisiert:

6 5 9 5 4 8
A= § % é W = (§ 4 §) <T:= Ord g % gj
' ) ' 3 3 3 ) :
0 0 1 0 0 1
Nun schreibt siclt7 als
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{—xz+ 93, 2% + 9% — 22, 2% + 29° — 222 29® + 9322 — 223, 2393 + ¢° — 224},
inzwischen hat3y? das Monomy® als Leitmonom “lberholt”. Wir erhalten als
Initialterme (wobei nach Wahl van der letzte degeneriert)

GW - {_x27373u$2937$9672393 + y9}

Zur Bestimmung der Grobnerbasis kommen nur die S-Polynome mit dem Nicht—
Monom in Betracht. Das ist die Mende:y®, 2323y°, 2%y°, xy?}. Alle Elemente

sind Vielfache von Monomen aus,,, reduzieren sich sich also zu@,, ist daher

eine Grobnerbasis bezigliel™ und G bleibt wie zuvor.

Der Leitterm vonz3y? +1° — 22% hat sich verandert. Der entsprechende Randwert
ergibt sich aus den Gleichungen

0 0 0 0
V¢ 3 — 9 = O,Ut 3 — 0 = 0,
3 0 3 4

mito,=w+t((3 2 6)—w)=(2 3 3)+t(3 2 ) ergebensichdie

Losungen = 0,t = 1, dieses Polynom degeneriert also erst in der Zielordnung.

Damit kdnnen wir sofort zum néchsten, zuvor iy + 32> — 223 berechneten,
Gewichtw =1 (9 7 15) tibergehen. Wir erhalten

5 4 8 9 7 15
3 3 3 5 5 5
A=(32 6 |,w=(2 I 2),<=0d| 3 2 6
00 1 00 1

Mit der neuen Ordnung schreibt sichals

{—xz+ 3 2% + 3 — 22, 2% + 23 — 222,322 + 2y® — 223, 233 + ¢ — 224},
Die Leitmonome sind nun

Gw = {—{EZ, x?)’ l'2y3, y322 + xy67 ZSyB}_

Im Reduktionsschritt verkleinert sich,, um das Element3y?3, das mittelg;®22 +
2y% zu —z2y® und dann vermdge-zz zu 0 reduziert wird. Die Menge der S-
Polynome mit dem einzigen Nicht-Monom ist ndp?z3, 22322, zy32?}, alle
Terme werden zu Null reduziert.

Damit ist das Liften wieder trivial, es fallt nur das letzte Basiselement weg:

G={-zz+vy 2% +9°— 22, 2%° + 20 — 222 4322 + 29/® — 223},
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Der Leitterm vonz?y3 + 232 — 222 ist gleich geblieben, aber der vgiz? + 2y —
223 hat sich verandert. Damit bleibt nur noch fir dieses Polynom das nachste

0 1 0
Gewicht zu bestimmen. Wir habdn = 31,161,110 . Hier findet
2 0 3

man firt¢ die Gleichungert = 0, g — gt = 0, also sind wir im nachsten Schritt
am Ziel angelangt:
13 32
A=[32 6 |,w:=(326),<:=0rd| 0 0
0 0 1 1 00

Hier tritt erstmals der Fall ein, dal3 die dritte Zeile der Zielmatrix herangezogen
wird, dies mag in anderen Fallen aber auch zwischendurch passieren. Nun ist

6
1

G={—wz+9y3 2> 22+ 93 —222 + 20 + 223, —223 + y32% + 25}

Wir befinden uns an einem Schnittpunkt von “Grobnercones”, es degenerieren in
der Zielordnung gleich mehrere Basispolynome!

Allerdings ist diese Basis noch nicht reduziert, der Leitterm des letzten Polynoms
laRt sich mit dem zweiten Polynom eliminieren, es bleift — 2%y%~, was sich
wiederum zury® — xy° = 0 reduziert. Damit bleibt

G={23—22+9y3 —zz+93 —22% + 2% + z°}.

Wir erhalten fr die Initialpolynome:

G, ={2®, —xz, 222 + 2% + 28}

Es gibt nur zwei S—Polynome zu bilden:

—22%(—x2) + o(=22% 4+ 22 + 29°) = 237 + 2Pz B 28yP 20
und

22%(2%) + 23(—22% 4+ 227 + 20°) = 2%y° + 2332 B 2y 0.

Da wir bei der Zielordnung angelangt sind, kommen wir zum letzten Liftungs-
schritt, der wieder trivial ist und uns zur Grébnerbasis beztiglich der Zielordnung
fuhrt:

G={2"-22+y° —vz+y’ —2"+ 2> + 2%y} .
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6 Grobner—Walk fir Algebren ordnungserhaltender
Art

Der Grobner—Walk a3t sich recht einfach implementieren. Nach der Implementa-
tion des Algorithmus mit dem vorgestellten Paket stellte ich fest, daf’ die Konver-
sion in den getesteten Beispielen funktionierte.

Ein wichtiger Punkt in den Argumentationen aus dem kommutativen Fall ist, dal3
LM (p-q) =LM (LM (p) - LM (q)) gilt® . Diese Eigenschaft kennzeichnet Alge-
bren ordnungserhaltender Art.

Dies motivierte zu untersuchen, ob der Grobner—-Walk auf Ore—Algebren ord-
nungserhaltender Art anwendbar ist, und war der Anfangspunkt zu den bereits
vorgestellten Uberlegungen.

So fuhrten Experimente mit meinem Paket zur Betrachtung des Grobner—Walks
fur Ore—Algebren ordnungserhaltender Art.

6.1 Klippen der Adaption auf den Ore—Fall

Fur eine gegebene Ore—Algebra muf3 man sich fragen, ob eine Matrixordnung
Uberhaupt zulassig ist. Beim Grobner-Walk sind zwei Monomordnungen gege-
ben. Die Zulassigkeit beider Ordnungen fur die gegebene Ore—Algebra wird na-
turlich angenommen.

Doch stellt sich nicht nur die Frage, ob Start- und Zielordnung zuléssig sind, son-
dern auch, wie es mit den auftretenden Zwischenordnungen aussieht. Dies wird
im folgenden Abschnitt mit positivem Ergebnis geklart.

Ein Problem ist die Zerstérung der Homogenitéat nach Bildend&olynomes.
Dies hat einige Konsequenzen.

Im Schritt 4 sichert Satz 5.11, dal die Grobnerbasis der Initialmonome aus homo-
genen Elementen bezlglich der Leitform besteht und diese Homogenitat auch bei
Reduktion der Basis im Schritt 5 erhalten bleibt.

Im nichtkommutativen Fall gilt dieser Satz nicht, wir sahen das Beispiel 5.12.

8lm Kommutativen ist natirlich sogaM (LM (p) - LM (¢)) = LM (p) - LM (q).
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Der Algorithmus von Buchberger generiert eventuell aus den Leitformen Elemen-
te, deren Leitterme in der Grébnerbasis der urspriinglichen Erzeugenden nicht als
Leitterme vorkommen. Diese zusétzlichen Elemente lassen sich spater natirlich
nicht liften.

Solche Elemente kénnen aber auch nicht zu einem Leitmonom des ldeales bei-
tragen. Diese Elemente kbnnen aber schadlich sein, wenn die Grébnerbasis der
Leitformen reduziert wird. Dann werden eventuell korrekt gefundene neue Leit-
terme eliminiert.

Dies wurde durch simplen Verzicht auf den Reduktionsschritt 5 verhindert. Wir
werden in einem Gegenbeispiel sehen, dald auch das nicht reicht, da in der Be-
rechnung der Grobnerbasis nach Buchberger implizit eine Reduktion nach allen
bereits gefundenen Elementen steckt.

6.2 Voraussetzungen fur den Groébner—Walk

Wir betrachten eine Ore—Algebfa = k[X1,..., X,,] (D, 0:,0; ,i=1,...,n).
Die Eigenschaft “ordnungserhaltend” hangt nun von der gegebenen Monomord-
nung< ab; Ubersetzt in unsere Notation besagt sie fur alle

D;Xi = 0(Xi) D;j + 0;(Xi):
LM (0,(X,)) € k- X;, und LM (0;(X;)- D; > LM (§,(X;)) .

Eine Grundvoraussetzung daflr, dal3 die Argumentationen fir das Funktionieren
des Grobner—Walk tibernommen werden kdnnen, ist nattrlich, daf’ die Voraus-
setzung “ordnungserhaltend” bei den betrachtenden Monomordnungen erhalten
bleibt.

Seien also<, << Matrixordnungen und4, B die zugeordneten Matrizen, so ist
zunéchst zu zeigen, dal3 die Verfeinerung der durch die erste Zeilé gegebe-
nen Teilordnung durclB ordnungserhaltender Art ist:

Satz 6.1 Eine Ore—AlgebreD sei beziglich der Matrixordnungen zu den Matri-
zenA, B ordnungserhaltender Art. Dann ist auch die Ordnung, gebildet aus der
Leitform vonA, verfeinert durch die Ordnung ordnungserhaltender Art.

Beweis:Ordnungserhaltend heil3t, dal fir Unbestimiite) stets
DX =aXD+ P
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mit LM (P) < XD, «a € k* gilt.

Es entsprech& D dem Ordnungsvektar € [R" und die Terme vorP der endli-
chen Menge von Ordnungsvektor&nc IR".

Die erste Zeile: von A bezeichnet eine Linearform. Die duréhverfeinerte Ord-
nung entspricht damit der Matrixordnuiigj die entsteht, wen® zusatzlich die
Zeile a vorangestellt wird. WeiD beziiglichOrd (A) ordnungserhaltender Art ist,
folgtVr € R : ar < au.Im Falle der Gleichheit aber ergibt sich aus der Vorausset-
zung furB, dalvr € R : Br <j Bu. Damit folgtinsgesamtMq(P) <¢ XD,

was zu zeigen war. O

Dieses Resultat zeigt, dal? die erste neue Ordnung beim Grébner—Walk, die Ver-
feinerungA’ der Leitform vonA durch B, die Eigenschaft ordnungserhaltender
Art zu sein erhalt.

Ersetzen wir num durchA4’, so sind die weiteren Zwischenstationen Linearkom-
bination der Ausgangsmatrizen.

Satz 6.2 Eine Ore—AlgebreD sei beziglich der Matrixordnungen zu den Matri-
zen A, B ordnungserhaltender Art. Dann ist sie auch auf den zwischen diesen
Ordnungen liegenden Matrixordnungéh, 7 € [0, 1] ordnungserhaltender Art.

Beweis: Seien wiederX, D Unbestimmte undP so, dalBDX = aXD + P,
wobei LM (P) < XD, « € k* bezuglich der Zwischenordnungen zu zeigen ist.
Die ersten Zeilem, b von A resp.B sind Linearformen. Es entsprecheD dem
Ordnungsvektor: € IR" und die Terme vorP der endlichen Menge von Ord-
nungsvektorerk C IR".

Weil D bezuglich beider Ordnungen ordnungserhaltender Artisygilt ma]%((afr’)
re
sowiebu > ng((br).
re

Ist nunc = (1 — 7)a + 7b so folgt furr € [0, 1] sofortcu = (1 — 7)au + Tbu >
(1 —7)ar + 7br = cr¥Vr € R. O

Es ergibt sich sofort aus (6.1) und (6.2):

Korollar 6.3 Eine Ore—Algebréd sei beziiglich der Matrixordnungen zu den Ma-
trizen A, B ordnungserhaltender Art.
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Dann ist sie auch bezuglich aller im Grobner—Walk auftauchenden Zwischenord-
nungen ordnungserhaltender Art.

Eine weitere Bedingung ist das Erhalten der Zulassigkeit auf dem Pfad.

Satz 6.4 Bezuglich einer Ore—AlgebrR seien die Matrixordnungen zu den Ma-
trizen A, B zulassig. Dann sind auch die auf den zwischen diesen Ordnungen
liegenden Matrixordnunge@,, € [0, 1] zul&assig.

Beweis: Dies ist nach (6.3) dann erfillt, wenn die Zuléassigkeit einer Ordnung
auf D aus der Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein gefolgert werden kann. In
[KRW], p. 6, Lemma 1.5 wird fiir Algebren ordnungserhaltender Art gezeigt, dal3
LM (fg) =LM(f)-LM/(g), wobei “” die kommutative Multiplikation bezeich-

net. Induktiv gilt das auch fur Produkte mit mehreren Faktoren.

FurP,Q € M(D); R, R € M(D) gilt bezuglich einer ordnungserhaltenden Ma-
trixordnung: LM (RPR') = R- P - R'. Es folgt fur P,Q € M(D); R, R €
M(D)\ {0},

P<Q=LM(RPR)=R-P-R <R-Q-R =LM(RQR) ,

wobei die markierte Ungleichun=*g gilt, da die kommutative Multiplikation einer
Vektoraddition der zugehérigen Ordnungsvektoren entspricht, die ordnungserhal-
tend ist. Damit ist aber die Zulassigkeit gezeigt. O

Bis jetzt wurde gezeigt, dald der direkte Pfad zwischen Matrixordnungen “gang-
bar” ist. Ein Ergebnis ist also, dal3 Deformationstechniken wie der Grébner—Walk
grundsatzlich mdglich sind.

Als néchstes wird die naive Umsetzung des Grobner—Walks untersucht. Dabei
war das anfangs vorgestellte Paket einerseits sehr hilfreich um den Algorithmus
zu implementieren aber auch um die Resultate zu analysieren.

6.3 Grobner—Walk fur Algebren ordnungserhaltender Art

Bei der Adaption des Grobner—Walks gibt es zunéchst keine wesentliche Ande-
rung. Schritt 5, die Zwischenreduktion, wurde weggelassen und so verhindert, daf
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nicht liftbare Elemente die bereits gefundenen Polynome entstellen. Der Lift wird
mit der vollstdndigen Basis statt mit der Basis der Initialmonome durchgefihrt
(die ja keine Groébnerbasis mehr sein muf3).

Die Frage, ob der Lift im Schritt 6 wieder zu einer Grobnerbasis fuhrt, mufd im
allgemeinen leider negativ beantwortet werden. Interessant ist allerdings, dal3 es
in vielen Fallen dennoch gut geht. Wie gesagt fand ich ein Gegenbeispiel erst nach
erfolgreichen L&ufen in einigen Beispielen.

Das gefundene Gegenbeispiel wurde noch stark vereinfacht. Diese minimale Ver-
sion wird im folgenden Abschnitt diskutiert.

In der bisherigen Realisierung des Walks ist anzumerken, dal3 nach dem Liften
stets die urspriinglichen Basiselemente noch vorhanden sind, da auf das Reduzie-
ren im Schritt 5 verzichtet wird.

Folglich erzeugt die gefundene Basis jedenfalls noch das richtige Ideal. Ein Test,
ob eine Grobnerbasis vorliegt, sichert also zugleich, daf’ der vorherige Schritt ge-
klappt hat.

So erkennt das Programm zumindest, ob es erfolgreich war — was leider recht
aufwendig ist.

6.3.1 Ein Gegenbeispiel

Das hier analysierte Gegenbeispiel “lebt” in einer Ore—Algebra mit nur einem
Operator, dem Shift,, der Variablenn und einer zusatzlichen Variablan Wir
haben also die Ore—Algebra

D =@®x,n| (Sp,n+—n+1,0).

Start- und Zielordnung bezuglich der Variablgh,, n, =) seien gegeben durch die
Matrizen

2. 0 0
s =1o0o10],
00 1
2 2 2
Z = (o010
00 1
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Behauptung 6.5 Dann ist
G := {n2 +n,S, + nx}

eine reduzierte Grobnerbasis bezliglich der Startordnung.

Beweis: Eine Grobnerbasis liegt vor, wenn alle S-Polynome modzlpu Null
reduziert werden. Wir reduzieren alS@:? + n, S,, + nz) nachG:

S(n*+n,S, +nr) = Sp(n*+n)—n*S,+nx)

= ((n+1)2*+n+1)S,—n%S, —n’z
= 3nS,+2S, —n’z

Sn+nx

2B _3n2c — 2nx — nlx
n2+n n2+n
T —onPr — 2nx =5 0.

Somit haben wir eine Grobnerbasis. Die Nicht-Leitterme der Basiselemente sind
n,nz. Offenbar ist keiner davon Vielfaches eines der Leitte$pen?. Also ist
die Basis reduziert. O

Die Storterme erganzen das S-Polynom gerade so, daR der Faktern) ab-
spaltet. Im kommutativen Fall wiirde das S-Polynom nicht zu Null reduziert und
die Grébnerbasis hatte ein Element mehr.

Der kritische Punkt fir den Walk liegt hier bei= % ab der Leitform

(20 0)+3(2 2 2)=(2 1 1)beginntsich die Uberzahl von »
in S,, +nx auszuwirken. Im Polynom? +n andert sich der Leitterm nicht. Damit
2 11

erhalten wir als Zwischenordnung = | 0 1 0
0 0 1

Bezuglich dieser neuen Ordnung hat niirdie Darstellung{n? + n, nz + S, }.
Ein Leitpolynom hat sich geandert.

Die Initialpolynome vory; = n* + n undg, = nx + S,, sind nun
Iy = in(g1, M) = n*undly = in(gy, M) = nx + S,.
Das erste S-Polynom ist = nly — zl; = n.S,,.

Das S-Polynony, = S(s1,n?) = S(n?,nS,) = 2nS, + S, reduziert sich mit;
ZUsy = .5,,.
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Das S-Polynon}, = S(nx + S, s1) = S,n* — n%S, = 2nS, + S, wird mit s,
zu 0 reduziert.

Die Grobnerbasis der Initialpolynome ist dandit;,, = {n? nx + S,,,n.S,, S, }.
Beim Liften wird S,, zu S,, + nxz gehoben, es entsteht also kein neues Element.

Das Problem ist nicht das Liften ven, sondern daf3, dafir sorgt, dafd’;, zu 0
reduziert wird!

Das fehlende Basiselement ist, die korrekte Grobnerbasis berechnet sich zu
{n* +n,nz + S,,nS, +S,,5%}. Dies wird klarer, wenn der Buchbergeralgo-
rithmus mit den vollen Polynomen ausgefuhrt wird.

Dabei wird als erstes das S-Polynén= S(nz+S,,,n*+n) = nS, —nz erzeugt,
das sich zis; = nS,, + S,, reduziert.

Als nachstes wird das S-Polynoth = S(n? +n, 5) = S,(n? —n) — n(nS, +
Sn) = n%S, + 3nS, + 25, —n*S, — nS, = 2(nS, + S,) bestimmt, reduziert
sich aber offenbar zu 0, es ist ja gerade.

EsistS(nz + S,,nS, + S,) = S? + nz? + xS, 55 = S* + z(nx + S,), was zu
53 = S2 reduziert wird.

Diese direkte Gegenuberstellung der Erstellung der Grébnerbasis fir die vollstan-
digen Polynome und der korrespondierenden Rechnungen fir die Initialpolynome
zeigt, warumsS? nicht gefunden wird:

Die Initialpolynome generieren ein neues Elemen},(wahrend die entsprechen-

den Operationen mit den gelifteten Elementen wieder zu einem reduzierbaren Ele-
ment fuhren. Das ist zunéchst nicht so schlimm: das Resultat wird zu O oder zu
einem redundanten Element geliftet.

Dann sorgt aber das zuséatzliche Element im weiteren Verlauf daftr, daf3 ein Ele-
ment, das in der gelifteten Rechnung tatsachlich zu einem neuen Basiselement
fuhrt, nun zu Null reduziert wird. Wir haben hier also denselben Effekt, wegen
dem der Schritt 5, die Reduktion der Grébnerbasis der Initialpolynome problema-
tisch war. Hier findet die schadliche Reduktion aber implizit beim Abarbeiten des
Buchbergeralgorithmus statt.



74

6.4 Ausblick

Es gibt hier zwei Ausblicke. Der eine betrifft die Weiterentwicklung sithema-
tica—Pakete “Ore” und “OreAlgs”, der andere bezieht sich auf den Grobner—Walk,
zu dem auch ein Paket “Groebnerwalk” existiert.

6.4.1 DieMathematica-Pakete

Die Pakete sind sicher eine hilfreiche Unterstitzung fir den geneigten Anwender.
Die Benutzerschnittstelle und die Effizienz der Implementation ist allerdings noch
sehr ausbaubar. Auf die Schwachen bin ich im entsprechenden Kapitel eingegan-
gen, diese zu beseitigen wére sicher ein erstes Ziel.

Ob aber das Grundpaket auch bei optimaler Implementierung in reMethie-
matica-Quelltext jemals mit den existierenden Systemen in anderen Computeral-
gebrasystemen oder Programmiersprachen mithalten kann, ist zu bezweifeln.

Daher ware es denkbar die Pakete zu Schnittstellen zu Implementationen in ande-
ren Sprachen umzubauen oder zumindest zeitkritische Rechnungen auszulagern.

Eine Fulle von Erweiterungsmoglichkeiten als Versuchsplattform steht auch of-
fen. Insbesondere eine Einfihrung von Zahlern fir jegliche Operationen mit Ore-
Objekten um hardwareunabhangige Komplexitatsuntersuchungen zu ermaéglichen.

Ein berechenbares Kriterium fur die Zulassigkeit einer Matrixordnung auch fur
nicht ordnungserhaltende Algebren ware wiinschenswert.

Bei den hoheren Algorithmen kénnte man untersuchen, ob nicht auch fiir speziel-
le Ideale in Algebren nicht ordnungserhaltender Art eine Grobnerbasis gefunden
werden kann.

6.4.2 Der Grobner—Walk

Ausgehend von dem gefundenen Gegenbeispiel ist eine Abwandlung des Grobner—
Walks denkbar, bei der die stérenden zusatzlichen Terme entscharft werden.

Hierzu muRte in den Buchbergeralgorithmus eingestiegen und die Reduktion nach
den bisher gefundenen Basiselementen dort anders behandelt werden. So ist durch-
aus denkbar, dal3 man den Effekt aus dem Gegenbeispiel in den Griff bekommt.
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Sollte das prinzipiell nicht mdglich sein, kann weiterhin versucht werden, den
Test, ob der Schritt geklappt hat, effizienter zu machen (bisher werden alle S-

Polynome reduziert ohne irgendeine spezielle Information tber die Elemente aus-
zunutzen).

Eine weitere, hier nicht weiter verfolgte Idee ist das Untersuchen kommutativer
Grébnerbasen fur die Initialmonome (also simples Fortlassen aller Storterme).
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A Einfuhrung in die Benutzung der Pakete

Die folgenden Ausfuhrungen sind grofl3tenteils miiithematica Version 5.1 er-
stellt und anschlieRend impX-Format abgespeichert worden. Der Text dirfte
beweisen, dal3 die Unterstitzung dgXJFormates inMathematica noch ver-
besserungsfahig fst

Das Package Ore.m

Das MathematicaPaket' Ore.nt dient dem Umgang mit Ore-Algebren tlsgr

Es stellt etliche Operatoren dl8lack Boxe$ zur Verfligung, lalt aber auch be-
liebige Operatorvariablen unter Angabe edamdé zu. Eine Wirkung als Operator
kann man definieren, muf3 es aber nicht.

Ist jedem Operator eine Wirkung zugeordnet, kann man ein Operatorpolynom auf
einen AusdrucKk anwendeh. Der Ausdruck muf3 dabei nicht notwendig ein Po-
lynom sein.

Die Grundfunktionen sind:

- Deklaration von Operatoren,

- Addition, Multiplikation,

- Definieren verschiedener Ordnungen
- Vergleichen, Leitterme extrahieren.

Die Grundfunktionen

Wir laden das Paket und schauen die implementierten FunktionerMathe-
maticaerlaubt es, auf einfache Weise alle Funktionen anzuzeigen (Die Datei Ore.m
muf3 dabei firMathematicaauffindbar sein):

Need$' Ore™ |

Das Ergebnis des Aufruf¢Ore**” ist eine Tabelle aller implementierten Funk-
tionen:

’Bis Mathematica Version 5.0 wurdemMathematica—eigene Fonts verwendet, was besser aus-
sah. Dies wurde aufgrund der komplizierten Einbindung in Latex aufgegeben.



Delta
NextDegeneration
NextDegenerationVec

OMu
Operation
OPo
Ore
OreApply
OreCoefficientList
OreContent
OreCurrentMatrix
OreDeclareVariables

OreDefineDegLexOrder

OreDefineDiff
OreDefineDummy
OreDefineLexOrder
OreDefineOperator

OreDefineQDifferentiation
OreDefineReverseDeglLexOrder
OreDefineReverseLexOrder

OreDefineShift
OreEliminateContent
OreExponent

OreExtendedSPolynomial

OreGetMonomOrder
OrelnitialTerm
Orelnverse
OrelsMonicQ
OrelsObjectQ
OrelsUnitQ
OrelLeadingCoefficient
OreLeadingMonomial

OrelLeadingOperatorMonomial

OrelLeadingSummand
OrelLesserTerms
OreListOfOrderObjects
OreMapOnCoefficients
OreMonomial
OreMultiplication
OreNumberOfObjects
OreNumberOfOperators
OreNumberOfVariables
OreOne
OreOneMonomial
OreOperatorNames
OreOrderData
OreOrderedListOfObjects
OrePolynomial
OrePolynomialsToVectorList
OreRedefineMonomOrder
OreShowsStatus
OreSimplify
OreSimplifyCoefficients
OreSPoly
OreSummand
OreTerm
OreVarContent
OreVarEliminateContent
OreVariables
OreVarMonomialQ
OreZero
OreZeroSummand
Sigma
SolvableQ
SummandToVector

An einem Beispiel lernen wir, wie das Paket funktioniert.

77
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Ein exotischerer Kandidat einer ordnungserhaltenden Ore-Algebra

Die Objekte der haufigsten Ore-Algebren durften die Operatoren in der Tabelle
von F. Chyzalk& B. Salvy aus [ChySal] sein. Die Klassiker sind

- Differentiation (stetig),
- Shift (diskret) und
- g-Differentiation.

Diese algebraischen Objekte entsprechen (manchmal nicht eindentrghichen’
Operatoren. Dem algebraischen Objekt D aus der Differentialalgélr®k mit
DX=XD+1 entspricht eine lineare Operation (Dvirkt" auf ein p) auf Funktio-
nen:

Diff: f(X) | —f'(X),

Der Shift aus kn,S mit S n = (n+1)S entspricht der Wirkung:
fin] —f[n], f(n)| —f(n+1)

Nun finden sich unter den ordnungserhaltenden Ore-Algebren weit mehr als diese
" Ublichen Kandidateh.

Weder mussen dier; nur von einer Variablen abhangen noch homogen sein. Je
nach Monomordnung kénnen einige sogar den absoluten Grad erhdéhen.

Es mag dann zwar keine Entsprechung als Operatoren auf geeigneten Funktionen-
raumen mehr geben, dennoch ist es reizvoll auch diese Exoten zu untersuchen.
Die Ore-Algebra mit folgenden Substitutionshomomorphismen und den zugeh6-
rigen inneren Derivationen ist solch ein Beispiel:

o1 X1—=X1+X2"2, X2—X2
01 P(X1,X2)—P(X1,X5)-01(P)(X1,X2)

09: X1—X1-X2,X2—X2
9ot P(X1,X2)—P(X1,X5)-02(P)(X1,X52)

Diese Algebra soll nun mit Hilfe des Paketes Ore.m untersucht werden.



79

Deklaration der Unbestimmten

Zur Definition wird ein Symbol angegeben, das nur der Darstellung in der Aus-
gabe dient, und undé werden durch ihre Wirkung auf die Variablen definiert.
Da wir hier den Operatoren keine wirkliche Operation zuordnen wollen, wird als
letztes Argument eine Dummy-Funktion Ubergeben.

D, = OreDefineOperat@P1, {X1 — X1 + X2"2, X2 — X2},
{X1 — X2"2,X2 — 0}, #&|

D, = OreDefineOperat@d2, {X1 — X1 — X2, X2 — X2},
{X1 — X2,X2 — 0}, #&]

D1
D2

Das Zuweisen der Operatoren &R, D, ist wichtig, denn die Symbole D1, D2
dienen nur der Ausgabe und sind keine Ore-Polynome. Viele Ubliche Operatoren
sind bereits vordefiniert.

Wenn wir nun eine Liste der Objekte ausgeben lassen, sehen wir, dal? die auftau-
chenden Variablen automatisch als Unbestimmte registriert wurden:

OreOrderedListOfObjects
{D1,D2, X1, X2}

Ein Tip: Die automatische Ergéanzungsfunktion \Wathematica funktioniert auch
bei den Befehlen aus den nachgeladenen Paketen. Das erspart einerseits Tippar-
beit und bietet obendrein ein Menu der méglichen Erganzungen.

Eingabe von Ore-Polynomen

Zur Umwandlung gewdhnlicher Variablen in Ore-Polynome dient OrePolynomial,
kurz OPo. Dies ist noétig, da die Rechenfunktionen nur mit Ore-Objekten arbeiten.
Px= OPdX1 + X2]

X1+ X2

Die bei den Operatordefinitionen erhaltenen Objekte sind bereits Ore-Polynome.
Polynome baut man nun mittels der Multiplikation und der Addition auf. Die Ad-
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dition funktioniert, wie man es sich vorstellt:
Px+ D,
D1+ X1+ X2

Multiplikation

Far die Multiplikation wird der Befehl OreMultiplication, kurz OMu verwendet.
Produkte vonD; Mit den Variablen ergeben das ven zu erwartende Resultat:
{OMu[D,, OPdX1]], OMu[D,, OPdX2]]}

{X1D1 + X2?D1 + X2%, X2D1}

Multiplizieren wir an D, nacheinandeb, und (X1+X2), also Px, ergibt das:

P = OMu[D,, D5, PX

X1(D1D2) + X22(D1D2) + X2D1 + X2?D2

Die Ausgabe von P ist durch eine eigene Darstellungsfunktion lesbarer gehalten.
Die interne Darstellung offenbart d&fathematica-Befehl FullForm:

FullForm P]

OrePolynomidg|

OreSumman(X1, OreMonomialList|[1, 1], List[2, 1]]],
OreSumman@owefX2, 2],

OreMonomialList[1, 1], List[2, 1]]],
OreSumman2, OreMonomialList|1, 1]]],
OreSumman@®owefX2, 2], OreMonomialList[2, 1]]]]

Vergleiche, Abrufen und Andern der Ordnung

Die aktuelle Algebra mit der aktuellen Ordnung ist ordnungserhaltend. Den Test
darauf leistet der BefehlSolvableQ :
SolvableQ

True
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Die Defaultordnung auf den Monomen ist lexikografisch, wobei die Operatoren
groRer als die Variablen sind. Ansonsten gilt die Reihenfolge der Deklaration:

OPdX2] < OPdX1]

True

Wir merken uns die aktuelle (defaultmafiig lexikografische) Ordnung:
merk= OreGetMonomOrdé¢y

{{D1,D2, X1, X2},
{{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}}

Nun tauschen wir die Reihenfolge der Variablen in der lexikografischen Ordnung:
OreRedefineMonomOrdgiX2, X1, D,, D,}, IdentityMatrix{4]|

Nun ist X2 nicht mehr kleiner als X1:

OPdX2] < OPdX1]

False

Und die Algebra ist nun nicht mehr ordnungserhaltend!

SolvableQ

False

Nehmen wir nun eine Monomordnung, die naher an einer Gesamtgrad-Ordnung
liegt. Mit etwas Probieren kommt man auf die folgende Matrixordnung:

OreRedefineMonomOrdgD, , D, X1, X2},
{{3,3,3,1},{0,1,1,1},{0,0,1,1},{0,0,0,1}}]

SolvableQ
True

Die Ordnung spielt fir Grobnerbasen eine wichtige Rolle. Die Algorithmen hier-
fur befinden sich im PakétOreAlgorithms.ni . Schon jetzt kdnnen wir den fol-
genden Satz aus der Arbeit am vorliegenden Beispiel prifen:

A,B seien Matrizen zu Ordnungen bezuglich derer unsere Ore-Algebra ordnungs-
erhaltend ist. Dann ist die Leitform von A, verfeinert durch die Matrix B ord-
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nungserhaltend (Satz 6.1).

A = IdentityMatrix{4];
B ={{3,3,3,1},{0,1,1,1},{0,0,1,1},{0,0,0,1}};
F = Drop[Prepen@B, FirsA]], —1]

{{1,0,0,0},{3,3,3,1},{0,1,1,1},{0,0,1,1}}

OreRedefineMonomOrdgD, , D,, X1, X2}, F;
SolvableQ

True

Und weiter kdnnen wir einige Ordnungen zwischHed' und” B" nehmen, um
(6.3) zu testen. Wir betrachten zehn zuféllige Leitgewichte zwischen A[[1]] und
BI[[1]] und ergé&nzen sie durch B:

zuf = TablgRandonf|, {10};
gewichte= Map(# * FirsfA] + (1 — #) = Firs{ B]&, zuf];
Zwi = Map|Drop[Prepen@B, #|, —1]&, gewichté;

und testen die Solvable-Bedingung fur alle Ordnungen:

merk= OreGetMonomOrd¢}; Ergebnis= True,

Forfi = 1,7 < 10, i++,
OreRedefineMonomOrdgD;, D,, X1, X2}, Zwi([[i]]];
Ergebnis= Ergebnid:&SolvableQ

|; Ergebnis
OreRedefineMonomOrd@equence@ @metk

True

Dabei wurde darauf geachtet, die Monomordnung wieder herzustellen. Das ver-
meidet unliebsame Uberaschungen.

Hohere Algorithmen: Das Paket OreAlgorithms

Dieses Paket baut auf Ore.m auf, hier sind komplexere Algorithmen realisiert.
Need$' OreAlgorithms" |

Schauen wir uns die hinzugekommenen Funktionen an:
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?0reAlgorithms**
OreAlgorithms*
BaseGenerators OrelLeftGroebner
InfoMessage OrelLeftGroebnerLimited
OreAlgebrasVersion OreMonomialLCM
OreCheckExtended OreNormalForm
OreDivision OrePartDivision
OreDivisionExtended OreRandomPolynomial
OreExtendedLeftGroebnerLimited OreReduceExtendedGroebnerBasis
OreExtendedNormalForm OreReduceGroebnerBasis
OreExtendedSPoly OreReducePolynomial
OreGCD OreTopReduce
OrelsLeftGroebner OreTopReducibleQ

Es geht in erster Linie um Grobnerbasisberechnungen und Funktionen im Um-
feld davon. Fur Grobnerbasisberechnungen wird der (kaum optimierte) Algorith-
mus von Buchberger verwendet. Fur ordnungserhaltende Algebren funktioniert
das Verfahren garantiert.

Allerdings gibt es einen etwas ungewohnten Effekt: Eine Menge von Monomen
muf3 nun keine Grobnerbasis darstellen!

Wir betrachten in unserer exotischen Algebra folgende Monome:

OreRedefineMonomOrdgD, , D, X1, X2},

{{3,3,3,1},{0,1,1,1},{0,0,1,1},{0,0,0,1}}]
P = {D,,OMu[OP(X2], D>}, OPqX12]}

{D1,X2D2, X1%}

Bilden wir nun die reduzierte Grobnerbasis ...

G = OreReduceGroebnerBaisel eftGroebnégP])
{X1?, —X1X2% X2D2,X2% D1}

... S0 stellen wir fest, dalR neue Elemente auftauchen. Das beruht darauf, dafd
hier Potenzen von X2 generiert!

Gehen wir in die lexikografische Ordnung und betrachten ein anderes Ideal:
OreDefineLexOrder
P1= {D, + OPdX1],OMu[OPdX2], D,], OPdX1/2]}
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{D1+ X1,X2D2, X1%}
Timing[G = OreReduceGroebnerBajsel eftGroebngP1]]]
{0.146978Second{D1 + X1, X2D2, X1%, X2%}}

OreRedefineMonomOrdD, , D», X1, X2},

{{3,3,3,1},{0,1,1,1},{0,0,1,1},{0,0,0,1}}];
P1= OreSimplify/@P1

{X1 + D1, X2D2, X12}

Das Simplify ist hier wichtig: Es stellt die korrekte interne Darstellung nach einer
Ordnungsanderung wieder her. Die Darstellung des ersten Elementes hat sich in
der neuen Ordnung verandert!

Timing[G = OreReduceGroebnerBa§iseLeftGroebngP1]]|
{0.423936Second{(—1)D1? X2D2, X1 + D1, X2}}

Hier hat sich mit der Ordnung die Grobnerbasis geandert.

Erwahnenswert dirfte noch diextendet -Version der Grobnerbasisberechnung
sein. Sie versorgt uns noch mit einer Darstellung durch die alte Idealbasis. Das
Anhangsel Limited" bedeutet, dal? eine obere Schranke angegeben wird, bei der
die Berechnung weiterer S-Polynome abgebrochen wird:

EG = OreExtendedLeftGroebnerLimitgeil, 10]

{{X1+D1,{1,0,0}},{X2D2,{0,1,0}}, {X1? {0,0,1}},
{(=1)D1? + (=X2%)D1 + —X2% {X1 + (-1)D1,0, —1}},
{X2% {X2D2, —X1 + (—1)D1+ X2,0}}}

Wir testen es am letzten Element: Der erste Eintrag mul3 aus den Idealelementen
mit den Koeffizienten aus der mitgelieferten Liste hervorgehen:

L = Las{EG][[2]);

OMu[L[[1]], P[1]]] + OMu[L[[2]], PY[2]]]+
OMu[L[[3]], PA[[3]]]

X22

Das ist in der Tat der erste Eintrag. Die Extended-Versionen der anderen Befehle
arbeiten mit diesen Paaren statt mit einfachen Ore-Polynomen.
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Sehen wir nun, widMathematica -Befehle und die Befehle aus den Paketen beim
Rechnen Hand in Hand gehen.

Zusammenarbeit mit Mathematica

Problem:
Wir haben Funktionalgleichungen, in denen Shifts und Differenzieren vorkommt
und suchen eine Lésungsfunktion. Die Gleichungen sind zum Beispiel:

f(X,n+1)-X fX,;n) =0 und 3 f(X,n+2)- 4 X2 (X,n) = 0.

Vorgehen:

Durch Angabe einer geeigneten Termordnung lassen wir den Shift in der Grob-
nerbasis des Verschwindungsideales bevorzugt eliminieren. So erhalten wir eine
DGL, die mit Standardmethoden geldst wird.

Wir fangen ganz von vorne an:

Quit(];

Need$' OreAlgorithms" |;
NShift = OreDefineShifiSn n|;
Diff = OreDefineDiffDx, X];

Das sind die gewohnten Operatoren, die auf Ausdriicke anwendbar sind , z.B.
{OreApplyNShift, (X * n)"2], OreApplyDiff , (X * n)"2]}

{(1+n)2X? 202X}

Unsere Monomordnung soll den Shift hdher gewichten:
OreRedefineMonomOrdgiNShift, Diff, n, X },IdentityMatrix{4]]

Es folgen unsere Funktionalgleichungen (wobei nach X abzuleiten ist):

Al = NShift — OMu[OPd.X], Diff]

Sn+ (—X)Dx

A2 = 3NShift*2 — 40Mu[OPdX"2], Diff *2]

3SI? + (—4X?%)Dx?
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Berechnen der Grobnerbasis eliminiert hier den Shift."M#&rboselevel 1 wer-

den wir Uber den Fortschritt des Buchbergeralgorithmus unterrichtet. In kompli-
zierteren Beispielen konnte man so eventuell erkennen, dal’ gar nicht die ganze
Basis berechnet werden muf3.

GB = OreLeftGroebndfAl, A2}, 1]
As elemenB addedX?Dx* + (—3X)Dx =!=0to G.
{Sn+ (—X)Dx, 3SI + (—4X?2)Dx2, X2Dx2 + (—3X)Dx}

Hier sieht man: Die Variable X in dem neuen Basiselement kann man ausklam-
mern. Dieser Linksfaktor ist fur die Gleichung P*f=0 unerheblich.
Wir eliminieren ihn mit OreVarEliminateContent:

reduced= OreVarEliminateContefitas{GB]]
XDx* + (—3)Dx

Diesem Ore-Polynom entspricht eine Differentialgleichung, die mit Stanbifattle-
matica-Methoden behandelt werden karirOreApply' fuhrt uns inMathemati-
cas Welt zurlck:

DGL = OreAppGBJ[[3]], f[ X, n]]

—3X fAOIX, n] + X2 fEO[X, n]

Solution= DSolvgDGL == 0, f[X, n], X]

{f1X,n] — 1 X*C1] + C2}}

Hier finden sich zwei Konstanten. Diese hangen natirlich noch von n ab:
Solution= Solution/{C[t_] — C[t,n]}

{f[X.n] = 1X'C[L,n] + C12,n]}}

Wir wenden nun den Operator A1 an, um diese Konstanten durch Koeffizienten-
vergleich zu bestimmen:

Collec{OreApplyfAl, f[X, n]/.Solutior}, X]
{X*(—C[1,n] + iC[1, 14+ n]) + C[2,1 + n]}

Dies mul} identisch Null sein, es folgt C[2,n]=0 sowie c[1,n+1]=4*C[1,n], also
induktiv: c[1,n] = ¢ 4'n mit C[1,0]=c.
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Damit erhalten wir notwendig als Lésung:

{F} = f[X,n]l.Solution/{C[2,n] — 0,C[1,n] — C4*n}
{4~ X4}

Die Probe zeigt, dal3 unsere Lésung auch stimmt:
{OreApply{Al, F], OreApplyA2, F|}

{0,0}

B Implementation des Grobner—Walks und Beispiele

Das Paket “Grobner—Walk” selbst kann als Beispiel fir eine Anwendung des Pa-
ketes “OreAlgorithms” herhalten.

Zunéachst wird die Implementation gezeigt.

Ein Beispiel, wo der Walk versagt wurde bereits analysiert. Es folgen einige Falle,
in denen der Walk zum Ziel fihrt.



Der Grobner—Walk

Fur Ore Algebren, nachOn the WalK ,

Sicherstellen der Funktionen aus dem Paket OreAlgorithms

Need$' OreAlgorithms" |;

Die bendtigten Grundfunktionen

RefinedOrder[w_,B_]: Zur Ordnungsmatrix B und Gewichtsvektor w die
Matrix der Matrixordnung Ord(w,B) finden.

Hierzu wird aus der Matrix, die sich durch voranstellen vohan B ergibt, die
unterste Zeile gestrichen, fir die so eine nichtsingulare Matrix entsteht.

Im theoretischen Teil wird einfach einexnn+1 — Matrix verwendet. Die Imple-
mentation braucht aber eine quadratische, regulare Matrix.

CleafRefinedOrddr
RefinedOrddw_/;0r@ @ Threadw!=0]), B_/;De{B|=!1=0]:=
Modulg|

{l,n,Result,

I = n = Length BJ; (* Number of Line to drop *)

Result= Prepen{Drop[B, —1], w|;

While[DetiResult == 0,

n=n-—1;

Result=

Flatter{{w}, Tak¢B, (n — 1)], Drop[B, n]}, 1];

ReturrjResult;
I

88
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SortOrePolynomials: Eine Liste von Orepolynom nach Leitmonomen fallend
sortieren.

CleafSortOrePolynomials
SortOrePolynomial§&_ List verbosity_Intege]:=
Sor(G, #1 > #2&];

Takelnitials[G_List]: Aus einer Liste von Ore Polynomen die Initialterme
extrahieren.

CleafTakelnitialg;
Takelnitial§G_List:=
Map{OrelnitialTernj#|&, G);

INitGB[G_List]: Die Grobnerbasis der Initialformen der Ore Polynome aus
G bestimmen.

CleafInitGB];

InitGB[G_List, verbosity_Integef]:=
Modul€{ifo},

ifo = Takelnitial§G]; (* Get initial forms*)
OreLeftGroebnéifo|

I;

Interreduce: (zwischen-) Reduktion einer gegebenen Grobnerbasis.

Cleafinterreducg
InterreducéG_List v_:0]:=OreReduceGroebnerBalgis v);

Liftup[Gw,G, {order}]: Liften der Elemente aus Gw bzlglich einer reduzier-
ten Grobnerbasis G zur Matrixordnung {order}.

Hierzu wird beziglich der Ordnungordef’ eine Division mit Rest berechnet.
Dieser Rest ist dann zu subtrahieren, um ein Idealelemeni@usit dem glei-
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chen Leitterm zu erhalten.

CleaifLiftUp]|;

LiftUp [Gw_List G_List, {order__}, verbosity_Integef]:=
Modul€{oldorderret},

InfoMessaggverbosity 3, " Entering LiftUp? |;

oldorder= OreOrderDatf;
OreRedefineMonomOrderdet;

ret= Map[# — OreDivisiorn#, OreSimplify/@G][[1]]&,
OreSimplify/ @ GW;

OreRedefineMonomOrdeidordet;

ret = OreSimplify/@ret

i

NextDegeneration[G,v]: Eine Funktion aus dem Package Ore.

Diese Funktion bestimmt den Punkt w auf der Geraden von der Leitform der ak-
tuellen Monomordnung zum Zielgewicht v, an dem erstmals neue Monome im
w-Initialpolynomen eines Ore-Polynomes@ auftauchen. Wegen Zugriff auf In-
terna ist dies in Ore.m realisiert.

DoTheWalk [G,DestOrder]: Grobner—Walk zur Zielordnung DestOrder aus-
fuhren.
Achtung: Nach erfolgreicher Ausfiihrung ist die Zielordnung die aktuelle!

G muR eine reduzierte Grobnerbasis bezuglich der aktuellen Ordnung sein.
Defaultmalig wird getestet, ob der letzte Schritt erfolgreich war, verbosity -1
schaltet dies ab. Da der Walk nicht immer zum Ziel fuhrt, ist das nur zu emp-
fehlen, wenn man sich sicher ist.

CleafDoTheWalk;
DoTheWalk:! B singulaf = " Singular destination order matrix ‘1",

DoTheWalKG_List DestOrder_/;Matrix(DestOrdej;
verbosity_Integeft, maxsteps_:Infinity=
Modulg{aO, (* aO : Actual ordermatrix hers)

GG, (* The actual basis on the wat§}
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Gw, (* The initalforms of the elements of G§

Gwp, (* Sorted Gw'new giibnerbasg)

vars (* Current variable list)

A, (* Startorder*)

B = DestOrder(* Destination order)

v, (* The initialform of the destinationorde)

w, (* Initialform of actual order on the walk)

t, (* ratio from the last weight to the destinatih

step= 0(* actual step of the Walk)

h

CatcH

If[Det{ B]| == 0, MessagipoTheWalk:* B singlulat’ , B]; Abort]]];
InfoMessaggverbosity 3, " Entering DoTheWalk:, G, DestOrde}:

(* 1.Initialisation *)

{vars A} = {OreOrderDatg};
w = FirsfA]; v = Firs{B];

GG = G; (* Start with the given gibnerbase)
InfoMessaggverbosity 3, " Initialized: v,w,g=' , v, w, GGJ;

While[True, (* main loop *)

InfoMessagfverbosity 0,

Prin" Check, wether actual GG is still a @mer base:

Current Matrix is? , OreCurrentMatrix

If[OrelsLeftGroebnd6G], " It ist." , Print" No! Exit." |;
OreRedefineMonomOrdears A]; Throw{{" Walk failed!" , GG}|]];

step= step+ 1;

lastorder= OreOrderDatf; (* remember last order *)

a0 = RefinedOrddiv, B]; (* Next order: *)
OreRedefineMonomOrderrs ad; (* Setting the new ordet)
InfoMessagfverbosity 1," New order matrix is:
OreCurrentMatrix" ." |;

GG = (OreSimplify/@GG; (* Re — sort the objects)
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InfoMessaggverbosity 2, " last order" ,
{lastorde}|[[2]]//MatrixForm " actual order*
OreCurrentMatrix//MatrixFornt' Gb now:" , GGJ;

(*2. get the initialpolynomials *)
Gw = Takelnitial§GG|;
InfoMessaggverbosity 2, " Step 2, initial forms: , Gw|;

(*3. sort according to new ordé&)

Gwp = SortOrePolynomial&w];
InfoMessaggverbosity 2, " Step 3: Sorted, now Gwp5Gwp);

(*4. Calculate groebnerbasi¥

InfoMessagfverbosity 2, " Step 4: Calculating GB of initial];
Gwp = InitGB[Gwp, verbosity};
InfoMessaggverbosity 3, " It is:" , Gwp;

(* Interreduction leads to failures in nonconoase
(*5. interreductiorr)
Gwp = InterreducéGwp;

")

(*6. Lift to a grobnerbasis)
GG = Lift Up[Gwp, GG, {lastordet, verbosity;
InfoMessaggverbosity 2, " Step 6: Gwp now lifted: GG=, GG|;

(*7. interreductiort)
GG = InterreducéGG|;
InfoMessaggverbosity 2, " Step 7: Gwp reduced: GG5GG|;

(*8. are we ready*)
InfoMessagfverbosity 2, " Step 8: Ready?, w===v|;
If [w===v, ReturiGG|];

(*9. search new borde)
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{w, t} = NextDegeneratid®&G, v|;

InfoMessagfverbosity 2, " Step 9: New weight determinéd;
InfoMessagf@verbosity 3," t=",¢," weight=" , w];
If [t==2, ReturfiGG|];

(*10.prepare next iteratioh)

(fw = (1-t)w +tv;*)

InfoMessagfverbosity 3, " Next weight vector: w=, w;
If [step>=maxstep&eturri]];

InfoMessaggverbosity 2, " Entering iteratior' , step+ 1];
]; * While *)

]

J;

Beispiele, in denen der Grobner-Walk funktioniert.

In den betrachteten Beispielen handelt es sich um Differential/Shift-Algebren.

Need$' GroebnerWalk' |

Diff = OreDefineDiffDx, z|;

NShift = OreDefineShifiSn n];
{Varlist, Mat} = OreGetMonomOrdé¥

{{Dx,Sn z,n},{{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}}

Ein kleines Beispiel:

Wir definieren ein Ideal, repréasentiert durch zwei erzeugenden Elemente.

G1 = OMu[NSHhift, OPdz"2]];
G2 = OMu[OPdz], Diff] + OPdn"2];
Ideal= {G1, G2}

{z*Sn zDx + n?}

Unsere Zielordnung soll die gradlexikografische mit Dx>Sn>x>n sein.
Wir schauen uns vorab das Ergebnis an.
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c2={{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0}, {0,0,0,1}}

V = {Diff, NShift, z,n};

OreRedefineMonomOrd@f, C2); (* Gradlex Ordnung definierert);
Ideal= OreSimplify/@Ildeal (* Idealelemente normalisiereh);
Timing[GBneu= OrelLeftGroebnerLimitejideal 11

GBneu= OreReduceGroebnerBagiBney

{{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}

{0.282957Second{z%Sn zDx + n?,
(—n%z)Sn+ (—2nx)Sn+ zSn (—n?)Sn+ (—4n3)Sn+ (—3n?)Sn+ (2n)Sn}}

{(—n")Sn+ (—4n®)Sn+ (—3n?)Sn+ (2n)Sn,
(—n%z)Sn+ (—2nx)Sn+ zSn 22Sn xDXx + n?}

Die Basis in unserer Zielordnung C2 hat also vier Elemente.

Bezuglich der lexikografischen Ordnung mit n>x>Sn>Dx allerdings ist die Grob-
nerbasis ganz einfach, wir wechseln wieder in die Startordnung und lassen sie
ausrechnen:

C1= {{o,0,0,1},{o0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0} };
OreRedefineMonomOrd@f, C1];
Ideal = OreSimplify/@Ideal

Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimitejideal 11
{0.024996Second{z*Sn n? + xDx}}

In der Tat reduziert sich das einzige S-Polynom zu Null:
Spol= OreSPolyideal[1]], Ideal[2]]]

(—2nx?)Sn+ (—23)(DxSN) + (—22)Sn

OreDivisior{Spol Ideal

{0,{2n + zDx + —1,0}}

Nun schauen wir, was der Grébner—-Walk macht. Wir lassen uns Startordnung,
Zielordnung und aktuelle Ordnung anzeigen:

{C1//MatrixForm C2//MatrixForm MatrixForm/@OreGetMonomOrdgy
Ideal}
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00 01 1111 Dx 00 01
0010 0100 Sn 0010
{ 0100’1 0O0T1O0 3 T "1 01 00 b
1 000 00 01 n 1 000
{2?Sn n? + zDx}}

Nun gehen wir in die Startordnung und “schreiten” zur Zielordnung. Mit Verbo-
sity 3 lassen wir uns Informationen tUber den Ablauf des Algorithmus geben.

OreRedefineMonomOrdgéf, C1];
Ideal = OreSimplify/@Ideal
GB = DoTheWalKldeal C2, 3]

Entering DoTheWalKz2Sn n? + zDx}
{{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}

Initialized: v,w,g<1,1,1,1}{0,0,0,1}{z?*Sn n* + zDx}

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0}}

Itis.
New order matrix isf{0,0,0,1},{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0}}.
0 001 0 001
: 0 . 11 2 2
last order: 0100 actual order: 0100 Gb now:{z*Sn n*+
1 000 0010
xDx}

Step 2, Initial formsfz2Sn n?}

Step 3: Sorted, now Gwg=z*Sn n?}

Step 4: Calculating GB of initials:

Itis:{z?Sn n?}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG&2Sn n? + zDx}
Step 7: Gwp reduced: GGr? + zDx, 2?Sn}
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Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.
t=1 weight={1,1,1,1}

Next weight vector: w1, 1,1, 1}
Entering iteratior2

Check, whether actual GG is still a &mer base: Current matrix is:
{{0,0,0,1},{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0}}

Itis.
New order matrix is{{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}.
0 001 1111
11111 10100 _ 2 2
last order: 0100 actual order: 0010 Gb now:{xDx+n?, x*Sn}
0010 0 001

Step 2, Initial formsfzDx + n?, 22Sn}
Step 3: Sorted, now GwgzDx + n?, 22Sn}
Step 4: Calculating GB of initials:

Itis:{zDx + n? z%Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—z)Sn n'Sn+ (4n®)Sn+ (3n*)Sn+ (—2n)Sn}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG&rDx + n?, z2Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—z)Sn n*Sn+ (4n®)Sn+ (3n*)Sn+ (—2n)Sn}

Step 7: Gwp reduced: GGr*Sn+ (4n*)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—x)Sn z2Sn xDx + n?}

Step 8: Ready? True

{n*Sn+ (4n3)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—x)Sn z2Sn xDX + n?}

OrelsLeftGroebnd6B|
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True

Ein Blick auf die Daten zeigt, dafl3 wir uns nun in der Zielordnung befinden und
die gefundene Basis mit dem vorab bestimmten Ergebnis tbereinstimmt:

{MatrixForm/@OreGetMonomOrdgrGB}

Dx 1 111
1 ‘
H in : 8 0 (1) 8 b A{n*Sn+ (4n*)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn
n 0 001

(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—z)Sn 22Sn DX + n?}}
Wir kénnen also direkt wieder zuriicklaufen:
GBzur= DoTheWalKkGB, C1, 3]

Entering DoTheWalKn?Sn+ (4n®)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn,
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—x)Sn 22Sn xDx + n?}
{{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0} }

Initialized: v,\w,g<0,0,0,1}{1,1,1,1}{n*Sn+ (4n3)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—z)Sn z2Sn DX + n?}

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{1,1,1,1},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}

Itis.
New order matrix is{{1,1,1,1},{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0}}.
1 111
, 100 _
last order: 0010 actual order:
0 001
1 1 11
000 1 o ) )
00 10 Gb now:{n*Sn+ (4n*)Sn+ (3n*)Sn+ (—2n)Sn
0100
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—x)Sn z2Sn n? + xDx}

Step 2, Initial formsfn?Sn (n?z)Sn 22Sn n? + zDx}
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Step 3: Sorted, now Gwgs*Sn (n’z)Sn 2°Sn n? + rDx}

Step 4: Calculating GB of initials:

Itis:{n*Sn (n*z)Sn x2Sn n? + zDX, (—2nz)Sn+ zSn zSn, (—n)Sn}
Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GGE*Sn+ (4n3)Sn+ (3n?)Sn+ (—2n)Sn
(n?z)Sn+ (2nx)Sn+ (—x)Sn 22Sn n? + xDx, 0,0, 0}

Step 7: Gwp reduced: GG=2Sn n? + zDx}
Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

t=1 weight={0,0,0, 1}

Next weight vector: w#0, 0,0, 1}

Entering iteratior2

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{1,1,1,1},{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0}}

Itis.

New order matrix isf{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0} }.

1 111 0 001
10001 _ 01 fo2Gm 2
last order: 0010 actual order: 0100 Gb now:{z*Sn n*+
0100 1 000
xDx}

Step 2, Initial formsfz2Sn n?}

Step 3: Sorted, now Gwgd=zSn n?}

Step 4: Calculating GB of initials:

Itis:{z?Sn n?}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GGE2Sn n? + zDx}
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Step 7: Gwp reduced: GGr? + zDx, z2Sn}
Step 8: Ready? True
{n?* + xDX, 2*Sn}

Es hat geklappt! Ein Blick auf Schritt 6 im ersten Durchlauf zeigt, dal3 drei Ele-
mente der Grobnerbasis der Initialpolynome nicht geliftet wurden.

Wirde Schritt 5 ausgefuhrt werden, also die Basis der Initialpolynome reduziert
werden, hatte das vorletzte Element der Basis nach Schritt 4 das EleASmt
eliminiert. Damit ware die gefundene Basis unvollstandig!

{C1//MatrixForm C2//MatrixForm MatrixForm/@OreGetMonomOrdgs
GBzur}

000 1 1111 Dx 000 1
0010 0100 Sn 0010 ) ,
ot1oo0l'loorols |'|o1o0o|hnteDxaSnt

100 0 000 1 n 1000

Hier haben wir also ein Beispiel, wo der Grobner—Walk korrekt Basen unter-
schiedlicher Langen ineinander tberfuhrt.

Ein weiteres kleines Beispiel:

Das folgende Beispiel kdnnte sich ergeben, wenn man Funktionen f(x,n) sucht mit
f(x,n+1)=x f'(x,n) und n X2 f"(x,n)=f(x,n+2).

N1 = OMu[OPdz], Diff] — NShift;
N2 = OMu[OPdnz"2], Diff 2] — NShift'2;
Ideal= {N1,N2}

{xDX + (—1)Sn (na?)Dx? + (—1)Sr*}
Wie in der Einfihrung untersuchen wir das Verschwindungsideal.

Wir berechnen die Grébnerbasis bezuglich der lexikografischen Ordnung:

OreDefineLexOrder

{Varlist, C1} = OreGetMonomOrdé}; {MatrixForm{Varlist|, MatrixFormC1]}
Ideal= OreSimplify/@Ideal

Timing[GBneu= OrelLeftGroebnerLimitejdeal 11]]
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GBstart= OreReduceGroebnerBaiBney

Dx 1000
Sn 0100

e |'loo1o]
n 0001

{xDX + (—1)Sn (nz?)Dx? + (—1)Sr*}

{0.376943Second{zDx + (—1)Sn (nx?)Dx> + (—1)Sr?,
(—n)SI* + SI* + nSn Si’ + (—1)Sr¥, Sr*, nSn}}

{xDx + (—1)Sn Sr*, nSn}

Hier sieht man ziemlich leicht, dal3 nur die Nullfunktion das Ausgangsproblem
|6st. Aber sehen wir davon einmal ab.

Nun wird so eliminiert, dal3 moglichst ein Ausdruck in x, Dx Ubrigbleibt: also, Sn,
n bekommen hohe Prioritéat, x und Dx kommen am Schluf3.

c2= {{o,1,0,1},{0,0,1,0},{1,0,0,1},{1,0,0,0} };
C2//MatrixForm

OreRedefineMonomOrdéf, C2|;

Ideal= OreSimplify/@Ildeal

Timing[GBneu= OrelLeftGroebnerLimitejideal 11
GBneu= OreReduceGroebnerBagiBney

01 1
0
0
0 0

{0.678897Second{(—1)Sn+ xDx, (—1)Sr? + (nz?)Dx?,
(—nx?)DX? + 22Dx* + zDX, (—23)DX® + (—222)Dx?, 2°Dx? + xDX, (nz)Dx} }

{(nz)DX, (—1)Sn+ xDx, 2°Dx* + xDx}

— = O
O = O
o = O

Das war die direkte Berechnung. Nun gehen wir zurtick zur lexikografischen Ord-
nung, und probieren den Walk, diesmal werden drei Iterationen gebraucht:

OreDefineLexOrder
Result= DoTheWalKGBstart C2, 2, 5]



Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:

{{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}

Itis.

New order matrix is{{1,0,0,0},{0,1,0,1},{0,0,1,0},{1,0,0,1}}.
0 0

last order: actual order:

O = OO
o O

S O O

1
0
0

—_

Gb now: {zDx + (—1)Sn Sr*, nSn}

_ o O =
o~ O O
_ o = O

S O = O

Step 2, Initial formsfzDx, Sr?, nSn}

Step 3: Sorted, now Gwg=zDx, SI¥, nSn}

Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GGErDx + (—1)Sn Sr, nSn}
Step 7: Gwp reduced: GGzDx + (—1)Sn nSn Sr¢}
Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

Entering iteratior2

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:

{{1,0,0,0},{0,1,0,1},{0,0,1,0},{1,0,0,1}}

Itis.
New order matrix is{{3, 1,0, 5},{0,1,0,1},{0,0,1,0},{1,0,0,1}}.
1 000
10101 ]
last order: 00 1 0 actual order:
1 001

101
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Gb now:{(—1)Sn+ xDx,nSn Sr¢}

— O ONl=
S O ol
O~ OO
—_ O =

Step 2, Initial formsf(—1)Sn+ zDx, nSn Sr¥'}
Step 3: Sorted, now Gwg£—1)Sn+ xDx, nSn Sr¢}
Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GG=
{(~1)Sn+ xDx,nSn Sr?, (—2?)Dx? 4 (—x)DX, (nz)Dx}

Step 7: Gwp reduced: GGnz)DX, (—22)Dx? + (—z)DX, (—1)Sn+ xDx}
Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

Entering iteratiors

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:

{{272’072} {0 071}7{0707170}7{1707071}}

Itis.
New order matrix is{{0, 1,0, 1},{0,0, 1,0}, {1,0,0,1},{1,0,0,0}}.
5 35 0 3 0101
last order: 8 [1) (1) [1) actual order: (1) 8 (1) (1)
0 01 1 000

Gb now:{(nx)lD X, (—x?)Dx* + (—z)Dx, (—1)Sn+ xDx}
Step 2, Initial formsf (nz)Dx, (—2?)Dx* + (—x)Dx, (—1)Sn}

Step 3: Sorted, now Gwg#nz)DX, (—x2)Dx? + (—2)Dx, (—1)Sn}

Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GGEnx)DX, (—2?)Dx* + (—z)DX, (—1)Sn+ xDx}
Step 7: Gwp reduced: GG£nz)DX, (—1)Sn+ xDx, (—2?)Dx* + (—z)Dx}
Step 8: Ready? True
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{(nz)DX, (—1)Sn+ xDx, (—2?)Dx* + (—z)Dx}
Probehalber laufen wir nochmals zuriick:
DoTheWalKkResult C1]

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{0,1,0,1},{0,0,1,0},{1,0,0,1},{1,0,0,0}}

Itis.

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{0,1,0,1},{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0}}

Itis.

Check, whether actual GG is still a &mner base: Current matrix is:
{{%7 %a 07 %}7 {17 Oa 07 0}7 {07 17 Oa 0}7 {07 07 17 O}}

Itis.

{xDx + (—1)Sn Sr*, nSn}

Und wir sind wieder zurtickgelangt!
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