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1 Einleitung
1.1 Einfithrung in das Thema der Arbeit

Der Stochastikunterricht bietet eine Fiille interessanter und unverwechselbarer Lerngele-
genheiten und kann aufgrund seiner natiirlichen Anwendungsorientierung einen wichtigen
Beitrag zur Allgemeinbildung liefern. Als ,,charakteristische Ideen* des Stochastikunter-
richts benennt Schupp das Schéitzen und das Testen sowie als Hilfsidee die Simulation
(Schupp 2004, S. 7). Es ,,wird gegenwirtig nicht mehr bestritten, dass der sinnvolle Um-
gang mit Zufalls- und Massenerscheinungen [...] unverzichtbarer Bestandteil eines genii-
gend reichen und differenzierten Weltbildes sowie entsprechender Handlungskompetenz
sein muss.* (Schupp 2004, S. 4) Dennoch zeigt sich in der schulischen Praxis sowohl auf
Lehrer- wie auch auf Schiilerseite eine nur ,,médBige Beliebtheit der Stochastik im mathe-
matischen Unterrichtsangebot.” (Wickmann 1998, S. 47)

Neue Moglichkeiten fiir die Gestaltung des Stochastikunterrichts ergeben sich durch den
Computereinsatz. Speziell fiir den Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist hier die
Verwendung von dynamischen Lernumgebungen und Computersimulationen zu nennen.
Die aktuelle Entwicklung geeigneter, an den Zielen und Erfordernissen der Statistik- und
Stochastikausbildung orientierter Softwarelosungen wie z. B der Werkzeugsoftware
FATHOM, korrespondiert hierbei mit der verbesserten technischen Ausstattung der meisten
Sekundarstufenschulen in Deutschland. Die Simulation von Zufallsexperimenten bietet
die Moglichkeit eines experimentellen Zugangs im Stochastikunterricht. Die Simulatio-
nen entlasten von Kalkiil sowie von Theorie, so dass die wichtigen Titigkeiten der Mo-
dellierung und der Interpretation in den Mittelpunkt riicken konnen. Es ist davon auszu-
gehen, dass der Stochastikunterricht tiber den Einsatz von dynamischen Lernumgebungen
und Simulationen inhaltsreicher, abwechslungsreicher und damit interessanter und moti-
vierender gestaltet werden kann.

Durch die Unterstiitzung von Computern erlangen Simulationen im Bereich der Sto-
chastik, aber auch in vielen anderen Bereichen der Wissenschaft und der Gesellschaft eine
zunechmende Bedeutung. Dennoch kommen Computersimulationen im Schulunterricht
derzeit kaum vor. Uber die Integration von Computersimulationen wird der Stochastikun-
terricht der steigenden Bedeutung dieser Methode innerhalb der Mathematik wie auch in
vielen anderen Bereichen der Wissenschaft gerecht. Damit liefert die Verwendung von
Computersimulationen im Stochastikunterricht neben der methodischen und der lernpsy-
chologischen Komponente auch einen wichtigen inhaltlichen Beitrag mit allgemein bil-
dendem Charakter.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ein Unterrichtskonzept fiir den Leistungskurs
Stochastik in der gymnasialen Oberstufe entwickelt, bei welchem Computersimulationen
und Lernumgebungen mit der Software FATHOM iiber das gesamte Kurshalbjahr unter-
stiitzend eingesetzt werden. Der experimentelle Zugang zur Wahrscheinlichkeit ergénzt
den theoretischen Zugang und soll im Sinn eines handlungsorientierten Lernens die Moti-
vation der Schiilerinnen und Schiiler férdern. Uber den Computereinsatz sollen Unter-
richtsphasen selbststindigen Lernens am Computer initiiert werden, welche den i. a. vor-
herrschenden lehrerzentrierten Unterricht im Fach Mathematik aufbrechen sollen.

Das vorgestellte Projekt benutzt Leitideen, Aufgabentypen und Untersuchungsmethoden,
die zu groBen Teilen im Rahmen der Zusammenarbeit in der Fachgruppe von Prof. Dr.
Rolf Biehler an der Universitidt Kassel erarbeitet worden sind. In dieser Arbeitsgruppe
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werden bereits seit ldngerer Zeit Konzepte und Materialien fiir eine innovative Statistik-
ausbildung entwickelt (Kombrink und Biehler 2002; Biehler 2003; Biehler und Kombrink
2004; Maxara 2006). Diese werden im Rahmen verschiedener Lehrveranstaltungen an der
Universitdt Kassel erprobt und eingesetzt, insbesondere in der Vorlesung ,,Elementare
Stochastik* fiir Lehramtsstudenten (Grund-, Haupt- und Realschule). Der Autor selber ist
Lehrer fiir die Facher Mathematik, Physik und Informatik an dem Kasseler Oberstufen-
gymnasium Jacob-Grimm-Schule und hat iiber einen lingeren Zeitraum im Rahmen einer
Abordnung an die Universitit Kassel in der Arbeitsgruppe mitgearbeitet.

Das erstellte Kurskonzept orientiert sich inhaltlich am Lehrplan des Landes Hessen fiir
den Leistungskurs Stochastik (Kultusministerium Hessen 2003). Als weitere Grundlage
fiir die Entwicklung des Unterrichtskonzepts dienen die Unterrichtsvorschlige und das
Aufgabenmaterial etablierter deutscher Schulbiicher fiir den Stochastikkurs in der gymna-
sialen Oberstufe (Barth und Haller 1983; Strick 1998; Bigalke, Kohler et al. 2002; Baum,
Brandt et al. 2003; H. Griesel, H. Postel et al. 2003), sowie Aufgabenvorschlige und Ges-
taltungsvorschldge angelsichsischer Lehrbiicher (Wild und Seber 2000; Rossman, Chance
et al. 2001a; Erickson 2002). Neben der Einbettung des Computereinsatzes in den Sto-
chastikunterricht werden aktuelle Erkenntnisse der deutschen Mathematikdidaktik aufge-
griffen. Insbesondere wird versucht, die Aufgabenstellungen moglichst schiiler- und an-
wendungsorientiert zu wihlen. Mit der Verwendung von Computersimulationen wird eine
zentrale Forderung des Arbeitskreises Stochastik zur Gestaltung des Stochastikunterrichts
umgesetzt (vgl. Arbeitskreis Stochastik der GDM 2003, S. 26).

Das Unterrichtskonzept enthilt drei Schwerpunktsetzungen:
¢ Einstieg in den Stochastikkurs mit Simulationen
¢ Binomialverteilung
e Das Testen von Hypothesen

Zu den drei Schwerpunktthemen stehen unter den ,,Kasseler Online-Schriften zur Didak-
tik der Stochastik® kommentierte Unterrichtsmaterialien zur Verfiigung (Meyfarth
2006a). Das Unterrichtskonzept wurde bereits mehrfach erfolgreich an den Kasseler
Gymnasien Albert-Schweitzer-Schule und Jacob-Grimm-Schule unterrichtet und hierbei
sukzessive verbessert. Den in dieser Arbeit geschilderten Durchgang hat der Autor selber
unterrichtet.

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich in der Darstellung und der Analyse auf den Ein-
stieg in den Stochastikkurs mit Simulationen und computergestiitzten Lernumgebungen,
im Folgenden stets als ,,Simulationsvorkurs‘ bezeichnet. Im Rahmen des Simulationsvor-
kurses sollen die Schiilerinnen und Schiiler in 15 Unterrichtsstunden die selbststiandige
Erstellung von Computersimulationen mit der Software FATHOM erlernen. Der Erwerb
der Simulations- und Fathomkompetenzen wird auf inhaltlicher Seite verkniipft mit dem
Wahrscheinlichkeitsbegriff, mit dem Gesetz der grolen Zahl, sowie mit weiteren sto-
chastischen Grundlagen. Bei der ausfiihrlich vorgestellten Konzeption, Durchfithrung und
Analyse des Simulationsvorkurses muss die Zielvorstellung eines durchgéngig computer-
unterstiitzten Kurshalbjahres Stochastik stets mitgedacht werden. Die entwickelten Unter-
richtskonzepte zur Binomialverteilung und zum Testen von Hypothesen werden in der
Arbeit kurz vorgestellt.

Das Forschungsprojekt reiht sich ein in internationale Bemiihungen zur Entwicklung ei-
ner computergestiitzten Statistikausbildung. Hierbei existieren insbesondere im angel-
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sdchsischen Bereich Lehrbiicher, welche Vorschldge zum Einsatz von Computern in der
Statistikausbildung an der High School oder am College machen (Rossman, Chance et al.
2001b; Erickson 2002). Thematisch werden in diesen Lehrbiichern die beschreibende
Statistik, die Explorative Datenanalyse, die Wahrscheinlichkeitstheorie und die beurtei-
lende Statistik erfasst. Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie und der beurteilenden
Statistik erfolgt der Computereinsatz iiber die Einbeziehung von Simulationen und vorbe-
reiteten Lernumgebungen.

Die beiden genannten angelsdchsischen Lehrwerke setzen die Software FATHOM ein. Die-
se Software erfiillt hervorragend die von Biehler (1997) formulierten Kriterien fiir eine
didaktisch sinnvoll einsetzbare Software im Stochastikunterricht. Sie ldsst sich leicht
erlernen und verfiigt tiber die Mdoglichkeit einer einfachen grafischen Darstellung statisti-
scher Daten in verschiedenen Darstellungsarten. Vor allem ermoglicht sie die selbststédn-
dige Modellierung stochastischer Problemstellungen iiber Simulationen sowie die Ver-
wendung von vorbereiteten Lernumgebungen, mit denen die Schiilerinnen und Schiiler
interaktiv arbeiten konnen.

Wihrend fiir die Gestaltung einer computergestiitzten Statistikausbildung bereits zahlrei-
che Entwicklungsvorschlédge existieren, ist der Stand der empirischen Forschung iiber den
Ablauf und die Wirksamkeit computerunterstiitzten Unterrichtens noch vergleichsweise
gering (Biehler 1991; Mills 2002). Insbesondere fehlen kritische Untersuchungen zum
computergestiitzten Lernen, welche zum einen die Probleme erfassen, die durch den Ein-
satz des Computers neu entstehen und zum zweiten die Auswirkungen des Computerein-
satzes auf den Kompetenzerwerb der Schiilerinnen und Schiiler untersuchen.

Im nationalen Kontext stellt die vorliegende Arbeit zum Einsatz der Software FATHOM
tiber Simulationen und dynamische Lernumgebungen im Kurshalbjahr Stochastik der
gymnasialen Oberstufe eine Pilotstudie dar. Zum Computereinsatz im Stochastikunter-
richt der gymnasialen Oberstufe existieren in Deutschland einzelne Vorschldge, insbe-
sondere zum Einsatz von Simulationen im Stochastikunterricht (Sedlmeier und Kohlers
2001; Biehler 2003). Zur Verwendung von Lernumgebungen und von eigenstindig er-
stellten Computersimulationen mit der Software FATHOM in der gymnasialen Oberstufe
unter den vom Lehrplan und von der Schulorganisation vorgegebenen Rahmenbedingun-
gen gibt es bislang keine empirischen Untersuchungen.

Die Ziele der Arbeit liegen auf zwei miteinander verkniipften Ebenen:

1. Es soll ein praktisch umsetzbares Unterrichtskonzept mit geeigneten Unterrichtsmate-
rialien fiir den Simulationsvorkurs entwickelt werden. Dieses Unterrichtskonzept
wird im Rahmen der Arbeit ausfiihrlich vorgestellt sowie didaktisch und methodisch
begriindet. Auch fiir den weiteren Verlauf des Kurshalbjahres sollen Vorschlidge ge-
macht werden, wie die erworbenen Kompetenzen im Umgang mit der Software
FATHOM bei den Unterrichtsschwerpunkten ,,Binomialverteilung und ,,Testen von
Hypothesen* geeignet genutzt werden konnen.

2. Im Rahmen empirischer Untersuchungen soll die Wirksamkeit des Unterrichtskon-
zepts zum Simulationsvorkurs analysiert werden, um Stirken und gegebenenfalls
weitere Entwicklungsmoglichkeiten des Unterrichtskonzepts und des Unterrichtsma-
terials zu identifizieren.

Die empirischen Untersuchungen sollen sich an folgenden, hier grob formulierten

Fragestellungen orientieren:

=  Wie gelingt der Erwerb der Simulations- und Fathomkompetenzen im Simulati-
onsvorkurs?



4 Kapitel 1 Einleitung

»= Wie gelingt die Verkniipfung der Computersimulation mit der inhaltlichen Seite
des Simulationsvorkurses?

=  Welche Auswirkungen hat das Unterrichtskonzept auf die Motivation der Schiile-
rinnen und Schiiler?

= Wie gestalten sich die Phasen des selbststindigen Lernens und Arbeitens am
Computer?

Hiermit verfolgt die Arbeit einen stark unterrichtspraktischen Ansatz. Das methodische
Vorgehen ist im Bereich einer Design-Research-Studie angesiedelt (Collins, Joseph et al.
2004, S. 18): ,,Design-Experiments were developed as a way to carry out formative re-
search to test and refine educational designs based on principles derived from prior re-
search.” Die Methode der Design-Research-Studien geht zuriick auf Brown (1992) und
Collins (1992). Charakteristisch fiir Design-Research-Studien ist die Entwicklung, Erpro-
bung und Untersuchung innovativer Lernarrangements im Praxiseinsatz. Die empirischen
Untersuchungen und die dabei gewonnen Erkenntnisse werden wiederum zu einer Wei-
terentwicklung der Lernarrangements genutzt. Dieser Zirkel kann mehrfach durchlaufen
werden. Neben der Weiterentwicklung der Lernarrangements werden im Rahmen der
empirischen Untersuchungen auch theoretische Erkenntnisse iiber die Lernvorginge ent-
wickelt oder bereits bestehende Theorien verfeinert (Collins, Joseph et al. 2004, S. 19):
,Design research should always have the dual goals of refining both theory and practice.
Ahnliche Vorschlige zur unterrichtspraktischen Ausrichtung von Forschungsvorhaben in
der Mathematik-Didaktik finden sich bei E. Wittmann (1995) sowie im Bereich der Akti-
onsforschung (Elliot 1981; Altrichter und Posch 1998).

Fiir die vorliegende Arbeit haben mehrere Voruntersuchungen stattgefunden, in denen
sowohl das Unterrichtskonzept als auch die empirischen Untersuchungsmethoden weiter-
entwickelt wurden. Diese Voruntersuchungen sind nicht Gegenstand der vorliegenden
Ausfiihrungen. Die Arbeit konzentriert sich auf die ausfiihrliche Darstellung und Begriin-
dung des in der Hauptuntersuchung verwendeten Unterrichtskonzepts zum Simulations-
vorkurs sowie auf die hierbei stattgefundenen empirischen Untersuchungen. Die Haupt-
untersuchung hat stattgefunden in einem Mathematik-Leistungskurs des Autors sowie in
einem parallelen Leistungskurs an der Jacob-Grimm-Schule in Kassel.

1.2 Zum Aufbau der Arbeit

In den Kapiteln 2 bis 5 dieser Arbeit wird das entwickelte Unterrichtskonzept vorgestellt
und begriindet. Weiter wird das methodische Vorgehen dieser Arbeit dargestellt.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen und der Rahmen des zu entwickelnden Unterrichts-
konzepts geschildert. Hierzu zdhlen Erkenntnisse der aktuellen didaktischen Diskussion
zum Stochastikunterricht ebenso wie die Lehrplidne und die einheitlichen Priifungsanfor-
derungen in der Abiturpriifung. Da der Computereinsatz der Software FATHOM iiber Si-
mulationen und Lernumgebungen die zentrale Innovation des Simulationsvorkurses dar-
stellt, werden aktuelle Entwicklungen und Uberlegungen zum Computereinsatz im Sto-
chastikunterricht sowie zur Wahl der Software beschrieben. Die Ziele und die Probleme
beim Einsatz von Computersimulationen in der Stochastikausbildung werden vor dem
Hintergrund vorhandener Forschungen geschildert. Ferner werden die ebenfalls entwi-
ckelten Unterrichtskonzepte zu den Schwerpunkten Binomialverteilung und Testen von
Hypothesen kurz vorgestellt. Hiermit wird eine Einordnung des Simulationsvorkurses in
das gesamte Kurskonzept vorgenommen.
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In Kapitel 3 wird das Design der empirischen Untersuchung beschrieben. Zunéchst wird
die Arbeit forschungsmethodisch im Bereich der Design-Research-Studien und der Akti-
onsforschung eingeordnet. Weiter werden die Rahmenbedingungen der unterrichtlichen
Durchfiihrung in der Hauptuntersuchung geschildert.

In Kapitel 4 wird das Kurskonzept des Simulationsvorkurses ausfiihrlich beschrieben und
didaktisch begriindet. Hierbei wird zunéchst erortert, in welcher Form die Computersimu-
lationen mit der Software FATHOM in dem Simulationsvorkurs verwendet werden sollen
und welche Kompetenzen hierfiir im Verlauf des Simulationsvorkurses aufgebaut werden
miissen. Es wird gezeigt, wie sich die einzelnen Schritte eines Prozessmodells zur Erstel-
lung einer Computersimulation mit der Software FATHOM realisieren lassen. Weiter wer-
den die stochastischen Inhalte des Simulationsvorkurses geschildert und die Ziele ange-
geben, die mit dem Unterrichtskonzept erreicht werden sollen. Die fiir die Durchfiihrung
des Unterrichts erstellten Materialien und Aufgabenstellungen werden vorgestellt und ein
Zeitplan fiir den unterrichtlichen Ablauf vorgeschlagen.

In Kapitel 5 werden die zentralen Untersuchungsfragen fiir die empirischen Untersuchun-
gen formuliert und die einzelnen Untersuchungsinstrumente geschildert.

In den Kapiteln 6 und 7 werden die empirischen Untersuchungen ausfiihrlich vorgestellt
und ausgewertet: In Kapitel 6 wird eine qualitative Analyse des Unterrichtsablaufs im
Kurs des Autors vorgenommen. Zum einen wird der Unterricht auf der Basis von Unter-
richtsprotokollen ausfiihrlich beschrieben. Hiermit konnen Aussagen zur unterrichtlichen
Umsetzbarkeit des Konzepts getroffen werden. Diese Schilderung des Unterrichtsverlaufs
wird verkniipft mit der Auswertung beispielhafter Transkripte zu Schiilerarbeitsphasen
einer Arbeitsgruppe am Computer. Diese Transkripte ermoglichen tiefer gehende Einbli-
cke in die Entwicklung der Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler, in auftretende
Probleme bei der Erstellung der Computersimulationen und in den Umgang der Schiile-
rinnen und Schiiler mit den Aufgabenstellungen. Uber die Unterrichtsprotokolle erhiilt
man einen globalen Blick auf das Unterrichtsgeschehen, iiber die Transkripte einen mik-
roskopischen Blick auf die Arbeitsweisen der Schiilerinnen und Schiiler am Computer.
Beide Sichtweisen werden zusammengefiihrt. In Kapitel 7 wird die Bearbeitung einer
komplexen Simulationsaufgabe in einer notenrelevanten Klausur nach Abschluss des Si-
mulationsvorkurses analysiert. Ferner werden die Ergebnisse eines Eingangstests vor Be-
ginn des Simulationsvorkurses und eines Ausgangstests im Anschluss an den Simulati-
onsvorkurs geschildert. Hiermit sollen Informationen iiber das Verstidndnis der stochasti-
schen Inhalte gewonnen werden. AbschlieBend werden die Ergebnisse einer Schiilerbe-
fragung zum Simulationsvorkurs vorgestellt.

In Kapitel 8 werden die einzelnen Ergebnisse der geschilderten empirischen Untersu-
chungen entlang den Untersuchungsfragen geordnet und zusammengefasst. Es wird eine
Gesamtbetrachtung des Unterrichtskonzepts vorgenommen, bei der die Stiarken aber auch
zentrale Probleme des Konzepts beschrieben und teilweise verallgemeinert werden. Aus
diesen Betrachtungen werden konkrete Verbesserungsvorschldge fiir eine weitere Ent-
wicklung des Simulationsvorkurses postuliert. AbschlieBend werden weitere Entwick-
lungsmoglichkeiten des geschilderten Projekts sowohl auf der Konzeptebene als auch auf
der forschungsmethodischen Ebene angedeutet.



2 Grundlagen

2.1 Stochastikunterricht in der gymnasialen Oberstufe
Inhaltliche Uberlegungen

Nach den Empfehlungen des Arbeitskreises Stochastik zu Zielen und zur Gestaltung des
Stochastikunterrichts (Arbeitskreis Stochastik der GDM 2003) gehoren zur stochastischen
Allgemeinbildung in der Schule grundlegende Elemente der beschreibenden Statistik, der
Explorativen Datenanalyse, der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der beurteilenden Sta-
tistik. Fiir die Sekundarstufe II werden folgende Mindestziele genannt (Arbeitskreis Sto-
chastik der GDM 2003, S. 25):

1. Kompetenzen bei der Planung von statistischen Untersuchungen

Die Schiiler verstehen, wie die Art der Planung von statistischen Untersuchungen die Qualitit
der Daten und der daraus moglichen Schlussfolgerungen mafigeblich beeinflussen kann.

2. Kompetenzen im Darstellen und Zusammenfassen von Daten

Die Schiiler konnen zu Datenmengen geeignete Grafiken erstellen, statistische Kennzahlen
ermitteln und damit in sinnvoller Weise Fragen beantworten. Sie kennen einfache Techniken
zur Beschreibung und Modellierung von Zusammenhingen zwischen zwei Variablen. Sie ver-
stehen, dass Daten durch Zufall bedingt variieren.

3. Kompetenzen im Modellieren zufilliger Vorgdnge

Die Schiiler sind in der Lage, vom Zufall beeinflusste Vorgédnge mit Hilfe von Zufallsvariablen
zu modellieren. Sie konnen durch Simulation Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte von
ZufallsgroBen schitzen. Sie konnen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sachkontext be-
griindet und adidquat zur Modellierung einsetzen. Insbesondere verstehen sie das Konzept der
Binomialverteilung.

4. Kompetenzen im Umgang mit dem Kalkiil der Stochastik

Die Schiiler kennen die Grundeigenschaften von Wahrscheinlichkeiten und kénnen daraus ein-
fache Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten ableiten und bei konkreten Problemen anwen-
den. Sie konnen Kenngréen von Zufallsvariablen berechnen. Die Schiiler erwerben ein inhalt-
liches Verstandnis fiir den Begriff “bedingte Wahrscheinlichkeit”, und fiir die Bayessche For-
mel und konnen sie in Sachsituationen verstdndig anwenden. Die Schiiler kennen den Begriff
der stochastischen Unabhingigkeit von Ereignissen und konnen ihn sachbezogen interpretie-
ren. Sie konnen die Unabhéngigkeit in einfachen Fillen als Modellannahme begriinden.

5. Kompetenzen im begriindeten Schliefsen in unsicheren Situationen

Die Schiiler haben an Beispielen grundlegende Probleme stochastischer Schlussweisen kennen
gelernt. Sie verstehen das prinzipielle Vorgehen bei einem Signifikanztest und kdnnen anhand
eines Beispiels erkldren, was eine signifikante Abweichung vom Erwartungswert ist. Insbe-
sondere wissen sie, bei welchen Fragestellungen Signifikanztests ein angemessenes Werkzeug
darstellen und bei welchen Problemen diese Tests keine brauchbaren Aussagen liefern. Sie
sind imstande, Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. und 2. Art korrekt aufzustel-
len und zu interpretieren.*

Die ersten beiden Punkte betreffen die Erhebung und den Umgang mit empirischen Da-
ten. Sie finden sich wieder in der Leitidee ,,Daten und Zufall* aus den Bildungsstandards
fiir den mittleren Schulabschluss (KMK 2004). Auch die NCTM-Standards betonen mit
den Begriffen ,,Data Analysis and Probability* die Wichtigkeit einer Verkniipfung zwi-
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schen der Datenanlyse und der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Biehler und Hartung (2006,
S. 53) stellen den Zusammenhang zwischen der beschreibenden Statistik und der beurtei-
lenden Statistik folgendermallen her: ,,In vielen Anwendungen der statistischen Praxis
wird mit Stichproben aus Grundgesamtheiten gearbeitet. Ist die Stichprobe nach einem
Zufallsverfahren gezogen worden, so kann man Eigenschaften, die man mit der beschrei-
benden Statistik festgestellt hat, z. B. Mittelwerte, auf die Grundgesamtheit iibertragen.
Die beurteilende Statistik hat Verfahren entwickelt, mit denen man — grob gesagt — ange-
ben kann, mit welchen moglichen Abweichungen vom Stichprobenergebnis man in der
Grundgesamtheit rechnen muss. Die angewendeten Verfahren konnen dabei aber immer
nur Aussagen mit gewissen vorgegebenen Sicherheiten z. B. von 95% oder 99% liefern.*

In der Mehrzahl der existierenden Vorschlidge fiir Lehrgénge der Stochastik in der gym-
nasialen Oberstufe in Form von Lehrbiichern ist die beschriebene Datenorientierung nicht
zu finden. Nach Wolpers und Gotz (2002, S. 102 ff) lassen sich bei der Analyse der Pub-
likationen zum Stochastikunterricht vier unterschiedliche Wege zur Behandlung der Sto-
chastik in der gymnasialen Oberstufe identifizieren:

1. Der klassische Aufbau mit einem Schwerpunkt auf der ausfiihrlichen Behandlung von
Wahrscheinlichkeitsrdumen, Zufallsvariablen und ihren Verteilungen als solidem
Fundament fiir die Behandlung von Anwendungen, insbesondere aus dem Bereich der
beurteilenden Statistik. Der Kombinatorik wird viel Raum eingerdumt, im Zentrum
des Lehrgangs steht die Binomialverteilung. Das Exaktifizierungsiveau der mathema-
tischen Begriffe ,,Wahrscheinlichkeitsraum®, ,,Wahrscheinlichkeit* und ,,Zufallsgro-
Be* ist sehr hoch. Ein typisches Lehrbuch fiir diesen Aufbau ist das von Barth und
Haller (1983).

2. Der anwendungsorientierte Aufbau, welcher die Begriffe und Methoden der Sto-
chastik problemorientiert an die Aufarbeitung von Sachsituationen der Statistik an-
hingt. Beziiglich des Stoffkanons zeigen sich Ahnlichkeiten mit dem klassischen
Aufbau, allerdings werden die formal-mathematischen Betrachtungen sehr knapp
gehalten. Begriffe und Methoden werden anhand interessanter Anwendungen einge-
fiihrt. Ein typisches Lehrbuch fiir diesen Aufbau ist das von Strick (1998).

3. FEin an der Bayes-Statistik orientiertes Vorgehen, welches dem Satz von Bayes und
dem induktiven SchlieBen beim Hypothesentest einen grolen Stellenwert einrdumt.
Der Ansatz modelliert das ,,Lernen aus Erfahrung* und kniipft damit an intuitive Vor-
stellungen an. Fiir einen solchen ,,Bayesianischen Stochastikunterricht* existiert noch
kein geschlossener Lehrgang in Form eines Lehrbuchwerkes. Anregungen zur
Schwerpunktsetzung im Bereich der Bayes-Statistik findet man bei Riemer (1985),
bei Wickmann (1990), bei Rossman, Chance et. al. (2001c) sowie in den ,,Anregun-
gen zum Stochastikunterricht* (Borovcenik, Engel et al. 2001).

4. Ein datenorientiertes Vorgehen, bei dem man mit empirischen Daten beginnt und
versucht, in diesen Daten Muster und Strukturen zu finden. ,,In einem datenorientier-
ten Curriculum ist der Zufall in den "Daten versteckt". Zufallsbedingte Ereignisse
selbst und deren Bewertung mit Wahrscheinlichkeiten werden nicht thematisiert.*
(Wolpers und Goétz 2002, S. 109). Auch hier gibt es bislang keine Vorschlige fiir ei-
nen geschlossenen Lehrgang. Anregungen fiir einen solchen Zugang finden sich z. B.
bei Biehler und Hartung (2006), bei Biehler (2006) sowie bei Engel (2007). Diese
Anregungen beziehen sich allerdings auf die Sekundarstufe I, ein mogliches Vorge-
hen fiir die Sekundarstufe II ist bislang offen.
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Nach Wolpers und Go6tz (2002) sind die ersten zwei Grundkonzeptionen derzeit Grundla-
ge fiir die meisten Stochastik-Lehrginge der gymnasialen Oberstufe in Deutschland. Sie
haben dhnliche inhaltliche Curricula, welche aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und aus
einem Bereich der beurteilenden Statistik als Anwendung der in der Wahrscheinlichkeits-
theorie erarbeiteten Modelle bestehen. Der Bereich der beschreibenden Statistik ist hier
unbedeutend.

Auch in den aktuellen Lehrplidnen fiir die gymnasiale Oberstufe spiegelt sich die Ver-
kniipfung zwischen den beiden Leitideen Daten und Zufall nicht wieder. In dem KMK-
Beschluss iiber einheitliche Priifungsanforderungen fiir die Mathematik (KMK 2003)
wird als Leitidee nur noch der Begriff ,,Zufall®, aber nicht mehr ,,Daten und Zufall*“ ange-
geben. Kaun (2006, S. 12) beschreibt die derzeitige Situation in deutschen Lehrplidnen
allgemein bildender Schulen folgendermalien: ,,Die Wahrscheinlichkeitsrechnung macht
neben der beurteilenden Statistik den wesentlichen Bestandteil der Stochastik in der
Oberstufe aus. Nach den Vorgaben der KMK ist somit die beschreibende Statistik in der
Sekundarstufe I, die beurteilende Statistik in der Sekundarstufe II vertreten. Die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung durchzieht beide Stufen.*

In der nachfolgenden Tabelle ist der Lehrplan des Landes Hessen fiir den Leistungskurs
Stochastik angegeben. Zwischen dem Leistungskurs und dem Grundkurs gibt es beziig-
lich des Stoffkanons kaum Unterschiede. Die Unterschiede liegen in Vertiefungen und
Schwerpunktsetzungen des Leistungskurses gegeniiber dem Grundkurs.

Unterrichtsinhalte Stichworte

Zufallsexperimente und Ereignisse

Absolute und relative Haufigkeit, Haufigkeitsverteilungen und de-
ren graphische Darstellungen

Lage- und StreumaBe

Wahrscheinlichkeitsbegriff (Laplace-Wahrscheinlichkeit soll als
Sonderfall erkannt werden)

Empirisches Gesetz der groBen Zahlen

Grundlegende Begriffe
der Stochastik

Additionssatz
Berechnung von Wahr- Pfadregeln (Summe, Produkt)
scheinlichkeiten Unabhéngigkeit von Ereignissen

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Geordnete Stichprobe (mit/ohne Zuriicklegen)

Kombinatorische Zahl- Ungeordnete Stichprobe (ohne Zuriicklegen)

probleme (Zahlverfahren sollten nur so weit behandelt werden, wie sie flr
das Verstehen der nachfolgenden Fragestellungen ndtig sind.)

ZufallsgroBe, Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mehrerer ZufallsgréBen (Summe
oder Produkt)

Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen von ZufallsgréBen

Bernoullikette

Spezielle Wahrscheinlich- | Binomialverteilung

keitsverteilungen Normalverteilung (Dichte- und Verteilungsfunktion)
Naherungsformeln fir die Binomialverteilung
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Ein- und zweiseitiger Test

Annahmebereich, Ablehnungsbereich, Fehler erster und zweiter
Art; die Binomialverteilung erlaubt, das Testen von Hypothesen
ausfuhrlich zu besprechen: Nullhypothese, Alternativhypothese
Hypothesentest sowie Signifikanzniveau sind an Beispielen aus verschiedenen
Gebieten zu formulieren

Operationscharakteristiken dienen zur Verdeutlichung des Zu-
sammenhangs zwischen dem Fehler erster Art und dem Fehler
zweiter Art

Tab. 2.1: Lehrplan des Landes Hessen fiir den Leistungskurs Stochastik (Kultusministerium Hessen 2003).

Dieser Lehrplan kann als mogliches Beispiel eines inhaltlichen Curriculums fiir die ersten
zwei von Wolpers und Gotz identifizierten Typen von Stochastik-Lehrgéngen angesehen
werden. Er ldsst sich sowohl im Sinn eines klassischen Aufbaus als auch eines anwen-
dungsorientierten Aufbaus konkretisieren.

Im Lehrplan selber wird der Anwendungsbezug der Stochastik betont (Kultusministerium
Hessen 2003, S. 24): ,,[Die Schiilerinnen und Schiiler] erfahren Mathematik als stark an-
wendungsbezogene Wissenschaft, es konnen auch in groerem Umfang aktuelle, reale
Daten verwendet werden. Sie lernen, dass in Situationen, die anscheinend keine klaren
Entscheidungen oder Beurteilungen gestatten, es durchaus sinnvoll sein kann, soweit es
sich um stochastische Prozesse handelt, diese durch geeignete mathematische Modelle zu
beschreiben und quantitative Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten und Erwartungen bei
Abldufen zu machen, deren jeweiliger Ausgang unbekannt ist.* Selbstverstindlich kann
man in die inhaltlichen Vorgaben auch reale Daten integrieren: So ldsst sich das Testen
von Hypothesen z. B. iiber Geschmackstests (Riemer und Petzold 1997) oder das Auszih-
len der Anzahl unterschiedlich farbiger Gummibérchen (vgl. Engel und Vogel 2005) so-
gar mit handlungsorientiertem Unterricht verbinden. Eine enge Verkniipfung mit realen
Daten im Sinn eines datenorientierten Zugangs ist jedoch in den angegebenen Inhalten
des Lehrplans nicht angelegt. Die Schwerpunkte liegen auf den Begriffen Wahrschein-
lichkeit, ZufallsgroBBe, Wahrscheinlichkeitsverteilung und auf dem Testen von Hypothe-
sen als einem beispielhaften Anwendungsgebiet aus der beurteilenden Statistik.

Wolpers und Gotz (2002) schlagen auf Basis ihrer Analyse der zur Zeit dominierenden
Stochastik-Lehrginge und der derzeitigen ,,Vorbildungen und Erfahrungen von Lehrern
und Schiilern in den Sekundarstufen II“ (S. 110) einen Rahmen fiir das Curriculum vor,
welcher sich im Kern mit dem hessischen Lehrplan deckt. Allerdings fiigen sie noch Si-
mulationen und damit verbunden den statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff hinzu. Die
Simulation von Zufallsexperimenten wird auch in der Leitidee ,,Modellieren* der aktuel-
len Einheitlichen Priifungsanforderungen in der Abiturpriifung fiir das Fach Mathematik
gefordert (KMK 2003). Hiermit erhélt man simulierte Daten, die zu einer Verstiarkung der
,Kompetenzen im Darstellen und Zusammenfassen von Daten (Arbeitskreis Stochastik
der GDM 2003, S. 25) genutzt werden kdnnen.

Biehler und Hartung (2006, S. 68) betonen die Bedeutung der gegenseitigen Ergénzung
des frequentistischen und des theoretischen Zugangs zur Wahrscheinlichkeit: ,,.Der Wahr-
scheinlichkeitsbegriff muss in der Schule in seinen zwei Aspekten, dem theoretischen wie
dem experimentellen deutlich werden, auch in ihrem Wechselspiel zueinander. Wahr-
scheinlichkeiten konnen in Spezialsituationen berechnet werden als Anzahl der giinstigen
durch die Anzahl der moglichen Fille, wenn man von einer endlichen Anzahl gleich mog-
licher Fille ausgehen kann. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann experimentell
durch die relative Haufigkeit geschitzt werden, indem man ermittelt, wie oft das Ereignis
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in einer langen Versuchsserie aufgetreten ist. Diese Moglichkeit kann man wesentlich
durch computergestiitzte Simulation erweitern, mit der man geniigend hohe Stichproben-
umfédnge erzeugen kann.*

Kognitionspsychologische Aspekte

Neben der inhaltlichen Betrachtung des Stoffkanons und der Leitideen beriicksichtigen
moderne didaktische Ansitze fiir den Stochastikunterricht eine kognitionspsychologische
Sichtweise auf den Umgang mit dem Zufall. Hier geht es darum, Primérintuitionen der
Lernenden zu kennen und im Unterricht zu beriicksichtigen. Biichter, HuBmann, et al.
(2005, S. 2) schreiben hierzu ,,Stochastische Situationen sind ein typischer Bereich, in
dem Menschen vorrangig ihre vorunterrichtlichen intuitiven Vorstellungen nutzen, um
auBerschulische Situationen zu beurteilen, wihrend die im Mathematikunterricht ange-
strebten Vorstellungen wenig aktiviert werden.* Es zeigt sich allerdings, dass viele dieser
im Alltag aufgebauten Primirintuitionen mit Fehlvorstellungen verkniipft sind. Ferner
sind die Primérintuitionen meistens sehr hartnickig (vgl. Bea 1995).

Ziel des Stochastikunterrichts muss es sein, die fehlerhaften Primérintuitionen in korrekte
Sekundirintuitionen umzuwandeln. Die Schiilerinnen und Schiiler miissen die im Unter-
richt erarbeiteten Begriffe und Konzepte verinnerlichen und mit ihren Alltagserfahrungen
verkniipfen konnen, damit deren Vorstellungswelt nicht in die zwei Bereiche des sto-
chastischen Alltagswissens und des stochastischen Schulwissens zerfillt. Hierfiir ist die
Anwendungsorientierung des Unterrichts unerlédsslich. Der Perspektivwechsel zwischen
der Prognose eines Einzelergebnisses und dem sich ergebenden Muster bei der wiederhol-
ten Durchfiihrung von Zufallsexperimenten ist ein zentrales Konzept, um tragfdhige Vor-
stellungen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung aufzubauen (vgl. NCTM 2001; Biichter,
Hufmann et al. 2005).

Biichter, HuBmann, et al. (2005, S. 7) formulieren fiinf ,,didaktische Leitideen fiir einen
Vorstellungsorientierten Stochastikunterricht*:

e Alltagsvorstellungen ernst nehmen und zum Ausgangspunkt des Lernens ma-
chen. [...]

e Breite Erfahrungsmoglichkeiten durch Experimente schaffen.

¢ Erlebnisse durch Experimente systematisch reflektieren, um mitgebrachte Vorstel-
lungen zu iiberdenken.

e Individuelle und fachliche Vorstellungen gezielt gegeniiberstellen und Ursachen
fiir Diskrepanzen finden.

¢ Notwendige Perspektivwechsel explizit machen.

Biehler und Hartung (2006, S. 68) schlagen fiir den Aufbau addquater Sekundérintuitio-
nen die Verwendung von Simulationen im Stochastikunterricht vor: ,,Unterricht muss sich
mit dem intuitiven Wissen und den intuitiven Strategien der Schiiler auseinandersetzen
und den Schiilern Gelegenheit zur kognitiven Konstruktion addquater Grundvorstellungen
und Intuitionen bieten. Auch hier kann Simulation den Zufall erlebbar machen und Phi-
nomen-Material fiir die Modellierung liefern.*

Methodische Aspekte

Auf der Ebene der Unterrichtsmethodik soll ein zeitgemidBer Mathematikunterricht der
gymnasialen Oberstufe die Eigenaktivitit der Schiilerinnen und Schiiler férdern. Nach
Borneleit, Danckwerts et al. (2001, S. 83) dienen hierzu die ,,Schaffung produktiver
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Lernumgebungen, eine Balance zwischen Instruktion und Konstruktion sowie die Off-
nung von Aufgaben.* Bei der Schaffung produktiver Lernumgebungen muss es ,,das Ziel
sein, durch selbst organisiertes Lernen sowohl automatisches Beherrschen grundlegender
Techniken und Kalkiile als auch die Ausbildung von Verstindnis zu fordern.*

Als konstruktive und produktive Unterrichtsmethode wird ein unterrichtliches Vorgehen
in vier Phasen vorgeschlagen (Borneleit, Danckwerts et al. 2001, S. 84):

1. ,Auftragsiibergabe (Die Problemstellung wird vom Lehrer erldutert, ohne aber ir-
gendwelche Losungs- oder Methodenhinweise zu geben)

2. Selbststindig-produktives Erschlieffen (einzeln oder in Gruppen arbeiten die
Schiiler an gestellten Problemen)

3. Prisentations-Situation (einzelne Schiiler prédsentieren ihre Ergebnisse, die ver-
schiedenen Losungswege werden diskutiert)

4. Besprechungs-Situation (der Lehrer fasst die Ergebnisse zusammen, erginzt, klart,
vertieft, ...)*

Als eine Moglichkeit zur Forderung der Eigenaktivititen der Schiilerinnen und Schiiler
wird die Einbeziehung von Computern in den Mathematikunterricht angesehen. Borneleit,
Danckwerts et al. (2001, S. 86) schreiben hierzu: ,,Schiilerbezogene Arbeitsformen wie
Partner-, Gruppen- und Projektunterricht, Forderung von Selbststiandigkeit und Selbstver-
antwortung, entdeckender Unterricht, umwelterschlieBender Unterricht, alles das sind
Forderungen, die zumindest seit der Reformpéddagogik an die Schule herangetragen wer-
den. Erfahrungen zum Computereinsatz geben heute zu der Hoffnung Anlass, dass neue
Technologien ein Katalysator fiir eine solche "neue Unterrichtskultur” sein konnen.*

2.2 Computereinsatz im Stochastikunterricht

2.2.1 Einsatzmoglichkeiten des Computers im Stochastikunterricht

Der Stochastikunterricht ist ein Gebiet des Mathematikunterrichts, in dem der Computer
auf vielfiltige Weise eingesetzt werden kann. Es ist zu erwarten, dass die Nutzung von
Computern zu einer deutlichen Bereicherung des Stochastikunterrichts beitragen kann
und wird (vgl. Wolpers und Gétz 2002, S. 113 ff).

Das Potential computergestiitzten Stochastikunterrichts ist schon frithzeitig gesehen wor-
den. Shaughnessy (1992, S. 484) schreibt ,,There is almost universal agreement among
stochastics researchers, that computer simulations, computer spreadsheets and the use of
computers to conduct Exploratory Data Analysis (EDA) are the directions in which sto-
chastics education should be headed.” Schupp (1992) identifiziert vier Funktionen, in
denen der Computer als Werkzeug zur Unterstiitzung des Stochastikunterrichts beitragen
kann:

e Berechnungen

e Verwaltung von Daten
e Grafische Darstellungen
e Simulationen

Bei der Ausfiihrung von Berechnungen entlastet der Computer von Routinearbeiten und
schafft damit Raum fiir wichtigere Schiilertitigkeiten. Im Unterricht ist es auf einfache
Art moglich, durch den Einsatz geeigneter Taschencomputer komplett auf die Verwen-
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dung der Tabellen zur kumulierten Binomialverteilung und zur Normalverteilung zu ver-
zichten (vgl. Kind 2001).

Eine groBe Bedeutung kommt der Erzeugung grafischer Darstellungen durch den Compu-
ter zu. Zum einen lassen sich grofle Datenmengen zeitsparend in verschiedenen Grafikty-
pen darstellen. Weiter bietet moderne Software die Moglichkeit interaktiver und dynami-
scher Grafiken. In der Kombination der Verwaltung groer Datenmengen mit der schnel-
len Realisierung zugehoriger dynamischer Grafiken eroffnet der Computer das Feld der
Explorativen Datenanalyse (EDA) fiir den Schulunterricht.

Die Methode der Simulation ist eine Grundidee, die im Stochastikunterricht schon seit
langem verwendet wird. Erst durch den Computereinsatz konnen Simulationen allerdings
mit vertretbarem Zeitaufwand als kontinuierlich unterstiitzendes Werkzeug in den Sto-
chastikunterricht aufgenommen werden.

In den einzelnen Bereichen der Statistik- und Stochastikausbildung ergeben sich die fol-
genden Neuorientierungen:

e In der beschreibenden Statistik konnen reale Datensitze verwendet und auch gro-
Be Mengen an Daten mit der Methode der Explorativen Datenanalyse (EDA) aus-
gewertet werden (Biehler 1995; Biehler und Weber 1995). Hierbei ist die Darstel-
lung der Daten auf verschiedenen Représentationsebenen und mit verschiedenen
grafischen Darstellungstypen von groBer Bedeutung.

e In der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt die Simulation eine groBe Rolle. Uber
die Simulation stochastischer Situationen wird die stochastische Modellbildung
gefordert. Die Simulation kann sowohl im Sinn der Représentation von Zufallsex-
perimenten eingesetzt werden als auch im Sinn eines Werkzeugs zur Losung sto-
chastischer Problemstellungen.

e In der beurteilenden Statistik kann auf den Begriffen und Methoden der Explorati-
ven Datenanalyse aufgebaut werden. Ferner konnen Simulationen zur Veran-
schaulichung oder als Werkzeug im Sinn theoriearmer computerintensiver Metho-
den eingesetzt werden.

Neben den inhaltlichen Neuorientierungen sind mit dem Computereinsatz im Stochasti-
kunterricht auch Erwartungen an eine Veranderung der Unterrichtsmethodik verkniipft:

e Der Einsatz des Computers soll einen experimentellen Umgang der Schiilerinnen
und Schiiler mit der Mathematik fordern. Hierzu kann die Verwendung der Simu-
lationen ebenso beitragen wie die Explorative Datenanalyse. Ein Kernelement die-
ses experimentellen Arbeitens ist die geeignete Verwendung dynamischer und in-
teraktiver Grafiken.

e Der Einsatz des Computers soll die Arbeit in Kleingruppen unterstiitzen: Schupp
(1992, S. 103) betont allerdings die wichtige Rolle einer geeigneten Einbettung
dieser Schiilerarbeitsphasen in den Unterricht: ,,Hinzu kommt der Vorteil, dass
sich die Schiiler zeitweise ganz individuell bzw. in Kleingruppen dem jeweiligen
stochastischen Phinomen am Monitor widmen konnen; der iibliche lehrerzentrier-
te Unterricht wird hier (zumindest duflerlich) unterbrochen. Doch werden sich sol-
che Unterrichtsphasen nur dann positiv auswirken, wenn die Schiiler mit klaren
Arbeitsauftrigen in sie hineingehen und wenn die verschiedenen Beobachtungen
bzw. Uberlegungsansitze anschliefend diskutiert, gewichtet und prizisiert wer-
den.*
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Auf dem Hintergrund der geschilderten Neuorientierungen und Erwartungen wird der
Einsatz von Computern in der gymnasialen Oberstufe auch in den Einheitlichen Prii-
fungsanforderungen zur Abiturpriifung empfohlen (KMK 2003, S. 3): ,,Neue Technolo-
gien konnen zur Unterstiitzung [...] wirksam eingesetzt werden. Insbesondere konnen
Rechner durch dynamische Visualisierungen den Aufbau von Grundvorstellungen ma-
thematischer Begriffe unterstiitzen, als leistungsfdahiges Werkzeug bei Modellbildungen
und Simulationen verwendet werden und heuristisch-experimentelles Arbeiten fordern.*

2.2.2 Wahl einer geeigneten Software

Zum Stochastikunterricht existiert eine Vielzahl dynamischer Applets im Internet, mit
denen sich einzelne Zufallsversuche visualisieren lassen oder bestimmte Inhalte gezielt
erarbeitet werden konnen. Diese Applets beziehen sich allerdings naturgemif jeweils nur
auf kleine Bereiche und konnen nicht durchgingig verwendet werden. Auch bieten die
Applets i. a. nur wenige Freirdume fiir eigene Modellierungstitigkeiten.

Ferner gibt es eine wachsende Anzahl von Vorschldgen zum Einsatz von Tabellenkalku-
lationsprogrammen wie z. B. Excel, von Computeralgebrasystemen wie z. B. Derive oder
von grafischen und programmierbaren Taschenrechnern im Stochastikunterricht. Diese
Werkzeuge haben den Vorteil, dass sie meistens in den Schulen verfiigbar sind. Es han-
delt sich dabei allerdings um Produkte, die allesamt nicht fiir den didaktisch orientierten
Einsatz im Statistik- oder Stochastikunterricht konzipiert wurden. Der Funktionsumfang
dieser Werkzeuge deckt sich hdufig nur wenig mit den Erfordernissen fiir die schulische
Stochastikausbildung.

Biehler hat seit einigen Jahren Anforderungsprofile fiir Computersoftware entwickelt,
welche den Stochastikunterricht optimal unterstiitzen kann (Biehler 1991; Biehler 1997).
Zu den zentralen Anforderungen an didaktisch orientierte Softwareprodukte gehoren fol-
gende Punkte:

¢ Die drei Bereiche der Datenanalyse, der Simulation und der Wahrscheinlichkeits-
theorie (Darstellungen und Berechnungen von Verteilungen) miissen in einem
einzigen Softwarewerkzeug vereint sein. Hat man verschiedene Softwarewerk-
zeuge, so hat dies den Nachteil, dass man sich stets neu einarbeiten muss.

¢ Die Software muss Moglichkeiten der Erweiter- und Adaptierbarkeit an verschie-
dene Wiinsche und Problemstellungen auf Lehrer- und Schiilerseite bieten. Im op-
timalen Fall eroffnet sie sogar die Moglichkeit der eigenstindigen Erstellung von
dynamischen Lernumgebungen durch die Lehrperson.

e Die Software muss einfach zu erlernen und zu bedienen sein. Hierzu gehort eine
ibersichtliche grafische Benutzeroberfliche.

¢ Die Software muss multiple und verbundene Reprisentationen und Grafiken zur
Verfiigung stellen. Das interaktive Arbeiten muss durch die Verfiigbarkeit eines
»wdliders® zur dynamischen Variation von Daten und Grafiken unterstiitzt werden.

Die in dieser Arbeit verwendete Software FATHOM geniigt diesen Anforderungen in her-
vorragender Weise. Die Arbeitsgruppe von R. Biehler hat die Software deshalb fiir deut-
sche Schulen und Hochschulen adaptiert und iiber einen Verlag zuginglich gemacht
(Biehler, Hofmann et al. 2006).

Die Software FATHOM wurde in den USA mit 6ffentlicher Unterstiitzung entwickelt und
wird dort an vielen Schulen und Colleges in der Statistikausbildung eingesetzt (Biehler
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und Kombrink 2002). Sie deckt die drei Gebiete der Datenanalyse, der Simulation und der
Wahrscheinlichkeitstheorie ab und kann dariiber hinaus im Schulunterricht zur grafischen
Darstellung von Funktionen und Folgen verwendet werden. Aufgrund einer iibersichtli-
chen grafischen Benutzeroberfldache ist die Software einfach zu bedienen. Man kann Da-
tensédtze aus dem Internet oder aus Tabellenkalkulationsprogrammen importieren. Biehler
und Kombrink (2002, S. 115/116) schreiben: ,,FATHOM ist ein Werkzeug fiir interaktive,
Explorative Datenanalyse, Modellierung und stochastische Simulation, beurteilende Sta-
tistik [...] und die Untersuchung stochastischer Verteilungen. Fiir alle Bereiche der Sto-
chastik wird eine wiinschenswerte Werkzeugunterstiitzung angeboten. Dariiber hinaus
bestehen Experimentiermoglichkeiten mit Methoden und Grafiken durch multiple mehr-
stufig verbundene Fenster, "Slider" zur dynamischen Variation und Animation [...]. Die
Konstruktion eigener Methoden und Modelle wird u. a. durch einen Formeleditor unter-
stiitzt.*

Fiir die Erstellung von Simulationen stellt FATHOM verschiedene Zufallsgeneratoren iiber
Formeln zur Verfiigung; es lassen sich sowohl Zufallsexperimente mit diskreten als auch
mit kontinuierlichen Ergebnisrdumen simulieren. Uber die Verwendung dieser Zufallsge-
neratoren lassen sich z. B. Wiirfel, Urnen und Glucksrider realisieren. Ferner kann man
das Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen simulieren und hat die Moglichkeit der Mo-
dellierung von Zufallsexperimenten, die bei einem bestimmten Ergebnis abbrechen sollen
(z. B. Wartezeitprobleme).

Die im Rahmen der Simulation erzeugten Daten lassen sich tabellarisch, grafisch und
rechnerisch auswerten. Man kann die entstandenen Tabellen und Grafiken in Textverar-
beitungsprogramme exportieren und dort im Sinn der Ergebnissicherung kommentieren.

2.3 Die Verwendung von Computersimulationen

,unter Simulation versteht man in der Wissenschaft die Nachbildung eines realen Objek-
tes oder Vorgangs als Modell und die Nutzung dieses Modells an Stelle des Originals.*
(Horton 2003, S. 45) Computersimulationen sind heute ein zentrales und anerkanntes Mit-
tel zur Untersuchung und Losung von Problemstellungen in vielen Bereichen der Mathe-
matik, der Naturwissenschaften und der Technik, aber auch im Bereich der Sozial- und
Wirtschaftswissenschaften. ,,Die Simulation hat sich in den letzten 40 Jahren zu einem
unentbehrlichen Werkzeug fiir die technisch-naturwissenschaftlich fortgeschrittene Ge-
sellschaft entwickelt.” (Horton 2003, S. 45) Doch neben der Wissenschaft und der Wirt-
schaft halten Computersimulationen iiber das Fernsehen und die modernen Medien zu-
nehmend auch im Alltag Einzug. Gramelsberger (2003, S. 3) schreibt hierzu: ,,Mittlerwei-
le ist die mediale Wirkung der animierten Simulationsbilder uniibersehbar und nahezu in
jeder der zahlreichen Wissenschaftssendungen gehdren Simulationen zum Erkldrungsin-
strumentarium wissenschaftlicher Themen.*

Bei der stochastischen Simulation eines Zufallsexperiments werden die Bestandteile
durch geeignete einfache Zufallsgerite (z. B. Wiirfel, Miinze, Urne, Gliicksrad, Galton-
Brett) oder iiber Zufallszahlen abgebildet (vgl. Gnanadesikan, Schaeffer et al. 1987). Man
kann dann ein reales Zufallsexperiment als Laborexperiment mehrfach nacheinander
durchfiithren und iiber die mehrfache Wiederholung die Wahrscheinlichkeiten fiir be-
stimmte Ereignisse oder die Kennzahlen von ZufallsgroBen (z. B. Mittelwert und Vari-
anz) aus den aufgetretenen relativen Haufigkeiten schétzen.
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Insbesondere die Verwendung des Computers ermoglicht den eleganten Einsatz von Si-
mulationen im Unterricht (vgl. Biehler und Maxara 2007): Mit moderner Statistiksoftware
wie Excel, SPSS oder FATHOM kann man vielfdltige Arten von Zufallszahlen erzeugen.
Weiter lassen sich die typischen Zufallsgerite wie Wiirfel, Miinze sowie das Ziehen aus
der Urne mit und ohne Zuriicklegen nachbilden. Die Zufallsexperimente lassen sich ein-
fach und schnell 1000fach oder 10 000fach wiederholen. Hinzu kommt die einfache grafi-
sche Darstellung der entstehenden Héufigkeitsverteilungen.

2.3.1 Die Ziele beim Einsatz von Simulationen im Stochastikunterricht

Der Computersimulation von Zufallsexperimenten kommt eine hohe praktische Bedeu-
tung zu. Viele insbesondere komplexe Problemstellungen konnen nur iiber Computersi-
mulationen behandelt und gelost werden. Diaconis und Efron (1983, S. 96) schreiben: ,,In
the past few years there has been a surge in the development of new statistical theories
and methods, that take advantage of the high-speed digital computer.” Szeby (2002, S.
12) schreibt bei der Vorstellung finanzmathematischer Aufgabenstellungen fiir den Sto-
chastikunterricht: ,,In der Praxis ist hiufig die Simulation an Stelle von unrealistischen
Vereinfachungen die sinnvollere Alternative.” Aufgrund der groflen praktischen Bedeu-
tung von Simulationen in vielen Bereichen der Wissenschaft und Technik ist es sinnvoll,
Simulationen im Unterricht zu behandeln (vgl. Riemer 1985; vgl. Kiitting 1994). Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen hierbei eine moderne und vielseitige Methode zur Lo-
sung von Problemstellungen kennen lernen, die in abgewandelter Form auch jenseits der
Stochastik eine hohe Bedeutung hat. Insbesondere die zunehmende Préisenz verschiedens-
ter Formen von Computersimulationen in den Medien zeigt, dass der Umgang mit Com-
putersimulationen in der Schule auch einen wichtigen Beitrag zur Allgemeinbildung dar-
stellt.

Neben dem Kennenlernen von Simulationen als wissenschaftlicher Methode sind mit der
Verwendung von Simulationen im Stochastikunterricht weitere Erwartungen verkniipft.
Szeby (2002, S. 12) schreibt hierzu: ,,Im Unterricht tritt die Simulation sogar bei relativ
einfachen Aufgaben in Konkurrenz zum analytischen Vorgehen, da sie als spielerische
Variante zumeist anschaulicher und in der Regel motivierender ist.*

In den Empfehlungen des Arbeitskreises Stochastik zu Zielen und zur Gestaltung des Sto-
chastikunterrichts (Arbeitskreis Stochastik der GDM 2003, S. 22) liest man zur Verwen-
dung von Simulationen: ,,.Der Stochastikunterricht sollte ferner durch einen hohen Stel-
lenwert experimenteller Arbeiten [...] charakterisiert sein. Dabei sind oft Computer zur
Darstellung und Auswertung von Daten oder zur Simulation sinnvoll einsetzbar. [...]
Vom Zufallsgenerator erzeugte Daten konnen maBgeblich dazu beitragen, bei Schiilern
eine Intuition fiir zufallsbedingte Variabilitdt in empirischen Daten zu erzeugen®. Als
erweitertes Lernziel fiir die Sekundarstufe II wird angegeben (S. 26): ,,Die Schiiler kon-
nen auf der Grundlage von selbst aufgestellten Modellen Simulationen von zufélligen
Vorgingen komplexerer Natur durchfithren und auswerten. Dabei machen sie sich geeig-
nete technologische Hilfsmittel zu nutze. Sie gewinnen aus diesen Simulationen Schitz-
werte fiir Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte. Sie sind in der Lage, die Genauig-
keit der Schitzwerte fiir Wahrscheinlichkeiten zu beurteilen.*

Die Verwendung von Simulationen im Stochastikunterricht wird nach Biehler (1991) aus
zwei verschiedenen Motivationen heraus verfolgt: Zum einen kann die Simulation als
Werkzeug zur Losung stochastischer Problemstellungen verwendet werden. Die Simula-
tion dient hier als Ersatz oder Kontrolle fiir theoretische Berechnungen. Zum zweiten er-
moglicht die Verwendung von Computersimulationen einen experimentellen Umgang mit



16 Kapitel 2 Grundlagen

stochastischen Problemstellungen. Hieriiber werden Schiilerinnen und Schiiler vertraut
mit stochastischen Situationen und man kann das intuitive Verstdndnis der Schiilerinnen
und Schiiler fordern. Weiter kann man iiber den experimentellen Zugang zu stochasti-
schen Problemstellungen zentrale stochastische Begriffe wie z. B. den Erwartungswert,
die Varianz oder auch den Verteilungsbegriff vorbereiten. Fiir die beiden verschiedenarti-
gen Anwendungen werden im Folgenden die Bezeichnungen ,,Simulation als Werkzeug*
und ,,Simulation als Gegenstand*“ gewihlt. Insbesondere bei Verwendung geeigneter
Software erhilt man die Moglichkeit zur einfachen grafischen Darstellung der simulierten
Daten. Dies tragt zur Veranschaulichung der behandelten Inhalte bei.

Mit der Verwendung von Simulationen im Schulunterricht erhélt man einen zweiten Zu-
gang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff. Neben dem in der Schule iiblichen theoretischen
Zugang erlernen die Schiilerinnen und Schiiler den frequentistischen Zugang zur Bestim-
mung von Wahrscheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten in vielfach wiederholten Si-
mulationsdurchgiingen. Dieses Vorgehen wird bereits von Engel (1975) vorgeschlagen.
Auch bei weiteren zentralen Begriffen der Stochastik wie dem Erwartungswert und dem
Verteilungsbegriff wird die Héaufigkeitsinterpretation gefordert. Bei der Verwendung der
Simulation als Gegenstand fiihrt dieser zweite Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff zu
einem intuitiven Verstdndnis von Zufallsprozessen und ermdglicht die experimentelle
Vorbereitung zentraler stochastischer Begriffe. Bei der Verwendung der Simulation als
Werkzeug erhilt man einen elementareren Zugang zur Losung stochastischer Probleme,
der mit weniger Formeln auskommt. Jedoch ist auch hier nicht an zielloses Experimentie-
ren gedacht, sondern die stochastischen Problemstellungen miissen geeignet als Compu-
tersimulation modelliert werden.

Vom Gegenstandsaspekt her betrachtet kann man Simulationen auch in vorgefertigten
Lernumgebungen einsetzen. So kann man z. B. die Stabilisierung der relativen Haufigkei-
ten bei einer groen Anzahl von Simulationsdurchgingen mit einer dynamischen Lern-
umgebung experimentell erarbeiten lassen, bei der die relative Hiufigkeit von Wappen
beim n-fachen Miinzwurf nach 100, 200, 300, ..., 10 000 Wiirfen sukzessive in einem
Graphen aufgetragen wird. Bei jedem neuen Start der 10 000 Simulationsdurchgénge er-
hilt man eine neue Auftragung, die von den Schiilerinnen und Schiilern beschrieben und
interpretiert werden kann.

Aus lerntheoretischer Sicht erscheint es allerdings im Sinn konstruktivistischer Lerntheo-
rien sinnvoll, den Gegenstandsaspekt und den Werkzeugaspekt miteinander zu verkniip-
fen. Einfache Simulationsumgebungen zum experimentellen Umgang mit stochastischen
Problemstellungen konnen selbststindig erstellt werden. Umgekehrt miissen sich die
Schiilerinnen und Schiiler bei der Umsetzung der stochastischen Problemstellungen in
eine Simulationsumgebung mit der realen Situation auseinandersetzen, dies erdffnet die
Moglichkeit, fehlerhafte Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler in addquate Kon-
zepte umzuwandeln. Auch der Verwendung von Simulationen als Werkzeug kommt so-
mit eine lerntheoretische Bedeutung zu.

Wolpers und Gétz (2002, S. 130) geben in einer Ubersicht die folgenden Griinde an, aus
denen heraus ,,Simulationen fester Bestandteil des gesamten Stochastikunterrichts sein
sollten*:

e _Die Simulation ist ein wichtiges Verfahren zur Modellbildung in Theorie und Praxis.

¢ Die Modellkonstruktion durch Simulation vermittelt epistemologische Einsichten in
die Rolle von Modellen bei der Mathematisierung von Ausschnitten der Realitit, in-
dem mit Hilfe von Simulationen Erfahrungen und Einsichten in den Zusammenhang
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von stochastischer Theorie und den empirischen Entsprechungen gewonnen werden
konnen. Fiir die Aufhellung der Wechselbeziehung zwischen Empirie und Theorie
sind insbesondere solche Probleme geeignet, deren Losung analytisch und empirisch-
experimentell moglich ist.

¢ Simulationen fordern Fahigkeiten im Modellbilden.

¢ Simulationen sind wichtig fiir den Erwerb stochastischen Denkens: Dies gilt z. B. fiir
den Erwerb und die Einschidtzung zentraler probabilistischer Begriffe wie Zufall,
Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, Signifikanzintervall usw.

¢ Durch Simulationen lassen sich auch Probleme l6sen, deren vollstindige Losung im
Unterricht nicht moglich oder zu aufwindig wire.

¢ Simulationen verlangen planerische, ausfiihrende und beurteilende Téatigkeiten, also
Projektarbeit. Eigentitigkeit hat positive Auswirkungen auf das Lernverhalten, weil
die aktive Auseinandersetzung mit den Begriffen und Verfahren der Stochastik eine
bessere Einbettung von deklarativem und operativem Wissen in die kognitive Struktur
ermoglicht. Insbesondere sind positive Auswirkungen auf die Veridnderung falscher
primirer Intuitionen und die Entwicklung angemessener Sekundirintuitionen zu er-
warten.

e Simulationen fordern die Motivation. Dies gilt besonders, wenn Probleme bearbeitet
werden, deren Losung ungewiss (z. B. Paradoxa der Statistik) oder tiberraschend ist
(z. B. Geburtstagsproblem).*

Neben dem Werkzeugaspekt und dem Gegenstandsaspekt wird hier vor allem auf die Be-
deutung von Simulationen bei der Modellbildung, auf den Motivationsaspekt sowie auf
die Eigenaktivitdt der Schiilerinnen und Schiiler im Sinn konstruktivistischer Lerntheorien
hingewiesen.

Nickerson (1995, zitiert nach DelMas, Garfield, Chance, 1999, S. 4) gibt allgemeine me-
thodische Richtlinien fiir einen Verstindnis fordernden Mathematikunterricht an, welche
die Bedeutung von Simulationen unterstreichen. Hiermit betont er vor allem die Bedeu-
tung der Simulation als Gegenstand und hiermit verbunden die eigenstindige kognitive
Auseinandersetzung mit den mathematischen Inhalten:

1. “View learning as a constructive process where the task is to provide guidance that
facilitates exploration and discovery.

2. Use simulations to draw students attention to aspects of a situation or problem that
can easily be dismissed or not observed under normal conditions.

3. Provide a supportive environment that is rich in resources, aids exploration, creates an
atmosphere in which ideas can be expressed freely, and provides encouragement
when students make an effort to understand.”

DelMas, Garfield und Chance (1999) sowie Snir, Smith und Grosslight (1995) weisen vor
allem auf die einfache Moglichkeit der grafischen Darstellung in Verbindung mit Compu-
tersimulationen hin und betonen die hohe Bedeutung eines Wechsels der Reprisentations-
formen zum Aufbau und zur Férderung des stochastischen Verstidndnisses.

Im Unterricht sollten Simulationen von Zufallsexperimenten zunichst an realen Zufalls-
geriten eingefiihrt werden (vgl. delMas, J. Garfield et al. 1999; Wolpers und Go6tz 2002;
Engel 2003). Dieses ,,echte Experimentieren* fordert die Motivation bei den Schiilerinnen
und Schiilern und erleichtert das Verstindnis fiir Simulationen. Rossman und Chance



18 Kapitel 2 Grundlagen

(1999, S. 2) betonen: ,,While modern technology performs simulations quickly and effi-
ciently, we worry that students fail to connect the numbers and displays being produced
with the process being simulated. We therefore advocate beginning with physical simula-
tions, where students literally get a hands-on view of the process.”

Gerade an Simulationen mit realen Zufallsgeriten ldsst sich die stochastische Modellbil-
dung gut verstehen. Weiter wird allerdings auch die Notwendigkeit fiir eine ,,Automati-
sierung® der Simulationen deutlich, da die hiandischen Simulationen bei einer gro3en An-
zahl von Wiederholungen sehr zeitaufwindig und eintonig sind. Aus dieser natiirlichen
Motivation heraus konnen die Computersimulationen in einem zweiten Schritt eingefiihrt
werden. Die Computersimulationen sind deutlich abstrakter und werden so durch die
hindischen Simulationen vorbereitet.

Engel (2003, S. 170) betont die Rolle der Simulation bei der stochastischen Modellbil-
dung. Nach Engel ,.,konnen Simulationen den Lernenden helfen, sich auf konzeptionelles
Verstehen zu konzentrieren, und experimentell und spielerisch die Dynamik des zu unter-
suchenden Ausgangsproblems zu erkunden.” Sanchez und Canal (2003, S. 1) schreiben
hierzu: ,,Even though the simulation process cannot be conceived as a model by itself, it
is clear, that in the computational domain it is an instrument to build models®. Und
weiter: “The possibility of generating sequences of random trials and the operations that
could be made with them could be seen as a toolbox useful to build models of random
situations”.

Engel (2003) schlidgt ein fiinf-schrittiges Vorgehen vor, um ein anwendungsorientiertes
Lernen im Bereich der Stochastik zu fordern: Nach der Einfiihrung des realen Problems
soll im zweiten Schritt ein Simulationsmodell erstellt werden und mit realen Zufallsgeri-
ten simuliert werden. Hierfiir sind entsprechende Modellannahmen notwendig. Im dritten
Schritt erfolgen die Représentation des Simulationsmodells am Computer und die Inter-
pretation der erhaltenen Ergebnisse einschlieBlich Schlussfolgerungen und Verallgemei-
nerungen. Im vierten Schritt sollen die Ergebnisse der Simulation kritisch hinterfragt
werden. Insbesondere soll der Einfluss der Modellannahmen untersucht werden, gegebe-
nenfalls verbunden mit einer nochmaligen Durchfithrung der Simulation. Erst im letzten
Schritt soll das Problem auch theoretisch untersucht werden und die Ergebnisse mit der
Simulation verglichen werden.

2.3.2 Untersuchungen zum Einsatz von Simulationen im Stochastikunter-
richt

Wie in den vorhergehenden Abschnitten beschrieben, wird der Einsatz von Computersi-
mulationen beim Erlernen stochastischer Inhalte vielfach und aus vielfiltigen Griinden
empfohlen. In Verbindung mit konkreten Simulationsbeispielen wird in der didaktischen
Literatur vor allem auf die unterstiitzende Wirkung der Simulationen (mit oder ohne
Computer) bei der Erarbeitung komplexer stochastischer Begriffe sowie auf die Moglich-
keit der handlungsorientierten Einbettung von Simulationen in den Unterricht hingewie-
sen.

Allerdings finden sich in der Literatur nur wenige empirische Untersuchungen iiber den
Verlauf und den Erfolg eines durch Computersimulationen unterstiitzten Stochastik- oder
Statistikunterrichts. Insbesondere im deutschsprachigen Raum gibt es nur wenige Berich-
te iber empirische Untersuchungen zum Einsatz von Simulationen in der Statistikausbil-
dung.
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Aber auch in einer Ubersicht der angelsichsischen Literatur von Mills (2002) zum Ein-
satz von Simulationen in der Statistikausbildung zeigt sich ein deutlicher Mangel an em-
pirischen Untersuchungen. Mills (2002, S. 9) schreibt in diesem Zusammenhang: ,,[...]
one major disadvantage evident in the literature was the lack of empirical and theoretical
research and support used to substantiate the recommendations.” DelMas, Garfield und
Chance (1999, S. 3) weisen ebenfalls auf den Mangel an empirischen Untersuchungen in
Bezug auf die Benutzung von Simulationssoftware hin: ,,Despite the accepted approach
used to integrate simulation software into a statistics class, there is little published re-
search describing and evaluating such an approach. While the motivation of these pro-
grams is to provide improved instructional experiences, most of the authors describe the
nature of the program and demonstrate how it can be used in the classroom, but they do
not report any evidence, that the program improves learning or understanding of sampling
distributions.”

Die wenigen empirischen Untersuchungen deuten allerdings auf positive Effekte bei der
Verwendung von Simulationen in der Statistikausbildung hin.

Eine Untersuchung von Wollring (Wollring 1992a; Wollring 1992b) mit Simulationen
zum 3-Tiiren-Problem in der Jahrgangsstufe 6 (ohne Computereinsatz) zeigt einen deutli-
chen Abbau von Fehlvorstellungen durch das Modellieren der Spielsituation. Weiter wird
von einer grolen Akzeptanz der Simulationen bei den Schiilerinnen und Schiilern berich-
tet.

J. Engel (2003) berichtet iiber ein Seminar fiir Lehramtskandidaten zur stochastischen
Modellierung, in dem unter anderem Computersimulationen eingesetzt wurden. Hierbei
weist er darauf hin, dass die Studierenden die Rolle der Simulationen als positiv empfun-
den haben und keine Probleme mit dem konzeptionellen Vorgehen bei der Erstellung ei-
ner Simulation hatten. Weiter haben die Studierenden tiber die Ausfithrung der Simulati-
onen das Ausgangsproblem besser verstanden. Allerdings verweist Engel auf Probleme
bei der Erstellung einer Simulation am Computer. Er schreibt (S. 183): ,,Allerdings berei-
tete die Repridsentation und Umsetzung der Simulation am Computer (trotz intensiver
Assistenz und Beratung durch den Seminarleiter) zum Teil erhebliche Probleme.*

Auch im angelsidchsischen Bereich weisen die vorhandenen empirischen Untersuchungen
zum Einsatz von Simulationen auf positive Effekte hin. So berichten Garfield und del
Mas (1989; 1999), dass Computersimulationen zum besseren Verstindnis komplexer sto-
chastischer Konzepte beitragen. Auch weitere Studien berichten von positiven Effekten,
wenn Simulationen und insbesondere die aktive Erkundung statistischer Prozesse in den
Unterricht einbezogen werden (Romero, Ferrer et al. 1995; Sullivan 1995; Gnanadesikan,
Schaeffer et al. 1997).

In der Literaturiibersicht von Mills (2002, S. 9) wird ein positiver Effekt beim Einsatz von
Simulationen insbesondere bei schwicheren Lernenden berichtet: ,,The results from empi-
rical studies [...] reviewed in this paper revealed, that computer simulation methodes ap-
peared to be effective for lower-ability-students. Eine solche Unterstiitzung auch der
schwicheren Lernenden durch den Einsatz von Computertechnologie im Unterricht wird
bestitigt in einem Artikel von Cradler, McNabb et al. (2002, S. 48): “Using technology to
build skills is not only for the best and the brightests students.”

Eine Vergleichsstudie von Lane-Getaz (2002) untersucht den Einsatz der Statistiksoft-
ware FATHOM mit Verwendung von Simulationen in einem Statistik-Kurs an einer High-
School in den USA. Thematisch werden die lineare Regression, das Testen von Hypothe-
sen und Konfidenzintervalle behandelt. Bei den Ergebnissen wird zum einen auf die Un-
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terstiitzung bei der unterrichtlichen Vermittlung der Inhalte durch den Computereinsatz
hingewiesen (S. 72): ,, This study adds weight to the evidence, that technology can be a
very effective aid in teaching.” Diese methodische Unterstiitzung des Unterrichts wird
gemal der Studie verstdrkt durch eine positive Einstellung der Lernenden gegeniiber der
Verwendung der Software FATHOM. Ferner wird von einer Vertiefung des Verstidndnisses
fiir die vermittelten statistischen Konzepte berichtet (S. 72): ,,The results of this case stu-
dy support the work of Mills and Garfield, delMas, and Chance (1998), who claimed
computer simulation labs might deepen conceptual understanding.” Wie bei Garfield,
delMas und Chance (1998) wird insbesondere die Bedeutung der grafischen Darstellung
in Verbindung mit Computersimulationen hervorgehoben (S. 72): ,,This FATHOM study,
which is also rich in graphics, contributes to the empirical evidence of the effectiveness of
graphical computer simulation, butt adds that dynamic graphics may be even more effec-
tive than static graphics.” Auch Lane-Getaz beobachtet, dass insbesondere mathematisch
durchschnittlich begabte Schiilerinnen und Schiiler vom Einsatz der Software FATHOM
profitieren (S. 74): “These bright but mathematically average students clearly benefited
the most from FATHOM.

Neben den positiven Auswirkungen des Einsatzes von Simulationen in der Statistikaus-
bildung werden in der Literatur auch Probleme geschildert. Hodgson und Burk (2001)
erkliren in einem Ubersichtsartikel zur Verwendung von Simulationen im Statistikunter-
richt (S. 26) ,,Trotz ihres intuitiven Reizes und zunehmender empirischer Stiitzung bietet
der Einsatz von Simulationen keine Garantie, dass Schiiler ein angemessenes Konzept fiir
statistische Ideen entwickeln.® Weiter fithren sie aus (S. 26): ,,In unserer eigenen For-
schung (Hodgson 1996) [...] haben wir herausgefunden, dass Simulationen nicht immer
immun gegen Fehlvorstellungen machen, sie kénnen sogar zu ihrer Bildung beitragen®.
Es wird von Fehlvorstellungen zum Stichprobenziehen berichtet, welche in Verbindung
mit einer Simulationsumgebung zum empirischen Gesetz der groB3en Zahl auftreten. Nach
Hodgson kommt der geeigneten Einbettung der Simulationen in den Unterricht eine ent-
scheidende Rolle zu. Als wichtig werden angemessene Einfiihrungen, informelle Zwi-
schenauswertungen, Zusammenfassungen sowie die Gestaltung der Aktivititen angese-
hen.

Shaughnessy betont die Rolle der Verkniipfung mit hindischen Zufallsexperimenten
(Shaughnessy 1992, S. 485): ,.It seems to be very important for many students, to have
the experience of actually generating and gathering their own data physically, with ran-
dom devices such as dice or spinners, before they can understand or accept computer
simulations.”

Chance, Garfield und delMas (2000, S. 4) beschreiben ebenfalls, dass der Einbettung der
Simulationen in das Unterrichtskonzept eine entscheidende Rolle zukommt: ,,[...] shifting
the computational burden to computers and calculators allows more time to focus on con-
ceptual understanding and other reform goals. However, recent research is illustrating that
quality programs and simulations are not enough to ensure cognitive change.” Sie betonen
ferner einen grofen Einfluss des Vorwissens sowie des Engagements der Lernenden bei
der Verwendung von Computerumgebungen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die vorliegenden Untersuchungen positive Aus-
wirkungen auf die Gestaltung des Unterrichts, auf das Verstidndnis der Schiilerinnen und
Schiiler sowie auf die Motivation der Schiilerinnen und Schiiler erwarten lassen. Aller-
dings stellen sich diese positiven Auswirkungen nicht automatisch ein. Eine entscheiden-
de Rolle fiir den Erfolg des Einsatzes von Simulationen im Stochastikunterricht kommt
der Einbettung der Simulationen in das Kurskonzept zu. Hierzu gehoren unter anderem
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die Gestaltung einer integrierten Einfithrung der verwendeten Software, die Gestaltung
vorbereiteter Lernumgebungen, die Gestaltung der Arbeitsauftrage sowie das Aufgreifen
und Sichern der in den Simulationsphasen vermittelten Kenntnisse und Fahigkeiten.

2.4 Einordnung des Simulationsvorkurses in das Kurshalbjahr

Im Rahmen der vom Lehrplan vorgegebenen Kursstruktur werden drei Schwerpunktset-
zungen vorgenommen, fiir die ein aufeinander aufbauendes Unterrichtskonzept entwickelt
wurde:

Das Kurshalbjahr beginnt mit einem so genannten ,,Simulationsvorkurs. In diesem
wird inhaltlich auf drei Ebenen gearbeitet: Die Schiilerinnen und Schiiler erwerben paral-
lel ,,Werkzeugkompetenz* im Umgang mit der Software FATHOM, sie erwerben ,,Simula-
tionskompetenzen‘ zur Modellierung stochastischer Probleme und sie erwerben grundle-
gende ,,stochastische Kompetenzen.

Im Anschluss an den Simulationsvorkurs folgen nach dem Lehrplan in Hessen die zu den
Unterrichtsinhalten ,,Berechnung von Wahrscheinlichkeiten®, ,,Kombinatorische Zihl-
probleme* und ,,Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsgroflen* angegebenen
Stichworte (siehe Tab. 2.1, S. 9). Fiir diese Inhalte wurden im Rahmen der vorliegenden
Studie keine Unterrichtsmaterialien ausgearbeitet. Die Lehrperson muss hier iiber das
Vorgehen und den Computereinsatz selber entscheiden. Bei der Einfiihrung des Erwar-
tungswerts einer Zufallsgrofle bietet sich der Einsatz von Computersimulationen an.

Den zweiten Schwerpunkt des Unterrichtskonzepts stellt die Binomialverteilung dar. Die
Binomialverteilung ist die zentrale Wahrscheinlichkeitsverteilung der gymnasialen Ober-
stufe, an der der Verteilungsbegriff exemplarisch behandelt wird. Daher wird das Thema
,Binomialverteilung* iiber Simulationen und dynamische Lernumgebungen vertiefend
behandelt.

Der dritte Schwerpunkt des Unterrichtskonzepts liegt auf dem Thema ,,Testen von Hypo-
thesen‘‘. Dieses fiir Schiilerinnen und Schiiler anspruchsvolle Thema aus dem Bereich der
beurteilenden Statistik soll ebenfalls mit Unterstiitzung von Computersimulationen und
Lernumgebungen behandelt werden.

Im folgenden Abschnitt wird die Idee zur Gestaltung eines Simulationsvorkurses im Rah-
men des Kurshalbjahres Stochastik begriindet. Im Anschluss hieran werden die Unter-
richtskonzepte zur Binomialverteilung und zum Testen von Hypothesen kurz erldutert. Da
sich die vorliegende Arbeit ausfiihrlich mit der Entwicklung, Durchfiihrung und Untersu-
chung des Simulationsvorkurses beschiftigt, ist der Darstellung und der didaktischen A-
nalyse des Simulationsvorkurses ein eigenes Kapitel gewidmet.

Die Unterrichtsmaterialien zu allen drei Schwerpunkten sind in den Anhang aufgenom-
men (Anhang A, Anhang B, Anhang C). Hier finden sich die verwendeten Anleitungen,
Arbeitsblitter und Aufgabenblitter. In den ,,Kasseler Online-Schriften zur Didaktik der
Stochastik* (kurz ,,KaDiSto*) werden die im Anhang dieser Arbeit vorhandenen Unter-
richtsmaterialien bei jedem der drei Schwerpunkte erginzt durch einen ausfiihrlichen di-
daktischen Kommentar sowie durch die Musterlosungen zu den Aufgaben (Meyfarth
2006a). Ferner kann man die beschriebenen Fathom-Lernumgebungen online abrufen.

Der didaktische Kommentar zu den Unterrichtsmaterialien geht bei den Themen Binomi-
alverteilung und Testen von Hypothesen teilweise iiber die Erlduterungen in den folgen-
den Abschnitten 2.4.2 und 2.4.3 hinaus. Die ausfiihrliche Schilderung und Analyse des
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Simulationsvorkurses in Kapitel 4 dieser Arbeit ist tiefer gehender als die Schilderung in
KabDiSto.

2.4.1 Die Einfiihrung von Simulationen in Form eines Simulationsvorkurses

Das vorliegende Kurskonzept ist so geplant, dass der Umgang mit Simulationen zu Be-
ginn des Kurses erlernt wird. Hierzu gehodren das Kennenlernen von héindischen Simulati-
onen sowie von Computersimulationen, der Umgang mit der Software FATHOM und die
Erarbeitung theoretischer Grundbegriffe zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fiir die Ges-
taltung der Einfithrung in den Stochastikkurs als Simulationsvorkurs sollen hier mehrere
Argumente angegeben werden, deren Giiltigkeit im Rahmen der vorliegenden Arbeit un-
tersucht werden soll. Eine ausfiihrliche Schilderung und Analyse des Unterrichtskonzepts
erfolgt in Kapitel 4.

a) Durch den Simulationsvorkurs sollen stochastische Intuitionen aufgebaut werden, auf
die im weiteren Verlauf des Kurses zuriickgegriffen werden kann.

Zu den zentralen Problemen des Stochastikunterrichts gehoren fehlende oder falsche Intu-
itionen und fehlende Erfahrung im Umgang mit stochastischen Situationen. So wird ,,dem
iblichen Zugang [zum Stochastikunterricht] [...] als Mangel ausgelegt, dass er zu theorie-
lastig ist und dass die intuitiven Ideen allzu sehr ausgeblendet werden* (Borovcnik 1992,
S. 92). Gerade der Aufbau von korrekten Intuitionen zur Beurteilung stochastischer Situa-
tionen stellt ein ebenso wichtiges wie schwieriges Themenfeld dar. Nach Bea (1995, S.
17) ist bereits das Erkennen einer stochastischen Situation als solche eine Schwierigkeit.
Slovic, Kunreuter et al. betonen (1974, S. 192): ,,People have a very poor conception of
randomness; they don’t recognize it, when they see it.”

Die mangelnde Erfahrung im Umgang mit stochastischen Situationen verbunden mit
mangelnden oder falschen stochastischen Intuitionen ergibt sich fiir den halbjdhrigen Sto-
chastikkurs der Sekundarstufe II insbesondere dann, wenn in der Mittelstufe die Sto-
chastik gar nicht, nur sehr eingeschrinkt oder in einer sehr deterministischen Form unter-
richtet wurde. Dies ist allerdings in Deutschland sehr hédufig der Fall. Im Rahmen einer
Untersuchung von Strick (1997, S. 54) zu Schiilervorstellungen iiber Zufallsvorginge zu
Beginn des Stochastikunterrichts in der Sekundarstufe II schreibt dieser: ,,Andere Befra-
gungen bestitigen diese Erfahrungen: Den Schiiler/innen fehlen eigene intensive Erfah-
rungen mit Zufallsversuchen. Kiitting (1994, S. 158) erwihnt zu diesem Problem: ,,Be-
ginnt der Stochastikkurs erst in der Sekundarstufe II, so fehlen dem Schiiler der intuitive
Hintergrund und elementare Vorerfahrungen. Ein Nachholen dieser Versdumnisse kann
aber auf der Sekundarstufe II schnell eine nicht mehr interessierende Unterforderung
sein.” Auch Winter (1976) ist skeptisch in Bezug auf einen erfolgreichen Stochastikunter-
richt in der Sekundarstufe II, wenn keine ausreichenden Erfahrungen aus der Sekundar-
stufe I vorliegen. Wolpers und Goétz (2002, S. 139) beschreiben: ,,Stochastikkurse im
Sekundarstufen II- bzw. im tertidren Bereich, in denen nicht auf einem Fundament reflek-
tierter und geordneter Erfahrungen aufgebaut werden kann, erweisen sich héufig als inef-
fektiv und fiir den Lerner als frustrierend.*

Wie bereits beschrieben stellt der Aufbau geeigneter intuitiver Vorstellungen zu sto-
chastischen Situationen eines der zentralen Ziele dar, derentwegen man Simulationen im
Stochastikunterricht einsetzen sollte. Hierzu wird vom Gegenstandsaspekt der Simulatio-
nen Gebrauch gemacht: Die Lernenden konnen anhand der Simulationen mit Zufallssitua-
tionen experimentieren und geeignete Vorstellungen zu stochastischen Vorgédngen und zu
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stochastischen Grundbegriffen wie Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, der Variabilitét
stochastischer Daten und dem Begriff der Stichprobenverteilung aufbauen. Zentrale Beg-
riffe des Stochastikkurses werden so im Rahmen des experimentellen Arbeitens mit den
Simulationen bereits im Simulationsvorkurs vorbereitet und behandelt. Herget (1997, S.
4) schreibt hierzu: ,,Eine solide Grundlage sind eigene, sorgfiltig und bewusst registrierte,
ausgewertete und reflektierte Untersuchungen (Experimente). [...] Ich muss [...] den
Schiilerinnen und Schiilern Zeit lassen, neue, andere, bewusste Erfahrungen mit dem Zu-
fall zu machen.*

Die Gestaltung des Simulationsvorkurses spricht nicht dagegen, auch im weiteren Verlauf
des Kurshalbjahres Simulationen zum Aufbau stochastischer Intuitionen einzusetzen. Die
Verwendung der Simulationen ganz zu Beginn des Kurshalbjahres soll ein intuitives
Grundverstindnis fiir stochastische Situationen anlegen.

b) Die Einfiihrung von Simulationen ldsst sich gut mit den zu Beginn des Kurses vorgese-
henen Grundbegriffen der Stochastik verbinden

Betrachtet man den Lehrplan des Landes Hessen fiir den Stochastikkurs der gymnasialen
Oberstufe (Kultusministerium Hessen 2003), so beginnt der Stochastikkurs mit dem
Themenbereich ,,Grundbegriffe der Stochastik*. Hier werden die folgenden Inhalte ange-
geben: ,,Zufallsexperimente und Ereignisse, absolute und relative Héaufigkeit, Hiufig-
keitsverteilungen und deren grafische Darstellungen, Lage- und StreumaBe, Wahrschein-
lichkeit (Laplace-Wahrscheinlichkeit als Sonderfall), Empirisches Gesetz der grolen Zah-
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len“.

Es zeigt sich, dass die meisten dieser Inhalte mit Simulationen in Verbindung stehen und
somit als stochastische Grundbegriffe im Rahmen des Simulationsvorkurses erarbeitet
werden konnen: Bei der Verwendung von Simulationen zur Untersuchung stochastischer
Probleme werden automatisch Zufallsexperimente und Ereignisse sowie die Begriffe der
absoluten und relativen Haufigkeit behandelt und untersucht. Sowohl bei hiandischen Si-
mulationen wie auch bei Computersimulationen spielt die grafische Auftragung der iiber
die Simulation ermittelten Héufigkeitstabellen z. B. in Form von einfachen Balkendia-
grammen oder Histogrammen eine zentrale Rolle. Die grafische Darstellung wird durch
die Software FATHOM optimal unterstiitzt.

In Bezug auf den Wahrscheinlichkeitsbegriff eroffnet der Simulationsvorkurs den Schiile-
rinnen und Schiilern gleich zu Beginn des Stochastikkurses den frequentistischen Zugang
zum Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die Schiiler erhalten iiber die Verwendung von Simula-
tionen als Werkzeug von Beginn des Kurses an die Moglichkeit, Wahrscheinlichkeiten
tiber relative Héiufigkeiten angenihert zu bestimmen.

In Bezug auf die Einfilhrung von Simulationen parallel zum Wahrscheinlichkeitsbegriff
schldgt Biehler (2003, S. 111) im Rahmen einer unter Einbeziehung der Software
FATHOM gestalteten Lehrveranstaltung fiir Studierende des Grund-, Haupt- und Real-
schullehramts eine dhnliche Vorgehensweise vor: ,,In der Vorlesung Elementare Sto-
chastik lernen die Studierenden FATHOM zunichst als Werkzeug zur statistischen Daten-
analyse kennen und konnen diese Kompetenzen dann nutzen, um simulierte Daten flexi-
bel zu analysieren. Die Methode der Simulation wird praktisch zusammen mit dem Wahr-
scheinlichkeitsbegriff eingefiihrt.” In diesem Konzept sind die Studierenden allerdings
bereits aufgrund des vorangegangenen Themenkomplexes zur statistischen Datenanalyse
mit der Software FATHOM vertraut. Im Rahmen des hier beschriebenen Simulationsvor-
kurses miissen die Schiilerinnen und Schiiler zusitzlich zu den stochastischen Grundbeg-
riffen und den Simulationen noch den Umgang mit der Software erlernen.
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c) Vorbereitung zentraler stochastischer Begriffe, Ausblick auf den weiteren Verlauf des
Kurses

Wie oben beschrieben werden im Rahmen des Simulationsvorkurses zentrale Begriffe des
Stochastikkurses mit Hilfe von Simulationen vorbereitet oder eingefiihrt. Wittmann
(1981, S. 9) schreibt zu einem solchen Vorgehen: ,,Es empfiehlt sich nicht, die Erlernung
eines Gegenstandes aufzuschieben, bis in einem Zug eine endgiiltig-abschliefende Kli-
rung erfolgen kann. Vielmehr sollte die Behandlung gerade der wesentlichen Punkte be-
reits auf fritheren Stufen in entsprechend einfacher Form eingeleitet werden.*

Die Gestaltung des Simulationsvorkurses ermoglicht ferner bereits zu Beginn des Sto-
chastikkurses die Behandlung komplexer Aufgabenstellungen. So werden im Rahmen der
vorliegenden Planung bereits in den ersten Wochen das Geburtstagsproblem, das Sam-
melbildproblem und verschiedene Erwartungswertaufgaben mit Hilfe von Simulationen
behandelt. Hierdurch erhalten die Schiilerinnen und Schiiler gleich zu Beginn des Kurses
einen Ausblick auf typische Aufgabenstellungen der Stochastik, die teilweise im weiteren
Verlauf noch einmal aufgegriffen und theoretisch gelost werden.

Das gewihlte Vorgehen entspricht der Beschreibung eines Spiralcurriculums nach Miiller
und Wittmann (1984, S. 158): ,,Grundlegende Ideen sollen im Unterricht in mehreren
Durchgingen mit steigendem Niveau behandelt werden [...]. Mit dem Fortschreiten auf
der Spirale werden anfangs intuitive, ganzheitliche, undifferenzierte Vorstellungen zu-
nehmend von formaleren, deutlicher strukturierten, analytisch durchdrungenen Kenntnis-
sen iiberlagert.*

Hieran zeigt sich, dass die gewdihlte Form der Einfithrung der Simulationen bereits im
Einstieg des Stochastikkurses zu einem spiralcurricularen Aufbau des Gesamtkurses bei-
tragt, in dessen Verlauf zentrale Begriffe und Aufgabenstellungen an verschiedenen Stel-
len des Kurses erneut aufgegriffen und auf einem hoheren Exaktifizierungsniveau behan-
delt werden. Diesem Konzept, welches von Bruner (1970) vorgeschlagen wurde, kommt
gerade in der Mathematikdidaktik eine groBe Bedeutung zu. Dennoch sind Realisierungen
im Mathematikunterricht der gymnasialen Oberstufe allzu selten.

d) Der Simulationsvorkurs ist gut geeignet fiir das Erlernen der Software FATHOM

Zur Methodik des Rechnereinsatzes im Mathematikunterricht spricht Kohler in einer Un-
tersuchung iiber den Einsatz von Derive im Rahmen eines Kurskonzepts in der gymnasia-
len Oberstufe zur Einfithrung in die Analysis das Problem der Bedienerkompetenz der
Schiilerinnen und Schiiler an (Kohler 1998, S. 69): ,,Daneben wurde auch immer wieder
deutlich, dass die UnregelmiBigkeit des Rechnereinsatzes ein auf Kontinuitédt angelegtes
Lernen behindern kann. Die benutzerfreundliche Gestaltung von DERIVE erlaubte zwar
eine relative schnelle Einarbeitung, jedoch zeigte sich eine gewisse Sicherheit im Um-
gang mit dem System immer erst nach Phasen intensiveren Computereinsatzes. Umge-
kehrt fiihrten Unterbrechungen von etwas mehr als zwei Wochen stets wieder zum Auf-
treten elementarer Bedienerfehler.” Die Probleme resultieren offensichtlich aus einer
mangelnden Kontinuitit des Rechnereinsatzes.

Im vorliegenden Kurskonzept sollen die Schiilerinnen und Schiiler einen sicheren Um-
gang mit der Software FATHOM fiir den weiteren Verlauf des Stochastikkurses erlernen.
Ziel ist der flexible Umgang mit der Software zur selbststindigen Erstellung von Compu-
tersimulationen. Neben den auch bei hédndischen Simulationen notwendigen Modellie-
rungsfahigkeiten miissen sowohl Grundfertigkeiten in der Bedienung der Software wie
auch die Verwendung geeigneter Befehle zur Erstellung von Computersimulationen in
FATHOM erlernt werden. Gerade zum Erlernen der Software kommt der regelmiBigen
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Verwendung im Unterricht und auch zu Hause eine entscheidende Bedeutung zu, um das
von Kohler angesprochene Problem der Bedienerkompetenzen zu vermeiden. Diese kon-
tinuierliche Verwendung von FATHOM zum Erlernen der Software wird durch das Kon-
zept des Simulationsvorkurses gewéhrleistet: Dadurch, dass im Rahmen des Simulations-
vorkurses iiber mehrere Wochen kontinuierlich mit Computersimulationen gearbeitet
wird, ergibt sich die Gelegenheit zur Festigung und Vertiefung des Umgangs mit der
Software.

Die Verkniipfung des Themas Simulationen mit der Erarbeitung stochastischer Grundbeg-
riffe sowie mit einer Einfiihrung in die Software FATHOM fiihrt dazu, dass die Schiilerin-
nen und Schiiler auf einem fiir die gymnasiale Oberstufe geeigneten Anspruchsniveau
iber einen ldngeren Zeitraum mit Simulationen arbeiten. Die von Kiitting (1994) ange-
sprochene Unterforderung beim Aufbau geeigneter stochastischer Intuitionen in der Se-
kundarstufe II wird durch dieses Konzept vermieden.

2.4.2 Das Konzept zur Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist die zentrale Wahrscheinlichkeitsverteilung im Stochastikun-
terricht der gymnasialen Oberstufe. Im Grundkurs stellt sie i. a. sogar die einzige ausfiihr-
lich behandelte Wahrscheinlichkeitsverteilung dar. Die Behandlung der Binomialvertei-
lung im Unterricht eroffnet vielfiltige Anwendungsbeziige. Dies wird im vorliegenden
Kurskonzept durch eine durchgingige Anwendungsorientierung der gewihlten Aufga-
benstellungen genutzt. Im Vergleich zu dem in iiblichen Schulbiichern vorgeschlagenen
Vorgehen werden ferner folgende Schwerpunktsetzungen bzw. Anderungen vorgenom-
men:

1. Verwendung von Simulationen und dynamischen Lernumgebungen
2. Einstieg in die Einheit mit dem Galton-Brett
3. Abschluss der Unterrichtseinheit mit dem /. — Gesetz

Durch die Verwendung von Simulationen wird den Schiilerinnen und Schiilern neben der
Theorie ein zweiter Zugang zur Binomialverteilung erdffnet. In diesem Sinn sind mehrere
Aufgaben so konzipiert, dass sich der frequentistische und der theoretische Zugang ge-
genseitig ergéinzen. Insbesondere bei der Entwicklung der theoretischen Formel zur Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung wird die Simulation als Kon-
trolllosung eingesetzt.

Da die Binomialverteilung in der gymnasialen Oberstufe als exemplarische Wahrschein-
lichkeitsverteilung behandelt wird, miissen neben anwendungsorientierten Berechnungen
auch weitergehende Betrachtungen zum Verteilungsbegriff erarbeitet werden, z. B. Kenn-
zahlen von Verteilungen sowie die Beschreibung und Interpretation der Form einer Ver-
teilung. Hier zeigen Untersuchungen, dass insbesondere die Betrachtung der Verteilung
als Ganzes fiir Schiilerinnen und Schiiler problematisch ist (vgl. Saldanha und Thompson
2002). Zur Unterstiitzung dieses Verstdndnisprozesses werden dynamische Lernumge-
bungen eingesetzt, in denen man mit der Binomialverteilung experimentieren kann. Eben-
falls exemplarisch wird bei der Binomialverteilung das Gesetz der groB3en Zahl vertieft,
indem die Stabilisierung der simulierten Héufigkeitsverteilungen gegen die theoretisch
berechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine zunehmende Anzahl N von Simulati-
onsdurchgédngen betrachtet und interpretiert wird.

Am Beispiel des Galton-Bretts als Einstieg in die Unterrichtseinheit konnen bereits wich-
tige Begriffe der Binomialverteilung wie die Unabhingigkeit der einzelnen Stufen der
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Benoulli-Kette und die Mittenbevorzugung eingefiihrt werden. Auch die Formel zur Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeiten kann vorbereitet werden. Insbesondere ermoglicht die
Verwendung des Galton-Bretts im Unterricht eine Gegeniiberstellung der experimentell
bestimmten Hiufigkeitsverteilung mit der theoretisch berechneten Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Auftretende Abweichungen bieten Gelegenheit zu Modellierungsiiberlegun-
gen.

Das ). —Gesetz zum Ende der Unterrichtseinheit iibertréigt die iblicherweise fiir die

absolute Anzahl X an Erfolgen einer Bernoulli-Kette behandelten o-Regeln auf den Fall
der relativen Anzahl ¥ =< an Erfolgen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen das Gesetz

mit Hilfe von Computersimulationen entdecken, theoretisch aus den bekannten o-Regeln
herleiten und auf Anwendungsbeispiele tibertragen konnen.

Tab. 2.2 zeigt eine Ubersicht der Unterrichtseinheit mit Zeitplanung.

Thema Inhalt Stunden

Galton-Brett e Vorfithrung eines realen Galton-Bretts 2
¢ Diskussion der Mittenbevorzugung

e Modellierung der Haufigkeitsverteilung, Vergleich mit der
realen Haufigkeitsverteilung

Simulation und |® Hinfithrung zur Binomialverteilung iiber die Simulation 2

Formel der Bi- e Theoretische Verallgemeinerung der Formel der Binomial-

nomialverteilung verteilung, Betrachtung als Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ubungen zu * Anwendungsaufgaben zur Binomialverteilung 6

Bernoulli- e Berechnung der Wahrscheinlichkeiten mit dem TI89

Versuchen e Vergleich von simulierter Haufigkeitsverteilung und theo-
retischer Binomialverteilung

Eigenschaften ¢ Lage des Maximums, Hohe und Breite, Symmetrie der 3

der Binomial- Binomialverteilung

verteilung

Erwartungswert |e Herleitung der Formeln g =n-p, c=+n-p-q 3

und Standardab-

Erarbeitung der - Umgebungen um den Erwartungswert

weichun . . . .
& einer Binomialverteilung

o - Umgebungen

Vi — Gesetz e FErarbeitung des / " Gesetzes am Problem der Bestim- |4

mung von Wahrscheinlichkeiten iiber relative Hiufigkeiten
¢ Ubungen zum / e Gesetz und zu den o-Umgebungen.

Anwendung auf die Genauigkeit von Simulationen

Tab. 2.2: Ubersicht zur Unterrichtseinheit Binomialverteilung mit Zeitplanung.
Einfiihrung mit dem Galton-Brett

Die Unterrichtseinheit zur Binomialverteilung beginnt mit der Betrachtung des Galton-
Bretts als realem Experiment zur Erzeugung einer Binomialverteilung (vgl. Jager und
Schupp 1983; Schupp 1985a; Schupp 1985b). Das Galton-Brett hat im Rahmen dieser
Unterrichtseinheit die Funktion der Vorbereitung und Veranschaulichung der Binomial-
verteilung. Weiter ermoglicht die Verwendung eines realen Galton-Bretts im Unterricht
den Vergleich zwischen der experimentell erzeugten Hiufigkeitsverteilung und der theo-
retisch berechneten Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Am Beispiel des Galton-Bretts soll die Mittenbevorzugung der Verteilung beobachtet
werden. Ferner soll der Weg einer Kugel im Galton-Brett modellhaft als Bernoulli-Kette
beschrieben werden und die Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen eines bestimmten
Kistchens des Galton-Bretts unter geeigneten Modellannahmen berechnet werden (siehe
Anhang, S. 278).

Die Mittenbevorzugung als zentrale Eigenschaft von binomial- und normalverteilten Zu-
fallsgroflen lasst sich am Galton-Brett anschaulich durch die grole Anzahl von real exis-
tierenden Wegen in die mittleren Késtchen des Galton-Bretts erkléren.

Die Modellierung der Verteilung am Galton-Brett ldauft {iber drei Stufen, welche eng mit-
einander zusammen hédngen: Zunéchst betrachtet man das Verhalten der Kugel an einem
einzigen Zapfen des Galton-Bretts. Die Wahrscheinlichkeit fiir rechts und links betragt
jeweils 0,5. Als zentrale Modellannahme wird das Verhalten an jedem Zapfen als unab-
hingig vom vorherigen Weg angenommen. Im zweiten Schritt betrachtet man einen be-
stimmten Weg beim Lauf der Kugel iiber das n-zeilige Galton-Brett. Unter der Modellan-

nahme der Unabhingigkeit ergibt sich fiir jeden Weg die Wahrscheinlichkeit (%)”. Im

dritten Schritt betrachtet man die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Kugel in einem be-
stimmten Késtchen landet. Zihlt man die Késtchen von links nach rechts mit O bis n

n
durch, so gibt es fiir das Késtchen k genau (k} mogliche Wege, nidmlich alle Wege, bei

denen k-mal eine Verzweigung nach rechts gewéhlt wird. Damit erhilt man als Wahr-

scheinlichkeit fiir eine Kugel, im Késtchen k zu landen: P(X =k) = (Zj . (%)” .

Die im Unterricht experimentell ermittelte Verteilung sowie die mit dem theoretischen
Ansatz berechnete Verteilung werden beide als Histogramm aufgetragen und miteinander
verglichen. Differenzen zwischen der theoretischen Berechnung und der im Experiment
gefundenen Verteilung motivieren eine Diskussion iiber die fiir die theoretische Berech-
nung getroffenen Modellannahmen. Als problematisch erweist sich hierbei die Unabhén-
gigkeit der Teilexperimente, d. h. die Modellannahme, das Verhalten der Kugel an den
einzelnen Zapfen sei unabhidngig vom Weg, den die Kugel vorher genommen hat. Die
Voraussetzung hierfiir ist, dass die Kugel stets wieder senkrecht von oben auf den nichs-
ten Zapfen fillt. Die meisten realen Galton-Bretter sind so gefertigt, dass dies nicht in
idealer Weise der Fall ist. Hier kann z. B. eine grof3ere Mittenbevorzugung auftreten (vgl.
Steinbring 1985).

Die Unabhingigkeit der Teilexperimente der Benoulli-Kette ist eine Modellierungs-
schwierigkeit, welche hiufig bei anwendungsorientierten Aufgabenstellungen zur Bino-
mialverteilung auftritt (vgl. Biehler 2005). Somit wird bei der Behandlung des Galton-
Bretts auch das Hinterfragen eines zentralen Modellierungsschritts bei der Verwendung
der Binomialverteilung in Anwendungssituationen vorbereitet.

Herleitung der Formel der Binomialverteilung und Ubungen

Nach der Vorbereitung durch das Galton-Brett soll eine allgemeine Binomialverteilung
am Beispiel der Anwendungsaufgabe ,,verwurmte Kirschen* simuliert werden.

,,Kirschernte

Fritzchen pfliickt 20 Kirschen vom Kirschbaum und verzehrt diese sofort. Nachdem er von seiner
Mutter erfihrt, dass bei der diesjéhrigen Kirschernte ca. 25% aller Kirschen ,,verwurmt* sind, be-
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kommt er einen grofien Schreck. Er macht sich Gedanken, wie viele Wiirmer er wohl verzehrt hat,
wenn jede der zwanzig gepfliickten Kirschen mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 25% verwurmt
war.

A) Simulieren Sie die Auswahl der 20 Kirschen mit FATHOM.

Fiihren Sie die Simulation 10mal durch und schreiben Sie auf, wie viele verwurmte Kirschen bei den
10 Simulationen jeweils aufgetreten sind. Sie konnen die Simulation mit ,,Strg-y* wiederholen.

B) Fiihren Sie die Simulation des Kirschexperiments mit ,,Messgroflen sammeln® 10 000mal durch und
stellen Sie die auftretenden Haufigkeiten fiir die Anzahl an verwurmten Kirschen grafisch dar.
Beantworten Sie mit Hilfe einer Auswertungs-Tabelle die folgenden Fragen:

* Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen keinen Wurm verzehrt?

* Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen weniger als drei wurmstichige Kirschen verzehrt?
* Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen mehr als 10 wurmstichige Kirschen verzehrt?
Veranschaulichen Sie sich die Wahrscheinlichkeiten jeweils am Histogramm.

C) Bestimmen Sie auf theoretischem Weg die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 8 von den 20 Kirschen, die
Fritzchen gegessen hat, verwurmt waren. Vergleichen Sie das Ergebnis Threr Berechnung mit dem Er-
gebnis Threr Simulation.

Hinweis:

Veranschaulichen Sie sich das Ereignis ,,8 von 20 Kirschen sind verwurmt* iiber Pfade im Baumdiagramm.

Bei der Aufgabenstellung handelt es sich um eine eingekleidete Aufgabe. Probleme der
Modellierung der Binomialverteilung mit der zugehorigen Untersuchung auf die Unab-
hingigkeit der einzelnen Stufen und auf gleiche Erfolgswahrscheinlichkeiten fiir jede
Stufe werden hier bewusst ausgeblendet, da die Aufgabe zur Einfithrung der Simulation
einer allgemeinen Binomialverteilung und der Formel der Binomialverteilung dienen soll.
Die Aufgabenstellung ist bewusst einfach strukturiert, so dass sich die Schiilerinnen und
Schiiler gut in die Problematik hinein denken konnen.

In Teil A) soll mit der Simulation der Bernoulli-Kette experimentiert werden. Das Au-
genmerk wird hierbei auf die Anzahl an verwurmten Kirschen als Zufallsgroe gerichtet.
Die zehnmalige Wiederholung des Zufallsexperiments soll die stochastische Variation der
Ergebnisse verdeutlichen. Hier kommt der Gegenstandscharakter der Simulation zum
Tragen.

In Teil B) der Arbeitsauftrige wird die Héaufigkeitsverteilung der Binomialverteilung er-
zeugt und interpretiert. Anhand der Simulation werden verschiedene Wahrscheinlichkei-
ten iiber die relative Haufigkeit geschitzt.

In Teil C) der Arbeitsauftrige sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Wahrscheinlich-
keit fiir genau 8 verwurmte Kirschen berechnen und mit dem Ergebnis der Simulation
vergleichen. Die Formel ist ihnen fiir den Fall p =3 bereits vom Galton-Brett bekannt.

Sie miissen erkennen, dass es sich um eine dhnliche Situation handelt und die geidnderte
Erfolgswahrscheinlichkeit geeignet beriicksichtigen. Im Ergebnis haben die Schiilerinnen
und Schiiler die Formel der Binomialverteilung an einem konkreten Beispiel selbststindig
erarbeitet. Im Anschluss konnen der Begriff der Bernoulli-Kette und die Formel fiir die
Binomialverteilung im Unterricht verallgemeinert werden.

Die Aufgabe vermittelt einen guten Einblick, wie vielseitig Computersimulationen im
vorliegenden Unterrichtskonzept zur selbststindigen Erarbeitung von stochastischen
Problemen verwendet werden: In Teil A nédhern sich die Schiilerinnen und Schiiler dem
Zufallsexperiment zunéchst iiber die Computersimulation. Hiermit werden die Erfahrun-
gen aus dem Simulationsvorkurs zum experimentellen Umgang mit stochastischen Situa-
tionen wieder aufgegriffen. In Teil B wird die Computersimulation zur grafischen Veran-
schaulichung der Verteilung und zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten genutzt. In
Teil C sollen die Schiilerinnen und Schiiler selbststindig die theoretische Berechnung
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einer Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung erarbeiten. Der frequentistische und der
theoretische Zugang zur Wahrscheinlichkeit ergidnzen sich hier gegenseitig. Die Schiile-
rinnen und Schiiler haben die Computersimulation im Simulationsvorkurs als Werkzeug
zur Losung stochastischer Problemstellungen kennen gelernt, so dass die Simulation hier
eine Kontrollfunktion fiir die Ergebnisse der theoretischen Uberlegungen erfiillen kann.

Der wichtige Begriffe der Bernoulli-Kette und der Umgang mit der Binomialverteilung
werden im Folgenden anhand von anwendungsorientierten Aufgaben (sieche Anhang, S.
280-282) geiibt und gefestigt. Im Rahmen dieser Aufgaben wird mehrfach die Modellie-
rungsannahme der Unabhéngigkeit der einzelnen Stufen der Benuolli-Kette problemati-
siert. Bei den meisten Aufgaben ist der Einsatz von Simulationen nicht vorgesehen bzw.
freigestellt. Zur Berechnung der kumulierten Wahrscheinlichkeiten sollte ein geeigneter
Taschencomputer eingesetzt werden.

An einer Aufgabe wird die Stabilisierung der simulierten Hiufigkeitsverteilungen gegen
die theoretisch berechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine zunehmende Anzahl N
von Simulationsdurchgingen beobachtet und interpretiert, so dass das Gesetz der grofen
Zahl fiir eine Verteilung als Ganzes betrachtet wird. Theoretische Uberlegungen hierzu
finden nicht statt

Eigenschaften der Binomialverteilung, c-Umgebungen

Nun wird der Blick auf die Form oo et (Funtionendigremm %)
del‘ Verteﬂung alS Ganzes in Die Binomialverteilung fir n= 50, 025
Abhanglgkelt von den Parametern Wit dern Schieberegler kann man die 0,20

n und p gelenkt. Anhand zweier FIRSISHISCTEIAEP AN ots

dynamischer Lernumgebungen und ., -usss E;Z ﬂ
zugehoriger  Arbeitsanweisungen v I R S
(sieche Anhang, S. 283) sollen die von e et voroor
Schiiler selbststindig Eigenschaf- e

ten wie das Symmetrieverhalten, Apb. 2.1: Dynamische Lernumgebung zur Abhdngigkeit
die Lage sowie die Hohe und der Binomialverteilung vom Parameter p.
Breite der Verteilung in Abhéngigkeit von n und p untersuchen. Hierbei soll folgendes
erkannt und formuliert werden:

e Die Verteilungen verschieben sich mit zunehmendem »n bzw. mit zunehmendem p
nach rechts. Das Maximum der Verteilung liegt stets etwa bei n- p.

¢ Die Verteilungen sind fiir kleine Werte von p und fiir Werte von p nahe 1 sehr hoch
und schmal sowie unsymmetrisch. Fiir p = 0,5 ist die Verteilung am flachsten und
breitesten. AuBBerdem ist die Verteilung fiir p = 0,5 symmetrisch.

e Die Verteilungen werden mit zunehmendem #» breiter und flacher. Auch fiir Werte
von p ungleich 0,5 werden die Verteilungen mit zunehmendem »n symmetrischer.

Im Anschluss werden die Formeln 4 =n- p fiir den Erwartungswert und o =4/n-p-q

fiir die Standardabweichung hergeleitet. Eine Moglichkeit zur Begriindung der Formeln

ist die folgende:

Man ldsst die Schiiler ausgehend von den allgemeinen Formeln fiir den Erwartungswert
und fiir die Varianz den Erwartungswert und die Varianz jeweils firn =1, n =2, n =3
berechnen. Man erhilt beim Erwartungswert 4 =1-p, 4 =2-p, £ =3-p und bei der

Varianz Var=1-p-q, Var=2-p-q, Var =3- p-q. Diese Formeln verallgemeinert man
auf n Stufen der Bernoulli-Kette.
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Vollstindige Herleitungen zum Erwartungswert und zur Standardabweichung finden sich
in den gidngigen Schulbiichern.

Um die Formeln fiir den Erwartungswert und fiir die Standardabweichung zu interpretie-
ren, kann man bei der Binomialverteilung auf anschaulicher Ebene — grob gesagt — dem
Erwartungswert die Lage des Maximums der Verteilung und der Standardabweichung die
Breite der Verteilung zuordnen. Nun kann man zuriickgreifen auf die Ergebnisse der bei-
den Lernumgebungen und die bereits formulierten Abhédngigkeiten der Lage des Maxi-
mums und der Breite der Verteilung vergleichen mit der Abhingigkeit des Erwartungs-
werts und der Standardabweichung von den Parametern »n und p.

Zur anschaulichen Deutung des Begriffs der Standardabweichung dienen die Regeln iiber
die o-Umgebungen des Erwartungswerts bei einer binomialverteilten Zufallsgrof3e (siehe
Anhang, S. 284). Die Schiilerinnen und Schiiler sollen die Regeln anhand ihres Schulbu-
ches selbststindig erarbeiten und dann an einem konkreten Beispiel rechnerisch iiberprii-
fen. Die verwendeten Beispiele zeigen, dass die Regeln bei der Binomialverteilung nur
nidherungsweise gelten. Die exakten Werte ergeben sich bei der Approximation durch die
Normalverteilung, welche im weiteren Verlauf des Kurses noch behandelt wird. Neben
einer Veranschaulichung des Begriffs der Standardabweichung kénnen die Regeln iiber
die o-Umgebungen beim Testen von Hypothesen mit der Binomialverteilung sowie zur
Konstruktion von Konfidenzintervallen eingesetzt werden. Der Umgang mit den
o —Umgebungen hat somit auch eine vorbereitende Funktion fiir die beurteilende Statis-
tik.

Das /]/ drim Gesetz

Betrachtet man die ZufallsgroBe X: Anzahl der Erfolge einer Bernoulli-Kette, so erhilt
man als zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung die Binomialverteilung. Die
Histogramme der Binomialverteilung werden mit zunehmender Anzahl n der Versuchs-
durchfithrungen immer flacher und breiter. Mathematisch spiegelt sich dies wieder in der

Formel o =./n- p-q fiir die Standardabweichung der Binomialverteilung.

Bei vielen Problemen der Stochastik betrachtet man jedoch nicht die absolute Anzahl an
Erfolgen, sondern die relative Haufigkeit Y = % Dies tritt insbesondere dann auf, wenn

man durch eine Versuchsreihe die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses iiber die relative
Haufigkeit des Auftretens dieses Ereignisses bestimmen mochte, z. B. bei Umfragen oder
bei Simulationen. Die Histogramme der Zufallsgrole Y werden mit zunehmender An-
zahl n der Versuchsdurchfithrungen bzw. mit zunehmender Anzahl n der Simulations-
durchgiinge immer schmaler und héher. Fiir die Zufallsgroe Y werden die absoluten
Werte durch n geteilt. Daher muss man auch die Standardabweichung durch »n teilen:

Oy =a—n" = —“n'np'q = @. Die Standardabweichung des relativen Anteils der Anzahl der
n

Erfolge ist somit proportional zu / T G / \/;—Gesetz“). Das heif3t, dass die Streuung

der relativen Héufigkeit eines Ereignisses bei zunehmender Wiederholungszahl n des
Experiments mit }/~ abnimmt.

Anschaulich bedeutet dies, dass der relative Anteil an Erfolgen bei wenigen Wiederho-
lungen stidrker um die Erfolgswahrscheinlichkeit p schwankt als bei vielen Wiederholun-
gen. Betrachtet man die 10-Umgebung als Schwankungsbreite, so halbiert sich die
Schwankungsbreite, wenn man die Anzahl der Wiederholungen vervierfacht. Die
Schwankung der ,,gemessenen relativen Hiufigkeiten halbiert sich also bei Umfragen
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oder bei Simulationen, wenn man die Anzahl der Befragten oder die Anzahl der Wieder-
holungen vervierfacht.

Zum Ende der Unterrichtseinheit findet hiermit eine theoretische Prézisierung des schwa-
chen Gesetzes der groBen Zahl statt, da das )Q;—Gesetz angibt, wie schnell sich die

Schwankungsbreite der relativen Héiufigkeit eines Ereignisses bei zunehmender Anzahl n
von Versuchsdurchfithrungen bzw. bei zunehmender Anzahl n von Simulationsdurchgin-
gen stabilisiert.

Das / " Gesetz soll von den Schiilerinnen und Schiilern mit Hilfe von Computersimu-

lationen entdeckt werden und iiber die Formel der Standardabweichung o auch theore-
tisch erarbeitet werden (siehe Anhang, S. 285).

Als Anwendung wird eine Flugzeugiiberbuchungsaufgabe behandelt (sieche Anhang, S.
288). Ferner wird die Genauigkeit von Wahrscheinlichkeitsschitzungen iiber Simulatio-
nen thematisiert: Zu einem gegebenen Ereignis mit einer bekannten Wahrscheinlichkeit p
sollen die Schiilerinnen und Schiiler iiber die o-Regeln berechnen, in welchem Bereich
die relative Héufigkeit fiir das Auftreten des betrachteten Ereignisses in einer Simulation
mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% liegt. Dieser Bereich lédsst sich wiederum iiber eine
geeignete Computersimulation experimentell iiberpriifen (sieche Anhang, S. 288). Hiermit
schlieBt sich eine Liicke im Unterrichtsgang, da die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeits-
schitzungen zu Beginn des Kurses nur mit Hilfe von iiber Ausprobieren ermittelten
Faustregeln abgeschitzt wird. Allerdings handelt es sich bei dem beschriebenen Vorge-
hen um eine vereinfachende Betrachtung, bei der zu einer bereits bekannten Wahrschein-
lichkeit p mit Hilfe der o-Umgebungen untersucht wird, wie grofl die Streuung der relati-
ven Haufigkeiten im Experiment ist. Die umgekehrte Fragestellung nach den Wabhr-
scheinlichkeiten, die mit einer in der Simulation erhaltenen relativen Hiufigkeit vertrig-
lich sind, kann nur mit Hilfe von Konfidenzintervallen beantwortet werden (vgl. Kapitel
4.2.2). Eine genaue Behandlung von Konfidenzintervallen im Unterricht wire wiin-
schenswert, wird aber aus Zeitgriinden weggelassen. Die beschriebene vereinfachende
Betrachtung lésst sich dadurch rechtfertigen, dass man dhnliche Genauigkeitsschitzungen
erhilt.

Neben der geschilderten Prizisierung des Gesetzes der groen Zahl und der Faustregeln
zur Genauigkeitsschitzung einer Computersimulation dient das / " Gesetz als Vorbe-

reitung fiir das Testen von Hypothesen, da es die Verbesserung der Testgiite z. B. bei ei-
ner Erhohung der Anzahl n der Probanden oder der Anzahl n der gewihlten Materialstii-
cke erkldren kann.

Die hohe Wichtigkeit des /\/; — Gesetzes fiir den schulischen Stochastikunterricht bereits

in der Sekundarstufe I wird auch von Riemer (1991) herausgestellt. Er erwihnt die allge-
mein bildende Bedeutung sowie die Moglichkeit zur Beseitigung von Fehlvorstellungen
in Verbindung mit dem Stichprobenumfang eines stochastischen Experiments.

2.4.3 Das Konzept zum Testen von Hypothesen

Das Testen von Hypothesen wird in der kompletten Unterrichtseinheit am Beispiel der
Binomialverteilung behandelt. Gegeniiber den von Schulbiichern vorgeschlagenen Ent-
wiirfen ist die Unterrichtseinheit an drei Stellen deutlich verindert, die Anderungen zielen
in erster Linie auf das Verstidndnis des Vorgehens beim Testen von Hypothesen:
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1. Einfiihrung iiber das Testen von Hypothesen mit P-Werten
2. Einsatz von Simulationen und FATHOM-Lernumgebungen

3. Aufgabenformen zur anschaulich-verbalen Interpretation der Berechnungen

Beim Hypothesentest geht man aus von einer Nullhypothese Hy. Man betrachtet eine sta-
tistische Untersuchung und beurteilt das Ergebnis der Untersuchung unter der Annahme,
dass dieses Ergebnis unter Vorliegen der Nullhypothese aufgetreten ist.

In der Schule werden iiblicherweise Signifikanztests behandelt. Hier teilt man die Menge
der moglichen Ergebnisse iiber die Konstruktion des Verwerfungs- und Akzeptanzbe-
reichs ein in typische Ereignisse und in Ereignisse, die bei Giiltigkeit der Hypothese Hy
eher ungewohnlich sind. Handelt es sich um ein ungewohnliches Ereignis, so spricht das
Ergebnis der Untersuchung gegen die Hypothese. Der Verwerfungsbereich wird so ge-
wihlt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis im Verwerfungsbereich kleiner als
das Signifikanzniveau ist, unter der Voraussetzung, dass die Hypothese wahr ist. Typi-
sche Werte fiir das Signifikanzniveau sind 1%, 5% oder 10%.

Das gewihlte Signifikanzniveau ist nicht die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Hypothe-
se richtig ist, obwohl man ein Ergebnis im Verwerfungsbereich erhilt, sondern die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass man ein Ergebnis im Verwerfungsbereich erhilt, wenn die
Hypothese wahr ist. Dies wird von den Schiilerinnen und Schiilern im Unterricht hiufig
verwechselt (Danckwerts und Vogel 1993). Es zeigt sich, dass die dem Hypothesentest zu
Grunde liegende Logik von vielen Schiilerinnen und Schiilern nicht verstanden wird. Eine
Ursache hierfiir kann darin liegen, dass das logische Vorgehen im Schulunterricht hidufig
durch eher technische Berechnungen zur Bestimmung des Verwerfungs- und des Akzep-
tanzbereichs mit Hilfe von o-sUmgebungen oder von Tabellen der kumulierten Binomial-
verteilung verdeckt wird.

Beim Hypothesentesten mit P-Werten lésst sich das logische Vorgehen gut veranschauli-
chen (vgl. Wild und Seber 2000): Zum Ergebnis einer statistischen Untersuchung wird die
Wahrscheinlichkeit berechnet, mit der das beobachtete Ergebnis oder ein noch extremeres
Ergebnis unter Vorliegen der Nullhypothese auftritt. Diese Wahrscheinlichkeit wird als P-
Wert bezeichnet. So wird bei der Einfithrungsaufgabe zur auBersinnlichen Wahrnehmung
(siehe Anhang, S. 289) die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet, dass man bei einer Rate-
wahrscheinlichkeit von 25% mindestens 20 von 40 Karten richtig errit. Ist dieser P-Wert
sehr klein, so ist das erhaltene Ergebnis unter Annahme der Nullhypothese ein sehr un-
gewohnliches  Ergebnis. Der P-Wert betragt bei der Einfiihrungsaufgabe
Fy»5(X =220)=0,00057, das heilt mindestens 20 richtig bestimmte Karten kommen bei

bloBem Raten nur in ca. 0,06% aller Fille vor. Da das Ergebnis unter Annahme der Hypo-
these sehr unwahrscheinlich ist, spricht der Test gegen das Vorliegen der Nullhypothese.

Je kleiner der P-Wert ist, desto stirker spricht der experimentelle Befund gegen das Vor-
liegen der Nullhypothese. Man spricht auch von ,,Evidenz gegen die Nullhypothese*. Ei-
ne iibliche Klassifikation ist die folgende (siehe Anhang, S. 292):

P-Wert < 10% schwache Evidenz
P-Wert < 5% mittlere Evidenz
P-Wert <1% starke Evidenz
P-Wert < 0,1% sehr starke Evidenz

Im Vergleich zum eher technischen Vorgehen zur Bestimmung von Verwerfungs- und
Akzeptanzbereichen beim iiblichen Zugang zum Hypothesentest in der Schule wird beim
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Testen von Hypothesen mit P-Werten stets die Wahrscheinlichkeit fiir den experimentel-
len Befund unter Annahme der Nullhypothese berechnet und beurteilt. Hierdurch wird der
Kern des logischen Vorgehens deutlich: Das experimentelle Ergebnis wird iiber die Be-
rechnung von Wahrscheinlichkeiten als typisches oder eher ungewohnliches Ergebnis
unter Vorliegen der Nullhypothese bewertet.

Die zur Hypothese gehorende ,,Referenzverteilung® kann iiber die Simulation real erzeugt
werden. Hiermit ,,erleben* die Schiilerinnen und Schiiler das Auftreten der typischen Fal-
le wie auch der ungewohnlichen Fille unter Annahme der Nullhypothese. Neben der Ent-
lastung von Berechnungen trigt die Verwendung von Simulationen somit zur Veran-
schaulichung bei. Durch das selbststindige Arbeiten am Computer konnen sich die Schii-
lerinnen und Schiiler gut in die Aufgabenstellung hinein denken, die grafischen Darstel-
lungen der simulierten Verteilungen tragen zusitzlich zur Anschaulichkeit bei. Daher
lohnt es sich, die Computersimulation auch bei solchen Problemstellungen gezielt einzu-
setzen, die mit der bereits bekannten Binomialverteilung behandelt werden konnen. Bieh-
ler und Maxara (2007, S. 59) schreiben hierzu: ,,Auch wenn man bereits die Binomialver-
teilung behandelt hat, wird es sich didaktisch lohnen, die "Referenzverteilung" zunichst
noch durch Simulation zu erzeugen, um die Grundidee des Hypothesentestens zu verste-
hen: Eine beobachtbare GrofBe [...] wird beurteilt unter der Perspektive, was unter der
Annahme der Nullhypothese alles hitte passieren konnen. Diese moglichen Fille werden
jetzt durch Simulation real erzeugt.*

Dariiber hinaus kann man das Testen von Hypothesen mit Hilfe von Computersimulatio-
nen auch auf solche Fragestellungen ausdehnen, bei denen andere Verteilungen als die
Binomialverteilung benétigt werden. Uber die Simulation kann man die zugehérige Refe-
renzverteilung erstellen. Hiermit lassen sich z. B. Tests mit der -Verteilung oder der 3’
Verteilung ohne die theoretische Behandlung der Verteilungen bzw. ohne die Benutzung
der zugehorigen Tabellen im ,,Black Box“ — Verfahren in den Unterricht integrieren.

Im vorliegenden Unterrichtskonzept wird das Testen von Hypothesen zunéchst mit P-
Werten behandelt. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen das logische Vorgehen bei einem
Hypothesentest kennen lernen und verstehen. Im zweiten Schritt wird der Ubergang zu
den in der Schule iiblichen Signifikanztests vollzogen. Hierfiir werden solche Aufgaben-
stellungen gewihlt, bei denen eine Entscheidung fiir oder gegen die Nullhypothese getrof-
fen werden muss, z. B. Wettsituationen oder Situationen aus dem Bereich der Qualitéts-
kontrolle. Zu einem vorgegebenen Signifikanzniveau werden der Verwerfungs- und der
Akzeptanzbereich fiir die Nullhypothese konstruiert. Weiter werden geméll dem in der
Schule iiblichen Verfahren die Fehler erster und zweiter Art eingefiihrt und interpretiert,
im letzten Schritt die Operationscharakteristik zur Beurteilung der Giite eines Tests. Ins-
besondere am Ende der Unterrichtseinheit werden Aufgaben gegeben, die nochmals mit
P-Werten bearbeitet werden kdnnen sowie Aufgaben, bei denen besonderer Wert auf die
Interpretation der Berechnungen gelegt wird. Tab. 2.3 zeigt eine Ubersicht des Unter-
richtskonzepts mit Zeitplanung.

Thema Inhalt Stunden

¢ Einfiihrung in die Logik des Hypothesentestens
Hypothesentest

mit P-Werten | ® Anwendungsbeispiel Cola-Test 6

¢ Ubungsaufgaben zum Hypothesentesten mit P-Werten
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¢ Erlduterung des Signifikanzniveaus eines Hypothesen-
tests

Signifikanztest | ¢ Konstruktion von Hypothesentests zu gegebenem Signi- |4
fikanzniveau &

e Zweiseitige Hypothesentests

e Kennenlernen der Fehler erster und zweiter Art

Fehler erster ® Interpretation der zu den Fehlern erster und zweiter Art | 5
und zweiter Art gehorenden Fehlerwahrscheinlichkeiten, gegenseitige
Abhingigkeit der Fehler erster und zweiter Art

e Operationscharakteristik zum einseitigen Hypothesentest

Operationscha- | ¢  Abhingigkeit der Operationscharakteristik von der An-
rakteristik beim zahl n der Versuchsdurchfiihrungen 4

Signifikanztest | o Operationscharakteristik zum zweiseitigen Hypothesen-

test

e Wiederholung der Konzeption und Interpretation des

Gemischte Hypothesentests mit P-Werten
Aufgaben zum | e Berechnung des Stichprobenumfangs eines Alternativ- 4
Hypothesentest tests zu vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiten erster

und zweiter Art

Tab. 2.3: Ubersicht zur Unterrichtseinheit ,, Testen von Hypothesen* mit Zeitplanung.

Die Aufgabenstellungen sind so gestaltet, dass eine schematische Bearbeitung verhindert
wird. Die Ergebnisse sollen héaufig interpretiert und bei einigen Aufgaben in Form eines
kurzen Reports verbalisiert werden. Uber die Verbalisierung konnen Fehlvorstellungen
aufgedeckt und damit im Unterricht thematisiert werden.

Die Aufgaben sind so ausgewihlt, dass sie das Interesse der Schiilerinnen und Schiiler fiir
den anwendungsorientierten Bereich der beurteilenden Statistik wecken sollen. Es wurden
typische Aufgabenstellungen fiir die Einfithrung in das Testen von Hypothesen verwen-
det, an denen man die Grundprinzipien deutlich machen kann, ergéinzt um realitdtsnahe
Aufgabenstellungen sowie um Aufgabenstellungen aus der Erfahrungswelt der Schiilerin-
nen und Schiiler.

Der Computereinsatz in dieser Unterrichtseinheit ist auf wenige Stunden beschrinkt, bei
denen neue Inhalte eingefiihrt oder Inhalte vertieft werden. Die Einstiegsprobleme zum
Testen von Hypothesen und zur Betrachtung der Fehler erster und zweiter Art werden
komplett simuliert. Zum Thema Operationscharakteristik existiert eine dynamische Lern-
umgebung.

Hypothesentest mit P-Werten

Als Einstiegsaufgabe in das Testen von Hypothesen wird die folgende Problemsituation
zur iibersinnlichen Wahrnehmung gewihlt. Es handelt sich um die Umformulierung einer
Aufgabe von Rossman und Chance (2001a, S. 376). Ein dhnliches Experiment wurde von
Pratt und Woodruff 1938 mit 60 000 Wiederholungen durchgefiihrt (vgl. Wild und Seber
2000, S. 368). Dieses Originalexperiment wird iiber die Ndherung von de Moivre-Laplace
in den Ubungsaufgaben nochmals theoretisch aufgegriffen.
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s»AuBersinnliche Wahrnehmung*

Bei einem Experiment zur Untersuchung der Existenz auBersinnlicher Wahrnehmung sitzen sich der
Versuchsleiter und die Testperson an einem Tisch gegeniiber. Der Versuchsleiter deckt zufillig eine
von vier verschiedenen Karten auf (z. B. Stern, Kreis, Welle oder Quadrat). Die Testperson kann die
Karten nicht sehen und muss angeben, welches Muster gerade aufgedeckt ist. Der Versuch wird mit
derselben Testperson 40mal wiederholt.

Nehmen Sie an, dass die Testperson keine auflersinnlichen Fihigkeiten besitzt und simulieren Sie
unter dieser Voraussetzung das Experiment mit den 40 Wiederholungen. Betrachten Sie hierbei die
Anzahl richtig erratener Karten als Messgrofe.

a) Fiihren Sie die Simulation 20mal durch und schreiben Sie auf, welche Anzahlen richtig bestimmter
Karten in diesen 20 Versuchen durch reines Raten erreicht werden. Schitzen Sie aufgrund Ihrer Ergeb-
nisse, mit welcher Wahrscheinlichkeit mindestens 12 Karten richtig geraten werden.

Wiederholen Sie die Simulation mit ,,Messgroflen sammeln® 10 000mal. Stellen Sie die entstehende Hau-
figkeitsverteilung der Anzahl richtig geratener Karten als Histogramm dar und beantworten Sie mit der
Haufigkeitsverteilung die folgenden Fragen:

b) In wie vielen von diesen 10 000 simulierten Testdurchgingen erhalten Sie genau 25% also 10 richtig
geratene Karten? Haben Sie ein solches Ergebnis erwartet?

c¢) Wire es iiberraschend, wenn jemand, der nur rit, mindestens 30%, d. h. mindestens 12 Karten richtig
angibt?

d) Wire es iiberraschend, wenn jemand, der nur rit, mindestens 45%, d. h. mindestens 18 Karten richtig
angibt?

e) Nehmen Sie an, die Testperson gibt mindestens 50%, d. h. mindestens 20 der Karten richtig an. Wie

tiberzeugt wiren Sie, dass die Testperson tatsdchlich nur geraten hat? Beziehen Sie sich bei Threr Ant-
wort auf die Ergebnisse der Simulation.

f) Beantworten Sie Aufgabe e) fiir mindestens 32,5%, d. h. mindestens 13 richtig bestimmter Karten.

Die Aufgabe fiihrt direkt zum Kern des Hypothesentestens: Die Aufgabenteile c) bis f)
legen die Beurteilung der experimentellen Ergebnisse von mindestens 20 bzw. mindestens
13 richtig bestimmten Karten iiber die Berechnung und Interpretation der Wahrschein-
lichkeit unter Annahme des reinen Ratens nahe. Damit wird genau der zu den Ergebnis-
sen und der Hypothese des reinen Ratens gehorende P-Wert berechnet und interpretiert.

Das Grundprinzip des Hypothesentestens mit P-Werten muss im Anschluss an die Be-
sprechung der Aufgabe nochmals deutlich herausgestellt werden. Hier wird auch der Beg-
riff der ,,Evidenz* eingefiihrt: Je kleiner der P-Wert, desto grofler ist die Evidenz gegen
die Nullhypothese (siche Anhang, S. 292). Eine echte Entscheidung muss nicht getroffen
werden.

Zur Festigung des Vorgehens wird die Durchfithrung eines Geschmackstests mit Cola
vorgeschlagen (sieche Anhang, S. 290). Weiter gibt es verschiedene anwendungsorientier-
te Aufgaben zu einseitigen Hypothesentests (sieche Anhang, S. 291). Computersimulatio-
nen werden nicht weiter eingesetzt, die Aufgaben lassen sich alle iber Berechnungen mit
der Binomialverteilung oder der Niaherungsformel von de-Moivre-Laplace 16sen. Wie-
derholt werden Aufgabenteile zur verbalen Interpretation oder zur Erstellung kurzer Zei-
tungsartikel eingefordert.

Signifikanztests

Der Ubergang zu Signifikanztests erfolgt im vorliegenden Unterrichtskonzept iiber Situa-
tionen, in denen man aufgrund des durchgefiihrten Tests eine Entscheidung treffen muss,
z. B. ob ein bestimmtes Medikament verboten wird, ob ein Wetteinsatz ausgezahlt wird
oder ob ein Preisnachlass gewéhrt wird. Ankniipfend an das Konzept der P-Werte wird
vor dem Test festgelegt, ab welchem P-Wert man die Hypothese verwerfen mochte und
der zugehorige Bereich an Ergebnissen bestimmt.
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Als Einstiegsproblem wird die folgende Form der Aufgabe der Tea-Tasting-Lady gewéhlt
(vgl. Fisher 1956):

,» Tea-Tasting-Lady*

Eine englische Lady behauptet, sie konne am Geschmack erkennen, ob zuerst der Tee in der Tasse
war und dann die Milch hinzu gegeben wurde oder ob man umgekehrt den Tee auf die Milch gegos-
sen habe. Auf einer Geburtstagsparty werden der Lady daher 20 Tassen mit Tee vorgesetzt, bei de-
nen die Lady herausfinden soll, in welcher Reihenfolge Milch und Tee eingegossen wurden.

Als Preis wird ein Kilogramm feinster Darjeeling-Tee ausgesetzt. Man legt fest, dass die Lady den
Preis nur erhiilt, wenn das Ergebnis des Tests mindestens mittlere Evidenz gegen ein pures Raten der
Tea-Tasting-Lady aufweist.

a) Wie viele Tassen Tee muss die Lady mindestens richtig bestimmen, um den Preis zu gewinnen? Erliu-
tern Sie fiir einen ,,mathematischen Laien®, nach welchen Kriterien die Mindestanzahl an richtig be-
stimmten Tassen ermittelt wurde.

b) Wie veréndert sich die Berechnung in a), wenn man der Lady nur dann den Preis zuspricht, falls das
Ergebnis des Tests mindestens starke Evidenz gegen ein pures Raten aufweist? Berechnen Sie und er-
lautern Sie anhand einer Grafik der Binomialverteilung.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen diese Aufgabe zunichst mit den ihnen vertrauten
Evidenzbegriffen 16sen. Die Computersimulation wird nicht eingesetzt, die Bestimmung
des Verwerfungsbereichs fiir die Nullhypothese des reinen Ratens kann in einfacher Wei-
se mit Hilfe der Binomialverteilung erfolgen. Der Test soll so konstruiert werden, dass die
Nullhypothese des Ratens nur verworfen wird bei mindestens mittlerer Evidenz des Test-
ergebnisses. In der Sprache des Signifikanztests bedeutet dies, dass ein Hypothesentest
auf dem Signifikanzniveau von &= 5% konstruiert wird. Die geforderte Erlduterung des
konstruierten Tests fiir den ,,mathematischen Laien* in Aufgabenteil a) dient dazu, dass
sich die Schiilerinnen und Schiiler iiber die Bedeutung der Wahrscheinlichkeit o= 5%
Gedanken machen und dies anschaulich verbalisieren konnen. In Aufgabenteil b) wird die
Verwendung unterschiedlicher Signifikanzniveaus angeregt.

Bei der Besprechung der Aufgabe muss der neue Aufgabentyp einer Entscheidungssitua-
tion thematisiert werden und aufbauend auf dem Konzept der Evidenz der Begriff des
Signifikanzniveaus und eines ,,statistisch signifikanten Ergebnisses* eingefiihrt werden.

Im Rahmen der weiteren Aufgabenstellungen zu Signifikanztests wird auch der zweiseiti-
ge Hypothesentest eingefiihrt (siche Anhang, S. 293, Aufgabe 3.)

Fehler erster und zweiter Art

Zur Einfithrung der beiden Fehlertypen erster und zweiter Art wird die folgende Situation
aus dem Sport verwendet (sieche Anhang, S. 294). Es handelt sich um die Umformulie-
rung einer Aufgabe von Rossman und Chance (2001a, S. 513).

,» Torwart-Training*

Ein Torwart hiilt seit Jahren Elfmeter mit einer Quote von 25%. Um dies zu verbessern und damit
einen besseren Vertrag zu erhalten, nimmt er in der Sommerpause an einem speziellen Elfmetertrai-
ning teil. Er kommt nach der Sommerpause zuriick und berichtet seinem Trainer und seinem Mana-
ger, dass er seine Elfmeterquote auf nun 33% gehaltene Elfmeter verbessert hat. Der Manager und
der Trainer wollen vor dem neuen Vertragsabschluss ein Probetraining mit 30 Elfmeterschiissen
durchfiihren.

Die Situation liefert zwei alternative Hypothesen Hy: p = 0,25 und H;: p = 0,33. Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen zunichst von der Haltequote p = 0,25 als Nullhypothese
ausgehen, die Situation simulieren und den Akzeptanz- sowie den Ablehnungsbereich fiir
die Nullhypothese bei einem Signifikanzniveau von & = 5% konstruieren: Ab 13 gehalte-
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nen Elfmetern wird die Nullhypothese verworfen. Im zweiten Schritt soll die Situation
unter der Annahme einer Haltequote von 33% simuliert werden und die Wahrscheinlich-
keit fiir die Nichtberiicksichtigung einer tatsdchlich verbesserten Haltequote bestimmt
werden. Hiermit wird die Aufmerksamkeit auf den Fehler zweiter Art gelenkt. Durch die
Anschaulichkeit der Aufgabenstellung ldsst sich das Problem der moglichen Fehlertypen
gut diskutieren und verstehen.

Durch die Simulation ergibt sich automatisch die Moglichkeit, die beiden zur Nullhypo-
these und zur Alternative gehorenden Verteilungen zu visualisieren und zu vergleichen.
Hiermit konnen auch die beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten im Fall der Giiltigkeit der
Nullhypothese bzw. im Fall der Giiltigkeit der Alternative veranschaulicht werden:

Verteilung zu Hy:

Messgriken von Torwart_0,25 | Histagramm :3

Wahrscheinlichkeit fiir ein
erfolgreiches Probetraining,
obwohl der Torwart eine

= 015 unverinderte Haltefdahigkeit
p=0.25 T o 5 Lo Ae
= von p = (0,25 besitzt.
£ & 0,121
= ]
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w5 0,044
T = 1
i
1] 5 10 15 20
Gehalten
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Abb. 2.2: Visualisierung der Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir die Fehler erster und zweiter Art bei der Aufga-
be ,, Torwart-Training “.

In einem zweiten Teil der Aufgabe wird der Zusammenhang zwischen den beiden Feh-
lerwahrscheinlichkeiten thematisiert sowie die Moglichkeit einer Verbesserung des Tests
durch eine Erhohung der Anzahl n der Elfmeter. Eine weitere Aufgabe behandelt die Feh-
ler erster und zweiter Art beim zweiseitigen Hypothesentest (sieche Anhang, S. 294).

Operationscharakteristik beim Signifikanztest

Fiir die Beurteilung der Giite eines Tests und die Erstellung einer Operationscharakteristik
wurden Lernumgebungen entwickelt, die von den Rechnungen entlasten sollen und bei
der Interpretation der Inhalte unterstiitzen sollen. Als Anwendungssituation wurde eine
Medikamentenstudie gewihlt (siehe Anhang, S. 295):

Medikamentenstudie

Die bislang auf dem Markt befindlichen Medikamente konnen eine bestimmte Krankheit nur bei
hochstens 60% der Patienten heilen. Eine Firma hat ein neues Medikament entwickelt, von dem sie
behauptet, dass die Patienten hiermit deutlich hiufiger geheilt werden konnen (z. B. mit 80% Wkt.).
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In einer klinischen Untersuchung wird das neue Medikament an 20 Patienten ausgetestet. Es wird
festgelegt, dass die hohere Wirksamkeit des neuen Medikaments anerkannt wird, wenn mindestens
15 der 20 Patienten geheilt werden.

Diese Situation soll zunéchst als Hypothesentest mit den zugehorigen Fehlern erster und
zweiter Art beschrieben werden und die Fehlerwahrscheinlichkeiten sollen berechnet wer-
den.

Weiter sollen die Schiilerinnen und Schiiler anhand vorgegebener Arbeitsauftrige mit der
zugehorigen Lernumgebung experimentieren. Die Lernumgebung zeigt die zu p = 0,6
sowie die zur variablen Alternativwahrscheinlichkeit p, gehorende Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Anzahl der geheilten Patienten. Ferner ist die Grenze k = 15 einge-
zeichnet, ab der die hohere Wirksamkeit des neuen Medikaments anerkannt wird, d. h. die
Nullhypothese Hy verworfen wird. Die beiden Grafiken visualisieren die Fehlerwahr-
scheinlichkeiten fiir die Fehler erster und zweiter Art. Die Wahrscheinlichkeiten werden
nebenstehend auch berechnet.

-..1|«,=15,0 -sz:o.aoo
0 a3 10 13 20 oz 04 06 03 1,
Keine Daten [ Furktiorendiagramm ] Fehler 1. Ast:
Wahrzcheinlichkeit, dass man beip =06
Binomialverteilung 0,251 mindestens k Patienten heilt.
; j EEI'3 020 Fehler 1. &t
' = 0,15 Fehler1
0,104 1 01253599
0,054 B
2 4 B & 10 12 14 16 18 20
x Fehler 2. A
Keine Daten [ Funktionendiagramm | & ] Wiahtzcheinlichket, dazs man bei einer
Heilungzwahrzcheinlichket p2 weniger als
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EllTu:umlaIvertenung 020 Fehler 2. Art
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Abb. 2.3: Lernumgebung zur Medikamentenstudie.

Die Grenze k, ab der die hohere Wirksamkeit des neuen Medikaments anerkannt wird
sowie die Alternativwahrscheinlichkeit p, sind variabel und konnen veridndert werden.
Uber die Verinderung von k sollen die Schiilerinnen und Schiiler zunichst die gegenseiti-
ge Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler erster und zweiter Art visuali-
sieren und berechnen lassen. Dann soll k wieder auf k = 15 zuriickgestellt werden. Uber
die Verdanderung von p; sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Abhéngigkeit der Wahr-
scheinlichkeit des Fehlers zweiter Art von dem Abstand zwischen p = 0,6 und p; bei kon-
stantem Signifikanzniveau des Hypothesentests untersuchen. Uber die Erstellung einer
entsprechenden Tabelle kann in FATHOM die zugehorige Operationscharakteristik fest-
gehalten und grafisch dargestellt werden. Die Lernumgebung existiert sowohl fiir einen
Medikamententest mit n = 20 Patienten als auch fiir einen Medikamententest mit n = 100
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Patienten. Die beiden entstehenden Operationscharakteristiken konnen miteinander ver-
glichen und interpretiert werden (siehe Anhang, S. 296/297).

Zum Abschluss der Unterrichtseinheit wird die Operationscharakteristik eines zweiseiti-
gen Hypothesentests betrachtet (siche Anhang, S. 295, Aufgabe 2). Ferner gibt es noch
ein Blatt mit gemischten Ubungsaufgaben (sieche Anhang, S. 298). Hier haben die Schiile-
rinnen und Schiiler teilweise die Wahl zwischen dem P-Wert-Verfahren oder der Kon-
struktion eines Signifikanztests. Ferner wird erneut besonderer Wert auf die Interpretation
der Berechnungen gelegt.

Mogliche Erweiterungen der Unterrichtseinheit: xz-Test und #-Test

Mit Hilfe von Computersimulationen lassen sich iiber die Binomialverteilung hinaus auch
weitere fiir das Testen von Hypothesen benotigte Wahrscheinlichkeitsverteilungen als
Referenzverteilungen zur Beurteilung eines Testergebnisses erstellen, z. B. die t-
Verteilung oder die %>-Verteilung. Somit ergibt sich die Moglichkeit, das vorliegende
Kurskonzept zu erweitern und im Anschluss an das Testen von Hypothesen mit der Bi-
nomial- und der Normalverteilung auch Tests mit der z-Verteilung und der x’-Verteilung
zu behandeln. Durch die durchgingige Verwendung der Computersimulationen lassen
sich diese Themen in natiirlicher Weise in das Unterrichtskonzept einfiigen, da man auf-
grund der aufgebauten Simulationskompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler ohne die
anspruchsvolle Theorie der 7-Verteilung und der *-Verteilung bzw. ohne die Benutzung
der zugehorigen Tabellen im Sinn eines ,,Black-Box“-Verfahrens auskommen kann.
Hiermit kann man bei nur geringem Zeitaufwand deutlich iiber den Lehrplan hinausge-
hende Vertiefungen des Testens von Hypothesen realisieren und dies fiir interessante
Anwendungsprobleme sowie fiir eine Vertiefung des Verstidndnisses nutzen. Erste Unter-
richtsexperimente mit Aufgabenstellungen zur x-Verteilung sind im Rahmen der Vorun-
tersuchungen in zwei Leistungskursen erfolgreich durchgefiihrt worden. Aus Zeitgriinden
lie} sich dies im Rahmen der hier geschilderten Hauptuntersuchung nicht realisieren.

Ahnliche Konzeptionen mit der Software Excel finden sich bei J. Meier (Meier 2006a;
Meier 2006b). Meier verwendet die Simulationen zur Behandlung von #-Tests und nicht-
parametrischen Tests. Leuders (2005) stellt eine Einfiihrung in das Testen von Hypothe-
sen vor, bei der es thematisch um die Untersuchung von Zahlenfolgen auf Zufilligkeit
geht. Die zur Beurteilung konkreter Zahlenfolgen benétigten Referenzverteilungen wer-
den mit Hilfe der Software Excel iiber Simulationen erzeugt.



3 Das Untersuchungsdesign

3.1 Das methodische Konzept

Die vorliegende Arbeit verfolgt einen stark praxisorientierten Ansatz. Es handelt sich um
eine Fallstudie zur computerunterstiitzten Gestaltung eines Kurshalbjahres Stochastik fiir
den Leistungskurs in der gymnasialen Oberstufe. Die Entwicklung und die didaktische
Analyse des Unterrichtskonzepts stellen einen wesentlichen Teil der Arbeit dar.

Das Kurskonzept wurde vom Autor iiber mehrere Jahre entwickelt und beriicksichtigt
neben dem Lehrplan des Landes Hessen und aktuellen deutschen Schulbiichern auch an-
gelsidchsische Lehrbiicher, aktuelle Erkenntnisse der Mathematikdidaktik sowie aktuelle
Erkenntnisse zum Computereinsatz im Stochastikunterricht. Bereits in der Entwicklungs-
phase wurden Teile des Konzepts in Vorstudien von erfahrenen Fachlehrern im Unterricht
erprobt. Hierzu wurden Unterrichtsbeobachtungen im Rahmen schulpraktischer Studien
protokolliert und in zugehdrigen Seminarveranstaltungen ausgewertet. Vor dem Hinter-
grund dieser Unterrichtsbeobachtungen wurden die Materialien in der Fachgruppe von
Prof. Dr. Biehler regelméfig diskutiert und vom Autor sukzessive weiterentwickelt. Die
kompletten Unterrichtsmaterialien als ein zentrales Ergebnis der vorliegenden Studie ste-
hen in den ,,Kasseler Online-Schriften zur Didaktik der Stochastik* (kurz ,,KaDiSto*)
online zur Verfiigung (Meyfarth 2006a).

Die Unterrichtsmaterialien wurden bereits mehrfach im Rahmen von Workshops oder im
Rahmen ldngerer Veranstaltungsreihen in der Lehrerfortbildung verwendet und hier auch
diskutiert. Diese Riickmeldung seitens der Lehrerinnen und Lehrer gehort zum praxisori-
entierten Ansatz der Arbeit. Uber die Fortbildungen konnten mehrere Lehrerinnen und
Lehrer zur Durchfiihrung des Unterrichtskonzepts in ihren eigenen Kursen gewonnen
werden.

Die ausfiihrliche Darstellung in der vorliegenden Arbeit muss sich notwendiger Weise auf
Teile des gesamten Unterrichtskonzepts beschrinken. Da der dreiwochige Simulations-
vorkurs im Vergleich zum traditionellen Stochastikunterricht die meisten Innovationen
aufweist, konzentriert sich die Darstellung in der Arbeit auf diesen Simulationsvorkurs.

Die Wirkung und die Funktionstiichtigkeit des Unterrichtskonzepts wurden im Rahmen
der Hauptuntersuchung ausfiihrlich untersucht. Das Unterrichtskonzept wurde hierfiir in
zweil parallelen Leistungskursen komplett eingesetzt, einer wurde vom Autor selber unter-
richtet. Hiermit verbunden sind verschiedene Untersuchungsinstrumente, welche in Kapi-
tel 5.2 genauer geschildert werden. Das hierbei zum Simulationsvorkurs erhobene Da-
tenmaterial wird im Rahmen dieser Arbeit ausgewertet. Das Ziel dieser Untersuchungen
ist es zum einen, ein klares Bild von den Auswirkungen des stattgefundenen Unterrichts
auf die Vorstellungen und Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler zu erhalten. Wei-
ter geht es aber auch darum, Informationen iiber Stiarken und Schwichen des Unterrichts-
konzepts zu erhalten mit dem Ziel, Hinweise auf die Weiterentwicklung im Rahmen
nachfolgender praxisorientierter Forschungsarbeiten geben zu konnen.

Mit dem geschilderten praxisorientierten Ansatz erfiillt die Arbeit zentrale Vorschldge
von E. Wittmann zur methodischen Ausrichtung von Forschungsvorhaben in der Mathe-
matik-Didaktik. So schreibt Wittmann (1995, S. 364): ,,In the following the writer pro-
poses a specific approach to empirical research, namely empirical research centered
around teaching units.” Als Ziele solcher praxisorientierter Untersuchungen gibt Witt-
mann folgendes an (S. 368): “The data collected in these experiments have multiple uses:
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They tell us something about the teaching/learning processes, individual and social out-
comes of learning, childrens productive thinking, and childrens difficulties. They also
help us to evaluate the unit and to revise it in order to make teaching and learning more
efficient.”

Nach Wittmann kann die praxisorientierte Entwicklung und Erforschung von Unterrichts-
einheiten einen wichtigen Beitrag zur Entstehung allgemeiner Lehr- und Lerntheorien
liefern (Wittmann 1995, S. 368): ,,In the future we can certainly expect to derive theories
covering a wide range of teaching and learning. But these theories cannot emerge before a
variety of individual teaching units has been investigated in detail.” Weiter schreibt
Wittmann zur Bedeutung solcher praxisorientierter Forschungsvorhaben (S. 369): ,,[...]
the most important results of research in mathematics education are sets of carefully de-
signed and empirically studied teaching units that are based on fundamental theoretical
theories.” In Bezug auf den Simulationsvorkurs existieren bislang keine grundlegenden
Lehr- und Lernthorien zum Einsatz von Computersimulationen im Stochastikunterricht
der gymnasialen Oberstufe, so dass es ein zentrales Ziel der Arbeit ist, zur Entwicklung
solcher Lehr- und Lerntheorien beizutragen.

Das in der vorliegenden Arbeit gewéhlte methodische Vorgehen ist im angelsédchsischen
Bereich bekannt unter der Bezeichnung ,,Design Research®. Design-Research-Studien
bestehen typischerweise aus der praxisorientierten Entwicklung eines Unterrichtskonzepts
oder einer Lernumgebung und der theoretisch orientierten Untersuchung des entwickelten
Konzepts. In einem Ubersichtsartikel zur Verwendung von Design-Studien in der erzie-
hungswissenschaftlichen Forschung schreiben Cobb, Confrey et al. (2003, S. 9): ,,.Design
experiments have both a pragmatic bent — ‘engineering’ particular forms of learning — and
a theoretical orientation — developing domain-specific theories by systematically studying
those forms of learning and the means of supporting them.”

Die Design-Research-Methode geht zuriick auf Brown (1992) und Collins (1992). Im
Gegensatz zu Vergleichsstudien, bei denen es um die Untersuchung und Evaluation vor-
handener Theorien oder Materialien geht, liegt bei Design-Studien ein Schwerpunkt auf
der Entwicklung der Unterrichtskonzepte und Materialien. Diese werden dann theoriege-
leitet untersucht. Bakker (2004, S. 38) schreibt hierzu im Rahmen einer Design-Studie
zum Stochastikunterricht: “The objectives of design research are different from those of
comparative empirical research. The main objective of design research is to develop theo-
ries together with instructional materials whereas the main objective of comparative re-
search is to evaluate theories or materials. This does not mean that we separate develop-
ing and evaluating theories, because in design research the theory that is under develop-
ment is evaluated during and after design experiments.”

Collins, Joseph et al. (2004) betonen auch die Schwierigkeiten bei der Durchfithrung von
Design-Research-Studien: Da die Untersuchungen in realen Unterrichtskontexten stattfin-
den, gibt es eine Vielzahl von Variablen, die man nicht kontrollieren kann. Insbesondere
hingt die Wirkung eines Unterrichtskonzepts immer auch von der konkreten Situation ab,
z. B. von der Lerngruppe und von der Lehrperson. Das macht es schwierig, allgemeine
Erkenntnisse iiber ein erprobtes Unterrichtskonzept zu gewinnen. Ein weiteres Problem
ist die Komplexitit von Unterrichtskonzepten. Im Sinn einer Weiterentwicklung ist nicht
eindeutig vorherzusagen, welche Auswirkungen die Anderungen an bestimmten Stellen
auf das Gesamtkonzept haben. Ferner wird das Problem der grofen Datenmengen
angesprochen, die i. a. bei einer Design-Research-Studie anfallen: ,,Design researchers
usually end up collecting large amounts of data, such as video records of the intervention
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and outputs of students’ work, in order to understand what is happening in detail. [...]
There is usually not enough time or resources to analyze much of the data collected.”
(Collins, Joseph et al. 2004, S. 19).

Nach Cobb, Confrey et al. (2003, S. 9) sind Design-Research-Studien ideal geeignet zur
Entwicklung und Untersuchung komplexer Unterrichtskonzepte und Lernumgebungen im
Rahmen von Fallstudien wie bei dem hier vorliegenden Kurskonzept fiir den Stochastik-
Leistungskurs: ,,Design experiments ideally result in greater understanding of a learning
ecology — a complex, interacting system involving multiple elements of different types
and levels — by designing its elements and by anticipating how these elements function
together to support learning.

Cobb, Confrey et al. (2003, S. 9-11) identifizieren fiinf zentrale Eigenschaften von Design
Research-Studien:

Die erste Eigenschaft ist es, dass Theorien sowohl iiber den Lernprozess als auch iiber die
Materialien und Rahmenbedingungen zur Unterstiitzung des Lernprozesses entwickelt
werden. Die zweite Eigenschaft ist eine stark innovative Ausrichtung (S. 10): ,,Design
studies are typically test-beds for innovation. The intent is to investigate the possibilities
for educational improvement by bringing about new forms of learning in order to study
them.” Drittens haben Design-Research-Studien stets eine vorausplanende und eine re-
flektierende Seite (S. 10): ,,On the prospective side, designs are implemented with a hy-
pothesized learning process and the means of supporting it in mind. [...] On the reflective
side, design experiments are conjecture-driven tests, often at several levels of analysis.”
Die vierte Eigenschaft ist der zyklische Charakter von Design-Research-Studien: Neu-
konzeptionen und Anderungen fiihren zu einem fortlaufenden Prozess. Die fiinfte Eigen-
schaft ist die Praxisorientierung: Die entwickelten Theorien miissen so spezifisch sein,
dass sie fiir die konkreten Unterrichtskonzepte und Lernumgebungen nutzbar werden, auf
der anderen Seite miissen sie so allgemein sein, dass sie in den verschiedenen in der Pra-
xis auftretenden Situationen verwendbar sind: ,,Rather than grand theories of learning that
may be difficult to project into particular circumstances, design experiments tend to
emphasize an intermediate theoretical scope that is located between a narrow account of a
specific system (e.g., a particular school district, a particular classroom) and a broad ac-
count that does not orient design to particular contingencies.*

In der vorliegenden Arbeit sind die Unterrichtskonzepte konkret fiir die Unterstiitzung des
Stochastik-Leistungskurses mit der Software FATHOM entwickelt worden. Die Materialien
sind allerdings so gestaltet, dass sie von den unterrichtenden Lehrerinnen und Lehrern
flexibel an die jeweilige schulische Situation und die zur Verfiigung stehenden zeitlichen
Rahmenbedingungen angepasst werden konnen.

Cobb, Confrey et al. (2003, S. 11-13) identifizieren drei Phasen einer Design Research-
Studie:

1. Die Entwicklung des Konzepts und der Materialien (,, Preparing for a Design Ex-
periment )
2. Die Erprobung des Konzepts in der Praxis (,, Conducting a Design Experiment )
3. Die riickblickende Analyse (,, Conducting Retrospective Analysis )
Im Anschluss an die riickblickende Analyse folgt meistens eine neue Design-Phase. In der
vorliegenden Untersuchung wurden im Anschluss an die Vorstudien mehrfach Anderun-

gen im Konzept vorgenommen. Die Hauptuntersuchung soll Hinweise zu weiteren Ent-
wicklungsmoglichkeiten des Konzepts liefern.
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Wichtige Impulse fiir die vorliegende Arbeit gehen auch von der Methode der ,,Aktions-
forschung® aus (vgl. Elliot 1981), da Aktionsforschung die Lehrperson selber als Forsche-
rin oder Forscher in den Blick nimmt. Mit Hilfe der Aktionsforschung sollen Lehrerinnen
und Lehrer selber ihre berufliche Situation erforschen und so zu Verbesserungen gelan-
gen. Altricher und Posch (1998, S. 15 ff) beschreiben charakteristische Merkmale der
Aktionsforschung. Hier seien einige genannt:

e  Forschung der Betroffenen: Im Fall von Unterrichtssituationen handelt es sich um
Forschung von Lehrerinnen und Lehrern.

e Fragestellungen aus der Praxis: Aktionsforschung greift solche Fragestellungen
auf, die Praktiker in der Schule als bedeutsam fiir ihre Tatigkeit ansehen.

® [n-Beziehung-Setzen von Aktion und Reflexion: Bei der Aktionsforschung greifen
Aktion und Reflexion eng ineinander. Die Reflexion steuert und leitet das Han-
deln, die Reflexionsergebnisse werden durch erneutes praktisches Handeln einer
Uberpriifung unterzogen.

e Langerfristige Forschungs- und Entwicklungszyklen: Aktionsforschung fiihrt zu
langerfristigen Forschungs- und Entwicklungszyklen. Aktion und Reflexion kon-
nen mehrere Male nacheinander ablaufen, man kann mehrfach Zwischenanalysen
durchfiihren, aus denen sich dann weitergehende Fragestellungen und neue Ent-
wicklungen ergeben konnen.

®  Konfrontation unterschiedlicher Perspektiven: Im Rahmen der Aktionsforschung
werden Untersuchungen aus mehreren Perspektiven durchgefiihrt. Hierbei konnen
sowohl Perspektiven anderer Personen als auch Perspektiven anderer For-
schungsmethoden gemeint sein.

e FEinbettung der individuellen Forschung in eine professionelle Gemeinschaft: Die
forschenden Lehrerinnen und Lehrer diskutieren ihre Erkenntnisse mit Kollegen
oder mit Ansprechpartnern von auflen.

o Veroffentlichung von Praktikerwissen: Die Ergebnisse der Aktionsforschung wer-
den in Fortbildungsveranstaltungen oder iiber Veroffentlichungen weitergegeben
und damit der 6ffentlichen Diskussion ausgesetzt.

e Ziele von Aktionsforschung: Aktionsforschung hat ein doppeltest Ziel: Sie strebt
gleichzeitig neue Erkenntnisse (als Ergebnis von Reflexion) wie auch die praxis-
orientierte Entwicklung (als Ergebnis von Aktion) an.

Die Aktionsforschung ist im Vergleich zur Design-Research-Methode dahingehend ein-
geschrinkt, dass sie ausschlieBlich von der Lehrperson als Forscherin oder Forscher aus-
geht. Ferner ist die Aktionsforschung stéirker in Richtung einer Selbstevaluation der prak-
tischen Arbeit von Lehrerinnen und Lehrern orientiert. Bei Design-Research-Studien ha-
ben die Entwicklung von Unterrichtskonzepten und Lernumgebungen sowie die Auswir-
kungen dieser Konzepte auf die Schiilervorstellungen einen grofleren Stellenwert. Es geht
um deutliche Innovationen im Vergleich zu bisherigen Unterrichtskonzepten. Damit ist
die vorliegende Arbeit mit dem Schwerpunkt auf der Entwicklung des Unterrichtskon-
zepts und dessen Auswirkungen auf die Schiilervorstellungen als Design-Research-Studie
anzusehen, sie erhélt aber aus der Aktionsforschung wichtige Impulse fiir den Umgang
der Lehrperson mit seiner eigenen Forschung.
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Die Erforschung des eigenen Unterrichts durch die Lehrperson hat Vor- und Nachteile.
Problematisch sind die eingeschrinkte Perspektive und die subjektive Sichtweise des For-
schenden. Prengel (1997, S. 611) schreibt hierzu: ,,Unsere durch Standort und Wahrneh-
mungsmodus beschrinkte Perspektive ermdglicht und begrenzt zugleich unsere Erkennt-
nisse. Jenseits perspektivischer Begrenztheit und ohne das Bemiihen um freilich immer
vorldufig bleibende Begrenzungen ist keine Erkenntnis moglich. Die Aktionsforschung
antwortet hierauf zum einen mit der Einbettung der individuellen Forschung in eine pro-
fessionelle Gemeinschaft, mit der Konfrontation unterschiedlicher Perspektiven und mit
der Veroffentlichung von Praktikerwissen.

Diese wichtigen Eigenschaften der Aktionsforschung sind auch in der vorliegenden Ar-
beit beriicksichtigt: Das Forschungsprojekt wurde kontinuierlich in der Fachgruppe von
Prof. Dr. Biehler diskutiert und dabei weiterentwickelt. Auch die weiteren an den Unter-
richtsprojekten beteiligten Lehrerinnen und Lehrer wurden um Riickmeldungen gebeten
und in die Diskussionen eingebunden. Uber Lehrerfortbildungen, fachdidaktische Vortri-
ge (vgl. Meyfarth 2006b) und die Veroffentlichung des gesamten Unterrichtsentwurfs
(vgl. Meyfarth 2006a) wurde das Konzept einer breiten Offentlichkeit zuginglich ge-
macht. Neben der Lehrerperspektive wird die Schiilerperspektive beriicksichtigt; im
Rahmen schulpraktischer Studien wurden zusitzlich Studierende als unabhingige ,,Drit-
te* einbezogen. Die unterschiedlichen Untersuchungsmethoden werden in Kapitel 5.2
genauer geschildert.

Ein Vorteil der Erforschung des eigenen Unterrichts ist die mit der Selbstbetroffenheit
verbundene hohe Motivation der forschenden Lehrperson. Ferner ist die Lehrperson Ex-
perte fiir ihren eigenen Unterricht und kann die Praxiserfahrungen gewinnbringend in das
Forschungsprojekt einbringen. Wittmann schreibt hierzu (1995, S. 369): ,,Only the
teacher is in the position to determine the special conditions in his or her classroom.
Therefore there should be no sharp seperation between the researcher and the teacher
[...].”

Die in der vorliegenden Arbeit verwirklichte enge Verzahnung zwischen schulischer Pra-
xis und theoretisch orientierter Forschung wird in dhnlicher Weise auch in den Klagenfur-
ter Programmen zur Professionalisierung von Lehrerinnen und Lehrern angestrebt (vgl.
Kropfl 2004; Peschek 2004). Der Fokus liegt bei diesen Programmen ebenfalls auf der
Entwicklung von Unterrichtskonzepten und der praktischen Erprobung sowie der Evalua-
tion dieser Konzepte. Zum sich hieraus ergebenden Problem, dass der Lehrer als Forscher
und als Ausfiihrender und somit als Beforschter auftritt, schreibt Kropfl (2004, S. 3):
,Dieser Dualismus von Forschung und Praxis in ein und derselben Person wird aufzulo-
sen versucht, indem die fachdidaktische und piddagogische Forschung vornehmlich nach
den Grundsitzen der Aktionsforschung erfolgt.*

Auch Peschek verweist bei der Beschreibung des ,,Klagenfurter Doktorand(inn)en-
Kollegs* auf die Methode der Aktionsforschung (Peschek 2004, S. 13): ,,In seinem globa-
len Ansatz der (auch personellen) Verbindung von Forschung und Praxis und der partner-
schaftlichen Kooperation zwischen Wissenschaft und Praxis folgt unser Vorgehen den
Grundsitzen der Aktionsforschung®. Im Klagenfurter Doktorand(inn)en-Kolleg wird im
Beruf stehenden Osterreichischen Mathematiklehrern und —lehrerinnen die Promotion in
der Didaktik der Mathematik ermoglicht. Die Promotion ist jeweils praxisorientiert ange-
legt und wird entlang der folgenden Schritte strukturiert:

(1)  Analyse und Reflexion des Themengebietes
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2) Identifikation und Operationalisierung von Grund- und Reflexionswissen in-
nerhalb des Themengebiets

3) Entwicklung eines Curriculums
“4) Unterrichtspraktische Erprobung des entwickelten Curriculums
&) Reflexion der Ergebnisse des entwickelten Curriculums

Fasst man die ersten drei Schritte zu einer Phase zusammen, so hat man eine dhnliche
Struktur wie die drei Phasen einer Design-Research-Studie. Auch die praxisorientierten
Promotionen des Klagenfurter Doktorand(inn)enkollegs gehen in dhnlicher Weise wie die
vorliegende Arbeit iiber die Aktionsforschung hinaus (vgl. Peschek 2004, S. 13): ,,Neben
Elementen der Aktionsforschung kommen aber auch andere Methoden der fachdidakti-
schen Forschung und Entwicklung zum Einsatz: Stoffdidaktische Sachanalysen und Kon-
struktionen, historische Analysen, quantitative und vor allem qualitative Methoden der
empirischen Unterrichtsforschung.*

3.2 Die Vorstudien

Einen wichtigen Beitrag zur Entwicklung des Unterrichtskonzepts haben zwei Vorunter-
suchungen geliefert, in denen erste Versionen der Unterrichtsmaterialien und der Unter-
suchungsmethoden getestet wurden:

In einer ersten Voruntersuchung wurde der Einsatz von Simulationen und Lernumgebun-
gen mit FATHOM fiir die Themenschwerpunkte Binomialverteilung und das Testen von
Hypothesen erprobt. Der Unterricht fand im zweiten Halbjahr des Schuljahres 2003/2004
tiber 10 Wochen in einem Mathematik-Leistungskurs der Jahrgangsstufe 12 an der Jacob-
Grimm-Schule in Kassel statt und wurde im Rahmen schulpraktischer Studien von zwei
Studentinnen der Universitdt Kassel begleitet. Zur Evaluation des Unterrichtskonzepts
wurde der Unterricht im Rahmen der schulpraktischen Studien durchgiingig protokolliert
und diese Protokolle in zugehorigen Seminarveranstaltungen ausgewertet. Ferner wurde
eine Schiilerbefragung durchgefiihrt, in welcher die Schiilereinstellungen gegeniiber dem
computergestiitzten Unterrichtskonzept erhoben wurden. Aus dem Unterricht selber konn-
te die Leistungskursklausur zur Evaluation herangezogen werden. Die personliche Riick-
meldung der unterrichtenden Lehrerin wihrend des Unterrichtsprojekts sowie ein ab-
schlieBendes Interview mit der unterrichtenden Lehrerin gaben zusétzliche Informationen
iber die Erprobung des Unterrichtskonzepts aus Lehrersicht.

In einer zweiten Voruntersuchung wurde das komplette Unterrichtskonzept mit den The-
menschwerpunkten Simulationsvorkurs, Binomialverteilung und Testen von Hypothesen
im ersten Halbjahr des Schuljahres 2004/2005 in einem Mathematik-Leistungskurs der
Klasse 13 an der Albert-Schweitzer-Schule in Kassel erprobt. Uber das gesamte Kurs-
halbjahr gab es personliche Riickmeldungen des unterrichtenden Lehrers, ferner standen
die beiden Leistungskursklausuren zur Evaluation zur Verfiigung. Der Beobachtungsfo-
kus dieser zweiten Untersuchung lag auf der Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung iiber den Simulationsvorkurs. Der Verlauf der einzelnen Stunden des Simulations-
vorkurses wurde erneut im Rahmen schulpraktischer Studien protokolliert und in Semi-
narveranstaltungen ausgewertet. Ferner wurden die erreichten Schiilerkompetenzen im
Anschluss an den Simulationsvorkurs im Rahmen eines Kompetenztests erhoben. Der
Kompetenztest beinhaltete Items zu grundlegenden Begriffen der Stochastik, wie sie im
Lehrplan gefordert werden, zum intuitiven Verstindnis von stochastischen Problemstel-
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lungen, zum empirischen Gesetz der groBen Zahl, sowie einen Praxisteil zur Modellie-
rung einer Simulationsumgebung.

Einen wichtigen Beitrag zur Weiterentwicklung des Unterrichtskonzepts lieferten die Dis-
kussionen mit den iiber die schulpraktischen Studien beteiligten Studierenden sowie die
Riickmeldungen der beiden unterrichtenden Lehrkrifte. Weitere wichtige Impulse zur
Optimierung des Konzepts stammen aus intensiven Diskussionen in der Arbeitsgruppe
von Prof. Dr. Biehler auf Basis der Unterrichtsmaterialien und der angefertigten Protokol-
le des durchgefiihrten Unterrichts.

Die Protokollierung des Unterrichts im Rahmen schulpraktischer Studien sowie die Dis-
kussionen des Konzepts mit den Studierenden wurden fiir die Hauptuntersuchung beibe-
halten. Die in den Voruntersuchungen verwendete Schiilerbefragung und der Kompetenz-
test wurden weiter entwickelt und ebenfalls in der Hauptuntersuchung verwendet.

3.3 Rahmenbedingungen der Hauptuntersuchung

Die in der vorliegenden Arbeit geschilderte Hauptuntersuchung hat stattgefunden im
Rahmen der Erprobung des gesamten Kurskonzepts in zwei parallelen Mathematik-
Leistungskursen an der Jacob-Grimm-Schule in Kassel. Die Jacob-Grimm-Schule ist ein
Oberstufengymnasium mit einer Jahrgangsstiarke von ca. 200 Schiilerinnen und Schiilern.
Das Kurshalbjahr Stochastik wird stets im zweiten Halbjahr der Jahrgangsstufe 12 unter-
richtet.

Einer der beiden Kurse (,,Kurs A*) wurde vom Verfasser selber unterrichtet. Der zweite
Kurs (,,Kurs B*) fand parallel aber nicht zeitgleich statt, so dass beiden Kursen mit weni-
gen Einschrinkungen iiber das gesamte Kurshalbjahr der Computerraum der Schule zur
Verfiigung stand. Der Computerraum der Schule ist mit 14 Schiilerarbeitspldtzen und mit
einem Lehrerarbeitsplatz ausgestattet, so dass alle Schiilerinnen und Schiiler in Partnerar-
beit an den Computern arbeiten konnen. Der Lehrerarbeitsplatz ist mit einem Beamer
verbunden. Da alle Computer des Raumes vernetzt sind, kann man Schiilerlésungen ein-
fach vom Lehrerarbeitsplatz aus iiber den Beamer prisentieren lassen. Den Schiilerinnen
und Schiilern wurde die Software FATHOM auch fiir die Verwendung zu Hause zur Verfii-
gung gestellt.

Kurs A bestand aus 19 Schiilerinnen und Schiilern, acht davon weiblich und elf ménnlich.
Kurs B bestand aus 18 Schiilerinnen und Schiilern, vier davon weiblich und 14 mannlich.
Das Leistungsniveau ist fiir Leistungskurse in beiden Kursen als durchschnittlich einzu-
stufen. Es ist breit gestreut und reicht in beiden Kursen vom mangelhaften Bereich bis in
den sehr guten Bereich. Auch die Vorerfahrungen im Umgang mit dem Computer sind in
beiden Kursen hochst unterschiedlich. Die meisten Schiilerinnen und Schiiler nutzen den
Computer fiir private Zwecke sowie fiir Textverarbeitung. Es gibt in beiden Kursen aller-
dings auch Schiilerinnen und Schiiler mit umfangreicher Programmiererfahrung. In bei-
den Kursen wurde seit der Jahrgangsstufe 11 mit dem grafik- und computeralgebrafihi-
gen Taschencomputer TI89 der Firma Texas Instruments gearbeitet, so dass alle Schiile-
rinnen und Schiiler mit computerunterstiitztem Mathematikunterricht vertraut sind. Als
Schulbuch wurde in beiden Kursen das Buch ,,Elemente der Mathematik — Leistungskurs
Stochastik* verwendet (H. Griesel, H. Postel et al. 2003).

Zum Zeitpunkt der Untersuchung im zweiten Halbjahr des Schuljahres 2004/2005 war
das Landesabitur in Hessen noch nicht eingefiihrt. Der betroffene Jahrgang war der letzte
Jahrgang in Hessen, bei dem die Abituraufgaben dezentral von den jeweiligen Kursleh-
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rern erstellt wurden. Allerdings ist es an der Jacob-Grimm-Schule im Fach Mathematik
vor der Einfithrung des Landesabiturs iiblich gewesen, dass die Leistungskurslehrer eines
Jahrgangs gemeinsame Abiturvorschlige einreichen. Da ein dritter paralleler Mathematik-
leistungskurs dieses Jahrgangs nicht nach dem vorliegenden Kurskonzept und damit auch
ohne den Einsatz der Software FATHOM unterrichtet wurde, haben sich auch die Abitur-
aufgaben in Stochastik an den iiblichen Abituraufgaben orientiert und entsprechen in vol-
lem Malle den aktuellen Anforderungen des Landesabiturs in Hessen mit den zentralen
Aufgabenstellungen.

Der vom Verfasser selber unterrichtete Kurs A wurde iiber das gesamte Halbjahr von
Studierenden der Universitit Kassel im Rahmen schulpraktischer Studien begleitet. Der
Unterricht wurde komplett protokolliert. Ferner wurde die Gruppenarbeit am Rechner bei
vier Schiilergruppen aus Kurs A mit der Software Camtasia aufgezeichnet. Die Software
zeichnet die Bildschirmaktivitit und simultan hierzu die Gespriche der Gruppe am Com-
puter als Video auf. Ausgewihlte Unterrichtsstunden zur Binomialverteilung und zum
Testen von Hypothesen wurden auf Video aufgenommen.

Von Kurs B gibt es keine protokollierten Unterrichtsstunden, allerdings hat der Autor
iber den gesamten Verlauf des Kurshalbjahres in personlichen Gespriachen detaillierte
Riickmeldungen von der den Kurs B unterrichtenden Kollegin erhalten.

In beiden Kursen wurde die Entwicklung der Schiilerkompetenzen mit einem Eingangs-
test sowie mit drei Kompetenztests jeweils im Anschluss an die drei Unterrichtsschwer-
punkte erhoben. Ferner wurden in beiden Kursen iiber das Halbjahr verteilt drei Einstel-
lungsbefragungen durchgefiihrt.

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf den Simulationsvorkurs. Es werden nur die
im Zusammenhang mit dem Simulationsvorkurs erhobenen Daten ausgewertet. Zu den
Schwerpunkten Binomialverteilung und Testen von Hypothesen wurden in der Arbeits-
gruppe von Prof. Dr. Biehler im Rahmen von Staatsexamens- und Diplomarbeiten Aus-
wertungen von Teilen des gesammelten Datenmaterials durchgefiihrt (Keitzer 2006; Huge
2007; Podworny 2008).



4 Der Simulationsvorkurs

4.1 Computersimulationen mit FATHOM

In diesem Abschnitt soll die Verwendung von Computersimulationen mit der Software
FATHOM im Rahmen des vorgestellten Unterrichtskonzepts beschrieben, analysiert und
begriindet werden.

Zunachst wird die Erstellung einer Computersimulation analysiert und ein vierschrittiges
Prozessmodell als Strukturierungshilfe angegeben. Dann wird ein fiir das Unterrichtskon-
zept typisches Beispiel einer Computersimulation mit FATHOM ausfiihrlich vorgestellt.
Ferner werden die benotigten Kompetenzen zur Erstellung einer Computersimulation mit
der Software FATHOM identifiziert und analysiert. Hierauf aufbauend werden zentrale
didaktische Entscheidungen fiir den Einsatz der Software Fathom im Simulationsvorkurs
beschrieben und begriindet, wie z. B. die Auswahl des Befehlsumfangs oder die Verwen-
dung eines so genannten Simulationsplans zur Erstellung einer Computersimulation mit
der Software FATHOM.

4.1.1 Ein einfaches Prozessmodell zur Entwicklung von Computersimulatio-
nen

Die Erstellung einer Simulation zur Modellierung und Losung stochastischer Problemstel-
lungen lidsst sich entlang mehrerer Schritte strukturieren. Gnanadesikan, Schaeffer, et al.
(1987) schlagen ein allgemeines achtstufiges Prozessmodell in der im Folgenden sinnge-
mil formulierten Form vor:

Stufe 1-4: Modellierung der stochastischen Situation als Simulation mit realen
Zufallsgeriten in vier Schritten.

Stufe 5: Einmalige Durchfiihrung der Simulation.

Stufe 6: Beobachtung der interessierenden ZufallsgroBen und Ereignisse.

Stufe 7: Vielfache Wiederholung der Simulation und Sammeln von Ergeb-

nissen der definierten Zufallsgroen und Ereignisse.
Stufe 8: Darstellung und Auswertung der Ergebnisse.

Weiterfithrungen dieser Vorgehensweise in Verbindung mit Computersimulationen wer-
den z. B. von (Engel 2002; Engel 2003; Engel und Vogel 2004) vorgeschlagen.

Biehler (2003) passt dieses rudimentire Prozessmodell an die Erstellung von Computer-
simulationen mit der Software FATHOM an. Er stellt in den einzelnen Schritten jeweils die
stochastische Formulierung und die Umsetzung in die Software FATHOM gegeniiber (Ta-
belle zitiert aus Biehler (2003, S. 1/2), vgl. auch (Biehler und Maxara 2007, S. 47 ff)):

Schritt Stochastik FATHOM
Nr.
M Reale Situation eines Vorganges mit

zufilligem Ausgang; Modellierung
dieser Situation durch ein Modell-

Zufallsexperiment
1 Festlegen des Modell-Zufalls- | A: Definition einer zufallsabhidngigen
experiments Kollektion

B: Visualisierung von Eigenschaften der
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Kollektion
C: Wiederholte Realisierungen

Festlegen interessierender Zufalls-
grofen und Ereignisse

., Definition der Messgroffe als Eigen-
schaften der Zufallskollektion

Wiederholung des Experiments und
Sammeln von Ergebnissen der defi-
nierten ZufallsgroBen/Ereignisse

,Sammeln von Messgrofsen” iiber das
Erzeugen einer neuen Kollektion mit
Werten der ZufallsgrofB3e

Auswertung der Ergebnisse: relative
Hiufigkeit des Eintretens von Ereig-
nissen; Verteilung von Zufallsgrofen

FATHOM als Datenanalysesoftware

Variation der Bedingungen, z. B.

a) Wahrscheinlichkeitsannahmen
des Zufallsexperiments

Fathomsheet als interaktives Arbeitsblatt
mit multiplen verbundenen Reprisenta-
tionen, welche modifiziert werden kon-

b) Betrachten weiterer ZufallsgroBen | Men-

6 Wiederholen des Experiments

Interpretation/Validierung

Biehler (2003, S. 2) betont hierbei die gute Entsprechung der fiir eine Computersimulati-
on mit FATHOM zu wiéhlenden Werkzeuge mit den einzelnen Schritten des Prozessmo-
dells und die damit verbundenen positiven Effekte fiir das Erlernen von Computersimula-
tionen bei Verwendung der Software FATHOM: ,.Der Vorteil der Software FATHOM be-
steht darin, dass den verschiedenen Stufen immer wieder dieselben Typen von Software-
aktionen entsprechen. Dies kann das Erlernen des problemlésenden Werkzeuggebrauchs
wesentlich stiitzen.* In Maxara und Biehler (2006, S. 4) wird dies wie folgt beschrieben:
»The steps easily transfer one to one in FATHOM. Each particular step corresponds to a
certain action in FATHOM. This is an advantage of the software FATHOM because this sup-
ports the problem solving use of the software tool.”

In Biehler, Hofmann et al. (2006, S. 135) wird das Prozessmodell in verkiirzter Form als
fiinfschrittiges Vorgehen formuliert:

,Es wird zunéchst 1) ein Zufallsexperiment festgelegt, dann 2) eine Zufallsgrofe z. B. als
MessgroBe definiert, 3) wird das Zufallsexperiment n-mal wiederholt und 4) dann die
empirische Verteilung der Zufallsgrofle ermittelt. Aus der Verteilung der Zufallsgrofle
konnen schlielich 5) einzelne Wahrscheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten oder ein-
zelne Kennzahlen wie der Erwartungswert iiber das arithmetische Mittel geschitzt wer-
den.*

Ein zentrales Ziel des Simulationsvorkurses ist das Erlernen der Erstellung und Auswer-
tung von Computersimulationen mit der Software FATHOM. Allerdings soll die Benutzung
der Software parallel mit der Einfithrung des Prozessmodells zur Erstellung von Compu-
tersimulationen erlernt werden. Stochastische Grundlagen stehen den Schiilerinnen und
Schiilern nicht zur Verfiigung. In Anlehnung an das von Biehler vorgeschlagene Vorge-
hen wird in der vorliegenden Unterrichtskonzeption ein vereinfachtes Verfahren zur
Strukturierung der Erstellung einer Computersimulation in vier Schritten eingefiihrt:
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Vier-Schritt-Modell einer Computersimulation mit FATHOM:

1. Schritt: Modellierung des Zufallsexperiments in FATHOM

2. Schritt: Definition der interessierenden Zufallsgroen oder Ereignisse als
MessgroBien

3. Schritt: Durchfithrung einer grolen Anzahl dieser Zufallsversuche und
Sammeln der Ergebnisse

4. Schritt Visualisierung der Ergebnisse,
Grafische, tabellarische und rechnerische Auswertung der Simula-
tionsergebnisse

Die Aufgaben sind zu Beginn des Simulationsvorkurses meistens so gestellt, dass der
Modellierungsschritt M bereits vorgenommen wurde oder gemeinsam im Unterrichtsge-
spriach erarbeitet wird. Auch der Interpretationsschritt I wird zunéchst nicht explizit ge-
fordert. Die von Gnanadesikan, Schaeffer, et al. (1987) vorgeschlagene Simulation mit
realen Zufallsgeriten wie Wiirfel, Miinze, Gliicksrad oder auch mit Zufallszahlen soll an
ausgewihlten Stellen vorgeschaltet werden. Auch die genauere Betrachtung der interes-
sierenden ZufallsgroBen oder Ereignisse bei wiederholter Realisierung des Zufallsexpe-
riments im Sinn einer experimentellen Untersuchung der stochastischen Situation soll bei
ausgewihlten Simulationen hinzugezogen werden. So sollte man z. B. bei der Betrach-
tung der Augensumme eines fiinffachen Wiirfelwurfs diesen fiinffachen Wiirfelwurf
mehrfach nacheinander durchfithren und die Aufmerksamkeit auf das Verhalten der Au-
gensumme nach jedem fiinffachen Wiirfelwurf lenken, um ein intuitives Verstindnis fiir
die Unabhingigkeit und die stochastische Streuung zu vermitteln. Die Interpretation der
Ergebnisse soll im Unterrichtsgespriach im Anschluss an die Vorstellung der Computer-
simulation erfolgen.

4.1.2 Ein einfiihrendes Beispiel einer Computersimulation mit FATHOM

Als Beispiel fiir die Erstellung einer Computersimulation mit der Software FATHOM nach
dem vorgestellten Vier-Schritt-Verfahren soll die folgende Problemstellung dienen, wel-
che in dem vorliegenden Kurskonzept als Einfiithrungsbeispiel in den Simulationsvorkurs
gewdhlt wurde:

Betrachten Sie die folgenden beiden Tests:

Test 1 besteht aus 10 Fragen, bei denen der Priifling entweder ja oder nein ankreuzen
kann. Test 2 besteht aus 20 Fragen, bei denen der Priifling entweder ja oder nein ankreu-
zen kann. Beide Tests sind bestanden, wenn mindestens 60% der Fragen richtig beant-
wortet sind.

Bei welchem der beiden Tests hat ein Priifling grofsere Chancen zu bestehen, wenn er nur
rdt?

Es wird die Simulation des Tests mit 10 Multiple-Choice-Fragen vorgestellt. Die Darstel-
lung ist angelehnt an Maxara (2005):

1. Schritt:  Modellierung des Zufallsexperiments in FATHOM
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Um die Durchfithrung des
10-fachen Multiple-Choice-
Tests in FATHOM zu simulie-
ren, wird zunichst eine neue
Kollektion erstellt. Dieser
neuen Kollektion muss man
einen Namen geben, wir
wihlen hier den Namen
Testl. Dieser Kollektion
wird eine Merkmalsspalte

® Fathom - [Dokument1] E]@g|
(J Datei Bearbeiben Objekt Kollektion Fenster  Hife - 8 X

Text

Schatzung Test Modell Regler

Graph

KHollektion  Tahells Auzwertung

L

L ==

Test

Teat1

hinzugefiigt, in der die zehn Aufgaben <

Aufgaben als einzelne Er- R 102 ah! (fenfoios, nis2ertoki)

gebnisse abgebildet  sind. :_ Z:Z:z

Wir bezeichnen die [

Merkmalsspalte daher mit 4 |misserfoly

Aufgaben. Um die S micsortoly

Bearbeitung der einzelnen : ::ZZ::ZE

Aufgaben zu simulieren, T

muss man einen geeigneten 9 |misseriolg

Zufallsgenerator wihlen. Wir LT miss=rfolg

wihlen den Zufallsgenerator |

ZufallsWahl ("erfolg"; "
"misserfolg"). Der ||« 3

Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesoftware (TH)

angegebene Zufallsgenerator
funktioniert wie das Ziehen
mit Zuriicklegen aus einer
Urne, in der die in der
Klammer angegebenen Ausdriicke als Kugeln liegen. Somit wihlt der Zufallsgenerator
bei jedem der zehn Fille des Merkmals Aufgaben mit gleicher Wahrscheinlichkeit ,.er-
folg* oder ,,misserfolg* aus, so dass hieriiber das rein zuféllige Ankreuzen einer Multiple-
Choice-Aufgabe simuliert wird. Durch das Einfiigen von 10 Féllen bildet man zehn sol-
cher Multiple-Choice-Fragen ab. Im Ergebnis erhilt man in FATHOM eine Tabelle zur
Kollektion Test! mit der Spalte Aufgaben, welche das zufillige Ankreuzen der zehn Test-
fragen iiber zehn Zeilen mit den Eintriigen ,.erfolg* und ,,misserfolg* reprisentiert. Diese
einfache Durchfiihrung des Experiments lésst sich beliebig oft wiederholen, die Ergebnis-
se lassen sich auch grafisch darstellen.

Abb. 4.1: Erstellung der Kollektion ,,Testl “ und des zugehorigen Merk-
mals ,,Aufgaben .

2. Schritt:  Definition der interessierenden ZufallsgroBen oder Ereignisse als Mess-
grofen

Die Tabelle des Zufallsexperiments muss ® Info Test1

nun ausgewertet werden. Hier besitzt Kommentare | Anzeige | Kategorien

FATHOM das Konzept der Messgrofe, Messgrofe | Wert Formel
welches an die Erstellung einer Computer- | Anzahl_Erfolge |2 Anzahl [Aufgaben = "erfolg")
simulation entlang des beschriebenen =neus=

vierschrittigen Prozessmodells angepasst
ist. Man kann mit der Messgro3e sowohl

Ere.lg.msse als auch ‘Z}lfalls.groﬁen Abb. 4.2: FATHOM-Fenster zur Definition der Messgro-
definieren. In unserem Beispiel bietet es e
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sich an, die Anzahl der erfolgreich angekreuzten Multiple-Choice-Fragen als Zufallsgrof3e
zu untersuchen. Fiir das Zédhlen von Eintrdagen steht in FATHOM die Formel Anzahl ()
zur Verfiigung. Zur Berechnung dieser Anzahl definieren wir nun eine Messgrofe iiber
die Formel Anzahl (Aufgaben="erfolg"). Mit dieser Formel wird gezihlt, wie oft in
der Spalte Aufgaben das Wort ,,erfolg* auftritt. Als sinnvolle Bezeichnung der Messgrof3e
wihlen wir Anzahl_Erfolge.

3. Schritt: Durchfiihrung einer groen Anzahl dieser Zufallsversuche und Sammeln
der Ergebnisse

Das Zufallsexperiment muss nun wiederholt
durchgefithrt werden und die nach jeder
Durchfiihrung auftretende Anzahl an Erfolgen
gespeichert werden. Hierfir gibt es in | [ Animationan

FATHOM das Kommando ,Messgrofien (<] worhandene Félle ersetzen

sammeln‘. Je nach gewiinschter Genauigkeit |:| Erneutes Sammeln von Messgriien bei Guellendncde
kann man einstellen, wie oft das | ® 1000  Messgréfen

Zufallsexperiment durchgefiihrt werden soll, | () Bis zur Bedingung

typische Werte fiir die Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten  sind 1000  oder
10 000mal. Wir wiederholen das Experiment
hier 1000mal. FATHOM erstellt automatisch
eine neue Kollektion, in der die Ergebnisse
der Messgrofie nach jeder Durchfithrung des  App. 4.3: Fatrom-Fenster zum Sammeln von 1000
Zufallsexperiments gesammelt werden. Die Messgrofen.

Bezeichnung der Kollektion und der zugehorigen Merkmalsspalte erfolgt ebenfalls auto-
matisch. Im vorliegenden Beispiel werden die aufgetretenen Ergebnisse der Messgrofie
Anzahl_Erfolge in einer neu entstandenen Kollektion Messgriofien von Testl gesammelt.
Man erhilt eine Tabelle des Merkmals Anzahl_Erfolge mit 1000 Eintrdgen. Jeder Eintrag
entspricht der Anzahl der Erfolge bei einer der 1000 Wiederholungen des Testexperi-
ments. Ubertragen auf die reale Situation entspricht jeder Eintrag der Anzahl richtig an-
gekreuzter Aufgaben bei einem Durchgang des Multiple-Choice-Tests und einem rein
zufilligen Ankreuzen der zehn Testfragen.

® Info Messgrilien von Test1

Fal... |\Mes... |Kom... | Anz.. [Hat... | Messgriéfen samime

[We'rtere Meszgralien sammeln

4. Schritt: Visualisierung der Ergebnisse, grafische, tabellarische und rechnerische
Auswertung der Simulationsergebnisse

Die erzeugte Héufigkeitstabelle der Anzahl an Erfolgen bei 10 Testfragen kann nun auf
verschiedene Weisen ausgewertet werden:

Fiir die grafische Darstellung stehen in FATHOM verschiedene Darstellungsformen wie z.
B. Histogramm, Punktdiagramm und Boxplot zur Verfiigung. Im vorliegenden Beispiel
wird die Darstellung als Histogramm gewéhlt. Man kann bei den Einstellungen zum
Histogramm auswihlen, ob man auf der y-Achse absolute Zahlen oder relative Anteile
auftragt. Zur Veranschaulichung lassen sich die interessierenden Balken rot markieren.

Neben der grafischen Darstellung steht die tabellarische und rechnerische Auswertung zur
Verfiigung: Zur Bestimmung eines Schitzwerts fiir die Wahrscheinlichkeit, mindestens
60% der Fragen, d. h. mindesten sechs der zehn Fragen bei reinem Raten richtig zu be-
antworten, gibt es zum einen die Moglichkeit, sich eine Haufigkeitstabelle als kategoriale
Auswertungstabelle ausgeben zu lassen und hieran die gesuchten Fille auszuzihlen.
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Weiter besteht die Moglichkeit, die gesuchte relative Hiufigkeit mit Hilfe einer Formel zu
berechnen. Die relative Haufigkeit fiir mindestens sechs richtige Antworten erhdlt man
mit der Formel Anzahl (Anzahl_FErfolge26) /Anzahl (Anzahl_Erfolge) in einer
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Abb. 4.4: Das gesamte FATHOM-Arbeitsblatt der Beispielsimulation mit der Ausgangskollektion Testl, der Kollektion
der gesammelten Messgrofien und den Auswertungswerkzeugen Histogramm, kategoriale Auswertungsta-
belle (rechts oben) und numerische Auswertungstabelle (rechts unten).

numerischen Auswertungstabelle. Diese Formel zdhlt alle Eintrdge der Spalte An-
zahl_Erfolge mit mindestens sechs Erfolgen und teilt dies durch die Anzahl aller Eintridge
von Anzahl_Erfolge in der Kollektion Messgrofien von Testl.

Je nach Aufgabenstellung konnen verschiedene Auswertungsmoglichkeiten geeignet sein.
Die grafische Darstellung unterstiitzt stets das anschauliche Verstindnis.

Genauere Beschreibungen der Funktionalitit von FATHOM findet man fiir die deutsche
Version z. B. in Biehler, Hofmann et al. (2006).

4.1.3 Kompetenzen fiir die Erstellung von Computersimulationen mit
FATHOM

Die in diesem Kapitel geschilderten Kompetenzbegriffe wurden bei Vorauswertungen des
in der Hauptuntersuchung entstandenen Datenmaterials unter Beteiligung des Autors in
der Arbeitsgruppe von Prof. Dr. Biehler erarbeitet und in einer Diplomarbeit von C. Keit-
zer (2006) erstmals angewandt. Die genannte Diplomarbeit von C. Keitzer ist an die vor-
liegende Dissertation angelagert und analysiert Kompetenzen und Schiilerarbeitsweisen in
den Computerarbeitsphasen beim Themenbereich Binomialverteilung. Die im Folgenden
geschilderten Kompetenzbegriffe standen beim Design des Unterrichtskonzepts noch
nicht zur Verfiigung und stellen ein Ergebnis von Vorauswertungen des Datenmaterials
der Hauptuntersuchung dar, auf das die weiteren Auswertungen der vorliegenden Arbeit
aufbauen.
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Die benétigten Kompetenzen zur Erstellung einer Computersimulation mit der Software
Fathom lassen sich in vier Bereiche einteilen (vgl. Maxara und Biehler 2007, S. 768): Die
allgemeine Fathom-Kompetenz, Simulationskompetenz, die Formelkompetenz und stra-
tegische sowie generalisierende Fathom-Kompetenzen.

1. Die allgemeine Fathom-Kompetenz

Zur allgemeinen Fathomkompetenz, auch Werkzeugkompetenz genannt, zdhlen Fahigkei-
ten und Fertigkeiten im Umgang mit den Werkzeugen der Software FATHOM. In Bezug
auf den Einsatz von FATHOM bei Computersimulationen sind dies zunéchst die Erstellung
und der Umgang mit den benétigten Elementen der Meniileiste, d. h. mit Kollektionen
und den zugehorigen Tabellen, mit Graphen sowie mit Auswertungstabellen.

Neben dem Umgang mit den Elementen der Meniileiste gehoren zur allgemeinen Fathom-
kompetenz noch weitere grundlegende Bedienkompetenzen. Exemplarisch seien hier das
Arbeiten mit den Kontextmeniis, ein geschicktes Anordnen der einzelnen Fenster, sowie
die Ubertragung von Fensterinhalten in Textverarbeitungssoftware zum Zweck der Er-
gebnissicherung genannt.

2. Simulationskompetenz

Als Simulationskompetenz wird die Modellierung der stochastischen Situation als Com-
putersimulation entlang des vierschrittigen Prozessmodells bezeichnet. Hierzu zidhlen der
geeignet gewihlte Aufbau der Simulation, die Modellierung des Einzelexperiments, die
Wahl und Definition einer geeigneten Messgrofle und die sinnvolle Auswertung der ge-
sammelten Messgrofen. Zur Simulationskompetenz gehort ferner die Wahl von geeigne-
ten Bezeichnungen auf den verschiedenen Stufen des Prozessmodells.

3. Die Formel-Kompetenz
Die Formelkompetenz teilt sich auf in drei hierarchisch angeordnete Unterstufen:

Auf unterster Ebene geht es um das Bedienen des Formeleditors zum Erstellen und Ein-
fiigen von Formeln. Hiermit wird die allgemeine Fathomkompetenz erweitert.

Ferner muss man die Syntax einer Formel beherrschen. Hier kann die FATHOM-Hilfe oder
das Menii des Formel-Editors als Unterstiitzung benutzt werden.

Um die Formeln im Rahmen der Simulationskompetenz korrekt einsetzen zu konnen,
muss man die Semantik einer Formel kennen, d. h. man muss wissen, welche Bedeutung
eine Formel hat und wie man sie nutzen kann. Hierzu zihlt z. B. auch die Verwendung
von logischen Verkniipfungen oder das Verstdndnis fiir die ,,wenn () —-Funktion* als Al-
ternativanweisung.

Bei der Erstellung einer Computersimulation ergeben sich auf den einzelnen Stufen des
Prozessmodells unterschiedliche Anforderungen an die Formelkompetenz. Diese Diffe-
renzierung nach den einzelnen Stufen des Prozessmodells wird nachfolgend genauer be-
schrieben.

4. Strategische und generalisierende Kompetenzen

Bei den strategischen und generalisierenden Kompetenzen handelt es sich um Meta-
Kompetenzen im Umgang mit der Software und den angezeigten Ergebnissen.

Hierzu zdhlt die Kontrolle der angezeigten Ergebnisse, z. B. ein Abgleich zwischen ver-
schiedenartigen Berechnungen oder zwischen der Berechnung und der grafischen Darstel-
lung (Kontroll-Strategie). Weiter zdhlt hierzu ein konstruktiver Umgang mit aufgetrete-
nen und erkannten Fehlern (Debugging-Strategie).
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Die beiden genannten Strategien sind beim Erlernen einer neuen Software von hoher
Wichtigkeit, da hier hidufig Fehler in der Bedienung auftreten, die dann als solche erkannt
werden miissen (Kontroll-Strategie) und deren Ursache erkannt werden muss, so dass
man den Fehler beseitigen kann (Debugging-Strategie).

Die Vermittlung der Meta-Kompetenzen ladsst sich nur schwer direkt in ein Unterrichts-
konzept einbetten, da man vorher nicht weil}, an welchen Stellen entsprechende Fehler
bzw. Probleme auftreten, so dass diese Kompetenzen benotigt werden. Es hingt sehr stark
von der Lehrperson ab, ob an den entsprechenden Stellen auf die benétigten Meta-
Kompetenzen hingewiesen wird. Hierbei spielt das Problembewusstsein der Lehrperson
fiir die Bedeutung der Meta-Kompetenzen eine grof3e Rolle.

Die drei anderen Kompetenzbereiche realisieren sich hingegen entlang des vierschrittigen
Prozessmodells. Im Folgenden werden die bendtigten Kompetenzen in jedem der vier
Schritte des Prozessmodells konkretisiert:

1. Schritt: ~ Modellierung des Zufallsexperiments in FATHOM

Auf der Ebene der allgemeinen Fathomkompetenz muss man fiir die Modellierung des
Zufallsexperiments eine Kollektion erstellen konnen. Weiter muss man eine zugehorige
Tabelle erzeugen konnen und dieser Tabelle ein Merkmal mit einer zugehorigen Formel
und eine passende Anzahl von Fillen hinzufiigen konnen.

Auf der Seite der Simulationskompetenz miissen das Merkmal und die Kollektion sinn-
voll benannt werden sowie eine passende stochastische Modellierung des Zufallsexperi-
ments vorgenommen werden. In dem im vorherigen Abschnitt beschriebenen Beispiel
wird eine Tabelle zur Kollektion Test! mit der Spalte Aufgaben erstellt, welche das zufil-
lige Ankreuzen der zehn Testfragen iiber zehn Félle mit den Eintrdgen ,.erfolg® und
,~misserfolg reprisentiert.

Auf der Formelseite muss in diesem ersten Schritt ein geeigneter Zufallsgenerator fiir das
Zufallsexperiment gewdhlt werden und syntaktisch korrekt als Formel fiir das Merkmal
eingegeben werden. Neben der Bedienung des Formeleditors und dem Wissen um die
Syntax der Formel gehort hierzu die stochastische Modellierung des gegebenen Zufalls-
experiments sowie das Wissen um die Semantik der in FATHOM als Zufallsgeneratoren
vorhandenen Formeln, um die passende Formel auswihlen zu kénnen. Bei dem angege-
benen Beispiel wird die stochastische Modellierung so gewihlt, dass jede Frage unabhin-
gig voneinander mit gleicher Wahrscheinlichkeit richtig oder falsch angekreuzt werden
kann. Dies wird mit der Formel ZufallsWahl ("erfolg"; "misserfolg") realisiert.
An dieser Stelle sind Simulations- und Formelkompetenz miteinander verkniipft.

2. Schritt:  Definition der interessierenden ZufallsgroBen oder Ereignisse als Mess-
grofien

Auf der Ebene der allgemeinen Fathomkompetenz muss man mit dem Info-Fenster einer
Kollektion umgehen konnen, iiber das unter anderem auch Messgroflen definiert werden.
Hierbei ist zu betonen, dass in der Software Fathom kein eigenstindiges Werkzeug exis-
tiert, welches die Messgrofle reprisentiert. Die Messgrofle wird iiber eine Karteikarte des
Info-Fensters einer Kollektion realisiert. Hierdurch konnen auf der Seite der allgemeinen
Fathom-Kompetenz Probleme beim Auffinden dieser Karteikarte entstehen.

Bei der Definition der Messgroflen zeigt sich wieder die Verkniipfung der Simulations-
und der Formelkompetenz. Die Schwierigkeiten liegen in der stochastischen Modellie-
rung in Verbindung mit deren Umsetzung mittels einer geeigneten Formel. So hat man
hiufig einen Entscheidungsspielraum, wie und welche Messgrof3e man definiert. Ferner
hat man stets die Wahl der Bezeichnung. Beim vorgestellten Beispiel kann man sich fiir
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das Ereignis ,,mindestens sechs erfolgreiche Antworten* oder aber fiir die Zufallsgrofle
,Anzahl der erfolgreichen Antworten* entscheiden. Diese Entscheidung muss zunichst
auf der Seite der stochastischen Modellierung getroffen werden, dann muss das Ereignis
oder die Zufallsgroe mit einer geeigneten Formel als Messgrofle definiert werden. Die
hierfiir benotigten Formeln unterscheiden sich zu den in Schritt 1 bendtigten Zufallsgene-
ratoren dadurch, dass sie sich auf die erstellte Kollektion und damit auch auf die bislang
verwendeten Bezeichnungen beziehen. Im Allgemeinen benétigt man hierfiir Formeln
zum Auszihlen der Spalten einer Tabelle. Im vorgestellten Beispiel wurde die Messgrof3e
Anzahl_Erfolge iiber die Formel Anzahl (Aufgaben="erfolg") definiert. Neben dem
Auszédhlen der Merkmale konnen hier auch logische Verkniipfungen oder die ,,wenn () -
Funktion* eingesetzt werden.

3. Schritt: Durchfiihrung einer groen Anzahl dieser Zufallsversuche und Sammeln
der Ergebnisse

Die wiederholte Durchfithrung des Zufallsexperiments und das Sammeln der Messgro3en
erfolgen in FATHOM weitestgehend automatisch iiber den Befehl ,,Messgrof3en sammeln®.
Der Befehl zum Sammeln der MessgroB3en befindet sich allerdings nicht direkt im Info-
Fenster der Kollektion, in dem auch die Messgrofe definiert wird, sondern im Kontext-
menii oder im Pull-Down-Menii der Ausgangskollektion. In unserem Fall entsteht eine
neue Kollektion Messgroffen von Testl mit dem Merkmal Anzahl_Erfolge. Im Info-
Fenster der beim Sammeln der MessgroBBen entstandenen neuen Kollektion kann man
neben weiteren Einstellungen insbesondere die Anzahl der Wiederholungen wihlen und
das Sammeln der Messgroen erneut durchfiihren lassen. Hierfiir sind auf der Seite der
allgemeinen FATHOM-Kompetenz somit der Umgang mit der Meniifiihrung von FATHOM
sowie der Umgang mit dem Info-Fenster von Bedeutung. Probleme konnen auftreten bei
der Wahl der richtigen Kollektion zum Offnen des Info-Fensters.

Formelkompetenz bendétigt man in diesem dritten Schritt der Erstellung einer Computer-
simulation nicht. Auf der Seite der Simulationskompetenz muss man sich je nach ge-
wiinschter Genauigkeit fiir die Zahl der Wiederholungen entscheiden.

4. Schritt: Visualisierung der Ergebnisse, grafische, tabellarische und rechnerische
Auswertung der Simulationsergebnisse

Fiir die Auswertung der Simulationsergebnisse muss man die entstandene Haufigkeitsta-
belle grafisch, tabellarisch und rechnerisch auswerten konnen. Dies setzt auf der Ebene
der allgemeinen FATHOM-Kompetenz den Umgang mit Graphen in FATHOM und den
Umgang mit Auswertungstabellen voraus:

Im Umgang mit Graphen muss man einen Graphen erzeugen konnen und den gewiinsch-
ten Grafiktyp einstellen konnen (z. B. Sdulendiagramm, Histogramm, Punktdiagramm).
Bei geeigneten Diagrammtypen soll man zwischen absoluter und relativer Anzahl um-
schalten konnen. Zum fortgeschrittenen Umgang mit Graphen in FATHOM gehort das Ein-
zeichnen von Werten und Funktionen.

Beim Arbeiten mit den Auswertungstabellen muss man zwei verschiedene Tabellentypen
unterscheiden: Kategoriale und numerische Auswertungstabellen (vgl. Biehler, Hofmann
et al. 2006, S. 33/34):

Zur tabellarischen Auswertung numerischer Merkmale steht in FATHOM die Moglichkeit
zur Verfiigung, die Auswertungstabelle als so genannte kategoriale Auswertungstabelle
zu verwenden, in der zu jedem Wert des Merkmals der Anteil des Auftretens in absoluten
oder in relativen H&ufigkeiten angegeben wird. Diese Hiufigkeitstabelle ist nicht dazu
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geeignet, Berechnungen mit Formeln durchzufithren. Man erhilt ansonsten in der Regel
Eintrige, die nur fiir fortgeschrittene Nutzer der Software FATHOM zu interpretieren sind.

Fiir die statistische Auswertung mit Formeln wie z. B. fiir die Berechnung von Anteilen
oder von statistischen Kenngréen eines Merkmals steht die Verwendung einer Auswer-
tungstabelle als numerische Auswertungstabelle zur Verfiigung.

Auf der Ebene der Formelkompetenz miissen hier im Rahmen der statistischen Auswer-
tung geeignete Formeln erstellt werden. Wie in Schritt 2 beziehen sich die Formeln auf
bereits vorhandene Merkmale, in diesem Fall aus der Kollektion der gesammelten Mess-
groBBen. Typische Anwendungen sind das Auszihlen relativer Hiufigkeiten von vorgege-
benen Ereignissen oder die Verwendung statistischer Formeln wie der Formel zur Be-
stimmung des Mittelwerts. Hier spielt die Syntax der Formel eine Rolle in dem Sinn, dass
die Ausdriicke korrekt aufgebaut und bezeichnet sein miissen. Es spielt aber auch die Se-
mantik eine Rolle, da man die Beziige zu den Merkmalen kennen muss. Ferner konnen
auch logische Verkniipfungen in den Ausdriicken auftreten.

Im Sinn der stochastischen Modellierung muss man die grafische, die tabellarische und
die rechnerische Auswertung aufeinander beziehen konnen und die Ergebnisse in Bezug
auf die urspriingliche Problemstellung interpretieren konnen. Ferner muss man in der La-
ge sein, Aussagen iiber die Genauigkeit der in der Simulation erhaltenen Ergebnisse zu
treffen.

In Abb. 4.5 sind die beschriebenen Auswertungswerkzeuge am Beispiel der Auswertung
der Testaufgabe aus Kapitel 4.1.2 gezeigt. Ganz rechts ist zur Demonstration eine
»zweckentfremdete* kategoriale Auswertungstabelle eingefiigt. Die numerische Berech-
nungsformel Anzahl (Anzahl_Erfolge26) /Anzahl (Anzahl_Erfolge) erzeugt
hier in jeder Zeile einen nicht gewollten zweiten Eintrag. Mochte man eine kategoriale
Haufigkeitstabelle erzeugen, so muss man das betrachtete Merkmal mit gedriickter Shift-
Taste in eine gedffnete Auswertungstabelle ziehen. Zieht man das betrachtete Merkmal
ohne gedriickte Shift-Taste in eine gedffnete Auswertungstabelle, so erhilt man eine nu-
merische Auswertungstabelle.
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Abb. 4.5: Auswertungswerkzeuge in Fathom: Grafische Darstellung als Histogramm, tabellarische Aus-
wertung mit der kategorialen Auswertungstabelle, rechnerische Auswertung mit der numerischen
Auswertungstabelle, ,, zweckentfremdete“ Verwendung einer kategorialen Auswertungstabelle in
Kombination mit einer numerischen Auswertungsformel (von links nach rechts).

4.1.4 Der Simulationsplan als Mittel zur Reflexion und zur Ergebnissiche-
rung

Als Strukturierungshilfe bei der Entwicklung von Computersimulationen in FATHOM steht
den Schiilerinnen und Schiilern das vierschrittige Prozessmodell aus Kapitel 4.1.1 zur
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Verfiigung. Um die einzelnen Schritte und die Entscheidungen bei der Erstellung einer
Simulation bewusst zu reflektieren, wird mit den Schiilerinnen und Schiilern die schriftli-
che Formulierung eines ,,Simulationsplans® besprochen und vereinbart (vgl. Biehler und
Maxara 2005, S. 3). Der Zeitpunkt der Formulierung des Simulationsplans (vor, wahrend
oder nach der Erstellung der Simulation am Computer) wird freigestellt.

In einem solchen ,,Simulationsplan® werden die vier Schritte des vorgestellten Prozess-
modells konkretisiert. Im Sinn der Forderung der Simulationskompetenz kommt es darauf
an, dass der Simulationsplan nicht nur eine rein technische Anleitung zur Erstellung der
Computersimulation darstellt, sondern dass in jedem Schritt die Verbindung zur stochasti-
schen Situation hergestellt wird. Fiir das konkrete Beispiel der Einstiegsaufgabe wird den
Schiilerinnen und Schiilern im Rahmen des vorliegenden Unterrichtskonzepts der folgen-
de Simulationsplan als Beispiel zur Verfiigung gestellt:

1. Man erstellt eine Kollektion , Testl “, in der der Test nachgebildet wird. In der Tabel-
le zu Testl gibt es eine Spalte ,,Aufgaben*, in der das Raten der 10 Aufgaben mit der
Formel ZufallsWahl ("erfolg"”, "misserfolg") simuliert wird.

2. Bei der Simulation von Testl interessiert uns die Anzahl der Erfolge. Hierfiir definie-
ren wir im Info-Fenster von ,,Testl“ die Messgrofie ,,Anzahl_Erfolge* mit der For-
mel Anzahl (Aufgaben="erfolg").

3. Um die relative Haufigkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Anzahl an Erfolgen zu
erhalten, muss man die Simulation sehr oft wiederholen. Mit ,, Messgrofien sammeln
fiihren wir die Simulation 10 000mal durch. Die Anzahl der Erfolge ist jeweils in der
neu entstandenen Kollektion ,,Messgrofien von Testl “ festgehalten.

4. Die gesammelten Simulationen miissen nun ausgewertet werden: Hierfiir gibt es meh-
rere Moglichkeiten, mit denen man die Kollektion ,,Messgrofien von Testl “ auswerten
kann:

. Tabelle der Hdufigkeitsverteilung
Auszdhlen der Verteilung der Anzahl der Erfolge in einer ,,Auswertungstabelle

. Grafische Darstellung der Hiiufigkeitsverteilung
Grafische Darstellung der Verteilung der Anzahl der Erfolge

. Rechnerische Auswertung
Die relative Hdaufigkeit fiir mindestens 60% richtig beantworteter Aufgaben mit
der Formel Anzahl (Anzahl_Erfolge26) /Anzahl (Anzahl_Erfolge) di-
rekt bestimmen.

Das im Simulationsplan abgebildete vierschrittige Verfahren zur Erstellung einer Compu-
tersimulation beschreibt den Prozess der sukzessiven Ubertragung des stochastischen
Modells in die Computersimulation. Hierbei miissen auf jeder Stufe des vierschrittigen
Verfahrens Modellierungsentscheidungen getroffen werden.

Die Erstellung des stochastischen Modells und weitergehende Interpretationen der Ergeb-
nisse werden im Simulationsplan nicht abgebildet. Im ersten Teil des Simulationsvorkur-
ses ist das stochastische Modell bereits in den Aufgabenstellungen weitgehend vorgege-
ben oder es wird im Unterricht besprochen. Die Interpretation der Ergebnisse wird in star-
kem MaB im Unterrichtsgespriach vorgenommen. Im zweiten Teil des Simulationsvorkur-
ses werden auch die Erstellung des stochastischen Modells und die Interpretation der Er-
gebnisse zunehmend in die Hénde der Schiilerinnen und Schiiler gegeben.

Der Simulationsplan soll einerseits die einzelnen Schritte des Prozessmodells und die
zugehorigen Modellierungsentscheidungen bewusst reflektieren. Ein zweites wichtiges
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Argument fiir den Simulationsplan stellt die Ergebnissicherung im Sinn der ausfiihrlichen
und strukturierten Dokumentation des Losungswegs dar. Mit dem Simulationsplan wird
der gesamte Aufbau der Computersimulation festgehalten und erldutert. Damit dient der
Simulationsplan im Unterrichtsgeschehen auch als Verschriftlichung des Gelernten. Dem
beim Computereinsatz im Mathematikunterricht immer wieder auftretenden Problem der
Ergebnissicherung kann hierdurch entgegengewirkt werden (vgl. Kohler 1998, S. 90).

4.1.5 Auswahlentscheidungen zum Softwareeinsatz im Simulationsvorkurs

Die Frage nach der Einbettung der Software FATHOM in den Simulationsvorkurs teilt sich
in drei Bereiche auf: Zum einen muss man entscheiden, welchen Funktionsumfang der
Software man mit den Schiilerinnen und Schiilern erarbeiten mochte. Zweitens muss man
entscheiden, welches Verstindnis iiber die Funktionsweise der Zufallsgeneratoren man
weitergeben mochte. Beide Entscheidungen sollen im Folgenden erldutert werden. Drit-
tens muss man iiberlegen, wie die einzelnen Softwarekomponenten aufeinander aufbau-
end eingefiihrt werden. Dies soll am konkreten Unterrichtsmaterial beschrieben werden
(vgl. Kapitel 4.4).

Verwendung des sequentiellen Simulationstyps

Bei der Verwendung der Software FATHOM zur Erstellung von Computersimulationen
unterscheiden Maxara und Biehler (2006) drei unterschiedliche Typen von Simulationen:
Die simultane Simulation, die sequenzielle Simulation und die Simulation durch Stichpro-
benziehen. Eine ausfiihrliche Darstellung der einzelnen Simulationstypen findet sich bei
Maxara (2006). Der Unterschied sei hier am Beispiel des dreifachen Wiirfelwurfs erliu-
tert (vgl. Abb. 4.6). Als Zufallsgrofle wird die Wiirfelsumme beim dreifachen Wiirfelwurf
betrachtet.

o Simuttane Sumulstion v f Simulstion durch T
Stichprobenziehen

Simuttzn Urne Stichprobe von Urne

Simultan Urne Stichprobe von Urne

Wiirfell | Wiifel2 | Wiirfel3 | Summe <I Wiirfel <neu> Wiirfel <neu
1 3 1 5] 10 1 1

2 4

3 3

@ |en | e [ | =
m k| =

Sequertielle Simulstion
=

Secuertizl
Sequentisll

Wurf <neu>
1 5
2 4
3 4

Abb. 4.6: Erstellung einer simultanen Simulation, einer sequentiellen Simulation und einer Simulation durch
Stichprobenziehen in FATHOM.

Bei der simultanen Simulation werden die einzelnen Stufen des Zufallsversuchs als Spal-
ten dargestellt. In unserem Beispiel gibt es drei Spalten ,,Wiirfel1*, ,,Wiirfel2* und ,,Wiir-
fel3“ sowie eine weitere Spalte ,,Summe*. Jede Zeile entspricht der einmaligen Durchfiih-
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rung des dreifachen Wiirfelwurfs. Uber die Erzeugung von 1000 Zeilen hat man den Zu-
fallsversuch 1000-mal wiederholt und erhilt in der vierten Spalte die Verteilung der Wiir-
felsumme.

Bei der sequenziellen Simulation werden die einzelnen Stufen des Zufallsversuchs als
Zeilen dargestellt. In unserem Beispiel gibt es eine Spalte ,,Wurf* und der dreifache Wiir-
felwurf wird iiber drei Zeilen représentiert. Zur Berechnung der Wiirfelsumme muss man
analog zum Beispiel aus Kapitel 4.1.2 eine Messgrofle ,,Summe* definieren und erhilt die
Verteilung der Wiirfelsumme in einer neuen Kollektion. Das in Kapitel 4.1.2 vorgestellte
Einfiihrungsbeispiel ist als sequenzielle Simulation erstellt.

Bei der Simulation durch Stichprobenziehen wird das Zufallsexperiment als Urnenzie-
hung erzeugt. In unserem Beispiel erstellt man zunichst eine Urne mit dem Inhalt ,, 1%,
2, 5,3, 4%, 5%, ,,6% Dann wird hieraus dreimal mit Zuriicklegen gezogen. In der neu
entstandenen Kollektion wird der dreifache Wiirfelwurf iiber drei Zeilen reprisentiert.
Auch hier muss man fiir die Wiirfelsumme eine Messgrofe erstellen und erhilt dann die
Verteilung der Wiirfelsumme in einer weiteren Kollektion. Nur iiber die Methode der
Simulation durch Stichprobenziehen lassen sich in FATHOM auch Zufallsexperimente rea-
lisieren, welche dem Ziehen ohne Zuriicklegen entsprechen.

Aus Griinden der didaktischen Reduktion soll im vorliegenden Kurskonzept nur einer der
drei Simulationstypen verwendet werden. Es ist offensichtlich, dass die simultane Simula-
tion nur fiir mehrstufige Zufallsexperimente mit wenigen Stufen geeignet ist. Ein fiinzig-
facher Wiirfelwurf wire durch die dafiir benotigte Definition von 50 Merkmalen sehr
umstédndlich. Da sich damit auch die Binomialverteilung nur schwer iiber eine simultane
Simulation realisieren ldsst, ist dieser Simulationstyp fiir den Stochastikkurs der gymnasi-
alen Oberstufe nicht ausreichend. Auf der anderen Seite erfordert die Simulation durch
Stichprobenziehen auch bei einfachen Problemstellungen stets die Modellierung des Zu-
fallsexperiments iiber zwei Stufen: Definition der Urne und Erzeugung der Stichproben-
kollektion. Dieser Simulationstyp fiihrt bereits bei einfachen Problemstellungen zu relativ
komplexen Simulationsumgebungen.

In dem vorliegenden Kurskonzept wird daher ausschlieBlich die sequenzielle Simulation
eingefiihrt und verwendet. Die simultane Simulation kann unter Umstédnden durch die
flexible Kombination der bekannten Komponenten von den Schiilerinnen und Schiilern
selbststindig erarbeitet werden. Auf die Einfithrung der Simulation durch Stichproben-
ziehen wird vollig verzichtet. Allein die Simulation stochastischer Situationen, welche
nur iiber das Ziehen ohne Zuriicklegen modelliert werden konnen, ist somit im vorliegen-
den Kurskonzept nicht angelegt.

Die Methode der sequenziellen Simulation stellt bereits einen erheblichen Leistungsum-
fang zur Modellierung stochastischer Problemstellungen zur Verfiigung. Viele der in der
gymnasialen Oberstufe typischerweise vorkommenden Aufgabenstellungen konnen hier-
mit behandelt werden. Insbesondere stellt die Verwendung von Messgroflen auch die
Moglichkeit zur Verfiigung, eine Abbruchbedingung in die Simulation einzubauen, so
dass man z. B. Wartezeitprobleme simulieren kann. Ferner ist die sequentielle Simulation
das geeignete Mittel, um die Binomialverteilung zu simulieren, welche im weiteren Ver-
lauf des Kurses als zentrale Wahrscheinlichkeitsverteilung eingefiihrt und auch zum Tes-
ten von Hypothesen verwendet wird.

Fiir die Beschriankung auf die sequentielle Simulation spricht auBerdem die enge struktu-
relle Ubereinstimmung mit dem in Kapitel 4.1.1 beschriebenen vierschrittigen Prozess-
modell zur Erstellung einer Computersimulation. Die in der sequenziellen Simulation
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vorhandene klare Trennung zwischen dem Zufallsexperiment und der zugehorigen Mess-
grofe auch auf Softwareebene entspricht der klaren Trennung der ersten beiden Schritte
des Prozessmodells.

Die Auswahl des Befehlsumfangs

Die Auswahl des verwendeten Befehlsumfangs wird von zwei gegenldufigen Zielen be-
stimmt: Zum einen muss der Funktionsumfang so umfangreich gewihlt werden, dass man
mit den eingefiihrten Befehlen eine Reihe interessanter stochastischer Problemstellungen
l6sen kann. Damit die Schiilerinnen und Schiiler die Computersimulationen fiir den ge-
samten Kursverlauf als Werkzeug zur Losung stochastischer Problemstellungen verwen-
den konnen, muss der vermittelte Funktionsumfang so umfangreich sein, dass die Mehr-
zahl der im Stochastikkurs der gymnasialen Oberstufe angesprochenen Problemstellungen
mit Computersimulationen bearbeitet werden kann. Auch im Hinblick auf den Modellie-
rungsgedanken sollte man den Funktionsumfang ausreichend grofl wihlen, so dass die
Schiilerinnen und Schiiler bei der Erstellung einer Simulation einen eigenen Entschei-
dungsspielraum haben.

Andererseits muss man bei der Wahl des Befehlsumfangs darauf achten, dass das Erler-
nen des Umgangs mit Computersimulationen moglichst schnell und einfach gehen soll.
Hierfiir ist ein moglichst kleiner Befehlsumfang von Vorteil.

Im ersten Schritt der Computersimulation geht es um die Wahl des Zufallsgenerators: Im
Rahmen des Einfithrungskurses werden hier nur die beiden Befehle zufallswahl ()
und GanzeZufallszahl () verwendet. Zufallswahl () entspricht dem Ziehen aus
einer Urne, in der alle in der Klammer angegebenen Ausdriicke als Urnenkugel vorkom-
men. Der Befehl GanzeZufallszahl () stellt eine Vereinfachung dar: So erzeugt man
mit GanzeZufallszahl (1; 6) ganze Zufallszahlen von eins bis sechs, wobei jede Zahl
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt. Die beiden gewihlten Zufallsgeneratoren ermog-
lichen die Simulation einer groen Anzahl von Zufallsexperimenten mit diskretem Er-
gebnisraum. Erst in Verbindung mit der Binomialverteilung wird dann auch der Befehl
zufall () eingefiihrt, welcher gleichverteilt eine Zahl zwischen 0 und 1 simuliert. Hier-
mit lassen sich beliebige Wahrscheinlichkeiten p simulieren: So ergibt z. B. der logische
Ausdruck Zufall () <0, 6 mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,6 "wahr", ansonsten
"falsch".

Im zweiten Schritt der Simulation bei der Definition der Messgro3e kann man sowohl
eine ZufallsgroBe als auch ein Ereignis definieren. Bei dem in Kapitel 4.1.2 geschilderten
Testproblem hat man z. B. die Moglichkeit, iiber die Formel An-
zahl (Aufgaben="erfolg") die ZufallsgroBe ,,Anzahl geloster Aufgaben* oder iiber
die Formel Anzahl (Aufgaben="erfolg")>6 das Ereignis ,,mindestens sechs geloste
Aufgaben zu definieren. Der Einfiihrungskurs beschriankt sich auf solche Beispiele, in
denen nur ZufallsgroBBen definiert werden. Lediglich in einem Beispiel wird exemplarisch
auch ein Ereignis definiert. An Befehlen werden Ausdriicke zum Auszihlen der iiber den
Zufallsgenerator erzeugten Tabellen benutzt. Eine Erhohung der Schwierigkeit stellt die
Verwendung des Wenn () -Befehls in einigen Aufgabenstellungen dar. Hierbei handelt es
sich um eine Alternativanweisung und damit um eine der drei grundlegenden Kontroll-
strukturen der Informatik (vgl. Gumm und Sommer 2004, S. 126 ff). Die Verwendung
dieses Befehls erfordert ein vertieftes Verstindnis der semantischen Struktur dieser An-
weisung.

Im dritten Schritt der Simulation werden keine Befehle benotigt. Man muss sich die An-
zahl der Wiederholungen in Verbindung mit der gewiinschten Genauigkeit iiberlegen. Fiir
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die Schiilerinnen und Schiiler werden hier die Wiederholungszahlen meistens vorgege-
ben: entweder 1000 oder 10 000. Fiir 1000 bzw. 10 000 Wiederholungen werden Faust-
formeln zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung entwickelt.

Fiir den vierten Schritt wird ein Auswertungsverfahren der Haufigkeitsverteilung einge-
fiihrt, welches die grafische, die tabellarische und die rechnerische Ebene einbezieht, so
dass die Ergebnisse auf den verschiedenen Reprisentationsebenen miteinander in Ein-
klang gebracht werden konnen. Typische Befehle zur Auswertung sind aMittel () zur
Berechnung des arithmetischen Mittelwerts einer Hiufigkeitsverteilung als Schatzwert fiir
den Erwartungswert oder Anzahl () /Gesamtanzahl zur Berechnung eines relativen
Anteils als Schitzwert fiir eine gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Im Sinn einer inneren Differenzierung werden im Simulationsvorkurs fiir die leistungs-
starken Schiilerinnen und Schiiler auch Wartezeitprobleme behandelt. Bei diesen Warte-
zeitproblemen muss bereits das einzelne Zufallsexperiment im ersten Schritt der Compu-
tersimulation mit einer Messgroe und einer Abbruchbedingung beim Sammeln der
Messgroen modelliert werden. Die weiteren Schritte verlaufen dann analog zur eingeiib-
ten Struktur. Allerdings wird die strukturelle Entsprechung des vierschrittigen Prozess-
modells mit dem Aufbau der Fathom-Simulation im ersten Schritt des Prozessmodells
aufgebrochen.

Die geschilderte Auswahl des Funktionsumfangs von FATHOM ermdglicht die Simulation
der meisten in der gymnasialen Oberstufe vorkommenden Problemstellungen. Lediglich
das Ziehen ohne Zuriicklegen kann hierdurch nicht simuliert werden. Ferner ist der Funk-
tionsumfang aber auch so gering, dass bereits nach wenigen Beispielen eine Routine im
Erstellen von Computersimulationen mit der Software FATHOM zu erwarten ist.

Verstdndnis iiber die Funktionsweise der Zufallsgeneratoren

Die Zufallsgeneratoren von Fathom sollen in Analogie zu stochastischen Zufallsgeriten
eingefiihrt werden. Die zu Grunde liegende Funktionsweise der Zufallsgeneratoren, also
die Erzeugung von gleich verteilten Zufallszahlen, soll im Rahmen des vorliegenden
Kurskonzepts nicht thematisiert werden. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen mit den
Zufallsgeneratoren arbeiten, eine Vertiefung kann bei Bedarf spiter erfolgen. Die Erzeu-
gung von gleich verteilten Zufallszahlen stellt einen eigenen Themenbereich dar, dessen
Verstindnis fiir die Verwendung von Simulationen als Werkzeug und als Gegenstand
nicht notwendig ist. Da die Erzeugung von Zufallszahlen derzeit nicht zum Themenkanon
der gymnasialen Oberstufe gehort, wird auf die Behandlung hier verzichtet.

Gleichwohl kann man das interessante Thema bei entsprechender zeitlicher Verfiigbarkeit
zum Ende des Kurses im Rahmen des Testens von Hypothesen aufgreifen, indem man
von Menschen und von Computern erzeugte Zufallsfolgen auf Zufilligkeit und Gleich-
verteilung testet. Vorschldge hierzu finden sich im Lehrbuch ,,Elemente der Mathematik —
Leistungskurs Stochastik* (H. Griesel, H. Postel et al. 2003, S. 256/257).

Da im Simulationsvorkurs mit den Befehlen zZufallsWahl () und GanzeZufalls-—
zahl () nur zwel Generatoren verwendet werden, welche beide dem stochastischen Mo-
dell der Gleichverteilung auf einem diskreten Ergebnisraum entsprechen, sind hier keine
Verstidndnisschwierigkeiten zu erwarten. Der Befehl zufallswahl () wird zundchst am
Einstiegsbeispiel der Testaufgabe mit den zwei Auswahlmoglichkeiten ,,Erfolg® und
,Misserfolg® in Analogie zum Wurf einer fairen Miinze eingefiihrt. Bei mehr als zwei
Auswahlmoglichkeiten wird das semantische Verstidndnis fiir beide Zufallsgeneratoren
iber die Analogie zum Wiirfel oder zum Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen erzeugt.
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Der Befehl zufall () fiir die Simulation beliebiger Erfolgswahrscheinlichkeiten p der
Binomialverteilung muss mit den Schiilerinnen und Schiilern ausfiihrlich besprochen wer-
den. Es bietet sich an, die Funktionsweise dieses Befehls zunéchst an konkreten Beispie-
len zu demonstrieren.

4.2 Die stochastischen Inhalte des Simulationsvorkurses

Im Rahmen des Simulationsvorkurses werden stochastische Inhalte auf verschiedenen
Ebenen behandelt:

¢ Grundlegende stochastische Begriffe und Laplace-Wahrscheinlichkeit
¢ Frequentistischer Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff
e Modellierung einer stochastischen Situation als Computersimulation

e [Intuitives Verstdndnis fiir stochastische Situationen und Begriffe

4.2.1 Grundlegende stochastische Begriffe und Laplace-Wahrscheinlichkeit

Auf der Seite des theoretischen Zugangs zum Wahrscheinlichkeitsbegriff sollen im Simu-
lationsvorkurs die grundlegenden stochastischen Begriffe Zufallsexperiment, Ergebnis-
raum, Ereignis und Laplace-Wahrscheinlichkeit behandelt werden. Diese Begriffe sollen
in Anlehnung an schulbuchiibliche Formulierungen in der folgenden Form eingefiihrt
werden (vgl. Bigalke, Kohler et al. 2002; H. Griesel, H. Postel et al. 2003):

Zufallsexperiment:  Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, dessen Ausgang — auch im
Wiederholungsfall — ungewiss, d. h. nicht mit Sicherheit vorher-
sagbar ist.

Vorgehen des Mathematikers:

Alle moglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments angeben und die Wahrscheinlichkei-
ten fiir das Auftreten der moglichen Ergebnisse bestimmen.

Ergebnisraum Q. Die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments

Ereignis E: Eine Teilmenge von Q

Laplace-Wahrscheinlichkeit
Falls alle Ergebnisse des Ergebnisraums gleich wahrscheinlich sind, so gilt fiir die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses E:

P(E) = Anzahl der zum Ereignis E gehorenden Ergebnisse

Anzahl aller Ergebnisse des Ergebnisraums

In einigen Schulbiichern fiir die gymnasiale Oberstufe wird auf eine explizite Definition
des Begriffs Zufallsexperiment ganz verzichtet oder aber der Begriff des Zufallsexperi-
ments ohne weitere Erlduterungen als ,,zufilliger Vorgang* eingefiihrt (Diepgen, Kuypers
et al. 1993; Baum, Brandt et al. 2003). Hierbei wird ein Alltagsverstindnis fiir den Begriff
vorausgesetzt. Da die Modellierung von Zufallsexperimenten und der Umgang mit sto-
chastischen Vorgingen im Rahmen der Computersimulation im Simulationsvorkurs eine
grofe Rolle spielt, wird der Begriff explizit thematisiert. Betont wird hierbei das Problem
der Vorhersagbarkeit bei Zufallsexperimenten, welches implizit auch das Auftreten meh-
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rerer moglicher Ergebnisse einschlieBt. In direktem Zusammenhang zu der gewdihlten
Definition des Zufallsexperiments steht die Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den
einzelnen moglichen Ergebnissen des Zufallsexperiments.

Da im Simulationsvorkurs anwendungs- und handlungsorientiert gearbeitet werden soll,
wird in Ubereinstimmung mit dem derzeit schulbuchiiblichen Vorgehen auf abstrakte
theoretische Grundlagen wie die Ereignisalgebra oder die axiomatische Definition der
Wabhrscheinlichkeit durch Kolmogorov verzichtet (vgl. Kolmogorov 1933). Ferner wird
im Simulationsvorkurs ausschlieBlich mit diskreten Ergebnisrdumen gearbeitet.

Beziiglich der Ereignisalgebra sollten allerdings im Rahmen eines Stochastik-
Leistungskurses der gymnasialen Oberstufe insbesondere der Schnitt (M), die Vereini-

gung (U ) und das Komplement () von Ereignissen im Anschluss an den Simulations-

vorkurs behandelt werden (vgl. Barth und Haller 1983). Kontinuierliche Ergebnisrdume
konnen in Verbindung mit der Normalverteilung zum Ende eines Stochastik-
Leistungskurses thematisiert werden.

Zur Ausschirfung des Begriffs der Laplace-Wahrscheinlichkeit werden im Simulations-
vorkurs auch Beispiele behandelt, bei denen sich die Wahrscheinlichkeit nicht iiber die
Laplace-Formel berechnen lédsst. Dies sind solche Beispiele, bei denen man den Ergebnis-
raum des Zufallsexperiments nicht in gleichwahrscheinliche Ergebnisse aufteilen kann, z.
B. das Werfen einer Reillzwecke.

4.2.2 Der frequentistische Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff

Im Rahmen des Simulationsvorkurses werden an vielen Stellen Wahrscheinlichkeiten
iiber den frequentistischen Zugang zur Wahrscheinlichkeit geschitzt. Dieser Zugang soll
iiber die Hiufigkeitsinterpretation das Verstdndnis fiir den schwierigen Wahrscheinlich-
keitsbegriff fordern. Weiter eroffnet der frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeit
in Verbindung mit dem Erlernen von Computersimulationen eine zweite Moglichkeit zur
Losung stochastischer Problemstellungen.

Insbesondere die Besprechung des Gesetzes der grolen Zahl in Verbindung mit Simulati-
onen fordert ein vertieftes Verstidndnis fiir die Bedeutung des frequentistischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs. Hierbei kann das Gesetz der grolen Zahl zum einen mit Hilfe von
Simulationen entdeckt und veranschaulicht werden (vgl. Wolpers und Gotz 2002, S. 130).
Weiter ist das Verstidndnis des Gesetzes der groen Zahl aber auch die Voraussetzung fiir
einen verstindigen Umgang mit den Ergebnissen einer Simulation. Das Gesetz der gro3en
Zahl wird in dem vorliegenden Kurskonzept in Anlehnung an schulbuchiibliche Formu-
lierungen (vgl. Griesel und Postel 1990; Bigalke, Kohler et al. 2002) in der folgenden
Form eingefiihrt:

Nach einer hinreichend grofien Anzahl N von Durchfiihrungen eines Zufallsexperiments
stabilisieren sich die relativen Hdufigkeiten h(E) fiir ein Ereignis E gegen die Wahr-
scheinlichkeit P(E) fiir dieses Ereignis.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird das Gesetz der groBen Zahl mit unterschiedlichen
Konvergenzbegriffen allgemein fiir die Stabilisierung des Mittelwerts einer Zufallsgrofe
gegen den Erwartungswert formuliert (vgl. Krengel 1991). Da die unterschiedlichen Kon-
vergenzbegriffe der Stochastik im schulischen Stochastikunterricht i. a. nicht behandelt
werden, kann das Gesetz der groflen Zahl im schulischen Rahmen nur empirisch behan-
delt und erkannt werden. Dies gilt umso mehr, als das Gesetz der grolen Zahl zum ver-
standigen Umgang mit Computersimulationen benétigt wird und somit im Rahmen des
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Simulationsvorkurses bereits zu Beginn des Kurshalbjahres eingefiihrt werden muss. Im
weiteren Verlauf des Kurses kann die Stabilisierung der relativen Héaufigkeit 4 eines Er-
eignisses E gegen die Wahrscheinlichkeit p fiir dieses Ereignis iiber das / \/;—Gesetz

theoretisch vertieft werden (siehe Kapitel 2.4.2):

Wiederholt man ein Zufallsexperiment in der Realitit oder als Simulation N-fach, um
hieriiber die Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses E zu bestimmen, so haben wir eine N-
stufige Bernoulli-Kette, in der auf jeder Stufe das Ereignis E eintreten kann oder nicht.
Die Anzahl X der Stufen der Bernoulli-Kette, auf denen das Ereignis E eingetreten ist, ist
binomialverteilt mit dem Erwartungswert 4, =N -p und mit der Standardabweichung

Oy =+/N - p-q . Betrachtet man nun als Zufallsgrofe die relative Haufigkeit ¥ =2, mit
der das Ereignis eintritt, so streut diese um den Erwartungswert p, d. h. um die Wahr-

scheinlichkeit fiir das Ereignis E. Fiir die zugehorige Standardabweichung gilt o, =,/&% .
Da die Breite der o-Umgebung proportional zu Y/ ist, wird die Verteilung der Zufalls-
grofe Y bei zunehmender Anzahl N der Wiederholungen immer schmaler (,, / T Ge-

setz*). So beschreibt z. B. die 1,960-Umgebung den Bereich um die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit p herum, in dem sich die relative Haufigkeit mit 95%iger Wahrscheinlich-
keit befindet. Diese Umgebung wird mit zunehmender Anzahl N der Wiederholungen
proportional zu - immer schmaler, d. h. der Bereich in dem die relative Haufigkeit fiir

das Ereignis E als Schitzwert fiir p mit 95%iger Wahrscheinlichkeit liegt, weicht mit zu-
nehmendem N immer weniger von p ab. Dieses theoretische Verstdndnis zum Gesetz der
groflen Zahl soll den Schiilerinnen und Schiilern im Rahmen des Themenbereichs zur
Binomialverteilung vermittelt werden.

Mochte man iiber die relative Hiufigkeit # auf die zugehorige Wahrscheinlichkeit p
schlieBen, so muss man streng genommen ein Konfidenzintervall angeben: Als 95%-
Konfidenzintervall werden alle Wahrscheinlichkeiten berechnet, in deren 1,960
Umgebung die im Experiment oder in der Simulation ermittelte relative Haufigkeit A
liegt. Als Niherungsformel fiir dieses 95%-Konfidenzintervall / ergibt sich fiir ausrei-
chend groe N mit N-p =10 und N-(1-p)=10 (Biehler, Hofmann et al. 2006, S.

284):

A h(d—h) Jh(=h)
I=h-196——-,h+196——~+——|.
N TN

Die Bestimmung und Interpretation des Konfidenzintervalls erlaubt Aussagen zur Genau-
igkeit der frequentistischen Wahrscheinlichkeitsschidtzung. Solche Aussagen zur Genau-
igkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung iiber die relative Hiufigkeit sind insbesondere
im Rahmen des Simulationsvorkurses von groBer Wichtigkeit. Allerdings kann der Weg
iber die Konfidenzintervalle im Rahmen des Simulationsvorkurses wegen der fehlenden
theoretischen Grundlagen nicht beschritten werden. Auch zum Ende des Stochastikkurses
werden keine Konfidenzintervalle behandelt, da diese im hessischen Lehrplan fiir den
Mathematikunterricht ~der  gymnasialen  Oberstufe  nicht  vorgesehen  sind
(Kultusministerium Hessen 2003).

Im Rahmen des Simulationsvorkurses sollen mit den Schiilerinnen und Schiilern auf em-
pirischem Weg Faustregeln fiir die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung ermit-
telt werden. So kann man z. B. den Miinzwurf simulieren und eine 1000fache Simulation
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mehrfach durchfiihren, um zu beobachten, welche relativen Haufigkeiten fiir ,,Zahl* hier-
bei auftreten. Diese relativen Haufigkeiten kann man miteinander und mit dem zu Grunde
liegenden Wahrscheinlichkeitswert von p = 0,5 vergleichen. Bei einer 10fachen Durch-
fiihrung dieser Simulation sieht man, dass ,,typische Werte* fiir die relative Haufigkeit im
Bereich von 0,47 bis 0,53 liegen, d. h. die Abweichung betrigt ungefihr +3 Prozentpunk-
te. Bei einer 10 000fachen Simulation des Miinzwurfs liegen typische Ergebnisse der rela-
tiven Haufigkeit fiir ,,Zahl* zwischen 0,49 und 0,51, d. h. die Abweichung betrdgt unge-
fahr £1 Prozentpunkte.

Dem beschriebenen Vorgehen liegen zwei Elementarisierungen zu Grunde: Zum einen
wird jeweils von nur 10 Werten auf eine allgemeine Faustregel geschlossen. Weiter han-
delt es sich im Gegensatz zum genauen Vorgehen zur Bestimmung eines Konfidenzinter-
valls um einen Riickschluss von der Umgebung einer bekannten Wahrscheinlichkeit p auf
das Konfidenzintervall. Beide Elementarisierungen lassen sich dadurch rechfertigen, dass
sich dhnliche Werte ergeben wie bei der exakten Berechnung mit dem Konfidenzintervall:
Uber die Berechnung mit dem 95%-Konfidenzintervall erhilt man +3,1 Prozentpunkte
bei N=1000 Wiederholungen und +1,0 Prozentpunkte bei N=10 000 Wiederholungen.
Diese theoretisch berechneten Werte werden den Schiilerinnen und Schiilern als Hinter-
grundinformation gegeben. Hierbei wird auch die ,,Sicherheitswahrscheinlichkeit* von
95% angesprochen, um den Begriff der ,,typischen Werte* zu prizisieren.

4.2.3 Die Verwendung des Gesetzes der grofien Zahl bei der Einfiihrung des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs

Bei der Verwendung der Computersimulationen im Simulationsvorkurs wird stets sowohl
der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff verwendet als auch der frequentistische Zu-
gang. Die Basiswahrscheinlichkeiten der Computersimulation werden bei der Verwen-
dung der Zufallsgeneratoren ZufallsWahl () und GanzeZufallszahl () mit der
Laplace-Formel klassisch ermittelt. Da diese Zufallsgeneratoren in Analogie zur Urne
eingefithrt werden, wird hier ein intuitives Verstindnis fiir die Laplace-
Wahrscheinlichkeit im einfachen Fall des Ziehens aus einer Urne mit Zuriicklegen vor-
ausgesetzt. Erst die hiervon abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten werden iiber die Simulati-
on frequentistisch geschitzt. Hierfiir wird ein Grundverstidndnis des Gesetzes der groen
Zahl benotigt.

Fiir die Verwendung im Unterricht kann das Gesetz der groen Zahl in Bezug auf die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit in verschiedenen Formen auftreten:

1. Kennt man die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses E, so zeigt sich, dass sich die
relative Héaufigkeit sy bei zunehmender Wiederholungsanzahl N der bekannten Wahr-
scheinlichkeit p annéhert.

Dieser Fall tritt z. B. beim N-fachen Miinzwurf auf, bei dem die Wahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis ,,Zahl* mit p = 0,5 durch einfache logische Uberlegungen klar gege-
ben ist.

2. Kennt man die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses nicht, so zeigt sich bei zuneh-
mender Wiederholungsanzahl N des Zufallsexperiments eine Stabilisierung der relati-
ven Hiufigkeit fiir dieses Ereignis. Fithrt man die Versuchsreihe mehrfach durch, so
stabilisiert sich die relative Haufigkeit iy stets gegen einen dhnlichen Wert. Hiermit
kann man von einer Wahrscheinlichkeit p fiir das betrachtete Ereignis sprechen, wel-
che durch die relative Hiufigkeit abgeschitzt wird.
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Dieser Fall tritt z. B. beim N-fachen Wurf einer Reilizwecke auf, bei dem sich die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Kopf* durch einfache logische Uberlegungen
nicht erschlieBen ldsst .

3. Hat man ein zu einem Zufallsexperiment gehdrendes Ereignis E, dessen Wahrschein-
lichkeit p sich theoretisch berechnen lésst, so kann man die zugehorige Wahrschein-
lichkeit p zum einen wie unter 2. rein empirisch bestimmen. Weiter hat man die Mog-
lichkeit, die Wahrscheinlichkeit p theoretisch zu berechnen und dann wie unter 1. die
Approximation dieser Wahrscheinlichkeit durch die relative Haufigkeit Ay zu beo-
bachten.

In diesem Fall kann der frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeit in Verbin-
dung mit Computersimulationen dazu benutzt werden, die theoretische Berechnung
als Kontrolle des Simulationsmodells oder umgekehrt die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit tiber eine Computersimulation als Kontrolle der theoretischen Berech-
nung zu verwenden.

Als Erweiterung gegeniiber der in der Schule iiblichen Verwendung tritt das Gesetz der
grolen Zahl im Simulationsvorkurs auch bei der Stabilisierung des Mittelwerts X einer
ZufallsgroBe X und bei der Stabilisierung einer ganzen Haufigkeitsverteilung auf:

4. Fiihrt man ein Zufallsexperiment wiederholt durch und betrachtet den Mittelwert x
einer zugehorigen Zufallsgrofle X, so zeigt sich, dass sich dieser Mittelwert mit zu-
nehmender Anzahl der Wiederholungen gegen den Erwartungswert E(X) der Zufalls-
grofe stabilisiert (Krengel 1991, S. 149).

Im Unterricht ldsst sich beobachten, dass sich der Mittelwert bei erneuten Durchfiih-
rungen der Versuchsreihe stets gegen einen dhnlichen Wert stabilisiert. Dies erlaubt
die Einfilhrung des Begriffs ,erwarteter Mittelwert” bzw. ,,Idealwert, obwohl der
Erwartungswert im Simulationsvorkurs nicht theoretisch behandelt wird.

Dieser Fall tritt z. B. bei Gewinnspielaufgaben auf.

5. Fiihrt man ein Zufallsexperiment wiederholt durch und betrachtet die Hiufigkeitsver-
teilung einer zugehorigen Zufallsgrofle X, so zeigt sich, dass sich diese Haufigkeits-
verteilung mit zunehmender Anzahl N der Wiederholungen stabilisiert. Bei erneuten
Durchfithrungen der Versuchsreihe stabilisiert sich die Hiaufigkeitsverteilung stets
dhnlich. Dies erlaubt die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zu-
fallsgroBe durch die Stabilisierung der Haufigkeitsverteilung bei zunehmender Wie-
derholungszahl N.

Dieser Fall tritt z. B. bei der Binomialverteilung auf. Da es sich um eine Ubertragung
des Gesetzes der groen Zahl fiir die Stabilisierung der Hiufigkeit eines Ereignisses
gegen die zugehorige Wahrscheinlichkeit p auf alle zu einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gehodrenden Ereignisse handelt, ist dieser Fall intuitiv klar.

Im Simulationsvorkurs kommen alle genannten Verwendungsarten des Gesetzes der gro-
Ben Zahl vor:

Zu Beginn des Simulationsvorkurses wird mit dem Ziel eines das Schiilerinteresse for-
dernden Unterrichts die in Kapitel 4.1.2 vorgestellte komplexe Testaufgabe gestellt. Hier
tritt die in 3. beschriebene Situation auf: Man hat eine Wahrscheinlichkeit, die man theo-
retisch berechnen konnte. Allerdings ist den Schiilerinnen und Schiilern die theoretische
Berechnung zu Beginn des Stochastikkurses nicht moglich. Das Problem wird somit iiber
eine Simulation und damit iiber den frequentistischen Zugang behandelt. An dieser Stelle
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wird mit dem Zufallsgenerator ZufallsWahl ("erfolg"; "misserfolg") ein intuiti-
ves Verstindnis fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit p = 0,5 des Basisexperiments voraus-
gesetzt. Ferner wird ein intuitives Verstindnis fiir die Stabilisierung der relativen Hiufig-
keit und auch fiir den Begriff der Wahrscheinlichkeit vorausgesetzt, da beides nicht expli-
zit behandelt wurde.

Im weiteren Verlauf des Unterrichts wird das Gesetz der grolen Zahl am Beispiel des
Miinzwurfs wie unter 1. beschrieben thematisiert und wie in Kapitel 4.2.2 angegeben aus-
formuliert. Ferner wird die Reilzwecke als Beispiel der Bestimmung einer Wahrschein-
lichkeit ohne eine theoretische Berechnungsmoglichkeit vorgestellt. Die ReiBlzwecke
stellt gleichzeitig ein Gegenbeispiel zu einem Laplace-Experiment dar.

Bei einem Beispiel zum zweifachen Wiirfelwurf wird explizit die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit iiber die Laplace-Formel eingefiihrt: An diesem Beispiel einer ersten theo-
retischen Wahrscheinlichkeitsberechnung wird die Simulation als Kontrolllosung ver-
wendet (vgl. Kapitel 4.4.3).

Bei der Mehrzahl der Simulationsaufgaben tritt die Situation 3. auf, bei der sich die
Wahrscheinlichkeit theoretisch und iiber den frequentistischen Zugang bestimmen ldsst.
Allerdings ist den Schiilerinnen und Schiilern beim vorliegenden Kenntnisstand die theo-
retische Berechnung noch nicht moglich, so dass die Wahrscheinlichkeit allein durch die
Simulation, also auf frequentistischem Weg bestimmt wird.

Neben der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten werden im Simulationsvorkurs auch
Aufgaben zu Erwartungswerten und zu Wahrscheinlichkeitsverteilungen gestellt. Die
Begriffe ,,Erwartungswert und ,,Wahrscheinlichkeitsverteilung* werden allerdings nicht
explizit verwendet. Bei Aufgabenstellungen, in denen der Erwartungswert eine Rolle
spielt, wird in der Simulation mit dem Mittelwert der Verteilung der ZufallsgroBBe gear-
beitet, be1 Aufgabenstellungen zur Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Haufigkeitsver-
teilung. Im Sinn einer didaktischen Reduktion wird das Gesetz der groflen Zahl nur fiir
Wahrscheinlichkeiten explizit behandelt. Diese Reduktion ist insofern problematisch, als
das Gesetz der groflen Zahl fiir Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeitsverteilungen
schwieriger ist als fiir Einzelwahrscheinlichkeiten. Insbesondere lduft die Stabilisierung
sowohl beim Mittelwert als auch bei der Haufigkeitsverteilung als Ganzes langsamer ab
als die Stabilisierung der relativen Haufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit. Es wird vor-
ausgesetzt, dass die Schiilerinnen und Schiiler das Gesetz der groBen Zahl fiir die Stabili-
sierung der relativen Haufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit intuitiv auf den Mittelwert
und auf die Haufigkeitsverteilung iibertragen konnen.

4.2.4 Modellierung einer stochastischen Situation als Computersimulation

Die Vermittlung von Modellierungsfahigkeiten fiir stochastische Situationen stellt eines
der Ziele fiir den Einsatz von Computersimulationen im Stochastikunterricht dar (vgl.
Wolpers und Go6tz 2002; Engel 2003; Sanchez und Canal 2003). Auch Blum (1996, S.
27/28) weist auf die Moglichkeiten des Computereinsatzes zum Simulieren und dynami-
schen Modellieren hin, warnt aber auch vor Gefahren: ,,Die Verwendung fertiger Soft-
ware beim angewandten Problemldsen kann zu routineméfigem Modellieren verfiihren,
wodurch wesentliche Aktivititen wie Reflektieren iiber Bedeutung und Brauchbarkeit von
Modellen vernachléssigt werden.

Die Modellierung der stochastischen Problemstellungen als Computersimulation wird im
vorliegenden Unterrichtskonzept durch das vierschrittige Vorgehen entlang des Prozess-
modells strukturiert. Hierbei wird die stochastische Modellierung zunichst nur teilweise
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realisiert: Das vierschrittige Prozessmodell aus Kapitel 4.1.1 strukturiert die Schritte vom
stochastischen Modell bis zur mathematischen Losung. Die Aufgabenstellungen sind zu
Beginn des Simulationsvorkurses in Sinn einer didaktischen Reduktion meistens so ge-
wihlt, dass die Erstellung des stochastischen Modells entweder in den Aufgabenstellun-
gen vorgegeben ist oder im Unterricht besprochen wird. Die Interpretation wird in den
meisten Aufgabenstellungen nicht explizit gefordert und muss ebenfalls im Anschluss an
die Aufgabenbearbeitung besprochen werden. Mit zunehmenden Simulations- und
Fathomkompetenzen kann die stochastische Modellbildung zum Ende des Simulations-
vorkurses vollstindiger durchlaufen werden. Durch die Anwendungsorientierung der
Aufgaben wird die Interpretation der Ergebnisse angeregt.

Beim bekannten Modellbildungskreislauf erfolgt zunéchst eine Vereinfachung der realen
Situation in ein reales Modell, dann die Ubersetzung in das mathematische Modell und
die Losung auf mathematischer Ebene. Am Ende wird das Ergebnis in Bezug auf die reale
Situation interpretiert und validiert (vgl. Blum 1995; Humenberger und Reichel 1995).
Die eigentliche Modellierung findet statt bei der Vereinfachung der realen Situation in ein
reales Modell und der Ubersetzung in das mathematische Modell. Fiir die mathematische
Losung werden keine Modellierungsfiahigkeiten benotigt. Dies ist bei der stochastischen
Modellierung iiber eine Computersimulation anders: Wie in Kapitel 4.1.3 beschrieben,
stehen auf allen vier Stufen des Prozessmodells Modellierungsentscheidungen an: Im
ersten Schritt ist dies z. B. die Wahl eines geeigneten Zufallsgenerators, einer passenden
Anzahl von Fillen sowie geeigneter Bezeichnungen. Im zweiten Schritt muss auf der Sei-
te der stochastischen Modellierung eine geeignete Messgrof3e gefunden und benannt wer-
den. Im dritten Schritt muss die Anzahl der Simulationsdurchgénge im Hinblick auf die
gewiinschte Genauigkeit gewihlt werden. Im vierten Schritt stehen verschiedene Auswer-
tungswerkzeuge und -formeln zur Verfiigung, die je nach Problemstellung geeignet ge-
wihlt werden miissen. Die Ergebnisse miissen u. U. gegeneinander abgeglichen werden,
hierbei spielen auch wieder Genauigkeitsiiberlegungen eine Rolle.

Dies zeigt, dass bereits die Erstellung einer Computersimulation entlang des vierschritti-
gen Prozessmodells auch ohne eine Problematisierung des stochastischen Modells zur
Vermittlung von Modellierungsfahigkeiten beitragen kann. Das vierschrittige Vorgehen
des Prozessmodells wird iiber den Simulationsplan verbalisiert und dokumentiert. Um die
stochastische Modellierung einer Computersimulation bewusst zu reflektieren, soll der
Simulationsplan nicht nur als technische Anleitung, sondern auch als Erlduterung der ein-
zelnen Schritte einer Computersimulation verfasst werden. Eine wichtige Bedeutung bei
der Verkniipfung zwischen der stochastischen Situation und der Realisierung in FATHOM
kommt der Wahl der Bezeichnungen zu, die sinnvoll an der stochastischen Situation ori-
entiert gewihlt werden sollen.

4.2.5 Intuitives Verstindnis fiir stochastische Situationen und Begriffe

Der Umgang mit Computersimulationen soll ein intuitives Verstdndnis fiir stochastische
Situationen und Begriffe fordern. Dies findet im Rahmen des Simulationsvorkurses auf
mehreren Ebenen statt:

¢ Erfahrungen mit Zufallsfolgen
¢ Erfahrungen mit der statistischen Streuung
e Haiufigkeitsinterpretation von Begriffen

¢ [Inhaltliche Vorbereitung von Begriffen
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Durch die Verwendung von Simulationen als Gegenstand sammeln die Schiilerinnen und
Schiiler Erfahrungen mit Zufallsfolgen. Hierzu zéhlt insbesondere die Unabhingigkeit
der Ereignisse auf den verschiedenen Stufen einer Zufallsfolge. Diese Erfahrungen mit
Zufallsfolgen werden nicht explizit thematisiert, treten aber bei den verwendeten Beispie-
len wie Miinzwurf und Wiirfel wiederholt auf.

Im Rahmen der aktiven Auseinandersetzung mit den Computersimulationen sammeln die
Schiilerinnen und Schiiler Erfahrungen mit der statistischen Streuung. Nicholson
(2002, S. 4) schreibt zur statistischen Streuung: ,,The role of variation is perhaps the most
fundamental component in understanding and interpreting data. [...] Variation exists in
all measurable quantities.* Die statistische Streuung von Ergebnissen wie auch das Gesetz
der groflen Zahl treten bei der wiederholten Durchfithrung der Computersimulationen im
Rahmen des Simulationsvorkurses stindig auf. Die statistische Streuung wird bei den
Computersimulationen iiber die grafische Darstellung der Hiufigkeitsverteilungen visua-
lisiert. Durch den stindigen Umgang mit den Computersimulationen konnen die Schiile-
rinnen und Schiiler ferner ein intuitives Verstindnis fiir den Zusammenhang zwischen
dem Stichprobenumfang und der statistischen Streuung der relativen Héaufigkeit eines
Ereignisses gewinnen. Dieser Zusammenhang wird iiber das Gesetz der groflen Zahl im
Simulationsvorkurs auch explizit thematisiert.

In Verbindung mit den Computersimulationen werden zentrale stochastische Begriffe auf
der Ebene der Haufigkeitsinterpretation behandelt. Hierzu zdhlt zum einen der Wahr-
scheinlichkeitsbegriff. Der frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeit soll ein ver-
tieftes Verstindnis dieses Begriffs ermoglichen. Ferner zdhlt hierzu der Begriff des Er-
wartungswerts. Erwartungswerte werden im Simulationsvorkurs als Mittelwerte der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bei vielfacher Durchfithrung des Zufallsexperiments
geschitzt. Hierdurch wird die korrekte Interpretation des Erwartungswerts vorbereitet:
Der Erwartungswert macht eine Aussage iiber den mittleren Wert der Zufallsgrof3e eines
Zufallsexperiments, wenn das Experiment hédufig wiederholt wird. Der Begriff selber
wird nicht eingefiihrt, es wird von einem ,,erwarteten Mittelwert* oder einem ,,Idealwert*
gesprochen. Die exakte theoretische Einfithrung des Begriffs erfolgt erst im weiteren Ver-
lauf des Kurses.

Im Simulationsvorkurs erfolgt ferner die inhaltliche Vorbereitung von Begriffen. Dies
trifft vor allem auf die Begriffe Zufallsgrofe und Wahrscheinlichkeitsverteilung zu. Die
durch die Software FATHOM vorgegebene Struktur zur Erstellung einer Computersimula-
tion erfordert die Einfithrung des Begriffs der Messgrofle. Als Messgrofle kann man so-
wohl Ereignisse als auch ZufallsgroBen definieren. Im Simulationsvorkurs werden vor
allem Zufallsgroen verwendet. Der Begriff der Zufallsgrole wird zwar nicht explizit
verwendet aber inhaltlich vorbereitet. Von zentraler Bedeutung bei der Verwendung von
Computersimulationen mit FATHOM ist die grafische Darstellung der Haufigkeitsvertei-
lungen. Die einfache Darstellbarkeit der Hiaufigkeitsverteilungen trigt dazu bei, dass die
Schiiler mit der Interpretation der Haufigkeitsverteilungen vertraut werden. Dies soll den
Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung vorbereiten.

4.3 Ziele des Simulationsvorkurses auf den Ebenen der Schii-
lereinstellungen und der Unterrichtsmethodik

Die Ziele des Simulationsvorkurses liegen in mehreren Ebenen:
a) Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz

b) Ebene der stochastischen Kompetenz
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c) Ebene der Schiilereinstellungen — Motivation und Interesse

d) Ebene der Unterrichtsmethodik — Selbststindige Gruppenarbeitsphasen am
Computer

Mit a) und b) werden die kognitiven Ziele des Unterrichts beschrieben, welche in den
beiden vorangegangenen Abschnitten ausfiihrlich dargestellt wurden. Hinzu kommen mit
¢) und d) Ziele beziiglich der Schiilereinstellungen und der Unterrichtsmethodik, welche
im Folgenden beschrieben werden:

Schiilereinstellungen — Motivation und Interesse

Schiilerinteresse und Schiilermotivation stellen entscheidende Faktoren im Unterrichtsge-
schehen dar. Sie tragen dazu bei, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler aktiv am Unter-
richtsgeschehen beteiligen. Ferner unterstiitzt eine positive Einstellung das Erlernen und
das Verstindnis neuer mathematischer Begriffe. Bauer (1988) schldgt vor, Mathematikin-
teresse als eine wichtige mathematikdidaktische Grundkategorie anzusehen. Blum et al.
(2002, S. 272) schreiben: ,,Beliefs, attitudes and emotions play important roles in the de-
velopment of critical and creative senses in mathematics.” Bikner-Ahsbahs (2005, S. 1)
formuliert: “Lernen mit Interesse ist mit erhohten Gedichtnisleistungen, mit tiefgehenden
Lernstrategien, mit positiven Gefiihlen und mit dem Erleben von Sinn und Kompetenz
verbunden. Mathematisch interessierte Schiilerinnen und Schiiler erfahren herausfordern-
de mathematische Aktivititen als personlich wertvoll und wenig anstrengend. [...] Ob mit
oder ohne Interesse gelernt wird ist also von zentraler Bedeutung fiir die Qualitdt von
Lernerfahrungen und fiir die Qualitit von Lernergebnissen.*

Um dieses Interesse zu fordern, wurden die Aufgabenstellungen des Simulationsvorkur-
ses so gewihlt, dass stets neue Aspekte auftreten und somit ein schematisches Bearbeiten
der Aufgabenstellungen nicht moglich ist. Statt einfacher Aufgaben wurden teilweise
komplexe anwendungsorientierte Aufgabenstellungen gewihlt, die zu Beginn eines Sto-
chastikkurses nur mit Hilfe von Simulationen 16sbar sind.

Nach Krapp und Prenzel (1992) gibt es drei Grunderfahrungen, die bei der Interesseforde-
rung beriicksichtigt werden miissen: Kompetenzerfahrung, Autonomieerfahrung und die
Erfahrung sozialer Eingebundenheit. Bauer (1988) kommt zu dem Schluss, dass ein ,,inte-
resseorientierter” Mathematikunterricht die Vielfalt aller mathematischen Phidnomene
beriicksichtigen und dass er individualisiert gestaltet werden muss.

Eine erhohte Schiilermotivation soll im Simulationsvorkurs bereits durch die Verwendung
des Mediums Computer im Mathematikunterricht erreicht werden. Uber den Reiz des
Mediums Computer hinaus tragt im Simulationsvorkurs das selbststindige Erarbeiten der
Computersimulationen in Zweiergruppen zur Kompetenzerfahrung und Autonomieerfah-
rung bei. Durch den Einsatz des Computers ergibt sich die Moglichkeit individualisiert
gestalteter Unterrichtsphasen, in denen die Schiilerinnen und Schiiler eigene Kompetenz-
erfahrungen sammeln sollen und in denen sie sich gegenseitig austauschen und unterstiit-
zen konnen. Bikner-Ahsbahs (2000, S. 34) bemerkt hierzu: ,,First of all, situational inter-
est can be caught by group work, computer usage and puzzles, which means, that situ-
ational interest can be caught by social or cognitive stimulation.* Genau diese soziale und
kognitive Stimulation zur Erzeugung von Schiilermotivation und -interesse soll im Rah-
men des Simulationsvorkurses durch die geeignete Gestaltung der Lernumgebungen am
Computer erzeugt werden.
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Unterrichtsmethodik — Selbststindige Gruppenarbeitsphasen am Computer

Gruppenarbeitsphasen und Schiileraktivititen im Unterricht werden generell als unter-
richtsmethodisch sinnvoll angesehen. Nach Meyer (1987, S. 46) sollte es ,,ein tibergeord-
netes Ziel von Schule sein, die Schiilerinnen und Schiiler "zum aufrechten Gang" zu be-
fahigen, also sie zum selbststindigen Denken und Handeln zu ermuntern.” Nach Borne-
leit, Danckwerts et al. (2001, S. 76) ,,spielt die Selbsttitigkeit der Schiilerinnen und Schii-
ler eine entscheidende Rolle [beim konstruktiven Lernprozess].*

Trotz der vielfiltigen Argumente fiir schiilerbezogene Arbeitsformen ist das Unterrichts-
geschehen in Deutschland vorwiegend von Frontalunterricht geprigt (vgl. Baumert, Leh-
mannn et al. 1997). Borneleit, Danckwerts et al. (2001, S. 80) schreiben: ,,Die Analysen
zeigen, dass der traditionelle Mathematikunterricht [...] von Interaktionsroutinen gepragt
ist, die fiir die Beteiligten mehr oder weniger unbemerkt ablaufen (z. B. das ,Trichter-
Prinzip’). Mit Blick auf die Notwendigkeit der individuellen Sinnkonstruktion erscheint
im derzeitigen Mathematikunterricht der Raum fiir Eigenaktivitdten der Lernenden viel zu
eng [...].“. Auch vielfiltige didaktische Vorschlige haben hier bislang kaum zu einer
Anderung gefiihrt. Einen Ansatz zur Verstirkung der Handlungs- und Schiilerorientierung
im Mathematikunterricht bietet der Einsatz des Computers. Schupp (1992, S. 102)
schreibt hierzu in Bezug auf den Stochastikunterricht: ,,Programme sollen nicht etwa an
die Stelle unterrichtlicher Arbeit treten, sondern Schiileraktivititen anregen und fordern.
Es geht nicht um das schnelle Auswerfen von beeindruckenden Daten, nicht um das Vor-
fiihren schoner Bilder [...], sondern einmal um die Bereicherung der Palette der Schiiler-
tatigkeiten und zum anderen um die Moglichkeit, an geeigneten Stellen schwierige oder
zeitraubende rechnerische, datenverwaltende, zeichnerische oder simulative Aktivitdten
dem Computer zu iibertragen bzw. auf diesem Wege experimentierende Zugénge allererst
zu schaffen [...].

Borneleit, Danckwerts et al. (2001, S. 86) schreiben ,,Schiilerbezogene Arbeitsformen wie
Partner-, Gruppen- und Projektunterricht, Forderung von Selbststidndigkeit und Selbstver-
antwortung [...], alles das sind Forderungen, die zumindest seit der Reformpiddagogik an
die Schule herangetragen werden. Erfahrungen zum Computereinsatz geben heute zu der
Hoffnung Anlass (etwa Nocker 1996), dass neue Technologien ein Katalysator fiir eine
solche "neue Unterrichtskultur" sein kénnen®. Ahnliche Erwartungen zum Computerein-
satz im Mathematikunterricht werden von E. Schneider (1997, S. 449) geduBert: ,,.Der
Einsatz von Computern ist oft auch von Verdnderungen hinsichtlich der Lernformen be-
gleitet. Diese Umorientierungen weisen in Richtung erhohter Eigenaktivitidt und Selbst-
standigkeit der Schiiler/innen sowie auf ein grofBeres Mall an Teamarbeit.* Nocker (1996)
bestitigt diesen erhofften Einfluss auf die Unterrichtskultur in einer Untersuchung zum
Einsatz von Computeralgebrasystemen in Osterreich. In dieser Studie findet man auf der
Ebene der Aktivititen eine deutliche Erhohung der selbststindigen Schiilertiatigkeit ver-
bunden mit einem Riickgang der Lehreraktivitit, allerdings auch des Vorrechnens seitens
der Schiilerinnen und Schiiler. Auf der Ebene der Sozialformen sinkt der Anteil des Fron-
talunterrichts zu Gunsten der Einzelarbeit und der Partnerarbeit.

Ein Ziel des Simulationsvorkurses ist die Erhohung der Schiileraktivititen in Form von
Partner- und Gruppenarbeit am Computer sowie von Schiilerpriasentationen als Aus-
gangspunkt fiir den weiterfithrenden Unterricht oder als Ergebnissicherung im Anschluss
an die Erstellung von Computersimulationen in den Schiilerarbeitsphasen.

Hierbei verfolgt das Unterrichtskonzept zum Simulationsvorkurs ein Vorgehen, bei dem
in der ersten Phase beim Erwerb der Simulations- und Fathomkompetenzen zunichst eine
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enge Unterrichtsfithrung vorliegt. Im zweiten Teil des Simulationsvorkurses sollen die
Schiilerinnen und Schiiler verstirkt selbststdndig arbeiten.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen mehrfach Gelegenheit erhalten, in Zweier- oder
Dreiergruppen am Computer zu arbeiten. Hierbei wird den Schiilerinnen und Schiilern
Gelegenheit gegeben, Mathematik selber konstruktiv zu erarbeiten und eigene Erfahrun-
gen im Umgang mit den mathematischen Begriffen zu sammeln. Dies soll den Autbau,
das Verstindnis und das Behalten der behandelten Inhalte foérdern. Der Grad an Selbst-
standigkeit sowie die Linge der Schiilerarbeitsphasen werden zum Ende der Unterrichts-
einheit hin gesteigert.

Neben dieser lerntheoretischen Sichtweise kann man bei der Gruppenarbeit auch das ,,so-
ziale Lernen* in den Blick nehmen: Die Gruppenarbeit trigt zum sozialen Umgang und
zur Forderung der Kommunikation der Schiilerinnen und Schiiler bei (vgl. Zech 1996).
Hinzu kommen die bereits im vorherigen Abschnitt erwihnten positiven Auswirkungen
schiilerorientierter Lernsituationen auf die Motivation und das Interesse der Schiilerinnen
und Schiiler.

Eine lernmethodische Blickrichtung auf den Mathematikunterricht wird auch von den in
den USA entwickelten NCTM-Standards (2000) eingenommen, welche einen groflen Ein-
fluss auf die Entwicklung der Mathematikdidaktik in Deutschland haben (vgl. Weigand
1999). In diesen Standards werden fiinf Prozessziele des Mathematikunterrichts angege-
ben: ,,Problem Solving®“, ,Reasoning and Proof*, ,,Communication, ,,Connections®,
,Representation®. Insbesondere die Punkte ,,Problem Solving*, ,,Communication* und
,»Representation” sind eng mit dem Konzept eines schiiler- und selbststandigkeitsorien-
tierten Unterrichts verkniipft. Diese Punkte finden sich auch in den Bildungsstandards
Mathematik fiir den mittleren Schulabschluss unter den Kompetenzbegriffen ,,Probleme
mathematisch 16sen®, ,,Mathematische Darstellungen verwenden* und ,,Kommunizieren*
wieder (KMK 2004). Diese Kompetenzen sollen insbesondere im zweiten Teil des Simu-
lationsvorkurses iiber die selbststindige Erstellung und anschlieBende Prisentation von
Simulationsumgebungen in Gruppenarbeit realisiert werden.

4.4 Die Unterrichtsmaterialien

4.4.1 Das Einstiegsbeispiel

Der Simulationsvorkurs beginnt mit der in Kapitel 4.1.2 geschilderten Aufgabe:
Betrachten Sie die folgenden beiden Tests:

Test 1 besteht aus 10 Fragen, bei denen der Priifling entweder ja oder nein ankreuzen
kann. Test 2 besteht aus 20 Fragen, bei denen der Priifling entweder ja oder nein ankreu-

zen kann. Beide Tests sind bestanden, wenn mindestens 60% der Fragen richtig beant-
wortet sind.

Bei welchem der beiden Tests hat ein Priifling grofiere Chancen zu bestehen, wenn er nur
rdt?

a) Die theoretische Losung

Lost man die Aufgabe theoretisch, so hat man eine Binomialverteilung mit n = 10 Wie-
derholungen bzw. mit n = 20 Wiederholungen. Als ZufallsgroBe X kann man die Anzahl

der erfolgreich beantworteten Fragen wihlen, die Erfolgswahrscheinlichkeit betrdgt p =
0,5. Man erhilt fiir n = 10 Testfragen eine Wahrscheinlichkeit von P(X =6)=0,377 und
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fiir n = 20 Testfragen eine Wahrscheinlichkeit von P(X >12) =0,252. Ein Priifling, der

nur rit, hat also bei dem Test mit 10 Testfragen grolere Chancen zu bestehen als bei dem
Test mit 20 Testfragen. Diese Losung steht den Schiilerinnen und Schiilern zu Beginn des
Schulhalbjahres allerdings nicht zur Verfiigung.

Das Ergebnis ldsst sich auch begriinden anhand folgender Uberlegung: Bei 20 Fragen
liegt der relative Anteil richtig beantworteter Fragen typischerweise eher in der Ndhe von
p=0,5 als bei 10 Fragen. Daher ist es bei 10 Fragen wahrscheinlicher, dass man eine Ab-
weichung von mindestens 60% richtig beantworteter Fragen hat. Diese Uberlegung ent-
spricht einer Anwendung des Gesetzes der groflen Zahl auf n = 10 und n = 20.

Bei der Aufgabe handelt es sich um eine typische Fragestellung zum intuitiven stochasti-
schen Verstiandnis des Gesetzes der grolen Zahl, welche mit dem gleichen mathemati-
schen Hintergrund auch in anderen Anwendungskontexten auftritt (vgl. Sedlmeier 1999;
Sedlmeier und Kohlers 2001). Psychologische Untersuchungen haben gezeigt, dass es
Schiilerinnen und Schiilern schwer fillt, diesen komplexen Typ von Aufgaben intuitiv zu
16sen (Kahneman und Tversky 1972; Sedlmeier und Gigerenzer 1997). Mit der Aufgabe
wird gleich zu Beginn des Kurses der Zusammenhang zwischen der Stichprobengrofie
bzw. der Anzahl der Wiederholungen eines Experiments und der Streuung des relativen
Anteils eines beobachteten Ereignisses thematisiert. Dieser Zusammenhang wird zum
Abschluss des Themenbereichs der Binomialverteilung mit dem /\/; — Gesetz prizisiert.

b) Die Unterrichtsgestaltung

Die Aufgabenstellung wird vom Lehrer zunichst vorgestellt und erldutert. Hieran kann
sich eine Phase anschlieBen, in der die Situation besprochen und diskutiert wird. Um eine
Erwartungshaltung aufzubauen, konnen Vermutungen geduBert und begriindet werden.
Die spitere Konfrontation der Ergebnisse mit den Erwartungshaltungen und den eingangs
geduBerten Argumenten soll das Interesse und das inhaltliche Verstédndnis fiir die Aufga-
benstellung fordern.

Die Aufgabe dient jedoch zunéchst dazu, Simulationen zur Losung stochastischer Prob-
lemstellungen einzufiihren. Dies geschieht im ersten Schritt iiber eine hidndische Simula-
tion: Der Multiple-Choice-Test mit 10 Testfragen kann mit einem zehnfachen Miinzwurf
simuliert werden, wobei die Anzahl der Wiirfe mit ,,Zahl* der Anzahl der korrekt beant-
worteten Fragen entspricht. Diese Simulation kann im Kurs in Partnerarbeit jeweils mehr-
fach durchgefiihrt werden und die Ergebnisse des Gesamtkurses zusammengefasst wer-
den. Auf diese Weise wird der Unterricht durch Schiileraktivititen bereichert, was zur
Forderung des Interesses und der Motivation beitragen soll.

Die Ergebnisse des Gesamtkurses werden zusammengefasst und anhand eines vorbereite-
ten Arbeitsblatts ausgewertet (vgl. Anhang, S. 271). Hier soll die Verteilung der Anzahl
an Wiirfen mit ,,Zahl* tabellarisch und zeichnerisch als Histogramm mit absoluten bzw.
relativen Hiufigkeiten ausgewertet werden. Das Vorgehen der Computersimulation wird
mit der hiandischen Simulation vorbereitet.

In dieser Phase des Unterrichts ist der Wahrscheinlichkeitsbegriff noch nicht bekannt. Der
relative Anteil an Wurfserien mit mindestens sechsmal ,,Zahl* gegeniiber dem relativen
Anteil an Wurfserien mit hochstens fiinfmal ,,Zahl* zeigt das Chancenverhiltnis fiir das
Bestehen des Tests auf. Die relative Haufigkeit fiir den Anteil an Wurfserien mit ,,min-
destens sechsmal Zahl*“ wird hier als Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit benutzt, den
Test mit 10 Testfragen bei reinem Raten zu bestehen. Dies kann allerdings erst in Verbin-
dung mit der anschlieBenden Computersimulation begriindet werden, wenn man ohne
groBen Zeitaufwand zeigen kann, dass man auch bei wiederholter Durchfiihrung einer
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Simulation mit 1000 Testdurchgingen stets etwa dieselbe relative Hiufigkeit fiir das Be-
stehen des Tests erhélt (vgl. Kapitel 4.2.3).

Erst im Anschluss an die Simulation mit Hilfe des Miinzwurfs soll dann die Computersi-
mulation mit FATHOM eingefiihrt werden. Hierbei ergibt sich die Notwendigkeit fiir die
Computersimulation in natiirlicher Weise liber die Arbeits- und Zeitersparnis, die der
Computer liefert. Die einzelnen Schritte der Computersimulation werden am Beispiel des
Tests mit 10 Fragen wie in Kapitel 4.1.2 in Analogie zur hdndischen Simulation demonst-
riert. Die Schiilerinnen und Schiiler erhalten im Anschluss eine ausfiihrliche Anleitung fiir
diese Simulation mit 10 Testfragen (vgl. Anhang, S. 273) und sollen die Simulation mit
20 Testfragen selber erstellen. Auch hier ist der Unterricht wieder von Schiileraktivititen
bei der selbststandigen Erstellung und Auswertung der Computersimulation gepragt.

Die Auswertungen der beiden Simulationen werden verglichen und somit der Bogen zur
Eingangsfragestellung geschlagen. Insbesondere werden die beiden Verteilungen wie in
Abb. 4.7 gezeigt grafisch geschickt normiert gegeniibergestellt. Hieran erfolgt die inhalt-
liche Klidrung der Problemstellung. Es zeigt sich, dass man bei reinem Raten fiir den Test
mit 10 Fragen eine Erfolgswahrscheinlichkeit von ca. 38% erhilt, bei dem Test mit 20
Fragen von ca. 25%. Ursache hierfiir ist die engere Verteilung der relativen Anzahl der
Erfolge bei dem Test mit 20 Fragen um den ,,erwarteten Mittelwert* von p = 0,5 herum,
also das Gesetz der groflen Zahl. Dies ldsst sich veranschaulichen, indem man beide Ver-
teilungen auf der x-Achse so normiert, dass der Bereich von 0 bis 10 Erfolgen beim 10er-
Test dem Bereich von 0 bis 20 Erfolgen beim 20er-Test entspricht. Die vergleichende
Interpretation der Ergebnisse der Simulation lédsst sich iiber die grafische Darstellung mit
der Computersimulation einfach realisieren und ist fiir die Forderung der stochastischen
Intuition von groBBer Wichtigkeit.

Die Schiilerinnen und Schiiler erhalten ein Blatt zur Ergebnissicherung (vgl. Anhang, S.

272), auf dem die grafische und tabellarische Auswertung der beiden Computersimulatio-
nen und die inhaltliche Argumentation iiber das Gesetz der grolen Zahl festgehalten sind.
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Abb. 4.7: Die grafische und tabellarische Auswertung der Ergebnisse der Computersimulation: Bei n = 10
Testfragen erhdlt man eine Erfolgsquote von ca. 38%, bei n = 20 Fragen eine Erfolgsquote von
ca. 25%. Man erkennt deutlich die schmalere Form der Verteilung fiir n = 20 bei geeignet ge-
wdhlter Normierung der x-Achse. Die Simulationen wurden beide mit N = 10 000 Wiederholun-
gen durchgefiihrt.
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Zur Abrundung der Einfiihrungsaufgabe in die Computersimulationen soll das vierschrit-
tige Prozessmodell einer Computersimulation als Strukturierungshilfe in Zusammenhang
mit der Erstellung eines Simulationsplans besprochen werden. Die Schiilerinnen und
Schiiler erhalten ein Merkblatt {iber das vierschrittige Prozessmodell ergdnzt um einen
beispielhaften Simulationsplan (vgl. Anhang, S. 275).

c) Simulations- und Fathomkompetenz

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen zunéchst iiber die handische Durchfithrung des
Miinzwurfs das Verfahren der Simulation eines Zufallsexperiments kennen und verstehen
lernen. An dem gewihlten Einstiegsbeispiel wird dann in Anlehnung an die vorher be-
sprochene hindische Simulation zum ersten Mal eine Computersimulation vorgestellt.

Die Demonstration der Computersimulation am Beispiel von 10 Testfragen und die direk-
te Nachahmung am Beispiel von 20 Testfragen mit Hilfe der ausfiihrlichen Simulations-
anleitung soll die Kompetenzen zur Erstellung und Auswertung einer Computersimulati-
on im Umfang der Darstellung in Kapitel 4.1.2 vermitteln.

In Verbindung mit der héndischen Simulation wird das vierschrittige Verfahren zur Er-
stellung und Auswertung einer Simulation eingefiihrt und auf die Computersimulation mit
FATHOM {ibertragen. Weiter werden die grundlegenden Bedienelemente der Software
FATHOM demonstriert und die zugehorigen Befehle vermittelt und erldutert: Als Zufalls-
generator wird der Befehl zufallsWahl ("Erfolg", "Misserfolg") in Analogie zur
vorher verwendeten Miinze gewihlt. Es muss deutlich werden, dass der gewihlte Zufalls-
generator dem stochastischen Modell der zu simulierenden Situation entsprechen muss.
Als MessgroBe  wird die Anzahl der Erfolge mit der Formel An-
zahl (Aufgaben="erfolg") gewdhlt. Zur Auswertung der Haufigkeitsverteilung wird
die grafische Auswertung, die tabellarische Auswertung und die rechnerische Auswertung
mit der Formel Anzahl (Anzahl Erfolge>6)/Anzahl (Anzahl Erfolge) zur Be-
stimmung der relativen Hiufigkeit gewihlt.

Da an dem Eingangsbeispiel die Erstellung einer Computersimulation zusammen mit den
Bedienelementen von FATHOM erarbeitet wird, kommt der Demonstration der Computer-
simulation sowie der Anleitung fiir die Computersimulation in FATHOM eine wichtige
Rolle zu.

d) Die stochastischen Inhalte der Einstiegsaufgabe

Die zentralen Inhalte der Einstiegsaufgabe sind die Einfithrung in die Simulation sowie
das inhaltliche Verstdndnis fiir die Abhédngigkeit der Streuung der relativen Anzahl der
Erfolge von der Stichprobengrofle.

Anhand der Aufgabe werden zusitzlich eine ganze Reihe weiterer stochastischer Inhalte
vermittelt:

Die Schiiler lernen die Erstellung und Auswertung einer Hiufigkeitsverteilung mit abso-
luten und mit relativen Hiufigkeiten kennen. Hierbei werden die tabellarische und die
grafische Auswertung der Haufigkeitsverteilung als Histogramm eingefiihrt. Die analogen
Auswertungen werden im Folgenden stets von der Software FATHOM {ibernommen. Die
Bedeutung und die Interpretation der Histogramme soll explizit thematisiert werden.

Die Schiiler verwenden die relativen Haufigkeiten als Schiatzwert fiir Wahrscheinlichkei-
ten. Dieses Vorgehen beruht zunéchst auf einem intuitiven Versténdnis fiir das Verhiltnis
zwischen relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit. Der Begriff der Wahrscheinlich-
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keit wird in diesem Einstiegsbeispiel intuitiv als Erfolgschance eingefiihrt. Die wiederhol-
te Durchfiithrung der Simulation mit der Software zeigt, dass die relative Haufigkeit fiir
das Bestehen des Tests stets etwa gleich bleibt, so dass man diese relative Haufigkeit als
Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit auffassen kann (vgl. Kapitel 4.2.3). Erst im weite-
ren Verlauf des Simulationsvorkurses wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff iiber das Ge-
setz der grolen Zahl und iiber die Laplace-Wahrscheinlichkeit prézisiert.

Implizit wird mit der Einstiegsaufgabe ein Zufallsexperiment eingefiihrt und ausfiihrlich
behandelt, es werden Ereignisse und Zufallsgroen verwendet. Ferner wird bei der Inter-
pretation der beiden entstehenden Hiufigkeitsverteilungen die Verteilung als Ganzes in
den Blick genommen: Als Histogramme entstehen zwei Binomialverteilungen, die mit-
einander verglichen werden. Hiermit wird der Verteilungsbegriff inhaltlich vorbereitet.

Insbesondere iiber die Schiileraktivititen beim wiederholten Werfen der Miinze werden
intuitive Vorstellungen zur stochastischen Streuung sowie zur Irregularitit von Zufalls-
folgen gefordert. Aber auch die Computersimulation trigt zum intuitiven Verstindnis der
stochastischen Prozesse bei. Hierzu sollte man das Zufallsexperiment nicht sofort
1000fach wiederholen lassen, sondern sich die Ergebnisse nach jeder einzelnen Wieder-
holung anschauen. Dies verdeutlicht die stochastische Streuung der Ergebnisse sowie die
Unabhiéngigkeit der einzelnen Durchgénge.

4.4.2 Das Gesetz der groflen Zahl

Im geplanten Unterrichtskonzept wird das Gesetz der grofen Zahl am Beispiel des
Miinzwurfs erarbeitet und von diesem Beispiel ausgehend verallgemeinert. Hier kennt
man die zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeit von p = 0,5 und kann beobachten, wie
sich die relative Haufigkeit im Vergleich dazu entwickelt (vgl. Kapitel 4.2.3).

Der Miinzwurf soll zunéchst hindisch durchgefiihrt werden und auch ausgewertet wer-
den:

Die Schiilerinnen und Schiiler fithren in Zweiergruppen je 50 hindische Miinzwiirfe
durch und notieren die hierbei aufgetretene Anzahl von ,,Zahl“. Die Ergebnisse werden
im Kurs sukzessive zusammengezihlt und die relativen Haufigkeiten fiir N = 50, 100,
150, 200, 250, 300, ... Wiirfe bestimmt und grafisch aufgetragen.

Zur Vertiefung stehen zwei FATHOM-Lernumgebungen zur Verfiigung, in denen der
Miinzwurf zusammen mit der sukzessiven grafischen Auftragung der relativen Haufigkeit
fiir ,,Zahl* simuliert wird. Beide Lernumgebungen sind nach einem Vorschlag von Erick-
son (2002, S. 48) abgewandelt.

In der ersten Lernumgebung baut sich das Experiment ,,Wurf um Wurf* auf. Nach jedem
weiteren Miinzwurf wird die Grafik automatisch ergénzt (vgl. Abb. 4.8):
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Abb. 4.8: Lernumgebung zum Gesetz der grofien Zahl: Mit jeder Betdtigung der Schaltfliche , Weitere
Messgroflen sammeln* wird ein weiterer Miinzwurf hinzugefiigt. Die Grafik baut sich parallel
dazu auf.

In der zweiten Lernumgebung werden sofort 1000 Miinzwiirfe simuliert und die sukzessi-
ve Entwicklung der relativen Haufigkeit fiir ,,Zahl* grafisch* dargestellt (vgl. Abb. 4.9).

® Fathom - [Grosse_Zahl_2]

(J Datei Bearbeiten Objskt Kollektion Fenster Hife x
Kollsktion  Takels Graph  Auswertung  Schitzung Test Mol Regler Text
~
MUnzweurt Zufall erneuern | i [Wgramm:]
10
| i [ | i [ i
koot konf zahl koot zahl 08
o o ot . 3
kaot kaot kaot ot zahl £ 08
| S
g
Manzwurf
wurf Anzahl_Zahl | rel Hfk |Abweich_abs 0z
1 |kopt 0| 0 e ' E
2 kopf 0 0 4 o0
3 el . 1], EyeEs) 03 o 200 400 ga0 500 1000
4 kopf 1 0,25 El e~
1| [ 035=05
In chet Grafik wird die sukzessive Entwickiung der relativen Haufigket von
"Zahl" bein 1000-fachen Minzworf dargestelt.
In det nebenstebenden Auswertungstabelle finden Sie die relative
Héufigkeit von "Zahl" nach 1000 Wrfen. MOnz veurf
Sie starten eine neus Simulation durch Betdtigen der Schattflache "Zufal
erneuern’. _0'501 |
51 = letztendert (rel_Hfk)
i
£ | >
Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesoftware (TH) MM

Abb. 4.9 Lernumgebung zum Gesetz der grofien Zahl: Es wird die Entwicklung der relativen Hdufigkeit
fiir ,,Zahl“ bei 1000 Miinzwiirfen dargestellt. Das Endergebnis nach dem 1000. Wurf wird in der
Tabelle ausgegeben.

Die erste Lernumgebung lenkt den Blick auf den sukzessiven Aufbau und die Entstehung
der Zufallsfolge. Hieran konnen erneut intuitive Vorstellungen zur Irregularitit von Zu-
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fallsfolgen gefordert werden. Bei der zweiten Lernumgebung wird sofort eine 1000fache
Simulation durchgefiihrt und die Entwicklung der relativen Haufigkeit grafisch aufgetra-
gen. Die Schiilerinnen und Schiiler lernen so die typischen Graphen zur Entwicklung der
relativen Haufigkeit kennen und sollen hieriiber ein intuitives Verstidndnis fiir die Ent-
wicklung der relativen Haufigkeit im Sinn des Gesetzes der gro3en Zahl aufbauen.

Neben der grafischen Darstellung der Entwicklung der relativen Héufigkeit kann man an
der zweiten Lernumgebung eine ,,Faustregel* zur Genauigkeit erarbeiten, mit der die rela-
tive Héufigkeit bei 1000-facher Wiederholung des Zufallsexperiments die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit annidhert (vgl. Kapitel 4.2.2):

Uber die mehrfache Wiederholung der 1000-fachen Miinzwurfsimulation erhilt man ver-
schiedene Werte der relativen Haufigkeit fiir ,,Zahl* und kann diese miteinander und mit
dem zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitswert von p = 0,5 vergleichen. Es zeigt sich,
dass ,,typische Werte* fiir die relative Hiufigkeit im Bereich von 0,47 bis 0,53 liegen, die
Abweichung betrigt somit +3 Prozentpunkte.

Als Prizisierung wird den Schiilerinnen und Schiilern das Ergebnis der exakten Berech-
nung mit einem 95%-Konfidenzintervall mitgeteilt: Mit einer Wahrscheinlichkeit von
95% liegt die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit im Intervall £3,1 Prozentpunkte um die in
der Simulation erhaltene relative Haufigkeit (vgl. Kapitel 4.2.2).

Beide Lernumgebungen sind bereits fertig vorbereitet, zur Benutzung werden keine Simu-
lations- oder FATHOM-Fertigkeiten benotigt. Bei beiden Lernumgebungen lisst sich die
Miinzwurffolge einfach iiber die Betitigung eines Buttons erzeugen und man kann in kur-
zer Zeit viele Durchldufe betrachten. Die Lernumgebungen ermoglichen ein experimen-
telles Arbeiten und sollen ein intuitives Verstidndnis fiir die Entwicklung der relativen
Héaufigkeit und damit ein intuitives Verstindnis fiir das Gesetz der grolen Zahl aufbauen.
Die Simulation wird eingesetzt im Sinn der Simulation als Gegenstand. Fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler existiert ein Blatt zur Ergebnissicherung (vgl. Anhang, S. 276).

4.4.3 Die Wiirfelaufgaben

Die Wiirfelaufgaben dienen inhaltlich zum einen zur Festigung und zur Erweiterung der
Simulations- und der Fathomkompetenzen, sie sollen aber iiber den experimentellen Um-
gang mit den Computersimulationen auch das intuitive Verstdndnis fiir stochastische
Problemstellungen fordern und zentrale stochastische Begriffe vorbereiten. Ferner werden
an Wiirfelaufgabe c) stochastische Grundbegriffe in Verbindung mit der Laplace-
Wahrscheinlichkeit erarbeitet. Die Aufgaben mitsamt ihrer Gestaltung wurden im Rah-
men der vorliegenden Arbeit speziell fiir den Simulationsvorkurs konzipiert.

Die Wiirfelaufgaben konnen im Unterricht in Partnerarbeit am Computer und auch als
Hausaufgaben eingesetzt werden.

Aufgabenblatt:

Simulieren Sie die folgenden Problemstellungen mit N=1000 Wiederholungen. Stellen Sie
die Ergebnisse der Simulation jeweils grafisch dar und beantworten Sie mit Hilfe der gra-
fischen Darstellung sowie einer gezielten tabellarischen Auswertung die zugehorigen
Fragen.

a) Ein fairer Wiirfel wird fiinfmal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl X der
verschiedenen Zahlen, die hierbei gewiirfelt werden.

e  Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten mindestens drei verschiedene Zahlen auf?
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b)

d)

e Wie viele verschiedene Zahlen treten im Mittel auf?
e Welche Ergebnisse treten mit weniger als 10% Wahrscheinlichkeit auf?

Anleitung:

1. Erstellen Sie eine Kollektion "Wuerfel" mit der Spalte "Wurf" (Formel ganzeZufalls-
zahl (1;6) )und fiigen Sie der Kollektion 5 Fille hinzu.

2. Definieren Sie im Fenster "Info Wuerfel" die Messgrofe "Anzahl_verschieden" zum Zihlen der
verschiedenen aufgetretenen Zahlen mit der Formel AnzVerschiedeneWerte (Wurf) . Fiihren
Sie das Zufallsexperiment nun 1000 mal durch, indem Sie 1000 mal die Messgrofle sammeln.

3. Zeigen Sie die Tabelle zur Kollektion "Messgrofien von Wuerfel” an und werten Sie die Ergebnis-
se grafisch (Histogramm) und mit einer Auswertungstabelle aus.
Den Mittelwert der Anzahl verschiedener Zahlen konnen Sie sich mit der Formel aMittel () in
der Grafik oder in der Auswertungstabelle anzeigen lassen.

Ein fairer Wiirfel wird 60mal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl X der
Sechsen, die hierbei gewiirfelt werden.

e Schitzen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit genau 10mal die ,,6° geworfen
wird. Bestimmen Sie dann diese Wahrscheinlichkeit mit der Simulation. Erstaunt?

¢ Bestimmen Sie die Anzahl X an Sechsen, die im Mittel bei 60 Wiirfen gewiirfelt
wird.

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man mindestens X; = 8mal und hochstens
X, = 12mal eine ,,6“?

¢  Wie muss der Bereich von X; bis X, um X = 10 herum gewaihlt werden, damit man
mit einer Wahrscheinlichkeit von iiber 80 % ein Ergebnis in diesem Bereich er-
hilt?

e Beschreiben Sie die Form der grafischen Haufigkeitsverteilung in Worten.

Ein fairer Wiirfel wird zweimal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Wahrschein-
lichkeit, dabei mindestens eine Sechs zu werfen.

e Welche Einzelergebnisse liefert die als Messgrole definierte Formel an-
zahl (wurf=6)>1 ? Begriindung?

¢ Bestimmen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Simulation.

e Wie kann man diese Wahrscheinlichkeit ohne eine Simulation theoretisch
bestimmen?

Anleitung:

1. Erstellen Sie eine Kollektion "Wuerfel" mit der Spalte "Wurf" (Formel ganzeZufalls-
zahl (1;6) )und fiigen Sie der Kollektion 2 Fille hinzu.

2. Definieren Sie im Fenster "Info Wuerfel" die Messgrofie "Mindest_einmal6" mit der Formel An-
zahl (Wurf=6)>1. Fiihren Sie das Zufallsexperiment nun 1000mal durch, indem Sie 1000 Mess-
gréfen sammeln.

3. Zeigen Sie die Tabelle zur Kollektion "Messgrofien von Wuerfel” an und werten Sie die Ergebnis-
se grafisch und mit einer Auswertungstabelle aus.

Ein Gliicksspiel wird nach folgenden Regeln aufgebaut: Es wird mit zwei Wiirfeln
gleichzeitig geworfen. Der Einsatz pro Spiel betrdgt 10 Cent. Ist die Augensumme
gleich sieben, so betridgt der Gewinn 50 Cent, bei allen anderen Augensummen gibt es
keinen Gewinn.

Wir interessieren uns fiir den Nettogewinn (,,Gewinn* — ,,Einsatz‘‘), den man bei die-
sem Spiel erzielen kann.
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e Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt man bei diesem Spiel?

e Welchen mittleren Nettogewinn kann man bei diesem Spiel auf lange Sicht erwar-
ten?

e Istdieses Spiel fair?

Anleitung:

1. Erstellen Sie eine Kollektion "Wuerfel" mit der Spalte "Wurf" (Formel ganzeZufalls-—
zahl (1; 6)) und fiigen Sie zwei Fille hinzu.

2. Definieren Sie im Fenster "Info Kollektion" die Messgrole "Gewinn" mit der Formel

40

-10
Fiihren Sie das Zufallsexperiment nun 1000mal durch, indem Sie 1000 Messgroflen sammeln.

3. Werten Sie die Kollektion "Messgrofien von Wuerfel" grafisch und rechnerisch aus.

Wenn (Summe(Wurf)=7){

e) Man wirft mehrmals nacheinander gleichzeitig zwei faire Wiirfel. Wir interessieren
uns fiir die Anzahl der Wiirfe, bis ein Sechserpasch fillt.

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhédlt man den Sechserpasch nach hiéchstens drei
Wiirfen?

e Wie viele Wiirfe muss man auf lange Sicht im Mittel machen, bis ein Sechser-
pasch fallt?

e Wie viele Wiirfe haben Sie bei Threr Simulation maximal gebraucht, bis ein Sech-
serpasch gefallen ist?

e Beschreiben Sie die Form der grafischen Haufigkeitsverteilung in Worten.
Anleitung:

1. Erstellen Sie eine Kollektion "Wuerfel” und definieren Sie im Fenster "Info Wuerfel"
zwei MessgroBen "wurfl" und "wurf2"mit der Formel ganzeZufallszahl (1;6).

2. Fiihren Sie das Zufallsexperiment mit "Messgrolen sammeln" nun so oft durch, bis ein
Sechserpasch auftritt (Formel " (wurf1=6) und (wurf2=6)" im Feld "Bis zur Bedin-
gung").

3. Definieren Sie im Info-Fenster der Kollektion "Messgrolen von Wuerfel" eine weitere
Messgrofle "Anzahl" (Formel Anzahl () ), welche die Zahl der benéotigten Wiirfe zahlt.

4.  Sammeln Sie nun von der Kollektion "Messgrolen von Wuerfel" 1000 MessgroBen und
werten Sie die entstehende Kollektion "Messgrofien von Messgrofien von Wuerfel" aus.

f) Uberlegen Sie sich mindestens ein eigenes Wiirfelproblem, welches Sie mit Hilfe ei-
ner Simulation 16sen.

a) Die Konzeption der Wiirfelaufgaben

Die Wiirfelaufgaben sind stets so formuliert, dass zunéchst ein bestimmtes Wiirfelprob-
lem simuliert werden soll, z. B. geht es in Aufgabe a) um die Anzahl verschiedener Zah-
len beim fiinffachen Wiirfelwurf oder in Aufgabe c¢) um die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens eine Sechs beim zweifachen Wiirfeln. Zu dieser Simulation gibt es dann eine Rei-
he inhaltlicher Fragestellungen, die mit Hilfe verschiedener Auswertungswerkzeuge be-
antwortet werden konnen. Hiermit sollen zum einen die am Einstiegsbeispiel erlernten
Simulationsfihigkeiten gefestigt und erweitert werden. Zum anderen werden bei jeder der
Aufgaben neue Befehle oder FATHOM-Strukturen eingefiihrt. Dies geschieht, indem zu
jeder Aufgabe eine Kurzanleitung vorhanden ist, in welcher die Verwendung der neuen
Befehle und FATHOM-Strukturen angegeben ist. Weiter ist die Festigung und die Erweite-
rung der Simulations- und Fathomkompetenzen verkniipft mit den einzelnen inhaltlichen
Fragestellungen. Thematisch werden in allen Aufgaben Wiirfelprobleme gestellt, da der



82 Kapitel 4 Der Simulationsvorkurs

Wiirfel ein einfaches Zufallsgerit ist, welches allen Schiilerinnen und Schiilern bekannt
ist.

Durch die angeleiteten Aufgabenstellungen sollen die Schiilerinnen und Schiiler in die
Lage versetzt werden, die Aufgaben in Gruppenarbeit am Computer bzw. als Hausaufga-
be selbststindig zu bearbeiten. Damit sollen die Schiilerinnen und Schiiler zwar inhaltlich
eng gefiihrt aber dennoch in selbststiindiger Schiilerarbeit ihre Kompetenzen in Verbin-
dung mit den Computersimulationen vertiefen und erweitern. Bei der Verwendung neuer
Befehle wird erwartet, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Sinn einer Kontroll-
Strategie mit den Befehlen experimentieren, um das Verhalten zu verstehen und die Be-
fehle sinnvoll einsetzen zu konnen.

Exemplarisch sei hier die Wiirfelaufgabe b) ausfiihrlich vorgestellt. Es geht um die An-
zahl X der Sechsen beim 60fachen Wiirfeln:

Diese fiir die Wiirfelaufgaben typische Aufgabenstellung zeigt die gewiinschte Verkniip-
fung zwischen der Softwareebene und der inhaltlichen Ebene. Zum einen geht es um die
Festigung der Simulations- und Fathomkompetenz, weiter aber auch um die inhaltliche
Erarbeitung und Vorbereitung stochastischer Begriffe.

Auf der Seite der Simulations- und Fathomkompetenz kennen die Schiilerinnen und Schii-
ler aus der ersten Wiirfelaufgabe bereits die Simulation des fiinffachen Wiirfelwurfs. Al-
lerdings wird beim fiinffachen Wiirfelwurf als Zufallsgrole die Anzahl verschiedener
Werte betrachtet. Bei dieser Aufgabe muss zur Erstellung der Simulation ein Transfer bei
der Definition der Messgrof3e geleistet werden.

Im ersten Schritt der Simulation wird eine Kollektion erstellt und z. B. mit ,,Wuerfel
benannt. In dieser Kollektion wird der 60-fache Wiirfelwurf modelliert. Hierfiir wird ein
Merkmal eingefiigt und z. B. als ,,Wurf* benannt. Als zugehorige Formel kann man Gan-
zeZufallszahl (1; 6) wihlen und dann der Kollektion 60 Fille hinzufiigen. Im zwei-
ten Schritt der Simulation kann man als Messgro3e die Anzahl der Sechsen iiber die For-
mel Anzahl (Wurf=6) bestimmen und z. B. als ,,Anzahl_6* benennen. Im dritten Schritt
muss die Simulation 1000 oder 10 000mal wiederholt werden.

Im vierten Schritt muss die entstehende Hiufigkeitsverteilung geméll den einzelnen Auf-
gabenstellungen ausgewertet werden. Hier sind iiber die grafische, tabellarische und for-
melhafte Auswertung der Héaufigkeitsverteilung verschiedene Losungswege moglich:

e Die relative Haufigkeit als Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit fiir genau 10mal
die ,,Sechs* kann man einer kategorialen Auswertungstabelle entnehmen oder mit
der Formel Anzahl (Anzahl_6=10) /Gesamtanzahl in einer numerischen Aus-
wertungstabelle ermitteln.

e Den ,erwarteten Mittelwert” der Anzahl an Sechsen erhilt man iiber die Formel
aMittel (Anzahl 6).

e Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 8mal und hdchstens 12mal eine ,,Sechs* kann
man der kategorialen Auswertungstabelle entnehmen oder iiber die Formel An-
zahl (Anzahl 628 und Anzahl 6<£12)/Gesamtanzahl schitzen. Die Ver-
wendung der ,,und“-Verkniipfung wird im Rahmen des Unterrichtskonzepts vorher
nicht angesprochen, liegt aber bei dieser Aufgabenstellung intuitiv nahe.

e  Zur Bestimmung des 80%-Bereichs um X=10 herum kann man die Haufigkeiten aus
der kategorialen Auswertungstabelle addieren. Man kann aber auch ein Probierver-
fahren verwenden, bei dem man die Grenzen in der vorhergehend angegebenen For-
mel variiert. Auch ein solches Probierverfahren wird im Unterrichtskonzept vorher
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nicht eingefiihrt. Die Verwendung der ,,und*“-Verkniipfung und das Probierverfahren
setzen einen kreativen Umgang mit der Software FATHOM voraus.

e  Zur Beschreibung der Hiufigkeitsverteilung in Worten muss man die Verteilung als
Histogramm darstellen konnen. Im Idealfall vergleichen die Schiilerinnen und Schii-
ler die in den numerischen oder kategorialen Auswertungstabellen erhaltenen Ergeb-
nisse im Sinn einer Kontrollstrategie stets mit der als Histogramm dargestellten Héu-
figkeitsverteilung.

Auf der inhaltlichen Ebene behandelt die Aufgabe ein Problem der Binomialverteilung.
Uber die Schitzaufgabe als Einstieg soll zunichst eine Erwartungshaltung aufgebaut wer-
den: Eventuell wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des ,,erwarteten Mittel-
werts® liberschitzt. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen in Aufgabenteil a) beispielhaft
fiir eine Binomialverteilung erkennen, dass man i. a. nicht exakt den ,,erwarteten Mittel-
wert® erhilt, sondern dass es Abweichungen nach oben und unten gibt. Die Verteilung
streut um den ,,Idealwert*, der ,,Idealwert* selber tritt nur mit einer geringen Wahrschein-
lichkeit auf. Die Betrachtung der Verteilung als Ganzes wird mit den Umgebungen des
»werwarteten Mittelwerts” sowie der Form der Verteilung inhaltlich vertieft. Als Eigen-
schaften der Verteilung sollen die Mittenbevorzugung mit einem Zentrum sowie der Ab-
fall der Verteilung nach auflen hin erkannt werden. Der Begriff der Binomialverteilung
wird in der Aufgabe nicht verwendet, die Binomialverteilung wird aber inhaltlich auf ver-
schiedenen Reprisentationsebenen vorbereitet.

Um das Erreichen der vielfiltigen Ziele bei der Erarbeitung der Aufgabenstellung fiir alle
Schiilerinnen und Schiiler zu gewihrleisten, sind bei dieser Aufgabenstellung die Vorstel-
lung und die Besprechung der verschiedenen Losungswege im Gesamtkurs von groBer
Wichtigkeit.

Die weiteren Wiirfelaufgaben sind @hnlich aufgebaut: Stets wird die Festigung und Erwei-
terung der Simulationskompetenz verkniipft mit mehreren inhaltlichen Fragestellungen
zur behandelten Problemstellung. Je nach Verlauf der Schiilerarbeitsphase miissen die
Aufgaben im Gesamtkurs mehr oder weniger ausfiihrlich besprochen werden.

b) Die Simulations- und Fathomkompetenzen

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenzen wird bei den Wiirfelaufgaben
die Erstellung einer Computersimulation entlang der vier Schritte des Prozessmodells
sowie die tabellarische und grafische Auswertung einer erzeugten Haufigkeitsverteilung
gefestigt und geiibt. Zu mindestens einer Wiirfelaufgabe soll ein Simulationsplan erstellt
und besprochen werden.

Die Formelkompetenz wird erweitert durch die Einfiihrung des neuen Zufallsgenerators
ganzeZufallszahl () sowie durch verschiedene neue Befehle zur Definition einer Mess-
grofe. Bei Wiirfelaufgabe a) kommt der Befehl anzverschiedenewerte () zur Bestim-
mung der Anzahl verschiedener Werte einer Merkmalsspalte hinzu, bei Aufgabe d) wird
die wenn-Bedingung eingefiihrt, spétestens bei Aufgabe e) wird die und-Verkniipfung als
Beispiel einer logischen Verkniipfung benutzt.

Die Gliicksspielaufgabe d) lieBe sich einfacher auch als simultane Simulation program-
mieren. In der Anleitung wird aber bewusst eine sequentielle Simulation vorgegeben, um
das erworbene Simulationsschema zu festigen (vgl. Kapitel 4.1.5). Bei der Wartezeitaut-
gabe e) muss das Schema zur Erstellung einer Simulation in FATHOM erweitert werden:
Bereits fiir eine Einzelsimulation bis zum ersten Sechserpasch muss man mit dem Feld
,Bis zur Bedingung* von ,,MessgroBen sammeln‘ arbeiten. Daher benotigt man fiir die
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wiederholte Durchfiihrung dieser Simulation ein ,,Messgrolen von Messgroflen®, also
drei Kollektionen.

Wiirfelaufgabe c) stellt exemplarisch die Moglichkeit vor, als Messgro3e ein Ereignis zu
definieren: Die als Messgrofle vorgeschlagene Formel Anzahl (wurf=6)=21 liefert
wahr, falls das Ereignis ,,mindestens eine Sechs* eintritt, ansonsten liefert sie falsch. In
der Kollektion ,,Messgrolen von Wuerfel* kann man nun die relative Haufigkeit fiir das
Ereignis ,,mindestens eine Sechs* iiber den Anteil der Eintrige mit wahr ermitteln. Bei
allen anderen Wiirfelaufgaben wird die Messgrofe als Zufallsgroe definiert.

Zusitzlich zu den in den Kurzanleitungen angegebenen Befehlen sollen die Schiilerinnen
und Schiiler iiber die Demonstration durch den Lehrer weitere Werkzeugkompetenzen im
Umgang mit der Software FATHOM erlernen. Hierzu gehoren grundlegende Fertigkeiten
wie eine strukturierte Anordnung der einzelnen FATHOM-Elemente auf dem Bildschirm
oder die Ubertragung der FATHOM-Elemente in Word, aber auch das Einzeichnen von
statistischen Kennzahlen in die grafische Darstellung der Hiufigkeitsverteilung. Zum
Ende der Wiirfelaufgaben bekommen die Schiilerinnen und Schiiler ein Merkblatt der
erlernten FATHOM-Kommandos ausgeteilt, mit dem sie im weiteren Verlauf arbeiten sol-
len (vgl. Anhang, S. 277).

c¢) Die stochastischen Inhalte der Wiirfelaufgaben

Auf der inhaltlichen Ebene wird im Rahmen der Wiirfelaufgaben ein breiter Themenbe-
reich erfasst:

Wiirfelaufgabe a) Fiinffacher Wiirfelwurf mit der Zufallsgrofe ,,Anzahl verschiede-
ner Zahlen*

Wiirfelaufgabe b) 60-facher Wiirfelwurf mit der Zufallsgrofle ,,Anzahl an Sechsen®,
Ereignis ,,genau 10mal sechs*, Binomialverteilung

Wiirfelaufgabe c) Zweifacher Wiirfelwurf mit dem Ereignis ,,Mindestens eine Sechs*

Wiirfelaufgabe d) Zweifacher Wiirfelwurf als Gliicksspiel mit einer Gewinnvorschrift
und der zugehorigen Zufallsgrofle ,,Gewinn®, Erwartungswert des
Gewinns

Wiirfelaufgabe e) Wartezeit bis zur ersten Doppelsechs, Exponentialverteilung

Im Zentrum stehen hierbei die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
sowie der Erwartungswert und die Verteilung einer ZufallsgroBe. Verschiedenartige Auf-
gabenstellungen zum Umgang mit Hiufigkeitsverteilungen sollen den Verteilungsbegriff
vorbereiten. Die Schiilerinnen und Schiiler iiben den Umgang mit den Haufigkeitsvertei-
lungen und lernen die Formen der Binomialverteilung und der Exponentialverteilung
kennen. Hierbei sind die Aufgaben so gestaltet, dass diese beiden Verteilungen explizit
beschrieben werden sollen.

Bei Aufgabe ¢) werden vom konkreten Beispiel ausgehend die theoretischen Grundbeg-
riffe Zufallsexperiment, Ergebnisraum, Ereignis und Laplace-Wahrscheinlichkeit einge-
fiihrt. Fiir diese theoretischen Grundbegriffe wurde die Aufgabe c¢) gewihlt, weil sie vom
Schwierigkeitsgrad der theoretischen Losung die leichteste der Wiirfelaufgaben ist. Die
Aufgabe ldsst sich einfach losen iiber eine vollstindige Auflistung des Ergebnisraums:
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{LD, 1,2),d1.3), 1,4),(1,5), (16)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3.2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)

Ergebnisraum : E =
(4.1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)

(5.1),(5,2),(5,3),(5.4), (5.5),(5.6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }

Das Auszihlen der Ergebnisse liefert eine Wahrscheinlichkeit von P(E)=11=0,306.

Es ist allerdings zunichst nicht klar, dass bei dieser Darstellung des Ergebnisraums wirk-
lich die Laplace-Annahme gerechtfertigt ist. So konnte man auch eine Darstellung wih-
len, in der z. B. die Ergebnisse (1,3) und (3,1) als ein einziges Ergebnis zusammengefasst
werden.

Man hat hier ein erstes Beispiel, bei dem die Wahrscheinlichkeit sowohl iiber die Simula-
tion als auch theoretisch bestimmt wird. Die Simulation kann hier als Kontrolle dienen,
ob die theoretischen Uberlegungen korrekt waren und die Wahl des geeigneten Laplace-
Ergebnisraums beim Problem der Augensummen entscheiden (vgl. Miiller 2005).

Bei den weiteren Wiirfelaufgaben sind die zugehorigen theoretischen Berechnungen
schwieriger. Insbesondere die Aufgabe a) zur Anzahl verschiedener Zahlen beim fiinffa-
chen Wiirfelwurf sowie die Aufgabe e) zur Wartezeit lassen sich mit theoretischen Mit-
teln im Schulunterricht nur schwer bearbeiten (zu Wiirfelaufgabe e) sieche Henze 2001, S.
5 ff).

d) Die unterrichtliche Einbettung der Wiirfelaufgaben

Fiir die unterrichtliche Gestaltung bietet es sich an, die Behandlung der Wiirfelaufgaben
in drei Abschnitte aufzuteilen:

Die ersten beiden Wiirfelaufgaben sollten direkt im Anschluss an das Einstiegsbeispiel
behandelt werden, um die im Einstiegsbeispiel erworbenen Simulations- und Fathom-
kompetenzen sowie die Formulierung eines Simulationsplans zu festigen. Die beiden
Aufgaben sollten nach der Bearbeitung jeweils ausfiihrlich im Gesamtkurs vorgestellt
werden, um noch vorhandene Probleme im Umgang mit Computersimulationen zu be-
sprechen und zu beheben.

In einem zweiten Abschnitt lassen sich in Verbindung mit der Wiirfelaufgabe ¢) grundle-
gende stochastische Inhalte einfithren: Am Beispiel der Wiirfelaufgabe c) lernen die
Schiilerinnen und Schiiler die Verbindung des theoretischen und des experimentellen
Vorgehens kennen. Der theoretische und der experimentelle Zugang ergéinzen sich gegen-
seitig. Beide Zugidnge werden ausfiihrlich behandelt und gegeniibergestellt. Hierbei wer-
den zum einen die Laplace-Wahrscheinlichkeit und weitere theoretische Grundbegriffe
eingefiithrt (vgl. Kapitel 4.2.1). Weiter bietet es sich an dieser Stelle an, den frequentisti-
schen Zugang zur Wahrscheinlichkeit zu vertiefen und das Gesetz der grolen Zahl gemif3
der Darstellung in Kapitel 4.4.2 zu besprechen. Mit dem Werfen der Reilzwecke kann
man ein Beispiel zeigen, bei dem die Wahrscheinlichkeit nur frequentistisch und nicht
iiber einen Laplace-Ergebnisraum bestimmt werden kann.

In einem dritten Abschnitt werden dann die Wiirfelaufgaben d), e) und f) zur Erweiterung
der Simulations- und Fathom-Kompetenzen von den Schiilerinnen und Schiilern bearbei-
tet.
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4.4.4 Die gemischten Aufgaben

Als Abschluss des Simulationsvorkurses soll eine langere Schiilerarbeitsphase stehen, in
der den Schiilerinnen und Schiilern Gelegenheit gegeben wird, verschiedene stochastische
Problemstellungen selbststindig mittels Computersimulationen zu 16sen und die Ergeb-
nisse in der Klasse zu prisentieren. Jede Schiilergruppe soll mindestens drei von acht zur
Verfiigung stehenden Aufgaben auswéihlen und bearbeiten.

Bei den Aufgaben handelt es sich um anwendungsorientierte Aufgabenstellungen, wie sie
typischerweise auch in Schulbiichern vorkommen: Die Aufgaben sind jeweils iiber ein
eindeutig bestimmtes stochastisches Modell 16sbar, welches von den Schiilerinnen und
Schiilern gefunden und entlang des vierschrittigen Prozessmodells geeignet als Compu-
tersimulation modelliert werden muss.

Die Aufgabenstellungen sind abgesehen von dem Sammelbildproblem solche Problem-
stellungen, die im weiteren Verlauf des Kurses aufgegriffen und theoretisch behandelt
werden konnen. Die Aufgaben dienen somit auch als Ausblick auf den weiteren Verlauf
des Kurses. Es wurden Aufgaben gewihlt, welche das Interesse an einer theoretischen
Behandlung und damit die Motivation fiir den weiteren Verlauf des Kurses wecken sol-
len. Zum motivierenden Charakter der Aufgaben tragen unterschiedliche Eigenschaften
bei: Zum einen gibt es Aufgaben mit einem authentischen Anwendungsbezug, wie z. B.
das Sammelbildproblem, die beiden Gewinnspielaufgaben und die Ferienjob-Aufgabe.
Weiter gibt es Aufgaben, deren Ergebnis intuitiv schwer einzusehen und damit erstaun-
lich ist, wie die Aufgabe zum Geburtstagsproblem oder die Goldmiinzen-Aufgabe. Als
drittes gibt es Aufgaben mit Ritsel-Charakter, der z. B. bei der Entenjagd-Aufgabe deut-
lich ausgeprigt ist.

Die Aufgaben sind in drei verschiedene Aufgabengruppen eingeteilt: Gruppe A enthilt
zwei Aufgaben, die sich relativ eng an den im vorherigen Unterricht behandelten Beispie-
len orientieren. In der Aufgabengruppe B sind zwei anspruchsvolle Gewinnspielspielauf-
gaben zusammengefasst. Die Aufgaben aus Gruppe C stellen deutlich hohere Anspriiche
an die Modellierung der jeweiligen stochastischen Situation als Computersimulation und
an die Auswertung der erzeugten Hiufigkeitsverteilungen. Die Schiilerinnen und Schiiler
miissen aus jeder Aufgabengruppe jeweils mindestens eine Aufgabe bearbeiten.

Aufgabengruppe A

Multiple-Choice-Test

Ein Multiple-Choice-Test besteht aus 10 Fragen. Jede Frage hat vier mogliche Antworten, von denen je-
weils nur eine richtig ist.

a) Wie grofB} ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens fiinf Fragen richtig zu beantworten, wenn man nichts
gelernt hat und somit die Antworten zufillig ankreuzt?

b) Wie viele Fragen wird ein Schiiler im Mittel richtig raten, wenn er zufillig auswéhlt?

¢) Der Priifer mochte, dass man seinen Test durch alleiniges Raten nur mit einer Wahrscheinlichkeit klei-
ner als 1% bestehen kann. Ab wie viel richtig beantworteten Fragen darf er seine Priiflinge dann erst
bestehen lassen?

Ferienjob

Sie wollen in den Ferien arbeiten und schreiben hierfiir Bewerbungen. Aus Erfahrung schitzt man, dass die
Chance, einen Ferienjob zu bekommen, pro Bewerbung bei 25 Prozent liegt.

a) Welche Erfolgsaussichten fiir einen Ferienjob haben Sie, wenn Sie vier Bewerbungen schreiben?

b) Wie viele Bewerbungen miissen Sie mindestens schreiben, damit Thre Erfolgsaussichten auf einen
Ferienjob bei iiber 90 Prozent liegen?
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Goldmiinze

Der konigliche Miinzpriger packt je 100 Goldmiinzen in eine Kiste. Er erinnert sich zuriick an seine Statis-
tikausbildung und ist der Meinung, dass wenn er in jeder Kiste eine Goldmiinze durch eine falsche Miinze
austauscht, sein Betrug nie auffallen wird, da es viel zu unwahrscheinlich ist, dass der Konig beim Inspizie-
ren ausgerechnet die falsche Goldmiinze erwischt. Der Miinzpriger weifl nimlich, dass der Konig zu faul
ist, sich die gesamte Miinzladung anzusehen.

Der Miinzpriger liefert 100 Kisten. Der Konig entnimmt jeder Kiste genau eine Miinze.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Betrug des Miinzprigers entdeckt?

b) Wie dndert sich diese Wahrscheinlichkeit, wenn der Miinzpréiger in jeder Kiste zwei Goldmiinzen
durch je eine falsche Miinze austauscht?

Aufgabengruppe B

Urnenziehung

Bei einem Gliicksspiel befinden sich vier schwarze, drei weille und eine rote Kugel in einer Urne. Es wird
zweimal mit Zuriicklegen gezogen.

Sie haben die Wahl zwischen zwei verschiedenen Spielregeln:
Spiel A: Sie gewinnen 3,- €, falls mindestens einmal die rote Kugel gezogen wird.
Spiel B: Sie gewinnen 5,- €, falls zweimal eine weille Kugel gezogen wird.

Der Einsatz betrigt jeweils 1,- €.

Welches der beiden Spiele ist giinstiger?

Miinzspiel
Eine faire Miinze wird dreimal geworfen. Der Einsatz betrégt 2,- €. Bei zweimal Wappen erhilt der Spieler
3,- € zuriick, bei dreimal Wappen erhilt man 5,- € zuriick.

a) Welche unterschiedlichen Nettogewinne konnen auftreten?

b) Bestimmen Sie zu jedem moglichen Nettogewinn die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Nettogewinn
auftreten kann.

c) Welchen mittleren Nettogewinn pro Spiel kann man bei diesem Gliicksspiel auf lange Sicht erwarten?

Aufgabengruppe C

Entenjagd
10 Jager schieBen gleichzeitig auf 10 aufsteigende Enten. Jeder Jager sucht sich seine Zielente rein zufillig
und ohne Absprache mit den anderen Jagern aus und trifft diese Ente dann auch ganz sicher.

Wie viele Enten iiberleben bei der geschilderten Situation im Mittel?

Geburtstagsproblem

Ein Mathekurs besteht aus 23 Schiilern. Nehmen Sie an, dass alle Schiiler unabhéngig voneinander Ge-
burtstag haben. Hierbei soll jeder der 365 Tage des Jahres mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag
auftreten konnen.

Wie wahrscheinlich ist es dann, dass mindestens zwei der Schiiler am gleichen Tag des Jahres Geburtstag
haben?

Sammelbildproblem

Eine SiiBwarenfirma hat sich entschieden, ihren Schokoriegeln eine Sammelbildserie von insgesamt 12
Zeichentrickfiguren aus Asterix und Obelix beizulegen. Gehen Sie davon aus, dass jede Zeichentrickfigur
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem Schokoriegel enthalten ist.

a) Wie viele Schokoriegel muss man im Mittel kaufen, bis man eine vollstidndige Serie hat?

b) Wie viele Schokoriegel muss man mindestens kaufen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von tiber 90%
alle Zeichentrickfiguren zu erhalten?
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a) Die Unterrichtsgestaltung

Nachdem im bisherigen Unterricht der Aufbau der Simulationskompetenz iiber teilweise
eng angeleitete Aufgaben eine groe Rolle gespielt hat, ergibt sich nun die Gelegenheit
zur Gestaltung einer ldngeren selbststindigen Schiilerarbeitsphase:

Jede Schiilergruppe soll sich aus jeder der drei Aufgabengruppen mindestens eine Aufga-
be auswihlen und diese selbststindig bearbeiten. Die Moglichkeit zur Auswahl von min-
destens drei Aufgaben aus dem gegebenen Aufgabenpool unterschiedlich komplexer
Problemstellungen erhoht die Schiilerorientierung, ermoglicht eine innere Differenzierung
je nach Leistungsfihigkeit der Arbeitsgruppen und kann somit zum Gelingen der selbst-
standigen Schiilerarbeitsphase zum Abschluss des Simulationsvorkurses beitragen. Zu
den Aufgabenstellungen existieren meistens unterschiedlich schwere Fragestellungen, so
dass auch Teillosungen méglich sind. Zu jeder erstellten Simulation soll ein Simulations-
plan formuliert werden. Im Anschluss an die Erarbeitung der Simulationen stellt jede
Gruppe eine Aufgabe in Form einer kurzen Préisentation vor. Die zugehorenden Simulati-
onspldne werden dem gesamten Kurs als Ergebnissicherung zur Verfiigung gestellt.

Die Bearbeitung der gemischten Aufgaben soll somit sehr stark in die Hinde der Schiile-
rinnen und Schiiler gelegt werden. Als Hilfsmittel steht ein Merkblatt mit den erarbeiteten
FATHOM-Kommandos zur Verfiigung (vgl. Anhang, S. 277). Die Schiilerinnen und Schii-
ler erhalten zusitzlichen Freiraum durch die Auswahlmoglichkeiten der Aufgaben und
konnen somit weitestgehend selbst bestimmt arbeiten.

b) Die Simulationskompetenz und die stochastischen Inhalte der einzelnen Aufgaben

In Bezug auf die Simulationskompetenz handelt es sich bei den gemischten Aufgabenstel-
lungen um eine Anwendungs- und Festigungsphase im Umgang mit Computersimulatio-
nen. Damit sind die Aufgaben gut fiir eine ldngere Schiilerarbeitsphase geeignet (vgl. Ho-
le 1997). Die ausgewihlten Problemstellungen sollen von den Schiilerinnen und Schiilern
ohne weitere Hilfen bearbeitet und mit Simulationen gelost werden. Die hierfiir benotig-
ten Werkzeuge und Kommandos wurden vorher eingefiihrt und miissen jetzt flexibel ein-
gesetzt werden.

Im Rahmen dieser Schiilerarbeitsphase wird das Vier-Schritt-Verfahren zur Erstellung
einer Computersimulation gefestigt und geiibt. Im Vergleich zu den vorher behandelten
Wiirfelaufgaben ist allerdings der Modellierungsanteil deutlich erhtht. Zum einen existie-
ren zu den einzelnen Aufgaben keine Kurzanleitungen mehr. Weiter sind die Aufgaben
aus verschiedenen Bereichen der Stochastik gewihlt, so dass bei jeder Aufgabe eine ande-
re Umsetzung des Experiments als Computersimulation entlang den Schritten des Pro-
zessmodells gefunden werden muss.

Die stochastischen Inhalte und die im Einzelnen bendtigten Simulationskompetenzen der
Aufgaben werden im Folgenden vorgestellt:

Aufgabe ,,Multiple-Choice-Test

Inhaltlich ist die Aufgabe zum Multiple-Choice-Test dhnlich zur Einstiegsaufgabe in die
Unterrichtseinheit. Es handelt sich um eine Binomialverteilung mit n = 10 und der Er-
folgswahrscheinlichkeit p = 0,25. Bei Teil a) wird ein Ereignis abgefragt, bei Teil b) geht
es um den Erwartungswert der Anzahl der richtig beantworteten Items. Teil c) ist die
Umkehraufgabe zu Teil a), hier muss man zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit das
zugehorige Ereignis suchen. Alle drei Aufgabenteile konnen iiber den Umgang mit der
Haufigkeitsverteilung der Anzahl der richtig beantworteten Items geldst werden.
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Zur Modellierung des Zufallsexperiments kann man z. B. den Zufallsgenerator zZu-
fallsWahl ("erfolg", "misserfolg", "misserfolg", "misserfolg") wihlen.
Dies stellt einen abstrakten Modellierungsschritt dar, den die Schiilerinnen und Schiiler
selbststdandig finden miissen. In allen weiteren Schritten lauft die Simulation analog zum
Einstiegsbeispiel.

Aufgrund der groBen Ahnlichkeit der Aufgabenstellung zur ausfiihrlich behandelten Ein-
stiegsaufgabe sollte dieses Problem keine hohen Schwierigkeiten aufweisen. Lediglich
die Umsetzung des Textes von Aufgabenstellung c) in die zugehorige Auswertung der
Haufigkeitsverteilung kann problematisch sein.

Aufgabe ,,Ferienjob

Inhaltlich handelt es sich bei dieser Aufgabe um einen mehrstufigen Zufallsversuch, wo-
bei die einzelnen Stufen unabhéngig voneinander sind. Bei beiden Teilaufgaben wird das
Ereignis ,,mindestens eine erfolgreiche Bewerbung* betrachtet. Bei Aufgabenteil b) ist die
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis allerdings vorgegeben und es wird nach der An-
zahl der hierfiir notigen Bewerbungen gefragt. Es handelt sich um eine typische Aufga-
benstellung zu mehrstufigen Zufallsversuchen, die im weiteren Verlauf des Kurses auch
theoretisch aufgegriffen wird.

Zur Modellierung des Zufallsexperiments kann der gleiche Zufallsgenerator wie bei der
Multiple-Choice-Test-Aufgabe verwendet werden. Wihlt man als Messgrofle die Anzahl
an Erfolgen, so ldsst sich Aufgabenteil a) durch die Auswertung der entstehenden Hiufig-
keitsverteilung 16sen. Aufgabenteil b) kann mit Hilfe der Computersimulation nur iiber
systematisches Probieren gelost werden: Man erhoht sukzessive die Zahl der Bewerbun-
gen und fiihrt die Simulation dann komplett aus. Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens einen Erfolg groBer als 90% wird, so hat man die gesuchte Anzahl an Fragen ge-
funden.

Aufgabenstellung a) ist durch den vorherigen Unterricht gut vorbereitet, verlangt aller-
dings auch die Modellierung einer Bewerbung mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,25.
Das Probierverfahren bei Aufgabenstellung b) ist fiir die Schiilerinnen und Schiiler unge-
wohnt und stellt eine erhohte Anforderung dar.

Aufgabe ,,Goldmiinze

Auch hier handelt es sich um einen mehrstufigen Zufallsversuch, wobei die einzelnen
Stufen unabhéngig voneinander sind. Bei beiden Aufgabenteilen wird das Ereignis ,,min-
destens eine falsche Miinze* betrachtet. Bei Teil a) betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir
eine falsche Miinze in jeder der 100 Kisten 0,01, bei Teil b) in jeder der 100 Kisten 0,02.
Man kann das Zufallsexperiment auch als Bernoulli-Kette auffassen mit n = 100 und
p=0,01 bzw. p =0,02.

Zur Modellierung des Testens einer Miinzkiste kann man in beiden Aufgabenteilen den
Zufallsgenerator GanzeZufallszahl (1;100) benutzen. Bei Teil a) interpretiert man z.
B. die ,,1* als falsche Miinze, bei Teil b) interpretiert man z. B. die Zahlen <2 als falsche
Miinzen. Damit simuliert man die Erfolgswahrscheinlichkeiten p = 0,01 bzw. p = 0,02.

Bei dieser Aufgabenstellung stellt die Modellierung des einzelnen Zufallsexperiments die
zentrale Schwierigkeit dar. Hier muss von der realen Situation ausgehend zunéchst das
stochastische Modell gefunden werden und dann in FATHOM-Kommandos umgesetzt wer-
den.
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Aufgabe ,,Urnenziehung “

Die Aufgabe zur Urnenziehung ist eine typische Gliicksspielaufgabe, bei der es um den
Vergleich zweier Erwartungswerte geht. Als Messgrofle kann man die Zufallsgrofe ,,Net-
togewinn‘ (Gewinn — Einsatz) wihlen. Lost man die Aufgabe theoretisch, so stellt man
fest, dass beide Spielregeln zum gleichen Erwartungswert des Gewinns fiihren.

Zur Simulation dieser Aufgabenstellung kann man zunichst eine Kollektion erstellen, in
der das zweimalige Ziehen der Kugeln aus der Urne mit dem Befehl zufalls-
wahl ("s","s","s","s", "w", "w", "w", "r") in der Merkmalsspalte Farbe simuliert
wird. Hierzu kann man zwei verschiedene Messgroflen definieren mit den Formeln

2 und

Wenn (Anzahl (Farbe="r")2>1) ){ 1

4 .

Wenn (Anzahl (Farbe="w")=2) ){ ]

Fiihrt man das Experiment 1000 mal aus, so erhélt man zu jeder der beiden Messgro3en
eine Haufigkeitsverteilung. Hiervon soll der jeweilige Mittelwert bestimmt werden.

Der Aufgabentyp ist bereits durch die Wiirfelaufgabe d) vorbereitet. Diese Aufgabe ist
allerdings durch die zwei angegebenen Spielstrategien von der Problemstellung her kom-
plexer, so dass es bei der Umsetzung in die Simulation im Vergleich zu den bislang be-
handelten Problemstellungen eines erheblichen Transfers bedarf.

Bei der Auswertung der Simulation tritt das Problem auf, dass beide Erwartungswerte in
der Theorie gleich grof sind, was sich aber aufgrund des Schitzcharakters einer Simulati-
on nicht exakt nachweisen ldsst. Erst eine hohe Anzahl von Wiederholungen und eine
mehrfache Durchfithrung der Simulation kdnnen zur Vermutung der Gleichwertigkeit
beider Spielstrategien fithren. Die Aufgabe macht die Grenzen der Simulation als Lo-
sungswerkzeug stochastischer Problemstellungen deutlich und motiviert daher die Suche
nach einem theoretischen Verfahren, mit dem man die Erwartungswerte exakt berechnen
kann.

Aufgabe ,,Miinzspiel

Die Aufgabe zum Miinzspiel ist eine weitere typische Gliicksspielaufgabe. Die Aufgabe
ist gestuft aufgebaut, so dass zunéchst nur die moglichen Werte der ZufallsgroBe ,,Netto-
gewinn® (Gewinn — Einsatz) angegeben werden sollen. Dann erst sollen die Wahrschein-
lichkeitsverteilung und der Erwartungswert der Zufallsgroe berechnet werden.

Da es bei dieser Aufgabe drei mogliche Ergebnisse gibt, bendtigt man fiir die Definition
der Messgrole ,,Nettogewinn® einen geschachtelten Wenn () -Befehl. Der Befehl kann
folgendermafBien aussehen:

3
1
-2

Wenn (Anzahl (Wurf="Wappen")=3))
Wenn (Anzahl (Wurf="Wappen")=2))

Die nach dem Sammeln der Messgroen entstehende Haufigkeitsverteilung wird grafisch
und rechnerisch ausgewertet.

Wie schon die vorherige Aufgabe ist auch diese Aufgabe durch die Wiirfelaufgabe d)
vorbereitet. Der geschachtelte Wenn-Befehl stellt in dieser Aufgabe allerdings einen an-
spruchsvollen Transfer dar, der von den Schiilerinnen und Schiilern geleistet werden
muss.
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Aufgabe ,,Entenjagd

Die Aufgabe ist eine stochastische Problemstellung, bei der zunéchst ein geeignetes sto-
chastisches Modell entwickelt und als Simulation umgesetzt werden muss: In der Aufga-
be ist bereits ein Teil der Modellierung vorgegeben, nimlich dass jeder Jiger unabhingig
von den anderen Jagern schiefft und mit Sicherheit trifft. Die Auswahl der Enten durch die
Jager ist nicht durch die Aufgabenstellung festgelegt. Im einfachsten stochastischen Mo-
dell wird jede Ente mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewihlt.

In der Simulation kann man z. B. den zehn Enten die Zahlen eins bis zehn zuordnen und
den Schuss eines jeden Jagers mit GanzeZufallszahl (1;10) simulieren. Da nur Zah-
len von eins bis zehn erzeugt werden, wird stets eine Ente getroffen. Jede Ente ist gleich
wahrscheinlich und die zehnfache Hintereinanderausfiihrung dieses Befehls erfolgt unab-
hiingig voneinander. Man erhilt eine Tabelle mit zehn Eintriigen.

Neben diesem ersten Schritt kann auch die Modellierung der Zufallsgrofle ein Problem
darstellen. Man muss nun herausbekommen, wie viele der zehn Enten iiberlebt haben
bzw. getroffen wurden. Die Anzahl der verschiedenen Eintrdge gibt an, wie viele Enten
getroffen wurden. Die zehn Eintrdge der Tabelle konnen somit ausgewertet werden iiber
die Definition einer Messgrofle Tote_Enten mit Hilfe des Befehls Anzverschiedene-
Werte (), der in der Wiirfelaufgabe a) eingefiihrt wird.

Diese Aufgabe stellt sowohl im ersten Schritt des Prozessmodells als auch im zweiten
Schritt bei der Definition der Messgrofle hohe Anforderungen bzgl. der Modellierung. Die
Aufgabenstellung ist nicht vorbereitet, so dass die Losung tiber die Computersimulation
eines flexiblen Einsatzes der bisher erlernten FATHOM-Strukturen bedarf.

Aufgabe ,,Geburtstagsproblem “

Die Aufgabe zum Geburtstagsproblem stellt eine typische Problemstellung des gymnasia-
len Oberstufenkurses dar (vgl. Barth und Haller, 1983, S. 97; H. Griesel, H. Postel et al.
2003, S. 134). Die Aufgabe ist eine fiir Schiilerinnen und Schiiler interessante Problem-
stellung, da die Situation in Schulklassen tatsdchlich nachvollzogen werden kann. Ferner
ist das Ergebnis iiberraschend, weil die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens zwei gleiche
Geburtstage bereits bei 23 Personen iiber 50% liegt (vgl. Strick 2005).

Das stochastische Modell ist im Aufgabentext bereits komplett vorgegeben, da jeder Tag
des Jahres als gleichwahrscheinlich fiir einen Geburtstag angenommen werden soll.

Im ersten Schritt der Simulation miissen die Geburtstage der 23 Schiiler simuliert werden.
Man kann hierfiir in einer Kollektion ,,Geburtstagsproblem* ein Merkmal ,,Geburtstag*
mit dem Zufallsgenerator GanzezZufallszahl (1;365) definieren. Nun fiigt man der
Kollektion 23 Fille hinzu, welche den Geburtstagen der 23 Schiiler entsprechen. Hierbei
werden die 365 Tage des Jahres vom 1. Januar ab durchnummeriert. Im zweiten Schritt
der Simulation kann man z. B. eine Messgrole Anzahl_Verschiedene_Geburtstage mit
Hilfe der Formel AnzVerschiedeneWerte () definieren. Die Messgrofle zéhlt, wie vie-
le verschiedene Tage bei den 23 Geburtstagen aufgetreten sind. Bei 23 verschiedenen
Tagen haben alle an verschiedenen Tagen Geburtstag, bei weniger als 23 verschiedenen
Tagen miissen mindestens zwei Schiiler am gleichen Tag Geburtstag haben. Nach dem
Sammeln der Messgro3en im dritten Schritt kann man die Haufigkeitsverteilung im vier-
ten Schritt der Simulation auswerten. Trigt man die Haufigkeitsverteilung als
Histogramm auf, so entspricht der Histogrammbalken zu X=23 dem Ereignis, dass alle 23
Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Alle iibrigen Histogrammbalken
zusammen entsprechen dem Ereignis, dass mindestens zwei Personen am gleichen Tag
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Geburtstag haben. Bereits hier kann man abschitzen, dass die gesuchte Wahrscheinlich-
keit bei etwa 50% liegen muss. Den Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit kann man
ferner iiber eine kategoriale Auswertungstabelle oder iiber die Formel aAn-
zahl (Anzahl_Verschiedene_Geburtstage<22) /Gesamtanzahl in einer numeri-
schen Auswertungstabelle berechnen.

Die Modellierung der Situation im ersten Schritt der Simulation ist unproblematisch, da
das stochastische Modell bereits vorgegeben ist. Die Definition der Messgrofe und die
Interpretation der entstehenden Hiufigkeitsverteilung in den Schritten 2 und 4 der Simu-
lation laufen @hnlich wie beim Entenjagd-Problem. Bei der Definition der Messgrofie
muss man die Idee haben, dass man mit dem Befehl AnzvVerschiedeneWerte () eine
Aussage iiber die Anzahl der verschiedenen Geburtstage der 23 Personen treffen kann.
Bei der Auswertung der entstehenden Hiufigkeitsverteilung muss man die moglichen
Werte der Messgrofle und damit die verschiedenen Saulen des Histogramms der Héufig-
keitsverteilung geeignet interpretieren konnen. Beide Schritte sind von der Modellierung
sehr anspruchsvoll. Ein Vergleich der iiber die Auswertungsformel erhaltenen Losung mit
der grafischen Darstellung der Haufigkeitsverteilung ist im Sinn einer Kontrollstrategie
aufgrund des erstaunlichen Ergebnisses wichtig.

Aufgabe ,,Sammelbildproblem “

Die Aufgabe zum Sammelbildproblem stellt ein Wartezeitproblem dar. Die Aufgabe ist
interessant und motivierend durch ihre Anwendungsorientierung. Sie ldsst sich mit theo-
retischen Berechnungen in der Schule nur schwer 16sen und geht somit iiber den her-
kommlichen Aufgabenkanon fiir die gymnasiale Oberstufe hinaus. Man kann die Aufgabe
noch erweitern, wenn man davon ausgeht, dass die Bilder mit unterschiedlichen Wahr-
scheinlichkeiten vorkommen, so dass z. B. die Asterix-Bilder seltener auftreten als die
anderen Bilder.

Ungewohnt und damit fiir die Schiilerinnen und Schiiler schwierig ist bei dieser Aufgabe
die Realisierung des ersten Schrittes des Prozessmodells in FATHOM: Zunichst kann jedes
gefundene Sammelbild mit dem Zufallsgenerator GanzeZzufallszahl (1;12) direkt als
MessgroBBe Sammelbild in einer leeren Kollektion definiert werden. Mit ,,Messgro3en
sammeln* wird das Ziehen eines Sammelbildes so lange durchgefiihrt, bis alle zwolf
Sammelbilder auftreten. Hierfiir muss im Info-Fenster der MessgroBBenkollektion das Feld
,,Bis zur Bedingung* mit der Bedingung AnzVerschiedeneWerte (Sammelbild) =12
kombiniert werden. Erst hier ist der erste Schritt der Simulation im Sinn des Prozessmo-
dells abgeschlossen. Uber ,,Messgrofen von MessgroBen wird die Simulation dann wie
tiblich fortgesetzt.

Das Sammelbildproblem ist vorbereitet durch die Wiirfelaufgabe e). Allerdings ist der
Aufbau der Simulation bei beiden Aufgaben ungewohnt, da bereits im ersten Schritt der
Simulation MessgroBen in Verbindung mit einer Abbruchbedingung gesammelt werden
miissen. Bei der Sammelbildaufgabe muss diese Abbruchbedingung noch dazu mit dem
Befehl AnzverschiedeneWerte () kombiniert werden. Die Schwierigkeit liegt bei
dieser Aufgabe in der ungewohnten Kombination komplexer Fathom-Komponenten und
-Befehle.

4.5 Ein Zeitplan fiir den Ablauf des Simulationsvorkurses

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber den geplanten zeitlichen Verlauf des Si-
mulationsvorkurses:
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Thema Inhalte Stunden
Diskussion der Problemstellung ,,Multiple-Choice-Test*

1. Einstieg in Simu- Losen des Problems iiber Miinzwurf- und Computersimula-
lationen am Bei- tion 3
spiel ,,Multiple- Einfiihrung in Computersimulationen mit FATHOM
Choice-Test* . . o

Erarbeitung des vierschrittigen Prozessmodells zur Erstel-
lung einer Simulation, Simulationsplan

2. Wiirfelprobleme, | o Festigung und Erweiterung der FATHOM-Kompetenzen am
Stochastische Beispiel der Wiirfelprobleme
Grundbegriffe, Erarbeitung stochastischer Grundbegriffe
Gesetz der gro- B . 6
Ben Zahl Behandlung des Gesetzes der groB3en Zahl am Miinzwurfbei-

spiel (realer Miinzwurf und Simulationsumgebungen)
Genauigkeitsabschitzungen bei Simulationen

3. Selbststindige Modellierung anwendungsorientierter stochastischer Prob-
Simulation ver- lemstellungen aus verschiedenen stochastischen Bereichen
schiedener sto- U .

Gestaltung als arbeitsteiliger Gruppenunterricht 5

chastischer Prob-
leme

Vorstellung der erarbeiteten Simulationen

Tab. 4.1: Geplanter zeitlicher Verlauf des Simulationsvorkurses.

Wie bereits bei der Erlduterung der unterrichtlichen Einbettung der Wiirfelaufgaben vor-
geschlagen (siehe Kapitel 4.4.3, S. 85), wird in dieser Tabelle die ausfiihrliche Behand-
lung des Gesetzes der grolen Zahl in die Arbeitsphase zu den Wiirfelaufgaben integriert.




S Die empirischen Untersuchungen: Untersu-

chungsfragen und Untersuchungsinstrumente

5.1 Die Untersuchungsfragen

I) Aus dem Design und der didaktischen Analyse des Simulationsvorkurses ergeben sich
die folgenden Fragestellungen:

a)

b)

c)

d)

Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz

Wie entwickelt sich das Verstindnis fiir das vierschrittige Prozessmodell zur Erstel-
lung einer Computersimulation?

Wie weit sind die Schiilerinnen und Schiiler am Ende des Simulationsvorkurses in
der Lage, die behandelten FATHOM-Komponenten und -befehle entlang dem
vierschrittigen Prozessmodell flexibel zur Erstellung von Computersimulationen
einzusetzen?

Welche Kompetenzen beim Erstellen einer Computersimulation sind besonders
schwer zu erlernen?

Ebene der stochastischen Kompetenz

Welche stochastischen Grundbegriffe und Inhalte konnen im Rahmen des Simulati-
onsvorkurses erfolgreich vermittelt werden?

Welches Verstiandnis und welche Fehlvorstellungen fiir die Abschitzung von Wahr-
scheinlichkeiten mittels relativer Haufigkeiten zeigen sich im Rahmen des Simulati-
onsvorkurses?

Wie weit konnen im Rahmen des Simulationsvorkurses Modellierungskompetenzen
angeregt werden?

Wie weit tragt der Simulationsvorkurs zu einem intuitiven Verstindnis fiir stochasti-
sche Prozesse und Begriffe bei?

Ebene der Schiilereinstellungen — Motivation und Interesse

Welche Einstellung entwickeln die Schiilerinnen und Schiiler im Verlauf des Simu-
lationsvorkurses in Bezug auf die intensive Verwendung der Software FATHOM zur
Erstellung von Computersimulationen?

Wie werden die anwendungsorientierten und teilweise interpretationsbezogenen
Aufgabenstellungen von den Schiilerinnen und Schiilern angenommen?

Ebene der Unterrichtsmethodik — Selbststindige Gruppenarbeitsphasen am Compu-
ter

In welcher Form gelingt das selbststindige Lernen und Arbeiten am Computer in
den einzelnen Phasen des Simulationsvorkurses?

II) Quer zu den auf die Ziele der Unterrichtseinheit bezogenen Fragestellungen ergeben
sich im Rahmen der Design-Research-Methode die Fragen nach dem Gesamtkonzept und
den zugehorigen Unterrichtsmaterialien:

Wie weit sind die vorhandenen Unterrichtsmaterialien zur Erreichung der Ziele der
Unterrichtseinheit geeignet? Wo liegen Verbesserungsmoglichkeiten?
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° Wie gut funktioniert das Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit? Welche Planungs-
entscheidungen tragen zum Gelingen bei? Wo liegen weitere Entwicklungsmoglich-
keiten?

5.2 Die Untersuchungsinstrumente

In Bezug auf den Simulationsvorkurs sind im Rahmen der Hauptuntersuchung die folgen-
den Materialien entstanden, welche bei der riickblickenden Analyse Beriicksichtigung
finden sollen:

Der Eingangstest und der Ausgangstest

Der Eingangstest und der Kompetenztest im Anschluss an den Simulationsvorkurs wurde
in beiden beteiligten Kursen geschrieben (vgl. Kapitel 7.1). Der Kompetenztest wird im
Folgenden stets als ,,Ausgangstest (fiir den Simulationsvorkurs) bezeichnet. Beide Tests
wurden nicht anonym durchgefiihrt, da sich die Schiilerinnen und Schiiler auf Nachfrage
bereit erklirt hatten, ihre Namen anzugeben. Beide Tests haben in grolen Teilen inhalts-
gleiche oder dhnliche Items.

Der Eingangs- und der Ausgangstest konnen zur Beantwortung der Untersuchungsfragen
zur stochastischen Kompetenz herangezogen werden. Die Tests erheben konkrete sto-
chastische Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler vor und nach Durchfiihrung des
Simulationsvorkurses. Sie enthalten Aufgaben zu den Grundbegriffen der Stochastik wie
z. B. dem Wahrscheinlichkeitsbegriff, dem Gesetz der groBen Zahl oder zur Laplace-
Wahrscheinlichkeit, Aufgaben zum intuitiven stochastischen Verstindnis und Aufgaben
zur Interpretation von Histogrammen. Der Eingangstest enthilt zusétzlich eine Reihe von
Ankreuzitems zum stochastischen Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler.

Die Einstellungsbefragung im Anschluss an den Simulationsvorkurs

In beiden Kursen der Hauptuntersuchung wurde im Anschluss an den Simulationsvorkurs
eine anonyme Einstellungsbefragung durchgefiihrt (vgl. Anhang, S. 303):

Zu Beginn werden personliche Daten wie Geschlecht und Computerkompetenzen erho-
ben. Im Hauptteil enthélt die Einstellungsbefragung Items zum Konzept des Simulations-
vorkurses, zur Motivation in Verbindung mit dem Computereinsatz und den gewéhlten
Aufgabenstellungen, zum Unterrichtsmaterial, zur Unterrichtsmethodik sowie zur Selbst-
einschitzung des Lernerfolgs. Beim iiberwiegenden Teil der Items handelt es sich um ein
geschlossenes Aufgabenformat zum Ankreuzen mit einer fiinfstufigen Ratingskala (z. B.
1 = “sehr gut®, 2 = gut®, 3 =, mittel*, 4 = ,,schlecht”, 5 = ,,sehr schlecht”). Einige Items
sind in einem offenen Antwortformat formuliert. Hier werden Probleme im Umgang mit
der Software, Verbesserungsvorschlige zu den Materialien, sowie Bewertungen und Ver-
besserungsvorschldage zum Unterrichtskonzept erfragt.

Die Einstellungsbefragung soll ein Bild des Unterrichtskonzepts aus Schiilerperspektive
liefern. Damit ldsst sich die Einstellungsbefragung teilweise den Untersuchungsfragen auf
der Ebene der Schiilereinstellung zuordnen. Weiter lassen sich aus der Schiilerbefragung
aber auch Aussagen zum Gesamtkonzept und zu den Unterrichtsmaterialien ableiten. Ins-
besondere die offene Frage nach Verbesserungsmoglichkeiten des Unterrichtskonzepts
soll Hinweise auf Probleme und zu weiteren Entwicklungsmoglichkeiten des Konzepts
geben.
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Die Unterrichtsprotokolle

Die Unterrichtsstunden des Simulationsvorkurses sind in dem vom Autor unterrichteten
Kurs A komplett von Studierenden der Universitdt Kassel im Rahmen schulpraktischer
Studien protokolliert worden. Ein Beispiel eines solchen Unterrichtsprotokolls findet sich
im Anhang (S. 299). Die zwei anwesenden Studierenden haben sich beide wihrend der
Unterrichtsstunden Notizen gemacht. Jeweils ein Studierender hat dann den vorliegenden
elektronischen Protokollbogen fiir eine Unterrichtsstunde oder eine Doppelstunde zeitnah
auf Basis der Notizen ausgefiillt.

Der Aufbau und der Inhalt der Unterrichtsprotokolle gehen iiber eine einfache chronolo-
gische Protokollierung des Unterrichtsgeschehens hinaus. Der elektronische Protokollbo-
gen hat folgende Grundstruktur:

® Kopf des Protokolls: Allgemeine Informationen zur Stunde und eine stichwortartige
Beschreibung der Inhalte.

e Teil A — Unterrichtsprotokoll: Chronologische Auflistung der Aktivititen in Tabellen-
form ergénzt durch das Tafelbild und eine Beschreibung der Softwareverwendung.

e Teil B — Beobachterkommentare: Die Bebachter sollen hier zu spezifischen Themen-
bereichen (z. B. Verstidndnisschwierigkeiten, besondere Schiilerbeitrage, Umgang der
Schiilerinnen und Schiiler mit dem Computer) auffillige Beobachtungen schildern.

e Teil C — Lehrerkommentare: Hier werden Anmerkungen der Lehrperson zu Besonder-
heiten der Unterrichtsstunde aufgenommen.

Die Unterrichtsprotokolle konnen zur Beantwortung der Untersuchungsfragen auf der
Ebene der Unterrichtsmethodik herangezogen werden. Weiter sollen aber durch die ge-
naue Dokumentation des unterrichtlichen Geschehens auch Schiilerschwierigkeiten auf
inhaltlicher Ebene wie auch beim Umgang mit der Software FATHOM identifiziert werden.
Durch die Protokolle erhélt man ein sehr genaues Bild des unterrichtlichen Geschehens,
so dass man hieriiber Aussagen zum Gesamtkonzept treffen kann.

Die Aufzeichnungen der Partnerarbeit am Computer

Mit einer speziellen Computersoftware (,,Camtasia““) kann man die verbale Kommunika-
tion und den Bildschirm der Computerarbeitsphasen simultan als Video aufzeichnen. Die-
se Technik wurde bei der Hauptuntersuchung in dem vom Verfasser geleiteten Kurs A
eingesetzt. In diesem Kurs haben sich vier Zweiergruppen bereit erklért, ihre Computer-
arbeitsphasen mit ,,Camtasia“ aufnehmen zu lassen. Die Computerarbeitsphasen dieser
vier Gruppen sind iiber das gesamte Halbjahr hinweg komplett aufgezeichnet worden.

Die entstandenen Videos liefern einen direkten Einblick in die Partnerarbeit am Computer
unter originalen Unterrichtsbedingungen. Durch die kontinuierliche Aufzeichnung der
Computerarbeitsphasen haben sich die aufgezeichneten Gruppen an die Aufnahmen ge-
wohnt, so dass keine Verfremdungseffekte zu befiirchten sind.

Mit diesen Aufnahmen erhilt man einen direkten Einblick in die Interaktion zwischen
Schiilern und Computer sowie in die Interaktion der Schiilerpaare untereinander. Man
kann direkt beobachten, welche Probleme und Stirken im Umgang mit der Software und
bei der Erstellung der Simulationen auftreten. Weiter kann man beobachten, ob die Ar-
beitsauftrige zu den beabsichtigten Schiilertitigkeiten fithren. Die Aufnahmen kdnnen
somit zur Beantwortung der Untersuchungsfragen auf der Ebene der Simulations- und
Fathomkompetenz herangezogen werden. Es konnen weiterhin Aussagen zum selbststin-
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digen Arbeiten und zur Eignung der Materialien fiir die Initiierung der selbststindigen
Lernprozesse getroffen werden.

Die Simulationsaufgaben in den Klausuren

In beiden Leistungskursen wurde etwa drei Wochen nach Ende des Simulationsvorkurses
eine Klausur geschrieben. Der erste Teil besteht jeweils aus einer am Computer in Einzel-
arbeit zu 16senden Aufgabenstellung zur stochastischen Simulation. Der zweite Teil der
Klausur bezieht sich auf die nachfolgend behandelten theoretischen Inhalte ,,Baumdia-
gramme und Pfadregeln® sowie ,,ZufallsgroBen und Erwartungswert”. Da die beiden
Klausuren nicht zeitgleich geschrieben wurden, unterscheiden sie sich in den Aufgaben-
stellungen.

Zur Klausur aus Kurs A liegen die Aufgabenbearbeitungen der Schiilerinnen und Schiiler
komplett vor. Fiir den Simulationsvorkurs ist die Analyse der Aufgabe zur stochastischen
Simulation von Interesse. Daher sollen die Aufgabenbearbeitungen der Simulationsaufga-
be aus Kurs A zur Beurteilung der Simulationskompetenz und der Fathomkompetenz
nach Durchlaufen des Simulationsvorkurses herangezogen werden. Die vollstindige
Klausur von Kurs A findet sich im Anhang (S. 306).

Neben den dargestellten Untersuchungsinstrumenten werden die personlichen Erfahrun-
gen des Autors sowie die informellen Riickmeldungen der unterrichtenden Lehrerinnen
und Lehrer zur Beurteilung des Gesamtkonzepts herangezogen.

Im Rahmen der Hauptuntersuchung haben die Schiilerinnen und Schiiler mit der alten
englischen Version 1.1 der Software FATHOM gearbeitet. In den folgenden Kapiteln wer-
den zur einfacheren Lesbarkeit alle Darstellungen einschlieBlich der verwendeten
Transkriptausschnitte und der zitierten Simulationspline auf die aktuelle deutsche Versi-
on 2.03 iibertragen.



6 Qualitative Analyse des Unterrichtsverlaufs und
ausgewihlter selbststindiger Schiilerarbeits-
phasen

In diesem Kapitel soll der Verlauf des Unterrichts im Kurs des Autors wihrend des Simu-
lationsvorkurses geschildert und analysiert werden. Hierbei wird die ,,makroskopische
Sicht* auf den Unterricht auf der Basis der Unterrichtsprotokolle und der personlichen
Eindriicke und Aufzeichnungen des Autors verbunden mit einer ,,mikroskopischen Sicht*
auf die Schiilerarbeitsphasen am Computer anhand ausgewdhlter Transkripte der aufge-
zeichneten Partnerarbeitsphasen. Im Sinn einer Design-Research-Studie sollen die Stér-
ken und Schwichen des Unterrichtskonzepts aufgezeigt und Moglichkeiten der Weiter-
entwicklung angegeben werden.

Die Aufnahme von Videosequenzen des Bildschirmgeschehens mit der simultan hierzu
aufgezeichneten verbalen Kommunikation der Schiilergruppen mittels einer geeigneten
Software stellt eine neue Methode fiir die empirische Untersuchung von Schiilerarbeits-
phasen am Computer dar. Aufgrund der zunehmenden Bedeutung des Computereinsatzes
im Mathematikunterricht kann davon ausgegangen werden, dass dieser Methode in Zu-
kunft eine wichtige Rolle bei empirischen Untersuchungen in der Mathematikdidaktik
zukommen wird.

Wihrend des Simulationsvorkurses wurden in der Hauptuntersuchung vier unterschied-
lich lange Gruppenarbeitsphasen aufgezeichnet. Im Rahmen einer an die vorliegende Dis-
sertation angelagerten Staatsexamensarbeit von D. May (2007) wurden die Video-
Sequenzen der Gruppenarbeit zweier Schiilerinnen unter Beteiligung des Autors in der
Arbeitsgruppe von Prof. Dr. Biehler diskutiert und interpretiert. Die Staatsexamensarbei-
tensarbeit untersucht die Entwicklung der Schiilerkompetenzen in den vier Gruppenar-
beitsphasen am Computer. Auf Basis der hierbei entstandenen Vorauswertungen wurde
die Methode der Auswertung und der Darstellung der Videosequenzen fiir die vorliegende
Arbeit vom Autor weiter entwickelt. Auch die inhaltliche Analyse wurde vom Autor in
enger Anlehnung an die Untersuchungsfragen aus Kapitel 5.1 weiter entwickelt und deut-
lich erweitert.

In diesem Kapitel wird der Verlauf des Unterrichts zum Konzept des Simulationsvorkur-
ses komplett geschildert. An den passenden Stellen wird die Beschreibung und die Analy-
se des Unterrichts ergédnzt durch die Darstellung und Analyse von drei Schiilerarbeitspha-
sen der aus zwei Midchen bestehenden Schiilergruppe. Hierfiir wurden die Computerar-
beitsphasen zu den Wiirfelaufgaben a) und b) und zum Geburtstagsproblem gewihlt, so
dass man die Entwicklung der Schiilerkompetenzen iiber den Simulationsvorkurs hinweg
analysieren kann. Methodisch werden bei der Analyse der Videosequenzen zwei lingere
Transkripte der verbalen Kommunikation exemplarisch dargestellt und um die nachgebil-
dete Bildschirmansicht ergénzt und ausfiihrlich interpretiert. Ansonsten wird das Gesche-
hen der drei Videosequenzen zusammenfassend beschrieben und an geeigneten Stellen
um die Darstellung der Bildschirmansicht sowie bei zentralen Punkten um kurze
Transkriptausschnitte ergdnzt.

Die Analyse des Unterrichtsverlaufs und der Transkriptausschnitte orientiert sich eng an
den Untersuchungsfragen aus Kapitel 5.1. Zur Orientierung fiir den Leser seien an dieser
Stelle stichwortartig bereits zentrale Probleme benannt, die in der folgenden Analyse an
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unterschiedlichen Stellen des Simulationsvorkurses identifiziert werden. Einige der ange-
gebenen Probleme konnen im Verlauf des Unterrichts beseitigt werden.

Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz

Probleme bei der Definition von MessgroB3en, diese Probleme lassen sich in drei
unterschiedliche Bereiche einteilen:

= Schwierigkeiten beim Auffinden des Werkzeugs Messgrofle auf der FATHOM-
Oberfliche (,,Lokalisierungsproblem*)

= Problem der stochastischen Modellierung, die Bedeutung der Messgrofle im
Rahmen des vierschrittigen Prozessmodells ist unklar

= Probleme bei der Umsetzung einer Messgrof3e iiber eine geeignete Formel
Zweckentfremdung kategorialer Auswertungstabellen

Verwechselung der Wiederholungsanzahl n eines mehrstufigen Zufallsversuchs
mit der Anzahl N der Simulationsdurchgénge (,,n-N-Verwechselung®)

Wahl ungeeigneter Bezeichnungen
Probleme beim semantischen Verstdndnis neu eingefiihrter Befehle

Fehlende Verinnerlichung der Visualisierung der Haufigkeitsverteilungen im Sinn
einer Kontrolle der Wahrscheinlichkeitsschiatzungen

Ebene der stochastischen Kompetenz

Problem der begrifflichen Verwechselung zwischen relativer Haufigkeit und
Wahrscheinlichkeit bei der Wahrscheinlichkeitsschiatzung durch die Simulation

Problem der Verbindung der Fathomkompetenz mit der stochastischen Kompe-
tenz im Sinn einer mangelnden oder fehlenden stochastisch-inhaltlichen Interpre-
tation der Ergebnisse

Designebene

Problem des selbststindigen Arbeitens mit den Kurzanleitungen zu den Wiirfel-
aufgaben

Problem der ,,Abarbeitung* von Teilaufgaben ohne eine stochastisch-inhaltliche
Interpretation des in der Aufgabe behandelten Kontextes vorzunehmen

Der tatsiachliche Verlauf des Simulationsvorkurses ldsst sich in vier Abschnitte einteilen:

Die Testaufgabe als Einstiegsbeispiel

Festigung der Simulations- und Fathomkompetenzen anhand der Wiirfelaufgaben
a) und b)

Theoretische Grundbegriffe, Gesetz der grolen Zahl und die iibrigen Wiirfelauf-
gaben

Die gemischten Aufgaben

Zu Beginn eines jeden Abschnitts wird der Unterrichtsverlauf tabellarisch geschildert. Die
angegebenen Zeiten sind in Minuten seit Stundenbeginn gemessen. Bei den Unterrichts-
methoden wird unterschieden zwischen dem ,,Unterrichtsgespriach® und dem fragend-
entwickelndem Unterricht®. Unter dem Begriff ,,Unterrichtsgespriach® soll hier eine Un-
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terrichtsform verstanden werden, bei der vom Lehrer Inhalte erldutert werden und die
Schiilerinnen und Schiiler hierzu Riickfragen oder Ergidnzungen beisteuern. Unter fra-
gend-entwickelndem Unterricht soll hier eine Unterrichtsform verstanden werden, bei der
der Lehrer die Schiilerinnen und Schiiler iiber entsprechende Fragen oder Impulse be-
wusst und zielgerichtet aktiv in das Unterrichtsgesprich einbindet.

6.1 Die Testaufgabe als Einstiegsbeispiel

6.1.1 Tabellarische Darstellung des Unterrichtsverlaufs

1./2. Stunde: Die Testaufgabe — Einfiihrung in die hindische und die computergestiitzte

Simulation

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode

0 BegriiBung der Praktikanten, Lehrervortrag
allgemeine Informationen zum geplanten Computereinsatz im
Kurshalbjahr Stochastik,
allgemeine Informationen dariiber, dass der Kurs im Rahmen von
Forschungsarbeiten an der Universitit Kassel ausgewertet werden
soll

8 Vorstellung der Multiple-Choice-Test-Aufgabe fragend-
(Aufgabentext siehe S. 50) , entwickelnder
Austausch von Vermutungen und Argumenten, Unterricht
Hinfithrung zu einer hédndischen Simulation des 10er-Tests in
Form eines 10-fachen Miinzwurfs: ,,Zahl* bedeutet ,,richtig gera-
ten* und ,,Wappen‘* bedeutet ,,falsch geraten*

27 | Je zwei oder drei Schiilerinnen und Schiiler fithren die Simulation | Gruppenarbeit
des 10er-Tests als 10-fachen Miinzwurf 10mal durch.

37 | Sammeln der Ergebnisse: Insgesamt werden im Kurs 70 hindi- | fragend-
sche Simulationen durchgefiihrt, bei 24 davon ist das Ereignis | entwickelnder
,mindestens 6mal Zahl* eingetreten, Unterricht
Umrechnung in die relative Haufigkeit: 7 = 34,28%

47 | Pause

52 | Kurze Wiederholung des Vorgehens bei einer Simulation, Unterrichts-
Erlduterung der Begriffe ,,absolute Hiufigkeit” und ,,relative Hiu- | gesprich
figkeit*

56 | Bearbeitung des Arbeitsblatts ,,Multiple-Choice-Test* (vgl. An- | Einzelarbeit
hang, S. 271): Zeichnen der Histogramme mit absoluten und mit
relativen Haufigkeiten

65 | Vorstellung der Computersimulation des 10er-Tests in FATHOM | Demonstration

analog zur Darstellung in Kapitel 4.1.2.,

Mehrfaches Vorfithren der Simulation und des entstehenden
Histogramms mit nur 70 Wiederholungen analog zur hiandischen
Simulation im Unterricht, Interpretation der Histogramme,
Ubergang zu einer 1000-fachen Simulation, Tabellarische Aus-
wertung mit dem Anzahl ()-Befehl in einer Auswertungstabelle,
Mehrfache Durchfiihrung der Simulation um die Schwankungen
der relativen Haufigkeit zu zeigen.

mit Computer
und Beamer

fragend-
entwickelnder
Unterricht
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93 | Hausaufgabe: Der 20er-Test soll zu Hause mit Hilfe der ausfiihrli- | Hausaufgabe
- 95 | chen Anleitung (vgl. Anhang, S. 273) erstellt werden
3. Stunde, 1. Teil: ~ Abschluss der Testaufgabe: Vergleich 10er-Test und 20er-Test
Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode
0 Frage nach Problemen bei der Programmierung des 20er-Tests als | Unterrichtsge-
Hausaufgabe, spriach
Diskussion iiber Moglichkeiten des Datentransports zwischen
Schule und zu Hause
8 Knappe Vorstellung der Hausaufgabe: Ein Schiiler stellt sein fer- | Schiilervortrag
tiges Datenblatt zum 20er-Test am Lehrerrechner per Beamer vor.
11 | Wiederholung der einzelnen Schritte der Simulation anhand des | Unterrichtsge-
Anleitungsblatts aus der voran gegangenen Stunde sprich
14 | Vergleichende Interpretation der beiden Histogramme zum 10er- | fragend-
Test und zum 20er-Test, entwickelnder
AbschlieBender Vergleich zwischen dem 10er- und dem 20er- | Unterricht
Test,
Austeilen eines Ergebnisblattes (vgl. Anhang, S. 272)
23 | Vorstellung weiterer FATHOM-Funktionen: Lehrervortrag
-32 | Gegeniiberstellung von kategorialer und numerischer Auswer-
tungstabelle,
Relative Haufigkeiten in Grafiken und Auswertungstabellen, Vor-
teil der Darstellung in relativen Haufigkeiten,
Ubertragung von Fathomtabellen und -grafiken in Word
32 | Beginn mit der ersten Wiirfelaufgabe
-45 | (die Darstellung erfolgt in Kapitel 6.2)

6.1.2 Ausgewihlte Beobachtungen zu den zentralen Punkten der Einfiih-
rungsstunden

Bei der Vorstellung der Multiple-Choice-Test-Aufgabe wurden die Schiilerinnen und
Schiiler zunichst aufgefordert, Vermutungen dariiber anzustellen, welcher der beiden
angebotenen Tests bei reinem Raten besser wire. Hieraus entwickelte sich eine lebhafte
Diskussion, in der beide Positionen vertreten wurden: Einige Schiilerinnen und Schiiler
argumentierten fiir den Test mit 20 Fragen. Ein Argument lautete, dass man bei diesem
Test mehr Moglichkeiten habe, richtig zu raten. Weiter wurde argumentiert, dass bei einer
hoheren Anzahl von Versuchen eher die ,,tatsdchliche Wahrscheinlichkeit herauskommt*.
Gerade dieses Argument wurde aber von anderen Schiilerinnen und Schiilern in korrekter
Weise gegen den 20er-Test benutzt: Es miisse gerade verhindert werden, dass die tatsidch-
liche Wahrscheinlichkeit herauskommt, ,,schlieBlich liegt die Chance richtig zu liegen bei
50:50, man muss aber mindestens 60% der Fragen richtig beantworten.“' Bei einem Mei-
nungsbild zum Abschluss dieser Diskussion entschieden sich 12 Schiilerinnen und Schii-
ler fiir den Test mit 10 Fragen, 4 entschieden sich fiir den Test mit 20 Fragen.

Auf den Impuls des Lehrers, das Experiment zur Losung der Situation nachzubilden und
auszuprobieren, kamen die Schiilerinnen und Schiiler schnell auf die Idee, den 10-fachen
Multiple-Choice-Test als 10-fachen Miinzwurf zu simulieren. An dieser Stelle wurde vom

! Schiilerzitat aus dem Unterrichtsprotokoll zur 1./2. Unterrichtsstunde.




102 Kapitel 6 Qualitative Analyse des Unterrichts und der Schiilerarbeitsphasen

Lehrer erstmals der Begriff ,,Simulation* eingefiihrt. Der wichtige Punkt der Modellbil-
dung, dass namlich der einfache Miinzwurf die gleiche Erfolgswahrscheinlichkeit haben
muss wie das reine Raten bei einer Multiple-Choice-Aufgabe, wurde besonders hervorge-
hoben. Die Unabhingigkeit wurde nicht erwédhnt. Das Vorgehen bei der Simulation wurde
ausfiihrlich besprochen. In Gruppenarbeit wurden insgesamt 70 Simulationen des 10er-
Tests durchgefiihrt und diese iiber die Auszidhlung der Ergebnisse, die Bestimmung der
relativen Haufigkeiten und das Zeichnen der zugehorigen Histogramme ausgewertet.

Im Anschluss an die hdndische Simulation wurde vom Lehrer die Computersimulation
mit FATHOM eingefiihrt. Die Begriindung fiir die Verwendung des Computers iiber den
hohen Zeitaufwand einer hindischen Simulation wurde sofort akzeptiert, die Schiilerin-
nen und Schiiler waren gespannt auf die Computersimulation. Nach einer kurzen Vorstel-
lung der FATHOM-Oberfliche wurde die Computersimulation in FATHOM im fragend-
entwickelnden Unterrichtsgespriach analog zur hédndischen Simulation vorgefiihrt: Der
einfache Miinzwurf wird iiber den Befehl zufallswahl ("erfolg", "misserfolg")
realisiert, der zehnfache Miinzwurf iiber eine Kollektion mit 10 Tabelleneintrigen und
das Ergebnis einer Simulation des 10er-Tests mit der Messgro3e Anzahl_Erfolge und der
zugehorigen Anzahl () -Formel ausgewertet. Nun wird diese Simulation tiber Messgro-
Jen sammeln mehrfach wiederholt. Vom Lehrer wurde bei jedem neuen Schritt gefragt,
welche Funktionalitit die Software besitzen muss, um die Testsituation analog zur
Miinzwurfsimulation abbilden zu konnen; die Schiilerinnen und Schiiler hatten hier meis-
tens die richtigen Ideen. Im Unterricht wurden zunéchst analog zur hdandischen Simulati-
on 70 Simulationsdurchginge gewihlt und das Ergebnis erst als Punktdiagramm und dann
als Histogramm mit absoluten Anzahlen aufgetragen. Die 70-fache Wiederholung wurde
zur Demonstration der statistischen Schwankung mehrfach ausgefiihrt und die von
FATHOM erzeugten Histogramme interpretiert. Von den Schiilerinnen und Schiilern selber
kam der Impuls, die Zahl der Wiederholungen zu erhéhen, um die ,,richtige* Verteilung
zu erhalten. Mit einer 1000-fachen Wiederholung der Simulation wurde anhand des ent-
stehenden Histogramms mit absoluten Anzahlen die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
6mal ,.erfolg* abgeschitzt. Vom Lehrer wurde weiter eine numerische Auswertungstabel-
le eingefiihrt, in der man mit den Formeln Anzahl (Anzahl_Erfolge26) und aMit-
tel () die absolute Hiufigkeit der Ergebnisse mit mindestens 6mal ,,erfolg* und den Mit-
telwert der Anzahl an Erfolgen direkt ausrechnen kann. Auch hier wurde die Simulation
mehrfach wiederholt, um die noch immer vorhandenen Schwankungen deutlich zu ma-
chen.

Als Hausaufgabe sollten die Schiilerinnen und Schiiler zur Festigung die analoge Simula-
tion fiir den Multiple-Choice-Test mit 20 Testfragen mit Hilfe der ausfiihrlichen Anlei-
tung in FATHOM erstellen. Diese Hausaufgabe wurde von den meisten Schiilerinnen und
Schiilern erfolgreich geldst. Von einem Teil der Schiilerinnen und Schiiler kam allerdings
die Riickmeldung, dass sie nur aufgrund der genauen Anleitung in der Lage waren, die
Simulation selber zu erstellen. Die Simulation wurde zu Beginn der nichsten Stunde von
einem Schiiler kurz vorgestellt und die zentralen Schritte der Erstellung einer solchen
Simulation nochmals wiederholt.

Im Anschluss wurde der Bogen zur Vermutungsphase zu Beginn der ersten Stunde ge-
schlagen: Anhand der geeignet formatierten Histogramme der beiden Tests sieht man,
dass die Verteilung der Anzahl der Erfolge bei der Simulation des 10er-Tests relativ be-
trachtet breiter ist als beim 20er-Test. Dies schlieft an die intuitiven Vorerfahrungen eini-
ger Schiilerinnen und Schiiler in der Vermutungsphase der ersten Unterrichtsstunde an
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und liefert eine iiber die rein zahlenméfBigen Simulationsergebnisse hinausgehende tiefere
Begriindung fiir das Ergebnis der Aufgabe.

6.1.3 Analyse der Einfithrungsstunden

Der Unterrichtsverlauf der drei Einfiihrungsstunden ist nahezu identisch mit der in Ka-
pitel 4.4.1 vorgestellten Planung. Aus Sicht des Autors ist lediglich anzumerken, dass der
zeitliche Rahmen der ersten Doppelstunde mit der wichtigen ldngeren Vermutungsphase,
mit der Planung, Durchfithrung und Auswertung der Miinzwurfsimulation und mit der
ausfiihrlichen Demonstration einer Computersimulation mit der Software FATHOM sehr
knapp war. Hierdurch konnte die Auswertung der Computersimulation zum Ende der
Doppelstunde nur iiber absolute Hiufigkeiten erfolgen. Die vollstindigen Werkzeuge zur
Auswertung der gesammelten MessgrofSen wurden im Anschluss an die inhaltliche Inter-
pretation der Ergebnisse in der dritten Unterrichtsstunde nachgeliefert.

Ferner wurden die Besprechung des vierschrittigen Prozessmodells und die Umsetzung in
einen schriftlich ausformulierten Simulationsplan im Gegensatz zur urspriinglichen Pla-
nung nicht im Anschluss an das Testbeispiel eingefiihrt. Nach den Riickmeldungen zur
Erstellung des 20er-Tests als Hausaufgabe schien es sinnvoll, den Schiilerinnen und
Schiilern moglichst bald Gelegenheit zu geben, die gerade erworbenen Werkzeugkompe-
tenzen im Umgang mit der Software FATHOM zu festigen.

Insgesamt ist das komplexe Unterrichtskonzept mit der Verbindung von stochastischen
Inhalten, der Einfiihrung in die stochastische Simulation und der Einfiithrung in die Soft-
ware-Benutzung gut aufgegangen. Hierbei sind folgende Punkte hervorzuheben:

Die groBte Schwierigkeit beziiglich der stochastischen Inhalte bereitete der Umgang mit
dem Begriff der Wahrscheinlichkeit. Da der Begriff nicht explizit eingefiihrt war, musste
in den Einfiihrungsstunden auf das (geringe) Vorwissen aus der Mittelstufe und vor allem
auf das intuitive Verstidndnis zuriickgegriffen werden. An Stelle des Begriffs der Wahr-
scheinlichkeit wurde hiufig der Begriff der Chance verwendet. Bei der einfachen Test-
aufgabe und dem einfachen Miinzwurf wurde deutlich herausgestellt, dass hier eine Tref-
ferwahrscheinlichkeit von jeweils 50% vorliegt. Den meisten Schiilerinnen und Schiilern
war der Wahrscheinlichkeitsbegriff so weit intuitiv klar, dass man iiber die relative Héu-
figkeit des Eintretens eines Ereignisses bei einer grolen Anzahl von Wiederholungen
Aussagen tiber die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses treffen kann. Dies zeigt sich zum
einen daran, dass die Schilerinnen und Schiiler die Methode der hindischen Miinzwurf-
simulation zur Losung der Problemstellung sehr schnell eigenstindig entwickeln konnten.
Ferner wurde von den Schiilerinnen und Schiilern selbststindig vorgeschlagen, die An-
zahl der Wiederholungen bei der Computersimulation zu erhdhen. Die Ahnlichkeit der
Ergebnisse bei einer Wiederholung der 1000-fachen Simulation erh6hte das Vertrauen in
die Wahrscheinlichkeitsschédtzungen.

Eine saubere Trennung zwischen den Begriffen ,,Wahrscheinlichkeit* und ,,relative Hau-
figkeit* konnte im Rahmen dieser Einfiihrungsstunden noch nicht erreicht werden. Den-
noch hat sich gezeigt, dass der im vorliegenden Unterrichtskonzept vorgeschlagene fre-
quentistische Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff tragfihig ist, da er an das intuitive
Verstdndnis der Schiilerinnen und Schiiler anschlieft.

Die Einfiihrung der Computersimulation in FATHOM im fragend-entwickelnden Unter-
richtsgesprich hat sehr gut funktioniert. Eine wichtige Funktion zum Aufbau der Simula-
tionskompetenz kommt hierbei der hiandischen Miinzwurfsimulation und der zugehori-
gen Auswertung anhand des vorbereiteten Arbeitsblattes zu. Die Schiilerinnen und Schii-



104 Kapitel 6 Qualitative Analyse des Unterrichts und der Schiilerarbeitsphasen

ler konnten die zentralen Schritte einer Simulation, die Berechnung der relativen Héufig-
keiten und das Zeichnen eines Histogramms zunichst eigenstindig durchfiihren. Diese
Schritte konnten sie in automatisierter Form in der FATHOM-Simulation wieder finden.
AuBerdem erzeugt das zeitaufwindige Werfen der Miinzen und das Auszéhlen der Ergeb-
nisse eine starke Motivation, die Simulation mit dem Computer zu automatisieren.

Weiter zeigt sich bei der Ubertragung der hindischen Simulation auf die Computersimu-
lation die Stdrke der gewéhlten Software: FATHOM ist gerade so konstruiert, dass fiir die
natiirlichen Stufen im Entwicklungsprozess einer stochastischen Simulation gerade die
passenden Werkzeuge zur Verfiigung stehen (vgl. Kapitel 4.1.1). Durch die Beschrin-
kung des Befehlsumfangs und durch die Programmierung des 20er-Tests anhand der aus-
fithrlichen Anleitung zu Hause konnten die nitigen Werkzeugkompetenzen im Umgang
mit der Software FATHOM eigenstidndig geiibt werden.

Eine entscheidende Bedeutung fiir die Einfiihrungsstunden kommt der Aufgabenstellung
zu. Die gewihlte Testsituation hat sich als komplexe und inhaltsreiche Aufgabenstellung
erwiesen, welche iiber die drei Einstiegsstunden getragen hat. Durch die unterschiedli-
chen Meinungen im Kurs auch nach dem ausfiihrlichen Austausch von Vermutungen in
der ersten Unterrichtsstunde hat die Aufgabe entscheidend zur Motivation beigetragen.
Das Einstiegsbeispiel konnte durch die inhaltliche Interpretation der beiden in FATHOM
erzeugten Histogramme zum 10er-Test und zum 20er-Test auch auf inhaltlicher Ebene
befriedigend abgeschlossen werden.

6.2 Festigung der Simulationskompetenz anhand der Wiirfel-
aufgaben a) und b)

In der vierten bis sechsten Unterrichtsstunde wurden die Wiirfelaufgaben a) und b) bear-
beitet und besprochen. Ferner wurde das vierschrittige Prozessmodell zur Erstellung einer
Computersimulation erarbeitet und der Simulationsplan eingefiihrt. Die sechste Stunde
schlieft mit Faustregeln zur Genauigkeit von Wahrscheinlichkeitsschitzungen aus Simu-
lationen.

Zu den Wiirfelaufgaben a) und b) existieren Videoaufnahmen der Schiilerarbeitsphasen.
Die Aufnahmen einer Arbeitsgruppe sollen zur Beschreibung und zur Analyse der vierten
bis sechsten Unterrichtsstunde hinzu gezogen werden.

Wiirfelaufgabe a)

Ein fairer Wiirfel wird fiinfmal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl X der
verschiedenen Zahlen, die hierbei gewiirfelt werden.

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten mindestens drei verschiedene Zahlen auf?
e  Wie viele verschiedene Zahlen treten im Mittel auf?
e Welche Ergebnisse treten mit weniger als 10% Wahrscheinlichkeit auf?

Anleitung:

1. Erstellen Sie eine Kollektion "Wuerfel" mit der Spalte "Wurf" (Formel ganzezufalls-
zahl (1; 6)) und fiigen Sie der Kollektion 5 Fille hinzu.

2. Definieren Sie im Fenster "Info Wuerfel" die Messgrofle "Anzahl_verschieden" zum Zéhlen der
verschiedenen aufgetretenen Zahlen mit der Formel AnzVerschiedeneWerte (Wurf) . Fiihren
Sie das Zufallsexperiment nun 1000 mal durch, indem Sie 1000 mal die Messgrofie sammeln.

3. Zeigen Sie die Tabelle zur Kollektion "Messgrofien von Wuerfel” an und werten Sie die Ergebnis-
se grafisch (Histogramm) und mit einer Auswertungstabelle aus.
Den Mittelwert der Anzahl verschiedener Zahlen konnen Sie sich mit der Formel aMittel () in
der Grafik oder in der Auswertungstabelle anzeigen lassen.
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Wiirfelaufgabe b)
Ein fairer Wiirfel wird 60mal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl X der
Sechsen, die hierbei gewiirfelt werden.

e Schitzen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit genau 10mal die ,,6° geworfen
wird. Bestimmen Sie dann diese Wahrscheinlichkeit mit der Simulation. Erstaunt?

¢ Bestimmen Sie die Anzahl x an Sechsen, die im Mittel bei 60 Wiirfen gewiirfelt
wird.

e  Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man mindestens X; = 8mal und hochstens
X, = 12mal eine ,,6°?

e  Wie muss der Bereich von X; bis X; um X = 10 herum gewihlt werden, damit man
mit einer Wahrscheinlichkeit von iiber 80 % ein Ergebnis in diesem Bereich er-
halt?

® Beschreiben Sie die Form der grafischen Haufigkeitsverteilung in Worten.

Eine Analyse der Wiirfelaufgaben, insbesondere zu Wiirfelaufgabe b), findet sich in Kapi-
tel 4.4.3.

6.2.1 Tabellarische Darstellung des Unterrichtsverlaufs

3. Stunde, 2. Teil:  Beginn mit der ersten Wiirfelaufgabe

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode
32 | Austeilen eines Arbeitsblattes mit der ersten Wiirfelaufgabe a) | Partnerarbeit
und Vorlesen des Aufgabentexts, am Computer

Beginn der Aufgabenbearbeitung in Partnerarbeit am Computer

45 | Als Hausaufgabe soll die Wiirfelaufgabe a) in Einzelarbeit zu En- | Hausaufgabe
de gefiihrt werden

4./5. Stunde: Vorstellung der Wiirfelaufgabe a) — Simulationsplan — Bearbeitung der

Wiirfelaufgabe b)
Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode
0 Organisatorische Angelegenheiten
6 Ausfiihrliche Demonstration der Hausaufgabe am Beamer: Schiilervortrag

Die Simulation zur Wiirfelaufgabe a) wird von einem Schiiler mit
Erlduterungen komplett neu aufgebaut und entsprechend der ge-
gebenen Aufgabenstellungen ausgewertet

27 | Informationen zu Problemen bei der Verwendung von Formeln in | Lehrervortrag
kategorialen Auswertungstabellen,
Vorstellung des proportion () -Befehls®

31 | Abstraktion der zentralen Schritte bei der Erstellung einer Compu- | fragend-
tersimulation in FATHOM (,,vierschrittiges Prozessmodell*), entwickelnder

* Dieser Befehl diente in der verwendeten alten Version 1.1 der Software FATHOM zur Berechnung der
relativen Héufigkeit. Der Befehl heif3t in der aktuellen deutschen Version 2.03 der Software FATHOM An-
teil (), hat allerdings eine gednderte Bedeutung. Die urspriingliche Bedeutung des proportion ()-
Befehls kann in der deutschen Version 2.03 iiber Anzahl () /Gesamtanzahl realisiert werden.
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Einfiihrung des Simulationsplans, Unterricht
Ausgabe eines beispielhaften Simulationsplans zum Testproblem
(vgl. Anhang, S. 275)

46 | Pause

52 | Vorstellung der Wiirfelaufgabe b), fragend-
Diskussion intuitiver Einschitzungen der Wahrscheinlichkeit, mit | entwickelnder
der bei 60mal Wiirfeln genau 10mal eine sechs fillt. Unterricht

65 | Bearbeitung der Wiirfelaufgabe b) in Partnerarbeit am Computer | Partnerarbeit

am Computer

95 | Als Hausaufgabe soll die Wiirfelaufgabe b) in Einzelarbeit zu | Hausaufgabe
Ende gefiihrt werden, zusitzlich soll ein Simulationsplan erstellt
werden

6. Stunde:  Vorstellung der Wiirfelaufgabe b) —Faustregeln zur Genauigkeit

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode

0 Ausfiihrliche Demonstration der Hausaufgabe am Beamer: Schiilervortrag
Erlduterung einer fertigen Schiiler-Simulation zum 60-fachen
Wiirfelwurf entlang der Schritte des Simulationsplans

14 | Interpretation der Histogrammbalken um den ,,erwarteten Mittel- | Unterrichtsge-
wert” von X=10 herum, Beschreibung der Form der Verteilung sprich

21 | Diskussion zum Einfluss der Anzahl N der Simulationsdurchgin- | fragend-
ge auf die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung einer | entwickelnder
Simulation und auf die Form der Hiufigkeitsverteilung, Unterricht
Entwicklung von Faustregeln zur Genauigkeit der Wahrschein-
lichkeitsschitzung bei N=1000 und N=10 000 iiber mehrfaches
Ausfiihren der Simulation. Bei 1000 Simulationsdurchgéngen hat
man eine Schwankungsbreite von ca. +£3 Prozentpunkten, bei
10 000 Simulationsdurchgéingen von ca. =1 Prozentpunkten

45 | Als Hausaufgabe soll die Wiirfelaufgabe c) bearbeitet werden, Hausaufgabe
hierzu soll ein Simulationsplan erstellt werden
(Aufgabentext siche S. 80)

6.2.2 Ausgewihlte Beobachtungen zu den zentralen Punkten des Unter-
richtsverlaufs

Die erste Wiirfelaufgabe konnte am Ende der dritten Unterrichtsstunde nur kurz in Grup-
penarbeit am Computer begonnen werden und musste dann als Hausaufgabe zu Ende ge-
fiihrt werden. Da es sich um die erste eigenstindige Simulation der Schiilerinnen und
Schiiler ohne komplette Anleitung handelt, sind in der Hausaufgabe Probleme aufgetre-
ten. Einem Teil der Schiilerinnen und Schiiler ist es nicht gelungen, die Simulation voll-
standig fertig zu stellen. Die aufgetretenen Probleme konnten von den betroffenen Schii-
lerinnen und Schiilern nicht genau verbalisiert werden. Daher wurde die Simulation zu
Beginn der vierten Unterrichtsstunde von einem Schiiler komplett neu aufgebaut und er-
lautert. Der Schiiler war in der Lage, die Simulation mit Auswertung vollstindig vorzu-
stellen. Schwierigkeiten hatte er beim Auffinden der Schaltflache fiir die Erzeugung der
1000 MessgroBen. Der Schiiler differenzierte sprachlich nicht zwischen der Wahrschein-
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lichkeit und der relativen Hiufigkeit. Da der Befehl AnzverschiedeneWerte () liber
die Kurzanleitung zur Wiirfelaufgabe a) neu eingefiihrt wird, wurde auf Wunsch des Leh-
rers besonderer Wert auf die Bedeutung und die Funktionsweise des Befehls gelegt.

Im Lehrervortrag wurde anschlieBend der Unterschied zwischen kategorialen und numeri-
schen Auswertungstabellen erldutert. Insbesondere wurde vom Lehrer darauf hingewie-
sen, dass kategoriale Auswertungstabellen nicht in Verbindung mit Auswertungsformeln
verwendet werden sollen (vgl. Kapitel 4.1.3).

Im fragend-entwickelnden Unterrichtsgesprich konnten anschlieBend die zentralen vier
Schritte zur Erstellung einer Simulation erarbeitet werden: Modellierung des Einzelexpe-
riments — Definition einer Messgrof3e — Durchfiihrung einer groBen Anzahl an Simulatio-
nen — Auswertung der entstehenden Haufigkeitsverteilung. Die Schiilerinnen und Schiiler
konnten gut von den zwei vorhandenen Beispielsimulationen abstrahieren. Vom Lehrer
wurde zum einen die Bedeutung der MessgroBe betont und erldutert. Ferner wurde die
Bedeutung der Anzahl der Simulationsdurchgéinge in Bezug auf die Genauigkeit disku-
tiert. Der Simulationsplan wurde als Ergebnissicherung des Aufbaus einer Computersi-
mulation mit der Software FATHOM eingefiihrt.

Vor der eigenstindigen Behandlung der Wiirfelaufgabe b) — 60facher Wiirfelwurf — soll-
ten die Schiilerinnen und Schiiler zunéchst intuitive Schitzungen angeben, mit welcher
Wahrscheinlichkeit genau 10mal die ,,Sechs* féllt. Das Ziel der Schitzungen sollte ein
Aufbau von inhaltlichen Vorstellungen zum Verteilungsbegriff sein: Die Schiilerinnen
und Schiiler sollten sich iiberlegen, dass 10mal ,,Sechs* zwar dem ,ideal erwarteten
Wert* entspricht, dass aber aufgrund der stochastischen Streuung auch geringe Abwei-
chungen von diesem ,Idealwert” keineswegs ungewohnlich sind, so dass die
Histogrammbalken um X = 10 herum eine #hnliche Hohe aufweisen. Diese Uberlegungen
wurden durch die gewihlte Fragestellung nicht angestoBen. Die Schiilerinnen und Schiiler
gaben Schitzwerte im Bereich von 10 bis 15% an, einige Male wurde auch die Wahr-
scheinlichkeit von 16,67% angegeben, welches gerade der Wahrscheinlichkeit fiir eine
»dechs beim einmaligen Wiirfeln entspricht. Obgleich die Schiatzungen nahe bei der tat-
sdchlichen Wahrscheinlichkeit von ca. 14% liegen, konnten keine sinnvollen Argumente
fiir die genannten Werte angegeben werden.

Einige der Schiilerinnen und Schiiler verwechselten das 60-fache Wiirfeln mit der 1000-
fachen Wiederholung der Simulation (,,n-N-Verwechselung®). Diese Verwechselung ging
so weit, dass diese Schiilerinnen und Schiiler der Meinung waren, die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit fiir genau 10mal die ,,Sechs* wire abhédngig von der Anzahl N der Simula-
tionsdurchgénge.

Nach der Vermutungsphase mit dem Ziel des Aufbaus einer Erwartungshaltung waren
noch ca. 30 Minuten Zeit vorhandenen zur Bearbeitung der Wiirfelaufgabe b) in Partner-
arbeit am Computer, die restliche Bearbeitung sowie die schriftliche Erstellung eines Si-
mulationsplans wurden in die Hausaufgabe gegeben.

Zu Beginn der sechsten Unterrichtsstunde wurde eine zu Hause fertig gestellte FATHOM-
Simulation zu Wiirfelaufgabe b) von einer Schiilerin ausfiihrlich entlang den vier Schrit-
ten des Simulationsplans vorgestellt. Im Anschluss wurde vom Lehrer der Bezug zur
Wahrscheinlichkeitsschiatzung der vorangegangenen Stunde hergestellt. Hierbei wurde
die gewiinschte inhaltliche Interpretation der Verteilung angestoBen: Die relativ geringe
Wahrscheinlichkeit von 14% fiir den ,,Idealwert” von X = 10 gewiirfelten Sechsen wurde
in Verbindung mit der grafischen Darstellung der Verteilung als Histogramm diskutiert.
Es wurde darauf hingewiesen, dass zwar die Sdule bei X = 10 die héchste Saule ist, dass
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aber die umliegenden Sdulen aufgrund der zufallsbedingten Streuung zunéchst nur wenig
abfallen.

Die nach der Besprechung der Wiirfelaufgabe b) noch vorhandenen 25 Minuten der Un-
terrichtsstunde konnten genutzt werden, um die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeits-
schitzung in Abhingigkeit von der Anzahl N der Simulationsdurchgénge zu problemati-
sieren. Hierbei zeigten sich erneut bei einigen Schiilerinnen und Schiilern Schwierigkeiten
bei der Unterscheidung zwischen der Anzahl n =60 an Wiirfelwiirfen und der Anzahl
N =1000 an Simulationsdurchgingen. Dieser Fehlvorstellung wurde im Unterrichtsge-
sprach mit der Einordnung des 60-fachen Wiirfelns und der 1000 Simulationsdurchginge
in die einzelnen Schritte des Prozessmodells begegnet.

Zur Ermittlung von Faustregeln zur Genauigkeit wurden zehn Simulationen mit N = 1000
Wiederholungen durchgefiihrt und jeweils die relative Haufigkeit fiir X = 10 gewiirfelte
Sechsen notiert: 0,145, 0,153, 0,118, 0,148, 0,138, 0,131, 0,136, 0,127, 0,152, 0,130.
Weiter wurden vier Simulationen mit N = 10 000 Wiederholungen durchgefiihrt und auch
hier jeweils die relative Haufigkeit fiir X = 10 gewiirfelte Sechsen notiert: 0,1395, 0,1411,
0,1333, 0,1356. Im Unterrichtsgesprich wurde geklirt, dass die Wahrscheinlichkeits-
schitzung mit einer zunehmenden Anzahl an Simulationsdurchgéngen genauer wird. Im
Ergebnis wurden folgende Faustregeln festgehalten: Die Schwankungsbreite der relativen
Haufigkeit liegt fiir N = 1000 Wiederholungen bei ca. +3 Prozentpunkten, fiir N = 10 000
Wiederholungen bei ca. £1 Prozentpunkten. Diese Faustregeln wurden anhand einer In-
formation seitens des Lehrers iiber die exakte theoretische Berechnung mit einem Konfi-
denzintervall erginzt (vgl. Kapitel 4.2.2) und prézisiert.

Einige SchiilerduBBerungen zur Abhingigkeit der Simulationsergebnisse von der Anzahl N
der Simulationsdurchginge bezogen die grafische Darstellung der gesamten Verteilung
mit ein:

'G‘

,...die Kurve ist bei wenigen Versuchen weniger schon

. . . . . . 3
,-..die Kurve ist bei wenigen Versuchen nicht mehr so symmetrisch!

6.2.3 Beschreibung der Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe a)

Zu Wiirfelaufgabe a) — Anzahl verschiedener Zahlen beim 5fachen Wiirfelwurf — liegt
ein Transkript der Gruppenarbeit zweier Schiilerinnen am Computer vor. Die beiden
Schiilerinnen werden hier mit den Pseudonamen Magdalena und Natascha bezeichnet.
Die Schiilerinnen hatten noch 9 Minuten Zeit, um mit der Aufgabenbearbeitung zu begin-
nen. Ein Transkriptausschnitt von der Umsetzung des S5-fachen Wiirfelwurfs als erstem
Schritt der Computersimulation wird beispielhaft vorgestellt und interpretiert. Zu den
SchiilerdauBBerungen werden in der tabellarischen Darstellung Erlduterungen ergédnzt, wel-
che auch das Bildschirmgeschehen mit beriicksichtigen.

Der zweite und der dritte Schritt der Computersimulation werden zusammenfassend be-
schrieben. Nach Schritt 3 ist die Unterrichtsstunde zu Ende und die Videoaufzeichnung
bricht ab.

Vorstellung und Interpretation eines Transkriptausschnitts

0:00 bis 2:58: Modellierung des 5-fachen Wiirfelwurfs

Im ersten Abschnitt erarbeiten die beiden Schilerinnen den ersten Schritt zum Aufbau
einer Simulation: Sie modellieren das Zufallsexperiment ,Sfacher Wiirfelwurf in

3 Schiilerzitat aus dem Unterrichtsprotokoll zur 6. Unterrichtsstunde.
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FATHOM. Anhand der Bezeichnungen und der Formulierungen zeigt sich, dass die Schiile-
rinnen auf die ausfiihrliche Anleitung (vgl. S. 273) zum Testproblem zuriickgreifen.

Zeit | Transkript Erliuterung

0:12 | M.: Also, Schritt 1, was ist das? Da miissen Die Schiilerinnen 6ffnen eine neue
wir dieses Ding da, hier diese Kollektion, ne? | Kollektion und ziehen eine zuge-
Und die muss markiert sein. horige Tabelle ins Fenster.

0:22 | N.: Nein, nein, nimm die rechte Maustaste!

0:26 | M.: Anders umbenennen, oder was? Nach Die Tabelle wird wieder geloscht
rechts! Umbenennen willst Du das? Aber so und die Kollektion mit Wiirfel
geht das ja auch, aber egal. benannt.

0:35 | N.: Wiirfel?

0.35 | M. Wiirfel!

0:39 | M. Und dann: Doppelklick mit der Maus — Die Schiilerinnen lesen Teilanwei-
Markieren — ist markiert — Tabelle sungen der in der vorherigen

Stunde ausgeteilten Anleitung zum
Testproblem laut vor. Hierbei
erstellen sie erneut eine Tabelle
und benennen eine Merkmalsspal-
te analog zum Testproblem mit
Aufgaben.

0:58 | M. So, klicken Sie mit der rechten Maustaste. | Magdalena mochte gleich mit der
N.: Lass uns doch erst mal lesen, was wir ii- Definition der Formel des Merk-
berhaupt machen miissen! mals fortfahren wihrend Natascha

1:02 | M.: Ja, aber wir miissen doch — na, ja, ok zunidchst den Aufgabentext lesen

1:05 | N.: Ich meine, vielleicht brauchen wir das ja mochte.
gar nicht.

1:07 | N.: Simulieren Sie die folgende Problemstel- | Natascha zitiert aus der Aufgaben-
lung mit N = 1000 Wiederholungen — stellen stellung.

Sie die Ergebnisse jeweils grafisch dar. Ein

fairer Wiirfel wird fiinfmal gewiirfelt, wir inte-

ressieren uns fiir die Anzahl X der verschiede-

nen Zahlen.

1:24 | M.: Ja, also, das ist genau dasselbe. Nach Magdalenas Meinung ist die

Aufgabe genau dasselbe wie das
Testproblem.
Es werden fiinf Fille erzeugt.

1:39 | N.: Welche Formel? Die Schiilerinnen geben die For-

1:41 | M.: Ahh mel ZufallsWahl

1:42 | N.: Irgendwas war da mit Zufall..? ("lAuge";"2Augen”; " 3Augen";

1:43 | M.: zufallsWahl! Und Wwahl grof — Klam- "apugent; ohugent; 6Auge..n")

) . als Zufallsgenerator fiir den Wiir-
mer auf! Und dann machst Du ,,ein Auge fel ein.

1:50 | (N. lacht.)

1:53 | M. Ein — Nee, Mach doch ne Zahl! Oder geht
das nicht mit ner’ Zahl? Ein Auge.

2:03 | M.: Ein Auge, Zwei Auge — Zwei Augen, drei
Augen.

2:09 | N.: Das geht bis sechs?

2:11 | M.: Ja

2:37 | N.: Ein Auge, fiinf Augen, vier Augen, fiinf Natascha liest die fiinf entstande-
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Zeit | Transkript Erliauterung
Augen, drei Augen, siehste. nen Eintrdge der erzeugten Daten-
tabelle vor.
2:41 | M.: Das heif3t doch, ach so, beim ersten Mal Die Schiilerinnen iiberpriifen an

wurde der der — ein Auge gewiirfelt. Und beim | dieser Stelle ihr Vorgehen!
zweiten — ach so.

2:51 | M.: Oder wollen wir es doch besser mit Zah- Die Schiilerinnen iiberlegen, ob sie
len? Aber ich glaub’, dann kommen wir den Wiirfel nicht lieber mit den
durcheinander mit was was ist? Oder? Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 modellieren,

2:58 | N.: Ja, dann lass doch. Versteht man doch. sind dann aber mit ihrem bisheri-

gen Vorgehen zufrieden.

Die Schiilerinnen beginnen mit der Erstellung der Simulation, ohne den Aufgabentext und
die zugehorige Kurzanleitung intensiv gelesen zu haben. Hierbei gehen sie nach der aus-
geteilten ausfiithrlichen Simulationsanleitung fiir das Testproblem vor. Dies zeigt sich an
der im Videoausschnitt erkennbaren Bezeichnung der Merkmalsspalte als Aufgaben sowie
an den im Gesprich gewihlten Formulierungen: ,,Und dann: Doppelklick mit der Maus —
Markieren* (vgl. 0:39) sowie ,,So, klicken Sie mit der rechten Maustaste* (vgl. 0:58). Die
Orientierung an der gegebenen Anleitung ist sehr eng: Im Video kann man sehen, wie die
bereits richtig erzeugte Tabelle zur Kollektion in 0:26 wieder geldscht wird, um analog
zur Anleitung zunichst den Namen der Kollektion zu dndern.

Erst bei der Definition der Formel des Zufallsgenerators mochte Natascha den Aufgaben-
text genauer lesen (vgl. 0:58). Offensichtlich lesen beide Schiilerinnen auch jetzt nur die
Aufgflbe, aber nicht die Kur%anleltun%. Dah‘er wiih- T F LEX
lel'l Sle als Zufallsgenerator fur den Wurfel IllCht deIl i Datel Bearbeiten Objekt Kollektion Tabelle Fenster Hife —
vorgeschlagenen Befehl Ganzezufallszahl (1;6), . . -
Sesen et o S
Sondem S1C Wahlen den Befehl Zufallswahl () ana- Holektion  Tahelle Graph  Auswertung  Schétzung  Test Iyl
log zur Simulation des Testproblems_ An Stelle des ............................................... : e
gewihlten Befehls Zufalls- - o
el Aufgaben| <heu> |
Wahl ("1Auge"; "2Augen"; "3Augen"; "4Augen"; "5 1AUgE
Augen"; "6Augen") wire auch die kiirzere Formel
ZufallsWahl (1;2;3;4;5;6) moglich gewesen.
Magdalena iiberlegt zweimal, ob sie nicht die kiirze-
re Alternative mit Zahlen wihlen soll (vgl. 1:53 und
2:51). Beide Schiilerinnen haben allerdings in 2:37 - B
LlIld 2:41 die Funktlonstuchtlgkelt deS von IhIlel’l Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesaftware (TH)
gewihlten Modells bereits kontrolliert und bleiben Abb. 6.1+ Erreichter Stand der Bearbei-
bei ihrem bisherigen Vorgehen. Der erreichte Stand " tung der Wiirfelaufeabe a) zum
der Bearbeitung zum Zeitpunkt 2:58 ist in der neben- Zeitpunkt 2:58
stehenden Abbildung ersichtlich.

=}

1

2 SAuUgen
3 dAugen
4

5

SAUGEN
3Augen

Es zeigt sich, dass die beiden Schiilerinnen gut miteinander zusammen arbeiten. Zu Be-
ginn scheint Magdalena die Eingaben am Computer zu tdtigen, denn Natascha gibt in
0:22 die Anweisung ,,Nein, nein, nimm die rechte Maustaste!* Nach dem Lesen des Auf-
gabentextes scheint Natascha die Eingaben am Computer zu tétigen, in 1:43 und 1:53 gibt
Magdalena Anweisungen. Die beiden Schiilerinnen ergédnzen sich gegenseitig: Magdalena
mochte insgesamt etwas schneller vorgehen und bestimmt die Entwicklung der Formel
fiir den Zufallsgenerator. Wihrend Magdalena offensichtlich glaubt, den Aufgabentext im
oberflidchlichen Lesen ausreichend erfasst zu haben, beharrt Natascha auf dem genauen
Lesen des Aufgabentextes (vgl. 1:07). Allerdings kann sie sich nicht so weit durchsetzen,
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dass auch die Kurzanleitung zur Aufgabe beachtet wird. In (2:37) initiiert Natascha die
Kontrolle der Datentabelle.

Zusammenfassende Beschreibung der weiteren Gruppenarbeitsphase

3:00 — 5:22  Versuch der Definition einer geeigneten Messerofle

Im zweiten Abschnitt der Schiilerarbeitsphase gelingt es den Schiilerinnen nicht, die
Messgrofie geeignet zu definieren. Sie verwenden zunichst weiter die Anleitung aus der
vorherigen Stunde und finden hiermit das richtige Menii zur Eingabe der Messgrof3e. Nun
stellen Sie fest, dass die fiir die Testaufgabe vorgeschlagene Definition der Messgrofie
Anzahl_Erfolge bei Wiirfelaufgabe a) nicht passt. Anstatt die Kurzanleitung zur Aufgabe
genau zu lesen, fragen sie an dieser Stelle den Lehrer um Rat. Der Lehrer weist sie auf
den Befehl AnzvVerschiedeneWerte () hin. Diesen Befehl fiigen die Schiilerinnen
zundchst als Name der Messgrofle ein. Nun kommt es zu einem Missverstandnis im Ge-
sprach zwischen den Schiilerinnen und dem Lehrer: Wihrend der Lehrer den Schiilerin-
nen verdeutlichen mochte, dass AnzVerschiedenelWerte () wie das bereits verwendete
Kommando ZufallsWahl () ein Befehl ist und keine Bezeichnung, verstehen die Schii-
lerinnen die Erkldrung des Lehrers so, dass sie den beim Merkmal Aufgaben verwendeten
Befehl zufallsWahl () ersetzen sollen durch 2nzverschiedeneWerte ():

3:45: N: Herr L., eine Frage: Bei der anderen sollten wir Anzahl der Erfolge zihlen. Hier konnen
wir keine Anzahl der Erfolge zihlen.
3:53: L: Ja, hier soll man die Anzahl der unterschiedlichen aufgetretenen Zahlen zihlen, und das

geht mit AnzVerschiedeneWerte (). Das ist aber der Befehl.
4:05: M: Also nicht bei zufallswWahl (), sondern?
4:07: L: Das Ding heif3t ,,AnzahlVerschiedene®, das ist der Name.

4:12: N: Und anstatt ZufallsWahl () miissen wir das eingeben?
4:15: L: Ja genau.
4:18: M: Gut.

Bei der Betrachtung des Bildschirmgeschehens sieht man, dass die Schiilerinnen bei 4:12
die Bezeichnung AnzahlVerschiedene fiir die Messgroe eingeben. Der Lehrer bezieht die
Frage in 4:12 auf das (noch leere) Befehlsfeld der Messgrofle, wihrend die Schiilerinnen
die Frage auf das Befehlsfeld des bereits definierten Merkmals Aufgaben beziehen. Sie
loschen anschlieBend die richtige Formel des Zufallsgenerators fiir die Merkmalsspalte
Aufgaben wieder und fiigen hier die in der Kurzanleitung angegebene Formel Anzver-
schiedeneWerte (Wurf) ein. Damit ist die Formel an der falschen Stelle eingefiigt.
AuBerdem bezieht sie sich auf ein Merkmal Wurf, welches mit dieser Bezeichnung in der
Simulation iiberhaupt nicht definiert wurde.

5:34 —7:10  1000-fache Wiederholung der Simulation

Im dritten Abschnitt der Schiilerarbeitsphase versuchen die Schiilerinnen in der letzten
Minute noch die Simulation mit Messgrofien Sammeln 1000mal zu wiederholen. Hierfiir
werden die richtigen Funktionen der Software gewihlt, allerdings bleibt die Tabelle der
entstandenen Kollektion Messgrof3en von Wiirfel leer, da keine Formel fiir die Messgrofle
eingegeben wurde.

Zum Zeitpunkt 7:10 ist die Stunde zu Ende. Beide Schiilerinnen miissen die Simulation
zu Hause mit Hilfe der Kurzanleitung vervollstiandigen.
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Analyse der Gruppenarbeit zur Wiirfelaufgabe a)

Auf der Ebene der FATHOM-Kompetenzen zeigen sich bei dieser ersten eigenstindigen
Simulationsaufgabe Unsicherheiten bei den Werkzeugkompetenzen im Umgang mit den
einzelnen Bedienelementen von FATHOM. Dies sieht man an der engen Orientierung an
der zur Testaufgabe ausgeteilten Anleitung. Allerdings sind die Schiilerinnen mit dieser
Anleitung in der Lage, die entsprechenden FATHOM-Elemente zu finden und zu bedienen.

Betrachtet man die Ebene der Simulationskompetenz, so stellt sich heraus, dass die bei-
den Schiilerinnen das vierschrittige Vorgehen zum Aufbau einer Simulation mit der Soft-
ware FATHOM nur teilweise umsetzten konnen. Die Modellierung des einzelnen Zufalls-
experiments als erstem Schritt bereitet keine Probleme. Die Schiilerinnen haben auch kei-
ne Probleme mit der Lokalisierung der Messgroe auf Werkzeugebene. Schwierigkeiten
treten auf bei der Definition der Messgrof3e als zweitem Schritt der Simulation: Zunéchst
wird die Formel fiir die MessgroBe als Bezeichnung verwendet. Als die Schiilerinnen
dann die Bezeichnung korrekt erstellt haben, fiigen sie die Formel an der falschen Stelle
als Formel des Merkmals Aufgaben ein. Hier zeigt sich auf der Ebene der Simulations-
kompetenz, dass den beiden Schiilerinnen die Bedeutung und die Stellung der Messgrofie
im Rahmen des vierschrittigen Prozessmodells nicht klar sind. Auch der Bezug der For-
mel AnzVerschiedeneWerte (Wurf) auf das mit dieser Bezeichnung nicht definierte
Merkmal Wurf ist ein Indiz fiir ein mangelndes Verstindnis des Aufbaus einer Simulation
in Fathom. Es gelingt den Schiilerinnen nicht, die Messgrof8e geeignet zu definieren, so
dass die weiteren Schritte zur Erstellung einer Simulation nicht mehr erfolgreich durchge-
fiihrt werden konnen.

Das Problem der Definition der MessgroBe ist eng verkniipft mit der Formelkompetenz.
Im ersten Schritt der Simulation bei der Definition des Merkmals gibt es noch keine
Schwierigkeiten, die Schiilerinnen leisten bei der Erstellung der Formel zufalls-
Wahl ("1Auge"; "2Augen"; "3Augen"; "4Augen"; "5Augen"; "6Augen") sogar einen be-
merkenswerten Transfer. Im zweiten Schritt bei der Definition der Messgro3e ist den
Schiilern die Funktionsweise des hierfiir benotigten Befehls AnzVerschiedeneWer-
te () nicht klar. Dies sieht man am fehlerhaften Einfiigen der Formel als Bezeichnung
sowie als Formel fiir das Merkmal. Es ist durchaus moglich, dass die angesprochenen
Probleme bei der Definition der Messgrofe hitten gelost werden konnen, wenn den Schii-
lerinnen die Bedeutung der Formel klar gewesen wire.

Die fehlende Kenntnis der Funktionsweise der Formel ist im Umgang mit dem Aufga-
benmaterial begriindet: Es fillt auf, dass die beiden Schiilerinnen mit der Aufgabenbear-
beitung beginnen, ohne die Aufgabe genau gelesen zu haben und auch bei der weiteren
Aufgabenbearbeitung die Kurzanleitung kaum beachten. Wihrend die Schiilerinnen bei
der Modellierung des einzelnen Zufallsexperiments in der Lage sind, eine eigene Formel
als Zufallsgenerator zu finden, schaffen sie es bei der Definition der Messgro3e nicht
mehr selbststindig, die Formel AnzVerschiedeneWerte () geeignet einzubauen. Die
genaue Beachtung der Kurzanleitung hitte hier zum Erfolg fithren kénnen, der schriftli-
che Hinweis auf die Bedeutung der Formel wird aber von beiden Schiilerinnen nicht
wahrgenommen.

Positiv hervorzuheben ist die eigenstindige Entwicklung der Formel des Zufallsgenera-
tors fiir den Wiirfelwurf. Weiter hervorzuheben ist die Kontrolle der Ergebnisse bei der
Erstellung des einzelnen Zufallsexperiments. Hier zeigen sich Ansétze von Kkreativem
Umgang mit der Software FATHOM und von Kontrollstrategien.
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Wie man am ausgewdhlten Transkriptabschnitt sehen kann, verlduft die Interaktion der
beiden Schiilerinnen untereinander reibungslos. Die beiden Schiilerinnen erginzen und
unterstiitzen sich gegenseitig. Wihrend Magdalena die Entwicklung vorantreibt, hakt Na-
tascha an wichtigen Punkten ein und leitet die Kontrolle der entwickelten Datentabelle
ein.

Auf der Designebene zeigt sich, dass die Hauptschwierigkeit der Wiirfelaufgabe a) in der
Definition der Messgrofle Anzahl_Verschiedene fiir die Anzahl der verschiedenen gewiir-
felten Zahlen liegt. Die oben beschriebene Schwierigkeit im Verstindnis der Bedeutung
der Messgrofle im Rahmen des Prozessmodells féllt auf inhaltlicher Seite damit zusam-
men, dass es sich bei der Anzahl verschiedener Zahlen beim fiinffachen Wiirfelwurf um
eine ungewohnte Fragestellung handelt. Auf der Seite der Formelkompetenz ist der Be-
fehl AnzvVerschiedeneWerte () im vorangegangenen Unterricht nicht eingefiihrt wor-
den und sollte anhand der Kurzanleitung verstanden werden. Im Idealfall sollte man den
Befehl nach dem Lesen der Kurzanleitung im Sinn einer Kontrollstrategie zunéchst aus-
probieren. In der vorliegenden Aufgabenbearbeitung wird die Kurzanleitung iiberhaupt
nicht gelesen. Es ist allerdings in Verbindung mit den weiteren identifizierten Problemen
bei der Erstellung der Simulation zu bezweifeln, ob die Schiilerinnen in dieser frithen
Phase des Simulationsvorkurses in der Lage sind, eine solche Meta-Strategie zur Erarbei-
tung des komplexen Befehls erfolgreich einzusetzen. Es wire hilfreich gewesen, den neu-
en Befehl vor Bearbeitung der Aufgabe im Unterricht zu erldutern und auf dessen Bedeu-
tung als Messgrofle einzugehen.

Fiir die weitere Entwicklung des Unterrichtskonzepts kann man dariiber nachdenken, ob
man die Aufgabe zum fiinffachen Wiirfelwurf als erste eigenstindig erstellte Simulation
mit einer anderen Art von Fragestellung verbindet, die einen einfacher zu verstehenden
Befehl fiir die Messgro3e benutzt. Dies konnte man auch verkniipfen mit einer inhaltlich
attraktiveren Aufgabenstellung, die stirker zur Interpretation des stochastischen Inhalts
anregt (z. B. eine Wettaufgabe zur Wiirfelsumme). Allerdings miisste man dann den
wichtigen Befehl AnzvVerschiedeneWerte () an anderer Stelle einfiihren.

6.2.4 Beschreibung der Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe b)

Zu Wiirfelaufgabe b) (Aufgabentext und Aufgabenanalyse siehe S. 80 ff.) liegt ein
Transkript der Partnerarbeit derselben Schiilergruppe vor.

Zusammenfassung

Die beiden Schiilerinnen modellieren im ersten Schritt der Simulation zunichst den 60-
fachen Wiirfelwurf. Im zweiten Schritt definieren sie die Anzahl der Sechsen als Mess-
groBe, fithren dann aber nur 60 Simulationsdurchgénge aus (,,n-N-Verwechselung®). Mit
dieser Simulation wird der erwartete Mittelwert an Sechsen bestimmt und die Wahr-
scheinlichkeit fiir mindestens acht und hochstens zwolf Sechsen geschitzt. Bei einer
Nachfrage an den Lehrer zur Berechnung der Bereichswahrscheinlichkeit erkennt dieser,
dass die Schiilerinnen nur 60 Simulationsdurchginge ausfiihren. Daraufhin wird die Zahl
der Simulationsdurchgidnge im dritten Schritt der Simulation auf 1000 erhoht. Die Schiile-
rinnen wiederholen die Schitzung der Bereichswahrscheinlichkeit mit der neuen Anzahl
an Simulationsdurchgingen und bestimmen ferner den 80%-Bereich um X=10 herum. Die
Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir genau zehn Sechsen im ersten Aufgabenteil sowie
die verbale Beschreibung der erzeugten Haufigkeitsverteilung im letzten Aufgabenteil
fehlen in der Aufgabenbearbeitung.
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Die einzelnen Abschnitte der Gruppenarbeitsphase werden im Folgenden geschildert.
Zusammenfassende Beschreibung der Gruppenarbeitsphase

0:00 bis 2:44: Modellierung des 60-fachen Wiirfelwurfs

Die Schiilerinnen erstellen eine Kollektion Wuerfel6 und definieren eine Merkmalsspalte
Wurf mit der Formel GanzezZufallszahl (1;6). Sie fligen dieser Kollektion zunichst 6
Fille und dann nochmals 60 Fille hinzu, womit insgesamt 66 Einzelwiirfe simuliert wer-
den. Da sie nicht wissen, wie man einzelne Fille 16scht, erstellen sie die gesamte Kollek-
tion mit nun 60 Fillen nochmals von vorne.

2:44 bis 9:20: Erstellung der Messgroe Anzahl 6 und Sammeln von 60 Messgroflen

Die Schiilerinnen wissen nicht genau, wo das FATHOM-Element zur Erstellung der Mess-
grofe in der Software lokalisiert ist. Sie versuchen es zunidchst mit einer numerischen
Auswertungstabelle zur Kollektion Wuerfel6, welche automatisch den Mittelwert der 60
Wiirfe angibt. Als néchstes probieren sie es mit einer (zweckentfremdeten) kategorialen
Auswertungstabelle und ergidnzen die Formel Anzahl (wurf=6). Diese Formel liefert die
gesuchte Anzahl der Sechsen bei 60 Wiirfen, allerdings nicht als Messgrof3e, so dass sich
die Simulation nicht analog zu den vorherigen Beispielen fortsetzen ldasst. Wihrend Nata-
scha mit den beiden erzeugten Auswertungstabellen bereits die ersten Aufgabenpunkte
beantworten mochte, fillt es Magdalena auf, dass noch keine Messgrofe definiert wurde:

4:39: M: Ja, aber kuck mal, das ist hier irgendwie schlecht, wo hast Du denn das reingefiigt?

[...]
5:00: M: Wieso macht der das so? Bei mir war das anders. Vielleicht, weil wir nicht ,,Anzahl_6*
da drin stehen haben.

[...]

5:20: M Mach mal Messgréen. Sollen wir das nur einmal sechzig mal machen?

Nach langerem Suchen findet Magdalena das richtige Menii zur Eingabe der Messgrof3e
im Info-Fenster der Kollektion und es gelingt den Schiilerinnen, die Messgrofle Anzahl_6
mit der Formel Anzahl (wurf=6) korrekt zu definieren.

Beim Sammeln der Messgroflen verwechselt Magdalena die angegebene Wurfanzahl
n =60 mit der Anzahl N der Simulationsdurchginge (,,n-N-Verwechselung®). Natascha
mochte hingegen 10 000 Messgroen sammeln. Magdalena setzt sich gegen Natascha
durch, so dass die Simulation nur 60fach wiederholt wird.

Am Ende dieser Phase sind mit der Simulation des 60fachen Wiirfelwurfs und der Defini-
tion der zugehorigen Messgrole Anzahl_6 die ersten beiden Schritte zur Erstellung einer
FATHOM-Simulation korrekt fertig gestellt. Allerdings werden nur 60 Wiederholungen
durchgefiihrt, so dass zur weiteren Auswertung eine Tabelle Messgrofien von Wuerfel6
mit nur sechzig Eintrdgen zur Verfiigung steht. Jeder Eintrag gibt hierbei die Anzahl der
gewiirfelten Sechsen bei einem 60fachen Wiirfelwurf an.

9:20 bis 13:03: Auslassen des Aufgabenteils zur Wahrscheinlichkeit fiir 10mal ,,6%,
Bestimmung der mittleren Anzahl von Sechsen und der Wahrscheinlich-
keit fiir mindestens 8 und hochstens 12 Sechsen

Die Schiilerinnen erzeugen eine neue kategoriale Auswertungstabelle zur Kollektion
Messgrofien von Wuerfel6, indem sie das Merkmal Anzahl_6 bei gedriickter Shift_Taste
in eine Auswertungstabelle ziehen. Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir genau
10mal die ,,Sechs wird iibergangen, damit findet auch keine Interpretation dieser Wahr-
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scheinlichkeit bzw. ein Riickbezug auf die vorausgegangene Vermutungsphase im Unter-
richt statt.

Die Schiilerinnen stellen in 9:35 fest, dass in der kategorialen Auswertungstabelle der
Mittelwert nicht automatisch berechnet wird, 16schen die Tabelle wieder in 9:53 und er-
zeugen (ohne Driicken der Shift-Taste!) eine neue numerische Auswertungstabelle. Als
Ergebnis erhalten sie mit der automatisch vorhandenen Formel aMittel () in 10:09 den
Wert 10,28. Dieser wird kommentarlos hingenommen. Auch hier findet keine sto-
chastisch-inhaltliche Interpretation des Ergebnisses statt. Ohne das Ergebnis zu erwihnen
und ohne Pause gehen die Schiilerinnen in 10:09 zum néchsten Aufgabenteil weiter:

9:35: M: Trotzdem, so! Anzahl Sechsen, und wo ist jetzt der Mittelwert?

9:47: N: Ja, muss man erst mal eingeben.

9:49: M: Wieso, macht er hier doch auch!

9:51: N: Ja, dann darfst Du nicht die Shift-Taste driicken

9:53: M:  Eieiei

10:09: M:  Das haben wir. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man mindestens gleich 8?
Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 8 und hochstens 12 Sechsen wird
eine neue kategoriale Auswertungstabelle erzeugt (geeignet wire eine numerische Aus-
wertungstabelle!) und iiber den Formeleditor die Formel Anzahl (Anzahl_ 628 und
2<12) eingegeben. Bei der Erstellung der Formel setzen die beiden Schiilerinnen die im
Unterricht nicht behandelte ,,und*“-Verkniipfung intuitiv richtig ein:

11:04: M: Und hochstens, mindestens und hochstens? Grofer als acht, und und?

11:07: N GroBer gleich acht, und kleiner gleich zwolf

11:15: M:  GroBer gleich acht — groBer gleich acht, soll ich dann ein und eintippen oder was?
11:20: N:  &dhh, das steht hier, zwischen acht und zwolf

11:25: M: Ja, ja, aber wieso hat er jetzt ein Fragezeichen da?

Das Fragezeichen wird vom Formeleditor selbst erzeugt. Fiir die korrekte Darstellung der
Formel miisste nur noch das Fragezeichen durch das Merkmal Anzahl_6 ersetzt werden.
Die Schiilerinnen sind durch das Fragezeichen verunsichert, schlieBen den Formeleditor
wieder und 16schen die Formel damit. Sie diskutieren nun weiter die richtige Formulie-
rung der Formel. Mit Hilfe eines Praktikanten kommen Sie zu folgendem Ergebnis: An-
zahl (Anzahl_628 und (Anzahl_6<12)). Hier ist die obere Grenze 12 nicht mit
eingeschlossen, ansonsten ist die Formel richtig. Das Ergebnis von 35 scheint Magdalena
im Vergleich zu den 60 Wiederholungen zu grof3 zu sein. Sie versucht dieses Ergebnis
inhaltlich zu verstehen, die Uberlegungen brechen allerdings nach 13:03 ab:
12:55: M: 35, das ist ein bisschen viel, oder?
12:59: N:  Zwischen acht und zwolf, warum nicht?
13:03: M:  Aber wir haben hier, wir haben insgesamt nur sechzig mal — hih, peil ich nicht. [...] Ja,
aber wir haben jetzt den Versuch sechzig mal gemacht, wir haben sechzig mal sechzig
mal gewiirfelt.
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chen zur Definition der Abb. 6.2: Nachgebildete Desktop-Ansicht zum Stand der Aufgabenbearbei-
MessgroBe erstellt wurde. tung zum Zeitpunkt 13:03.

13:03 bis 18:55: Intervention des Lehrers

Der Lehrer kommt auf Anfrage von Schiilerin N. hinzu. Es wird zunichst geklart, dass bei
der Formel Anzahl (Anzahl_628 und (Anzahl_6<12)) die obere Grenze mit einge-
schlossen sein muss. Nun lédsst sich der Lehrer die bisher erzeugten Kollektionen und de-
ren Bedeutung erldutern. Hierbei féllt ihm auf, dass nur 60 Wiederholungen durchgefiihrt
werden. Zunidchst wird noch die Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens 8 und hochstens 12 Sechsen durch die Gesamtanzahl an Wiederholungen geteilt,
um nicht die absolute sondern die relative Hiufigkeit zu erhalten. Dann erklért der Lehrer
ausfiihrlich den Unterschied zwischen dem 60fachen Wiirfeln und der 1000fachen Wie-
derholung der Simulation (,,n-N-Verwechselung®). Die Schiilerinnen geben als Wiederho-
lungszahl 1000 ein. Mit den angegebenen Korrekturen konnen die Schiilerinnen nun wei-
terarbeiten.

18:55 bis 19:42: Interpretation der Wahrscheinlichkeit

Nach der Berechnung von 1000 MessgroBen ergibt die Simulation nun eine Wahrschein-
lichkeit von ca. 63% fiir mindestens 8 und hochstens 12 Sechsen. Die Schiilerinnen ver-
suchen diesen Wert zu verstehen:

19:03: N:  63% - ist das nicht ein bisschen viel?

19:05: M: Muss der Bereich ... Ja, das ist der Bereich von acht bis zwolf.

19:06: N:  So oft kommt die sechs ja auch nicht.

19:16: M: Nee, aber es ist ja, es muss ja eigentlich zehn mal ‘raus kommen, bei jedem mal. Aber die
Wabhrscheinlichkeit zwischen acht und zwolf ist es ja.

19:24: N:  Aber wenn es bei einem Experiment die Wahrscheinlichkeit um die 16% ist, dass eine
sechs kommt, wenn man das 1000mal wiederholt, dann kann doch nicht die Wahrschein-
lichkeit von 16 auf 60% steigen, ist doch Schwachsinn.
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Hier bricht die Diskussion iiber die Wahrscheinlichkeit ab und die Schiilerinnen gehen
weiter zum néchsten Aufgabenteil.

Magdalena scheint die gewiinschte Verteilungsvorstellung zu haben, mit deren Hilfe man
verstehen kann, warum der Wert so hoch ist (vgl. 19:16). Thr scheint klar zu, dass der ,,i-
deale Wert“ bei X = 10 Sechsen liegt, dass aber aufgrund der stochastischen Streuung alle
Ergebnisse im Bereich von 8 bis 12 Sechsen keineswegs ungewohnlich sind und man die
Wahrscheinlichkeiten fiir alle diese Ergebnisse addieren muss. Magdalena ist allerdings
nicht in der Lage, dies auch Natascha zu erkldren. Natascha scheint nicht ausreichend klar
zu sein, welche Wahrscheinlichkeit iiberhaupt gefragt ist.

Die Interpretation des zugehorigen Histogramms der Hiufigkeitsverteilung konnte bei der
Erlduterung des Sachverhalts hilfreich sein. Das Histogramm wird allerdings nicht zur
Erklarung herangezogen. Die gewiinschte Verinnerlichung der Visualisierung der Hiu-
figkeitsverteilung als Kontrolle der aus den Auswertungstabellen erhaltenen Wahrschein-
lichkeitsschiatzungen scheint bei der Schiilergruppe noch nicht ausreichend gefestigt zu
sein.

19:42 bis 25:03: Bestimmung des 80%-Bereichs und Erstellung des Histogramms der
Hiufigkeitsverteilung

Magdalena bearbeitet die beiden letzten Aufgabenpunkte in den letzten fiinf Minuten der
Unterrichtsstunde eigenstindig zu Ende. Natascha tritt nur noch beim Abspeichern in
Erscheinung.

Magdalena verwendet die bereits vorhandene Formel Anzahl (Anzahl_628 und (An-—
zahl_6<12))/Anzahl (Anzahl_6) und bestimmt hiermit die 80%-Umgebung iiber ein
Probierverfahren: Sie dndert die Grenzen zunichst auf den Bereich von 7 bis 13 und er-
hilt fiir diesen Bereich eine relative Hiufigkeit von 0,792. Als nichstes dndert sie die
Grenzen auf den Bereich von 7 bis 14 und erhilt eine relative Haufigkeit von 0,849. Da-
mit ist die Bestimmung des Bereichs, der mit mindestens 80% W ahrscheinlichkeit auftritt,
beendet.

Als néchstes erzeugt Magdalena das Histogramm der Haufigkeitsverteilung des Merkmals
Anzahl_6. Die in der Aufgabestellung geforderte Beschreibung in Worten erfolgt nicht.

Die Datei wird gespeichert. Fiir einen Ausdruck der Datei werden die einzelnen Kollekti-
onen und Tabellen auf dem Desktop geordnet.

Im Ergebnis sieht die Simulationsumgebung wie in Abb. 6.3 nachgebildet aus. Man sieht
links unten die numerische Auswertungstabelle fiir die Bestimmung des Mittelwerts und
das erzeugte Histogramm, rechts befindet sich die (zweckentfremdete) kategoriale Aus-
wertungstabelle zur Bestimmung der Bereichswahrscheinlichkeiten, in der Mitte befindet
sich die noch immer nicht geloschte iiberfliissige numerische Auswertungstabelle, welche
bei den Versuchen der Definition der Messgrofe erstellt wurde.
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Abb. 6.3: Nachbildung der Desktopansicht der Simulationsumgebung zum Abschluss der Unterrichtsstun-
de.

Analyse der Gruppenarbeit zur Wiirfelaufgabe b)

Betrachtet man die Simulationskompetenz entlang der vier Schritte des Prozessmodells,
so sieht man, dass die beiden Schiilerinnen den ersten Schritt der Modellierung des einfa-
chen Zufallsexperiments — hier des 60fachen Wiirfelwurfs — ohne Probleme und ziigig
innerhalb von drei Minuten bewerkstelligen konnen. Schwierigkeiten treten auf in Schritt
2 bei der Definition der Messgro3e. Die Schiilerinnen haben das richtige Menii zur Ein-
gabe der Messgrof3e nicht gefunden, d. h. es liegt ein Lokalisierungsproblem auf der Ebe-
ne der Werkzeugkompetenz vor. Natascha verliert an dieser Stelle die Struktur zur Erstel-
lung einer Simulation aus den Augen, es dauert es eine Weile, bis die Messgrofie richtig
definiert werden kann. Bei der Wiederholung der Simulation ist es nun Magdalena, wel-
che die Wurfanzahl von n = 60 mit der Anzahl N der Simulationsdurchgénge verwechselt
und sich mit diesem Fehler auch gegen Natascha durchsetzt. Erst nach Intervention des
Lehrers kann die Auswertung der Haufigkeitsverteilung erfolgreich vorgenommen wer-
den. Das vierschrittige Verfahren zur Erstellung einer FATHOM-Simulation ist den Schiile-
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rinnen prinzipiell klar, beim konkreten Erstellen der Simulationsumgebung zeigen sich
jedoch Unsicherheiten in der konsequenten Umsetzung des Prozessmodells.

Es fillt auf, dass die Schiilerinnen die Auswertung in Schritt 4 der Simulation vor allem
tiber Formeln vornehmen. Ein Auszihlen der Fille anhand der Haufigkeitsverteilung oder
ein Bezug zum Histogramm findet nicht statt, obwohl die Interpretation der grafischen
Darstellung der Hiufigkeitsverteilung zum Verstdndnis der Bereichswahrscheinlichkeit
hitte beitragen konnen. Die Visualisierung der erzeugten Haufigkeitsverteilung als Kon-
trollstrategie konnte von den Schiilerinnen bislang noch nicht verinnerlich werden.

Im Bereich der allgemeinen FATHOM-Kompetenzen zeigen sich in der Videoanalyse
Unsicherheiten im Umgang mit den Bedienelementen. So wissen die Schiilerinnen z. B.
nicht, wie man einzelne Fille wieder 16scht. Ferner wihlen sie zweimal eine (zweckent-
fremdete) kategoriale Auswertungstabelle fiir eine formelhafte Auswertung (vgl. Kapitel
4.1.3). Da alle Auswertungen in der beobachteten Computerarbeitsphase iiber Formeln
vorgenommen werden, wire hier durchgéngig die numerische Auswertungstabelle geeig-
net gewesen. Die Schiilerinnen verlieren bisweilen den Uberblick iiber die Vielfalt der
vorhandenen FATHOM-Elemente, so 16schen sie bis zum Ende nicht die iiberfliissige nu-
merische Auswertungstabelle, welche bei den Versuchen der Definition der Messgrofie
erstellt wurde.

Andererseits zeigt sich phasenweise bereits ein routinierter Umgang mit der Software, so
zu Beginn bei der zielgerichteten Erstellung des ersten Modellierungsschritts und beim
Ordnen der einzelnen FATHOM-Elemente auf dem Desktop zum Abschluss der Aufgaben-
bearbeitung. Ferner besitzen die Schiilerinnen bereits eine hohe Formelkompetenz, was
sich in der fast selbststindigen Erstellung des komplexen Befehls zur Berechnung der
Bereichswahrscheinlichkeit zeigt. Die Schiilerinnen probieren die ,,und“-Verkniipfung
einfach aus (vgl. 11:15). Weiter geling Magdalena bei dem Probierverfahren zur Bestim-
mung des 80%-Bereichs ein sehr flexibler Umgang mit dem erzeugten Befehl zur Be-
rechnung der Bereichswahrscheinlichkeit. Hier zeigt sich auf der Ebene der Formelkom-
petenz ein kreativer und flexibler Umgang mit der Software Fathom.

Auf der stochastischen Ebene wird der Inhalt der Aufgabe von den Schiilerinnen kaum
wahrgenommen. Sie sind vor allem an der eher technischen Erarbeitung der Simulations-
umgebung interessiert. Dies zeigt sich daran, dass der berechnete Mittelwert nicht einmal
kommentiert wird. Der erste Aufgabenpunkt zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von
10 geworfenen Sechsen geht in der Suche nach dem Menii zur Definition der Messgrofie
unter. Die im Unterrichtsgesprich stattgefundene Phase zur intuitiven Vermutung dieser
Wahrscheinlichkeit hat bei den beiden Schiilerinnen offensichtlich keine Erwartungshal-
tung aufgebaut. Die Aufgabe zur verbalen Beschreibung der Hiufigkeitsverteilung wird
nicht beachtet. Einzig die Schitzung der Bereichswahrscheinlichkeit regt zur sto-
chastisch-inhaltlichen Interpretation an. Insgesamt zeigt sich, dass die inhaltlichen Inten-
tionen der Aufgabe von den beiden Schiilerinnen und Schiilern kaum erfasst werden. Die
lebhaften Diskussionen drehen sich eher um die technische Gestaltung der Simulation als
um die Interpretation der Ergebnisse. Eine solch oberfldachliche Bearbeitung der Simulati-
onsaufgaben in der Gruppenarbeitsphase sowie die Geringschitzung verbaler Aufgaben-
teile konnte teilweise im Rahmen von Diplom- und Staatsexamensarbeiten auch im weite-
ren Verlauf des Kurshalbjahres beobachtet werden (vgl. Keitzer 2006, S. 259; Huge 2007,
S. 94 ff; Podworny 2008, S. 80). Hier zeigt sich ein allgemeines Problem der Verbindung
der Fathomkompetenzen mit der stochastisch-inhaltlichen Interpretation der Ergebnisse.
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Zur Interaktion der beiden Schiilerinnen lisst sich sagen, dass diese problemlos ver-
lauft. Beide Schiilerinnen tragen zum Gelingen der Aufgabe bei, es wird viel miteinander
iber die Erstellung der Simulation gesprochen. Allerdings zeigt sich, dass Magdalena in
dieser Gruppenarbeitsphase die treibende Kraft ist. Sie bleibt hartndckig beim Auffinden
des Meniis zum Einrichten der Messgrof3e, sie steuert die Bearbeitung der einzelnen Auf-
gabenpunkte und sie setzt sich mit der zu geringen Anzahl von nur 60 Wiederholungen
gegen den Willen von Natascha durch. Die letzten beiden Teilaufgaben werden von Mag-
dalena alleine bearbeitet. Andererseits gibt es bei der Modellierung des Zufallsexperi-
ments und bei der Erstellung der Formel fiir die Bereichswahrscheinlichkeit auch Phasen,
in denen beide gleichberechtigt zusammen arbeiten.

Designebene — Riickblickende Analyse der Aufgabe

Eine Hauptschwierigkeit der Wiirfelaufgabe b) ist die mogliche Verwechselung der
60fachen Wiederholungszahl n = 60 des Wiirfelns mit der Anzahl N der Simulations-
durchgénge (,,n-N-Verwechselung®). Dies ist eine typische Schwierigkeit bei der Simula-
tion mehrstufiger Zufallsversuche (vgl. Saldanha und Thompson 2002) und muss beim
Aufgreifen dieser Aufgabe im Unterricht angesprochen und geklart werden. Eine gute
Moglichkeit zur inhaltlichen Kldrung dieser Fehlvorstellung ist die klare Zuordnung der
Wiederholungsanzahl n des mehrstufigen Zufallsversuchs und der Anzahl N der Simula-
tionsdurchginge zu den verschiedenen Schritten eins und drei des Prozessmodells.

Die beiden Aufgabenteile mit verbalen Anteilen (Vergleich mit der Vermutung zur Wahr-
scheinlichkeit fiir X = 10 gewiirfelte Sechsen, Beschreibung der Verteilung) werden von
den Schiilerinnen ignoriert. Einzig die Bereichswahrscheinlichkeit regt zur Interpretation
an. Auch die Vermutungsphase im Unterricht konnte keine Motivation zur Interpretation
der Wahrscheinlichkeit fiir X = 10 gewiirfelte Sechsen erzeugen. Bei den Interpretations-
versuchen von Magdalena und Natascha zur Bereichswahrscheinlichkeit sieht man, dass
die eigentliche Problemstellung inhaltlich teilweise iiberhaupt nicht vollstindig erfasst
wurde. Es zeigt sich das allgemeine Problem der ,,Abarbeitung* von Teilaufgaben ohne
eine stochastisch-inhaltliche Interpretation des in der Aufgabe behandelten Kontextes
vorzunehmen.

Auf der Seite des Aufgabendesigns kann man zwei Ursachen vermuten, die diese Schii-
lerhaltung unterstiitzen:

¢ Die Vermutungsphase zur Wahrscheinlichkeit von X = 10 gefallenen Sechsen fiihrt
nicht direkt zur intendierten Interpretation der Streuung der Verteilung, da die Vertei-
lung als Ganzes in der Fragestellung nicht explizit angesprochen wird. Die Schiilerin-
nen und Schiiler sollten eigentlich im Rahmen der Aufgabe beispielhaft fiir eine Bi-
nomialverteilung erkennen, dass man i. a. nicht exakt den ,,erwarteten Mittelwert* er-
hilt, sondern dass es Abweichungen nach oben und unten gibt. Die Verteilung streut
um den ,,Idealwert®, der ,Idealwert* selber tritt daher nur mit einer relativ geringen
Wahrscheinlichkeit auf. Die Betrachtung der Verteilung als Ganzes wird mit den
Umgebungen des ,.erwarteten Mittelwerts* sowie iiber die Beschreibung der Form
der Verteilung inhaltlich vertieft. Die Punktschitzung der Wahrscheinlichkeit von
X =10 gefallenen Sechsen trigt nicht hierzu bei.

¢ Der inhaltliche Zusammenhang (Streuung und Verteilungsbegriff) der einzelnen Auf-
gabenteile ist fiir die Schiilerinnen nicht ersichtlich.

Auf diesen Beobachtungen aufbauend kann es sinnvoll sein, die Wiirfelaufgabe b) fol-
gendermal3en zu dndern:
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Ein fairer Wiirfel wird 60 mal geworfen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl X der Sechsen, die hierbei
gewiirfelt werden.

e Nehmen Sie an, Sie erstellen eine Simulation des 60-fachen Wiirfelwurfs und wihlen die Anzahl
an Sechsen als Messgroe. Mit dieser Simulation fithren Sie 1000 Simulationsdurchgiinge aus.
Uberlegen Sie sich, wie die Hiufigkeitsverteilung der MessgroBe der Anzahl der Sechsen nihe-
rungsweise aussehen muss und zeichnen Sie diese schematisch in Thr Heft.

e  Fiihren Sie die Simulation tatséchlich durch und beschreiben Sie Unterschiede und Gemeinsamkei-
ten zwischen Ihrer vermuteten Verteilung und dem Histogramm der simulierten Verteilung.

e  Markieren Sie im Histogramm der Simulation den Bereich von mindestens 8 und hochstens 12
Sechsen und schétzen Sie die zugehorige relative Héaufigkeit. Beschreiben Sie in Worten, welche
Wahrscheinlichkeit hiermit bestimmt wird. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit auch iiber eine
Auswertungstabelle.

e Wie muss der Bereich von X; bis X, um X = 10 herum gewihlt werden, damit man mit einer Wahr-
scheinlichkeit von iiber 80 % ein Ergebnis in diesem Bereich erhilt?

Im ersten Aufgabenteil wird direkt eine Erwartungshaltung zur Form der Verteilung als
Ganzes aufgebaut. Die Schiilerinnen und Schiiler konnen sich iiberlegen, dass das Maxi-
mum der Verteilung vermutlich beim ,,idealen Wert* von X = 10 liegen wird. Uber die
Beriicksichtigung der moglichen Streuung kann ein prinzipiell richtiges Bild der Vertei-
lung entstehen. Um diese Erwartungshaltung auch bei den schwicheren Schiilerinnen und
Schiilern wirksam werden zu lassen, sollte man die Vermutungsphase im Unterrichtsge-
sprach ablaufen lassen. Der zweite Aufgabenteil greift die Erwartungshaltung direkt auf.
Die in der Simulation erstellte Haufigkeitsverteilung wird direkt mit der vermuteten Ver-
teilung verglichen. Im dritten und vierten Aufgabenteil wird der Blick auf die Umgebun-
gen des ,,Idealwerts* von X = 10 und damit auf eine quantitative Betrachtung des Begriffs
der Streuung gelenkt. Im dritten Aufgabenteil wird eine Verbindung zwischen der grafi-
schen Darstellung der Haufigkeitsverteilung und den Berechnungen hergestellt. Hiermit
wird die wichtige Kontrollstrategie des Vergleichs der rechnerischen Ergebnisse mit der
visuellen Darstellung der Verteilung explizit eingefordert. Ferner soll im dritten Aufga-
benteil iiber die Verbalisierung der bestimmten Wahrscheinlichkeit ein inhaltliches Ver-
standnis fiir das berechnete Ergebnis hergestellt werden. Im vierten Aufgabenteil sollen
die Schiilerinnen und Schiiler ein zielgerichtetes Probierverfahren im Umgang mit ihrer
Computersimulation kennen lernen.

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenzen dndern sich die Anforderungen
im Vergleich zur urspriinglichen Aufgabenformulierung nicht. Damit ist die Aufgaben-
stellung wie bisher gut fiir eine Festigung und Vertiefung der Simulations- und Fathom-
kompetenzen geeignet. Auf der stochastisch-inhaltlichen Ebene werden die in der Analy-
se festgestellten Probleme aufgegriffen. Die Aufgabe zielt direkt auf das Verstindnis des
Verteilungsbegriffs und der Streuung um den ,,idealen Wert* von 10 Sechsen. Die einzel-
nen Aufgabenteile sind inhaltlich eng miteinander verkniipft. Die stochastisch-inhaltliche
Interpretation wird mehrfach direkt eingefordert, weiter ist die Kontrollstrategie der Visu-
alisierung der Ergebnisse explizit in die Aufgabe integriert.

6.2.5 Analyse der vierten bis sechsten Unterrichtsstunde in Verbindung mit
den Auswertungen der Schiilerarbeitsphasen

Um die in den ersten drei Unterrichtsstunden angelegten Simulationskompetenzen und
insbesondere die Werkzeugkompetenzen im Umgang mit der Software FATHOM zu festi-
gen, wurden den Schiilerinnen und Schiilern direkt im Anschluss an die Testaufgabe die
Wiirfelaufgaben a) und b) zur Bearbeitung gegeben. Der Unterrichtsverlauf zeigt einen
typischen Wechsel zwischen der Schiilerarbeit am Computer und einer ausfiihrlichen
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Vor- und Nachbesprechung der Aufgaben sowie weiterer Erarbeitungsphasen im Unter-
richt: Nach der ausfiihrlichen Besprechung von Wiirfelaufgabe a) in der vierten Stunde
wird das vierschrittige Prozessmodell erarbeitet und der Simulationsplan eingefiihrt. Die
Schiilerarbeitsphase zu Wiirfelaufgabe b) wird zunéchst iiber eine Vermutungsphase vor-
bereitet und zu Beginn der sechsten Unterrichtsstunde mit einer ausfiihrlichen Bespre-
chung abgeschlossen. Die sechste Stunde wird mit Genauigkeitsbetrachtungen zur Be-
stimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber Computersimulationen fortgefiihrt.

Die Unterrichtsgestaltung zeigt auf der Designebene die flexible Verwendbarkeit der
vorhandenen Unterrichtsmaterialien. Die Wiirfelaufgaben und die mit ihnen verbundenen
theoretischen Inhalte wie die Struktur einer Simulation, der Simulationsplan, die Genau-
igkeitsabschidtzungen und auch die zugehorigen theoretischen Grundbegriffe konnen ge-
mif} der geforderten Praxisorientierung einer Design-Research-Studie je nach inhaltli-
chem Bedarf und zeitlicher Verfiigbarkeit flexibel eingesetzt und erarbeitet werden.

Wie die Auswertung der beiden Schiilerarbeitsphasen erkennen ldsst, war die gewihlte
Strukturierung des Unterrichts durchaus sinnvoll: Die Auswertung der beiden Transkripte
zu den Wiirfelaufgaben a) und b) zeigt, dass bei diesen beiden Aufgaben Unsicherheiten
sowohl in der Strukturierung der Simulation als auch bei den allgemeinen Werkzeugkom-
petenzen und bei der Formelkompetenz aufgetreten sind. Eine inhaltliche Interpretation
der Ergebnisse im Sinn eines stochastischen Verstiandnisses fiir die Aufgaben ist in den
Transkripten kaum erkennbar. Diese Beobachtungen werden durch die in den Protokollen
festgehaltenen Unterrichtsbeobachtungen zu den beiden Computerarbeitsphasen gestiitzt,
so dass die Auswertungsergebnisse der Partnerarbeit von Magdalena und Natascha auch
fiir andere Gruppen als reprédsentativ angesehen werden konnen.

In der ausfiihrlichen Besprechung der Wiirfelaufgabe a) zu Beginn der vierten Stunde
werden die in der Partnerarbeitsphase geschilderten Problembereiche aufgegriffen: Die
benotigten Werkzeugkompetenzen in FATHOM, die Definition der Messgrof3e und die Be-
deutung des Befehls AnzVerschiedeneWerte () werden ausfiihrlich erldutert.

Die nun folgende Wiirfelaufgabe b) wird inhaltlich vorbereitet durch die geschilderte Ver-
mutungsphase zur Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von genau 10 Sechsen. Bereits im
Unterrichtsgesprich tauchen hier erstmals Verwechslungen zwischen dem 60fachen Wiir-
feln und der Anzahl N der Simulationsdurchginge auf. Das Problem wird sofort aufge-
griffen und diskutiert. Die Auswertung der folgenden Partnerarbeit von Magdalena und
Natascha zeigt allerdings, dass die Schiilerinnen die gerade im Unterricht besprochenen
Inhalte nur teilweise umsetzen konnen: Es treten wieder Probleme auf bei der Definition
der Messgrofle und mit der Verwechselung der Anzahl N der Simulationsdurchginge. Auf
die Ergebnisse der Vermutungsphase im Unterricht wird kein Bezug genommen. Die
sechste Unterrichtsstunde greift daher bei der ausfiihrlichen Vorstellung einer Losung von
Wiirfelaufgabe b) genau diese Problempunkte nochmals auf. Die Besprechung schlief3t
mit der Erarbeitung der gewiinschten inhaltlichen Interpretation der Verteilung der An-
zahl der Sechsen beim 60fachen Wiirfelwurf im Unterrichtsgespréch.

Aus Sicht der Unterrichtsmethodik ist der gewihlte Wechsel von Gruppenarbeit,
Hausaufgaben und gemeinsamen Besprechungs- und Erarbeitungsphasen sinnvoll. Die
Schiilerinnen und Schiiler werden stets intensiv in die Erarbeitungsphasen einbezogen.
Eine freiere Gestaltung der Unterrichtsmaterialien oder der Unterrichtsfithrung birgt in
dieser Phase der ersten eigenstindigen Erfahrungen mit Computersimulationen die Ge-
fahr, dass Teile des Kurses ohne Orientierung sind und daher im Kompetenzaufbau zu-
riickfallen.
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Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz lisst sich sagen, dass die bei-
den Wiirfelaufgaben und die gewihlte unterrichtliche Gestaltung zur Festigung und Ver-
tiefung beigetragen haben. Hierfiir sprechen die erfolgreichen Aufgabenbearbeitungen der
meisten Schiilerinnen und Schiiler in den Hausaufgaben, die erfolgreich zu Ende gefiihrte
Partnerarbeit von Magdalena und Natascha bei der Wiirfelaufgabe b) und die reibungslose
Einfiihrung des vierschrittigen Prozessmodells zur Erstellung einer Computersimulation.
Damit ist das Hauptziel der drei Unterrichtsstunden erreicht worden.

Die Auswertungen der Gruppenarbeitsphasen zeigen aber auch deutlich, dass eine solche
Festigungsphase im Anschluss an das Einstiegsbeispiel dringend bendtigt wird. Die Grup-
penarbeitsphasen am Computer haben den Vorteil, dass die Schiilerinnen und Schiiler
sich gegenseitig unterstiitzen konnen und dass sie gegebenenfalls beim Lehrer nachfragen
konnen. Von groler Bedeutung ist auch die Moglichkeit der Erstellung der Simulationen
als Hausaufgabe, da man sich nur hier individuell Zeit zum Erlernen und Festigen der
Simulations- und Fathomkompetenzen nehmen kann. Die ausfiihrlichen Nachbespre-
chungen dienen der Wiederholung und der Klidrung aufgetretener Schwierigkeiten.

Aus der gemeinsamen Auswertung der Transkripte und der Unterrichtsstunden lassen sich
folgende Problembereiche identifizieren, welche beim Aufbau der Simulations- und
Fathomkompetenzen Schwierigkeiten bereiten:

¢ Probleme bei der Definition der Messgrof3e

=  Sowohl bei der Priasentation der Wiirfelaufgabe a) im Unterricht als auch bei
der Schiilerarbeitsphase zu Wiirfelaufgabe b) finden sich Probleme bzgl. der
Lokalisierung der MessgroB3e auf Werkzeugebene.

= Die Schwierigkeiten in der Gruppenarbeitsphase zu Wiirfelaufgabe a) deuten
auf ein fehlendes Verstindnis der Bedeutung der Messgro3e im Rahmen des
vierschrittigen Prozessmodells hin. Die Probleme werden hier verstiarkt durch
Schwierigkeiten auf der Seite der Formelkompetenz im Umgang mit der For-
mel AnzVerschiedeneWerte ().

e Zweckentfremdung kategorialer Auswertungstabellen

Trotz einer Erlduterung des Problems in der 4. Unterrichtsstunde durch den
Lehrer werden bei der Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe b) zweimal kategoria-
le Auswertungstabellen in Verbindung mit numerischen Auswertungsformeln
eingesetzt (vgl. Kapitel 4.1.3).

e Verwechselung der Wiederholungsanzahl n eines mehrstufige Zufallsversuchs mit
der Anzahl N der Simulationsdurchgénge (,,n-N-Verwechselung*)

Sowohl im Unterrichtsgespriach als auch im Rahmen der Gruppenarbeit tritt
die ,,n-N-Verwechselung* auf, allerdings nur bei Wiirfelaufgabe b). Das Prob-
lem findet sich weder bei der Einfiihrungsaufgabe mit dem 10er-Test und dem
20er-Test noch bei Wiirfelaufgabe a). Man kann vermuten, dass bei der Ein-
fithrungsaufgabe sowohl der Anwendungskontext als auch die Vorbereitung
durch eine hindische Simulation zur Vermeidung des Problems beigetragen
haben. Im Vergleich zur Wiirfelaufgabe a) scheint es ferner so, das die hohe
Anzahl von 60 Wiirfen bei Wiirfelaufgabe b) zur Verwechselung beitrigt.

® Probleme beim semantischen Verstindnis neu eingefiihrter Befehle

Die Einfiihrung des Befehls AnzVerschiedeneWerte () iiber die Kurzan-
leitung hat bei der analysierten Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe a) nicht
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funktioniert. Allerdings hat die Gruppe die Kurzanleitung auch nicht durchge-
lesen.

e Fehlende Verinnerlichung der Visualisierung der Haufigkeitsverteilungen im Sinn
einer Kontrolle der Wahrscheinlichkeitsschitzungen

Die Analyse der Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe b) zeigt, dass der Vergleich
der rechnerischen Ergebnisse mit dem Histogramm der Haufigkeitsverteilung
als Kontrollstrategie noch nicht verinnerlicht ist.

Positiv ldsst sich festhalten, dass sich in der Gruppenarbeit zu Wiirfelaufgabe b) mehrfach
auch ein sehr kreativer und sicherer Umgang bei der Erstellung von Formeln in Fathom
zeigt.

Auf der Ebene der stochastischen Kompetenz sieht man, dass eine inhaltliche Interpreta-
tion der geschitzten Wahrscheinlichkeiten und der berechneten Verteilungen in dieser
Phase des Unterrichts nur in Ansétzen stattgefunden hat. Die Schiilerinnen und Schiiler
sind zu sehr mit der Erstellung der Computersimulationen beschiftigt. Der Versuch des
Aufbaus einer Erwartungshaltung bei Wiirfelaufgabe b) hat nicht funktioniert. Die bei
Wiirfelaufgabe b) vorhandenen Aufgabenteile zur verbalen Beschreibung der Verteilung
oder zur Interpretation eines Ergebnisses wurden ignoriert. Vorschldge zur Modifizierung
der Aufgabenstellungen aufgrund der geschilderten Beobachtungen finden sich bereits in
den vorausgehenden Kapiteln 6.2.3 und 6.2.4.

Es lasst sich an dieser Stelle nur vermuten, dass auch eine inhaltlich interessantere Gestal-
tung der Aufgaben zu einer verstirkten stochastisch-inhaltlichen Interpretation anregen
konnte. So konnte man die Wiirfelprobleme z. B. in Spiel- oder in Wettsituationen einbet-
ten.

Betrachtet man die Besprechungen der beiden Wiirfelaufgaben im Unterricht, so fillt auf,
dass auf sprachlicher Ebene die in den Simulationen erhaltenen relativen Haufigkeiten
stets als Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden. Man kann vermuten, dass es sich hier-
bei eher um ein sprachliches Problem handelt. Die explizite Thematisierung der Ungenau-
igkeit der Wahrscheinlichkeitsbestimmung iiber den frequentistischen Zugang anhand der
behandelten Faustregeln miisste den Unterschied zwischen der relativen Héufigkeit und
der Wahrscheinlichkeit deutlich gemacht haben. Um dennoch der Verwechselung der
relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit stirker entgegen zu wirken, sollte bei
einer Weiterentwicklung des Unterrichtskonzepts stets von ,,Wahrscheinlichkeitsschét-
zungen* gesprochen werden.

Auf der Ebene der Motivation und des Schiilerinteresses zeigt sich auf Basis der Un-
terrichtsbeobachtungen des Autors und der Protokolle ein positives Bild: Der gesamte
Kurs arbeitet in der geschilderten Phase des Unterrichts aktiv mit. Trotz der auftretenden
Schwierigkeiten beim Erlernen der Simulations- und Fathomkompetenzen haben die
meisten Schiilerinnen und Schiiler die Computersimulationen im Unterricht oder als
Hausaufgabe erfolgreich zu Ende bringen konnen. Die beobachtete Partnerarbeit von
Magdalena und Natascha zeigt bereits bei diesen ersten beiden eigenen Simulationsauf-
gaben eine groBe Hartnickigkeit und Zielstrebigkeit bei der Arbeit am Computer.
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6.3 Die theoretischen Grundbegriffe und die Wiirfelaufgaben
¢),d) und e)

In der siebten und achten Unterrichtsstunde wurden die vorgesehenen theoretischen
Grundbegriffe (vgl. Kapitel 4.2.1) behandelt und das Gesetz der grolen Zahl vertieft (vgl.
Kapitel 4.2.2). In der neunten und zehnten Unterrichtsstunde war geplant, die beiden als
Hausaufgabe aufgegebenen Wiirfelaufgaben d) und e) zunichst ausfiihrlich zu bespre-
chen. In der zehnten Stunde sollte Zeit in Partnerarbeit am Computer zur Verfiigung ste-
hen, um je nach individuellem Bedarf eigene Aufgaben zu vervollstindigen oder sich
gemil Wiirfelaufgabe f) ein eigenes Wiirfelproblem auszudenken und zu 16sen (vgl. Ka-
pitel 4.4.3). Aufgrund kurzfristiger organisatorischer Schwierigkeiten stand der Compu-
terraum jedoch in der neunten und zehnten Unterrichtsstunde nicht zur Verfiigung. Daher
wurden die Losungen der Wiirfelaufgaben d) und e) ausfiihrlich mit Laptop und Beamer
im normalen Unterrichtsraum besprochen. In der zehnten Stunde wurde eine theoretische
Ubungsaufgabe aus dem Schulbuch (H. Griesel, H. Postel et al. 2003, S. 15, Aufgabe 4)
behandelt und die allgemeine Summenregel P(E, UE,)=P(E )+ P(E,)—P(E,NE,)
fiir Ereignisse analog zur Darstellung im Schulbuch erarbeitet (H. Griesel, H. Postel et al.
2003, S. 41). Da die Planung der zehnten Unterrichtsstunde aufgrund der kurzfristig auf-
getretenen Raumprobleme unabhingig vom Konzept des Simulationsvorkurses erfolgen
musste, wird die zehnte Unterrichtsstunde hier nicht weiter beschrieben und analysiert.

6.3.1 Tabellarische Darstellung des Unterrichtsverlaufs
7./8. Stunde: Vorstellung der Wiirfelaufgabe c) — Theoretische Grundbegriffe — Gesetz

der grof3en Zahl
Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode
0 Besprechung der als Hausaufgabe aufgegebenen Simulationspléne | Unterrichtsge-
zu Wiirfelaufgabe c¢) (Aufgabentext sieche S. 80), spriach

Erstellung der Wiirfelaufgabe ¢) am Lehrerrechner entlang den
Anweisungen des Simulationsplans eines Schiilers,

Diskussion der Bedeutung des Befehls Anzahl (Wurf=6) 21 zur
Definition der Messgro3e bei Wiirfelaufgabe c)

12 | Erarbeitung der theoretischen Losung fiir die Wahrscheinlichkeit, | fragend-

beim doppelten Wiirfelwurf mindestens eine Sechs zu werfen, entwickelnder
Angabe des Ergebnisraums beim doppelten Wiirfelwurf, Unterricht
Vergleich mit dem Ergebnis der Simulation

31 | Diskussion der Wahrscheinlichkeiten beim Werfen einer Reil- | fragend-
zwecke als Gegenbeispiel zur Gleichwahrscheinlichkeitsannahme | entwickelnder
Unterricht

39 | Einfilhrung der  Begriffe = Zufallsexperiment,  Laplace- | Lehrervortrag
Wahrscheinlichkeit, Ergebnisraum und Ereignis,
Ergebnissicherung an der Tafel

47 Pause

52 | Gegeniiberstellung des frequentistischen und des theoretischen | Lehrervortrag
Zugangs zur  Wahrscheinlichkeit  iiber die  Laplace-
Wabhrscheinlichkeit
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56 | Experimentelle Untersuchung des Gesetzes der grolen Zahl am | Partnerarbeit
Beispiel des Miinzwurfs: Je zwei Schiiler fithren 50 Miinzwiirfe
durch, die Ergebnisse werden im Kurs zusammengetragen und
sukzessive zusammengezihlt (vgl. Kapitel 4.4.2).

69 | Diskussion der Stabilisierung der relativen Héaufigkeit, Einfithrung | fragend-
des Begriffs ,,Gesetz der gro3en Zahl* entwickelnder

Unterricht

80 | Demonstration der beiden FATHOM-Lernumgebungen zum Gesetz | Demonstration
der groflen Zahl (vgl. Kapitel 4.4.2) am Lehrer-PC, mit Computer
Diskussion zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung bei | und Beamer
einer Simulation,
Diskussion zur Unabhingigkeit der einzelnen Stufen eines mehr- | fragend-
fachen Miunzwurfs, entwickelnder
Austeilen eines Ergebnisblattes (vgl. Anhang, S. 276) Unterricht

93 | Kurze Erlduterung des Wwenn () -Befehls durch den Lehrer, Hausaufgabe

- 95 | Als Hausaufgabe sollen die beiden noch ausstehenden Wiirfelauf-
gaben d) und e) bearbeitet werden.

9.Stunde:  Vorstellung der Wiirfelaufgaben d) und e)

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode

0 Aufbau von Laptop und Beamer im Unterrichtsraum

9 Vorstellung der Gliicksspielaufgabe: Ein Schiiler stellt sein ferti- | Schiilervortrag
ges Datenblatt zu Wiirfelaufgabe d) per Laptop und Beamer vor
(Aufgabentext siehe S. 80)

16 Ausfiihrliche Erlduterung des Wenn () -Befehls, Unterrichtsge-
Interpretation des berechneten Erwartungswerts sprach

23 | Vorstellung der Wartezeitaufgabe: Ein Schiiler stellt sein fertiges | Schiilervortrag
Datenblatt zu Wiirfelaufgabe e) per Laptop und Beamer vor
(Aufgabentext siehe S. 81)

34 | Ausfiihrliche Erlduterung der Verwendung einer Abbruchbedin- | Unterrichtsge-
gung und des Aufbaus der FATHOM-Simulation mit drei Kollekti- | sprich
onen,
Interpretation der Ergebnisse und Beschreibung der Verteilung in
Worten

45 | Die Wiirfelaufgabe e) soll von jedem Schiiler zu Hause vervoll- | Hausaufgabe
standigt werden.

6.3.2 Ausgewihlte Beobachtungen zu den zentralen Punkten des Unter-

richtsverlaufs

Hausaufgabenbesprechung der Simulation zu Wiirfelaufgabe c)

Bei der Besprechung der Simulationspldne zu Wiirfelaufgabe c) fillt auf, dass diese sehr
technisch waren und kaum {iiber die Kurzanleitung hinausgingen. Der Lehrer informierte
dariiber, dass der gewihlte Aufbau der Simulation und die gewéhlten Formeln im Simula-
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tionsplan stets in Verbindung mit dem zu simulierenden Zufallsexperiment angegeben
werden miissen. So soll bei jeder verwendeten Formel erldutert werden, welches Element
des Zufallsexperiments durch die Formel beschrieben wird. Dies wurde beispielhaft an
der Wiirfelaufgabe c) erldutert.

Die Simulation der Wiirfelaufgabe c¢) wurde vom Kurs als Hausaufgabe insgesamt gut
bearbeitet. Die meisten Schiilerinnen und Schiiler waren in der Lage, die Simulation ent-
lang der Kurzanleitung mit der Formel Anzahl (Wurf=6) 21 zu erstellen. Allerdings gab
es von Schiilerseite Nachfragen nach der Bedeutung des Befehls Anzahl (Wurf=6) 1.
Der Befehl liefert wahr, falls das Ereignis ,,mindestens eine Sechs eintritt, ansonsten
liefert er falsch. Es kam der Vorschlag, statt dieses Befehls einfach die Anzahl der
Sechsen als Messgrofle zu verwenden und die entstehende Héufigkeitsverteilung hinterher
auszuwerten. Man hat an dieser Stelle die Auswahl, ob man als Messgro3e das Ereignis
,mindestens eine Sechs* oder die Zufallsgrofe ,,Anzahl der Sechsen* wihlt. Beide Mog-
lichkeiten wurden gegeniiber gestellt und miteinander verglichen.

Theoretische Losung der Wiirfelaufgabe c)

Bei der Frage nach einer theoretischen Losung fiir die Berechnung der Wahrscheinlich-
keit fiir mindestens eine Sechs beim doppelten Wiirfelwurf gab gleich die erste Schiiler-
antwort die richtige Richtung vor: ,,Man sucht alle Wiirfelkombinationen und z&hlt die-
se.“* Kurz wurde von Schiilerseite die Frage aufgeworfen, ob man beispielsweise die Tu-
pel (6;1) und (1;6) getrennt zidhlen soll, diese Frage wurde aber durch entsprechende

Schiilerbeitrdge schnell geklart:

,,Bs sind ja verschiedene Wiirfel.*,

,Wenn man das gleichsetzen wiirde, dann wiirde man ja eine Kombination unter
den Tisch fallen lassen.*

,Wenn man sich denkt, dass die Wiirfel verschiedene Farben hitten, wird’s deut-
lich.*

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit als Anzahl der Tupel mit mindestens einer Sechs
durch die Anzahl aller Tupel war dann schnell klar. Das Ergebnis P(E) =4l = 0,3056

wurde mit der Wahrscheinlichkeitsschidtzung aus der vorher besprochenen Simulation (ca.
31%) verglichen.

Auf die Nachfrage des Lehrers, wie man die Wahrscheinlichkeit fiir die Kopfseite beim
Werfen einer Reilzwecke bestimmt, argumentierten einige Schiilerinnen und Schiiler, die
Wahrscheinlichkeiten fiir ,,Seite* und ,,Kopf* seien gleich, da es zwei Moglichkeiten gi-
be. Als Reaktion hierauf gab es jedoch mehrere Beitrige, die aufgrund physikalischer
Betrachtungen in Zweifel zogen, dass die beiden Moglichkeiten gleichberechtigt seien.
Von Lehrerseite wurde daraufhin betont, dass sich die Berechnung einer Wahrscheinlich-
keit nur dann analog zum doppelten Wiirfelwurf durchfiihren ldsst, wenn klar ist, dass alle
betrachteten Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind. Als Moglichkeit zur Bestimmung der
beiden Wahrscheinlichkeiten beim Wurf der Reilzwecke wurde von Schiilerseite dann
sofort die experimentelle Bestimmung vorgeschlagen.

Zum Abschluss der siebten Unterrichtsstunde wurden die theoretischen Grundbegriffe
Zufallsexperiment, Laplace-Wahrscheinlichkeit, Ergebnisraum und Ereignis kurz erldu-
tert und an der Tafel gesichert.

* Schiilerzitat aus dem Unterrichtsprotokoll zur 7./8. Unterrichtsstunde.
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Gesetz der grofien Zahl

Die hdndische Durchfiihrung der Miinzwiirfe zur Betrachtung des Gesetzes der gro3en
Zahl in der achten Unterrichtsstunde konnte ziigig durchgefiihrt werden. Die sukzessive
Berechnung der relativen Haufigkeit fiir ,,Zahl* ergab folgende Tabelle, welche auch gra-
fisch an der Tafel dargestellt wurde:

Anzahl N der Wiirfe 50 100|150 200 [250 (300 |350 [400 (450

Rel. Haufigkeit fiir ,,Zahl* |0,440 10,550 (0,533 |0,540 {0,524 0,523 0,503 |0,498 {0,498

Tab. 6.1: Sukzessive Entwicklung der relativen Hdufigkeit fiir ,, Zahl* beim Miinzwurf in der im Unterricht
durchgefiihrten experimentellen Miinzwurfserie von Kurs A.

Die Schwankungen der Kurve und die Stabilisierung der relativen H&ufigkeiten gegen
den bereits bekannten Wert von p = 0,5 wurden in Schiilerbeitrigen beschrieben. Von
Lehrerseite wurde als typisches Verhalten der stochastischen Konvergenz thematisiert,
dass die Abweichung der relativen Haufigkeit von dem ,,Idealwert” p = 0,5 bei einer wei-
teren Erhohung der Wurfanzahl zwischenzeitlich auch wieder zunehmen kann. Als Prob-
lematisierung wurden die Schiilerinnen und Schiiler zum Vergleich mit den am Ende der
sechsten Unterrichtsstunde ermittelten Faustregeln aufgefordert. In diesem Zusammen-
hang konnte erarbeitet werden, dass die relative Haufigkeit fiir ,,Zahl*“ nach 450 Miinz-
wiirfen in den meisten Féllen weiter von der theoretischen Wahrscheinlichkeit p = 0,5
entfernt liegt als in der konkreten Messreihe erhalten.

Zur Vertiefung des Gesetzes der grolen Zahl demonstrierte der Lehrer am Beamer meh-
rere Durchldufe der beiden Lernumgebungen zum Gesetz der groen Zahl (vgl. Kapitel
4.4.2). Bei der Betrachtung der zweiten Lernumgebung mit N = 1000 Wiederholungen
wurden nochmals Untersuchungen zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung
nach 1000 Wiederholungen vorgenommen. Anhand der ersten Lernumgebung, die sich
Wurf fiir Wurf aufbaut, wurde gezeigt, dass man den genauen Wahrscheinlichkeitswert
von p = 0,5 manchmal bereits innerhalb der ersten zehn Wiirfe direkt trifft. Allerdings
konnte man sehen, dass die Abweichung der relativen Hiufigkeit bei einer weiteren Er-
hohung der Wurfanzahl in den meisten Féllen zunédchst wieder groler wird. Hiermit wur-
de eine Verbindung zum hindisch durchfiihrten Experiment hergestellt, bei dem nach 450
Wiirfen bereits eine hohe Genauigkeit erreicht war, die nach den Faustregeln typischer-
weise nicht zu erwarten gewesen wire.

Bei den Durchldufen der sich Wurf fiir Wurf aufbauenden Simulationsumgebung traten
teilweise sehr lange Runs auf, d. h. es fiel sehr oft nacheinander nur ,,Zahl* oder nur
,,Kopf*. Dies war Anlass fiir eine Diskussion iiber die Irregularitit von Zufallsfolgen. An
dieser Stelle wurde der Begriff der Unabhingigkeit der einzelnen Miinzwiirfe eingefiihrt.
Es wurde von der ,,Gedédchtnislosigkeit™ der Miinze gesprochen.

Vorstellung der Wiirfelaufgaben d) und e)

In der neunten Unterrichtsstunde wurden die Wiirfelaufgaben d) und e) besprochen. Wih-
rend die meisten Schiilerinnen und Schiiler die Gliicksspielaufgabe entlang der Kurzanlei-
tung 16sen konnten, gab es bei der Wartezeitaufgabe nur zwei komplett richtige Losun-
gen. Beide Aufgaben wurden im Kurs vorgestellt.

Bei der Vorstellung der Gliicksspielaufgabe fillt auf, dass der prisentierende Schiiler im
Gegensatz zum Vorschlag der Kurzanleitung zwei Messgroflen verwendet hat. In der
Kurzanleitung wird die Verwendung einer Messgrofle Gewinn zur Berechnung des Netto-
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gewinns aus den beiden im Merkmal Wurf erzeugten Wiirfelergebnissen vorgeschlagen.
Hierfiir kann man die folgende Formel verwenden:

40

Wenn (Summe (Wurf)= 7){ 10

Der Schiiler hat eine erste Messgrolle Wuerfelsumme mit der Formel Summe (Wurf) defi-
niert. Die zweite Messgrofle Gewinn greift iiber folgende Formel auf die erste Messgrofie
Wuerfelsumme zuriick:

40

Wenn (Wuerfelsumme="7 ){ 10

Hiermit wird die in der Kurzanleitung vorgeschlagene Schachtelung der Befehle vermie-
den. Bei der Besprechung der Ergebnisse wurde der mittlere Gewinn pro Spiel themati-
siert und der Begriff des fairen Spiels eingefiihrt.

Bei der Wartezeitaufgabe ist die Modellierung des Einzelexperiments, d. h. in diesem Fall
das Wiirfeln bis zum ersten Sechserpasch, die Hauptschwierigkeit. Hier wird in der Kurz-
anleitung vorgeschlagen, in einer leeren Ausgangskollektion zwei MessgrofSen wurfl und
wurf2 zu definieren und in der Registerkarte Messgroffen Sammeln die Bedingung
(wurfl=6) und (wurf2=6) einzugeben (vgl. Kurzanleitung zur Aufgabe, S. 81).
Nach der Demonstration einer kompletten Schiilerlosung wurde diese Modellierung von
Schritt 1 des Prozessmodells vom Lehrer herausgegriffen und nochmals ausfiihrlich vor-
gestellt. Ferner wurde die ungewohnte Struktur der Simulation mit drei Kollektionen aus-
fiihrlich erldutert. Bei der Besprechung der Ergebnisse wurde vom Lehrer besonderer
Wert auf die Beschreibung und Interpretation der Verteilung gelegt.

6.3.3 Analyse der siebten bis neunten Unterrichtsstunde

Der Unterrichtsverlauf ist gekennzeichnet durch einen Wechsel von Erarbeitungspha-
sen, hindischem Experimentieren und Demonstrationsphasen am Computer. Eine ur-
spriinglich geplante Partnerarbeit in der zehnten Stunde zum Abschluss der Wiirfelaufga-
ben konnte aufgrund der beschriebenen Raumprobleme nicht durchgefiihrt werden. Die
gewihlte Reihenfolge der Erarbeitung theoretischer Grundbegriffe, der Erarbeitung des
Gesetzes der groflen Zahl und der Besprechung der Wiirfelaufgaben zeigt auf der Design-
ebene wieder die Moglichkeit der flexiblen Verwendung der Unterrichtsmaterialien ge-
mil der geforderten Praxisorientierung einer Design-Research-Studie (vgl. Kapitel 3.1).
Die Probleme mit dem Computerraum zeigen allerdings auch, dass fiir eine reibungslose
Umsetzung des Unterrichtskonzepts iiber die gesamte Dauer des Simulationsvorkurses ein
Computerraum zur Verfiigung stehen muss.

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz zeigt sich im Vergleich zur
Bearbeitung der ersten beiden Wiirfelaufgaben eine deutliche Festigung der Kompetenzen
bei der Erstellung einer FATHOM-Simulation entlang des eingefiihrten vierschrittigen Pro-
zessmodells. Hierfiir spricht die erfolgreiche Bearbeitung der beiden Wiirfelaufgaben c)
und d) in der Hausaufgabe seitens der Mehrzahl des Kurses. Die Schiilerinnen und Schii-
ler haben offensichtlich bei der Verwendung der geeigneten FATHOM-Elemente und For-
meln an Routine gewonnen. Die Strukturierung des Vorgehens wird bei den Wiirfelauf-
gaben gestiitzt durch die vorhandenen Kurzanleitungen. Bei den Simulationspldnen muss
im Sinn einer bewussten Reflexion der Modellierungsschritte eine stirkere Verbindung
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zwischen der in der Aufgabenstellung geschilderten stochastischen Situation und der Um-
setzung in FATHOM eingefordert werden (vgl. Kapitel 4.1.4).

Offensichtlich haben die Schiilerinnen und Schiiler jetzt auch den Begriff der Messgrofle
und damit einen zentralen Schritt bei der Erstellung einer sequentiellen Simulation mit
der Software FATHOM besser verstanden. Dies sieht man daran, dass sowohl bei der Wiir-
felaufgabe c) als auch bei der Gliicksspielaufgabe d) von den Schiilerinnen und Schiilern
alternative Messgroflen im Vergleich zur Kurzanleitung vorgeschlagen und diskutiert
werden.

Die Verwendung des anspruchsvollen wWenn () -Befehls fiir die Fallunterscheidung bei
Gewinnspielaufgabe d) hat mit Hilfe der Erlduterung des Befehls vor der Erteilung der
Hausaufgabe gut funktioniert. Allerdings sollte man bei Wiirfelaufgabe d) iiberlegen, ob
man die Kurzanleitung zur Wiirfelaufgabe entsprechend der von einem Schiiler vorge-
schlagenen Losung mit der Verwendung von zwei Messgrofen dndert. Hiermit wiirde
zum einen demonstriert, dass man auch mehrere Messgroen verwenden kann, ferner
wird die Schachtelung zweier Formeln vermieden.

Insgesamt zeigt sich auf der Designebene hinsichtlich der Formulierung des Aufga-
benmaterials, dass die Kurzanleitungen zu den Wiirfelaufgaben ein geeignetes Mittel
sind, um die Schiilerinnen und Schiiler bei der selbststindigen Festigung und Vertiefung
der Simulations- und FATHOM-Kompetenzen zu unterstiitzen. Auflerdem zeigt sich, dass
die gewihlten Auswahlentscheidungen zur ausschlielichen Verwendung der sequentiel-
len Simulation und zur Beschriankung des verwendeten Befehlsumfangs dazu fiihren, dass
die Schiilerinnen und Schiiler bereits nach kurzer Zeit FATHOM-Simulationen mit kleinen
Hilfen selbststindig erstellen konnen (vgl. Kapitel 4.1.5). Hiermit ist es gerechtfertigt, im
Sinn einer inneren Differenzierung die komplexe Simulation des Wartezeitproblems mit
der Abbruchbedingung als letzte Wiirfelaufgabe zu stellen.

Auf der Ebene der stochastischen Kompetenz lésst sich zunédchst sagen, dass die theore-
tischen Grundbegriffe wie geplant eingefiihrt werden konnten (vgl. Kapitel 4.2.1). Bei der
theoretischen Losung zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine gewor-
fene Sechs beim doppelten Wiirfelwurf konnten die Schiilerinnen und Schiiler eigenstin-
dig den korrekten Ergebnisraum entwickeln. Die Frage nach der Beriicksichtigung der
Reihenfolge z. B. bei den Tupeln (1;6) und (6;1) konnte schnell gelost werden. Die zitier-
ten Schiilerbeitrige, welche mit verschiedenartigen Wiirfeln argumentieren, deuten darauf
hin, dass hier auf Wissen aus der Mittelstufe zuriickgegriffen wurde, da es sich um eine
typische Argumentation aus dem Schulunterricht handelt, die sich in vielen Schulbiichern
der Mittelstufe findet (vgl. Griesel, Postel et al. 2002; Lergenmiiller und Schmidt 2006;
Schitz und Eisentraut 2006).

Bei Wiirfelaufgabe ¢) wurde die Wahrscheinlichkeitsschdtzung der Simulation zum Ver-
gleich herangezogen. Damit wurde hier erstmals im Simulationsvorkurs eine Aufgabe so
bearbeitet, dass sich der frequentistische und der theoretische Zugang zur Wahrschein-
lichkeit ergidnzen. Auf die beiden moglichen Zuginge zur Wahrscheinlichkeit wurde zu
Beginn der achten Unterrichtstunde noch einmal verallgemeinernd eingegangen. Die ge-
genseitige Ergdnzung der beiden Wahrscheinlichkeitsbegriffe soll im weiteren Verlauf
des Kurshalbjahres zunehmend zur Unterstiitzung des Verstdndnisses genutzt werden.

Die ersten Schiilerdulerungen zu den Wahrscheinlichkeiten beim Reiflzweckenbeispiel
zeigen die bekannte Fehlvorstellung des ,, Equiprobability-Bias “. Die Schiilerduflerungen
zeigen die Vorstellung, dass sich der Ergebnisraum eines Zufallsexperiments immer aus
gleich wahrscheinlichen Ereignissen zusammensetzt. Das gewihlte Reilzweckenbeispiel
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soll als ein Gegenbeispiel zum Laplace-Ergebnisraum dieser Fehlvorstellung entgegen
treten.

Positiv ist hervorzuheben, dass die Schiilerinnen und Schiiler nach Klidrung der fehlenden
Symmetrie des Reilzweckenversuchs sehr schnell und eigenstindig den experimentellen
Zugang zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten vorgeschlagen haben. Dies zeigt, dass
die Schiilerinnen und Schiiler den frequentistischen Zugang zur Wahrscheinlichkeit be-
reits gut verinnerlicht haben.

Bei der Einfithrung des Gesetzes der groen Zahl konnten die beiden Lernumgebungen
aus Zeitgriinden nur zur Demonstration eingesetzt werden. Hier waren sie allerdings sehr
hilfreich: Das Gesetz der groen Zahl wird durch die Lernumgebung mit N = 1000
Miinzwiirfen verkniipft mit den Faustregeln zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeits-
schitzung von Simulationen. Die andere Lernumgebung zur schrittweisen Veridnderung
der relativen Héufigkeit trigt zur Visualisierung des Gesetzes der groen Zahl bei. Durch
die genaue Betrachtung der Entwicklung der relativen Hiufigkeit wurden ferner die Uber-
legungen zur ,,Gedichtnislosigkeit der Miinze angestolen und die Unabhingigkeit der
einzelnen Stufen des Miinzwurfs thematisiert. Das entspricht gerade einer der mit den
Lernumgebungen beabsichtigten Wirkungen und zeigt, dass die Lernumgebungen geeig-
net sind, um ein intuitives Verstindnis stochastischer Inhalte zu fordern (vgl. Kapitel
4.2.4).

Auf der Designebene wire es sicherlich wiinschenswert gewesen, die Lernumgebungen
nicht nur zur Demonstration, sondern in Partnerarbeit am Computer einzusetzen. Damit
sie ihre volle Wirkung entfalten kdnnen, miissen bei einer Weiterentwicklung des Unter-
richtskonzepts zielgerichtete Arbeitsauftrige in Verbindung mit den Lernumgebungen
entwickelt werden. Diese Arbeitsauftrige sollten die im Unterrichtsgesprich erarbeiteten
Inhalte thematisieren, nimlich die verbale Beschreibung der grafischen Darstellungen
zum Gesetz der groflen Zahl, die Genauigkeitsabschidtzungen und die Unabhéngigkeit der
Miinzwiirfe in der Zufallsfolge.

Zum Verhiltnis zwischen der Erarbeitung von Fathom-Kompetenzen und sto-
chastisch-inhaltlichen Kompetenzen lisst sich in dieser Phase des Unterrichts Folgen-
des sagen: Wihrend die Wiirfelaufgabe c) direkt mit der Erarbeitung stochastischer
Grundbegriffe verkniipft wird, zeigt sich auch bei der Besprechung der Gliicksspielaufga-
be und der Wartezeitaufgabe, dass die Beschreibung und die Interpretation der Ergebnisse
in dieser Phase der Unterrichtseinheit eine grolere Bedeutung erlangt: In beiden Aufga-
ben wird inhaltlich der Erwartungswert behandelt, zumindest bei der Gliicksspielaufgabe
wird dieser auch interpretiert, bei der Wartezeitaufgabe wird die Beschreibung der Form
der Verteilung ausfiihrlich diskutiert. Mit der zunehmenden Simulations- und FATHOM-
Kompetenz der Schiilerinnen und Schiiler kann den stochastischen Inhalten mehr Raum
gegeben werden.

6.4 Die selbststindige Arbeitsphase der gemischten Aufgaben

In der 11. bis 15. Unterrichtsstunde wurden die gemischten Aufgaben behandelt (vgl. Ka-
pitel 4.4.4). Hierbei hatten die Schiilergruppen drei Unterrichtsstunden Zeit, mindestens
drei der acht zur Auswahl stehenden Aufgaben zu bearbeiten. Zu jeder Simulation musste
ein Simulationsplan erstellt und beim Lehrer abgegeben werden. In der 14. und 15. Unter-
richtsstunde wurde zu jeder bearbeiteten Aufgabe eine Losung am Lehrer-PC vorgestellt.
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Die vorgestellten Losungen und die zugehdrigen Simulationspldne wurden dem gesamten
Kurs als Ergebnissicherung zur Verfiigung gestellt.

Nach einer tabellarischen Ubersicht des Unterrichtsverlaufs und erginzenden Bemerkun-
gen sollen in diesem Kapitel zwei der eingesammelten Simulationspldne zu den Aufgaben
,Ferienjob* und ,,Miinzspiel* sowie ein Transkript der Schiilerarbeitsphase von Magdale-
na und Natascha zur Aufgabe ,,Geburtstagsproblem* exemplarisch vorgestellt und in die
Reflexion einbezogen werden. Mit der getroffenen Auswahl ist jeder Aufgabentyp der
gemischten Aufgaben reprisentiert.

6.4.1 Tabellarische Darstellung des Unterrichtsverlaufs

11./12./13. Stunde: Partnerarbeit zu den gemischten Aufgaben am Computer

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode

0 Ausgabe des Arbeitsblatts ,,Gemischte Aufgaben® (vgl. Kapitel | Lehrervortrag
4.4.4) und einer Ubersicht der erarbeiteten FATHOM-Kommandos
und Formeln (vgl. Anhang, S. 277),

Erteilung des Arbeitsauftrags:

Jede Arbeitsgruppe soll jeweils mindestens eine Aufgabe der Ty-
pen A, B und C bearbeiten und einen zugehorigen Simulations-
plan erstellen und abgeben. In Absprache mit dem Lehrer stellen
die Gruppen in der 14./15. Unterrichtsstunde je eine Aufgabe am
Lehrer-PC vor.

10- | Bearbeitung der gemischten Aufgaben in Partnerarbeit in der | Partnerarbeit
135 | Schule und zu Hause

14./15. Stunde:  Vorstellung der Schiilerlosungen zu den gemischten Aufgaben

Zeit | Thema/Inhalte/Aufgaben Methode
0 Vorbereitung der Schiilervortriage, Ausdrucken von Simulations-
pldnen

12 | Vorstellung der Aufgabe ,,Multiple-Choice-Test*“: Zwei Schiiler
stellen die fertige Simulationsumgebung vor.

29 | Vorstellung der Aufgabe ,,Ferienjob*: Zwei Schiilerinnen entwi- Schiilervortrag
o . . . und
ckeln die Simulationsumgebung am Lehrer-PC mit Erlduterungen. . .
- — Diskussion
41 | Vorstellung der Erwartungswertaufgabe ,,Urnenziehung®: Zwei
Schiilerinnen stellen die fertige Simulationsumgebung vor.
51 | Pause
56 | Vorstellung der Erwartungswertaufgabe ,,Miinzspiel“: Zwei Schii-
lerinnen stellen die fertige Simulationsumgebung vor.
64 | Vorstellung der Aufgabe ,.Entenjagd*: Zwei Schiiler stellen die
fertige Simulationsumgebung vor. Schiilervortrag

71 | Vorstellung der Erwartungswertaufgabe ,,Geburtstagsproblem*: | und
Zwei Schiilerinnen stellen die fertige Simulationsumgebung vor. | Diskussion

79 | Vorstellung der Aufgabe ,,Sammelbildproblem*: Zwei Schiiler
-95 | entwickeln die Simulationsumgebung am Lehrer-PC mit ausfiihr-
lichen Erlauterungen.
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6.4.2 Ausgewihlte Beobachtungen zu den zentralen Punkten des Unter-
richtsverlaufs

Von den insgesamt neun Arbeitsgruppen im Kurs sind die einzelnen Aufgaben wie folgt
angewdihlt worden:

Typ A Multiple-Choice-Test 6 Bearbeitungen
Ferienjob 3 Bearbeitungen
Goldmiinze 0 Bearbeitungen

Typ B Urnenziehung 6 Bearbeitungen
Miinzspiel 3 Bearbeitungen

Typ C Entenjagd 5 Bearbeitungen
Geburtstagsproblem 4 Bearbeitungen
Sammelbildproblem 2 Bearbeitungen

Zwei Arbeitsgruppen haben vier statt drei Aufgaben bearbeitet. Die beiden zusitzlichen
Aufgaben wurden jeweils vom Typ C gewdbhlt.

Aus den Unterrichtsprotokollen zur 11. bis 13. Stunde sind folgende Beobachtungen iiber
die Schiilerarbeitsphase zu entnehmen: Die Schiilerinnen und Schiiler sind sehr motiviert
an die selbststindige Bearbeitung der gemischten Aufgaben herangegangen. Die Partner-
arbeit in den gewohnten Arbeitsgruppen hat gut funktioniert, die Schiilerinnen und Schii-
ler konnten sich in intensiven Diskussionen iiber die Aufgaben und ihre Losungsansitze
gegenseitig ergidnzen. Im Anschluss an die 11. Unterrichtsstunde und teilweise auch an
die 12./13. Unterrichtsstunde wurde der aktuelle Stand der Aufgabenbearbeitung per
USB-Stick oder per Email nach Hause transportiert, um dort weiterarbeiten zu konnen. In
Verbindung mit dieser Heimarbeit traten geringe Probleme auf bei der Zusammenfiihrung
unterschiedlicher Bearbeitungen zweier Partner in der nichsten Unterrichtsstunde.

Wie den Unterrichtsprotokollen weiter zu entnehmen ist, lagen die Hauptschwierigkeiten
bei der Losung der Aufgaben in der Formulierung der passenden Formeln fiir die Defini-
tion der Messgroflen und fiir die Auswertung der erzeugten Verteilungen. Insbesondere
die Verwendung des Wenn () -Befehls bei den beiden Erwartungswertaufgaben vom Typ
B sowie die Auswertungen der mit dem Befehl AnzVerschiedeneWerte () erzeugten
Verteilungen bei der Entenjagd und beim Geburtstagsproblem bereiteten Schwierigkeiten.
An diesen Stellen musste der Lehrer hdufig Hilfestellungen geben. Beim Aufbau der Si-
mulationsumgebungen und bei den weiteren Schritten zur Erzeugung einer Computersi-
mulation in FATHOM wurden kaum Hilfestellungen eingefordert.

Die Prisentationen der Schiilerlosungen erfolgten sehr unterschiedlich: Die erste Préasen-
tation zum Multiple-Choice-Test war schlecht vorbereitet und wurde stockend vorgetra-
gen, obwohl hier eine bereits fertige Simulationsumgebung erldutert wurde.

Die weiteren Priasentationen waren alle gut vorbereitet und konzentrierten sich darauf, die
zentralen Schritte entlang des Simulationsplans zu erldutern:

e Konstruktion des Einzelexperiments mit der Begriindung fiir die Wahl des richti-
gen Zufallsgenerators

® Definition der Messgrofle mit der passenden Formel
¢ Interpretation und Auswertung der entstehenden Haufigkeitsverteilungen

Nachfragen der Schiilerinnen und Schiiler ergaben sich auf der Ebene der Formelkompe-
tenz bei der Definition der Messgrofle: Hier wurde die Semantik der Wwenn () -Befehle zu
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den beiden Gewinnspielaufgaben diskutiert, ferner die stochastisch-inhaltliche Bedeutung
der iiber die Formel AnzVerschiedeneWerte () definierten Messgroe An-
zahl_Verschiedene_Geburtstage beim Geburtstagsproblem.

Die beiden Aufgaben ,,Ferienjob* und ,,Sammelbildproblem* wurden auf Veranlassung
des Lehrers bei der Priasentation komplett neu aufgebaut. Beide Aufgaben erfordern einen
flexiblen Umgang mit dem eingefiihrten Prozessmodell: In Teil b) der Ferienjob-Aufgabe
muss ein Probierverfahren angewendet werden, bei dem man die Zahl der Bewerbungen
und damit die Zahl der Fille in der Ausgangskollektion dndern muss. Obwohl der Aufga-
benteil b) zunichst wie eine einfache Auswertungsaufgabe aussieht, ldsst er sich nicht
mehr allein durch eine Auswertung der einmal erzeugten Haufigkeitsverteilung 16sen. Bei
der Aufgabe zum Sammelbildproblem ldsst sich die Struktur des vierschrittigen Prozess-
modells wie schon bei der Wiirfelaufgabe e) nicht mehr direkt auf die Fathom-Simulation
ibertragen.

Bei der ausfiihrlichen Prisentation der beiden Aufgaben ,,Ferienjob* und ,,Sammelbild-
problem* zeigten sich erfreuliche Kontroll-Strategien im Umgang mit der Software
Fathom: Bei der Ferienjob-Aufgabe wurde das Einzelexperiment mit den vier Bewerbun-
gen und den hierzu gezédhlten Erfolgen mehrfach wiederholt und die Ergebnisse der ent-
stehenden Tabellen interpretiert. Ebenso wurde beim Sammelbildproblem das Einzelex-
periment bis zum Sammeln einer vollstindigen Serie mit Strg-y mehrfach wiederholt und
die Ergebnisse sowie einzelne Tabelleneintrige interpretiert.

Bei der Interpretation der Ergebnisse der Erwartungswertaufgaben zeigt sich mehrfach
ein intuitiver Widerspruch zwischen dem erhaltenen Dezimalbruch des berechneten Mit-
telwerts und dem kategorialen Charakter der ZufallsgroB3e: So wird der Mittelwert der
erfolgreichen Bewerbungen bei der Ferienjob-Aufgabe auf ,.ca. 1* gerundet, der Mittel-
wert der bendtigten Schokoriegel bis zum Erreichen einer vollstindigen Serie bei der
Sammelbildaufgabe auf ,,ungefiahr 37“. Bei den Gewinnspielaufgaben mit der numeri-
schen Zufallsgrofle Nettogewinn tritt dieses Problem nicht auf.

Bei allen Schiilerpriasentationen zeigte sich eine gute Zusammenarbeit der beiden beteilig-
ten Schiilerinnen und Schiiler. Die Vortrige wurden jeweils abwechselnd vorgefiihrt.

6.4.3 Zwei beispielhafte Simulationspliine

Die beiden folgenden Simulationspldne wurden im Rahmen der gemischten Aufgaben
erstellt. Sie gehoren zu den in der 14. und 15. Stunde vorgestellten Losungen und wurden
dem gesamten Kurs als Beispiele fiir gelungene Simulationspléne zur Verfiigung gestellt.

Die aus FATHOM entnommenen Grafiken wurden mit der deutschen FATHOM-Version
nachgebildet, die englischen Formeln wurden durch die zugehorigen deutschen Formeln
ersetzt. Ansonsten wurden die Simulationsplidne unveridndert gelassen.

Simulationsplan Ferienjob
Sie wollen in den Ferien arbeiten und schreiben hierflir Bewerbungen. Aus Erfahrung schétzt man, dass die
Chance, einen Ferienjob zu bekommen, pro Bewerbung bei 25 Prozent liegt.
a) Welche Erfolgsaussichten fiir einen Ferienjob haben Sie, wenn Sie vier Bewerbungen schreiben?

b) Wie viele Bewerbungen miissen Sie mindestens schreiben, damit Ihre Erfolgsaussichten auf einen
Ferienjob bei liber 90 Prozent liegen?

== Ferienjol

Bewerbungen | <neu>

1. Man erstellt eine Kollektion ,Ferienjob”, um die Situation nach- Ferienjo
zubilden. In der Tabelle zu Ferienjob erstellt man eine Spalte
.Bewerbungen” und vier Falle (fir die vier Bewerbungen). Dann
gibt man die Formel ZufallsWahl(,erfolg“;“misserfolg”; “misserfolg*;
“misserfolg”) ein, damit die Situation simuliert wird.

erfolg

migserfoly

mizzerfoly

S P R

erfoly
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2. Bei dem Test interessiert uns die Anzahl der Erfolge. Deshalb definieren wir im Info-Fester von ,Ferien-
job* die MessgréBe ,Zusagen” mit der Formel

« Meszsgrafken von Ferienjob
Anzahl (Bewerbungen = ,erfolg®)

Zusagen |
3. Um die relative Haufigkeit fir das Auftreten einer bestimmten Anzahl von ! .
Erfolgen zu erhalten, muss man die Simulation sehr oft wiederholen. Mit 2 o
,MessgréBen sammeln* filhren wir die Simulation 10 000mal durch. Die An- A e
zahl der Erfolge ist jeweils in der neu entstandenen Kollektion (MessgréBen 4 2
von Ferienjob) enthalten. 5 1
& 2
T A |_
4. Zur Auswertung der Simulation gibt es nun 3 Méglichkeiten:
Messardien von Ferienjak
a) Man erstellt eine Auswertungstabelle und zieht Zusagen Zeilen
die Spalte ,Zusagen” bei gedriickter Shift-Taste o | 1 | 5 | 5 | 4 | Zusammenfassung
in die Auswertungstabelle. Dadurch erhalt man 3174) 4176 2113| 434 43 10000
die Anzahl der beim Test durchgeflihrten
Erfolge. S1=anzahl [ )

Wessaréien von Ferierjob | Histogramm | 3

4000

b)  Man erstellt ein Grafik — Fenster und zieht die Spalte ,Zusagen”
auf die x-Achse und stellt das Grafik-Fenster auf Histogramm.
Dadurch erhalt man eine grafische Darstellung der Anzahl der
Erfolge.

[ S S, v ]
[ R |
[ R |
[ R e |

Haufigkeit won
Zusadgen

1000

-0 1 2 3 4 5 E
Zusagen

Mezsgrélten von Ferienjob

c)  Gibt man bei der Auswertungstabelle die Formel

»+Anzahl (Zusagen >=1)/Anzahl(Zusagen)*100“ an, erhalt man die 1,0056
Wahrscheinlichkeit, einen Job zu bekommen, in % angegeben. b= B5.26
S1 = ahittel [ )
. _ &nzahl (fuzagen 2 1)
Ergebnisse: © anzahl (Zusagen

Zua) Die Erfolgsaussichten liegen bei ca. 68,62 %

Zub) Man erhéht die Anzahl der Félle bei der Tabelle zu Ferienjob. Jeder der Félle entspricht hierbei
einer Bewerbung. In der Auswertungstabelle erkennt man immer am Prozentwert die aktuelle
Chance. Erhéht man die Anzahl der Falle auf 9, hat man eine Chance von tiber 90%.

Der ausgewihlte Simulationsplan ist ein Beleg fiir die erfolgreiche Bearbeitung der gege-

benen Aufgabe. Die Formulierung des Simulationsplans zeigt die gewiinschte Strukturie-

rung entlang des vierschrittigen Prozessmodells und die gewiinschte Verkniipfung zwi-
schen der stochastischen Situation und der Modellierung in FATHOM: Die Zahl der Fille
in der Kollektion wird mit der Zahl der Bewerbungen identifiziert, die Formel fiir die De-
finition der MessgroBe wird begriindet und die Auswertung wird erldutert. Sehr schon ist
ferner die Erkldrung des Probierverfahrens zur Gewinnung des Ergebnisses von Aufga-
benteil b) am Ende des Simulationsplans. Es fehlt einzig eine Begriindung, dass der ge-
wihlte Zufallsgenerator die vorgegebene Wahrscheinlichkeit von p = 0,25 modelliert. Die
Bezeichnungen sind sinnvoll gewihlt.

Es zeigt sich sowohl von der Strukturierung als auch von der Wahl der Formulierungen
eine sehr enge Orientierung am beispielhaft ausgegebenen Simulationsplan zur Ein-
stiegsaufgabe (vgl. Anhang, S. 275). Die eng an der Vorlage angelehnten Formulierungen
,Bei dem Test interessiert uns die Anzahl der Erfolge* bei 2. und ,,Dadurch erhélt man
die Anzahl der beim Test durchgefiihrten Erfolge* bei 4. sind in diesem Zusammenhang
sogar falsch, da es bei der bearbeiteten Aufgabe keinen Test gibt. Im Vergleich zum vor-
gegeben Simulationsplan ist das ausgewéhlte Beispiel allerdings in geeigneter Weise um
Grafiken und Tabellen aus der Simulationsumgebung sowie um eine Formulierung der
Antwort erweitert. Obwohl bei der Beschreibung der rechnerischen Auswertung die rela-
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tive Hiaufigkeit direkt mit der Wahrscheinlichkeit identifiziert wird, ldsst der Zusatz ,,ca.*
bei der Formulierung der Antwort zu a) erkennen, dass die relative Haufigkeit als
Schétzwert interpretiert wird.

Simulationsplan des Miinzspiels

Eine faire Miinze wird dreimal geworfen. Der Einsatz betrdgt 2,- €. Bei zweimal Wappen erhélt der Spieler
3,- € zurlck, bei dreimal Wappen erhélt man 5,- € zurlick.

a) Welche unterschiedlichen Nettogewinne kénnen auftreten?

b) Bestimmen Sie zu jedem mdglichen Nettogewinn die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Nettogewinn
auftreten kann.

c) Welchen mittleren Nettogewinn pro Spiel kann man bei diesem Gliicksspiel auf lange Sicht erwarten?

1. Es wird eine Kollektion mit dem Namen ,Muenzen®, in der das Spiel simuliert wird, erstellt und in der
Tabelle zu ,Muenzen” eine Spalte ,Wurf* hinzugefligt. Da es sich um 3 Wrfe handelt, werden nun noch
3 Félle hinzugefiigt. Da entweder Wappen oder Zahl erscheinen kann, gibt man nun die Formel ,Zu-
fallswahl (,Wappen*; ,Zahl“)" ein.

2. Da wir uns daflr interessieren, wie oft Wappen erscheint, wird nun im Info-Fenster der Kollektion die
MessgréBe ,Anzahl_Wappen* mit der Formel ,Anzahl (Wurf = ,Wappen*®)* definiert, womit nun gezahit
wird, wie oft Wappen erscheint. Da man auBerdem gerne wissen mdchte, wie viel man gewinnt oder
verliert, wird eine weitere MessgrdBe ,Nettogewinn®“ mit der Formel

1
3
-2

Wenn (Anzahl_Wappen=2)
Wenn (Anzahl_Wappen=3)

eingegeben.
Es handelt sich um eine geschachtelte Formel, da man bei keinem oder nur einem Wappen 2 Euro Ver-
lust hat, und es bei zwei Wappen einen anderen Gewinn als bei 3 Wappen gibt.

3.  Um die relative Haufigkeit fir das Auftreten der unterschiedlichen Anzahlen von Wappen zu erhalten,
muss man den Versuch sehr oft wiederholen. Darum lasst man den Versuch mit ,MessgréBen Sam-
meln“ 1000 mal durchfiihren. In der neuen Kollektion ,MessgréBen von Muenzen*® befinden sich nun die
unterschiedlichen Nettogewinne.

4. Nun gibt es verschiedene Méglichkeiten, die in der Kollektion ,MessgréBen von Muenzen® enthaltenen

Ergebnisse auszuwerten: :
g . Messoriken von Muenzen Histogramm | &)
a) graphische Darstellung 500

400
Dieses Schaubild zeigt die Verteilung des Nettogewinns. Unge-
fahr 500 mal von den 1000 Durchfiihrungen verliert man die 2
Euro, die man gesetzt hat, weil entweder kein oder nur ein
Wappen geworfen wurde. Knapp unter 400 mal gewinnt man 3
Euro, nachdem 2 Wappen erzielt wurden, und dass 3 Wappen
erzielt wurden, war nur etwa 100 mal der Fall.

300

200

100

3 2 4 0 1 2 3 4 5
b) Tabelle der Haufigkeitsverteilung lettogewinn
Mezsgrilien von Muenzen

Haufigkeit von Hettogewinn

In dieser Tabelle wird mit der Formel ,aMittel()“ der durchschnittliche

Gewinn, der in diesem Fall -0,195 ist, angegeben. AuBerdem wird mit

der Formel ,Anzahl()“ die relative Haufigkeit berechnet. Um die unter- -8
schiedlichen Méglichkeiten als relative Haufigkeit darzustellen, defi- ) 0,385
niert man als erstes die Formel An- | flettogewinn | 0,13
zahl(Anzahl_Wappen=2)/Anzahl(Anzahl_Wappen)“, um die relative 0.113
Haufigkeit anzugeben, wie oft man einen Gewinn von 3 Euro hat. Ll

Diese liegt bei 0,385, also bei einer Wahrscheinlichkeit von 38,5%. > =1h$::1|((inzah,_wﬁppen -3

Mit ,Anzahl(Anzahl_Wappen=3)/Anzahl(Anzahl_Wappen)* wird die 2= ey
relative Haufigkeit fir einen Gewinn von 5 Euro angegeben, wobei . Anzabl { Snzahl_\Wappen = 3)

diese nur bei 0,13 liegt, also bei einer Wahrscheinlichkeit von 13%. Anzahl ¢ Anzahl_Yappen
Die relative Haufigkeit fir 0 Mal Wappen liegt bei 0,115, also bei einer  , _ Anzahl {Anzahl Wappen = 0)
Wahrscheinlichkeit von 11,5%. Und zuletzt noch die relative Haufig- Anzahl [ Anzahl_Wappen)

keit, dass 1 mal Wappen erscheint: diese liegt bei 0,37, also bei einer 55 203 (Anzahl Wappen = 1)
Anzahl { Anzahl _\Vappen]

Wahrscheinlichkeit von 37%.
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Auch dieser Simulationsplan zeigt zunéchst, dass die Aufgabe erfolgreich bearbeitet wer-
den konnte. Bei der Betrachtung des Vorgehens fillt auf, dass auch in dieser Simulation
mit zwei MessgroBBen Anzahl_Wappen und Nettogewinn gearbeitet wird, die man auch zu
einer Messgrofle hitte zusammenfassen konnen. Durch die Verwendung von zwei Mess-
groen wird die Komplexitit der Wenn () -Formel reduziert (vgl. Kapitel 6.3.2).

Die Formulierung des Simulationsplans erfolgt wie gewiinscht entlang des vierschrittigen
Prozessmodells. Alle Modellierungsschritte mit der Software FATHOM und insbesondere
die Wahl der Formeln werden mit deutlichem Bezug zur Realsituation begriindet. Die
grafische Darstellung der Hiufigkeitsverteilung wird ebenfalls mit Bezug zur Realsituati-
on interpretiert. Bei der Beschreibung der Ergebnisse der numerischen Auswertungstabel-
le lassen die Formulierungen allerdings nicht erkennen, dass die berechneten relativen
Hiufigkeiten als Schitzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden.

Der Simulationsplan ist insgesamt sehr ausfiihrlich und mit einem Auswertungsgraphen
sowie einer Auswertungstabelle aus FATHOM erginzt. Im Vergleich zum vorherigen Bei-
spiel ist die Gestaltung keineswegs eng an der ausgegeben Vorlage orientiert und setzt
sinnvolle Schwerpunkte bei der Beschreibung der Modellierung.

Die beiden gezeigten Simulationspldne konnen als beispielhaft gelten fiir die meisten der
bei den gemischten Aufgaben abgegebenen Simulationspldne. Typisch sind die ge-
wiinschte klare Strukturierung entlang des vierschrittigen Prozessmodells und der Bezug
zwischen der in den Aufgaben beschriebenen stochastischen Situation und der zugehori-
gen Modellierung mit der Software FATHOM in der gezeigten Weise. Nur wenige Simula-
tionspldne haben noch den Charakter einer rein technischen Beschreibung des Vorgehens.
Die meisten Simulationsplidne sind in geeigneter Weise durch Grafiken und Tabellen in
FATHOM ergénzt. Die Bezeichnungen sind sinnvoll gewihlt. Bei der Formulierung der
Ergebnisse zeigen sich Unsicherheiten bei der Interpretation der relativen Hiufigkeiten
als Schitzwerte fiir die Wahrscheinlichkeit. Teilweise findet sich wie bei dem ersten ge-
zeigten Beispiel eine sehr enge Orientierung der Formulierungen an der ausgegebenen
Vorlage.

6.4.4 Beschreibung der Gruppenarbeit zum Geburtstagsproblem

Zum Geburtstagsproblem liegt ein Transkript der Gruppenarbeit von Natascha und Mag-
dalena vor. Das Geburtstagsproblem wird von der Zweiergruppe in der 13. Unterrichts-
stunde bearbeitet. Es handelt sich um die letzte Aufgabenbearbeitung der Zweiergruppe
im Simulationsvorkurs. Die Aufgabenstellung lautet folgendermallen (Aufgabenanalyse
siche S. 91):

Ein Mathekurs besteht aus 23 Schiilern. Nehmen Sie an, dass alle Schiiler unabhéngig voneinander Ge-
burtstag haben. Hierbei soll jeder der 365 Tage des Jahres mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag
auftreten konnen.

Wie wahrscheinlich ist es dann, dass mindestens zwei der Schiiler am gleichen Tag des Jahres Geburtstag
haben?

Zusammenfassung

Die beiden Schiilerinnen modellieren in Schritt 1 der Simulation zunichst die Geburtstage
der 23 Personen und wihlen in Schritt 2 der Simulation die Anzahl der verschiedenen
Geburtstage als MessgroB3e. Hiermit werden in Schritt 3 der Simulation Messgroflen ge-
sammelt. Bei der Auswertung der entstehenden Héaufigkeitsverteilung als Schritt 4 der
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Simulation gelingt es den Schiilerinnen zunichst nicht, das Ereignis ,,mindestens zwei
gleiche Geburtstage* mit einer geeigneten Auswertungsformel zu modellieren. Uber ei-
nen lingeren Zeitraum probieren die beiden Schiilerinnen mehrere falsche Auswertungs-
formeln aus. Erst nach einem direkten Hinweis des Lehrers konnen sie die Simulation zu
Ende fiihren.

Im Folgenden wird ein Transkriptausschnitt vom Beginn der Gruppenarbeit vorgestellt
und interpretiert, der weitere Verlauf der Gruppenarbeit wird in mehreren Abschnitten

zusammenfassend beschrieben.

Vorstellung und Interpretation eines Transkriptausschnitts

0:00 bis 1:57: Modellierung des Zufallsexperiments ,,23 unabhingige Geburtstage*

Im ersten Abschnitt modellieren Magdalena und Natascha die voneinander unabhéngigen

Geburtstage der 23 Personen des Mathematikkurses:

Zeit | Transkript Erliuterung
0:10 | M.: Ein Mathekurs besteht aus 23... neh- Magdalena liest den Aufgabentext
men Sie an, dass alle Schiiler unabhingig laut durch.
voneinander Geburtstag haben. Oh gott, oh
gott.
0:28 | M.: Nehmen Sie an, dass alle Schiiler un- Magdalena hat einen Einfall zur Mo-
abhéngig voneinander Geburtstag haben. dellierung des Problems und erzeugt
Aha, ich weil}, wie das geht, so!... eine Kollektion in FATHOM.
0:40 | M: Geburtstag Die Kollektion wird mit Geburtstag
benannt.
0:46 | N.: Dann berechnest Du einfach nur, ja, Du | Natascha denkt iiber einen geeigneten
hast nur Zahlen von 1 bis 365 und dann Zufallsgenerator nach.
berechnest Du einfach die gleichen Zahlen,
ne?
0:58 | M.: ZufallsWahl? Nein, das ist ja falsch. ... | Magdalena gibt die Formel zu-
GeburtstagTag fallsWahl () als Namen der
Merkmalsspalte ein, bemerkt ihren
Fehler und benennt die Merkmals-
spalte dann als GeburtstagTag.
1:28 | M.: GanzeZufallszahl — wie viel Tage Das Merkmal GeburtstagTag wird
gibt’s- 3657 mit dem Zufallsgenerator GanzeZzu-
1:33 | N.:—= von 1 Komma 365 so, und das wird fallszahl (1;365) definiert und
dreiundzwanzig mal gemacht. es werden 23 Fille der Kollektion
erzeugt.
1:47 | N.: So, und jetzt musst Du nur einfach ku- Die entstandene Tabelle mit den 23
cken ... Eintrdgen wird betrachtet. Magdalena
1:51 | M.: Welche zwei mal vorkommt? und Natascha stellen vorliufige Uber-
1:54 | N.: Ja, genau! Welche Zahl zwei mal vor- | legungen an, wie diese Tabelle im
kommt und davon die Wahrscheinlichkeit. | Sinn der Aufgabe ausgewertet wer-
den kann.

Magdalena liest zunidchst den Aufgabetext laut vor. Dann erstellen beide Schiilerinnen
sehr ziigig und zielstrebig die Kollektion Geburtstag mit dem Merkmal GeburtstagTag
und der Formel GanzeZufallszahl (1;365). Die beiden Schiilerinnen zeigen in der
ersten Phase der Simulation einen sehr sicheren Umgang mit der Software FATHOM. Die
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Bezeichnungen sind sinnvoll gewihlt. Die fehlerhafte Eingabe einer Formel als Bezeich-
nung des Merkmals wird sofort erkannt und korrigiert (vgl. 0:58). Der passende Zufalls-
generator wird gemil der vorgegebenen Modellierung ausgewihlt. Eine Reflexion dieser
Modellierung im Sinn eines stochastisch-inhaltlichen Verstindnisses findet nicht statt,
wird aber in der Aufgabenstellung auch nicht gefordert.

Beide Schiilerinnen arbeiten gut zusammen und ergédnzen sich gegenseitig, wie man z. B.
bei der Formulierung der Formel des Zufallsgenerators sieht (0:46 bis 1:33). Die Betrach-
tung der entstehenden Tabelle mit 23 verschiedenen Geburtstagen leitet automatisch iiber
zur néchsten Phase.

1:57 bis 4:22: Erstellung der MessgroBBe Anzahl Verschiedene fiir die Anzahl verschie-
dener Geburtstage

Im zweiten Abschnitt diskutieren Magdalena und Natascha dariiber, wie sie die Tabelle

der 23 Geburtstage auswerten:

Zeit | Transkript Erlauterung
1:57 | M.: Wie kann man sagen, welche Zahl zwei | Beide Schiilerinnen diskutieren, wie
mal vorkommt? man aus der Tabelle der 23 Ge-
2:00 | N.: Also, ich wiirde erstmal die Auswer- burtstage herausbekommen kann, ob
tungstabelle machen. ein Geburtstag doppelt vorkommt.
2:09 | M.: Wir miissen auch noch, wir miissen Natascha schligt eine Auswertungs-
2:14 | N.: Du zihlst einfach. tabelle vor, Magdalena hingegen eine
2:15 | M.: Lass uns erstmal mit ,,MessgroBen MessgroBe. Beides sind zundchst
sammeln* machen. Wie wahrscheinlich ist | sinnvolle Vorschlédge. Allerdings
es? Und wenn wir jetzt nur einen Durch- kann die Simulation mit Hilfe einer
gang haben, dann ist es ... MessgroBe entlang des Prozessmo-
2:24 | N.: Stimmt. Du konntest es aber trotzdem dells weitergefiihrt werden.
schon mal so machen, dass er bei der Aus-
wertungstabelle einfach jeden Tag zéhlt.
Also 1 — 365 wie viel mal es vorkommt,
das macht er ja sonst nicht.
2:39 | M.: Aber das brauchen wir doch gar nicht.
Wir brauchen so ‘ne Durchschnitt- Mess-
grofe ... Anzahl
2:43 | N.: Gleiche Geburtstage, oder? Gleiche Magdalena hat im Info-Fenster zur
Geburtstage. Kollektion Geburtstag die Register-
karte zur Erstellung der Messgrof3e
geoffnet. Natascha schldgt Bezeich-
nungen fiir diese Messgrofle vor.
2:50 | M.: Oder muss das nicht erst in die Aus- Magdalena ist sich unsicher, ob nicht
wertungstabelle? Gehort das hierher? doch die Auswertungstabelle das ge-
3:03 | M: Gehort das in dieses Messgrof3en- eignete Werkzeug wire. Im Video
Dingsbums? Mal kucken — Anzahl ver- kann man horen, wie in Unterlagen
schiedene, Anzahl gleicher! Aber, nee ver- | nachgeschlagen wird.
schiedene ist besser, der kann ja nicht Danach benennt sie die Messgrof3e
mit Anzahl_Verschiedene.
3:19 | N.: Anzahl gleicher ist besser, die Ver- Natascha schlidgt eine Modellierung
schiedenen interessieren doch nicht. eng an der inhaltlichen Fragestellung
der ,,gleichen Geburtstage* vor. Hier-
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Zeit | Transkript Erliuterung
fiir gibt es in FATHOM aber keine
Formel.

3:23 | M.: Aber er kann nicht gleiche rechnen, Du | Magdalena erldutert Natascha, dass
musst dann schon, wie viele verschiedene man in FATHOM nur die Anzahl der
Geburtstage hast Du, und weil Du insge- verschiedenen Eintrige einer Tabelle
samt 23 hittest haben miissen, kannst Du bestimmen kann.

23 minus Dings rechnen. Aber er kann ja
nicht gleich rechnen.

3:36 | N.: Mit was? Natascha fragt nach der Formel fiir

3:37 | M.: AnzVerschiedeneWerte — das muss ich | die Anzahl der verschiedenen Ge-
mir mal merken. burtstage, Magdalena gibt anzver-

schiedeneWerte (GeburtstagTag)
ein.

3:43 | N.: Was ist das noch mal? Natascha hat offensichtlich die Be-

deutung der Formel vergessen.

3:44 | M.: Das ist halt, wie viel gleich ist. Von — Magdalena erldutert Natascha die
GeburtstagTag — ok — 22 — siehst Du, also | Bedeutung der Formel am Beispiel
kommt einer doppelt vor. des in FATHOM erzeugten Datensatzes

3:58 | N.: Noch mal! Was? mit 22 verschiedenen Geburtstagen.

4:01 | M.: Man hat 22 gleiche Geburtstage gehabt, | Sie verspricht sich zu Beginn, worauf
wir hiitten aber eigentlich 23 haben miissen | sich Natascha in 4:06 bezieht. Nata-

4:06 | N.: Was meinst Du mit gleich jetzt scha versteht die Bedeutung des Be-

4:10 | M.: 22, es gab 22 unterschiedliche Daten, | fehls durch Magdalenas Erlduterung.
wo Leute Geburtstag haben.

4:14 | N.: Das heiBt, es gibt nur einen gleichen,
einen Doppelten.

4:15 | M.: Ja, ja

4:18 | N.: ich hatte jetzt verstanden, dass es 22
Doppelte gibt

4:22 | M.: Mein Gott, das wire ja ein Zufall!

Die beiden Schiilerinnen méchten bei der Kollektion der 23 Geburtstage herausfinden, ob
eine Zahl zweifach vorkommt (1:57). Wihrend Natascha hierfiir auf Werkzeugebene eine
Auswertungstabelle vorschlédgt, hat Magdalena die Struktur einer FATHOM-Simulation mit
dem Element des Messgroflen-Sammelns im Blick und 6ffnet daher die Registerkarte zur
Eingabe einer Messgroe. Aber auch Magdalena ist sich unsicher hinsichtlich der Ent-
scheidung fiir eine Messgrofle oder fiir eine Auswertungstabelle (2:50). Wie man im Vi-
deo erkennen kann, schlédgt sie in alten Unterlagen nach und scheint eine Vorlage zu fin-
den, welche eine Messgrole Anzahl_Verschiedene mit der Formel AnzVerschiedene-
Werte () benutzt. Fiir diese Interpretation spricht auch die AuBerung in 3:37. Durch die
Vorlage iiberzeugt, wird auch hier eine Messgrofle Anzahl_Verschiedene mit der Formel
AnzVerschiedeneWerte (GeburtstagTag) erstellt.

Die Idee zur Wahl der Messgrole Anzahl_Verschiedene ist die erste gro3e Modellie-
rungsschwierigkeit der Geburtstagsaufgabe. Die Aufgabenstellung legt zunichst einmal
die Wahl einer Messgrofle nahe, welche —vereinfacht ausgedriickt — die ,,Anzahl der glei-
chen Geburtstage* berechnet. Dies ist auch die Idee von Natascha in 3:19. Magdalena
erkennt allerdings, dass man an Kommandos zur Losung des Problems nur den Befehl
AnzVerschiedeneWerte () zur Verfiigung hat. Die Aufgabe kann in Fathom nur gelost
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werden, indem man die Simulation auf die Betrachtung der Anzahl der verschiedenen
Geburtstage umstellt. Dies erkennt Magdalena in 3:03 und 3:23.

Abgesehen von der Unsicherheit bei der Wahl der geeigneten FATHOM-Komponente er-
folgt der Umgang mit der Software auf der Ebene der Werkzeugkompetenz ohne Proble-
me. Das Desktopbild zu diesem Zeitpunkt 3:37 ist in Abb. 6.4 nachgebildet.

- Geburtat
ehurtstag
Gehurtstag GeburtstagTag | <neu> | 'L ﬂ“
1 ] |Félle Mesagrﬁﬂen Kommentare | Anzeige | Kategarien
2 263 Messgrifie Wert | Formel
3 210 Anzahl_Ve... |22 Anzverschiedeneiierte [GeburtstagTag)
4 B2 SlLE
5 14
& 272
T 192
3 183
9 134
10 19 —

Abb. 6.4: Die nachgebildete Struktur der Simulationsumgebung zum Zeitpunkt 3:37.

Zum Ende dieses Abschnitts erldutert Magdalena die Bedeutung des Befehls Anzver-
schiedeneWerte () anhand der in der Simulationsumgebung erhaltenen Tabelle mit 22
verschiedenen Werten. Diese Erkldrung wird von Natascha explizit eingefordert (3:43).
Damit leitet Natascha eine Kontrollstrategie ein, bei der das bisherige Vorgehen iiberpriift
wird.

Im gesamten Abschnitt ist Magdalena deutlich dominant. Sie hat den weiterfithrenden
Einfall der Definition einer Messgrofle und findet eine geeignete Formel. Aus dem Video
lasst sich entnehmen, dass Magdalena auch die Eingaben titigt, da das Bildschirmgesche-
hen synchron zu ihren AuBerungen abliuft. Natascha bringt sich allerdings weiterhin ein
und fordert von Magdalena Erlduterungen ihres Vorgehens. Damit ergéinzen sich die bei-
den Schiilerinnen weiterhin gut, auch wenn sie die Simulation in dieser Phase nicht glei-
chermallen vorwirts bringen.

Zusammenfassende Beschreibung der weiteren Gruppenarbeitsphasen:

4:22 —5:51 10 000fache Wiederholung der Simulation und Versuch der Interpretation
des Mittelwerts der entstehenden Hiufigkeitsverteilung

Im dritten Abschnitt dieser Schiilerarbeitsphase werden 10 000 Messgroflen gesammelt,
d. h. man erhilt eine Kollektion der Anzahl verschiedener Geburtstage aus 10 000 Simu-
lationsdurchgiingen, was 10 000 Personengruppen mit jeweils 23 Personen entspricht. Zur
Auswertung der entstehenden Héufigkeitsverteilung wird in einer numerischen Auswer-
tungstabelle die Formel 23-aMittel (Anzahl_Verschiedene) definiert. Magdalena
beschreibt die Bedeutung dieser Formel folgendermafien:

5:29: M: 23 minus aMittel — so viele Geburtstagskinder kommen im Schnitt doppelt vor

Da es in der Aufgabenstellung darum geht, dass mindestens zwei Personen am gleichen
Tag Geburtstag haben, kann man annehmen, dass sich die AuBerung von Magdalena auf
die Geburtstagskinder bezieht, ,,die im Schnitt [mindestens] doppelt vorkommen®. Mit
der Formel soll also die mittlere Anzahl von Personen in der 23er-Gruppe berechnet wer-
den, die zusammen mit anderen Personen Geburtstag haben. Ebenso wie man nach Mei-
nung von Magdalena aus der Anzahl der Personen mit verschiedenen Geburtstagen auf
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die Anzahl der Personen mit gleichen Geburtstagen schlieBen kann, kann man nach Mag-
dalenas Meinung mit der Formel 23-aMittel (Anzahl_Verschiedene) von der mitt-
leren Anzahl verschiedener Geburtstage auf die mittlere Anzahl an Personen mit gleichen
Geburtstagen schlief3en.

Diese Interpretation der Formel erweist sich bei einer genauen Betrachtung jedoch als
falsch. Liasst sich das Ergebnis der Formel aMittel (Anzahl_Verschiedene) noch
als mittlere Anzahl verschiedener Geburtstage bei einer wiederholten Durchfithrung der
Simulation verstehen, SO lasst sich die Differenz 23—
aMittel (Anzahl_Verschiedene) nicht so einfach interpretieren: Falls man 22 ver-
schiedene Geburtstage hat, so muss es zwei Personen geben, die am gleichen Tag Ge-
burtstag haben. Falls man 21 verschiedene Geburtstage hat, so kann es einmal 3 Personen
geben, die am gleichen Tag Geburtstag haben oder zweimal zwei Personen, die jeweils
am gleichen Tag Geburtstag haben. Man kann bereits von der Anzahl der verschiedenen
Geburtstage nicht einfach auf die Anzahl der Personen mit gleichen Geburtstagen schlie-
Ben. Ebenso kann man von der mittleren Anzahl verschiedener Geburtstage nicht auf die
mittlere Anzahl an Personen mit gleichen Geburtstagen schlieen.

Den beiden Schiilerinnen gelingt es in dieser Phase der Simulation nicht, das Ereignis
,mindestens zwei gleiche Geburtstage mit der hierfiir geeigneten Formel An-
zahl_Verschiedene<23 zu modellieren. Die erzeugte Haufigkeitsverteilung kann zu-
nichst nicht geeignet ausgewertet werden.

5:51 —19:05 Versuche der Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir mindestens zwei
gleiche Geburtstage

Im vierten Abschnitt versuchen Magdalena und Natascha iiber lingere Zeit, die Wahr-
scheinlichkeit fiir mindestens zwei gleiche Geburtstage mit Hilfe ihrer Formel fiir die
mittlere Anzahl verschiedener Geburtstage zu berechnen. Sie verwenden unterschiedliche
Formeln zur Bestimmung der gesuchten Wahrscheinlichkeit in Prozent:

23-aMittel (Anzahl_V hied 1
aMittel ( nza23_ erschiedene) .100 ErgebmSZ 0’685%

23-aMittel (Anzahl_Verschied i
aMittel ( nz;65_ erschie ene).loo Ergebnls: 0’187%

Geht man von der (falschen) Interpretation aus, dass mit 23-
aMittel (Anzahl_Verschiedene) die mittlere Anzahl von Personen in der 23er-
Gruppe berechnet wird, die zusammen mit anderen Personen Geburtstag haben, so ldsst
sich die erste angegebene Formel als mittlerer relativer Anteil der Personen in der 23er-
Gruppe interpretieren, welche zusammen mit anderen Personen Geburtstag haben. Die
zweite Formel ldsst sich inhaltlich nicht sinnvoll interpretieren.

Prinzipiell ist es jedoch iiberhaupt nicht moglich, die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens zwei Schiiler mit gleichem Geburtstag aus dem Mittelwert der Anzahl ver-
schiedener Geburtstage zu berechnen. Dies ist den Schiilerinnen offensichtlich nicht klar.
Allerdings zweifeln sie an ihren bisherigen Ergebnissen, da sich die geringen Werte von
nur 0,685% bzw. 0,187% nicht mit ihrem Vorwissen und ihren bisherigen Alltagserfah-
rungen decken:

18:32: N:  Ja, in der Realitit ist es so, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Leute am selben Tag

Geburtstag haben, ziemlich hoch ist.
18:35: M:  Ja, aber es gibt aber auch mehr als 23 Leute irgendwo.
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18:41: N:  Ne, weil dhm... Nein, weil in einer Klasse kommt es sehr oft vor, dass zwei Leute Ge-
burtstag haben. Bei uns zum Beispiel (...) zwar nicht am gleichen, aber ziemlich nah an-
einander. Wir haben aus unserem Kurs, 15 Leute, 5 Leute im September. Auch schon
ziemlich nah, ne. Einer am zweiten, einer am dritten, einer..

Innerhalb dieses langeren Abschnitts (5:51 — 19:05) ldsst sich der Lehrer den Stand der
Bearbeitung erldautern. Er erkennt, dass die verwendeten Formeln zur Auswertung der
erzeugten Hiufigkeitsverteilung nicht zum Ziel fithren konnen, mochte aber auch die Lo-
sung nicht einfach vorgeben. Er gibt den Hinweis, dass die Schiilerinnen die grafische
Haufigkeitsverteilung der Anzahl verschiedener Geburtstage erzeugen und interpretieren
sollen. Allerdings weist er die Schiilerinnen nicht darauf hin, dass sie iiber den Mittelwert
der Anzahl verschiedener Geburtstage nicht weiterkommen. Der Hinweis auf die grafi-
sche Haufigkeitsverteilung wird von den Schiilerinnen nicht aufgegriffen. Nachdem der
Lehrer gegangen ist, 10schen sie das erstellte Histogramm wieder und denken weiter iiber
geeignete Formeln mit der Verwendung des Mittelwerts nach.

19:05 — 21:10 Intervention des Lehrers

Im fiinften Abschnitt der Schiilerarbeitsphase kommt der Lehrer zur Arbeitsgruppe und
greift nochmals seinen Vorschlag auf, die grafische Darstellung der Haufigkeitsverteilung
der Anzahl verschiedener Geburtstage zu interpretieren. Er lenkt die beiden Schiilerinnen
mit gezielten Fragen zur gewiinschten Interpretation:

19:32: L.:  Also, was sagt mir die Séule iiber der 23, Natascha?

[...]

20:17: L.:  Welche Siulen hier bilden denn den Fall ab, dass man an gleichen Tagen Geburtstag hat?

20:26: M: Ab der 23 nach unten. Also die 23 nicht mehr, aber drunter.

20:31: L.: Genau, die muss man bearbeiten, um die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln. Eure Rech-
nung hier, die geht nicht, weil ihr iber den Mittelwert gegangen seid. [...]

21:10 — 25:55 Bestimmung der Wahrscheinlichkeit und Interpretation des Ergebnisses

Die Schiilerinnen haben den Hinweis des Lehrers verstanden. Im letzten Abschnitt der
Schiilerarbeitsphase gelingt es sehr schnell, die richtige Formel zur Bestimmung der ge-
suchten Wahrscheinlichkeit zu finden. Mit An-
zahl (Anzahl verschiedene<23) /Anzahl (Anzahl verschiedene) erhalten sie
eine relative Hiufigkeit von 50,92%. Dieser Wert gibt besonders bei Magdalena Anlass
zu groBem Erstaunen. Natascha versucht, das Ergebnis mit ihren Alltagserfahrungen in
Einklang zu bringen. Ein intuitiver Zugang zu dem Ergebnis ist bei beiden Schiilerinnen
nicht erkennbar.

23:26: N.: Ja, aber es ist wirklich sehr wahrscheinlich, das es so ist. Wir sind in der Klasse 15. Und
wie viele Leute am selben Tag Geburtstag haben.

23:30: M.: 50 Prozent? Das ist aber ein bisschen viel oder? Bei 23?7 Es gibt 23 Schiiler, ja vielleicht
weil 23 Schiiler. Das ist ja auch relativ viel, ne. Aber 356 Tage, an meinem Tag ...

23:44: N.: Aber es ist ja theoretisch 23 von 365 verschiedenen Tagen, und davon zwei doppelt. Das
ist eigentlich sehr wahrscheinlich, schon. [...] Wei3t Du wie viele Leute ich kenne, die
am 16. Juni Geburtstag haben?

Zum Abschluss der Schiilerarbeitsphase wird die Simulationsumgebung zum Ausdrucken
und zum Speichern geordnet. Die Desktopansicht der Simulationsumgebung zum Ende
der Aufgabenbearbeitung ist in Abb. 6.5 nachgebildet:
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Abb. 6.5: Nachbildung der Desktopansicht der Simulationsumgebung zum Abschluss der Geburtstagsauf-
gabe.

Analyse der Gruppenarbeit zur Geburtstagsaufgabe

Betrachtet man die Simulationskompetenz entlang der vier Schritte des Prozessmodells,
so ldsst sich feststellen, dass die beiden Schiilerinnen den ersten Schritt der Modellierung
des einfachen Zufallsexperiments ohne Probleme und ziigig in weniger als zwei Minuten
durchfiihren konnen. Auch die Erstellung der korrekten Messgrofle als zweitem Schritt
dauert nicht mehr als zwei Minuten. Magdalena steuert hier das Vorgehen und definiert
die MessgroBe eigenstindig. Natascha hitte die Auswertung der 23 Geburtstage lieber in
einer Auswertungstabelle vorgenommen. Beides sind zunichst sinnvolle Vorschlige. U-
ber die Verwendung der Messgrofle wird allerdings bereits der zweite Schritt des Pro-
zessmodells realisiert. Mit dem Sammeln von 10 000 Messgréen wird auch der dritte
Schritt des Prozessmodells ohne Probleme bewiltigt. Im vierten Schritt gelingt es den
Schiilerinnen nicht, die Héaufigkeitsverteilung der Anzahl verschiedener Geburtstage ohne
Hilfe des Lehrers geeignet auszuwerten. Erst nach einem sehr direkten Hinweis zur Inter-
pretation der grafischen Hiufigkeitsverteilung verstehen die Schiilerinnen, wie man das
Ereignis ,,mindestens zwei gleiche Geburtstage* modelliert. Hier zeigen sich Probleme im
stochastisch-inhaltlichen Verstidndnis bei der Auswertung der erzeugten Haufigkeitsver-
teilung. Zusammenfassend entsteht der Eindruck, dass beiden Schiilerinnen das vierschrit-
tige Verfahren zur Erstellung einer FATHOM-Simulation prinzipiell klar ist. Bei der kon-
kreten Umsetzung der ersten drei Schritte gehen die beiden Schiilerinnen sehr sicher vor.
Bei der Auswertung der Hiufigkeitsverteilung wirkt es sich fiir die beiden Schiilerinnen
als Nachteil aus, dass sie die Auswertung wie auch schon bei der Wiirfelaufgabe b) aus-
schlieBlich mit Formeln vornehmen und nicht auch die grafische Darstellung mit einbe-
ziehen (vgl. Kapitel 6.2.4). Die Visualisierung des betrachteten FEreignisses im
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Histogramm der erzeugten Haufigkeitsverteilung hitte zur richtigen Auswertung hinfiih-
ren konnen.

Betrachtet man die Ebene der Fathomkompetenz, so zeigt sich bei den beiden Schiile-
rinnen eine sichere Beherrschung der Werkzeug- und Formelkompetenzen. Hierfiir spre-
chen die problemlose Durchfiihrung der ersten drei Schritte zur Erstellung der Simulati-
onsumgebung und die rasche Auswertung der Hiufigkeitsverteilung, nachdem die ent-
scheidende Idee klar war. Wihrend der gesamten Aufgabenbearbeitung treten kaum syn-
taktische oder semantische Probleme mit den Formeln auf, die verwendeten FATHOM-
Komponenten werden geeignet und zielsicher eingesetzt. Auch die Bezeichnungen der
einzelnen Merkmale sind gut gewihlt und zeigen Routine beim Aufbau einer Simulati-
onsumgebung mit FATHOM.

Auf der Ebene der stochastischen Kompetenz sicht man bei der Geburtstagsaufgabe,
dass die Modellierung der einzelnen Schritte des Prozessmodells und die Interpretation
der Ergebnisse den groffiten Raum einnehmen. Die beiden Schiilerinnen wéhlen mit Gan—
zeZufallszahl (1;365) den geeigneten Zufallsgenerator fiir die Erzeugung der 23
Geburtstage. Die Auswertung der 23 Geburtstage mit AnzVerschiedeneWerte () wird
von Magdalena nach einem Riickgriff auf eine frithere Aufgabe richtig durchgefiihrt.
Wihrend Natascha zunichst die nahe liegende Messgrof3e ,,Anzahl gleicher Geburtstage*
einfilhren mochte, erkennt Magdalena, dass die Aufgabe in Fathom nur gelost werden
kann, indem man die Simulation auf die Betrachtung der Anzahl verschiedener Ge-
burtstage umstellt. Damit wird dieser schwierige Modellierungsschritt erfolgreich vorge-
nommen. Magdalena kann die Bezeichnung und die Formel der Messgrofie auf Nachfrage
von Natascha erldautern. Die Auswertung der bei der 10 000-fachen Wiederholung entste-
henden Héaufigkeitsverteilung ist der zweite schwierige Modellierungsschritt dieser Simu-
lation, da hier ein stochastisch-inhaltliches Verstindnis der erzeugten Haufigkeitsvertei-
lung benotigt wird. An dieser Stelle zeigen die fehlerhaften Versuche der Auswertung
iber eine Formel mit der mittleren Anzahl verschiedener Geburtstage, dass die beiden
Schiilerinnen diese mittlere Anzahl nicht korrekt interpretieren konnen. Allerdings erken-
nen sie aufgrund der geringen relativen Haufigkeiten ihrer Ergebnisse, dass ihre Formeln
so nicht stimmen konnen. Hier zeigt sich eine wichtige Kontrollstrategie: Die Ergebnisse
werden mit der realen Situation verglichen. Auch zum Abschluss der Aufgabenbearbei-
tung interpretieren die Schiilerinnen das Endergebnis, indem sie die Grolenordnung er-
neut an Beispielen aus ihrer Alltagserfahrung messen und eine anschauliche Begriindung
zu finden versuchen. Ausgehend vom vorgegebenen stochastischen Modell wird bei der
analysierten Aufgabenbearbeitung die komplette Modellierung als FATHOM-Simulation
bis hin zur Interpretation der Ergebnisse durchlaufen. Allein das stochastische Modell
wird nicht hinterfragt.

Die Interaktion der beiden Schiilerinnen verlduft erneut problemlos. In der Partnerar-
beit findet eine lebhafte Diskussion iiber die Formulierung der Formeln und damit iiber
die geeignete Modellbildung statt. Ferner wird im Zusammenhang mit den realen Bezii-
gen der Aufgabe iiber die Interpretation der Ergebnisse diskutiert. Magdalena bestimmt in
grofen Teilen das Vorgehen und titigt die Eingaben am Computer. Aber auch Natascha
erfiillt eine wichtige Funktion in der Zusammenarbeit: Sie fragt an entscheidenden Stellen
nach Begriindungen fiir das Vorgehen und versucht die Simulation anschaulich zu verste-
hen. Damit regt sie stets Kontrollstrategien an: Magdalena muss aufgrund der Fragen die
Simulation iiberdenken und erldutern. Die beiden Schiilerinnen ergédnzen sich in ihrer
Zusammenarbeit gut und konnen voneinander profitieren.
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Designebene — Riickblickende Analyse der Aufgabe

Da bei der Aufgabe auler dem stochastischen Modell keine Hilfestellungen vorgegeben
sind, handelt es sich um eine anspruchsvolle Aufgabenstellung. Die Definition der Mess-
grofe ,,Anzahl verschiedener Geburtstage* iiber die Formel AnzverschiedeneWerte ()
ist die erste Modellierungsschwierigkeit der Aufgabe. Das stochastisch-inhaltliche Ver-
standnis der Situation muss in Verbindung mit der Formelkompetenz gebracht werden:
Man muss erkennen, dass man das Ereignis ,,mindestens zwei gleiche Geburtstage* nur
tiber den Umweg der Betrachtung der Anzahl verschiedener Geburtstage modellieren
kann, weil man nur die Formel Anzverschiedenewerte () zur Verfiigung hat. Die zwei-
te groBe Modellierungsschwierigkeit liegt darin, die erzeugte Haufigkeitsverteilung wie-
derum inhaltlich geeignet zu interpretieren, so dass man das Ereignis ,,mindestens zwei
gleiche Geburtstage* identifizieren kann. Trotz dieser Schwierigkeiten zeigt die Analyse
der insgesamt erfolgreichen Schiilerarbeitsphase, dass die Aufgabenstellung offensicht-
lich gut zur Bearbeitung zum Ende des Simulationsvorkurses geeignet ist. Da die Aufgabe
in einer Arbeitsphase mit der Moglichkeit der Hilfestellung durch den Lehrer verwendet
wird, brauchen keine weiteren Hilfestellungen formuliert zu werden.

Die Modellierung der stochastischen Situation als FATHOM-Simulation wird bei vorgege-
benem stochastischem Modell bis hin zur Interpretation der Ergebnisse vollstindig durch-
laufen. Nur die Problematisierung des stochastischen Modells findet ohne eine explizite
Aufforderung im Aufgabentext natiirlicher Weise nicht statt. Das Erstaunen iiber das Er-
gebnis der Aufgabe regt zur Diskussion und Interpretation an. Der Anwendungsbezug der
Aufgabe fiihrt in der ausgewerteten Gruppenarbeit zu zahlreichen Vergleichen mit realen
Situationen und erméglicht die Interpretation und die Kontrolle der Ergebnisse. Bei einer
Weiterentwicklung des Kurskonzepts sollte die Aufgabe an der gleichen Stelle wieder
verwendet werden. Als mogliche Verbesserungsvorschlige ergeben sich aus der Analyse
der Schiilerarbeitsphase zwei Punkte:

e Die Reflexion des stochastischen Modells sollte von den Schiilerinnen und Schii-
lern explizit verlangt werden. Hierzu kann man einen zweiten Aufgabenteil hinzu-
nehmen, der dazu auffordert, die gegebenen Modellannahmen zu identifizieren
und diese kritisch zu hinterfragen.

e Fiir das unerwartete und erstaunliche Ergebnis fehlt eine intuitiv verstindliche Er-
kldrung. Man sollte im Rahmen der Besprechung im Unterricht die erstaunlich
hohe Wahrscheinlichkeit fiir mindestens zwei gleiche Geburtstage auch auf intui-
tiver Ebene verstindlich machen. Vorschldge hierzu finden sich bei H. Winter
(1992).

6.4.5 Analyse der 11. bis 15. Unterrichtsstunde

Auf der Ebene der Unterrichtsmethodik sollte bei den gemischten Aufgaben Gelegen-
heit gegeben werden, iiber einen lingeren Zeitraum selbststindig zu arbeiten und die Er-
gebnisse in Schiilervortrigen vorzustellen. Wie der Unterrichtsverlauf zeigt, ist dieses
Konzept gut aufgegangen. Alle Schiilergruppen haben iiber drei Unterrichtsstunden die
Gelegenheit genutzt, sich in Partnerarbeit mit mindestens drei Aufgaben zu beschiftigen.
Im Gegensatz zu den vorhergehenden Unterrichtsphasen waren die Schiilerinnen und
Schiiler in der Lage, die gegebenen Aufgaben in gro3en Teilen selbststindig als FATHOM-
Simulation umzusetzen. Hierbei wurden die Simulationsumgebungen weitgehend im Un-
terricht erstellt, die Simulationsplane wurden zu Hause formuliert. Hilfen von Seiten des
Lehrers wurden nur wenige eingefordert, dann allerdings, wie bei der geschilderten Grup-
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penarbeit von Magdalena und Natascha, an zentralen Punkten der Aufgabenbearbeitung.
Abgesehen von der nicht gewéhlten Aufgabe ,,Goldmiinze* konnten alle Aufgaben in der
letzten Doppelstunde von Schiilergruppen vorgestellt werden. Die Prédsentationen haben
in groBBen Teilen die wesentlichen Punkte entlang des vierschrittigen Prozessmodells er-
lautert. Der Kurs hat geeignete Fragen gestellt, so dass der Lehrer kaum in das Unter-
richtsgeschehen eingreifen brauchte.

Auf der Ebene der Motivation lisst sich eine sehr aktive Mitarbeit der Schiilerinnen und
Schiiler in dieser selbststindigen Arbeitsphase beobachten. Dies wird sowohl durch Au-
Berungen in den Unterrichtsprotokollen zur 11. bis 13. Stunde als auch durch eigene Beo-
bachtungen des Autors gestiitzt. Auch die erfolgreiche Bearbeitung der Aufgaben und die
in grofen Teilen gelungene Prédsentation tragen zu diesem Eindruck bei. Die Motivation
scheint zum einen durch die Unterrichtsform der selbststandigen Partnerarbeit am Com-
puter bedingt zu sein: In den drei Unterrichtsstunden der Partnerarbeit herrschte eine sehr
konzentrierte Arbeitsatmosphére. Ferner zeigt sich an der Analyse der Partnerarbeit von
Magdalena und Natascha aber auch, dass die Anwendungsorientierung der Aufgabenstel-
lungen ein starkes Interesse hervorgerufen hat. Zwei Schiilergruppen haben sogar noch
jeweils eine zusitzliche Aufgabe aus dem Bereich der anspruchsvollen Anwendungsauf-
gaben vom Typ C behandelt.

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz verfiigen die Schiilerinnen und
Schiiler zum Abschluss des Simulationsvorkurses iiber die gewiinschte Routine in der
Erstellung von Simulationsumgebungen mit der Software FATHOM. Wie die Strukturie-
rung der Présentationen sowie die Auswertung der Schiilerarbeitsphase zeigen, ist das
vierschrittige Prozessmodell bei den meisten Schiilerinnen und Schiilern gut verinnerlicht.
Dies zeigen auch die Simulationspldne. Zwei Schiilergruppen haben sogar die Sammel-
bildaufgabe mit dem komplexen Aufbau der Simulationsumgebung 16sen konnen. Trotz
leichter Unsicherheiten bei der Definition einer Messgro3e in der Partnerarbeitsphase
scheint die Bedeutung der Messgrof3e im Rahmen des vierschrittigen Prozessmodells von
den Schiilerinnen und Schiilern weitgehend verstanden zu sein.

Der allgemeine Umgang mit der Software bereitete den Schiilerinnen und Schiilern offen-
sichtlich keine Probleme mehr: In der selbststindigen Arbeitsphase gab es kaum Nachfra-
gen zu den Werkzeugkompetenzen in FATHOM, auch bei den Présentationen und den Si-
mulationsplidnen werden die Einzelheiten beim Umgang mit der Software nicht erwéhnt.

Sehr erfreulich auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz sind der flexible
Einsatz der Software zur Modellierung der in groBen Teilen anspruchsvollen Aufgaben
sowie die verwendeten Kontrollstrategien. Diese zeigen sich z. B. in den Schiilervortré-
gen und in der ausgewerteten Gruppenarbeitsphase daran, dass zunéchst die Simulation
des Einzelexperiments betrachtet und auf Plausibilitiit hin untersucht wird.

Die Hauptprobleme bei der Erstellung der Simulationsumgebungen liegen in der Formu-
lierung komplexer Formeln sowie bei der geeigneten Auswertung der erzeugten Vertei-
lungen: Bei den beiden Gewinnspielaufgaben bereitet die Formulierung des Wenn () -
Befehls Probleme, welcher teilweise auch in geschachtelter Form oder in Kombination
mit anderen Formeln auftritt. Bei den Aufgaben ,,Multiple-Choice-Test* und ,,Sammel-
bildproblem* sind die Probierverfahren zur Auswertung schwierig, bei den Aufgaben
,Entenjagd* und ,,Geburtstagsproblem* die Auswertung der mit dem Befehl Anzver-
schiedeneWerte () erzeugten Verteilungen. Fiir diese Auswertung der Verteilungen
bendtigt man eine sichere stochastisch-inhaltliche Interpretation der Simulationsumge-
bungen.
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Hieran sieht man, dass sich bei diesen anspruchsvollen Aufgabenstellungen die Simulati-
onskompetenz nicht mehr von der stochastischen Kompetenz trennen ldsst. Wie in der
Analyse der Gruppenarbeit am Beispiel der Messgrole Anzahl Verschiedene Geburtstage
gezeigt, muss die stochastische Modellierung bei komplexen Aufgabenstellungen stets in
Bezug auf die in FATHOM zur Verfiigung stehenden Formeln vorgenommen werden. Um-
gekehrt setzt die geeignete Auswertung der erzeugten Héufigkeitsverteilung in FATHOM
ein stochastisch-inhaltliches Verstindnis der Simulation voraus.

Bei den gemischten Aufgaben hat sich der Schwerpunkt der Aufgabenbearbeitung im
Vergleich zu den vorher behandelten Wiirfelaufgaben deutlich auf die Modellierung des
Experiments mit geeigneten Formeln und FATHOM-Komponenten sowie auf die Interpre-
tation der Ergebnisse verschoben. Dieses sind zentrale Kompetenzen im Bereich der ma-
thematischen Modellbildung, welche durch die gewihlten Aufgaben gefordert und ange-
stoBen werden.

Probleme im stochastischen Verstidndnis zeigen sich an zwei Punkten:

e Unsicherheiten im Umgang mit den errechneten Mittelwerten: Auch bei kategoria-
len Variablen wie z. B. der Anzahl verschiedener Geburtstage beim Geburtstags-
problem oder der Anzahl der Bewerbungen bei der Ferienjob-Aufgabe treten als
Mittelwerte der Héaufigkeitsverteilung Dezimalbriiche auf. Diese sind intuitiv
schwer zu verstehen. Das Problem zeigt sich bei der Interpretation zweier errech-
neter Mittelwerte in der Pridsentationsphase und beim fehlerhaften Umgang der
beiden Schiilerinnen mit der mittleren Anzahl verschiedener Geburtstage in der
Partnerarbeit zum Geburtstagsproblem. In Verbindung mit numerischen Variablen
(z. B. Nettogewinn) tritt das Problem nicht auf.

e Manchmal tritt noch immer eine fehlende sprachliche Differenzierung zwischen
den Begriffen der relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit auf.

Auf der Designebene lisst sich beziiglich des Aufgabenmaterials positiv feststellen, dass
das Wahlverhalten der Schiilerinnen und Schiiler breit verteilt ist. Lediglich die Aufgabe
,,Goldmiinze* wird nicht angewihlt. In den Voruntersuchungen und im Parallelkurs wur-
de jedoch auch diese Aufgabe mehrfach erfolgreich bearbeitet.

Wie oben bereits beschrieben sind die Aufgaben vom Schwierigkeitsgrad fiir die selbst-
standige Schiilerarbeitsphase gut geeignet. Gleichwohl muss angemerkt werden, dass
auch die gezielten Hilfestellungen des Lehrers bei den ausgewihlten anspruchsvollen
Aufgabenstellungen eine wichtige Rolle gespielt haben. Mochte man die Schiilerinnen
und Schiiler z. B. als reine Hausaufgabe vollig selbststindig arbeiten lassen, so miisste
man die Aufgaben um Losungshinweise erginzen.

Die gewihlten Aufgaben wecken das Interesse und regen die Schiilerinnen und Schiiler
zur Interpretation der Ergebnisse an. Die thematische Wahl der Aufgaben (Aufgaben mit
authentischem Anwendungsbezug, Aufgaben mit Rétselcharakter, Aufgaben mit erstaun-
lichen Ergebnissen) fiihrt dazu, dass der stochastische Inhalt der Aufgaben stirker in den
Vordergrund riickt. Damit erfiillen die Aufgaben auch die ihnen zugedachte Funktion,
einen Einblick in typische Aufgabenstellungen des gesamten Stochastikkurses zu geben
und damit die Motivation zur theoretischen Untersuchung dieser Aufgabenstellungen im
weiteren Verlauf des Kurses zu wecken (vgl. Kapitel 4.4.4).

Um den stochastischen Gehalt der Aufgaben noch weiter zu betonen, kann man versu-
chen, die Interpretation der Ergebnisse durch geeignete Fragestellungen zum Aufbau ei-
ner Erwartungshaltung oder durch eine Verbindung zu intuitiven Vorstellungen zu ver-
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starken. Bei der ,,Entenjagd‘“-Aufgabe und bei der Geburtstagsaufgabe sollte man das
stochastische Modell problematisieren. Allerdings muss man aufpassen, dass die verbal-
beschreibenden Anteile vom Umfang nicht dominieren, damit dies nicht zu einer Verrin-
gerung der Motivation fiihrt.

6.5 Der Unterrichtsverlauf aus methodischer Sicht

Vergleicht man den tatsdchlichen zeitlichen Ablauf des Simulationsvorkurses in der ge-
schilderten unterrichtlichen Umsetzung mit der zeitlichen Planung aus Kapitel 4.5, so
zeigt sich eine sehr gute Uberstimmung in den einzelnen Unterrichtsphasen: Fiir die Fes-
tigung der Simulations- und Fathomkompetenzen anhand der Wiirfelaufgaben in Kombi-
nation mit der Erarbeitung theoretischer Grundbegriffe und des Gesetzes der groen Zahl
sollte man eher sieben als 6 Unterrichtsstunden einplanen. Die 3 Unterrichtsstunden fiir
die Einfiihrungsaufgabe und die fiinf Stunden fiir die gemischten Aufgaben sind genau
passend.

Wertet man die tabellarischen Unterrichtsiibersichten aus Kapitel 6 nach den eingesetzten
Unterrichtsmethoden zeitlich aus, so ergeben sich die folgenden Anteile:

Unterrichtsmethode Zeitin min | Anteil in %
Partnerarbeit am Computer 168 29
fragend-entwickelnder Unterricht 156 27
Schiilervortrag 132 22
Unterrichtsgesprich 57 10
Lehrervortrag 43 7

Einzel- und Gruppenarbeit ohne Computer 32 5

Tab. 6.2: Tabelle zum zeitlichen Anteil der einzelnen Unterrichtsmethoden im durchgefiihrten Unterricht
des Simulationsvorkurses.

Bei dieser zusammenfassenden Betrachtung aller tabellierten Unterrichtsstunden zeigt
sich, dass ein zentrales methodisches Ziel des Simulationsvorkurses, namlich die Erho-
hung der Schiileraktivitdten in Form von Partner- oder Gruppenarbeit am Computer und
in Form von Schiilerprisentationen in der unterrichtlichen Umsetzung des Konzepts er-
reicht werden konnte. Die im Mathematikunterricht i. a. vorherrschende Sozialform des
lehrerzentrierten Unterrichts (vgl. Baumert, Lehmannn et al. 1997) konnte deutlich auf-
gebrochen werden:

Etwa 56% der Unterrichtszeit werden durch Schiilerarbeitsphasen geprigt: 29% durch die
Erstellung von Simulationsumgebungen in Partnerarbeit am Computer und 22% durch die
Prasentation und Erlduterung der Simulationsumgebungen in Schiilervortrigen mit an-
schlieBenden Diskussionen. Der aus Lehrervortrag, Unterrichtsgesprich und fragend-
entwickelndem Unterricht zusammengesetzte Anteil des lehrerzentrierten Unterrichts
betrigt nur etwa 44% der verwendeten Unterrichtszeit. Uber die Hilfte hiervon ist fra-
gend-entwickelnder Unterricht, der fiir die Einfiihrung neuer Begriffe und Methoden im
Mathematikunterricht eine zentrale Rolle einnimmt und kaum weiter reduziert werden
kann.

An dieser methodischen Gestaltung haben die gezielt konzipierten Arbeitsmaterialien
einen grofen Anteil. Anhand der Arbeitsmaterialien konnten die Schiilerinnen und Schii-
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ler ihre Simulations- und Fathomkompetenzen im Rahmen der eng formulierten Wiirfel-
aufgaben in kurzen selbststandigen Schiilerarbeitsphasen und im Rahmen der Hausaufga-
ben mit ausfiihrlichen Nachbesprechungen rasch festigen und Routine im Umgang mit der
Software gewinnen. Bei den gemischten Aufgaben waren die Schiilerinnen und Schiiler
dann in der Lage, iiber einen ldngeren Zeitraum selbststindig zu arbeiten, und ihre Ergeb-
nisse zu priasentieren. Auch die Arbeitsmaterialien zur Ergebnissicherung tragen zu der
gewiinschten methodischen Gestaltung bei, da der Lehrer hierdurch von umfangreichem
Tafelanschrieb entlastet wird.

Allerdings muss bemerkt werden, dass die stochastisch-inhaltlichen Erarbeitungs- und
Interpretationsschritte und die Einfilhrung neuer Begriffe vor allem im fragend-
entwickelnden Unterricht stattgefunden haben. So hat die Interpretation der Ergebnisse
der Wiirfelaufgaben weitgehend im Unterrichtsgesprich stattgefunden. Auch die beiden
Lernumgebungen zum Gesetz der GroBen Zahl wurden am Lehrer-PC vorgefiihrt und im
Unterrichtsgespréch inhaltlich interpretiert. Im Rahmen einer Weiterentwicklung des Un-
terrichtskonzepts sollte versucht werden, bereits bei den Wiirfelaufgaben eine stirkere
inhaltliche Orientierung der Computerarbeitsphasen zu erreichen und die Lernumgebun-
gen zum Gesetz der groflen Zahl von den Schiilerinnen und Schiilern selbststindig erar-
beiten zu lassen. Auch bei den gemischten Aufgaben kann die Ebene der inhaltlichen In-
terpretation wihrend der Partnerarbeit am Computer noch verbessert werden. Vorschlige
fiir eine entsprechende Umgestaltung des Aufgabenmaterials wurden bereits in den Kapi-
teln 6.2.4 und 6.4.4 erarbeitet.



7 Auswertung der weiteren empirischen Untersu-
chungen

7.1 Die Simulationsaufgabe in der Kursarbeit

In diesem Kapitel wird die Bearbeitung der Simulationsaufgabe aus der ersten Kursarbeit
im Kurs des Autors analysiert. An der Klausur haben 18 Personen teilgenommen. Den
Schiilerinnen und Schiilern war vorab bekannt, dass die Klausur eine umfangreiche Simu-
lationsaufgabe enthalten wiirde. Die gelosten Wiirfelaufgaben und die von den prisentie-
renden Gruppen erstellten Simulationspldne zu allen gemischten Simulationsaufgaben
standen zur Vorbereitung zur Verfiigung. Die Schiilerinnen und Schiiler konnten wihrend
der Klausur auf das ausgegebene Merkblatt verschiedener FATHOM-Befehle zuriickgreifen
(vgl. Anhang, S. 277). Ansonsten durften keine weiteren Hilfen verwendet werden. Den
Schiilerinnen und Schiilern standen zur Bearbeitung der Simulationsaufgabe 50 Minuten
zur Verfiigung, die Aufgaben wurden in elektronischer Form (Diskette oder USB-Stick)
beim Lehrer abgegeben. Die Bearbeitung erfolgte in Einzelarbeit.

Die Simulationsaufgabe lautet folgendermaf3en:

Das nebenstehend abgebildete Gliicksrad mit 8 gleich grof3en Sektoren wird
zweimal gedreht. Der Spieler muss 1,-€ als Einsatz bezahlen.

Falls die Summe der beiden gedrehten Zahlen mindestens 1000 betrigt, so
erhilt der Spieler 1,50 € zuriick. Falls die Summe der beiden gedrehten
Zahlen 2000 betrigt, so erhélt der Spieler 12,- € zuriick.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betrdgt die Augensumme beim zwei-
maligen Drehen des Gliicksrads mindestens 1000?

b) Welchen mittleren Nettogewinn pro Spiel erhélt der Spieler bei diesem
Gliicksspiel auf lange Sicht?

¢) Ein Spieler nimmt sich vor, das geschilderte Gliicksspiel so lange zu spielen, bis die Summe seiner
beiden gedrehten Zahlen mindestens 1000 betrigt. Wie viele Spiele muss man bei einer solchen Spiel-
taktik im Mittel machen?

Aufgabe:

1. Simulieren Sie das Gliicksradproblem geeignet in FATHOM. Erstellen Sie zu jeder Teilaufgabe eine
neue Simulation mit jeweils 1000 Wiederholungen und formulieren Sie in einem FATHOM —Textfenster
einen Antwortsatz.

2. Konnen Sie mit Hilfe Threr Simulation Aussagen zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsbestimmung
in a) machen? Dokumentieren Sie Ihr Vorgehen in einem FATHOM-Textfenster.

3. Erstellen Sie zu Aufgabenstellung b) in einem FATHOM-Textfenster einen Simulationsplan.

Die Aufgabe wurde vor allem dazu konzipiert, die im Simulationsvorkurs erreichten
Kompetenzen bei der Erstellung einer Computersimulation mit FATHOM zu iiberpriifen.
Die beiden Aufgabenteile 2. und 3. zur Genauigkeitsabschiatzung und zur Formulierung
eines Simulationsplans konnen aufgrund des knappen zeitlichen Rahmens nur eine unter-
geordnete Bedeutung haben. Diese Schwerpunktsetzung wurde auch den Schiilerinnen
und Schiilern mitgeteilt. Daher liegt der Schwerpunkt der Analyse der Simulationsaufga-
be in diesem Kapitel auf Aufgabenteil 1. Aufgabenteil 1. wird quantitativ und qualitativ
ausgewertet. Die beiden Aufgabenteile 2. und 3. werden bei der quantitativen Analyse der
Simulationsaufgabe mit beriicksichtigt.



152 Kapitel 7 Auswertung der weiteren empirischen Untersuchungen

7.1.1 Eine Beispiellosung fiir die Simulationsaufgabe
Aufgabenteil 1. a)

1. Schritt: Modellierung des Zufallsexperiments in FATHOM

Man erstellt eine Kollektion und benennt diese z. B. als Gliicksrad. Zu dieser Kollektion
kann man ein Merkmal Drehergebnis definieren mit dem Zufallsgenerator zufalls—
Wahl (20;50;70;100;300;700;1000). Nun werden der Kollektion Gliicksrad zwei
Fille hinzugefiigt. Damit wird das zweifache Drehen des Gliicksrads simuliert, jeder der
beiden Fille reprisentiert das Ergebnis eines Drehvorgangs.

2. Schritt: Definition eine geeigneten Messgrofie

Man kann eine MessgroBe Drehsumme mit der Formel Summe (Drehergebnis) definie-
ren. Hiermit wird stets die Summe der beiden gedrehten Zahlen berechnet.

3. Schritt: Sammeln von 1000 Messgrofen

4. Schritt: Auswertung der Héaufigkeitsverteilung der gesammelten Messgro3en

Mit der Formel Anzahl (Drehsumme>1000) /Anzahl (Drehsumme) wird die relative
Haufigkeit fiir das Auftreten einer Augensumme von mindestens 1000 in einer numeri-
schen Auswertungstabelle berechnet.

Eine nach dieser Beispiellosung aufgebaute Simulationsumgebung mit Antwortsatz ist in
Abb. 7.1 zu sehen:
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Abb. 7.1: Eine Beispiellosung zu Aufgabenstellung a) der Simulationsaufgabe in der Klausur.

Alternative Losungsmoglichkeiten zu Aufgabenteil a)

In Schritt 1 bei der Modellierung des Einzelexperiments hat man bei der Entscheidung
fiir eine sequenzielle Simulation (vgl. Kapitel 4.1.5) keine sinnvollen Alternativen. In
Schritt 3 kann man lediglich die Anzahl der gesammelten Messgrofen variieren.
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In Schritt 2 bei der Definition der Messgrofle kann man an Stelle der ZufallsgroBe ,,Au-
gensumme* auch das Ereignis ,,mindestens Augensumme 1000 mit der Formel Sum-
me (Drehergebnis)>1000 wihlen. Die Messgroe liefert dann entweder wahr fiir den
Fall, dass die Augensumme mindestens 1000 betrdgt, im anderen Fall liefert sie falsch.
Hier muss man bei der Auswertung der gesammelten MessgroBen alle Félle zédhlen, bei

denen die Messgrofle wahr ergibt.

Ferner gibt es in Schritt 2 die Moglichkeit, mit Blick auf die Aufgabenstellung b) als

MessgroBle die Zufallsgrofe ,Nettogewinn® zu definieren. Dann
liefert die Messgrof3e die drei Nettogewinne 11,-€, 0,5 € oder —1,-€.
Bei der Auswertung der gesammelten Messgroen muss man alle
Fille zidhlen, bei denen der Nettogewinn mindestens 0,50 € betrégt.

Verwendet man als Messgrofle die ZufallsgroBe ,,Augensumme*,
so ist in Schritt 4 bei der Auswertung der gesammelten
Messgrolen die numerische Auswertungstabelle mit einer
passenden Formel das geeignete Werkzeug. Das Auszidhlen der
gesuchten Fille in einer kategorialen Auswertungstabelle ist
ungeeignet, da es viele verschiedene Augensummen > 1000 gibt.
Das Hinzufiigen einer Formel zur Berechnung der gesuchten
relativen Haufigkeit ist in der kategorialen Auswertungstabelle e-
benfalls ungeeignet (vgl. Kapitel 4.1.3). Wie in Abb. 7.2 gezeigt
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einer numerischen Auswertungstabelle auswerten. Spattenzusammentassung | 1000

Man kann aber auch eine kategoriale 51 = anzahi( )

Auswertungstabelle benutzen, da es nur wenige

Merkmalsauspriagungen gibt, die man auszihlen kann. Abb. 7.3: Kategoriale Auswertungsta-
Beim FEreignis ,mindestens Augensumme 1000% belle zur Auswertung der ge-

braucht man nur die Fille mit wahr zu beriicksichti-
gen (vgl. Abb. 7.3). Bei der ZufallsgroB3e ,,Nettoge-
winn® sind es nur die Fiélle mit einem Nettogewinn
von 0,50 € und 11,- €.

Aufgabenteil 1.b)

sammelten Messgrofien des
Ereignisses ,,mindestens Au-
gensumme 1000

Der erste Schritt 1auft analog zu Aufgabenteil a) und kann entweder {ibernommen werden
oder aber in einer neuen FATHOM-Umgebung analog aufgebaut werden.

2. Schritt: Definition einer geeigneten Messgrof3e

Man kann eine Messgrole Nettogewinn mit der folgenden Formel definieren:

11
Wenn (Summe (Drehergebnis)=2000)

Wenn (Summe (Drehergebnis)=1000 ){

0,50
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Hiermit wird zu zwei gedrehten Zahlen des Gliicksrads stets der Nettogewinn berechnet.

3. Schritt: Sammeln von 1000 Messgro3en

4. Schritt: Auswertung der Hiufigkeitsverteilung der gesammelten Messgréfen

Mit der Formel aMittel (Nettogewinn) kann man in einer numerischen Auswertungs-
tabelle den mittleren Nettogewinn der 1000 Simulationsdurchldufe erhalten.

Eine nach dieser Beispiellosung aufgebaute Simulationsumgebung mit Antwortsatz ist in
Abb. 7.4 zu sehen:
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Abb. 7.4: Eine Beispiellosung zu Aufgabenstellung b) der Simulationsaufgabe in der Klausur.

Alternative Losungsmoglichkeiten zu Aufgabenteil b)

In Schritt 1 und in Schritt 3 gibt es wie schon bei der Beispiellosung zu Aufgabenteil a)
kaum Variationsmoglichkeiten. Auch die Auswertung der gesammelten Messgroflen in
Schritt 4 kann nur iiber die Formel aMittel () zur Berechnung des Mittelwerts durch-
gefiihrt werden. Dies sollte sinnvoller Weise in einer numerischen Auswertungstabelle
erfolgen.

In Schritt 2 bei der Definition der Messgrof3e kennen die Schiilerinnen und Schiiler nur
den wWenn () -Befehl, welcher zunéchst eine Unterscheidung von zwei verschiedenen Fil-
len ermoglicht. Der Transform ()-Befehl, der auch eine direkte Verzweigung in drei
oder mehr Fille ermoglicht, wird im Rahmen des Simulationsvorkurses nicht behandelt.
Da fiir die Berechnung des Nettogewinns eine Verzweigung in drei verschiedene Fille
benotigt wird, muss zur Definition der Messgrofle Nettogewinn eine Schachtelung des
Wenn () -Befehls vorgenommen werden. Hier gibt es alternative Vorgehensweisen im
Vergleich zur Beispiellosung:

Zum einen kann man mit zwei Messgrofen arbeiten und damit die Komplexitit der
Wenn () -Anweisung reduzieren: Man definiert eine Messgro3e Drehsumme mit der For-
mel Summe (Drehergebnis) und eine zweite Messgrolle Nettogewinn mit der Formel

11
0,50

Wenn (Drehsumme =2000) Wenn (Drehsumme=1000 ){
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Der hier gezeigte Befehl funktioniert, da die geschachtelte Wwenn () -Anweisung von links
nach rechts abgearbeitet wird. Bei einer Augensumme von 2000 wird iiber den ersten
Wenn () -Befehl eine Messgrofle von 11 bestimmt. Bei einer Augensumme von z. B. 1300
erhilt man iiber den zweiten Wenn () -Befehl eine Messgrofe von 0,50.

Die umgekehrte Schachtelung funktioniert nicht. Bei folgender Wenn () -Anweisung er-
hilt man auch bei einer Augensumme von 2000 eine Messgrofle von 0,5, da der Fall einer
Augensumme von 2000 in der ersten Wenn () -Bedingung nicht herausgenommen wird:

0,50

> 11
Wenn (Drehsumme=>1000) Wenn (DrehsummezZOOO){

Mochte man dieses Problem vermeiden, so kann man die Formel mit einer logischen Ver-
kniipfung erginzen:

0,50

> 11
Wenn ( (Drehsumme=>1000)und(Drehsumme<2000) ){Wenn (DrehsummezZOOO){

In diesem Fall ist die Schachtelung der beiden Wenn () -Befehle austauschbar.

Ein prinzipiell anderer Losungsweg kann so aussehen, dass man sich als Messgroen drei
Ereignisse ,,Augensumme kleiner 1000%, ,,Augensumme mindestens 1000 und kleiner
2000 und ,,Augensumme gleich 2000* mit den Formeln Drehsumme<1000, Drehsum-
me>21000 und Drehsumme<2000, Drehsumme=2000 definiert und dann die absoluten
Hiufigkeiten des Auftretens dieser drei Ereignisse in der Simulation bestimmt. Hieraus
kann man den gesamten Nettogewinn bei 1000 oder 10000 Drehungen berechnen und
erhilt damit auch den mittleren Nettogewinn pro Spiel. Dies entspricht der Berechnung

des Mittelwerts eines Merkmals mit Merkmalsauspriagungen x, ..., x, und den zugehori-

gen absoluten Haufigkeiten Hy, ..., H, bzw. den zugehorigen relativen Haufigkeiten 4,
iH,--x,- n

..., b, tiber die Formel: X = =—— =} h, - x, . Damit bereitet dieser Losungsweg die struk-

i=1
turell dhnliche Formel fiir die theoretische Berechnung des Erwartungswerts vor.

Aufgabenteil 1.c)

1. Schritt: Modellierung des Zufallsexperiments ,,.Drehen, bis eine Augensumme von
mindestens 1000 auftritt*

Analog zu Aufgabenteil 1.a) kann man eine Kollektion Gliicksrad erstellen und mit dem
Zufallsgenerator ZufallsWahl (20;50;70;100;300;700;1000) ein Merkmal Dreh-
ergebnis definieren. Der Kollektion Gliicksrad werden zwei Fille hinzugefiigt.

Zu der Kollektion wird eine MessgroBe Drehsumme mit der Formel Sum-
me (Drehergebnis) definiert. Hiermit wird die Summe der beiden gedrehten Zahlen
berechnet.

Nun muss man Messgrolen sammeln, und zwar so lange, bis eine Augensumme von
mindestens 1000 auftritt. Hierfiir tragt man in das Feld ,,Bis zur Bedingung* des Info-
Fensters der Kollektion Messgrofien von Gliicksrad die Bedingung Drehsumme>1000
ein.
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2. Schritt: Definition einer geeigneten Messgrofle zur Kollektion Messgrofien von Gliicks-
rad

Nun muss man zdhlen, wie viele Spiele bis zum Auftreten einer Augensumme von min-
destens 1000 durchgefiihrt werden miissen. Hierfiir definiert man in der Kollektion Mess-
grofien von Gliicksrad eine MessgroBe Anzahl_Spiele mit der Formel An-
zahl (Drehsumme) . Hiermit wird gezdhlt, wie viele Eintrige das Merkmal Drehsumme
der Kollektion Messgrofien von Gliicksrad besitzt.

3. Schritt: 1000faches Sammeln der Messgrofle Anzahl_Spiele

4. Schritt: Auswertung der Hiufigkeitsverteilung der gesammelten Messgroflen in der
Kollektion Messgrofsen von Messgrofien von Gliicksrad.

Mit der Formel aMittel (Anzahl_Spiele) kann man in einer numerischen Auswer-
tungstabelle zur Kollektion Messgrofien von Messgrofien von Gliicksrad die mittlere An-
zahl an Spielen in den 1000 Simulationsdurchldufen erhalten.

Eine nach dieser Beispiellosung aufgebaute Simulationsumgebung mit Antwortsatz ist in
Abb. 7.5 zu sehen:
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Abb. 7.5: Eine Beispiellosung zu Aufgabenstellung c) der Simulationsaufgabe in der Klausur. Die beiden
Kollektionen ,,Gliicksrad* und ,,Messgrifien von Gliicksrad* reprisentieren das Zufallsexperi-
ment ,,Drehen, bis eine Augensumme von mindestens 1000 auftritt”. Dieses Zufallsexperiment
wird 1000mal wiederholt und jedes Mal wird gezdhlt, wie viele Drehversuche/Spiele benotigt
werden. Die Ergebnisse finden sich in der Merkmalsspalte , Anzahl_Spiele” der Kollektion
Messgrofien von Messgrofien von Gliicksrad*.

Eine prinzipiell alternative Vorgehensweise zur Beispielsimulation wire eine ,,Simulation
durch Stichprobenziehen®. Aufgrund der Auswahlentscheidung zur ausschlieBlichen
Verwendung der sequentiellen Simulation im Simulationsvorkurs ist den Schiilerinnen
und Schiilern die Simulation durch Stichprobenziehen nicht bekannt (vgl. Kapitel 4.1.5).
Daher gibt es keine prinzipiell alternativen Vorgehensweisen zum Aufbau der Beispiello-
sung. Es sind lediglich kleine Umgestaltungen moglich. So kann man z. B. bei der Wahl
der MessgroBe in Schritt 2 alternativ die Messgrofle Nettogewinn aus Aufgabenteil b)
wihlen. Damit muss man auch die Abbruchbedingung bei der Modellierung des Einzel-
experiments umgestalten: Man muss so lange Messgrolen sammeln, bis zum ersten Mal
ein Nettogewinn von mindestens 0,5 auftritt. Das weitere Vorgehen verlauft analog zur
vorgestellten Beispiellosung.
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7.1.2 Die Analyse der Simulationsaufgabe

Die gewihlte Aufgabe fordert auf der Ebene der stochastisch-inhaltlichen Kompetenz
in Aufgabenteil a) die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines zweistufigen Zufallsex-
periments. In Aufgabenteil b) wird die Aufgabe zu einer Gewinnspielaufgabe erweitert,
bei der der Erwartungswert gesucht ist. In Aufgabenteil c) geht es um ein Wartezeitprob-
lem. Diese grundlegenden stochastischen Problemstellungen werden an anderen Beispie-
len sowohl bei den Wiirfelaufgaben als auch bei den gemischten Aufgaben des Simulati-
onsvorkurses behandelt. Bei der Formulierung der Antwort geniigt jeweils ein kurzer Ant-
wortsatz. Es wird keine tiefgehende Interpretation der Ergebnisse verlangt.

Auf der Ebene der Simulationskompetenz benétigt man bei den Aufgabenteilen a) und
b) das Vorgehen entlang des vierschrittigen Prozessmodells, welches im Simulationsvor-
kurs ausfiihrlich besprochen und geiibt wird (vgl. Kapitel 4.1.1).

Bei Aufgabenteil c) muss dieses vierschrittige Vorgehen erweitert werden: Allein fiir die
Modellierung des Einzelexperiments muss man eine Messgro3e definieren und eine Ab-
bruchbedingung fiir das Sammeln der Messgrolen formulieren. Aufbauend auf diesem
Einzelexperiment muss man eine weitere Messgrofle definieren, erneut Messgro3en
sammeln und die hierbei entstehende Verteilung auswerten. Diese komplexe Struktur ist
im Simulationsvorkurs an zwei Beispielen eingefiihrt worden: An der Wiirfelaufgabe e)
(Aufgabentext S. 81) und am Sammelbildproblem aus den gemischten Aufgaben (Aufga-
bentext S. 87). Allerdings muss angemerkt werden, dass die Wartezeitaufgaben auf der
Designebene im Sinn einer inneren Differenzierung speziell fiir die leistungsstarken
Schiilerinnen und Schiiler in das Unterrichtskonzept aufgenommen worden sind (vgl. Ka-
pitel 4.1.5). Im beobachteten Unterricht wurden beide Aufgaben nur von wenigen Schiile-
rinnen und Schiilern bearbeitet (vgl. Kapitel 6).

Auf der Ebene der Fathomkompetenz miissen die Schiilerinnen und Schiiler in allen
drei Aufgabenteilen die Werkzeugkompetenzen im Umgang mit der Software beherr-
schen: Sie miissen sicher mit Kollektionen und den zugehorigen Tabellen umgehen kon-
nen, sie miissen Messgroflen definieren konnen und die beim Sammeln der Messgrof3en
entstehenden Hiufigkeitsverteilungen mit geeigneten Werkzeugen auswerten koénnen
(vgl. Kapitel 4.1.3).

Hinzu kommt die Formelkompetenz: In allen drei Simulationen miissen die Schiilerin-
nen und Schiiler in Schritt 1 einen geeigneten Zufallsgenerator wéhlen. Das Gliicksrad
kommt als Zufallsgerit in keiner Aufgabe des Simulationsvorkurses vor. Der geeignete
Zufallsgenerator Zufallswahl () wird im Simulationsvorkurs mehrfach verwendet,
muss aber nun in Verbindung mit dem Gliicksrad geeignet eingesetzt werden. Hier miis-
sen die Schiilerinnen und Schiiler ein erstes (einfaches) Modellierungsproblem 16sen.

Bei Aufgabenteil 1.a) muss gemidl der Beispiellosung in Schritt 2 der Simulation die
Drehsumme iiber die Formel summe (Drehergebnis) definiert werden. Diese intuitiv
einfach verstindliche Formel ist bei den Wiirfelaufgaben eingefiihrt worden. In Schritt 4
der Simulation muss die Hiufigkeitsverteilung der Drehsumme {iiber die Formel An-
zahl (Drehsumme>1000) /Anzahl (Drehsumme) oder mit einer dhnlichen Formel
ausgewertet werden. Auch diese Art der Auswertungsformel ist aus dem vorangegange-
nen Unterricht bekannt.

Bei Aufgabenteil 1.b) muss in Schritt 2 der Simulation die MessgroB3e iiber die ge-
schachtelte Wenn () -Bedingung definiert werden. Man kann hier entweder mit zwei
MessgroBBen Drehsumme und Nettogewinn arbeiten, oder aber man kann die Formel zur
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Berechnung der Augensumme in die Wenn () -Anweisung zur Bestimmung des Nettoge-
winns integrieren. Als Hauptschwierigkeit muss man zwei Wenn () -Befehle ineinander
schachteln. Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, gibt es hierfiir mehrere richtige und
auch falsche Moglichkeiten. Der wenn () -Befehl wurde bei der Wiirfelaufgabe d) (Auf-
gabentext S. 80) eingefithrt und bei den gemischten Aufgaben ,,Urnenziehung® und
,Miinzspiel“ (Aufgabentext S. 87) gefestigt. Im Simulationsvorkurs wird allerdings nur
bei der ,,Miinzspiel“-Aufgabe ein geschachtelter wenn () -Befehl bendtigt. Diese Aufgabe
wurde aufgrund der Wahlmoglichkeiten bei den gemischten Aufgaben nur von drei Schii-
lergruppen gewihlt (vgl. Kapitel 6.4.2). Die iibrigen sechs Schiilergruppen haben sich fiir
die andere Gewinnspielaufgabe entschieden. Die Schachtelung des wWenn () -Befehls ist
einem Teil der Schiilerinnen und Schiiler somit nur {iber die Prasentation und die zur Ver-
fiigung gestellten Simulationsplidne zu den gemischten Aufgaben bekannt. In Schritt 4
der Simulation ist die Auswertung der gesammelten MessgroBen iiber den Befehl aMit -
tel () unproblematisch.

In Aufgabenteil ¢) muss in Schritt 2 der Simulation eine Messgro3e Anzahl_Spiele iiber
die Formel Anzahl (Drehsumme) definiert werden. Die Auswertung der erzeugten Hiu-
figkeitsverteilung in Schritt 4 der Simulation erfolgt iiber den Befehl aMittel (). Beide
Formeln sind bekannt und ausreichend geiibt.

Zusammenfassend betrachtet bendtigt man zur Losung von Aufgabenteil a) einen siche-
ren Umgang mit den Werkzeugkompetenzen in Fathom sowie mit dem Aufbau einer Si-
mulation entlang den vier Schritten des eingefiihrten Prozessmodells. Die Schritte 1, 2
und 4 erfordern jeweils einfache Modellierungsiiberlegungen, bei denen gut eingeiibte
Formeln verwendet werden konnen. Der Aufgabenteil testet die grundlegenden im Simu-
lationsvorkurs vermittelten Kompetenzen zur Erstellung einer Computersimulation ab.

Bei Aufgabenteil b) wird zusitzlich zu den in Aufgabenteil a) benotigten grundlegenden
Kompetenzen ein komplexer Modellierungsschritt bei der Definition der Messgrofle ver-
langt. Zunéchst gibt es die Moglichkeit, hier mit zwei Messgroflen zu arbeiten oder aber
den Befehl Summe () in die Wenn ()-Bedingung zu integrieren. Weiter miissen zwei
Wenn () -Bedingungen logisch korrekt ineinander geschachtelt werden. Hierfiir benotigt
man eine hohe Formelkompetenz. Bei der logisch-korrekten Schachtelung der wenn () -
Bedingung verbindet sich die Formelkompetenz mit dem stochastisch-inhaltlichen Ver-
standnis der Problemstellung. Fiir die Verwendung zweier Messgroflen bendtigt man ein
vertieftes Verstdndnis der Bedeutung der Messgrofe innerhalb des vierschrittigen Pro-
zessmodells. Uber die grundlegenden Kompetenzen zur Erstellung einer Computersimu-
lation hinaus wird hier ein sicherer und flexibler Umgang mit Formeln sowie ein vertief-
tes stochastisch-inhaltliches Verstindnis verlangt.

Bei Aufgabenteil 1.c) werden zusitzlich zu den in Aufgabenteil a) benotigten grundle-
genden Kompetenzen ein flexibler Umgang mit dem vierschrittigen Prozessmodell und
die Verwendung einer Abbruchbedingung verlangt. Bereits fiir Schritt 1 der Simulation
benotigt man die Definition einer Messgrofle und das Sammeln der Messgrofen in Ver-
bindung mit einer Abbruchbedingung. Dies fiihrt zu einem Aufbrechen der iiblichen
Struktur des Simulationsaufbaus. Gemél der Intention einer inneren Differenzierung sind
diese Aufgabentypen vornehmlich den leistungsstirkeren Schiilerinnen und Schiilern vor-
behalten.
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7.1.3 Die quantitative Analyse der Ergebnisse der Klausuraufgabe

In diesem Abschnitt wird eine Bepunktung der Schiilerlésungen vorgenommen, so dass
man eine quantitative Auswertung erhilt. Da es sich um Schiilerergebnisse aus einer no-
tenrelevanten Klausur handelt, muss die Bepunktung vor allem nach dem Kriterium einer
erfolgreichen Bearbeitung der Aufgabe erfolgen. Die Schiilerinnen und Schiiler haben
hier unter Zeit- und Erfolgsdruck gearbeitet, dies muss auch bei der quantitativen Einord-
nung der Ergebnisse beriicksichtigt werden. Die Bepunktung der Schiilerlosungen erfolgt
daher in diesem Abschnitt unabhingig von der qualitativen Analyse im ndchsten Ab-
schnitt. Das Vorgehen bei der Bepunktung wird zunéchst fiir jede Teilaufgaben kurz er-
lautert.

Aufgabenteil 1.a)

Die zentralen Anforderungen von Aufgabenteil 1.a) liegen in den folgenden drei Schrit-
ten:

e Erstellung der Kollektion mit zwei Fillen und Definition eines geeigneten Merk-
mals

¢ Definition einer geeigneten Messgrofle und Sammeln der Messgrof3en
* Auswertung der gesammelten Messgrof3en

Auf die erfolgreiche Durchfiihrung jedes dieser drei Schritte werden zwei Punkte gege-
ben, wobei nicht beriicksichtigt wird, ob es sich hierbei um eine elegante oder um eine
umstéindliche Losung handelt. Bei leichten Fehlern (z. B. kleine Fehler in der Formulie-
rung der Formeln) wird ein Punkt abgezogen. Insgesamt sind sechs Punkte auf Aufgaben-
teil a) zu erreichen.

Mit diesem Bewertungsmuster ergibt sich folgende Ergebnisiibersicht:

ereichte Punkte 6 5 4 3 2 1 0

Anzahl Personen 12 4 1 1 0 0 0

Tab. 7.1: Ergebnisiibersicht zur Losung von Aufgabenteil a) der Simulationsaufgabe aus der Klausur.
Durchschnitt: 5,5 Punkte £ 92%

12 von 18 Schiilerinnen und Schiilern konnten die Aufgabe komplett richtig bearbeiten
und haben sechs Punkte. Bei den vier Schiilerinnen und Schiilern mit nur fiinf Punkten
sind kleine Fehler aufgetreten. Der eine Schiiler mit nur vier Punkten hat bei der Auswer-
tung den Mittelwert an Stelle der Wahrscheinlichkeit berechnet. Die Schiilerin mit nur
drei Punkten hat bereits den Zufallsgenerator fehlerhaft formuliert und einen weiteren
Fehler in der Auswertung.

Aufgabenteil 1.b)

Die iiber den Aufgabenteil 1.a) hinausgehenden Anforderungen liegen in den folgenden
beiden Schritten:

¢ Definition einer geeigneten Messgrofe zur Unterscheidung der drei verschiedenen
Nettogewinne

* Auswertung der gesammelten Messgrof3en

Auf die erfolgreiche Durchfiihrung dieser beiden Schritte werden jeweils zwei Punkte
gegeben. Falls die Formel zur Definition der Messgrolle Nettogewinn einen Fehler ent-
hilt, so werden die beiden Punkte nicht gegeben, da die Erstellung dieser Formel das
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zentrale Element dieser Simulation ist. Bei leichten Fehlern in der Auswertung wird ein
Punkt abgezogen. Insgesamt sind auf Aufgabenteil b) vier Punkte zu erreichen.

Mit diesem Bewertungsmuster ergibt sich folgende Ergebnisiibersicht:

ereichte Punkte 4 3 2 1 0

Anzahl Personen 11 4 2 0 1

Tab. 7.2: Ergebnisiibersicht zur Losung von Aufgabenteil b) der Simulationsaufgabe aus der Klausur.
Durchschnitt: 3,3 Punkte £ 83%

11 von 18 Schiilerinnen und Schiilern konnten die Aufgabe komplett richtig bearbeiten
und haben vier Punkte erreicht. Bei den 4 Schiilerinnen und Schiilern mit drei Punkten
sind kleine Fehler in der Auswertung aufgetreten. Bei den zwei Schiilerlésungen mit zwei
Punkten ist die Formel zur Definition der Messgroe Nettogewinn fehlerhaft. Bei der ei-
nen Schiilerlosung mit null Punkten ist die Aufgabenbearbeitung bereits im ersten Schritt
bei der Wahl des Zufallsgenerators falsch, dadurch kommt keine sinnvolle Simulation
zustande.

Aufgabenteil 1.c)
Die zentralen Anforderungen von Aufgabenteil ¢) liegen in den folgenden drei Schritten:

e Modellierung des Einzelexperiments ,,Drehen bis zum Auftreten einer Augen-
summe von mindestens 1000* mit einer geeigneten Abbruchbedingung beim Sam-
meln der Messgrofen.

¢ Definition einer weiteren Messgrofle, welche die bendtigte Anzahl an Spielen
zahlt und Sammeln dieser Messgrof3e.

¢ Auswertung der gesammelten Messgrolen mit aMittel ().

Auf die erfolgreiche Durchfithrung des ersten Schritts als dem zentralen Modellierungs-
schritt werden zwei Punkte gegeben, ist die Abbruchbedingung falsch formuliert, so wird
nur ein Punkt gegeben. Auf die beiden weiteren Schritte wird jeweils ein Punkt gegeben.
Insgesamt sind 4 Punkte zu erreichen.

Mit diesem Bewertungsmuster ergibt sich folgende Ergebnisiibersicht:

ereichte Punkte 4 3 2 1 0

Anzahl Personen 5 2 0 2 9

Tab. 7.3: Ergebnisiibersicht zur Losung von Aufgabenteil c) der Simulationsaufgabe aus der Klausur.
Durchschnitt: 1,6 Punkte = 40%

Die Aufgabe ist von der Hélfte der Schiilerinnen und Schiiler bearbeitet worden. Die fiinf
Losungen mit jeweils vier Punkten sind komplett richtig. Bei den zwei Losungen mit drei
Punkten tritt jeweils ein Fehler auf: Einmal wird die Abbruchbedingung falsch formuliert,
einmal fehlt die Auswertung der gesammelten Messgroflen. Bei den zwei Losungsversu-
chen mit nur einem Punkt lidsst sich die Formel der Abbruchbedingung von der Software
nicht auswerten. Beide Losungen brechen an dieser Stelle ab. Neun Schiilerinnen und
Schiiler haben die Aufgabe nicht bearbeitet.
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Aufgabenteil 2. Die Genauigkeitsabschitzung zur Simulation a)

Das vom Lehrer intendierte Vorgehen zur Losung dieser Aufgabenstellung war die Wie-
derholung des im Unterricht demonstrierten Verfahrens zur Erarbeitung der Faustregeln
zur Genauigkeitsabschidtzung (vgl. Kapitel 6.2.2). Eine beispielhafte Schiilerlosung dieses
Typs sieht folgendermalien aus:

,, Bei mehrmaligem Durchfiihren der Simulation mit FATHOM sieht man, dass die Werte immer eine gewisse
Abweichung beinhalten:

1. Simulation: 31%

2. Simulation: 33,33%

3. Simulation: 32,6%

4. Simulation:34,44%

Man sieht also, dass ein deutlicher Spielraum zwischen den Ergebnissen vorhanden ist. Die Abweichung
betrdgt bei 1000 Simulationen etwa + 2%.

Diese Intention der Aufgabe ist der Aufgabenformulierung allerdings nicht eindeutig zu
entnehmen. Daher muss man auch solche Losungen als richtig anerkennen, bei denen die
im Unterricht erarbeiteten Faustregeln mit Bezug auf die Wiederholungsanzahl der
durchgefiihrten Simulation einfach angegeben werden. Eine beispielhafte Schiilerlosung
dieses Typs sieht folgendermalen aus:

,,Die Abweichung der Genauigkeit bei 1000 Wiederholungen einer bestimmten Simulation liegt bei + 3%.

Wenn ich die Simulation aber 10 000 mal durchgefiihrt hdtte, dann wire die Wahrscheinlichkeit genauer,
da die Abweichung der Genauigkeit der Wahrscheinlichkeit bei 10 000 Wiederholungen nur + 1% betrdgt.”

Auf jede dieser beiden Losungsmoglichkeiten werden zwei Punkte gegeben.

Es gibt vier (korrekte) Schiilerlosungen, welche die passende Faustregel einfach angeben.
Es gibt zwei (korrekte) Schiilerlosungen, welche die Faustregel iiber die mehrfache Wie-
derholung der Simulation demonstrieren.

Die restlichen zwolf Schiilerinnen und Schiiler haben die Aufgabe nicht bearbeitet.

Aufgabenteil 3. Formulierung eines Simulationsplans zur Simulation b)

Bei den Anforderungen an die Formulierung des Simulationsplans muss man beriicksich-
tigen, dass fiir die gesamte Aufgabenbearbeitung nur 50 Minuten zur Verfiigung standen.
Daher werden fiir die Bewertung der Simulationspldne die folgenden (niedrigen) Anfor-
derungen gestellt:

e Der Simulationsplan muss nach den vier Schritten des Prozessmodells untergliedert
sein. Mindestens die Schritte 1, 2 und 4 miissen explizit formuliert sein.

¢ Bei der Verwendung der Formeln in den Modellierungsschritten 1, 2 und 4 muss die
verwendete Formel jeweils mit ihrer inhaltlichen Bedeutung in Bezug auf das Zufalls-
experiment angegeben werden.

Lingere Erlduterungen oder Interpretationen werden nicht verlangt. Die genaue Formulie-
rung der geschachtelten Wwenn () -Bedingung kann ebenfalls nicht verlangt werden, da sich
diese (mit der Verzweigung iiber die grofen geschweiften Klammern) im Fathom-
Textfenster nicht darstellen lésst.

Geniigt ein Simulationsplan den genannten Anforderungen, so wird er mit zwei Punkten
bewertet. Die zwei Punkte werden auch dann verteilt, wenn in der zugehorigen Simulati-
on von Aufgabenteil 1.b) kleine Fehler vorhanden sind.
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Insgesamt wurden 15 Simulationspldne zu Aufgabenteil b) erstellt, die alle den genannten
Anforderungen geniigen und in der quantitativen Auswertung zwei Punkte erreichen. Drei
Schiilerinnen und Schiiler haben keinen Simulationsplan formuliert.

Exemplarisch werden hier zwei Beispiele vorgestellt:

Simulationsplan 1:

1. Man erstellt eine Kollektion "Gliicksrad", in der das Drehen am Gllicksrad simuliert wird. In der Tabelle zu
"Glicksrad" gibt es eine Spalte "Sektor", in der das Ergebnis des Drehens mit der Formel Zufalls-
Wahl(700;50;1000;20;500;100;70;300) simuliert wird.

2. Bei der Simulation von "Gliicksrad" interessiert uns die Summe der beiden gedrehten Zahlen. Dafir defi-
nieren wir die MessgréBe "Summe" mit der Formel Summe(Sektor). Uns interessiert aber auch der Nettoge-
winn bei diesem Spiel. Daflir definieren wir eine zweite MessgrdBe "Nettogewinn" mit der zweifach-
geschachtelten Wenn-Formel (siehe Info-Fenster ,Glicksrad®, MessgréBe). Diese besagt: Wenn die Summe
der Spalte ,Sektor” = 2000 ist, bekommt man 11 Euro, oder wenn die Summe grdBer-gleich 1000 ist, be-
komme ich 50 Cent, ansonsten verliere ich 1 Euro.

3. Um den mittleren Nettogewinn zu erhalten, muss ich dieses Experiment sehr oft (1000mal) durchfiihren.
Mit "MessgréBen sammeln" filhren wir die Simulation 1000mal durch. Die Summe der beiden gedrehten
Zahlen, sowie die Nettogewinne sind in der so entstandenen Kollektion "MessgréBen von Gliicksrad" fest-
gehalten.

4. Die gesammelten Simulationen miissen nun ausgewertet werden: Hierflir gibt es die Mdglichkeit einer
Auswertungstabelle. Wenn man nun die Spalte ,Nettogewinn“ in diese Auswertungstabelle einfigt (ohne
gedriickte Shifttaste), erhalt man den mittleren Nettogewinn pro Spiel auf lange Sicht.

Der gezeigte Simulationsplan orientiert sich an den vier Schritten des Prozessmodells. In
allen vier Schritten wird die Verbindung zwischen der stochastischen Situation und der
FATHOM-Ebene hergestellt. Insbesondere ist die Wenn () -Anweisung ausfiihrlich erldu-
tert. Die Bedeutung der zwei Spalten in der Tabelle zur Kollektion ,,Messgréflen von
Gliicksrad* wird erklart, weiter wird die Bedeutung des Ergebnisses angegeben. Die Be-
zeichnungen der Kollektionen, Merkmale und MessgroBen sind sinnvoll gewihlt. Es han-
delt sich um einen Simulationsplan mit einer ausfiihrlichen Beschreibung der einzelnen
Formeln und Komponenten. Allein das Hinzufiigen zweier Fille zur Kollektion wird
nicht erwéhnt.

Simulationsplan 2:

Man erstellt eine Kollektion mit dem Namen ,Gliicksrad”.

In dieser erstellt man ein Attribut namens "Rad" und simuliert die gedrehten Sektoren mit der Formel Zu-
fallswahl(20;50;70;100;300;500;700;1000).

Man simuliert dies zweimal, indem man in dem Attribut ,Rad” 2 Falle einfigt.

AnschlieBend wird bei der Kollektion ,Gllicksrad” eine MessgréBe mit dem Namen ,Gesamt” erstellt. Diese
soll die einzelnen Gewinne fiir die gedrehten Sektoren errechnen!
Hierzu wird eine zweifach geschachtelte Wenn-Formel verwendet.

Die Ergebnisse werden graphisch (Ziehen der MessgréBe ,Gesamt” auf die x-Achse) und numerisch in einer
Auswertungstabelle angezeigt, indem man wieder die MessgrdBe ,Gesamt” in die Tabelle zieht.

Ohne gedriickte Shifttaste wird automatisch der mittlere Nettogewinn angezeigt.

Auch dieser Simulationsplan orientiert sich an den vier Schritten des Prozessmodells.
Auch hier sind die Bezeichnungen sinnvoll gewihlt. Die Bedeutungen des Zufallsgenera-
tors und der Messgrofle werden angegeben, allerdings findet keine Erlduterung der For-
meln statt. Das Sammeln der Messgroen als Schritt 3 des Prozessmodells fehlt vollig.
Die Auswertung wird vor allem auf der Ebene der Werkzeugkompetenzen beschrieben.
Es handelt sich hier um einen Simulationsplan mit einer sehr knappen Beschreibung der
einzelnen Modellierungsschritte.

Die beiden vorgestellten Simulationspléine sollen die Bandbreite der abgegebenen Simula-
tionspldane zeigen: Alle Simulationspldne orientieren sich eng an dem eingefiihrten
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vierschrittigen Prozessmodell. Die Verkniipfung zwischen der Gewinnspielsituation und
der FATHOM-Ebene wird in den meisten Féllen wie gewiinscht hergestellt. Die Bezeich-
nungen sind in den meisten Fillen sinnvoll gewihlt und unterstiitzen damit die Verkniip-
fung zwischen der Gewinnspielsituation und der FATHOM-Ebene. Die Simulationspléine
unterscheiden sich in der Ausfiihrlichkeit der Erlduterung der Formeln und der einzelnen
Komponenten, wobei das erste Beispiel fiir einen eher ausfiithrlichen Simulationsplan und
das zweite Beispiel fiir einen eher knappen Simulationsplan steht. Bei manchen Simulati-
onsplédnen erfolgen die Formulierungen wie beim zweiten gezeigten Beispiel teilweise auf
der Ebene der Werkzeugkompetenzen, was im Simulationsplan iiberfliissig ist.

Gesamtiibersicht der Punkteverteilung

Die folgende Tabelle liefert eine nach den einzelnen Schiilerinnen und Schiilern aufge-
schliisselte Gesamtiibersicht der quantitativen Ergebnisse der Klausuraufgabe. Die Schii-
lerinnen und Schiiler sind nach der erreichten Gesamtpunktzahl geordnet:

Aufgabe a) b) c) Genau- | Simulations- | Simulation | Aufgabe
igkeit a) plan b) gesamt gesamt

Schiiler 6P 4P) (4P) (2P) 2P) (14 P) (18 P)
Schiilerl 6 4 4 2 2 14 18
Schiiler2 5 4 4 2 2 13 17
Schiiler3 6 4 4 0 2 14 16
Schiiler4 6 4 4 0 2 14 16
Schiiler5 6 4 4 0 2 14 16
Schiiler6 5 4 3 2 2 12 16
Schiiler7 6 4 3 0 2 13 15
Schiiler8 6 4 1 0 2 11 13
Schiiler9 6 4 1 0 2 11 13
Schiiler10 6 4 0 0 2 10 12
Schiiler11 6 2 0 2 2 8 12
Schiiler12 5 2 0 2 2 7 11
Schiiler13 6 3 0 0 2 9 11
Schiiler14 6 3 0 2 0 9 11
Schiiler15 4 4 0 0 2 8 10
Schiiler16 5 3 0 0 2 8 10
Schiiler17 6 3 0 0 0 9 9
Schiiler18 3 0 0 0 0 3 3
mittlere er- 5,5 3,3 1,6 0,7 1,7 10,4 12,7
reichte

Punktzahl (92%) (83%) 40%) 35% (85%) (74 %) (71%)

Tab. 7.4: Eine nach den einzelnen Schiilerinnen und Schiilern aufgeschliisselte Gesamtiibersicht der quan-

titativen Ergebnisse der Klausuraufgabe.

Der mittlere erreichte Punktanteil der ein- Mittlerer Punktanteil der einzelnen
zelnen Aufgabenteile ist nebenstehend Aufgabenteile in %
nochmals grafisch aufgetragen. Man er-
kennt, dass die Aufgabenteile 1.a) und 1.b) 100% - 92% o

) ) .o } — 8% 85%
zur Simulation mit im Mittel 92% bzw. 80% | _ ——
83% der erreichbaren Punkte von der oo L] L
groen Mehrheit der Schiilerinnen und 40% oo,
Schiiler ohne Probleme bewiltigt werden 40% 17 — ]
konnten. Von den Simulationsaufgaben ist 20% 1 1
Aufgabenteil 1.c) erwartungsgemill der % ‘
anspruchvollste Teil: Im Mittel wurden hier 1a) 1b) 10 2. 3.
nur 40% der Punkte erreicht.

Abb. 7.6: Mittlerer Punktanteil der einzelnen Aufga-

benteile in %.
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Bei Aufgabenteil 2. zur Genauigkeitsabschidtzung werden im Mittel nur 35% der Punkte
erreicht. Dieser Aufgabenteil ist damit am schlechtesten bearbeitet. Bei Aufgabenteil 3.
zum Simulationsplan sind es im Mittel 85%.

Betrachtet man die Punkteverteilung der erreichten Gesamtpunktzahl der einzelnen Schii-
lerinnen und Schiiler, so ergibt sich folgendes Bild:

Punkteverteilung der Klausuraufgabe

Anzahl

1 2 3 4 5 G 7 =] =] o 11 12 12 14 15 16 17 18

erreichte Punktzahl

Abb. 7.7: Punkteverteilung der erreichten Gesamtpunktzahl der einzelnen Schiilerinnen und Schiiler in der
Klausuraufgabe.

Sieben der 18 Schiilerinnen und Schiiler und damit mehr als ein Drittel haben in der Klau-
suraufgabe mindestens 15 von 18 Punkten erreicht. Betrachtet man die tabellarische Ge-
samtiibersicht, so sieht man, dass es sich dabei genau um diejenigen Schiilerinnen und
Schiiler handelt, die auch den Teil 1.c) der Wartezeitsimulation mit mindestens drei Punk-
ten gelost haben. Weiter gibt es 10 Schiilerinnen und Schiiler, welche im Bereich von 9
bis 13 Punkten liegen. Lediglich eine Person hat mit nur 3 Punkten ganz schwach abge-
schnitten.

7.1.4 Die qualitative Analyse der Schiilersimulationen
Aufgabenteil a)

Alle Aufgabenbearbeitungen orientieren sich erfolgreich am eingefiihrten vierschrittigen
Prozessmodell. Die Bezeichnungen der Kollektionen, Merkmale und Messgroflen werden
insgesamt sinnvoll gewdhlt. Beispiele hierfiir sind im Folgenden angegeben:

,»Rad®, ,,Gliicksrad®, ,,Gliicksspiel* (Kollektion)
e  Zahlen®, ,Sektor®, ,,Ergebnis* (Merkmal der Kollektion)
e Gesamt®, ,,Summe*, ,Nettogewinn®, ,,Gewinn‘ (Messgro3en)

In Schritt 1 bei der Modellierung des Einzelexperiments ist es fast allen Schiilerinnen und
Schiilern gelungen, den Zufallsgenerator geeignet zu wihlen. Nur in einer Schiilerlosung
wird der Zufallsgenerator mit der Formel zufallswahl (0;0;0;0;300;700;1000) falsch
gewihlt.

Die Schiilerlosungen unterscheiden sich ab Schritt 2 bei der Wahl unterschiedlicher Mess-
groflen. Da die Auswertung in Schritt 4 direkt von der Wahl der Messgrof3e in Schritt 2
abhédngt, werden die unterschiedlichen Losungswege nach dem Vorgehen in Schritt 2 in
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Kategorien eingeteilt. Da es nur wenige fehlerhafte Schiilerlosungen gibt, wird bei der
Kategorisierung zunichst davon ausgegangen, dass die Simulation erfolgreich und mit
den geeigneten Auswertungswerkzeugen durchgefiihrt wird. Auftretende Fehler werden
nachfolgend analysiert. Es gibt vier unterschiedliche Kategorien:

Die erste Losungskategorie S entspricht der in Kapitel 7.1.1 vorgestellten Beispiellosung.
Bei dieser Standardlosung S wird als MessgroBe die ZufallsgroBe ,,Augensumme* ge-
wihlt. Die zweite Losungskategorie S_E ist der Standardldsung sehr dhnlich, allerdings
wird hier als Messgroe das Ereignis ,,Augensumme mindestens 1000* gewihlt. Die drit-
te Losungskategorie K benutzt als Messgrole die ZufallsgroBe ,,Nettogewinn®. Damit
handelt es sich um eine Kombination von Aufgabenteil a) mit Aufgabenteil b). Man kann
mit demselben Simulationsaufbau auch Aufgabenteil b) beantworten. Die vierte Losungs-
kategorie K_einf ist dhnlich zur Kategorie K aufgebaut, sie vereinfacht allerdings die
Formel zur Berechnung des Nettogewinns zundchst auf zwei Fille, indem fiir eine Au-
gensumme von mindestens 1000 stets ein Nettogewinn von 0,50€ und fiir eine Augen-
summe von weniger als 1000 ein Nettogewinn von -1,-€ angenommen wird. Die Augen-
summe von 2000 wird zunéchst nicht gesondert betrachtet. Dies ist fiir die Berechnung
des Nettogewinns in b) eine falsche Modellierung, fiir die Problemstellung in a) ist die
Modellierung jedoch ausreichend.

Das Sammeln der Messgroflen in Schritt 3 wird in allen Losungen mit 1000 oder 10 000
Simulationsdurchgingen erfolgreich durchgefiihrt.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Schritte 2 und 4 der verschiedenen Losungskatego-
rien nochmals ausfiihrlich beschrieben. Schritt 1 und Schritt 3 der Simulation verlaufen in
allen Losungskategorien analog:

Schritt 1: Es wird eine Ausgangskollektion mit zwei Fillen erstellt und mit der Formel zufalls-
Wahl (20;50;70;100;300;700;1000) ein Merkmal definiert und z. B. als Drehergebnis be-

nannt.
Schritt 3: Es werden 1000 oder 10 000 Messgroflen gesammelt.
Code Beschreibung Anzahl
S Schritt 2: Uber die Formel summe (Drehergebnis) wird die Augensumme als 9

Messgrofle definiert und z. B. als Drehsumme benannt.

Schritt 4: Die Verteilung der gesammelten Messgroen wird in einer numerischen
Auswertungstabelle mit der Formel
Anzahl (Drehsumme>1000) /Anzahl (Drehsumme) ausgewertet.

S E Schritt 2: Uber die Formel summe (Drehergebnis) 21000 wird das Ereignis 2
»~Augensumme mindestens 1000 als MessgroBe definiert.

Schritt 4: Die Auswertung kann durch Auszihlen der Fille wahr in einer kategori-
alen Auswertungstabelle erfolgen.

K Schritt 2: Die Messgrofle Nettogewinn wird iiber eine geschachtelte wenn () - 5
Formel realisiert, z. B. tiber

11
0,5

Wenn (Summe (Drehergebnis)= 2000)[‘/\7@1’11’1 (Summe (Drehergebnis)> 1000){
Schritt 4: Die Verteilung der gesammelten Messgréen wird z. B. in einer katego-
rialen Auswertungstabelle iiber das Auszédhlen der Ergebnisse oder in ei-
ner numerischen Auswertungstabelle mit der Formel
Anzahl (Nettogewinn20, 5) /Anzahl (Nettogewinn) ausgewertet.

K _einf |Schritt 2: Als MessgroBe wird eine vereinfachte Gewinnformel gewihlt, die zu- 2
nichst den Hauptgewinn fiir eine Wiirfelsumme von 2000 noch nicht be-
riicksichtigt: 0,50

Wenn (Summe (Drehergebnis)=1000 ){

Schritt 4: Die Auswertung kann durch Auszihlen der Ergebnisse in einer kategori-
alen Auswertungstabelle erfolgen.

Tab. 7.5: Kategorisierung der verschiedenen Schiilerlosungen von Aufgabenteil a).
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Es gibt 9 Losungen der Standardkategorie S. Abgesehen von der Losung mit dem fal-
schen Zufallsgenerator sind alle diese Losungen komplett richtig.

2 Losungen gehoren zur Kategorie S_E. In beiden Losungen werden ungewdohnliche
Formeln zur Definition des Ereignisses verwendet:

Anzahl (summe (Rad) 21000) /Anzahl () bZw. Anzahl (summe (Sektor)>1000)>1.

Die erste Formel liefert 1 oder 0, die zweite wahr oder falsch, je nachdem, ob das inte-
ressierende Ereignis eintritt oder nicht. Bei beiden Losungen werden die Ergebnisse mit
Hilfe einer kategorialen Auswertungstabelle korrekt ausgezihlt.

Es gibt 5 Losungen der Kategorie K. Bei vier dieser Losungen treten kleine Fehler auf,
dreimal wird in der Auswertungsformel in Schritt 4 ein ,,=* an Stelle des eigentlich richti-
gen ,,>* verwendet.

2 Losungen gehoren zur Kategorie K_einf. Bei einer dieser beiden Losungen gelingt die
Auswertung der gesammelten MessgroBen nicht, da der Mittelwert der Verteilung an
Stelle der Wahrscheinlichkeit berechnet wird.

Die 9 Losungen der Kategorie S gegeniiber nur 2 Losungen der Kategorie S_E zeigen,
dass die Schiilerinnen und Schiiler die Erzeugung einer Hiaufigkeitsverteilung und die
anschlieende Auswertung dieser Verteilung einer direkten Definition der Messgrof3e als
Ereignis vorziehen. Dies entspricht dem im Simulationsvorkurs geiibten Vorgehen. Hier
wurde nur an einem einzigen Beispiel eine Messgrofle als Ereignis definiert. Die Losun-
gen der Kategorie K zeigen ein Vorgehen, welches zunichst das Gesamtproblem — hier
die Gewinnspielsituation — im Blick hat, und hieriiber die Teilprobleme a) und b) 16st.

Betrachtet man die Auswertung in Schritt 4 der Simulation unabhéngig von den einzelnen
Losungskategorien, so zeigen sich interessante Beobachtungen beziiglich der Wahl der
Auswertungswerkzeuge: Neben den geeigneten Werkzeugen der formelhaften Auswer-
tung in einer numerischen Auswertungstabelle und dem Auszéhlen in einer kategorialen
Héufigkeitstabelle treten auch die ungeeignete Verwendung einer kategorialen Auswer-
tungstabelle in Verbindung mit einer Formel sowie die Verwendung von Messgrofen als
Auswertungswerkzeuge auf. Die Héaufigkeit ist in der folgenden Tabelle dargestellt:

Auswertungswerkzeug Anzahl
Numerische Auswertungstabelle mit Formel 5
Kategoriale Auswertungstabelle mit Abzéhlen (geeignet) 3
Kategoriale Auswertungstabelle mit Formel (ungeeignet) 8
Auswertung durch Messgrof3en von Messgrof3en 2
Grafische Darstellung 4

Tab. 7.6: Hdufigkeit der verschiedenen Auswertungswerkzeuge bei der Losung von Aufgabenteil a).

Insgesamt iiberwiegt die formelhafte Auswertung. Allerdings zeigen sich hier zwei Prob-
leme, welche bereits in der qualitativen Analyse des Unterrichts und der Schiilerarbeits-
phasen in Kapitel 6 zu beobachten waren. Zum einen tritt erneut das Problem der unge-
eigneten Verwendung einer kategorialen Auswertungstabelle in Verbindung mit einer
numerischen Auswertungsformel auf. In den acht aufgetretenen Fillen ist die Formel stets
korrekt, eine numerische Auswertungstabelle wire hier allerdings besser gewesen. Weiter
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zeigt sich auch hier, dass die Visualisierung der Ergebnisse als Kontrollstrategie von den
Schiilerinnen und Schiilern kaum verinnerlicht ist. Nur in vier Féllen wird die entstehende
Haufigkeitsverteilung als Ergiinzung der Auswertungstabelle auch grafisch aufgetragen.

Die Verwendung einer Messgro3e zur weiteren Auswertung bereits gesammelter Mess-
grofen wird im Simulationsvorkurs nicht eingefiihrt, ist aber auch geeignet. Ebenso wie
bei den ungewdohnlichen Schiilerlosungen vom Typ S_E zeigt sich hier ein kreativer Um-
gang mit der Software.

Betrachtet man in Schritt 4 der Simulation ferner die Formulierung der Antwortsétze, so
zeigt sich zunichst, dass alle Schiilerinnen und Schiiler einen Antwortsatz formuliert ha-
ben. Allerdings wird in den meisten Fillen auf verbaler Ebene nicht zwischen der relati-
ven Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit differenziert. Auch dieses Problem konnte
bereits im Rahmen der qualitativen Analyse von Kapitel 6 identifiziert werden.

Aufgabenteil b)

Abgesehen von einer Schiilerlosung orientieren sich alle Aufgabenbearbeitungen erfolg-
reich am eingefiihrten vierschrittigen Prozessmodell. Die Bezeichnungen der Kollektio-
nen, Merkmale und Messgro3en werden wieder insgesamt sinnvoll gewéhlt. Die Model-
lierung des Einzelexperiments in Schritt 1 der Simulation erfolgt bei allen Schiilerinnen
und Schiilern analog zu Aufgabenteil a).

Ebenso wie in Aufgabenteil a) wird die Kategorisierung der Schiilerlosungen auch hier
nach dem Vorgehen in Schritt 2 der Simulation vorgenommen. Die Auswertung in
Schritt 4 richtet sich nach der Wahl der MessgroBe in Schritt 2. Die Schiilerlésungen las-
sen sich in zwei Grundkategorien einteilen:

Die Standardkategorie S entspricht der in Kapitel 7.1.1 angegebenen Beispiellosung mit
der Verwendung der Messgrofle Nettogewinn. Hier gibt es noch die Unterkategorie S2,
bei der mit zwei MessgroBlen Drehsumme und Nettogewinn gearbeitet wird, die Unterka-
tegorie S_l, bei der die Formel zur Definition der Messgrole mit einer ,,und*-
Verkniipfung formuliert ist, sowie die Unterkategorie S2_1 als Kombination von beidem.

Als zweite Grundkategorie E gibt es den Losungsweg iiber die Bestimmung der absoluten
Hiufigkeiten fiir die einzelnen Gewinnmdoglichkeiten mit drei MessgroBen und der weite-
ren hiandischen Berechnung des Mittelwerts.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Schritte 2 und 4 der verschiedenen Losungskatego-
rien nochmals ausfiihrlich beschrieben. Schritt 1 und Schritt 3 der Simulation verlaufen in
allen Losungskategorien analog:

Schritt 1: Es wird eine Ausgangskollektion mit zwei Féllen erstellt und mit der Formel zufalls-
Wahl(20;50;70;100;300;700;1000) ein Merkmal definiert und z. B. als Drehergebnis be-

nannt.
Schritt 3: Es werden 1000 oder 10 000 Messgroflen gesammelt.
Code | Beschreibung Anzahl
S Schritt 2: Es wird eine Messgrofle Nettogewinn mit der folgenden Formel definiert: 10

11
Wenn (Summe (Drehergebnis)=2000) Wenn

0,5
(Summe(Drehergebnis)ZlOOO){ 1
Schritt 4: Die Verteilung der gesammelten Messgréen wird in einer numerischen

Auswertungstabelle mit der Formel aMittel () ausgewertet.

S2 Wie S, aber es werden zwei Messgroflen definiert: 2
Eine MessgroBBe Drehsumme mit der Formel Summe (Drehergebnis) und eine zweite
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MessgroBe Nettogewinn mit der Formel
11

Wenn (Drehsumme=2000)

Wenn (Drehsumme>1000 ){

S1 Wie S, aber die Formel zur Berechnung der Messgrofiegrofie Nettogewinn ist umge- 3

kehrt aufgebaut und benétigt daher eine logische Verkniipfung:

0,50
is)> i 11
Wenn ( (Summe (Drehergebnis)21000)und (Summe (Drehergebnis)<2000)) Wenn (Summe (Drehergebnis):ZOOO){

S2 1 |Wie S_1, aber die Drehsumme wird als eigene Messgrof3e definiert.

[

E Schritt 2: Es werden drei MessgroBen Augensumme_kleiner_1000, Augensum- 2
me_mindestens_1000 und Augensumme_gleich_2000 mit den Formeln
Drehsumme<1000, Drehsumme>1000, Drehsumme=2000 definiert.

Schritt 4: Mit den absoluten Anzahlen der drei MessgréBen (z. B. 665, 335, 23) wird
der mittlere Nettogewinn hiindisch ausgerechnet:

(23-11+(335-23)- 0,50+ 665- (-1)) /1000 = -0,256

Tab. 7.7: Kategorisierung der verschiedenen Schiilerlosungen von Aufgabenteil b).

Insgesamt gibt es 16 Schiilerlosungen der Kategorie S oder der stark dhnlichen Unterka-
tegorien S2, S_1 und S2_l mit der Definition einer Messgrofe Nettogewinn. Hierbei wur-
de 3mal mit zwei Messgroflen gearbeitet (S2 und S2_1), 4mal wurde die Formel zur Defi-
nition der Messgrofle Nettogewinn mit einer logischen Verkniipfung aufgebaut (S_I und
S2 D).

Alle Schiilerlosungen der Kategorie S und der zugehorigen Unterkategorien bauen auf
dem im Unterricht verwendeten Vorgehen bei den Gewinnspielaufgaben auf. Die Losun-
gen verlangen die Schachtelung der Wenn () -Bedingung und setzen damit eine hohe For-
melkompetenz voraus. Bei der Unterkategorie S2 braucht man im Gegensatz zur Katego-
rie S den Befehl Ssumme () nicht in die Wenn () -Anweisung zu integrieren, dafiir werden
allerdings zwei Messgroflen benotigt. Bei der Unterkategorie S_1 braucht man die Reihen-
folge der Schachtelung der Wenn () -Anweisung nicht zu beachten, dafiir muss man eine
logische Verkniipfung einfiihren.

Bei den Losungen zur Kategorie S wurde zweimal die Formel fiir die Messgrofie Netto-
gewinn falsch definiert, ferner gab es bei zwei Schiilerlosungen kleine Fehler in der Aus-
wertung der gesammelten Messgro3en. Eine Losung ist komplett falsch.

2 Schiilerlosungen gehoren zur Kategorie E und berechnen den Mittelwert des Nettoge-
winns iiber die auftretenden Hiufigkeiten fiir die einzelnen moglichen Nettogewinne.
Diese Schiilerlosungen vermeiden den Losungsweg iiber die Schachtelung des Wenn () -
Befehls. Die Losungen sind im Unterricht nicht vorbereitet worden und zeigen einen fle-
xiblen Umgang mit der Software. Auf der stochastisch-inhaltlichen Seite wird der Mit-
telwert der Verteilung direkt ausgerechnet.

Bei beiden Schiilerlésungen vom Typ E tritt bei der Auswertung der Fehler auf, dass als
Zufallsgrole der Gewinn und der Nettogewinn gemischt werden. So erhélt man z. B. in
einer Schiilerlosung 665mal eine Augensumme von weniger als 1000, 335mal von min-
destens 1000 und 23mal von 2000. Der durchschnittliche Nettogewinn wird dann berech-
net iiber die Formel 23-12+ (335-23) -0, 5-665+1=-233. Hierbei ist bei den 23 Fillen
des Hauptgewinns der Einsatz von 1,-€ nicht abgezogen worden.

Betrachtet man die Auswertung in Schritt 4 der Simulation, so zeigt sich bei den 16 Lo-
sungen der Kategorie S und der zugehorigen Unterkategorien, dass bei der Auswertung
der gesammelten Messgroflen in geeigneter Weise 14mal eine numerische Auswertungs-
tabelle und einmal eine Messgrofle verwendet wird. Nur eine Auswertung bleibt bei der
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Darstellung der Hiufigkeitsverteilung in einer kategorialen Auswertungstabelle stehen.
Die ungeeignete Kombination einer Auswertungsformel mit einer kategorialen Auswer-
tungstabelle tritt nicht auf. Als Ursache hierfiir kann man vermuten, dass bei der Verwen-
dung einer numerischen Auswertungstabelle die Formel aMittel () fiir die Berechnung
des Mittelwerts stets automatisch erzeugt wird. 6mal werden die grafische Darstellung der
Verteilung des Nettogewinns und 4mal die Darstellung des Nettogewinns in einer katego-
rialen Auswertungstabelle zusitzlich zur Veranschaulichung herangezogen.

Die verbale Formulierung der Ergebnisse zeigt keine Besonderheiten. Eine typische For-
mulierung lautet: ,,.Der mittlere Nettogewinn auf lange Sicht betrédgt -0,3535€ pro Spiel.*
Diese korrekte Interpretation des Mittelwerts bei den Gewinnspielaufgaben konnte auch
im Rahmen der qualitativen Analyse des Unterrichts in Kapitel 6 gezeigt werden.

Aufgabenteil c)

Zu Aufgabenteil c) liegen nur neun Aufgabenbearbeitungen vor. Diese Schiilerlésungen
unterscheiden sich in Schritt 1 der Simulation beim Aufbau des Einzelexperiments bis zur
Abbruchbedingung. Hier lassen sich drei unterschiedliche Kategorien feststellen:

Die erste Losungskategorie S entspricht der angegebenen Beispiellosung mit der Mess-
grobe Drehsumme und der Abbruchbedingung Drehsumme>1000. Die zweite Kategorie
N unterscheidet sich von der Kategorie S nur dadurch, dass als Messgrof3e der Nettoge-
winn gewéihlt wird. Die Abbruchbedingung muss dann geeignet formuliert werden, z. B.
Nettogewinn>0, 5. Die dritte Kategorie M verwendet eine leere Ausgangskollektion
und definiert direkt zwei Messgroflen Drehergebnisl und Drehergebnis2 jeweils mit dem
Zufallsgenerator ZufallsWahl (20;50;70;100;300;700;1000). Die Abbruchbe-
dingung muss dann wieder geeignet gewihlt werden, z. B. Drehergeb-
nisl+Drehergebnis221000.

In der nachfolgenden Tabelle ist das Vorgehen in Schritt 1 der Simulation fiir jede der
drei Kategorien ausfiihrlich beschrieben:

Code | Beschreibung Anzahl

S - Es wird eine Ausgangskollektion Gliicksspiel mit zwei Fillen erstellt und mit der | 4
Formel ZufallsWahl (20;50;70;100;300;700;1000) ein Merkmal Dreh-
ergebnis definiert. Hierzu wird eine Messgrofle Drehsumme mit der Formel Sum-
me (Drehergebnis) definiert.

- Sammeln der Messgroflen ,,bis zur Bedingung Drehsumme>1000.

N - Es wird eine Ausgangskollektion Gliicksspiel mit zwei Fillen erstellt und mit der | 2
Formel zufallsWahl (20;50;70;100;300;700;1000) ein Merkmal Dreh-
ergebnis definiert. Hierzu wird eine Messgroflie Nettogewinn mit folgender For-
mel definiert:

11

0,

Wenn (Summe(Drehergelnis)=2000)

Wenn (Summe(Drehergelnis)=1000 ){

- Sammeln der Messgroflen ,,bis zur Bedingung* Nettogewinn20, 5.

M - Es wird eine leere Kollektion Gliicksspiel erstellt und zu dieser Kollektion zwei 3
Messgrolen Drehergebnisl und Drehergebnis2 jeweils mit der Formel zu-
fallsWahl (20;50;70;100;300;700;1000) definiert.

- Sammeln der Messgrofien ,,bis zur Bedingung® Drehergeb-
nisl+Drehergebnis221000.

Tab. 7.8: Kategorisierung der verschiedenen Schiilerlosungen von Aufgabenteil c).

Die Schritte 2, 3 und 4 der Simulation verlaufen bei allen Losungskategorien wieder ana-
log:
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Schritt 2: Zur neuen Kollektion Messgrofien von Gliicksspiel wird eine Messgrofle Anzahl_Spiele mit der
Formel Anzahl () definiert.

Schritt 3: Sammeln von 1000 Messgroen.

Schritt 4: Die Verteilung der gesammelten Messgroflen wird z. B. in einer numerischen Auswertungstabel-
le mit der Formel aMittel () ausgewertet.

Alle drei Losungskategorien orientieren sich an dem im Simulationsvorkurs verwendeten
Vorgehen zur Losung der Wiirfelaufgabe e) und des Sammelbildproblems. Wihrend die
Losungskategorie S auf der Standardlosung aus Aufgabenteil a) aufbaut, kann die Lo-
sungskategorie N als Weiterfiihrung der Kombinationslosung K aus Aufgabenteil a) an-
gesehen werden. Bei der Losungskategorie N steht die Gewinnspielspielproblematik als
Gesamtproblem im Vordergrund. Aus dieser Perspektive wird auch die Teilaufgabe c)
gelost. Die dritte Kategorie M orientiert sich offensichtlich sehr eng an der Wiirfelaufga-
be e), bei der ein dhnliches Verfahren mit einer leeren Ausgangskollektion in der Kurzan-
leitung vorgeschlagen wird (vgl. Kapitel 4.4.3). Alle drei Losungskategorien haben als
Hauptschwierigkeit das Aufbrechen des eingeiibten vierschrittigen Vorgehens zur Erstel-
lung einer Simulation in Schritt 1 des Prozessmodells.

Es gibt vier Schiilerlosungen vom Typ S, drei davon sind komplett richtig. Bei der vierten
tritt folgender Fehler in der Formel der Abbruchbedingung auf: Mit den Bezeichnungen
aus der Beispiellosung wird als Abbruchbedingung die Formel sum-
me (Drehergebnis)>1000 verwendet. Diese Formel sieht sinnvoll aus, allerdings kann die
Software bei Verwendung dieser Abbruchbedingung nicht auf das Merkmal Drehergebnis
zugreifen, weil die Abbruchbedingung in der Kollektion Messgrofsen von Gliicksspiel
formuliert wird. Das Merkmal Drehergebnis gehort jedoch zur Kollektion Gliicksspiel
und damit zu einer anderen Kollektion. Die Software kann die Abbruchbedingung nicht
interpretieren. Die Schiilerlésung bricht hier ab.

Es gibt zwei Schiilerlosungen vom Typ N. Eine ist komplett richtig, bei der zweiten tritt
folgender Fehler bei der Formulierung der Abbruchbedingung auf: Mit den hier getroffe-
nen Bezeichnungen lautet die Abbruchbedingung Nettogewinn=0, 5, d. h. der Fall des
Nettogewinns von 11,-€ wird vergessen. Abgesehen von diesem Fehler wird die Simula-
tion komplett zu Ende gefiihrt.

Es gibt drei Schiilerlosungen vom Typ M, bei denen das Drehen des Gliicksrads direkt als
Messgrofle definiert wird. Eine dieser Losungen ist komplett richtig, bei einer zweiten
Losung fehlt die Berechnung des Mittelwerts aus den gesammelten Messgroflen. Bei der
dritten Schiilerlésung vom Typ M tritt folgender Fehler bei der Formulierung der Formel
der Abbruchbedingung auf: Mit den hier getroffenen Bezeichnungen lautet die Formel
Drehergebnisl und Drehergebnis221000. Diese Formel sieht ebenfalls sinnvoll
aus, ist aber syntaktisch falsch, da man die beiden Zahlen der MessgroBBen Drehergebnisl
und Drehergebnis2 nicht mit dem logischen ,,und* verkniipfen kann. Ferner konnte ein
hierbei entstehender logischer Ausdruck nicht mit 1000 verglichen werden. Die richtige
Formel wire (Drehergebnisl+Drehergebnis2)>1000. Die Software kann die Ab-
bruchbedingung nicht interpretieren. Die Schiilerlosung bricht hier ab.

Das Ergebnis wird bei den meisten der zu Ende gefiihrten Simulationen korrekt in einem
Antwortsatz verbalisiert. Eine typische Formulierung lautet: ,,Durchschnittlich muss man
2,958 Spiele machen, um eine Summe von mindestens 1000 zu erreichen.” Nur in einem
Fall tritt der in Kapitel 6.4.2 identifizierte intuitive Widerspruch zwischen dem erhaltenen
Dezimalbruch des berechneten Mittelwerts und dem kategorialen Charakter der Zufalls-
grofBe auf: ,,Man muss im Mittel hochstens 3mal drehen®.
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7.1.5 Zusammenfassung und Interpretation der Ergebnisse
Quantitative Auswertung

Betrachtet man die Ergebnisse der Klausuraufgabe auf quantitativer Ebene, so zeigt sich
insgesamt ein positives Bild. Im Mittel wurden 71% der Gesamtpunkte erreicht. Hierbei
haben sieben Schiilerinnen und Schiiler mindestens 15 Punkte und 10 Schiilerinnen und
Schiiler 9 bis 13 von 18 moglichen Punkten erreicht. Lediglich eine Aufgabenbearbeitung
zeigt mit nur 3 Punkten ein ganz schwaches Ergebnis.

Zur genaueren Analyse sollen die Aufgabenteile getrennt betrachtet werden:

Die erste Simulation 1.a) konnte von 12 Schiilerinnen und Schiilern komplett gelost wer-
den, im Durchschnitt wurden 92% der Punkte erreicht. Bezieht man dieses Ergebnis auf
die fiir die Losung von Aufgabenteil 1.a) benotigten Kompetenzen, so zeigt sich, dass fast
der gesamte Kurs die grundlegenden Kompetenzen zur Erstellung einer Computersimula-
tion mit der Software FATHOM auf dem im Simulationsvorkurs angestrebten Niveau be-
sitzt. Hierzu gehoren auf der stochastisch-inhaltlichen Ebene das Erfassen einer einfachen
stochastischen Situation, auf der Ebene der Simulationskompetenz die Strukturierung der
Simulation entlang den bekannten vier Schritten des Prozessmodells und die Umsetzung
einfacher Modellierungsiiberlegungen auf den einzelnen Stufen des Prozessmodells, so-
wie auf der Ebene der Fathom-Kompetenzen eine sichere Beherrschung der Werkzeug-
kompetenzen und ein sicherer Umgang mit bekannten und eingeiibten Formeln.

Die zweite Simulation 1.b) konnte von 11 Schiilerinnen und Schiilern komplett gelost
werden, im Durchschnitt wurden 83% der Punkte erreicht. Die Schwierigkeit dieser Auf-
gabe besteht in der Definition einer auf der stochastisch-inhaltlichen Ebene anspruchsvol-
len Messgrofe mit einer logisch-korrekt geschachtelten Wenn () -Bedingung. Hieran zeigt
sich, dass die Mehrheit des Kurses iiber die grundlegenden Kompetenzen zur Erstellung
einer Computersimulation hinaus ein vertieftes stochastisch-inhaltliches Verstiandnis auch
komplexerer stochastischer Situationen in Verbindung mit einem sicheren und flexiblen
Umgang mit Formeln erlangt hat. Auch die stochastisch—inhaltliche Bedeutung des Beg-
riffs der Messgro3e im Rahmen des Prozessmodells scheint von den meisten Schiilerin-
nen und Schiilern verinnerlicht zu sein.

Der anspruchsvolle Aufgabenteil c¢) wurde von der Hélfte des Kurses bearbeitet. Immer-
hin konnten 5 Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe komplett 16sen, im Durchschnitt
wurden 40% der Punkte erreicht. Dieses Ergebnis zeigt, dass das Konzept der inneren
Differenzierung durch die Hinzunahme der Wartezeitaufgaben funktioniert hat. Diese
Aufgaben konnten gerade von den Schiilerinnen und Schiilern erfolgreich bearbeitet wer-
den, welche auch bei der Gesamtpunktzahl die Leistungsspitze bilden. Die Tatsache, dass
etwa zwei Dirittel der Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe nicht erfolgreich bearbeitet
hat, zeigt aber auch, dass ein Aufbrechen der eingeiibten Struktur des vierschrittigen Pro-
zessmodells fiir die Mehrheit der Schiilerinnen und Schiiler eine grole Schwierigkeit dar-
stellt. Hiermit wird die groBe Bedeutung des vierschrittigen Prozessmodells als Struktu-
rierungshilfe fiir die Erstellung einer Computersimulation deutlich.

Der Aufgabenteil 2. zur Genauigkeitsabschidtzung wurde nur von einem Drittel der Schii-
lerinnen und Schiiler iiberhaupt bearbeitet. Man kann vermuten, dass die fehlende Bear-
beitung mit der unklaren Formulierung der Aufgabenstellung zusammenhéngt. Da die fiir
die gesamte Aufgabe zur Verfiigung stehende Zeit insgesamt knapp war, werden sich
viele Schiilerinnen und Schiiler dafiir entschieden haben, sich auf die eindeutig formulier-
ten Aufgabenteile zu konzentrieren.
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Der Aufgabenteil 3. zur Erstellung des Simulationsplans wurde von 15 Schiilerinnen und
Schiilern erfolgreich bearbeitet, wobei aufgrund der Zeitknappheit keine strengen Krite-
rien an die Beurteilung gelegt wurden. Die Bandbreite der erstellten Simulationspléne ist
grof3. Alle erstellten Simulationspléne orientieren sich an den vier Schritten des Prozess-
modells. Die auf den einzelnen Stufen des Prozessmodells verwendeten Formeln werden
jeweils mitsamt ihrer Bedeutung fiir die stochastische Situation angegeben. Je nach Aus-
fiihrlichkeit der Simulationspldne werden die verwendeten Formeln genauer erldutert und
begriindet. Die Bezeichnungen sind 1. a. sinnvoll gewiéhlt, wodurch die Verkniipfung zwi-
schen der FATHOM-Ebene und der stochastisch-inhaltlichen Ebene zusitzlich unterstiitzt
wird.

Qualitative Auswertung

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz zeigt sich an der Bearbeitung
der Aufgabenteile a) und b), dass die Schiilerinnen und Schiiler das vierschrittige Pro-
zessmodell verinnerlicht haben und sicher zur Erstellung einer Computersimulation mit
FATHOM nutzen konnen.

In Schritt 1 des Prozessmodells gelingt es bei den Aufgabenteilen 1.a) und 1.b) in fast
allen Fillen, das Einzelexperiment des zweifachen Drehens des Gliicksrads richtig zu
modellieren. Die Losungen unterscheiden sich nur in der Wahl der Bezeichnungen.

In Schritt 2 bei der Definition der geeigneten Messgroe zeigen sich in den Aufgabentei-
len 1.a) und 1.b) groBe Unterschiede in den Losungsansitzen, welche zu den beschriebe-
nen unterschiedlichen Losungskategorien fiithren. In Aufgabenteil 1.a) wird mit der Zu-
fallsgroBe ,,Augensumme*, mit dem Ereignis ,,Augensumme mindestens 1000%, mit der
Zufallsgrofle ,,Nettogewinn® oder mit einer vereinfachten ZufallsgroBBe ,,Nettogewinn®
gearbeitet. In Aufgabenteil b) wird die ZufallsgroBe ,,Nettogewinn® iiber verschiedene
Formeln realisiert, es gibt aber auch zwei Losungen, welche die absoluten Haufigkeiten
fiir die einzelnen Nettogewinne als Messgrof3en auszéahlen lassen.

In Schritt 4 wird in den Aufgabenteilen 1.a) und 1.b) die formelhafte Auswertung der
gesammelten Messgroflen bevorzugt. Es gibt kaum Schiilerlosungen, welche Ergebnisse
in einer kategorialen Tabelle auszdhlen. Auch die Visualisierung der Haufigkeitsvertei-
lung im Sinn einer Kontrollstrategie wird nur wenig verwendet.

Bei der Wartezeitaufgabe stellt die Realisierung des ersten Schrittes des Prozessmodells
erwartungsgemil die grofite Hiirde dar, da man bereits das Einzelexperiment mit einer
MessgroB3e und mit einer Abbruchbedingung beim Sammeln der Messgro3en modellieren
muss. Dies gelingt nur in 6 Féllen komplett erfolgreich, einmal tritt ein kleiner Fehler in
der Abbruchbedingung auf. Auch hier gibt es unterschiedliche Losungsansitze: Als
MessgroBe wird die ZufallsgroBe ,,Augensumme® oder die ZufallsgroB3e ,,Nettogewinn
gewdhlt. In drei Féllen wird das zweimalige Drehen des Gliicksrads direkt iiber zwei
MessgroBen realisiert. Die Abbruchbedingung muss jeweils entsprechend angepasst wer-
den. Alle Schiilerlosungen mit einem erfolgreich modellierten Einzelexperiment kdnnen
auch zu Ende gefiihrt werden.

Auf der Ebene der Fathomkompetenz zeigt sich ein sicherer Umgang mit den Werk-
zeugkompetenzen, die man zur Erstellung einer Computersimulation in FATHOM bendétigt.
Einzig die in Aufgabenteil a) mehrfach aufgetretene Verwendung einer kategorialen
Auswertungstabelle zur formelhaften Auswertung ist ungeeignet. Ansonsten konnen die
Schiilerinnen und Schiiler die einzelnen FATHOM-Komponenten sicher bedienen.
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Auf der Ebene der Formelkompetenz zeigen sich eine Reihe kleinerer Fehler: Bei den
Aufgabenteilen a) und b) treten diese zum einen in Schritt 2 bei der Definition der Mess-
groBe und in Schritt 4 bei der Auswertung der Héufigkeitsverteilung auf. Es handelt sich
meistens um kleine Probleme: Haufig wird ,,=* und ,>* verwechselt. Insgesamt zeigt sich
ein relativ sicherer Umgang mit den eingefiihrten Formeln. Die Schachtelung des
Wenn () -Befehls und die Verwendung von logischen Verkniipfungen in den Aufgabentei-
len b) und c) sind hierfiir ein deutlicher Beleg. Die Vermeidung der beiden beschriebenen
Fehler in Aufgabenteil c), bei denen die Software die Abbruchbedingung nicht interpre-
tieren kann, setzt ein vertieftes Verstindnis der Software FATHOM voraus, welches nicht
Ziel des Stochastikunterrichts sein kann.

Die groB3e Losungsvielfalt in allen drei Aufgabenteilen zeigt einen flexiblen und sicheren
Einsatz der erworbenen Simulations- und Fathomkompetenzen. Die meisten Schiilerinnen
und Schiiler sind in der Lage, die im Simulationsvorkurs erarbeiteten FATHOM-
Komponenten und -Formeln entlang des vierschrittigen Prozessmodells in kreativer Wei-
se zur Losung der gegebenen Problemstellungen einzusetzen. Damit ist ein zentrales Ziel
des Simulationsvorkurses in grof3en Teilen erreicht (vgl. Kapitel 4.3).

Auf der Ebene der stochastischen Kompetenz zeigt sich bei Aufgabenteil 1.a), dass
Messgrofien bevorzugt als ZufallsgroBBen und nicht als Ereignisse definiert werden. Dies
kann als Indiz dafiir gedeutet werden, dass der Begriff der Zufallsgro3e und der zugehori-
ge Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung durch den Simulationsvorkurs inhaltlich
vorbereitet werden kann (vgl. Kapitel 4.2.5).

Wie bereits bei der qualitativen Analyse der Schiilerarbeitsphase zum Geburtstagsprob-
lem (vgl. Kapitel 6.4.5) zeigt sich in der Bearbeitung aller drei Simulationen, dass sich
der Schwerpunkt der Erstellung einer Simulation zum Ende des Simulationsvorkurses auf
die Modellierung der Schritte 2 und 4 des Prozessmodells in Verbindung mit der Auswahl
der geeigneten Modellierungswerkzeuge und Formeln verschiebt. Die Werkzeugkompe-
tenzen bereiten kaum Probleme.

Unverédndert findet sich in den Schiilerantworten zu Aufgabenteil 1.a) kaum eine Diffe-
renzierung zwischen der relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit auf verbaler
Ebene. Das in Kapitel 6.4.2 ebenfalls identifizierte Problem des intuitiven Widerspruchs
zwischen dem erhaltenen Dezimalbruch des berechneten Mittelwerts und dem kategoria-
len Charakter der zugehorigen ZufallsgroBe tritt bei der Losung von Aufgabenteil 1.c) nur
einmal auf.

7.2 Eingangstest und Ausgangstest

In beiden an der Untersuchung beteiligten Kursen wurden ein Eingangstest und ein Aus-
gangstest durchgefiihrt. Der Eingangstest wurde zwei Wochen vor Beginn des Simulati-
onsvorkurses geschrieben, der Ausgangstest direkt im Anschluss an den Simulationsvor-
kurs. Der Eingangstests beginnt mit einem Fragenteil zu stochastischen Vorerfahrungen
aus der Mittelstufe. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen ihnen bekannte stochastische
Begriffe und Inhalte ankreuzen. Erst danach folgen die inhaltlichen Aufgabenstellungen
des Eingangstests. Im Ausgangstest wurden diese inhaltlichen Aufgabenstellungen in
groflen Teilen {ibernommen, einige wurden leicht gedndert oder erginzt.
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Von den insgesamt 37 Schiilerinnen und Schiilern der beiden Kurse haben beim Ein-
gangstest 35 und beim Ausgangstest 34 teilgenommen. 32 Schiilerinnen und Schiiler ha-
ben an beiden Tests teilgenommen, davon 9 Midchen.

7.2.1 Die schulischen Vorerfahrungen

In einem ersten Teil des Eingangstests werden schulische Vorerfahrungen erfragt. Diese
orientieren sich am Abschlussprofil der Jahrgangsstufe 10 des Hessischen Lehrplans Ma-
thematik im Bereich Statistik (Kultusministerium Hessen 2003). Die Fragestellung lautet
folgendermalien:

Kreuzen Sie an, welche der aufgefiihrten Inhalte oder Begriffe Sie in der Mittelstufe im Mathematikunter-
richt behandelt haben:

Auswerten von statistischen Daten Kreisdiagramme
Streifen- oder Siulendiagramme

Mittelwert

Relative Hiufigkeit
Zufallsexperimente

Berechnungen mit Miinze/Wiirfel Eigenes Experimentieren mit Miinze/Wiirfel

A

Simulieren von Zufallsversuchen Baumdiagramme

I

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
D durch Experimentieren

D durch Auszihlen

D mit Hilfe von Baumdiagrammen

D mit Hilfe von Simulationen

Wertet man jeden angekreuzten Begriff mit einem Punkt, so erhélt man iiber die Summe
ein MaB fiir die schulischen Vorerfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler. Man kann
entsprechend der Anzahl der gegebenen Begriffe maximal 15 Punkte erhalten. Diese
GroBe zur quantitativen Beschreibung der im Eingangstest per Befragung erfassten Vor-
erfahrungen wird im Folgenden als ,,EVorerfahrung* bezeichnet. Tridgt man deren Vertei-
lung als Boxplot auf, so ergibt sich folgende Grafik:

EA Test Boxpiot| 7

0 2 4 6 8 10 12 14 16
EVorerfahrung

Abb. 7.8: Verteilung der Grofle EVorerfahrung als Mapf fiir
die quantitative Beschreibung der im Eingangstest
erfassten Vorerfahrungen.
Das erste Quartil liegt bei 1,5, der Median bei 3 und das dritte Quartil bei 6,5. D. h. dass
mindestens die Hilfte aller Schiilerinnen und Schiiler nur drei oder weniger Begriffe an-
gekreuzt hat. Ein Viertel der Schiilerinnen und Schiiler hat sogar nur einen Begriff ange-
kreuzt. Das obere Viertel hat von 7 bis 14 Begriffe angekreuzt.

Insbesondere die niedrigen Werte fiir das erste Quartil und den Median zeigen, dass man
das Vorwissen zur Stochastik aus der Mittelstufe bei einem grofen Teil der Schiilerinnen
und Schiiler der beiden betrachteten Kurse als sehr gering einschitzen kann.
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Betrachtet man die einzelnen abgefragten Begriffe genauer und ordnet man die Ergebnis-
se nach der relativen Haufigkeit des Ankreuzens, so ergibt sich folgendes Bild:

70%

Abb. 7.9: Erfragung der schulischen Vorerfahrungen aus der Sekundarstufe 1. Die Begriffe sind geordnet
nach der relativen Hdufigkeit, mit der die Begriffe nach Angaben der Schiilerinnen und Schiiler
in der Mittelstufe behandelt wurden.

Die vorderen vier Begriffe gehoren alle zum Bereich der beschreibenden Statistik. Hier
liegen die relativen Héufigkeiten im Bereich von 41% bis 59%. Typische Begriffe zum
Umgang mit Wahrscheinlichkeiten wie Baumdiagramme und Experimente mit Wiirfeln
und Miinzen liegen im Bereich von 28% bis 41%. Ganz am Ende der Skala finden sich
Simulationen, relative Haufigkeiten und der Begriff des Zufallsexperiments.

Man muss bei dieser Befragung beriicksichtigen, dass es sich um eine subjektive Ein-
schitzung von Seiten der Schiilerinnen und Schiiler handelt und dass diese sich eventuell
starker an die Inhalte als an die verwendeten Begriffe erinnern konnen. Hierauf lisst z. B.
der Anteil von 59% fiir die Behandlung des Mittelwerts oder der Anteil von 6% fiir die
relative Haufigkeit schlieen. Als Ursache fiir das Vergessen dieser Begriffe kann man
eine fehlende Kontinuitidt der Behandlung statistischer und stochastischer Begriffe im
Mathematik-Unterricht der Mittelstufe annehmen.

Die Ergebnisse deuten insgesamt auf ein sehr schwaches Bild des Stochastikunterrichts
der Schiilerinnen und Schiiler in der Sekundarstufe I hin. Wihrend die beschreibende Sta-
tistik noch von einem Schiileranteil im Bereich von etwa 45% angekreuzt wird, liegt die-
ser Wert bei den klassischen Inhalten der Stochastik wie Baumdiagramme, Wahrschein-
lichkeiten durch Auszihlen und Umgang mit Miinze oder Wiirfel nur im Bereich von et-
wa 30%. Simulationen scheinen in der Mittelstufe kaum behandelt worden zu sein.

7.2.2 Die Testaufgaben des Eingangstests
1. a) Geben Sie drei Beispiele fiir ein Zufallsexperiment an.
b) Was versteht man unter einem Zufallsexperiment?

2. Eine faire Miinze wird sechsmal geworfen. Welche der beiden Versuchsfolgen I oder II halten Sie fiir
wahrscheinlicher? (,,W* steht fiir Wappen, ,,Z* steht fiir Zahl)

I: ZWZWWZ II: WWWZZZ
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10.

D I ist wahrscheinlicher D IT ist wahrscheinlicher
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

In zwei Gefiflen liegen jeweils acht Kugeln, welche mit den Zahlen 1 bis 8 beschriftet sind. Aus beiden
Gefidflen wird eine Kugel gezogen. Was ist wahrscheinlicher?

I: Eine der beiden Kugeln zeigt eine ,,4%, die andere eine ,,5

II: Beide Kugeln zeigen eine ,,5“

[ ] Tist wahrscheinlicher [] IT ist wahrscheinlicher
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

Beim Werfen einer fairen Miinze erscheint fiinfmal nacheinander Wappen. Wird bei dem sechsten
Wurf eher Wappen oder eher Zahl auftreten?

D Eher Wappen D Eher Zahl
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

An einem groflen Krankenhaus werden durchschnittlich jede Woche etwa 90 Kinder geboren. An ei-
nem kleinen Krankenhaus werden durchschnittlich jede Woche etwa 40 Kinder geboren. An welchem
Krankenhaus ist es wahrscheinlicher, dass in einer Woche mehr als 65% der geborenen Kinder Jungen
sind?

[ ] Am groBen Krankenhaus [] Am kleinen Krankenhaus
D An beiden gleich wahrscheinlich D Wei8 ich nicht
Begriindung:

Eine Verbraucherzentrale behauptet, mindestens 50% aller in Deutschland lebenden Erwachsenen
besitzen eine digitale Fotokamera. Bei einer Befragung von 1000 zufillig ausgewihlten erwachsenen
Personen geben 489 an, eine digitale Fotokamera zu besitzen.

Ist die Behauptung damit widerlegt?
D ja D nein D weif ich nicht
Begriindung:

In einem Gefal} befinden sich drei schwarze und zwei rote Kugeln. Man zieht ohne Hinsehen eine Ku-
gel. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man eine schwarze Kugel zieht (mit Begriindung).

In einem Eimer mit 500 Losen befinden sich 4 Hauptgewinne und zusitzlich 16 weitere Gewinne.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man beim einmaligen Ziehen einen Hauptgewinn erhilt
(mit Begriindung).

Wie kann man beim Werfen einer Reilizwecke die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der die Reil3-
zwecke auf ihren Kopf fillt?

Zur Verbesserung seiner Planung fiihrt ein Gastwirt Statistik: Er schreibt 150 Werktage lang genau auf,
wie viele Jigerschnitzel jeweils pro Tag bestellt werden.

Man betrachtet, an wie vielen Tagen (d. h. mit W Histogram v
welcher Haufigkeit) 0 Jégerschnitzel, 1 Ji- 25
gerschnitzel, 2 Jédgerschnitzel, 3 Jdgerschnitzel
usw. bestellt werden und trigt diese Haufigkeiten
grafisch als Sdulen auf. Es ergibt sich die folgende
Darstellung: 10

20

15

a) Was kann man aus der Séule bei X = 10 s

ablesen? — R .
i} 2 4 B g 0 12 14 16 18 20
b) An wie vielen Tagen wurden 6 Jigerschnitzel Anzahl_laegerschnitzel
bestellt?

¢) An wie vielen Tagen wurden 8 bis 10 Jidgerschnitzel bestellt?

d) Wie viele Jigerschnitzel wurden maximal an einem Tag bestellt? Kam dies an mehreren Tagen
vor?
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Um sich die Arbeit wihrend der Essenszeit zu erleichtern, iiberlegt sich der Gastwirt aufgrund der ge-
fiihrten Statistik, dass er demnichst jeden Tag 7 Jigerschnitzel vorbereitet, ohne zu wissen, wie viele
dann auch bestellt werden. Falls weniger als 7 Jagerschnitzel bestellt werden, so will er die iibrigen
Schnitzel als Spende an eine soziale Einrichtung geben.

e) In wie viel Prozent der 150 im Graphen betrachteten Tage hitte der Gastwirt nach der neuen Rege-
lung zu viele Jagerschnitzel gehabt? Begriinden Sie Thre Antwort.

f) Wie viele Jagerschnitzel hitte er in den 150 Tagen weggeben miissen, wenn er bereits tiglich 7 Ja-
gerschnitzel vorbereitet hitte? Begriinden Sie Thre Antwort.

11. Auf der Kirmes wird folgendes Gliicksspiel angeboten: Man dreht
nacheinander das Gliicksrad I und das Gliicksrad II. Das Gliicksrad
I zeigt mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% ,schwarz®, das
Gliicksrad II zeigt mit einer Wabhrscheinlichkeit von 25%
»schwarz®“. Man hat gewonnen, wenn beide Gliicksrader auf
»schwarz® stehen geblieben sind.

I

a) Stellen Sie die Situation in einem Baumdiagramm dar.

b) Wihrend der Kirmes wird das Gliicksspiel von insgesamt 2000 Personen gespielt. Was kann man
iiber die Anzahl der Personen sagen, die bei dem Gliicksspiel gewonnen haben (mit Begriindung)?

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der bei dem Gliicksspiel beide Gliicksridder auf der
gleichen Farbe stehen bleiben (mit Begriindung).

12. Paul und Peter bilden am Schief3stand auf der Kirmes ein Team. Paul trifft beim Schiefen mit der
Wahrscheinlichkeit von 20%, Peter mit der Wahrscheinlichkeit von 40%. Paul schief3t zuerst, danach
schief3t Peter (ohne sich gegenseitig zu beeinflussen).

a) Stellen Sie die Situation in einem Baumdiagramm dar.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der beide treffen.
¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nur einer von beiden trifft.

7.2.3 Die Testaufgaben des Ausgangstests

Im Vergleich zum Eingangstest werden die Aufgaben 1. und 4. in folgender Weise er-
ganzt:
1. a) Geben Sie drei Beispiele fiir ein Zufallsexperiment an. Wihlen Sie drei Beispiele, die Sie bislang im
Unterricht nicht behandelt haben.
b) Was versteht man unter einem Zufallsexperiment?

4. a) Beim Werfen einer fairen Miinze erscheint fiinfmal nacheinander Wappen. Wird bei dem sechsten
Wurf eher Wappen oder eher Zahl auftreten?

D Eher Wappen D Eher Zahl
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

b) Sie haben das obige Ergebnis WWWWW nicht mit einer Miinze sondern mit der FATHOM-
Funktion ZufallsWahl ("W", "Z") erhalten. Beantworten Sie hierbei die Frage nach dem nichsten
Ergebnis genauso wie bei der Miinze oder anders?

D Genauso
D Anders, nimlich:

Um zu vermeiden, dass die Schiilerinnen und Schiiler bei Aufgabe 1. vor allem die im
Unterricht behandelten Zufallsexperimente — insbesondere den Miinzwurf und den Wiir-
felwurf — als Beispiele anfiihren, sollen nur solche Beispiele genannt werden, die bislang
im Unterricht nicht behandelt wurden. Bei Aufgabe 4. soll im Ausgangstest zusitzlich
untersucht werden, welche Sicht die Schiilerinnen und Schiiler von dem Zufallsgenerator
in FATHOM entwickelt haben.



178 Kapitel 7 Auswertung der weiteren empirischen Untersuchungen

Das Werfen einer Reilzwecke wurde im Unterricht als Beispiel fiir die experimentelle
Bestimmung einer Wabhrscheinlichkeit und als Gegenbeispiel zu Laplace-
Wahrscheinlichkeiten behandelt. Daher wird die Aufgabe 9. des Eingangstests ersetzt
durch folgende Aufgabenstellung:

9. In der Grundschule basteln die Schiiler einen Wiirfel. Wie kann man bei einem solchen selbst gebastel-
ten Wiirfel die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, dass eine ,,6* geworfen wird?

Bei der Befragung der schulischen Vorerfahrungen und bei der Bearbeitung der Aufgaben
11. und 12. des Eingangstests hat sich heraus gestellt, dass nur wenige der Schiilerinnen
und Schiiler Baumdiagramme und mehrstufige Zufallsexperimente aus der Mittelstufe
kennen. Da mehrstufige Zufallsversuche auch im Simulationsvorkurs nicht behandelt
werden, wurde die Aufgabe 12. im Ausgangstest heraus genommen. Bei Aufgabe 11.
wurde Teil a) zum Baumdiagramm entfernt, so dass Aufgabe 12. im Ausgangstest nur
noch aus den zwei Aufgabenteilen b) und c) besteht.

Die verbleibenden sieben Aufgabenstellungen wurden unverdndert in den Ausgangstest
iibernommen.

7.2.4 Zum Testdesign

Die in den beiden Tests benutzten Items sind teilweise in der Arbeitsgruppe von Prof. Dr.
R. Biehler entwickelt worden und werden hier auch in anderen Untersuchungen verwen-
det (vgl. Biehler und Maxara 2005). Die drei Testfragen 2., 3. und 4. des Eingangstests
gehen auf eine empirische Studie von P. Rasfeld (2004, S. 39-41) zum intuitiven sto-
chastischen Denken zuriick. Die Krankenhausaufgabe zum Gesetz der grofen Zahl in
Verbindung mit der Stichprobengrdfe ist ebenfalls der Literatur entnommen (vgl. Kah-
neman und Tversky 1972; Sedlmeier und Gigerenzer 1997; Sedlmeier 1999).

Der Eingangstest dient zur Erfassung der Vorerfahrungen und des stochastischen Vorwis-
sens der Schiilerinnen und Schiiler zu Beginn des Stochastikkurses in der Sekundarstufe
II. Nach H. K. Strick (1997, S. 52) kann man erwarten, ,,dass die Vorstellungen iiber Zu-
fallserscheinungen weit auseinander gehen und dass sich bei den Schiilerinnen und Schii-
lern ein zum Teil sehr diffuses Bild iiber Zufallsvorginge entwickelt hat.*

Die zwolf Testaufgaben zum stochastischen Verstindnis teilen sich in drei verschiedene
Themenkomplexe auf:

Die sechs Items 1., 7., 8., 9., 11. und 12. des Eingangstests beschiftigen sich mit sto-
chastischem Vorwissen, welches teilweise in der Mittelstufe behandelt wird. Abgefragt
werden der Begriff des Zufallsexperiments, einfache Berechnungen zur Laplace-
Wabhrscheinlichkeit, die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber Experimente und
einfache Berechnungen zu zweistufigen Zufallsversuchen.

Item 10. testet die Interpretation von und den Umgang mit Héufigkeitsverteilungen in
Form von Histogrammen.

Die fiinf Items 2. bis 6. beschéftigen sich mit intuitiven Vorstellungen der Schiilerinnen
und Schiiler zu Zufallsvorgidngen. Hierzu gehoren Fragen zur Unabhingigkeit der ver-
schiedenen Stufen einer Zufallsfolge, zur geeigneten Abschitzung von Wahrscheinlich-
keiten iiber die korrekte Konstruktion von Laplace-Ergebnisraumen, zur statistischen
Streuung sowie zum Gesetz der groen Zahl in Verbindung mit der Stichprobengrofe.
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Diese fiinf Items zu intuitiven Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler sind alle in
zwei Stufen aufgebaut: Im ersten Teil stehen vier Antwortméglichkeiten zur Verfiigung,
von denen man eine ankreuzen soll. Im zweiten Teil wird jeweils eine Begriindung der
Antwort verlangt. Insbesondere iiber die Begriindungen sollen typische Denkmuster und
Fehlvorstellungen erkannt werden.

Der Ausgangstest beinhaltet 11 Items. Sieben davon wurden unverindert aus dem Ein-
gangstest iibernommen. Wie in Kapitel 7.2.3 beschrieben wurden bei drei Items geringfii-
gige Verdnderungen oder Erginzungen vorgenommen. Ein Item wurde komplett ersetzt,
da die Frage aus dem Eingangstest im Unterricht behandelt worden war. Ein Item zu
mehrstufigen Zufallsversuchen wurde herausgenommen. Da mehrstufige Zufallsversuche
im Simulationsvorkurs nicht thematisiert werden, sind hier auch keine deutlichen Verin-
derungen der Losungshéufigkeit zu erwarten.

Zwischen dem Eingangs- und dem Ausgangstest liegt ein Zeitraum von 6 Wochen. Inner-
halb dieses Zeitraums wurde der Eingangstest im Unterricht nicht thematisiert. Die Fra-
gen standen den Schiilerinnen und Schiilern nicht mehr zur Verfiigung. Ferner wurde
nicht angekiindigt, dass im Ausgangstest wieder gleiche oder dhnliche Fragestellungen
wie im Eingangstest gestellt werden. Es ist somit nicht davon auszugehen, dass die Wie-
derholung der Fragestellungen im Ausgangstest einen wesentlichen Einfluss auf das Lo-
sungsverhalten hat. Sowohl der zeitliche Abstand als auch die Einbehaltung der Fragebo-
gen tragen hierzu bei.

Die Testfragen des Eingangstests dienen dazu, in einem breiten Umfang die Vorfahrun-
gen und das Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler in Bezug auf das Basiswissen aus
der Mittelstufe, auf ein intuitives stochastisches Verstdndnis und auf den Umgang mit der
grafischen Darstellung einer Haufigkeitsverteilung zu ermitteln. Damit sind die Testauf-
gaben des Eingangs- und des Ausgangstests im Allgemeinen nicht speziell an den sto-
chastischen Inhalten des Simulationsvorkurses orientiert. Der Zusammenhang zum Simu-
lationsvorkurs ergibt sich daraus, dass im Simulationsvorkurs parallel zum Erlernen der
Simulations- und Fathomkompetenzen auch grundlegende stochastische Begriffe erarbei-
ten werden. Weiter sollen das intuitive Verstdndnis und das Verstdndnis fiir die grafische
Darstellung von Hiufigkeitsverteilungen durch den Umgang mit den Simulationen im
Unterricht verbessert werden (vgl. Kapitel 4.2.5). Diesen Zusammenhang zwischen den
Testfragen und dem Konzept des Simulationsvorkurses sowie die kurze Dauer des Simu-
lationsvorkurses von nur 3 Wochen muss man bei der vergleichenden Interpretation der
Ergebnisse der beiden Tests beriicksichtigen.

7.2.5 Zur Auswertung

Um eine vergleichende Auswertung zwischen dem Eingangstest und dem Ausgangstest
zu ermoglichen, werden zur Auswertung der beiden Tests nur die 32 Schiilerinnen und
Schiiler beriicksichtigt, die sowohl am Eingangs- wie auch am Ausgangstest teilgenom-
men haben. Eine nach den beiden teilnehmenden Kursen differenzierende Auswertung
wird nicht vorgenommen, da keine ausreichenden Informationen iiber Gemeinsamkeiten
und Unterschiede des Unterrichts vorliegen, mit denen man eventuelle Differenzen der
Ergebnisse begriinden konnte. Ferner sind die Fallzahlen von jeweils 16 teilnehmenden
Schiilerinnen und Schiilern pro Kurs fiir eine solche Differenzierung sehr klein.

Die einzelnen Testaufgaben werden sowohl qualitativ als auch quantitativ ausgewertet:

Fiir die qualitative Erfassung werden die Begriindungen und die Antworten bei offenen
Aufgaben genauer analysiert. Zu den einzelnen Begriindungen und Antworten wird eine
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grobe Kategorisierung vorgenommen, mit dem Ziel, typische Begriindungs- und Ant-
wortmuster sowie typische Fehlvorstellungen zu erkennen, und im Eingangs- und Aus-
gangstest miteinander vergleichen zu kdnnen.

Fiir eine quantitative Erfassung der Ergebnisse wird fiir jede Aufgabe eine Bepunktung
erstellt. Diese ergibt sich bei den Multiple-Choice-Test-Items sowie bei den Berech-
nungsaufgaben aus der Richtigkeit der Antwort. Bei den Begriindungen und den offenen
Fragestellungen werden die qualitativen Kategorien bepunktet. Hierfiir werden die Kate-
gorien teilweise nach Vollstindigkeit und Genauigkeit der Antworten verfeinert: Diese
Verfeinerung der Kategorisierung findet sich im Anhang (S. 307 ff).

Im Folgenden werden zunichst die Ergebnisse der einzelnen Testaufgaben im Eingangs-
und im Ausgangstest dargestellt, analysiert und verglichen. In einer knappen Interpretati-
on wird jeweils versucht, einen Zusammenhang zum Konzept des Simulationsvorkurses
herzustellen.

An die Einzelanalyse der Aufgaben schlie3t sich eine quantitative Gesamtanalyse an, in
der die Ergebnisse der beiden Tests nach verschiedenen Themenbereichen gegeniiberge-
stellt werden. Fiir diese Gesamtanalyse werden nur die Ergebnisse der unveridndert ge-
bliebenen Aufgabenstellungen oder Aufgabenteile des Ein- und Ausgangstests beriick-
sichtigt.

7.2.6 Die Ergebnisse der einzelnen Testaufgaben
Aufgabe 1

1. a) Geben Sie drei Beispiele fiir ein Zufallsexperiment an.

b) Was versteht man unter einem Zufallsexperiment?

Der Begriff des Zufallsexperiments taucht im vorliegenden Unterrichtskonzept in Verbin-
dung mit der Behandlung von Laplace-Experimenten auf. Am Beispiel des doppelten
Wiirfelwurfs wird der Begriff eingefiihrt und es wird diskutiert, dass alle im Simulations-
vorkurs behandelten Situationen Zufallsexperimente sind (vgl. Kapitel 6.3). Allerdings
findet kein vertiefendes und wiederholendes Aufgreifen dieses Begriffes im weiteren Ver-
lauf des Simulationsvorkurses statt. Es wird folgende Definition eines Zufallsexperiments
benutzt (vgl. Kap. 4.2.1):

Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, dessen Ausgang — auch im Wiederholungsfall — ungewiss, d. h. nicht
mit Sicherheit vorhersagbar ist.

Vorgehen des Mathematikers:

Alle moglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments angeben und die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten
der moglichen Ergebnisse bestimmen.

Die Aufgabe soll im Eingangstest das Vorwissen testen, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler zum Begriff des Zufallsexperiments haben. In Aufgabenteil a) sollen Beispiele zu Zu-
fallsexperimenten angegeben werden, in Aufgabenteil b) wird eine allgemeine Charakte-
risierung erwartet. Im Ausgangstest wird die Aufgabenformulierung bei a) dahingehend
abgewandelt, dass keine Beispiele aus dem Unterricht gewihlt werden diirfen. Hiermit
soll erreicht werden, dass die Schiilerinnen und Schiiler ebenso wie im Eingangstest ihr
Verstindnis von Zufallsexperimenten anhand von Beispielen ausdriicken und nicht nur
die gerade vom Unterricht im Gedichtnis gebliebenen Zufallsexperimente angeben. An-
derenfalls wire die Aufgabe im Ausgangstest deutlich einfacher zu bearbeiten und man
konnte keine quantitative Gegeniiberstellung von Eingangs- und Ausgangstest machen.
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Bei der gewidhlten Variante ist die Anforderung im Ausgangstest etwas hoher, da die ein-
fachsten Zufallsexperimente wie der Wiirfelwurf und der Miinzwurf wegfallen.

Fiir jedes richtige Beispiel eines Zufallsversuchs erhalten die Schiilerinnen und Schiiler
einen Punkt, d. h. man kann in Aufgabenteil a) maximal drei Punkte erhalten. Zur Cha-
rakterisierung des Begriffs ,,Zufallsexperiment” in Aufgabenteil b) kann man mehrere
Aspekte angeben: ,,Verschiedene mégliche Ergebnisse®, ,,Zufilligkeit/Vorhersagbarkeit®,
»Wiederholbarkeit” und ,,Wahrscheinlichkeitsaspekt”. Wird nur ein Aspekt genannt, so
gibt es einen Punkt, fiir mehrere Aspekte erhédlt man maximal zwei Punkte. Wird der Beg-
riff des Zufallsexperiments auf die Voraussetzung der Gleichwahrscheinlichkeit verengt,
so wird wieder ein Punkt abgezogen. Man erhilt minimal O Punkte auf Aufgabenteil b).

Fiir die Aufgabenteile a) und b) ergeben sich im Eingangs- und im Ausgangstest die fol-
genden Ergebnisse:

Arithmetisches Mittel Arithmetisches Mittel
Eingangstest Ausgangstest
la) 3P 1,75 2,25
1b) 2P 0,25 0,91

Tab. 7.9: Arithmetisches Mittel der erreichten Punkte bei Aufgabe 1) im Eingangs- und im Ausgangstest.
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Im Eingangstest betrdgt das arithmetische Mittel der erreichten Punkte in Aufgabenteil
1a) 1,75 von 3 Punkten. 28% der Teilnehmer erreichen keinen Punkt, diese haben alle
gemeinsam keine Antwort angegeben. Nur 38% der Teilnehmer erreichen alle drei Punkte
(vgl. Abb. 7.10). In Aufgabenteil 1b) werden im Eingangstest durchschnittlich 0,25 von 2
moglichen Punkten erreicht. 75% der Teilnehmer erreichen keinen Punkt, 34% haben
iberhaupt keine Antwort angegeben (vgl. Abb. 7.11).

Im Ausgangstest betrdgt das arithmetische Mittel der erreichten Punkte in Aufgabenteil
la) 2,25 von 3 Punkten. Nur noch 6% der Teilnehmer erreichen keinen Punkt. Hingegen
hat sich der Anteil der Teilnehmer mit voller Punktzahl bei Aufgabe 1a) auf 63% erhoht.
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In Aufgabenteil 1b) werden im Ausgangstest durchschnittlich 0,91 von 2 mdglichen
Punkten erreicht. Wihrend im Eingangstest noch 75% der Teilnehmer keinen Punkt und
niemand die volle Punktzahl erreicht, sind es im Ausgangstest nur noch 28% der Teil-
nehmer, die keinen Punkt erreichen. Ferner erreichen 19% der Teilnehmer beim Aus-
gangstest auch die volle Punktzahl.

Wie sehen die Schiilerantworten im Einzelnen aus?

Die gegebenen Beispiele fiir Zufallsexperimente in der Aufgabenstellung 1a) lassen sich
in drei Gruppen einteilen:

1. Kein Zufallsexperiment, wichtige Voraussetzungen fehlen (z. B. die Angabe ,,Bow-
ling* oder ,,Naturgewalt* jeweils ohne weitere Erlduterungen)

2. Typische Zufallsexperimente wie sie mit fiktiven Geriten oder in fiktiven Situationen
im Stochastikunterricht angesprochen werden (z. B. Ziehen aus einer Urne, Galton-
Brett, 100maliges Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels, Werfen einer Reilzwecke,
Drehen eines Gliicksrads, Ziehen einer Karte)

3. Reale Zufallsexperimente, die im Alltag auftreten und mit denen man Alltagsvorstel-
lungen verbinden kann (z. B. Gliicksspiele wie Roulette und Wiirfelspiele, zufillige
Auswahl eines Schiilers, Lottoziehung, Lose ziehen)

Im Eingangs- und im Ausgangstest kann jeder Schiiler bis zu drei Experimente angeben.
Bei 32 Schiilerinnen und Schiilern sind somit insgesamt 96 Nennungen moglich. Im Ein-
gangstest wurden insgesamt 63 Beispiele genannt, im Ausgangstest insgesamt 75. Die
angegebenen Zufallsexperimente teilen sich gemaf} Tab. 7.10 auf die drei Kategorien auf.
Die 63 Beispiele im Eingangstest bzw. die 75 Beispiele im Ausgangstest werden jeweils
als 100% gewertet.

Eingangstest Ausgangstest

1. Kein Zufallsexperiment 11% 4%
2. Fiktive Zufallsexperimente 49% 25%
3. Alltagsbezogene Zufallsexperimente 40% 71%

Tab. 7.10: Aufteilung der in Aufgabe la) des Eingangs- und Ausgangstests angegebenen Zufallsexperimen-
te auf die verschiedenen Kategorien.

Im Eingangstest zeigt sich eine unauffillige Verteilung der angegebenen Zufallsexperi-
mente auf die verschiedenen Kategorien: Die fiktiven stochastischen Experimente sowie
die alltagsbezogenen Zufallsexperimente kommen etwa in gleichen Anteilen vor. Die
11% der falschen oder unvollstindigen Beispiele erklidren sich durch die geringen Vorer-
fahrungen der Schiilerinnen und Schiiler.

Im Ausgangstest zeigt sich eine deutliche Verschiebung: Der Anteil der fiktiven sto-
chastischen Experimente geht deutlich zuriick, dafiir sind im Ausgangstest iiber 70% aller
Beispiele alltagsbezogene Beispiele.

Die Anderungen lassen sich teilweise damit erklidren, dass die typischen fiktiven sto-
chastischen Experimente wie der Wiirfelwurf und der Miinzwurf in dieser einfachen Form
im Ausgangstest nicht mehr angegeben werden diirfen. Weiter ist die deutliche Erhohung
des Anteils der alltagsbezogenen Beispiele plausibel in Verbindung mit dem anwen-
dungsorientierten Konzept des Simulationsvorkurses: Hier lernen die Schiilerinnen und
Schiiler mit der einfithrenden Testaufgabe wie auch bei den gemischten Aufgaben eine
Vielfalt anwendungsorientierter Problemstellungen kennen.
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Die Angabe der Beispiele erfolgt im Eingangstest meistens nur sehr knapp mit einem
Stichwort bzw. einer kurzen Handlungsanweisung, z. B. , Miinzwurf*, ,, Wiirfelwurf*,
, Karten aus einem Kartenspiel ziehen*. Bei lingeren Darstellungen wird das Zufallsex-
periment hiufig in ein Ereignis integriert, z. B. ,, Man wiirfelt einen Wiirfel dreimal und es
kommt einmal sechs ‘raus*.

Im Ausgangstest finden sich deutlich ldngere Darstellungen der Zufallsexperimente. Al-
lerdings fillt auf, dass hier etwa die Hilfte aller Zufallsexperimente als Aufgaben formu-
liert werden, bei denen es um die Berechnung einer Wahrscheinlichkeit geht, z. B. ,,Wie
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Preisausschreiben zu gewinnen, bei dem 3
Autos verlost werden. Es machen ca. 20 000 Personen mit.* Das zugehorige Zufallsexpe-
riment ,,20 000 Personen machen bei einem Preisausschreiben mit. Drei Personen werden
zufillig gezogen und gewinnen ein Auto* wird so in eine Aufgabe verpackt. Die Formu-
lierung als Aufgabe ist im strengen Sinn keine korrekte Beschreibung eines Zufallsexpe-
riments. Allerdings sind die im Simulationsvorkurs behandelten Zufallsexperimente vor-
wiegend mit Aufgabenstellungen zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten verkniipft.
Die einfache Beschreibung eines Zufallsexperiments wird nicht geiibt. Man kann vermu-
ten, dass dies bei vielen Schiilerinnen und Schiilern dazu fiihrt, Zufallsexperimente auto-
matisch mit der Berechnung einer Wahrscheinlichkeit zu verbinden.

Bei der Frage nach der Charakterisierung eines Zufallsexperiments in Aufgabenteil 1b)
zeigen sich im Eingangstest vorwiegend unvollstindige Losungen, 34% geben tiberhaupt
keine Antwort.

Im Ausgangstest finden sich deutlich bessere Antworten. Typische Darstellungen sehen
folgendermafBen aus:

. Ein Experiment, bei dem das Ergebnis auch bei wiederholter Durchfiihrung nicht sicher
vorhergesagt werden kann. Wir haben bisher in der Unterrichtseinheit ,,Simulationen als
Einstieg in die Stochastik* nur Zufallsexperimente behandelt.

, Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, wo man vorher nicht voraussagen kann, was
eintreten wird. Man kann nur bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit etwas eintreten
wird.

, Ein Experiment, bei dem mehrere Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind und so durch
Zufall ermittelt wird, welches Ergebnis auftritt*

Die drei Beispiele verdeutlichen die verschiedenen Aspekte des Begriffs Zufallsexperi-
ment, die sich in den Antworten beobachten lassen: ,,Verschiedene mogliche Ergebnisse®,
,» Vorhersagbarkeit/Zufall“, ,,Wiederholbarkeit®, ,,Wahrscheinlichkeitsaspekt*.

Bei den ersten beiden Beispielen wird der Vorhersagbarkeitsaspekt betont. Das erste Bei-
spiel enthilt zusatzlich den Wiederholbarkeitsaspekt eines Zufallsexperiments, das zweite
Beispiel den Zusammenhang zur Wahrscheinlichkeit. Beide Beispiele sind offensichtlich
stark durch die Definition des Unterrichts geprdgt und stellen typische Schiilerantworten
dar.

Das dritte Beispiel enthdlt den Aspekt verschiedenartiger Ergebnisse. Ferner zeigt sich
hier die bekannte Fehlvorstellung des ,,equiprobability bias*“ (Fischbein, Nello et al.
1991; Lecoutre 1992): Der Begriff des Zufallsexperiments wird synonym fiir ein Experi-
ment mit gleich wahrscheinlichen Ergebnissen benutzt. 31% der Schiilerinnen und Schii-
ler erwdhnen im Ausgangstest in Verbindung mit dem Begriff des Zufallsexperiments die
Gleichwahrscheinlichkeit. Im Eingangstest ldsst sich hierzu aufgrund der unvollstindigen
oder fehlenden Antworten keine Aussage machen.
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Interpretation der Ergebnisse

Betrachtet man die Ergebnisse des Eingangstests, so zeigt sich, dass die meisten Schiile-
rinnen und Schiiler vor Beginn des Simulationsvorkurses kein addquates Bild vom Begriff
des Zufallsexperiments haben. Dies ldsst sich festmachen an den beim Eingangstest er-
reichten Punktzahlen sowie daran, dass der Aufgabenteil 1a) im Eingangstest von 28%
und der Aufgabenteil 1b) von 34% der Schiilerinnen und Schiiler iiberhaupt nicht bearbei-
tet wird. Die angegebenen Beispiele der Zufallsexperimente sind typische Beispiele, hiu-
fig in knapper Formulierung, die Charakterisierungen des Begriffs Zufallsexperiment sind
hiufig unvollstiandig.

Der Ausgangstest zeigt bei den erreichten Punktzahlen eine deutliche Verbesserung, ins-
besondere in Aufgabenteil b). Eine genauere Betrachtung der im Ausgangstest angegebe-
nen Beispiele von Zufallsexperimenten zeigt die Betonung der alltagsbezogenen Experi-
mente. Dies lidsst sich zum einen auf die Umformulierung der Aufgabenstellung zuriick-
fiihren: Fiktive Zufallsexperimente aus dem Unterricht wie der Wiirfelwurf oder der
Miinzwurf diirfen nicht mehr genannt werden. Eine weitere Ursache fiir die Betonung der
alltagsbezogenen Experimente liegt sicher auch im anwendungsorientierten Konzept des
Simulationsvorkurses.

Die Schiilervorstellungen vom Begriff des Zufallsexperiments konnten offensichtlich im
Rahmen des Simulationsvorkurses deutlich beeinflusst und verbessert werden. Viele
Schiilerinnen und Schiiler verkniipfen den Begriff des Zufallsexperiments durch die Auf-
gabenorientierung des Simulationsvorkurses allerdings intuitiv mit der Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten.

Im Ausgangstest zeigt sich die typische Fehlvorstellung des ,, equiprobability bias*“: 31%
der Schiilerinnen und Schiiler verbinden den Begriff des Zufallsexperiments mit der
Gleichwahrscheinlichkeit der Ergebnisse des Wahrscheinlichkeitsraums. Es lédsst sich
vermuten, dass diese Vorstellung durch die wiederholte Verwendung der Zufallsgenerato-
ren Ganzezufallszahl () und Zufallswahl (), welche sich stets auf einen Laplace-
Ergebnisraum beziehen, gefordert wird. Die Behandlung des Reilzweckenwurfs als ex-
plizitem Gegenbeispiel zum Laplace-Ergebnisraum (vgl. Kapitel 6.3.2) trigt offensicht-
lich nicht bei allen Schiilerinnen und Schiilern zur Beseitigung der Fehlvorstellung bei.
Man sieht, dass es sich um eine sehr hartnidckige Fehlvorstellung handelt, die immer wie-
der aufgebrochen werden muss. Fiir eine Verbesserung des Lernerfolgs sollte im weiteren
Verlauf des Simulationsvorkurses eine deutliche Abgrenzung der Begriffe Zufallsexperi-
ment und Laplace-Experiment erfolgen.

Aufgabe 2

2. Eine faire Miinze wird sechsmal geworfen. Welche der beiden Versuchsfolgen I oder II halten Sie fiir
wahrscheinlicher? (,,W* steht fiir Wappen, ,,Z* steht fiir Zahl)

I: ZWZWWZ II: WWWZZZ
D I ist wahrscheinlicher D IT ist wahrscheinlicher
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

Die richtige Losung lautet: ,,Beide sind gleichwahrscheinlich®. Bei dem sechsfachen
Miinzwurf handelt es sich um einen sechsstufigen Zufallsversuch, wobei die Wahrschein-
lichkeit fiir Wappen bzw. Zahl auf jeder Stufe 0,5 betridgt. Jede der beiden Versuchsfol-
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gen tritt mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von 0,5° auf. Die Argumentation benutzt im
Kern die Unabhingigkeit der Ergebnisse auf den einzelnen Stufen des Zufallsversuchs.

Die Aufgabe testet ein intuitives Verstdndnis der Unabhidngigkeit der einzelnen Stufen
einer Zufallsfolge. Im Unterricht wurde die Unabhingigkeit bei der Interpretation einer
der beiden Lernumgebungen zum Gesetz der grolen Zahl kurz behandelt. Es wurde von
der ,,Gedéchtnislosigkeit™ der Miinze gesprochen (vgl. Kapitel 6.3.2). Ferner wurden im
Simulationsvorkurs wiederholt sowohl hdndische Miinzwurfe als auch Computersimulati-
onen des Miinzwurfs durchgefiihrt.

Eine dhnliche Aufgabe erreichte im Test von P. Rasfeld zum intuitiven stochastischen
Verstindnis im Anschluss an den Stochastikunterricht der Sekundarstufe I im Ankreuzteil
eine Losungshiufigkeit von nur 35% (Rasfeld 2004, S. 46).

Fiir das Ankreuzen der richtigen Antwort erhélt man im Test einen Punkt, fiir die Begriin-
dung bis zu zwei Punkte (zur Bepunktung der Begriindungen vgl. Anhang, S. 307). Die
Ergebnisse sind in Tab. 7.11 dargestellt.

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
2a) 1P 59% 81%
2b) 2P 34% 50%

Tab. 7.11: Durchschnittliche Losungsquote zu Aufgabe 2) im Eingangs- und im Ausgangstest in Prozent.

In der Tabelle wird zu jedem Aufgabenteil eine so genannte ,,durchschnittliche Losungs-
quote in Prozent angegeben. Die durchschnittliche Losungsquote von 59% in Aufgaben-
teil 2a) des Eingangstests ist folgendermaflen zu interpretieren: Im Mittel werden 0,59
Punkte von einem Punkt erreicht, dies entspricht 59% der erreichbaren Punkte. Da in
Aufgabenteil 2a) entweder ein Punkt oder kein Punkt gegeben wird, entspricht die durch-
schnittliche Losungsquote zusitzlich dem relativen Anteil der Schiilerinnen und Schiiler,
welche die richtige Antwort angekreuzt haben. Die durchschnittliche Losungsquote von
34% in Aufgabenteil 2b) des Eingangstests ist wie folgt zu interpretieren: Im Mittel wur-
den 0,68 Punkte von 2 Punkten erreicht, dies entspricht 34% der erreichbaren Punktzahl.
Da man auch einen von zwei Punkten geben kann, ldsst sich hiervon nicht direkt auf den
Anteil der richtigen Losungen zuriick schlie3en.

Im Eingangstest kreuzen 59% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
ibrigen entscheiden sich fiir ,,I ist wahrscheinlicher®. Die durchschnittlich erreichte
Punktzahl bei den Begriindungen liegt bei 34% der erreichbaren 2 Punkte.

Im Ausgangstest kreuzen 81% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
ibrigen entscheiden sich fiir ,,I ist wahrscheinlicher”. Die durchschnittlich erreichte
Punktzahl bei den Begriindungen liegt bei 50% der erreichbaren 2 Punkte. Es gelingt hiu-
figer, die richtige Antwort auch zu begriinden.

Wie sehen die Schiilerbegriindungen aus?

Im Folgenden werden die Schiilerbegriindungen in Kategorien eingeteilt und die Vertei-
lung der einzelnen Begriindungen auf die verschiedenen Kategorien angegeben. Fiir die
vorwiegend aufgetretenen Begriindungkategorien werden exemplarisch Beispielantworten
gezeigt.

Zur richtigen Antwort ,,Beide sind gleich wahrscheinlich® gibt es vorwiegend zwei Be-
griindungskategorien S und Ged sowie eine wenig vertretene Kategorie Lap:
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e Kategorie S (Standard): Argumentation iiber die stets gleiche Wahrscheinlichkeit fiir
Wappen und Zahl auf den einzelnen Stufen der Miinzwurffolge.

e Kategorie Ged: Argumentation iiber die ,,Gedédchtnislosigkeit™ der Miinze auf den
einzelnen Stufen in Verbindung mit der gleichen Wahrscheinlichkeit fiir Wappen und
Zahl.

e Kategorie Lap: Berechnung der Wahrscheinlichkeit beider Miinzwurffolgen von 0,5°
tiber den Laplace-Ansatz.

Beispiele fiir die Begriindungskategorie S:

,,Die Wahrscheinlichkeit, dass Z oder W geworfen wird, liegt jeweils bei 50%. Es ist rein
zufillig, wie die Konstellation der Z’s und W’s ist, da nach jedem Wurf erneut die Chance
bei 50% liegt, W oder Z zu werfen. “ (Eingangstest)

,,Beide sind gleich wahrscheinlich, da bei jedem Wurf die gleiche Wahrscheinlichkeit
besteht und dies bei jedem erneuten Wurf gleich bleibt. ““ (Ausgangstest)

Der Kern der Argumentation ist, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen oder Zahl auf
jeder Stufe gleich bleibt. Damit wird die Unabhingigkeit der einzelnen Stufen als Argu-
ment benutzt. Dies wird ergédnzt durch die Gleichwahrscheinlichkeit fiir Wappen und
Zahl.

Beispiel fiir die Begriindungskategorie Ged:

,Man kann es damit erkldren, dass die Miinze kein Geddchtnis hat, und sich somit die
vorhergehenden Ereignisse nicht merken kann. Alle Ergebnisse (E={Zahl, Wappen} )

sind dauerhaft gleich wahrscheinlich. “ (Ausgangstest)

Bei dieser Begriindungskategorie wird die Unabhingigkeit der einzelnen Stufen iiber den
Begriff der Gedichtnislosigkeit direkt benannt. Diese Begriindungskategorie kann erst im
Ausgangstest auftreten, da der Begriff der Gedédchtnislosigkeit erst im Simulationsvorkurs
eingefiihrt wurde.

Zur falschen Antwort ,,I ist wahrscheinlicher* iiberwiegt eine Begriindungskategorie:

e Kategorie W: Argumentation iiber hdufige Wechsel in einer typischen Miinzwurffol-
ge.

Beispiele zur Begriindungskategorie W:

,, Weil die Erfahrung gezeigt hat, dass eine Abfolge von dreimal W und dreimal Z hinter-
einander seltener geschieht als 1.“ (Eingangstest)

,,Die Chance 3 mal hintereinander Kopf und dann dreimal hintereinander Zahl zu werfen
ist sehr gering. Die Chance eine relativ gemischte Kombination zu werfen (Bsp I) ist zwar
ebenfalls nicht sehr hoch, aber deutlich grofier als bei Il. Wiirde man den Versuch 1000
mal durchfiihren, wiirde sich hdufig ein Ergebnis ZWZW... einstellen. Bei I ist nur eine
kleine Abweichung vorhanden, weshalb I hdufiger auftritt als I1. “ (Ausgangstest)

Diese Begriindungen argumentieren iiber typische Versuchsfolgen beim 6-fachen Miinz-
wurf. Eine solche Fehlvorstellung wird von Kahnemann und Tversky mit ,,Representati-
veness‘‘ beschrieben (1982b). ,,Wenn man [...] nach dem wahrscheinlichsten von mehre-
ren moglichen Ergebnissen fragt, so wird ein Ergebnis gewihlt, dass dulerlich représenta-
tiv erscheint. (Madsen 1996, S. 8) Die zweite Begriindung geht mit dem Ausdruck ,,rela-
tiv gemischte Kombination* sogar explizit darauf ein, dass es um den Typ der Versuchs-
folge geht und ist somit fiir sich betrachtet korrekt. Allerdings wird dann die Aufgaben-



Kapitel 7 Auswertung der weiteren empirischen Untersuchungen 187

stellung falsch interpretiert, bei der die beiden konkret angegeben Versuchsfolgen mitein-
ander verglichen werden sollen.

Die Hiufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.12
dargestellt. Auch Begriindungen, die aufgrund ungenauer oder unvollstindiger Formulie-
rungen Punktabziige erhalten, werden den genannten Begriindungskategorien zugeordnet.
Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schiiler.

Kategorie Eingangstest Ausgangstest

S 34% 53%

Ged 0% 16%

Lap 9% 3%

W 31% 16%

Begriindung fehlt oder weitere

falsche Begriindung 26% 12%

Tab. 7.12: Hiufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 2) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Zur richtigen Antwort ,,Beide sind gleich wahrscheinlich® treten die Schiilerbegriindun-
gen S, Lap und Ged auf. Im Eingangstest argumentiert etwa ein Drittel aller Schiilerinnen
und Schiiler iiber die Begriindungskategorie S, 9% argumentieren iiber die Kategorie Lap
und berechnen die Wahrscheinlichkeit, niemand argumentiert iiber die Gedéchtnislosig-
keit Ged. Im Ausgangstest argumentiert iiber die Hilfte aller Schiilerinnen und Schiiler
iber die Begriindungskategorie S, 16% argumentieren iiber die Gedéchtnislosigkeit Ged
und 3% argumentieren iiber die Berechnung der Laplace-Wahrscheinlichkeit Lap.

Bei den Begriindungen fiir die falsche Antwort ,,I ist wahrscheinlicher iiberwiegt die
Kategorie W. Diese Argumentation tritt im Eingangstest bei 31% aller Schiilerinnen und
Schiiler auf, im Ausgangstest bei 16% aller Schiilerinnen und Schiiler.

Als Einzelantwort oder als Erginzung der korrekten Begriindungen der Kategorien S und
Ged fillt eine falsche Argumentation fiir die richtige Antwort ,,beide sind gleich wahr-
scheinlich iiber die gleiche Anzahl von Wappen und Zahl in beiden vorgegebenen
Miinzwurffolgen auf. Diese Argumentation findet sich im Eingangstest wie auch im Aus-
gangstest bei etwa 15% der Antworten, wird allerdings im Eingangs- und im Ausgangs-
test tiberwiegend von unterschiedlichen Personen verwendet. Ein Beispiel ist im Folgen-
den angegeben:

., Wenn man sechsmal wirft, sollte idealtypisch dreimal Kopf und dreimal Zahl kommen.
Dies ist bei beiden erfiillt und somit ist es gleich wahrscheinlich. “ (Ausgangstest)

Hier wird die gleiche Anzahl von Wappen und Zahl in beiden Versuchsfolgen als Argu-
ment benutzt. Rasfeld (2004, S. 46) interpretiert diese Fehlvorstellung wie folgt: ,,Dieser
Fehler [...] beruht auf einer Fehlinterpretation des Gesetzes der grolen Zahlen. Dieses
[...] bedeutet im Kontext des Miinzwurfs, dass sich mit wachsender Zahl von Wiirfen die
relativen Haufigkeiten fiir Wappen bzw. Zahl bei 0,5 stabilisieren. Der Trugschluss, dem
Schiiler mit solchen Begriindungen unterliegen, beruht auf einer Anwendung dieses Er-
fahrungssatzes auf kurze Serien.“ Kahneman und Tversky (1982a) sprechen bei dieser
Fehlvorstellung vom ,,Gesetz der kleinen Zahlen®.
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Interpretation der Ergebnisse

Die Losungshiufigkeit der Aufgabe ist bereits im Eingangstest mit 59% richtig ange-
kreuzten Antworten gut. Die Begriindung der richtigen Antworten erfolgt primér iiber das
Gleichbleiben der Wahrscheinlichkeiten auf jeder Stufe des Miinzwurfs und damit im
Kern iiber die Unabhingigkeit der einzelnen Stufen. Die Unabhiéngigkeit der einzelnen
Stufen scheint vielen Schiilerinnen und Schiilern bereits vor dem Simulationsvorkurs in-
tuitiv klar zu sein.

Neben den richtigen Antworten und Begriindungen finden sich aber auch die in der Lite-
ratur angegebenen typischen Fehlvorstellungen des ,,Gesetzes der kleinen Zahl* oder der
,,Representativeness.

Im Ausgangstest verbessert sich die Losungshiufigkeit auf 81%. Die Zahl der richtigen
Begriindungen erhoht sich ebenfalls, die mit Fehlvorstellungen behafteten Begriindungen
gehen deutlich zurtick.

Die Verbesserungen lassen sich verstehen in Verbindung mit dem Unterrichtskonzept des
Simulationsvorkurses, da die Unabhéngigkeit der einzelnen Stufen am Beispiel des mehr-
fachen Miinzwurfs im Unterricht explizit thematisiert wurde. Die erst im Ausgangstest
aufgetretene Begriindungskategorie Ged, welche mit der Gedédchtnislosigkeit der Miinze
argumentiert, kniipft direkt an den Unterricht des Simulationsvorkurses an (vgl. Kapitel
6.3.2). Ferner kann auch der wiederholte experimentelle Umgang mit mehrstufigen
Miinzwiirfen im Unterricht sowohl in hdndischer Form als auch iiber Computersimulatio-
nen zur Verbesserung des Verstdndnisses beigetragen haben.

Aufgabe 3

3. Inzwei Gefillen liegen jeweils acht Kugeln, welche mit den Zahlen 1 bis 8 beschriftet sind. Aus beiden
Gefiaflen wird eine Kugel gezogen. Was ist wahrscheinlicher?
I: Eine der beiden Kugeln zeigt eine ,,4%, die andere eine ,,5%

II: Beide Kugeln zeigen eine ,,5“

[ ] Tist wahrscheinlicher [] IT ist wahrscheinlicher
[ ] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

Die richtige Losung lautet: ,,I ist wahrscheinlicher. Dies lasst sich aufgrund der Unter-
scheidbarkeit der beiden Gefidlle iiber die Anzahl der Kombinationen fiir die einzelnen
Ereignisse begriinden: Das Ereignis I erhédlt man sowohl mit der Kombination (415) als
auch mit der Kombination (514). Fiir das Ereignis II gibt es nur die Kombination (515).
Jede dieser Kombinationen ist gleich wahrscheinlich.

Die Aufgabe soll das intuitive Verstindnis der Schiilerinnen und Schiiler zu Ergebnis-
rdumen und zur Gleichwahrscheinlichkeit von Ereignissen testen. Zur korrekten Begriin-
dung muss man den Laplace-Ergebnisraum sowie die Zusammensetzbarkeit von Ereignis-
sen verstanden haben.

Eine dhnliche Aufgabe zum doppelten Miinzwurf erreicht im Test von P. Rasfeld eine
Losungshiufigkeit von nur 16% (Rasfeld 2004, S. 42).

Im Unterricht des Simulationsvorkurses wurden der Begriff des Ergebnisraums, die
Gleichwahrscheinlichkeit und das Laplace-Experiment am Beispiel des doppelten Wiir-
felwurfs eingefiihrt. Die Zerlegung eines Ergebnisraums in gleichwahrscheinliche Ele-
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mentarereignisse wurde kurz angesprochen. Urnen als Zufallsgerite wurden nur im Rah-
men einer Auswahlaufgabe bei den gemischten Aufgaben behandelt (vgl. Kapitel 4.4.4).

Fiir das Ankreuzen der richtigen Antwort erhélt man einen Punkt, fiir die Begriindung bis
zu zwei Punkte (zur Bepunktung der Begriindungen vgl. Anhang, S. 309). Die Ergebnisse
sind in Tab. 7.13 dargestellt:

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
3a) 1P 44% 34%
3b) 2P 8% 19%

Tab. 7.13: Durchschnittliche Losungsquote zu Aufgabe 3) im Eingangs- und im Ausgangstest in Prozent.

Im Eingangstest kreuzen 44% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
tibrigen entscheiden sich fiir ,,beide sind gleich wahrscheinlich®. Bei den Begriindungen
werden durchschnittlich 8% der insgesamt moglichen 2 Punkte erreicht.

Im Ausgangstest kreuzen 34% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
tibrigen entscheiden sich fiir ,,beide sind gleich wahrscheinlich®. Bei den Begriindungen
werden durchschnittlich 19% der insgesamt moglichen 2 Punkte erreicht.

Wie sehen die Schiilerbegriindungen aus?

Zu der richtigen Antwort ,,I ist wahrscheinlicher* gibt es die zwei inhaltlich korrekten
Begriindungskategorien E und Wkt sowie eine inhaltlich unzureichende Begriindungska-
tegorie W:

e Kategorie E: Korrekte Argumentation iiber die Anzahl der Elemente des Ergebnis-
raums.

e Kategorie Wkt: Das Experiment wird als zweistufiges Zufallsexperiment aufgefasst.
Es wird iiber die Wahrscheinlichkeit auf den beiden Stufen des Zufallsexperiments ar-
gumentiert.

e Kategorie W: Wechselargument: Es wird argumentiert, dass bei solchen zweistufigen
Zufallsversuchen typischerweise eher unterschiedliche Zahlen als gleiche Zahlen zu
erwarten sind.

Beispiel zur Kategorie E:

, Es gibt einen Ergebnisraum aller Ergebnisse, die vorkommen konnen. In diesem Ergeb-
nisraum gibt es zweimal die Kombination 4,5 aber nur einmal die Kombination 5,5.*
(Ausgangstest)

Beispiel zur Kategorie WKkt:

., 1 ist wahrscheinlicher, da man in einem Gefdf3 eine 4 oder eine 5 ziehen kann. Also hat
man in diesem Gefdfs eine doppelte Chance. In dem zweiten Gefdf3 ist die Wahrschein-
lichkeit so, wie wenn beide Kugeln eine 5 sein sollten. “ (Eingangstest)

Hier wird dariiber argumentiert, dass man beim Ereignis ,,eine Kugel vier und die andere
Kugel fiinf* im ersten Gefdl zwei Moglichkeiten zum Ziehen der Kugel hat. Erst im
zweiten Gefall hat man nur noch eine Moglichkeit: Wenn man im ersten Gefil3 eine Vier
gezogen hat, muss es im zweiten Gefidl eine Fiinf sein und umgekehrt. Damit hat man im
Gegensatz zum Ereignis ,,beide Kugeln fiinf* beim ersten Zug die doppelte Erfolgswahr-
scheinlichkeit.
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Beispiele zur Kategorie W:

»Zwei unterschiedliche Kugeln zu ziehen ist viel wahrscheinlicher als zwei identische zu
ziehen. “ (Eingangstest)

., Weil es einfach eher unwahrscheinlich ist, dass die gleiche Nummer gezogen wird. Na-
tiirlich gibt es immer Ausnahmen, aufgrund personlicher Erfahrungen meine ich, dass 1
wahrscheinlicher ist.“ (Eingangstest)

Die Aussagen spiegeln die intuitive Vorstellung der Schiilerinnen und Schiiler wieder,
dass bei zweistufigen Zufallsversuchen der genannten Art eher unterschiedliche Ergebnis-
se als gleiche Ergebnisse auftreten. Hier zeigt sich eine in vielen Situationen korrekte
Intuition der Schiilerinnen und Schiiler. In der zweiten Antwort wird die personliche Er-
fahrung sogar direkt angesprochen. Die Aussagen liefern jedoch keine Begriindungen fiir
den Sachverhalt. Es handelt sich um Verallgemeinerungen von Schiilererfahrungen. Je
nach Formulierung der Aufgabenstellung konnen diese Aussagen sogar falsch sein: So
wiren beim vorliegenden Experiment die beiden Ereignisse ,,Eine Vier und eine Fiinf*
sowie ,,zwei Vieren oder zwei Fiinfen* genauso wahrscheinlich.

In Verbindung mit der falschen Antwort ,,Beide sind gleich wahrscheinlich* treten zwei
Begriindungskategorien auf:

e Kategorie E_f: Hier wird iiber die Elemente des Ergebnisraums argumentiert. Aller-
dings wird beiden Ereignissen nur ein Element des Ergebnisraums zugeordnet.

e Kategorie G: Das Experiment wird als zweistufiger Zufallsversuch aufgefasst. Es wird
argumentiert, dass das jede Kugel auf jeder der beiden Stufen die gleiche Wahrschein-
lichkeit hat.

Beispiel fiir die Kategorie E_f:

,»Da die eine Ziehung von der anderen unabhdngig ist, ist jede Kombination gleich wahr-
scheinlich. Ob 4 und 5 oder 5 und 5 oder 1 und 8.“ (Ausgangstest)

Beispiel fiir die Kategorie G:

,,Die Wahrscheinlichkeit, dass man eine 4 und eine 5 zieht oder zweimal 5 ist gleich, weil
fiir jede Kugel immer eine Wahrscheinlichkeit 1:8 besteht.“ (Ausgangstest)

Bei Kategorie E_f wird iiber den Ergebnisraum argumentiert, bei Kategorie G iiber die
gleiche Wahrscheinlichkeit beim zweistufigen Ziehen der beiden Kugeln in den beiden
Urnen. In beiden Féllen wird nicht beriicksichtigt, dass es zwei verschiedene Kombinati-
onen fiir ,,Vier und Fiinf* gibt.

Die Hiufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.14
dargestellt. Auch Begriindungen, die aufgrund ungenauer oder unvollstdndiger Formulie-
rungen Punktabziige erhalten, werden den genannten Begriindungskategorien zugeordnet.
Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schiiler.

Kategorie Eingangstest Ausgangstest
E 0% 19%
Wkt 9% 3%
W 28% 6%
E_f 6% 19%
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G 28% 44%

Fehlende Begriindung oder wei-
tere falsche Begriindung 29% 9%

Tab. 7.14: Hiufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 3) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Zur richtigen Antwort ,,I ist wahrscheinlicher gibt es im Eingangstest nur drei richtige
Begriindungen, alle drei gehoren zur Kategorie Wkt und argumentieren iiber die Wahr-
scheinlichkeiten auf den zwei Stufen des Zufallsexperiments. Im Ausgangstest gibt es
sieben komplett oder teilweise richtige Begriindungen. Hierbei sind sechs Begriindungen
von der Kategorie E und argumentieren vorwiegend formal {iber den Ergebnisraum. Das
falsche Wechselargument W tritt im Eingangstest bei etwa einem Viertel aller Schiilerin-
nen und Schiiler und damit in iiber der Hilfte aller richtigen Antworten als Begriindung
auf. Im Ausgangstest tritt diese Begriindungskategorie nur noch vereinzelt auf.

Bei den Begriindungen zur falschen Antwort ,.Beide sind gleich wahrscheinlich* iiber-
wiegt die Begriindungskategorie G im Eingangs- wie auch im Ausgangstest. Der Anteil
beider Begriindungskategorien G und E_f nimmt im Ausgangstest zu. Dafiir nimmt der
Anteil fehlender oder weiterer falscher Begriindungen im Ausgangstest ab.

Interpretation der Ergebnisse

Im Eingangstest haben 44% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Intuition zur Be-
antwortung der Aufgabe. Aus personlicher Erfahrung — wahrscheinlich mit Wiirfelspielen
— wissen sie, dass unterschiedliche Ergebnisse bei einem solchen Experiment hiufiger
auftreten als gleiche Ergebnisse. Diese Verallgemeinerung wird auch bei iiber der Hilfte
der richtigen Antworten als Begriindung angegeben. Echte Begriindungen {iiber die unter-
schiedliche Anzahl der giinstigen Ergebnisse finden sich im Eingangstest kaum. Ferner
zeigt sich bei den 56% der falschen Antworten, dass die meisten Schiilerinnen und Schii-
ler bei dieser Aufgabe im Eingangstest keine geeigneten Vorstellungen zum Laplace-
Ergebnisraum und zur Zusammensetzbarkeit eines Ereignisses aktivieren konnen.

Erstaunlich ist, dass die Losungshdufigkeit im Ausgangstest weiter abnimmt. Hier geben
nur noch 34% aller Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an. Allerdings nimmt
der Anteil richtiger Begriindungen der Kategorie E zu, der Anteil der verallgemeinernden
Aussagen der Kategorie W deutlich ab.

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten iiber den Laplace-Ansatz wird im Simulati-
onsvorkurs am Beispiel des doppelten Wiirfelwurfs eingefiihrt. Der Transfer zur Urnensi-
tuation kann von der Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler offensichtlich nicht geleistet
werden. Den Schiilerinnen und Schiilern fehlt noch die Ubung in der Konstruktion geeig-
neter Laplace-Ergebnisrdume in ungewohnten Situationen und Problemstellungen.

In Bezug auf die Begriindungen wird den Schiilerinnen und Schiilern durch den Sto-
chastikunterricht offensichtlich klar, dass die verallgemeinernden Aussagen des Ein-
gangstests keine echten Begriindungen darstellen. Die korrekten Begriindungen sind im
Ausgangstest deutlich geprigt vom eingefiihrten Laplace-Formalismus. Durch den Simu-
lationsvorkurs wird eine bessere Reflexion der Begriindungen erreicht.

Aufgabe 4

4. Beim Werfen einer fairen Miinze erscheint fiinfmal nacheinander Wappen. Wird bei dem sechsten
Wurf eher Wappen oder eher Zahl auftreten?

D Eher Wappen D Eher Zahl
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[] Beide sind gleich wahrscheinlich [] WeiB ich nicht
Begriindung:

Die korrekte Losung dieser Aufgabe lautet ,,Beide sind gleich wahrscheinlich®. Da die
einzelnen Wiirfe der Miinze voneinander unabhingig erfolgen, hat die in den ersten fiinf
Wiirfen aufgetretene Miinzwurfkombination keinen Einfluss auf den sechsten Wurf. In
diesem sechsten Wurf sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Wappen bzw. Zahl wie bei je-
dem Wurf gleich wahrscheinlich.

Die Aufgabe soll das intuitive Verstindnis der Unabhingigkeit der verschiedenen Stufen
einer Zufallsfolge testen. Im Unterricht wurde die Unabhingigkeit in Verbindung mit
einer der beiden Lernumgebungen zum Gesetz der groBen Zahl unter dem Begriff ,,Ge-
ddchtnislosigkeit* thematisiert (vgl. Kapitel 6.3.2).

Fiir das Ankreuzen der richtigen Antwort erhélt man einen Punkt, fiir die Begriindung bis
zu zwei Punkte. Hierbei gibt es jeweils einen Punkt fiir die Argumentation iiber die Un-
abhingigkeit und einen Punkt fiir die Argumentation iiber die gleiche Wahrscheinlichkeit
von ,,Wappen* und ,,Zahl* (zur genaueren Bepunktung der Begriindungen vgl. Anhang,
S. 310). Die Ergebnisse sehen wie folgt aus:

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
4a) 1P 63% 94%
4b) 2P 39% 69%

Tab. 7.15: Durchschnittliche Losungsquote zu Aufgabe 4) im Eingangs- und im Ausgangstest in Prozent.

Im Eingangstest kreuzen 63% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
meisten iibrigen entscheiden sich fiir ,,eher Zahl“, nur einer entscheidet sich fiir ,,eher
Wappen®. Bei den Begriindungen werden durchschnittlich 39% der insgesamt moglichen
2 Punkte erreicht.

Im Ausgangstest kreuzen 94% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, die
ibrigen entscheiden sich fiir ,,eher Zahl“. Bei den Begriindungen werden durchschnittlich
69% der insgesamt moglichen 2 Punkte erreicht.

Wie sehen die Schiilerbegriindungen aus?

Zu der richtigen Antwort ,,Beide sind gleich wahrscheinlich® gibt es eine komplett richti-
ge Begriindungskategorie UW und zwei inhaltlich unvollstindige Begriindungskategorien
Uund W:

e Kategorie UW: Es wird iiber die Unabhingigkeit der einzelnen Stufen und iiber die
gleiche Wahrscheinlichkeit von Wappen und Zahl argumentiert.

e Kategorie U: Es wird nur iiber die Unabhiéngigkeit der einzelnen Stufen argumentiert.

e Kategorie W: Es wird nur iiber die gleiche Wahrscheinlichkeit von Wappen und Zahl
argumentiert.

Beispiel fiir die Kategorie UW:

,,Die Wahrscheinlichkeit ist bei jedem Wurf 50% und von den vorherigen Wiirfen unab-
hingig. “ (Ausgangstest)

Zur falschen Antwort ,,eher Zahl“ gibt es zwei verschiedene Begriindungskategorien:

e Kategorie A: Es wird argumentiert, dass sich die Fille ausgleichen miissen.
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e Kategorie S: Es wird argumentiert, dass sechsmal nacheinander Wappen ein sehr un-
wahrscheinliches Ereignis ist.

Beispiel fiir die Kategorie A:

,Da die Wahrscheinlichkeit 50% betrdigt, entweder Wappen oder Zahl zu werfen, werden
nach einer grofien Anzahl von Wiirfen die gewiirfelten W oder Z wieder gleich sein. 6
Wiirfe sind allerdings zu wenig, um eine genaue Wahrscheinlichkeit zu berechnen. Trotz-
dem wird es wahrscheinlicher sein, dass man Zahl wiirfelt. Es kann aber auch sein, dass
erneut Wappen geworfen wird. “ (Eingangstest)

In diesem Beispiel wird mit dem Gesetz der groBBen Zahl argumentiert, welches sich hier
aber nicht anwenden ldsst. Auf die kleine Stichprobe von nur sechs Wiirfen wird in der
Begriindung auch explizit hingewiesen, dennoch wird aus dem Gesetz der gro3en Zahl
eine Tendenz zum Ausgleich hergeleitet, welche zu einer hoheren Wahrscheinlichkeit fiir
»Zahl“ fiihren soll. Es handelt sich hierbei wie in Aufgabe 2) erneut um die Fehlvorstel-
lung vom ,,Gesetz der kleinen Zahlen* (vgl. Kahneman und Tversky, 1982a).

Beispiel fiir die Kategorie S:

,,Die Chancen sind normalerweise 50:50, dass W bzw. Z geworfen wird. 5x nacheinander
W ist sehr unwahrscheinlich, und dass auch noch beim 6ten Wurf Wappen geworfen wird,
ist deshalb auch weniger wahrscheinlich als Zahl, da 6x nacheinander Wappen enorm
unwahrscheinlich ist. “ (Eingangstest)

In diesem Beispiel wird iiber das seltene Eintreten des Ereignisses ,,6mal hintereinander
Wappen* argumentiert. Dieses Ereignis ist mit einer Wahrscheinlichkeit von (0,5)° tat-
sdchlich sehr unwahrscheinlich. Hieraus wird geschlossen, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir Wappen nach fiinf bereits geworfenen Wappen im sechsten Wurf geringer wird. Es
wird nicht erkannt, dass das Ereignis ,,sechsmal Wappen‘ nur dann sehr unwahrscheinlich
ist, wenn man zu Beginn der Versuchsserie steht, nicht aber, wenn man bereits fiinfmal
Wappen geworfen hat.

In beiden Begriindungskategorien A und S zeigt sich ein fehlendes Verstidndnis des Beg-
riffs der Unabhingigkeit. Biichter und HuBmann et al. schreiben hierzu (2005, S. 3): ,,Fal-
len bei einem Wiirfelspiel beispielsweise hintereinander immer wieder Sechsen, so ver-
muten viele, dass mit jeder weiteren Sechs auch die Wahrscheinlichkeit wachst, dass im
nichsten Zug eine andere Zahl fillt. Mit dieser Einschidtzung wird unterstellt, dass es eine
GesetzmaBigkeit zwischen den einzelnen Wiirfelereignissen gibt, die dafiir sorgt, dass alle
Ergebnisse letztendlich gleich hiufig auftreten.*

Die Haufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.16
dargestellt. Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf alle Schiilerinnen und Schiiler.

Kategorie Eingangstest Ausgangstest
UW 19% 47%
U 13% 22%
W 30% 22%
A 16% 6%
S 13% 0%
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Fehlende Begriindung oder wei-
tere falsche Begriindung 9% 3%

Tab. 7.16: Hiufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 4) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Im Eingangstest geben 19% der Schiilerinnen und Schiiler eine komplett richtige Begriin-
dung an, 43% argumentieren nur iiber die Unabhingigkeit oder nur iiber die Wahrschein-
lichkeit fiir Wappen und Zahl. Im Ausgangstest sind 47% der Begriindungen komplett
richtig, bei insgesamt 44% wird nur iiber die Unabhéngigkeit oder nur iiber die Gleich-
wahrscheinlichkeit argumentiert.

Die falschen Begriindungskategorien A und S tauchen vorwiegend im Eingangstest auf.
Im Ausgangstest gibt es nur noch drei falsche Antworten und davon zwei falsche Begriin-
dungen der Kategorie A.

Bemerkenswert sind zwei der Schiilerinnen und Schiiler, die im Ausgangstest die richtige
Antwort ankreuzen und korrekt iiber die Wahrscheinlichkeit argumentieren, allerdings
intuitive Zweifel angeben. Stellvertretend wird hier eine der beiden Auflerungen genannt:

,, Weil die Wahrscheinlichkeit 50% besteht, Wappen oder Zahl zu werfen, allerdings halte
ich es fiir tendenziell realistisch, dass eher Zahl geworfen wird, die Wahrscheinlichkeit ist
allerdings gleich. “ (Ausgangstest)

Die richtige Antwort ,,Beide sind gleich wahrscheinlich wird hier iiber die gleiche Wahr-
scheinlichkeit fiir Wappen und Zahl begriindet. Allerdings wird ergénzt, dass es ,,tenden-
ziell realistisch sei, dass eher Zahl geworfen wird.*

Interpretation der Ergebnisse

Die Losungshiufigkeit ist mit 63% bereits im Eingangstest hoch. Wie in Aufgabe 2) zeigt
sich, dass viele Schiilerinnen und Schiiler bereits vor dem Simulationsvorkurs ein intuiti-
ves Verstiandnis von der Unabhéngigkeit der verschiedenen Stufen eines Zufallsversuchs
mitbringen. Die Begriindungen fiir die richtige Antwort sind in der Mehrzahl zutreffend,
wenn auch teilweise unvollstindig. Allerdings tauchen bei etwa einem Drittel der Schiile-
rinnen und Schiiler in Verbindung mit der falschen Antwort zwei typische Fehlvorstel-
lungen auf: Die Anwendung des Gesetzes der gro3en Zahl auf eine kleine Stichprobe und
die Argumentation iiber die geringe Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,sechsmal Wap-

13

pen‘.

Im Ausgangstest erhoht sich die Losungshiufigkeit weiter auf den sehr hohen Wert von
94%, nur zwei Schiilerinnen oder Schiiler kreuzen die falsche Antwort an. Die Qualitit
der Begriindungen steigert sich deutlich. Die Verbesserung ldsst sich in Verbindung brin-
gen mit dem wiederholten realen oder virtuellen Experimentieren mit Miinzwiirfen sowie
mit der expliziten Thematisierung der Unabhingigkeit der einzelnen Stufen einer Zufalls-
folge im Unterricht.

Auffillig sind die zwei Begriindungen mit den geduflerten Zweifeln an der richtigen Ant-
wort. Sie deuten darauf hin, dass bei einigen Schiilerinnen und Schiilern das Problem
zwar theoretisch verstanden aber nicht intuitiv verinnerlicht ist. Biichter und HuBmann et
al. (2005, S. 5) beschreiben dies als eine ,,typische Situation, in der alltidgliche Intuition
und erworbenes Fachwissen auseinanderklaffen.*

Im Ausgangstest wird zusétzlich die folgende Frage gestellt:
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Sie haben das obige Ergebnis WWWWW nicht mit einer Miinze sondern mit der FATHOM-Funktion Zu—
fallsWahl ("W", "Z") erhalten. Beantworten Sie hierbei die Frage nach dem nichsten Ergebnis genau-

so wie bei der Miinze oder anders?

Eine Diskussion iiber die Funktionsweise des zufallswahl ()—Befehls wurde im Unter-
richt bewusst ausgeklammert (vgl. Kapitel 4.1.5). Der Befehl wird im Unterrichtskonzept
als Abbildung realer Zufallsgeneratoren eingefiihrt, z. B. in Analogie zur Miinze und zum
Wiirfel.

Mit der genannten Fragestellung soll untersucht werden, welche Sicht die Schiilerinnen
und Schiiler von dem Zufallsgenerator in FATHOM entwickelt haben.

Fast alle Schiilerinnen und Schiiler haben ,,Genauso* angekreuzt. Nur eine Antwort
weicht hiervon ab mit folgender intelligenten Begriindung:

, FATHOM kann sich merken, ob 5x W geworfen wurde oder nicht. Es konnte daher sein,
dass Z wahrscheinlicher ist als W. “

Es zeigt sich, dass fast alle Schiilerinnen und Schiiler die gewihlte Einfithrung des Zu-
fallsgenerators zufallswahl () akzeptieren. Die Funktionsweise wird von Schiilerseite
nicht problematisiert. Die Schiilerinnen und Schiiler gehen offenbar davon aus, dass sich
das Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels durch diesen Zufallsgenerator realititsgetreu
nachbilden lédsst. Eine Problematisierung der Funktionsweise der Zufallsgeneratoren ist
somit fiir die Verwendung von Simulationen im Mathematikunterricht nicht notwendig.
Die Behandlung kann bei Interesse im spiéteren Verlauf des Kurses erfolgen.

Aufgabe 5

5. An einem groBen Krankenhaus werden durchschnittlich jede Woche etwa 90 Kinder geboren. An ei-
nem kleinen Krankenhaus werden durchschnittlich jede Woche etwa 40 Kinder geboren. An welchem
Krankenhaus ist es wahrscheinlicher, dass in einer Woche mehr als 65% der geborenen Kinder Jungen

sind?

D Am groBlen Krankenhaus D Am kleinen Krankenhaus
D An beiden gleich wahrscheinlich D Weil} ich nicht
Begriindung:

Die richtige Antwort lautet ,,Am kleinen Krankenhaus®. Das Ergebnis lédsst sich begriin-
den anhand folgender Uberlegung: Bei 90 Kindern liegt der relative Anteil an Jungenge-
burten typischerweise eher in der Nidhe von p = 0,5 als bei 40 Kindern. Daher ist es bei 40
Kindern wahrscheinlicher, dass man eine Abweichung von mehr als 65% Jungengeburten
hat. Diese Uberlegung entspricht einer Anwendung des Gesetzes der groBen Zahl auf
n=40und n = 90.

Es handelt sich um eine Aufgabe zum intuitiven Verstdndnis des Gesetzes der gro3en
Zahl. Die Aufgabenstellung wurde wiederholt in psychologischen Studien eingesetzt. Die
Untersuchungen haben gezeigt, dass es Schiilerinnen und Schiilern schwer fillt, diesen
komplexen Typ von Aufgaben intuitiv zu 16sen und die mathematische Struktur auf @hn-
liche Kontexte zu iibertragen (Kahneman und Tversky 1972; Sedlmeier und Gigerenzer
1997). Das Gesetz der grolen Zahl wird im Simulationsvorkurs explizit thematisiert und
tritt wiederholt in Verbindung mit der Abschidtzung von Wahrscheinlichkeiten iiber rela-
tive Haufigkeiten auf. Die Aufgabe verlangt einen flexiblen Umgang mit dem Gesetz der
groBen Zahl. Die Aufgabe ist von der Struktur her dhnlich zur Multiple-Choice-Test-
Aufgabe, die als Einfithrungsaufgabe in den Simulationsvorkurs ausfiihrlich besprochen
wird (vgl. Kapitel 4.4.1).
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Fiir die richtige Beantwortung der Frage erhélt man einen Punkt, fiir die Begriindung bis
zu zwei Punkte (zur genaueren Bepunktung der Begriindungen vgl. Anhang, S. 311). Die
Ergebnisse sehen folgendermafen aus:

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
S5a) 1P 25% 66%
5b) 2P 11% 55%

Tab. 7.17: Durchschnittliche Losungsquote zu Aufgabe 5) im Eingangs- und im Ausgangstest in Prozent.

Im Eingangstest kreuzen 25% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an, 66%
entscheiden sich fiir die falsche Antwort ,,An beiden gleich wahrscheinlich®. Die durch-
schnittlich erreichte Punktzahl bei den Begriindungen betragt 11% von zwei erreichbaren
Punkten. Ein Viertel aller Schiilerinnen und Schiiler hat iiberhaupt keine Begriindung
angegeben.

Im Ausgangstest kreuzen 66% der Schiilerinnen und Schiiler die richtige Antwort an,
28% entscheiden sich fiir die falsche Antwort ,,An beiden gleich wahrscheinlich. Die
durchschnittlich erreichte Punktzahl bei den Begriindungen liegt bei 55% von zwei er-
reichbaren Punkten.

Die genaue Verteilung der Antworten auf die vier Auswahlmoglichkeiten von Ankreuzi-
tem 5a) ist in Abb. 7.12 zu sehen.

70% B66% B66%

60%

50%

40%

O Eingangstest
30% o504 28% @ Ausgangstest

20%

&°
10% % % 3%
% ,4|:h_,7

groBBes KH kleines KH dleich weif3 nicht
wahrscheinlich '

Abb. 7.12:Verteilung der Antworten auf die vier verschiedenen Auswahlmoglichkeiten des Ankreuzitems
5a). Die richtige Antwort lautet ,,Am kleinen Krankenhaus“.

Wie sehen die Schiilerbegriindungen aus?

Zu der richtigen Antwort ,,Am kleinen Krankenhaus* gibt es zwei inhaltlich korrekte Be-
griindungskategorien kG und kM sowie eine inhaltlich unvollstindige Begriindungskate-
gorie kKA:

e Kategorie kG: Es wird iiber das Gesetz der groen Zahl argumentiert.

e Kategorie kM: Verweis auf die Analogie zur Multiple-Choice-Test-Aufgabe im Un-
terricht.

e Kategorie kA: Es wird iiber die Unterschiede der absoluten Abweichung der mehr als
65% Geburten von den 50% Geburten im groBen und im kleinen Krankenhaus argu-
mentiert.
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Beispiele fiir die Kategorie kG:

., Bei mehr Geburten ist es wahrscheinlich ausgeglichener, also 50% Jungen. “ (Eingangs-
test)

Diese Begriindung zielt darauf ab, dass sich der Anteil der Jungen und der Mddchen mit
zunehmender Anzahl an Geburten angleicht. Mit zunehmender Anzahl an Geburten na-
hert man sich den 50% Jungengeburten. Damit hat man bei weniger Geburten eine grof3e-
re Wahrscheinlichkeit fiir ,,mehr als 65% Jungen*.

»Das Verhdltnis von Jungen und Mddchen ist allgemein gleich. Je mehr Geburten be-
trachtet werden, umso eher pendelt es sich bei 1:1 ein. Werden weniger Geburten be-
trachtet, umso wahrscheinlicher ist es, dass sich das Verhdltnis in eine Richtung ver-
schiebt. Deshalb ist es im kleinen Krankenhaus wahrscheinlicher.* (Ausgangstest)

Bei diesem Beispiel wird ebenfalls iiber das Gesetz der grolen Zahl argumentiert. Die
Begriindung ist genauer als das vorherige Beispiel aus dem Eingangstest.

Beispiel fiir die Kategorie kM:

»Man kann diese Aufgabe mit dem Multiple-Choice-Test vergleichen. Je mehr Fragen
(Kinder) es gibt, desto wahrscheinlicher ist es, dass sich die zufdllig richtig geratenen
Antworten (Jungen) bei 50% anhdufen. Deshalb nimmt man den Fragebogen mit weniger
Fragen bzw. das Krankenhaus mit weniger Kindern.* (Ausgangstest)

Bei diesem Begriindungstyp wird die Problemstellung auf die bekannte Testaufgabe zu-
riickgefiihrt. Diese Begriindungskategorie kann erst im Ausgangstest auftreten. In dem
angegebenen Beispiel wird zusitzlich iiber das dahinter liegende Gesetz der groflen Zahl
argumentiert.

Beispiel zur Begriindungskategorie kA:

,05% wiiren im kleinen Krankenhaus 26 im grofien 58 Jungen. Da die Wahrscheinlich-
keit eigentlich 50% ist, liegen 26 ndher bei 20 (50% von 40) als 58 bei 45.“ (Ausgangs-
test)

Hier wird dariiber argumentiert, dass die absolute Abweichung zwischen 50% der Gebur-
ten und 65% der Geburten am groB3en Krankenhaus groBer ist und eine Abweichung von
iber 65% daher am groferen Krankenhaus unwahrscheinlicher ist. Diese Kategorie von
Begriindungen klingt plausibel, ist aber nicht korrekt, da die Anderung der statistischen
Streuung bei der Vergroflerung der Stichprobe nicht beriicksichtigt wird.

Zu den falschen Antworten ,,An beiden gleichwahrscheinlich erhilt man vorwiegend die
Begriindungskategorie bP:

e Kategorie bP: Es wird argumentiert, dass die Grof3e des Krankenhauses und damit die
Anzahl der Geburten keinen Einfluss hat, da es sich um eine Angabe in Prozent also
um einen relativen Anteil handelt.

Beispiele fiir die Kategorie bP:

,Damit an einem der Krankenhduser 65% Jungen geboren werden konnen, miissten je-
weils 15% Abweichung zum Durchschnitt vorhanden sein. Dabei ist es egal, wie viele
Kinder geboren werden. “ (Eingangstest)

, Es ist egal wie oft, die Wahrscheinlichkeit betrdgt immer 50%, wenn es sich nun hduft,
ist es Zufall, und da die 65% Prozente sind, ist die Anzahl auch egal. “ (Eingangstest)
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Die Hiufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.18
dargestellt. Auch Begriindungen, die aufgrund ungenauer oder unvollstindiger Formulie-
rungen Punktabziige erhalten, werden den genannten Begriindungskategorien zugeordnet.
Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schiiler.

Kategorie Eingangstest Ausgangstest
kG 9% 50%
kM 0% 9%
kA 3% 12%
bP 41% 12%
cre asche egrindung 47% 17%

Tab. 7.18: Haufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 5) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Im Eingangstest finden sich nur drei komplett richtige Begriindungen (9%). Diese sind
von der Kategorie kG und argumentieren wie im angegebenen Beispiel mit dem Gesetz
der groBen Zahl, ohne dieses so zu benennen. Uber 40% der Begriindungen sind von der
inhaltlich falschen Kategorie bP, hinzu kommen 47% weitere falsche oder fehlende Be-
griindungen.

Im Ausgangstest sind die Hilfte aller Begriindungen von der Kategorie kG, hinzu kom-
men drei Begriindungen der Kategorie kM (9%), welche auf die Analogie zur Multiple-
Choice-Test-Aufgabe im Unterricht verweisen. 12% der Begriindungen sind von der Ka-
tegorie KA. Der Anteil falscher Begriindungen der Kategorie bP oder weiterer falscher
bzw. fehlender Begriindungen liegt bei unter einem Drittel. Neben dieser deutlichen Er-
hohung des Anteils richtiger Begriindungen fillt auf, dass die Begriindungen im Aus-
gangstest wesentlich ausfiihrlicher sind als im Eingangstest.

Interpretation

Die Quote von 25% korrekter Antworten im Eingangstest deckt sich mit anderen Unter-
suchungen (vgl. Biehler und Maxara 2005). Es zeigt sich, dass die Mehrzahl der Schiile-
rinnen und Schiiler vor Beginn des Unterrichts keine passende Intuition fiir diese Aufgabe
hat. Es tiberwiegt die in vielen Zusammenhéngen richtige Intuition, dass bei der Betrach-
tung des relativen Anteils die absoluten Anzahlen keine Rolle spielen. Dieses ist im vor-
liegenden Beispiel allerdings falsch. Auch bei den richtigen Antworten gibt es nur drei
korrekte Begriindungen mit Hilfe des Gesetzes der gro3en Zahl.

Die Losungshiufigkeit von 66% im Ausgangstest ist angesichts der Ergebnisse anderer
Untersuchungen bei der Verwendung dieser Aufgabenstellung erfreulich. Die deutliche
Verbesserung im Vergleich zum Eingangstest ldsst sich verstehen in Verbindung mit dem
durchgefiihrten Unterricht: Zum einen wird am Einstiegsbeispiel ein strukturell dhnliches
Problem besprochen. Drei der Begriindungen beziehen sich direkt auf diese Analogie zum
Multiple-Choice-Test. In wie weit auch andere richtige Antworten auf die Behandlung
des strukturell dhnlichen Testproblems zuriickzufiihren sind, lédsst sich nicht sagen.

Die Mehrzahl der Begriindungen im Ausgangstest bezieht sich nicht auf diese Analogie
sondern argumentiert mit dem Gesetz der grolen Zahl. Das im Unterricht wiederholt be-
handelte und angewendete Gesetz der groflen Zahl wird hier korrekt zur Begriindung
verwendet. Das Gesetz der grolen Zahl wird im Simulationsvorkurs inhaltlich verkniipft
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mit den Faustregeln zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung von Simulationen
und mit dem Problem der Testaufgabe. Dies fiihrt dazu, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler das Gesetz der groBen Zahl nicht nur isoliert betrachten, sondern es auch in Anwen-
dungskontexten wieder erkennen konnen. Die Kombination der ausfiihrlichen Bespre-
chung des Gesetzes der grofen Zahl mit einer zur Krankenhausaufgabe dhnlichen Prob-
lemstellung scheint bei der Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler korrekte Intuitionen
stabilisiert oder aufgebaut zu haben.

Aufgabe 6

6. Eine Verbraucherzentrale behauptet, mindestens 50% aller in Deutschland lebenden Erwachsenen
besitzen eine digitale Fotokamera. Bei einer Befragung von 1000 zufillig ausgewihlten erwachsenen
Personen geben 489 an, eine digitale Fotokamera zu besitzen.

Ist die Behauptung damit widerlegt?
D ja D nein D weiB ich nicht
Begriindung:

Die richtige Antwort lautet ,,nein*. Hierfiir lassen sich zwei vollig unterschiedliche Be-
griindungen angeben:

Aus statistischer Sicht ldsst sich sagen, dass bei 1000 befragten Personen eine Abwei-
chung um 1,1 Prozentpunkte vom tatsdchlichen Wert aufgrund der statistischen Streuung
nicht ungewohnlich ist. Geben hingegen bei 10 000 befragten Personen 4890 Personen
an, eine digitale Fotokamera zu besitzen, so spricht das Ergebnis aus statistischer Sicht
bei einem Signifikanzniveau von & = 5% gegen die Aussage, dass mindestens 50% aller
erwachsenen Personen eine digitale Fotokamera besitzen’. Bei einer solchen Aussage
muss dann allerdings die Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% beriicksichtigt werden.

Als formal logische Begriindung kann man anfiihren, dass die angegebene Behauptung
erst dann mit Sicherheit widerlegt ist, wenn in einer Befragung tatsichlich mehr als die
Hilfte aller Deutschen angeben, keine digitale Fotokamera zu besitzen. Dafiir miissten
diese Personen auch alle (!) befragt werden. Nach dieser formal-logischen Argumentation
wiirde selbst ein Ergebnis von 1000 Personen ohne Digitalkamera unter 1000 befragten
Personen nicht die Behauptung widerlegen konnen, dass mindestens 50% aller erwachse-
nen Deutschen eine Fotokamera besitzen.

Die Aufgabe soll das intuitive Verstdndnis der Schiilerinnen und Schiiler zur statistischen
Streuung testen. Die statistische Streuung ist die Ursache dafiir, dass ein Ergebnis von
489 Personen ohne Digitalkamera unter 1000 befragten Personen auftreten kann, obwohl
in der Gesamtheit mindestens 50% der erwachsenen Deutschen eine Digitalkamera besit-
zen. Antworten Schiilerinnen und Schiiler bei Aufgabenteil 6a) mit ,,ja*, so zeigt dies ein
mangelndes Verstdndnis der statistischen Streuung. Bei den Begriindungen sollen die
statistischen Argumentationen Aufschluss geben iiber das intuitive Verstindnis zur Streu-
ung. Die formal-logischen Argumentationen sind inhaltlich korrekt, lassen aber keine
Riickschliisse auf das intuitive Verstindnis zur statistischen Streuung zu.

Im Unterricht des Simulationsvorkurses werden keine zur gestellten Aufgabe dhnlichen
Anwendungskontexte behandelt. Allerdings wird die statistische Streuung in Verbindung
mit der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten behandelt. In

* Wiihlt man als Hypothese Hy: p > 0,5, so kann man die Grenze des Akzeptanzbereichs iiber einen einseiti-
gen Hypothesentest ndherungsweise mit der 1,64 0-Umgebung bestimmen: 5000—1,64 0=4918. Der Wert
von 4890 Personen liegt darunter.



200 Kapitel 7 Auswertung der weiteren empirischen Untersuchungen

Verbindung mit dem Gesetz der groBen Zahl werden Faustregeln fiir die Genauigkeit ei-
ner Simulation bei 1000 bzw. 10 000 Wiederholungen erarbeitet (vgl. Kapitel 4.4.2). Fer-
ner taucht die statistische Streuung in Verbindung mit der Interpretation von Haufigkeits-
verteilungen auf, wie sie im Rahmen des Simulationsvorkurses wiederholt in FATHOM
erzeugt werden.

Fiir die richtige Beantwortung der Frage erhélt man einen Punkt, fiir die Begriindung bis
zu zwei Punkte (zur Bepunktung der Begriindungen vgl. Anhang, S. 312). Die Ergebnisse
sehen folgendermaB3en aus:

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
6a) 1P 84% 84%
6b) 2P 48% 70%

Tab. 7.19: Durchschnittliche Losungsquote zu Aufgabe 6) im Eingangs- und im Ausgangstest in Prozent.

Die richtige Antwort wird im Eingangs- wie im Ausgangstest von 84% der Schiilerinnen
und Schiiler angegeben. Im Eingangstest werden bei den Begriindungen durchschnittlich
48%, im Ausgangstest durchschnittlich 70% der zwei moglichen Punkte erreicht.

Wie sehen die Schiilerbegriindungen aus?

Zu der richtigen Antwort ,,nein“ treten verschiedenartige Begriindungskategorien auf.
Hierbei handelt es sich bei den statistischen Begriindungskategorien R_Anz, G und F um
inhaltlich korrekte Argumentationen. Die weiteren statistischen Begriindungskategorien
R_rel und S sind inhaltlich unvollstindig oder teilweise fehlerhaft:

e Kategorie R_Anz: Statistische Argumentation iiber die mangelnde Représentativitit
aufgrund einer zu geringen Stichprobenanzahl.

e Kategorie G: Statistische Argumentation iiber das Gesetz der grofSen Zahl.

e Kategorie F: Statistische Argumentation iiber die Schwankung statistischer Ergebnis-
se verbunden mit den im Unterricht erarbeiteten Faustregeln.

e Kategorie R_rel: Statistische Argumentation iiber die mangelnde Reprisentativitit
aufgrund einer zu geringen Stichprobenanzahl relativ zur Gesamtbevolkerung von 80
Mio. Einwohnern.

e Kategorie S: Statistische Argumentation iiber die geringe Abweichung von nur 1,1
Prozentpunkten ohne Beriicksichtigung des Stichprobenumfangs.

e Kategorie Log: Formal logische Argumentation: Man miisste alle Personen in
Deutschland befragen, um die Behauptung sicher widerlegen zu kénnen.

Beispiele fiir die Kategorie R_Anz:

., Eine wissenschaftlich anerkannte Studie/Befragung gilt (glaube ich, hab’s vergessen)
erst ab einer Befragtenzahl von 10 000. Dann ist die Befragung reprdsentativ.“ (Ein-
gangstest)

, 489 entsprechen fast 50%. Auflerdem miisste man mehr Personen befragen, um ein re-
prdsentatives Ergebnis zu bekommen. “ (Eingangstest)

Diese Begriindungen argumentieren iiber eine mangelnde Reprisentativitat der Stichpro-
be, da die Anzahl 1000 der befragten Personen zu gering sei. In einigen Fillen wird hier
zusitzlich auf die geringe Abweichung zwischen 48,9% und 50% hingewiesen.
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Beispiel fiir die Kategorie G:

,» Dafiir dass nur 1000 Leute befragt worden sind, ist das Ergebnis ziemlich genau. Je
mehr Leute man befragt, umso mehr ndhert man sich dem wirklichen Ergebnis. (Aus-
gangstest)

Diese Begriindung kann man so interpretieren, dass bei einer tatsdchlichen Quote von
50% das Ergebnis einer Befragung nach dem Gesetz der groen Zahl umso néher bei 50%
liegt, je mehr Personen man befragt. Bei 1000 Personen stellt die relative Haufigkeit von
48,9% keine ungewohnliche Abweichung dar.

Beispiel fiir die Kategorie F:

,, Es ist immerhin ein ,, Zufallsexperiment*, ,, Zufallsbefragung “. D. h. das Ergebnis kann
durchaus von der wahrscheinlichen Hdufigkeit abweichen. Zudem wurden 1000 Personen
befragt. Dies bedeutet, es gibt meist eine Abweichung von 2-3% von der wahrscheinli-
chen Hdaufigkeit. “ (Ausgangstest)

Dieser Begriindungstyp argumentiert iiber die im Unterricht fiir 1000 Simulationswieder-
holungen erarbeitete Faustregel zur Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung. Die
Genauigkeitsschitzung fiir Simulationen wird hier auf das Problem der Streuung im An-
wendungskontext der Produktbefragung iibertragen. Diese Begriindungskategorie kann
erst im Ausgangstest auftreten.

Beispiele fiir die Kategorie R_rel:

»Es waren zwar nur 48,9%, aber 1000 fiir 80 Mio. Einwohner ist nicht reprdsentativ‘
(Eingangstest)

,,Die Anzahl der Befragten reicht nicht aus, um dies zu widerlegen. Von den 80 Mio. Er-
wachsenen in Deutschland miissten mehr als 1000 befragt werden, um dies zu bestdtigen.
Auflerdem ist die Differenz zwischen den 50% und den 489 Personen lediglich 1,1%.*
(Eingangstest)

Bei diesem Begriindungstyp wird die Anzahl der befragten Personen im Verhiltnis zur
Gesamtpopulation betrachtet. Je ungleicher dieses Verhiltnis ist, als desto weniger repri-
sentativ wird die Umfrage angesehen. Dies ist eine typische Fehlvorstellung in Bezug auf
die Interpretation von Befragungen. Bei einer ausreichend groflen Gesamtpopulation
hingt die Reprisentativitit der Befragung allein von der Anzahl der befragten Personen
ab. Die Konfidenzintervalle zu einer Befragung von 1000 Personen hingen nicht davon
ab, ob man eine Gesamtpopulation von 100 000, von 1 Mio. oder von 80 Mio. Personen
hat.

Beispiele zur Kategorie S:
,»48,9% sind fast 50%. ““ (Eingangstest)

, Dies ist ein reprdsentativer Wert, eine so geringe Abweichung ist akzeptabel. (Aus-
gangstest)

Die Begriindungen argumentieren alle iiber die geringe Abweichung von nur 1,1 Prozent-
punkten. Allerdings fehlt bei allen Antworten dieser Begriindungskategorie der Zusam-
menhang zur Stichprobengrofe.

Beispiele fiir die Kategorie Log:

, Es hdtten auch, bei einer anderen Befragung, 1000 von 1000 Personen zufillig eine
Digitalkamera haben konnen. “ (Eingangstest)
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, Um einen 100%igen Nachweis fiihren zu konnen, miisste man alle Deutschen befragen.
(Eingangstest)

Hierbei handelt es sich um Begriindungen im Sinn der oben bereits ausgefiihrten formal-
logischen Argumentation.

Zu den falschen Antworten ,,ja* erhdlt man vorwiegend die Begriindungskategorie E:

e Kategorie E: Es wird argumentiert, dass man eine relative Haufigkeit von 48,9% er-
halten habe und nicht von mindestens 50%. Die relative Hiufigkeit von 48,9% in der
Stichprobe wird auf die Gesamtheit iibertragen.

Die Hiaufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.20
dargestellt. Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schii-
ler.

Kategorie Eingangstest Ausgangstest
R_Anz 19% 28%
G 0% 9%
F 0% 19%
R_rel 13% 9%
S 25% 9%
Log 22% 9%
E 9% 3%
cre alsche Begrindung 12% 14%

Tab. 7.20: Hdufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 6) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Im Eingangstest argumentieren 19% der Schiilerinnen und Schiiler korrekt iiber die Re-
prasentativitit der Befragung in Verbindung mit dem Stichprobenumfang (R_Anz), 25%
verweisen auf die geringe Abweichung von 1,1 Prozentpunkten ohne eine Verbindung zur
StichprobengréBe herzustellen (S), bei 13% zeigt sich die Fehlvorstellung der mangeln-
den Reprisentativitiat aufgrund des geringen Stichprobenumfangs relativ zur Gesamtbe-
volkerung (R_rel). Dieses sind alles statistische Begriindungen. Die formal-logische Ar-
gumentation Log wird von 22% der Befragten gewihlt. 9% der Befragten iibertragen den
relativen Anteil in der Stichprobe auf die Gesamtbevolkerung (E). Diese 9% der Antwor-
ten deuten auf eine vollig fehlende Intuition zur stochastischen Streuung hin.

Im Ausgangstest tauchen weiterhin alle genannten Begriindungstypen auf. Die Begriin-
dungen werden ausfiihrlicher. Die Anzahl der wenig aussagekriftigen Antworten der Ka-
tegorie S und der formal-logischen Argumentation Log geht deutlich zuriick. Auch die
Anzahl der Begriindungen der Kategorie R_rel mit der beschriebenen Fehlvorstellung zur
Reprisentativitit einer Stichprobe reduziert sich. Dafiir erhoht sich der Anteil der korrek-
ten Begriindungen der Kategorie R_Anz. Die Mehrzahl dieser Begriindungen verweist im
Ausgangstest auch auf die geringe Abweichung zwischen 48,9% und 50%. Im Ausgangs-
test kommen zwei inhaltlich korrekte Begriindungskategorien hinzu, welche auf die Un-
terrichtsinhalte des Simulationsvorkurses zuriick gehen: 19% der Begriindungen beziehen
sich nun explizit auf die im Simulationsvorkurs erarbeiteten Faustregeln zur Genauigkeit
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(Kategorie F), 9% der Begriindungen argumentieren mit dem Gesetz der groflen Zahl
(Kategorie G). Die falsche Ubertragung des relativen Anteils in der Stichprobe auf die
Gesamtbevolkerung (Kategorie E) tritt nur noch einmal auf.

Interpretation

Die Losungsquote dieser Aufgabe ist bereits im Eingangstest sehr hoch. Es gibt nur einen
kleinen Anteil von 16% der Schiilerinnen und Schiiler, die bei dieser Aufgabenstellung
iberhaupt keine Vorstellung zur statistischen Streuung aktivieren konnen. Die anderen
84% begriinden ihre Antwort liberwiegend mit statistischen Argumentationen. 22% der
Schiilerinnen und Schiiler verwenden das formal-logische Argument Log.

Im Ausgangstest bleibt die Losungsquote auf hohem Niveau unverindert. Bei einer ge-
nauen Betrachtung der Begriindungen zeigt sich deutlich der Einfluss des Simulations-
vorkurses: Die Grofle der Stichprobe wird viel hdufiger genannt, in den meisten Fillen in
Verbindung mit einem Hinweis auf die nur geringe Abweichung von 1,1 Prozentpunkten.
Insbesondere die Ubertragung der Faustregeln fiir die Genauigkeit der Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten iiber Simulationen auf den ungewohnten Anwendungskontext stellt
einen anspruchsvollen Transfer dar, der in sechs Begriindungen gelingt. Der Begriin-
dungstyp iiber das Gesetz der groen Zahl kommt ebenfalls neu hinzu. Die Vorstellung
der Schiilerinnen und Schiiler von der statistischen Streuung hat sich im Rahmen des Si-
mulationsvorkurses verbessert. Bei den Ergebnissen kann man deutlich den Einfluss der
Behandlung des Gesetzes der groen Zahl in Verbindung mit Simulationen erkennen.

Aufgabe 7 und Aufgabe 8

7. In einem Gefdl} befinden sich drei schwarze und zwei rote Kugeln. Man zieht ohne Hinsehen eine Ku-
gel. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man eine schwarze Kugel zieht (mit Begriindung).

8. In einem Eimer mit 500 Losen befinden sich 4 Hauptgewinne und zusitzlich 16 weitere Gewinne.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man beim einmaligen Ziehen einen Hauptgewinn erhilt
(mit Begriindung).

Beide Aufgaben sollen das Grundwissen zur Laplace-Wahrscheinlichkeit testen. Die erste
Aufgabe ist von den gewihlten Zahlen her sehr einfach, die zweite Aufgabe ist etwas
schwieriger, da mit groleren Zahlen gearbeitet wird und ferner die zum Losen iiberfliissi-
ge Zusatzinformation iiber die 16 weiteren Gewinne gegeben wird.

Laplace-Experimente werden im Unterricht zusammen mit den Begriffen Ergebnisraum,
Ereignis und Laplace-Wahrscheinlichkeit an einem Beispiel behandelt (vgl. Kapitel
4.4.3). Eine Vertiefung findet nicht statt.

Auf beide Aufgaben gibt es jeweils zwei Punkte. Die volle Punktzahl bekommt man,
wenn auch eine kurze Begriindung der Losung oder die Rechnung angegeben wird. Die
Ergebnisse sehen folgendermallen aus:

durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
7 2P 80% 94%
8 2P 64% 89%

Tab. 7.21: Durchschnittliche Losungsquote der Aufgaben 7) und 8) im Eingangs- und im Ausgangstest in
Prozent.
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Bei Aufgabe 7) werden im Eingangstest durchschnittlich 80% und im Ausgangstest 94%
von jeweils 2 moglichen Punkten erreicht. Bei Aufgabe 8) werden im Eingangstest durch-
schnittlich 64% und im Ausgangstest 89% von jeweils 2 moglichen Punkten erreicht.

Bei der Losung beider Aufgaben fillt auf, dass die Schiilerinnen und Schiiler drei ver-
schiedene Darstellungsarten fiir die Wahrscheinlichkeit wihlen: Die Darstellung der
Wabhrscheinlichkeit als Bruch, die Darstellung der Wahrscheinlichkeit als Prozentzahl und
die Darstellung der Wahrscheinlichkeit als Chance. Bei vielen Antworten werden zwei
der drei Darstellungsarten parallel verwendet. Beispiele von Aufgabe 7) aus dem Ein-
gangstest sehen folgendermal3en aus:

,00% Es gibt 5 Kugeln, daher betrigt die Wahrscheinlichkeit, eine dieser Kugeln zu
ziehen 1/5 = 20%, da es drei schwarze gibt ist die Chance 3*1/5=3/5=60% “

»3:2, 100/5=20, 20*3 = 60, schwarze Kugel 60%, rote Kugel 40% “

Im ersten Beispiel sieht man die Darstellung als Prozentzahl und als Bruch. Im zweiten
Beispiel sieht man die Darstellung als Chance und als Prozentzahl. Bei der Umrechnung
der Chance in die Prozentzahl tritt vereinzelt eine falsche Umrechnung auf:

. Es besteht eine Wahrscheinlichkeit von 3:2, dass ich einen schwarzen Ball ziehe. Also
bei 66,6% “ (Eingangstest)

Darstellung der Wahrscheinlichkeit in Aufgabe 7)

0.90 0,81
0,80
0,70
0,60
0,50 -
0,40
0,30 +——
0,20 +—
0,10 +——
0,00

0,72

0,47

o Eingangstest
0,31 @ Ausgangstest

0,06
‘ ‘ | .
Anteil/Bruch Prozent Chance

Abb. 7.13:Der relative Anteil der Antworten mit den verschiedenen Darstellungsarten Anteil/Bruch, Pro-
zentzahl und Chance fiir die Wahrscheinlichkeit bei Aufgabe 7) im Eingangs- und im Ausgangs-
test. Antworten mit mehr als einer Darstellungsart werden mehrfach gezdhlt.

Bei Aufgabe 7) tritt im Eingangstest in 38% der Antworten die Darstellung als Anteil
bzw. als Bruch auf, in 72% als Prozentzahl und in 31% als Chance. Da in vielen Antwor-
ten mehrere Darstellungsarten gewihlt werden, ist die Summe der drei Anteile groBer als
100%. Im Ausgangstest wird in 81% der Antworten die Darstellung als Anteil/Bruch ge-
wihlt, in 47% als Prozentzahl und in 6% als Chance. Sowohl im Eingangs- wie im Aus-
gangstest gibt es kaum fehlerhafte Antworten.
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Darstellung der Wahrscheinlichkeit in Aufgabe 8)
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Abb. 7.14:Der relative Anteil der Antworten mit den verschiedenen Darstellungsarten Anteil/Bruch, Pro-
zentzahl und Chance fiir die Wahrscheinlichkeit bei Aufgabe 8) im Eingangs- und im Ausgangs-
test. Antworten mit mehr als einer Darstellungsart werden mehrfach gezdahlt.

Bei Aufgabe 8) tritt im Eingangstest in 38% der Antworten die Darstellung als Anteil
bzw. als Bruch auf, in 59% als Prozentzahl und in 25% als Chance. Im Ausgangstest wird
in 88% der Antworten die Darstellung als Anteil/Bruch gewihlt, in 53% als Prozentzahl
und in 3% als Chance.

Es zeigt sich, dass die Darstellung als Chance in Aufgabe 8) iiberwiegend zu falschen
Ergebnissen fiihrt. Statt der korrekten Chance von 4:496 wird in der Mehrzahl der Fille
eine fehlerhafte Chance von 4:500 angegeben.

Betrachtet man im Ausgangstest die Losungen genauer, so sieht man, dass sowohl in
Aufgabe 7) als auch in Aufgabe 8) in etwa einem Dirittel der Losungen der im Unterricht
eingefiihrte Laplace-Formalismus verwendet wird. Dieser tritt auf in Kombination mit der
Bruchdarstellung der Wahrscheinlichkeit. Typische Losungen sehen folgendermal3en aus:

,S={S,S,S,R,R} 3s, 2r, Laplace: 2/5=40% Wahrscheinlichkeit, mit der man eine rote
Kugel zieht* (Ausgangstest, Aufgabe 7.)

»5={1,...,500}, E={1,2,3,4}, P(E) =< =15 “ (Ausgangstest, Aufgabe 8.)

Interpretation:

Die durchschnittliche Losungsquote von Aufgabe 7) ist bereits im Eingangstest mit 80%
von 2 moglichen Punkten sehr hoch und steigert sich im Ausgangstest nochmals auf 94%
der Punkte. Diese einfache Aufgabe zur Laplace-Wahrscheinlichkeit bereitet den Schiile-
rinnen und Schiilern offensichtlich wenige Probleme.

Die etwas schwierigere Aufgabenstellung 8) fithrt im Eingangstest mit durchschnittlich
64% von 2 moglichen Punkten zu einem schlechteren Ergebnis als Aufgabe 7). Hierzu
tragen insbesondere die falschen Losungen in Verbindung mit der Darstellung der Wahr-
scheinlichkeit als Chance bei. Im Ausgangstest ist das Ergebnis mit 89% der Punkte dhn-
lich gut wie bei Aufgabe 7). Die Verbesserung lésst sich auf die Einfiihrung des Laplace-
Formalismus im Simulationsvorkurs zuriickfiihren. Besonders deutlich zeigt sich dies an
dem Dirittel an Schiilerlosungen, bei dem der Laplace-Formalismus explizit aufgeschrie-
ben wird.

Die guten Ergebnisse dieser beiden einfachen Aufgaben zur Laplace-Wahrscheinlichkeit
decken sich mit der Analyse der Unterrichtsbeobachtungen bei der Einfithrung der Lapla-
ce-Wabhrscheinlichkeit. Der Eingangstest zeigt, dass ein grundlegendes Verstindnis fiir
Laplace-Versuche bei den meisten Schiilerinnen und Schiilern bereits vor Beginn des Si-
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mulationsvorkurses vorhanden war. Dies erklirt die problemlose Einfithrung der Laplace-
Wahrscheinlichkeit in der siebten Stunde des beschriebenen Unterrichts (vgl. Kapitel
6.3.3). Die Sicherheit im Umgang mit einfachen Laplace-Experimenten konnte durch den
Simulationsvorkurs nochmals erhoht werden.

Sowohl in Aufgabe 7) wie auch in Aufgabe 8) zeigt sich im Eingangstest, dass die Schii-
lerinnen und Schiiler vor dem Simulationsvorkurs mit sehr unterschiedlichen Darstel-
lungsarten der Wahrscheinlichkeit gearbeitet haben. Insbesondere der relativ geringe An-
teil an Antworten, welche die Bruchdarstellung verwenden (38%), und der fiir einen Leis-
tungskurs Mathematik in der Jahrgangsstufe 12 relativ hohe Anteil an Antworten, welche
die Darstellung als Chance verwenden (ca. 30%), weisen darauf hin, dass das Bild der
Schiilerinnen und Schiiler zum Wahrscheinlichkeitsbegriff kaum von schulischen Vorer-
fahrungen geprigt ist. Dies bestitigt die Ergebnisse der Befragung zu den schulischen
Vorerfahrungen im Eingangstest (vgl. Kapitel 7.2.1).

Im Ausgangstest wandelt sich dieses Bild deutlich: Bei beiden Aufgaben iiberwiegt nun
mit iber 80% die Darstellung der Wahrscheinlichkeit als Anteil bzw. als Bruch, in etwa
der Hilfte aller Fille tritt die Darstellung als Prozentzahl auf.

Das Konzept der Chance fiir die Darstellung der Wahrscheinlichkeit erweist sich im Ein-
gangstest hiufig als Fehlerquelle. Im Anschluss an den Simulationsvorkurs wird dieses
Konzept kaum noch verwendet.

Aufgabe 9

Aufgabe 9 behandelt die experimentelle Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber eine
Versuchsreihe. Die Grundlage hierfiir ist der frequentistische Zugang zur Wahrschein-
lichkeit.

Die Fragestellung im Eingangstest lautet:

Wie kann man beim Werfen einer Reilzwecke die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der die Reilzwecke
auf ihren Kopf fallt?

Die Fragestellung im Ausgangstest lautet:

In der Grundschule basteln die Schiiler einen Wiirfel. Wie kann man bei einem solchen selbst gebastelten
Wiirfel die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, dass eine ,,6 geworfen wird?

Der frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeit wird im Simulationsvorkurs ausfiihr-
lich besprochen und bei den Computersimulationen wiederholt verwendet. Das Beispiel
der ReiBzwecke wird explizit als Gegenbeispiel zur Laplace-Wahrscheinlichkeit behan-
delt: Im Unterricht wurde diskutiert, dass der Laplace-Ansatz zur Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit beim ReiBBzweckenbeispiel nicht geeignet ist. Als Alternative wurde der
frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeitsbestimmung iiber das mehrfache Werfen
der ReiBzwecke vorgeschlagen. Praktisch durchgefiihrt wurde das Experiment nicht (vgl.
Kapitel 6.3).

Da das Rei3zweckenbeispiel im Unterricht verwendet wurde, muss im Ausgangstest ein
anderes Beispiel herangezogen werden. Hier wird das Beispiel eines in der Grundschule
von Schiilern selbst gebastelten Wiirfels verwendet. Da dieses Beispiel durch den Situati-
onskontext schwieriger ist als das ReiBzweckenbeispiel, sind die beiden Aufgaben nicht
direkt miteinander vergleichbar. Beide Aufgaben werden quantitativ und qualitativ aus-
gewertet. Insbesondere die quantitativen Ergebnisse konnen allerdings nicht direkt ge-
geniibergestellt und miteinander verglichen werden.
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Das Reifszweckenbeispiel im Eingangstest

Um bei einer Reilzwecke die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Kopf* zu bestimmen, kann man
eine lange Versuchsreihe durchfiihren und die relative Héufigkeit fiir das Auftreten von
,,Kopf* nach dem Gesetz der groen Zahl als Schitzwert der Wahrscheinlichkeit benut-
zen. Physikalische Uberlegungen fiihren bei diesem Beispiel praktisch nicht zum Ziel.

Fiir die richtige Beantwortung der Frage erhélt man zwei Punkte (zur Bepunktung der
Antworten vgl. Anhang S. 313). Im Mittel werden 0,84 Punkte erreicht, das entspricht
42% von 2 Punkten.

Wie sehen die Schiilerantworten aus?
Im Eingangstest treten die folgenden Antwortkategorien auf:

e Kategorie F: Experimentelle Bestimmung der Wahrscheinlichkeit auf der Grundlage
des frequentistischen Ansatzes.

e Kategorie Ph: Physikalische Argumentation.
e Kategorie L: Argumentation iiber einen falschen Laplace-Ansatz.
Beispiele fiir die Kategorie F:

»Man kann Versuche machen und den prozentualen Anteil der Wahrscheinlichkeit, dass
die Reifizwecke auf den Kopf fdllt, festhalten. Nach einigen Versuchen kann man den
Durchschnitt der Wahrscheinlichkeit errechnen. “

»Ausprobieren!! Durch Werfen und Strichliste fiihren bestimmen.
., Mit Experimenten.

In der ersten Antwort wird zwar der Begriff der Wahrscheinlichkeit zweimal falsch ver-
wendet. Hiervon abgesehen zeigt sich allerdings, dass der experimentelle Zugang ver-
standen ist. Eine korrigierte Version der Antwort konnte lauten: Man kann Versuche ma-
chen und den prozentualen Anteil dafiir festhalten, dass die Reifszwecke auf den Kopf
fallt. Nach einigen Versuchen kann man die Wahrscheinlichkeit schdtzen.

Die beiden anderen Antworten verweisen auch auf das Experimentieren, allerdings ist die
Erlduterung der Vorgehensweise deutlich kiirzer, insbesondere wird nichts zu den notigen
Berechnungen gesagt.

Beispiel fiir die Kategorie Ph:

,»Man miisste die Aufliege-Fldche der Reifizwecke berechnen und das Gewicht an ver-
schiedenen Stellen betrachten. Dann kann man die Wahrscheinlichkeit berechnen. “

In dieser Antwortkategorie wird ein physikalischer Ansatz vorgeschlagen. Obgleich phy-
sikalische Uberlegungen bei diesem Beispiel praktisch nicht zum Ziel fithren, wird bei
diesen Antworten kein Zweifel an der Durchfiihrbarkeit der Berechnungen gedufert.

Beispiel fiir die (inhaltlich falsche) Kategorie L:
,,Sie kann nur auf dem Kopf oder woanders landen. 100%0,5=50%

Die Haufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.22
dargestellt. Auch Antworten mit ungenauen oder unvollstindigen Formulierungen werden
den genannten Begriindungskategorien zugeordnet. Die Prozentangaben beziehen sich
jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schiiler.
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Kategorie Eingangstest
F 41%
Ph 22%
L 12%
Fehlende oder weitere falsche Begriindung 25%

Tab. 7.22: Haufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 9) im Eingangstest.

41% der Schiilerinnen und Schiiler beschreiben mehr oder weniger ausfiihrlich den fre-
quentistischen Ansatz F, 22% geben einen (praktisch nicht durchfiihrbaren) physikali-
schen Ansatz an, 12% geben einen (falschen) Laplace-Ansatz an.

Das Beispiel des ,,gebastelten Wiirfels im Ausgangstest

Auch beim Beispiel des gebastelten Wiirfels lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir das
Werfen einer ,,Sechs* durch theoretische Uberlegungen nicht genau angeben. Durch
Symmetrieiiberlegungen kommt man beim idealen Wiirfel auf eine Wahrscheinlichkeit
von 16,7%, diese Wahrscheinlichkeit kann fiir den von kleinen Kindern gebastelten Wiir-
fel allerdings nur als grober Schitzwert angesehen werden. Physikalische Uberlegungen
filhren ebenfalls nicht zum Ziel. Wie bereits bei der ReiBBzwecke ldsst sich die Wahr-
scheinlichkeit iiber Versuchsreihen frequentistisch abschitzen.

Fiir die richtige Beantwortung der Frage erhilt man zwei Punkte (zur Bepunktung der
Begriindungen vgl. Anhang S. 313). Im Mittel werden 1,32 Punkte erreicht, das entspricht
66% von 2 Punkten.

Wie sehen die Schiilerantworten aus?
Im Eingangstest treten die folgenden Begriindungskategorien auf:

e Kategorie F: Experimentelle Bestimmung der Wahrscheinlichkeit auf der Grundlage
des frequentistischen Ansatzes.

e Kategorie S: Angabe der Wahrscheinlichkeit von 16,7% aufgrund von Symmetrie-
iberlegungen mit dem Zusatz, dass dieser Wert bei einem selbst gebastelten Wiirfel
eine grobe Niherung darstellt.

e Kategorie U: Verweis auf den unfairen Wiirfel, verbunden mit der Auffassung, dass
keine Wahrscheinlichkeit zu ermitteln ist.

Beispiele fiir die Kategorie F:

., Nur durch Ausprobieren, da es sein kann, dass der Wiirfel nicht absolut gleichmdflig ist,
also nicht fair gebaut ist, und so zu einer Zahl mehr neigt.

,»Man miisste mit diesem Wiirfel viele Wiirfe machen, um die Wahrscheinlichkeit zu be-
rechnen. Bei einem selbst gebastelten Wiirfel kann man davon ausgehen, dass es sich
nicht um einen fairen Wiirfel handelt. Es miissen daher viele Versuche durchgefiihrt wer-
den, um zu errechnen, wie oft die 6 vorkam und wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist.

,»Man wiirfelt einfach 10000mal. Die Anzahl der ,,6en* durch 10000 ergibt die Wahr-
scheinlichkeit — aber genau bestimmen ist unmoglich. Je Ofter man etwas macht, desto
mehr ndhert man sich der echten, wahren Wahrscheinlichkeit.

Alle drei Antworten geben das Experimentieren und damit den frequentistischen Zugang
zur Wahrscheinlichkeit als mogliches Vorgehen an. Hierbei erfolgt bei der ersten Antwort
keine, bei der zweiten Antwort eine unprizise (“viele Wiirfe) und bei der dritten Ant-
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wort eine genaue Beschreibung des Vorgehens. Zu den ersten beiden Antworten wird
begriindet, wieso iiberhaupt der experimentelle Zugang gewihlt werden muss. Dies ent-
spricht dem Vorgehen im Unterricht, wo bei dem Reiflzweckenbeispiel auch zunéchst
iber die Laplace-Annahme diskutiert wurde. Bei der dritten Antwort wird die Anwend-
barkeit des experimentellen Verfahrens iiber das Gesetz der grolen Zahl begriindet. Diese
dritte Antwort zeigt ein gutes Verstandnis der Anwendung des Gesetzes der gro3en Zahl
bei der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel fiir die Kategorie S:

»Man kann die Wahrscheinlichkeit nicht genau bestimmen. Trotzdem wird sie in etwa
16,67% betragen. Die Wahrscheinlichkeit betrigt nur dann 16,67%, wenn jede Seite des
Wiirfels identisch ist. Das wird bei selbst gebastelten Wiirfeln wohl nicht der Fall sein.

Bei dieser Antwortkategorie fiihrt die iibliche Symmetrieiiberlegung beim Wiirfel zur
Wahrscheinlichkeitsangabe von 16,7%. Allerdings wird stets hinzugefiigt, dass es sich
nur um eine grobe Schitzung handeln kann, da der Wiirfel selbst gebastelt ist.

Beispiel fiir die Kategorie U:

,»Die Wahrscheinlichkeit eine sechs zu wiirfeln ist nicht vorher zu sagen. Der Wiirfel ist
nicht fair, da Kinder den Wiirfel hochstwahrscheinlich auf einer Seite zusammen kleben.
Dort ist der Wiirfel schwerer und somit spielen mehrere physikalische Phdnomene eine
Rolle. Es ist kein Laplace-Versuch.

Bei dieser Antwortkategorie wird die Auffassung vertreten, dass man keine Wahrschein-
lichkeit bestimmen kann, da es sich um einen unfairen Wiirfel handelt. Die Moglichkeit
der experimentellen Wahrscheinlichkeitsbestimmung wird nicht in Betracht gezogen.

Die Hiufigkeit des Auftretens der verschiedenen Begriindungskategorien ist in Tab. 7.23
dargestellt. Auch Antworten mit ungenauen oder unvollstandigen Formulierungen werden
den genannten Begriindungskategorien zugeordnet. Die Prozentangaben beziehen sich
jeweils auf alle 32 Schiilerinnen und Schiiler.

Kategorie Eingangstest
F 63%
S 22%
U 12%
Fehlende oder weitere falsche Begriindung 3%

Tab. 7.23: Hdufigkeit des Auftretens der einzelnen Begriindungskategorien zu Aufgabe 9) im Ausgangstest.

Im Ausgangstest geben in der Antwortkategorie F 63% der Schiilerinnen und Schiiler den
experimentellen Zugang auf der Grundlage der frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbe-
stimmung an. 22% der Schiilerinnen und Schiiler geben in der Antwortkategorie S die
Wahrscheinlichkeit von 1/6 als groben Schitzwert an. Die 12% der Schiilerinnen und
Schiiler mit der Antwortkategorie U sehen keine Moglichkeit zur Bestimmung der ge-
suchten Wahrscheinlichkeit.

Interpretation

Im Eingangstest zeigt sich ein sehr gemischtes Bild: Der frequentistische Zugang wird
von 41% der Schiilerinnen und Schiiler vorgeschlagen. Ferner gibt es 22%, die mit einem
physikalischen Ansatz argumentieren, aber keinen konkreten Losungsweg angeben kon-
nen. Bei 12% der Schiilerinnen und Schiiler zeigt sich die Fehlvorstellung, einen Laplace-
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Ansatz wihlen zu konnen, bei den iibrigen Schiilerinnen und Schiilern finden sich weitere
falsche Antworten oder die Antworten fehlen vollig.

Bei der gednderten Fragestellung im Ausgangstest ist dieses Bild deutlich verdndert: Der
Anteil der Antworten, die den frequentistischen Zugang vorschlagen, hat sich auf 63%
erhoht. In diesen Antworten wird teilweise auf die Unzuléssigkeit der Laplace-Annahme
hingewiesen, sowie auf das Gesetz der groBen Zahl als Grundlage der frequentistischen
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten. Hier zeigt sich deutlich der Einfluss des Unter-
richts im Simulationsvorkurs.

22% der Schiilerinnen und Schiiler geben aufgrund der iiblichen Symmetrieiiberlegung
beim Wiirfel eine Wahrscheinlichkeit von 1/6 an, weisen aber darauf hin, dass dies nur
einen groben Schitzwert darstellen kann. Hierbei handelt es sich um eine sinnvolle Ar-
gumentation. Ein Hinweis auf die Moglichkeit des experimentellen Zugangs fehlt aller-
dings. 12% der Schiilerinnen und Schiiler geben an, dass man keine Wahrscheinlichkeit
bestimmen kann. Diese Schiilerinnen und Schiiler konnen den im Unterricht hdufig ange-
sprochenen frequentistischen Zugang zur Wahrscheinlichkeit bei diesem Beispiel eben-
falls nicht abrufen. Die Fehlvorstellung der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit iiber den
einfachen Laplace-Ansatz findet sich im Ausgangstest nicht mehr.

Aufgabe 10

10. Zur Verbesserung seiner Planung fiihrt ein Gastwirt Statistik: Er schreibt 150 Werktage lang genau auf,
wie viele Jagerschnitzel jeweils pro Tag bestellt werden.

Man betrachtet, an wie vielen Tagen (d. h. mit welcher Hiufigkeit) 0 Jigerschnitzel, 1 Jagerschnitzel, 2

Jagerschnitzel, 3 Jédgerschnitzel usw. bestellt |Héuﬁﬁ,ke-rt Fistogam
werden und trigt diese Hiufigkeiten grafisch als 2

Séaulen auf. Es ergibt sich die folgende Darstellung:

a) Was kann man aus der Sdule bei X = 10 i

ablesen?
. . .. . 10
b) An wie vielen Tagen wurden 6 Jagerschnitzel
bestellt? s
c) An wie vielen Tagen wurden 8 bis 10 Jager- S S
schnitzel bestellt? Anzahl_Jaegerschnitzel

d) Wie viele Jigerschnitzel wurden maximal an einem Tag bestellt? Kam dies an mehreren Tagen
vor?

Um sich die Arbeit wihrend der Essenszeit zu erleichtern, tiberlegt sich der Gastwirt aufgrund der ge-
fithrten Statistik, dass er demnichst jeden Tag 7 Jagerschnitzel vorbereitet, ohne zu wissen, wie viele
dann auch bestellt werden. Falls weniger als 7 Jagerschnitzel bestellt werden, so will er die iibrigen
Schnitzel als Spende an eine soziale Einrichtung geben.

e) In wie viel Prozent der 150 im Graphen betrachteten Tage hitte der Gastwirt nach der neuen Rege-
lung zu viele Jagerschnitzel gehabt? Begriinden Sie Thre Antwort.

f) Wie viele Jigerschnitzel hitte er in den 150 Tagen weggeben miissen, wenn er bereits tiglich 7 J&-
gerschnitzel vorbereitet hétte? Begriinden Sie Thre Antwort.

Die gesamte Aufgabenstellung ist in einen anschaulichen und leicht verstidndlichen An-
wendungskontext eingebettet. In Aufgabenteil a) muss die Sdulenhdhe bei X = 10 abgele-
sen und die Bedeutung der Sdule im Anwendungskontext verbalisiert werden. Eine mog-
liche Antwort wére: ,,An 17 Tagen werden 10 Jdgerschnitzel bestellt.” In Aufgabenteil b)
muss man die Hohe der Sdule bei X = 6 ablesen. Zur Losung von Aufgabenteil ¢) muss
man die Hohen der drei Sdulen von X = 8 bis X = 10 ablesen und die Werte addieren. Zur
Losung von Aufgabenteil d) muss man die Sédule ablesen, die sich auf der X-Achse ganz
rechts befindet.
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Die Aufgabenteile e) und f) sind in einen komplexeren Anwendungskontext eingebettet.
Diesen Anwendungskontext muss man mit der Interpretation des Histogramms verkniip-
fen. Zur Losung von Aufgabenteil e) muss man die Hohen der Sdulen betrachten, welche
zu X <7 gehoren, diese addieren und das Ergebnis in eine Prozentzahl umrechnen. Es
ergeben sich 13 Tage, dies entspricht 8,7%. Zur Losung von Aufgabenteil ) muss man
ausrechnen, wie viele Schnitzel an den Tagen mit weniger als sieben verkauften Schnit-
zeln insgesamt bestellt wurden. Hierfiir muss man bei jeder Séule, die zu X <7 gehort,
die Anzahl X der bestellten Schnitzel mit der Sdulenhohe als Héufigkeit multiplizieren
und diese Werte addieren. Man erhélt 59 Jagerschnitzel, die an den 13 Tagen mit weniger
als sieben Bestellungen verkauft wurden. Hitte der Wirt an jedem der 13 Tage sieben
Jigerschnitzel vorbereitet, so wiren dies 91 und damit 32 Jigerschnitzel zu viel gewesen.

Die Aufgabe soll das Verstidndnis der Schiilerinnen und Schiiler zum Ablesen und zur
Interpretation von Histogrammen testen. Hier wurde ein einfaches Beispiel mit der Klas-
senbreite 1 gewihlt, wie die Histogramme auch im Simulationsvorkurs und im weiteren
Kursverlauf der gymnasialen Oberstufe bei der Binomialverteilung verwendet werden.

Im Unterricht des Simulationsvorkurses werden Histogramme bereits in Verbindung mit
der Einfiihrungsaufgabe verwendet. Die Schiilerinnen und Schiiler zeichnen zwei
Histogramme zunichst selber (vgl. Kapitel 6.1.1). Im weiteren Verlauf des Simulations-
vorkurses tauchen die Histogramme wiederholt bei der grafischen Darstellung der bei den
Simulationen erzeugten Haufigkeitsverteilungen auf.

Das Begriffsverstindnis im Umgang mit Diagrammen und Graphen lésst sich nach Friel,
Curcio et al. (2001, S. 130) in drei Stufen einteilen: ,,Elementary (extract information
from data)“, ,,Intermediate (find relationships in the data), ,,Overall (move beyond the
data)“. In der ersten Stufe geht es allein um das Ablesen von Informationen, in der zwei-
ten Stufe um die Verbindung und die Interpretation der Informationen im Graphen, in der
dritten Stufe um Generalisierungen, Zusammenfassungen und Vorhersagen. Ahnliche
Einteilungen finden sich auch bei anderen Autoren (vgl. Bertin 1983; Carswell 1992).

Bei der vorgegebenen Testaufgabe liegt das bendtigte Begriffsverstindnis der Aufgaben-
stellungen a) bis d) auf der ersten Stufe. Hier miissen jeweils nur einfache Ablesungen
gemacht werden. Bei Aufgabenstellung ¢) miissen im Vergleich zu a) und b) mehrere
Sédulen abgelesen und die Werte addiert werden. Bei Aufgabenstellung d) muss die richti-
ge Sidule gefunden und dann abgelesen werden.

Bei den Aufgabenstellungen e) und f) liegt das Verstindnis zum Umgang mit
Histogrammen auf der zweiten Stufe. Hier miissen die Informationen aus dem Diagramm
iber geeignete Berechnungen kombiniert werden. Das Verstindnis der Anwendungssitua-
tion stellt in allen Aufgabenteilen eine Voraussetzung fiir den richtigen Umgang mit dem
Diagramm dar.

Die Aufgabenstellungen a) bis ¢) werden jeweils mit einem Punkt bewertet, die Aufga-
benstellungen d) bis f) jeweils mit bis zu zwei Punkten. Im Ein- und im Ausgangstest
zeigen sich folgende Ergebnisse:
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Abb. 7.15: Durchschnittliche Losungsquote der einzelnen Aufgabenteile von Aufgabe 10) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Im Eingangstest werden in Aufgabenteil a) 56%, in Teil b) 81%, in Teil c) 50%, in Teil d)
64%, in Teil e) 28% und in Teil f) 23% der Punkte erreicht. In allen Aufgabenteilen zu-
sammen werden durchschnittlich 47% der Punkte erreicht. Die geringe Losungsquote von
56% im einfachen Aufgabenteil a) ist auffillig. Hier zeigen sich bei etwa 20% der Ant-
worten Probleme in der Verbalisierung. So gibt es mehrere Antworten, die nur die Hohe
der Siule ,,17* angeben, aber nicht, was diese Sdule und der Wert bedeuten. In Aufgaben-
teil d) wird in 20% der Antworten die Anzahl der Tage weggelassen, obwohl die richtige
Sdule genannt ist. Bei Aufgabenstellung e) wird in etwa 45% der Antworten die korrekte
Anzahl der Tage berechnet, in der Mehrzahl dieser Antworten gelingt die Umrechnung in
den geforderten prozentualen Anteil allerdings nicht oder fehlt. Zwei Schiilerinnen und
Schiiler vertauschen durchgiingig in allen Aufgabenteilen die Bedeutung der beiden Ach-
sen.

Im Ausgangstest werden in Aufgabenteil a) 94%, in Teil b) 94%, in Teil c) 81%, in Teil
d) 80%, in Teil e) 52% und in Teil f) 41% der Punkte erreicht. In allen Aufgabenteilen
zusammen werden durchschnittlich 69% der Punkte erreicht. Die Verbalisierung in Auf-
gabenteil a) bereitet keine Probleme mehr. Die fehlende oder falsche Umrechnung der
Anzahl der Tage in einen Prozentanteil bei Aufgabenstellung e) tritt nur noch vereinzelt
auf. Es gibt noch einen Fall, in dem durchgéngig die Bedeutung der Achsen falsch herum
interpretiert wird.

Interpretation

Im Eingangstest zeigt sich ein gemischtes Bild. Die Schiilerinnen und Schiiler haben le-
diglich bei Aufgabenstellung b) kaum Probleme. Bei Aufgabenstellung a) gibt es Schwie-
rigkeiten mit der Verbalisierung der Bedeutung eines Histogrammbalkens, bei Aufgaben-
stellung c) scheint die gleichzeitige Beriicksichtigung mehrerer Histogrammbalken
Schwierigkeiten zu bereiten und bei Aufgabenstellung d) gelingt es einigen Schiilerinnen
und Schiilern nicht, die Hohe der korrekt gefundenen Sdule geeignet zu interpretieren.
Die Aufgabenstellungen e) und f) werden erwartungsgemall schwach bearbeitet.

Im Ausgangstest haben sich die Ergebnisse deutlich verbessert. In allen Aufgabenteilen a)
bis d) werden durchschnittlich mindestens 80% der Punkte erreicht. Auch bei den beiden
deutlich komplexeren Aufgabenteilen e) und f) liegt die durchschnittlich erreichte Punkt-
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zahl nun bei 52% bzw. 41%. Die Probleme bei Aufgabenteil ) mit der Umrechnung in
einen Prozentanteil haben deutlich abgenommen.

Den meisten Schiilerinnen und Schiilern bereitet das einfache Ablesen von Daten aus
Histogrammen wie auch die Verbalisierung der inhaltlichen Bedeutung der abgelesenen
Daten im Anschluss an den Simulationsvorkurs keine Probleme mehr. Etwa die Hilfte der
Schiilerinnen und Schiiler kommt auch mit den komplexen Aufgabenstellungen e) und f)
gut zurecht, deren Schwierigkeiten nicht allein im Umgang mit dem Diagramm sondern
auch im Verstdndnis des Anwendungskontextes liegen.

Aufgabe 11

11. Auf der Kirmes wird folgendes Gliicksspiel angeboten: Man dreht nacheinander das Gliicksrad I und
das Gliicksrad 1II. Das Glicksrad 1 zeigt mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 50% ,,schwarz®, das Gliicksrad II zeigt mit
einer Wahrscheinlichkeit von 25% ,,schwarz*. Man hat gewonnen,
wenn beide Gliicksrdder auf ,,schwarz* stehen geblieben sind.

a) Stellen Sie die Situation in einem Baumdiagramm dar.

b) Wihrend der Kirmes wird das Gliicksspiel von insgesamt I I
2000 Personen gespielt. Was kann man iiber die Anzahl der Personen sagen, die bei dem Gliicks-
spiel gewonnen haben (mit Begriindung)?

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der bei dem Gliicksspiel beide Gliicksrdader auf der
gleichen Farbe stehen bleiben (mit Begriindung).

Das Baumdiagramm in Aufgabenteil a) ldsst sich mit Wahrscheinlichkeiten oder mit ab-
soluten Héufigkeiten (z. B. ausgehend von den 2000 Personen aus Aufgabenteil b)) ange-
ben. Ein Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten sieht folgendermal3en aus:

[1] (]

0,25 schwarz

schwarz <
0,5 0,75 weiB

’

schwarz

0,5 0,25
wei <
0,75

weil

Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,zweimal schwarz* betrigt 0,125. Bei 2000 Personen auf der
Kirmes kann man mit ca. 250 Personen rechnen, die bei dem Gliicksspiel gewonnen ha-
ben. Die Wahrscheinlichkeit fiir die gleiche Farbe in Aufgabenteil c) betrigt 0,5. Je nach
Vorwissen kann man in den Aufgabenteilen b) und c) iiber absolute Héaufigkeiten argu-
mentieren oder Wahrscheinlichkeitsberechnungen in Verbindung mit den Pfadregeln
verwenden.

Mit dieser Aufgabe soll das Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler zu mehrstufigen
Zufallsversuchen und zu Baumdiagrammen untersucht werden. Baumdiagramme dienen
in der Schule als zentrales Visualisierungs- und Strukturierungsmittel mehrstufiger Zu-
fallsversuche, da hier der Ergebnisraum und die Wahrscheinlichkeitsverteilung gleichzei-
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tig dargestellt werden (vgl. Hefendehl-Hebeker 2003, S. 90 ff). Mehrstufige Zufallsversu-
che und Baumdiagramme werden gemill dem Lehrplan Mathematik des Landes Hessen
bereits in der Sekundarstufe I behandelt (Kultusministerium Hessen 2003).

Im Unterricht des Simulationsvorkurses werden mehrstufige Zufallsversuche und Baum-
diagramme nicht behandelt. Im Eingangstest konnten nur 3 Schiilerinnen und Schiiler ein
Baumdiagramm zeichnen. Dieser Aufgabenteil wurde im Ausgangstest nicht mehr ver-
langt.

Auf die Aufgabenstellungen b) und c) wird fiir die korrekte Losung jeweils ein Punkt
gegeben. Die Ergebnisse sehen folgendermal3en aus:

Durchschnittliche Losungsquote | Durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
11b) 1P 59% 66%
11c) 1P 28% 38%

Tab. 7.24: Durchschnittliche Losungsquote in den Aufgabenteilen 11b) und 11c) im Eingangs- und im Aus-
gangstest in Prozent.

Bei Aufgabenteil b) werden im Eingangstest durchschnittlich 59% und im Ausgangstest

durchschnittlich 66% der Punkte erreicht. In Aufgabenteil ¢) liegen die durchschnittlichen
Punktzahlen bei 28% im Eingangstest und bei 38% im Ausgangstest.

Wie sehen typische Schiilerlosungen aus?

Die korrekten Losungen zu Aufgabenteil b) teilen sich im Eingangs- wie im Ausgangs-
test in zwei verschiedene Kategorien: Bei dem ersten Losungstyp wird zunéchst mit Hilfe
der Pfadmultiplikationsregel die Wahrscheinlichkeit berechnet und daraus die erwartete
Anzahl der Personen, z. B.:

,, Wahrscheinlichkeit, dass man gewinnt: 100%0,5%0,25=12,5%.

P= % = 20023 = 250 Menschen miissten gewonnen haben. “ (Eingangstest)

»Es werden ca. 1-%+ =1 von 2000 = 250 Personen gewinnen. Die Chance beim ersten
Rad ist 50%=1/2. Beim zweiten 25%=1/4. Beide hintereinander miissen auf schwarz ste-
hen, daher % -+ = . (Ausgangstest)
Bei dem zweiten Losungstyp wird mit absoluten Zahlen gerechnet. Es werden Anteile der
absoluten Fallzahlen berechnet, z. B.:

,0,25%2000=500, 0,5*%2000=1000, 0,5*500=250, ca. 12.5% der Teilnehmer konnen
gewinnen. “ (Eingangstest)

» Es sind ungefdhr 250 Personen, die gewinnen. 1000 bestehen sozusagen das erste Rad,
von denen 250 auch das zweite Rad. “ (Ausgangstest)

Die nachfolgende Abbildung zeigt einen Vergleich der Anteile der unterschiedlichen Lo-
sungstypen von Aufgabe 11 b) im Eingangs- und im Ausgangstest:
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Abb. 7.16:Vergleich der Anteile der unterschiedlichen Losungstypen von Aufgabe 11 b) im Eingangs- und
im Ausgangstest.

Wihrend der Anteil der beiden unterschiedlichen Losungstypen ,,Multiplikationsregel*
und ,,absolute Zahlen* im Eingangstest mit jeweils ca. 30% etwa gleich ist, erhoht sich im
Ausgangstest der Anteil der Losungen iiber die Pfadmultiplikationsregel auf 44%, wih-
rend der Anteil der Losungen iiber absolute Haufigkeiten leicht auf 22% zuriick geht. Der
Anteil der falschen Losungen erhoht sich von 13% im Eingangstest auf 21% im Aus-
gangstest. Dafiir reduziert sich der Anteil der Schiilerinnen und Schiiler ohne Angabe
eines Losungsansatzes von 28% im Eingangstest auf nur noch 13% im Ausgangstest.

Eine genaue inhaltliche Analyse der korrekten Schiilerantworten zu Aufgabenteil b) lie-
fert folgende interessante Beobachtung: Wihrend der Erwartungswert von 250 Gewin-
nern im Eingangstest bei allen korrekten Antworten als feste Zahl angegeben wird, wird
wie bei den gezeigten Zitaten im Ausgangstest bei etwa einem Drittel der korrekten Ant-
worten noch der Zusatz ,,ca.“ oder ,,ungefidhr* erginzt, welcher den Erwartungswertcha-
rakter herausstellt.

Die korrekten Losungen zu Aufgabenteil ¢) werden im Eingangs- wie im Ausgangstest
vorwiegend von denjenigen Schiilerinnen und Schiilern geliefert, welche die Aufgaben-
stellung b) bereits iiber die Pfadmultiplikationsregel gelost haben. Diese verwenden zur
Losung von Aufgabenstellung c¢) erneut die Pfadmultiplikationsregel kombiniert mit der
Pfadadditionsregel. Im Eingangs- wie im Ausgangstest wird Aufgabenteil ¢) von 28% der
Schiilerinnen und Schiiler iiber die Pfadregeln gelost.

Im Ausgangstest gibt es fiir Aufgabenteil ¢) zusitzlich zwei Losungen der folgenden Art,
welche iiber die absoluten Fallzahlen argumentieren:

., Weif3: 200021000750 =37,5%, fiir Schwarz 12,5%, die Wahrscheinlichkeit, dass

man die gleiche Farbe erhdlt, liegt bei 50% “ (Ausgangstest)

Ferner gibt es einen korrekten Laplace-Ansatz:

S={WW.WW WW. WS, WW WW WW WS, SW.SW,SW.SS, SW,SW,SW.,SS }
E={WW, SS}

P(E)=8/16=1/2

Von den Schiilerinnen und Schiilern, die bei c¢) keine korrekten Ergebnisse haben, haben
die meisten diesen Aufgabenteil nicht bearbeitet. Bei den iibrigen zeigt sich ein fehlendes
Wissen iiber die Pfadmultiplikationsregel: An Stelle der Multiplikation wird der Mittel-
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wert der Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades gebildet, in einzelnen Féllen sogar
die Summe bzw. die Differenz.

Interpretation

Die Ergebnisse im Eingangstest zeigen, dass nur knapp ein Drittel aller Schiilerinnen und
Schiiler die Pfadmultiplikations- und -additionsregel kennt. Teilweise werden an Stelle
der Multiplikation der beiden Wahrscheinlichkeiten Mittelwerte oder sogar die Summe
bzw. die Differenz gebildet. Das Baumdiagramm kann nur von 10% der Schiilerinnen und
Schiiler abgerufen werden. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Befra-
gung am Anfang des Eingangstests zum Vorwissen aus der Sekundarstufe I. Die Ergeb-
nisse weisen darauf hin, dass mehrstufige Zufallsversuche und Baumdiagramme in der
Mittelstufe nur unzureichend behandelt wurden.

Die meisten Schiilerinnen und Schiiler, die die Aufgabenstellung b) iiber die Pfadmulti-
plikationsregel korrekt 16sen konnen, konnen diese in Aufgabenteil ¢) auch kombiniert
mit der Pfadadditionsregel anwenden.

Einem Drittel der Schiilerinnen und Schiiler gelingt im Eingangstest bei Aufgabenteil b)
eine Losung iiber absolute Hiufigkeiten. Im Ausgangstest gibt es sogar zwei Schiilerlo-
sungen, welche die Argumentation iiber absolute Haufigkeiten auch auf den Aufgaben-
teil ¢) iibertragen konnen, obwohl dieser Aufgabenteil ausschlieBlich mit Wahrschein-
lichkeiten formuliert ist. Hieran zeigt sich, dass die Verwendung der absoluten Zahlen
eine weitere anschauliche Losungsmoglichkeit dieser Aufgabe eroffnet (vgl. Wassner,
Biehler et al. 2007).

Die Ergdnzungen einiger Antworten in Aufgabenteil b) des Ausgangstests um den Zusatz
,wungefidhr bzw. ,,ca.” sind bemerkenswert. Die Schwankung des tatséchlichen Ergebnis-
ses um den Erwartungswert ist im Rahmen des Simulationsvorkurses wiederholt aufgetre-
ten und fiihrt hier zu einer genaueren Interpretation der berechneten Gewinneranzahl.

Zwischen den mittleren Losungsquoten des Eingangs- und des Ausgangstests gibt es nur
geringe Verdnderungen. Dies ist auch so zu erwarten, da mehrstufige Zufallsversuche im
Simulationsvorkurs nicht behandelt werden. Die (geringen) Verbesserungen in Aufgaben-
teil c) lassen sich zuriickfiihren auf einen Laplace-Ansatz und auf zwei Losungen iiber die
Verwendung der absoluten Héufigkeiten. Eine deutliche Verbesserung der durchschnittli-
chen Losungsquoten aufgrund des Wiederholungseffekts der Aufgabe im Ausgangstest
lasst sich nicht beobachten. Dies stiitzt die Annahme, dass die Wiederholung der Frage-
stellungen im Ausgangstest aufgrund des grofen zeitlichen Abstands sowie aufgrund der
Einbehaltung der Fragebogen des Eingangstests keinen wesentlichen Einfluss auf das
Losungsverhalten hat (vgl. Kapitel 7.2.4).

Aufgabe 12

12. Paul und Peter bilden am Schief3stand auf der Kirmes ein Team. Paul trifft beim Schiefen mit der
Wahrscheinlichkeit von 20%, Peter mit der Wahrscheinlichkeit von 40%. Paul schieBt zuerst, danach
schieBt Peter (ohne sich gegenseitig zu beeinflussen).

a) Stellen Sie die Situation in einem Baumdiagramm dar.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der beide treffen.

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nur einer von beiden trifft.

Ein korrektes Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten sieht folgendermalBen aus:
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0,4 Treffer

Treffer
0,2 0,6 daneben

Treffer

0,8 04
daneben<
0,6 daneben

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,beide treffen betrigt nach der Pfadmultiplika-
tionsregel 0,08. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau einer der beiden trifft, betragt
nach der Pfadmultiplikations- und der Pfadadditionsregel 0,44.

Die Aufgabe 12) testet wie auch Aufgabe 11) das Vorwissen der Schiilerinnen und Schii-
ler zu mehrstufigen Zufallsversuchen und zu Baumdiagrammen. Sie unterscheidet sich
von Aufgabe 11) dadurch, dass Aufgabe 12) ausschlieBlich mit Wahrscheinlichkeiten und
nicht mit absoluten Haufigkeiten formuliert ist. Die Aufgabe wurde im Ausgangstest
nicht wiederholt. Verdnderungen in Bezug auf mehrstufige Zufallsversuche sind aufgrund
des Unterrichts im Simulationsvorkurs kaum zu erwarten und zeigen sich gegebenenfalls
in dhnlicher Weise in Aufgabe 11). Interessant ist der Vergleich der Ergebnisse von Auf-
gabe 11) und Aufgabe 12) im Eingangstest:

70%

60%

50%

40%

0O Aufgabe 11
28% @ Aufgabe 12

30%

22%

20%

10% 6% 6% 5%

o o | ]

Teil @) Teil b) Teil ¢)

Abb. 7.17: Vergleich der durchschnittlichen Losungsquoten der Aufgaben 11) und 12) im Eingangstest in
Prozent.

Die Ergebnisse beziiglich des Baumdiagramms in Teil a) unterscheiden sich nicht. Bei
den beiden rechnerischen Aufgabenteilen b) und c) treten jedoch deutliche Unterschiede
auf: Die beiden rechnerischen Aufgabenteile b) und c) sind bei Aufgabe 11) deutlich bes-
ser gelost. Dies kann zum einen an der Veranschaulichung in Aufgabe 11) mit den Zeich-
nungen von Gliicksradern wie auch an den einfacher gewihlten Wahrscheinlichkeiten
p=0,5und p =0,25 liegen. Wie sich aber bereits bei der genaueren Analyse von Aufga-
be 11) gezeigt hat, ist eine Ursache auch in der Formulierung von Aufgabenteil 11b) mit
absoluten Hiufigkeiten zu suchen. Im Eingangstest erhilt man bei Aufgabe 11b) einen
erheblichen Anteil an Losungen, welche iiber absolute Haufigkeiten argumentieren. Bei
den Losungen zu Aufgabe 12b) gibt es keine Losungsansitze iiber absolute Anzahlen. Die
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Formulierung der Aufgabenstellung mit absoluten Héufigkeiten trigt offensichtlich zur
Veranschaulichung der Situation und damit zur besseren Losbarkeit von Aufgabe 11)
gegeniiber Aufgabe 12) bei. Wassner (2005, S. 66) schreibt hierzu: ,,Generell liegt der
schlagende Vorteil der Hiufigkeitsdarstellungen im Vergleich zu den Wahrscheinlich-
keitsdarstellungen in der Einfachheit und Anschaulichkeit.*

7.2.7 Eine quantitative Gesamtauswertung

Fiir die quantitative Bewertung werden nur die Aufgaben herangezogen, welche sowohl
im Eingangs- als auch im Ausgangstest vertreten sind. Aufgabe 9) wird nicht in die Ge-
samtauswertung einbezogen, da sich die Fragestellung im Eingangs- und im Ausgangstest
deutlich unterscheidet. Von Aufgabe 11) werden die Teile b) und c) des Eingangstests
einbezogen. Insgesamt ergeben sich 35 Punkte fiir die Gesamtauswertung:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 10 |11 >

Erreichbare Punkte | 5 3 3 3 3 3 2 2 9 2 35

Tab. 7.25: Erreichbare Punkte der sowohl im Eingangs- wie im Ausgangstest vertretenen Aufgaben.

Das Gesamtergebnis

E_& Test [ Boxplat & !

Fiir den Eingangstest berechnet man einen arith-
metischen Mittelwert von 15,5 Punkten (44% der
Gesamtpunktzahl), fiir den Ausgangstest von 22,8
Punkten (65% der Gesamtpunktzahl). Dies ist eine
deutliche Steigerung um 21 Prozentpunkte.

es 35

3

Ad

Die Punkteverteilung im Eingangs- und im Aus-
gangstest ist in Abb. 7.18 als Boxplot dargestellt.
Hier zeigt sich deutlich die Verschiebung zwi-
schen dem Eingangs- und dem Ausgangstest: Im
Eingangstest erreichen weniger als 25% der Schii- 6 2 10 15 20 25 30 35
lerinnen und Schiiler Ergebnisse von mindestens , , ,

. . . . Abb. 7.18: Die Verteilung der erreichten Punkte
20 Punkten, im Ausgangstest sind dies mindestens im Eingangstest (EGes._35) und im
75% der Schiilerinnen und Schiiler. Ausgangstest (Ages_35).

E_A_Test | Boxpiot % )

EGes 35

In Abb. 7.19 wurde zu jedem Testteilnehmer die
Differenz zwischen der erreichten Punktzahl im
Eingangs- und im Ausgangstest berechnet und die
Verteilung als Boxplot aufgetragen. Bei den mitt-
leren 50% der Schiilerinnen und Schiiler zeigen
sich Steigerungen von 4,5 bis 10,5 Punkten. Der
Median liegt bei einer Steigerung von 8 Punkten.

. : . : : 4 2 0 2 4 B & 10 12 14 16
Beim Vergleich der Punkteverteilungen im Ein- eaar
gangs- und im Ausgangstest in Abb. 7.18 fillt auf, Abb. 7.19:Die Verteilung der Punktedifferenz
dass sich der Interquartilsabstand von 9 Punkten zwischen Eingangs- und Ausgangstest

im Eingangstest zu 6 Punkten im Ausgangstest (Ages 35—EGes_33).
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deutlich verringert hat. Dies bedeutet, dass der Simulationsvorkurs dazu beitrigt, die un-
terschiedlichen Eingangsvoraussetzungen in Bezug auf das im Test abgefragte Grundla-
genwissen zu kompensieren.

In Abb. 7.20 sind die Ergebnisse des Ausgangstests in Abhédngigkeit von der Punktzahl
des Eingangstests aufgetragen. Jeder Datenpunkt entspricht einem Testteilnehmer. Es
ergibt sich eine Korrelation von r* =0,41. Vier Datenpunkte liegen knapp unter oder auf
der Geraden y = x. Bei diesen vier Personen tritt keine Verbesserung bzw. eine geringfii-
gige Verschlechterung auf. Bei den anderen 28 Schiilerinnen und Schiilern sind die Er-
gebnisse im Ausgangstest verbessert. Die Grafik zeigt, dass die im Eingangstest schwi-
cheren Schiilerinnen und Schiiler iiberdurchschnittliche Verbesserungen aufweisen. In
Abb. 7.21 ist die Steigerung der Ergebnisse vom Eingangs- zum Ausgangstest fiir jeden
Testteilnehmer in Abhéngigkeit von der Punktzahl des Eingangstests angegeben. Auch

E A Test [ streudiagramm | 5 | E_&_Test [ Streudiagramm| 5]
351 ]
30 e °
s
13 25' o & @
o @ &
1 204
I s ®
3 154
< 10 °
5
I:I 1 -
0 5 10 15 20 25 a0 S
EGes_35 EGes 35
—AGeS 35 =¥ — Diff_E_A = -0,459EGes_35 + 14,5 rf = 0,33
—AGes_35 =0541EGes_35 + 14.9; 2 = 041
Abb. 7.20:Die Ergebnisse des Ausgangstests (A- Abb. 7.21:Die Steigerung der Ergebnisse vom Ein-
Ges35) in Abhdingigkeit von der Punktzahl gangs- zum Ausgangstest (Diff E_A) in
des Eingangstests (EGes35). Die obere Abhdingigkeit von der Punktzahl des Ein-
Gerade stellt die Regressionsgerade dar, gangstests (EGes_35).

die untere Gerade hat die Gleichung y = x.

hier zeigt sich, dass die im Eingangstest schwicheren Schiilerinnen und Schiiler {iber-
durchschnittliche Steigerungen aufweisen. Dies fiihrt zur bereits erwihnten Verringerung
des Interquartilsabstands der Punkteverteilungen vom Eingangstest zum Ausgangstest.

Die unterschiedlichen Eingangsvoraussetzungen, E-A.Test [ Streudiegramn [7)
die sich in dem groBen Interquartilsabstand der 22
Ergebnisse des Eingangstests zeigen, lassen sich s S .
kaum auf die unterrichtlichen Vorerfahrungen in ., ¢ =

= 20 ° o o
der Sekundarstufe I zuriickfithren: Die aus der £is| | s g ° =% .
Befragung gewonnene Variable EVorerfahrung = 10{ §° % oy °
stellt ein subjektives MalBl fiir die schulischen 51 °
Vorerfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler im e
Bereich der Statistik und Stochastik dar (vgl. Kap. TP ety

7.2.1). In Abb. 7.22 ist die Gesamtpunktzahl des  —Eces_35=0535Evorertahmung + 125 2 = 017

Eingangstests fiir jeden Testteilnehmer iiber der Abb. 7.22: Zusammenhang zwischen der sub-
Variablen EVorerfahrung aufgetragen. Es zeigt Jektiven Einschdtzung der schuli-
schen Vorerfahrungen und dem
Ergebnis EGes_35 des Eingangs-
lation zwischen diesen beiden Variablen besteht. tests.

sich, dass mit 7> =0,17 nur eine geringe Korre-
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Die Ergebnisse der einzelnen Testaufgaben

Stellt man die Ergebnisse des Ein- und Ausgangstests nach den einzelnen Testaufgaben
getrennt dar, so ergibt sich das folgende Bild. Die Aufgaben sind absteigend nach dem
relativen Anteil der im Eingangstest erreichten Punktzahl sortiert.

100% ——94%
ES 77%
80% 75%

70% | o
60% |
50% |
40%
30% |
20%
10% 1
%

O Eingangstest
@ Ausgangstest

A7 A8 A6 A10 A4 A1 A2 Al A3 A5

Abb. 7.23:Ergebnisse der einzelnen Aufgaben im Ein- und im Ausgangstest, sortiert nach dem relativen
Anteil der im Eingangstest erreichten Punktzahl.

Im Eingangstest am besten gelost wurden mit 80% und 64% der erreichbaren Punkte die
beiden einfachen Aufgaben 7) und 8) zur Laplace-Wahrscheinlichkeit. Mit 61% wurde
auch die Aufgabe zur statistischen Streuung iiberdurchschnittlich gut gelost. Am schlech-
testen gelost wurde mit nur 16% der erreichbaren Punkte die Krankenhausaufgabe 5).
Ahnlich schlecht mit 20% der erreichbaren Punkte liegt die Aufgabe 3) zur Urnenziehung
zweier Kugeln. Die iibrigen Aufgaben liegen mit 40% bis 47% dazwischen.

Im Ausgangstest haben sich die Ergebnisse aller Aufgaben verbessert. Abgesehen von
Aufgabe 3) werden nun in allen anderen Testaufgaben mindestens 50% der Punkte er-
reicht. Am besten werden mit 94% und 89% erneut die beiden einfachen Aufgaben zur
Laplace-Wahrscheinlichkeit gelost.

Bei Aufgabe 7) werden im Eingangstest im Mittel 80% der moglichen Punkte erreicht, im
Ausgangstest 94%. Dies entspricht einer Verbesserung um 14 Prozentpunkte. Berechnet
man diese Verbesserungen fiir alle Aufgaben und trigt dies sortiert nach der Verbesse-
rung auf, so ergibt sich Abb. 7.24:
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Abb. 7.24:Verbesserung der einzelnen Aufgaben zwischen dem Eingangs- und Ausgangstest in Prozent-
punkten, absteigend sortiert.

Die mit 42 Prozentpunkten deutlichste Verbesserung zeigt sich bei der Krankenhausauf-
gabe 5). Danach folgt mit 30 Prozentpunkten die Aufgabe 4) zum intuitiven Verstindnis
der Unabhingigkeit zweier aufeinander folgender Ereignisse. Mit 25 Prozentpunkten
folgt die Aufgabe 8) zur Laplace-Wahrscheinlichkeit, mit 23 Prozentpunkten die Aufgabe
1) zum Begriff des Zufallsexperiments und mit 21 Prozentpunkten die Aufgabe 10) zur
Interpretation der Hiufigkeitsverteilung. Diese Aufgaben beziehen sich alle auf Inhalte,
die im Simulationsvorkurs — teilweise an anderen Beispielen — direkt angesprochen wur-
den. Die Ergebnisse von Aufgabe 11) zur Wahrscheinlichkeit bei mehrstufigen Zufalls-
versuchen verbessern sich erwartungsgemill kaum. Diese Inhalte wurden im Simulati-
onsvorkurs nicht behandelt. Die geringe Steigerung der Ergebnisse der Aufgabe 3) zum
Ergebnisraum beim zweistufigen Urnenziehen kann auf die fehlende Ubung in der Kon-
struktion geeigneter Laplace-Ergebnisraume in unbekannten Situationen zuriickgefiihrt
werden (vgl. Kapitel 7.2.6).

Auswertung nach Aufgabengruppen
Man kann die Aufgaben aufteilen in drei Aufgabengruppen:

e Schulische Aufgabentypen aus der Sekun-
darstufe 1. Hierzu zéhlen die Aufgaben 1),
7), 8) und 11) zum Begriff des
Zufallsexperiments, zur Laplace-
Wahrscheinlichkeit und zu zweistufigen
Zufallsversuchen. Insgesamt kann man
hier 11 Punkte erreichen.

e Die Aufgaben 2), 3), 4), 5) und 6) zur
stochastischen Intuition. Insgesamt kann
man hier 15 Punkte erreichen.

A Test [ Boxplot | & !

m

E_Sekl_rel

E10_red

E_Int_rel
=]

1} 20 40 &0 a0 100 120

Abb. 7.25:Die Verteilung der erreichten Punkte

e Die Aufgabe 10) zur Interpretation einer in den Aufgabengruppen . Intuitives

Hiufigkeitsverteilung. Insgesamt kann Verstindnis“ (E_Int_rel), ,, Hiufig-
man hier 9 Punkte erreichen. keitsverteilung “ (E10_rel), ,,Schuli-

. . . . sche Aufgaben Sek 1 (E_Sekl_rel) im

In Abb. 7.25 sind die Verteilungen der im Eingangstest, angegeben als relativer

Eingangstest in den jeweiligen Aufgabengrup- Anteil in Prozent.
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pen erreichten Punkte als Boxplot aufgetragen, berechnet als relativer Anteil der jeweils
erreichbaren Punkte in Prozent. Die Aufgabentypen zum intuitiven Wissen zeigen die
niedrigsten Werte. Es folgen die Aufgabentypen zur Interpretation einer grafisch darge-
stellten Haufigkeitsverteilung. Am besten wurden die Aufgabentypen aus der Sekundar-
stufe I bearbeitet. Dies ldsst sich allerdings auf die beiden sehr einfachen Aufgaben zur
Laplace-Wahrscheinlichkeit zuriickfiihren.

Die gleiche Tendenz zeigen die arithmetischen Mittelwerte: Bei den Aufgaben zum intui-
tiven Verstindnis werden im Eingangstest im Mittel 37% der Punkte erreicht, bei der
Aufgabe zur Hiufigkeitsverteilung 47% und bei den Aufgabentypen aus der Sekundarstu-
fe I sind es 52%.

durchschnittliche Losungsquote durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
Aufgabentypen ,,Sek I 52% 1%
Aufgabe 10 ,Interpretation einer
Haufigkeitsverteilung* 47% 69%
Aufgabentypen
HIntuitives Verstandnis® 37% 59%

Tab. 7.26: Durchschnittliche Losungsquoten der einzelnen Aufgabengruppen im Eingangs- und im Aus-
gangstest in Prozent.

Betrachtet man die Steigerung der durchschnittlichen Losungsquoten vom Eingangs- zum
Ausgangstest, so sind kaum Unterschiede zwischen den drei Aufgabengruppen feststell-
bar: Die mittlere Steigerung betrigt bei den Aufgabentypen aus der Sekundarstufe I 19
Prozentpunkte, in den beiden anderen Aufgabengruppen werden im Mittel 22 Prozent-
punkte an Steigerungsrate erreicht.

m

Bei der Betrachtung der Boxplots zum [Boxpint 7]
Eingangstest in Abb. 7.25 fillt auf, dass die
Verteilung der Ergebnisse zum intuitiven
Verstdndnis nur eine geringe Streuung
aufweist. Die Schiilerinnen und Schiiler
sind sich hier offensichtlich sehr @hnlich.
Bei den beiden anderen Aufgabengruppen

zeigt sich eine grofere Streuung.

Vergleicht man die Boxplots
Ausgangstests in Abb. 7.26 mit denen des
Eingangstests, so zeigt sich, dass sich der
Interquartilsabstand bei den Aufgaben zum
intuitiven Verstandnis und bei der Aufgabe
zur Interpretation einer Haufigkeitsvertei-
lung nur wenig dndert. Bei den Aufgabenty-
pen aus der Sekundarstufe I hingegen halbiert sich der Interquartilsabstand. Im Ausgangs-
test weisen sowohl die Ergebnisse der Aufgaben zum intuitiven Verstdndnis als auch die
Ergebnisse der Aufgabentypen aus der Sekundarstufe I eine geringe Streuung auf.

& _Test

A_Sekl_rel

A0 _rel
o

A_Int_rel

des ‘0o a a0 e 81 a0 120

Abb. 7.26: Die Verteilung der erreichten Punkte in
den Aufgabengruppen ,,Intuitives Wissen
(A_Int_rel), ,,Hdufigkeitsverteilung
(A10_rel), ,,Schulische Aufgaben Sek I
(A_Sekl_rel) im Ausgangstest, angegeben
als relativer Anteil in Prozent.

Unterscheidet man in der Aufgabengruppe zum intuitiven Verstdndnis nach den Ankreu-
zitems (insgesamt 5 erreichbare Punkte) und den zugehorigen Begriindungen (insgesamt
10 erreichbare Punkte), so zeigen sich deutliche Unterschiede, die in der folgenden Tabel-
le abzulesen sind:
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durchschnittliche Losungsquote | durchschnittliche Losungsquote
Eingangstest Ausgangstest
Ankreuzitems 55% 72%
Begriindungen 28% 53%

Tab. 7.27: Durchschnittliche Losungsquote der erreichten Punkte der Aufgaben zur stochastischen Intuition
in Prozent, unterschieden nach Ankreuzitems und nach Begriindungen.

Bei den Ankreuzaufgaben werden bereits im Eingangstest im Mittel 55% der Punkte er-
reicht. Dies liegt noch iiber dem Durchschnittswert fiir die schulischen Aufgaben aus der
Sekundarstufe I. Wie in Kapitel 7.2.6 beschrieben, sind die Begriindungen gerade im Ein-
gangstest teilweise falsch oder fehlen vollig. Dies zeigt sich in dem Wert von 28% der
erreichbaren Punkte auf die Begriindungen. Nach dem Simulationsvorkurs erhilt man bei
den Ankreuzitems einen Wert von 72% der erreichbaren Punkte, bei den Begriindungen
von 53%. Im Mittel treten in beiden Kategorien deutliche Steigerungen auf, bei den
Ankreuzitems um 17 Prozentpunkte, bei den Begriindungen um 25 Prozentpunkte.

Interpretation

Im Eingangstest erhilt man eine breite Streuung der Ergebnisse. Diese Streuung tritt vor
allem auf bei den Aufgabengruppen zu Aufgaben aus der Sekundarstufe I und zur Inter-
pretation der Haufigkeitsverteilung. Im Ausgangstest ist diese Streuung der Ergebnisse
deutlich geringer. Insbesondere die Streuung der Ergebnisse zu den Aufgabentypen aus
der Sekundarstufe I hat sich verringert. Im Simulationsvorkurs wird eine Kompensation
der unterschiedlichen Voraussetzungen in Bezug auf das erfragte Grundlagenwissen er-
reicht. Es zeigt sich, dass die im Eingangstest schwécheren Schiilerinnen und Schiiler
tiberdurchschnittliche Verbesserungen aufweisen. Dieses Ergebnis bestitigt die Berichte
angelsichsischer Studien, die von einem positiven Effekt des Einsatzes der Computer-
technologie insbesondere bei schwicheren Lernenden berichten (vgl. Kapitel 2.3.2).

Vergleicht man die Ergebnisse des Eingangs- und des Ausgangstests miteinander, so zei-
gen sich in allen drei Aufgabengruppen deutliche Verbesserungen. Die Kompetenzen
erhohen sich im Bereich des stochastischen Grundlagenwissens, im Bereich der Interpre-
tation einer Haufigkeitsverteilung sowie im Bereich der stochastischen Intuition. Bei der
Interpretation der Ergebnisse muss beriicksichtigt werden, dass der Unterrichtszeitraum
des Simulationsvorkurses nur bei ca. 3 Wochen liegt.

Besondere Verbesserungen zeigen sich bei den Aufgabentypen, deren Inhalte im Simula-
tionsvorkurs explizit behandelt wurden. Hierzu gehdren die Krankenhausaufgabe, die
Aufgaben zur Unabhingigkeit der einzelnen Stufen einer Zufallsfolge und die einfachen
Aufgaben zur Laplace-Wahrscheinlichkeit. Kaum Effekte lassen sich bei den Aufgaben
nachweisen, die im Rahmen der Problemstellungen des Simulationsvorkurses nicht in
dhnlicher Weise besprochen wurden. Hierzu zidhlen die Urnenaufgabe und die Aufgabe
zur Wahrscheinlichkeit bei zweistufigen Zufallsversuchen. Erfreulich sind die deutlichen
Verbesserungen bei den Begriindungsanteilen der Aufgaben zum intuitiven Verstindnis.
Die Schiilerinnen und Schiiler erwerben im Simulationsvorkurs die Fahigkeit, stochasti-
sche Sachverhalte verbal zu erfassen und zu formulieren. Dies lédsst sich mit der Unter-
richtsmethodik in Verbindung bringen, welche die Interaktion und die Diskussion zwi-
schen den Schiilerinnen und Schiilern im Rahmen der Partnerarbeit und im Rahmen von
Présentationen vor der Klasse fordert.
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7.3 Die Schiilerbefragung

An der Schiilerbefragung (sieche Anhang, S. 303) im Anschluss an den Simulationsvor-
kurs haben aus beiden beteiligten Leistungskursen insgesamt 34 Schiilerinnen und Schii-
ler teilgenommen, davon 12 weiblich und 22 ménnlich. Wegen der geringen Fallzahlen
wird auf eine nach Geschlechtern getrennte Auswertung verzichtet. Es wird auch auf eine
Trennung zwischen den beiden Kursen verzichtet, da keine ausreichenden Informationen
tiber Unterschiede im Verlauf des Unterrichts vorliegen. Gegebenenfalls auftretende Dif-
ferenzen zwischen beiden Kursen in der Auswertung kénnen somit nicht interpretiert
werden.

Bei dem iiberwiegenden Teil der Items handelt es sich um geschlossene Items mit einer
Ratingskala (z.B. 1 =,sehr gut*,2 = ,gut*, 3=, mittel”, 4 =,schlecht®, 5=,sehr
schlecht®). Diese lassen sich in Anlehnung an die in Kapitel 5.1 formulierten Untersu-
chungsfragen folgenden Bereichen zuordnen:

e Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit

e Motivation und Interesse in Verbindung mit dem Softwareeinsatz

e Motivation und Interesse in Verbindung mit den Aufgabenstellungen
e Selbststindiges Lernen und Arbeiten

e Selbsteinschidtzung bzgl. der Simulations- und Fathomkompetenz sowie der sto-
chastischen Kompetenz

7.3.1 Die geschlossenen Items

Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit Haufigkeiten
Mittel
Item N|{1|2|3]|4]|5 .
Median
5. Die computergestiitzte Unterrichtseinheit “Simulationen als
Einstieg in die Stochastik* hat mir 2,2
(1)sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig |34 101515 13 11 2
gefallen.
7. In der Unterrichtseinheit “Simulationen als Einstieg in die Sto-
chastik* habe ich 25
(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig 34\ 3 |16(11) 2|2 2
gelernt.
8. Man sollte den Anteil der Theorie in dieser Unterrichtseinheit 33
(1) sehr stark  (2) stark (3) mittel] (4) wenig (5)garnicht 33| 1 | 6 |13| 7 | 6 é
erhohen.
14. Wir haben uns in dieser Unterrichtseinheit 2.0
(1) viel mehr (2) mehr (3) genauso (4) weniger (5) viel weniger (341011419 (1| 0 é
mit Softwareeinsatz als mit mathematischen Inhalten beschiftigt.

Es zeigt sich eine hohe Akzeptanz des Unterrichtskonzepts. Bei der zentralen Frage 5
geben 74% der Schiilerinnen und Schiiler an, dass ihnen das Unterrichtskonzept ,,gut*
oder ,,sehr gut* gefallen hat, nur 12% kreuzen ,,wenig* oder ,,sehr wenig* an. Die H&u-
figkeitsverteilung dieses zentralen Items ist in Abb. 7.27 grafisch dargestellt.

56% der Schiilerinnen und Schiiler geben bei Frage 7 an, dass sie ,,viel*“ oder ,,sehr viel*
gelernt haben, nur 12% sind der Meinung, dass sie ,,wenig* oder ,,sehr wenig* gelernt
haben. Allerdings liegt der Schwerpunkt des Simulationsvorkurses nach Meinung vieler
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Schiilerinnen und Schiiler auf der Ebene des B:f::gung‘dgs e

Softwareeinsatzes: GemiB Frage 14 sind 71% % 14

der Meinung, sich in der Unterrichtseinheit ,,viel E‘} 12

mehr* oder ,,mehr* mit Softwareeinsatz als mit >'°

mathematischen Inhalten beschéftigt zu haben. ;' 2

GemiB Frage 8 mochten 22% den Anteil an 3 ,

Theorie ,,stark® oder ,,sehr stark® erhohen, 39% % 3

der Schiilerinnen und Schiiler mochten diesen ™ . ; ~ —
sehr_gut gut mittel weniy  Sehr_wenic

Anteil ,,mittel” erh6hen, nochmals 39% mochten _05_UE_Gefallen

den Anteil nur ,,wenig* oder ,,gar nicht* erhohen. |&nzahl ()

Bei genauerer Betrachtung kann man den in App. 7.27: Ergebnisse von Item 5 zum Ge-
Frage 14 aufgeworfenen Gegensatz zwischen samteindruck der Unterrichtsein-
Softwarenutzung und der Behandlung mathemati- heit

scher Inhalte nicht aufrecht erhalten, da auch im Rahmen der Softwarenutzung mathema-
tische Inhalte erarbeitet werden. Ferner stellen die Simulationskompetenz und die damit
verbundene Modellierungskompetenz wichtige mathematische Kompetenzen dar. Wie
man an der hohen Akzeptanz des gesamten Unterrichtskonzepts sieht, scheint die gewihl-
te Art des Softwareeinsatzes in Verbindung mit dem Gesamtkonzept des Simulationsvor-
kurses bei den meisten Schiilerinnen und Schiilern positiv aufgenommen zu werden.

Motivation und Interesse in Verbindung mit dem

. Haufigkeiten
Softwareeinsatz g
Mittel
Item N1 |2|3[4]|5 )
Median
9. Das Arbeiten mit der Software FATHOM hat mir 2.6
(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig 34| 5 (13|19 | 4 | 3 i
Spall gemacht.
10. Ich hatte 3.6
(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5)sehrwenig (34| 0| 5|9 |14 6 41
Probleme beim Umgang mit der Software FATHOM.
11. Mit den Wiirfelproblemen bin ich 1.8
(1) sehr gut  (2) gut (3) mittel (4) schlecht (5) sehrschlecht (34114116 3 | 0 | 1 é
zurecht gekommen.
12. Mit dem letzten Arbeitsblatt zu gemischten Simulationen bin
ich 2,2
(1)sehr gut  (2) gut (3) mittel (4) schlecht (5) sehr schlecht [33 | 7 |13 |11} 1 1 2
zurecht gekommen.
13. Die ausgeteilten Materialien und Anleitungen zum Umgang 2,0
mit FATHOM waren 3411411116 |2 |1 )
(1) sehr hilfreich (2) hilfreich (3) mittel (4) schlecht (5) sehr schlecht.
18. Ich habe mit der Software 31
(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5) nichts 341119 1317 1| 4 :’3
ausprobiert.

Die Fragen zur Motivation und zum Interesse in Verbindung mit dem Softwareeinsatz
werden hier auf die Software Fathom bezogen, da im Unterricht keine andere Software
eingesetzt wurde. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollen auch Aussagen dazu getrof-
fen werden, wie gut die Software Fathom zur Verwendung im Stochastikunterricht der
gymnasialen Oberstufe geeignet ist.

Insgesamt 53% der Schiilerinnen und Schiiler geben in Frage 9 an, ,,sehr viel* oder ,,viel*
Spal beim Arbeiten mit der Software FATHOM gehabt zu haben, 21% geben an, dass ih-
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nen das Arbeiten mit der Software nur ,,wenig* oder ,,sehr wenig* Spal3 gemacht hat. Die-
se tendenziell positive Auswirkung des Softwareeinsatzes auf die Motivation der Schiile-
rinnen und Schiiler kann man in Zusammenhang sehen mit der positiven Einschitzung zu
aufgetretenen Problemen beim Arbeiten mit der Software. In Frage 10 geben 59% an,
,wenig* oder ,,sehr wenig* Probleme beim Umgang mit der Software gehabt zu haben,
nur 15% hatten ,,viele* Probleme, keiner hatte ,,sehr viele* Probleme. Betrachtet man
genauer, in welchem Abschnitt des Simulationsvorkurses die Probleme aufgetreten sind,
so zeigt sich an den Fragen 11 und 12, dass die Schiilerinnen und Schiiler mit der Bear-
beitung der gemischten Aufgaben im Vergleich zu den Wiirfelaufgaben tendenziell etwas
weniger gut zurecht gekommen sind. Bei den Wiirfelaufgaben geben 88% an, ,,sehr gut*
oder ,,gut* zurecht gekommen zu sein, bei den gemischten Aufgaben sind es 61%. Auch
bei den gemischten Aufgaben geben allerdings nur 6% an, grof3e Probleme gehabt zu ha-
ben.

. . . . . Bef JGS | Sgulendiagramm = & ]
Nach Meinung der meisten Schiilerinnen und Schii- —_7°=

ler haben die ausgeteilten Materialien und %1
Anleitungen einen grofen Anteil am reibungslosen =12
Erwerb der Simulations- und Fathomkompetenzen: ="
41% bezeichnen die ausgeteilten Materialien und
Anleitungen als ,sehr hilfreich“ und 32% als
Hhilfreich®.  Die  Héufigkeitsverteilung  der ’—‘ —

Haufigkedt won
L) = o

Ergebnisse von Frage 13 ist in Abb. 7.28 grafisch sefv_bitiech  hiiech  mitel  schiecrt _ sehy_schiecrt
f _13_Mat_hilfreich
autgetragen. Enzah ()

Zum Ausprobieren und zum Experimentieren hat
die  Software in  Verbindung mit den
Aufgabenstellungen gemil Frage 18 tendenziell
eher mittelméfig beigetragen.

Abb. 7.28: Ergebnisse von Item 13 zu den ausge-
teilten Materialien und Anleitungen.

Ergéinzend zu diesen Schiilereinschitzungen zum Umgang mit der Software FATHOM
kann man Frage 4 zur wochentlichen Nutzungsdauer der Software FATHOM zu Hause
heranziehen:

4. Meine durchschnittliche wochentliche Nutzungsdauer der Software FATHOM zu Hause wihrend der Un-

terrichtseinheit “Simulationen als Einstieg in die Stochastik* betrug: (in Stunden)

Mit dieser Frage soll der Arbeitsaufwand erfasst — efragng_sos (Boxpiot ¢
werden, den die Schiilerinnen und Schiiler zu

Hause fiir das Erlernen der

Werkzeugkompetenzen und der S

Simulationskompetenzen eingesetzt haben. Zu
hohe Zeiten konnen sich negativ auf die
Motivation auswirken. Die Darstellung als

1] 2 4 -1 g

Boxplot zeigt, dass die mittleren 50% der Be- _04_tutz_Daver

fragten wochentliche Nutzungsdauern von zwei  App. 7.29: Ergebnisse von Item 4 zur wochentli-
bis fiinf Stunden angeben. Der Maximalwert chen Nutzungsdauer der Software
liegt bei 8 Stunden. Dies sind fiir die beiden FATHOM zu Hause.

untersuchten Leistungskurse nach Einschidtzung des Autors und nach Riickmeldung der
unterrichtenden Kollegin aus Kurs B keine uniiblichen Hausaufgabenzeiten. Diese Ergeb-
nisse decken sich mit den oben berichteten Aussagen iiber geringe Probleme in Verbin-
dung mit der Softwarenutzung.
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Motivation und Interesse in Verbindung mit den P
Haufigkeiten
Aufgabenstellungen
Mittel
Item N|1[2|3|4]5 Median
19. Die Einstiegsaufgabe mit den zwei unterschiedlichen Typen 20

von Multiple-Choice-Tests hat mir
(1) sehr gut  (2) gut (3) mittel
gefallen.

(4) wenig  (5) sehr wenig | 33| 612215100 5

21. Durch die Unterrichtseinheit “Simulationen als Einstieg in die
Stochastik* ist mir 1.9

(1) sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig 3411311316 1210 )
klar geworden, womit sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung be-
schiftigt.

22. Die Unterrichtseinheit “Simulationen als Einstieg in die Sto-
chastik* hat mein Interesse an Wahrscheinlichkeitsrechnung

(1) sehr stark  (2) stark (3) mittel (4) wenig (5) gar nicht
geweckt.

2,7
3414 111314 |2 3

Die fiir die Motivation wichtige Einstiegsaufgabe in den Simulationsvorkurs wird von den
Schiilerinnen und Schiilern gemal Frage 19 durchweg als positiv angesehen. Es gibt nie-
manden, dem diese Aufgabe ,,wenig* oder ,,sehr wenig* gefallen hat.

Insgesamt glauben die meisten Schiilerinnen und Schiiler, durch die im Simulationsvor-
kurs behandelten Themen und Aufgabenstellungen einen guten Einblick in die Stochastik
gewonnen zu haben: 76% der Schiilerinnen und Schiiler geben in Frage 21 an, dass ihnen
durch die Unterrichtseinheit ,,sehr gut* oder ,,gut* klar geworden ist, womit sich Wahr-
scheinlichkeitsrechnung beschiftigt.

Der Simulationsvorkurs trigt bei der Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler mittelméBig
bis stark zur Forderung des Interesses an der Wahrscheinlichkeitsrechnung bei: 71% der
Schiilerinnen und Schiiler geben in Frage 22 die beiden Kategorien ,,mittel* und ,,stark*
an.

Selbststindiges Lernen und Arbeiten Hiufigkeiten
Mittel
Item N 1|2|3[|4]5 .
Median

15. In der Unterrichtseinheit “Simulationen als Einstieg in die
Stochastik™ mit FATHOM haben wir 1,7

(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig 34141161 4 1 0 2
selbstindig gearbeitet.
16. In den Computerarbeitsphasen habe ich mir 35

(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5)sehrwenig (34| 0 | 6 [11|12 3’ 5
von Mitschiilern zeigen lassen. >
17. In den Computerarbeitsphasen habe ich meinen Mitschiilern 3.0

(1) sehr viel (2) viel (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig 34| 1 | 7 | 18| 6 é
gezeigt.
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. . . . Befraguno_JGS [ Saulendiagramm :!
Der Anteil des selbststindigen Arbeitens im 18
Simulationsvorkurs wird von den Schiilerinnen und e
Schiilern offensichtlich als sehr hoch eingeschitzt. ¢ 1:

88% geben an, ,,sehr viel*“ oder ,,viel selbststindig % 1g
gearbeitet zu haben. Die Hiufigkeitsverteilung zu 8
Frage 15 ist in Abb. 7.30 grafisch dargestellt.

Haufigk

-]
4
2

Bei den Fragen 16 und 17 nach den von
Mitschiilern ~ eingeforderten und den  selbst sehr_viel  viel  mitel  weniy sehr_wenig
geleisteten Hilfestellungen iiberwiegt bei den -15_selbststindig_Arbeiten
Schiilerinnen und Schiilern der Eindruck, eher mehr  app. 7.30: Ergebnisse von item 15 zur
Hilfestellungen gegeben als eingefordert zu haben. Selbststindigkeit des Arbeitens.

der Schiilerinnen und Schiiler 18

geben an, die Unterrichtsinhalte

12
20c_Grundhegitie g

. —_—

Selbsteinschéitzung der .. .
. . . Hiufigkeiten
Simulations- und stochastischen Kompetenz
Mittel
Item NI 1[|2|3]|4]5 .
Median
6. Ich habe die Inhalte der Unterrichtseinheit “Simulationen als 1.9
Einstieg in die Stochastik folgendermalien verstanden: 341131121712 10 é
(1) sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig.
20a. Das Simulieren von Zufallsversuchen mit FATHOM habe ich 1.8
folgendermafBen verstanden: 341161121510 | 1 é
(1) sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig.
20b. Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber relative 1.9
Hiufigkeiten habe ich folgendermafBen verstanden: 341131131710 |1 i
(1)sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig.
20c. Die Grundbegriffe Zufallsexperiment, Ergebnisraum, Ereignis 23
habe ich folgendermalien verstanden: 341 8 11311110 1| 2 é
(1) sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig.
20d. Den Grundbegriff des Laplace-Experiments habe ich folgen- 2.0
dermafien verstanden: 3413111171211 i
(1)sehr gut (2) gut (3) mittel (4) wenig (5) sehr wenig.
Zur besseren Ubersicht sind die  sebstenschtzung (Saulendiagramm [ )
Hiaufigkeiten der Tabelle in o o 2
. _allgemein
Abb. 7.31 nochmals grafisch
g ‘ s
dargestellt. Die _ 18
. . E . 12
Selbsteinschidtzung zum  §  eSimddin
Verstindnis  der  gesamten 1§ —_—
Unterrichtseinheit ist gemél 3 E o2
Frage 6 deutlich positiv. 74% % 4

,,sehr gut oder ,»Zut’ 2

verstanden zu haben, nur 6% 20d_Laplace 5

geben an, ,,wenig“ verstanden 4 : : : — :
7u haben Bel der Differen' zehr_gut gut mittel weniy =ehr_wenig

Abb. 7.31:Ergebnisse der Items 6 und 20 zur Selbsteinschdtzung der

zierung nach verschiedenen o i
g Schiilerinnen und Schiiler.

Inhalten in Frage 20 zeigt sich,
dass das Verstindnis fiir die Simulationen und damit eng verbunden fiir die Bestimmung
von Wahrscheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten von den Schiilerinnen und Schiilern



Kapitel 7 Auswertung der weiteren empirischen Untersuchungen 229

besonders hoch eingeschitzt wird. Das Verstindnis fiir die Grundbegriffe Zufallsexperi-
ment, Ergebnisraum und Ereignis wird etwas niedriger eingeschétzt. Bei allen Fragen zur
Selbsteinschitzung des Verstindnisses geben stets maximal 9% der Schiilerinnen und
Schiiler an, ,,wenig* oder ,,sehr wenig* verstanden zu haben.

7.3.2 Die offenen Frageitems

Mit den offenen Items 23 und 24 (,,An der Unterrichtseinheit hat mir gut gefallen / hat
mir nicht gefallen®) hatten die Schiilerinnen und Schiiler die Moglichkeit, den Unterricht
differenziert zu beurteilen. Die vielfiltigen Schiilerantworten wurden in Anlehnung an die
Untersuchungsfragen in Kapitel 5.1 nach den Kategorien ,,Inhaltliches Konzept®, ,,Inte-
resse und Motivation durch den Computereinsatz®, ,,Interesse und Motivation durch die
Aufgabenstellungen®, ,,Unterrichtsmethodik® und ,,Unterrichtsmaterial®“ geordnet und
gegeniibergestellt. In der folgenden Ubersicht sind alle konstruktiven AuBerungen der
Schiilerinnen und Schiiler erfasst. Bei mehreren inhaltlich gleichen Antworten wird nur
eine Schiilerduflerung beispielhaft aufgefiihrt und in Klammern angegeben, wie oft diese
Art von Antwort auftritt.

Kate- 23. An der Unterrichtseinheit hat 24. An der Unterrichtseinheit hat mit
gorie mit gut gefallen... nicht gefallen...
Inhaltli- o Gelungene Abwechslung zwischen Theorie | ® ,Zu wenig Theorie.” (3x)
che: Kon- und Simulation am Computer.* (3x) e ...dass man sich mehr mit dem Program-
zep e Die Moglichkeit, sich der Wahrschein- mieren beschdiftigt hat als mit dem eigentli-
lichkeit mit Versuchen zu ndhern und nicht chen Thema.“ (3x)
nur mit Theorie, hat mich angesprochen.” | o ., Ergebnisse ohne mathematische Begriin-
(2x) dung hinnehmen zu miissen. Die Frage ,,Wa-
8 8
e ...dass es eine Abwechslung zur Theorie rum ist das so?“ schien nicht zu existieren!
war. o Wenig theoretische Sachen. Besser, wenn
e . ...dass man viele Experimente in kurzer man nach dem Simulieren gleich errechnet
Zeit durchfiihren konnte und dadurch an- hditte.
schauliche Beispiele hat. “
e  FEigentlich alles*
e  Guter Unterrichtsaufbau
Interesse | o | Die Arbeit mit dem Computer (und o _lIch habe Probleme beim Umgang mit
und Moti- FATHOM) hat sehr viel Spaf3 gemacht.“ (6x) FATHOM. Dadurch habe ich teilweise / zwi-
vation o .Das schnelle Simulieren von Tests (Zeit- schenzeitlich den Spaf3 an der Sache verlo-
durch den . « ren.“ (2x)
einsparung).
Computer- . N ®  Mir hat nicht gefallen, dass man die
insatz o Endlich mal Ausschopfung der modernen !
€insa Technik. Hausaufgaben immer vor dem Computer ma-
’ ] chen musste. “ (3x)
* .Gut wahrnehmliare grafische Darstellung | »-..dass keine Riicksicht auf Personen ge-
per PC-Beamer. nommen wurde, die keinen PC haben, bzw.
nicht mit einem PC zurechtkommen.
Interesse. o  Dass es nicht so theoretisch war und die
un(! Moti- Aufgaben interessant gestellt wurden. “ (2x)
vation . e  Die Aufgaben waren zum grofiten Teil
durch die ; ..
sehr interessant, man hat ofters mal sehr
Aufgaben- . “
unerwartete Ergebnisse bekommen.
stellungen
e  Interessant gestellte Aufgaben.
U.nter- o Viel selbststindiges Arbeiten. “ (3x) e Dass nicht gemeinsam (gleichzeitig) mit dem
rlc}tlltls-d.k e Die selbstindige Arbeit und die Moglich- Lehrer am PC (FATHOM) gearbeitet wurde. *
method keit, die Versuche zum Teil selber auszu- (2x)
probieren. “ (3x) o ,Wenige Erkldrungen und wenig Betreuung.
e Das selbststindige Arbeiten am Compu- (2x)
ter.” (2x) e, Gruppenarbeit*
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e Die selbststindige Arbeit in kleinen ,»Zu wenig Gruppenarbeit (bei Gruppenarbeit
Gruppen.* (2x) lernt man am meisten und auch viel mehr als
e ...dass meistens in Zweiergruppen gear- bei Hausaufgaben).*
beitet wurde, wodurch man besser voran- Es ging alles viel zu schnell. Es wurde aller-
kommt, weil man sich gegenseitig hilft. “ dings Riicksicht darauf genommen, ob man es
(2x) verstanden hat oder nicht. Auflerdem fand ich
e |, Freie Selbsteinteilung der Zeit.“ es nicht gut, dass man vorne erkliiren sollte.
o | Viele Moglichkeiten sich im Unterricht zu
melden
U‘nter- e ...dass man viel alleine arbeiten konnte, e Man konnte sehr schlecht etwas herausar-
rlcl‘ltsma- nachdem man die Anleitung erhalten hat, beiten, ohne vorher die Formeln zu kennen,
terial hat mir sehr gut gefallen. Die vorgegebenen da man selber nie auf die Idee kime, welche
Anleitungen waren auch notig. “ (2x) es sein konnte.
o Aufden Aufgabenbliittern war gut erkldrt,
was man machen muss.

Tab. 7.28: Freie Schiilerantworten zu den Items 23 und 24: ,,An der Unterrichtseinheit "Simulationen als
Einstieg in die Stochastik” ...hat mir gut gefallen. / ...hat mir nicht gefallen. "

Zum inhaltlichen Konzept der Unterrichtseinheit wird neben allgemeinen positiven
AuBerungen mehrfach die Abwechslung zwischen der Theorie und der Simulation am
Computer positiv hervorgehoben. Der experimentelle Zugang zur Wahrscheinlichkeit
wird mehrfach gelobt und als Abwechslung zur Theorie beschrieben. Demgegeniiber gibt
es ihnlich viele AuBerungen, die einen Mangel an Theorie und ein zu groBes Uberge-
wicht des Softwareeinsatzes beklagen. Bei diesen AuBerungen wird der Wunsch nach
einer stirkeren inhaltlichen Verkniipfung der Simulationen deutlich.

In Bezug auf das Interesse und die Motivation durch den Computereinsatz wird das
Arbeiten mit dem Computer und mit der Software FATHOM in mehreren Antworten expli-
zit gelobt. In einzelnen AuBerungen werden ferner die schnelle Erstellung von Simulati-
onen mit der Software sowie die technische Seite mit der Projektion per Beamer positiv
erwihnt. Demgegeniiber gibt es allerdings auch Schiilerdau3erungen, welche iiber Proble-
me im Umgang mit der Software berichten, die sich negativ auf die Motivation auswir-
ken. Auch die softwareorientierten Hausaufgaben werden mehrfach kritisiert.

Die verwendeten Aufgabenstellungen werden als ,,interessant* bezeichnet. Hierbei wer-
den die praktische Orientierung der Aufgaben und das Auftreten {iberraschender Ergeb-
nisse erwihnt. Direkte Kritik an den Aufgabenstellungen gibt es nicht.

Auf der Ebene der Unterrichtsmethodik stehen insgesamt 14 positiven AuBerungen nur
7 negative AuBerungen gegeniiber. Hierbei werden das selbststindige Arbeiten allgemein,
dass selbststandige Arbeiten in Verbindung mit dem Computer bzw. mit der Gruppenar-
beit und die Moglichkeit des praktischen Arbeitens jeweils mehrfach positiv hervorgeho-
ben. In Bezug auf die Gruppenarbeit wird der Aspekt der gegenseitigen Unterstiitzung
betont. Die Moglichkeit der freien Zeiteinteilung und die vielfaltigen Moglichkeiten zur
aktiven Teilnahme an Unterrichtsgespriachen werden positiv erwédhnt. Bei den negativen
AuBerungen wird iiber zu wenig Erklirung und zu wenig Betreuung geklagt. Weiter wird
vorgeschlagen, Simulationen gemeinsam mit dem Lehrer zu erarbeiten, d. h. die Simula-
tionen parallel zur Erarbeitung am Beamer auch an den Schiilerrechnern einzugeben. In
einzelnen AuBerungen werden die Gruppenarbeit und das Vortragen der Ergebnisse kriti-
siert, in einer AuBerung wird allerdings noch mehr Gruppenarbeit eingefordert.

Die Unterrichtsmaterialien werden mehrfach als gut verstandlich und hilfreich fiir das
selbststindige Arbeiten bezeichnet. In einer AuBerung wird von Schwierigkeiten berich-
tet, wenn die benotigten Formeln zu den Aufgabenstellungen nicht angegeben sind.
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Die offenen Items 13 und 26 erfragen Verbesserungsvorschlige zu den Materialien und
Anleitungen fiir den Umgang mit FATHOM sowie zur Unterrichtseinheit insgesamt. Da es
zwischen diesen beiden Items Uberschneidungen gibt, werden die Antworten gemeinsam
ausgewertet. Alle konstruktiven Schiilerduflerungen wurden analog zum Vorgehen bei
den Items 23 und 24 in die dort geschilderten Kategorien eingeteilt. In Tab. 7.29 sind die
SchiilerduBerungen aufgefiihrt, fiir inhaltlich gleiche Beitrdge wird nur eine Antwort bei-
spielhaft mit der Anzahl der Nennungen angegeben.

Kategorie 13. u. 26.: Verbesserungsvorschlige zur Unterrichtseinheit insgesamt

Inhaltliches Kon- | o | Theorie — Rechnen — Simulieren - bei jeder Aufgabe! “ (3x)

zept ® , Mehr Theorie mit einbringen. “ (3x)

o | Ich wiirde zuerst mit dem theoretischen Teil beginnen, wie z.B. das Kldren von Begrif-
fen wie Ereignis, Ergebnis etc. Dies wiirde meiner Meinung nach wesentlich zum Ver-
stdndnis beitragen, was wir eigentlich berechnet haben bzw. welche Arbeitsschritte das
Programm fiir uns gemacht hat.“ (2x)

® , Mehr Berechnungen mit FATHOM. *

e  Weniger Theorie.

Interesse und e  Formeln intensiver erliiutern.“ (3x)
Motivation durch

. .. «
den Computer- ,Ich hditte gern mehr Befehle kennen gelernt.

einsatz o | Verschiedene Stochastik-Software verwenden / vergleichen.

Intel“ess? und e Mehr Aufgaben stellen. “ (2x)

z/gogvzi'tlog du:clh e Auch ein paar komplexere und schwierigere Aufgaben verteilen, damit man auch her-
ll;flgellll gabenstel- ausgefordert wird. “

Unte-rrichtsme- o | Vielleicht ein wenig linger, damit man das Gelernte verinnerlicht. Vermehrte Begriffs-
thodik erkldrung, verstdrktes Eingehen auf eventuell aufkommende Probleme. “ (3x)

o | Vielleicht konnte man versuchen, dass was auf den ausgeteilten Bldttern stand, zusditz-

xis zu bekommen. “ (2x)

e Mehrin Gruppen arbeiten, statt per Hausaufgabe, da man dort mehr und besser lernt,
da Partner und andere Leute anderer Gruppen einem Fragen stellen.

sowie zu den Materialien und Anleitungen fiir den Umgang mit FATHOM

lich gemeinsam am PC (so, dass jeder mitmacht an seinem PC) zu wiederholen, um Pra-

Unterrichtsmate- | o  Afonr Erklirungen zu den einzelnen Befehlen & darstellen wo man sie eingibt, nicht nur

rial in Worten. “ (4x)
e  Mehr Bldtter verteilen, unbedingt ideale Losungen ausgedruckt austeilen. “ (2x)

o , Die Anleitung schemahafter machen, weil es uniibersichtlich ist, wenn man fiir jede
Kleinigkeit so viel Text hat. “

o | Ausfiihrliche Erkldarungen.

e Manchmal nicht sehr gut verstandlich formuliert.

Tab. 7.29: Freie Schiilerantworten zu den Items 13 und 26: Verbesserungsvorschlige zur Unterrichtseinheit
insgesamt sowie zu den Materialien und Anleitungen fiir den Umgang mit FATHOM.

Auf der Ebene des inhaltlichen Konzepts finden sich in Entsprechung zu den Kritik-
punkten aus den Items 23 und 24 mehrere Vorschldge, den Anteil der Theorie im Simula-
tionsvorkurs zu erhohen, bzw. die Theorie und die Computersimulationen enger zu ver-
kniipfen. Hierzu wird angeregt, jede Aufgabe sowohl iiber die Simulationen als auch the-
oretisch zu behandeln. Ferner gibt es den Vorschlag, zuerst mit theoretischen Grundlagen
zu beginnen und dann auf dieser Basis die Simulationen mit einzubinden. Allerdings gibt
es auch zwei AuBerungen, welche eine Erhohung des Anteils an Berechnungen mit
FATHOM bzw. weniger Theorie fordern.

In Bezug auf die Motivation und das Interesse durch den Computereinsatz wird in
mehreren AufBerungen vorgeschlagen, die Formeln in FATHOM sorgfiltiger einzufiihren
und intensiver zu erldutern. In einzelnen Schiilerduferungen wird der Bedarf nach einer
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Erhohung des verfiigbaren Befehlsumfangs sowie nach der Verwendung unterschiedli-
cher Statistiksoftware artikuliert.

In Bezug auf die Motivation und das Interesse aufgrund der Aufgabenstellungen wird
zum einen vorgeschlagen, mehr Aufgaben zu stellen, ferner wird vorgeschlagen, den vor-
handenen Aufgabenpool durch weitere anspruchsvolle Aufgaben zu erginzen.

Auf der Ebene der Unterrichtsmethodik gibt es mehrere Schiilerdulerungen, die ein
langsameres Vorgehen und intensivere Erlduterungen vorschlagen. Hierzu passt die Idee,
parallel zur Erarbeitung einer Simulation per Beamer gleichzeitig an den Schiilercompu-
tern zu arbeiten. In einer Schiilerdulerung wird eine weitere Ausdehnung der Gruppenar-
beit gefordert.

In Bezug auf das Unterrichtsmaterial und die Anleitungen schlagen mehrere Antworten
ausfiihrlichere Erkldarungen zur Funktion und zum Einsatz der Formeln in FATHOM vor.
Ferner gibt es den Wunsch nach ausgedruckten Musterlosungen zu den Simulationen. In
einzelnen AuBerungen wird sowohl der Wunsch nach mehr Ausfiihrlichkeit der Anleitun-
gen wie auch nach einer stirker schematischen Darstellung gedufB3ert.

In Item 10 werden Beispiele fiir Probleme im Umgang mit der Software FATHOM erfragt.
Die Schiilerantworten lassen sich geméf der in Tab. 7.30 angegebenen Kategorien eintei-
len. Zu jeder Kategorie sind alle Schiilerantworten aufgenommen. Nicht in diese Tabelle
aufgenommen wurden acht SchiilerduBerungen, welche Probleme im Umgang mit dem
Formeleditor schildern sowie vier Schiilerduf8erungen, welche die englische Sprache der
Software beklagen. In der aktuellen deutschen Version 2.03 ist das Sprachproblem beho-
ben, auch die Bedienung des Formeleditors wurde erheblich verbessert, so dass die beiden
genannten Problemkategorien nicht mehr relevant sind.

Kategorie 10. Beispiele fiir Probleme beim Umgang mit der Software FATHOM:

Geeignete Aus- ®  Befehle waren manchmal unbekannt oder seltsam nachvollziehbar.
wahl und Formu-

lierung der For-
meln

e Die Formeln zum Berechnen verschiedener Sachen. “
o, Wir kannten anfangs einige Befehle nicht.

e Eswar schwer fiir mich, die richtige Formel (z.B. "GanzeZufallszahl") zur passenden
Aufgabenstellung zu finden.

e Sich die richtigen Formeln auszudenken, fand ich schwer.
®  Richtige Formeln zu finden. “

®  Nicht gewusst, welche Formel die richtige ist.

e  Nicht klar, welchen Befehl ich nehmen sollte.

Werkzeugkompe- | o ,,Ich habe nicht gewusst, wieso "Messgrofien sammeln" nicht anklickbar war.

tenzen e Unterscheidung der verschiedenen Tabellen zu Beginn sowie die allgemeine Funkti-

onsweise.

Unterscheidung e Ich habe nicht gewusst, welche Formel in ,,Fdlle*“ und welche in ,,Messgrofien* ge-
von Merkmalen hort.

und Messgrofien

A.ufbau .einer e Ich hatte Probleme mir zu merken, wie man vorgeht. “

Simulation e , Ohne Merkblatt nacheinander die richtigen Schritte zu machen.

Yerwendung e Wann ich die Funktion "Bis zur Bedingung" benutzen muss und wann ich den Versuch
einer Abbruchbe- einfach 1000 mal wiederholen muss, war nicht einfach. “

dingung

e Eingabe der Formel bei "Bis zur Bedingung" war zum Beispiel nicht eindeutig. “

Tab. 7.30: Freie Schiilerantworten zu Item 10: Probleme beim Umgang mit der Software FATHOM.

o Aufierdem war es schwer fiir mich, ,, Fdlle*“ und ,,Messgroflen* auseinander zu halten.
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Die Hilfte aller geduBerten Probleme steht in Verbindung mit der geeigneten Auswahl
und Formulierung von Formeln. Nur jeweils zwei AuBerungen berichten von Problemen
auf der Ebene der Werkzeugkompetenzen und beim prinzipiellen Vorgehen zum Aufbau
einer Simulation. Speziell werden jeweils zweimal Schwierigkeiten mit der Verwechse-
lung von MessgroBen und Merkmalen sowie bei der Verwendung einer Abbruchbedin-
gung angegeben.

Dies ldsst darauf schliefen, dass die Aneignung der Werkzeugkompetenzen sowie des
Aufbaus einer Simulation in FATHOM entlang des vierschrittigen Prozessmodells gut
funktioniert hat. Nachdem man sich die Werkzeugkompetenzen sowie die Struktur einer
Simulation angeeignet hat, stellt die Formelkompetenz offensichtlich das Hauptproblem
bei der Erstellung einer Computersimulation dar. Hierzu gehort es zunéchst, eine Aus-
wahl geeigneter Formeln zu kennen und syntaktisch verstanden zu haben. Aber auch bei
genauer Kenntnis geeigneter Formeln muss eine Auswahl getroffen werden und die For-
mulierung der Formeln muss an die Problemstellung angepasst werden. Diese Schwierig-
keit wird in den letzten fiinf aufgefiihrten AuBerungen zur Auswahl und Formulierung der
Formeln beschrieben. Hierbei muss eine Verkniipfung der Formelkompetenz mit der sto-
chastischen Kompetenz geleistet werden. Im Hinblick auf den Erwerb von Modellie-
rungskompetenzen ist dies die gewiinschte Anforderungsebene fiir den Einsatz von Simu-
lationen im Mathematikunterricht: Die Schiilerschwierigkeiten sollen nicht auf der Ebene
der Werkzeugkompetenzen liegen, sondern auf der Ebene der Modellbildung. Sobald ein
flexibler Umgang mit der Software beim Erstellen einer Computersimulation erreicht ist,
kann die Verwendung von Simulationen effektiv zur Ausbildung von Modellierungskom-
petenzen im Stochastikunterricht beitragen.

In Item 25 wurde gefragt, welche der verwendeten Aufgabenstellungen besonders inte-
ressant sind. Hierbei waren auch Mehrfachnennungen moglich. Es gibt insgesamt 41 Nen-
nungen. Die Verteilung auf die einzelnen Aufgabentypen ist in Tab. 7.31 dargestellt:

25. Die folgenden Aufgabenstellungen fand
ich besonders interessant.
Aufgabe Anzahl Nennungen
Wiirfelaufgaben allgemein 3 5
Wiirfelprobleme d) und e) 2 (12%)
Gemischte Aufgaben allgemein 1
A Multiple-Choice-Test 0
A Ferienjob 4
A Goldmiinze 6
- 33
B Urnenziehung 4 (81%)
B Miinzspiel 4
C Entenjagd 6
C Geburtstagsproblem 3
C Sammelbildproblem 5
,,Gliicksspielaufgaben 3 3 (7%)
insgesamt 41 41

Tab. 7.31: Die Verteilung der insgesamt 41 Nennungen in den freien Schiilerantworten zu Item 24: ,,Die
folgenden Aufgabenstellungen fand ich besonders interessant. “ auf die einzelnen Aufgabentypen.

Von den insgesamt 41 Nennungen entfallen 5 Nennungen, d. h. 12%, auf die Wiirfelauf-
gaben. Hiervon geben drei Nennungen allgemein ,,Wiirfelaufgaben* an, zweimal werden
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die Wiirfelaufgaben d) und e) explizit genannt. Es zeigt sich, dass die Wiirfelaufgaben in
der vorliegenden Form nur bei wenigen Schiilerinnen und Schiilern ein inhaltliches Inte-
resse wecken konnen.

Die gemischten Aufgaben werden 33mal genannt, dies entspricht 81% der Nennungen.
Hierbei muss noch beachtet werden, dass es sich bei den gemischten Aufgaben um Aus-
wahlaufgaben handelt, so dass gar nicht jeder jede Aufgabe bearbeitet hat. Abgesehen
von der Multiple-Choice-Test-Aufgabe fillt hier keine der Aufgaben heraus. Die Multip-
le-Choice-Test-Aufgabe mit der engen Anlehnung an die Einstiegsaufgabe soll vor allem
den schwachen Schiilergruppen mindestens eine erfolgreiche Aufgabenbearbeitung er-
moglichen. Sie wurde im Rahmen der Hauptuntersuchung héufig bearbeitet (vgl. Kapitel
6.4.2). Die iibrigen gemischten Aufgaben scheinen alle ein inhaltliches Interesse zu we-
cken.

Drei Nennungen geben allgemein ,,Gliicksspielaufgaben® an, zusitzlich werden die bei-
den Gliicksspielaufgaben ,,Urnenziehung* und Miinzspiel“ von Aufgabengruppe B der
gemischten Aufgaben insgesamt 8mal genannt. Diese Aufgabentypen scheinen fiir die
Schiilerinnen und Schiiler besonders motivierend zu sein.

7.3.3 Zusammenfassung der Ergebnisse aus der Schiilerbefragung

Die Ergebnisse der Schiilerbefragung werden hier in Anlehnung an das bisherige Vorge-
hen nach den Kategorien ,,Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit, ,,Interesse und Motiva-
tion durch den Computereinsatz®, ,,Unterrichtsmaterialien, ,,Interesse und Motivation
durch die Aufgabenstellungen und ,,Unterrichtsmethodik® geordnet und zusammenge-
fasst.

Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit

Die Ergebnisse von Item 5 zum Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit zeigen tendenziell
eine groe Zustimmung. Bei der Frage zur Erhohung des Theorieanteils in Item 8 gehen
die Meinungen allerdings auseinander: 22% wiinschen sich eine starke oder sehr starke
Erhohung des Theorieanteils, 39% nur eine geringe oder keine Erh6hung des Theoriean-
teils. Dieses Bild aus den geschlossenen Items ldsst sich anhand der offenen Fragen 23
und 24 zur Beurteilung des gesamten Unterrichtskonzepts prizisieren. Als besondere
Stiarken des Unterrichtskonzepts werden der Wechsel von Theorie und Simulationen am
Computer sowie der experimentelle Zugang zur Wahrscheinlichkeit mehrfach explizit
betont. Ahnlich viele AuBerungen fordern allerdings eine Erhohung des Theorieanteils.
Es gibt auch mehrere Verbesserungsvorschldge, in denen der Wunsch nach einer stirke-
ren inhaltlichen Verkniipfung der Computersimulationen deutlich wird.

Insgesamt zeigt sich, dass der gewihlte experimentelle Zugang zur Wahrscheinlichkeit
von einem groBen Teil der Schiilerinnen und Schiiler positiv aufgenommen wird. Die
Losung von Problemstellungen allein durch die Verwendung von Simulationen ist heute
eine anerkannte wissenschaftliche Arbeitsweise. Der Wunsch nach einer Erhohung des
Theorieanteils zeigt, dass ein solches Vorgehen im Mathematikunterricht fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler ungewohnt ist. Es muss betont werden, dass im Rahmen des Soft-
wareeinsatzes iiber die zugehorigen Simulations- und Modellierungskompetenzen auch
wichtige mathematische Kompetenzen erarbeitet werden.

Betrachtet man die geschlossenen Items 6, 7 und 20 zur subjektiven Einschidtzung des
Lernerfolgs und des Verstdndnisses, so geben die meisten Schiilerinnen und Schiiler an,
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viel gelernt zu haben und die Inhalte gut verstanden zu haben. Es zeigt sich allerdings,
dass die Selbsteinschitzung des Verstidndnisses bei den stochastischen Grundbegriffen
Zufallsexperiment, Ergebnisraum und Ereignis sowie bei der Laplace-Wahrscheinlichkeit
etwas schlechter ist als bei den Simulationskompetenzen und dem frequentistischen Zu-
gang zur Wahrscheinlichkeit. Hierin kann ein weiterer Grund fiir den Wunsch nach einer
Erhohung des Theorieanteils bei einigen Schiilerinnen und Schiilern liegen. Diese Grund-
begriffe werden im vorliegenden Unterrichtskonzept im Simulationsvorkurs eingefiihrt,
aber erst im Anschluss intensiv genutzt und damit gefestigt.

Interesse und Motivation durch den Computereinsatz

Die Auswirkungen des Computereinsatzes auf das Interesse und die Motivation miissen
gemdl Item 9 differenziert betrachtet werden: 53% der Schiilerinnen und Schiiler duflern
sich positiv, 21% @uBlern sich eher negativ. Dieses Bild zeigt sich auch in den offenen
Items 23 und 24 zur Beurteilung des gesamten Unterrichtskonzepts: Mehrere Schiilerin-
nen und Schiiler geben an, dass der Umgang mit dem Computer und mit der Software
Spall gemacht hat, der Einsatz der modernen Technik wird positiv erwdhnt. Andererseits
gibt es einige Schiilerantworten, welche sich iiber die Hausaufgaben am Computer bekla-
gen oder von Problemen mit der Software berichten.

Die erfragten Zeiten der hduslichen Arbeit am Computer in Item 4 ergeben keine beson-
ders hohen Werte, so dass anzunehmen ist, dass die ungewohnte Art der Hausaufgaben
am Computer zu den genannten Auflerungen gefiihrt hat.

Insgesamt zeigt sich, dass es aus Schiilersicht nur wenige Probleme im Umgang mit der
Software gibt. 85% der Schiilerinnen und Schiiler geben in Item 10 an, ,,mittel®, ,,wenig*
oder ,,sehr wenig* Probleme gehabt zu haben. Auch die sehr positive Selbsteinschitzung
der Simulationsfihigkeiten in Item 20a deutet in diese Richtung. Bei der offenen Frage
nach aufgetretenen Schwierigkeiten mit der Software in Item 10 zeigt sich, dass die
Werkzeugkompetenzen und das prinzipielle Vorgehen beim Aufbau einer Simulation in
FATHOM kaum als Probleme genannt werden. Lediglich die Verwechselung von Merkma-
len und Messgroflen sowie die Verwendung einer Abbruchbedingung fallen als Schwie-
rigkeiten auf. Die Hauptprobleme liegen im Bereich der Formelkompetenz: Sowohl die
Kenntnis und das Verstiandnis der Formeln als auch die richtige Wahl und der geeignete
Einsatz bekannter Formeln im Sinn der Modellierungskompetenz werden hier genannt. In
diese Richtung zielen auch die wenigen Verbesserungsvorschlige zur Verwendung der
Software FATHOM, welche eine bessere Erlduterung der Formeln wiinschen. Die hier ge-
schilderte Schiilersicht deckt sich mit den Ergebnissen der Unterrichtsbeobachtungen und
der Transkriptanalysen zum Ende des Simulationsvorkurses (vgl. Kapitel 6.4).

Die Unterrichtsmaterialien

Gemal Item 13 werden die Materialien und Anleitungen zum Umgang mit FATHOM ten-
denziell sehr positiv beurteilt. Bei den offenen Items 23 und 24 zur Beurteilung des ge-
samten Unterrichtskonzepts wird der Beitrag der Unterrichtsmaterialien zum selbststindi-
gen Lernen hervorgehoben. Bei dem offenen Frageteil in Item 13 nach Verbesserungsvor-
schldgen gibt es nur wenige Antworten. Diese kniipfen an die geschilderten Probleme im
Umgang mit den Formeln an. Es wird mehrfach vorgeschlagen, die einzelnen Befehle
besser zu erkldren und zu erldautern, wie man sie geeignet verwendet. Hiefiir muss man
allerdings das Zusammenspiel der Materialien mit den Erlduterungen wihrend des Unter-
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richts als Ganzes in den Blick nehmen. Zwei Schiilervorschlige fordern Musterlésungen
zu allen Aufgaben. Allerdings wurden im Unterricht zu allen gemischten Aufgaben Mus-
terlosungen in elektronischer Form zur Verfiigung gestellt. Zu den Wiirfelaufgaben exis-
tieren bereits die Kurzanleitungen.

Interesse und Motivation durch die Aufgabenstellungen

In den beiden offenen Items 23 und 24 zur Beurteilung des gesamten Unterrichtskonzepts
werden die Aufgabenstellungen mehrfach als ,,interessant bezeichnet. Positiv werden das
Auftreten tiberraschender Ergebnisse und die praktische Orientierung erwihnt. Betrachtet
man die einzelnen Aufgabentypen genauer, so zeigt sich in den Items 19 und 25, dass vor
allem die Einstiegsaufgabe mit den zwei unterschiedlichen Multiple-Choice-Tests und die
anwendungsorientierten gemischten Aufgaben positiv aufgenommen werden. Die Wiir-
felaufgaben werden von den Schiilerinnen und Schiilern im Gegensatz zu den gemischten
Aufgaben kaum als ,,interessante Aufgabenstellungen® genannt.

Die Vielfalt der behandelten Aufgabenstellungen trigt offensichtlich dazu bei, dass die
meisten Schiilerinnen und Schiiler geméf Item 21 im Anschluss an den Simulationsvor-
kurs der Meinung sind, einen guten Einblick in die Wahrscheinlichkeitsrechnung be-
kommen zu haben. Das Interesse an Wahrscheinlichkeitsrechnung wird nach den Ergeb-
nissen von Item 22 tendenziell mittelmifBig bis stark geweckt.

Unterrichtsmethodik

GemiB Item 15 sind 88% der Schiilerinnen und Schiiler der Meinung, wihrend des Simu-
lationsvorkurses ,,viel*“ oder ,,sehr viel“ selbststindig gearbeitet zu haben. Das arithmeti-
sche Mittel aller Antworten auf der Ratingskala ergibt bei diesem Item mit 1,7 den ge-
ringsten Wert aller geschlossenen Fragestellungen, was bedeutet, dass dies das Item mit
der grofliten Zustimmung ist. Insgesamt wird das Lernen und Arbeiten im Simulationsvor-
kurs offensichtlich als sehr selbststindig empfunden. Dies wird auch bei den offenen I-
tems 23 und 24 zur Beurteilung des gesamten Unterrichtskonzepts als positiv angesehen:
Hier gibt es 14 SchiilerduBBerungen, welche die Unterrichtsmethodik und insbesondere das
selbststandige Arbeiten in Verbindung mit dem Computereinsatz und der Gruppenarbeit
positiv bewerten. Dem gegeniiber gibt es nur wenige Schiilerduflerungen, in denen iiber
eine mangelnde Betreuung und zu wenige Erkldrungen geklagt wird. Bei den Verbesse-
rungsvorschldgen werden mehrfach eine Reduzierung des Unterrichtstempos sowie inten-
sivere Besprechungen gefordert. Ferner wird vorgeschlagen, mehr gemeinsam an den
Schiilerrechnern zu erarbeiten. Hier zeigt sich bei einer Minderheit der Schiilerinnen und
Schiiler der Wunsch nach einer engeren Unterrichtsfithrung.
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8.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

In Kapitel 6 wurde der Unterrichtsverlauf des Simulationsvorkurses auf Basis der Unter-
richtsprotokolle geschildert und in Zusammenhang mit drei Transkripten von Schiilerar-
beitsphasen einer Arbeitsgruppe analysiert. In Kapitel 7 wurden die Ergebnisse der Simu-
lationsaufgabe in der notenrelevanten Klausur des vom Autor unterrichteten Kurses, die
Ergebnisse des Eingangs- und des Ausgangstests und die Ergebnisse der Schiilerbefra-
gung ausfiihrlich geschildert und analysiert. In diesem Abschnitt sollen die zentralen Un-
tersuchungsergebnisse entlang den Untersuchungsfragen aus Kapitel 5.1 zusammenge-
stellt werden. Die Frage nach dem Gesamtkonzept der Unterrichtseinheit auf der Design-
ebene und damit verbunden nach der Eignung der erstellten Materialien soll im néchsten
Abschnitt aufgegriffen werden.

Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz

Wie entwickelt sich das Verstindnis fiir das vierschrittige Prozessmodell zur Erstellung
einer Computersimulation?

Wie die Unterrichtsbeobachtungen zeigen, kann das Vorgehen zur Erstellung einer Simu-
lation am Einstiegsbeispiel gut demonstriert werden. Die einzelnen Schritte der zunichst
hindisch durchgefiihrten Simulation werden auf die Computersimulation iibertragen. Der
Einstieg iiber die hindische Simulation sorgt dafiir, dass das prinzipielle Vorgehen nicht
von den ebenfalls neu zu erlernenden Werkzeugkompetenzen und den Formeln in
FATHOM iiberdeckt wird. Bereits nach einem zweiten Beispiel einer Computersimulation
kann das vierschrittige Prozessmodell als allgemeines Vorgehen im Unterrichtsgesprich
abstrahiert werden. In diesem Zusammenhang wird auch der Simulationsplan eingefiihrt.

Die weiteren Unterrichtsbeobachtungen und die Analyse der Transkripte zu den Wiirfel-
aufgaben a) und b) zeigen allerdings, dass das eigenstindige Erarbeiten einer Computer-
simulation in FATHOM bei den ersten beiden Wiirfelaufgaben noch groB3e Probleme berei-
tet. Wihrend die Erstellung des Einzelexperiments als erstem Schritt des Prozessmodells
gut funktioniert, gibt es Schwierigkeiten bei der Definition der Messgrofen. Die Schwie-
rigkeiten liegen sowohl auf der Werkzeugebene (Problem der Lokalisierung in Fathom)
als auch im begrifflichen Verstindnis der Bedeutung der Messgrole im Rahmen des
vierschrittigen Prozessmodells. Als weiteres Problem bei der Erstellung der ersten eigen-
standigen Computersimulationen tritt die Unterscheidung zwischen der Wiederholungs-
anzahl n eines mehrstufigen Zufallsversuchs und der Anzahl N der Simulationsdurchgén-
ge auf (,,n-N-Verwechselung®). Dieses Problem zeigt sich mehrfach bei der Wiirfelaufga-
be b) zum 60fachen Wiirfelwurf.

Bereits bei den letzten Wiirfelaufgaben festigt sich das vierschrittige Vorgehen zur Erstel-
lung einer Computersimulation. Zum Ende des Simulationsvorkurses haben die meisten
Schiilerinnen und Schiiler das vierschrittige Prozessmodell gut verinnerlicht, so dass es
als Strukturierungshilfe bei der Erstellung einer Computersimulation dient. Dies zeigt sich
in den Untersuchungen zu den gemischten Aufgaben sowie in den Schiilerlosungen der
Klausuraufgabe. Auch die zugehorigen Simulationsplédne spiegeln die deutliche Struktu-
rierung entlang des vierschrittigen Prozessmodells wieder. Das prinzipielle Vorgehen zur
Erstellung einer Computersimulation wird somit von fast allen Schiilerinnen und Schiilern
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nach kurzer Zeit verstanden und kann als Strukturierungshilfe bei der Erstellung einer
Computersimulation mit der Software FATHOM eingesetzt werden.

Wie weit sind die Schiilerinnen und Schiiler am Ende des Simulationsvorkurses in der
Lage, die behandelten FATHOM-Komponenten und -befehle entlang dem vierschrittigen
Prozessmodell flexibel zur Erstellung von Computersimulationen einzusetzen?

Wie die Ergebnisse der Simulationsaufgabe in der Klausur zeigen, konnen die im Simula-
tionsvorkurs erworbenen Simulations- und Fathomkompetenzen geeignet auf neue sto-
chastische Problemstellungen iibertragen werden. Die Schiilerinnen und Schiiler haben
zum Ende des Simulationsvorkurses kaum noch Probleme mit den Werkzeugkompeten-
zen in FATHOM. Die Bedienung der einzelnen Meniipunkte und FATHOM-Komponenten
erfolgt in groBBen Teilen sicher und routiniert. Auch die eingefiihrten und geiibten Formeln
werden 1. a. gut beherrscht. Dies zeigt sich an der erfolgreichen Bearbeitung der gemisch-
ten Aufgaben. Die in der Klausuraufgabe zu beobachtende Vielfalt unterschiedlicher Lo-
sungswege lédsst auf einen flexiblen Einsatz der verfiigbaren Formeln bei der Erstellung
der Computersimulationen schlieBen. Sehr hilfreich fiir die erfolgreiche Erstellung der
Computersimulationen sind die in den meisten Fillen zu beobachtenden sinnvollen Be-
zeichnungen der Merkmale, Messgrof3en und Kollektionen.

Zum Ende des Simulationsvorkurses stellt die Auswahl und die Formulierung der For-
meln und die Auswahl der Auswertungswerkzeuge im Hinblick auf eine geeignete Mo-
dellierung der Schritte 2 und 4 des Prozessmodells die Hauptschwierigkeit bei der Erstel-
lung einer Computersimulation dar, nachdem das vierschrittige Prozessmodell verinner-
licht werden konnte und auch die Werkzeugkompetenzen keine Probleme mehr bereiten.
Dies zeigt, dass die Hauptanforderungen bei der Erstellung einer Computersimulation
zum Ende des Simulationsvorkurses im Bereich einer vertieften Formelkompetenz in
Verbindung mit dem stochastisch-inhaltlichen Verstidndnis der einzelnen Modellierungs-
schritte liegen.

Die geschilderten Einschidtzungen werden auch von den Schiilerinnen und Schiilern ge-
teilt. In der Schiilerbefragung zeigt sich deutlich eine positive Selbsteinschitzung in Be-
zug auf die Simulations- und Fathomkompetenzen. Bei den geschilderten Problemen
werden vor allem Schwierigkeiten im Verstdndnis oder beim geeigneten Einsatz der For-
meln angegeben. Es wird der Wunsch nach ausfiihrlicheren Erkldarungen zur Funktions-
weise und zum Einsatz der Formeln in FATHOM geédufert. Somit identifizieren auch die
Schiilerinnen und Schiiler die vertiefte Formelkompetenz als eine zentrale Anforderung
zur Weiterentwicklung ihrer Simulationskompetenzen.

Bei der Bearbeitung der gemischten Aufgaben zeigen sich bei den Schiilerinnen und
Schiilern hilfreiche Kontrollstrategien: Das Einzelexperiment wird hiufig zunidchst mehr-
fach wiederholt und die Ergebnisse werden auf Plausibilitit hin untersucht. Diese Uber-
priifung des Einzelexperiments als erstem Schritt der Simulation zeigt einen verstindnis-
vollen Umgang mit den Computersimulationen.

Die Schiilerinnen und Schiiler sind zum Ende des Simulationsvorkurses in der Lage, eine
grofle Anzahl stochastischer Problemstellungen auf dem Niveau der im Simulationsvor-
kurs verwendeten Aufgabentypen iiber Computersimulationen mit der Software FATHOM
zu modellieren und zu 16sen. Hierzu tragen die erworbenen Simulations- und Fathom-
kompetenzen wie auch Kontrollstrategien im Umgang mit Fehlern und bei der Uberprii-
fung des richtigen Vorgehens bei.
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Welche Kompetenzen beim Erstellen einer Computersimulation sind besonders schwer zu
erlernen?

Nach Angaben der Schiilerinnen und Schiiler in der Schiilerbefragung sind kaum Proble-
me mit der Software FATHOM aufgetreten. Es werden auch in den offenen Items kaum
Probleme geschildert. Diese Einschitzung bezieht sich aber eher auf die Erstellung von
Computersimulationen zum Ende des Simulationsvorkurses. In der Analyse des Unter-
richtsverlaufs und der Transkripte zu den Schiilerarbeitsphasen zeigen sich mehrere Prob-
lembereiche beim Erlernen der Simulations- und Fathomkompetenzen:

Die Messgrofle

Der Umgang mit Messgroflen bereitet zu Beginn des Simulationsvorkurses grofie
Probleme. Die Schwierigkeiten liegen auf drei Ebenen:

= Auf der Ebene der Werkzeugkompetenz ist es schwierig, das richtige Menii fiir
die Definition der Messgro3e zu finden (,,Lokalisierungsproblem*). Wihrend die
Tabelle einer Kollektion dauerhaft sichtbar ist, wird das Menii zur Definition der
MessgroB3e im Info-Fenster der Kollektion nur temporir aufgerufen.

= Auf der Ebene der Simulationskompetenz ist vielen Schiilerinnen und Schiilern
die Bedeutung der Messgrole im Rahmen des vierschrittigen Prozessmodells
nicht klar. Im vorliegenden Unterrichtskonzept werden als Messgroflen vor allem
Zufallsgroflen verwendet, d. h. zu einem simulierten Zufallsexperiment muss eine
geeignete Zufallsgrofe gefunden und als Messgrofle definiert werden. Die Werte
dieser Messgrofle werden dann bei der wiederholten Durchfiihrung der Simulation
gesammelt und konnen ausgewertet werden. Diese Bedeutung der Messgrof3e ist
offensichtlich schwer zu verstehen.

= Zusitzlich zu diesen beiden fiir die MessgroBe spezifischen Problemen muss auf
der Ebene der Formelkompetenz fiir jede Messgrofle eine geeignete Formel ge-
funden und syntaktisch sowie semantisch korrekt formuliert werden.

Bereits nach drei oder vier eigenstdndig erstellten Simulationen und der Erlduterung
des Vorgehens im Unterrichtsgesprich konnen das Lokalisierungsproblem und das
Problem der Bedeutung der Messgro3e im Rahmen des Prozessmodells deutlich redu-
ziert werden.

Die Auswertungswerkzeuge

Die Vielfalt der moglichen Auswertungswerkzeuge mit den Moglichkeiten der for-
melhaften Auswertung iiber eine numerische Auswertungstabelle, der Auswertung
iber eine kategoriale Auswertungstabelle und der grafischen Darstellung wird von den
Schiilerinnen und Schiilern nicht optimal genutzt. In den Transkripten und den Aufga-
benbearbeitungen der Klausuraufgabe zeigt sich mehrfach, dass die Verwendung der
Auswertungswerkzeuge auch zum Ende des Simulationsvorkurses hin bei den meisten
Schiilerinnen und Schiilern noch verbesserungsfihig ist.

So werden kategoriale Auswertungstabellen zweckentfremdet, indem sie in Verbin-
dung mit Formeln zur numerischen Auswertung genutzt werden. Ferner werden auch
MessgroBen zur Auswertung eingesetzt. Die Schiilerinnen und Schiiler kommen damit
zum richtigen Ergebnis, allerdings wire in beiden Fillen die numerische Auswer-
tungstabelle geeignet. Als mogliche Ursache fiir die hidufige Verwechselung von kate-
gorialen und numerischen Auswertungstabellen kann man vermuten, dass sich die bei-
den Tabellentypen auf der Werkzeugebene nur durch das Betitigen der ,,Shift-Taste*
bei der Erstellung der Tabelle unterscheiden.
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Ferner zeigt sich, dass die Kombination von mehreren Auswertungswerkzeugen im
Sinn einer Kontrolle und Veranschaulichung der Ergebnisse kaum genutzt wird. Die
meisten Schiilerinnen und Schiiler wihlen einseitig die numerisch-formelhafte Aus-
wertung. Gerade die Visualisierung der Haufigkeitsverteilung hat jedoch eine wichtige
Bedeutung. Uber die Betrachtung und Interpretation der grafischen Darstellung der
Hiufigkeitsverteilung konnen die mit Hilfe von Formeln gewonnenen Ergebnisse kon-
trolliert und interpretiert werden. Ferner konnen auch Ideen zur formelhaften Auswer-
tung angestolen werden. Als Ursache fiir die mangelnde Verwendung der grafischen
Darstellung kann man vermuten, dass die Visualisierung und die Interpretation der
Haufigkeitsverteilung im Unterricht zwar mehrfach demonstriert wurde, aber nie ex-
plizit als Metastrategie zur Kontrolle der Ergebnisse eingefiihrt worden ist.

o Die Formeln

Es zeigt sich, dass die Wahl des Zufallsgenerators bei der Modellierung des Einzelex-
periments in Schritt 1 der Simulation eher unproblematisch ist. Dies erklért sich durch
die Verengung der Auswahl moglicher Zufallsgeneratoren im Unterrichtskonzept des
Simulationsvorkurses. Hier werden nur die einfach verstindlichen Befehle zufalls-
Wahl () und GanzeZufallszahl () eingefiihrt, welche allerdings bereits die Model-
lierung einer groen Anzahl stochastischer Problemstellungen ermoglichen.

Die Hauptschwierigkeiten im Umgang mit Formeln treten auf in den Schritten 2 und 4
einer Simulation bei der Definition der Messgro3e und bei der Auswertung der ge-
sammelten MessgroBBen. An diesen Stellen miissen die Formeln geeignet ausgewdhlt
und an die Problemstellung angepasst werden. Im beobachteten Unterricht sind Ver-
standnisprobleme mit dem Befehl AnzVerschiedeneWerte () aufgetreten. Ferner
hat sich der Umgang mit logischen Verkniipfungen und mit dem Wenn () -Befehl als
schwierig erwiesen. Da die Probleme an den ohnehin schwierigen Schritten der Defi-
nition der Messgro3e und der Auswertung der Haufigkeitsverteilung auftreten, muss
durch eine gute Erlduterung der verwendeten Formeln fiir eine ausreichende Formel-
kompetenz gesorgt werden.

Auch bei einem sehr guten Verstindnis der Funktionsweise der Formeln bleibt die
richtige Verwendung innerhalb der Simulation schwierig, da die Ebene der Formel-
kompetenz eng verkniipft ist mit der Modellierungskompetenz zur Erstellung einer
Computersimulation. Die Realisierung der einzelnen Modellierungsschritte in Verbin-
dung mit den zur Verfiigung stehenden Formeln stellt stets eine kognitive Hiirde dar.
Uber die Anforderungen bei der richtigen Auswahl und Formulierung der Formeln auf
den einzelnen Stufen des Prozessmodells trigt die Verwendung von Simulationen ent-
scheidend zur Forderung von Modellierungskompetenzen im Stochastikunterricht bei.

¢ Verwendung einer Abbruchbedingung

Bei den Wartezeitaufgaben wird das vierschrittige Vorgehen zur Erstellung einer
Computersimulation auf der Softwareebene aufgebrochen. Hier muss bereits fiir die
Modellierung des Einzelexperiments eine Messgrofle definiert werden und mit einer
Abbruchbedingung beim Sammeln der Messgro3en gearbeitet werden. Damit geht die
gefestigte Struktur zur Erstellung einer Simulation auf der Softwareebene verloren.
Dieser Aufgabentyp ist im Sinn einer inneren Differenzierung fiir die leistungsstarken
Schiilerinnen und Schiiler geeignet.
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Die Ebene der stochastischen Kompetenz

Welche stochastischen Grundbegriffe und Inhalte konnen im Rahmen des Simulationsvor-
kurses erfolgreich vermittelt werden?

Der zentrale Begriff der Wahrscheinlichkeit wird im Simulationsvorkurs sowohl {iber
den frequentistischen Zugang als auch iiber den Laplace-Zugang erschlossen. Beide
Zuginge erginzen sich gegenseitig. Am Beispiel des Miinzwurfs und am Beispiel der
Augensumme beim zweifachen Wiirfeln werden beide Zugidnge gegeniibergestellt und
verglichen. Die problemlose Erarbeitung der Laplace-Wahrscheinlichkeit beim doppelten
Wiirfelwurf im Unterricht wie auch die Ergebnisse der beiden Items 7 und 8 des Aus-
gangstests zeigen, dass der Laplace-Zugang zur Wahrscheinlichkeit bei einfachen sto-
chastischen Situationen fiir die Schiilerinnen und Schiiler kein Problem darstellt.

In Zusammenhang mit dem frequentistischen Zugang zur Wahrscheinlichkeit wird im
Simulationsvorkurs das Gesetz der groflen Zahl ausfiihrlich behandelt. Durch den stén-
digen Umgang mit der Stabilisierung der relativen Haufigkeit eines Ereignisses gegen die
zugehorige Wahrscheinlichkeit tritt das Gesetz der groen Zahl im Simulationsvorkurs in
natiirlicher Weise wiederholt in Erscheinung. Das Gesetz der grolen Zahl wird am Bei-
spiel des Miinzwurfs explizit als Grenzprozess thematisiert. In Verbindung mit der Ge-
nauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschidtzung einer Computersimulation wird die Rolle der
Wiederholungsanzahl genauer untersucht und in einer ,,Faustformel* festgehalten. Bereits
beim Einstiegsbeispiel zum Multiple-Choice-Test tritt das Gesetz der groBen Zahl in der
Form auf, dass bei einer kleineren Anzahl an Versuchsdurchfiihrungen die Schwankung
um den Erwartungswert der relativen Haufigkeit grof3er ist als bei einer groen Anzahl an
Versuchsdurchfiihrungen. Diese Behandlung des Gesetzes der groBBen Zahl als Grenzpro-
zess, das Auftreten bei der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber Simulationen und
die Verkniipfung mit dem Problem der Multiple-Choice-Test-Aufgabe fiihren dazu, dass
die Schiilerinnen und Schiiler mit dem Gesetz der grof3en Zahl vertraut werden und dieses
flexibel auch auf andere Situationen anwenden konnen. Die Krankenhausaufgabe (Item 5)
zum intuitiven Verstdandnis des Gesetzes der gro3en Zahl zeigt die deutlichste Steigerung
aller Aufgaben des Ausgangstests im Vergleich zum Eingangstest.

Als weiterer zentraler Begriff wird das Zufallsexperiment eingefiihrt. Wie der Vergleich
der Ergebnisse des Eingangs- und des Ausgangstests zeigt, ergeben sich im Anschluss an
den Simulationsvorkurs deutliche Verbesserungen des Verstindnisses. Insbesondere bei
der Definition eines Zufallsexperiments verbessern sich die Ergebnisse. Bei den Beispie-
len zeigt sich der Einfluss des Simulationsvorkurses darin, dass im Ausgangstest vermehrt
alltagsbezogene Zufallsexperimente genannt werden. Dies entspricht dem Konzept des
Simulationsvorkurses, schiilernahe und anwendungsorientierte Problemstellungen zu ver-
wenden. Allerdings taucht im Kompetenztest hdufig die Fehlvorstellung des Equiproba-
bility-Bias auf: Der Begriff des Zufallsexperiments wird auf Laplace-Experimente ver-
engt. Diese bekannte Fehlvorstellung kann auch durch die explizite Thematisierung der
ReiBlzwecke als Gegenbeispiel zu einem Laplace-Experiment nicht vollig beseitigt wer-
den. Man kann vermuten, dass sich hier der Einfluss der durchgingigen Verwendung der
beiden jeweils auf einem Laplace-Ergebnisraum beruhenden Zufallsgeneratoren zZu-—
fallsWahl () und GanzeZufallszahl () widerspiegelt.

Die Interpretation der Hiufigkeitsverteilungen und der grafischen Darstellungen
tritt im Simulationsvorkurs wiederholt auf und wird dabei geiibt und gefestigt. Dies fiihrt
gemdl Item 10 des Ausgangstests zu einer deutlichen Kompetenzsteigerung bei der Inter-
pretation grafischer Darstellungen, speziell von Histogrammen.
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Probleme zeigen sich in Item 3 des Kompetenztests beim Begriff des Ergebnisraums.
Die Konstruktion von Laplace-Ergebnisraumen wurde im Simulationsvorkurs nur am
Beispiel des zweifachen Wiirfelns eingefiihrt und anschlieBend nicht weiter gefestigt.
Dies reicht offensichtlich nicht aus, um die Konstruktion geeigneter Ergebnisrdume auch
auf unbekannte Situationen iibertragen zu konnen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die theoretischen Grundbegriffe Laplace-
Wahrscheinlichkeit und Zufallsexperiment, der Umgang mit Haufigkeitsverteilungen und
grafischen Darstellungen sowie insbesondere das Gesetz der grolen Zahl im Rahmen des
geschilderten Unterrichtskonzepts erfolgreich vermittelt werden kénnen. Probleme zeigen
sich beim Begriff des Ergebnisraums sowie bei der Fehlvorstellung des Equiprobability-
Bias. Die Konstruktion eines Laplace-Ergebnisraums muss an weiteren Beispielen geiibt
und gefestigt werden. Der Fehlvorstellung des Equiprobability-Bias muss man {iiber das
gesamte Kurshalbjahr wiederholt gegeniibertreten.

Welches Verstindnis und welche Fehlvorstellungen fiir die Abschdtzung von Wahrschein-
lichkeiten mittels relativer Hdaufigkeiten zeigen sich im Rahmen des Simulationsvorkur-
ses?

Beim Konzept des Simulationsvorkurses wird die Wahrscheinlichkeit iiber den frequen-
tistischen Zugang eingefiihrt. In den ersten Unterrichtsstunden hat sich gezeigt, dass bei
einigen Schiilerinnen und Schiilern bereits ein intuitives Verstdndnis fiir das Gesetz der
groflen Zahl vorhanden war, auf das man bei der hiandischen Simulation als Losungsan-
satz des Multiple-Choice-Test-Problems aufbauen konnte. Dieses intuitive Verstdndnis
fiir die Abschitzung der Wahrscheinlichkeit iiber die relative Haufigkeit bei der mehrfa-
chen Durchfithrung des Zufallsexperiments wird bei dem gewihlten Unterrichtseinstieg
bendtigt, da man sich in der Situation befindet, dass man eine unbekannte Wahrschein-
lichkeit iiber die relative Haufigkeit schitzen mochte. Mit der Einfithrung der Software
lasst sich die Simulation mehrfach wiederholen und dariiber nachweisen, dass die relative
Haufigkeit fiir das Auftreten eines Ereignisses bei einer grolen Anzahl N an Simulations-
durchgédngen stets etwa denselben Wert annimmt, so dass es Sinn macht, die relative Hiu-
figkeit als Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit zu wihlen.

Dieser frequentistische Zugang zur Wahrscheinlichkeit wird im Simulationsvorkurs durch
die hédufige Verwendung der Computersimulationen gefestigt und es werden Faustregeln
fiir die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzung iiber Simulationen erarbeitet. Ins-
besondere wird das Gesetz der groBBen Zahl explizit als Grenzprozess bei der bekannten
Wahrscheinlichkeit p = 0,5 des Miinzwurfs behandelt. Wegen der zentralen Bedeutung
des Gesetzes der grolen Zahl werden hier sowohl hiandische Miinzwiirfe als auch fertige
Lernumgebungen in FATHOM eingesetzt.

Die Schiilerinnen und Schiiler akzeptieren den experimentellen Zugang zur Wahrschein-
lichkeit bereits nach kurzer Zeit. Der experimentelle Zugang wird in der Schiilerbefra-
gung mehrfach ausdriicklich begrii3t, die meisten Schiilerinnen und Schiiler sprechen sich
selber ein hohes oder ein sehr hohes Verstidndnis fiir den frequentistischen Zugang zur
Wabhrscheinlichkeit zu. Fiir die hohe Akzeptanz des frequentistischen Zugangs zur Wahr-
scheinlichkeit sprechen auch die im Eingangs- und im Ausgangstest sowie die im Unter-
richt mehrfach geduBlerten Vorschlige zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Zu-
fallsgeriten iiber Experimente, z. B. beim Werfen einer Reillzwecke.

Allerdings fillt bei der Analyse der Schiilerarbeitsphasen und der Unterrichtsbeobachtun-
gen auf, dass das Problem der Genauigkeit bei der frequentistischen Bestimmung von
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Wahrscheinlichkeiten fiir einen Teil der Schiilerinnen und Schiiler offenbar von geringer
Bedeutung ist. Zumindest auf sprachlicher Ebene wird meistens keine Differenzierung
zwischen der Wahrscheinlichkeit und der relativen Haufigkeit vorgenommen. Auch der
Aufgabenteil zur Genauigkeitsabschdtzung von Simulationsergebnissen in der Klausur
wurde nur teilweise bearbeitet. Andererseits findet sich bei den Antwortsdtzen zur Anga-
be der iiber die Computersimulation bestimmten Wahrscheinlichkeit in der Klausur mehr-
fach der Zusatz ,,ungefihr bzw. ,,circa® und damit ein Hinweis auf den Schitzcharakter
des frequentistischen Zugangs. Insbesondere in Item 6 des Ausgangstests zur statistischen
Streuung werden auch mehrfach die Faustformeln erwéhnt und die Streuung wird in Ver-
bindung zur Grofle der Stichprobe gesetzt. Man kann daher davon ausgehen, dass das
Problem der Genauigkeitsschitzung bei den meisten Schiilerinnen und Schiilern eher ein
sprachliches Problem als ein Verstiandnisdefizit ist.

Insgesamt zeigt sich, dass die Schiilerinnen und Schiiler den frequentistischen Zugang zur
Wahrscheinlichkeit akzeptieren und zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe
von Computersimulationen verinnerlicht haben. Ein vertieftes Verstindnis dieses Zu-
gangs im Zusammenhang mit einer Problematisierung der Genauigkeit scheint bei einem
Teil der Schiilerinnen und Schiiler nicht erreicht worden zu sein.

Wie weit konnen im Rahmen des Simulationsvorkurses Modellierungskompetenzen ange-
regt werden?

Bei der Einstiegsaufgabe sowie bei den Wiirfelaufgaben liegt das Unterrichtsziel vor al-
lem in der Einfithrung und Festigung der Simulations- und Fathomkompetenzen.

Bei den Wiirfelaufgaben ist die Modellierung sehr einfach gewihlt, um die selbststidndige
Erarbeitung weiterer Softwarekompetenzen zu ermoglichen. Die in den Kurzanleitungen
vorgegebenen Modellierungsschritte miissen nur verstanden und umgesetzt werden. Al-
lerdings sind eine Reihe von Fragen zur Interpretation der Ergebnisse und der entstehen-
den Hiufigkeitsverteilungen integriert. Bei den ersten beiden Computersimulationen zeigt
sich, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler fast ausschlieBflich mit Software-Problemen
beschiftigen. Die Aufgaben werden technisch bearbeitet, eine inhaltliche Interpretation
der Ergebnisse findet nicht statt. Bereits bei den letzten beiden Wiirfelaufgaben treten die
Probleme mit den Werkzeugkompetenzen in den Hintergrund, so dass zunehmend Raum
bleibt fiir die Interpretation der Ergebnisse im Unterrichtsgesprich: Bei Wiirfelaufgabe d)
wurde die Interpretation des Erwartungswerts der Gewinnspielaufgabe besprochen, bei
der Wartezeitaufgabe e) wurde die Form der Verteilung beschrieben, interpretiert und als
typische Verteilung fiir Wartezeitaufgaben gekennzeichnet.

Bei den gemischten Aufgaben am Ende des Simulationsvorkurses zeigt sich bei den meis-
ten Schiilerinnen und Schiilern, dass nicht mehr die Werkzeugkompetenzen im Mittel-
punkt stehen, sondern die Strukturierung der Simulation, die geeignete Auswahl und
Formulierung von Formeln sowie die Auswertung und die Interpretation der Ergebnisse.
Dieses sind alles Kompetenzen auf der Modellierungsebene. Die meisten Simulationspla-
ne erldutern die gewihlten Befehle und Strukturen und stellen damit die gewiinschte Ver-
bindung zwischen der stochastisch-inhaltlichen Ebene und der Softwareebene her. Auch
an den meistens sinnvoll gewihlten Bezeichnungen zeigt sich die stochastisch-inhaltliche
Reflexion der einzelnen Modellierungsschritte.

Die analysierte Gruppenarbeit zum Geburtstagsproblem ist ein schones Beispiel, wie
durch den Anwendungsbezug der Aufgabe die Interpretation der Ergebnisse angeregt
werden kann: Die beiden betrachteten Schiilerinnen vergleichen ihre Ergebnisse mit ihren
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Erfahrungen aus dem Alltag. Diese Kontrollstrategie zeigt ihnen, dass die ersten Ergeb-
nisse aufgrund der unpassenden Gréenordnung falsch sein miissen. Auch das erstaunli-
che richtige Endergebnis regt zu intensiven Diskussionen an und fordert die Schiilerinnen
und Schiiler zu einem intuitiven Verstdandnis der Situation heraus.

Die vielfiltigen Losungsansitze bei der Simulationsaufgabe der Klausur zeigen, dass in-
nerhalb der Struktur des vierschrittigen Prozessmodells zur Erstellung einer Computersi-
mulation bei den Schritten 2 und 4 geniigend Raum fiir Modellbildungsiiberlegungen vor-
handen ist. Mit zunehmender Sicherheit bei den Werkzeugkompetenzen und zunehmen-
der Sicherheit bei der Erstellung einer Computersimulation entlang des vierschrittigen
Prozessmodells verlagern sich die Anforderungen auf die geeignete Modellierung einer
stochastischen Problemstellung als FATHOM-Simulation.

Wie weit trigt der Simulationsvorkurs zu einem intuitiven Verstdndnis fiir stochastische
Prozesse und Begriffe bei?

Die Auswirkungen des Simulationsvorkurses auf das intuitive Verstindnis fiir stochasti-
sche Prozesse und Begriffe lassen sich nur schwer empirisch nachweisen. Aufgrund der
vielfdltigen durchgefiihrten stochastischen Experimente sowohl in héndischer Form als
auch in Form von Computersimulationen kann man einen positiven Effekt auf das intuiti-
ve stochastische Verstindnis erwarten. Die Schiilerinnen und Schiiler haben hierbei Er-
fahrungen im Umgang und mit der systematischen Beobachtung von Zufallsexperimenten
gesammelt.

Die Eignung von stochastischen Experimenten und Computersimulationen zur Unterstiit-
zung des intuitiven Verstidndnisses zeigt sich am Beispiel einer der beiden Lernumgebun-
gen zum Gesetz der grolen Zahl, welche im Unterricht eine spontane Diskussion iiber die
Irregularitit von Zufallsfolgen angestoen hat und anschlieBend zum Begriff der Unab-
hingigkeit der einzelnen Stufen eines mehrfachen Miinzwurfs gefiihrt hat.

Die Ergebnisse des Ausgangstests deuten auf positive Auswirkungen hin: Die Items 2 und
4 zum intuitiven Verstdndnis der Unabhéngigkeit der einzelnen Stufen einer Zufallsfolge
zeigen bereits im Eingangstest gute Ergebnisse, die sich im Ausgangstest nochmals deut-
lich steigern. Insbesondere gehen die Fehlvorstellungen der ,,Representativeness und des
,Gesetzes der kleinen Zahl* deutlich zuriick. Hierzu tragt sicherlich die Kombination aus
der expliziten Thematisierung des Begriffs der Unabhédngigkeit und den gesammelten
Erfahrungen im Rahmen realer Experimente und von Computersimulationen bei. Das
Item 5 zum intuitiven Verstindnis des Gesetzes der groen Zahl bei der Krankenhausauf-
gabe zeigt eine deutliche Leistungssteigerung. Hierbei handelt es sich um einen an-
spruchsvollen Transfer. Psychologische Untersuchungen haben gezeigt, dass es Schiile-
rinnen und Schiilern schwer fillt, diesen komplexen Typ von Aufgaben intuitiv zu l6sen
(Kahneman und Tversky 1972; Sedlmeier und Gigerenzer 1997). Auch in Item 6 zur sta-
tistischen Streuung zeigt sich der Einfluss des Simulationsvorkurses. Hier wird im Aus-
gangstest mit den Faustregeln zur Genauigkeit argumentiert.

Im Sinn eines spiralcurricularen Aufbaus des Kurshalbjahres Stochastik sollen bei der
Verwendung von Computersimulationen die Begriffe der Zufallsgrofle, des Erwartungs-
werts und der Wahrscheinlichkeitsverteilung vorbereitet werden. Die im Verlauf des Si-
mulationsvorkurses zunehmende Sicherheit der Schiilerinnen und Schiiler beim Umgang
mit dem Begriff der MessgrofSe auf Softwareebene ldsst vermuten, dass hiermit auch ein
inhaltliches Vorverstdndnis fiir den entsprechenden stochastischen Begriff der Zufalls-
groBle angelegt werden kann. Ebenso kann man davon ausgehen, dass der wiederholte
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Umgang und die wiederholte Interpretation der Histogramme der Haufigkeitsverteilungen
zu einem inhaltlichen Vorverstindnis fiir den Umgang mit Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen fiihrt.

Uber die mehrfache Berechnung von Mittelwerten einer Hiufigkeitsverteilung wird die
frequentistische Interpretation des Erwartungswerts vorbereitet. Im Unterricht zeigt sich
mehrfach ein intuitiver Widerspruch im Denken der Schiilerinnen und Schiiler, wenn der
Mittelwert der Haufigkeitsverteilung bei einer kategorialen Variable ein Dezimalbruch
ist. So werden die Mittelwerte der Wartezeiten hiufig auf ganze Zahlen aufgerundet. Bei
der Verwendung numerischer Merkmale im Rahmen der Gewinnspielaufgaben tritt dieses
Problem in natiirlicher Weise nicht auf. Auf die frequentistische Interpretation der be-
rechneten Mittelwerte sollte bei zukiinftigen Durchfiihrungen des Kurskonzepts grof3er
Wert gelegt werden.

Ebene der Schiilereinstellungen — Motivation und Interesse

Welche Einstellung entwickeln die Schiilerinnen und Schiiler im Verlauf des Simulations-
vorkurses in Bezug auf die intensive Verwendung der Software FATHOM zur Erstellung
von Computersimulationen?

Betrachtet man die Unterrichtsbeobachtungen, so zeigen sich insgesamt positive Auswir-
kungen des Softwareeinsatzes auf die Motivation und das Interesse der Schiilerinnen und
Schiiler. Zu Beginn der Unterrichtseinheit ist eine gro3e Neugier auf die Software festzu-
stellen, allerdings gibt es auch einzelne Stimmen, welche einen zusitzlichen Arbeitsauf-
wand befiirchten. Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiten {iber den gesamten Zeitraum des
Simulationsvorkurses konzentriert und engagiert mit. Insbesondere in den drei Unter-
richtsstunden der selbststindigen Schiilerarbeitsphase zu den gemischten Aufgaben zeigt
sich eine hohe Konzentration bei der Arbeit am Computer. Die in den Pridsentationen und
den Simulationsplédnen sichtbar werdenden guten Ergebnisse dieser Phase bestitigen den
positiven Eindruck.

Die Transkriptanalyse der Schiilerarbeitsphasen zeigt ebenfalls ein engagiertes Arbeiten
am Computer. Die beiden beobachteten Schiilerinnen arbeiten sehr hartnidckig und ziel-
orientiert an der Losung der gestellten Simulationsaufgaben.

Dieses positive Bild kann durch die Schiilerbefragung bestitigt werden: Die intensive
Verwendung der Software FATHOM im Simulationsvorkurs wird von den meisten Schiile-
rinnen und Schiilern begriit. Nur etwa 20% der Schiilerinnen und Schiiler duBlern sich
negativ zur Verwendung der Software, iiber 50% hingegen positiv. Als besondere Stirken
der Unterrichtseinheit werden in den offenen Items mehrfach die Abwechslung zwischen
der Theorie und der Verwendung des Computers, das Arbeiten mit der Software FATHOM
selber sowie die selbststindigen Arbeitsphasen genannt. Auf negativer Seite wird mehr-
fach ein Mangel an Theorie kritisiert. Den vielen positiven AuBerungen zur Software ste-
hen nur wenige AuBerungen gegeniiber, in denen der Softwareeinsatz direkt kritisiert
wird. Hier werden Probleme im Umgang mit der Software insbesondere in Verbindung
mit den Hausaufgaben gedulert.

Aus den Schiilerantworten in der Befragung lassen sich in Bezug auf den Softwareeinsatz
drei Faktoren ableiten, welche die Motivation positiv beeinflussen:

e Das Arbeiten mit dem Computer

Das Arbeiten mit dem Computer und der Umgang mit modernen Technologien
scheint auf einen Teil der Schiilerinnen und Schiiler eine groe Faszination auszu-
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iiben und damit zu einer positiven Grundeinstellung beizutragen. Vielen Schiilerinnen
und Schiilern macht der Umgang mit dem Computer einfach Spal3. Diese Motivation
wird beeintrichtigt, wenn Probleme bei der Verwendung der Software auftreten und
nicht selbststiandig gelost werden konnen. Daher muss bei der Gestaltung des Simula-
tionsvorkurses darauf geachtet werden, dass die selbststandig zu 16senden Aufgaben
in der Phase des Aufbaus der Fathomkompetenzen geeignet vorbereitet und eingebet-
tet werden. Insbesondere die Erteilung von Hausaufgaben muss gut vorbereitet sein,
da hier keine Hilfe in Anspruch genommen werden kann.

e Der experimentelle Zugang im Mathematikunterricht

Das Experimentieren im Mathematikunterricht wird bei vielen Schiilerinnen und
Schiilern als Abwechslung zur Theorie begriiit. Dieser experimentelle Zugang ist ei-
ne spezielle Stirke der Stochastik gegeniiber anderen Bereichen der Mathematik und
lasst sich durch Computersimulationen systematisch in den Schulunterricht integrie-
ren. Die flexible Modellierung vielféltiger Problemstellungen als Computersimulatio-
nen macht die Verwendung der Software FATHOM fiir die gymnasiale Oberstufe ge-
winnbringend. Der vielfach geduflerte Schiilerwunsch nach einer Erhohung des Theo-
rieanteils zeigt aber auch, dass der Verkniipfung zwischen der experimentellen und
der theoretischen Seite eine hohe Bedeutung zukommt. Erst die gegenseitige Ergin-
zung beider Zuginge kann auf Dauer zur Erhhung der Motivation beitragen.

e Die Gruppenarbeit am Computer

Die Verwendung der Software FATHOM im Stochastikunterricht eréffnet die Mog-
lichkeit der Partner- oder Gruppenarbeit am Computer zur Erstellung der Computer-
simulationen. Diese Erhohung des Anteils selbststdndiger Arbeit im Vergleich zu
,hormalem* Stochastikunterricht in der gymnasialen Oberstufe trigt zur Erhohung
der Motivation bei. Zur Forderung dieser Motivation ist das Verhiltnis zwischen
selbststandigen Erarbeitungsphasen und Besprechungen im gesamten Kurs von gro-
Ber Wichtigkeit. Gerade im Interesse der schwicheren Schiilerinnen und Schiiler ist
es wichtig, Probleme im Unterrichtsgesprich zu kldren und die Ergebnisse zu sichern.

Wie werden die anwendungsorientierten und teilweise interpretationsbezogenen Aufga-
benstellungen von den Schiilerinnen und Schiilern angenommen?

In der Schiilerbefragung gibt es mehrere Schiilerdulerungen, welche die verwendeten
Aufgaben insgesamt als interessant bezeichnen. In einzelnen AuBerungen werden als Be-
griindungen hierfiir der Anwendungscharakter und das Auftreten erstaunlicher Ergebnisse
genannt. Nach Meinung der Schiilerinnen und Schiiler gewéhren die verwendeten Aufga-
ben einen guten Einblick in die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das Interesse an Wahr-
scheinlichkeitsrechnung wird mittelméfig bis stark geweckt.

Betrachtet man die einzelnen Aufgabenblocke genauer, so ergibt sich folgendes Bild:

Die Einstiegsaufgabe mit der Auswahl zwischen zwei verschiedenen Arten eines Multip-
le-Choice-Tests erweist sich als inhaltsreiche und komplexe Problemstellung, welche die
Schiilerinnen und Schiiler zu Diskussionen und zu Vermutungen herausfordert und einen
wichtigen Beitrag zum Gelingen des Unterrichts in den Einstiegsstunden liefert. Die In-
terpretation des Ergebnisses der Aufgabe iiber die unterschiedlich grofe Streuung der
relativen Hiufigkeit stellt die inhaltliche Verkniipfung zum Gesetz der groBen Zahl her.
Wie die Ergebnisse der strukturgleichen Krankenhausaufgabe im Ausgangstest zeigen,
wird das intuitive Verstindnis durch diese Aufgabe gestirkt.
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Die Wiirfelaufgaben zur Festigung und Erweiterung der Simulations- und Fathomkompe-
tenzen werden von den Schiilerinnen und Schiilern auf inhaltlicher Seite nicht gut ange-
nommen. In der Schiilerbefragung gibt es kaum Nennungen der Wiirfelaufgaben als ,,inte-
ressante* Aufgabenstellungen. Insbesondere die interpretationsbezogenen Aufgabenteile
miissen vor allem im Unterrichtsgespriach erarbeitet werden. Die Transkriptanalyse der
beobachteten Gruppenarbeit zeigt einen stark technisch orientierten Umgang mit diesen
Aufgabenstellungen: Bei der ersten Wiirfelaufgabe wird der Aufgabentext zunichst iiber-
haupt nicht gelesen. Es wird gleich versucht, die Simulation analog zur vorgegebenen
Anleitung der Multiple-Choice-Test-Aufgabe zu erstellen. Bei der zweiten Wiirfelaufgabe
sieht man ebenfalls einen oberfldchlichen Umgang mit der Aufgabenstellung: Die Aufga-
be wird auf der technischen Ebene gelost, eine inhaltliche Interpretation der Ergebnisse
findet kaum statt. Bei der Auswertung der Haufigkeitsverteilung wird die grafische Dar-
stellung nicht herangezogen, sondern es wird rein auf Formelebene gearbeitet. Die gefor-
derte verbale Beschreibung der Verteilung wird weggelassen.

Bei den anwendungsorientierten gemischten Aufgaben zeigt sich ein anderes Bild. Diese
Aufgaben werden in der Schiilerbefragung hiufig als ,,interessante” Aufgabenstellungen
genannt. Die thematische Wahl der Aufgaben fiihrt dazu, dass die Inhalte und die Ergeb-
nisse der Aufgaben stirker in den Vordergrund riicken. In der Transkriptanalyse zur Be-
arbeitung der Geburtstagsaufgabe sieht man, dass gerade die inhaltliche Ebene und das
erstaunliche Ergebnis zur Interpretation, zu Kontrollstrategien und zu lebhaften Diskussi-
onen anregen. Insbesondere die gemischten Aufgaben erfiillen damit offensichtlich die
gewiinschte Funktion, das Interesse an stochastischen Problemstellungen zu wecken und
einen Einblick in verschiedene typische Aufgabenstellungen des Stochastikkurses zu ge-
wihren. Allerdings finden sich gerade bei den gemischten Aufgaben bislang kaum verbal-
beschreibende oder interpretationsorientierte Aufgabenteile. Durch die Ergénzung solcher
Aufgabenteile kann man versuchen, diese Aufgaben auf inhaltlicher Ebene noch wir-
kungsvoller zu gestalten.

Ebene der Unterrichtsmethodik — Selbststiindiges Arbeiten und handlungsorientier-
ter Unterricht

In welcher Form gelingt das selbststindige Lernen und Arbeiten am Computer in den
einzelnen Phasen des Simulationsvorkurses?

Gemil der globalen Auswertung der zeitlichen Anteile der einzelnen Unterrichtsmetho-
den in Kapitel 6.5 zeigt sich, dass die im Mathematikunterricht im allgemeinen vorherr-
schende Form des lehrerzentrierten Unterrichts in der durchgefiihrten Unterrichtseinheit
aufgebrochen werden konnte. Dies liegt vor allem an dem groB3en Anteil der Gruppenar-
beit am Computer und den zugehorigen Prisentationen der erarbeiteten Simulationen im
Schiilervortrag.

Dieses Bild deckt sich mit den subjektiven Schiilereindriicken: Die meisten Schiilerinnen
und Schiiler geben an, in der durchgefiihrten Unterrichtseinheit ,,viel*“ oder ,,sehr viel*
selbststiandig gearbeitet zu haben. Ferner wird dieses selbststindige Arbeiten geméal vieler
AuBerungen als positiv empfunden. Es gibt nur wenige SchiileriuBerungen, in denen sich
der Wunsch nach einer engeren Unterrichtsfithrung zeigt.

Betrachtet man den analysierten Unterrichtsverlauf differenziert nach den einzelnen Pha-
sen des Simulationsvorkurses, so sieht man, dass sich die Anteile und die Art der selbst-
standigen Schiilerarbeit deutlich unterscheiden:
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In den Einstiegsstunden findet fast ausschlieBlich lehrerzentrierter Unterricht statt. Die
Erstellung einer Computersimulation wird in einer Mischung aus Demonstration und fra-
gend-entwickelndem Unterricht in Analogie zur héndischen Simulation eingefiihrt. Aus
der Erfahrung des Autors als Informatiklehrer ist dieses ,,Lernen am Modell* eine sehr
effektive Art, in eine neue Software einzufiihren. Nolting und Paulus (1992, S. 51)
schreiben hierzu: ,,Durch Modelle kann man auBlerordentlich 6konomisch - sozusagen
mit einem Schlage — recht komplexe Verhaltensweisen erwerben. [...] Das Lernen am
Modell ermoglicht den Erwerb von Verhaltensweisen, die fiir das Individuum véllig neu
sind [...].“ Die erfolgreiche Bearbeitung der Multiple-Choice-Test-Aufgabe mit 20 Test-
fragen als Hausaufgabe im Anschluss an die Einstiegsstunden bestétigt das gewihlte Vor-
gehen.

Bei der Festigung der Simulations- und Fathomkompetenzen anhand der Wiirfelaufgaben
konnten die Schiilerinnen und Schiiler aufgrund der Kurzanleitungen bereits eigenstdndig
in Partnerarbeit am Computer arbeiten. Die ersten beiden Wiirfelaufgaben wurden teil-
weise im Unterricht und teilweise als Hausaufgabe bearbeitet. Im Sinn der Unterstiitzung
schwicherer Schiiler wire es riickblickend wiinschenswert gewesen, diese beiden Aufga-
ben komplett im Unterricht erarbeiten zu lassen. Die letzten drei Wiirfelaufgaben wurden
jeweils als Hausaufgabe aufgegeben. Alle Aufgaben wurden im Anschluss an die Bear-
beitung ausfiihrlich in Form von Schiilerprasentationen im Unterricht vorgestellt. Aufge-
tretene Probleme wurden besprochen. Damit wird die Festigung der Simulations- und
Fathomkompetenzen in einer Mischung aus Schiilerarbeit am Computer, Schiilerprisenta-
tionen im Gesamtkurs und der Besprechung von Problemen und wichtigen Eigenschaften
von Simulationen im Unterrichtsgesprich erreicht.

Die selbststindige Erstellung der FATHOM-Simulationen wird in dieser Phase des Unter-
richts allerdings sehr stark durch die Anleitungen und durch Hilfestellungen der Lehrper-
son gelenkt. Wie die geringe Beachtung der inhaltlichen Seite der Wiirfelaufgaben im
Rahmen der Schiilerarbeit zeigt, handelt es sich bei der selbststindigen Arbeit am Com-
puter bei den Wiirfelaufgaben keinesfalls um ein selbststindiges Lernen im Sinn kon-
struktivistischer Lerntheorien. Dies ist aber in dieser Phase des Unterrichts auch nicht zu
erwarten, da sich die Schiilerinnen und Schiiler zunichst die Werkzeugkompetenzen im
Umgang mit der Software aneignen und das strukturelle Vorgehen zur Erstellung einer
Computersimulation verinnerlichen miissen. Das lédsst sich anhand der Wiirfelaufgaben
sehr ziigig und mit groBBen Anteilen an selbststindiger Schiilerarbeit im oben beschriebe-
nen Sinn erreichen.

Die Erarbeitung der theoretischen Grundbegriffe und die explizite Behandlung des Geset-
zes der groBlen Zahl als Grenzprozess konnten im geschilderten Unterricht innerhalb einer
Doppelstunde mit iiberwiegend lehrerzentrierten Anteilen erfolgen. Die Moglichkeit zum
Einsatz der beiden Lernumgebungen zum Gesetz der grofSen Zahl im Rahmen selbststin-
diger Schiilerarbeit wurde nicht genutzt.

Bei der Bearbeitung der gemischten Aufgaben waren die Schiilerinnen und Schiiler in der
Lage, die erlernten Simulations- und Fathomkompetenzen selbststindig und flexibel zur
Modellierung und Losung der Aufgabenstellungen einzusetzen. In dieser Phase des Un-
terrichts gibt es den Freiraum der Auswahl zwischen verschiedenen Aufgabenstellungen
sowie eine grofle zeitliche Flexibilitdt. Die Losungen sind in keinem Fall vorstrukturiert
und miissen modelliert werden. In diesen fiinf Unterrichtsstunden wurde sehr selbststéin-
dig gearbeitet. Die Lehrperson brauchte nur wenig einzugreifen. Auch bei den Prisentati-
onen wurden die zentralen Punkte und Interpretationen meistens von Schiilerseite ange-
sprochen. In dieser Phase des Unterrichts findet somit eine selbststindige Erarbeitung der
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Computersimulationen, der mit den Aufgaben verbundenen Inhalte und auch der Présen-
tationen statt. Hier werden auf mehreren Ebenen selbst gesteuerte Lernprozesse angesto-
Ben.

Insgesamt lésst sich sagen, dass die Erarbeitung der zentralen Begriffe und Inhalte in den
ersten neun Unterrichtsstunden des Simulationsvorkurses bis zum Abschluss der Wiirfel-
aufgaben vorwiegend im fragend-entwickelnden Unterrichtsgesprich stattgefunden hat.
Die selbststindigen Arbeitsphasen am Computer dienen hier der Ubung, dem Kompe-
tenzaufbau in der Verwendung der Software und der Festigung des vierschrittigen Pro-
zessmodells. Erst mit zunehmenden Simulations- und Fathomkompetenzen tragen die
Computersimulationen im Rahmen der gemischten Aufgaben zu selbststindigen Model-
lierungs-, Interpretations- und Prisentationstitigkeiten bei. Der zum Ende des Simulati-
onsvorkurses erreichte Stand der Simulations- und Fathomkompetenzen soll auch im wei-
teren Verlauf des Kurshalbjahres zur selbststindigen Erarbeitung und Modellierung sto-
chastischer Begriffe und Aufgabenstellungen genutzt werden.

Um im Rahmen des Simulationsvorkurses bereits frither eine selbststindige inhaltliche
Erarbeitung zu erreichen, miissen die Wiirfelaufgaben so umformuliert oder geédndert wer-
den, dass hier ein stiarkerer Fokus auf der Interpretation der Ergebnisse und eine stirkere
Motivation zur inhaltlichen Beschiftigung mit den Aufgaben entsteht. Auch die Verwen-
dung der beiden Lernumgebungen zum Gesetz der grolen Zahl in Partnerarbeit am Com-
puter ist geeignet, selbststindige Entdeckungen und Begriffsbildungen im Sinn der Ver-
wendung der Simulation als Gegenstand anzustoBen. Hierfiir miissen zugehorige Ar-
beitsauftrige entwickelt werden.

8.2 Gesamtbetrachtung des Unterrichtskonzepts

In diesem Abschnitt soll das Gesamtkonzept auf der Designebene betrachtet werden, der
Einfluss des Arbeitsmaterials zusammenfassend beschrieben werden und zentrale Pla-
nungsentscheidungen identifiziert werden, denen eine wichtige Rolle fiir das Gelingen des
Simulationsvorkurses zukommt. Ferner sollen zentrale Probleme des Unterrichtskonzepts
identifiziert werden. AbschlieBend werden allgemeine Hinweise zur Formulierung von
Aufgabenstellungen fiir selbststdndige Schiilerarbeitsphasen angegeben und konkrete
Verbesserungsmoglichkeiten fiir die Gestaltung des Simulationsvorkurses vorgeschlagen.
Bei diesen allgemeinen Hinweisen und Verbesserungsvorschldgen handelt es sich um
Hypothesen, welche im Rahmen weiterer Projekte untersucht werden sollten.

Das Gesamtkonzept

Das Gesamtkonzept des Simulationsvorkurses kann auf zwei Ebenen betrachtet werden:
Auf der Ebene der unterrichtspraktischen Umsetzbarkeit des Konzepts und auf der
Ebene der erreichbaren Ziele.

Beziiglich der Umsetzbarkeit ldsst sich sagen, dass sich die Durchfithrung des Unter-
richts im Kurs des Autors sowohl inhaltlich wie auch vom zeitlichen Rahmen her sehr
eng am Unterrichtskonzept orientiert hat. Die Riickmeldungen der an der Hauptuntersu-
chung beteiligten Kollegin deuten darauf hin, dass dies im parallelen Leistungskurs eben-
so gelungen ist. Damit konnte die gewiinschte Praxisorientierung der vorliegenden Arbeit
im Sinn einer Design-Research-Studie in der Hauptuntersuchung gezeigt werden. Fiir die
einfache unterrichtliche Umsetzbarkeit sind insbesondere die Moglichkeit des flexiblen
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Einsatzes der Wiirfelaufgaben und der Mischung dieser Aufgaben mit der Behandlung
des Gesetzes der groflen Zahl und der theoretischen Grundbegriffe von gro3er Bedeutung.
Hierdurch konnten die Unterrichtsinhalte an den 45- bzw. 90-Minuten-Rhythmus des
Schulunterrichts angepasst werden. Als wichtige organisatorische Faktoren fiir die prakti-
sche Umsetzbarkeit des Konzepts haben sich die Verfiigbarkeit der Software FATHOM fiir
die Schiilerinnen und Schiiler zu Hause und die stindige Verfiigbarkeit eines mit Projek-
tionsmoglichkeiten ausgestatteten Computerraums wihrend der gesamten Zeit des com-
putergestiitzten Unterrichts erwiesen.

Auf der Ebene der erreichbaren Ziele konnte bereits im vorherigen Abschnitt gezeigt
werden, dass sich die geschilderten Ziele des Simulationsvorkurses in groBen Teilen ver-
wirklichen lassen: Zum Ende des Simulationsvorkurses sind fast alle Schiilerinnen und
Schiiler in der Lage, die erworbenen Simulations- und Fathomkompetenzen flexibel zur
Losung stochastischer Problemstellungen einzusetzen. Auch auf inhaltlicher Ebene zeigt
sich, dass zentrale stochastische Grundbegriffe in Kombination mit den Computersimula-
tionen eingefiihrt werden konnten. Dies ist zum einen der Begriff der Wahrscheinlichkeit,
der sowohl iiber den frequentistischen Zugang als auch iiber den Laplace-Zugang er-
schlossen werden konnte. Beim Gesetz der grolen Zahl und dem Begriff der Unabhén-
gigkeit zeigen sich positive Effekte auf das intuitive Verstindnis. Die Schiilerinnen und
Schiiler wurden iiber die anwendungsorientierten Aufgaben zu Modellierungstitigkeiten
angeregt. Ferner zeigen sich deutlich positive Effekte des Einsatzes der Computersimula-
tionen und der anwendungsorientierten Aufgaben auf die Motivation und das Interesse
der Schiilerinnen und Schiiler. In Verbindung mit der selbststindigen Schiilerarbeit am
Computer konnte das im Mathematikunterricht hiufig vorherrschende Muster des lehrer-
zentrierten Unterrichts aufgebrochen werden.

Das Arbeitsmaterial

Das Arbeitsmaterial besteht aus Anleitungen und Hilfen fiir den Aufbau der Simulations-
und Fathomkompetenzen, aus Blittern zur Ergebnissicherung und aus den Aufgabenstel-
lungen. Diese Materialien lassen sich in Form von Arbeitsbléttern sehr flexibel im Unter-
richt einsetzen und tragen damit entscheidend zur praktischen Umsetzbarkeit des Kon-
zepts bei.

Die Anleitungen und Hilfen sind insgesamt gut geeignet zum Aufbau der Simulations-
und FATHOM-Kompetenzen. Die ausfiihrliche Anleitung zur Erstellung einer Computer-
simulation in FATHOM wird ergénzt durch die Kurzanleitungen zu den Wiirfelaufgaben,
durch die Befehlsiibersicht und durch das Beispielblatt zum Simulationsplan. Allerdings
wird in der Schiilerbefragung der Wunsch nach einer besseren Erlduterung der Formeln
deutlich. Ferner zeigt sich in der Unterrichtsbeobachtung und in den Transkripten der
beobachteten Schiilerarbeitsphasen, dass die ausfiihrliche Anleitung zur Erstellung einer
Computersimulation fiir den Einstieg gut geeignet ist, mit zunehmenden Werkzeugkom-
petenzen allerdings umstindlich ist.

Die Ahnlichkeit vieler abgegebener Simulationspline der Schiilerinnen und Schiiler zu
dem beispielhaft ausgeteilten Simulationsplan zeigt, welche zentrale Bedeutung der Ges-
taltung der Arbeitsmaterialien und insbesondere den ausgeteilten Vorlagen und Lésungen
zukommt. Neben der Vorbildfunktion entlasten die Blétter zur Ergebnissicherung zusitz-
lich von langwierigem Tafelanschrieb. Damit bleibt mehr Freiraum fiir Schiilertétigkeiten,
so dass diese Form der Ergebnissicherung zu einer groferen Flexibilitidt im Unterricht
fiihrt und auch zum selbststindigen Arbeiten beitréagt.
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Wie der Verlauf des Unterrichts, die Bearbeitung der gemischten Aufgaben und die Er-
gebnisse der Klausur zeigen, sind die gewihlten Aufgabenstellungen vom Anspruchsni-
veau fiir einen Leistungskurs in Mathematik offensichtlich geeignet gewdhlt. Die Ein-
stiegsaufgabe und die gemischten Aufgaben motivieren durch ihren Anwendungscharak-
ter. Die Wiirfelaufgaben konnen kein inhaltliches Interesse wecken. Dennoch hat sich
gezeigt, dass die Wiirfelaufgaben mit ihren Kurzanleitungen in Kombination mit der aus-
fiihrlichen Anleitung zur Erstellung einer FATHOM-Simulation dazu geeignet sind, die
gewiinschten Simulations- und Fathomkompetenzen in kurzer Zeit aufzubauen. Die War-
tezeitaufgaben erfiillen die ihnen zugedachte Funktion einer inneren Differenzierung.

Zentrale Planungsentscheidungen fiir den Aufbau der Simulations- und Fathom-
kompetenzen

Wahl der Software FATHOM

Die Software FATHOM hat sich als geeignete Software erwiesen, um Computersimulatio-
nen im Unterricht zu behandeln. Der Umgang mit der Software zur Erstellung von Com-
putersimulationen ldsst sich in kurzer Zeit erlernen. Hierbei erweist es sich als groBer
Vorteil, dass die einzelnen Schritte des Prozessmodells stets durch die gleichen Typen
von Softwareaktionen in FATHOM realisiert werden konnen. Die Behandlung der Warte-
zeitaufgaben zeigt, dass bereits ein teilweises Aufbrechen dieser strukturellen Entspre-
chung bei einer Reihe von Schiilerinnen und Schiilern zu Problemen fiihrt.

Die meisten Schiilerinnen und Schiiler akzeptieren die Software. Einige Schiilerduflerun-
gen zu aufgetretenen Problemen stehen in Zusammenhang mit der alten englischen Versi-
on 1.1. Es ist zu erwarten dass die Reaktionen der Schiilerinnen und Schiiler bei der deut-
schen Version 2.03 mit dem verbesserten Formeleditor noch etwas positiver ausfallen.

Fiir die Akzeptanz wie auch fiir das Erlernen der Software ist die Verfiigbarkeit zu Hause
von grofler Bedeutung. Hier konnen sich die Schiilerinnen und Schiiler Zeit nehmen, sich
intensiv mit den Anleitungen zu beschiftigen und die Aufgaben zu wiederholen.

Das vierschrittige Prozessmodell und der Simulationsplan

Das vierschrittige Prozessmodell kann von den Schiilerinnen und Schiilern nach kurzer
Zeit verinnerlicht werden und unterstiitzt die Erstellung der Computersimulationen mit
der Software FATHOM durch seine strukturierende Wirkung.

Ein wichtiges Ergebnis der Untersuchungen ist es, dass das vierschrittige Prozessmodell
geniigend Raum lésst fiir den flexiblen und kreativen Einsatz einer Vielzahl von FATHOM-
Formeln und —Komponenten bei der Realisierung des Einzelexperiments, bei der Defini-
tion der Messgrofen und bei der Auswertung, so dass mit der Erstellung der Computer-
simulationen vielfiltige Modellierungstitigkeiten angeregt werden konnen.

Die Einfiihrung des Simulationsplans soll zunichst vor allem einer Reflexion der einzel-
nen Strukturierungsschritte und der Ergebnissicherung dienen. Uber die verbale Erliute-
rung der einzelnen Schritte wird ferner eine Verkniipfung zwischen der stochastisch-
inhaltlichen Ebene und der Softwareebene hergestellt, so dass der Simulationsplan auch
zur Reflektion der Modellierungsschritte beitragt.

Insgesamt hat sich die Einfithrung des vierschrittigen Prozessmodells in Verbindung mit
dem Simulationsplan als wichtige Hilfestellung bei der Erstellung der Computersimulati-
onen erwiesen. Um das Instrument des Simulationsplans verstirkt zur Anregung von Mo-
dellierungskompetenzen zu nutzen, kann man fiir die Weiterentwicklung des Unterrichts-
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konzepts iiberlegen, den Simulationsplan in einer zweiten Stufe analog dem Vorschlag
von Biehler (2003, S. 1/2) um einen Schritt M zur Modellierung des stochastischen Mo-
dells und einen Schritt I zur Interpretation der Ergebnisse zu erginzen (vgl. Kapitel
4.1.1).

Auswahlentscheidungen zum Softwareeinsatz

Sowohl die Entscheidung einer Beschrinkung auf den sequentiellen Simulationstyp als
auch die getroffene Auswahl des Befehlsumfangs haben sich als geeignet erwiesen, um
bei fast allen Schiilerinnen und Schiilern einen sicheren Umgang mit den Computersimu-
lationen zu erreichen. Die Beschriankung auf den sequentiellen Simulationstyp fiihrt dazu,
dass sich die einzelnen Schritte des Prozessmodells stets in den gleichen Softwareaktio-
nen realisieren lassen. Allerdings lassen sich keine Zufallsexperimente realisieren, welche
dem Ziehen ohne Zuriicklegen entsprechen. Es zeigt sich jedoch an den gemischten Auf-
gaben, dass man mit den getroffenen Entscheidungen eine groe Auswahl interessanter
stochastischer Aufgabenstellungen des Stochastikkurses der gymnasialen Oberstufe iiber
Computersimulationen bearbeiten kann. Ferner ist der gewihlte Umfang an eingefiihrten
Befehlen und Komponenten so umfangreich, dass innerhalb des vierschrittigen Prozess-
modells verschiedene Losungswege moglich sind und somit die Modellierungsfahigkeiten
angeregt werden.

Die Einfithrung der verwendeten Zufallsgeneratoren in Analogie zu den stochastischen
Zufallsgeridten Miinze, Wiirfel und Urne hat sich sowohl auf der Verstindnisebene als
auch auf der Akzeptanzebene als unproblematisch erwiesen. Auch ohne die Thematisie-
rung der Erzeugung von Zufallszahlen als Grundlage der Funktionsweise eines Zufallsge-
nerators wurden die gewdhlten Zufallsgeneratoren von den Schiilerinnen und Schiilern
akzeptiert und konnten geeignet eingesetzt werden.

Gestaltung des Simulationsvorkurses als Block

Der intensive Umgang mit der Software in den drei Wochen des Simulationsvorkurses ist
eine wichtige Voraussetzung dafiir, dass die Simulations- und Fathomkompetenzen in der
gewiinschten Form aufgebaut werden konnen. Wie die Schwierigkeiten mit den Werk-
zeugkompetenzen und der Struktur einer Computersimulation bei den ersten eigenstindig
erzeugten Simulationen zeigen, bendtigt man zu Beginn Ubungs- und Festigungsphasen
im Umgang mit Computersimulationen. Gerade in dieser Phase des Aufbaus der Simula-
tions- und Fathomkompetenzen ist ein kontinuierliches Lernen ohne grofle Unterbrechun-
gen sinnvoll und wichtig.

Zentrale Probleme des Simulationsvorkurses
Umgang mit den Aufgabenstellungen in den selbststindigen Schiilerarbeitsphasen

Die Transkriptanalyse hat gezeigt, dass beim Umgang der Schiilerinnen und Schiiler mit
den Aufgabenstellungen drei Tendenzen auftreten, welche den gewiinschten Effekten der
selbststindigen Arbeitsphasen im Sinn einer selbststindigen Erarbeitung stochastischer
Begriffe und Inhalte entgegenstehen:

1. Die Aufgabenstellungen werden teilweise rein technisch bearbeitet. Die Schiilerinnen
und Schiiler konzentrieren sich insbesondere zu Beginn des Simulationsvorkurses bei
der Erstellung einer Computersimulation stark auf die softwaretechnische Ebene. Dies
fiihrt dazu, den eigentlichen Sinn oder den Inhalt der Aufgabenstellung teilweise aus
dem Auge zu verlieren.
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2. Die Schiilerinnen und Schiiler zeigen eine Tendenz zu einer rein formalen und damit
oberfldchlichen Abarbeitung der rechnerischen Aufgabenteile. Die einzelnen Aufga-
benteile werden moglichst schnell nacheinander bearbeitet, die Ergebnisse werden
teilweise ,,abgehakt* und nicht inhaltlich interpretiert. Die formale Erfiillung der rech-
nerischen Aufgabenteile iiberwiegt hdufig das inhaltliche Verstindnis der Ergebnisse.

3. Verbal-beschreibende oder interpretierende Aufgabenteile werden teilweise iiberhaupt
nicht beachtet. Es werden vor allem solche Aufgabenteile bevorzugt, bei denen rech-
nerische Ergebnisse gefordert werden.

Diese Beobachtungen werden durch Auswertungen von Schiilerarbeitsphasen zu den
Themen ,,Binomialverteilung® und ,,Testen von Hypothesen* im weiteren Verlauf des
Kurses gestiitzt (Keitzer 2006; Huge 2007; Podworny 2008). In einem Artikel zum Ein-
satz von Schiilerexperimenten im Physikunterricht (Duit und Tesch 2006) werden &hnli-
che Ergebnisse zum Umgang mit den gegebenen experimentellen Arbeitsauftrigen be-
richtet. Dies zeigt, dass es sich bei den beobachteten Tendenzen einer eher technischen
und formal-oberfldchlichen Abarbeitung der Arbeitsauftrige bei einer gleichzeitigen Ver-
nachldssigung der verbal-beschreibenden und interpretierenden Aufgabenteile um ein
verbreitetes und computerunabhéngiges Problem bei der Initiierung selbst gesteuerter
Lernprozesse durch experimentell orientierte Schiilerarbeitsphasen handelt.

Die geschilderten Tendenzen treten bei den Wiirfelaufgaben deutlicher in Erscheinung als
bei den gemischten Aufgaben. Hierzu trigt sicher die Kleinschrittigkeit der Aufgabenstel-
lungen bei den Wiirfelaufgaben bei. Diese lédsst sich allerdings zu Beginn des Simulati-
onsvorkurses kaum vermeiden. FEine wichtige Bedeutung kommt auch dem Anwen-
dungscharakter der Aufgabenstellungen zu. Kann man iiber den Anwendungscharakter
oder iiber erstaunliche Ergebnisse eine Betroffenheit der Schiilerinnen und Schiiler errei-
chen, so sind sie eher bereit, sich in den selbststindigen Schiilerarbeitsphasen auch inhalt-
lich mit den Aufgaben zu beschéiftigen.

Um der Tendenz entgegen zu wirken, die verbal-beschreibenden und interpretierenden
Aufgabenteile nicht zu beachten, miissen diese explizit schriftlich eingefordert werden.
Auch dem Umgang mit diesen Aufgabenteilen im Unterricht kommt eine grofle Bedeu-
tung fiir die Wertschitzung solcher Aufgabenteile zu. Im Unterrichtsgespriach miissen die
verbal-beschreibenden und interpretierenden Aufgabenteile ausfiihrlich behandelt werden.

Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz

Auf der Ebene der Simulations- und Fathomkompetenz zeigen sich zwei Bereiche, wel-
che auch zum Ende des Simulationsvorkurses Probleme bereiten:

¢ Die Formelkompetenz
* Die geeignete Auswertung der gesammelten Messgrofien

Beide Bereiche wurden im vorherigen Abschnitt ausfiihrlich dargestellt. Der Erwerb der
Formelkompetenz stellt eine der Hauptanforderungen beim Aufbau der Simulationskom-
petenz mit der Software FATHOM dar. Die meisten Schiilerinnen und Schiiler erreichen
zum Ende des Simulationsvorkurses einen sicheren und flexiblen Umgang mit den einge-
iibten Formeln. Allerdings stellt die richtige Wahl und Formulierung der Formeln bei der
Modellierung insbesondere der Stufen 2 und 4 des Prozessmodells auch bei einer sicheren
Beherrschung der zur Verfiigung stehenden Formeln stets eine kognitive Hiirde dar.

Bei der Auswertung der erzeugten Haufigkeitsverteilungen treten Probleme bei der Wahl
der geeigneten Auswertungswerkzeuge auf. Hier ist zum einen die Zweckentfremdung
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der kategorialen Hiufigkeitstabellen fiir die formelhaft-numerische Auswertung zu nen-
nen, weiter die mangelnde Beriicksichtigung der grafischen Darstellung der Haufigkeits-
verteilungen als Mittel zur Veranschaulichung und als Metastrategie zur Kontrolle der
Ergebnisse.

Ebene der stochastischen Inhalte

Auf der Ebene der stochastischen Inhalte beklagt etwa die Hélfte der Schiilerinnen und
Schiiler den geringen Anteil an theoretischen Inhalten in der Unterrichtseinheit. Tatséch-
lich sind die inhaltlichen Anteile mit den theoretischen Grundbegriffen Zufallsexperi-
ment, Laplace-Wahrscheinlichkeit und Ergebnisraum, mit dem Gesetz der gro3en Zahl,
mit dem frequentistischen Zugang zur Wahrscheinlichkeit sowie mit der Interpretation
der Haiufigkeitsverteilungen und der Einfilhrung der grafischen Darstellung als
Histogramm so gering nicht. Allerdings werden insbesondere die genannten theoretischen
Grundbegriffe im Simulationsvorkurs nur kurz behandelt und nicht gefestigt. Aulerdem
werden viele Aufgaben nur iiber Simulationen gelost. Dies entspricht allerdings gerade
dem gewiinschten Zugang zur Wahrscheinlichkeit iiber Computersimulationen und wird
von vielen Schiilerinnen und Schiilern auch begriif3t.

In der Analyse der Unterrichtsbeobachtung zeigen sich Unklarheiten im Verhéltnis zwi-
schen der relativen Haufigkeit und der Wahrscheinlichkeit. Weiter ergeben sich bei der
Interpretation eines Dezimalbruchs als Mittelwert der Haufigkeitsverteilung eines katego-
rialen Merkmals Verstdndnisschwierigkeiten auf intuitiver Ebene. Bei erneuten Durchfiih-
rungen des Kurskonzepts muss darauf geachtet werden, dass das Verhiltnis zwischen der
relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit im Unterricht direkt problematisiert
wird. Man sollte den Begriff der ,,Wahrscheinlichkeitsschitzung* einfiihren. Auch auf die
sorgfiltige Interpretation des Mittelwerts der Hiufigkeitsverteilung eines kategorialen
Merkmals muss im Sinn der Vorbereitung des Erwartungswertbegriffs groer Wert gelegt
werden.

Allgemeine Hinweise zur Formulierung von Aufgabenstellungen fiir selbststindige
Schiilerarbeitsphasen

I. Um einen rein technischen und formal-oberflichlichen Umgang mit den Aufgaben-
stellungen zu vermeiden, miissen die Aufgabenstellungen so gewéhlt sein, dass sie bei
den Schiilerinnen und Schiilern eine inhaltliche Betroffenheit herstellen. Hierzu soll-
ten anwendungsorientierte Problemstellungen aus dem Erfahrungsbereich der Schiile-
rinnen und Schiiler gewiihlt werden. Uberraschende Ergebnisse regen zu Interpretati-
onen und zu Diskussionen an.

2. Weiter sollten verbal-beschreibende und interpretierende Aufgabenteile in die Aufga-
benstellungen integriert werden. Diese Aufgabenteile sollten auf den inhaltlichen
Kern der Aufgabe zielen. Uber Aufgabenstellungen zur intuitiven Schitzung von Er-
gebnissen kann eine Erwartungshaltung aufgebaut werden, die Ergebnisse konnen
dann mit dieser Erwartungshaltung vergleichen werden.

3. Die verbal-beschreibenden und interpretierenden Aufgabenteile miissen explizit
schriftlich eingefordert werden. Die Wichtigkeit dieser Aufgabenteile muss durch ei-
ne ausfiihrliche Besprechung im Unterricht untermauert werden.
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Verbesserungsvorschlige fiir den Simulationsvorkurs

Der positive Gesamteindruck des Simulationsvorkurses spricht dafiir, die Grundstruktur
im Aufbau der Unterrichtseinheit beizubehalten. Aus der Analyse des Unterrichtsverlaufs
und aus den oben genannten Problembereichen lassen sich Verbesserungsvorschlige pos-
tulieren, die im Folgenden dargestellt werden:

1.

Bei den Unterrichtsmaterialien sollte das Ubersichtsblatt (vgl. Anhang, S. 277) zu den
Formeln und Bedienelementen in FATHOM ersetzt werden. Zum einen sollte eine
schematische Ubersicht zur Realisierung der einzelnen Schritte einer Computersimu-
lation in FATHOM erstellt werden. Aus dieser schematischen Ubersicht muss hervor-
gehen, welche Bedienelemente von FATHOM die einzelnen Schritte des Prozessmo-
dells realisieren und an welchen Stellen die Formeln zu integrieren sind. Hier muss
vor allem mit grafischen Abbildungen der einzelnen FATHOM-Komponenten gearbei-
tet werden. Ferner sollte ein Ubersichtsblatt zu den behandelten FATHOM-Formeln mit
einer ausfiihrlichen Beschreibung jeder Formel und mit Beispielen erstellt werden, um
die Formelkompetenz hiermit zu unterstiitzen.

Um die beiden Lernumgebungen zum Gesetz der grolen Zahl im Rahmen selbststén-
diger Schiilerarbeitsphasen gewinnbringend einsetzen zu konnen, sollten Arbeitsauf-
trage zu diesen Lernumgebungen erstellt werden (z. B. Genauigkeitsabschédtzungen
erarbeiten, verbale Beschreibung der grafischen Darstellungen, Auffélligkeiten der
grafischen Darstellungen beschreiben und Begriindungen finden lassen). In Verbin-
dung mit den Genauigkeitsabschidtzungen sollte das Verhiltnis zwischen relativer
Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit explizit thematisiert werden.

Die Wiirfelaufgaben sollten auf der Ebene der Aufgabenformulierung so gestaltet
werden, dass Erwartungshaltungen aufgebaut werden, dass verbal-beschreibende und
interpretierende Aufgabenteile zum inhaltlichen Kern der Aufgaben vorhanden sind
und schriftlich eingefordert werden, und dass bei der Auswertung der Simulationen
verschiedene Auswertungswerkzeuge eingesetzt werden. Insbesondere sollte die grafi-
sche Darstellung als Kontrollinstrument eingefiihrt werden. Eine beispielhafte Formu-
lierung einer nach diesen Gesichtspunkten gednderten Aufgabenstellung findet sich
auf Seite 121.

Das vorliegende Aufgabenmaterial sollte um mehrere Aufgabenstellungen erweitert
werden, bei denen die Berechnung der Wahrscheinlichkeit sowohl iiber den frequen-
tistischen Zugang als auch itiber den Laplace-Zugang erfolgen soll. Damit werden die
theoretischen Grundbegriffe Ergebnisraum und Laplace-Wahrscheinlichkeit gefestigt.
Die Schiilerinnen und Schiiler erhalten weitere Beispiele, bei denen sich der theoreti-
sche und der experimentelle Zugang zur Wahrscheinlichkeit ergénzen.

. Die Wiirfelaufgaben sollten auf inhaltlicher Ebene dahingehend {iiberarbeit werden,

dass sie fiir die Schiilerinnen und Schiiler ansprechender werden. Dies kann z. B. ge-
schehen, indem man die Wiirfelprobleme in Gewinnspiel- und Wettkontexte einbettet.
Man kann aber auch versuchen, die Wiirfelaufgaben durch andere Kontexte zu erset-
zen. Hierbei muss allerdings beachtet werden, dass die einfache Modellierung bei den
Wiirfelaufgaben dazu beitrdgt, dass die Schiilerinnen und Schiiler anhand der Wiirfel-
aufgaben in kurzer Zeit ihre Simulations- und Fathomkompetenzen in selbststdndigen
Schiilerarbeitsphasen erweitern konnen. Dieser Grundcharakter der Aufgaben sollte
auch bei der Wahl anderer Kontexte erhalten bleiben.
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6. Einige der gemischten Aufgaben sollten ebenfalls um verbal-beschreibende und inter-
pretierende Aufgabenteile ergénzt werden. Insbesondere konnen das stochastische
Modell und die Interpretation der Ergebnisse stirker betont werden. Hierfiir eignen
sich vor allem die Aufgaben aus den Gruppen B und C. Bei der Interpretation der Er-
gebnisse dieser Aufgaben muss dem Mittelwert der Haufigkeitsverteilung bei katego-
rialen Merkmalen besondere Beachtung geschenkt werden.

7. Beim Umgang mit den Auswertungswerkzeugen sollte man die Visualisierung der
Haufigkeitsverteilung explizit als Mittel zur Veranschaulichung und als Metastrategie
zur Kontrolle der numerisch-formelhaft berechneten Ergebnisse einfiihren.

8. Mochte man noch groBeren Wert auf die Modellbildung legen, so kann man tiberle-
gen, den Simulationsplan bei den gemischten Aufgaben um die beiden Schritte M fiir
Modellbildung und I fiir Interpretation zu erginzen.

8.3 Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Pilotstudie wurde ein simulationsintensiver Einstieg in das
Kurshalbjahr Stochastik entwickelt und in der Praxis erprobt. Das Kurskonzept wurde in
dieser Arbeit ausfiihrlich begriindet und dargestellt. Es wurden umfangreiche Untersu-
chungen geschildert und ausgewertet. Die entwickelten Untersuchungsinstrumente liefern
einen detaillierten Einblick in das Unterrichtsgeschehen und in die Kompetenzentwick-
lung der Schiilerinnen und Schiiler. In den beiden vorangegangenen Abschnitten dieses
Kapitels wurden die Untersuchungsfragen der Arbeit in grolen Teilen beantwortet, es
wurden zentrale Ergebnisse zum Gesamtkonzept des Simulationsvorkurses geschildert
und in Zusammenhang mit den Arbeitsmaterialien und den Planungsentscheidungen ge-
bracht. Die Ergebnisse zeigen auf der Ebene der Konzeptentwicklung, dass sich das vor-
gelegte Konzept erfolgreich im Unterricht einsetzen ldsst. Auf der forschungsmethodi-
schen Ebene zeigt sich, dass die gewihlten Untersuchungsinstrumente fiir die vorliegende
Pilotstudie angemessen sind.

Das nun vorliegende Konzept eroffnet die Moglichkeit zu weiteren Entwicklungs- und
Erprobungszyklen im Sinn der Design-Research-Methode. Auf der Basis der gewonnenen
Ergebnisse und Hypothesen konnen begriindete Weiterentwicklungen des Unterrichts-
konzepts vorgenommen werden. In den beiden vorangegangenen Abschnitten dieses Ka-
pitels wurden bereits konkrete Vorschlige fiir gezielte Verbesserungen am Konzept des
Simulationsvorkurses postuliert. Im Folgenden sollen weitere Anregungen fiir eine Fort-
filhrung des geschilderten Projekts sowohl auf der forschungsmethodischen Ebene als
auch auf der Ebene der Konzeptentwicklung gegeben werden.

Auf der forschungsmethodischen Ebene kann auf den in dieser Arbeit erfolgreich ver-
wendeten Untersuchungsinstrumenten aufgebaut werden. In weiterfithrenden Untersu-
chungen kénnen zum einen die in dieser Arbeit identifizierten spezifischen Probleme bei
der Kompetenzentwicklung der Schiilerinnen und Schiiler genauer analysiert werden.
Ferner sollten bei einer Weiterentwicklung des Konzepts die Auswirkungen der vorge-
nommenen Anderungen am Unterrichtskonzept gezielt untersucht werden. Hierfiir kon-
nen spezifische Ergidnzungen und Erweiterungen der bisherigen Untersuchungsinstrumen-
te sinnvoll sein:
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1.

Auf der Basis der vorliegenden Untersuchungsergebnisse lédsst sich ein an den im Si-
mulationsvorkurs erworbenen Kompetenzen orientierter spezifischer Kompetenztest
erstellen. Hier sollten die folgenden Themen behandelt werden:

e Modellierung einer stochastischen Situation entlang den vier Schritten des Pro-
zessmodells

¢ Die Formulierung und Zuordnung geeigneter Befehle auf den verschiedenen Stu-
fen des Prozessmodells in konkreten Simulationsbeispielen

e Die Abhidngigkeit der Genauigkeit der Wahrscheinlichkeitsschitzungen einer
Computersimulation von der Anzahl N der Simulationsdurchfiihrungen

¢ Die Beschreibung und Interpretation der grafischen Darstellung von Hiufigkeits-
verteilungen

e Das Gesetz der groflen Zahl
¢ Die im Simulationsvorkurs erworbenen stochastischen Grundbegriffe

¢ Das intuitive stochastische Verstindnis zur Irregularitét einer Zufallsfolge und zur
statistischen Streuung

Fiir die letzten vier der genannten Punkte kann teilweise auf Items des in dieser Ar-
beit verwendeten Eingangs- und Ausgangstests zuriickgegriffen werden (vgl. Kapitel
7.2). Insbesondere fiir die ersten drei der genannten Punkte miissen geeignete, an den
spezifischen Anforderungen des Unterrichtskonzepts orientierte Items entwickelt
werden.

Fiir gezielte qualitative Untersuchungen zu den Wirkungen des Simulationsvorkurses
auf das inhaltliche und auf das intuitive stochastische Verstindnis konnen ergénzend
Schiilerinterviews eingesetzt werden. Ankniipfend an die Ergebnisse dieser Arbeit
sind hier z. B. Fragen zur Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, zum Ver-
hiltnis zwischen der relativen Haufigkeit und der Wahrscheinlichkeit beim frequen-
tistischen Zugang und zur Interpretation des Erwartungswerts von Interesse.

Schiilerinterviews konnen auch in Kombination mit der in dieser Arbeit erstmals ein-
gesetzten Methode der softwaregestiitzten Aufzeichnung der Partnerarbeitsphasen am
Computer sinnvoll sein. Zum einen kann man sich die Aufnahmen direkt nach den
Unterrichtsstunden ansehen und hieraus Fragen fiir die Interviews ableiten. Man kann
die Schiilerinnen und Schiiler mit Ausschnitten ihrer eigenen Partnerarbeitsphasen
konfrontieren und Fragen dazu stellen. Ankniipfend an die Ergebnisse der vorliegen-
den Arbeit konnten hier z. B. die zu Beginn des Simulationsvorkurses identifizierten
Probleme im Umgang mit dem Begriff der Messgrof3e, die Verwechselung der Wie-
derholungsanzahl n innerhalb eines mehrstufigen Zufallsexperiments mit der Anzahl
N der Simulationsdurchgénge und Probleme mit der Modellierung der Simulation ii-
ber geeignete Formeln auf den einzelnen Stufen des Prozessmodells genauer unter-
sucht werden.

Zur genaueren Untersuchung des Unterrichtsgeschehens kann man ergénzend eine
Videoanalyse zentraler Unterrichtsstunden vornehmen. Solch ein Vorgehen kann
im Simulationsvorkurs bei der Einfithrungsstunde zum Testproblem, bei der Bespre-
chung der Lernumgebungen zum Gesetz der groflen Zahl und bei der Besprechung
der Faustregeln fiir die Genauigkeitsabschidtzungen sinnvoll sein. In Verbindung mit
der vorliegenden Arbeit wurden im Kurs des Autors im weiteren Verlauf des Kurs-
halbjahres ausgewihlte Unterrichtsstunden innerhalb der Unterrichtseinheiten ,,Bi-
nomialverteilung und ,,Testen von Hypothesen* per Video aufgezeichnet und im
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Rahmen der an diese Arbeit angelagerten Staatsexamens- und Diplomarbeiten aus-
gewertet (Keitzer 2006; Huge 2007; Podworny 2008). Hiermit lassen sich z. B. auf-
tretende Fehlvorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler sowie die Interaktion in Un-
terrichtsgespriachen gezielt analysieren.

Die Methoden der Schiilerinterviews und der Videoanalyse sind sehr aufwéndig und stel-
len nur dann eine sinnvolle Erginzung dar, wenn sie ganz gezielt zur Untersuchung von
eng eingegrenzten Fragestellungen oder von einzelnen zentralen Unterrichtsstunden ein-
gesetzt werden. Insgesamt muss man bei der Verwendung verschiedenartiger Untersu-
chungsinstrumente darauf achten, dass die Untersuchungen von den Schiilerinnen und
Schiilern nicht als ,,Storfaktor* empfunden werden.

Auf der Ebene der Weiterentwicklung des Unterrichtskonzepts sind im vorherigen
Abschnitt verschiedene Entwicklungsmdglichkeiten im Rahmen der bestehenden Struktur
des Unterrichtskonzepts angegeben worden, welche in Richtung einer besseren inhaltli-
chen Verkniipfung der Computersimulationen und in Richtung einer stirkeren Betonung
des Modellbildungsaspekts gehen.

Eine deutlich iiber den bisherigen arbeitsblattgestiitzten Ansatz hinaus gehende Weiter-
entwicklung bezieht die neuen Medien stirker ein. An Stelle der Arbeitsblétter kénnen
multimediale Lernumgebungen treten, in denen das selbst gesteuerte Lernen durch Video-
anleitungen, Aufgaben mit Musterlosungen, Tests zur Selbsteinschitzung des Lernerfolgs
u. 4. gefordert wird. Im Rahmen solcher multimedialer Lernumgebungen konnen fiir die
leistungsstarken Schiilerinnen und Schiiler auch offenere Aufgabenstellungen als Wahl-
aufgaben verwendet werden. Beispiele solcher multimedialer Lernumgebungen im Ma-
thematikunterricht existieren in Verbindung mit dem BLK-Modellversuch SelMa
(Preussler und Schulz-Zander 2004; Weber 2004) oder bei MathePrisma (Krivsky 2003).
Im Rahmen einer solchen Erweiterung des Konzepts wird automatisch die enge Fiihrung
der Schiilerinnen und Schiiler in der ersten Phase des Simulationsvorkurses aufgehoben.
Dies birgt Risiken und Chancen. Die enge Orientierung an den Unterrichtsmaterialien im
bisherigen Konzept ermdoglicht fast allen Schiilerinnen und Schiilern das systematische
Erlernen der Simulations- und Fathomkompetenzen in kurzer Zeit. Die Arbeitsblétter die-
nen insbesondere fiir die schwécheren Schiilerinnen und Schiiler als Merkhilfe und als
Ergebnissicherung. Wenn diese Vorteile des bisherigen Arbeitsmaterials mit den Chancen
einer multimedialen Lernumgebung verkniipft werden, so kann der Unterricht durch eine
starkere Selbststeuerung nochmals interessanter und motivierender werden. Erste Umset-
zungen zur Unterstiitzung des Stochastikunterrichts mit der Software FATHOM iiber mul-
timedialen Lernumgebungen werden bereits im Schulunterricht erprobt (Hofmann 2007).

Die vorliegende Arbeit hat sich auf die Beschreibung, Durchfithrung und Analyse des
Simulationsvorkurses als Einfiihrung in das Kurshalbjahr Stochastik konzentriert. Dieser
Simulationsvorkurs gehort zu dem in Kapitel 2.4 beschriebenen Gesamtkonzept eines
computergestiitzten Unterrichts im Kurshalbjahr Stochastik mit den beiden weiteren
Schwerpunkten ,,Binomialverteilung und ,,Testen von Hypothesen®. Weitere Untersu-
chungen zur Unterstiitzung des Unterrichts durch Computersimulationen und Lernumge-
bungen sollten sich auch mit dem weiteren Verlauf des Kurshalbjahres beschiftigen. Zu
den im Kurs des Autors durchgefiihrten Unterrichtseinheiten ,,Binomialverteilung* und
»lesten von Hypothesen* gibt es bereits Untersuchungen in Form von drei Diplom- und
Staatsexamensarbeiten (Keitzer 2006; Huge 2007; Podworny 2008). In diesen Arbeiten
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wurden die Transkripte zur aufgezeichneten Partnerarbeit am Computer in Verbindung
mit den Videoaufnahmen ausgewihlter Unterrichtsstunden ausgewertet. Hierbei wurden
u. a. die auch im Rahmen dieser Arbeit geschilderten Probleme beim Umgang der Schiile-
rinnen und Schiiler mit den Aufgabenstellungen identifiziert.

In Anlehnung an die Ergebnisse der empirischen Untersuchungen zum Simulationsvor-
kurs sind fiir weitere empirische Untersuchungen zum Gesamtkonzept des Kurshalbjahres
die folgenden Fragestellungen von gro3em Interesse:

¢ Welche Einstellung entwickeln die Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen des langfris-
tigen Einsatzes iiber das gesamte Kurshalbjahr gegeniiber der Software FATHOM?

e Stehen die erworbenen Simulations- und Fathomkompetenzen nachhaltig zur Verfii-
gung, so dass sie im weiteren Verlauf des Kurshalbjahres bei der Einfithrung neuer
Begriffe und bei der stochastischen Modellierung im Rahmen selbststdandiger Schiiler-
arbeitsphasen genutzt werden konnen?

e Kann man Belege fiir die Hypothese finden, dass sich die Begriffe der Zufallsgro3e,
des Erwartungswerts und der Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinn eines spiralcurri-
cularen Aufbaus des Kurshalbjahres durch das Konzept des Simulationsvorkurses auf
intuitiver Ebene vorbereiten lassen?

Die vorliegende Arbeit hat in Form einer Pilotstudie gezeigt, dass sich Computersimulati-
onen mit der Software FATHOM erfolgreich in den Unterricht der Sekundarstufe II integ-
rieren lassen. Die geschilderten Untersuchungen unterstiitzen bisherige empirische Er-
kenntnisse, nach denen der Einsatz von Computersimulationen positive Auswirkungen
auf die Motivation, auf das inhaltliche und das intuitive stochastische Verstindnis sowie
auf das selbststindige Lernen haben kann. Die Computersimulationen lassen sich mit den
fiir die gymnasiale Oberstufe vorgeschlagenen Inhalten verbinden. Das vorgelegte Kon-
zept zeigt einen praktisch umsetzbaren Weg zur effizienten Einfiihrung der Computersi-
mulationen in der Schule. Die Arbeit liefert Hinweise fiir weitere Entwicklungsmoglich-
keiten. Aus Sicht des Autors ist es im Sinn eines erfolgreichen und lebendigen Stochasti-
kunterrichts unbedingt wiinschenswert, weitere Entwicklungsprojekte zum Computerein-
satz im Stochastikunterricht durchzufiihren und hiermit die Einbeziehung von Computer-
simulationen und Lernumgebungen in den Stochastikunterricht zu optimieren.
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Arbeitsblatt ,,Multiple-Choice-Test*

Betrachten Sie die folgenden beiden Tests:

Test 1 besteht aus 10 Fragen, bei denen der Priifling entweder ,,ja* oder ,,nein“ ankreuzen
kann. Test 2 besteht aus 20 Fragen, bei denen der Priifling entweder ,,ja* oder ,,nein“ an-
kreuzen kann. Beide Tests sind bestanden, wenn mindestens 60% der Fragen richtig be-
antwortet sind.

Bei welchem der beiden Tests hat ein Priifling gro3ere Chancen zu bestehen, wenn er nur
rit?

Simulation von Test 1 mit einem 10-fachen Miinzwurf: ,,Zahl* < , richtige Antwort*
Wie oft kommen die einzelnen moglichen Ergebnisse 0 mal ,,Zahl, 1 mal ,,Zahl*, ..., 10
mal ,,Zahl* vor?

Anzahl richti- | Absolute Hiu- Relat?ve Haufig- Relative Hiu-
ger Antworten figkeit H keit = % figkeit in %

(e

O |0 ||| (W[N] —

—
(e

Grafische Darstellung als Histogramm
Auftragung als absolute Haufigkeit Auftragung als relative Haufigkeit

A A

r r0.5
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Ergebnisse der Simulation der beiden Testsituationen

Jeweils N = 10 000 Simulationsdurchginge

Aufgetragen ist die relative Haufigkeit fiir die Anzahl erfolgreich geloster Aufgaben.
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Anzahl_Erfolge

51 = ahlittel ( )
52 = Anzahl (Anzahl_Erfolge = 12)

3= Anzahl ( Anzahl_Erfolge = 12
Anzahl (Anzahl_Erfolge)

Bei Test 1 mit n = 10 Testfragen ist die Verteilung breiter um die Mitte (X = 5 richtige
Antworten) gestreut. Der Bereich mit mindestens 60% richtigen Antworten hat eine gro-

Bere Haufigkeit als bei Test 2 mit n = 20 Testfragen.

Bei Test 2 mit n = 20 Testfragen ist die Verteilung stirker um die Mitte (X = 10 richtige
Antworten) konzentriert. Daher kommt es bei Test 2 seltener vor, dass man nur durch
Raten mindestens 60% richtige Antworten erhilt.
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Anleitung: Erstellung der Simulation ,,Multiple-Choice-Test* in FATHOM

® Fathom - [Dokument1]
() Datei Bearbeiten Ohjekt  Kollekbion  Fenster  Hilfe

DA S Y

SchEtzung Test el Regler Text

Graph

Kalektion  Tabelle Avswertung

Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesoftware (TH)

1. Schritt: Simulation eines Testdurchgangs mit 10 Fragen

Ziehen Sie mit der Maus eine Kollektion ins Fenster. Doppelklicken Sie mit der Maus auf
den Namen ,,Kollektion 1°° und benennen Sie die Kollektion im sich 6ffnenden Fenster in
,,Testl“ um.

Markieren Sie die Kollektion indem Sie darauf klicken. Ziehen Sie nun eine Tabelle ins
Fenster. Durch Klick auf <neu> konnen Sie den Namen eines neuen Merkmals ,,Aufga-
ben* als Tabellenspalte hinzufiigen.

Formel fiir das Merkmal ,,Aufgaben “

Klicken Sie mit der rechten Maustaste auf die Zelle ,,Aufgaben — Formel bearbeiten
Direkte Eingabe der Formel : ZufallsWahl ("erfolg"; "misserfolg")

oder Suchen der zufallswahl () -Funktion iiber

Funktionen = Zufallszahlen - ZufallsWahl()

Hinzufiigen von Fiillen
Klick mit der rechten Maustaste auf die Tabelle = Neue Fdlle - Eingabe von ,,10° im
sich 6ffnenden Fenster

Mit ,,Strg-y* wird die Simulation des Tests wiederholt.

2. Schritt: Zihlen der Anzahl der Erfolge als Messgrofie der Simulation
Durch Doppelklick auf die Kollektion ,,Test1* 6ffnet man das Info-Fenster zu Test1:

- MessgroBen = ,,Anzahl_Erfolge* in die Zelle <neu> eintragen = Eingeben der For-
mel durch Doppelklick auf die Formel-Spalte: Anzahl (Aufgaben="erfolg")

3. Schritt (Simulation 10 000fach wiederholen)
Klick mit der rechten Maustaste auf die Kollektion ,, Test1* - Messgrolen sammeln

Sie erhalten eine neue Kollektion ,,MessgroBBen von Testl*. Ziehen Sie bei markierter
Kollektion ,,Messgrolen von Testl eine Tabelle ins Fenster. Sie sehen hier die Anzahl
der Erfolge bei fiinf Simulationsdurchgingen des Tests.

Einstellen der Anzahl der Simulationsdurchgdnge:

Durch Doppelklick auf die Kollektion ,,Messgroen von Testl* 6ffnet man das Info-
Fenster zu ,,Messgro3en von Test1*:

- MessgroBen sammeln = Animation ausschalten, Vorhandene Fiille ersetzen einschal-
ten, 10 000 MessgroBen einstellen = Weitere Messgroien sammeln
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4. Schritt (Auswertung der Simulation)
Grafische Darstellung

Ziehen Sie mit der Maus einen Graphen ins Fenster. Ziehen Sie das Attribut ,,An-
zahl_Erfolge* aus der Tabelle zu ,,Messgroflen von Testl auf die x-Achse. Andern Sie
den Diagramm-Typ auf Histogramm.

Durch Doppelklick auf die Achsen des Diagramms konnen Sie die Breite der
Histogrammbalken sowie die Bereiche der Achsen dndern.

Durch Klick auf die einzelnen Balken oder durch das Aufziehen eines Rechtecks iiber den
Balken werden die zugehorigen Histogrammbalken markiert. Wenn Sie mit der Maus auf
die Kollektion ,,Messgro3en von Testl“ fahren, so konnen Sie die Anzahl der markierten
Fille links unten in der FuBleiste ablesen.

Tabellarische Darstellung

Ziehen Sie mit der Maus eine Auswertungstabelle in das Fenster. Ziehen Sie das Merk-
mal ,,Anzahl_Erfolge* bei gedriickter Shift-Taste aus der Tabelle zu ,,Messgrolen von
Testl* in eine freie Zelle der Auswertungstabelle (zuerst ,,Anzahl_Erfolge* anklicken,
dann die Shift-Taste driicken, dann das Merkmal in die Tabelle ziehen).

Berechnung der relativen Hdufigkeit

Ziehen Sie mit der Maus eine Auswertungstabelle in das Fenster. Ziehen Sie das Merk-
mal ,,Anzahl_Erfolge* (ohne Shift-Taste) aus der Tabelle zu ,,Messgroflen von Test1* in
eine freie Zelle der Auswertungstabelle.

Klick mit rechter Maustaste auf die Auswertungstabelle = Formel hinzufiigen = einge-
ben der Formel Anzahl (Anzahl Erfolge>6) /Anzahl (Anzahl Erfolge)

(Fiir > miissen Sie im Formeleditor die Strg-Taste driicken !!)

Die relative Haufigkeit steht dann als zweite Zahl in der Auswertungstabelle. (Die erste
Zahl, der Mittelwert, wird automatisch erzeugt).

® Fathom - [Dokument1]

) Datei EBearbeiten Objekt Kollekbion FEenster Hilfe =
Kollektion  Tabelle Graph  Auswertung Sc@ng Test todel Regler Text
~
ey o
Tt Messgrigen von Testl
Testl Messgrdfien von Testl = .
Messgrdien von Testl
Test1 Messgraten von Test1 0 a
Aufgaben Anzahl_...| <r 1 93 Anzahl_Erfolge 3333
1 misserfaly 1 4 2 486 — -
3 1208 51 = aMittel { )
2 erfolg 2 g v o _ Anzahl (Anzahl_Erfolge = 6)
3 misserfoly 3 4 Anzahl_Erfolge 5 050 Anzahl ( Anzahl_Erfolge)
4 misserfolg 4 3 - G 2061
5 misserfu\g 5 5]
N 7 120 In & 37,7% aller Falle kommt man bei
& misserfalg 2 3 8 412 Test! mit reinem Raten durch
T erfolg 7 B g a9
8 erfolg 8 4 10 7
9 erfolg ] Spaltenzusammenfassung 10000
10 |erfolg - wg] 31= Anzahl ¢ )
N F%HE W Kommentare | Anzeige | Kategorien Messgrizen von Testl ["Histogramm | 3]
Messgrébe Wert | Formel = 2500
Anzahl_Erfolge |5 Anzahl ( Aufgaben = "erl 5 2 2000
<neus B EI 1500
H—
= £ 1000
z 8
TS 500
-2 0 2 4 6 8 10 12
Anzahl_Erfolge 2
< >

Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesoftware (TH)
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Prinzipieller Aufbau einer Simulation in vier Schritten

1.

Modellierung des einzelnen Zufallsversuchs

(hier: Modellierung einer Testaufgabe mit
ZufallsWahl ("erfolg", "misserfolg"),
tiber 10 Fille werden 10 Testaufgaben simuliert)

Festlegen einer Messgrof3e (hier: ,,Anzahl Erfolge*)

Durchfiihrung einer gro3en Anzahl dieser Zufallsversuche
N =1 000 oder N =10 000

Auswertung der erzeugten Héufigkeitsverteilung der Messgrof3e
(grafische, tabellarische und rechnerische Auswertung,
relative Haufigkeit fiir ein bestimmtes Ereignis)

Simulationsplan zur Computersimulation des Testproblems:

Ein Test hat 10 Fragen, von denen jede entweder mit ,,ja* oder mit ,,nein“ beantwortet
werden muss. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht man den Test, wenn man nur rit?

Man erstellt eine Kollektion ,,Testl “, in der der Test nachgebildet wird. In der Tabel-
le zu Testl gibt es eine Spalte ,,Aufgaben®, in der das Raten der 10 Aufgaben mit der
Formel Zufallswahl ("erfolg", "misserfolg") simuliert wird.

Bei der Simulation von Testl interessiert uns die Anzahl der Erfolge. Hierfiir definie-
ren wir im Info-Fenster von ,,Testl “ die Messgrofie ,,Anzahl_Erfolge* mit der For-
mel

Anzahl (Aufgaben="erfolg").

Um die relative Hdufigkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Anzahl an Erfolgen zu
erhalten, muss man die Simulation sehr oft wiederholen. Mit ,,Messgrofien sammeln
fiihren wir die Simulation 10 000mal durch. Die Anzahl der Erfolge ist jeweils in der
neu entstandenen Kollektion ,,Messgrofsen von Testl “ festgehalten.

Die gesammelten Simulationen miissen nun ausgewertet werden: Hierfiir gibt es meh-
rere Moglichkeiten, mit denen man die Kollektion ,,Messgrofien von Testl “ auswerten
kann:

e Tabelle der Haufigkeitsverteilung
Auszdhlen der Verteilung der Anzahl der Erfolge in einer ,, Auswertungstabelle
(Spalte ,,Anzahl_Erfolge “ bei gedriickter Shift-Taste in die Auswertungstabelle
ziehen)

e QGrafische Darstellung der Haufigkeitsverteilung
Grafische Darstellung der Verteilung der Anzahl der Erfolge (Spalte ,,An-
zahl_Erfolge* auf die x-Achse eines Graphen ziehen und die Einstellung
., Histogramm* wdhlen)

e Rechnerische Auswertung
Die relative Hdaufigkeit fiir mindestens 60% richtig beantworteter Aufgaben mit
der Formel Anzahl (Anzahl_Erfolge>6) /Anzahl (Anzahl_Erfolge) di-
rekt bestimmen. (Spalte ,,Anzahl_Erfolge* in eine Auswertungstabelle ziehen und
iiber ,,Formel hinzufiigen* die Formel eingeben)
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Ergebnisblatt: Empirisches Gesetz der grofien Zahl

Nach einer hinreichend grofien Anzahl N von Durchfiihrungen eines Zufallsexperi-
ments stabilisieren sich die relativen Hdiufigkeiten h(E) fiir ein Ereignis E gegen die

Wahrscheinlichkeit P(E) fiir dieses Ereignis.
Beispiel Miinzwurf:

Auftragung der relativen Haufigkeit fiir das Ereignis ,,Zahl*

|Measures fram Sample of Manzwurf

Line Scatter Plot w
1.04
N =60
0.5
iy
S0E
T
| o
0.4
0.2
0.0+
] 10 20 30 40 =i =1
M
= rel_Hfgk =05
Monzweurt Lire Plot -
1.0+
N=1000 08

rel_Hilk

0 200

Nh=0.5

EO0 gao 100C

Caze Index

Faustregeln fiir die Genauigkeit der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten iiber Simula-

tionen (ermittelt durch Probieren):

N= 1000:

N =10 000:
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Simulationen mit FATHOM: Befehlsiibersicht

Zufallsgenerator:
zufallsWahl (1;3;5;7) liefert eine Zufallszahl aus der Menge {1,3,5,7}

zufallsWahl ("r"; "s"; "w")liefert eine zuféllige Auswahl aus der Menge {"r","s","w"}

ganzeZufallszahl (1;6) liefert eine natiirliche Zufallszahl von 1 bis 6

zZufallsZahl () liefert eine Zufallszahl im Intervall [0,1], gleichverteilt
Beispiel:

ganzeZufallszahl (1;6) simuliert einen Wiirfel

zZufallsZahl () <0,2 ergibt wahr, wenn die erzeugte Zufallszahl <0,2 ist.

Da dies mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,2 passiert, wird
hiermit ein Teilversuch der Binomialverteilung mit der Er-
folgswahrscheinlichkeit p = 0,2 simuliert
Erstellen der Tabellen
Hinzufiigen einer Formel zu einer Tabellenspalte:
mit rechter Maustaste auf den Kopf der Spalte klicken > ,,Formel bearbeiten* = Formel eingeben
Hinzufiigen neuer Fiille:
mit rechter Maustaste auf die Tabelle klicken = , Neue Fille...

Wiederholung der Simulation:
Strg-y

Umgang mit der grafischen Darstellung

Relative/absolute Skalierung eines Histogramms:
Diagramm markieren = ,,Graph* in der Meniileiste wihlen - ,,Skala“

Formatierung des Histogramms:
Doppelklick auf eine der Achsen

Hinzufiigen einer Funktion:
Mit rechter Maustaste auf das Diagramm klicken = ,,Funktion einzeichnen“ - Funktion eingeben

Hinzufiigen eines statistischen Wertes:
Mit rechter Maustaste auf das Diagramm klicken = ,,Wert einzeichnen* = Funktion eingeben

Funktionen / Statistische Kennzahlen:
Summe (Wurf) liefert die Summe der Spalte ,,Wurf*

Anzahl (Summe>2) liefert die absolute Anzahl aller Elemente der Spalte
»summe*, die groBer sind als 2

Anzahl (Summe>2) /Anzahl (Summe) liefert die relative Anzahl aller Elemente der Spalte
»summe*, die groB3er sind als 2

AnzVerschiedeneWerte (Werte) liefert die Anzahl verschiedener Eintrige der Spalte

,,Werte*
aMittel (Gewinn) liefert den Mittelwert der Spalte “Gewinn‘
PopStdAbw (Gewinn) liefert die Standardabweichung der Spalte “Gewinn‘
Perzentil (10; Summe) liefert den kleinsten Wert x, so dass mindestens 10%
aller Eintrdge der Spalte ,,Summe* < x sind
40 Verzweigung: Wenn die Bedingung in der Klam-
Wenn (Summe (Wurf)=7) {_ 10 mer erfiillt ist, ergibt der Befehl 40, sonst liefert er

-10.
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Arbeitsblatt zur Modellierung des Galton-Bretts: S—
1. Eine Kugel hat an jedem Zapfen des Galton-Bretts zwei F’i
Moglichkeiten: rechts oder links. o] :
I TR TATE
2. Die Wabhrscheinlichkeit fiir rechts oder links betriigt an jedem (%6?@9—
Zapfen jeweils p =0,5, unabhingig vom bisherigen Verlauf | ’_QT_“\_“T‘_ OO0
des Weges. @})%
3. Die Nummer X des Késtchens ist identisch mit der Anzahl der (OO0
Wegentscheidungen nach rechts. Il m i L& |
Das gegebene Galton-Brett hat 8 Zeilen. Eine Kugel kann somit L,«J Lﬂ, as] e
auf acht Stufen jeweils nach rechts oder nach links fallen. Die [ W 5§ 1 LJ

Wabhrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Weg im 8-zeiligen

Galton-Brett betrdgt somit 0,58. Bildquelle:

BLK - Modellversuch SelMa
www.learn-line.nrw.de

Zu Kistchen X = k gibt es (i) Wege, nimlich alle Wege, bei

denen die Kugel k-mal nach rechts gefallen ist.

Damit erhidlt man als Wahrscheinlichkeit fiir eine Kugel, im Késtchen k zu landen:
P(X =k) = @) 0,5

Vergleich der theoretischen Wahrscheinlichkeitsverteilung mit dem Experiment:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X =k)= (2) 0,58

Zihlung der Kugeln im Experiment:
Absolute Anzahl H exp (X =k)

Zihlung der Kugeln im Experiment:
Relative Haufigkeit hexp (X =k)

Relative Abweichung:
P(X=k)-hy,,(X=k)
P(X=k)

Grafische Darstellung als Histogramm
P(X=k)~hy,, (X=k)
P(X=k)

Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X = k) relative Abweichung:
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Aufgabenblatt: Simulation einer Binomialverteilung

Kirschernte

Fritzchen pfliickt 20 Kirschen vom
Kirschbaum und verzehrt diese sofort.
Nachdem er von seiner Mutter erfahrt,
dass bei der diesjahrigen Kirschernte
ca. 25% aller Kirschen ,,verwurmt*
sind, bekommt er einen grof3en
Schreck. Er macht sich Gedanken, wie
viele Wiirmer er wohl verzehrt hat,
wenn jede der zwanzig gepfliickten
Kirschen mit einer Wahrscheinlichkeit
von ca. 25% verwurmt war.

A) Simulieren Sie die Auswahl der
20 Kirschen mit FATHOM.

Fiihren Sie die Simulation 10mal
durch und schreiben Sie auf, wie
viele verwurmte Kirschen bei den
10 Simulationen jeweils
aufgetreten sind.

Sie konnen die Simulation mit
,»trg-y* wiederholen.

B) Fiihren Sie die Simulation des

Kirschexperiments mit ,,Mess-
groBen  sammeln®“ 10 000mal
durch und stellen Sie die

auftretenden Héufigkeiten fiir die
Anzahl an verwurmten Kirschen
grafisch dar.

Beantworten Sie mit Hilfe der Auswertungs-Tabelle die folgenden Fragen:

® Fathom - [2-bino-sim]
Chjekt  Eollektion  Fenster  Hilfe

Schatzung

.ollektion

() Datei EBearbeiten

Takelle

Graph

Auzyveertung

Test ol

CEX

Regler

L e

Kirschen

Kirschen

wurm

Zufallzzahl [ ) < 0,25

=
=
o
]
.y
o
3

[ Stutendiagramm | 3 |

falsch

falsch

falsch

wweahr

swahr

talsch

falzch

falzch

L B R I I B B I I R n

swahr

-
=

falsch

-
-

talsch

-
L)

falsch

-
e

talzch

falzch

-
=

falzch

-
wn

-
-

falsch

swahr

-
-

falsch

-
-]

-
L=

talsch

swahr

L)
=

Haufigkeit won wurm
o

falsch

T
sweaht
wurm

Anzahl [ )
Fo W 1
_ — |
I.l%e Wl‘mmmem... Anz... |Hat..
Messgrofie Wertl Formel
wurmanzahl (5 Anzahl (weurm = weahr )

=nEU=

£

Fathom Dynamische Stochastik- und Datenanalysesoftware (TH)

MM

e  Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen keinen Wurm verzehrt?

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen weniger als drei wurmstichige Kir-

schen verzehrt?

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Fritzchen mehr als 10 wurmstichige Kirschen

verzehrt?

Veranschaulichen Sie sich die Wahrscheinlichkeiten jeweils am Histogramm.

C) Bestimmen Sie auf theoretischem Weg die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 8 von den
20 Kirschen, die Fritzchen gegessen hat, verwurmt waren. Vergleichen Sie das Ergeb-

nis Threr Berechnung mit dem Ergebnis Threr Simulation.

Hinweis:

Veranschaulichen Sie sich das Ereignis ,,8 von 20 Kirschen sind verwurmt* iiber Pfade

im Baumdiagramm.
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Ubungsaufgaben zur Binomialverteilung I

Aufgabe 1)
Eine Reiflzwecke fillt mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,4 auf den Kopf (K) und mit der
Wahrscheinlichkeit ¢ = 0,6 auf die Seite (S). Die Reilzwecke wird 10mal geworfen.

a) Erldutern Sie, dass der Versuch eine Bernoulli-Kette darstellt.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die Reilzwecke Omal, 1mal, 2mal,
3mal, ..., 10mal auf dem Kopf landet.

c) Tragen Sie diese Wahrscheinlichkeitsverteilung grafisch als Histogramm auf.
d) Wie oft fillt die Reizwecke beim zehnfachen Werfen im Mittel auf den Kopf?

Aufgabe 2)
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Jungen bzw. eines Miadchens betrigt ca.
p=0,5.

a) In einem Krankenhaus werden an einem Tag 12 Kinder geboren. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es genau 6 Jungen und 6 Madchen sind?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es in einer Familie mit 6 Kindern mehr Jungen
als Midchen?

Aufgabe 3)

Nach Angaben der Telefongesellschaft ,,Tele8* kommen nur 75% aller Telefongespriche
beim ersten Wihlen zustande. Jemand mochte bei ,, Tele8* fiinf Telefongespriche erledi-
gen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass er

a) jedes Mal direkt durchkommt? b) jedes Mal nicht direkt durchkommt?

¢) genau einmal nicht direkt durchkommt?

Aufgabe 4)

Jemand spielt gegen einen gleichwertigen Gegner. Was ist wahrscheinlicher:

a) 3 von4 oder 5 von 8 Spielen zu gewinnen?

b) Mindestens 3 von 4 oder mindestens 5 von 8 Spielen zu gewinnen?

Uberlegen Sie sich, unter welchen Bedingungen man hier mit der Binomialverteilung

rechnen darf.
Aufgabe 5)

Ein Multiple-Choice-Test besteht aus 50 Items mit jeweils 5 Antworten, von denen je-
weils nur eine richtig ist.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind bei reinem Raten

a) mehr als 20 Items richtig? b) zwischen 10 und 20 Items richtig?
c) weniger als 10 Items richtig? d) genau 15 Items richtig?
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Ubungsaufgaben zur Binomialverteilung IT

Aufgabe 1)
Bei der Erdbeerernte haben ca. 15% der Erdbeeren faulige Stellen. Jemand pfliickt zufil-
lig 80 Erdbeeren.

a) Unter welchen Bedingungen kann man diesen Versuch als Binomialverteilung auffas-
sen?

b) Simulieren Sie die Situation als Binomialverteilung und stellen Sie die relative Hau-
figkeit der Anzahl fauler Erdbeeren grafisch dar. Die relative Haufigkeit erhilt man,
indem man in der Meniileiste Graph = Skala > relative Hiufigkeit wihlt (Grafik
markieren).

¢) Bestimmen Sie rechnerisch die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man weniger als 10,
weniger als 15 bzw. weniger als 20 faule Erdbeeren erwischt hat. Vergleichen Sie Thre
Ergebnisse mit Threr Simulation des Experiments.

d) Uber die Funktion BinomialWs(x,n,p) kann man mit FATHOM die theoretischen Werte
der Binomialverteilung berechnen.

Ergédnzen Sie die theoretisch berechnete Binomialverteilung in dem Histogramm der
simulierten Haufigkeitsverteilung:

rechte Maustaste > Funktion einzeichnen = Funktionen > Verteilungen - Binomial
- BinomialWs(runde(x); 80; 0,15)

Vergleichen Sie die simulierte Haufigkeitsverteilung mit der theoretischen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir den Fall, dass man mit 1000 bzw. 10 000 Wiederholun-
gen simuliert.

e) Wie viele Erdbeeren muss man mindestens pfliicken, damit man mit einer Wahr-
scheinlichkeit von iiber 95% mindestens 80 Erdbeeren erhilt, die nicht faul sind? Lo-
sen Sie das Problem rechnerisch und iiberpriifen Sie mit Hilfe einer geeigneten Simu-
lation, ob Sie das optimale n gefunden haben.

Aufgabe 2)

Ein Verein hat 25 Mitglieder. 5 haben sich verschworen, einen bestimmten Vorschlag
durchzubringen, die anderen wihlen zufillig. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der
Vorschlag angenommen?

Aufgabe 3) (Biathlon)

Beim Biathlon wird auf fiinf nebeneinander liegende Scheiben geschossen. Ein Teilneh-
mer habe bei jedem Schuss unabhiingig von den vorherigen Ergebnissen eine Trefferquo-
te von 90%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) trifft er alle fiinf Scheiben?

b) trifft er mindestens drei Scheiben?

¢) trifft er nur die beiden letzten Scheiben?

d) trifft er zum ersten Mal beim dritten Schuss?

e) braucht er weniger als drei Schiisse bis zum ersten Treffer?

f) wechseln Treffer und Fehlschuss ab?

g) trifft er genau zwei Scheiben, die nebeneinander liegen?

Aufgabe 4)

Bei einem Karaokeabend treten acht Teams gegeneinander an. Jedes Team besteht aus
drei Ménnern und drei Frauen. Fiir die erste Spielrunde werden aus jedem Team zwei
Personen zufillig ausgelost, die ein Duett singen sollen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergeben sich bei der Auslosung fiir die erste Spielrunde
mehr als drei reine Ménnerpaare?
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Ubungsaufgaben zur Binomialverteilung ITI

Aufgabe 1) (Quelle: Mathe-Treff, Bezirksregierung Diisseldorf)

Feste Bindung nicht gefragt — Umfrage unter jungen Mannern: Ernédhrerrolle wird abge-
lehnt

Hamburg, 26. November (AP).

Junge Manner von heute haben anscheinend ein véllig anderes Rollenverstédndnis als
ihre Véater. Das jedenfalls zeigt das Ergebnis einer reprasentativen Umfrage der Zeit-
schrift 'Brigitte' unter 4000 Personen ab 14 Jahren durch das Sample-Institut. Danach
wird von vielen jungen Leuten abgelehnt, was fir ihre Vater noch eine Selbstverstand-
lichkeit war, ndmlich heiraten, eine Familie griinden und diese ernéhren. 40 Prozent der
jungen Manner unter 25 geben an, keine feste Bindung zu suchen. Mehr als die Halfte
finden es nicht wichtig, einmal eine Familie zu ern&hren.

Ganz anders die Manner iber 55. In groBer Mehrheit stimmen sie fiir die dauerhafte
Beziehung. Nur 14 Prozent der lber 55-jahrigen Manner halten es nicht mehr fir erstre-
benswert, sich auf Dauer fest zu binden.

Die Erwartungen der jungen Frauen decken sich weitgehend mit den Winschen der
jungen Manner. Die feste Bindung ist auch fir 35 Prozent der Frauen unter 25 nicht er-
strebenswert. Noch weniger Frauen (35 Prozent) als Manner (41 Prozent) unter 25 er-
warten, dass der Mann die Rolle des Familienern&hrers tbernimmt.

Unterdessen sind junge Manner auch bereit, die Frauen im Haushalt zu unterstitzen.
Nur jeder flnfte Mann unter 25 lehnt es ab, die Hélfte der Hausarbeit zu Gbernehmen,
was von fast allen Frauen (93 Prozent) erwartet wird. Hausfrauentatigkeit wird aber von
Frauen durchweg héher bewertet als von Mannern. Wahrend 63 Prozent der jungen
Manner und 79 Prozent der tiber 55-jahrigen Manner angaben, Hausfrauentéatigkeit sei
fur sie genauso viel Wert wie Berufstétigkeit, meinten dies 69 Prozent der jungen Frau-
en und 88 Prozent der Frauen Uber 55 Jahre.

(Frankfurter Rundschau vom 27.11.1984)

Der Leistungskurs Mathematik hat 11 junge Minner und 8 junge Frauen.
Legen Sie fiir diesen Leistungskurs die in dem Zeitungsartikel angegebenen relativen
Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten zugrunde.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ...

... mindestens die Hilfte der ménnlichen Kursteilnehmer keine feste Bindung sucht;
... maximal die Hélfte der méannlichen Kursteilnehmer die Teilung der Hausarbeit ab-
lehnt?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwarten mehr als die Hélfte der weiblichen Kursteil-
nehmerinnen von den Ménnern eine Teilung der Hausarbeit?

¢) Wie viele junge Ménner miissten in dem Leistungskurs vorhanden sein, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von iiber 95% mindestens 8 Minner mit einer Teilung der
Hausarbeit einverstanden wéren?

Aufgabe 2)

Bei einer schweren Operation besteht fiir Frauen die Chance 0,8 und fiir Ménner die
Chance 0,7, danach noch mindestens 1 Jahr zu leben. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
sind von 2 Frauen und 3 Ménnern, die diese Woc