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1 Einleitung

In den letzten Jahrzehnten hat sich die Methode der finiten Elemente zu einem wir-
kungsvollen Werkzeug innerhalb des Ingenieurwesens und der angewandten Physik
entwickelt. Mit ihrer Hilfe kdnnen die unterschiedlichsten Rand- und Anfangswert-
probleme numerisch gelost werden. Die Lésung dieser Probleme ist — bis auf weni-
ge Ausnahmen — immer fehlerbehaftet. Die Fehler setzen sich hierbei unter anderem
aus Diskretisierungsfehlern in Raum und Zeit, Geometriefehlern und Modellfehlern
zusammen. Die Modellfehler resultieren durch die falsche Wahl des betrachteten Mo-
dells. Beispielsweise kdnnen die Fehler aus der Approximation eines dreidimensiona-
len Problems durch ein zweidimensionales Modell resultieren. Ferner stellt die falsche
Wahl des Materialmodells eine erhebliche Fehlerquelle dar, da das tatsachliche Ver-
halten des betrachteten Materials nur unzureichend wiedergegeben wird. Im Rahmen
dieser Arbeit soll die Betrachtung von Diskretisierungsfehler im Mittelpunkt stehen.

Da analytische Losungen der gegebenen Probleme im Allgemeinen nicht bekannt sind,
konnen die auftretenden Fehler nur abgeschatzt werden. In den letzten zwei Jahrzehn-
ten wurden zahlreiche Strategien entwickelt, um die Diskretisierungsfehler abschatzen
zu kénnen und um innerhalb von adaptiven Verfahren das Netz derart zu optimieren,
dass der globale Fehler unterhalb einer vorgegeben Toleranz bleibt. Die Abschatzung
des globalen Fehlers erfolgt in einer geeigneten Norm. Haufig wird hierfur die Ener-
gienorm verwendet, da dieser eine physikalische Bedeutung zugemessen werden kann
und weil sie aquivalent zu den Ublichen Sobolev-Normen ist.

Alle globalen Fehlerschatzer liefern Informationen tber den globalen Fehler gemes-
sen in einer geeigneten Norm, jedoch keine Aussagen uber die Gute einzelner loka-
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ler Werte, wie beispielsweise Verschiebungen oder Spannungen in einem bestimm-
ten Punkt. Aus diesem Grund sind in der letzten Zeit Methoden entwickelt worden,
welche gezielt den Fehler in einer lokalZrelgré3eabschatzen. Bei den so genann-
tengoal-orientedoderzielorientiertenFehlerschétzer wird zusétzlich zum gegebenen
Problem eindualesProblem formuliert und gel6st, weshalb diese Methoden auch als
Dualitatstechnikerbezeichnet werden. Die Motivation hierfur liefern die Greenschen
Funktionen. Mit ihrer Hilfe lassen sich in der klassischen Statik lokale und globale
Weg- oder Kraftgrof3en berechnen. Es kann gezeigt werden, dass auch bei der Berech-
nung mit finiten Elementen jede lokale Grof3e mit Hilfe der zugehérigen Greenschen
Funktion berechnet werden kann [18], [24]. Hierbei wird jedoch nicht mehr die exakte
Greensche Funktion, sondern eine auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche
Funktion verwendet, welche in der Regel nur eine N&herung darstellt. Der Fehler einer
lokalen Grol3e ist damit direkt abhangig vom Approximationsfehler in der Greenschen
Funktion, d.h. vom Abstand zwischen der echten Greenschen Funktion und der FE-
Approximation der Greenschen Funktion. Bei linearen Problemen wurde diese Tech-
nik vielfach erfolgreich angewendet. Innerhalb von adaptiven Verfahren kdnnen Netze
konstruiert werden, welche optimal beztglich einer gesuchten lokalen Gré3e sind.

Bei nichtlinearen Problemen existieren keine Greenschen Funktionen im tiblichen Sinn.
Die Technik lasst sich jedoch auch auf nichtlineare Probleme tbertragen. Hierbei wird
das duale Problem flr das linearisierte urspringliche Problem formuliert und gelost.
In der vorliegenden Arbeit soll nun diese Technik vorgestellt werden.

Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunachst einige kontinuumsmechanische Grundlagen angegeben.
Ausgehend vom Randwertproblem der nichtlinearen Elastizitatstheorie wird die zuge-

horige schwache Formulierung sowie deren Linearisierung hergeleitet. Anhand eines
einfachen Beispiels wird abschliel3end die Vorgehensweise zur Losung nichtlinearer
Probleme veranschaulicht.

In Kapitel 3 werden zunachst die bereits schon klassischen Fehlerschatzer fur linea-
re Probleme vorgestellt. Als Modellproblem dient hierbei das Randwertproblem der
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linearen Elastizitatstheorie. AnschlieRend werden die zielorientierten Fehlerschatzern
fur lineare Probleme motiviert und diskutiert.

In Kapitel 4 werden Fehlerschatzer fur nichtlineare Probleme vorgestellt. Die zielori-
entierten Fehlerschéatzer werden ganz allgemein auf nichtlineare Probleme tbertragen.
AbschlieRend erfolgt dann ein kurzer Blick auf Adaptionsstrategien und praktische
Aspekte innerhalb einer nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung.

In Kapitel 5 soll anhand einiger numerischer Beispiele die hier gezeigte Technik ver-
anschaulicht werden.

In Kapitel 6 erfolgen dann abschlieRend eine Zusammenfassung und ein kurzer Aus-
blick.

Implementierung in ein FE-Programm

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die hier vorgestellte Technik fir ein geometrisch
nichtlineares Scheibenelement mit bilinearen Anséatzen umgesetzt. Das Ganze wurde
hierbei in das Programm WINFEM implementiert, ein FE-Programm zur Berechnung
von Scheibenproblemen, welches im Fachgebiet Baustatik der Universitat Kassel ent-
wickelt wurde.

Folgende Punkte wurden realisiert:

e Berechnung des aquivalenten FE-Lastfalls flir das geometrisch nichtlineare Schei-
benelement mit bilinearen Ansatzen.

e Einbindung eines adaptiven Verfahrens in den nichtlinearen Losungsalgorith-
mus.

¢ Implementierung der zielorientierten Fehlerschatzung fur das oben genannte nicht-
lineare Element.

Das Programm sowie der gesamte Quellcode sind auf der beiliegenden CD-ROM ent-
halten. Weitere Informationen zu WINFEM findet man auch auf den Internetseiten
des Fachgebietes Baustatik der Universitat Kassel.



2 Die Grundgleichungen

Im vorliegenden Kapitel werden die Grundgleichungen eingefuhrt, welche im Rahmen
dieser Arbeit Verwendung finden. Ausgehend vom Randwertproblem der nichtlinearen
Elastizitatstheorie wird die zugehdrige Variationsformulierung sowie die zur numeri-
schen Losung erforderliche Linearisierung angegeben. Ferner werden die entstehenden
Gleichungen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode in diskrete Gleichungen uber-
fuhrt. Abschliel3end wird die prinzipielle Vorgehensweise bei nichtlinearen Problemen
an einem einfachen Beispiel veranschaulicht.

2.1 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Im Folgenden werden einige kontinuumsmechanische Grundgleichungen angegeben.
Auf die Herleitung wird dabei weitestgehend verzichtet. Ausfuhrliche Darstellungen
findet man beispielsweise in [10], [39], [44].

2.1.1 Gebhiet und Rand

Ein Gebiet(? bezeichnet im Folgenden eine offene, beschrankte und zusammenhan-
gende Teilmenge desRmit dem Rand/". Die Vereinigung von Gebiet und Rand ist
mit

N=0UT (2.1)



2 Die Grundgleichungen 5

definiert. Der Rand” soll die Lipschitz-Stetigkeit erfiillen, da dann entlang des Randes
ein eindeutiger aul3erer Normaleneinheitsvektor existiert, d.h. ein \Viaktorn,e; mit

|n| = 1, welcher aus dem Inneren vohin die Umgebung zeigt. Ferner kann der Rand
I' in einen Dirichlet-Anteill’, und einen Neumann-Antelly zerlegt werden.

I'=1Ip+ Ty (2.2)

Auf I'y sind Spannungsrandbedingungen in Form von Belastuhged aufl’, Ver-
schiebungsrandbedingungervorgeschrieben.

2.1.2 Deformation und Verzerrung

Bei einer Deformation &ndert ein Korper seine Form und seine Lage. Die Deformation
ist eine Abbildungp der vom Kdrper eingenommenen Teilmerfgauf die Bildmenge

o(12).
p:N—-R? (2.3)

Dabei bezeichnet man die Urbildmengkals Referenzkonfiguration oder undefor-
mierte Konfiguration. Die Bildmenge((?) ist die deformierte Konfiguration.

Far einen PunkX € (2 bezeichnet: := (X)) € ¢(2) den entsprechenden Punkt in
der deformierten Konfiguration. Die Bewegung des Korpers ist eine Folge von Konfi-
gurationenyp, : 2 — IR*. Fur den Ort des PunkteX¥ zur Zeitt gilt

T =@, (X) = p(X,1). (2.4)

Der Verschiebungsvektar( X, ¢) wird als Differenz der Ortsvektoren der Momentan-
und Ausgangskonfiguration eingeftihrt

u(X,t) = p(X,t) — X. (2.5)

Zur lokalen Beschreibung des Deformationsprozesses fuhrt maefemmations-
gradient F' ein. Dieser ist definiert durch

ox
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Mit (X ,t) = ¢ = X + u(X, 1) lasst sich der Deformationsgradient auch folgen-
dermalflien darstellen:

F=Vo=V(X+u(X,t)=I+Vu (2.7)

Die Deformation eines Kdrpers muss eine eindeutige (umkehrbar eindeutige) Abbil-
dung von{? aufp({2) sein. Hieraus folgt, dask nicht singulér sein darf. Dies bedeu-
tet, dass die zugehdriglacobi-Determinate/ der Bedingung

J =detF # 0 (2.8)

geniigen muss. Ferner ist zu fordern, dass 0 ist, um Selbstdurchdringungen eines
Korpers auszuschliel3en.

Als Verzerrungsmal3 wird d€sreen-Lagrangescheerzerrungstensor
1
E:= (FTF - 1) (2.9)
eingefuhrt, welcher auf die Referenzkonfiguration bezogen ist. Mit der Definition des
DeformationsgradienteR’ = I + Vu, lasst sich dieser darstellen als

1
E= (Vu + Vu' + Vu'Vu). (2.10)

Im Bereich kleiner Verschiebungen kdnnen aufgrund der infinitesimalen Verschie-
bungsableitungen die quadratischen Glieder vernachlassigt werden und der Green-
Lagrangesche Verzerrungstensor geht in den linearisierten Verzerrungstensor tber

1
€= (Vu + Vu'). (2.11)

2.1.3 Gleichgewichtsaussagen

Auf eine Struktur wirken verschiedene Arten aul3erer Kréfte. Dies sind Volumenkréfte
pin 2 und Flachenkraftéauf I'y. Ferner wirken auf die Struktur noch Tragheitskrafte

p . Diese werden jedoch im Rahmen dieser Arbeit vernachlassigt, da ausschliellich
statische (zeitunabhéngige) Probleme betrachtet werden. Nach dem Gleichgewichts-
prinzip mussen alle auf eine Struktur wirkenden auf3eren Krafte verschwinden

/st+/pd9:0. (2.12)
r 2
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Nach demCauchy Theorem
t=on-=t (2.13)

kann der Spannungsvektbauf jedem Punkt des Randes aus demuchySpannungstensor
o und dem aul3eren Normalenfetdberechnet werden. Nach Einsetzen in (2.12) und
unter Anwendung des Divergenztheorems erhalt man die lokale Gleichgewichtsbedin-
gung in der Momentankonfiguration

/Q(diva +p)d2 =0. (2.14)
<~
dive +p =10 in 2
S auf Iy (2.15)

t=on=t aufly

Die Cauchy-Spannungen in (2.15) beschreiben den Spannungszustand in der Mo-
mentankonfiguratiop((2), d.h. in dem noch zu bestimmenden Zustand. Durch Ein-
fuhrung ded.. Piola-KirchhoffscheiSpannungstensoR = Jo F~7 kann die Gleich-
gewichtsbedingung auf die Referenzkonfiguration bezogen werden:

divP +p=0 (2.16)

Da P unsymmetrisch ist, wird zweckmafigerweise ein neuer Spannungstensor einge-
fuhrt. Der so genannt®. Piola-KirchhoffscheéSpannungstens# = F~' P entsteht
durch die vollstandige Rucktransformation desuchySpannungstensors auf die Re-
ferenzkonfiguration und ist symmetrisch. Nt = F'S = (I 4+ Vu)S folgt aus (2.16)

div(S+VuS)+p=0. (2.17)

2.1.4 Konstitutive Gleichungen

Um ein Randwertproblem vollstandig I6sen zu kdnnen, werden zusatzlich zu Spannungs-
und VerzerrungsgroRen noch Materialgleichungen bendtigt. In der Kontinuumsmecha-
nik werden diese Gleichungen auch als konstitutive Gleichungen bezeichnet.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird d&St. Venant-Kirchhoff-Materiabetrachtet. Dieses
Materialmodell beschreibt ein linear elastisches Material, welches temperaturunabhéan-
gig, homogen und isotrop ist. In Bezug auf die Referenzkonfiguration wird das Mate-
rialgesetz zwischen dem zweit&iola-KirchhoffscherSpannungstensd und dem
Green-LagrangescheYerzerrungstensaoF gebildet, wobei vorausgesetzt wird, dass
eine (ausreichend oft differenzierbare) FormanderungsenergiefuiiktieniV (E(u))
existiert, welche der materiellen Objektivitajentgt.

S=9E ~

C|E] (2.18)

Der Materialtenso€' wird durch partielle Ableitung der Spannungen nach dem Green-
schen Verzerrungstensor gebildet

PW oS
T OEOE OE° (2.19)
Die konstitutive Gleichung deSt. Venant-KirchhofMaterials lautet
S:g—lg:C[E] =2uE+ \NspE)I. (2.20)
Hierbei bezeichnen
E Ev

die Lamé Konstanten, welche experimentell bestimmt werden kdénnen. Fir den Fall
kleiner Verschiebungen gilt die obige Beziehung auch fir die Cauchy-Spannungen
und den linearisierten Verzerrungstensor (2.11)

o=Cle] =2ue+ \spe) I. (2.22)

Bemerkung 2.1 Die Anwendbarkeit dieses Materialmodells beschrénkt sich auf grol3e
Verschiebungen und kleine Verzerrungen. Trotz der linearen Beziehung zwischen dem
zweitenPiola-KirchhoffscherSpannungstensor und de@reen-Lagrangeschevier-
zerrungstensor bleibt die geometrische Nichtlinearitat vollstandig erhalten.

1Das Prinzip der materiellen Objektivitat besagt, dass die konstitutiven Gleichungen unabhéngig vom
Bewegungszustand des Beobachters sein missen [39].
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2.2 Das Randwertproblem und die schwache Form

2.2.1 Das Randwertproblem

Ausgangspunkt fur die Berechnung von Randwertproblemen mit hyperelastischen Ma-
terialien ist das gekoppelte System von partiellen Differentialgleichungen, bestehend
aus den kinematischen Beziehungen (2.10), dem Materialgesetz (2.18) und der lokalen
Gleichgewichtsbedingung (2.17):

1
E = 3 (Vu + Vu® + Vu''Vu)

oW

S=%E

(2.23)
—div(S+VuS)=p

mit den Verschiebungsrandbedingunges- w auf I’ und den Spannungsrandbedin-
gungent(S,u) = t auf dem komplementaren Rary,. Hierbei bezeichnet

t(S,u) = (S+VuS)n (2.24)

den Spannungsvektor auf einem Punkt des Randesud&h nach aul3en gerichteten
Normalenvektor.

Das obige Problem (2.23) kann durch Einsetzen der Spannungen und Verzerrungen in
die Gleichgewichtsbedingung in ein Problem Uberfiihrt werden, welches nur noch von
den Verschiebungen abhangt. Bei VerwendungSte¥enant-KirchhofMaterials

S=9E =

CIE] =2uE + AtrE) I (2.25)

lassen sich diQ. Piola-KirchhoffscherSpannungen in Abh&ngigkeit von der Defor-
mationu angeben:

S(u) :=pu(Vu+Vu') + A (trvu) I
] (2.26)
+ 1 (Vu® Vu) + > A(tr (Vu! V) T
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Durch Einsetzen vot$(u) in die Gleichgewichtsbedingungdiv (S + Vu S) = p
lasst sich das Randwertproblem nun folgendermaRen formulieren: Findeia?,
welches die nichtlineare Gleichung

A(u)=p inf2 (2.27)
und die zugehorigen Randbedingungen
u=u auflp und t(S,u)=t aufly
erfullt.
Der nichtlineare Differentialoperatot = (A;) ist hierbei definiert durch
Au) :=—[pAu+ A+ p) Vdivu | — div [M(VUTV'U,)
+ % A(tr(Vu® Vu)) I + pVu(Vu + Vu?)

(2.28)
+ AVau(tr Vu) + p Vu(Vu' Vu)

+ % AVau(tr (Vu® Vau)) I} :

Jedesu € C*™(02), welches die Differentialgleichung (2.27) und die zugehorigen
Randbedingungen in jedem PunkE (2 erfillt, bezeichnet man als starke Losung des

Randwertproblems. Hierbei bezeichget die Ordnung der Differentialgleichung. Sie
entspricht der hochsten vorkommenden Ableitungsstufewadm vorliegenden Fall
ist2m = 2, d.h. es handelt sich um eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Bemerkung 2.2 Bei Verwendung von linearen Materialgesetzen, wie &nVenant-
Kirchhoff-Material, konnen folgende Bemerkungen gemacht werden:

e Der erste Ternj:| der rechten Seite von (2.28) reprasentiert den linearen An-

teil der Differentialgleichung und entspricht genau der Laméschen Verschie-
bungsdifferentialgleichung der linearen Elastizitatstheorie, siehe Kapitel 3.1.1
Gl. (3.5).
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e Mit der Definition derl. Piola-KirchhoffscherSpannunge® = FS = S +
Vu S erkennt man an (2.28), dass die einzelnen Komponenteti?(ar Poly-
nome 3. Grades in den partiellen Ableitungen woanthalten.

e FUr den Beweis der Existenz der Losung mussen die Lamé Konstanten die Un-
gleichungeru > 0 und A > —% w erfullen, vgl. GARLET in [10].

2.2.2 Schwache Form des Gleichgewichts

Abgesehen von einigen Spezialféllen ist eine analytische Losung des Randwertpro-
blems (2.27) im Allgemeinen nicht méglich. Um dennoch Lésungen fir gegebene

Probleme finden zu kdnnen, wird der Begriff der schwachen Losung eingeftihrt. Dazu
Uberfihrt man das Randwertproblem in eine formal aquivalente schwache Formulie-
rung.

Zur Herleitung einer schwachen Formulierung wird (2.27) skalar mit einer vektor-
wertigen Testfunktiony = (v;) multipliziert. Es sei hierbei? C R* ein Gebiet mit
Lipschitz-stetigen Rand unfts, v} € C? x C*. Ferner seb = 0 auf I'p. Die Integra-

tion tGber das gesamte Gebiet ergibt dann

/A(u)-'de:/p-'udQ. (2.29)
7 0

Partielle Integration des linken Terms und Anwendung des Divergenztheorems liefert

/QA(u)-de:—/Qdiv(S%—VuS)-de

(2.30)
= /(S+VuS)-Vde — / t(S,u)svds.
Q r
Aufgrund der Symmetrie vos' gilt
(S+VuS):Vv=I+Vu)S:Vv=S8.(I+Vu) Vo
1
= 5.5 [(I+ Vu)" Vo + Vo' (I+Vu)]
(2.31)

1
= S-E(Vv+WT+VuTW+WTVU)

=S.E,(v).



2 Die Grundgleichungen 12

Der hierbei entstehende Tensor
1
E,(v) = 3 (Vo + Vo' + Vu! Vo + Vol Vu) (2.32)
ist gerade das Gateaux Differential

d
{£ E(u+e 'v)] . = E,(v) (2.33)

des Tensor& (u), d.h. E,,(v) bezeichnet die Variation d€reen-Lagrangeschéever-
zerrungstensors, vgl. [22].

Nach dem Zusammenfassen der obigen Beziehungen und Einarbeitung der Spannungs-
randbedingunget( S, v) = t erhalt man die schwache Form des Gleichgewichts

G(u,v):/QS-Eu('v)dQ—/Qp-'de—/F tevds=0. (2.34)

v ~~

0A; 0Aq

Diese Formulierung bezeichnet man auch als €éstensche Identitéader alsPrinzip
der virtuellen Verschiebungewo ja bekanntlich giltd A, — 6 A, = 0.

Far die virtuelle innere Arbeit wird die Bezeichnung

a(u;v) = (S(u), Eu(v)) = /QS-Eu(fv) as (2.35)

und fur die virtuelle &ulRere Arbeit die Bezeichnung
F(v) := (p,v)+(t,v):/p-vd(2+/ tevds (2.36)
0 I'y

eingeflhrt. Hierbei ist(.;.) eine Semilinearform, d.h. linear im zweiten Argument
und F'(.) eine Linearform. Als L6sungs- und Testraum dient der Sobolev-Raum

Vi={veH(2): v=0aufl'p}. (2.37)

Das zum Randwertproblem (2.27) gehérige Variationsproblem lautet dann: Finde ein
u € V, welches die nichtlineare Variationsgleichung

a(u;v) = F(v) VvoeV (2.38)

erfullt.
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Die Losung dieser Variationsgleichung bezeichnet masai#aché.6sung des Rand-
wertproblems. Jede starke Losuage C?™(§2) von (2.27) ist auch eine schwache
Losung. Genuigt umgekehrt e € C?™(12) fur jedes beliebigay € C™(12) der
schwachen Form, dann ist es auch eine Lésung des Randwertproblems, vgl. [18]. For-
dert man andererseits nure C™({2), dann gibt es noch schwache Lésungen, selbst
wenn keine starken Losungen mehr existieren.

2.2.3 Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts

Zur Loésung nichtlinearer Problemstellungen ist eine Linearisierung der betrachteten
Gleichungen notig. Die Losung von nichtlinearen Problemen erhélt man dann durch
die Lésung mehrerer linearer Probleme innerhalb eines iterativen Algorithmus, wie
z.B. demNewton-RaphsoNerfahren. Die Linearisierung erfolgt durch eine Entwick-
lung in eine Taylor-Reihe an einem bekannten Deformationszustalmddiesem De-
formationszustand herrscht Gleichgewicht.

Die formale Linearisierung der schwachen Form (2.34) lautet :
L[G(u,v)|y—g = G(w,v) + DG(u,v)sup + R (2.39)

Der RestR enthélt Terme héherer Ordnung und kann in der Regel vernachlassigt wer-
den. Die Linearisierung der schwachen Form (2.34) beschrankt sich auf die virtuelle
innere Arbeit

a(u;v) ::/QS-Eu(’U) as, (2.40)

da alle anderen Terme von der Deformation unabhéngig sind. Dies setzt voraus, dass
die Belastung deformationsunabhangig ist (konservative Kréfte). Die Linearisierung
der virtuellen inneren Arbeit in Richtung des Verschiebungsinkremeamtean der
Stelleu = u ist das Gateaux Differential

d
ar(u;un,v) := DG(uw,v)sup = {£ a(u +eua,v)
e=0

(2.41)
_ / Vua S+ Vo + Eu(v) ClEu(us)]] dQ.
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Abschlie3end lasst sich mit Hilfe von (2.36) die Linearisierung der schwachen Form
folgendermal3en anschreiben

a(u;v) — F(v) + ar(w;ua,v) =0 (2.42)
bzw.

ar(w;up,v) = F(v) — a(u;v). (2.43)

2.3 Die Methode der finiten Elemente

Im Rahmen der Methode der finiten Elemente finden verschiedene Approximationen
statt. Ein Tell ist hierbei die Diskretisierung des betrachteten Gebietes. Ziel ist es, das
Gebiet durch finite Elemente so gut wie mdglich anzunahern. Ein zweiter Teil besteht
in der Approximation der Feldgrof3en, wie Verschiebungen, Spannungen etc.

2.3.1 Diskretisierung

Die Diskretisierung des Gebiete3 erfolgt durch die Unterteilung des Gebietes in
einfach zu beschreibende Teilgebiete, die finiten Eleméte

Nr2y= ] 2 (2.44)

Der Randl’, = 012, eines finiten Element&3, setzt sich aus Kanten (2D) oder Flachen
(3D) zusammen, welche im Folgenden mit?.) bezeichnet werden. Damit Iasst sich
die Menge aller Kanten bzw. Flachen darstellen als

L= J (%) (2.45)

yElR

Das durch die Diskretisierung entstehende FE-Netz muss zuldssig sein, d.h. folgende
Eigenschaften missen erflllt werden:

1. 2 =Ug.ecq,
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2. Alle {2. miussen ein positives Volumen besitzen.

3. Zwei Elemnete?, durfen sich entweder in einem gemeinsamen Punkt, einer
gemeinsamen Kante, einer gemeinsamen Flache oder gar nicht schneiden.

2.3.2 Das Galerkin-Verfahren

Zur numerischen Losung des stetigen schwachen Problems (2.38)
a(u;v) = F(v) VoeV

wird dieses in ein diskretes Problem uberfiihrt. Die GéderkinVerfahren bekannte
Diskretisierung dieser Gleichung besteht nun darin, sie nicht mehr im unendlich di-
mensionalen Rauit, sondern im endlich dimensionalen TeilrainC V' zu l6sen.

Fur die Naherungslosung,, gilt daheru;, € V,, C V. Das zum stetigen Variations-
problem (2.38) gehorige diskrete Variationsproblem lautet dann: Finde,em V},,
welches die Gleichung

a(uh;vh) e F(’Uh) Yo,eV,CcV (246)

erfullt.

Im Rahmen des Galerkin-Verfahrens kdnnen prinzipiell unterschiedliche Ansatz- und
Testfunktionen verwendet werden. Hieraus resultieren jedoch unsymmetrische System-
matrizen, was einen erhéhten numerischen Aufwand nach sich zieht. Im Rahmen die-
ser Arbeit wird ausschliel3lich d&ibnov-Galerkirverfahren angewandt, bei dem fir

die Ansatz- und Testfunktionen dieselben Funktionen verwendet werden.

Die FE-Diskretisierung erfolgt durch Einfihrung der FE-Approximatiomdtir

DOF

w= U (@) (2.47)

=1
Hierbei bezeichnep,(x) die Einheitsverschiebungsfelder der Freiheitsgradevel-
che im Fall einer Scheibe die Form

R 10 | 92
oe[2] ae[0] e[2] e e
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besitzen. Wahlt man als Testfunktiop = ¢, € V},, so folgt fur (2.46)

[ s Bu@)d2 = [ pesan+ [ to.ds (2.49)
el , [0 I'n

J/

g ~~
kq

i

bzw. nach Assemblierung aller Elemente
k(u)=f. (2.50)

Hierbei bezeichnek(w) den Vektor der inneren Krafte und der Vektprerfasst alle
auf die Struktur wirkenden aufReren Kréafte. Die Struktur befindet sich im Gleichge-
wicht, wennk(u) = f. Diese Beziehung istimmer noch nichtlinearin

Zur numerischen Lésung wird nun die linearisierte Gleichung (2.43)

ar(w;ua,v) = F(v) — a(u;v)
diskretisiert. Dies fuhrt auf das lineare Gleichungssystem
Kr(a)ua = f — k(a) (2.51)

zur Bestimmung des Verschiebungsinkremenigs wobei K+ (u) als tangentiale
Steifigkeitsmatrix bezeichnet wird. SowoK(u) als auchk(u) sind am betrachte-
ten Linearisierungspunki auszuwerten. Ausfihrliche Darstellungen zur Bestimmung
dieser Grol3en flr viele verschiedene Strukturelemente findet man in [44].

2.3.3 L6sung nichtlinearer Gleichungssysteme

Die numerische L6sung nichtlinearer Problemstellungen wird durch Anwendung ite-
rativer Verfahren bestimmt. Aufgrund seiner quadratischen Konvergenz in der Nahe
der Lésung wird haufig dadewton-Raphseierfahren zur Lésung von nichtlinearen
Gleichungen benutzt. Hierbei 16st man ausgehend von einem bekannten Deformati-
onszustand (2.51) iterativ, bis ein neuer Gleichgewichtszustand gefunden wurde. Der
neue Gleichgewichtspunkt ist erreicht, wenn die Ungleichgewichtskyaftek(u)
minimiert sind.
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In der Praxis wird die gesamte Belastung in Lastinkremente zerlegt, so dass das Newton-
Raphson-Verfahren flr jeden Lastschritt angewendet wird. Als Startwert flr das Ver-
fahren kann beispielsweise eine lineare Berechnung mit verminderter Belastung die-
nen. In Box2.1 ist in vereinfachter Form der Algorithmus dargestellt. Der gezeigte
Algorithmus ist dann in jedem Lastschritt anzuwenden.

Berechne Startweti,, z.B. durch eine lineare Berechnung oder setze- 0.
Initialisieren: i = 0, ua = 0, u; = wg, Konvergenz = false
do

1. Berechné(u;) und K1 (u;)

2. Berechne aktuelles Verschiebungsinkrement  aus
Kr(u;) up,, = f — k(u;)

3. Berechne aktuelle Verschiebung:
Uip] = UA,,, T Uy

4. Konvergenztest:

>TOL — i1=1+1
<TOL — Konvergenz = true

[ — Fk(ui)]| {

while  Konvergenz = false

Box 2.1: Newton-Raphson-Verfahren

2.4 Beispiel Zugstab

Am Beispiel eines nichtlinearen Zugstabs mit gro3en Verformungen sollen die Varia-
tionsformulierung, der Linearisierungsprozess und die numerische Losung mittels des
Newton-Raphson-Verfahrens veranschaulicht werden.
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Im eindimensionalen Fall geht der Verzerrungsterd8os) mit Vu = u; ; = ' Uber

in
/! 1 12

ex(u) =u + Fu”- (2.52)
Mit S = S, = E ¢, erhalt man aus der Gleichgewichtsbedingung (2.23)

—div(S +u'S) = p, (2.53)
bzw.

H / 1 12 ! ! 1 12
—div | E (u +§u )+ u'E(u +§u )| = pe- (2.54)

Unter Annahme einer konstanten Querschnittsflaghielgt mit Ap, = p die Ver-
schiebungsdifferentialgleichung fir den nichtlinearen Zugstab

A(u) := —FA {u' + %ua +u' (u + % u'? )} =p. (2.55)

Die Schwache Form von (2.55) erhalt man durch Multiplikation mit einer Testfunktion
v € V := H' und anschlieRender partieller Integration des linken Terms,

/OIA(u)-vdx - /Ols.gu(v)Adx— (S +u'S) v A,

l (2.56)
= / pevdzr.
0
Mit N = A(S + «'S) lautet die erste Greensche Identitat somit
l l
G(u,v):/S-su(v)Ada:—/p-vdx—[N-v]f):O. (2.57)
0 0
Der entstehende Ausdruck
eu(V) =0 + UV (2.58)
ist gerade das Gateaux Differential vefu):
d
eu(v) = {— e(u+ nv)}
dn =0
(2.59)

d ( 1
=|— ((u+n)+ = (u+ nv)&)] =" +u'v
{dn 2 =0
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Dies fuhrt mit

! !
a(u;v) = / Seey(v)Adx = / E(u' + %u’z (v +u'v)Ade  (2.60)
0 0

und
l
F(v) ;:/p.vdx+[N.v]g (2.61)
0

auf das folgende stetige Variationsproblem: Findeweth V', welches die nichtlineare
Variationsgleichung

a(u;v) = F(v) VveV (2.62)

erfillt.

Zur numerischen Losung dieser nichtlinearen Gleichung ist eine Linearisierung an ei-
nem bekannten Deformationszustand nétig. Die Linearisierung der virtuellen inneren
Arbeit a(u, v) in Richtung des Verschiebungsinkrementgsist das Gateaux Diffe-
rential

d
ar(u; ua,v) = LTT} a(u + nua; U)]
=0
! (2.63)
l
:/ [u\S(u)v" + e, (v) Eey(ua)] Adx
0
mit
eu(un) = Uy +u'uy . (2.64)
Vollstandig ausgeschrieben und zusammengefasst erhalt man
l
ar(u; ua,v) :/ EA [v’ (1+3u'+;ul2> u'A] dr. (2.65)
0

Die Linearisierung der schwachen Form an der Stelisst sich wie folgt angeben:
ar(u;us,v) = F(v) — a(u;v) (2.66)
Die Diskretisierung von (2.66) erhalt man in bekannter Weise durch Einfiihrung der

FE-Approximation fur, v undua. Betrachtet wird hierbei der in Abb. 2.1 dargestellte
Zugstab.

ar(up; ua,, vn) = F(vn) — a(un; vp) (2.67)
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Mit einer linearen Ansatzfunktiop, = 7 erhalt man
T % Uua, = ua, % (2.68)
Die Formulierung dieses Ansatzes fuhrt mit!) = F» auf

pl

F(vp) = 5t Fy =: fa, (2.69)
EA 30, 1 .
a(up; vp) = e {Uz toiet o Uz] =: k(us) (2.70)
und
FA 3 3
ar(up; ua,,vp) = - [1 + 7 Uy + oY ug] up, =: Kp(ug) ua,. (2.71)

Es folgt schliel3lich das diskrete lineare Gleichungssystem
KT(U2) Up, = f2 - k(u2) ) (272)

welches beispielsweise mit dedewton-Raphsoeierfahren gelost werden kann.

Fir den Fallu, = 0 reduziert sich die tangentiale Steifigkéit- auf die Steifigkeit/
der linearen Theorie. Damit wirdx, = uy und k(usy) ergibt sich identisch zu Null.
Man erhélt die bekannte Gleichung

EA
KUQITu2:f2-

Zur Veranschaulichung des Newton-Raphson-Verfahrens sind fir den in Abb. 2.1 dar-
gestellten Zugstab die Werte der einzelnen Iterationen in Tab. 2.1 aufgefihrt. Als Start-
wert fur die Verschiebung dient eine lineare Berechnungfitler Gesamtbelastung.

l
U2y = ﬂ f2 -0.05 = 3.125

Nach insgesarnit Iterationen ist das Verfahren konvergiert, d.h. das Verschiebungsin-
krementu,, ist Null und die Ungleichgewichtskraft® — & (u,) verschwinden.
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EA = 10000
[ = 5.00

p = 50000
Fy=0

—_—

l_,

U2

b
I—»—»—»—»—» FQ

= I

f2

Abbildung 2.1: Nichtlinearer Zugstab

Tabelle 2.1: Newton-Raphson-Iteration fiir den nichtlinearen Zugstab

i | ug, = ug,_, + ua, up, Kr(ug, ) | f— k(ug,_,)
0 3.12500 - - 6250

1 19.25790 16.13290| 6921.875| 111669.921
2 13.19987 -6.05803| 69613.489| -421720.437
3 10.67233 -2.52754 | 38748.246| -97937.803
4 10.20502 -0.46731| 28474.637| -13306.429
5 10.18982 -0.01520| 26743.128] -406.615

6 10.18980 -0.00002 | 26687.672 -0.422

7 10.18980 0 26687.614 0




3 Lineare Probleme

Im vorliegenden Kapitel werden zunachst anhand des Randwertproblems der linearen
Elastizitatstheorie die bereits schon klassischen globalen Fehlerschétzer vorgestellt.
Das Ziel soll sein, einen allgemeinen Uberblick tiber die Thematik zu verschaffen.

Durch Einfiihrung des so genannten dualen Problems, werdayodieorientedoder
zielorientiertenFehlerschatzer fur lineare Probleme behandelt. Zur Motivation werden
zuvor einige wichtige Eigenschaften von Einflussfunktionen und finiten Elementen
aufgezeigt.

3.1 Das lineare Randwertproblem und die
FE-Approximation

3.1.1 Das Randwertproblem

Der Ausgangspunkt fur das Randwertproblem der linearen Elastizitatstheorie ist das
folgende System von gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, bestehend aus
den kinematischen Beziehungen (2.11), dem Materialgesetz (2.22) und der lokalen
Gleichgewichtsbedingung (2.15):

1 1
g = 5 (Vu+ V’U/T) €ij = 5( i1 ‘|‘Uj,i)
o=0Ce¢ Oy = Cijkl Ekl (31)

—dive =p —04j,5 = Di
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Hierbei bezeichnetr = [o;;] den symmetrischen Spannungstensor &ird [¢;;] den
linearen Verzerrungstensor. Im isotropen Fall besitzt der Materialtensor die Gestalt

Cijkl = U <5ik5jl + 5il5jk) + A 5ij5kl (32)
und somit ergibt sich der Spannungstensor zu
Oij = 2ui5 + Aegr0ij - (3.3)

Durch konsequentes Einsetzen der Spannungen und Verzerrungen in die Gleichge-
wichtsbedingung (3.1), erhéalt man die Lameésche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fur die Verschiebungskomponentigen

—0ijsj = ~Ojirj

= —2UEjij — ACkk,i
(3.4)

= —p(uj; +uig) j — Auj)

= —pugg; — (A ) ujgi = pi
Mit dem Differentialoperatoi, angewandt auf die Deformatiaim kann diese Bezie-
hung in kompakter Form dargestellt werden,

—Lu:=—[pAu+ N+ p)Vdivu] =p. (3.5)

Das Randwertproblem der linearen Elastizitatstheorie lasst sich nun folgendermalfien
formulieren: Finde eint € C?, welches die Gleichung

—Lu=p Iin{? (3.6)
und die zugehorigen Randbedingungen
u=u auflp und t=on=t aufly

erfullt.

3.1.2 Greensche Identitaten

Analog zur Vorgehensweise wie in Kapitel 2.2.2, kann durch Multiplikation von (3.6)
mit einer Testfunktiorv = (v;) die erste Greensche Identitat fur die lineare Elastizi-
tatstheorie angegeben werden. Es sei hiefbei R® ein Gebiet mit Lipschitz-stetigen
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Rand und{u, v} € C? x C'. Ferner sev = 0 auf I'p. Die Integration tber das ge-
samte Gebiet ergibt dann

—/Lu-vdﬂz/p-vdﬂ. (3.7)
0 0

Partielle Integration des linken Terms und Anwendung des Divergenztheorems liefert

—/Lu-de:—/diVa-de
Q Q

(3.8)
= / oVvdf) — / on.vds.
[0} r
Aufgrund der Symmetrie voar gilt
1
O'-Vv:ow§(Vv—|—VvT):aos(v). (3.9)
Damit lautet die erste Greensche ldentitat:
G(u,v) ::—/ Lu-vd(}—l—/ onevds
2 N
3 (3.10)

—/Qa-e(v)d!Z:O.

Die erste Greensche ldentitat ist die mathematische Formulierung des Prinzips der
virtuellen Verschiebungen. Werdenundwv vertauscht, dann erhalt man unter Voraus-
setzung vo{u, v} € C' x C? das Prinzip der virtuellen Kréafte

G(v,u) :——/QL*v-udQ—l—/FNo'(’v)n-uds 11

—/Qa(v)-edQ:O.

Hierbei bezeichneL* den adjungierten Differentialoperator. Bei der linearen Elasti-
zitatstheorie sind die Differentialoperatoren stets selbstadjungiert, weghalbL*

gilt. Der jeweils dritte Term in (3.10) und (3.11) reprasentiert die Wechselwirkungs-
energieE(u, v) bzw. E(v,u) der zu den Verschiebungsgro3erbzw. v gehérigen
Spannungs- und Verzerrungstensoren. In der linearen Statik gilt

E(u,v) = E(v,u). (3.12)
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Nach Subtraktion der beiden Identitaten fallen die Tefiite, v) und E(v, w) heraus
und man erhalt die zweite Greensche ldentitidt, den Satz von Betti

B(u,v) := G(u,v) — G(v,u)

- _ Lu-vd9+/ on.vds
/Q 'y (3.13)

+/L*v-ud(2—/ o(v)n.uds=0.
2 I'n

Aufgrund der Symmetrie der Wechselwirkungsenergie verbleiben somit nur noch die
reziproken auf3eren Arbeiten. Wie spéter noch gezeigt wird, ist der Satz von Betti von
fundamentaler Bedeutung in der linearen Statik.

3.1.3 Das Variationsproblem

Ausgehend von der ersten Greenschen Identitat (3.10), kann das zum Randwertpro-
blem der linearen Elastizitat (3.6) gehérige Variationsproblem formuliert werden. Sub-
stituiert man das lokale GleichgewichtLu = p und die Spannungsrandbedingung

t = on = tin (3.10) und fihrt fur die innere und auRRere Arbeit die Bezeichnungen

a(u,v) = (o(u),e(v)) = /Qows('v) as? (3.14)
und

F(v) := (p,v)—l—(t,v):/()p-vdh@%—/F tevds (3.15)
ein, dann lautet das Variationsproblem: Finde®ia V', welches die Gleichung

a(u,v) = F(v) VoeV (3.16)

erfullt.

Hierbei istF'(.) eine Linearform und(., .) eine Bilinearform, d.h. linear in beiden Ar-
gumenten und es gilt(u, v) = a(v,u). Der Losungs- und Testraum ist der Sobolev-
Raum

Vi={ve HY(2): v=0auflp}. (3.17)
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Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses Variationsproblems ist durch den
Satz vonLax-Milgramgegeben.

Satz von Lax-Milgram: Es seia(.,.) eine aufl” definierte elliptische Bilinearform
und es mogen Konstanten> 0 und M > 0 existieren mit

la(u, v)| < M|[ullv]|vlly  Vu,veV (3.18)
a(v,v) > o[} Voel. (3.19)
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes V' mit

a(u,v) = F(v) VoeV.

Der Beweis hierfur findet sich beispielsweise irR&SS[9].

3.1.4 FE-Approximation und einige wichtige Eigenschaften

Die FE-Formulierung beruht im Folgenden auf dBabnov-GalerkinVerfahren, d.h.

fur die Ansatz- und Testfunktionen werden dieselben Funktionen aus dem endlichdi-
mensionalen Teilrauly, C V verwendet. Das zum stetigen Variationsproblem (3.16)
gehorige diskrete Variationsproblem lautet dann: Findewgirg V},, welches die Glei-
chung

a(uh,vh) = F(’Uh) Yv,eV,CV (320)

erfullt.

Diese Gleichung liefert statt der exakten Lésunge V' der gegeben Variationsglei-
chung (3.16) die Losung,, € V}, des diskreten Problems. Der Fehler ergibt sich damit
aus der Differenz der stetigen Losuagund der diskreten Losung, und ist definiert
durch

e =u—uy,. (3.21)
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Die stetige Losung: geniigt der Gleichung (3.16) und gilt wegeépn C V auch fur
alle Testfunktionen,, € V, also gilt

a(u,vy) = F(vp) Vo,eV. (3.22)
Bildet man nun die Differenz von (3.22) und (3.20)
a(uw,vp) — a(up, vp) = alu — up,vy) = F(vy) — F(v,) =0, (3.23)

dann lasst sich die fundament&alerkin-Orthogonalitdangeben, welche fur die spa-
ter folgende Fehlerabschatzung eine wichtige Rolle spielt:

Galerkin-Orthogonalitat: Der Fehler in der inneren Energie ist orthogonal zu jedem
Element aud/,, d.h. es qgilt:

a(u —up,vy) =ale,v,) =0 Yv,eV,CV. (3.24)

Die Galerkin-Orthogonalitat besagt also, dass sich die Testfunktiopenergieor-
thogonal zu dem Fehlet verhalten. Dies bedeutet, dass das Galerkin-Verfahren im
Rahmen des gewahlten endlichdimensionalen Ansatzraujngie bestmogliche Lo-

sung liefert. Der Fehler lasst sich demnach auf demselben Netz nicht mehr verbessern,
vgl. [18], [27]. Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitat kann die Methode der finiten
Elemente als eirfProjektionsverfahrergedeutet werden, welches die exakte Losung

u € V auf den Ansatzrauri, projiziert, d.h.u,, ist die Projektion voru aufV},, vgl.

[11].

Winschenswert ware nun, bei gegebeWgrin Mal? fur den Fehlet — w;, abschatzen

zu koénnen. Dies ist gegenwartig nicht méglich, jedoch kann eine Abschéatzung des
Verhaltens des Fehlers vorgenommen werden, wenn der maximale Durchimedsser
verwendeten Elemente gegen Null strebt. Man spricht in diesem Zusammenhang von
Konvergenz. Ein gegebenes diskretes Problem konvergiert, wenn gilt

}ILILI[l]H’U,—uhH =0. (3.25)

Man ist nun daran interessiert eine hinreichende Bedingung fiur die Konvergenz ange-
ben zu kénnen. Eine erste Abschatzung liefert@éa Lemma
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Céa Lemma: Die Bilinearforma(., .) sei elliptisch aul = H™({2). Ferner seiu die
Ldsung der Variationsaufgabe in undw,, die Losung inv;, C V. Dann gilt

M
llu —up||lm < — inf |Ju — vyl - (3.26)
Q. vpEV,

Die Konstanter und M entsprechen den Konstanten aus den Gin. (3.18) und (3.19).
Nach diesem Satz ist der Abstand zwischeundu;, — bis auf einen konstanten Fak-
tor % — S0 gut wie der minimale Abstand vanzu allen Elementen vo#,. Damit
wurde das obige Konvergenzproblem auf ein Approximationsproblem zurtickgefihrt,
denn die Aufgabe, das Infimum voj — v, || zu ermitteln bzw. abzuschéatzen, ist die
Approximationsaufgabey durch Elemente voi;, moglichst gut zu approximieren,
vgl. [21].

Der Ausgangspunkt fiir den Beweis von (3.26) ist die Galerkin-Orthogonalitéat-
up,v) =0 Vo eV, Mtv=uv,—u, < V,folgta(u — up, vy, — uy) = 0. Mit
Hilfe von (3.18) und (3.19) gilt

allu —upl?, < alu —up, u — up)
=a(u —up,u — v, + v, —uy)
=a(u — up,u — vy) + a(u — up, v, — up)
=a(u — up,u — vy)
< M [|u — up||m|[ee — vb]|m -

Die Division durcha ||u — w4/, und die Tatsache, dass die Abschéatzung fur ein be-
liebigeswv,, € V}, und deswegen auch fir das Infimum bei Variation allge V, gilt,
liefert schlie3lich die obige Behauptung, vglARLET, [11].
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3.2 Globale Fehlerschatzer fur lineare
Randwertprobleme

Globale Fehlerschatzer wurden bereits seit mehr als zwei Jahrzehnten erfolgreich un-
tersucht. Es wurden effiziente Methoden zur Fehlerschatzung entwickelt und auch in
der Praxis eingesetzt. Einen umfassenden Uberblick findet man beispielsweise in [12],
[38], [42]. Das Ziel aller Fehlerschatzer besteht darin, untere und obere Schranken flr
den Fehler der FE-L6surgg= u — u;, angeben zu kdnnen.

3.2.1 Prinzipien der Fehlerschatzung

Bei den bereits schon klassischen globalen Fehlerschéatzer unterscheidet man prinzipi-
ell zwei Arten.

1. A priori Fehlerschatzer Das Ziel der klassischen a priori Fehlerschéatzer ist es, den
Fehler abzuschéatzen ohne die Daten der FE-LAsung zu nutzen. Man erhéalt Informatio-
nen Uber das asymptotische Verhalten der FE-Approximation, d.h. wenn beispielswei-
se der charakteristische Elementdurchmessgegen Null strebt, sieh€éa Lemma

Kap. 3.1.4. A priori Fehlerschéatzer liefern somit nur Aussagen tber das Konvergenz-
verhalten, jedoch keine quantitativ nutzbaren Fehlergrenzen. Ferner erhalt man keine
Kriterien fur eine lokale Netzadaption.

Wahlt man beispielsweise als Fehlermja — w;||z: und bezeichné den maxima-
len Elementdurchmesser, dann bezeichnet man das Verfahreonatker Ordnung
konvergentwenn es eine voh unabhangige Konstantegibt mit

[l —wupl|m < ch?. (3.27)
Die Grenze wird somit ausgedrickt durch einen Exponenterkword einer Konstan-

tenc, welche unter anderen von folgenden Faktoren abhangig ist:

e Art der Zerlegung des Gebietes und Wahl der Formfunktionen
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e Glatteeigenschaft der (unbekannten) exakten Losung
e Quadraturformel zur Berechnung der auftretenden Integrale

e Art und Weise der Approximation krummliniger Rander

Von der Konstante: weif3 man im Allgemeinen nur, dass diese existiert, quantitativ
brauchbare Abschatzungen ttigibt es nur in Spezialfallen, vgl. [21].

2. A posteriori FehlerschétzerBei a posteriori Fehlerschéatzern werden die aktuellen
Daten der FE-LAsung verwendet. Man erhalt Fehlergrenzen in Abhéngigkeit von loka-
len Residuen, welche aus der FE-Approximation berechnet werden, ohne dass Infor-
mationen uber die exakte Lésung vorhanden sind. A posteriori Fehlerschatzer liefern
jedoch a priori keine Aussagen uber die Konvergenz:ifiar 0 der aktuellen Diskre-
tisierung. Aufgrund der Berechnung von lokalen Residuen, erhalt man Informationen
Uber die Fehler in den einzelnen Elementen und somit Kriterien zur lokalen Netzadap-
tion.

Um untere und obere Schranken fur den Fehler der FE-Lésuagu — u;, angeben
zu kdnnen, ermittelt man so genannte globale Fehlerschigtaeziche zusammen mit
(in der Regel) unbestimmten Konstantgrundc, den Fehler begrenzen

c1n < Ju—up|[p < cam. (3.28)
Als Malf3 fur den Fehler wird oft die Energienorm
lells == Va(e, e) (3.29)

verwendet, da diese zum einen eine physikalische Bedeutung besitzt und zum anderen
aquivalent zu den Ublichen Sobolev-Normen ist.

Zur Veranschaulichung der prinzipiellen Vorgehensweise soll ein einfaches Beispiel
betrachtet werden: Es bezeichheinen linearen Differentialoperatgrdie Belastung
undw die exakte Losung des stetiges Problems

Lu=np.



3 Lineare Probleme 31

Die zugehorige diskrete Losung, angewendet auf den Differentialoperator liefert
dann den so genannté&inite-Element-Lastfalp,,,

Lu;, = p,, .

Sucht man nun den Fehler = u — u;,, SO muss man ein angemessenes Mal3 zur
Abschétzung dieser Abweichung verwenden, da ja im Allgemeinen die exakte Lésung
u unbekannt ist. Ein solches Mal} ist das Residuum der wahren Belgstung des
FE-Lastfallsp,, da dieses berechenbar ist. Das Residut(m erhélt man aus

R(up) := L(u —up,) = Lu — Lu, =p — Luy, = p — p,, .

In der Literatur findet man fur das Residuum meist nur die DarstelRing,) = p —

Lu,,. Die Abschatzung des Fehlers erfolgt dann durch Wahl einer geeigneten Norm. Im
Rahmen des Galerkin-Verfahrens ist dies haufig die Energiefjoriiy. Das Resultat

ist ein Fehlerschatzer der Form

lu —wp||le < cf|[R(un)][E -

Hierbei bezeichnét - ||}, eine geeignete duale Norm uneine Konstante. Die Ener-
gienorm des Fehler wird also nach oben durch eine duale Norm des Residuums be-
grenzt. Es besteht demnach eine gewisse Aquivalenz zwischen dem Fehler und dem
Residuum, vgl. [43].

Bei einem gegebenen Netz mit Elementen werden die Residuen dann elementweise
berechnet. Fir alle Elemenf& erhalt man so genannkehlerindikatorery,., welche
vereinfacht gesagt, den Fehler zwischen dem Originallagifalhd dem FE-Lastfall

p,, reprasentieren. Dort wo die Abweichunger- p, am grof3ten sind, wird das Netz
verfeinert. Der globale Fehlerschatzer ergibt sich dann aus den Anteilen aller Elemente

N 1/2
n= {Z 77?} -
Qe
In Abb. 3.1 ist einmal exemplarisch die Verteilung der Fehlerindikatoren bei einer
Wandscheibe dargestellt. Die dunklen Bereiche signalisieren hierbei grof3e Fehler. Be-
sonders im Bereich der Offnung und der Lasteinleitungsstelle sind die Fehler am groR-
ten. An diesen Stellen sollte man das Netz verfeinern.



3 Lineare Probleme 32

o

Abbildung 3.1: Fehlerindikatoren bei einer Wandscheibe

Fehlerschéatzer, die auf diesem Prinzip beruhen, bezeichnet man als residuenbasierende
Fehlerschatzer. Sie gehen auf die Arbeiten von BabuSka & Rheinbold [3] zurtick. Im
Allgemeinen klassifiziert man die residuenbasierenden Fehlerschétzer in so genann-
te implizite und expliziteFehlerschatzer. Bei den impliziten Verfahren formuliert man
lokale Probleme auf einzelnen Elementen oder Teilgebieten mit einigen wenigen Ele-
menten. Man unterscheidet lokale Neumann-Probleme (belastete Rander) und lokale
Dirichlet-Probleme (eingespannte Réander). Eine ausfuhrliche Darstellung von implizi-
ten Verfahren findet man z.B. in [12], [38].

Bei den expliziten Verfahren werden keine zusatzlichen Randwertprobleme betrachtet.
Man berechnet lokale Residuen und verwendet diese zur Fehlerabschatzung. Im Fol-
genden wird nun ein solcher expliziter Fehlerschatzer fur die Energienorm vorgestellt.

3.2.2 Ein expliziter Fehlerschéatzer

Ausgangspunkt fir diesen Fehlerschatzer ist die Fehlergleichung
ale,v) = a(u,v) — a(up,v) = F(v) — a(uy, v) VvoeVl. (3.30)
Die rechte Seite dieser Gleichung definiert das Residimy,, -):

R(up,v) :=F(v) — a(up, v)

:/Qp-de—F/F f-vds—/ﬂa(uh)-s(v)dﬁ &30



3 Lineare Probleme 33

Zerlegt man das Gebiél in die Beitrage jedes Elementé&s und jeder Kantey, dann
lasst sich die Fehlergleichung wie folgt anschreiben

a(e,’u):;/ep-'vdﬂ—l— Z / tevds

YEIh, N

- ;/ea(uh)-s(v) ds.

Durch partielle Integration des letzten Terms und Anwendung des Divergenztheorems

(3.32)

erhalt man
a(e,v) Z/pvd9+2/tvds
YETh, N
+Z[ diVa'h-'vd(Z—/ Jhn-vds}
Qe »Qe e
bzw.

a(e,v) Z/ (p+divey).vdf + Z /t—a'hn )evds
YELR, N
— Z /Jhn-vds.

¥E€lp 0

(3.33)

In (3.33) bezeichnet den auf3eren Normalenvektdr, ; die Kanten auf denen Span-
nungsrandbedingungen vorgegeben sind lind bezeichnet die Kanten die im Inne-

ren des Gebiete® liegen. Man erkennt, dass elementweise die diskrete FE-L6sung in
die starke Form des Gleichgewichts und in die Randbedingungen eingesetzt wird. Die
sich ergebenden Residuen werden mit den Testfunktiorgatestet. Diese Beziehung
kann in kompakter Form dargestellt werden:

a(e,v) = R(up,v Z/ T de—l—Z/] vds Vv e V. (3.34)

Hierbei bezeichnet die Elementresiduen ungdie Sprungresiduen der Spannungen
auf den Elementrandern. Diese sind wie folgt definiert:

r:=p+dvoy, auf (2, (3.35)
ylomtoin) Yy Zr
J=<{t—oun Vv C Iy (3.36)

0 V’}/CFD
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An jeder gemeinsamen Innenkanteweier Elemente?, und (2, wird das Sprungre-
siduumj je zur Halfte auf beide Elemente verteilt, sieche Abb. 3.2. Daher wurde in
(3.36) der Faktor% eingefuhrt. Es wéren jedoch auch andere Verteilungen denkbar,
beispielsweise in Abhangigkeit von der Elementgroi3e.

'
£ Qe \’)’CFN

yZ I

Abbildung 3.2: Kanten beim Scheibenelement

Far Testfunktionen,, € V, gilt die Galerkin-Orthogonalitat
a(e,v,) = R(up,v,) =0 Vv, eV,. (3.37)

Deswegen &ndert sich auch nichts an der Fehlergleichung (3.34), wenn man eine Null-
erganzung vornimmt,

ale,v —vy) = R(up, v —vy) = ale,v) — a(e,vy) = ale,v). (3.38)

Fur v, wird die Interpolierendd ,v € V}, eingefiihrt, welcha € V in den Knoten
interpoliert. An jedem Knotenpunk® ist alsol,v(P) = v(P) erfillt, vgl. [6]. Die
Fehlergleichung erhélt dann die Form

a(e,v):Z/ 'r'-('v—Ihv)d9+2/j-(v—Ihv)ds. (3.39)

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(w,0)] < [[ullv[lvlly  Vu,veV (3.40)
folgt

ae,v) <Y [I7ll1a(00 [0 = Thvl|1y(0,)
e
(3.41)

) ot [0 = Tno]|Lags) -
v
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Man verwendet nun eine Abschatzung der Interpolationsfehler, bei der sidhdie
Norm des Fehlers vom und der Interpolierendefi,v in der H'-Norm abschatzen
l&sst, vgl. z.B. CARLET in [11]:

v = Ipvl|1y0. < c1hel[v]| s, (3.42)
v = Inv|[ro¢) < 2V hy |Vl (3.43)

Hierbei bezeichnéet, den Durchmesser des Elemenfgswelcher aus einem flachen-
gleichen Kreis mit Hilfe des Flacheninhaltds des betrachteten Elementes bestimmt

he =24/ = (3.44)
™

Die GrofR3eh,, ist identisch mit der Lange der Kante Ferner bezeichnet, ein Teil-

wird

gebiet aller Elemente, die mindestens einen Punkt mit dem betrachteten El@ment
teilen. Entsprechend bezeichrfe; ein Teilgebiet der Elemente, welche mindestens
einen Punkt mit der Kante teilen, siehe Abb. 3.3. Die Interpolationsabschatzung er-
folgt also lokal in einem kleinen Gebiet uf. bzw.~, siehe \ERFURTHin [43].

Abbildung 3.3: Definition der Gebiete (2, und f?v

Die Konstanterr; undc, bezeichnen Interpolationskonstanten, welche im Allgemei-
nen unbekannt sind. Es besteht jedoch die Mdglichkeit diese quantitativ zu bestimmen,
wenn eine analytische Losung eines Randwertproblems bekannt ist. Nach [38] kbnnen
die Interpolationskonstanten beispielsweise folgendermal3en bestimmt werden:

b v — Lol
c1 = sup sup

0
° 3.45
SIS Vel (3:49)
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1
hey 2o — T
¢y = sup sup 2 v nolly

(3.46)
VEl, veEV HVUHm

Die Interpolationskonstanten sind demnach von lokalen Parametern abhangig und des-
halb bei vorhandener analytischer Losung berechenbar. Ferner sind die Interpolations-
konstanten noch vom Aspektverhalthis/ p. anhéngig, wobep, der minimale Innen-
winkel einen Elementes ist. In (3.45) und (3.46) spiegelt sich das Aspektverhéltnis in
der GréRe der Gebiet®, und 2, wieder. Des Weiteren sind die Interpolationskon-
stanten noch vom Polynomgradder verwendeten Interpolationsfunktion abh&ngig.
Damit lasst sich die lokale Interpolationskonstante als Funktion angeben,

G = f(he,'yapa pe) . (347)

Es existieren auch andere Methoden, welche auf der Losung eines endlich dimensio-
nalen Eigenwertproblems beruhen. Auf diese soll jedoch an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen werden, siehe hierzalKy et al. in [28].

Setz man nun die Interpolationsabschatzungen (3.42) und (3.43) in (3.41) ein, dann
erhalt man

a(e,v) <> crhe |7l Ly vl ey + D 2 hY? 13l a0l 2
£ ol

1/2
< SR + bl
2e v
1/2
{5 ol + S vl
e Y

(. J/

SCTH’UHHl(9>

1/2
<e cr||v||H1<m{Z W1l + 3 by Hjllim)} . (349)
2 ol

Hierbei bezeichnet;, = maxz{c;, co} den maximalen Wert der Interpolationskonstan-
ten. Die Konstante, hangt von der maximalen Anzahl der Elemente in den Gebieten
0. bzw. 2, ab. Durch Ausnutzung der V-Elliptizitat kann eine Abschatzungfdér
Norm gegen die Energienorm vorgenommen werden

vl < eslloll, (3.49)
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wobeic, die globale Stabilitatskonstante bezeichnet. Diese spiegelt die Sensitivitat der
Differentialgleichung beziglich aufgebrachter Stérungen der betrachteten Randwert-
probleme wieder. Eine Stérung ist beispielsweise eine Singularitét, ein Randschichtef-
fekt oder eine Schockwelle. Die Stabilitdtskonstante hangt ferner vom Typ der Diffe-
rentialgleichung ab. Bei elliptischen Differentialgleichungen — wie beispielsweise die
in diesem Kapitel betrachtete Lamésche Differentialgleichung (3.5) — kann die Stabi-
litatskonstante zu, = 1 gesetzt werden [38].

Setzt man die Abschatzung (3.49) in die Ungleichung (3.48) ein und wahlt als Test-
funktion den Fehlee, so folgt

lells < cre, cs{z W2 1l + 3 by HjH%m)} (3.50)
Y

2

bzw.

lell? < cz{hg 1l + 3 s ||j||%m)} . (3.51)

£ YCle

Hierbei wurden zur Vereinfachung die Konstantenc,, ¢, zur Konstantec zusam-
mengefasst. Damit I&sst sich elementweise der so genannte lokale Fehleringlikator
berechnen, welcher definiert ist durch

e = h2 ||, + Z ho 13117 - (3.52)

yCrle

Der lokale Fehlerindikator, ist ein Mal3 dafiir, um wie viel die Verzerrungsenergie
der FE-L6sung im Element von der exakten Energie abweicht und stellt somit eine
obere Grenze fir den Fehler im Eleméntdar,

lec||Z = ale, e)q, < cn?. (3.53)

Durch Summation Uber alle Elemente folgt der globale Fehlerschitideden Fehler
in der Energienorm

el =ale,e) < e’ =c > nl. (3.54)

e

Dieser stellt eine obere Schranke fur den globalen Fehler in der Energienorm dar. Er
sagt jedoch nichts Uber die Gite einzelner lokaler Grol3en aus. Der Fehlerschétzer wird
als globaler, residuenbasierender Fehlerschatzer bezeichnet.
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Bemerkung 3.1 In der Literatur findet man auch haufig eine etwas kompaktere Dar-
stellung fur den Energienormfehler, welche auch auf Interpolationsabschatzungen be-
ruht, vgl. [4], [12], [24],

lelf < e = cz{hi 112,00 + e Hj||%2<m} . (3.55)

Hierbei wird nicht mehr auf jede einzelne Kantesondern nur noch auf den gesamten
Randl, = 0f2. = ), v; des Elemente€, Bezug genommen. Auf diese Darstellung
wird im Folgenden zurtickgegriffen.

3.2.3 Z2-Fehlerschatzer

Eine andere Moglichkeit den Fehler in der Energienorm abzuschatzen wurdesron Z
KIEWICZ & ZHU [45] vorgeschlagen. Hierbei wird ein Fehlerschatzer konstruiert, in-
dem man die vom FE-Programm berechneten Spannumgenit geglatteten Span-
nungeno; vergleicht. Es wird unterstellt, dass die in einer Nachlaufrechnung gewon-
nenen Spannunger}, eine bessere Approximation fur ihren tatsachlichen Verlauf dar-
stellen.

exe =0, — o) (3.56)

Man gewinnt die geglatteten Spannungen aus den Knotenwejtemd den Ansatz-

funktioneng;

o =Y o o). (3.57)
Zur Bestimmung der Knotenwertg, wird die L,-Projektion

/Q é,(@)(0] — 01)dQ2 =0 (3.58)
formuliert, was auf auf das Gleichungssystem

/Q b;¢;d02 o, = /Q b;0,d02 (3.59)

zur Berechnung vouy; fahrt. Fr die Fehlerschatzung wird nun anstatt der unbekann-
ten wahren Losung die geglattete Spannumag, verwendet. Der Fehlerschatzer erhalt
dann die Form

lel% ~ a(e”, %) = / (07— o)+ (€] — en) dO2. (3.60)
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Zur praktischen Berechnung des Fehlerschatzers wird dieser elementweise ausgewer-
tet:

lelzren=>_n  mit = / (o5, —0on) (e, —en,)d2. (3.61)
e e
Nach ZENKIEWICZ & ZHU lasst sich das vorgenannte Verfahren noch verbessern,
wenn man die Glattung der Spannungen nicht an den Knotenpunkten, sondern an so

genanntersuperkonvergentelBunkten vornimmt.

Die in den letzten Abschnitten vorgestellten Fehlerschajdesfern Aussagen tber
den globalen Fehler im betrachteten Gebiet. Ferner erhalt man mit Hilfe der Fehlerin-
dikatorenn, Kriterien zu Netzadaption, jedoch reprasentieren diese nicht den lokalen
Fehler im Element. Sie geben lediglich den Beitrag des Elementesim globalen
Fehlerschatzen wieder. Man erhalt keine Aussagen uber die Gute einzelner lokaler
Werte.

Das folgende Kapitel soll nun dazu dienen, die so genannten lokalen oder zielorientier-
ten Fehlerschétzer zu motivieren, welche es ermoglichen, Aussagen tber den Fehler
einer beliebigen lokalen Gréf3e zu machen.

3.3 Einflussfunktionen und finite Elemente

Die Greenschen Funktionen (Einflussfunktionen) sind in der klassischen Statik von
grol3er Bedeutung, da sich mit ihrer Hilfe jede lokale und globale Weg- oder Kraft-
grolRe berechnen lasst. Betrachten wir ein Beispiel aus der Balkenstatik: Gesucht sei
beispielsweise die Durchbieguagm Punktx eines Kragtragers unter einer Linienlast
p(y). Diese lasst sich nun berechnen, indem man die zugehorige Greensche Funktion
Go(y, ) mit der gegebenen Belastupgiberlagert,

w(z) = / Goly, ) p(y) dy.

Eine Greensche FunktidH;(y, =) ist gerade die Verformungsfigur, die entsteht, wenn
man die zur gesuchten Grol3e duale Belastung aufbringt. Im Fall der gesuchten Durch-
biegungw(z) ist diese duale Belastung eine Einzell&st 1 im Punktz. Die entste-
hende Verformungsfigur ist gerade die Greensche Funktion fur die Durchbiegung.
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Diese Technik lasst sich auch erfolgreich auf die finiten Elemente anwenden, vgl. [18],
[24]. Hierbei wird jedoch nicht mehr die exakte Greensche Funktigy, =), sondern
eine auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche Funktion, =) verwen-
det, welche in der Regel nur eine Naherung darstellt. Die resultierende Durchbiegung

!
wn(z) = / Gl (y, @) ply) dy

stellt demnach auch nur eine Naherung dar. Fur den Fehtenvs — w, folgt somit

e =w—w, = / (Goly. ) — Gl(y,2)) ply) dy.

Die Tatsache, dass der Fehler der Losung w; abhangig ist vom Fehler in der
Greenschen Funktiofi, —Gg, wird ausgenutzt, um die zielorientierten Fehlerschatzer
oderDualitatstechnikerzu motivieren. Zunachst soll jedoch die vorgestellte Technik
weiter spezifiziert werden.

3.3.1 Greensche Funktionen

Verallgemeinert auf die lineare Elastizitatstheorie, bezeichnet die Greensche Funktion
G, (y, x) die Losung des so genannten dualen Problems

~L'G;(y,x) =8 (y—x) inQ, (3.62)

welche die aktuellen Randbedingungen &if und 'y erfilltl. Die Darstellung der
Belastung erfolgt mit Hilfe der Diracsched-Funktion. Es bezeichne

d)(y —x) eine EinzellasP = 1 an der Stellex in Richtung vonj und

0/(y —x) eine Versetzung um Eins an der Stetlén Richtung vonj .

Die Dirac-Deltasy; sollen hierbei die Eigenschaft

| 8w —a) uw) a2, = (5w = () (3.63)

LErfullt eine FunktionG;(y, ) nicht die aktuellen Randbedingungen, dann nennt man diese eine
GrundlésungoderFundamentalldsungm Gegensatz zu Greenschen Funktionen sind die Grundl6-
sungen flr Scheiben, Platten und Kontinua bekannt. Diese bilden u.a. die Grundlage fiir die Methode
der Randelemente, siehe hierzu z.B. [23].
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besitzen, vgl. [23]. Mit dieser Notation ist die Greensche Funk@q(y, ) das Ver-
schiebungsfeld im Punkg infolge & im Quellpunkta und G, (y, =) das Verschie-
bungsfeld im Punky infolge &7 .

Ausgangspunkt fir eine Integraldarstellung fiir Verschiebungen oder Spannungen ist
die zweite Greensche Identitét, der Satz von Betti, siehe Gl. (3.13),

B(u,v) ::—/Lu-de—i-/ onsvds
12 I'n
(3.64)

+/L*v-ud9—/ o(v)neuds=0.
2 I'y

Als Testfunktion wird firv die Greensche Funktio&;(y, ) eingesetzt. Unter Be-
achtung voru = 0 auf I'p erhalt der Satz von Betti die Darstellung

B(u,G;) = (—Lu,G;) + (on,G;) — (—L"G;,u) =0. (3.65)

Substituiert man nun nochLu = p, on = t und—L*G; = §7, dann erh&lt man mit
Hilfe von (3.63) die Beziehung

d'uj(x) = (8], u) = (p,Gi) + (£, Gy). (3.66)

Hiernach kann jede lokale Verschiebungsgréle;(xz) = u;(x) oder jede lokale
SpannungsgroRe@'u;(x) = t;(x) aus dem Skalarprodukt der zugehdrigen Green-
schen Funktion und der Belastung berechnet werden.

Gesucht sei nun die Verschiebungim Punktz. Die zu der Verschiebung;(x) ge-
horige duale Belastung igf,, d.h. eine EinzellasP = 1 im Punktz. Aus (3.66) folgt
unmittelbar

wle) = [ Giy.w)plw) %+ [ Gifya)-tly)ds,. (3.67)

I'y

Analog hierzu erhélt man eine gesuchte Spannun@c) im Punktz. Die zu einer
Spannungsgréf3e duale Belastung ist ein Versatz von Eins im RunRie infol-

ge dieser Belastung entstehende Verformungsfigur ist gerade die Greensche Funktion
G (y, ). Damit folgt die Integraldarstellung zur Berechnung der Spannungen

%(w)ZAGij(y,w)-p(y)d9y+ G (y, @)+ t(y) dsy . (3.68)

I'ny
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Far integrale GroRRen, wie z.B. Lagerkrafte oder Schnittkrafte, lassen sich die getrof-
fenen Aussagen entsprechend formulieren. Eine Ausfuhrliche Darstellung der vorge-
nannten Beziehungen mit weiterfihrenden mathematischen Details findet man bei-
spielsweise in [18], [22], [24], [25].

3.3.2 Der Projektionssatz

Will man nun die obige Technik auf die finiten Elemente Ubertragen, dann stol3t man
auf das Problem, dass in der Regel die exakten Greenschen Funktionen nicht im ak-
tuellen AnsatzraunV,, enthalten sind. Betrachtet man beispielsweise die Greensche
Funktion fir die Spannung einer Scheibe im Punktdann erhalt man diese, indem
man an der Stelle einen Versatz von Eins aufbringt. Dieser Versatz ist jedoch eine
Unstetigkeit, welche das FE-Netz nicht exakt darstellen kann.

Berechnet man die Greensche Funktion mit finiten Elementen, dann erhalt also nur
eine Naherungz?, d.h. man lost das diskrete Variationsproblem: Finde@inc V;,,
welches die Gleichung

a(Gl,vp) = (6], v) Vv, eV, CV (3.69)

erfullt.

Man bezeichnet die genaherte Greensche Funkiibals Projektion der echten Green-
schen Funktion auf den aktuellen Ansatzraum.

Um nun das Konzept der Einflussfunktionen auf die finiten Elemente zu lbertragen,
betrachten wir das diskrete Variationsproblem (3.20),

CL(’LLh, ’Uh) = F(’Uh) Vvo,eV,CV. (370)
Diese Gleichung gilt fur alle Testfunktionan € V;, und daher auch fuf;ﬁ € Vy:

F(GM = a(uy, G = a(G! up) = (67, up) (3.71)
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Der wichtigste Punkt fir diese Darstellung ist die Symmetrie der Bilinearform. Auf-
grund dieser Symmetrie verbleiben nur die &ulReren reziproken Arbeiten. Der entste-
hende Ausdruck ist gerade der Satz von Betti

(6], un) = F(G}) = (p,G}) + (+, GY). (3.72)
Man erhalt somit die diskrete Form von (3.66)
0wy (@) = (8], un) = (p, GY) + (., GY) . (3.73)

Diese Formulierung ist identisch miit(u,, G7) = 0. Es kann daher der folgende Satz
angegeben werden:

Projektionssatz: Die FE-L6sungu,, erfullt alle Identitaten hinsichtlich der projizier-
ten Greenschen Funktionéﬁ? € V,, d.h. es gilt

G(up, G =0 und B(u,,G=0 VGreV,cV. (3.74)

Die wichtigste Aussage dieses Satzes und von (3.73) ist, dass die finiten Elemen-
te zur Berechnung beliebiger Gro3en anstatt der echten Greenschen Funktion eine
auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche Funktion verwenden. Die proji-
zierte Greensche Funktion ist hierbei in der Regel eine Naherung. Der Fehler in der
FE-LOsung einer lokalen GroZ€u;(x) ist damit direkt abhéngig vom Fehler in der
Greenschen Funktion,

e = 8iuj(m) — 8%?(:0) = (p,G; — Gf) +(t,G; — Gf’) . (3.75)

3.3.3 Verallgemeinerte Greensche Funktionen

Die im vorherigen Abschnitt gezeigten Beziehungen sollen im Folgenden verallge-
meinert werden. Es wird hierfr eine in der Literatur oft verwendete etwas abstraktere
Notation eingefuhrt, vgl. [4], [25], [33].

In einem abstrakten Sinn ist die rechte Seite der Variationsformulierung

a(u,v) = F(v) VoeV (3.76)
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ein Funktional aufi’. Dieses Funktional reprasentiert die Belastpndes betrachte-
ten Randwertproblems. Fir jedes Funktioh#gb) existiert eine schwache Losung
Betrachtet man nun ein Funktion&{v), welches nicht zwingend mit einer Belastung
p assoziiert werden muss, dann soll eine schwache Logulggart existieren, so dass

a(z,v) = J(v) VoelV. (3.77)

Die Funktionz bezeichnet man als die duale Losung und kann als verallgemeinerte
Greensche Funktion interpretiert werden. Formuliert man die erste Greensche Identitat
fur {u,z} e V xV,

G(u,z) = F(z) —a(u,z) =0, (3.78)
dann erhéalt man mit(z,u) = J(u),
F(z)=qa(u,z) =a(z,u) = J(u). (3.79)

Der entstehende Ausdruck ist abermals der Satz von Betti. Der Dreh- und Angelpunkt
ist wieder die fundamentale Symmetriebedingung des Mitteltelms).

Etwas pragmatischer konnte man sageist die Losung eines Lastfalls Wahlt man
als Lastfall beispielsweis#), dann ist/(u) = (), u) und es folgt die Beziehung

J(w) = (8, u) = uy(@) = F(2) = (p,2) + (£,2). (3.80)

Das ist gerade Gl. (3.66) zur Berechnung einer lokalen Verschiebyng, mit dem
Unterschied, das&, durchz ersetzt wurde.

Der Vorteil dieses Ansatzes besteht nun darin, dass man nicht mehr nur Dirac-Deltas
oder Einheitslasten betrachtet, sondern mit irgendeinem Funktional

J(u) = / wd?  J(u) = / Sud?  J(u) = / 0ij ds (3.81)
9] (9] r
eine Greensche Funkticnassoziieren kann, so dass
J(u) = F(z). (3.82)

Verallgemeinert kdnnte man sagen: lokale Gré3en, wie Verschiebungen oder Span-
nungen sowie integrale GroRen, wie Schnittkrafte oder Lagerkrafte, kbnnen ermittelt
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werden, indem man ein Funktiona(w) auf die Losungu anwendet. Dies impliziert,
dass eine verallgemeinerte Greensche Funktiderart existiert, das$(u) = F(z).

Ein etwas ingenieurmaliigerer Zugang folgt der Vorgehensweise in Kap. 3.3.1. Es sei
L ein linearer Differentialoperator. Der Einfachheit halber seien homogene Randbe-
dingungenu = 0 auf I" vorgegeben. Zusatzlich zum urspringlichen Problem und der
zugehorigen schwachen Formulierung

—Lu=p in2 — a(u,v)=(p,v)=F(v) VoeV (3.83)

wird ein duales Problem mit dem adjungierten Differentialoperatagingefihrt, wel-
cher auf die Primarvariable des dualen Problems angewendet wird und die aktuellen
Randbedingungen erfillt:

—L'z=3 in? — a(z,v)=(j,v)=J) VvoeV. (3.84)
Formuliert man die zweite Greensche Identitatfii z} € V' x V, dann folgt
J(u) = (u,j) = (v, -L"z) = (- Lu, z) = (p,z) = F(2). (3.85)

Gesucht sei beispielsweise die Verschiebufg) in einem Punkte. Die zugehorige
duale Belastung isf = d, und die zugehorige Greensche Funktionzist G, S0
dass

J(u) = u(z) = (u,do) = (u, —L"Go) = (—Lu,Go) = (p,Go).  (3.86)

Diese Gleichung entspricht formal (3.66).

Im obigen Kontext soll im Folgenden ganz allgemein thit) die gesuchte ZielgroRe
bezeichnet werden, d.h. irgendeine gesuchte lokale oder integrale GroR3e, die man aus
dem Skalarprodukt der verallgemeinerten Greenschen Funktion und der Belastung des
urspringlichen Problems berechnen kann:

J(u)=F(z)=(p,z)+ (¢, 2). (3.87)

Nach dem Projektionssatz (3.73) verwendet man bei der Berechnung mit finiten Ele-
menten anstatt der echten Greenschen Funktidie auf den aktuellen Ansatzraum
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projizierte Greensche Funktioty, und erhalt somit die FE-Approximation der Ziel-
groReJ(u),

J(un) = F(z1) = (P, zn) + (t, 21) - (3.88)
Der Fehler in der ZielgroRRe ergibt sich somit aus

J(e):=Ju)—J(up) =F(z—z,)=(p,z—2zn) + (t,z—z,). (3.89)

3.3.4 Berechnung von Greenschen Funktionen

Es wurde in den vorherigen Abschnitten gezeigt, dass die Gulte lokaler Werte einer
FE-Berechnung abhéngig ist von der Gute der projizierten Greenschen Funktion. Im
Rahmen der Fehlerabschéatzung, aber auch bei anderen Aufgabenstellungen des Inge-
nieurbaus, wie beispielsweise im Brickenbau, ist man an der Berechnung von Green-
schen Funktionen interessiert. Eine zentrale Frage ist daher, wie man diese numerisch
mit finiten Elementen ermitteln kann.

Bei einer FE-Berechnung wird die duf3ere Belastung in so genannte &quivalente Kno-
tenkrafte umgerechnet. Die dul3ere Belastung und die &quivalenten Knotenkrafte sind
dabei arbeitsaquivalent bezuglich der Knoteneinheitsverformuggedan erhalt die
aquivalenten Knotenkraftg, aus der rechten Seite der diskreten Variationsgleichung

a(up, ¢y) = F(¢py) Vo, € Vi, (3.90)

wenn man die Belastung gegen die Einheitsverformungen arbeiten lasst:

fk—F(cbk)—(p,%)Jr(f,%)—/Qp-cﬁdeJr/F tedppds.  (3.91)

N

Ubertragt man diese Vorgehensweise auf die Berechnung des diskreten dualen Pro-
blems

a(zn,vp) = J(vp) Vo, € Vi, (3.92)

dann erhalt man die &quivalenten Knotenkréfte aus der rechten Seite der diskreten
Variationsgleichung

a(zn, ¢y) = J(Py) Ve, € Vh. (3.93)
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Die aquivalenten Knotenkrafte sind somit abhangig von der Gestalt des Funktionals
J(-). Fur.J(vy,) = (67, v;,) erhdlt man miw, = ¢,

fo = J(dy) = (8. ) = /Q §i(y — )+ du(y)dQy = (). (3.94)

Die Knotenkraftf; ist die zud’ duale GréRe (Verschieburig = 0) oder Spannung
(1 = 1)) der Einheitsverformung, an der Steller in Richtung vony.

Gesucht sei beispielsweise die Greensche Funk@gp, fir die Spannungr,, im
Punktz. Die &quivalenten Knotenkrafte zur Erzeugung dieser Greenschen Funktion
ergeben sich aus

Jo— / 55 (y — )+ by (y) ALy = 0ru() (@) (3.95)

Eine einzelne Knotenkraff, ist gerade die Spannung,, im Punktx infolge der
Einheitsverformungp,, d.h. wenn der Freiheitsgrag. um Eins ausgelenkt wird und
alle anderen Freiheitsgrade den Wert Null besitzen.

Analog hierzu kann die Berechnung der projizierten Greenschen Funktion fur integrale
GrofRen erfolgen. Gesucht sei die Greensche Funktion fir eine integrale Spannung ent-
lang eines Schnitted- A. Die dquivalenten Knotenkrafte zur Erzeugung dieser Green-
schen Funktion erhalt man, indem man in (3.94) die Spannungen entlang des Schnittes
A-A aufintegriert

fk:</Aa{ds,¢k>:/A/Qé«y—w)om(wdrzyds:/Aalqﬁf(w)ds.
(3.96)

Die Knotenkraftf; ist dann gerade die aufintegrierte Spannung in Richjueigtiang

des Schnittes!- A infolge der Einheitsverformung,,. Die praktische Berechnung der
Knotenkrafte erfolgt dann elementweise. An den gemeinsamen Knoten zweier Ele-
mente werden diese aufsummiert. Eine ausfuhrliche Darstellung dieser Technik findet
man in [18].

In der Literatur werden zur Berechnung der dualen Losung haufig regularisierte Be-
lastungen vorgeschlagen, um die Diskontinuitaten der Dirac-Delta-Funktionen zu um-
gehen, vgl. z.B. [12], [38]. In [38] wird beispielsweise eine Belastungsfuni&icaur



3 Lineare Probleme 48

Simulierung der Diracschen-Delta-Funktiép verwendet, siehe Abb. 3.4. In prakti-
schen Berechnungen hat sich jedoch gezeigt, dass sich ein FE-Programm eigentlich gar
nicht darum kiimmert, sondern die Greensche Funktion/awgo ermittelt, als ware

sie die Losung eines regularen Problems [18].

Dirac-Delta-Last regularisierte Dirac-Delta-Last

Abbildung 3.4: Mogliche regularisierte Dirac-Delta-Funktion, [38].

Abbildung 3.5: a) Greensche Funktion fiir o,, im markierten Knoten b) Greensche
Funktion fiir N, im Schnitt A-A

In Abb. 3.5 sind einmal exemplarisch zwei Greenschen Funktionen und die zugeh6ri-
gen aquivalenten Knotenkréfte dargestellt. Die Greensche Funktien. flit) erhalt

man, indem man den Punktum Eins inz-Richtung auseinanderdriickt. Entsprechend
erhalt man die Greensche Funktion fily, = fA oy ds, wenn man entlang des Schnit-

tes A-A einen Versatz von Eins aufbringt. Die resultierenden Verformungsfiguren ma-
chen deutlich, dass diese Versatze auf dem FE-Netz nur ndherungsweise darstellbar
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sind, da es sich hierbei um Unstetigkeiten handelt.

3.4 Zielorientierte Fehlerschatzer

Die im Kapitel 3.2 vorgestellten globalen Fehlerschatzer liefern Aussagen Uber den
globalen Fehler in der Energie. Im Rahmen von Netzverfeinerungsstrategien wird das
Netz derart optimiert, dass in jedem Element eine vorgegebene Toleranzschranke nicht
Uberschritten wird. Die globalen Fehlerschatzer liefern jedoch keine Aussage Uber die
Gute einzelner lokaler Werte.

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass die Gulte einzelner Werte
abhangig ist von der Gite der zugehorigen projizierten Greenschen Funktion. Bei den
zielorientierten oder lokalen Fehlerschatzern wird nun diese Eigenschaft ausgenutzt,
um einerseits Aussagen uber den Fehler in der gesuchten Zielgrél3e machen zu kdnnen
und andererseits das FE-Netz innerhalb von Netzverfeinerungsstrategien so zu opti-
mieren, dass die gesuchte ZielgréRe moglichst genau berechnet werden kann. Man
bezeichnet diese Methoden auch Blsalitéatstechnikenda man zusatzlich zum ur-
sprunglichen Problem ein duales Problem |6sen muss.

3.4.1 Darstellung des Fehlers

Zur a posteriori Fehlerabschatzung bei zielorientierten Fehlerschatzern werden sowohl
die Residuen des urspriinglichen Problems als auch die Residuen des dualen Problems
bendotigt. Das stetige und diskrete Variationsproblem des urspringlichen Problems ist
gegeben durch

a(u,v) =F(v) YoeV und a(up,vy) = F(v,) Yo, eV,. (3.97)

Entsprechend ist das stetige und diskrete Variationsproblem des dualen Problems ge-
geben durch

a(z,v) =J(v) VveV und a(zp,vy) =J(v,) VYv,eV,. (3.98)
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Ferner wird der Fehler des urspringlichen Problems v — u; und der Fehler des
dualen Probleme* := z — z, eingeflhrt. Die zugehodrigen Residu&i-) und R*(-)
sind definiert durch

R(up,v) :=ale,v) = F(v) — a(up,v) VoeV (3.99)
R*(zp,v) :=a(e*,v) = J(v) — a(zp,v) Voel. (3.100)

Gesucht sei nun der Fehler in einer Zielgrof§e:). Dieser ergibt sich bei linearen
Problemen aus

J(e) = J(u) — J(up) = a(z,u —uy) = a(z, e). (3.101)
Aufgrund der Galerkin-Orthogonalitat gilt
J(e) =a(z,e) =a(z — z,,u—u,) =a(e’,u) = F(e"). (3.102)

Dies fuhrt auf die Definitionen des urspringlichen und dualen Residumsund
R*(-), [4]:

R(up,z — zp) = F(z — z5) — alup, z — z,) = J(e) (3.103)
R*(zp,u —up) == J(u —up) — a(zp, u —uy) = F(e¥) (3.104)

Die Residuen sind demnach gleich, df{uy,, z — z,) = R*(zh, u — uy), daJ(e) =

F(e*). Man kann also den Fehler einer Zielgrof3e auf zwei verschiedene Arten berech-
nen. Zum einen kann man sich auf den Fehler in der Greenschen Fugktios,,
beziehen oder zum anderen auf den Fehler in der FE-L6gunA@L,:

J(e) = R(up,z — zp) = R*(zp, u — up) (3.105)

In Bezug auf die spater folgende Fehlerschatzung bei nichtlinearen Problemen, kann
der Fehler alternativ auch dargestellt werden als

1 1
J(e) = 5 R(up,z — z,) + 3 R*(zp,u —uy) . (3.106)

Bei nichtlinearen Problemen sind die Residuen des urspriinglichen und dualen Pro-
blems nicht mehr gleich, siehe Kap. 4.3.1.
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3.4.2 Residuenbasierende zielorientierte Fehlerschatzer

Die im Folgenden dargestellte Methode basiert auf den Arbeiten VOWNRCHER,

siehe z.B. [4], [7]. Diese wird aldual-weighted-residugDWR) Methode bezeichnet

und konnte unter anderem erfolgreich auf lineare und nichtlineare Probleme, Eigen-
wertprobleme und Problemstellungen in der Fluidmechanik angewendet werden.

Der Ausgangspunkt fur eine exakte Fehlerdarstellung ist die in Kap. 3.2.2 angegebe-
ne Fehlergleichung fur den Fehler= u — u, der FE-L6sung des urspringlichen
Problems, vgl. Gl. (3.34),

a(e,'v):Z{/(Zerode+Lej-vds}:R(uh,'v) VoeV.

2

(3.107)

Hierbei bezeichnem und 5 die Element- bzw. Sprungresiduen des urspriinglichen
Problems, welche in den Gleichungen (3.35) und (3.36) definiert sind.

Zur Berechnung des Fehlers in der gesuchten Zielgrof3e geht man nun von der Fehler-
gleichung (3.101),

J(e) = ale, z),
aus. Ersetzt man = z € V in (3.107), so folgt

J(e)=ua(e, z) = Z{rzg +(7,2)r.} = R(up, 2) . (3.108)
Unter Ausnutzung der Galerkin-Orthogonalitéte, z;,) = 0, erhalt man die folgende
Darstellung fur den Fehler in der Zielgrol3e:

Z{ rz—zp)o, + (4,2 — 2.} (3.109)

Die Residuen des urspringlichen Problems werden gewichtet mit dem Fehler in der
verallgemeinerten Greenschen Funktion. Es ist daher anschaulich klar, dass der Fehler
um so kleiner ist, je besser die echte Greensche Funktianf dem aktuellen Netz
durchz; approximiert wird.
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Innerhalb von adaptiven Verfahren wird daher versucht das Netz derart zu optimieren,
dass der Abstand — z;, moglichst klein wird. Hierzu sind lokale Verfeinerungsindi-
katorenn, der Form

Ne :=1{(r,z—zn)a. + (4,2 — zn)r.} (3.110)

zu bestimmen. Durch elementweise Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und der Verwendung gewdhnlicher Interpolationsabschéatzungen, folgt ein a posteriori
Fehlerschatzer, d.h. eine obere Grenze fir den Fehler, [4],

[Je) <n=> n=>Y_ n"n? (3.111)
e e
mit
1/2
0 i= {10+ 41 (3.112)
1/2
19 = {112 = 2l + hlle = il | (3113)

Die Gewichteoder Einflussfaktorenyéz) spiegeln hierbei den lokalen Charakter der
verallgemeinerten Greenschen Funktion wieder.

Die exakte duale Losung ist im Allgemeinen unbekannt. Zur Auswertung der Feh-
lerdarstellung (3.109) und der Fehlergrenze (3.111) braucht man daher eine gute Ap-
proximation der echten Greenschen Funktgmvelche mitz;, € Vj, bezeichnet wird.

Der resultierende Fehlerschatzer erhalt die Form

7]:

Y A(r 2z —zn)a + (4, 20— 20)n} |-

In [4] werden unter anderem folgende Mdoglichkeiten zur Bestimmungzyovorge-
schlagen:

e LOsung des dualen Problems mit Ansatzfunktionen héherer Ordnung auf dem
aktuellen Netz, d.h. z.B. die Verwendung von biguadratischen Ansatzfunktionen
anstelle von bilinearen Funktionen.

e LOsung des dualen Problems auf einem sehr feinen Netz.
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e Bestimmung der dualen Losunyg, auf dem aktuellen Netz. Verbesserung der
Losung durch Verwendung von Interpolationsfunktionen hoherer Ordiifiag
auf einzelnen Teilgebieter- 2, = I z;

In praktischen Berechnungen kdnnte gezeigt werden, dass die oben vorgestellte Me-
thode enge Fehlergrenzen liefert [4]. Der Nachteil besteht jedoch darin, dass zum Teil
ein erheblicher Aufwand betrieben werden muss, um eine gute Approximation der
dualen Lésung zu bestimmen.

Aus diesem Grund werden in der Praxis haufig zielorientierte Fehlerschéatzer basierend
auf Fehlerabschatzungen in der Energienorm verwendet. Diese liefern zwar in der Re-
gel zu pessimistische Fehlergrenzen, kdonnen jedoch erfolgreich als Fehlerindikator zur
adaptiven Steuerung verwendet werden und sind relativ leicht zu implementieren.

3.4.3 Zielorientierte Fehlerschatzer in der Energienorm

Eine einfache und oft verwendete Methode zur lokalen Fehlerabschatzung erfolgt mit
Hilfe der klassischen energienormbasierenden Fehlerschatzer, [12], [18]. Ausgangs-
punkt hierflr ist die Fehlergleichung (3.101)

J(e) =a(z,u — uy)
Unter Ausnutzung der Galerkin-Orthogonalitétz,, v — u,) = 0, folgt
J(e) = a(z — zp,u —uy) = ale’, e). (3.114)

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (3.40) erhalt man eine obere
Grenze fur den Fehler

lJ(e)| =la(z — zp,u —up)| < ||z — z4l|e ||lu — upl|E - (3.115)

Der Fehler in der Zielgro3e wird demnach nach oben begrenzt durch den Energienorm-
fehler||u — uy, ||z des urspriinglichen Problems gewichtet mit dem Energienormfehler
des dualen Problemb: — z,||.
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Zur praktischen Berechnung wird die Cauchy-Schwarz-Ungleichung elementweise an-
gewendet,

|J(e)] < Z |z = zullB(e) [lu — unllB@) =n= Znéz) n? . (3.116)
e $2e
Die Berechnung der Fehlerindikatoren des urspriinglichen Probjgh'lmd des dua-
len Problemsyéz) kann beispielsweise mittels (3.55), (3.61) oder einem anderen ener-
gienormbasierenden Fehlerschatzer erfolgen.

Mit |J(e)] < nundJ(u) = J(u,) + J(e) lasst sich der Fehler in der ZielgroRe
begrenzen durch

J(up) —n < J(u) < J(up) + 1. (3.117)

Die Schrankeneigenschaften dieses Fehlerschatzer sind in der Regel nicht sehr scharf.
Dennoch werden sie mit Erfolg eingesetzt, da sie gute Fehlerindikatoren zur adaptiven
Netzverfeinerung darstellen, vgl. [12].

Eine Alternative zur Abschatzung mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung besteht
in der Anwendung der Parallelogrammidentitat fir symmetrische Bilinearformen, vgl.
z.B. ODEN & PRUDHOMME in [32], auf die Fehlergleichung (3.114):

o 1 ] 1 )
J(e) = ale,e”) = ;lle+ ey — g lle—ellx (3.118)

Es wird nun angenommen, dass die folgenden unteren und oberen Abschétzijpgen
Nams Thow UNA1,, derart existieren, so dass die Ungleichungen

Mow < |l€ + €| <y, (3.119)

Now < lle— €[] <y, (3.120)

erfullt sind. Mit (3.118) erhalt man eine Darstellung des Fehlers, der unteren und obe-
ren Schrankeneigenschaften gentigt:

1 1 1 1

+ )2 -2 2 — 32
7 Uiow)” = 7 (1) < J(€) < 7 (1)” = 7 (o) (3.121)
Weitere Darstellungen zur konkreten Berechnung der Schranken sowie der Beweis der

obigen Beziehungen findet man in [32].
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3.4.4 Zusammenfassung

Mit Hilfe der in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten zielorientierten Feh-
lerschatzern kann der Fehler lokaler Werte abgeschatzt werden. Ferner erhalt man Feh-
lerindikatoren, mit deren Hilfe sich das FE-Netz innerhalb von Netzverfeinerungsstra-
tegien derart optimieren lasst, dass die gesuchte Zielgrof3e méglichst genau berechnet
werden kann. Der Gesamtalgorithmus dieseDalalitéatstechnikerbezeichneten Me-
thoden kann bei linearen Problemen wie folgt zusammengefasst werden:

Gesucht sei ein Punktwert oder ein integraler Wert, welcher als Zielgf¢@ze be-
zeichnet wird. Dieser Wert kann berechnet werden, indem man ein Funkti¢aal
auf die LOosung anwendet:

J(u) = 0'u;(z) = (67, u) Punktwert

J(u) :/ol-j ds integraler Wert
r

Dies impliziert, dass eine verallgemeinerte Greensche Funktasrart existiert, dass
J(u) = F(z).

Im Rahmen eines adaptiven Algorithmus zur Optimierung des Netzes sind dann die in
Box 3.1 aufgefihrten Schritte auszufihren. Die Anwendung dieses Verfahrens liefert
automatisch ein Netz, welches optimal bezuglich der gesuchten Zielgiaig ist

[25].
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1. Generiere ein Startnefz und setze = 0.

2. Formulierung und Ldsung des ursprunglichen Problems
a(un, ¢y,) = F(y,) Vo, €V
3. Formulierung und Ldsung des dualen Problems

a(zn, pr) = J(by) Vo,V

4. Optimierung des Netzes

e Berechnung der Fehlerindikatoren des ursprtinglichen Prob;l;é%ﬂnd
des dualen Probleméz) in jedem Element)..

e Bestimmung der resultierendgewichteteri-ehlerindikatoren

e =n -l

e Berechnung des Fehlerschatzers
Je)~n=> n.
e

e IF |n| < TOL (globale Toleranz}» ENDE
e [Fn. > TOL, (Toleranz im Element)- Verfeinere das Elemern,
e Generiere ein neues Nefz,; und setzé =i + 1.

e GOTO2

Box 3.1: Losungsalgorithmus fiir zielorientierte Fehlerschétzer




4 Nichtlineare Probleme

Im vorliegenden Kapitel werden Methoden zur Fehlerschatzung bei nichtlinearen Pro-
blemen vorgestellt. Die im vorangegangenen Kapitel gezeigten Dualitatstechniken sol-
len ganz allgemein auf nichtlineare Probleme tGbertragen werden. Abschlie3end erfolgt
dann ein kurzer Blick auf Adaptionsstrategien und praktische Aspekte innerhalb einer
nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung.

4.1 Vorbemerkungen

Die in der Strukturmechanik auftretenden Nichtlinearitaten sind vielfaltig. Im All-
gemeinen lassen sich Nichtlinearitaten in folgende Kategorien einordnen, wobei ein
gleichzeitigen Auftreten moglich ist:

e Geometrische Nichtlinearitat: gro3e Verschiebungen und Verdrehungen bei
kleinen Verzerrungen und linear elastischen Materialverhalten.

e GrolRe Deformationen: grof3e Verschiebungen und grol3e Verzerrungen, wie
z.B. bei Umformprozessen.

e Physikalische Nichtlinearitat: bei nichtlinearem Materialverhalten.

¢ Nichtlinearitat infolge von Randbedingungen:bei Problemen, bei denen Nicht-
linearitaten infolge wechselnder Randbedingungen wahrend des Deformations-
vorgangs auftreten (Kontaktprobleme).
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Die Nichtlinearitat des betrachteten Randwertproblems tbertragt sich mit der Diskreti-

sierung auf das zugehdorige diskrete Problem. Zur Losung der nichtlinearen Gleichun-
gen ist eine Linearisierung der betrachteten Gleichungen nétig. Die Losung von nicht-

linearen Problemen erhalt man dann durch die L6sung mehrerer linearer Probleme in-
nerhalb eines iterativen Algorithmus, wie z.B. dem Newton-Raphson-Verfahren, siehe

Kap. 2.3.3.

Die Linearisierung erfolgt durch eine Darstellung der nichtlinearen Funktion in einer
Taylor-Reihe mit abstrakten Ableitungen und genau definierten Resttermen. Speziell
bei Fehlerabschatzungen werden hierfur verschiedene Darstellungsformen verwendet.

Die eigentliche Fehlerschatzung erfolgt dann fir das linearisierte Problem. Damit las-
sen sich prinzipiell die im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Fehlerschatzer fir
lineare Probleme direkt auf nichtlineare Probleme anwenden.

4.2 Globale Fehlerschatzer

Die Bestimmung der Fehler nichtlinearer Probleme erfolgt in der Regel durch geeig-
nete Modifikation der linearen Fehlerschatzer. Im Rahmen von nichtlinearen Lésungs-
algorithmen werden diese an den jeweiligen Gleichgewichtspunkten ausgewertet.

Gegeben sei ein nichtlineares Randwertprobifn) = p mit der zugehdrigen schwa-
chen Formulierung

a(u;v) = F(v) VoeV. 4.1)

Betrachtet man das in Kap. 2.2.1 eingefihrte nichtlineare Randwertproblem, dann ist
die Semilinearform definiert durch

a(u;v) == (S(u), Eu(v)) = /QS-Eu('v) das? 4.2)

und das lineare Funktional(-) ist gegeben durch

F(v) := (p,v)+(i,v)=/ﬂp-vd9+/P tevds. (4.3)



4 Nichtlineare Probleme 59

Die zugehorige Galerkin-Approximation zur Bestimmung der diskreten Losyng
V;, lautet

a(up;vy) = F(vy) Yv,eV,CV. (4.4)

Wahlt man in (4.1) als Testfunktiony, € V;, C V' und subtrahiert hiervon (4.4), dann
l&sst sich die fundamentale Galerkin-Orthogonalitat fir nichtlineare Probleme angeben
[36]

R(uh, ’Uh) = F('vh) — a(uh; ’Uh) =0 Vo, eV,. (45)

Die Semilinearformu(-; -) ist nichtlinear im ersten Argument und linear in allen Argu-
menten rechts vom Semikolon, d.h. es gilt

a(uy + €;v) # a(up;v) +ale;v). (4.6)

Hieraus folgt, dass die Fehlergleichung der linearen Theorie (3.30) nicht mehr gilt. Mit
u = wuy, + e lasst sich (4.1) folgendermal3en umschreiben

a(up, +e;v) = F(v) VoeVl. 4.7)

Um nun eine brauchbare Fehlergleichung zu bestimmen, wird (4.7) an der&telle
linearisiert, d.h. es erfolgt eine Entwicklung in eine Taylor-Reihe

a(up;v) — F(v) + ar(up;e,v) + R =0. (4.8)

Hierbei ista; das Gateaux Differential

ar(uy; e, v) = {d% a(un +ce, v)} B (4.9)

was der gewohnlichen Tangentenform entspricht, welche beispielsweise innerhalb des
Newton-Raphson-Verfahrens verwendet wird. Die Linearisierung erfolgt an einem be-
kannten Zustana,,, d.h.u, ist fest. Die Tangentenform ist daher bilinear in den letz-

ten beiden Argumenten und es gilt(uy; e,v) = ar(un; v, e). Der RestR enthalt

Terme héherer Ordnung und kann in der Regel vernachlassigt werden, da davon ausge-
gangen wird, dass die FE-LOsung eine ausreichend gute Approximation der exakten
Losungu darstellt [15]. Damit erhalt man eine lineare Gleichung fir den Diskretisie-
rungsfehler am Linearisierungspunkt

ar(up; e, v) = F(v) — a(up;v) = R(up, v) . (4.10)
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Der Diskretisierungsfehless — u,, von nichtlinearen Problemen kann in erster Nahe-
rung aus dem linearisierten Problem ermittelt werden, wenn man die Verschigbung
als Approximation der echten Losumgansieht. In Abb. 4.1 ist der Linearisierungspro-
zess fur ein eindimensionales Beispiel dargestellt. Hierbei bezeigheierén skalaren
Lastparameter. Der Fehlev — w,, ist somit die lineare Approximation des echten
Fehlersu — u;, am betrachteten Linearisierungspunkt [19].

A

U

Abbildung 4.1: Linearisierte Fehlerschitzung bei nichtlinearen Problemen, [12].

Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 3.2.2, erhalt die Fehlergleichung durch partielle
Integration der virtuellen inneren Arbeit die Form

aT(uh;w—uh,v):Z{/ r-'vd(2+/ j-vds} VveV. (4.11)
o) r.

2
Die fur lineare Probleme vorgestellten Fehlerindikatoren und Fehlerschatzer kdnnen
nun direkt auf nichtlineare Probleme angewendet werden. Hierbei wird von dem in-
krementellen Problem ausgegangen, welches am aktuellen Gleichgewichtspunkt for-
muliert wird.

Die zu bestimmenden Elementresidueand Sprungresiduej sind vom jeweils ge-
gebenen Randwertproblem abh&ngig. Fur das in Kap. 2.2.1 eingefuhrte nichtlineare
Randwertproblem sind diese wie folgt definiert:

r:=p+div(S, + Vu,S)) auf (2, (4.12)

—ty VycC Iy (4.13)
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mit
th = (Sh + Vuh Sh)'I’L . (414)

Bemerkung 4.1 Bei den vorgenannten Beziehungen wurde vorausgesetzt, dass der
betrachtete Gleichgewichtspunkt kein singularer Punkt (Limit- oder Verzweigungs-

punkt) ist. In der Umgebung von singuléren Punkten ist eine Taylorreihenentwick-

lung nicht mdglich bzw. nicht eindeutig. Fehlerschatzer fir diese Problemklassen fin-
det man beispielsweise in [12], [37].

Bemerkung 4.2 Die durchar(uy; -, -) induzierte Norm ist analog zur linearen Ener-
gienorm definiert und kann - vom physikalischen Standpunkt aus - auch als ein Mal3
fur die Energie interpretiert werden. Das Mal3 fur den Fehler kann verstanden werden,
als die Energie die nétig ist, um das System vom betrachteten Zuajand einem
Zustand zu bewegen, der mit der aktuellen Losuragssoziiert werden kann [26].

4.3 Zielorientierte Fehlerschatzer

Die Motivation fur die zielorientierten Fehlerschatzer bei linearen Problemen ist die
Tatsache, dass sich jede lokale GroRe aus der Uberlagerung der projizierten Green-
schen Funktion mit der Belastung berechnen lasst. Die Grundlage hierfur liefert der
Satz von Betti. Bei linearen (selbstadjungierten) Problemen erhélt man den Satz von
Betti, indem man in der ersten Greenschen Identit@t, v) die Platze voru undv
vertauscht und anschliel3end die Identitaten voneinander abzieht, siehe Kap. 3.1.2,

B(u,v) = G(u,v) — G(v,u) =0.

Aufgrund der Symmetrie der Wechselwirkungsenerdiéy, v) = E(v,u), kirzen
sich die Energien heraus und es verbleiben nur noch die reziproken aul3eren Arbeiten.

Die erste Greensche Identit@{u, v) der nichtlinearen Elastizitétstheorie (2.34) wur-
de in Kap. 2.2.2 angegeben. Bei nichtlinearen Problemen ist die fundamentale Sym-
metriebedingung verletzt, d.h.

E(u,v) # E(v,u). (4.15)
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Damit kurzen sich bei der Formulierung(u,v) = G(u,v) — G(v,u) die Terme
E(u,v) und E(v,u) nicht heraus. Der entstehende Ausdruck kann nicht als der Satz
von Betti interpretiert werden [22].

Bei nichtlinearen Problemen gibt es daher keine Greenschen Funktionen im tblichen
Sinn und der Satz von Betti besitzt keine Gultigkeit mehr. Dennoch lassen sich auch bei
nichtlinearen Problemen zielorientierte Fehlerschatzer konstruieren. Hierfur wird das
entsprechende duale Problem fur das linearisierte urspriingliche Problem formuliert.

4.3.1 Ein genereller Zugang

Im Folgenden soll ein abstrakter Zugang zur Berechnung des Fehleis— J(uy,)
bei nichtlinearen Problemen vorgestellt werden. Die hier gezeigte Methode basiert auf
den Arbeiten von BNGERTH & RANNACHER [4] und BECKER & RANNACHER [7].

Es seia(u; -) eine Semilinearformf'(-) eine Linearform und/(-) ein Funktionalwert,
welcher nicht zwingend linear sein muss. Diese sind definiert auf einem nicht weiter
spezifizierten Raun’. Gesucht sei die Losung € V' des Variationsproblems

Alu;v) :==a(u;v) — F(v) =0 Yovel. (4.16)
Die zugehorige Galerkin-Approximation lautet
A(up;vp) := a(up;vy) — F(v,) =0 Vv,eV,CV. (4.17)

Das Ziel soll nun sein/(u) aus der Lésung von (4.16) zu berechnen. Diese Aufgabe
kann als ein restringiertes Optimierungsproblemdie V' aufgefasst werden:

J(u) — min mit der Nebenbedingung A(u;v) =0. (4.18)

Das Minimum vonu entspricht einem stationdren Pugld, z} € V' x V des Lagran-
geschen Funktionals

L(u; z) := J(u) — A(u; 2) . (4.19)
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Hierbei wurde die duale oder adjungierte Variable V' eingefihrt, welche die Rolle
des Lagrangeschen Multiplikators Ubernimmt. Das Lagrangesche Funktional ist da-
bei linear inz. Gesucht sei nun ein stationarer Punkt ofu; z), d.h. die Losung
{u, z} € V x V des Euler-Lagrange-Systems
J'(usp) — A'(u; 0, 2)
L'(w; z)(p, v) = =0
— A(u;v) (4.20)

V{p,v} eV xV.

Die Gateaux Ableitungen vosi(u) und A(u; z) sind hierbei definiert durch

d
J'(u; ) = [— J(u+e <p)] (4.21)
de 0
und
, d
A(u;p,2) = [— A(u + € z)} . (4.22)
de s
Die Galerkin-Approximatioq uy, z,} € Vj, x V}, fihrt auf das diskrete Lagrangesche
Funktional
L(uh; Zh) = J(uh) — A(’U,h; Zh) (423)

und auf das diskrete Euler-Lagrange-System

Jl(“h? <Ph) - Al(“h? Phns Zh)
L'(wp; z1) (@, vn) = =0
— A(wn;vp) (4.24)

V{cph,vh} eV, xV,.

Die zweite Gleichung dieses Systems ist gerade das diskrete Variationsproblem (4.17)
zur Bestimmung vonu,,. Die erste Gleichung ist das zusatzlich zu |6sende diskrete
duale Problem

Alun; o, zn) = J'(uns ) Ve, €V (4.25)

zur Bestimmung der dualen Variabtg. Hierbei entsprichtd’ der tiblichen Tangen-
tenformar, so dasg,, die Losung von

ar(un; @p, zn) = J'(un;py) Vo, €Vi (4.26)
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ist. Im Folgenden soll nun der Fehler in der ZielgrolRe) — J(u;,) abgeschatzt wer-
den. Im obigen Kontext ist dies mit Hilfe von (4.19) und (4.23) &aquivalent zu der
Abschéatzung

L'+ R (4.27)
mit
L =1L (up, zp) (w — up) + L (up, 2) (2 — 21)

(4.28)
=J (up;uw —wp) — A'(up;u — up, 25) — A(up; 2 — 23) .

Hieraus erhalt man die folgende Darstellung fur den Fehler in der ZielgroR3e:
1 1 .
J(u) — J(up) = 5 R(up; z — zp) + 5 R*(up, zp;u — uyp) + Rﬁf) . (4.29)

Das Residuum des urspriinglichen Problefis,; -) und das Residuum des dualen
ProblemsR*(uy,, zy; -) sind hierbei definiert durch

R(up; z — zp) = —A(up; 2 — zp,) (4.30)
R (up, znyw — up) = J' (up;w — up) — A'(up;u —up, 2) (4.31)

Im Gegensatz zu linearen Problemen sind die Residi(en; -) und R*(up, zp;-) im
nichtlinearen Fall nicht mehr gleich, siehe Kap. 3.4.1. Der Réﬁé)( ist kubisch im
ursprunglichen und im dualen Fehlet= u — u, unde* := z — z,,
1 1
RP = 3 / {J" (uy, + se)(e, e, e) — A" (uy, + se)(e, e, e, zj, + se*)
0
3A" (uy + se)(e,e,e*)} s(s — 1) ds.
Auf den Beweis der vorgenannten Beziehungen soll an dieser Stelle verzichtet werden.
Diesen findet man beispielsweise in [4] und [7].

Gewohnlich ist der Regﬁ,(f) in (4.29) sehr klein und kann vernachlassigt werden. Die
Auswertung des resultierenden Fehlerschatzers erfordert gute Approximationen der
unbekannten exakten Losungenind z, welche beispielsweise mittels Interpolationen
hoherer Ordnung aus den diskreten Losunggnund z; gewonnen werden kdnnen.
Bezeichnet man diese Approximationen majtund z;,, dann erhalt der Fehlerschatzer

die Form

1 ) 1, N
J(’U,) — J(uh) <N .= 5 R(uh; zZp — Zh) + 5 R (uh, Zh,Up — uh) . (432)
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4.3.2 Alternativen

Alternativ zu der oben gezeigten Vorgehensweise soll im Folgenden ein etwas inge-
nieurmafigerer Zugang skizziert werden [15], [19], [25]. Ausgangspunkt ist die linea-
risierte Fehlergleichung (4.10),

ar(up; e, v) = F(v) — a(up;v) = R(uy, v). (4.33)

Zur Berechnung des Fehlers in einer Zielgrol3e wird die duale Bilineadb(ma,; e, v)
eingefuhrt, welche durch die Identitéat

ar(un; €,v) := ar(up; v, €) (4.34)
definiert ist. Im Fall von Hyperelastizitat ist symmetrisch in den letzten beiden
Argumenten und es gilt; = a¥., [36].

Das zusatzlich zu I6sende lineare duale Problem wird am betrachteten Linearisierungs-
punktu, formuliert. Gesucht sei die Lésunrgvon

ar(up; v, z) = J' (up;v) VoeV. (4.35)

Das Funktional/’(u; v) ist hierbei definiert durch

J (up;v) = [d% J(uwp + 5v)] : (4.36)
e=0

Kombiniert man nun (4.33) und (4.35), so folgt aufgrund der Symmetrie der Bilinear-
form

J(e) = J (up;e) = ar(up; z,e) = ar(up; e,z) = R(uy, z) . (4.37)

Der echte Fehle¢ = u—u;, am betrachteten Linearisierungspunkt wird nun durch die
lineare Approximation des Fehlets — u,, ersetzt. Durch Anwendung der Galerkin-
Orthogonalitatar(uy; e, z,) = 0, erhalt man

J(w —up) = ap(up; w — up, 2 — 25) = R(up, 2 — 23) . (4.38)

Durch elementweise Auswertung dieser Gleichung ergibt sich die folgende Darstel-
lung flr den Fehler:

J(w—uh):Z{/Qer-(z—zh)dQJr/ej-(z—zh)ds} (4.39)

2
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Zur Auswertung dieser Gleichung kann beispielsweise die in Kap. 3.4.2 vorgestellte
dual-weighted-residudflethode verwendet werden.

Eine einfache Abschatzung in der Energienorm erhalt man durch Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Bilinearform in (4.38)

[J(w —un)| < |z = 2|l |[w —wnl[p, (4.40)

welche wieder elementweise ausgewertet wird und somit eine obere Grenze fir den
Fehler liefert

[J(w—wu)| <> |lz=2nllm,) [[w—nllpe) =n =D 0 n® . (4.41)
2. 2

Die Berechnung der Fehlerindikatoren des urspriinglichen Probjﬁ’?nmd des dua-
len Problemsﬁz) kann beispielsweise mittels (3.55), (3.61) oder einem anderen ener-
gienormbasierenden Fehlerschatzer erfolgen.

In der Literatur findet man zur Bestimmung des Fehlers einer ZielgroRe noch eine
etwas andere Technik [16], [36]. Hierbei ersetzt man die Tangentenfgrrch die
Sekantenform

1
as(uw,up; e, v) = / ar(u, + se;e,v)ds. (4.42)
0

Diese ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, aber bilinea¢ imdv. Der Fehlele ist
dann die L6sung der linearen Variationsgleichung

as(u,up; e,v) = a(u;v) — a(uy; v) = R(v) . (4.43)

Man erhalt eine exakte Darstellung fur den Fehler, was jedoch die Kenntnis der exakten
LOsung voraussetzt.

Analog hierzu wird die Sekantenform des Funktion&|s) eingefihrt
1
Js(u, up;v) = / J (up + se;v)ds. (4.44)
0
Das entsprechende duale Problem zur Bestimmung:\antet dann

ag(w, up; z,v) = Jo(u, up; v) VveV. (4.45)
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Unter der Voraussetzung, dass die duale Bilinearform symmetrisch in den letzten bei-
den Argumentenist, d.lu5 (-, -; 2z, v) = as(-, -; v, z), erhélt man aus (4.45) und (4.43)

J(e) = Js(u,up; e) = as(u,up; z,e) = ag(u,up;e,z) = R(z). (4.46)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitat folgt eine exakte Darstellung fir den Fehler in
der Zielgrol3e

J(e) = Js(u,up;e) = ag(u,up; e,z — z,) = R(z — zp) . (4.47)

Sowohlay als auchJg beinhaltet die unbekannte exakte LosungErsetzt man die
exakte Losung durch die FE-Approximatian, dann erhalt man gerade wieder (4.38),

J(e) = JS(umuh; e) = aS(“h; Up; €,z — Zh) = aT(“h; €,z — Zh) . (4.48)

An dieser Stelle stellt sich natirlich die Frage, warum man den ganzen Aufwand be-

treibt, wenn am Ende doch wieder die gewdhnliche Tangentenform herauskommt. Es
hat sich jedoch gezeigt, dass unter bestimmten Umstanden die gezeigte Technik von
Vorteil sein kann. In diesen Fallen kann beispielsweise eine verbesserte Losung von
uy, verwendet werden [29].

4.3.3 Berechnung des dualen Problems

Bei der Fehlerschatzung mittels dualer Methoden muss zusétzlich zum urspringlichen
Problem ein weiteres linearisiertes duales Problem gelost werden. Bei nichtlinearen
Problemen wird das duale Problem am betrachteten Linearisierungspunkt formuliert

ap(up; z,v) = J'(up;v) VoevV. (4.49)

Die Tangentenforma’. des dualen Problems entspricht der Tangententofrdes ur-
sprunglichen Problems am Gleichgewichtspunkt. Bei der praktischen Berechnung ent-
spricht also die tangentiale Steifigkeitsmatf&;(u,) des ursprunglichen Problems

am Gleichgewichtspunkt der Steifigkeitsmatrix des dualen Problems, sc:gass
LOsung von

Ki(w)z=j (4.50)
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ist. Zur numerischen Losung des dualen Problems muss daher nur der duale Lastvek-
tor 5 bestimmt werden. Die &quivalenten Knotenkrgjteerhalt man wie bei linearen
Problemen, vgl. Kap. 3.3.4, aus der rechten Seite der diskreten Variationsgleichung

ar(up; zn, @) = J' (un; @y,) Vo, € Vi. (4.51)

Hierbei bezeichne, die Knoteneinheitsverformung am Freiheitsgrad Die aqui-
valenten Knotenkréfte sind abhangig von der Gestalt des Funktiditals Ist .J(u)
linear, dann ist/'(u; ¢,,) = J(¢;), S0 dassj, = J(¢,). Fur den Fall, dasg(u)
nichtlinear ist, erhalt man die Knotenkrafte aus

Je = (wn; ) (4.52)

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Konzept fir das in Kap. 2.2.1 einge-
fuhrte Randwertproblem flr geometrische Nichtlinearitdt umgesetzt. Hierbei kam das
St. Venant-KirchhofMaterial zum Einsatz. Die Spannungen fur dieses Problem erhéalt
man ausS = C[E(u)|. Der Verzerrungstensdr enthélt nichtlineare Anteile ie, so

dass im Fall einer gesuchten Spannung das Funktibnal nichtlinear ist.

Gesucht sei nun eine lokale Spannuhgx) in einem Punkte, d.h.
J(u) = S;;(u)(x). (4.53)
Das linearisierte Funktional folgt aus der Gateaux Ableitung.Y(ua),
J(u;v) = [i J(u+5v)] = [i Sij(u+5v)} . (4.54)
de £=0 de e=0

Mit S = C[E(u)] entnimmt man den gesuchten Wert somit aus

Lz% S(u + g’u)} = C Ll% E(u+ av)] = C|E,(v)]=:§. (4.55)

Hierbei bezeichne# ,(v) die Variation desGreen-Lagrangesche¥erzerrungsten-

sors, vgl. Gl. (2.32). Die Spannungen, welche man@B.,(v)] ermittelt, kdnnen als
Spannungsinkremente oder Spannungszuwachse bezogen auf den aktuellen Lineari-
sierungspunkt interpretiert werden. Bezeichnet man diese Zuwach&mE[Eu],

dann folgt fur das linearisierte Funktional (4.54)

~

J' (u;v) = S (v)(x) (4.56)
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bzw. die diskrete Form

J' (up; vp) = Sij(vp) () . (4.57)
Die aquivalenten Knotenkréftg erhalt man nun, wenn, durch die Knoteneinheits-
verformungenyp,, ersetzt wird,

o = (un; @) = Sij () (). (4.58)

Die Knotenkraftj, ist gerade die Spannurfgj an der Steller, die infolge der Ein-
heitsverformungp,, entsteht. Die Spannurfg; erhalt man hierbei auS'[E.,(¢,)].

Analog hierzu kann die Berechnung der dualen Losung fur integrale GroR3en erfolgen.
Gesucht sei eine integrale Spannung entlang eines Schaittesl.h.

() = /A Sys(w) ds (4.59)

Das zugehorige linearisierte Funktional ergibt sich zu

J' (up;vp) = / Sij(vp) ds. (4.60)
A
Die aquivalenten Knotenkréfte zur Erzeugung der dualen Losung erhalt man nun, in-
dem die Spannungeﬁj infolge der Einheitsverformungeg, entlang des Schnittes
A-A aufintegriert werden:

%zﬂw@&=£%@0@ (4.61)

In Abb. 4.2 ist die Vorgehensweise zur Bestimmung der dualen Lésung fur die Span-
nungS,, (x) und fur die integrale Spannuryg S, ds dargestellt. Betrachtet wird ein
Kragbalken mit grof3en Verformungen unter einer Einzellast, 4.2a. Das urspringliche
Problem wird im aktuellen Lastschritt mittels eines iterativen Verfahrens geldst. Das
duale Problem wird nun am gefundenen Gleichgewichtspunkt formuliert, d.h. am ver-
formten System in der momentanen Laststufe, 4.2b. Die duale Losuisg,fim mar-
kierten Punkt ist eine Punktversetzung um Eins. Die hierftr erforderlichen aquivalen-
ten Knotenkrafte sind in Abb. 4.2c dargestellt. Die Knotenkrgfeerhalt man unter
Verwendung von Gl. (4.58) aus

o = J (un; ) = Syy(r) () - (4.62)



4 Nichtlineare Probleme 70

urspriingliches Problem

A

A

duales Problem fiir Sy, ()

duales Problem fur / Syy ds
A

%5@%

Abbildung 4.2: Kragbalken mit groBBen Verformungen a) Belastung des urspriingli-
ches Problems b) Verformung des urspriingliches Problem am Gleich-
gewichtspunkt c¢) dquivalente Knotenkrifte des duales Problems fiir
Syy () am Gleichgewichtspunkt d) FE-Approximation der dualen Lo-
sung fiir S, (x) e) dquivalente Knotenkrifte des duales Problems fiir

J 4 Say ds im Schnitt A-A f) FE-Approximation der dualen Losung fiir
S Say ds
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Dieser Lastfall wird nun gel6st, wobei die zugehdrige Steifigkeitsmatrix der tangen-
tialen Steifigkeitsmatrix des urspringlichen Problems im Gleichgewichtspunkt ent-
spricht, d.h. man 16sK r(u;,) z = j. Das Resultat ist die FE-Approximation der
dualen Losung fus,, am verformten System, siehe Abb. 4.2d.

Entsprechend erfolgt die Vorgehensweise zur Bestimmung der dualen Losung fir die
integrale Spannung, S, ds. Die duale Ldsung firr dieses Problem ist ein Versatz von
Eins im Schnittd-A am verformten System, siehe Abb. 4.2f. Die zugehdrigen aquiva-
lenten Knotenkrafte sind in Abb. 4.2e dargestellt. Diese erhalt man unter Verwendung
von (4.61).

4.4 Adaptionsstrategien und Netzverfeinerung

Im Folgenden werden einige Aspekte vorgestellt, welche im Rahmen einer nichtli-
nearen adaptiven FE-Berechnung benétigt werden. Hierbei kann nattirlich nur auf die
wichtigsten Punkte Bezug genommen werden, da die Darstellung des gesamten Spek-
trums den Rahmen dieser Arbeit sprengen wirde. Ausfihrliche Darstellungen findet
man beispielsweise in [12], [38].

Die Anpassung der FE-Diskretisierung an eine berechnete oder abgeschatzte Fehler-
verteilung kann grundsatzlich durch verschiedene Adaptionsstrategien vorgenommen
werden:

e h-Adaption
Anpassung der charakteristischen Elementgr@3an die lokale Fehlervertei-
lung. Das FE-Netz wird lokal verfeinert oder vergrobert.

e p-Adaption
Anpassung des Polynomgradesn die lokale Fehlerverteilung. Die Element-
grol3eh, bleibt unverandert.

e hp-Adaption
Anpassung der charakteristischen Elementgrifdend des Polynomgrades
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e r-Adaption
Neuvernetzung mit gleich bleibender Anzahl der Freiheitsgrade.

e d- und m-Adaption
Dimensions- und Modelladaptivitat. Bei der Dimensionsadaptivitat wird die ge-
wéahlte Raumdimension angepasst. Bei der Modelladaptivitat wird das verwen-
dete mechanische Modell an den Modellierungsfehler angepasst.

Im Rahmen dieser Arbeit werden niiradaptive Verfahren betrachtet. Dabei kommt
eine hierarchische Netzverfeinerung ménging nodegum Einsatz. Bei dem Kon-

zept der ’hangenden Knoten’ wird jedes zu verfeinernde Element in vier weitere Ele-
mente zerteilt, siehe Abb. 4.3. Hierbei entstehen an angrenzenden Elementen, welche
nicht selbst verfeinert wurden, die so genannten hangenden Knoten, fur welche keine
Anschlul3freiheitsgrade vorhanden sind. Im Rahmen der FE-Berechnung werde diese
Knoten durch Interpolation der Verschiebungen zwischen den benachbarten reguléren

Knoten eliminiert.

Abbildung 4.3: Netzverfeinerung mit hingenden Knoten

4.4.1 Netzverfeinerung

Die adaptive Netzverfeinerung innerhalb einer FE-Berechnung entspricht insgesamt
einem Optimierungsproblem. Das Netz ist optimal, wenn mit einer moglichst geringen
Anzahl von Freiheitsgraden der geschatzte Fehldeiner als eine vom Benutzer vor-
gegebene Toleranz ist. Da die exakte Losung unbekannt ist, sollte der Fehler mdglichst
in allen Elementen gleich gro3 und damit gleichmaf3ig Gber das gesamte Netz verteilt
sein [44].
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Zur adaptiven Netzverfeinerung missen die berechneten Fehlerschéatzer noch nach-
bearbeitet werden. Anhand einer vorgegebenen Toleranz werden zuldssige Fehler im
Element berechnet, welche zusammen mit dem Fehlerindikator des Elements ein Kri-
terium liefern, ob das betrachtete Element verfeinert werden soll oder nicht. Hierbei
gibt es bei globalen und zielorientierten Fehlerschatzern unterschiedliche Vorgehens-
weisen.

Globale Fehlerschatzer in der Energienorm

Mit den in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten a posteriori Fehlerschatzern
wird der Fehler in der Energienorm

1/2
lells <n = {Z nz} (4.63)

e

berechnet. Dieser setzt sich aus den Anteilen der einzelnen Elemenieammen.
Bei den berechneten Fehlerindikatorgnund dem Fehlerschatzerhandelt es sich
um absolute Grofl3en. Als Mal3e fur die relativen Fehler werden daher

rel . Ui

- und el .= ke (4.64)
|ul|e

© 0 luells

Ui

eingefuhrt. Da die exakte Losungim Allgemeinen unbekannt ist, wird diese durch
u = uy, + e ersetzt. Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitét(u,,, e) = 0, gilt

[u||% = a(u, u) = a(u, + e, u; + €)
= a(up, up) + 2a(up, e) + a(e, e) (4.65)
= a(up, up) + ale, e) = ||un| |5 + |le] |-
Damit ergeben sich die relativen Fehler zu

rel Ui rel e
el = und 7 = . (4.66)
Vlunll% + llell% Vlun 1%+ Mlec| [

Die relativen Fehler geben ndherungsweise den Fehler in der Energienorm an. Um den

relativen Fehler im Element berechenbar zu machen, \ndl%, durchn? ersetzt.

rel __ Te (4 67)
‘ |lwn|[5 +nZ .
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Fur eine vom Anwender vorgegebene TolerdizL, welche in der Praxis beispiels-
weiseT'OL = 0.03 — 0.05 betragt, erhalt man den zulassigen Fehtér im Element

2 2
7= TOL -/ ”’“’h”++” (4.68)

Hierbei bezeichnefv die Anzahl aller Elemente, vgl. [28]. Aus dem Verhéltnis der

aus

geschatzten Fehler und dem angestrebten zulassigen Fehi#r, erhalt man nun ein
Kriterium, ob das Elemen®, verfeinert werden soll oder nicht:

> 1, Element verfeinern

§e = =<{ <1, Elementvergrobern (4.69)
=1, keine Anderung.

Die ermittelten¢. werden ihrer Gr63e nach in eine Liste einsortiert. Alle Elemente
. mit ¢, > 1 waren dann zu verfeinern. In der Praxis hat sich jedoch als sinnvoll
herausgestellt, dass man nur die ersteér 70 % der Elemente mif, > 1 verfeinert,

da sich sonst die Problemzonen nicht so klar herauskristallisieren, [24].

Zielorientierte Fehlerschéatzer

Bei den zielorientierten Fehlerschéatzern erhalt man den Fehler in der Zielgf(afe
aus der elementweisen Wichtung des Fehlers des urspriinglichen Projﬂ’émmt
dem Fehler des dualen Problenﬁ?:

T <n=> n=>»_ n®n (4.70)
Der relative Fehler berechnet sich aus
J(e) n
rel . ~ . 471
‘ 7(w) ‘ T(un) (#.71)

Alternativ kann der relative Fehler mit Hilfe einer Referenzl6sultg,. ;) angegeben
werden, welche beispielsweise auf einem sehr feinen Netz berechnet wurde [4],

=) 12

J(Ure)
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Fur eine vorgegebene Toleranz erhalt man den zulassigen FRéHlan Element

n =TOL - —‘](;;h) (4.73)

und schliellich ein Kriterium zur Netzadaption

g = - (4.74)
n

welches analog zu (4.69) ausgewertet wird.

4.4.2 Gesamtalgorithmus einer nichtlinearen adaptiven
Berechnung

Ausgangspunkt jeder adaptiven Netzverfeinerungsstrategie ist eine homogene Aus-
gangsdiskretisierung, welche das betrachtete Gebiet ausreichend gut abbildet. Im Rah-
men einer inkrementellen Betrachtung, bei der die gesamte Belastung in Lastinkre-

mente zerlegt wird, erfolgt eine Fehlerabschéatzung in jedem Lastschritt. Dies setzt

voraus, dass im aktuellen Lastschritt ein entsprechender Gleichgewichtspunkt gefun-
den wird, d.h. wenn innerhalb des Newton-Raphson-Verfahrens die Ungleichgewichts-

krafte f — k(w) minimiert sind.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Konzept fur das in Kap. 2.2.1 einge-
fuhrte Randwertproblem fir geometrische Nichtlinearitat umgesetzt. Die Abschatzung
des Fehlers erfolgt mit Hilfe eines Fehlerschatzers in der Energienorm. Der implemen-
tierte Algorithmus ist in vereinfachter Form in Baxl dargestellt.

Zunachst wird das urspriingliche Problem im aktuellen Lastschritt mit Hilfe des Newton-
Raphson-Verfahrens iterativ geldst und es werden die Fehlerindikaﬁﬁ?@erechnet.
AnschlieRend wird das duale Problem am aktuellen Gleichgewichtspunkt formuliert
und gelost. Die Steifigkeitsmatrix des dualen Problems ist hierbei gerade die tangentia-
le Steifigkeitsmatrix des letzten Iterationsschrittes des urspriinglichen Problems. Nach
der Berechnung der Fehlerindikatoréﬁ) des dualen Problems wird der Fehler be-
rechnet und das Netz entsprechend verfeinert. Dies wird so lange wiederholt, bis der
Fehler eine vorgegebene Toleranz nicht mehr Gberschreitet oder eine maximale Anzahl
von Verfeinerungsstufen erreicht ist. Anschliel3end geht man zum néachsten Lastschritt
Uber und wiederholt den obigen Vorgang.



4 Nichtlineare Probleme 76

4.4.3 Datentransfer

Bei linear elastischen Berechnungen erfolgt nach jedem Verfeinerungsschritt eine Neu-
berechnung auf dem neuen Netz. Bei nichtlinearen Problemen ware aufgrund der Kom-
plexitat eine komplette Neuberechnung nach jedem Verfeinerungsschritt viel zu auf-
wendig. Man strebt daher eine Weiterberechnung nach jedem Verfeinerungsschritt an.
Infolge der Wegabhangigkeit der Losung erfordert dieses Vorgehen einen Transfer der
geschichtsabhangigen Daten [35].

Hierzu zéhlen die Verschiebungen an den Elementknoten, welche als so genannte
Primarvariablenbezeichnet werden. Im Gegensatz hierzu bezeichnet man Dehnun-
gen, Spannungen sowie interne VariablenSd&undarvariablenwelche an den Inte-
grationspunkten vorliegen. Die zweitgenannte Gruppe spielt bei reiner geometrischer
Nichtlinearitéat keine Rolle und soll daher hier nicht weiter vertieft werden.

Die Verschiebungen an den Knotenpunkten lassen sich mit Hilfe der Ansatzfunktionen
auf die neu generierten Knoter{x) transformieren

nodes

a(z) = ) widil@). (4.75)

Nach dieser Transformation befindet sich das System jedoch noch nicht im Gleichge-
wicht. Die Transformation der geschichtsabhangigen Daten von einem alten auf ein
neues Netz ist somit als eine Stérung des inkrementellen Gleichgewichts aufzufassen
[38]. Es ist daher eine weitere Gleichgewichtsiteration nétig, um den Gleichgewichts-
zustand des neuen Netzes zu finden. In der Praxis hat sich gezeigt, dass hierfiir meist
nur sehr wenige Iterationen notig sind.

Weitere ausfuhrliche Darstellungen fir physikalisch nichtlineare Probleme findet man
beispielsweise in [12], [35], [38].
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Generiere ein Startnefg, und setze: = 0

(A) fort =1 bisM (Schleife Uber alle Lastschrittel)
A=t- % aktueller Lastparameter

1. Gleichgewichtsiteration mittels des Newton-Raphson-Verfahren2Bo
Setzei = 0, ua, = 0, u\” = u;_,und I6se die Gleichungen
Kr(u)uf,” = A f - k(w)

USH) _ Ugl) n ul(:)

Setzei = i + 1 und wiederhole die Iteration bis das Verfahren konverg
2. Berechnung der Fehlerindikatoren des urspriinglichen Probjg?ns

3. Formulierung und Loésung des dualen Problems am aktuellen Gle
wichtspunktu,,:

Kop(ug) zi = Jy,

4. Berechnung der Fehlerindikatoren des dualen Probalé?)ns
5. Optimierung des Netzes:

e Bestimmung der resultierendgewichteterFehlerindikatoren

ne =0 0

Berechnung des Fehlerschatzers

J(e) %77:2776.
£

IF || < TOL (globale Toleranz)~ ¢ =t + 1, GOTO (A).

IF n. > TOL, (Toleranz im Element)- Verfeinere das Elemert?..

Generiere ein neues Nefz, ;, Datentransfer, setze= k + 1.
e GOTO1

Box 4.1: Losungsalgorithmus tiir zielorientierte Fehlerschiitzer bei einer nichtlinearen

adaptiven Berechnung

iert.

chge-



5 Numerische Ergebnisse

Im vorliegenden Kapitel soll anhand einiger numerischer Beispiele die Leistungsfa-
higkeit von zielorientierten Fehlerschatzern innerhalb von adaptiven Verfahren gezeigt
werden. Dabei erfolgt immer der Vergleich zu globalen Fehlerschatzern in der Ener-
gienorm. Alle Beispiele wurden mit dem FE-ProgrammNA&EM berechnet. Zur An-
wendung kam jeweils ein Scheibenelement mit bilinearen Ansatzfunktionen.

5.1 Eingespannte Scheibe

In diesem ersten numerischen Beispiel wird eine eingespannte Scheibe mit einem
Schlitz untersucht, siehe Abb. 5.1. Alle Berechnungen erfolgten linear elastisch un-
ter Annahme eines ebenen Spannungszustandes. Das Ziel soll sein, die Spannungen
04, Undo,, im Punktx = (8.0, 3.0) moéglichst genau zu berechnen, d.h.

J(u) = 04.(x) bzw. J(u) = oyy(x).

Als quasi exakte Losung dient eine Vergleichsrechnung mit dem Randelemente Pro-
gramm BE-SHEIBE. Bei einer Berechnung mit einer sehr kleinen Randelementlange
ergaben sich folgende Werte fiir die Spannungen im Punkt

0 = 4.8613kN/m* o, = 7.7547 kN/m?

Diese Werte sollen im Folgenden als Referenzl6siifg.. ;) dienen. Zur Beurteilung
der Schrankeneigenschaften des Fehlerschatzers wird zusatzlich zum berechneten re-
lativen Fehler

(5.1)
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ein relativer Fehlet,., bezogen auf die Referenzlésung ausgewertet. Ferner wird zur
Beurteilung der Effektivitat des Fehlerschatzers der Effektivitatsiddexeingefihrt.
Beide sind definiert durch

J(uref - ’U,h) ‘ Ui
By = |7 Igp = |—"—]. (5.2)
I (tyey) P T ey — )
50 kN
Q
Y9}
E = 3000 kN/m?
o
—| 2 v =0.16
o T t=1.00m
w0
5.0 ,
11.0

Abbildung 5.1: Eingespannte Scheibe mit Schlitz

Die Fehlerschatzey wurden mit Hilfe eines energienormbasierenden Fehlerschatzers
Gl. (3.116) berechnet. Die zu erwartenden Schrankeneigenschaften eines solchen Feh-
lerschétzers sind nicht sehr scharf. In den Tabellen 5.1-5.3 sind die Ergebnisse der
zielorientierten Verfeinerung und der Verfeinerung in der Energienorm dargestellt. Die
Ergebnisse bestatigen die Voraussage. Die berechneten relativen f&héémd auf

einem groben Netz um ein vielfaches grofRer als die relativen Féhlebezogen

auf die Referenzlosung. Entsprechend ist der Verlauf des EffektivitéatsihgexAuf

einem groben Netz ist demnach der auf Fehlerindikatoren basierende Fehlerschatzer
nicht sehr aussagekraftig. Anhand der Werteofiirundo,, erkennt man jedoch, dass

das zielorientierte Verfahren sehr schnell gute Werte fir die gesuchten Spannungen lie-
fert. Das Netz wird mit Hilfe der Fehlerindikatoren derart optimiert, dass die gesuchten
Zielgrol3en gut angenahert werden. Bereits beBg@.Freiheitsgraden erhalt man re-
lative Fehler fiiro,,, von ca.4%, die bei der globalen Verfeinerung in der Energienorm
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erst bei ca2800 Freiheitsgraden erreicht werden. Entsprechend verhalt es sich bei ei-
ner gleichmaRigen Verfeinerung, siehe Abb. 5.2. Fir einen relativen Fehler véi ca.
sind bei einer gleichmé&Rigen Verfeinerung £&)0 Freiheitsgrade notig.

11 T

~© uniform

—x- Energienorm
—+— zielorientiert B

10

yy

relativer Fehler Erel firo

I
5000 6000

Abbildung 5.2: Vergleich der relativen Fehler fiir o, (x) bei verschiedenen Verfeine-

rungsstrategien

Die entstehenden Netze sind in Abb. 5.3 dargestellt. Bei der zielorientierten Verfei-
nerung sind die Netze im Bereich um den Zielpuskt= (8.0, 3.0) stark verfeinert,

da die zu den Spannungen gehdrigen Greenschen Funktionen in diesem Punkt durch
einen Versatz von Eins im Punkterzeugt werden. Um nun diesen Versatz moglichst
gut zu approximieren, muss das Netz an dieser Stelle sehr fein sein, siehe Abb. 5.4.

Obwohl die berechneten Fehlgauf groben Netzen keine guten Schrankeneigenschaf-
ten aufweisen, bestatigen die obigen Aussagen jedoch, dass mit Hilfe der zielorientier-
ten Fehlerindikatoren Netze erzeugt werden, welche mit relativ geringem Aufwand
gute Werte fur die gesuchte Zielgréi3e liefern.
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Tabelle 5.1: Zielorientierte Verfeinerung fiir o, im Punkt x = (8.0, 3.0)

Tabelle 5.2: Zielorientierte Verfeinerung fiir o, im Punkt = (8.0,3.0)

Tabelle 5.3:

DOF | 04 no | %] || Eal%)] | Ly
242 | 4.5486| 7.2525| 159.45 6.43 23.19
452 | 4.7286| 3.8722| 81.89 2.73 29.18
844 | 4.7276| 2.2319| 47.21 2.75 16.69
1584 | 4.7276| 1.2822| 27.12 2.75 9.59
2940 | 4.7204| 0.7270| 15.40 2.89 5.16
5250 | 4.7145| 0.4192| 8.89 3.01 2.86

DOF | oy, n 0" (%] || Eral%] | Iesy
242 | 6.9255| 7.3607| 106.28 10.69 | 8.87
426 | 7.3047| 4.0754| 55.79 5.80 | 9.06
780 | 7.4278| 2.4391| 32.84 421 | 7.46
1414 | 7.4698| 1.4027| 18.78 3.67 | 4.92
2604 | 7.5003| 0.8039| 10.72 3.28 | 3.16
4248 | 7.5115| 0.4966| 6.61 3.13 | 2.04

Verfeinerung in der Energienorm. o, und o, im Punkt z = (8.0, 3.0)

DOF | 04 Tyy Ere1(022)[%] | Erei(oyy)[%]
242 | 4.5486| 6.9255 6.43 10.69
464 | 4.4862| 7.1289 7.72 8.07
846 | 4.4513| 7.1860 8.43 7.33
1558 | 4.4939| 7.3713 7.55 4,94
2800 | 4.6268| 7.4362 4.82 411
5068 | 4.6288| 7.4394 4.78 4.07
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‘J‘r‘ [
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Abbildung 5.3: a) Ausgangsnetz b) Verfeinerung in der Energienorm c) zielorientierte

Verfeinerung fiir o, (x) d) zielorientierte Verfeinerung fiir o, (x)
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Abbildung 5.4: 3D Plot der Greenschen Funktion fiir o, (x)

5.2 Kragscheibe

Im vorliegenden Beispiel wird eine schlanke Kragscheibe mit grof3en Verformungen
untersucht, siehe Abb. 5.5. Dies ist ein typisches Beispiel fir geometrische Nichtli-
nearitat, wobei vorausgesetzt wird, dass zwar grol3e Verformungen, jedoch nur kleine
Verzerrungen entstehen. Alle Berechnungen erfolgten geometrisch nichtlinear unter
Verwendung des St. Venant-Kirchhoff-Materials.

P
\ J
E = 3000 kN/m?
o
N
xr v=20
L] a g
t=1.00m
' 3.5 { Uy
. 10.0 .

Abbildung 5.5: Schlanke Kragscheibe

Kontrolle der Spannungen

Untersucht werden sollen die Spannungenund o, im Punktz = (3.5,0.5). Die
BelastungP = 25 kN wurde hierbei in einem Lastschritt aufgebracht. Da keine ex-
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akte LOsung fiur dieses Problem vorhanden ist, wird als quasi exakte Lésung eine Be-
rechnung auf einem sehr feinen Netz #d00 Freiheitsgraden herangezogen. Hierbei
ergaben sich fir die Spannungen im Punkt (3.5,0.5) folgende Werte:

Ope = —108.91 kN/m? o,y = —11.37 kN/m?

Diese sollen im Folgenden als Referenzldsuitg,.r) dienen. Die Fehlerindikatoren
wurden mittels (4.41) berechnet. Die ermittelten Spannungen sind in den Tabellen 5.4
und 5.5 dargestellt. Man erkennt deutlich, dass sich bei der zielorientierten Verfeine-
rung die resultierenden Spannungen sehr schnell dem quasi exakten Werten néhern.
Betrachtet man beispielsweisg,, dann stellt man fest, dass flr einen relativen Fehler
von 0.87 % nur 870 Freiheitsgrade noétig sind. Im Gegensatz hierzu erfordert die Ver-
feinerung in der Energienor2260 Freiheitsgrade zum Erreichen eines Fehlers von
0.88 %. Dies zeigt die deutliche Uberlegenheit der Dualitatstechniken.

Tabelle 5.4: Lokale Fehler bei zielorientierter Verfeinerung fiir o, (links) und o,
(rechts) im Punkt x = (3.5,0.5)

DOF Oxx Erel [%] DOF Oyy Erel [%]

200 | -105.60| 3.04 200 | -10.09| 11.26
300 | -107.76| 1.06 320 | -10.97| 3.52
490 | -109.17| 0.24 548 | -11.15| 1.93
870 | -109.41| 0.45 970 | -11.27| 0.87
1492 | -109.16| 0.22 1766 | -11.34| 0.26
2476 | -109.10| 0.17 3266 | -11.38| 0.09

Tabelle 5.5: Verfeinerung in der Energienorm. o, und o,, im Punkt x = (3.5,0.5)

DOF Oz Uyy Erel (Uxx) [%] Erel (Uyy)[%]

200 | -105.60| -10.09 3.04 11.26
364 | -105.84| -10.40 2.82 8.53
672 | -108.18| -11.10 0.67 2.37
1238 | -108.14| -11.09 0.71 2.46

2260 | -108.68| -11.27 0.21 0.88
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In den Abbildungen 5.6 und 5.7 sind die Verlaufe der relativen Fehler fur die Spannun-
gen dargestellt. Man erkennt deutlich, dass die Fehler der zielorientierten Fehlerschét-
zung sehr schnell konvergieren. Die zugehdrigen Netze sind in Abb. 5.8 abgebildet.
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Abbildung 5.7: Relativer Fehler fiir o, (x)
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Abbildung 5.8: a) Ausgangsnetz b) Verfeinerung in der Energienorm c) zielorientierte

Verfeinerung fiir o,,(x) d) zielorientierte Verfeinerung fiir o, (x)

Kontrolle der Verschiebung

Um die Leistungsfahigkeit des zielorientierten Fehlerschatzers zu tberprifen, wird
nun die Verschiebung, im Punkta = (10.0,0.0) kontrolliert, d.h.

J(u) = uy(a), (5.3)

siehe Abb. 5.5. Flr eine gewahlte Belastung von= 60 N wurde auf einem sehr
feinen Netz miti200 Freiheitsgraden eine quasi exakte Losungugia) = 6.0853 m
ermittelt. Dieser Wert dient nun als Referenzlosutig,. s). Die zugehorige Verschie-
bungsfigur sowie das Last-Verschiebungsdiagramm sind in Abb. 5.9 dargestellt.

Um den Fehlerschétzer zu bewerten, wird analog zum Beispiel im Kapitel 5.1 der rela-
tive Fehler bezogen auf die Referenzlosut)g mit den berechneten relativen Fehler
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n" verglichen. Als MaR fur die Gute des mittels (4.41) berechneten Fehlers dient
wieder der Effektivitatsindex.,, siehe (5.2). Die Zahlenwerte hierflr sind in Ta-
belle 5.6 aufgefuihrt. Anhand dieser Werte wird deutlich, dass der berechnete Fehler
gut konvergiert, jedoch zu pessimistisch abgeschétzt ist. Im Vergleich mit den auf die
Referenzldsung bezogenen relativen Fehlgra sind die berechneten Fehlgic zu

grof3. Die Verwendung eines Fehlerschatzers der Form (4.41) liefert demnach keine
engen Fehlergrenzen. Mit Hilfe der berechneten Fehlerindikatoren werden aber Netze
generiert, auf denen man sehr schnell gute Werte fiir die gesuchte Zielgré3e erhalt, sie-
he Abb. 5.10. Daher kbnnen Fehlerschatzer der Form (4.41) erfolgreich zur adaptiven
Netzverfeinerung eingesetzt werden.

Tabelle 5.6: Fehlerkontrolle fiir die Verschiebung u,(a)

DOF | uy(a) n |0 %] || Eal%)] | Ly
200 | 6.0241| 0.4024| 6.68 1.01 |6.57
404 | 6.0643| 0.1993| 3.29 0.35 | 9.49
812 | 6.0699| 0.1015| 1.67 0.25 | 6.59
1040 | 6.0746| 0.0772| 1.27 0.18 | 7.21
1302 | 6.0788| 0.0589| 0.97 0.11 | 9.06
1462 | 6.0797| 0.0520| 0.86 0.09 | 9.28

60

50

40

Abbildung 5.9: Verformungsfigur und Last- Verschiebungsdiagramm fiir u,(a)
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Abbildung 5.11: Zielorientierte Verfeinerung fiir u,(a)



6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden die Grundlagen und wichtigsten Konzepte fir zie-
lorientierte Fehlerschatzer bei linearen und nichtlinearen Problemen vorgestellt. Mit
ihrer Hilfe lassen sich Aussagen uUber die Gute einzelner lokaler Werte treffen und es
ist moglich, das Netz innerhalb von adaptiven Verfahren derart zu optimieren, dass die
betrachte lokale Grol3e moglichst genau berechnet werden kann.

Einfihrend wurden zuné&chst die wichtigsten kontinuumsmechanischen Grundgleichun-
gen angegeben, mit deren Hilfe das Randwertproblem der nichtlinearen Elastizitats-
theorie in starker und in schwacher Form sowie deren Linearisierung hergeleitet wur-
den. Am Beispiel der linearen Elastizitatstheorie wurde ein kleiner Uberblick tiber die
bereits schon klassischen globalen Fehlerschatzer gegeben.

Mit Hilfe des Projektionssatzes konnte gezeigt werden, dass bei der Berechnung von
linearen Problemen mit finiten Elementen, jede beliebige lokale oder globale Grol3e
aus dem Skalarprodukt der projizierten Greenschen Funktion und der gegeben Belas-
tung berechnet werden kann. Hieraus resultiert, dass die Glte einzelner Gro3en di-
rekt abhangig ist vom Approximationsfehler in der Greenschen Funktion. Dies ist die
Motivation fur die zielorientierten Fehlerschétzer. Fir lineare Probleme wurden Ver-
feinerungsindikatoren und Fehlerschatzer fir die als Dualitatstechniken bezeichneten
Methoden vorgestellt.

Im Anschluss daran wurde das Konzept der zielorientierten Fehlerschatzer auf nicht-
lineare Probleme Ulbertragen und es wurden die wichtigsten Aspekte sowie der Ge-
samtalgorithmus einer nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung vorgestellt. Die Feh-
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lerschatzung erfolgt hierbei am linearisierten Problem, so dass die fur lineare Proble-
me vorgestellten Methoden direkt auf nichtlineare Problemstellungen anwendbar sind.
Ebenso wird das duale Problem am betrachteten Linearisierungspunkt formuliert. Die
Berechnung des dualen Problems erfordert im Verhaltnis zum gesamten nichtlinearen
Losungsprozess relativ wenig Aufwand, da nur ein weiteres lineares Problem geldst
werden muss.

Anhand von numerischen Beispielen fur linear-elastische und geometrisch nichtlineare
Probleme konnte die Leistungsfahigkeit der Dualitatstechniken veranschaulicht wer-
den. Die Methode erweist sich im Vergleich zu Verfeinerungsstrategien mit globalen

Fehlerschétzern in der Energienorm als sehr effizient.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ausschliel3lich Diskretisierungsfehler betrachtet. Die
Fehler innerhalb von numerischen Berechnungen resultieren jedoch auch aus ande-
ren Fehlerquellen, wie beispielsweise den Modellierungsfehlern. Diese sollten bei der
Formulierung von Fehlerschatzern einbezogen werden. Die Beriicksichtigung dieser
Fehler ist Gegenstand der aktuellen Forschung, siehe hieban @ [33]. Das Ziel

muss sein, Fehlerschatzer zu konstruieren, welche auf die unterschiedlichsten physika-
lischen Probleme angewendet werden kénnen und verlassliche Fehlergrenzen liefern.
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