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Verzeichnis der Symbole

Kontinuumsmechanik
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1 Einleitung

In den letzten Jahrzehnten hat sich die Methode der finiten Elemente zu einem wir-

kungsvollen Werkzeug innerhalb des Ingenieurwesens und der angewandten Physik

entwickelt. Mit ihrer Hilfe können die unterschiedlichsten Rand- und Anfangswert-

probleme numerisch gelöst werden. Die Lösung dieser Probleme ist – bis auf weni-

ge Ausnahmen – immer fehlerbehaftet. Die Fehler setzen sich hierbei unter anderem

aus Diskretisierungsfehlern in Raum und Zeit, Geometriefehlern und Modellfehlern

zusammen. Die Modellfehler resultieren durch die falsche Wahl des betrachteten Mo-

dells. Beispielsweise können die Fehler aus der Approximation eines dreidimensiona-

len Problems durch ein zweidimensionales Modell resultieren. Ferner stellt die falsche

Wahl des Materialmodells eine erhebliche Fehlerquelle dar, da das tatsächliche Ver-

halten des betrachteten Materials nur unzureichend wiedergegeben wird. Im Rahmen

dieser Arbeit soll die Betrachtung von Diskretisierungsfehler im Mittelpunkt stehen.

Da analytische Lösungen der gegebenen Probleme im Allgemeinen nicht bekannt sind,

können die auftretenden Fehler nur abgeschätzt werden. In den letzten zwei Jahrzehn-

ten wurden zahlreiche Strategien entwickelt, um die Diskretisierungsfehler abschätzen

zu können und um innerhalb von adaptiven Verfahren das Netz derart zu optimieren,

dass der globale Fehler unterhalb einer vorgegeben Toleranz bleibt. Die Abschätzung

des globalen Fehlers erfolgt in einer geeigneten Norm. Häufig wird hierfür die Ener-

gienorm verwendet, da dieser eine physikalische Bedeutung zugemessen werden kann

und weil sie äquivalent zu den üblichen Sobolev-Normen ist.

Alle globalen Fehlerschätzer liefern Informationen über den globalen Fehler gemes-

sen in einer geeigneten Norm, jedoch keine Aussagen über die Güte einzelner loka-
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ler Werte, wie beispielsweise Verschiebungen oder Spannungen in einem bestimm-

ten Punkt. Aus diesem Grund sind in der letzten Zeit Methoden entwickelt worden,

welche gezielt den Fehler in einer lokalenZielgrößeabschätzen. Bei den so genann-

tengoal-orientedoderzielorientiertenFehlerschätzer wird zusätzlich zum gegebenen

Problem eindualesProblem formuliert und gelöst, weshalb diese Methoden auch als

Dualitätstechnikenbezeichnet werden. Die Motivation hierfür liefern die Greenschen

Funktionen. Mit ihrer Hilfe lassen sich in der klassischen Statik lokale und globale

Weg- oder Kraftgrößen berechnen. Es kann gezeigt werden, dass auch bei der Berech-

nung mit finiten Elementen jede lokale Größe mit Hilfe der zugehörigen Greenschen

Funktion berechnet werden kann [18], [24]. Hierbei wird jedoch nicht mehr die exakte

Greensche Funktion, sondern eine auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche

Funktion verwendet, welche in der Regel nur eine Näherung darstellt. Der Fehler einer

lokalen Größe ist damit direkt abhängig vom Approximationsfehler in der Greenschen

Funktion, d.h. vom Abstand zwischen der echten Greenschen Funktion und der FE-

Approximation der Greenschen Funktion. Bei linearen Problemen wurde diese Tech-

nik vielfach erfolgreich angewendet. Innerhalb von adaptiven Verfahren können Netze

konstruiert werden, welche optimal bezüglich einer gesuchten lokalen Größe sind.

Bei nichtlinearen Problemen existieren keine Greenschen Funktionen im üblichen Sinn.

Die Technik lässt sich jedoch auch auf nichtlineare Probleme übertragen. Hierbei wird

das duale Problem für das linearisierte ursprüngliche Problem formuliert und gelöst.

In der vorliegenden Arbeit soll nun diese Technik vorgestellt werden.

Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunächst einige kontinuumsmechanische Grundlagen angegeben.

Ausgehend vom Randwertproblem der nichtlinearen Elastizitätstheorie wird die zuge-

hörige schwache Formulierung sowie deren Linearisierung hergeleitet. Anhand eines

einfachen Beispiels wird abschließend die Vorgehensweise zur Lösung nichtlinearer

Probleme veranschaulicht.

In Kapitel 3 werden zunächst die bereits schon klassischen Fehlerschätzer für linea-

re Probleme vorgestellt. Als Modellproblem dient hierbei das Randwertproblem der
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linearen Elastizitätstheorie. Anschließend werden die zielorientierten Fehlerschätzern

für lineare Probleme motiviert und diskutiert.

In Kapitel 4 werden Fehlerschätzer für nichtlineare Probleme vorgestellt. Die zielori-

entierten Fehlerschätzer werden ganz allgemein auf nichtlineare Probleme übertragen.

Abschließend erfolgt dann ein kurzer Blick auf Adaptionsstrategien und praktische

Aspekte innerhalb einer nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung.

In Kapitel 5 soll anhand einiger numerischer Beispiele die hier gezeigte Technik ver-

anschaulicht werden.

In Kapitel 6 erfolgen dann abschließend eine Zusammenfassung und ein kurzer Aus-

blick.

Implementierung in ein FE-Programm

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die hier vorgestellte Technik für ein geometrisch

nichtlineares Scheibenelement mit bilinearen Ansätzen umgesetzt. Das Ganze wurde

hierbei in das Programm WINFEM implementiert, ein FE-Programm zur Berechnung

von Scheibenproblemen, welches im Fachgebiet Baustatik der Universität Kassel ent-

wickelt wurde.

Folgende Punkte wurden realisiert:

• Berechnung des äquivalenten FE-Lastfalls für das geometrisch nichtlineare Schei-

benelement mit bilinearen Ansätzen.

• Einbindung eines adaptiven Verfahrens in den nichtlinearen Lösungsalgorith-

mus.

• Implementierung der zielorientierten Fehlerschätzung für das oben genannte nicht-

lineare Element.

Das Programm sowie der gesamte Quellcode sind auf der beiliegenden CD-ROM ent-

halten. Weitere Informationen zu WINFEM findet man auch auf den Internetseiten

des Fachgebietes Baustatik der Universität Kassel.



2 Die Grundgleichungen

Im vorliegenden Kapitel werden die Grundgleichungen eingeführt, welche im Rahmen

dieser Arbeit Verwendung finden. Ausgehend vom Randwertproblem der nichtlinearen

Elastizitätstheorie wird die zugehörige Variationsformulierung sowie die zur numeri-

schen Lösung erforderliche Linearisierung angegeben. Ferner werden die entstehenden

Gleichungen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode in diskrete Gleichungen über-

führt. Abschließend wird die prinzipielle Vorgehensweise bei nichtlinearen Problemen

an einem einfachen Beispiel veranschaulicht.

2.1 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Im Folgenden werden einige kontinuumsmechanische Grundgleichungen angegeben.

Auf die Herleitung wird dabei weitestgehend verzichtet. Ausführliche Darstellungen

findet man beispielsweise in [10], [39], [44].

2.1.1 Gebiet und Rand

Ein GebietΩ bezeichnet im Folgenden eine offene, beschränkte und zusammenhän-

gende Teilmenge des IRn mit dem RandΓ . Die Vereinigung von Gebiet und Rand ist

mit

Ω̄ = Ω ∪ Γ (2.1)
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definiert. Der RandΓ soll die Lipschitz-Stetigkeit erfüllen, da dann entlang des Randes

ein eindeutiger äußerer Normaleneinheitsvektor existiert, d.h. ein Vektorn = niei mit

|n| = 1, welcher aus dem Inneren von̄Ω in die Umgebung zeigt. Ferner kann der Rand

Γ in einen Dirichlet-AnteilΓD und einen Neumann-AnteilΓN zerlegt werden.

Γ = ΓD + ΓN (2.2)

Auf ΓN sind Spannungsrandbedingungen in Form von Belastungent̄ und aufΓD Ver-

schiebungsrandbedingungenū vorgeschrieben.

2.1.2 Deformation und Verzerrung

Bei einer Deformation ändert ein Körper seine Form und seine Lage. Die Deformation

ist eine Abbildungϕ der vom Körper eingenommenen TeilmengeΩ auf die Bildmenge

ϕ(Ω).

ϕ : Ω → IR3 (2.3)

Dabei bezeichnet man die UrbildmengeΩ als Referenzkonfiguration oder undefor-

mierte Konfiguration. Die Bildmengeϕ(Ω) ist die deformierte Konfiguration.

Für einen PunktX ∈ Ω bezeichnetx := ϕ(X) ∈ ϕ(Ω) den entsprechenden Punkt in

der deformierten Konfiguration. Die Bewegung des Körpers ist eine Folge von Konfi-

gurationenϕt : Ω → IR3. Für den Ort des PunktesX zur Zeitt gilt

x = ϕt(X) = ϕ(X, t) . (2.4)

Der Verschiebungsvektoru(X, t) wird als Differenz der Ortsvektoren der Momentan-

und Ausgangskonfiguration eingeführt

u(X, t) := ϕ(X, t)−X . (2.5)

Zur lokalen Beschreibung des Deformationsprozesses führt man denDeformations-

gradientF ein. Dieser ist definiert durch

F := ∇ϕ =
∂x

∂X
. (2.6)
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Mit ϕ(X, t) = x = X + u(X, t) lässt sich der Deformationsgradient auch folgen-

dermaßen darstellen:

F = ∇ϕ = ∇ (X + u(X, t)) = I +∇u (2.7)

Die Deformation eines Körpers muss eine eindeutige (umkehrbar eindeutige) Abbil-

dung vonΩ aufϕ(Ω) sein. Hieraus folgt, dassF nicht singulär sein darf. Dies bedeu-

tet, dass die zugehörigeJacobi-DeterminateJ der Bedingung

J = detF 6= 0 (2.8)

genügen muss. Ferner ist zu fordern, dassJ > 0 ist, um Selbstdurchdringungen eines

Körpers auszuschließen.

Als Verzerrungsmaß wird derGreen-LagrangescheVerzerrungstensor

E :=
1

2
(F T F − I) (2.9)

eingeführt, welcher auf die Referenzkonfiguration bezogen ist. Mit der Definition des

DeformationsgradientenF = I +∇u, lässt sich dieser darstellen als

E =
1

2
(∇u +∇uT +∇uT∇u) . (2.10)

Im Bereich kleiner Verschiebungen können aufgrund der infinitesimalen Verschie-

bungsableitungen die quadratischen Glieder vernachlässigt werden und der Green-

Lagrangesche Verzerrungstensor geht in den linearisierten Verzerrungstensor über

ε :=
1

2
(∇u +∇uT ) . (2.11)

2.1.3 Gleichgewichtsaussagen

Auf eine Struktur wirken verschiedene Arten äußerer Kräfte. Dies sind Volumenkräfte

p in Ω und Flächenkräftēt aufΓN . Ferner wirken auf die Struktur noch Trägheitskräfte

ρ ẍ. Diese werden jedoch im Rahmen dieser Arbeit vernachlässigt, da ausschließlich

statische (zeitunabhängige) Probleme betrachtet werden. Nach dem Gleichgewichts-

prinzip müssen alle auf eine Struktur wirkenden äußeren Kräfte verschwinden∫
Γ

t̄ ds +

∫
Ω

p dΩ = 0 . (2.12)
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Nach demCauchy Theorem

t = σ n = t̄ (2.13)

kann der Spannungsvektort auf jedem Punkt des Randes aus demCauchy-Spannungstensor

σ und dem äußeren Normalenfeldn berechnet werden. Nach Einsetzen in (2.12) und

unter Anwendung des Divergenztheorems erhält man die lokale Gleichgewichtsbedin-

gung in der Momentankonfiguration∫
Ω

(div σ + p) dΩ = 0 . (2.14)

⇐⇒

divσ + p = 0 in Ω

u = ū aufΓD (2.15)

t = σ n = t̄ aufΓN

Die Cauchy-Spannungenσ in (2.15) beschreiben den Spannungszustand in der Mo-

mentankonfigurationϕ(Ω), d.h. in dem noch zu bestimmenden Zustand. Durch Ein-

führung des1. Piola-KirchhoffschenSpannungstensorsP = JσF−T kann die Gleich-

gewichtsbedingung auf die Referenzkonfiguration bezogen werden:

div P + p = 0 (2.16)

DaP unsymmetrisch ist, wird zweckmäßigerweise ein neuer Spannungstensor einge-

führt. Der so genannte2. Piola-KirchhoffscheSpannungstensorS = F−1P entsteht

durch die vollständige Rücktransformation desCauchySpannungstensors auf die Re-

ferenzkonfiguration und ist symmetrisch. MitP = FS = (I +∇u)S folgt aus (2.16)

div (S +∇u S) + p = 0 . (2.17)

2.1.4 Konstitutive Gleichungen

Um ein Randwertproblem vollständig lösen zu können, werden zusätzlich zu Spannungs-

und Verzerrungsgrößen noch Materialgleichungen benötigt. In der Kontinuumsmecha-

nik werden diese Gleichungen auch als konstitutive Gleichungen bezeichnet.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird dasSt. Venant-Kirchhoff-Materialbetrachtet. Dieses

Materialmodell beschreibt ein linear elastisches Material, welches temperaturunabhän-

gig, homogen und isotrop ist. In Bezug auf die Referenzkonfiguration wird das Mate-

rialgesetz zwischen dem zweitenPiola-KirchhoffschenSpannungstensorS und dem

Green-LagrangeschenVerzerrungstensorE gebildet, wobei vorausgesetzt wird, dass

eine (ausreichend oft differenzierbare) FormänderungsenergiefunktionW = Ŵ (E(u))

existiert, welche der materiellen Objektivität1 genügt.

S =
∂W

∂E
= C[E] (2.18)

Der MaterialtensorC wird durch partielle Ableitung der Spannungen nach dem Green-

schen Verzerrungstensor gebildet

C =
∂2W

∂E ∂E
=

∂S

∂E
. (2.19)

Die konstitutive Gleichung desSt. Venant-KirchhoffMaterials lautet

S =
∂W

∂E
= C[E] = 2µ E + λ(sp E) I . (2.20)

Hierbei bezeichnen

µ =
E

2(1 + ν)
und λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
. (2.21)

die Lamé Konstanten, welche experimentell bestimmt werden können. Für den Fall

kleiner Verschiebungen gilt die obige Beziehung auch für die Cauchy-Spannungen

und den linearisierten Verzerrungstensor (2.11)

σ = C[ε] = 2µ ε + λ(sp ε) I . (2.22)

Bemerkung 2.1 Die Anwendbarkeit dieses Materialmodells beschränkt sich auf große

Verschiebungen und kleine Verzerrungen. Trotz der linearen Beziehung zwischen dem

zweitenPiola-KirchhoffschenSpannungstensor und demGreen-LagrangeschenVer-

zerrungstensor bleibt die geometrische Nichtlinearität vollständig erhalten.

1Das Prinzip der materiellen Objektivität besagt, dass die konstitutiven Gleichungen unabhängig vom

Bewegungszustand des Beobachters sein müssen [39].
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2.2 Das Randwertproblem und die schwache Form

2.2.1 Das Randwertproblem

Ausgangspunkt für die Berechnung von Randwertproblemen mit hyperelastischen Ma-

terialien ist das gekoppelte System von partiellen Differentialgleichungen, bestehend

aus den kinematischen Beziehungen (2.10), dem Materialgesetz (2.18) und der lokalen

Gleichgewichtsbedingung (2.17):

E =
1

2
(∇u +∇uT +∇uT∇u)

S =
∂W

∂E
(2.23)

−div (S +∇u S) = p

mit den Verschiebungsrandbedingungenu = ū aufΓD und den Spannungsrandbedin-

gungent(S, u) = t̄ auf dem komplementären RandΓN . Hierbei bezeichnet

t(S, u) := (S +∇u S)n (2.24)

den Spannungsvektor auf einem Punkt des Randes undn den nach außen gerichteten

Normalenvektor.

Das obige Problem (2.23) kann durch Einsetzen der Spannungen und Verzerrungen in

die Gleichgewichtsbedingung in ein Problem überführt werden, welches nur noch von

den Verschiebungen abhängt. Bei Verwendung desSt. Venant-Kirchhoff-Materials

S =
∂W

∂E
= C[E] = 2µE + λ(tr E) I (2.25)

lassen sich die2. Piola-KirchhoffschenSpannungen in Abhängigkeit von der Defor-

mationu angeben:

S(u) := µ (∇u +∇uT ) + λ (tr∇u) I

+ µ (∇uT ∇u) +
1

2
λ (tr (∇uT ∇u)) I

(2.26)
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Durch Einsetzen vonS(u) in die Gleichgewichtsbedingung−div (S + ∇u S) = p

lässt sich das Randwertproblem nun folgendermaßen formulieren: Finde einu ∈ C2,

welches die nichtlineare Gleichung

A(u) = p in Ω (2.27)

und die zugehörigen Randbedingungen

u = ū aufΓD und t(S, u) = t̄ aufΓN

erfüllt.

Der nichtlineare DifferentialoperatorA = (Ai) ist hierbei definiert durch

A(u) :=− [ µ ∆u + (λ + µ)∇ div u ]− div

[
µ (∇uT ∇u)

+
1

2
λ (tr (∇uT ∇u)) I + µ∇u(∇u +∇uT )

+ λ∇u(tr∇u) + µ∇u(∇uT ∇u)

+
1

2
λ∇u(tr (∇uT ∇u)) I

]
.

(2.28)

Jedesu ∈ C2m(Ω), welches die Differentialgleichung (2.27) und die zugehörigen

Randbedingungen in jedem Punktx ∈ Ω erfüllt, bezeichnet man als starke Lösung des

Randwertproblems. Hierbei bezeichnet2m die Ordnung der Differentialgleichung. Sie

entspricht der höchsten vorkommenden Ableitungsstufe vonu. Im vorliegenden Fall

ist 2m = 2, d.h. es handelt sich um eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Bemerkung 2.2 Bei Verwendung von linearen Materialgesetzen, wie demSt. Venant-

Kirchhoff-Material, können folgende Bemerkungen gemacht werden:

• Der erste Term[·] der rechten Seite von (2.28) repräsentiert den linearen An-

teil der Differentialgleichung und entspricht genau der Laméschen Verschie-

bungsdifferentialgleichung der linearen Elastizitätstheorie, siehe Kapitel 3.1.1

Gl. (3.5).
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• Mit der Definition der1. Piola-KirchhoffschenSpannungenP = FS = S +

∇u S erkennt man an (2.28), dass die einzelnen Komponenten vonP (u) Poly-

nome 3. Grades in den partiellen Ableitungen vonu enthalten.

• Für den Beweis der Existenz der Lösung müssen die Lamé Konstanten die Un-

gleichungenµ > 0 undλ > −2
3
µ erfüllen, vgl. CIARLET in [10].

2.2.2 Schwache Form des Gleichgewichts

Abgesehen von einigen Spezialfällen ist eine analytische Lösung des Randwertpro-

blems (2.27) im Allgemeinen nicht möglich. Um dennoch Lösungen für gegebene

Probleme finden zu können, wird der Begriff der schwachen Lösung eingeführt. Dazu

überführt man das Randwertproblem in eine formal äquivalente schwache Formulie-

rung.

Zur Herleitung einer schwachen Formulierung wird (2.27) skalar mit einer vektor-

wertigen Testfunktionv = (vi) multipliziert. Es sei hierbeiΩ ⊆ IR3 ein Gebiet mit

Lipschitz-stetigen Rand und{u, v} ∈ C2×C1. Ferner seiv = 0 aufΓD. Die Integra-

tion über das gesamte Gebiet ergibt dann∫
Ω

A(u) •v dΩ =

∫
Ω

p •v dΩ . (2.29)

Partielle Integration des linken Terms und Anwendung des Divergenztheorems liefert∫
Ω

A(u) •v dΩ = −
∫

Ω

div (S +∇u S) •v dΩ

=

∫
Ω

(S +∇u S) •∇v dΩ −
∫

Γ

t(S, u) •v ds .

(2.30)

Aufgrund der Symmetrie vonS gilt

(S +∇u S) •∇v = (I +∇u) S •∇v = S • (I +∇u)T ∇v

= S •
1

2
[ (I +∇u)T ∇v +∇vT (I +∇u) ]

= S •
1

2
(∇v +∇vT +∇uT ∇v +∇vT ∇u)

= S •Eu(v) .

(2.31)
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Der hierbei entstehende Tensor

Eu(v) :=
1

2
(∇v +∇vT +∇uT ∇v +∇vT ∇u) (2.32)

ist gerade das Gateaux Differential[
d

dε
E(u + ε v)

]
ε=0

= Eu(v) (2.33)

des TensorsE(u), d.h.Eu(v) bezeichnet die Variation desGreen-LagrangeschenVer-

zerrungstensors, vgl. [22].

Nach dem Zusammenfassen der obigen Beziehungen und Einarbeitung der Spannungs-

randbedingungent(S, u) = t̄ erhält man die schwache Form des Gleichgewichts

G(u, v) =

∫
Ω

S •Eu(v) dΩ︸ ︷︷ ︸
δAi

−
∫

Ω

p •v dΩ −
∫

ΓN

t̄ •v ds︸ ︷︷ ︸
δAa

= 0 . (2.34)

Diese Formulierung bezeichnet man auch als ersteGreensche Identitätoder alsPrinzip

der virtuellen Verschiebungen, wo ja bekanntlich gilt:δAi − δAa = 0.

Für die virtuelle innere Arbeit wird die Bezeichnung

a(u; v) := (S(u), Eu(v)) =

∫
Ω

S •Eu(v) dΩ (2.35)

und für die virtuelle äußere Arbeit die Bezeichnung

F (v) := (p, v) + (t̄, v) =

∫
Ω

p •v dΩ +

∫
ΓN

t̄ •v ds (2.36)

eingeführt. Hierbei ista(.; .) eine Semilinearform, d.h. linear im zweiten Argument

undF (.) eine Linearform. Als Lösungs- und Testraum dient der Sobolev-Raum

V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 aufΓD} . (2.37)

Das zum Randwertproblem (2.27) gehörige Variationsproblem lautet dann: Finde ein

u ∈ V , welches die nichtlineare Variationsgleichung

a(u; v) = F (v) ∀ v ∈ V (2.38)

erfüllt.
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Die Lösung dieser Variationsgleichung bezeichnet man alsschwacheLösung des Rand-

wertproblems. Jede starke Lösungu ∈ C2m(Ω) von (2.27) ist auch eine schwache

Lösung. Genügt umgekehrt einu ∈ C2m(Ω) für jedes beliebigev ∈ Cm(Ω) der

schwachen Form, dann ist es auch eine Lösung des Randwertproblems, vgl. [18]. For-

dert man andererseits nuru ∈ Cm(Ω), dann gibt es noch schwache Lösungen, selbst

wenn keine starken Lösungen mehr existieren.

2.2.3 Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts

Zur Lösung nichtlinearer Problemstellungen ist eine Linearisierung der betrachteten

Gleichungen nötig. Die Lösung von nichtlinearen Problemen erhält man dann durch

die Lösung mehrerer linearer Probleme innerhalb eines iterativen Algorithmus, wie

z.B. demNewton-Raphson-Verfahren. Die Linearisierung erfolgt durch eine Entwick-

lung in eine Taylor-Reihe an einem bekannten Deformationszustandū. In diesem De-

formationszustand herrscht Gleichgewicht.

Die formale Linearisierung der schwachen Form (2.34) lautet :

L [G(u, v)]u=ū = G(ū, v) +DG(ū, v) •u∆ +R (2.39)

Der RestR enthält Terme höherer Ordnung und kann in der Regel vernachlässigt wer-

den. Die Linearisierung der schwachen Form (2.34) beschränkt sich auf die virtuelle

innere Arbeit

a(u; v) :=

∫
Ω

S •Eu(v) dΩ , (2.40)

da alle anderen Terme von der Deformation unabhängig sind. Dies setzt voraus, dass

die Belastung deformationsunabhängig ist (konservative Kräfte). Die Linearisierung

der virtuellen inneren Arbeit in Richtung des Verschiebungsinkrementesu∆ an der

Stelleu = ū ist das Gateaux Differential

aT (ū; u∆, v) := DG(ū, v) •u∆ =

[
d

dε
a(ū + ε u∆, v)

]
ε=0

=

∫
Ω

[∇u∆ S •∇v + Eu(v) •C[Eu(u∆)]] dΩ .

(2.41)
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Abschließend lässt sich mit Hilfe von (2.36) die Linearisierung der schwachen Form

folgendermaßen anschreiben

a(ū; v)− F (v) + aT (ū; u∆, v) = 0 (2.42)

bzw.

aT (ū; u∆, v) = F (v)− a(ū; v) . (2.43)

2.3 Die Methode der finiten Elemente

Im Rahmen der Methode der finiten Elemente finden verschiedene Approximationen

statt. Ein Teil ist hierbei die Diskretisierung des betrachteten Gebietes. Ziel ist es, das

Gebiet durch finite Elemente so gut wie möglich anzunähern. Ein zweiter Teil besteht

in der Approximation der Feldgrößen, wie Verschiebungen, Spannungen etc.

2.3.1 Diskretisierung

Die Diskretisierung des Gebietes̄Ω erfolgt durch die Unterteilung des Gebietes in

einfach zu beschreibende Teilgebiete, die finiten ElementeΩe:

Ω ≈ Ωh :=
⋃

Ωe∈Ωh

Ωe (2.44)

Der RandΓe = ∂Ωe eines finiten ElementesΩe setzt sich aus Kanten (2D) oder Flächen

(3D) zusammen, welche im Folgenden mitγ(Ωe) bezeichnet werden. Damit lässt sich

die Menge aller Kanten bzw. Flächen darstellen als

Γh =
⋃

γ∈Γh

γ(Ωe) . (2.45)

Das durch die Diskretisierung entstehende FE-Netz muss zulässig sein, d.h. folgende

Eigenschaften müssen erfüllt werden:

1. Ω̄ =
⋃

Ωe∈Ωh
Ωe.
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2. Alle Ωe müssen ein positives Volumen besitzen.

3. Zwei ElemneteΩe dürfen sich entweder in einem gemeinsamen Punkt, einer

gemeinsamen Kante, einer gemeinsamen Fläche oder gar nicht schneiden.

2.3.2 Das Galerkin-Verfahren

Zur numerischen Lösung des stetigen schwachen Problems (2.38)

a(u; v) = F (v) ∀ v ∈ V

wird dieses in ein diskretes Problem überführt. Die alsGalerkin-Verfahren bekannte

Diskretisierung dieser Gleichung besteht nun darin, sie nicht mehr im unendlich di-

mensionalen RaumV , sondern im endlich dimensionalen TeilraumVh ⊂ V zu lösen.

Für die Näherungslösunguh gilt daheruh ∈ Vh ⊂ V . Das zum stetigen Variations-

problem (2.38) gehörige diskrete Variationsproblem lautet dann: Finde einuh ∈ Vh,

welches die Gleichung

a(uh; vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh ⊂ V (2.46)

erfüllt.

Im Rahmen des Galerkin-Verfahrens können prinzipiell unterschiedliche Ansatz- und

Testfunktionen verwendet werden. Hieraus resultieren jedoch unsymmetrische System-

matrizen, was einen erhöhten numerischen Aufwand nach sich zieht. Im Rahmen die-

ser Arbeit wird ausschließlich dasBubnov-Galerkin-Verfahren angewandt, bei dem für

die Ansatz- und Testfunktionen dieselben Funktionen verwendet werden.

Die FE-Diskretisierung erfolgt durch Einführung der FE-Approximation füru:

uh =
DOF∑
i=1

ui φi(x) . (2.47)

Hierbei bezeichnetφi(x) die Einheitsverschiebungsfelder der Freiheitsgradeui, wel-

che im Fall einer Scheibe die Form

φ1 =

[
φ1

0

]
φ2 =

[
0

φ1

]
φ3 =

[
φ2

0

]
· · · (2.48)
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besitzen. Wählt man als Testfunktionvh = φi ∈ Vh, so folgt für (2.46)∫
Ω

S(uh) •Eu(φi) dΩ︸ ︷︷ ︸
ki

=

∫
Ω

p •φi dΩ +

∫
ΓN

t̄ •φi ds︸ ︷︷ ︸
fi

(2.49)

bzw. nach Assemblierung aller Elemente

k(u) = f . (2.50)

Hierbei bezeichnetk(u) den Vektor der inneren Kräfte und der Vektorf erfasst alle

auf die Struktur wirkenden äußeren Kräfte. Die Struktur befindet sich im Gleichge-

wicht, wennk(u) = f . Diese Beziehung ist immer noch nichtlinear inu.

Zur numerischen Lösung wird nun die linearisierte Gleichung (2.43)

aT (ū; u∆, v) = F (v)− a(ū; v)

diskretisiert. Dies führt auf das lineare Gleichungssystem

KT (ū) u∆ = f − k(ū) (2.51)

zur Bestimmung des Verschiebungsinkrementesu∆, wobei KT (ū) als tangentiale

Steifigkeitsmatrix bezeichnet wird. SowohlKT (ū) als auchk(ū) sind am betrachte-

ten Linearisierungspunkt̄u auszuwerten. Ausführliche Darstellungen zur Bestimmung

dieser Größen für viele verschiedene Strukturelemente findet man in [44].

2.3.3 Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme

Die numerische Lösung nichtlinearer Problemstellungen wird durch Anwendung ite-

rativer Verfahren bestimmt. Aufgrund seiner quadratischen Konvergenz in der Nähe

der Lösung wird häufig dasNewton-Raphson-Verfahren zur Lösung von nichtlinearen

Gleichungen benutzt. Hierbei löst man ausgehend von einem bekannten Deformati-

onszustand (2.51) iterativ, bis ein neuer Gleichgewichtszustand gefunden wurde. Der

neue Gleichgewichtspunkt ist erreicht, wenn die Ungleichgewichtskräftef − k(ū)

minimiert sind.
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In der Praxis wird die gesamte Belastung in Lastinkremente zerlegt, so dass das Newton-

Raphson-Verfahren für jeden Lastschritt angewendet wird. Als Startwert für das Ver-

fahren kann beispielsweise eine lineare Berechnung mit verminderter Belastung die-

nen. In Box2.1 ist in vereinfachter Form der Algorithmus dargestellt. Der gezeigte

Algorithmus ist dann in jedem Lastschritt anzuwenden.

Berechne Startwertu0, z.B. durch eine lineare Berechnung oder setzeu0 = 0.

Initialisieren: i = 0, u∆ = 0, ui = u0, Konvergenz = false

do

1. Berechnek(ui) undKT (ui)

2. Berechne aktuelles Verschiebungsinkrementu∆i+1
aus

KT (ui) u∆i+1
= f − k(ui)

3. Berechne aktuelle Verschiebung:

ui+1 = u∆i+1
+ ui

4. Konvergenztest:

||f − k(ui+1)||

{
> TOL → i = i + 1

≤ TOL → Konvergenz = true

while Konvergenz = false

Box 2.1: Newton-Raphson-Verfahren

2.4 Beispiel Zugstab

Am Beispiel eines nichtlinearen Zugstabs mit großen Verformungen sollen die Varia-

tionsformulierung, der Linearisierungsprozess und die numerische Lösung mittels des

Newton-Raphson-Verfahrens veranschaulicht werden.
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Im eindimensionalen Fall geht der VerzerrungstensorE(u) mit ∇u = u1,1 = u′ über

in

εx(u) = u′ +
1

2
u′2 . (2.52)

Mit S = Sx = E εx erhält man aus der Gleichgewichtsbedingung (2.23)

−div(S + u′S) = px (2.53)

bzw.

−div

[
E ( u′ +

1

2
u′2 ) + u′E ( u′ +

1

2
u′2 )

]
= px . (2.54)

Unter Annahme einer konstanten QuerschnittsflächeA folgt mit Apx = p die Ver-

schiebungsdifferentialgleichung für den nichtlinearen Zugstab

A(u) := −EA

[
u′ +

1

2
u′2 + u′ ( u′ +

1

2
u′2 )

]′
= p . (2.55)

Die Schwache Form von (2.55) erhält man durch Multiplikation mit einer Testfunktion

v ∈ V := H1 und anschließender partieller Integration des linken Terms,∫ l

0

A(u) • v dx =

∫ l

0

S • εu(v) A dx− [(S + u′S) • v A]l0

=

∫ l

0

p • v dx .

(2.56)

Mit N = A(S + u′S) lautet die erste Greensche Identität somit

G(u, v) =

∫ l

0

S • εu(v) A dx−
∫ l

0

p • v dx− [N • v]l0 = 0 . (2.57)

Der entstehende Ausdruck

εu(v) := v′ + u′v′ (2.58)

ist gerade das Gateaux Differential vonε(u):

εu(v) =

[
d

dη
ε(u + ηv)

]
η=0

=

[
d

dη

(
(u + ηv)′ +

1

2
(u + ηv)′2

)]
η=0

= v′ + u′v′

(2.59)
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Dies führt mit

a(u; v) :=

∫ l

0

S • εu(v) A dx =

∫ l

0

E( u′ +
1

2
u′2 )( v′ + u′v′ ) A dx (2.60)

und

F (v) :=

∫ l

0

p • v dx + [N • v]l0 (2.61)

auf das folgende stetige Variationsproblem: Finde einu ∈ V , welches die nichtlineare

Variationsgleichung

a(u; v) = F (v) ∀ v ∈ V (2.62)

erfüllt.

Zur numerischen Lösung dieser nichtlinearen Gleichung ist eine Linearisierung an ei-

nem bekannten Deformationszustand nötig. Die Linearisierung der virtuellen inneren

Arbeit a(u, v) in Richtung des Verschiebungsinkrementesu∆ ist das Gateaux Diffe-

rential

aT (u; u∆, v) :=

[
d

dη
a(u + ηu∆; v)

]
η=0

=

∫ l

0

[u′∆S(u) v′ + εu(v) E εu(u∆)] A dx

(2.63)

mit

εu(u∆) := u′∆ + u′u′∆ . (2.64)

Vollständig ausgeschrieben und zusammengefasst erhält man

aT (u; u∆, v) =

∫ l

0

EA

[
v′

(
1 + 3u′ +

3

2
u′2

)
u′∆

]
dx . (2.65)

Die Linearisierung der schwachen Form an der Stelleu lässt sich wie folgt angeben:

aT (u; u∆, v) = F (v)− a(u; v) (2.66)

Die Diskretisierung von (2.66) erhält man in bekannter Weise durch Einführung der

FE-Approximation füru, v undu∆. Betrachtet wird hierbei der in Abb. 2.1 dargestellte

Zugstab.

aT (uh; u∆h
, vh) = F (vh)− a(uh; vh) (2.67)
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Mit einer linearen Ansatzfunktionϕ2 = x
l

erhält man

uh = u2
x

l
vh = ϕ2 =

x

l
u∆h

= u∆2

x

l
. (2.68)

Die Formulierung dieses Ansatzes führt mitN(l) = F2 auf

F (vh) =
pl

2
+ F2 =: f2 , (2.69)

a(uh; vh) =
EA

l

[
u2 +

3

2 l
u2

2 +
1

2 l2
u3

2

]
=: k(u2) (2.70)

und

aT (uh; u∆h
, vh) =

EA

l

[
1 +

3

l
u2 +

3

2 l2
u2

2

]
u∆2 =: KT (u2) u∆2 . (2.71)

Es folgt schließlich das diskrete lineare Gleichungssystem

KT (u2) u∆2 = f2 − k(u2) , (2.72)

welches beispielsweise mit demNewton-Raphson-Verfahren gelöst werden kann.

Für den Fallu2 = 0 reduziert sich die tangentiale SteifigkeitKT auf die SteifigkeitK

der linearen Theorie. Damit wirdu∆2 = u2 undk(u2) ergibt sich identisch zu Null.

Man erhält die bekannte Gleichung

K u2 =
EA

l
u2 = f2 .

Zur Veranschaulichung des Newton-Raphson-Verfahrens sind für den in Abb. 2.1 dar-

gestellten Zugstab die Werte der einzelnen Iterationen in Tab. 2.1 aufgeführt. Als Start-

wert für die Verschiebung dient eine lineare Berechnung mit5% der Gesamtbelastung.

u20 =
l

EA
f2 · 0.05 = 3.125

Nach insgesamt7 Iterationen ist das Verfahren konvergiert, d.h. das Verschiebungsin-

krementu∆2 ist Null und die Ungleichgewichtskräftef2 − k(u2) verschwinden.
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Abbildung 2.1: Nichtlinearer Zugstab

Tabelle 2.1: Newton-Raphson-Iteration für den nichtlinearen Zugstab

i u2i
= u2i−1

+ u∆i
u∆i

KT (u2i−1
) f − k(u2i−1

)

0 3.12500 - - 6250

1 19.25790 16.13290 6921.875 111669.921

2 13.19987 -6.05803 69613.489 -421720.437

3 10.67233 -2.52754 38748.246 -97937.803

4 10.20502 -0.46731 28474.637 -13306.429

5 10.18982 -0.01520 26743.128 -406.615

6 10.18980 -0.00002 26687.672 -0.422

7 10.18980 0 26687.614 0



3 Lineare Probleme

Im vorliegenden Kapitel werden zunächst anhand des Randwertproblems der linearen

Elastizitätstheorie die bereits schon klassischen globalen Fehlerschätzer vorgestellt.

Das Ziel soll sein, einen allgemeinen Überblick über die Thematik zu verschaffen.

Durch Einführung des so genannten dualen Problems, werden diegoal-orientedoder

zielorientiertenFehlerschätzer für lineare Probleme behandelt. Zur Motivation werden

zuvor einige wichtige Eigenschaften von Einflussfunktionen und finiten Elementen

aufgezeigt.

3.1 Das lineare Randwertproblem und die

FE-Approximation

3.1.1 Das Randwertproblem

Der Ausgangspunkt für das Randwertproblem der linearen Elastizitätstheorie ist das

folgende System von gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, bestehend aus

den kinematischen Beziehungen (2.11), dem Materialgesetz (2.22) und der lokalen

Gleichgewichtsbedingung (2.15):

ε =
1

2
(∇u +∇uT ) εij =

1

2
(ui,j +uj,i )

σ = Cε σij = Cijkl εkl (3.1)

−div σ = p −σij,j = pi
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Hierbei bezeichnetσ = [σij] den symmetrischen Spannungstensor undε = [εij] den

linearen Verzerrungstensor. Im isotropen Fall besitzt der Materialtensor die Gestalt

Cijkl = µ (δikδjl + δilδjk) + λ δijδkl (3.2)

und somit ergibt sich der Spannungstensor zu

σij = 2µεij + λεkkδij . (3.3)

Durch konsequentes Einsetzen der Spannungen und Verzerrungen in die Gleichge-

wichtsbedingung (3.1), erhält man die Lamésche Differentialgleichung zweiter Ord-

nung für die Verschiebungskomponentenui:

−σij,j = −σji,j

= −2µεji,j − λεkk,i

= −µ (uj,i + ui,j),j − λ (uj,j),i

= −µ ui,jj − (λ + µ) uj,ji = pi

(3.4)

Mit dem DifferentialoperatorL angewandt auf die Deformationu kann diese Bezie-

hung in kompakter Form dargestellt werden,

−Lu := −[ µ ∆u + (λ + µ)∇ div u ] = p . (3.5)

Das Randwertproblem der linearen Elastizitätstheorie lässt sich nun folgendermaßen

formulieren: Finde einu ∈ C2, welches die Gleichung

−Lu = p in Ω (3.6)

und die zugehörigen Randbedingungen

u = ū aufΓD und t = σn = t̄ aufΓN

erfüllt.

3.1.2 Greensche Identitäten

Analog zur Vorgehensweise wie in Kapitel 2.2.2, kann durch Multiplikation von (3.6)

mit einer Testfunktionv = (vi) die erste Greensche Identität für die lineare Elastizi-

tätstheorie angegeben werden. Es sei hierbeiΩ ⊆ IR3 ein Gebiet mit Lipschitz-stetigen
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Rand und{u, v} ∈ C2 × C1. Ferner seiv = 0 auf ΓD. Die Integration über das ge-

samte Gebiet ergibt dann

−
∫

Ω

Lu •v dΩ =

∫
Ω

p •v dΩ . (3.7)

Partielle Integration des linken Terms und Anwendung des Divergenztheorems liefert

−
∫

Ω

Lu •v dΩ = −
∫

Ω

div σ •v dΩ

=

∫
Ω

σ •∇v dΩ −
∫

Γ

σn •v ds .

(3.8)

Aufgrund der Symmetrie vonσ gilt

σ •∇v = σ •
1

2
(∇v +∇vT ) = σ • ε(v) . (3.9)

Damit lautet die erste Greensche Identität:

G(u, v) :=−
∫

Ω

Lu •v dΩ +

∫
ΓN

σn •v ds

−
∫

Ω

σ • ε(v) dΩ = 0 .

(3.10)

Die erste Greensche Identität ist die mathematische Formulierung des Prinzips der

virtuellen Verschiebungen. Werdenu undv vertauscht, dann erhält man unter Voraus-

setzung von{u, v} ∈ C1 × C2 das Prinzip der virtuellen Kräfte

G(v, u) :=−
∫

Ω

L∗v •u dΩ +

∫
ΓN

σ(v)n •u ds

−
∫

Ω

σ(v) • ε dΩ = 0 .

(3.11)

Hierbei bezeichnetL∗ den adjungierten Differentialoperator. Bei der linearen Elasti-

zitätstheorie sind die Differentialoperatoren stets selbstadjungiert, weshalbL = L∗

gilt. Der jeweils dritte Term in (3.10) und (3.11) repräsentiert die Wechselwirkungs-

energieE(u, v) bzw. E(v, u) der zu den Verschiebungsgrößenu bzw. v gehörigen

Spannungs- und Verzerrungstensoren. In der linearen Statik gilt

E(u, v) = E(v, u) . (3.12)
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Nach Subtraktion der beiden Identitäten fallen die TermeE(u, v) undE(v, u) heraus

und man erhält die zweite Greensche Identität, den Satz von Betti

B(u, v) := G(u, v)−G(v, u)

=−
∫

Ω

Lu •v dΩ +

∫
ΓN

σn •v ds

+

∫
Ω

L∗v •u dΩ −
∫

ΓN

σ(v)n •u ds = 0 .

(3.13)

Aufgrund der Symmetrie der Wechselwirkungsenergie verbleiben somit nur noch die

reziproken äußeren Arbeiten. Wie später noch gezeigt wird, ist der Satz von Betti von

fundamentaler Bedeutung in der linearen Statik.

3.1.3 Das Variationsproblem

Ausgehend von der ersten Greenschen Identität (3.10), kann das zum Randwertpro-

blem der linearen Elastizität (3.6) gehörige Variationsproblem formuliert werden. Sub-

stituiert man das lokale Gleichgewicht−Lu = p und die Spannungsrandbedingung

t = σn = t̄ in (3.10) und führt für die innere und äußere Arbeit die Bezeichnungen

a(u, v) := (σ(u), ε(v)) =

∫
Ω

σ • ε(v) dΩ (3.14)

und

F (v) := (p, v) + (t̄, v) =

∫
Ω

p •v dΩ +

∫
ΓN

t̄ •v ds (3.15)

ein, dann lautet das Variationsproblem: Finde einu ∈ V , welches die Gleichung

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V (3.16)

erfüllt.

Hierbei istF (.) eine Linearform unda(., .) eine Bilinearform, d.h. linear in beiden Ar-

gumenten und es gilta(u, v) = a(v, u). Der Lösungs- und Testraum ist der Sobolev-

Raum

V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 aufΓD} . (3.17)
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Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung dieses Variationsproblems ist durch den

Satz vonLax-Milgramgegeben.

Satz von Lax-Milgram: Es seia(., .) eine aufV definierte elliptische Bilinearform

und es mögen Konstantenα > 0 undM > 0 existieren mit

|a(u, v)| ≤ M ||u||V ||v||V ∀ u, v ∈ V (3.18)

a(v, v) ≥ α ||v||2V ∀ v ∈ V . (3.19)

Dann existiert ein eindeutig bestimmtesu ∈ V mit

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V .

Der Beweis hierfür findet sich beispielsweise in BRAESS[9].

3.1.4 FE-Approximation und einige wichtige Eigenschaften

Die FE-Formulierung beruht im Folgenden auf demBubnov-Galerkin-Verfahren, d.h.

für die Ansatz- und Testfunktionen werden dieselben Funktionen aus dem endlichdi-

mensionalen TeilraumVh ⊂ V verwendet. Das zum stetigen Variationsproblem (3.16)

gehörige diskrete Variationsproblem lautet dann: Finde einuh ∈ Vh, welches die Glei-

chung

a(uh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh ⊂ V (3.20)

erfüllt.

Diese Gleichung liefert statt der exakten Lösungu ∈ V der gegeben Variationsglei-

chung (3.16) die Lösunguh ∈ Vh des diskreten Problems. Der Fehler ergibt sich damit

aus der Differenz der stetigen Lösungu und der diskreten Lösunguh und ist definiert

durch

e := u− uh . (3.21)
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Die stetige Lösungu genügt der Gleichung (3.16) und gilt wegenVh ⊂ V auch für

alle Testfunktionenvh ∈ V , also gilt

a(u, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ V . (3.22)

Bildet man nun die Differenz von (3.22) und (3.20)

a(u, vh)− a(uh, vh) = a(u− uh, vh) = F (vh)− F (vh) = 0 , (3.23)

dann lässt sich die fundamentaleGalerkin-Orthogonalitätangeben, welche für die spä-

ter folgende Fehlerabschätzung eine wichtige Rolle spielt:

Galerkin-Orthogonalität: Der Fehler in der inneren Energie ist orthogonal zu jedem

Element ausVh, d.h. es gilt:

a(u− uh, vh) = a(e, vh) = 0 ∀ vh ∈ Vh ⊂ V . (3.24)

Die Galerkin-Orthogonalität besagt also, dass sich die Testfunktionenvh energieor-

thogonal zu dem Fehlere verhalten. Dies bedeutet, dass das Galerkin-Verfahren im

Rahmen des gewählten endlichdimensionalen AnsatzraumesVh die bestmögliche Lö-

sung liefert. Der Fehler lässt sich demnach auf demselben Netz nicht mehr verbessern,

vgl. [18], [27]. Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalität kann die Methode der finiten

Elemente als einProjektionsverfahrengedeutet werden, welches die exakte Lösung

u ∈ V auf den AnsatzraumVh projiziert, d.h.uh ist die Projektion vonu aufVh, vgl.

[11].

Wünschenswert wäre nun, bei gegebenenVh ein Maß für den Fehleru−uh abschätzen

zu können. Dies ist gegenwärtig nicht möglich, jedoch kann eine Abschätzung des

Verhaltens des Fehlers vorgenommen werden, wenn der maximale Durchmesserh der

verwendeten Elemente gegen Null strebt. Man spricht in diesem Zusammenhang von

Konvergenz. Ein gegebenes diskretes Problem konvergiert, wenn gilt

lim
h→0

||u− uh|| = 0 . (3.25)

Man ist nun daran interessiert eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz ange-

ben zu können. Eine erste Abschätzung liefert dasCéa Lemma:
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Céa Lemma: Die Bilinearforma(., .) sei elliptisch aufV = Hm(Ω). Ferner seiu die

Lösung der Variationsaufgabe inV unduh die Lösung inVh ⊂ V . Dann gilt

||u− uh||m ≤ M

α
inf

vh∈Vh

||u− vh||m . (3.26)

Die Konstantenα undM entsprechen den Konstanten aus den Gln. (3.18) und (3.19).

Nach diesem Satz ist der Abstand zwischenu unduh – bis auf einen konstanten Fak-

tor M
α

– so gut wie der minimale Abstand vonu zu allen Elementen vonVh. Damit

wurde das obige Konvergenzproblem auf ein Approximationsproblem zurückgeführt,

denn die Aufgabe, das Infimum von||u− vh|| zu ermitteln bzw. abzuschätzen, ist die

Approximationsaufgabe,u durch Elemente vonVh möglichst gut zu approximieren,

vgl. [21].

Der Ausgangspunkt für den Beweis von (3.26) ist die Galerkin-Orthogonalitäta(u −
uh, v) = 0 ∀ v ∈ Vh. Mit v = vh − uh ∈ Vh folgt a(u − uh, vh − uh) = 0. Mit

Hilfe von (3.18) und (3.19) gilt

α ||u− uh||2m ≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− vh + vh − uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)

= a(u− uh, u− vh)

≤ M ||u− uh||m||u− vh||m .

Die Division durchα ||u − uh||m und die Tatsache, dass die Abschätzung für ein be-

liebigesvh ∈ Vh und deswegen auch für das Infimum bei Variation allervh ∈ Vh gilt,

liefert schließlich die obige Behauptung, vgl. CIARLET, [11].
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3.2 Globale Fehlerschätzer für lineare

Randwertprobleme

Globale Fehlerschätzer wurden bereits seit mehr als zwei Jahrzehnten erfolgreich un-

tersucht. Es wurden effiziente Methoden zur Fehlerschätzung entwickelt und auch in

der Praxis eingesetzt. Einen umfassenden Überblick findet man beispielsweise in [12],

[38], [42]. Das Ziel aller Fehlerschätzer besteht darin, untere und obere Schranken für

den Fehler der FE-Lösunge = u− uh angeben zu können.

3.2.1 Prinzipien der Fehlerschätzung

Bei den bereits schon klassischen globalen Fehlerschätzer unterscheidet man prinzipi-

ell zwei Arten.

1. A priori Fehlerschätzer: Das Ziel der klassischen a priori Fehlerschätzer ist es, den

Fehler abzuschätzen ohne die Daten der FE-Lösung zu nutzen. Man erhält Informatio-

nen über das asymptotische Verhalten der FE-Approximation, d.h. wenn beispielswei-

se der charakteristische Elementdurchmesserh gegen Null strebt, sieheCéa Lemma

Kap. 3.1.4. A priori Fehlerschätzer liefern somit nur Aussagen über das Konvergenz-

verhalten, jedoch keine quantitativ nutzbaren Fehlergrenzen. Ferner erhält man keine

Kriterien für eine lokale Netzadaption.

Wählt man beispielsweise als Fehlermaß||u − uh||H1 und bezeichneh den maxima-

len Elementdurchmesser, dann bezeichnet man das Verfahren alsvon der Ordnungp

konvergent, wenn es eine vonh unabhängige Konstantec gibt mit

||u− uh||H1 ≤ c hp . (3.27)

Die Grenze wird somit ausgedrückt durch einen Exponenten vonh und einer Konstan-

tenc, welche unter anderen von folgenden Faktoren abhängig ist:

• Art der Zerlegung des Gebietes und Wahl der Formfunktionen
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• Glätteeigenschaft der (unbekannten) exakten Lösung

• Quadraturformel zur Berechnung der auftretenden Integrale

• Art und Weise der Approximation krummliniger Ränder

Von der Konstantec weiß man im Allgemeinen nur, dass diese existiert, quantitativ

brauchbare Abschätzungen fürc gibt es nur in Spezialfällen, vgl. [21].

2. A posteriori Fehlerschätzer: Bei a posteriori Fehlerschätzern werden die aktuellen

Daten der FE-Lösung verwendet. Man erhält Fehlergrenzen in Abhängigkeit von loka-

len Residuen, welche aus der FE-Approximation berechnet werden, ohne dass Infor-

mationen über die exakte Lösung vorhanden sind. A posteriori Fehlerschätzer liefern

jedoch a priori keine Aussagen über die Konvergenz fürh → 0 der aktuellen Diskre-

tisierung. Aufgrund der Berechnung von lokalen Residuen, erhält man Informationen

über die Fehler in den einzelnen Elementen und somit Kriterien zur lokalen Netzadap-

tion.

Um untere und obere Schranken für den Fehler der FE-Lösunge = u − uh angeben

zu können, ermittelt man so genannte globale Fehlerschätzerη, welche zusammen mit

(in der Regel) unbestimmten Konstantenc1 undc2 den Fehler begrenzen

c1 η ≤ ||u− uh||E ≤ c2 η . (3.28)

Als Maß für den Fehler wird oft die Energienorm

||e||E :=
√

a(e, e) (3.29)

verwendet, da diese zum einen eine physikalische Bedeutung besitzt und zum anderen

äquivalent zu den üblichen Sobolev-Normen ist.

Zur Veranschaulichung der prinzipiellen Vorgehensweise soll ein einfaches Beispiel

betrachtet werden: Es bezeichneL einen linearen Differentialoperator,p die Belastung

undu die exakte Lösung des stetiges Problems

Lu = p .
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Die zugehörige diskrete Lösunguh angewendet auf den Differentialoperator liefert

dann den so genanntenFinite-Element-Lastfallph,

Luh = ph .

Sucht man nun den Fehlere = u − uh, so muss man ein angemessenes Maß zur

Abschätzung dieser Abweichung verwenden, da ja im Allgemeinen die exakte Lösung

u unbekannt ist. Ein solches Maß ist das Residuum der wahren Belastungp und des

FE-Lastfallsph, da dieses berechenbar ist. Das ResiduumR(·) erhält man aus

R(uh) := L(u− uh) = Lu−Luh = p−Luh = p− ph .

In der Literatur findet man für das Residuum meist nur die DarstellungR(uh) = p −
Luh. Die Abschätzung des Fehlers erfolgt dann durch Wahl einer geeigneten Norm. Im

Rahmen des Galerkin-Verfahrens ist dies häufig die Energienorm|| · ||E. Das Resultat

ist ein Fehlerschätzer der Form

||u− uh||E ≤ c ||R(uh)||∗E .

Hierbei bezeichnet|| · ||∗E eine geeignete duale Norm undc eine Konstante. Die Ener-

gienorm des Fehler wird also nach oben durch eine duale Norm des Residuums be-

grenzt. Es besteht demnach eine gewisse Äquivalenz zwischen dem Fehler und dem

Residuum, vgl. [43].

Bei einem gegebenen Netz mitN Elementen werden die Residuen dann elementweise

berechnet. Für alle ElementeΩe erhält man so genannteFehlerindikatorenηe, welche

vereinfacht gesagt, den Fehler zwischen dem Originallastfallp und dem FE-Lastfall

ph repräsentieren. Dort wo die Abweichungenp− ph am größten sind, wird das Netz

verfeinert. Der globale Fehlerschätzer ergibt sich dann aus den Anteilen aller Elemente

η =

{ N∑
Ωe

η2
e

}1/2

.

In Abb. 3.1 ist einmal exemplarisch die Verteilung der Fehlerindikatoren bei einer

Wandscheibe dargestellt. Die dunklen Bereiche signalisieren hierbei große Fehler. Be-

sonders im Bereich der Öffnung und der Lasteinleitungsstelle sind die Fehler am größ-

ten. An diesen Stellen sollte man das Netz verfeinern.
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Abbildung 3.1: Fehlerindikatoren bei einer Wandscheibe

Fehlerschätzer, die auf diesem Prinzip beruhen, bezeichnet man als residuenbasierende

Fehlerschätzer. Sie gehen auf die Arbeiten von Babuška & Rheinbold [3] zurück. Im

Allgemeinen klassifiziert man die residuenbasierenden Fehlerschätzer in so genann-

te impliziteundexpliziteFehlerschätzer. Bei den impliziten Verfahren formuliert man

lokale Probleme auf einzelnen Elementen oder Teilgebieten mit einigen wenigen Ele-

menten. Man unterscheidet lokale Neumann-Probleme (belastete Ränder) und lokale

Dirichlet-Probleme (eingespannte Ränder). Eine ausführliche Darstellung von implizi-

ten Verfahren findet man z.B. in [12], [38].

Bei den expliziten Verfahren werden keine zusätzlichen Randwertprobleme betrachtet.

Man berechnet lokale Residuen und verwendet diese zur Fehlerabschätzung. Im Fol-

genden wird nun ein solcher expliziter Fehlerschätzer für die Energienorm vorgestellt.

3.2.2 Ein expliziter Fehlerschätzer

Ausgangspunkt für diesen Fehlerschätzer ist die Fehlergleichung

a(e, v) = a(u, v)− a(uh, v) = F (v)− a(uh, v) ∀ v ∈ V . (3.30)

Die rechte Seite dieser Gleichung definiert das ResiduumR(uh, ·):

R(uh, v) :=F (v)− a(uh, v)

=

∫
Ω

p •v dΩ +

∫
ΓN

t̄ •v ds−
∫

Ω

σ(uh) • ε(v) dΩ
(3.31)
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Zerlegt man das GebietΩ in die Beiträge jedes ElementesΩe und jeder Kanteγ, dann

lässt sich die Fehlergleichung wie folgt anschreiben

a(e, v) =
∑
Ωe

∫
Ωe

p •v dΩ +
∑

γ∈Γh,N

∫
γ

t̄ •v ds

−
∑
Ωe

∫
Ωe

σ(uh) • ε(v) dΩ .

(3.32)

Durch partielle Integration des letzten Terms und Anwendung des Divergenztheorems

erhält man

a(e, v) =
∑
Ωe

∫
Ωe

p •v dΩ +
∑

γ∈Γh,N

∫
γ

t̄ •v ds

+
∑
Ωe

[∫
Ωe

div σh •v dΩ −
∫

Γe

σhn •v ds

]
bzw.

a(e, v) =
∑
Ωe

∫
Ωe

(p + div σh) •v dΩ +
∑

γ∈Γh,N

∫
γ

(t̄− σhn) •v ds

−
∑

γ∈Γh,Ω

∫
γ

σhn •v ds.

(3.33)

In (3.33) bezeichnetn den äußeren Normalenvektor,Γh,N die Kanten auf denen Span-

nungsrandbedingungen vorgegeben sind undΓh,Ω bezeichnet die Kanten die im Inne-

ren des GebietesΩ liegen. Man erkennt, dass elementweise die diskrete FE-Lösung in

die starke Form des Gleichgewichts und in die Randbedingungen eingesetzt wird. Die

sich ergebenden Residuen werden mit den Testfunktionenv getestet. Diese Beziehung

kann in kompakter Form dargestellt werden:

a(e, v) = R(uh, v) =
∑
Ωe

∫
Ωe

r •v dΩ+
∑

γ

∫
γ

j •v ds ∀v ∈ V . (3.34)

Hierbei bezeichnetr die Elementresiduen undj die Sprungresiduen der Spannungen

auf den Elementrändern. Diese sind wie folgt definiert:

r := p + div σh aufΩe (3.35)

j :=


1
2
(σhn + σ′

hn
′) ∀ γ 6⊆ Γ

t̄− σhn ∀ γ ⊂ ΓN

0 ∀ γ ⊂ ΓD

(3.36)
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An jeder gemeinsamen Innenkanteγ zweier ElementeΩe undΩ ′
e wird das Sprungre-

siduumj je zur Hälfte auf beide Elemente verteilt, siehe Abb. 3.2. Daher wurde in

(3.36) der Faktor1
2

eingeführt. Es wären jedoch auch andere Verteilungen denkbar,

beispielsweise in Abhängigkeit von der Elementgröße.

Abbildung 3.2: Kanten beim Scheibenelement

Für Testfunktionenvh ∈ Vh gilt die Galerkin-Orthogonalität

a(e, vh) = R(uh, vh) = 0 ∀ vh ∈ Vh . (3.37)

Deswegen ändert sich auch nichts an der Fehlergleichung (3.34), wenn man eine Null-

ergänzung vornimmt,

a(e, v − vh) = R(uh, v − vh) = a(e, v)− a(e, vh) = a(e, v) . (3.38)

Für vh wird die InterpolierendeIhv ∈ Vh eingeführt, welchev ∈ V in den Knoten

interpoliert. An jedem KnotenpunktP ist alsoIhv(P ) = v(P ) erfüllt, vgl. [6]. Die

Fehlergleichung erhält dann die Form

a(e, v) =
∑
Ωe

∫
Ωe

r • (v − Ihv) dΩ +
∑

γ

∫
γ

j • (v − Ihv) ds . (3.39)

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|(u, v)| ≤ ||u||V ||v||V ∀ u, v ∈ V (3.40)

folgt

a(e, v) ≤
∑
Ωe

||r||L2(Ωe) ||v − Ihv||L2(Ωe)

+
∑

γ

||j||L2(γ) ||v − Ihv||L2(γ) .

(3.41)
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Man verwendet nun eine Abschätzung der Interpolationsfehler, bei der sich dieL2-

Norm des Fehlers vonv und der InterpolierendenIhv in der H1-Norm abschätzen

lässt, vgl. z.B. CIARLET in [11]:

||v − Ihv||L2(Ωe) ≤ c1 he||v||H1(Ω̃e)
(3.42)

||v − Ihv||L2(γ) ≤ c2

√
hγ ||v||H1(Ω̃γ) (3.43)

Hierbei bezeichnethe den Durchmesser des ElementesΩe, welcher aus einem flächen-

gleichen Kreis mit Hilfe des FlächeninhaltesAe des betrachteten Elementes bestimmt

wird

he := 2

√
Ae

π
. (3.44)

Die Größehγ ist identisch mit der Länge der Kanteγ. Ferner bezeichnet̃Ωe ein Teil-

gebiet aller Elemente, die mindestens einen Punkt mit dem betrachteten ElementΩe

teilen. Entsprechend bezeichnetΩ̃γ ein Teilgebiet der Elemente, welche mindestens

einen Punkt mit der Kanteγ teilen, siehe Abb. 3.3. Die Interpolationsabschätzung er-

folgt also lokal in einem kleinen Gebiet umΩe bzw.γ, siehe VERFÜRTH in [43].

Abbildung 3.3: Definition der Gebiete Ω̃e und Ω̃γ

Die Konstantenc1 und c2 bezeichnen Interpolationskonstanten, welche im Allgemei-

nen unbekannt sind. Es besteht jedoch die Möglichkeit diese quantitativ zu bestimmen,

wenn eine analytische Lösung eines Randwertproblems bekannt ist. Nach [38] können

die Interpolationskonstanten beispielsweise folgendermaßen bestimmt werden:

c1 = sup
Ωe∈Ωh

sup
v∈V

h−1
e ||v − Ihv||Ωe

||∇v||Ω̃e

(3.45)
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c2 = sup
γ∈Γh

sup
v∈V

h
− 1

2
γ ||v − Ihv||γ
||∇v||Ω̃γ

(3.46)

Die Interpolationskonstanten sind demnach von lokalen Parametern abhängig und des-

halb bei vorhandener analytischer Lösung berechenbar. Ferner sind die Interpolations-

konstanten noch vom Aspektverhältnishe/ρe anhängig, wobeiρe der minimale Innen-

winkel einen Elementes ist. In (3.45) und (3.46) spiegelt sich das Aspektverhältnis in

der Größe der GebietẽΩe und Ω̃γ wieder. Des Weiteren sind die Interpolationskon-

stanten noch vom Polynomgradp der verwendeten Interpolationsfunktion abhängig.

Damit lässt sich die lokale Interpolationskonstante als Funktion angeben,

ci = f(he,γ, p, ρe) . (3.47)

Es existieren auch andere Methoden, welche auf der Lösung eines endlich dimensio-

nalen Eigenwertproblems beruhen. Auf diese soll jedoch an dieser Stelle nicht weiter

eingegangen werden, siehe hierzu KELLY et al. in [28].

Setz man nun die Interpolationsabschätzungen (3.42) und (3.43) in (3.41) ein, dann

erhält man

a(e, v) ≤
∑
Ωe

c1 he ||r||L2(Ωe)||v||H1(Ω̃e)
+

∑
γ

c2 h1/2
γ ||j||L2(γ)||v||H1(Ω̃γ)

≤ cI

{∑
Ωe

h2
e ||r||2L2(Ωe) +

∑
γ

hγ ||j||2L2(γ)

}1/2

·
{∑

Ωe

||v||2
H1(Ω̃e)

+
∑

γ

||v||2
H1(Ω̃γ)

}1/2

︸ ︷︷ ︸
≤cr||v||H1(Ω)

≤ cI cr||v||H1(Ω)

{∑
Ωe

h2
e ||r||2L2(Ωe) +

∑
γ

hγ ||j||2L2(γ)

}1/2

. (3.48)

Hierbei bezeichnetcI = max{c1, c2} den maximalen Wert der Interpolationskonstan-

ten. Die Konstantecr hängt von der maximalen Anzahl der Elemente in den Gebieten

Ω̃e bzw. Ω̃γ ab. Durch Ausnutzung der V-Elliptizität kann eine Abschätzung derH1-

Norm gegen die Energienorm vorgenommen werden

||v||2H1 ≤ cs||v||2E , (3.49)
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wobeics die globale Stabilitätskonstante bezeichnet. Diese spiegelt die Sensitivität der

Differentialgleichung bezüglich aufgebrachter Störungen der betrachteten Randwert-

probleme wieder. Eine Störung ist beispielsweise eine Singularität, ein Randschichtef-

fekt oder eine Schockwelle. Die Stabilitätskonstante hängt ferner vom Typ der Diffe-

rentialgleichung ab. Bei elliptischen Differentialgleichungen – wie beispielsweise die

in diesem Kapitel betrachtete Lamésche Differentialgleichung (3.5) – kann die Stabi-

litätskonstante zucs = 1 gesetzt werden [38].

Setzt man die Abschätzung (3.49) in die Ungleichung (3.48) ein und wählt als Test-

funktion den Fehlere, so folgt

||e||2E ≤ cI cr cs

{∑
Ωe

h2
e ||r||2L2(Ωe) +

∑
γ

hγ ||j||2L2(γ)

}
(3.50)

bzw.

||e||2E ≤ c
∑
Ωe

{
h2

e ||r||2L2(Ωe) +
∑
γ⊂Γe

hγ ||j||2L2(γ)

}
. (3.51)

Hierbei wurden zur Vereinfachung die KonstantencI , cr, cs zur Konstantec zusam-

mengefasst. Damit lässt sich elementweise der so genannte lokale Fehlerindikatorηe

berechnen, welcher definiert ist durch

η2
e := h2

e ||r||2L2(Ωe) +
∑
γ⊂Γe

hγ ||j||2L2(γ) . (3.52)

Der lokale Fehlerindikatorηe ist ein Maß dafür, um wie viel die Verzerrungsenergie

der FE-Lösung im Element von der exakten Energie abweicht und stellt somit eine

obere Grenze für den Fehler im ElementΩe dar,

||ee||2E = a(e, e)Ωe ≤ c η2
e . (3.53)

Durch Summation über alle Elemente folgt der globale Fehlerschätzerη für den Fehler

in der Energienorm

||e||2E = a(e, e) ≤ c η2 = c
∑

e

η2
e . (3.54)

Dieser stellt eine obere Schranke für den globalen Fehler in der Energienorm dar. Er

sagt jedoch nichts über die Güte einzelner lokaler Größen aus. Der Fehlerschätzer wird

als globaler, residuenbasierender Fehlerschätzer bezeichnet.
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Bemerkung 3.1 In der Literatur findet man auch häufig eine etwas kompaktere Dar-

stellung für den Energienormfehler, welche auch auf Interpolationsabschätzungen be-

ruht, vgl. [4], [12], [24],

||e||2E ≤ c
∑

e

η2
e = c

∑
e

{
h2

e ||r||2L2(Ωe) + he ||j||2L2(Γe)

}
. (3.55)

Hierbei wird nicht mehr auf jede einzelne Kanteγ, sondern nur noch auf den gesamten

RandΓe = ∂Ωe =
∑

i γi des ElementesΩe Bezug genommen. Auf diese Darstellung

wird im Folgenden zurückgegriffen.

3.2.3 Z2-Fehlerschätzer

Eine andere Möglichkeit den Fehler in der Energienorm abzuschätzen wurde von ZIEN-

KIEWICZ & Z HU [45] vorgeschlagen. Hierbei wird ein Fehlerschätzer konstruiert, in-

dem man die vom FE-Programm berechneten Spannungenσh mit geglätteten Span-

nungenσ∗
h vergleicht. Es wird unterstellt, dass die in einer Nachlaufrechnung gewon-

nenen Spannungenσ∗
h eine bessere Approximation für ihren tatsächlichen Verlauf dar-

stellen.

e ≈ e∗ = σ∗
h − σh (3.56)

Man gewinnt die geglätteten Spannungen aus den Knotenwertenσ∗hi
und den Ansatz-

funktionenφi

σ∗
h =

∑
σ∗hi

φi(x) . (3.57)

Zur Bestimmung der Knotenwerteσ∗hi
wird dieL2-Projektion∫

Ω

φj(x)(σ∗
h − σh) dΩ = 0 (3.58)

formuliert, was auf auf das Gleichungssystem∫
Ω

φjφi dΩ σ∗hi
=

∫
Ω

φjσh dΩ (3.59)

zur Berechnung vonσ∗hi
führt. Für die Fehlerschätzung wird nun anstatt der unbekann-

ten wahren Lösungσ die geglättete Spannungσ∗
h verwendet. Der Fehlerschätzer erhält

dann die Form

||e||2E ≈ a(e∗, e∗) =

∫
Ω

(σ∗
h − σh) • (ε

∗
h − εh) dΩ . (3.60)
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Zur praktischen Berechnung des Fehlerschätzers wird dieser elementweise ausgewer-

tet:

||e||2E ≈ η =
∑
Ωe

η2
e mit η2

e =

∫
Ωe

(σ∗
he
−σhe) • (ε

∗
he
− εhe) dΩ . (3.61)

Nach ZIENKIEWICZ & Z HU lässt sich das vorgenannte Verfahren noch verbessern,

wenn man die Glättung der Spannungen nicht an den Knotenpunkten, sondern an so

genanntensuperkonvergentenPunkten vornimmt.

Die in den letzten Abschnitten vorgestellten Fehlerschätzerη liefern Aussagen über

den globalen Fehler im betrachteten Gebiet. Ferner erhält man mit Hilfe der Fehlerin-

dikatorenηe Kriterien zu Netzadaption, jedoch repräsentieren diese nicht den lokalen

Fehler im Element. Sie geben lediglich den Beitrag des ElementesΩe zum globalen

Fehlerschätzerη wieder. Man erhält keine Aussagen über die Güte einzelner lokaler

Werte.

Das folgende Kapitel soll nun dazu dienen, die so genannten lokalen oder zielorientier-

ten Fehlerschätzer zu motivieren, welche es ermöglichen, Aussagen über den Fehler

einer beliebigen lokalen Größe zu machen.

3.3 Einflussfunktionen und finite Elemente

Die Greenschen Funktionen (Einflussfunktionen) sind in der klassischen Statik von

großer Bedeutung, da sich mit ihrer Hilfe jede lokale und globale Weg- oder Kraft-

größe berechnen lässt. Betrachten wir ein Beispiel aus der Balkenstatik: Gesucht sei

beispielsweise die Durchbiegungw im Punktx eines Kragträgers unter einer Linienlast

p(y). Diese lässt sich nun berechnen, indem man die zugehörige Greensche Funktion

G0(y, x) mit der gegebenen Belastungp überlagert,

w(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy .

Eine Greensche FunktionGi(y, x) ist gerade die Verformungsfigur, die entsteht, wenn

man die zur gesuchten Größe duale Belastung aufbringt. Im Fall der gesuchten Durch-

biegungw(x) ist diese duale Belastung eine EinzellastP = 1 im Punktx. Die entste-

hende Verformungsfigur ist gerade die Greensche Funktion für die Durchbiegung.
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Diese Technik lässt sich auch erfolgreich auf die finiten Elemente anwenden, vgl. [18],

[24]. Hierbei wird jedoch nicht mehr die exakte Greensche FunktionG0(y, x), sondern

eine auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche FunktionGh
0(y, x) verwen-

det, welche in der Regel nur eine Näherung darstellt. Die resultierende Durchbiegung

wh(x) =

∫ l

0

Gh
0(y, x) p(y) dy

stellt demnach auch nur eine Näherung dar. Für den Fehlere := w − wh folgt somit

e = w − wh =

∫ l

0

(G0(y, x)−Gh
0(y, x)) p(y) dy .

Die Tatsache, dass der Fehler der Lösungw − wh abhängig ist vom Fehler in der

Greenschen FunktionG0−Gh
0 , wird ausgenutzt, um die zielorientierten Fehlerschätzer

oderDualitätstechnikenzu motivieren. Zunächst soll jedoch die vorgestellte Technik

weiter spezifiziert werden.

3.3.1 Greensche Funktionen

Verallgemeinert auf die lineare Elastizitätstheorie, bezeichnet die Greensche Funktion

Gi(y, x) die Lösung des so genannten dualen Problems

−L∗Gi(y, x) = δj
i (y − x) in Ω , (3.62)

welche die aktuellen Randbedingungen aufΓD und ΓN erfüllt1. Die Darstellung der

Belastung erfolgt mit Hilfe der Diracschen-δ-Funktion. Es bezeichne

δj
0(y − x) eine EinzellastP = 1 an der Stellex in Richtung vonj und

δj
1(y − x) eine Versetzung um Eins an der Stellex in Richtung vonj .

Die Dirac-Deltasδi sollen hierbei die Eigenschaft∫
Ω

δj
i (y − x) •u(y) dΩy = (δj

i , u) = ∂iuj(x) (3.63)

1Erfüllt eine FunktionGi(y,x) nicht die aktuellen Randbedingungen, dann nennt man diese eine

GrundlösungoderFundamentallösung. Im Gegensatz zu Greenschen Funktionen sind die Grundlö-

sungen für Scheiben, Platten und Kontinua bekannt. Diese bilden u.a. die Grundlage für die Methode

der Randelemente, siehe hierzu z.B. [23].
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besitzen, vgl. [23]. Mit dieser Notation ist die Greensche FunktionG0(y, x) das Ver-

schiebungsfeld im Punkty infolge δj
0 im Quellpunktx und G1(y, x) das Verschie-

bungsfeld im Punkty infolgeδj
1.

Ausgangspunkt für eine Integraldarstellung für Verschiebungen oder Spannungen ist

die zweite Greensche Identität, der Satz von Betti, siehe Gl. (3.13),

B(u, v) :=−
∫

Ω

Lu •v dΩ +

∫
ΓN

σn •v ds

+

∫
Ω

L∗v •u dΩ −
∫

ΓN

σ(v)n •u ds = 0 .

(3.64)

Als Testfunktion wird fürv die Greensche FunktionGi(y, x) eingesetzt. Unter Be-

achtung vonu = 0 aufΓD erhält der Satz von Betti die Darstellung

B(u, Gi) = (−Lu, Gi) + (σn, Gi)− (−L∗Gi, u) = 0 . (3.65)

Substituiert man nun noch−Lu = p, σn = t und−L∗Gi = δj
i , dann erhält man mit

Hilfe von (3.63) die Beziehung

∂iuj(x) = (δj
i , u) = (p, Gi) + (t, Gi) . (3.66)

Hiernach kann jede lokale Verschiebungsgröße∂0uj(x) = uj(x) oder jede lokale

Spannungsgröße∂1uj(x) = tj(x) aus dem Skalarprodukt der zugehörigen Green-

schen Funktion und der Belastung berechnet werden.

Gesucht sei nun die Verschiebungui im Punktx. Die zu der Verschiebungui(x) ge-

hörige duale Belastung istδi
0, d.h. eine EinzellastP = 1 im Punktx. Aus (3.66) folgt

unmittelbar

ui(x) =

∫
Ω

Gi
0(y, x) •p(y) dΩy +

∫
ΓN

Gi
0(y, x) • t(y) dsy . (3.67)

Analog hierzu erhält man eine gesuchte Spannungσij(x) im Punktx. Die zu einer

Spannungsgröße duale Belastung ist ein Versatz von Eins im Punktx. Die infol-

ge dieser Belastung entstehende Verformungsfigur ist gerade die Greensche Funktion

G1(y, x). Damit folgt die Integraldarstellung zur Berechnung der Spannungen

σij(x) =

∫
Ω

Gij
1 (y, x) •p(y) dΩy +

∫
ΓN

Gij
1 (y, x) • t(y) dsy . (3.68)
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Für integrale Größen, wie z.B. Lagerkräfte oder Schnittkräfte, lassen sich die getrof-

fenen Aussagen entsprechend formulieren. Eine Ausführliche Darstellung der vorge-

nannten Beziehungen mit weiterführenden mathematischen Details findet man bei-

spielsweise in [18], [22], [24], [25].

3.3.2 Der Projektionssatz

Will man nun die obige Technik auf die finiten Elemente übertragen, dann stößt man

auf das Problem, dass in der Regel die exakten Greenschen Funktionen nicht im ak-

tuellen AnsatzraumVh enthalten sind. Betrachtet man beispielsweise die Greensche

Funktion für die Spannung einer Scheibe im Punktx, dann erhält man diese, indem

man an der Stellex einen Versatz von Eins aufbringt. Dieser Versatz ist jedoch eine

Unstetigkeit, welche das FE-Netz nicht exakt darstellen kann.

Berechnet man die Greensche Funktion mit finiten Elementen, dann erhält also nur

eine NäherungGh
i , d.h. man löst das diskrete Variationsproblem: Finde einGh

i ∈ Vh,

welches die Gleichung

a(Gh
i , vh) = (δj

i , vh) ∀ vh ∈ Vh ⊂ V (3.69)

erfüllt.

Man bezeichnet die genäherte Greensche FunktionGh
i als Projektion der echten Green-

schen Funktion auf den aktuellen Ansatzraum.

Um nun das Konzept der Einflussfunktionen auf die finiten Elemente zu übertragen,

betrachten wir das diskrete Variationsproblem (3.20),

a(uh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh ⊂ V . (3.70)

Diese Gleichung gilt für alle Testfunktionenvh ∈ Vh und daher auch fürGh
i ∈ Vh:

F (Gh
i ) = a(uh, G

h
i ) = a(Gh

i , uh) = (δj
i , uh) (3.71)
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Der wichtigste Punkt für diese Darstellung ist die Symmetrie der Bilinearform. Auf-

grund dieser Symmetrie verbleiben nur die äußeren reziproken Arbeiten. Der entste-

hende Ausdruck ist gerade der Satz von Betti

(δj
i , uh) = F (Gh

i ) = (p, Gh
i ) + (t, Gh

i ) . (3.72)

Man erhält somit die diskrete Form von (3.66)

∂iuh
j (x) = (δj

i , uh) = (p, Gh
i ) + (t, Gh

i ) . (3.73)

Diese Formulierung ist identisch mitB(uh, G
h
i ) = 0. Es kann daher der folgende Satz

angegeben werden:

Projektionssatz: Die FE-Lösunguh erfüllt alle Identitäten hinsichtlich der projizier-

ten Greenschen FunktionenGh
i ∈ Vh, d.h. es gilt

G(uh, G
h
i ) = 0 und B(uh, G

h
i ) = 0 ∀Gh

i ∈ Vh ⊂ V . (3.74)

Die wichtigste Aussage dieses Satzes und von (3.73) ist, dass die finiten Elemen-

te zur Berechnung beliebiger Größen anstatt der echten Greenschen Funktion eine

auf den aktuellen Ansatzraum projizierte Greensche Funktion verwenden. Die proji-

zierte Greensche Funktion ist hierbei in der Regel eine Näherung. Der Fehler in der

FE-Lösung einer lokalen Größe∂iuj(x) ist damit direkt abhängig vom Fehler in der

Greenschen Funktion,

e = ∂iuj(x)− ∂iuh
j (x) = (p, Gi −Gh

i ) + (t, Gi −Gh
i ) . (3.75)

3.3.3 Verallgemeinerte Greensche Funktionen

Die im vorherigen Abschnitt gezeigten Beziehungen sollen im Folgenden verallge-

meinert werden. Es wird hierfür eine in der Literatur oft verwendete etwas abstraktere

Notation eingeführt, vgl. [4], [25], [33].

In einem abstrakten Sinn ist die rechte Seite der Variationsformulierung

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V (3.76)
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ein Funktional aufV . Dieses Funktional repräsentiert die Belastungp des betrachte-

ten Randwertproblems. Für jedes FunktionalF (v) existiert eine schwache Lösungu.

Betrachtet man nun ein FunktionalJ(v), welches nicht zwingend mit einer Belastung

p assoziiert werden muss, dann soll eine schwache Lösungz derart existieren, so dass

a(z, v) = J(v) ∀ v ∈ V . (3.77)

Die Funktionz bezeichnet man als die duale Lösung und kann als verallgemeinerte

Greensche Funktion interpretiert werden. Formuliert man die erste Greensche Identität

für {u, z} ∈ V × V ,

G(u, z) = F (z)− a(u, z) = 0 , (3.78)

dann erhält man mita(z, u) = J(u) ,

F (z) = a(u, z) = a(z, u) = J(u) . (3.79)

Der entstehende Ausdruck ist abermals der Satz von Betti. Der Dreh- und Angelpunkt

ist wieder die fundamentale Symmetriebedingung des Mitteltermsa(·, ·).

Etwas pragmatischer könnte man sagen,z ist die Lösung eines Lastfallsj. Wählt man

als Lastfall beispielsweiseδj
0, dann istJ(u) = (δj

0, u) und es folgt die Beziehung

J(u) = (δj
0, u) = uj(x) = F (z) = (p, z) + (t, z) . (3.80)

Das ist gerade Gl. (3.66) zur Berechnung einer lokalen Verschiebunguj(x), mit dem

Unterschied, dassG0 durchz ersetzt wurde.

Der Vorteil dieses Ansatzes besteht nun darin, dass man nicht mehr nur Dirac-Deltas

oder Einheitslasten betrachtet, sondern mit irgendeinem Funktional

J(u) =

∫
Ω

u dΩ J(u) =

∫
Ω

δj
iu dΩ J(u) =

∫
Γ

σij ds (3.81)

eine Greensche Funktionz assoziieren kann, so dass

J(u) = F (z) . (3.82)

Verallgemeinert könnte man sagen: lokale Größen, wie Verschiebungen oder Span-

nungen sowie integrale Größen, wie Schnittkräfte oder Lagerkräfte, können ermittelt
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werden, indem man ein FunktionalJ(u) auf die Lösungu anwendet. Dies impliziert,

dass eine verallgemeinerte Greensche Funktionz derart existiert, dassJ(u) = F (z).

Ein etwas ingenieurmäßigerer Zugang folgt der Vorgehensweise in Kap. 3.3.1. Es sei

L ein linearer Differentialoperator. Der Einfachheit halber seien homogene Randbe-

dingungenu = 0 aufΓ vorgegeben. Zusätzlich zum ursprünglichen Problem und der

zugehörigen schwachen Formulierung

−Lu = p in Ω → a(u, v) = (p, v) = F (v) ∀ v ∈ V (3.83)

wird ein duales Problem mit dem adjungierten DifferentialoperatorL∗ eingeführt, wel-

cher auf die Primärvariablez des dualen Problems angewendet wird und die aktuellen

Randbedingungen erfüllt:

−L∗z = j in Ω → a(z, v) = (j, v) = J(v) ∀ v ∈ V . (3.84)

Formuliert man die zweite Greensche Identität für{u, z} ∈ V × V , dann folgt

J(u) = (u, j) = (u,−L∗z) = (−Lu, z) = (p, z) = F (z) . (3.85)

Gesucht sei beispielsweise die Verschiebungu(x) in einem Punktx. Die zugehörige

duale Belastung istj = δ0 und die zugehörige Greensche Funktion istz = G0, so

dass

J(u) = u(x) = (u, δ0) = (u,−L∗G0) = (−Lu, G0) = (p, G0) . (3.86)

Diese Gleichung entspricht formal (3.66).

Im obigen Kontext soll im Folgenden ganz allgemein mitJ(·) die gesuchte Zielgröße

bezeichnet werden, d.h. irgendeine gesuchte lokale oder integrale Größe, die man aus

dem Skalarprodukt der verallgemeinerten Greenschen Funktion und der Belastung des

ursprünglichen Problems berechnen kann:

J(u) = F (z) = (p, z) + (t, z) . (3.87)

Nach dem Projektionssatz (3.73) verwendet man bei der Berechnung mit finiten Ele-

menten anstatt der echten Greenschen Funktionz die auf den aktuellen Ansatzraum
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projizierte Greensche Funktionzh und erhält somit die FE-Approximation der Ziel-

größeJ(u),

J(uh) = F (zh) = (p, zh) + (t, zh) . (3.88)

Der Fehler in der Zielgröße ergibt sich somit aus

J(e) := J(u)− J(uh) = F (z − zh) = (p, z − zh) + (t, z − zh) . (3.89)

3.3.4 Berechnung von Greenschen Funktionen

Es wurde in den vorherigen Abschnitten gezeigt, dass die Güte lokaler Werte einer

FE-Berechnung abhängig ist von der Güte der projizierten Greenschen Funktion. Im

Rahmen der Fehlerabschätzung, aber auch bei anderen Aufgabenstellungen des Inge-

nieurbaus, wie beispielsweise im Brückenbau, ist man an der Berechnung von Green-

schen Funktionen interessiert. Eine zentrale Frage ist daher, wie man diese numerisch

mit finiten Elementen ermitteln kann.

Bei einer FE-Berechnung wird die äußere Belastung in so genannte äquivalente Kno-

tenkräfte umgerechnet. Die äußere Belastung und die äquivalenten Knotenkräfte sind

dabei arbeitsäquivalent bezüglich der Knoteneinheitsverformungenφk. Man erhält die

äquivalenten Knotenkräftefk aus der rechten Seite der diskreten Variationsgleichung

a(uh, φk) = F (φk) ∀ φk ∈ Vh , (3.90)

wenn man die Belastung gegen die Einheitsverformungen arbeiten lässt:

fk = F (φk) = (p, φk) + (t̄, φk) =

∫
Ω

p •φk dΩ +

∫
ΓN

t̄ •φk ds . (3.91)

Überträgt man diese Vorgehensweise auf die Berechnung des diskreten dualen Pro-

blems

a(zh, vh) = J(vh) ∀ vh ∈ Vh , (3.92)

dann erhält man die äquivalenten Knotenkräfte aus der rechten Seite der diskreten

Variationsgleichung

a(zh, φk) = J(φk) ∀ φk ∈ Vh . (3.93)
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Die äquivalenten Knotenkräfte sind somit abhängig von der Gestalt des Funktionals

J(·). FürJ(vh) = (δj
i , vh) erhält man mitvh = φk

fk = J(φk) = (δj
i , φk) =

∫
Ω

δj
i (y − x) •φk(y) dΩy = ∂iφk

j (x) . (3.94)

Die Knotenkraftfk ist die zuδj
i duale Größe (Verschiebung(i = 0) oder Spannung

(i = 1)) der Einheitsverformungφk an der Stellex in Richtung vonj.

Gesucht sei beispielsweise die Greensche FunktionGh
1xx für die Spannungσxx im

Punktx. Die äquivalenten Knotenkräfte zur Erzeugung dieser Greenschen Funktion

ergeben sich aus

fk =

∫
Ω

δxx
1 (y − x) •φk(y) dΩy = σxx(φk)(x) . (3.95)

Eine einzelne Knotenkraftfk ist gerade die Spannungσxx im Punkt x infolge der

Einheitsverformungφk, d.h. wenn der Freiheitsgraduk um Eins ausgelenkt wird und

alle anderen Freiheitsgrade den Wert Null besitzen.

Analog hierzu kann die Berechnung der projizierten Greenschen Funktion für integrale

Größen erfolgen. Gesucht sei die Greensche Funktion für eine integrale Spannung ent-

lang eines SchnittesA-A. Die äquivalenten Knotenkräfte zur Erzeugung dieser Green-

schen Funktion erhält man, indem man in (3.94) die Spannungen entlang des Schnittes

A-A aufintegriert

fk = (

∫
A

δj
1 ds, φk) =

∫
A

∫
Ω

δj
1(y − x) •φk(y) dΩy ds =

∫
A

∂1φk
j (x) ds .

(3.96)

Die Knotenkraftfk ist dann gerade die aufintegrierte Spannung in Richtungj entlang

des SchnittesA-A infolge der Einheitsverformungφk. Die praktische Berechnung der

Knotenkräfte erfolgt dann elementweise. An den gemeinsamen Knoten zweier Ele-

mente werden diese aufsummiert. Eine ausführliche Darstellung dieser Technik findet

man in [18].

In der Literatur werden zur Berechnung der dualen Lösung häufig regularisierte Be-

lastungen vorgeschlagen, um die Diskontinuitäten der Dirac-Delta-Funktionen zu um-

gehen, vgl. z.B. [12], [38]. In [38] wird beispielsweise eine Belastungsfunktionδ̄0 zur
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Simulierung der Diracschen-Delta-Funktionδ0 verwendet, siehe Abb. 3.4. In prakti-

schen Berechnungen hat sich jedoch gezeigt, dass sich ein FE-Programm eigentlich gar

nicht darum kümmert, sondern die Greensche Funktion aufVh so ermittelt, als wäre

sie die Lösung eines regulären Problems [18].

Abbildung 3.4: Mögliche regularisierte Dirac-Delta-Funktion, [38].

Abbildung 3.5: a) Greensche Funktion für σxx im markierten Knoten b) Greensche

Funktion für Nxy im Schnitt A-A

In Abb. 3.5 sind einmal exemplarisch zwei Greenschen Funktionen und die zugehöri-

gen äquivalenten Knotenkräfte dargestellt. Die Greensche Funktion fürσxx(x) erhält

man, indem man den Punktx um Eins inx-Richtung auseinanderdrückt. Entsprechend

erhält man die Greensche Funktion fürNxy =
∫

A
σxy ds, wenn man entlang des Schnit-

tesA-A einen Versatz von Eins aufbringt. Die resultierenden Verformungsfiguren ma-

chen deutlich, dass diese Versätze auf dem FE-Netz nur näherungsweise darstellbar
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sind, da es sich hierbei um Unstetigkeiten handelt.

3.4 Zielorientierte Fehlerschätzer

Die im Kapitel 3.2 vorgestellten globalen Fehlerschätzer liefern Aussagen über den

globalen Fehler in der Energie. Im Rahmen von Netzverfeinerungsstrategien wird das

Netz derart optimiert, dass in jedem Element eine vorgegebene Toleranzschranke nicht

überschritten wird. Die globalen Fehlerschätzer liefern jedoch keine Aussage über die

Güte einzelner lokaler Werte.

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass die Güte einzelner Werte

abhängig ist von der Güte der zugehörigen projizierten Greenschen Funktion. Bei den

zielorientierten oder lokalen Fehlerschätzern wird nun diese Eigenschaft ausgenutzt,

um einerseits Aussagen über den Fehler in der gesuchten Zielgröße machen zu können

und andererseits das FE-Netz innerhalb von Netzverfeinerungsstrategien so zu opti-

mieren, dass die gesuchte Zielgröße möglichst genau berechnet werden kann. Man

bezeichnet diese Methoden auch alsDualitätstechniken, da man zusätzlich zum ur-

sprünglichen Problem ein duales Problem lösen muss.

3.4.1 Darstellung des Fehlers

Zur a posteriori Fehlerabschätzung bei zielorientierten Fehlerschätzern werden sowohl

die Residuen des ursprünglichen Problems als auch die Residuen des dualen Problems

benötigt. Das stetige und diskrete Variationsproblem des ursprünglichen Problems ist

gegeben durch

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V und a(uh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh . (3.97)

Entsprechend ist das stetige und diskrete Variationsproblem des dualen Problems ge-

geben durch

a(z, v) = J(v) ∀ v ∈ V und a(zh, vh) = J(vh) ∀ vh ∈ Vh . (3.98)
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Ferner wird der Fehler des ursprünglichen Problemse := u − uh und der Fehler des

dualen Problemse∗ := z − zh eingeführt. Die zugehörigen ResiduenR(·) undR∗(·)
sind definiert durch

R(uh, v) := a(e, v) = F (v)− a(uh, v) ∀ v ∈ V (3.99)

R∗(zh, v) := a(e∗, v) = J(v)− a(zh, v) ∀ v ∈ V . (3.100)

Gesucht sei nun der Fehler in einer ZielgrößeJ(u). Dieser ergibt sich bei linearen

Problemen aus

J(e) = J(u)− J(uh) = a(z, u− uh) = a(z, e) . (3.101)

Aufgrund der Galerkin-Orthogonalität gilt

J(e) = a(z, e) = a(z − zh, u− uh) = a(e∗, u) = F (e∗) . (3.102)

Dies führt auf die Definitionen des ursprünglichen und dualen ResiduumsR(·) und

R∗(·), [4]:

R(uh, z − zh) := F (z − zh)− a(uh, z − zh) = J(e) (3.103)

R∗(zh, u− uh) := J(u− uh)− a(zh, u− uh) = F (e∗) (3.104)

Die Residuen sind demnach gleich, d.h.R(uh, z − zh) = R∗(zh, u−uh), daJ(e) =

F (e∗). Man kann also den Fehler einer Zielgröße auf zwei verschiedene Arten berech-

nen. Zum einen kann man sich auf den Fehler in der Greenschen Funktionz − zh

beziehen oder zum anderen auf den Fehler in der FE-Lösungu− uh:

J(e) = R(uh, z − zh) = R∗(zh, u− uh) (3.105)

In Bezug auf die später folgende Fehlerschätzung bei nichtlinearen Problemen, kann

der Fehler alternativ auch dargestellt werden als

J(e) =
1

2
R(uh, z − zh) +

1

2
R∗(zh, u− uh) . (3.106)

Bei nichtlinearen Problemen sind die Residuen des ursprünglichen und dualen Pro-

blems nicht mehr gleich, siehe Kap. 4.3.1.
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3.4.2 Residuenbasierende zielorientierte Fehlerschätzer

Die im Folgenden dargestellte Methode basiert auf den Arbeiten von RANNACHER,

siehe z.B. [4], [7]. Diese wird alsdual-weighted-residual(DWR) Methode bezeichnet

und konnte unter anderem erfolgreich auf lineare und nichtlineare Probleme, Eigen-

wertprobleme und Problemstellungen in der Fluidmechanik angewendet werden.

Der Ausgangspunkt für eine exakte Fehlerdarstellung ist die in Kap. 3.2.2 angegebe-

ne Fehlergleichung für den Fehlere = u − uh der FE-Lösung des ursprünglichen

Problems, vgl. Gl. (3.34),

a(e, v) =
∑
Ωe

{∫
Ωe

r •v dΩ +

∫
Γe

j •v ds

}
= R(uh, v) ∀ v ∈ V .

(3.107)

Hierbei bezeichnenr und j die Element- bzw. Sprungresiduen des ursprünglichen

Problems, welche in den Gleichungen (3.35) und (3.36) definiert sind.

Zur Berechnung des Fehlers in der gesuchten Zielgröße geht man nun von der Fehler-

gleichung (3.101),

J(e) = a(e, z) ,

aus. Ersetzt manv = z ∈ V in (3.107), so folgt

J(e) = a(e, z) =
∑
Ωe

{(r, z)Ωe + (j, z)Γe} = R(uh, z) . (3.108)

Unter Ausnutzung der Galerkin-Orthogonalität,a(e, zh) = 0, erhält man die folgende

Darstellung für den Fehler in der Zielgröße:

J(e) =
∑
Ωe

{(r, z − zh)Ωe + (j, z − zh)Γe} (3.109)

Die Residuen des ursprünglichen Problems werden gewichtet mit dem Fehler in der

verallgemeinerten Greenschen Funktion. Es ist daher anschaulich klar, dass der Fehler

um so kleiner ist, je besser die echte Greensche Funktionz auf dem aktuellen Netz

durchzh approximiert wird.
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Innerhalb von adaptiven Verfahren wird daher versucht das Netz derart zu optimieren,

dass der Abstandz − zh möglichst klein wird. Hierzu sind lokale Verfeinerungsindi-

katorenηe der Form

ηe := {(r, z − zh)Ωe + (j, z − zh)Γe} (3.110)

zu bestimmen. Durch elementweise Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

und der Verwendung gewöhnlicher Interpolationsabschätzungen, folgt ein a posteriori

Fehlerschätzer, d.h. eine obere Grenze für den Fehler, [4],

|J(e)| ≤ η =
∑
Ωe

ηe =
∑
Ωe

η(p)
e η(z)

e (3.111)

mit

η(p)
e :=

{
||r||2L2(Ωe) + h−1

e ||j||2L2(Γe)

}1/2

(3.112)

η(z)
e :=

{
||z − zh||2L2(Ωe) + he||z − zh||2L2(Γe)

}1/2

. (3.113)

Die Gewichteoder Einflussfaktorenη(z)
e spiegeln hierbei den lokalen Charakter der

verallgemeinerten Greenschen Funktion wieder.

Die exakte duale Lösungz ist im Allgemeinen unbekannt. Zur Auswertung der Feh-

lerdarstellung (3.109) und der Fehlergrenze (3.111) braucht man daher eine gute Ap-

proximation der echten Greenschen Funktionz, welche mitz̃h ∈ Ṽh bezeichnet wird.

Der resultierende Fehlerschätzer erhält die Form

η =

∣∣∣∣ ∑
Ωe

{(r, z̃h − zh)Ωe + (j, z̃h − zh)Γe}
∣∣∣∣ .

In [4] werden unter anderem folgende Möglichkeiten zur Bestimmung vonz̃h vorge-

schlagen:

• Lösung des dualen Problems mit Ansatzfunktionen höherer Ordnung auf dem

aktuellen Netz, d.h. z.B. die Verwendung von biquadratischen Ansatzfunktionen

anstelle von bilinearen Funktionen.

• Lösung des dualen Problems auf einem sehr feinen Netz.
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• Bestimmung der dualen Lösungzh auf dem aktuellen Netz. Verbesserung der

Lösung durch Verwendung von Interpolationsfunktionen höherer OrdnungI+
h zh

auf einzelnen Teilgebieten.→ z̃h = I+
h zh

In praktischen Berechnungen könnte gezeigt werden, dass die oben vorgestellte Me-

thode enge Fehlergrenzen liefert [4]. Der Nachteil besteht jedoch darin, dass zum Teil

ein erheblicher Aufwand betrieben werden muss, um eine gute Approximation der

dualen Lösung zu bestimmen.

Aus diesem Grund werden in der Praxis häufig zielorientierte Fehlerschätzer basierend

auf Fehlerabschätzungen in der Energienorm verwendet. Diese liefern zwar in der Re-

gel zu pessimistische Fehlergrenzen, können jedoch erfolgreich als Fehlerindikator zur

adaptiven Steuerung verwendet werden und sind relativ leicht zu implementieren.

3.4.3 Zielorientierte Fehlerschätzer in der Energienorm

Eine einfache und oft verwendete Methode zur lokalen Fehlerabschätzung erfolgt mit

Hilfe der klassischen energienormbasierenden Fehlerschätzer, [12], [18]. Ausgangs-

punkt hierfür ist die Fehlergleichung (3.101)

J(e) = a(z, u− uh)

Unter Ausnutzung der Galerkin-Orthogonalität,a(zh, u− uh) = 0, folgt

J(e) = a(z − zh, u− uh) = a(e∗, e) . (3.114)

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (3.40) erhält man eine obere

Grenze für den Fehler

|J(e)| = |a(z − zh, u− uh)| ≤ ||z − zh||E ||u− uh||E . (3.115)

Der Fehler in der Zielgröße wird demnach nach oben begrenzt durch den Energienorm-

fehler||u−uh||E des ursprünglichen Problems gewichtet mit dem Energienormfehler

des dualen Problems||z − zh||E.
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Zur praktischen Berechnung wird die Cauchy-Schwarz-Ungleichung elementweise an-

gewendet,

|J(e)| ≤
∑
Ωe

||z − zh||E(Ωe) ||u− uh||E(Ωe) = η =
∑
Ωe

η(z)
e η(p)

e . (3.116)

Die Berechnung der Fehlerindikatoren des ursprünglichen Problemsη
(p)
e und des dua-

len Problemsη(z)
e kann beispielsweise mittels (3.55), (3.61) oder einem anderen ener-

gienormbasierenden Fehlerschätzer erfolgen.

Mit |J(e)| ≤ η und J(u) = J(uh) + J(e) lässt sich der Fehler in der Zielgröße

begrenzen durch

J(uh)− η ≤ J(u) ≤ J(uh) + η . (3.117)

Die Schrankeneigenschaften dieses Fehlerschätzer sind in der Regel nicht sehr scharf.

Dennoch werden sie mit Erfolg eingesetzt, da sie gute Fehlerindikatoren zur adaptiven

Netzverfeinerung darstellen, vgl. [12].

Eine Alternative zur Abschätzung mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung besteht

in der Anwendung der Parallelogrammidentität für symmetrische Bilinearformen, vgl.

z.B. ODEN & PRUDHOMME in [32], auf die Fehlergleichung (3.114):

J(e) = a(e, e∗) =
1

4
||e + e∗||2E −

1

4
||e− e∗||2E (3.118)

Es wird nun angenommen, dass die folgenden unteren und oberen Abschätzungenη+
low,

η+
up, η−low undη−up derart existieren, so dass die Ungleichungen

η+
low ≤ ||e + e∗|| ≤ η+

up (3.119)

η−low ≤ ||e− e∗|| ≤ η−up (3.120)

erfüllt sind. Mit (3.118) erhält man eine Darstellung des Fehlers, der unteren und obe-

ren Schrankeneigenschaften genügt:

1

4
(η+

low)2 − 1

4
(η−up)

2 ≤ J(e) ≤ 1

4
(η+

up)
2 − 1

4
(η−low)2 (3.121)

Weitere Darstellungen zur konkreten Berechnung der Schranken sowie der Beweis der

obigen Beziehungen findet man in [32].
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3.4.4 Zusammenfassung

Mit Hilfe der in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten zielorientierten Feh-

lerschätzern kann der Fehler lokaler Werte abgeschätzt werden. Ferner erhält man Feh-

lerindikatoren, mit deren Hilfe sich das FE-Netz innerhalb von Netzverfeinerungsstra-

tegien derart optimieren lässt, dass die gesuchte Zielgröße möglichst genau berechnet

werden kann. Der Gesamtalgorithmus dieser alsDualitätstechnikenbezeichneten Me-

thoden kann bei linearen Problemen wie folgt zusammengefasst werden:

Gesucht sei ein Punktwert oder ein integraler Wert, welcher als ZielgrößeJ(u) be-

zeichnet wird. Dieser Wert kann berechnet werden, indem man ein FunktionalJ(u)

auf die Lösung anwendet:

J(u) = ∂iuj(x) = (δj
i , u) Punktwert

J(u) =

∫
Γ

σij ds integraler Wert

Dies impliziert, dass eine verallgemeinerte Greensche Funktionz derart existiert, dass

J(u) = F (z).

Im Rahmen eines adaptiven Algorithmus zur Optimierung des Netzes sind dann die in

Box 3.1 aufgeführten Schritte auszuführen. Die Anwendung dieses Verfahrens liefert

automatisch ein Netz, welches optimal bezüglich der gesuchten ZielgrößeJ(uh) ist

[25].
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1. Generiere ein StartnetzTi und setzei = 0.

2. Formulierung und Lösung des ursprünglichen Problems

a(uh, φk) = F (φk) ∀ φk ∈ Vh .

3. Formulierung und Lösung des dualen Problems

a(zh, φk) = J(φk) ∀ φk ∈ Vh .

4. Optimierung des Netzes

• Berechnung der Fehlerindikatoren des ursprünglichen Problemsη
(p)
e und

des dualen Problemsη(z)
e in jedem ElementΩe.

• Bestimmung der resultierendengewichtetenFehlerindikatoren

ηe = η(p)
e · η(z)

e .

• Berechnung des Fehlerschätzers

J(e) ≈ η =
∑
Ωe

ηe .

• IF |η| ≤ TOL (globale Toleranz)→ ENDE

• IF ηe > TOLe (Toleranz im Element)→ Verfeinere das ElementΩe

• Generiere ein neues NetzTi+1 und setzei = i + 1.

• GOTO 2

Box 3.1: Lösungsalgorithmus für zielorientierte Fehlerschätzer



4 Nichtlineare Probleme

Im vorliegenden Kapitel werden Methoden zur Fehlerschätzung bei nichtlinearen Pro-

blemen vorgestellt. Die im vorangegangenen Kapitel gezeigten Dualitätstechniken sol-

len ganz allgemein auf nichtlineare Probleme übertragen werden. Abschließend erfolgt

dann ein kurzer Blick auf Adaptionsstrategien und praktische Aspekte innerhalb einer

nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung.

4.1 Vorbemerkungen

Die in der Strukturmechanik auftretenden Nichtlinearitäten sind vielfältig. Im All-

gemeinen lassen sich Nichtlinearitäten in folgende Kategorien einordnen, wobei ein

gleichzeitigen Auftreten möglich ist:

• Geometrische Nichtlinearität: große Verschiebungen und Verdrehungen bei

kleinen Verzerrungen und linear elastischen Materialverhalten.

• Große Deformationen: große Verschiebungen und große Verzerrungen, wie

z.B. bei Umformprozessen.

• Physikalische Nichtlinearität: bei nichtlinearem Materialverhalten.

• Nichtlinearität infolge von Randbedingungen:bei Problemen, bei denen Nicht-

linearitäten infolge wechselnder Randbedingungen während des Deformations-

vorgangs auftreten (Kontaktprobleme).
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Die Nichtlinearität des betrachteten Randwertproblems überträgt sich mit der Diskreti-

sierung auf das zugehörige diskrete Problem. Zur Lösung der nichtlinearen Gleichun-

gen ist eine Linearisierung der betrachteten Gleichungen nötig. Die Lösung von nicht-

linearen Problemen erhält man dann durch die Lösung mehrerer linearer Probleme in-

nerhalb eines iterativen Algorithmus, wie z.B. dem Newton-Raphson-Verfahren, siehe

Kap. 2.3.3.

Die Linearisierung erfolgt durch eine Darstellung der nichtlinearen Funktion in einer

Taylor-Reihe mit abstrakten Ableitungen und genau definierten Resttermen. Speziell

bei Fehlerabschätzungen werden hierfür verschiedene Darstellungsformen verwendet.

Die eigentliche Fehlerschätzung erfolgt dann für das linearisierte Problem. Damit las-

sen sich prinzipiell die im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Fehlerschätzer für

lineare Probleme direkt auf nichtlineare Probleme anwenden.

4.2 Globale Fehlerschätzer

Die Bestimmung der Fehler nichtlinearer Probleme erfolgt in der Regel durch geeig-

nete Modifikation der linearen Fehlerschätzer. Im Rahmen von nichtlinearen Lösungs-

algorithmen werden diese an den jeweiligen Gleichgewichtspunkten ausgewertet.

Gegeben sei ein nichtlineares RandwertproblemA(u) = p mit der zugehörigen schwa-

chen Formulierung

a(u; v) = F (v) ∀ v ∈ V . (4.1)

Betrachtet man das in Kap. 2.2.1 eingeführte nichtlineare Randwertproblem, dann ist

die Semilinearform definiert durch

a(u; v) := (S(u), Eu(v)) =

∫
Ω

S •Eu(v) dΩ (4.2)

und das lineare FunktionalF (·) ist gegeben durch

F (v) := (p, v) + (t̄, v) =

∫
Ω

p •v dΩ +

∫
ΓN

t̄ •v ds . (4.3)
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Die zugehörige Galerkin-Approximation zur Bestimmung der diskreten Lösunguh ∈
Vh lautet

a(uh; vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh ⊂ V . (4.4)

Wählt man in (4.1) als Testfunktionvh ∈ Vh ⊂ V und subtrahiert hiervon (4.4), dann

lässt sich die fundamentale Galerkin-Orthogonalität für nichtlineare Probleme angeben

[36]

R(uh, vh) := F (vh)− a(uh; vh) = 0 ∀ vh ∈ Vh . (4.5)

Die Semilinearforma(·; ·) ist nichtlinear im ersten Argument und linear in allen Argu-

menten rechts vom Semikolon, d.h. es gilt

a(uh + e; v) 6= a(uh; v) + a(e; v) . (4.6)

Hieraus folgt, dass die Fehlergleichung der linearen Theorie (3.30) nicht mehr gilt. Mit

u = uh + e lässt sich (4.1) folgendermaßen umschreiben

a(uh + e; v) = F (v) ∀ v ∈ V . (4.7)

Um nun eine brauchbare Fehlergleichung zu bestimmen, wird (4.7) an der Stelleuh

linearisiert, d.h. es erfolgt eine Entwicklung in eine Taylor-Reihe

a(uh; v)− F (v) + aT (uh; e, v) +R = 0 . (4.8)

Hierbei istaT das Gateaux Differential

aT (uh; e, v) :=

[
d

dε
a(uh + ε e, v)

]
ε=0

(4.9)

was der gewöhnlichen Tangentenform entspricht, welche beispielsweise innerhalb des

Newton-Raphson-Verfahrens verwendet wird. Die Linearisierung erfolgt an einem be-

kannten Zustanduh, d.h.uh ist fest. Die Tangentenform ist daher bilinear in den letz-

ten beiden Argumenten und es giltaT (uh; e, v) = aT (uh; v, e). Der RestR enthält

Terme höherer Ordnung und kann in der Regel vernachlässigt werden, da davon ausge-

gangen wird, dass die FE-Lösunguh eine ausreichend gute Approximation der exakten

Lösungu darstellt [15]. Damit erhält man eine lineare Gleichung für den Diskretisie-

rungsfehler am Linearisierungspunkt

aT (uh; e, v) = F (v)− a(uh; v) = R(uh, v) . (4.10)
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Der Diskretisierungsfehleru − uh von nichtlinearen Problemen kann in erster Nähe-

rung aus dem linearisierten Problem ermittelt werden, wenn man die Verschiebungw

als Approximation der echten Lösungu ansieht. In Abb. 4.1 ist der Linearisierungspro-

zess für ein eindimensionales Beispiel dargestellt. Hierbei bezeichnetλ einen skalaren

Lastparameter. Der Fehlerw − uh ist somit die lineare Approximation des echten

Fehlersu− uh am betrachteten Linearisierungspunkt [19].

Abbildung 4.1: Linearisierte Fehlerschätzung bei nichtlinearen Problemen, [12].

Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 3.2.2, erhält die Fehlergleichung durch partielle

Integration der virtuellen inneren Arbeit die Form

aT (uh; w−uh, v) =
∑
Ωe

{∫
Ωe

r •v dΩ +

∫
Γe

j •v ds

}
∀v ∈ V . (4.11)

Die für lineare Probleme vorgestellten Fehlerindikatoren und Fehlerschätzer können

nun direkt auf nichtlineare Probleme angewendet werden. Hierbei wird von dem in-

krementellen Problem ausgegangen, welches am aktuellen Gleichgewichtspunkt for-

muliert wird.

Die zu bestimmenden Elementresiduenr und Sprungresiduenj sind vom jeweils ge-

gebenen Randwertproblem abhängig. Für das in Kap. 2.2.1 eingeführte nichtlineare

Randwertproblem sind diese wie folgt definiert:

r := p + div (Sh +∇uh Sh) aufΩe (4.12)

j :=


1
2
( th + t′h ) ∀ γ 6⊆ Γ

t̄− th ∀ γ ⊂ ΓN

0 ∀ γ ⊂ ΓD

(4.13)
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mit

th := (Sh +∇uh Sh)n . (4.14)

Bemerkung 4.1 Bei den vorgenannten Beziehungen wurde vorausgesetzt, dass der

betrachtete Gleichgewichtspunkt kein singulärer Punkt (Limit- oder Verzweigungs-

punkt) ist. In der Umgebung von singulären Punkten ist eine Taylorreihenentwick-

lung nicht möglich bzw. nicht eindeutig. Fehlerschätzer für diese Problemklassen fin-

det man beispielsweise in [12], [37].

Bemerkung 4.2 Die durchaT (uh; ·, ·) induzierte Norm ist analog zur linearen Ener-

gienorm definiert und kann - vom physikalischen Standpunkt aus - auch als ein Maß

für die Energie interpretiert werden. Das Maß für den Fehler kann verstanden werden,

als die Energie die nötig ist, um das System vom betrachteten Zustanduh zu einem

Zustand zu bewegen, der mit der aktuellen Lösungu assoziiert werden kann [26].

4.3 Zielorientierte Fehlerschätzer

Die Motivation für die zielorientierten Fehlerschätzer bei linearen Problemen ist die

Tatsache, dass sich jede lokale Größe aus der Überlagerung der projizierten Green-

schen Funktion mit der Belastung berechnen lässt. Die Grundlage hierfür liefert der

Satz von Betti. Bei linearen (selbstadjungierten) Problemen erhält man den Satz von

Betti, indem man in der ersten Greenschen IdentitätG(u, v) die Plätze vonu undv

vertauscht und anschließend die Identitäten voneinander abzieht, siehe Kap. 3.1.2,

B(u, v) = G(u, v)−G(v, u) = 0 .

Aufgrund der Symmetrie der Wechselwirkungsenergie,E(u, v) = E(v, u), kürzen

sich die Energien heraus und es verbleiben nur noch die reziproken äußeren Arbeiten.

Die erste Greensche IdentitätG(u, v) der nichtlinearen Elastizitätstheorie (2.34) wur-

de in Kap. 2.2.2 angegeben. Bei nichtlinearen Problemen ist die fundamentale Sym-

metriebedingung verletzt, d.h.

E(u, v) 6= E(v, u) . (4.15)
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Damit kürzen sich bei der FormulierungB(u, v) = G(u, v) − G(v, u) die Terme

E(u, v) undE(v, u) nicht heraus. Der entstehende Ausdruck kann nicht als der Satz

von Betti interpretiert werden [22].

Bei nichtlinearen Problemen gibt es daher keine Greenschen Funktionen im üblichen

Sinn und der Satz von Betti besitzt keine Gültigkeit mehr. Dennoch lassen sich auch bei

nichtlinearen Problemen zielorientierte Fehlerschätzer konstruieren. Hierfür wird das

entsprechende duale Problem für das linearisierte ursprüngliche Problem formuliert.

4.3.1 Ein genereller Zugang

Im Folgenden soll ein abstrakter Zugang zur Berechnung des FehlersJ(u) − J(uh)

bei nichtlinearen Problemen vorgestellt werden. Die hier gezeigte Methode basiert auf

den Arbeiten von BANGERTH & RANNACHER [4] und BECKER & RANNACHER [7].

Es seia(u; ·) eine Semilinearform,F (·) eine Linearform undJ(·) ein Funktionalwert,

welcher nicht zwingend linear sein muss. Diese sind definiert auf einem nicht weiter

spezifizierten RaumV . Gesucht sei die Lösungu ∈ V des Variationsproblems

A(u; v) := a(u; v)− F (v) = 0 ∀ v ∈ V . (4.16)

Die zugehörige Galerkin-Approximation lautet

A(uh; vh) := a(uh; vh)− F (vh) = 0 ∀ vh ∈ Vh ⊂ V . (4.17)

Das Ziel soll nun sein,J(u) aus der Lösung von (4.16) zu berechnen. Diese Aufgabe

kann als ein restringiertes Optimierungsproblem füru ∈ V aufgefasst werden:

J(u) → min mit der NebenbedingungA(u; v) = 0 . (4.18)

Das Minimum vonu entspricht einem stationären Punkt{u, z} ∈ V × V des Lagran-

geschen Funktionals

L(u; z) := J(u)− A(u; z) . (4.19)
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Hierbei wurde die duale oder adjungierte Variablez ∈ V eingeführt, welche die Rolle

des Lagrangeschen Multiplikators übernimmt. Das Lagrangesche Funktional ist da-

bei linear inz. Gesucht sei nun ein stationärer Punkt vonL(u; z), d.h. die Lösung

{u, z} ∈ V × V des Euler-Lagrange-Systems

L′(u; z)(ϕ, v) =


J ′(u; ϕ)− A′(u; ϕ, z)

− A(u; v)

 = 0

∀ {ϕ, v} ∈ V × V .

(4.20)

Die Gateaux Ableitungen vonJ(u) undA(u; z) sind hierbei definiert durch

J ′(u; ϕ) :=

[
d

dε
J(u + ε ϕ)

]
ε=0

(4.21)

und

A′(u; ϕ, z) :=

[
d

dε
A(u + ε ϕ; z)

]
ε=0

. (4.22)

Die Galerkin-Approximation{uh, zh} ∈ Vh× Vh führt auf das diskrete Lagrangesche

Funktional

L(uh; zh) := J(uh)− A(uh; zh) (4.23)

und auf das diskrete Euler-Lagrange-System

L′(uh; zh)(ϕh, vh) =


J ′(uh; ϕh)− A′(uh; ϕh, zh)

− A(uh; vh)

 = 0

∀ {ϕh, vh} ∈ Vh × Vh .

(4.24)

Die zweite Gleichung dieses Systems ist gerade das diskrete Variationsproblem (4.17)

zur Bestimmung vonuh. Die erste Gleichung ist das zusätzlich zu lösende diskrete

duale Problem

A′(uh; ϕh, zh) = J ′(uh; ϕh) ∀ϕh ∈ Vh (4.25)

zur Bestimmung der dualen Variablezh. Hierbei entsprichtA′ der üblichen Tangen-

tenformaT , so dasszh die Lösung von

aT (uh; ϕh, zh) = J ′(uh; ϕh) ∀ϕh ∈ Vh (4.26)
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ist. Im Folgenden soll nun der Fehler in der ZielgrößeJ(u)− J(uh) abgeschätzt wer-

den. Im obigen Kontext ist dies mit Hilfe von (4.19) und (4.23) äquivalent zu der

Abschätzung

J(u)− J(uh) = L(u; z)− L(uh; zh) =
1

2
L̃′ +R(3)

h (4.27)

mit

L̃′ := L′
u(uh, zh)(u− uh) + L′

z(uh, zh)(z − zh)

=J ′(uh; u− uh)− A′(uh; u− uh, zh)− A(uh; z − zh) .

(4.28)

Hieraus erhält man die folgende Darstellung für den Fehler in der Zielgröße:

J(u)− J(uh) =
1

2
R(uh; z − zh) +

1

2
R∗(uh, zh; u− uh) +R(3)

h . (4.29)

Das Residuum des ursprünglichen ProblemsR(uh; ·) und das Residuum des dualen

ProblemsR∗(uh, zh; ·) sind hierbei definiert durch

R(uh; z − zh) := −A(uh; z − zh) (4.30)

R∗(uh, zh; u− uh) := J ′(uh; u− uh)− A′(uh; u− uh, zh) . (4.31)

Im Gegensatz zu linearen Problemen sind die ResiduenR(uh; ·) undR∗(uh, zh; ·) im

nichtlinearen Fall nicht mehr gleich, siehe Kap. 3.4.1. Der RestR(3)
h ist kubisch im

ursprünglichen und im dualen Fehlere := u− uh unde∗ := z − zh,

R(3)
h :=

1

2

∫ 1

0

{J ′′′(uh + se)(e, e, e)− A′′′(uh + se)(e, e, e, zh + se∗)

3A′′(uh + se)(e, e, e∗)} s(s− 1) ds .

Auf den Beweis der vorgenannten Beziehungen soll an dieser Stelle verzichtet werden.

Diesen findet man beispielsweise in [4] und [7].

Gewöhnlich ist der RestR(3)
h in (4.29) sehr klein und kann vernachlässigt werden. Die

Auswertung des resultierenden Fehlerschätzers erfordert gute Approximationen der

unbekannten exakten Lösungenu undz, welche beispielsweise mittels Interpolationen

höherer Ordnung aus den diskreten Lösungenuh undzh gewonnen werden können.

Bezeichnet man diese Approximationen mitũh undz̃h, dann erhält der Fehlerschätzer

die Form

J(u)− J(uh) ≈ η :=
1

2
R(uh; z̃h − zh) +

1

2
R∗(uh, zh; ũh − uh) . (4.32)
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4.3.2 Alternativen

Alternativ zu der oben gezeigten Vorgehensweise soll im Folgenden ein etwas inge-

nieurmäßigerer Zugang skizziert werden [15], [19], [25]. Ausgangspunkt ist die linea-

risierte Fehlergleichung (4.10),

aT (uh; e, v) = F (v)− a(uh; v) = R(uh, v) . (4.33)

Zur Berechnung des Fehlers in einer Zielgröße wird die duale Bilinearforma∗T (uh; e, v)

eingeführt, welche durch die Identität

a∗T (uh; e, v) := aT (uh; v, e) (4.34)

definiert ist. Im Fall von Hyperelastizität istaT symmetrisch in den letzten beiden

Argumenten und es giltaT = a∗T , [36].

Das zusätzlich zu lösende lineare duale Problem wird am betrachteten Linearisierungs-

punktuh formuliert. Gesucht sei die Lösungz von

a∗T (uh; v, z) = J ′(uh; v) ∀ v ∈ V . (4.35)

Das FunktionalJ ′(uh; v) ist hierbei definiert durch

J ′(uh; v) :=

[
d

dε
J(uh + ε v)

]
ε=0

. (4.36)

Kombiniert man nun (4.33) und (4.35), so folgt aufgrund der Symmetrie der Bilinear-

form

J(e) = J ′(uh; e) = a∗T (uh; z, e) = aT (uh; e, z) = R(uh, z) . (4.37)

Der echte Fehlere = u−uh am betrachteten Linearisierungspunkt wird nun durch die

lineare Approximation des Fehlersw − uh ersetzt. Durch Anwendung der Galerkin-

Orthogonalität,aT (uh; e, zh) = 0, erhält man

J(w − uh) = aT (uh; w − uh, z − zh) = R(uh, z − zh) . (4.38)

Durch elementweise Auswertung dieser Gleichung ergibt sich die folgende Darstel-

lung für den Fehler:

J(w − uh) =
∑
Ωe

{∫
Ωe

r • (z − zh) dΩ +

∫
Γe

j • (z − zh) ds

}
(4.39)
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Zur Auswertung dieser Gleichung kann beispielsweise die in Kap. 3.4.2 vorgestellte

dual-weighted-residualMethode verwendet werden.

Eine einfache Abschätzung in der Energienorm erhält man durch Anwendung der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Bilinearform in (4.38)

|J(w − uh)| ≤ ||z − zh||E ||w − uh||E , (4.40)

welche wieder elementweise ausgewertet wird und somit eine obere Grenze für den

Fehler liefert

|J(w−uh)| ≤
∑
Ωe

||z−zh||E(Ωe) ||w−uh||E(Ωe) = η =
∑
Ωe

η(z)
e η(p)

e . (4.41)

Die Berechnung der Fehlerindikatoren des ursprünglichen Problemsη
(p)
e und des dua-

len Problemsη(z)
e kann beispielsweise mittels (3.55), (3.61) oder einem anderen ener-

gienormbasierenden Fehlerschätzer erfolgen.

In der Literatur findet man zur Bestimmung des Fehlers einer Zielgröße noch eine

etwas andere Technik [16], [36]. Hierbei ersetzt man die TangentenformaT durch die

Sekantenform

aS(u, uh; e, v) :=

∫ 1

0

aT (uh + s e; e, v) ds . (4.42)

Diese ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, aber bilinear ine undv. Der Fehlere ist

dann die Lösung der linearen Variationsgleichung

aS(u, uh; e, v) = a(u; v)− a(uh; v) = R(v) . (4.43)

Man erhält eine exakte Darstellung für den Fehler, was jedoch die Kenntnis der exakten

Lösung voraussetzt.

Analog hierzu wird die Sekantenform des FunktionalsJ(u) eingeführt

JS(u, uh; v) :=

∫ 1

0

J ′(uh + s e; v) ds . (4.44)

Das entsprechende duale Problem zur Bestimmung vonz lautet dann

a∗S(u, uh; z, v) = JS(u, uh; v) ∀ v ∈ V . (4.45)
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Unter der Voraussetzung, dass die duale Bilinearform symmetrisch in den letzten bei-

den Argumenten ist, d.h.a∗S(·, ·; z, v) = aS(·, ·; v, z), erhält man aus (4.45) und (4.43)

J(e) = JS(u, uh; e) = a∗S(u, uh; z, e) = aS(u, uh; e, z) = R(z) . (4.46)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalität folgt eine exakte Darstellung für den Fehler in

der Zielgröße

J(e) = JS(u, uh; e) = aS(u, uh; e, z − zh) = R(z − zh) . (4.47)

Sowohla∗S als auchJS beinhaltet die unbekannte exakte Lösungu. Ersetzt man die

exakte Lösung durch die FE-Approximationuh, dann erhält man gerade wieder (4.38),

J(e) = JS(uh, uh; e) = aS(uh, uh; e, z − zh) = aT (uh; e, z − zh) . (4.48)

An dieser Stelle stellt sich natürlich die Frage, warum man den ganzen Aufwand be-

treibt, wenn am Ende doch wieder die gewöhnliche Tangentenform herauskommt. Es

hat sich jedoch gezeigt, dass unter bestimmten Umständen die gezeigte Technik von

Vorteil sein kann. In diesen Fällen kann beispielsweise eine verbesserte Lösung von

uh verwendet werden [29].

4.3.3 Berechnung des dualen Problems

Bei der Fehlerschätzung mittels dualer Methoden muss zusätzlich zum ursprünglichen

Problem ein weiteres linearisiertes duales Problem gelöst werden. Bei nichtlinearen

Problemen wird das duale Problem am betrachteten Linearisierungspunkt formuliert

a∗T (uh; z, v) = J ′(uh; v) ∀ v ∈ V . (4.49)

Die Tangentenforma∗T des dualen Problems entspricht der TangentenformaT des ur-

sprünglichen Problems am Gleichgewichtspunkt. Bei der praktischen Berechnung ent-

spricht also die tangentiale SteifigkeitsmatrixKT (uh) des ursprünglichen Problems

am Gleichgewichtspunkt der Steifigkeitsmatrix des dualen Problems, so dasszh die

Lösung von

KT (uh) z = j (4.50)
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ist. Zur numerischen Lösung des dualen Problems muss daher nur der duale Lastvek-

tor j bestimmt werden. Die äquivalenten Knotenkräftejk erhält man wie bei linearen

Problemen, vgl. Kap. 3.3.4, aus der rechten Seite der diskreten Variationsgleichung

aT (uh; zh, φk) = J ′(uh; φk) ∀ φk ∈ Vh . (4.51)

Hierbei bezeichnetφk die Knoteneinheitsverformung am Freiheitsgraduk. Die äqui-

valenten Knotenkräfte sind abhängig von der Gestalt des FunktionalsJ(u). Ist J(u)

linear, dann istJ ′(u; φk) = J(φk), so dassjk = J(φk). Für den Fall, dassJ(u)

nichtlinear ist, erhält man die Knotenkräfte aus

jk = J ′(uh; φk) . (4.52)

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Konzept für das in Kap. 2.2.1 einge-

führte Randwertproblem für geometrische Nichtlinearität umgesetzt. Hierbei kam das

St. Venant-Kirchhoff-Material zum Einsatz. Die Spannungen für dieses Problem erhält

man ausS = C[E(u)]. Der VerzerrungstensorE enthält nichtlineare Anteile inu, so

dass im Fall einer gesuchten Spannung das FunktionalJ(u) nichtlinear ist.

Gesucht sei nun eine lokale SpannungSij(x) in einem Punktx, d.h.

J(u) = Sij(u)(x) . (4.53)

Das linearisierte Funktional folgt aus der Gateaux Ableitung vonJ(u),

J ′(u; v) :=

[
d

dε
J(u + ε v)

]
ε=0

=

[
d

dε
Sij(u + ε v)

]
ε=0

. (4.54)

Mit S = C[E(u)] entnimmt man den gesuchten Wert somit aus[
d

dε
S(u + ε v)

]
ε=0

= C

[
d

dε
E(u + ε v)

]
ε=0

= C[Eu(v)] =: Ŝ . (4.55)

Hierbei bezeichnetEu(v) die Variation desGreen-LagrangeschenVerzerrungsten-

sors, vgl. Gl. (2.32). Die Spannungen, welche man ausC[Eu(v)] ermittelt, können als

Spannungsinkremente oder Spannungszuwächse bezogen auf den aktuellen Lineari-

sierungspunkt interpretiert werden. Bezeichnet man diese Zuwächse mitŜ = C[Eu],

dann folgt für das linearisierte Funktional (4.54)

J ′(u; v) = Ŝij(v)(x) (4.56)
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bzw. die diskrete Form

J ′(uh; vh) = Ŝij(vh)(x) . (4.57)

Die äquivalenten Knotenkräftejk erhält man nun, wennvh durch die Knoteneinheits-

verformungenφk ersetzt wird,

jk = J ′(uh; φk) = Ŝij(φk)(x) . (4.58)

Die Knotenkraftjk ist gerade die SpannunĝSij an der Stellex, die infolge der Ein-

heitsverformungφk entsteht. Die SpannunĝSij erhält man hierbei ausC[Eu(φk)].

Analog hierzu kann die Berechnung der dualen Lösung für integrale Größen erfolgen.

Gesucht sei eine integrale Spannung entlang eines SchnittesA-A, d.h.

J(u) =

∫
A

Sij(u) ds . (4.59)

Das zugehörige linearisierte Funktional ergibt sich zu

J ′(uh; vh) =

∫
A

Ŝij(vh) ds . (4.60)

Die äquivalenten Knotenkräfte zur Erzeugung der dualen Lösung erhält man nun, in-

dem die Spannungen̂Sij infolge der Einheitsverformungenφk entlang des Schnittes

A-A aufintegriert werden:

jk = J ′(uh; φk) =

∫
A

Ŝij(φk) ds (4.61)

In Abb. 4.2 ist die Vorgehensweise zur Bestimmung der dualen Lösung für die Span-

nungSyy(x) und für die integrale Spannung
∫

A
Sxy ds dargestellt. Betrachtet wird ein

Kragbalken mit großen Verformungen unter einer Einzellast, 4.2a. Das ursprüngliche

Problem wird im aktuellen Lastschritt mittels eines iterativen Verfahrens gelöst. Das

duale Problem wird nun am gefundenen Gleichgewichtspunkt formuliert, d.h. am ver-

formten System in der momentanen Laststufe, 4.2b. Die duale Lösung fürSyy im mar-

kierten Punkt ist eine Punktversetzung um Eins. Die hierfür erforderlichen äquivalen-

ten Knotenkräfte sind in Abb. 4.2c dargestellt. Die Knotenkräftej erhält man unter

Verwendung von Gl. (4.58) aus

jk = J ′(uh; φk) = Ŝyy(φk)(x) . (4.62)
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Abbildung 4.2: Kragbalken mit großen Verformungen a) Belastung des ursprüngli-

ches Problems b) Verformung des ursprüngliches Problem am Gleich-

gewichtspunkt c) äquivalente Knotenkräfte des duales Problems für

Syy(x) am Gleichgewichtspunkt d) FE-Approximation der dualen Lö-

sung für Syy(x) e) äquivalente Knotenkräfte des duales Problems für∫
A

Sxy ds im Schnitt A-A f) FE-Approximation der dualen Lösung für∫
A

Sxy ds
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Dieser Lastfall wird nun gelöst, wobei die zugehörige Steifigkeitsmatrix der tangen-

tialen Steifigkeitsmatrix des ursprünglichen Problems im Gleichgewichtspunkt ent-

spricht, d.h. man löstKT (uh) z = j. Das Resultat ist die FE-Approximation der

dualen Lösung fürSyy am verformten System, siehe Abb. 4.2d.

Entsprechend erfolgt die Vorgehensweise zur Bestimmung der dualen Lösung für die

integrale Spannung
∫

A
Sxy ds. Die duale Lösung für dieses Problem ist ein Versatz von

Eins im SchnittA-A am verformten System, siehe Abb. 4.2f. Die zugehörigen äquiva-

lenten Knotenkräfte sind in Abb. 4.2e dargestellt. Diese erhält man unter Verwendung

von (4.61).

4.4 Adaptionsstrategien und Netzverfeinerung

Im Folgenden werden einige Aspekte vorgestellt, welche im Rahmen einer nichtli-

nearen adaptiven FE-Berechnung benötigt werden. Hierbei kann natürlich nur auf die

wichtigsten Punkte Bezug genommen werden, da die Darstellung des gesamten Spek-

trums den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde. Ausführliche Darstellungen findet

man beispielsweise in [12], [38].

Die Anpassung der FE-Diskretisierung an eine berechnete oder abgeschätzte Fehler-

verteilung kann grundsätzlich durch verschiedene Adaptionsstrategien vorgenommen

werden:

• h-Adaption

Anpassung der charakteristischen Elementgrößehe an die lokale Fehlervertei-

lung. Das FE-Netz wird lokal verfeinert oder vergröbert.

• p-Adaption

Anpassung des Polynomgradesp an die lokale Fehlerverteilung. Die Element-

größehe bleibt unverändert.

• hp-Adaption

Anpassung der charakteristischen Elementgrößehe und des Polynomgradesp.
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• r-Adaption

Neuvernetzung mit gleich bleibender Anzahl der Freiheitsgrade.

• d- und m-Adaption

Dimensions- und Modelladaptivität. Bei der Dimensionsadaptivität wird die ge-

wählte Raumdimension angepasst. Bei der Modelladaptivität wird das verwen-

dete mechanische Modell an den Modellierungsfehler angepasst.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nurh-adaptive Verfahren betrachtet. Dabei kommt

eine hierarchische Netzverfeinerung mithanging nodeszum Einsatz. Bei dem Kon-

zept der ’hängenden Knoten’ wird jedes zu verfeinernde Element in vier weitere Ele-

mente zerteilt, siehe Abb. 4.3. Hierbei entstehen an angrenzenden Elementen, welche

nicht selbst verfeinert wurden, die so genannten hängenden Knoten, für welche keine

Anschlußfreiheitsgrade vorhanden sind. Im Rahmen der FE-Berechnung werde diese

Knoten durch Interpolation der Verschiebungen zwischen den benachbarten regulären

Knoten eliminiert.

Abbildung 4.3: Netzverfeinerung mit hängenden Knoten

4.4.1 Netzverfeinerung

Die adaptive Netzverfeinerung innerhalb einer FE-Berechnung entspricht insgesamt

einem Optimierungsproblem. Das Netz ist optimal, wenn mit einer möglichst geringen

Anzahl von Freiheitsgraden der geschätzte Fehlerη kleiner als eine vom Benutzer vor-

gegebene Toleranz ist. Da die exakte Lösung unbekannt ist, sollte der Fehler möglichst

in allen Elementen gleich groß und damit gleichmäßig über das gesamte Netz verteilt

sein [44].
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Zur adaptiven Netzverfeinerung müssen die berechneten Fehlerschätzer noch nach-

bearbeitet werden. Anhand einer vorgegebenen Toleranz werden zulässige Fehler im

Element berechnet, welche zusammen mit dem Fehlerindikator des Elements ein Kri-

terium liefern, ob das betrachtete Element verfeinert werden soll oder nicht. Hierbei

gibt es bei globalen und zielorientierten Fehlerschätzern unterschiedliche Vorgehens-

weisen.

Globale Fehlerschätzer in der Energienorm

Mit den in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten a posteriori Fehlerschätzern

wird der Fehler in der Energienorm

||e||E ≤ η =

{∑
e

η2
e

}1/2

(4.63)

berechnet. Dieser setzt sich aus den Anteilen der einzelnen Elementeηe zusammen.

Bei den berechneten Fehlerindikatorenηe und dem Fehlerschätzerη handelt es sich

um absolute Größen. Als Maße für die relativen Fehler werden daher

ηrel :=
η

||u||E
und ηrel

e :=
ηe

||ue||E
(4.64)

eingeführt. Da die exakte Lösungu im Allgemeinen unbekannt ist, wird diese durch

u = uh + e ersetzt. Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalität,a(uh, e) = 0, gilt

||u||2E = a(u, u) = a(uh + e, uh + e)

= a(uh, uh) + 2 a(uh, e) + a(e, e)

= a(uh, uh) + a(e, e) = ||uh||2E + ||e||2E .

(4.65)

Damit ergeben sich die relativen Fehler zu

ηrel =
η√

||uh||2E + ||e||2E
und ηrel

e =
ηe√

||uhe||2E + ||ee||2E
. (4.66)

Die relativen Fehler geben näherungsweise den Fehler in der Energienorm an. Um den

relativen Fehler im Element berechenbar zu machen, wird||ee||2E durchη2
e ersetzt.

ηrel
e =

ηe√
||uhe||2E + η2

e

(4.67)
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Für eine vom Anwender vorgegebene ToleranzTOL, welche in der Praxis beispiels-

weiseTOL = 0.03 − 0.05 beträgt, erhält man den zulässigen Fehlerηzul im Element

aus

ηzul := TOL ·
√
||uh||2E + η2

N
. (4.68)

Hierbei bezeichnetN die Anzahl aller Elemente, vgl. [28]. Aus dem Verhältnis der

geschätzten Fehlerηe und dem angestrebten zulässigen Fehlerηzul, erhält man nun ein

Kriterium, ob das ElementΩe verfeinert werden soll oder nicht:

ξe :=
ηe

ηzul
=


> 1, Element verfeinern

< 1, Element vergröbern

= 1, keine Änderung.

(4.69)

Die ermitteltenξe werden ihrer Größe nach in eine Liste einsortiert. Alle Elemente

Ωe mit ξe > 1 wären dann zu verfeinern. In der Praxis hat sich jedoch als sinnvoll

herausgestellt, dass man nur die ersten30− 70 % der Elemente mitξe > 1 verfeinert,

da sich sonst die Problemzonen nicht so klar herauskristallisieren, [24].

Zielorientierte Fehlerschätzer

Bei den zielorientierten Fehlerschätzern erhält man den Fehler in der ZielgrößeJ(u)

aus der elementweisen Wichtung des Fehlers des ursprünglichen Problemsη
(p)
e mit

dem Fehler des dualen Problemsη
(z)
e :

|J(e)| ≤ η =
∑

e

ηe =
∑

e

η(p)
e η(z)

e (4.70)

Der relative Fehler berechnet sich aus

ηrel :=

∣∣∣∣ J(e)

J(u)

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ η

J(uh)

∣∣∣∣ . (4.71)

Alternativ kann der relative Fehler mit Hilfe einer ReferenzlösungJ(uref ) angegeben

werden, welche beispielsweise auf einem sehr feinen Netz berechnet wurde [4],

ηrel =

∣∣∣∣J(uref − uh)

J(uref )

∣∣∣∣ . (4.72)
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Für eine vorgegebene Toleranz erhält man den zulässigen Fehlerηzul im Element

ηzul = TOL · J(uh)

N
(4.73)

und schließlich ein Kriterium zur Netzadaption

ξe =
ηe

ηzul
, (4.74)

welches analog zu (4.69) ausgewertet wird.

4.4.2 Gesamtalgorithmus einer nichtlinearen adaptiven

Berechnung

Ausgangspunkt jeder adaptiven Netzverfeinerungsstrategie ist eine homogene Aus-

gangsdiskretisierung, welche das betrachtete Gebiet ausreichend gut abbildet. Im Rah-

men einer inkrementellen Betrachtung, bei der die gesamte Belastung in Lastinkre-

mente zerlegt wird, erfolgt eine Fehlerabschätzung in jedem Lastschritt. Dies setzt

voraus, dass im aktuellen Lastschritt ein entsprechender Gleichgewichtspunkt gefun-

den wird, d.h. wenn innerhalb des Newton-Raphson-Verfahrens die Ungleichgewichts-

kräftef − k(u) minimiert sind.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Konzept für das in Kap. 2.2.1 einge-

führte Randwertproblem für geometrische Nichtlinearität umgesetzt. Die Abschätzung

des Fehlers erfolgt mit Hilfe eines Fehlerschätzers in der Energienorm. Der implemen-

tierte Algorithmus ist in vereinfachter Form in Box4.1 dargestellt.

Zunächst wird das ursprüngliche Problem im aktuellen Lastschritt mit Hilfe des Newton-

Raphson-Verfahrens iterativ gelöst und es werden die Fehlerindikatorenη
(p)
e berechnet.

Anschließend wird das duale Problem am aktuellen Gleichgewichtspunkt formuliert

und gelöst. Die Steifigkeitsmatrix des dualen Problems ist hierbei gerade die tangentia-

le Steifigkeitsmatrix des letzten Iterationsschrittes des ursprünglichen Problems. Nach

der Berechnung der Fehlerindikatorenη
(z)
e des dualen Problems wird der Fehler be-

rechnet und das Netz entsprechend verfeinert. Dies wird so lange wiederholt, bis der

Fehler eine vorgegebene Toleranz nicht mehr überschreitet oder eine maximale Anzahl

von Verfeinerungsstufen erreicht ist. Anschließend geht man zum nächsten Lastschritt

über und wiederholt den obigen Vorgang.
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4.4.3 Datentransfer

Bei linear elastischen Berechnungen erfolgt nach jedem Verfeinerungsschritt eine Neu-

berechnung auf dem neuen Netz. Bei nichtlinearen Problemen wäre aufgrund der Kom-

plexität eine komplette Neuberechnung nach jedem Verfeinerungsschritt viel zu auf-

wendig. Man strebt daher eine Weiterberechnung nach jedem Verfeinerungsschritt an.

Infolge der Wegabhängigkeit der Lösung erfordert dieses Vorgehen einen Transfer der

geschichtsabhängigen Daten [35].

Hierzu zählen die Verschiebungen an den Elementknoten, welche als so genannte

Primärvariablenbezeichnet werden. Im Gegensatz hierzu bezeichnet man Dehnun-

gen, Spannungen sowie interne Variablen alsSekundärvariablen, welche an den Inte-

grationspunkten vorliegen. Die zweitgenannte Gruppe spielt bei reiner geometrischer

Nichtlinearität keine Rolle und soll daher hier nicht weiter vertieft werden.

Die Verschiebungen an den Knotenpunkten lassen sich mit Hilfe der Ansatzfunktionen

auf die neu generierten Knoten̂u(x) transformieren

û(x) =
nodes∑
i=1

ui φi(x) . (4.75)

Nach dieser Transformation befindet sich das System jedoch noch nicht im Gleichge-

wicht. Die Transformation der geschichtsabhängigen Daten von einem alten auf ein

neues Netz ist somit als eine Störung des inkrementellen Gleichgewichts aufzufassen

[38]. Es ist daher eine weitere Gleichgewichtsiteration nötig, um den Gleichgewichts-

zustand des neuen Netzes zu finden. In der Praxis hat sich gezeigt, dass hierfür meist

nur sehr wenige Iterationen nötig sind.

Weitere ausführliche Darstellungen für physikalisch nichtlineare Probleme findet man

beispielsweise in [12], [35], [38].
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Generiere ein StartnetzTk und setzek = 0

(A) for t = 1 bisM (Schleife über alle LastschritteM )

λ = t · 1

M
aktueller Lastparameter

1. Gleichgewichtsiteration mittels des Newton-Raphson-Verfahrens Box2.1.

Setzei = 0, u∆k
= 0, u

(0)
k = uk−1und löse die Gleichungen

KT (u
(i)
k ) u

(i+1)
∆k

= λ · f − k(u
(i)
k )

u
(i+1)
k = u

(i+1)
∆k

+ u
(i)
k

Setzei = i + 1 und wiederhole die Iteration bis das Verfahren konvergiert.

2. Berechnung der Fehlerindikatoren des ursprünglichen Problemsη
(p)
e .

3. Formulierung und Lösung des dualen Problems am aktuellen Gleichge-

wichtspunktuk:

KT (uk) zk = jk

4. Berechnung der Fehlerindikatoren des dualen Problemsη
(z)
e .

5. Optimierung des Netzes:

• Bestimmung der resultierendengewichtetenFehlerindikatoren

ηe = η(p)
e · η(z)

e .

• Berechnung des Fehlerschätzers

J(e) ≈ η =
∑
Ωe

ηe .

• IF |η| ≤ TOL (globale Toleranz)→ t = t + 1, GOTO (A).

• IF ηe > TOLe (Toleranz im Element)→ Verfeinere das ElementΩe.

• Generiere ein neues NetzTk+1, Datentransfer, setzek = k + 1.

• GOTO 1

Box 4.1: Lösungsalgorithmus für zielorientierte Fehlerschätzer bei einer nichtlinearen

adaptiven Berechnung



5 Numerische Ergebnisse

Im vorliegenden Kapitel soll anhand einiger numerischer Beispiele die Leistungsfä-

higkeit von zielorientierten Fehlerschätzern innerhalb von adaptiven Verfahren gezeigt

werden. Dabei erfolgt immer der Vergleich zu globalen Fehlerschätzern in der Ener-

gienorm. Alle Beispiele wurden mit dem FE-Programm WINFEM berechnet. Zur An-

wendung kam jeweils ein Scheibenelement mit bilinearen Ansatzfunktionen.

5.1 Eingespannte Scheibe

In diesem ersten numerischen Beispiel wird eine eingespannte Scheibe mit einem

Schlitz untersucht, siehe Abb. 5.1. Alle Berechnungen erfolgten linear elastisch un-

ter Annahme eines ebenen Spannungszustandes. Das Ziel soll sein, die Spannungen

σxx undσyy im Punktx = (8.0, 3.0) möglichst genau zu berechnen, d.h.

J(u) = σxx(x) bzw. J(u) = σyy(x) .

Als quasi exakte Lösung dient eine Vergleichsrechnung mit dem Randelemente Pro-

gramm BE-SCHEIBE. Bei einer Berechnung mit einer sehr kleinen Randelementlänge

ergaben sich folgende Werte für die Spannungen im Punktx:

σxx = 4.8613 kN/m2 σyy = 7.7547 kN/m2

Diese Werte sollen im Folgenden als ReferenzlösungJ(uref ) dienen. Zur Beurteilung

der Schrankeneigenschaften des Fehlerschätzers wird zusätzlich zum berechneten re-

lativen Fehler

ηrel :=

∣∣∣∣ η

J(uh)

∣∣∣∣ (5.1)
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ein relativer FehlerErel bezogen auf die Referenzlösung ausgewertet. Ferner wird zur

Beurteilung der Effektivität des Fehlerschätzers der EffektivitätsindexIeff eingeführt.

Beide sind definiert durch

Erel :=

∣∣∣∣J(uref − uh)

J(uref )

∣∣∣∣ Ieff :=

∣∣∣∣ η

J(uref − uh)

∣∣∣∣ . (5.2)

Abbildung 5.1: Eingespannte Scheibe mit Schlitz

Die Fehlerschätzerη wurden mit Hilfe eines energienormbasierenden Fehlerschätzers

Gl. (3.116) berechnet. Die zu erwartenden Schrankeneigenschaften eines solchen Feh-

lerschätzers sind nicht sehr scharf. In den Tabellen 5.1–5.3 sind die Ergebnisse der

zielorientierten Verfeinerung und der Verfeinerung in der Energienorm dargestellt. Die

Ergebnisse bestätigen die Voraussage. Die berechneten relativen Fehlerηrel sind auf

einem groben Netz um ein vielfaches größer als die relativen FehlerErel bezogen

auf die Referenzlösung. Entsprechend ist der Verlauf des EffektivitätsindexIeff . Auf

einem groben Netz ist demnach der auf Fehlerindikatoren basierende Fehlerschätzer

nicht sehr aussagekräftig. Anhand der Werte fürσxx undσyy erkennt man jedoch, dass

das zielorientierte Verfahren sehr schnell gute Werte für die gesuchten Spannungen lie-

fert. Das Netz wird mit Hilfe der Fehlerindikatoren derart optimiert, dass die gesuchten

Zielgrößen gut angenähert werden. Bereits bei ca.800 Freiheitsgraden erhält man re-

lative Fehler fürσyy von ca.4%, die bei der globalen Verfeinerung in der Energienorm
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erst bei ca.2800 Freiheitsgraden erreicht werden. Entsprechend verhält es sich bei ei-

ner gleichmäßigen Verfeinerung, siehe Abb. 5.2. Für einen relativen Fehler von ca.4%

sind bei einer gleichmäßigen Verfeinerung ca.3700 Freiheitsgrade nötig.
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Abbildung 5.2: Vergleich der relativen Fehler für σyy(x) bei verschiedenen Verfeine-

rungsstrategien

Die entstehenden Netze sind in Abb. 5.3 dargestellt. Bei der zielorientierten Verfei-

nerung sind die Netze im Bereich um den Zielpunktx = (8.0, 3.0) stark verfeinert,

da die zu den Spannungen gehörigen Greenschen Funktionen in diesem Punkt durch

einen Versatz von Eins im Punktx erzeugt werden. Um nun diesen Versatz möglichst

gut zu approximieren, muss das Netz an dieser Stelle sehr fein sein, siehe Abb. 5.4.

Obwohl die berechneten Fehlerη auf groben Netzen keine guten Schrankeneigenschaf-

ten aufweisen, bestätigen die obigen Aussagen jedoch, dass mit Hilfe der zielorientier-

ten Fehlerindikatoren Netze erzeugt werden, welche mit relativ geringem Aufwand

gute Werte für die gesuchte Zielgröße liefern.
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Tabelle 5.1: Zielorientierte Verfeinerung für σxx im Punkt x = (8.0, 3.0)

DOF σxx η ηrel [%] Erel[%] Ieff

242 4.5486 7.2525 159.45 6.43 23.19

452 4.7286 3.8722 81.89 2.73 29.18

844 4.7276 2.2319 47.21 2.75 16.69

1584 4.7276 1.2822 27.12 2.75 9.59

2940 4.7204 0.7270 15.40 2.89 5.16

5250 4.7145 0.4192 8.89 3.01 2.86

Tabelle 5.2: Zielorientierte Verfeinerung für σyy im Punkt x = (8.0, 3.0)

DOF σyy η ηrel [%] Erel[%] Ieff

242 6.9255 7.3607 106.28 10.69 8.87

426 7.3047 4.0754 55.79 5.80 9.06

780 7.4278 2.4391 32.84 4.21 7.46

1414 7.4698 1.4027 18.78 3.67 4.92

2604 7.5003 0.8039 10.72 3.28 3.16

4248 7.5115 0.4966 6.61 3.13 2.04

Tabelle 5.3: Verfeinerung in der Energienorm. σxx und σyy im Punkt x = (8.0, 3.0)

DOF σxx σyy Erel(σxx)[%] Erel(σyy)[%]

242 4.5486 6.9255 6.43 10.69

464 4.4862 7.1289 7.72 8.07

846 4.4513 7.1860 8.43 7.33

1558 4.4939 7.3713 7.55 4.94

2800 4.6268 7.4362 4.82 4.11

5068 4.6288 7.4394 4.78 4.07
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Abbildung 5.3: a) Ausgangsnetz b) Verfeinerung in der Energienorm c) zielorientierte

Verfeinerung für σxx(x) d) zielorientierte Verfeinerung für σyy(x)
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Abbildung 5.4: 3D Plot der Greenschen Funktion für σyy(x)

5.2 Kragscheibe

Im vorliegenden Beispiel wird eine schlanke Kragscheibe mit großen Verformungen

untersucht, siehe Abb. 5.5. Dies ist ein typisches Beispiel für geometrische Nichtli-

nearität, wobei vorausgesetzt wird, dass zwar große Verformungen, jedoch nur kleine

Verzerrungen entstehen. Alle Berechnungen erfolgten geometrisch nichtlinear unter

Verwendung des St. Venant-Kirchhoff-Materials.

Abbildung 5.5: Schlanke Kragscheibe

Kontrolle der Spannungen

Untersucht werden sollen die Spannungenσxx undσyy im Punktx = (3.5, 0.5). Die

BelastungP = 25 kN wurde hierbei in einem Lastschritt aufgebracht. Da keine ex-
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akte Lösung für dieses Problem vorhanden ist, wird als quasi exakte Lösung eine Be-

rechnung auf einem sehr feinen Netz mit4200 Freiheitsgraden herangezogen. Hierbei

ergaben sich für die Spannungen im Punktx = (3.5, 0.5) folgende Werte:

σxx = −108.91 kN/m2 σyy = −11.37 kN/m2

Diese sollen im Folgenden als ReferenzlösungJ(uref ) dienen. Die Fehlerindikatoren

wurden mittels (4.41) berechnet. Die ermittelten Spannungen sind in den Tabellen 5.4

und 5.5 dargestellt. Man erkennt deutlich, dass sich bei der zielorientierten Verfeine-

rung die resultierenden Spannungen sehr schnell dem quasi exakten Werten nähern.

Betrachtet man beispielsweiseσyy, dann stellt man fest, dass für einen relativen Fehler

von 0.87 % nur 870 Freiheitsgrade nötig sind. Im Gegensatz hierzu erfordert die Ver-

feinerung in der Energienorm2260 Freiheitsgrade zum Erreichen eines Fehlers von

0.88 %. Dies zeigt die deutliche Überlegenheit der Dualitätstechniken.

Tabelle 5.4: Lokale Fehler bei zielorientierter Verfeinerung für σxx (links) und σyy

(rechts) im Punkt x = (3.5, 0.5)

DOF σxx Erel[%] DOF σyy Erel[%]

200 -105.60 3.04 200 -10.09 11.26

300 -107.76 1.06 320 -10.97 3.52

490 -109.17 0.24 548 -11.15 1.93

870 -109.41 0.45 970 -11.27 0.87

1492 -109.16 0.22 1766 -11.34 0.26

2476 -109.10 0.17 3266 -11.38 0.09

Tabelle 5.5: Verfeinerung in der Energienorm. σxx und σyy im Punkt x = (3.5, 0.5)

DOF σxx σyy Erel(σxx)[%] Erel(σyy)[%]

200 -105.60 -10.09 3.04 11.26

364 -105.84 -10.40 2.82 8.53

672 -108.18 -11.10 0.67 2.37

1238 -108.14 -11.09 0.71 2.46

2260 -108.68 -11.27 0.21 0.88
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In den Abbildungen 5.6 und 5.7 sind die Verläufe der relativen Fehler für die Spannun-

gen dargestellt. Man erkennt deutlich, dass die Fehler der zielorientierten Fehlerschät-

zung sehr schnell konvergieren. Die zugehörigen Netze sind in Abb. 5.8 abgebildet.
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Abbildung 5.6: Relativer Fehler für σxx(x)
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Abbildung 5.7: Relativer Fehler für σyy(x)
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Abbildung 5.8: a) Ausgangsnetz b) Verfeinerung in der Energienorm c) zielorientierte

Verfeinerung für σxx(x) d) zielorientierte Verfeinerung für σyy(x)

Kontrolle der Verschiebung

Um die Leistungsfähigkeit des zielorientierten Fehlerschätzers zu überprüfen, wird

nun die Verschiebunguy im Punkta = (10.0, 0.0) kontrolliert, d.h.

J(u) = uy(a) , (5.3)

siehe Abb. 5.5. Für eine gewählte Belastung vonP = 60 kN wurde auf einem sehr

feinen Netz mit4200 Freiheitsgraden eine quasi exakte Lösung vonuy(a) = 6.0853 m

ermittelt. Dieser Wert dient nun als ReferenzlösungJ(uref ). Die zugehörige Verschie-

bungsfigur sowie das Last-Verschiebungsdiagramm sind in Abb. 5.9 dargestellt.

Um den Fehlerschätzer zu bewerten, wird analog zum Beispiel im Kapitel 5.1 der rela-

tive Fehler bezogen auf die ReferenzlösungErel mit den berechneten relativen Fehler
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ηrel verglichen. Als Maß für die Güte des mittels (4.41) berechneten Fehlers dient

wieder der EffektivitätsindexIeff , siehe (5.2). Die Zahlenwerte hierfür sind in Ta-

belle 5.6 aufgeführt. Anhand dieser Werte wird deutlich, dass der berechnete Fehler

gut konvergiert, jedoch zu pessimistisch abgeschätzt ist. Im Vergleich mit den auf die

Referenzlösung bezogenen relativen FehlernErel sind die berechneten Fehlerηrel zu

groß. Die Verwendung eines Fehlerschätzers der Form (4.41) liefert demnach keine

engen Fehlergrenzen. Mit Hilfe der berechneten Fehlerindikatoren werden aber Netze

generiert, auf denen man sehr schnell gute Werte für die gesuchte Zielgröße erhält, sie-

he Abb. 5.10. Daher können Fehlerschätzer der Form (4.41) erfolgreich zur adaptiven

Netzverfeinerung eingesetzt werden.

Tabelle 5.6: Fehlerkontrolle für die Verschiebung uy(a)

DOF uy(a) η ηrel [%] Erel[%] Ieff

200 6.0241 0.4024 6.68 1.01 6.57

404 6.0643 0.1993 3.29 0.35 9.49

812 6.0699 0.1015 1.67 0.25 6.59

1040 6.0746 0.0772 1.27 0.18 7.21

1302 6.0788 0.0589 0.97 0.11 9.06

1462 6.0797 0.0520 0.86 0.09 9.28

Abbildung 5.9: Verformungsfigur und Last-Verschiebungsdiagramm für uy(a)
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Abbildung 5.10: Verschiebung uy(a) bei zielorientierter Verfeinerung

Abbildung 5.11: Zielorientierte Verfeinerung für uy(a)



6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden die Grundlagen und wichtigsten Konzepte für zie-

lorientierte Fehlerschätzer bei linearen und nichtlinearen Problemen vorgestellt. Mit

ihrer Hilfe lassen sich Aussagen über die Güte einzelner lokaler Werte treffen und es

ist möglich, das Netz innerhalb von adaptiven Verfahren derart zu optimieren, dass die

betrachte lokale Größe möglichst genau berechnet werden kann.

Einführend wurden zunächst die wichtigsten kontinuumsmechanischen Grundgleichun-

gen angegeben, mit deren Hilfe das Randwertproblem der nichtlinearen Elastizitäts-

theorie in starker und in schwacher Form sowie deren Linearisierung hergeleitet wur-

den. Am Beispiel der linearen Elastizitätstheorie wurde ein kleiner Überblick über die

bereits schon klassischen globalen Fehlerschätzer gegeben.

Mit Hilfe des Projektionssatzes konnte gezeigt werden, dass bei der Berechnung von

linearen Problemen mit finiten Elementen, jede beliebige lokale oder globale Größe

aus dem Skalarprodukt der projizierten Greenschen Funktion und der gegeben Belas-

tung berechnet werden kann. Hieraus resultiert, dass die Güte einzelner Größen di-

rekt abhängig ist vom Approximationsfehler in der Greenschen Funktion. Dies ist die

Motivation für die zielorientierten Fehlerschätzer. Für lineare Probleme wurden Ver-

feinerungsindikatoren und Fehlerschätzer für die als Dualitätstechniken bezeichneten

Methoden vorgestellt.

Im Anschluss daran wurde das Konzept der zielorientierten Fehlerschätzer auf nicht-

lineare Probleme übertragen und es wurden die wichtigsten Aspekte sowie der Ge-

samtalgorithmus einer nichtlinearen adaptiven FE-Berechnung vorgestellt. Die Feh-
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lerschätzung erfolgt hierbei am linearisierten Problem, so dass die für lineare Proble-

me vorgestellten Methoden direkt auf nichtlineare Problemstellungen anwendbar sind.

Ebenso wird das duale Problem am betrachteten Linearisierungspunkt formuliert. Die

Berechnung des dualen Problems erfordert im Verhältnis zum gesamten nichtlinearen

Lösungsprozess relativ wenig Aufwand, da nur ein weiteres lineares Problem gelöst

werden muss.

Anhand von numerischen Beispielen für linear-elastische und geometrisch nichtlineare

Probleme konnte die Leistungsfähigkeit der Dualitätstechniken veranschaulicht wer-

den. Die Methode erweist sich im Vergleich zu Verfeinerungsstrategien mit globalen

Fehlerschätzern in der Energienorm als sehr effizient.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ausschließlich Diskretisierungsfehler betrachtet. Die

Fehler innerhalb von numerischen Berechnungen resultieren jedoch auch aus ande-

ren Fehlerquellen, wie beispielsweise den Modellierungsfehlern. Diese sollten bei der

Formulierung von Fehlerschätzern einbezogen werden. Die Berücksichtigung dieser

Fehler ist Gegenstand der aktuellen Forschung, siehe hierzu ODEN in [33]. Das Ziel

muss sein, Fehlerschätzer zu konstruieren, welche auf die unterschiedlichsten physika-

lischen Probleme angewendet werden können und verlässliche Fehlergrenzen liefern.
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