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Kapitel 1

Einleitung

Die numerische Simulation des mechanischen Verhaltens von Bauteilen bzw. Strukturen gewinnt
in der Industrie mit kontinuierlich zunehmender Rechenleistung immer mehr an Bedeutung. Fiir
diese Berechnungen ist im wesentlichen die Methode der finiten Elemente aufgrund ihrer fle-
xiblen Einsatzmoglichkeiten dominierend. Insbesondere die Berticksichtigung von inelastischen
Materialeigenschaften gewinnt in der Bau- und Maschinenbauindustrie immer mehr an Bedeu-
tung. Die numerische Simulation von mechanisch beanspruchten Bauteilen dient dabei im allge-
meinen zur Vorabschétzung des Strukturverhaltens und damit der konstruktiven Verbesserung der
untersuchten Bauteile. Zu diesem Zweck ist die Fortentwicklung von numerischen Verfahren zur
effektiveren und préziseren Simulation von mechanischen Prozessen Gegenstand der Forschung.

Im speziellen stehen in der Umformtechnik und der Reifenindustrie grof3e Deformationen
gekoppelt mit groBen Dehnungen bei Metallen und Polymeren im Vordergrund. Hierbei stei-
gen die Anforderungen an Schnelligkeit, Stabilitdt und Genauigkeit der Algorithmen und der
Realitdtsndhe des zugrundeliegenden Materialmodells, um die physikalischen Werkstoff- bzw.
Bauteileigenschaften beschreiben zu kdnnen. Zur Charakterisierung der Materialeigenschaften
sind Materialmodelle auszuarbeiten, die anhand von experimentellen Untersuchungen auf de-
ren Zuldssigkeitsbereich eingegrenzt werden und mit Hilfe der Materialtheorie eine prinzipielle
mathematische Struktur erhalten. Wiinschenswert ist dabei, dal3 die Struktur der Modellglei-
chungen auch zu einfachen Algorithmen und damit einer einfachen Implementation in ein Pro-
grammsystem fuhrt. Die Struktur vieler numerischer Verfahren entwickelte sich dabei einerseits
historisch und andererseits durch grundlegende theoretische Betrachtungen der Methodik. Die
vorliegende Arbeit mochte dem letzteren Sachverhalt dienen, d.h. die Methode der finiten Ele-
mente unter Berilicksichtigung inelastischer Stoffeigenschaften fiir quasistatische Prozesse wird
auf deren mathematische Struktur hin untersucht. Dabei wird offensichtlich, daR man die hi-
storisch entwickelte Vorgehensweise mit Verfahren der Numerischen Mathematik zum Teil in
Einklang bringen kann. Mehr noch, damit ist es auch moglich neue Klassen von Verfahren, die
zu Genauigkeitserhohung und Aufwandsreduktion fuihren, zu entwickeln und anzuwenden.

Die voranstehende Einfiihrung soll im folgenden am Beispiel von Elastomeren konkretisiert
werden: In den funfziger und sechziger Jahren ist die Modellierung von Elastomeren intensivst
durchgefiihrt worden, jedoch war zu diesem Zeitpunkt die numerische Berechnung von nahezu
beliebigen Strukturen noch nicht méglich. Der Schwerpunkt lag daher auf analytischen Unter-
suchungen elastischer bzw. hyperelastischer Materialien einfacher homogener und inhomoge-
ner Spannungs- bzw. Deformationszustédnde unter Beriicksichtigung finiter Verzerrungen. Ela-
stomere haben jedoch nicht rein elastische Eigenschaften, sondern insbesondere viskose, d.h.
prozellabhdngige Eigenschaften, was sie insbesondere als Dampfungs- bzw. Lagerungselemente
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12 Einleitung

einsetzbar macht. Bleibende Deformationen sind hierbei von untergeordneter Bedeutung, auch
wenn hier verschiedene Vorschlége in der Literatur zu finden sind. In den letzten Jahren sind unter
anderem auch durch die Initiative der Continental AG, Hannover, in Deutschland eine Reihe von
Untersuchungen bzw. Aktivitdten in Form von Dissertationen und Habilitationen von ru3gefill-
ten Elastomeren entstanden (zum Beispiel KALISKE [90], KECK [94], LION [106], MIDDEN-
DORF [114], NASDALA [124], REESE [136, 137], SEDLAN [146]). Diese Arbeiten beschaftigen
sich mit der experimentellen Untersuchung von Elastomeren, der Modellierung des phanome-
nologischen Werkstoffverhaltens sowie der numerischen Behandlung der entwickelten Material-
modelle im Rahmen der Methode der finiten Elemente. Die hier vorliegende Arbeit soll einen
Beitrag zum letzteren Punkt liefern. Andererseits entwickelte sich in den letzten 20 Jahren in
rasantem Tempo die Methode der finiten Elemente zur Beriicksichtigung von Materialnichtli-
nearitdten. Einer der grundlegenden Artikel, der mit dem Begriff der konsistenten Linearisie-
rung des numerischen Verfahrens verbunden ist, ist die Arbeit von SIMO & TAYLOR [153].
Die konsistente Linearisierung dient zur Erreichung der “quadratischen” Konvergenz des in der
Finite-Elemente Formulierung auftretenden Newton-Verfahrens. Dabei wird jedoch nicht Klar,
wie diese sich etablierte Vorgehensweise mit Verfahren der Numerischen Mathematik erkldren
14Rt. Die hier vorliegende Arbeit soll daher diesen Zusammenhang anhand eines Materialmodells
der Viskoelastizitdt bei finiten Deformationen erldutern.

Der Schwerpunkt der Arbeit beschéaftigt sich deshalb mit einer Finite-Elemente Formulie-
rung, welche Materialmodelle vom Evolutionsgleichungstyp berticksichtigt. Die klassische Tren-
nung in Raum- und Zeitdiskretisierung fuhrt auf die Interpretation als Losung sogenannter Al-
gebro-Differentialgleichungssysteme (DAE-Systeme). Mit dieser Interpretation wird die bishe-
rige Vorgehensweise der Zeitintegration sowie der geschachtelten Struktur derzeitiger Finite-
Elemente Programme klarer. Mehr noch, es lassen sich mit dieser Interpretation neue und ef-
fektivere Verfahren einsetzen sowie zeitadaptive, d.h. auch fehlerkontrollierte Prozesse berech-
nen. Dieses Konzept, welches bei kleinen Deformationen durch WITTEKINDT [172] und FRIT-
ZEN [50] initiiert und im Rahmen der Finite-Element-Diskretisierung von Modellen der Theo-
rie poroser Medien von ELLSIEPEN [45] bzw. DIEBELS ET AL. [38] und EHLERS & ELLSIE-
PEN [43] Ubertragen wurde, fuhrte auf weitere Untersuchungen durch HARTMANN [62, 64],
ELLSIEPEN & HARTMANN [46], HARTMANN [67] sowie BUTTNER & SIMEON [24]. Die Er-
kenntnis, dal? die bisherige Vorgehensweise in der Methode der finiten Elemente schon im Rah-
men der elektrischen Netzwerke bekannt war, istin HARTMANN [62] beschrieben worden. In den
genannten Arbeiten sind spezielle diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren (DIRK-Verfahren,
Einschrittverfahren) herangezogen worden. Eine andere Vorgehensweise orientiert sich in den
Arbeiten von KIRCHNER & SIMEON [96] und SCHERF [144] an sogenannten BDF-Verfahren
(backward-differentiation formulas, Mehrschrittverfahren). Wir beschrdnken uns hier auf die
Darstellung der DIRK-Verfahren. Die vorliegenden Arbeit untersucht neben der ausfiihrlichen
Darstellung der Vorgehensweise der DAE-Interpretation insbesondere die Verschiebungssteue-
rung mit der Zielsetzung der Berechnung der Reaktionskrafte sowie den Zusammenhang zu ge-
mischten Elementformulierungen bei finiten Deformationen.

Die Behandlung der auftretenden Materialmodelle schneidet einige Teilaspekte, die ndher
untersucht werden. Zum einen begleitet die Arbeit die numerische Umsetzung der tensoriellen
Gleichungen, d.h. deren effektive Umsetzung in Matrizen. Hierzu muf3 zunéchst eine konsisten-
te symbolische Notation insbesondere von Tensoren 4-ter Stufe herangezogen werden, die sich
an die Arbeiten von DE BOER [36] und EHLERS [41] anlehnt. Anbei wird die numerische Be-
handlung des Eigenwertproblems von Tensoren 2-ter Stufe angesprochen, da in der Literatur
einige Aspekte der Sensitivitdt unberiicksichtigt geblieben sind. Im Rahmen der in der Material-
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modellierung auftretenden Hyperelastizitatsbeziehungen streifen wir zusdtzlich den Aspekt der
Nahezu-Inkompressibilitat sowie eine ausfiihrliche Darstellung der verallgemeinerten Polyno-
menelastizitat.

Die Struktur der Arbeit ist folgendermalien gewahlt worden. Zunédchst werden in Kapitel 2
die numerischen Aspekte des Eigenwertproblems von Tensoren 2-ter Stufe sowie einige Grund-
kenntnisse der Losung von Algebro-Differentialgleichungssystemen als auch der Losung von
nichtlinearen blockstrukturierten Gleichungssystemen angesprochen. Im Zusammenhang mit der
Losung von Algebro-Differentialgleichungssystemen beschréanken wir uns auf Einschrittverfah-
ren insbesondere spezieller steif-genauer diagonal-impliziter Runge-Kutta Verfahren.

AnschlieBend werden in Kapitel 3 die Grundgleichungen und -beziehungen der Kontinu-
umsmechanik aufgefiihrt, um die gewahlte Notation zu vermitteln.

Kapitel 4 beschaftigt sich mit dem gewéhlten Materialmodell der finiten Viskoelastizitéts-
theorie, welches auf den Arbeiten von LioN [106] und SEDLAN [146] aufbaut. Dabei werden
einige Gesichtspunkte insbesondere der grundlegenden und am hédufigsten angewendeten Elasti-
zitatsbeziehungen untersucht.

Die rdumliche und zeitliche Diskretisierung der Methode der finiten Elemente sprechen wir
in Kapitel 5 an, die nach der Raumdiskretisierung auf die Losung eines Algebro-Differentialglei-
chungssystems fuhrt. Auch hier wird ein grundlegender Aspekt, ndmlich derjenige der Verschie-
bungssteuerung, diskutiert. Dieses Thema findet leider keinen Eingang in die Lehrbiicher der
Methode der finiten Elemente oder wird in Bezug auf nichtlineare Probleme nur unzureichend
angesprochen. Dabei gehen wir zunédchst von der Theorie kleiner Verzerrungen aus, bevor das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen in materieller und rdumlicher Darstellung sowie eine ge-
mischte Elementformulierung von SIMO ET AL. [155] bzw. [154] aufgegriffen werden. Hierzu
versuchen wir eine konsequente Darstellung in globale und elementbezogene GroRen (Vektoren
und Matrizen) einzufihren.

Im letzten Kapitel, Kapitel 6, untersuchen wir die vorgestellte Vorgehensweise anhand ei-
niger Beispiele. Da wir uns vorwiegend mit Genauigkeitsaspekten beschéftigen, dienen hierzu
hauptsédchlich akademische Beispiele. Zum einen betrachten wir zundchst homogene Deforma-
tionen, da hierbei Vergleichslosungen fir den einfachen Zug und der einfachen Scherung vor-
liegen. Im Rahmen inhomogener Deformationen behandeln wir das Zugproblem einer realen
Probengeometrie sowie die Scherung einer Elastomerscheibe.

In der Arbeit wird versucht eine konsequente (optische) Trennung in Skalare, geometrische
Vektoren, Tensoren 2-ter und 4-ter Stufe sowie von Matrizen mit einer Unterscheidung in “loka-
le” und “globale” Grolien einzufiihren. Skalare werden kursiv/roman (A), geometrische Vektoren
durch einen Ubergeordneten Pfeil (ff), Tensoren 2-ter Stufe in fett/roman (A), Tensoren 4-ter Stu-
fe in kalligraphischen Lettern (A), Matrizen (und Spaltenmatrizen) in kursiv/fett/serifenlos bzw.
fett/serifenlos fur globale bzw. lokale Darstellungen (A bzw. A) dargestellt. “Lokal” impliziert
die in der Methode der finiten Elemente bezeichneten GroRen auf Elementebene bzw. hier auch
an einem Punkt auftretende Grol3e. “Globale” Matrizen sind zum Beispiel diejenigen matriziel-
len Grolden, die auf die gesamte Struktur (bzw. Gebiet) bezogen sind, siehe Kap. 5 und gleichfalls
das Symbolverzeichnis.
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Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In den spateren Kapiteln der Arbeit stoRen wir auf Fragestellungen, denen wir hier eigene Ab-
schnitte widmen mdochten. Im einzelnen gibt der kommende Abschnitt einige Grundlagen der
Eigenwertproblematik von symmetrischen Tensoren 2-ter Stufe wieder, wobei einige Anmer-
kungen zur Empfindlichkeit der Berechnung getétigt werden. Als weitere spezielle Betrachtun-
gen behandeln wir Tensoren 4-ter Stufe insbesondere spezieller Transpositionseigenschaften, die
sich im Zusammenhang mit den spéter erdrterten kontinuumsmechanischen Fragestellungen als
auch in der Entwicklung der Elementformulierung als zweckdienlich erweisen. In einem dritten
Abschnitt wird auf die numerische Losung von Systemen von Algebro-Differentialgleichungen
sowie der dabei auftretenden blockstrukturierten nichtlinearen Gleichungssysteme eingegangen,
da diese im Zusammenhang mit der Methode der finiten Elemente zur Losung inelastischer
Strukturen auftreten. Wir wollen hiermit einen Bogen von der klassischen Vorgehensweise bis
zu Verfahren der Numerischen Mathematik spannen.

2.1 Eigenwertproblem von Tensoren 2-ter Stufe

Das Eigenwertproblem von Tensoren 2-ter Stufe B bzw. von Matrizen B € R**? ist bis heute
immer wieder behandelt worden, da es auf viele Eigenschaften bzw. Beziehungen des zugrunde-
liegenden Tensors fiihrt. Des weiteren ist die numerische Umsetzung von besonderem Interesse,
da zum einen die numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren zu verschiedenen
Schwierigkeiten fuhren kann und zum anderen moglichst effizient in Finite-Elemente Program-
men implementiert sein sollte. Im folgenden werden einige Ergebnisse zusammengetragen und
diskutiert, auf die wir spater zurtickgreifen werden. Wir stellen daher zunéchst die wichtigsten
theoretischen Grundlagen bei der Eigenwert- und Eigenvektorberechnung dar und gehen an-
schlieRend kurz auf deren numerische Berechnung ein.

2.1.1 Eigenwert- und Eigenvektorberechnung

Gesucht wird bei dem Eigenwertproblem
Bii=XAi bzw. Bn=\n, B c R*3undne R, (2.1)

diejenigen Richtungen 7z, welche durch den Tensor B auf sich selbst abgebildet werden. Der
Proportionalitatsfaktor \ wird als Eigenwert und die zugehorige Richtung = als Eigenvektor
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16 Mathematische Grundlagen

bezeichnet. Wir nehmen im folgenden || = 1 an.! Durch Uberfiihrung in die Darstellung
(B— )it =0 (2.2)

wird offensichtlich, daB fiir 77 # 0 die Determinante verschwinden mug, was auf das charakteri-
stische Polynom

P(A\) =det(B — XI) = =A% + 1A% — ligA + Il (2.3)
bzw. die charakteristische Gleichung
P(A\) =0 (2.4)
fuhrt. Die Polynom-Koeffizienten lauten
Ig = tr B, g = % ((tr B)* — tr B?), lllg = det B (2.5)

und werden als Hauptinvariante bezeichnet. tr B ist die Spur eines Tensors, trB = b;;,2 und
det B die Determinante.

P()) PO .

Abbildung 2.1: Verlauf des charakteristischen Polynoms bei drei und zwei Eigenwerten bzw. einem Ei-
genwert

Die Losung des Polynoms dritten Grades ist analytisch herleitbar und mit dem Begriff der
Cardanischen bzw. auch Cardanoschen Lésungsformel verbunden.® Unter Voraussetzung eines
symmetrischen Tensors, B = BT, 4Rt sich zeigen, daR das Polynom (2.3) drei reelle Nullstel-
len besitzt.* Hierbei konnen jedoch auch doppelte oder dreifache Nullstellen auftreten (siehe
Abb. 2.1). Im Falle rein reeller Nullstellen reduzieren sich die Lésungsformeln auf den soge-
nannten casus irreducibilis mit den Lésungen

1 2 B+ (k—1)2m B
)\k—g(lB+2\/lB—3lchosf , k=1,...,3 (2.6)

215 — 9lgllg + 271Ig
22/ —3lg)3
Zu jeder dieser Losungen A\, K =1, ..., 3, kann eine Eigenrichtung 77 gefunden werden, da-

bei berticksichtigt man die Eigenschaft, dal zu unterschiedlichen Eigenwerten zueinander ortho-
gonale Eigenvektoren existieren:® Bei zwei gleichen Eigenwerten \; = \; # A (i # J # k # 1)

(8 = arccos (2.7)

'Die Kombination aus dieser Bedingung und den drei Gleichungen (2.1) betrachten ALTENBACH & ALTEN-
BACH [3] als ein nichtlineares Gleichungssystem in vier Variablen (), 77). Das grundlegende Problem ist dabei, daf}
die Anzahl der Losungen a priori nicht bekannt ist und eine spezielle Losung erfolgen muR.

2Wir beschréanken uns in der hier gewahlten Darstellung auf orthonormale Basissysteme, so daf eine Unterschei-
dung in ko- und kontravariante Komponenten nicht notwendig ist.

3Eine ausfiihrliche Darstellung zur Herleitung der analytischen Losung ist zum Beispiel in SMIRNOW [157,
S.410 ff.] zu finden. Siehe auch BRONSTEIN & SEMENDJAJEW [23, S.131].

4Siehe zum Beispiel SCHADE [142, S.147].

5Siehe auch OGDEN [127, S.26].



2.1 Eigenwertproblem von Tensoren 2-ter Stufe 17

kann eindeutig ein Eigenvektor 7, gefunden werden. Die anderen Eigenvektoren liegen in der
sich zu 77, normal befindenden Ebene, wobei unendlich viele Losungen existieren. Ublicherweise
legt man 77; fest (7; - 77, = 0) und wahlt 77; mittels 7i; = 7i; x 7,.° Bei drei gleichen Eigenwer-
ten, \;y = XAy = A3, ist die Eigenbasis beliebig, so dal} beliebige orthonormale Eigenvektoren
bestimmt werden konnen. In diesem Fall kann der Tensor B nur ein Kugeltensor sein, B = AL

Im folgenden gehen wir davon aus, daB drei orthonormale Eigenvektoren vorliegen. Mit dem
Identitatstensor I = Zizl n, ® 1, 18Rt sich die Spektraldarstellung des Tensors B angeben:
Unter Verwendung von Gl.(2.1), gilt ndmlich

3 3 3
B=BI=B) i ®iiy =Y Biy @iy = »_ Miix @ ily. (2.8)
k=1 k=1 k=1
Unter Verwendung des orthogonalen Tensors
3
Q=) @& =Qy&®e  mt  Qy=4¢-i (2.9)
k=1
bzw. des Eigenvektors

1; = Qé; = Qji€j, (2.10)

1&Rt sich dann der Tensor B = b;;¢€; ® € in die Darstellung

3
B =) M ®éd =Q'BQ (2.11)
k=1

bezogen auf die urspriingliche kartesische Basis transformieren. In der numerischen Umsetzung
des orthogonalen Tensors Q = Q;;€; ® €; entspricht die Matrix Q = [Q;;] der spaltenweise
Anordnung der normierten Eigenvektoren n;, Q = [n; ns n3J.

Spezielle Tensoren, die auch im Rahmen der Arbeit verwendet werden, sollen symmetrisch,
B = B7, und positiv definit sein (7 - B > 0 fiir beliebige Vektoren @, jedoch @ # 0). Hierbei
gilt mit der Darstellung (2.11) @ - (Q (35—, M€ @ &) QT) @ = >_p_, vZA\e > 0 nur dann filr
beliebige vy, falls \,, > 0, k = 1, ..., 3.” Dabei ist die Abkirzung v, = (QT%)-é, eingeflihrt wor-
den. Wir werden spéter die Eigenschaft der positiven Definitheit noch ausnutzen. In Tab. 2.1 sind
die Mdoglichkeiten der Eigenwerte nochmals zusammengefal3t, wobei dies um die Eigenschaften
orthogonaler Tensoren erweitert wurde ohne auf diese im speziellen einzugehen.®

Wir kommen nochmals auf die Invarianten aus Definition (2.5) zu sprechen. Diese erhalten
durch Einsetzen der Spektraldarstellung (2.8) die einfache Gestalt

IB = )\1 + )\2 + )\3, “B = )\1/\2 + )\2)\3 + )\3)\1, “lB = )\1/\2/\3, (212)

welche fr analytische Betrachtungen zum Teil einfachere Beziehungen liefern.

Den Tensor N, = 7, ® 11, bezeichnet man als Basisdyade. Diese kann entweder durch ex-
plizite Berechnung der Eigenvektoren i, oder unter bestimmten Voraussetzungen auch durch
Berechnung des gesamten Tensors N, erfolgen. Die Berechnung der einzelnen Eigenvektoren

8Die drei Eigenvektoren miissen demnach nicht unbedingt ein Rechtssystem liefern.

"Der Verlauf des charakteristischen Polynoms (2.3) hat nur positive Nullstellen. Das Steigungsverhalten
P'(AN)|az=—00 < 0 sowie P'(A)|x=+00 < 0 ist offensichtlich, so dal das charakteristische Polynom bei positiv
definiten Tensoren nur die in Abb. 2.1 dargestellten Verldufe haben kann.

8Siehe SCHADE [142, S.169f.].
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Tabelle 2.1: Mdogliche Lésungen (Nullstellen) des charakteristischen Polynoms (jeweils fir i # j # k #
i, A € C ist konjugiert komplex)

Allgemeiner Tensor (1) MERNEC N=)\€eC

(2) N#N\ ;é)\k;éAz, Ais Aj, A€ R

B) X=X\ # A\, Ais Aj, Adp€R

4 /\-_/\ = Mg Ais Aj, Adp€R
Symmetrische Tensoren | (1) \; # /\j #+ M £ iy Ais Aj, \p € R

(2) X=X\ # N, Ais Aj, Adp€R

B) X=X\ =X\, Ais Aj, Adp€R
Positiv definite und (1) NF# N F# X F# N, Ai >0, 0,0, s €R
symmetrische Tensoren | (2) X, = \; # A, Ai >0, 0,0, eR

B) X=X\ =X\, Ai >0, 0,0, A €R
Orthogonale Tensoren | (1) A, =X\, =X\, = £1 Ais Aj, Adp€ R

(2 N=X==x1, =71 i, Aj, A €R

B) M==xL N eC =)\

fiy. erfolgt aus den homogenen Gleichungssystemen [B — A\ln, = 0, wobei die Koeffizienten-
matrix B — A\l mindestens den Rangabfall 1 hat. In den Tabellen A.1 und A.2 des Anhanges ist
ein moglicher Algorithmus zur Berechnung der Eigenvektoren abgebildet. Hat man die Eigen-
vektoren 7i;, bestimmt, so sind auch die Eigendyaden 7i;, ® 7i;, bekannt.

Wir kommen im folgenden auf die direkte Bestimmung der Basisdyade N, = 71, ® 71, zu
sprechen.® Diese 1Rt sich ohne explizite Berechnung der Eigenvektoren 7i;, berechnen, was sich
nicht nur als ein theoretisch interessantes Ergebnis, sondern im Hinblick auf eine schnellere Be-
rechnung von speziellen Tensorfunktionen, wie z.B. U = C/2, E® = In U, etc,, als effizienter
erweist.’® Hierzu betrachten wir eine isotrope Tensorfunktion f(B) = 377 _ f(\)lx @ 7y, die
sich in der Form

3
f(B) = anl + cuB + asB> = Y f(\)ilx @ i (2.13)

darstellen 18Rt. a4, £ = 1,. .., 3, sind wiederum Funktionen der drei Hauptinvarianten (2.5) bzw.
wegen GI.(2.12) Funktionen der Eigenwerte \;, 7 = 1,...,3. Wir gehen nun davon aus, dal
der Tensor B positiv definit ist. Da B2 und f(B) die gleichen Eigenrichtungen wie B haben??,
resultieren die drei Gleichungen

f()\l) =oq + 062)\1 + 063)\%,
F(X2) = a1 + ashs + a3, (2.14)
f()\g) = —+ O[2A3 —+ O[g/\?;’.

Dabei gehen wir zunéchst davon aus, daR die Eigenwerte voneinander verschieden sind. Gesucht

sind diejenigen Funktionen ay (A1, A2, A3), & = 1,..., 3, die die Funktion f(B) als eine isotro-
pe Tensorfunktion darstellen. Die GIn.(2.14) repréasentieren im Hauptachsensystem ein lineares

9Siehe TING [160], MORMAN [121], SIMO & TAYLOR [154], MIEHE [115].

OMIEHE [118].

HEine Tensorfunktion f(B) ist isotrop, falls Qf(B)Q” = f(QBQT) fir alle orthogonalen Tensoren Q erfiillt
ist.

2Der Beweis, daf bei einer isotropen Tensorfunktion die Eigenrichtungen von f(B) und B identisch sind, ist
zum Beispiel in HAUPT [74, S.334] bzw. TRUESDELL & NoOLL [164, S.32] aufgefiihrt.
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Gleichungssystem der Form

1 A A a f(A)
1 A3 A3 as f(A3)
mit der Ldsung
> A, > I — A > 1
a =Y [t =) f)TE a=y [ (216)
21T, 2T, 20w,
und den Abkiirzungen
3
Dp = [ (= A) =2X — Mils + HlgA k=1,....3 (2.17)

i=1\k

Die Inverse der Koeffizientenmatrix aus Gl.(2.15), wir bezeichnen sie im Nachhinein mit A,
lautet hierbei

B ] AQAg — )\g,/\g AgAi — )\%/\3 AlAg — AgAf
A3 — A2 Al — A3 A2 — A\
AT At Azt ]
D, Dy D;
— )\15 IB )\25 IB )\35 IB (218)
1 1’ 1°
L Dy D, Ds ]

mit det A = (A1 — A2)(A2 — A3)(A3 — A1). Demnach berechnet sich die isotrope Tensorfunktion

(2.13) gemal

WE

£(B) =

b
Il

1

F) (A T+ (A, — 18)B +B?) D; L.

(2.19)

Durch den Vergleich zu f(B) = Zizl f(Ax)Ny wird nun offensichtlich, daf sich die Basisdya-
den N, als isotrope Tensorfunktionen darstellen lassen:

N = i @ 7l = (A T+ (A — Ig)B + B?) D; !

ANMERKUNG 2.1

(2.20)

Es ist hierbei interessant festzustellen, daf3 dieses Ergebnis schon einen &lteren Ursprung hat und
als “Theorem von Sylvester” bezeichnet wird (BOWEN & WANG [20, S.144]). Danach wird die

Eigendyade gemél3

Ny =

H?:1\k<>‘i1 - B)

Dy

)

berechnet, eine Darstellung, die auch in MIEHE [115] zu finden ist.

(2.21)

0
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Wir kommen nunmehr auf doppelte, \; = Ay # A3, und dreifache Eigenwerte, A\; = Ay = A3,
zu sprechen.®® Zur Bestimmung der Eigendyaden bei doppelten Eigenwerten, siche MORMAN
[121, GI.(15)], geht man von der Spektraldarstellung (2.8)

3
B =) Nl @il = M+ (A — \)ils @ 7l (2.22)
k=1
fur A\; = Ay # A3 aus. Die isotrope Tensorfunktion (2.13) lautet daher
£(B) = fF(ADI+ (f(X3) — f(A1))7is @ 73 (2.23)
bzw. unter Verwendung von N3 aus GI1.(2.20)
N3 =7l ® i3 = (lgA;' I+ (A3 — Ig)B + B?) D3 (2.24)

sowie D3 = 22 — M3l + lligA;', D; = D, = 0.* Die Basisdyaden N; und N, sind jetzt
nicht mehr eindeutig berechenbar. Um auf die Losung von MORMAN [121] der Gleichung (2.24)
zu gelangen, gehen wir folgendermafen vor. Wenn wir die Basisdyade (2.24) in die Beziehung
(2.23) einsetzen, so resultieren in der Darstellung (2.13) bzw. (2.14) die Koeffizienten

- FOOA + FA3)AT = 2f (M) M As oo = 2UA) =DM fs) = f()
! (A — A3)? roT2 A=A (A — A(O’z)zzs).

Da das Gleichungssystem (2.15) wegen A; = \, linear abhéngige Zeilen hat, f(A\1) = f(\2),
ist ein «ay, frei vorgebbar. Wahlt man dasjenige a3 aus GI.(2.25) und 16st die erste und dritte
Gleichung in GI.(2.15), so folgt das Gleichungssystem

651

D] U )
SOV WE

dessen Losung wiederum (2.25), » liefert; was zu zeigen war. Die willkirliche Wahl eines Ko-
effizienten ;. kann natirlich zu einem unstetigen ay (A1, A2, A3) fuhren, selbst wenn f(B) stetig
ist, siehe TRUESDELL & NOLL [164, S.33] und SERRIN [149].

Wir bemerken abschlieRend, daB im Falle von drei gleichen Eigenwerten, A = A\; = Ay = A3,

B=M bzw. f(B)=f\]I (2.26)

gilt. In diesem Fall werden o, = a3 = 0 gewdhlt und die einzige resultierende Gleichung aus
G1.(2.15) aufgelost.

Eines der wichtigsten Resultate des Eigenwertproblems, welches aufgefiihrt werden mug, ist
der Satz von Cayley-Hamilton, nach dem der Tensor seine eigene charakteristische Gleichung
erfullt:?°

—B?+ 1gB*>— lIgB + lllIgI = 0 (2.27)

13pDa die Reihenfolge der Eigenwerte beliebig ist, soll der Ausdruck A\; = Ay # )3 alle méglichen Kombinationen
von doppelten Eigenwerten représentieren.

14F{ir A3 berechnet sich der Ausdruck IIIB)\g1 natiirlich gemal A1 A2, was bei singuldren Matrizen zu beriick-
sichtigen ist.

15Zum Beweis siehe zum Beispiel OGDEN [129, S.25].
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Hieraus resultieren eine Reihe von wichtigen Beziehung, wie zum Beispiel eine explizite Dar-
stellung der Inversen eines Tensors (insofern die Determinante verschieden von Null ist) sowie
die Adjungierte und die Determinante des Tensors

Blo L (B> — 1B + lIgI) = i(aij)T, (2.28)
g g
adj B = (B")? — IgB” + lIgl, (2.29)
1
det B = = (tr BY — I + 3Iglls) . (2.30)

Auf diese Beziehung wird spéater noch zurtickgegriffen. Damit haben wir die wichtigsten Grund-
lagen abgeschlossen.

2.1.2 Aspekte der Numerik des Eigenwertproblems

Wir kommen auf die Problematik der numerischen Berechnung der Eigenwerte A\, und den Ei-
genvektoren 77, bzw. der Eigendyaden N, zu sprechen. In Tab. 2.2 ist die Berechnung der Eigen-
werte gemal den Gleichungen (2.6) und (2.7) dargestellt. Hierbei sind einige Sicherheitsabfragen
fiir eine robuste Berechnung implementiert.'® Dem Autor sind lediglich die Arbeiten von FRAN-
CA [49] und SIMO & HUGHES [151] bekannt, die Probleme bei der numerischen Berechnung
der Eigenwerte ansprechen. In [49] liegt die Zielsetzung in der Berechnung der Wurzel eines
positiv definiten symmetrischen Tensors B'/2. Der Autor spricht von einer numerisch sensiti-
ven Berechnung und gibt ein Verfahren an, bei welchem lediglich ein Eigenwert, ndmlich der
maximale Eigenwert, berechnet wird.!” In Simo & HUGHES [151, S.244] wird angedeutet, daR
die Berechnung der Eigenwerte (2.6) fir Tensoren B =~ I zu sensitiven Losungen fiihren kann
und schlagen daher eine Umwandlung der arccos-Funktion aus GI.(2.7) in eine arctan-Funktion
vor.'® Diese Aussage muR jedoch erweitert und ndher analysiert werden. Daher erdrtern wir die
Problematik der Eigenwert- und auch der Eigenvektorberechnung und betrachten im folgenden
die Sensitivitdt der Berechnung.

Zur Untersuchung der Nullstellenberechnung von Polynomen kann einerseits eine Stérungs-
berechnung herangezogen, siehe WILKINSON [171, Ch.2] oder SCHWARZ ET AL. [145, S.106
ff.], oder eine Rundungsfehleranalyse, siehe [171, Ch.3], durchgefiihrt werden. Wir beschranken
uns hier kurz auf einer Stérungsuntersuchung und suchen nach denjenigen Féllen, bei denen
kleinste Storungen des Tensors B, bzw. seiner Invarianten Ig, llg und Illg, zu groRen nume-
rischen Fehlern fiihren kdnnen. Um die Sensitivitat der Eigenwertberechnung zu untersuchen,
wird im Anhang A.1.2 die Anderung

berechnet, wobei H eine Storung des Tensors B definiert. Diese GrolRe entspricht dem “Haupt-
teil” der Anderung von B,

Me(B + H) = A\ (B) + Dp A\ (B)[H] + . ..

Hier ist auch der Vorschlag zur Minimierung der Rundungsfehler von PRESS ET AL. [133, S.179] beriicksichtigt
worden.

"Die in FRANCA [49] untersuchten Beispiele liegen jedoch fiir Streckungen )\, des rechten Strecktensors U =
C'/2 vor, die bei realen Problemstellungen nicht auftreten.

BHierbei geht es um die Berechnung des rechten oder linken Strecktensors U bzw. V aus Gl.(3.5), die nahe der

undeformierten Konfiguration ungefahr dem Einheitstensor entsprechen. Es gilt namlich arccos z = arctan ¥2=2=.

x
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Tabelle 2.2: Eigenwertberechnung mit Hilfe der arccos-Funktion

Gegeben: B = B” € R**3
BERECHNE
IB = trB
1
g = 5(@ — trB?)
lllg = detB
p = 12 -3l
IF (p<0) THEN p=0
BERECHNE
s=./p
IF (s<tol) THEN A =X =\ =1 RETURN
BERECHNE
q =213 —9lgllg + 271lIg
IF (gl <tol) THEN ¢=0
BERECHNE
_q
253
IF (|t{>1) THEN ¢ =sign(t)
BERECHNE
B = (arccost)/3
2
r = =s
3
| 2
e = EB—i-'r’cos (ﬁ—i—%(/{:— 1)) fur k=1,2,3

Wir erhalten als Ergebnis, gemald den Beziehungen (A.17) und (A.18), dal im Falle von

215 — 9lgllg + 271 ~ 24/ (1 — 3lIg)°

sowie I3 —3llg =~ 0 (2.31)

kleinste Anderung des Tensors B dazu filhren, daR die Eigenwerte unbegrenzt wachsen koénnen.
Die zweite Beziehung in GI.(2.31) ist identisch Null, falls der Tensor ein Kugeltensor ist, d.h. in
der Ndhe von “hydrostatischen” Zustanden fiihrt die Eigenwertberechnung zu Schwierigkeiten
und nicht nur in der Nahe zum Einheitstensor.!® Um dies zu zeigen betrachten wir die zweite
Invariante des Deviators. Es gilt namlich fir einen deviatorischen Tensor B” = B — £ (tr B)I

J2(B) =

N | —

1
((trB”)*—B” - B") = —QBD -BY = —g(lf3 —3lIg) <0,

L (2.32)

OFir B = oI gilt namlich 13 — 3lIg = 0.
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woraus wegen B? - BP > 0 ebenfalls I2B > 3llg folgt. Dies impliziert, dal® bei einem Ten-
sor, der sehr nahe einem Kugeltensor ist, also drei sehr &hnliche Eigenwerte hat, numerische
Schwierigkeiten auftreten konnen.

Der Fall (2.31), tritt im Falle von zwei sehr nahe gelegenen Eigenwerten auf, \; =~ \; # Ay.
Um dies zu zeigen, betrachten wir fiir \; = \; zunéchst die rechte Seite von (2.31),

213 — 3115) " = 200 — M) = 2(A% — 3A2)\, 4 30 A2 — AD). (2.33)
Die linke Seite berechnet sich mit
I = 2)\; + M\ — 13 = 8A3 + 12020, + 6\ N2 + ) (2.34)
g = A2+ 200, —  Igllg = 2X3 + 52\, + 2\,\7 (2.35)
g = A2\, (2.36)
Zu
215 — 9lgllg + 271 = 2(\) — 3X2N; + 3\ AT — \2), (2.37)

welche identisch ist mit GI.(2.33) ist. Wir folgern hieraus, dal? ebenfalls bei zwei sehr nahe bei-
einanderliegenden Eigenwerten Schwierigkeiten der Eigenwertberechnung mittels analytischer
\Vorgehensweise auftreten.

Wir erwdhnen noch, dal? in GI.(2.31); ein Zusammenhang zur dritten Invariante .J;(B) des
Deviators vorliegt. Es gilt unter Zuhilfenahme der Beziehung?°

det(A+B)=det A+ (adjA)-B+ A - (adjB) + det B (2.38)

mit GI.(2.29)
1
J3(B) = det B? = > (215 — 91l + 2711g) (2.39)

und damit der Zusammenhang 27.J3 =~ 2(—3.J,)3/2.

Auch die Verwendung der arctan-Funktion, wie dies von SIMO & HUGHES [151, S.244]
vorgeschlagen wird, kann zu Ungenauigkeiten fiihren. Eine modifizierte Version des Verfahrens
ist in Tab. 2.3 aufgefiihrt.?* Durch den Austausch der Funktionen arccos mit arctan andert sich
an der Ungenauigkeitsproblematik fast identischer Eigenwerte nichts. Wir folgern daher, daf bei
naherungsweise doppelten oder dreifachen Eigenwerten immer mit numerischen Ungenauigkei-
ten zu rechnen ist.

Die numerische Sensitivitat der geschlossenen Losung von symmetrischen Eigenwertproble-
men mit Hilfe des charakteristischen Polynoms ist bekannt.?? Als iiberlegenswerte Alternative
bieten sich iterative Lésungsmethoden an, wie sie in mathematischen Programmbibliotheken be-
handelt werden, die als erheblich robuster gelten.

BEISPIEL 2.1
In einem Beispiel mit der Koeffizientenmatrix

1
e V3
B = I+9 — (2.40)
ﬁ 1+ 3¢
4 4

2Sjehe DE BOER [36, S.81].
2!Die in [151] aufgefiihrte Version war fiir einige Berechnungen im Beispiel 2.1 nicht lauffahig.
22Siehe zum Beispiel SCHWARZ ET AL. [145, S.106 ff.], KIELBASINSKI & SCHWETLICK [95, S.354 ff.].
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Tabelle 2.3: Eigenwertberechnung mit Hilfe der arctan-Funktion

Gegeben: B = B” € R**3

BERECHNE
IB = trB
1
g = 505—4m55
g = detB
1
p = |@-§@
2 1
q = —E?ggkgmHB—IHB
IF (p>—tol) THEN X =)=X="2 RETURN
BERECHNE
t= 4
2¢/(—=p)?/27
IF (|t{>1) THEN ¢ =sign(t)
BERECHNE
s = 2 P
V112
T —=
t
1
= —arctanr
5 5 arct
IB 2 i
A = §+scos ﬁ+?(l€—1) fur £=1,2,3

soll die Sensitivitét fiir unterschiedliche Stérungsfaktoren e studiert werden. Wir erhalten die
exakten Eigenwerte Ay = 1, \y = 1, A3 = 1 + € sowie die Eigenvektoren

1 0 0
nlz 0 ) n2: _\/5/2 ) n3: _1/2
0 1/2 —V/3/2

fiire # 0. Wir verwenden die zwei Verfahren aus den Tab. 2.2 und 2.3 zur Berechnung der Eigen-
werte sowie vergleichend ein iteratives Verfahren.?® Die Eigenwerte lassen sich beliebig nahe zur
Einheitsmatrix durch hinreichend kleines ¢ wéhlen.?* Des weiteren treten doppelte Eigenwerte
fiir e # 0 auf. Wir erhalten ftir verschiedene Stérungen e, die in Tab. 2.4 dargestellten Eigenwer-
te. Die iterative Methode liefert bei diesem Beispiel immer die genauesten Eigenwerte. Die in
Tab. 2.2 und 2.3 vorgestellten Algorithmen geben fiir ¢ = 10~3 noch sehr gute Ergebnisse wieder.
Die Genauigkeit der Berechnung nimmt hingegen sehr stark fiir kleiner werdende Stoérparameter

2Gewahlt wird hier die doppeltgenaue Version der LAPACK-Routine SSYEV aus ANDERSON ET AL. [4, S.211].
2Die Berechnungen erfolgen auf einem PENTIUM Il1-Rechner (600 MHz) unter LINUX sowie dem GNU-
FORTRAN 77-Compiler g77 mit doppelter Genauigkeit.
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e=10"3

Tabelle 2.4: Eigenwertberechnung unterschiedlicher Verfahren

A

A2

A3

Exakt
arccos-Methode
arctan-Methode
LAPACK-Routine

e=10"°

0.1000000000000000E+01
0.9999999999997780E+00
0.9999999999998613E+00
0.1000000000000000E+01

A

0.1000000000000000E+01
0.9999999999997780E+00
0.9999999999998613E+00
0.1000000000000000E+01

A2

0.1001000000000000E+01
0.1001000000000445E+01
0.1001000000000278E+01
0.1001000000000000E+01

A3

Exakt
arccos-Methode
arctan-Methode
LAPACK-Routine

e=10"7

0.1000000000000000E+01
0.9999975598691122E+00
0.9999976429858176E+00
0.1000000000000000E+01

At

0.1000000000000000E+01
0.1000003333333333E+01
0.1000003170570670E+01
0.1000000000000000E+01

A2

0.1000010000000000E+01
0.1000009106797554E+01
0.1000009186443512E+01
0.1000010000000000E+01

A3

Exakt
arccos-Methode
arctan-Methode
LAPACK-Routine

0.1000000000000000E+01
0.9999999718730994E+00
0.1000000033333333E+01
0.9999999999999999E+00

0.1000000000000000E+01
0.1000000033333333E+01
0.1000000033333333E+01
0.1000000000000000E+01

0.1000000100000000E+01
0.1000000094793567E+01
0.1000000033333333E+01
0.1000000100000000E+01

e ab. Die in Tab. 2.3 dargestellte arctan-Methode berechnet drei gleiche Eigenwerte bei einer
gewdhlten Toleranz von tol = 10714, O

Die Berechnung der Eigenvektoren geméaR der Vorgehensweise aus Tab. A.2 erweist sich nur
bedingt robust, da man von den fehlerhaften Eigenwerten die Differenz bildet, um mehrfache
Eigenwerte zu detektieren. Diese Differenz muf} kleiner einer vorgegebenen Toleranz sein. Ist
die Toleranz zu klein, so konnen erhebliche Ungenauigkeiten in den Eigenvektoren auftreten und
zwar derart, daR fiir B* = Q”BQ keine Diagonalmatrix resultiert.? Ist hingegen tol zu groR, so
wird ein dreifacher Eigenwert angezeigt. Die Genauigkeit hangt im wesentlichen auch von den
Eigenwerten ab.

Neben der Gegeniberstellung der Genauigkeit, die natiirlich mittels analytischer Betrachtun-
gen?® untersucht werden konnen, kommen wir zu einem Effizienzvergleich beziiglich der Re-
chengeschwindigkeit.

BEISPIEL 2.2

Wir wéhlen als Beispiel wieder die Matrix (2.40).?" Da bekanntlich die iterative Losung fiir
sehr nah beieinanderliegende Eigenwerte wéchst, wéhlen wir wieder verschiedene Parameter e.
In einer Finite-Elemente Berechnung werden Eigenwertprobleme symmetrischer Matrizen aus
R3*3 sehr haufig durchgefiihrt. Wir 16sen daher 20.000.000 mal das Eigenwertproblem. Tab. 2.5
zeigt die Rechenzeiten, wobei wir die Eigenwertberechnung mit (a) und die Kombination aus
Eigenwert- und Eigenvektorberechnung mit (b) kennzeichnen. Als geschlossene Ldsung wird das
Verfahren aus Tab. 2.3 sowie Tab. A.1 bezeichnet. Die numerische Losung ist mit der LAPACK-
Routine DSYEV durchgefiihrt worden. Es wird offensichtlich, dal3 die geschlossene Ldsung un-
gefédhr doppelt so schnell wie die iterative Ldsungsmethode ist. Dies gilt sowohl fiir die reine
Eigenwertberechnung als auch fiir die Kombination aus Eigenwert- und Eigenvektorberechnung.
Die bei e = 107 auftretende sehr geringe Rechenzeit der geschlossenen Ldsung hédngt damit
zusammen, dal’ das Verfahren eine dreifache Nullstelle herausgefunden hat und damit nur sehr

2D h. es treten Nebendiagonalterme in der GréRenordnung der Eigenwerte auf.

%Sjehe zum Beispiel KIELBASINSKI & SCHWETLICK [95, S.354 ff.], SCHWARZ ET AL. [145, S.106 ff.].

27Die Berechnungen sind in der in Abschnitt A.2 eingefiihrten Speichertechnik fiir 3 x 3-Matrizen durchgefiihrt
worden. Bei der iterativen Lésungsmethode ist nur die obere Dreiecksmatrix bei jeder Berechnung erzeugt worden.
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Tabelle 2.5: Rechenzeitvergleich bei geschlossener sowie iterativer Losung der Eigenwertberechnung
bzw. (a) Eigenwertberechnung und (b) Eigenwert- und Eigenvektorberechnung

e=10"% =10 e=10"
Geschlossene @) 52 [s] 59 [s] 22 [s]
Losung (b) | 1.21[min] 1.24[min]  26s]
(@ | 1.48[min] 1.48[min] 1.48 [min]
(b) | 2.55[min] 2.55[min] 3.00 [min]

Iterative LOsung

wenige Rechenoperationen bendétigt. O

Wir betrachten im folgenden die Sensitivitdt der Eigendyade (2.21) bzw. der Berechnung
spezieller Tensorfunktionen wie z.B. In B, exp B oder B'/2. Auch hier kdnnen Schwierigkeiten
bei nahezu gleichen (doppelten oder dreifachen) Eigenwerten auftreten, da dann unterschiedli-
che Fallunterscheidungen getroffen werden miissen, die wiederum von vorgegebenen Toleranzen
abhdngen. Fur \; # Xy # A3 # \; berechnet man die Funktion mit Hilfe von GI1.(2.19) bzw.
(2.20). Bei doppelten Eigenwerten \; = Ay # A3 benotigt man lediglich N3, siehe GIn.(2.23)
und (2.24) und fir drei gleiche Eigenwerte muR keine Eigendyade berechnet werden. In Tab. 2.6
ist eine mogliche Vorgehensweise vorgeschlagen.

BEISPIEL 2.3
Wir betrachten wieder Beispiel 2.1 und suchen nach f(B) = exp B = Y7 _ (exp Ay, )7i, @ iy, mit
der analytischen Ldsung

4e
f(B) = i e(3+¢)  V3e(ef — 1) (2.41)
V3e(ef —1) el + 3¢°)

Fiir e = 10 und tol = 107'° aus Tab. 2.6 hat die Losung unter Verwendung der arccos-
Auswertung der Eigenwertberechnung, siehe Tab. 2.2, nichts mehr mit der analytischen Ldsung
zu tun. Das Verfahren reagiert sehr instabil. Daher mul3 tol grélRerer Werte annehmen, die wie-
derum dazu fiihren, dal3 f(B) keine Nebendiagonalterme aufweist und mit f(B) aus GI.(2.41)
nicht mehr tbereinstimmt.

Als letztes behandeln wir wieder einen Rechenzeitvergleich. Fiir e = 10~ dauert die Be-
rechnung von f(B) = exp B fiir B aus GI.(2.40) 1.51 min bei Ausnutzung der Eigenvektorbe-
rechnung nach Tab. A.1, N, = nin?, und lediglich 1.16 min mit dem Verfahren aus Tab. (2.6).
Die Eigenwerte sind dabei jeweils mit der arccos-Methode aus Tab. 2.2 berechnet worden. Auch
hier verwenden wir wieder 20 Mio. Berechnungen. Es zeigt sich, daf§ die direkte Eigendyaden-
berechnung nach Tab. 2.6 schneller ist.?® O

MIEHE [115] schlug zur Vermeidung der vielen Fallunterscheidungen eine Storungstechnik
im Falle mehrfacher Eigenwerte vor, bei welcher die berechneten Eigenwerte durch einen Sto-
rungsparameter ¢ geandert werden, A; = A;(145), Ao = Ap(1=8) und A3 = X3/ ((1+6)(1—6)).%®

8Dieses Ergebnis differiert zu den Resultaten von MIEHE [118], welcher hierzu ein unterschiedliches Ergebnis
herausfand. Daher kommt es im wesentlichen auf die verwendete Implementation an.

Die gewdhlte Storung fiihrt dazu, daR die Determinante des Tensors erhalten bleibt, da A; Ao = A Aoz
erflllt ist.
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Tabelle 2.6: Berechnung von isotropen Tensorfunktionen in Spektraldarstellung

Gegeben B = BT € R¥3, A\, My, \g

BERECHNE di =M =Xy, do=Xa— X3, dz=A3— )\
Dreifache Eigenwerte
IF ((|di| <tol) und (|ds] <tol) wund (|ds] < tol))
THEN |f= f(\)l| RETURN

BERECHNE B?
Doppelte Eigenwerte
IF  (Jdy| < tol) THEN

BERECHNE D3 = —dyds
N3 = (A}l —20,B 4+ B?)/D;
f= )+ (f(A3) = fF(M))N3
ELSEIF  (|do) < tol) THEN

BERECHNE D, = —d;d;
Ny = (A3l —2),B +B?)/D;
f= )+ (f (A1) = f(A2))Ny
ELSEIF (|ds] <tol) THEN

BERECHNE D, = —d;d,
Ny = (A3l — 2XsB + B?)/D,
f=FAs)l+ (f(A2) — f(As))Na

END IF

RETURN

Einfache Eigenwerte

BERECHNE D, = —dids, Dy = —dydy, D3= —dsds

hy = (MaXs)/Dy,  hy=—(N\s+ X3)/Dy, hg=1/D;

N; = hyl + hoB + h3B?

hy = (MA3)/Da, ho = —(A\1 + X3)/Ds,  hy =1/D,

Ny = Ayl + hoB + hsB?

hy = (MX2)/Ds,  hy=—(A\ + Xo)/Ds,  hg=1/Ds

N3 = Ayl + hoB + h3B?
BERECHNE f = f(M)Ny 4+ f(A2)Ng + F(As)Ns
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Da sowohl die Eigenvektorberechnung als auch die Berechnung von Tensorfunktionen tber die
Spektraldarstellung zu Ungenauigkeiten fiihren kann, mul3 mit zusatzlichen Ungenauigkeiten ge-
rechnet werden, die man in Kauf nehmen kann, falls keine hohen Genauigkeiten von Interesse
sind. Vorteil des Verfahrens der Storungstechnik ist die Verringerung der analytischen Betrach-
tungen bzw. Fallunterscheidungen sowie des zugehdrigen Programmieraufwandes.

Als Resultat der durchgefiihrten Untersuchungen halte ich eine Kombination der Verfahren
in Abhéngigkeit der Sensitivitdten fur sinnvoll. Zum Beispiel kann der Ausdruck 13 — 3llg als
Indikator fur Storungen herangezogen werden. Im Falle von 13 — 3llg < tol sollte ein iterati-
ves Verfahren fiir die Eigenwert- und Eigenvektor- bzw. Eigendyadenberechnung herangezogen
werden. Ansonsten kann die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren durch die geschlos-
senen Losungen erfolgen. Dies gilt auch fiir die Berechnung von Tensorfunktionen tiber die Spek-
traldarstellung. Die Wahl einer Storungstechnik zur Vermeidung mehrfacher Eigenwerte sollte
nur bei geringen Genauigkeitsanforderungen erfolgen. Die Kombination dieser unterschiedlichen
Verfahren erhoht die erreichbare Genauigkeit bei bestmoglicher Geschwindigkeit.

2.2 Tensoren 4-ter Stufe

Um zu einer koordinatenfreien Darstellung bei verschiedenen Transformationen von Tensoren
vierter Stufe im Rahmen der spater verwendeten Materialgleichungen bzw. auch der Behandlung
der Variationsformulierungen mittels der Methode der finiten Elemente zu gelangen, greifen wir
auf Ergebnisse der Transposition von Tensoren hoherer Stufe von DE BOER [36, S.58 ff] sowie
EHLERS [41, S.396] zurlick. Weitere Ergebnisse von Eigenschaften von Tensoren 4-ter Stufe
werden als bekannt vorausgesetzt bzw. auf die einschlagige Literatur verwiesen.*® In [36] wird
eine Notation fiir verschiedene Transpositionsmaoglichkeiten von Tensoren n-ter Stufe eingefiihrt,

Lliks = [krkikickng @ @G, @ O G @ ® G (2.42)
woraus sich zum Beispiel furr einen Tensor 4-ter Stufe der Gestalt
L=A®B=d"W§ 27 cqjq7 (2.43)

die Transposition
LT — A ® B]T23 = aikbﬂgji ® 37 DG @ g (2.44)
ergibt. Diese spezielle Transposition ist in EHLERS [41] in der dort benutzten Darstellung ver-

wendet und zusitzlich um daraus resultierende Rechenregeln erweitert worden.3! Der Tensor
(2.44) hat besondere Eigenschaften, wenn man ihn auf Tensoren 2-ter bzw. 4-ter Stufe anwendet.

30Sjehe zum Beispiel DE BOER [36], BOWEN & WANG [20], OGDEN [129]
3lIn HARTMANN [60] und LUHRs [109] ist zum Beispiel die Transposition £7+ verwendet worden.
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Diese Eigenschaften sind im folgenden angegeben:

[A®B]"™ C=ACB” (2.45)
Tos] ! T3
[A@B™| —[A"@B] (2.46)
T
(AeB™| =[AToB]™ (2.47)
A ©B]™ [CoD]= [[A 9B C® D] — [ACB” @ D] (2.48)
[C®D][A®B]™ = [C ® [AT © BT]"™ D} = [C® A"DB] (2.49)
[A ® B]"™®[C ® D|" = [AC ® BD]"™ (2.50)
Die in GI.(2.47) verwendete Transposition
LT=A9B"=B® A =d"§®j g o4J (2.51)

beschreibt das Vertauschen der vorderen und hinteren beiden Indizes und tritt vorwiegend im
Skalarprodukt (A - B = a"b;;)
s=MC-D = (mijklckl)dij =
= cm(mijkldij) =C-M'D, (2.52)
s e R, auf.

Die Beweise zu den Beziehungen (2.45)-(2.50) wurden in EHLERS [41] fortgelassen und
werden daher hier kurz beschrieben.

BEWEIS 2.1
(zu Gl.(2.45)): Mit L2 aus Gl.(2.44) folgt fiir L2 C
(a™V'5, ® G ® G ® 1) (crsd” ® §°) = a V¢, @ §; = ACBT.
O

BEWEIS 2.2
(zu GI.(2.46)): MitD = L™3C und £ aus GI.(2.43), A und B seien invertierbar, folgt mit Hilfe
von Gl.(2.45) durch Auflésung nach dem Tensor C

Tos

C=A"DB"=[A"®B'|*D.
Mit

C=[™]"'D=[[A®B™]'D
wird Beziehung (2.46) offensichtlich. O
BEWEIS 2.3

(zu GI.(2.47)): Die linke Seite von GI.(2.47) liefert in Indexdarstellung unter Zuhilfenahme von
Gl.(2.51)

T o o
[AeB™]| =[5 o5 e =5 e 505 e g

und ist daher mit
[AT ®BT}T23 _ [aﬂblkﬁl ®§j ®§k ®§’[]T23 — ajlbikg»i ®§»] ®§k ®§l

gleich. O
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BEWEIS 2.4
(zu Gl.(2.48)): Unter Verwendung der Beziehung [C @ D|E = (D - E)C fiihrt die Anwendung
der Tensoren 4-ter Stufe in der linken Seite von GI.(2.48) auf einen Tensor 2-ter Stufe E zu

A®B]™[C@D|E=[AcB|™[D-E)C=(D-EACB’ =
— [ACB" @ D|E = [[A ®B™C® D] E.

Dies ist mit der Eigenschaft
MA®B]|=MA®B (2.53)

eines beliebigen Tensors 4-ter Stufe dquivalent. O

BEWEIS 2.5
(zu GI.(2.49)): Auch hier erinnern wir uns an die bekannte Beziehung

[C®D|M=C®M'D. (2.54)

Mit dem Tensor M = L2 aus GI.(2.44) sowie Gl.(2.47) folgt

[CoD][A®B™ =C® [[A ®B]T23}TD _

—Co[AT9B"]™D=CeA’DB.
U
BEWEIS 2.6
(zu GI.(2.50)): Interessant erscheint noch Beziehung (2.50). Mit
[A®B|"™[CoD|"™E = [A®B]"™ CED” =
= ACED'B” = [AC ® BD|"™* E
wird die Eigenschaft klar. O

Bei Verwendung von orthogonalen Tensoren, Q! = Q7 siehe GI.(2.11), wiirde die gewéhl-
te Darstellung (2.45) fir @ = [Q ® Q]TQS, d.h. A = Qund B = Q, die einfachere Darstellung

B = OB* bzw. B*=Q 'B=9'B (2.55)

erhalten. Unter Verwendung von Gl.(2.46) folgt offensichtlich B* = QTBQ mit

Tos

Q'=0"=[Q"® Q"] (2.56)
Mit dieser Schreibweise l&f3t sich sehr einfach auch die Drehung eines Tensors 4-ter Stufe ange-
ben

Lr=0"Lo  bzw. L£=0L0T. (2.57)

Auch der Einheitstensor 4-ter Stufe, ZA = A, 188t sich durch die Transpositionssymbolik
darstellen,

IT=[IIl™ =§§&70j " g (2.58)
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2.3 L0Osung von Algebro-Differentialgleichungssystemen

Im Ingenieurstudium besteht im allgemeinen die Mdglichkeit einen Einblick in die numerische
Losung von Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen 1-ter Ordnung

y(t) =f(t,y(t)) (2.59)

im Intervall ¢ € [to, T] mit den Anfangsbedingungen y(to) = y, zu erhalten, y € R™. Dem-
gegeniber ist die Losung von sogenannten Algebro-Differentialgleichungssystemen bzw. auch
impliziter Differentialgleichungssysteme uniiblich, obwohl solche Problemstellungen in der Re-
gelungstechnik und der Mehrkorpersimulation auftreten. Wir werden in Kapitel 5 erkennen, daf3
derart strukturierte Gleichungen gleichfalls in vielen Anwendungsgebieten der Methode der fini-
ten Elemente auftreten. In diesem Abschnitt soll daher ein kurzer Einblick in die L6sung solcher
Systeme unter Verwendung impliziter Runge-Kutta Verfahren gegeben werden.

Die Differentialgleichung (2.59) bezeichnet man als explizit, da nach der Zeitableitung y
aufgelost werden kann. Im allgemeinsten Fall muf3 dies nicht notwendigerweise vorliegen, so
dal

F(t.y(t).y(t) =0 (2.60)
als implizites gewohnliches Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung bezeichnet wird. Wir
gehen spater von einer speziellen Struktur der Form

Ry 0900 ={ g7 oy = (251

y(t) = { 38 }, und den Anfangsbedingungen y(ty) = { u(fo) } = { 30 } =Y,

’ (2.62)
aus (g,u € R™undr,q € R™). Diese Struktur bezeichnet man auch als semi-explizites Sy-
stem von nichtlinearen Algebro-Differentialgleichungen 1-ter Ordnung oder kurz DAE-System
(BRENAN ET AL. [21, S.4]). Die Methoden zur numerischen Losung solcher Algebro-Differen-
tialgleichungen unterscheiden sich im wesentlichen in Einschritt- und Mehrschrittverfahren.3?

2.3.1 Diagonalimplizite Runge-Kutta Verfahren

Wir verwenden und untersuchen im folgenden implizite Runge-Kutta Verfahren (IRK), die zu
den Einschritt-Verfahren gehodren. Zur Verdeutlichung einiger Begriffe greifen wir zundchst auf
gewohnliche Differentialgleichungssysteme 1-ter Ordnung zuriick. Das gesamte zu untersuchen-
de Zeitintervall ¢ € [to, T] wird in N Unterintervalle ty < t; < ... <t, <ty,1 <...<ty=T
zerlegt, die man als Zeitschritte bezeichnet. At,, = t,, 1 —t, fur0 < n < N —1 stellt die Schritt-
weite vom Zeitpunkt ¢,, bis zum Zeitpunkt ¢,, . ; dar. Wir gehen von einem Punkt mit der exakten
Losung (t,,Y(t,)) aus und suchen die Losung zum Zeitpunkt ¢, ., indem wir tber GI.(2.59)
integrieren:

Vitw) = vt + [ fyo) =

| (2.63)
- y(tn)+Atn/ f(ty + 7At, Y (tn + TAL, ) dT
0

32Siehe zum Beispiel HAIRER & WANNER [59], BRENAN ET AL. [21] und STREHMEL & WEINER [159].
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Hierbei haben wir eine Koordinatentransformation auf den Bereich 0 < 7 < 1 eingefiihrt, t =
t, + TAt, . Wendet man nun eine Quadraturregel der Form [ = fol f(r) dr = >0 bif(c)

mit den Wichtungsfaktoren b;, © = 1,...,s, und den Stitzstellen (Integrationspunkten) c;, i =
1,...,5(0 < ¢ <1),an, so erhdlt man die diskrete Form
y(thrl) ~ yn+1 = y<tn) + Atn Z bzf<tn + CiAtn 7y(tn + CiAtn )) (264)
=1

Wir erkennen in GI.(2.64) neue unbekannte GroRen y(t, + c;At, ), die durch einen erneuten
Integrationsschritt mit einer weiteren Quadratur bestimmt werden,

Y(tn + iy ) & Yo = Y(tn) + Aty > aif(tn + ¢; A, Yey). (2.65)
j=1
Dabei werden neue Wichtungsfaktoren a;; eingefiihrt, jedoch die gleichen Stiitzstellen
CZ:%' :tn—i-CZAtn, 1= 1,...,8, (266)

gewabhlt (siehe Abb. 2.2). Man spricht von einem s-stufigen impliziten Runge-Kutta Verfahren,

Ay

3 yn+ 1
Y
Yo 3

- 1 >
tn Tnl Tni th+1

el
Atn

Abbildung 2.2: Zeitschritte und Stufen

wenn mindestens ein a;; # 0 fur j > 4 ist, wobei s die Anzahl der Stufen (Stutzstellen, stages)
wiedergibt. Der Ausdruck Y,; = f(T;;, Y,;), der in der Summe aus GI.(2.65) auftritt, wird als
Steigungswert (stage derivative) bezeichnet.3® Der Steigungswert ist aufgrund der eingefiihrten
Quadratur eine diskrete Grofie und stellt den Wert der rechten Seite der Differentialgleichung
(2.59) dar.

Implizite Differentialgleichungen (2.60) und damit auch die Algebro-Differentialgleichungen
(2.61) konnen folgendermalen behandelt werden. In jeder Stufe 7,; werden die Stufenwerte
Y, € R™ mitm = ny + ng gemal der impliziten Runge-Kutta Verfahren

Yni =Y, + Aty Zaijvnj, i=1,...,s. (2.67)
j=1

berechnet. Man kann sich in einer Berechnung fiir die unabhdngigen Variablen Y,,; oder Ynj
entscheiden, da beide nach GI.(2.67) nicht unabhéngig voneinander sind. Das Einsetzen von

331n der Literatur wird der Steigungswert haufig mit k ; abgekurzt.
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Tabelle 2.7: Butcher Tableaus fiir Runge-Kutta Verfahren: (a) Implizite Runge-Kutta Verfahren (b) Steif-
genaue diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren

Co | G21 Q22 ... Qgs Co | @o1 G929
oo 0
Cs | Q1s Q25 ... Qgs Cg b1 b2 c. bs
bl bQ s bs bl b2 Ce bs
(a) (b)
Beziehung (2.67) in die implizite Differentialgleichung (2.60) fuhrt dann auf
j=1
Hierbei hangen alle Steigungswerte Y,;, i = 1,...,s, voneinander ab. Nach der Berechnung

dieses nichtlinearen Gleichungssystems der Dimension s - (n, + ngq) sind die Steigungswerte Y,,;
bekannt und wir kdnnen mit Hilfe von GI.(2.64) die approximierte Losung y,,,; zum Zeitpunkt
t,+1 berechnen,

=1

Die Wichtungsfaktoren a,; und b, sowie die Stiitzstellen c; werden tblicherweise in dem soge-
nannten Butcher Tableau zusammengefaft, wobei sich die Koeffizienten fiir verschiedene Runge-
Kutta Verfahren unterscheiden, siehe Tab. 2.7(a). Die Faktoren werden hinsichtlich von Effizi-
enz, Stabilitdt und Genauigkeit berechnet bzw. definiert.>* Vollimplizite Runge-Kutta Verfahren
sind solche Verfahren, bei denen die obere Dreiecksmatrix der Wichtungsmatrix [a;;] minde-
stens einen von Null verschiedenen Koeffizienten enthélt.®® Damit entsteht eine Kopplung aller
Stufenwerte Y,,;. Bei expliziten Runge-Kutta Verfahren sind die obere Dreiecksmatrix inklusive
der Hauptdiagonalen identisch null (a;; = 0 flr 7 < ), so daB gemaR GI.(2.67) jede Stufen-
groRe Y,,; aus bekannten GroRRen berechnet werden kann. Um fir die spatere Anwendung bzw.
der Interpretation im Rahmen der Methode der finiten Elemente zu gelangen, sind sogenann-
te steif-genaue diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren (DIRK-Verfahren) von Interesse. Bei
diesen impliziert die Diagonalimplizitheit a,; = 0 flir j > i sowie die steif-genaue Eigenschaft
die Bedingung a,; = b;, siehe Tab. 2.7(b). In diesem Fall stimmen die Stufengrofen Y,,; mit den
GroReny,, ., tberein, siehe GIn.(2.67) und (2.69). Die Integrationsschritte siehe GIn.(2.67) und
(2.69) reduzieren sich auf

Ym =Y, + Atn Z ainnj = Sm' + Atn aiiYnia (270)
j=1
mit dem Startwert -
Sni =Y, + Aty Z i Yog: (2.71)
j=1

%Siehe hierzu HAIRER & WANNER [59] und die dort zitierte Literatur.
%Damit sind Koeffizienten oberhalb der Hauptdiagonalen gemeint; mindestens ein a,; # 0 fur j > i.
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welcher lediglich von bereits berechneten Stufenableitungen abhangt und damit in jedem Be-
rechnungsschritt als bekannt vorausgesetzt werden kann. Die Stufenableitungen kénnen namlich
aus GI.(2.70) zu

Atn Q4 ’
d.h. nach jeder durchgefiihrten Stufenberechnung bestimmt werden. Sie fuhren durch Einsetzen
in GI.(2.68) auf das nichtlineare Gleichungssystem

Y, = (2.72)

Ryi(Yn) =F (zzu,vm-, %) -0, i=1,...,s, (2.73)
in jeder Stufe. Mit der Wahl von diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren sind nicht mehr
die gekoppelten s nichtlinearen Gleichungssysteme (2.68) zu l8sen, sondern nacheinander s mal
das nichtlineare Gleichungssystem (2.73) mit der Dimension m. Aufgrund der Verwendung von
steif-genauen Verfahren, a,; = b;, stimmt, wie bereits gesagt, die Berechnung von Y,,, mit der
gesuchten Lésung y,, ., , Uberein. Dies hat zunachst den wesentliche Vorteil, dal zur Berechnung
der gesuchten GroReny,, ., keine weitere Berechnung erfolgen muB. Ferner impliziert diese Ei-
genschaft die sofortige Anwendung auf Algebro-Differentialgleichungssysteme, siehe HAIRER
& WANNER [59, S.372-376]. Die Anwendung auf das Algebro-Differentialgleichungssystem
(2.61) fuihrt dann auf die Berechnung des nichtlinearen Gleichungssystems

Roi(Yo) = { o } -0 &7

in jeder Stufe 7 im Zeitschritt ¢,, nach ¢,, 1, mit
Gri(Uni, Qni) = 9(Thi, Ui, Qi) (2.75)

und den zeitdiskreten Gleichungen, die aus der Integration des Anteils der gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen resultieren

Qni - ng
Aty aj;

Lni(Unia an) - r(,-z;zia Unia in) . (276)

Dabei bengtigen wir hier lediglich den Anteil S%, = Q, + At, 327"} a;;Qu;, siehe GL.(2.71).
Die partitionierten GroRen lauten dabei

un Uni Syl:z
o) e () so{3) em

In Tab. 2.8 ist die zuvor erlduterte Vorgehensweise nochmals zusammengefaft. In Abschnitt 2.4
gehen wir auf die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.74) ein, was eine weitere wich-
tige Fragestellung ist.

ANMERKUNG 2.2
Es gibt durchaus Anwendungen, siehe zum Beispiel in [75] bzw. [61], bei denen die Struktur des
Algebro-Differentialgleichungssystems die Gestalt

o o(t, u(t).q(1))
F(ty(®),y () = { G(t) — r(t,u(t). u(t). q(t)) } - (2.78)
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Tabelle 2.8: Zeitadaptives, eingebettetes DIRK-Verfahren

Gegeben:
o Koeffizienten ¢;, a;;, b;, (i,j =1, ..., s) eines steif-genauen DIRK-Verfahrens
e Anfangszeitpunkt ¢, Anfangsschrittweite At,

o Anfangsbedingungen y(to) = { ggoi } = { :0 } =Y,
0 0

Schleife tber die Zeitschritte: n =0,..., N

Wiederhole
Schleife Uber die Stufen: ¢ =1,...,s
7;” =t, + c;At,,

=Y, +At, ZJ 1 @ij Ynj

Lose: F (EYng) =0firy,, = { Uni }
A Qi Qm

Yoi — Sni

At,, a;
Fehlerschdtzung gemaR Gl.(2.92).
Berechne neue Schrittweite Atpe, gemal GI.(2.93).
Falls Schritt nicht akzeptiert, setze At,, = Atpey
Bis Schritt akzeptiert
Update:

Speichere: Y,,; =

tn-i—l - tn + Atn ) Atn—&—l - Atneu, yn+1 = Yns

erhélt. Gleichungssystem (2.73) fihrt dann fiiri = 1,...,s zu

Y - Sm
Rni Yni =F 7;”7 Ynza ., _ | =
(Yos) ( At,, a; )

Gm(Uma an)
= Qm m —rlT.. U U Q
Ta“ niy Pnis Ta“’ ni

Dies gilt insbesondere auch fiir Modelle der Elastoplastizitdt mit Flie3flache, da bei Ausnut-
zung der Konsistenzbedingung zur Berechnung des plastischen Multiplikators die Dehnungsge-
schwindigkeit und damit, nach Raumdiskretisierung mit Hilfe der Methode der finiten Elemente,
auch die Verschiebungsgeschwindigkeiten auftreten. In diesem Fall ist die Funktionr keine ste-
tige Funktion der Zeit.

Auch kann der differentielle Anteil selbst wieder ein DAE-System darstellen, was durch die
Darstellung

0. (2.79)

Gm (Unia an)

Ryi(Yni) = {QKtn S }—r(%,um,Qm) = 0. (2.80)

mit der singuldren Matrix A gegeben ist, siehe zum Beispiel ELLSIEPEN & HARTMANN [46].
Solche Gleichungsstrukturen treten ebenfalls bei Materialmodellen der Plastizitat mit Flie3flache
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auf und zwar dann, wenn die Konsistenzbedingung nicht analytisch ausgewertet wird. In diesem
Fall dient der auftretenden plastische Multiplikator zur Erfiillung der FlieBbedingung, die selbst
eine algebraische Gleichung représentiert, als weitere Unbekannte. O

Eine Reihe von diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren sind in Tab. 2.9 aufgefiihrt. Die letzte

Tabelle 2.9: Butcher-Tableaus verschiedener DIRK-Verfahren

(@) Ellsiepen’s Verfahren [45,S.89] (s =2,p=2,p=1)
(6% «
a=1-1/2 ad=2-—22
l—a « 2 4
1—a &
(b) Cash’s Verfahren [25] (s =3,p =3,p = 2)
v = 0.4358665215084580
T Ty = 0.2820667392457705
o|T—7 v a = 1.2084966491760101
1l a [ 7~ B = —0.6443631706844691
a B A 6 = 0.7179332607542295
& B0 & = 0.7726301276675511
B = 0.2273698723324489
(c) Fritzen’s Verfahren [50] (s = 5,p = 3,p = 2)
010
. +Z 0 11 v = 0.4358665215084580
- |0 =5 7 a = 1.2084966491760101
1la f 0 ~ B = —0.6443631706844691
110 a [ 0 v o 1-0F—~
B 3 — 1
0 a [ 0 v 25
a [ 0~ 0
(d) Hairer & Wanner’s Verfahren [59] (s = 5,p = 4,p = 3)
1 1
4 4
3 1 1
4 2 4
11 17 1 1
20 | 50 T 25 4
1|31 _ 137 15 1
2 1360 2720 544 4
1| 2 _49 125 _8 1
24 48 16 12 4
25 _ 19 125 _8 1
24 48 16 12 4
59 1T 225 8
48 96 _ 32 2 Y
(e) Kombination aus Trapez und impliziten Euler-Verfahren (s = 3,p =2,p = 1)
00
110 1
1105 0 0.5
0.5 0 0.5
0 1 0

Zeile in den Butcher-Tableaus wird in kommenden Abschnitt im Zusammenhang eingebetteter
Runge-Kutta Verfahren erldutert. Das Verfahren von Fritzen und das kombinierte Verfahren be-
stehend aus der Trapezregel und dem impliziten Euler-Verfahren, siehe Tab. 2.9(c) und (e), haben
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lediglich formal s = 5 bzw. s = 3 Stufen, da bei beiden a,; = ¢; = 0 gilt. Dies fuhrt dazu, daf3
Y.1 =Y, gilt und damit die erste Stufenberechnung entfallen kann. Es mussen demnach ledig-
lich 4 bzw. 2 nichtlineare Gleichungssysteme berechnet werden.

2.3.2 Zeitadaptivitat

Eine wesentliche Frage, die sich bei der Zeitintegration von gewdéhnlichen Differentialgleichun-
gen oder auch Algebro-Differentialgleichungen stellt, ist die Suche nach einer geeigneten Schritt-
weite At,, . Zum einen kann zwar die algebraische Gleichung (2.74); zum Zeitpunkt 7,,s = ¢,,11
erfillt sein, zum anderen hingegen kann der Integrationsschritt (2.74), eine beliebig ungenaue
Approximation der Losung des differentiellen Anteils darstellen. Des weiteren ist es eine beson-
dere Zielsetzung sich einer genauen Losung des Problems sicher zu sein, bzw. auch von Interesse
eine zul&ssige Toleranz vorgeben zu kdnnen, damit ein zu definierender Integrationsfehler be-
schrankt bleibt. Eine zeitadaptive Berechnung stabilisiert zusatzlich das gesamte Verfahren und
palt sich an den zugrundeliegenden Losungsverlauf an. Dies ist umso wichtiger, desto unter-
schiedlicher die Zeitskalen in einer Berechnung sind.

In ALEXANDER [2] sind verschiedene DIRK-Verfahren vorgeschlagen worden, die fiir grof3e
steife Differentialgleichungssysteme geeignet sind. Die vorgeschlagenen Verfahren sind im spe-
ziellen einfach diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren (SDIRK-Verfahren) bei welchen die
Diagonalelemente a;; der Wichtungsfaktoren identisch sind. Wir verwenden zur Minimierung
des Rechenaufwandes fiir die Zeitadaptivitat sogenannte eingebettete Verfahren, deren Schritt-
weitenabschatzung im folgenden wiedergegeben wird.®® Die Abschitzung der Schrittweite rich-
tet sich an der Abschédtzung des sogenannten lokalen Integrationsfehlers. Gegeben sei der ex-
akte Wert y(¢,,). Der lokale Integrationsfehler ist die Differenz aus der exakten Losung y (¢,,+1)
und der numerischen Losung y,, . ;, welche hier durch den Integrationsschritt des angewendeten
Runge-Kutta Verfahrens vorliegt:

Runge-Kutta Verfahren

N

6(tn+17 y; Atn ) = y(tn+1> - {y<tn> + Atn @(tm y; Atn )}
= At (t,,y) + O(AH?) (2.81)
~—_——

Hauptteil des
lokalen Integrationsfehlers

& ist die sogenannte Verfahrensfunktion.3” Diese Funktion ist nur formal explizit und enthélt
ebenfalls implizite Verfahren. G1.(2.81) berechnet sich durch die Taylor-Entwicklung der exak-
ten Losung sowie des gewahlten Runge-Kutta Verfahrens. p stellt dann die Ordnung des Ver-
fahrens dar. Der lokale Integrationsfehler besteht aus dem Hauptteil des lokalen Fehlers so-
wie einer GroRe der Ordnung A¢?™2. Der Hauptteil des lokalen Fehlers dient im folgenden zur
Abschétzung der Schrittweite, um damit den Fehler zu kontrollieren. Hierzu gehen wir davon
aus, dal® zwei Verfahren mit unterschiedlicher Ordnung vorliegen,

Yoir = Y(tn) + At, B(t,,y; At ), (2.82)
Vi1 = Y(ta) + At, D(t,,¥; At,,). (2.83)

36Siehe hierzu HAIRER ET AL. [58, p. 123], HAIRER & WANNER [59, p. 167].
S"Hairer et al. [58, p. 159].
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Beide Verfahren fiihren zu den lokalen Fehlern

8 =Y(tur1) = Vo1 = AT (L, y) + O(ALT?), (2.84)
8 = y(tn-i-l) - yn—}—l - Atéfli(tnay) + O(Atp;+2)7 (285)

wobei wir im folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit p < p annehmen. Durch Bildung
der Differenz beider Fehler kann man den lokalen Integrationsfehler des Verfahrens niedrigerer
Ordnung abschétzen,

A

§ =8 =Y,i1 — Yo = AETD(1,y) + OALT?) = AL (L,y).  (2.86)
Der Betrag des Fehlers soll nun geringer sein als eine vorgegebene Toleranz

AT (b V)2 Y = Yosall < €Yl + € (2.87)

€, und e, sind nutzerdefinierte absolute und relative Fehlertoleranzen. Unter der Annahme, daf3
der Fehler ||¥(t,,y)|| ~ C ist, d.h. von einem zum néchsten Schritt konstant bleiben soll, fiihrt
Beziehung (2.87) auf

||yn+1 - yn+1|| ~ CAth'H. (2-88)

Die Forderung der Gleichheit des Fehlers fiir eine neue Schrittweite Atpe, Mit der vorgegebenen
Fehlertoleranz liefert )
CAIY = €. ||y, || + € (2.89)

neu

Eine Abschétzung der neuen Schrittweite erhalten wir durch Auswertung der Beziehungen (2.88)
und (2.89) durch Elimination von C,

. 1/(p+1)
67’HynH + €aq ) . (290)

Atpey = At, ( -
* ||yn+1 - yn+1||

Prinzipiell lieBe sich hiermit eine neue Schrittweite berechnen, jedoch will man zu hédufige
\erringerungen und Erhéhungen sowie zuriickgewiesene Schrittweiten vermeiden. Daher muf}
G1.(2.90) etwas modifiziert werden. Des weiteren haben die in dem Losungsvektor y unterschied-
lichen physikalischen Grofien verschiedene Grofienordnungen, so dal3 eine Anpassung obiger
Normen und Auswertungen erfolgen sollte. Hierzu haben EHLERS & ELLSIEPEN [41] und DIE-
BELS ET AL. [38] den lokalen Fehlery,, =y,.; — Y, In

Uerr = LA'In—i—l - un+1 Und qerr = qn+1 - qn+1 (291)

fur die Verschiebungen und Inneren Variablen zerlegt sowie die gewichteten Normen

Nu 1 2
1 uerr =m
ey — ——— | e, = max
Ny e-|ul| + € k

=1

oy
e |of| + €k

(2.92)

vorgeschlagen. Weitere Modifikationen bestehen in der unterschiedlichen Wahl der relativen
und absoluten Fehlertoleranzen ¢, bzw. ¢,. Das Maximum dieser partiellen Fehlermalie, e,, =
max(e,, e,), dient dann zur Bestimmung der neuen Schrittweite:

max(fmina fsafety 67711/(ﬁ+1)) falls e, > 1

p 2.93
min(fmam fsafety 61?11/(p+1)) fallse,, <1 ( )

Aifneu = Atn : {
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Der Faktor 0 < fsery < 1 Verhindert zu starke Oszillationen der Schrittweitenprozedur und die
Faktoren fiin Und fmax Verhindern zu starke Schrittweitendnderungen (siehe HAIRER ET AL. [58,
S.168], HAIRER & WANNER [59, S.124]). Praktische Werte liegen bei 0.8 < ferery < 0.9,
0.2 S fmin S 0'5! 2 S fmax S 3.

Ein wesentlicher Punkt liegt nun in der Berechnung der Lésung y,, ., des Verfahrens mit der
Ordnung p. Rechnerisch zu aufwendig ware die komplette Neuberechnung mit einem anderen
Verfahren. Daher wahlen wir sogenannte eingebettete Verfahren, bei denen fiir das Verfahren der
Ordnung p die Koeffizienten a;; und c; des Verfahrens der Ordnung p gewahlt werden, jedoch
andere Koeffizienten b; vorliegen. Die neuen Koeffizienten bezeichnen wir mit lSi, womit die
Losung

Vi1 = Yo + Dby > biYe, (2.94)
i=1

vorliegt. Die Stufenableitungen Y,,; sind durch das Verfahren der Ordnung p bereits berechnet,
siehe GI.(2.72). Der Fehlery,, =y, ., — Y, istdaher durch einfache Auswertung

S

yerr = Yn—&—l - yn+1 = Atn Z(ZA}Z - bl)Ym (295)

i=1

berechenbar, d.h. ohne grofRen zusétzlichen Rechenaufwand ist eine effektive Schrittweitenbe-
rechnung maglich. In Tab. 2.9 sind flinf verschiedene eingebettete DIRK-Verfahren dargestellt,
bei denen jeweils in der letzten Zeile des Butcher-Tableaus die Koeffizienten biyi=1,...,s,
aufgelistet sind.

2.4 L0Osung nichtlinearer Gleichungssysteme

In den in Abschnitt 2.3 verwendeten Losungsverfahren zur Losung von Algebro-Differentialglei-
chungssystemen entstehen nichtlineare Gleichungssysteme

F(y) =0, (2.96)
der Form
- (115}
mit
F= { L } und den Unbekannten y = { Y } (2.98)
G Q [’ '

siehe GI.(2.74). Hierbei seien F,y € R™%"?, G,U € R™ und L, Q € R"™. Diese Gleichungssy-
steme mussen in jeder Stufe T;,; gelost werden. Wir lassen jedoch der Einfachheit wegen in die-
sem Abschnitt die Indizes n: fort. Es geht in diesem Abschnitt um die Losungsmdoglichkeit des
nichtlinearen Gleichungssystems (2.97) im Rahmen der Methode der finiten Elemente. Hierzu
werden im folgenden zwei Verfahren zur Losung blockstrukturierter Gleichungssysteme ange-
sprochen. Wir beginnen mit dem klassischen Newton-Raphson Verfahren und gehen anschlie-
Rend auf das Multilevel-Newton Verfahren ber.
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2.4.1 Newton-Raphson Verfahren

Das in der deutschsprachigen Literatur bezeichnete Newton-Verfahren zur numerischen Losung
nichtlinearer Gleichungssysteme (2.96) fiihrt als Naherung des Nullstellenproblems eine lineare
Naherung der Funktion F(y) ein

dF

Fy)=Flyo) + | Y — Yol (2.99)

Yly=y

0
und sucht diejenige Stelle y fiir gegebenen Anfangswerty,, bei welchem die linearisierte Funkti-
on F(y) verschwindet.®® Die gefundene Losung stellt nattirlich zunéchst nur eine grobe Naherung
dar. Ein Iterationsverfahren entsteht hieraus, wenn man den gefundenen Wert y erneut wieder als
Auswertungsstelle y, verwendet, um einen erneuten Wert durch einen wiederholten Linearisie-

rungsprozel zu berechnen. Die Iterationsvorschrift lautet dann mit dem Iterationsindex m

dF
Fiy™) + —

Y y=0 (2.100)

y=y(m)

mit Ay = y(™+D _y(m) G|.(2.100) entspricht einem linearen Gleichungssystem zur Berechnung
des Inkrements Ay:
dF

ar __E(ym)
dy y =-F(y™) (2.101)

y(m)

Wir erhalten die Losung F(y) =~ 0, wenn ||Ay|| < tol,, 0 < tol, << 1, oder F(y™)|| < tolp,
0 < tolp << 1, gilt. Die Koeffizientenmatrix ist die Funktionalmatrix (oder auch Jacobi-
Matrix). Die Anwendung der Iterationsvorschrift des Newton-Raphson Verfahrens auf das block-
strukturierte Gleichungssystem (2.97) fuhrt in jedem Iterationsschritt auf das lineare Gleichungs-
system, siehe GI.(2.101),

oL oL
£ 8]|(20)-(4) e
9Q

ou 11,
mit

(m)
z= { S<m> } sowie AQ=QY - Q" und AU=UMD _ym,

Um auf einen Vergleich mit nachfolgenden Verfahren zu erhalten, 16sen wir obiges lineares Glei-
chungssystem zundchst nach der ersten Gleichung auf,
AQ = — {— } AU} ,
4

-1
oL
L R
9Q } { @)+ L)U
und setzen das Ergebnis fur AQ in die zweite Gleichung von GI.(2.102) ein, womit wir ein
lineares Gleichungssystem zur Berechnung des Zuwachses AU erhalten:
0G

] [8G ][aL }_1[&_ ] ][aL
5 0Q|,] [ 0Q], ou |, 0Q|,] [ 0Q

%In der englischsprachigen Literatur verwendet man zum Teil auch die Bezeichnung Newton-Raphson Verfahren.
Zur historischen Entwicklung bzw. dem Zusatz “Raphson” siehe BICANIC & JOHNSON [16].

oL

{6G

= } L(z) (2.103)

AU = —G(2) + [
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Anstatt der Inversenbestimmung in der Funktionalmatrix bzw. auch in der rechten Seite wiirde
man natdrlich zunéchst das lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten

Joet =[5

zur Bestimmung der Unbekannten X; € R"*("e+™) sowie x, € R"™ l6sen. In Tab. 2.10 ist die

oL
ks

} | L(z)} (2.104)

Tabelle 2.10: Newton-Raphson Verfahren in der Stufe ¢ des Zeitschrittes ¢,, — ¢, 41

Gegeben: U = u,, Q¥ = q,, At,, T, aii, Sni
Wiederhole m =0, ... (Argumentvektor: z = (U™, Q™))
Lokale Ebene

Lose lokalen Integrationsschritt
oL _ [[oL o

|G 1 = [[ 5] 1L@) X
Globale Ebene
Lose

1561 - 1%

z 9Q

Update der globalen Variablen

ou
U(m+1) - U;T) + Aum s U(m+1)

ni

J X1 AU, = —G(2) + [2—8

] Xy ~ AU,
z

Lokale Ebene
Berechne

AQp; = — X1 AUy — X ~ AQp;
Update der lokale Variablen

Qi — Qi + AQu - Qu
Bis Konvergenzkriterium erftllt ist

\Vorgehensweise nochmals dargestellt.

ANMERKUNG 2.3

Die Begriffe der lokalen und globalen Berechnung bzw. Ebene stammt aus der Ldsungsmethodik

in der Methode der finiten Elemente. Daher sind auch die Buchstaben der zu l6senden Gleichun-

gen L und G entsprechend gewéhlt. Wir kommen auf die konkrete Zuordnung der GrélSen in

Kapitel 5 zu sprechen. Im allgemeinen steht “lokal” fiir Berechnungen auf Elementebenen und

“global” fiir generelle Auswertungen, die nicht in den Elementunterroutinen durchfiihrbar sind.
O

ANMERKUNG 2.4

Ein wesentlicher Nachteil dieses Verfahrens ist, daf8 zweimal in die lokale Ebene gewechselt
werden mul3. Falls auf lokaler Ebene die Felder X1, Xo sowie der aktuelle Wert L(z) gespeichert
wirden, wére dies eine ins Auge zu fassende Vorgehensweise, zumal auf lokaler Ebene lediglich
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Funktionsauswertungen und keine Iterationen stattfinden. In SCHERF [144] wird — ohne kon-
krete Angabe der Implementation — dieses Verfahren mit dem in Abschnitt 2.4.2 vorgestellten
Algorithmus verglichen. Dort fiihrt obiges Verfahren zu kiirzeren Berechnungszeiten als das in
Abschnitt 2.4.2 dargestellte Multilevel-Newton Verfahren. O

2.4.2 Multilevel-Newton Verfahren

Ein weiteres Verfahren zur Ldsung nichtlinearer blockstrukturierter Gleichungssysteme stellt
das Multilevel-Newton Verfahren bzw. Mehrebenen-Newton Verfahren dar. Dieses Verfahren
entstand im Zusammenhang mit gleichheitsrestringierten Optimierungsverfahren® bzw. auch
bei der Losung von Algebro-Differentialgleichungssystemen, die bei der Berechnung elektri-
scher Netzwerke auftreten.®® Das Verfahren dhnelt dem in Blockstruktur dargestellten Newton-
Verfahren aus Abschnitt 2.4.1, ist mit diesem jedoch nicht identisch. Wir gehen wieder von den
nichtlinearen Gleichungen (2.97)

L(U,Q) =0, (2.105)
G(U,Q) =0, (2.106)

aus. Wir wenden in einem ersten Schritt den Satz iber implizite Funktionen auf GI.(2.105) an.
Dann existiert unter der Anforderung einer geniigend glatten Funktion L eine Funktion Q(U) in
der Ndhe der Losung. Wenn wir diese Losung in GI.(2.106) einsetzen,

G(U,Q(U)) =0 (2.107)

so resultiert ein nichtlineares Gleichungssystem fur die Variable U. Die Anwendung des klassi-
schen Newton-Verfahrens (2.101) zur Berechnung der Variablen U auf diese Gleichung fiihrt in
jedem Iterationsschritt (m) auf das lineare Gleichungssystem

[a_e 9G dQ

(m)
06 dQ _ ™ om
30+ 30 du] AU = —G(U™, Q™). (2.108)

AU = U™ _y™ peschreibt den Zuwachs der GroRe U und die Koeffizientenmatrix stellt die
Funktionalmatrix dar. Die GroRe Q™ = Q(U(m)) in G1.(2.108) erlangt man aus der Berechnung
des nichtlinearen Gleichungssystems

LU™ Q™) =0 (2.109)

fur gegebenes U™ . Des weiteren bendtigt man in G1.(2.108) nicht nur die partielle Ableitung
0G/0U sowie 0G/0Q, sondern auch die Ableitung der unbekannten Funktion Q(U) nach U.
Diese erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel auf die Funktion

L(U,Q(U)) = 0, (2.110)

was auf

oL, oLdQ _ {6_L}dQ_ oL 2111)

au " aQdau ~ 5Q]du ~ ~au
fuhrt. Dieses entspricht einem linearen Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten. Das Ver-
fahren ist in Tab. 2.11 (Zweiebenen-Newton Verfahren) abgebildet.

39Siehe HOYER & SCHMIDT [83] und die dort zitierte Literatur.
40Sjehe zum Beispiel RABBAT ET AL. [135].
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Tabelle 2.11: Multilevel-Newton Verfahren in der Stufe i des Zeitschrittes ¢,, ~ ¢, 11

Gegeben: U = u,,, QW =q., Atn, T, @ity Swi

Wiederhole m =0,...

ni !

Lokaler Integrationsschritt

Lokale Ebene (Gegeben: U™ Argumentvektor z = (U,&T), QS?)))

LU, Qi) =0 ~ QY
Konsistente Linearisierung
oLjldQ_ ok dQ
oQ|,] dUu  au|, dul,
Globale Ebene
Lose lineares Gleichungssystem
0G 0G| dQ }
—| + =—=| —| | AU,; = —-G(z) ~ AU,
[au ,  0Q]|, dU|,
Update der globalen Variablen
Ut — Uy + au, -y

Bis Konvergenzkriterium erftllt ist

Im Vergleich zum blockstrukturierten Newton-Raphson Verfahren muf? folgendes angemerkt
werden. Beim Mehrebenen-Newton Verfahren mul3 auf “lokaler” Ebene ein nichtlineares Glei-
chungssystem sowie ein lineares Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten geldst werden.
Die Funktionalmatrix des globalen linearen Gleichungssystems hat bei beiden Verfahren aus
Tab. 2.10 und 2.11 die gleiche Struktur, lediglich die rechten Seiten @ndern sich. In Kapitel 5
gehen wir sehr detailliert auf den Aufbau der Matrizen im Rahmen der Methode der finiten Ele-
mente ein und zeigen damit den Zusammenhang zur klassischen Vorgehensweise, bei der der
Begriff der konsistenten Linearisierung im Rahmen der Methode der finiten Elemente durch Si-

MO & TAYLOR [153] eingefiihrt wurde.
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Kapitel 3

Kontinuumsmechanische Grundlagen

3.1 Kinematik

Die Aufgabe der Kontinuumsmechanik ist die Beschreibung der Bewegung bzw. der Deforma-
tion eines unter duRerer Belastung stehenden materiellen Korpers.* Hierbei werden jedem mate-
riellen Punkt P drei Koordinaten bzw. ein Vektor Ein der Referenzkonfiguration R zugeordnet.
Des weiteren beschreibt der Vektor 7 den Ort des materiellen Punktes zum Zeitpunkt ¢ in der
Momentankonfiguration B,. Z = Yr(E,t) bezeichnet man als die Bewegung. Zu einem Aus-
gangszeitpunkt ¢, nimmt der Korper die Bezugskonfiguration B;, an, welche durch den Orts-
vektor X = )ZR(E, to) gekennzeichnet ist. In der praktischen Umsetzung zur Beschreibung der
Bewegung bezieht man sich im allgemeinen auf diese Bezugskonfiguration, so dal3 die Bewe-
gung ¥ = q_ﬁto()?,t) die gesucht GroRe der folgenden Untersuchungen ist. Dabei ist man in
dem Differenzvektor @(X,t) = &, (X,t) — X interessiert, den man als Verschiebungsvektor
bezeichnet. In Abb. 3.1 sind die genannten GroRen verbildlicht. Eine detaillierte Beschreibung

Abbildung 3.1: Konfigurationen

1 Zu den Grundlagen der Kontinuumsmechanik gibt es eine Reihe von Lehrbiicher bzw. mehr wissenschaftlich
orientierter Literatur wie z.B. ALTENBACH & ALTENBACH [3], BECKER & BURGER [11], BERTRAM [15], BOWEN
[19], CHADWICK [26], ERINGEN [47], GURTIN [57], HAUPT [74], JAUNZEMIS [88], LEIGH [100], MALVERN
[111], MASE [113], SPENCER [158] sowie TRUESDELL [162, 163]. Weitere kontinuumsmechanische Kenntnisse
vermitteln auch Monographien zur finiten Elastizitdtstheorie, siehe FuRnote 5 auf Seite 62.

45
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der Bewegung kann dem Buch von HAUPT [74, S.7 ff.] entnommen werden. Wegen der Belie-
bigkeit der Auswahl der Referenzkonfiguration R wéhlen wir die Bezugskonfiguration B,, als
Referenzkonfiguration, falls nichts anderes angegeben wird. Daher erfolgt im folgenden keine
Unterscheidung zwischen GroRen der Referenz- und der Bezugskonfiguration. Die lokal an ei-
nem Punkt auftretende Deformation wird durch den Deformationsgradienten

ox*
ox*k

F = Grad &, (X, 1) = G ® G- (3.1)
beschrieben, was die “Anderung” der Bewegung benachbarter materieller Punkte symbolisiert.
a% = @} (X* t) sind die Koordinaten der Momentan- und X die der Bezugskonfiguration. gj

stellt die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien in der Momentan- und G™ die Gradienten-
vektoren auf den Koordinatenfléchen in der Bezugskonfiguration dar. Der Deformationsgradient
hat folgende geometrische Bedeutung: Zum einen bildet er materielle Linienelemente d X (Tan-
gentenvektoren an materielle Linien in der Bezugskonfiguration) auf materielle Linienelemente
dx der Momentankonfiguration ab. Daraus folgend transformieren sich materielle Fldchen- und
\Volumenelemente gemal

d7 = FdX, (3.2)
dd@ = (det F)F~TdA, (3.3)
dv = (det F)dV, (3.4)

mit det B > 0. Wir verwenden im folgenden fiir die Determinante des Deformationsgradienten
die Abkirzung J = det F.

Aufbauend auf dem Deformationsgradienten F kann man Verzerrungstensoren und weitere
die Deformation beschreibende Grof3en definieren. Wir beginnen mit der polaren Zerlegung des
Deformationsgradienten

F =RU = VR, (3.5)

die eindeutig den Rotationstensor R, R~* = R”, det R = +1, sowie den rechten Strecktensor
U, U = U7, U positiv definit, und den linken Strecktensor V, V. = V7T, V positiv definit,
definiert (det F = det U = det V). Die Grollen R bzw. U und 'V beschreiben die Drehung
(Rotation) sowie die Streckung materieller Linienelemente. Hieraus folgend definiert man die
Rechten und Linken Cauchy-Green Tensoren

C=F'F=U? und B=FF =V~ (3.6)

Mit Hilfe der bisherigen kinematischen GrofRen lassen sich Verzerrungsmal3e einfuihren, d.h. ten-
sorielle GroRen, die bei einer Starrkdrperbewegung verschwinden und monotone Eigenschaften
haben.

E:%(FTF—I):%(C—I):%(UQ—I) (3.7)
ist der Greensche und
1 —1p-T 1 -1 1 -2

der Almansische Verzerrungstensor, die ineinander tberfiihrbar sind,

A=FTEF!, (3.9
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siehe Abb. 3.5. Eine allgemeinere Definition von Verzerrungstensoren stellt unter Verwendung
der beiden Strecktensoren U und V

Lom 1) furm £0
m

EM = (3.10)
InU firm=0
bzw. ,
A %(V —I) firm#0 (3.11)
InV firm=0

dar.? Fir m = 2 gilt E® = E bzw. fiir m = —2 gilt A2 = A. E(® = In U bezeichnet man
auch als Hencky-Tensor.?

Da auch Deformationsgeschwindigkeiten von Interesse sind, betrachten wir die zeitliche
Anderung der materiellen Linien-, Flachen- und Volumenelemente®:

d7 = FdX = Ld7 (3.12)
di=J ((F*1 FT)L - F*TFT) F7dA = (L)1 - L") da (3.13)
do = J(F~ - FH)av = (trL)dv (3.14)

Der Punkt symbolisiert die materielle Zeitableitung. L = FF ! = grad v(Z, t) stellt den raumli-
chen Geschwindigkeitsgradienten dar, der mit dem Geschwindigkeitsfeld ¥/(, t) berechnet wird.
In den GIn.(3.13) und (3.14) ist die materielle Zeitableitung der Determinante des Deformations-
gradienten, d.h. die Beziehung

. . J .
J=JFT.F= 5C—1 -C=J(trL) = J(tr D) (3.15)

verwendet worden. Von besonderem Interesse sind noch der symmetrische und anti- bzw. schief-
symmetrische Anteil von L

D = %(L +L")  und W= %(L ~ L), (3.16)

welche als Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und Wirbeltensor bezeichnet werden. Hierbei liegt
offensichtlich der Zusammenhang

D =F TEF! (3.17)
bzw. wegen (3.9)
. d A
D=F'EF' = F—TE(FTAF)F—1 =A (3.18)

vor, d.h. die sogenannte Oldroyd-Ableitung des Almansi-Tensors (3.8) stimmt mit dem raumli-
chen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor tiberein:

A .
D=A=A+L"A + AL (3.19)

2Siehe zm Beispiel OGDEN [129, S.118] oder HAUPT & TSAKMAKIS [78].
3Siehe auch OGDEN [129, S.118 f.].
4Siehe HAUPT [74, S.43].



48 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Eine andere Moglichkeit zur Darstellung der die Deformation beschreibenden Tensoren ver-
wendet die Spektraldarstellung (2.8) des rechten und linken Strecktensors

3 3
k=1 k=1
Beide positiv definite Tensoren, A\, > 0,k = 1,..., 3, haben zwar die gleichen Eigenwerte A, je-

doch unterschiedliche Eigenvektoren i, und v (orthogonale Einheitsvektoren). Die Eigenwerte
A, haben die geometrische Bedeutung von Streckungen, sie sind die sogenannten Hauptstreckun-
gen.® Offensichtlich gilt dann

w

3
F=) N@id, ud R=)0ei. (3.21)
k=1

k=1
Die Cauchy-Green Tensoren (3.6) berechnen sich gemal

3 3 3 3
k=1 k=1 k=1 k=1

Die verallgemeinerten Verzerrungstensoren (3.10)-(3.11) bilden sich mit den Eigenwerten \,:®

1, )
Eg-n) _ E(Ak — 1) fur m 7é 0

(3.23)
In Ay, furm =20
Sie erhalten die Darstellung’
3 3
EM =N Vi @i  bzw.  A™ ="M @ 0. (3.24)
k=1 k=1
Es gilt unter Verwendung des Rotationstensors (3.21), offensichtlich der Zusammenhang
AM = REMRT. (3.25)

Man erhdlt in vielen Anwendungen nur eines obiger Verzerrungsmafe. Daher besteht die
Frage, wie man bei Vorgabe eines Verzerrungstensors E™ einen anderen Verzerrungstensor E(),

SDie Streckungen ), werden auch als Singuldrwerte bezeichnet (siehe z.B. SIMO & TAYLOR [154]), da die
Darstellung (3.21); an die Singuldrwertzerlegung von Matrizen erinnert (siehe GoLUB & VAN LOAN [52, S.16
ff.]).

%Die logarithmischen Verzerrungen eg“) = In Ay, lassen sich aus dem Grenziibergang m — 0 bestimmen. Mit
AV = el A" = emInAe folgt mit Hilfe der Regel von L’Hospital

)\21 -1 emln/\k -1 hl)\k emln)\;C
lim — lim — — ~ — lim =% _nA
m—0 m m—0 m m—0 1

"Die Eigenwerte, d.h. die Hauptverzerrungen, verschwinden im undeformierten Zustand, em r=1 = 0, sind
g p g PV

monoton steigend, 8e§Cm)/3/\k > 0 fir Ay > 0 und gehen im undeformierten Zustand alle ineinander (ber,

O™ JONL]x, =1 = L.
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[ # m, ausrechnen kann. Um dies zu zeigen, betrachten wir unter Auflésung von GI.(3.10) nach
dem rechten Strecktensor

1
—(mE™ + D)™ firm #£0
m

U= (3.26)
exp E@ firm =0
und setzen dieses Ergebnis wiederum in Definition (3.10) ein:
F((mE® 40" ~1) far m £ 0undi#0
EO _ % ((exp E@)! —T) fur m=0und!#0 (3.27)
A (mE™ 4+ 1) fir m #0undl =0
EM = EO fir m=0undl =0
In der Eigenwertdarstellung E™ = % ™, 4, erhalten wir analog
(1/m)
A\ = m ( + 1) fur m#0 (3.28)
exp eg)) fuir m=0
und damit
(1 o\ @m) )
! (mek +1> ~1) fur m#A0undl#£0
eg) _ % (exp(le(o)) - 1) fuir m=0und!#0 (3.29)
Ly me(m)+1) far mA£0undl =0
GRENY fir m=0undl =0

Die zu den verallgemeinerten Verzerrungstensoren (3.24), zugehorigen Dehnungsgeschwin-
digkeiten, die wir in Abschnitt 4.1 benGtigen, lassen sich folgendermaBen herleiten. Mit Hilfe der
Eigenvektoren, siehe GI.(2.10), i) = QEk, und deren Zeitableitungen ), = QEk = QQT
definieren wir den schiefsymmetrischen Tensor

3
Q- =QQ" =) i @ i), = Qi; @ il (3.30)
k=1
mit ‘
O = ;- Qa5 = ;- 1y = O, (3.31)

der die Drehgeschwindigkeit der Eigenvektoren gegeniiber der kartesischen Basis E} in der Re-
ferenzkonfiguration beschreibt. Die materielle Zeitableitung der Verzerrungstensoren lautet dann

3 3 3
BO = &P @ i+ Y My @ i+ eV © 1l =
k=1 k=1 k=1

3
= Z i, @ iy + QUE™ — EMQL = (3.32)

—Z ()uk®uk+ZZQ (T“ egm))ﬁi(@ﬁj.

=1 j=1
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Wir beschranken uns hier auf die Verzerrungen fir m = 0,1, 2

1
€ = n\, €D =\ — 1, @ = 5()\2 —1), (3.33)
1
EOQ — nU, EV—U-T, E®@ — | = 5(U2 -1, (3.34)
und damit auf die Verzerrungsgeschwindigkeiten
0 — )\—Z, eV =\, & = Nehi = %7 (3.35)
bzw.
. d A
E® = —(InU) = Z ke @ il + Q-(InU) — (InU)Q, (3.36)
dt k=1 "F
. . 3 .
EQ =U=> "M\l ® i, + QU - UQ", (3.37)
k=1
. . 3 .
E@ — & — Z MA@l @ T + QVE — EQ- = (3.38)
k=1
_lell iyﬁ ® iy, + Q-C — CQ*- (3.39)
9 9 < KUk k : )

3.2 Zerlegungen des Deformationsgradienten

Der Deformationsgradient stellt die grundlegende GrofRe zur Beschreibung der Deformation dar.
Wir wiederholen hier einige kinematische und physikalische Zerlegungen, die fiir den Deforma-
tionsgradienten vorliegen bzw. ihm zugeordnet werden. Eine solche Zerlegung ist zum Beispiel
die polare Zerlegung (3.5), bei welcher die multiplikativen Anteile der Zerlegung zu einer rei-
nen Streckung bzw. einer reinen Rotation von materiellen Linienelementen fiihren. Eine weitere
Zerlegung wird FLORY [48] zugeordnet, welche auf Tensoren fiihrt, die die volumenéndernde
und -erhaltende Anteile des Deformationsgradienten wiedergeben. Weitere Zerlegungen unter-
scheiden in elastische und inelastische Anteile, wobei hier schon Vorstellungen tiber die zugrun-
deliegenden Materialmodellierung eingehen.® Im folgenden diskutieren wir die multiplikativen
Zerlegungen des Deformationsgradienten in volumenerhaltenden und -dndernde sowie elastische
und inelastische Anteile und mogliche Koppelungen solcher Zerlegungen, da wir spéter ein Ma-
terialmodell basierend auf diesen Zerlegungen verwenden.

3.2.1 Volumenandernde und -erhaltende Zerlegung
Auf der Basis der Zerlegung des Deformationsgradienten®
F =FF (3.40)

8Andere Zerlegungen sind zum Beispiel die Unterscheidung in rein thermische und mechanische Anteile (siehe
zum Beispiel L1oN [106, S. 10] und die dort zitierte Literatur). Ferner gibt es Zerlegungen in elastische und inelasti-
sche Anteile, die auf der additiven Zerlegung des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors D aus GI.(3.16); oder eines
modifizierten rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten basieren (siehe MIEHE [116, S.46]).

9Siehe FLORY [48].
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in einen volumenandernden, F, und einen volumenerhaltenden Anteil, F,

F = JY%1, det F = detF = J, (3.41)
F = J'/°F, detF = 1, (3.42)
sind eine Vielzahl von Materialformulierungen entstanden, da sich eine physikalische Zuord-
nung der kinematischen GroRen zu den noch einzufiihrenden Spannungen motivieren lait. Der

Zusammenhang zur polaren Zerlegung des Deformationsgradienten (3.5) ist wegen det R = +1
und damit wegen J = det F = det U = det V Klar,

1

F=———
(det U)Y/3

RU =RU = VR, (3.43)

woraus U = (det U)~'3U = J~1/3U sowie V = (det V)~/3V = J~1/3V folgt. Aus der
Zerlegung (3.40) lassen sich Verzerrungstensoren bzw. auch andere deformationsbeschreiben-
de GroRen motivieren, wie zum Beispiel die unimodularen Rechten und Linken Cauchy-Green
Tensoren

C=FF=U=J72C ud B=FF =V =J?%B, (3.44)
mit det C = det B = 1. Betrachten wir das Eigenwertproblem
(U - X\ = (J7Y3U = M)t = 0,

so wird offensichtlich, daB die Eigenvektoren von U und U identisch sind und sich lediglich die
Eigenwerte dndern: B
Ne = JVBN, k=1,...,3 (3.45)

Damit erhalten wir die Spektraldarstellung fur die unimodularen Strecktensoren
U=> Ny @i, baw. V=) N @1 (3.46)
k=1 k=1
sowie die unimodularen Cauchy-Green Tensoren
3 Y 3 3 Y 3
C=) Nip®ily=)» @iy bzw. B=Y N @0 =Y Wik @0 (3.47)
k=1 k=1 k=1 k=1

mit den Eigenwerten

X2 _ _

Ty = N, = J 728\ = J=23 ), (3.48)
Hiermit lassen sich dann ebenfalls verallgemeinerte Verzerrungstensoren analog zu (3.10)-(3.11)
motivieren:1°

JR—
(U"—=1I) firm#0

E™={m (3.49)
InU firm=0
bzw. )
A _ E(_V —I) firm#0 (3.50)
InV firm=0

ODijese sind in SIMO & TAYLOR [154, S.279] eingefiihrt worden.
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Auch hier, siehe GI.(3.25), gilt der Zusammenhang

A™ - RE™RT. (3.51)
Fir m = 2 bzw. m = —2 erhalten wir wieder die entsprechenden “Greenschen” und “Al-
mansischen” Verzerrungstensoren
S
E-= §(FTF ~1) (3.52)
und 23
_ _ J- —
A=F'EF ' =" —(I-F F. (3.53)

Auf der durch die Zerlegung 3.40 implizierten volumenerhaltenden Zwischenkonfiguration B;,
siehe Abb. 3.2, operiert der Tensor

=;A-F F ) (3.54)

Abbildung 3.2: Konfigurationen der volumenerhaltenden und -dnderenden Zerlegung

Wir kommen im folgenden auf die materielle Zeitableitung der die Kinematik beschreibenden
volumenerhaltenden Grolien zu sprechen. Aus GI.(3.15) folgt zunéchst

1 _ 1
%(J‘l/?’):—gj_l/g(trL) sowie %(J1/3)=§J1/3(trL). (3.55)

Unter Zuhilfenahme von GI.(3.55); berechnen wir die materielle Zeitableitung des volumener-
haltenden Anteils des Deformationsgradienten aus Gl.(3.42),

F o (g oo (—gmL)I s L) F - L'F. (356)

wobei wir
1

L=L°=FF (3.57)
definieren. Des weiteren resultiert unter Verwendung der materiellen Zeitableitung des volu-
menandernden Anteils des Deformationsgradienten (3.41), bei Ausnutzung von Beziehung (3.55)-,

d 1

o CF ) = L - L) = Jl/?’%(trL)I (358)
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bzw. F — LE mit I, — 1(tr L)1, d.h. die Zerlegung (3.40) fiihrt auf die additive Zerlegung des
raumlichen Geschwindigkeitsgradienten L in Kugel- und Deviatoranteil

1 .
L= (rLI+L” =L+ L (3.59)

Aufbauend auf den materiellen Zeitableitungen der volumenerhaltenden materiellen und raumli-
chen Geschwindigkeitsgradienten (3.56) und (3.57) definieren wir den volumenerhaltenden De-
formationsgeschwindigkeits- und Wirbeltensor

- 1= = . — 1 -
D= (C+ L') sowie W= 5@ - L), (3.60)
wobei Ersterer mit der Zeitableitung von (3.52) tiber
- 1— 1d 9 T —
= — = — — - /3 =
E=_C=;_(/7°C)=F DF (3.61)

zusammenhdngt. Wegen der Spurfreiheit des Wirbeltensors, tr W = 0 sowie (3.57), gilt dann
auch
D =D?, (3.62)

welcher wiederum mit einer Relativableitung des Tensors (3.54) zusammenhangt:

a+aL=D (3.63)
DTy +aLP = DP (3.64)

3.2.2 Elastisch-viskose Zerlegung

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
F — FeFv (3.65)

in einen elastischen Anteil F., det F. > 0, und einen inelastischen Anteil F, det F, > 0, ist
von LEE & Liu [99] bzw. LEE [98] aufgegriffen worden. Der inelastische Anteil F, wird von
ihnen im Zusammenhang von Problemen der geschwindigkeitsunabhéngigen Plastizitdt auch mit
F,, bezeichnet und ist mittels zu definierender Materialgleichungen zu bestimmen. Nach den dort
entstandenen Vorstellungen bleiben nach einer fiktiven lokalen Entlastung die durch den plasti-
schen Anteil definierten plastischen Verzerrungen Ubrig, E, = %(FpTFp — I). In der Theorie der
finiten Viskoelastizitét ist ebenfalls diese multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
eingefiihrt worden. Eine mikromechanische Motivation der Zerlegung ist in REESE [137, Ab-
schn.3.2.2] basierend auf den Arbeiten von GREEN & TOBOLSKY [55] und LUBLINER [108]
ausfuhrlich dargestellt. Man konnte sich diese Zerlegung auch an einem rheologischen Modell
eines Maxwell-Korpers, d.h. der Hintereinanderschaltung einer Feder und eines Dampferele-
mentes motivieren, bei welchem der Anteil . der Deformation der elastischen Feder und F, der
Deformation des Dampfers zugeordnet wird. In dem spéter verwendeten Materialmodell wird
hingegen nicht nur eine Zerlegung (3.65), sondern mehrere Zerlegungen der Form

F = Fekaka k= 1, <oy Noy (366)
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eingefiihrt. Obige mikromechanische Motivation 14t dann keine plausible Begriindung dieser
Zerlegung erkennen. Die Motivation schlie3t sich hier der Entwicklung von Konstitutivmodel-
len auf der Basis von rheologischen Ersatzmodellen an, die in Abschnitt 4.4 folgen werden. Die
Einfuhrung der Zerlegungen (3.66) impliziert die Vorstellung verschiedener und zwar no, Zwi-
schenkonfigurationen. In den Abbildungen 3.5-3.7 sind Verzerrungs- und Verzerrungsgeschwin-
digkeitstensoren vom Green und Almansi-Typ sowie Tensoren der zugehdrigen Zwischenkon-
figurationen und deren Transformationseigenschaften angegeben, wie sie aus der Literatur zur
Metallplastizitat bekannt sind.!*
Die Kombination der Zerlegung (3.40) sowie (3.66) erhélt man durch die Zerlegung

F = Fe.Fy. k=1,... ng (3.67)
womit sich der gesamte Deformationsgradient in
F = FFo.Fu, = J/°Fo.Fus, k=1,... o (3.68)
aufspaltet, J = (det Fex)(det Fyx) = det F (siehe Abb. 3.3). Dabei gilt

Referenzkonfiguration N/, ReferenzkonfiguratioN_/'

Momentankonfiguration Momentankonfiguration

Abbildung 3.3: Einfiihrung mehrerer inelasti- Abbildung 3.4: Isochore inelastische Zwi-
scher Zwischenkonfigurationen schenkonfiguration

Fer = (det Fep)"Y3Fg,  und  Fy = (det Fyp)"V/3Fy;. (3.69)

Aus der Zerlegung (3.67) resultieren weitere Verzerrungstensoren und deren Zeitableitungen,
die wir hier nicht ndher untersuchen wollen. Lediglich die unimodularen elastischen Rechten
und Linken Cauchy-Green Tensoren definieren wir hier mit

— =T = = = =T
Cek; = FekFek> Ber = Fek:Fek- (3-70)

Auf eine besondere Eigenschaft wollen wir jedoch noch eingehen. Hierzu betrachten wir analog
zu GI.(3.56) die materielle Zeitableitung des unimodularen inelastischen Anteils F\;. des volu-
menerhaltenden Anteils des Deformationsgradienten F':

= d 1 _
ka = E((det ka)il/ngk> = (det ka)il/g <—§(tr ka)I + ka) ka = kaka, (371)

1Siehe zum Beispiel HAUPT & TSAKMAKIS [77] bzw. auch HARTMANN [60] und die dort zitierte Literatur.
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mit B B
L,=L2 =F,F, . (3.72)

Wegen {7 (det Fui) = (det F\,k)FV_k -F\,k - F\Tk ~F\,k — tr Ly, = 0, det F,, = 1, ist der Tensor

L., immer ein Deviator. Weiterhin filhrt die Vortransformation von E,k auf eine deviatorische
Verzerrungsgeschwindigkeit operierend auf der inelastischen Zwischenkonfiguration

=T =1 1 = —T =
F,. E.F,, = 5(ka +L,,) = DL, = Dy;. (3.73)

Diese stimmt mit der Oldroyd-Ableitung, gebildet mit L., des inelastischen Verzerrungstensors
tberein,

— ka: + L\,krvk + kaka — ka: (3-74)
— Ty + LTy + Ty, LY, = DY, (3.75)

'1|D

die einen Deviator darstellt.
Ein Zusammenhang der Zerlegung (3.66) und (3.68) liegt im Hinblick auf die spéater ver-
wendeten Materialgleichungen vor, wenn die inelastische Zwischenkonfiguration isochor ist,

detFy, = 1 — Fy;, = Fy;. In diesem Augenblick stimmen dann Fe;, = FF,, Uberein, siche
AN A

Abb. 3.4,sodal Iy, = I'y,, gilt. Fir diesen Fall sind die Verzerrungs- und Verzerrungsgeschwin-

digkeitstensoren der Referenz-, Momentan- und Zwischenkonfiguration in den Abb. 3.5-3.7 auf-

gefihrt.

1 1
E - (E'F-1) A = J@I-FTF
1 | R T
E,. — §(F€kak _ I) F—T(. ) .)F—l Ay = Q(FekTFekl —FTp 1)
1 g 1 T
Eek; = §(FTF - ngka) AEk - Q(I - FekTFekzl)
E — Eek; + E\/k A - Aek + A—Vk}

1 -T -1
ka ( r = §(F;Fek — F;kTF;kl) Fek; ( . )Fek:
1 T
Py = Q(I - kaTka:l)
1
Lep = Q(FZ;CFek - I)
r = Fek + ka

Abbildung 3.5: Verzerrungstensoren und deren Transformationseigenschaften (k =1,...,nq)
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Y

1

= 5(1—371)
I -1

- Q(Bek - B )
1 _

= 5(1 Bek:1>

F, (.. )F;

Abbildung 3.6: Verzerrungstensoren ausgedriickt durch Rechte und Linke Cauchy-Green Tensoren (k =

1""an0V)
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Abbildung 3.7: Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren und deren Transformationseigenschaften (k

1""an0V)
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3.3 Bilanzgleichungen und Spannungstensoren

In den vorherigen Abschnitten sind kurz die kinematischen Grundlagen zur Beschreibung fini-
ter Verzerrungen zusammengefalit worden. Wir miissen nunmehr noch Bilanzgleichungen fir
Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie anfiihren. Bilanzgleichungen entstehen durch
Herausschneiden des betrachteten materiellen Kdrpers aus seiner Umgebung und der “Bilanzie-
rung” einer dem Korper zugeordneten physikalischen GroRe mit Einfluf3- bzw. TransportgroRen,
die zu einer zeitlichen Anderung der physikalischen GroRe fiihren. Diese TransportgréRen wir-
ken auf die Oberflache des Korpers bzw. kdnnen auch eine volumenhaft angreifende Wirkung
haben. In HAUPT [73, S.27 ff.] ist die allgemeine Struktur von Bilanzgleichungen angegeben,
bei welcher die zeitliche Anderung einer skalar- oder vektorwertigen Funktion, > bzw. 0, gleich
der von der duBeren Umgebung uber die Oberfldche des materiellen Korpers sowie der auf das
Volumen einwirkenden GroRen ist:?

G oo d= [o@dat [+ p@0)

d B B (3.76)

&/UW’ t)p(Z,t) dv = /aqs(f, t) da+/v(<?(f, t)+ p(@,t)) dv
p(Z, t) stellt die Massendichte des Korpers dar. o bzw. & ist der volumenhaft einwirkende Trans-
port, der eine zeitliche Anderung der physikalischen GroRe v bzw. @E bewirkt. p bzw. p' stellen
Produktionsterme dar. Mit Hilfe des Lemmas von Cauchy, bei welchem die Oberflachendichte
¢ bzw. 5 linear von der Oberflichennormalen 7 abhédngt, ¢ = ® - 7 bzw. 5 = &1, resul-
tieren die in Tab. 3.1 dargestellten Bilanzgleichungen. Die GroRen @ und @ werden auch als

Tabelle 3.1: Grolen in Bilanzgleichungen

Y, o, P 0,7 I
Masse 1 0 0 0
Impuls v T pk 0
Drehimpuls (T— ) x T | (T—T) x T | (T—Ty) x pk 0
Energie e+ %17 il g T plk-T+r 0
Entropie s —%(j P v>0
Mechanische Energie %U 7 Tv pk-T—T-D| 0

Flusse bezeichnet. Die Bilanz der mechanischen Energie in Tab. 3.1 ist eine Folgerung aus der
Massen-, Impuls- und Drehimpulsbilanz und stellt daher keine unabh&ngige Bilanzrelation dar.
Sie hat jedoch die Struktur einer Bilanzgleichung und ist daher in Tab. 3.1 aufgenommen. In
Tab. 3.1 treten die folgenden GrofRen der Momentankonfiguration auf: Die Dichte p(Z,t), das
Geschwindigkeitsfeld ¢(Z, ¢), der Cauchysche Spannungstensor T'(Z, ¢), die Volumenkraftdich-

te’ k, der Bezugspunkt 7, die spezifische innere Energie e(Z, t), der WarmefluRvektor ¢(Z, t),

2Siehe auch HAUPT [74, Ch. 3.5.3].
B3Diese ist in den hier gewihlten Anwendungen orts- und zeitunabhéngig.
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die raumlich verteilte Wéarmequelle »(Z, t), die Entropiedichte s(Z,¢) sowie die nicht-negative
Entropieproduktion ~(%,t) > 0. Der Term 7 stellt die Entropiezufuhr pro Masseneinheit und
der Term — ;¢ den EntropiefluR tber die Oberfldche mit der absoluten Temperatur ¢ > 0 dar.
Der Entropietransport kann in dieser Form in der Entropiebilanz angenommen werden, wenn die
thermodynamischen Prozesse in asymptotischer Ndhe von Gleichgewichtsprozessen ablaufen.
Aus obigen Bilanzrelationen resultieren lokale Bilanzgleichungen in rdumlicher Darstellung,
die in Tab. 3.2 aufgefiihrt sind. Hierbei ist zusétzlich die Umsetzung einer nicht-negativen Entro-

Tabelle 3.2: Lokale Bilanzgleichungen in raumlicher Darstellung

dp(Z,t) o B
Massenbilanz @ pdivi(z,t) = 0 (3.77)
bzw. 2P gi ) 4 div(p) = 0 (3.78)
. , . - dU(@)t)
Impulsbilanz div T(Z,t) + pk = r—a (3.79)
Drehimpulsbilanz T =17 (3.80)
A de(Z,t 1 1
Energiebilanz e(Z,t) =——divg(#,t)+r+-T-D (3.81)
dt p p
i ds(Z,t) 1 .. q@t)
Ent bil ——d 3.82
ntropiebilanz P p iv 9D +o+7 (3.82)
. . 1 1
Entropieungleichung Oy=—€é+0s+-T-D— 0—(j~ g=>0 (3.83)
p p

Tabelle 3.3: Lokale Bilanzgleichungen in materieller Darstellung

Massenbilanz % = 0 — pr(X) (3.84)
pr_= pJ _ (3.85)
. — - v(X
Impulsbilanz Div Tr(X,t) + prk = pr (3.86)
Drehimpulsbilanz TrF' = FT} (3.87)
. Xt 1 . 1. .
Energiebilanz Oe(X, 1) = ——Divgr(X,t)+ 7+ —T-E (3.88)
ot PR PR
. X 1 TR(X
Entropiebilanz 95(X, 1) = —— Div QR(ﬁ ) +o+7y (3.89)
ot PR (Xt
. . 1 - 1
Entropieungleichung 0y =—¢é+05s+—T -E——¢r-gr >0 (3.90)
PR Opr

pieproduktion, v > 0, angefiihrt, welche man als Dissipationsungleichung, 6+ > 0, bezeichnet.
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~ > 0 ist die in der Kontinuumsmechanik verwendete Formulierung des 2-ten Hauptsatzes der
Thermodynamik.

Die Darstellung mit GrolRen in Bezug auf die Referenzkonfiguration sowie deren materielle
Darstellung ist in Tab. 3.3 abgebildet, dabei ist pr(X) die Dichte in der Referenzkonfiguration,
Tr = JTF T der 1-te Piola-Kirchhoff Tensor sowie § = grad (z,¢) und gr = Grad 0(X, )
die Temperaturgradienten. Grad = aXLKéK beschreibt den Gradienten mit Ableitungen nach
den materiellen Koordinaten und grad = %g’“ den Gradienten der rdumlichen Koordinaten
(G und §* stellen die Gradientenvektoren der jeweiligen Koordinatenflachen dar). div und
Div symbolisieren die jeweiligen Divergenzoperatoren.

\Von besonderem Interesse sind weitere Spannungstensoren. Der Cauchysche Spannungsten-
sor ist schon in den Bilanzrelationen der Tab. 3.1 aufgetreten und durch Auswertung der lo-
kalen Drehimpulsbilanz symmetrisch (siehe Tab. 3.2). Er tritt insbesondere in der Energiebi-
lanz in dem Term 1T . D auf, den man als spezifische Spannungsleistung p; bezeichnet. Diese
fuhrt, ausgedriickt mit GroRen der Referenzkonfiguration, auf den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor
T=JF'TF 7,

pi=ir.p-ti.k (3.91)

P PR
wobei wir die Massenbilanz, pr = pJ aus Tab. 3.3 sowie die Transformationseigenschaften
(3.17) ausnutzen. Ein hdufig verwendeter weiterer Spannungstensor ist der Kirchhoffsche bzw.

gewichtete Cauchy-Tensor S = JT. In Tab. 3.4 sind die Beziehungen der Spannungstensoren

Tabelle 3.4: Umrechnungstabelle der verwendeten Spannungen: 1-te Piola-Kirchhoff Spannung T, 2-te
Piola-Kirchhoff-Spannung T, Kirchhoff-Spannung S, Cauchy-Spannung T

Tr T S T
Tr FT SF-T JTF-T
T F1Tg FISFT | JFITFT
S | TrF' =FT% | FTFT JT
T || JTRF? = IFTE | AFTF? s

untereinander zusammengestellt. Die Wahl der geeigneten Spannungs- und \erzerrungsvaria-
blen zur Materialmodellierung ist immer noch Gegenstand der Forschung. Sie hdngt von der
geometrischen Deutung und der Eignung zur Anpassung an experimentelle Ergebnisse ab. Die
Wahl eines zu einem geeigneten Verzerrungstensor zugeordneten Spannungstensors wird in den
Arbeiten von HiLL [79] sowie HAUPT & TSAKMAKIS [77, 78] beschrieben und ist mit den
Begriffen von konjugierten und dualen Variablen verbunden. Eine detaillierte Diskussion ist in
HAUPT & TSAKMAKIS [78] und OGDEN [129] sowie in der dort zitierten Literatur zu finden. Um
zu den in GI.(3.10) eingefiihrten verallgemeinerten Verzerrungstensoren EM zugehdrigen Span-
nungstensoren T zu gelangen, geht man von der spezifischen Spannungsleistung (3.91) aus,
p; = T-E = TM.EM_ Danach definieren wir den 2-ten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor
T@ = T als den zum Greenschen Verzerrungstensor E@ = E konjugierten Spannungstensor.
Fur einige spéter noch durchzufiihrenden Untersuchungen, siehe Abschnitt 4.1, bendtigen wir
noch die zu E@ = In U und E® = U — I zugehorigen Spannungstensoren T© und T, Wir
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beginnen zundchst mit m = 1, woraus mit E = 1/2(U? — I) durch Umrechnen
pi=T-B—TO. 5O — %(TU L UT)- U, (3.92)
folgt. Den Spannungstensor
TW = %(TU +UT) = % (U'(R"SR) + (R"SR)U!) (3.93)

bezeichnet man auch als Biotschen-Spannungstensor.
Die Bestimmung des konjugierten Spannungstensors zu E@ = In U ist komplizierter. Le-
diglich unter der Voraussetzung, daf? das Produkt aus In U und dem Tensor

TO = TOU = R'SR = UTU (3.94)

einen symmetrischen Tensor bildet, T®(In U) = (In U)T©, sind diese zueinander konjugiert.
Diese Bedingung impliziert die Koaxialitit von T® und In U. Da dies in den in Abschnitt 4.1
durchgefiihrten Untersuchungen bei isotropen Elastizitatsbeziehungen der Fall ist, wenden wir
diese Eigenschaft an.** Zur Uberprifung der Beziehung p; = T - E = T . 4 (In U) bilden wir
unter der Annahme der Koaxialitét

k=1 j=1 i=1 j=1
3 ~ 3 o )\k
B SR pLET
k=1 k=1

bzw. ) = 7,12, siehe GI.(3.94).
Aufbauend auf diesen Spannungstensoren und den Deformationstensoren aus den Abschnit-
ten 3.1 und 3.2 schliel3en sich Untersuchungen des folgenden Kapitels an.

14Eine detaillierte Diskussion hierzu ist in OGDEN [129, S.160ff] zu finden.



Kapitel 4

Materialmodellierung

In den 40-ziger und 50-ziger Jahren entwickelte sich ein Aufschwung in der Modellierung von
Elastomerwerkstoffen, die jedoch vorwiegend auf hyperelastischen Materialbeziehungen basier-
te. Rullgefiillte Elastomere weisen jedoch nicht nur rein elastische Materialeigenschaften, son-
dern auch inelastische Deformationen auf. Diese kdnnen zum einen aus geschwindigkeitsabhan-
gigen Phdnomenen und zum anderen auch aus bleibenden Deformationen bestehen. In den letz-
ten Jahren entstand eine Art Renaissance sowohl in der Durchfiihrung von Experimenten und
der Modellierung als auch in der numerischen Simulation. Dabei stand die Beschreibung der
geschwindigkeitsabhédngigen Effekte sowie die Umsetzung der Modelle in Finite-Elemente Pro-
gramme im Vordergrund.*

Es gibt eine Reihe von Anwendungen solcher Elastomere, die vorwiegend Bauteile wie
Dampfungselemente, Dichtungen und Fahrzeugreifen umfassen. Die Modellierung dieser Werk-
stoffe wird dabei mit rein phdnomenologischen Theorien oder mit Modellen, die auf die Mi-
krostruktur der Elastomere eingehen, durchgefiihrt. Diese Arbeit beschrankt sich zum einen auf
eine rein phanomenologische Theorie, die die Effekte von Spannungs-Dehnungs- bzw. Kraft-
Verschiebungszusammenhéngen? mit Gleichungen beschreibt, zum anderen sollen rein isother-
me Prozesse vorliegen. Eine umfassende Darstellung von ruBgefillten Elastomeren und deren
Materialeigenschaften sowie deren phdanomenlogische Beschreibung ist in LION [106] zusam-
mengefalt.

Das hier vorgestellte bzw. untersuchte Modell basiert im wesentlichen auf den Arbeiten von
LUBLINER [108], LION [102, 103, 104] und HAUPT & SEDLAN [76, 146, 147]. Darin sind
folgende Gesichtspunkte enthalten: Der Deformationsgradient wird in einen volumenerhalten-
den und einen volumendndernden Anteil zerlegt, siehe Gl.(3.40). Der volumenerhaltende Anteil
des Deformationsgradienten wird wiederum (mehrfach) multiplikativ in elastische und inelasti-
sche Anteile zerlegt, siehe GI.(3.66). Weiterhin wird eine Formanderungsenergie eingefiihrt, die
sich in zwei Anteile aufspaltet. Der erste Anteil resultiert aus der gesamten Deformation und
der zweite Anteil aus den isochoren elastischen Deformationen. Die Auswertung der Dissipa-
tionsungleichung fiir isotherme Prozesse fiihrt dann bei einer Aufspaltung der Spannungen in
Gleichgewichts- und Uberspannungen auf die konstitutiven Beziehungen fiir die eingefiihrten
SpannungsmaRe. Die Vorgehensweise hat den Vorteil einer definierten Abhéngigkeit der hydro-
statischen Spannungen von dem volumenandernden Anteil der Deformation bzw. des deviato-
rischen Spannungszustandes von der volumenerhaltenden Deformation. In LiON [104] ist das

ISiehe zum Beispiel LUBLINER [108], SiM0O [150], LE TALLEC ET AL. [97], HOLZAPFEL [82, 80], LION
[102, 103, 104, 105], GOVINDJEE & REESE [53], REESE & GOVINDJEE [138], KALISKE & ROTHERT [92],
BERGSTROM & BOYCE [14], HUBER & TSAKMAKIS [84], MIEHE & KECK [119], HAUPT & SEDLAN [74].

2Hierbei sollen natiirlich auch Torsionsmoment-Winkelbeziehungen eingeschlossen sein.
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vorgeschlagene Konzept zusétzlich auf bleibende Deformationen erweitert worden. Diese wer-
den in dieser Arbeit nicht mit berticksichtigt.

Das auf den genannten Arbeiten aufbauende Materialmodell der finiten Viskoelastizitdt von
SEDLAN [146] bzw. HAUPT & SEDLAN [76] 18Rt sich als ein rheologisches Modell fiir die volu-
menerhaltenden Deformationen interpretieren, bei welchem parallel zu einer nichtlinearen Feder
ein bzw. mehrere Maxwell-Elemente (Feder und Dampfungselemente in Serie geschaltet) ange-
ordnet sind. Unter Verwendung einer Viskositét, die wiederum selbst durch eine spezielle Evo-
lutionsgleichung definiert ist, wurde die experimentelle Uberpriifung bzw. Anpassung an kom-
binierte Zug-Torsionsexperimente dort ebenfalls durchgefiihrt.® In HUBER & TSAKMAKIS [84]
wurde das Dreiparameter-Modell, bestehend aus einem Maxwell-Element und einer parallelge-
schalteten Feder, mit einem dhnlichen Materialmodell untersucht bzw. verglichen, welches der
Hintereinanderschaltung eines Kelvin-Elementes (Parallelschaltung des Feder- und Dampfungs-
elementes) mit einem Federelement im Rahmen der rheologischen Betrachtungsweise entspricht.
Hierbei fuhren Effekte zweiter Ordnung zu unterschiedlichen Eigenschaften der Modelle, was
bei einem Vergleich geometrisch linearer Kinematik nicht vorliegt.

Das vorliegende Kapitel wird folgendermafen untergliedert: Zundchst werden Anmerkun-
gen zur Hyperelastizitat gemacht, da diese die Gleichgewichtsspannungen und damit das Modell
der Viskoelastizitat bestimmen. AnschlieRend unterscheiden wir inkompressible und nahezu-in-
kompressible hyperelastische Materialien.* Dabei findet eine Gegentiberstellung von Forméande-
rungsenergien in Abhéngigkeit von Invarianten und Eigenwerten statt. Insbesondere die Zerle-
gung in volumenerhaltende und volumenédndernde Anteile stehen im Vordergrund. Im darauf
folgenden Abschnitt wird das gesamte Modell der finiten Viskoelastizitdt motiviert und zusam-
mengefaft.

4.1 Anmerkungen zur Hyperelastizitat

Hyperelastische Materialmodelle sind dadurch definiert, daR3 sich der Spannungszustand, hier
beschrieben durch den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor T, durch die spezifische Verzerrungsenergie

Y(E) bzw. (C) berechnen l&Rt,

T=gE) = /?qufiig]) = (4.1)
=g(C) = 2r dﬁg)- (4.2)

E stellt den Greenschen Verzerrungstensor (3.7) dar.® Der Greensche Verzerrungstensor wird des
ofteren durch den Rechten Cauchy-Green Tensor C (oder auch den rechten Strecktensor U) er-
setzt, siehe GI.(4.2). Im Falle isotropen Materialverhaltens ist g(C) eine isotrope Tensorfunktion

T = I + 7 C + 7,C?, (4.3)

3Siehe hierzu auch SEDLAN & HAUPT [147].

4Der Begriff der Nahezu-Inkompressibilitit wird zum Teil auch als schwach kompressibel bezeichnet.

5 Siehe zum Beispiel HAUPT [74, Ch.9], OGDEN [127, Ch.4.3], TRUESDELL & NOLL [164, Sec.79]. Die grund-
legende Materialtheorie hyperelastischer isotroper Festkdrper gilt als abgeschlossen und es existieren eine Vielzahl
von Lehrbicher zur Behandlung finiter elastischer Deformationen (siehe z.B. GREEN & ADKINS [54], DROzDOV
[39], OGDEN [127], ATKIN & Fox [7] und MARSDEN & HUGHES [112]). Weitere Hinweise zur finiten Elasti-
zitdtstheorie finden sich in nahezu allen Monographien zur Kontinuumsmechanik; siehe hierzu Fulinote 1 auf Seite
45,



4.1 Anmerkungen zur Hyperelastizitat 63

wobei darin die ., k = 0, 1, 2, skalare Funktionen der Grundinvarianten des Rechten Cauchy-
Green Tensors darstellen, siehe zur Definition der Invarianten GI.(2.5). Die Funktionen -4 sind
nicht unabhangig voneinander, da sie von der gewéhlten Forméanderungsenergie abhéngen. Wir
gehen hier detailliert auf die Abhdngigkeiten ein.

Mit Hilfe des Cayley-Hamilton Theorems, siehe GI.(2.28), 1aBt sich Beziehung (4.3) auch
durch den inversen Rechten Cauchy-Green Tensor darstellen, was in speziellen Féllen zu einfa-
cheren Gleichungen fiihrt:

T = 6I+6,C+6,C . (4.4)

Da in der Literatur solche verschiedenen Darstellungen, auch ausgedriickt durch den gewichteten

Cauchy Tensor S, auftreten, sind in Tab. 4.1 die Umrechnungsmaglichkeiten aufgefiihrt.

Tabelle 4.1: Umrechnungstabelle der skalaren Materialfunktionen verschiedener Darstellungsweisen iso-
troper Tensorfunktionen

M S = apl + a1 B + asB? (4.5)
an S =l + BB+ B! (4.6)
(1 T =4I + 71 C + 7. C? (4.7)
(V) T = 0ol + 6,C + 6,C* (4.8)

g, a1, g Bo, B1, B2 Y0, 71,72 d0, 01, 02

Qg Bo + B2 |||||]]33 Y21l 02
a1 B —ﬁzﬁ Y0 — 72118 do
Qs ”6|—2B 7+ 7218 01
Bo || ao— azll Ylllg — (1 +2lB)llB | 62 — d1llB
B || a1+ a2l Y —mllB + (71 +712lB)IB | b0+ d1lB
B2 aslllp (71 + y2lB)lllB silllg
Y || o1+ o |||C Bo ||| + 81+ B2 (—2% I|—CC do + 62 Hfé
M | oo —Oéo|:|—cc —ﬁm:ﬁ; + |||C < - Iﬁlll;c) 01 — 52&
V2 e (50 + Bt > % ||5|—2c

do ay 51—ﬁ2|:|—cc Y0 — 2llc

51 a ||6|—2C 1+ 2lc

92 Qg Bo + B2 |||I|(fj 2lllc

Im Rahmen isotroper hyperelastischer Festkorper ist die spezifische Formanderungsenergie
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eine Funktion der drei Hauptinvarianten des Rechten bzw. Linken Cauchy-Green Tensors®, siehe
Gl.(4.2),

U =U(lg, g, lllg) = ¥(lg, lig, Hp). (4.9
Hieraus folgen mit
dlc dllc dlllc N
Frol I, ¥ Tel =lcI - C, c - NcC™ =adjC, (4.10)
und Verwendung der Kettenregel
- dU(lg, llg, llg) ov ov ov
T=2 =2 — I+ —(IcI-C)+ ——1ll 4.11
PR iTe e aigt* anig et~ ©) + g e (411)
die Funktionen aus GlI.(4.4)
ov ov ov ov
0o = 2pR (8IC + IC@IIC) o) = —QPRa”d 0y = 2PR|“08|” (4.12)

Eine weitere Mdoglichkeit besteht darin die spezifische Formanderungsenergie anstatt von den
Hauptinvarianten von den Eigenwerten i, > 0, £ = 1,2, 3, des Rechten bzw. Linken Cauchy-
Green Tensors (C,B), T = (1, yi2, 13), oder von den Eigenwerten A, = 1,/%, k = 1,2,3,
des rechten bzw. linken Strecktensors (U, V), T = T(Al, Ao, A3), abhéngen zu lassen, siehe
GIn.(3.20) und (3.22). Nach GI.(4.2) muB die spezifische Formanderungsenergie nach dem Rech-
ten Cauchy-Green Tensor differenziert werden,

< A (pa, p2, 1) °L 0T du,
T =92ps— 2222/ 9 ) 413
PRTac R B, AC (4.13)

Flr eine gegebene Forménderungsenergie Y ist in diesem Ausdruck der Tensor du,/dC ge-
sucht, welcher mit den Eigendyaden N, = i, ® u, des Rechten Cauchy-Green Tensors C =
S Halla @ Uy = So_, 1aN, gleich ist (siehe auch GIn.(3.22)),

dpta

dC
wobei i, die Eigenvektoren von U bzw. C reprasentieren. Um Gl.(4.14) zu beweisen, werten wir
Uy - Uy = Ogp fUr Q(ﬁaﬂa) = 0 aus, was auf die Orthogonalitatseigenschaft i, -ii, = 0 fuhrt. Die
Zeitableitung /i, liefert unter Ausnutzung der Orthogonalitéatseigenschaft, der Symmetrie von C
sowie pi, = 1, - Cii,

=Ny, =1, ® ﬁaa (414)

) d,ua B d Lo e B ey g . .
flg = 1C .C= &( - Cily) = U, - Ci, = tr (i, ® Ci,) = (U, ® i,) - C.

Durch Auswertung von (%% — U, ® ﬁa> . C = 0, erhalten wir Gl.(4.14). Hierbei geht man

natiirlich davon aus, daf bei mehrfachen Eigenwerten die Eigenvektoren orthogonal zueinander
gewdhlt sind. Wir folgern fiir den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor (4.13) fur p, = A2

3
i N 3 oY oY
=S {,N,—=1t,=2 = prA !
2 Rowa PR o,

a=1

(4.15)

8Sie konnen natiirlich auch Funktionen der Hauptinvarianten des rechten oder linken Strecktensors sein, Iy =
v, lly = lly, Uy = Hly.
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Mit der Vortransformation auf die Momentankonfiguration, siehe Tab. 3.4, lauten die Hauptspan-
nungen der Kirchhoff-Spannungen und der Cauchy-Spannungen

3 A
S = ; SaUq @ Vg - Sa = 2pR/~La 3,% = pR)\a 3>\a’ (416)
3 A
oY oY
T = taUy ® U, te = 2pla—=—— = pPAam— 4.17
; ot &t - ¢ Pha a,ua fha 6)\a’ ( )

wobei v, die Eigenvektoren des linken Strecktensors V = Zzzl AaUs @ U, bzw. Linken Cauchy-
Green Tensors B = 37 11,7, ® @, sind, siehe GIn.(3.20) und (3.22).

Die prinzipielle Struktur der isotropen hyperelastischen Materialgleichungen ist mit den bis-
her aufgefiihrten Beziehungen in Invarianten- oder Eigenwertdarstellung bekannt. Trotzdem gibt
es noch immer eine Vielzahl von Fragestellungen bezuglich konkreter Formen der spezifischen
Forménderungsenergien, d.h. des tatsdchlichen Aufbaus der Materialgleichungen zur Wiederga-
be physikalisch sinnvollen Materialverhaltens. Spezielle Eigenschaften bzw. Anforderungen sind
zum Beispiel Inkompressibilitdt, Stabilitdt, Monotonie, numerische Eignung, etc.. Aus mathema-
tischer Sicht sollten zum Beispiel die Formanderungsenergien in einer speziellen Art und Weise
vom Deformationsgradienten F abhingen, um die Existenz einer Losung zu garantieren.” Die
letzte Frage wird in dieser Arbeit nicht behandelt.

Wie bereits angefiihrt, héngt die spezielle Darstellung der Spannungen von den unabhangigen
Variablen der spezifischen Forméanderungsenergie ab (Invariante oder Eigenwerte). In derzeitigen
kommerziellen Finite-Element Programmen® haben sich drei spezielle Formen herauskristalli-
siert, die verallgemeinerte Polynomelastizitat nach RIVLIN & SAUNDERS [141], das Ogden-
Modell, OGDEN [127, 129], sowie das Arruda-Boyce Modell nach ARRUDA & BoYCE [6], die
zunéchst flr Inkompressibilitdt formuliert wurden:®

w(le, lle) =Y eij(le = 3)'(llc — 3) (4.18)
i=0 j=0
- i 2 2 2
Y, o pis) = D (s + s 4 57 = 3), s = ()™ (4.19)
i=1 "
w(le) = ¢ diN'""(lg — 3" (4.20)
=1

Hierbei stellen c;;, vi, o;, c und N Materialparameter dar (die Bedeutung der Koeffizienten d;
wird in Abschnitt 4.2.3 angesprochen). Eine detaillierte Diskussion fiihren wir in Abschnitt 4.2
an.

Eine weit verbreitete Erweiterung auf Kompressibilitat, insbesondere nahezu inkompressi-
blen Materialverhaltens, entsteht durch Aufteilung der spezifischen Forméanderungsenergie in
zwei Anteile,

¥(J,C) =U(J) +9(C). (4.21)

Der Anteil U(.J) beschreibt den Energieanteil aus der Volumendehnung .J und der Anteil T(C)
denjenigen Anteil der volumenerhaltenden (isochoren) Deformation. Dabei wird davon ausge-
gangen, dal keine Koppelterme zwischen volumenerhaltenden und -danderenden Deformationen

’Siehe zum Beispiel BALL [9], NEFF [125].
8Siehe zum Beispiel [1] oder [5].
9D.h. sie sind unabhzngig von der dritten Invariante, Illc = det C = i1 puops = 1.
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in der Formédnderungsenergie auftreten. Der letztere Anteil in GI.(4.21) wird im Allgemeinen wie
bei Inkompressibilitdt, siehe GIn.(4.18)-(4.20), jedoch in Abhédngigkeit des unimodularen Ten-
sors C gewihlt, so daR sich die folgenden Abschnitte zunéchst mit Betrachtungen bei inkompres-
siblen Materialeigenschaften und anschlieBend die Erweiterung auf schwache Kompressibilitat
beschaftigten.

Jedes Materialmodell hat seine Giiltigkeit innerhalb eines begrenzten Deformationsbereichs.
In Abhdngigkeit der Materialparameter konnen jedoch auflerhalb dieser Bereiche unphysika-
lische Verldufe auftreten. Einerseits kann dies an Phdnomenen liegen, die das Materialmodell
nicht wiedergeben kann, andererseits kann auch das Modell durch nicht-monotone Eigenschaften
charakterisiert sein. In diesem Fall missen eventuell Einschrankungen an die Wahl der Material-
parameter formuliert werden. Begleitend zu den folgenden Ausfiihrungen fligen wir einige An-
merkungen zur physikalischen Plausibilitét bei. Insbesondere verwenden wir die Baker-Ericksen
Ungleichung und diskutierten eine Stabilitatsformulierung, die verhindern sollen, dal} zum Bei-
spiel nicht-monotone Spannungs-Dehnungsverldufe auftreten kdnnen, die in zuvor durchgefiihr-
ten Experimenten nicht zu beobachten waren und nicht zu erwarten sind. Die Stabilitat des Ma-
terialverhaltens fihrt auf eine Vielzahl von Stabilitatskriterien bzw. -formulierungen, die zum
Beispiel verschiedene Spannungs- und Dehnungsvariablen beinhalten.'® Insbesondere bei der
Annahme der Inkompressibilitat versagen einige dieser Formulierungen. Die Auswahl einer spe-
ziellen Stabilitatsformulierung kann daher lediglich eine physikalische Motivation darstellen, die
solange ihre Geltung behdlt, bis experimentelle Ergebnisse oder mathematische Folgerungen zu
einem Widerspruch fiihren. Wir beschréanken uns daher in dieser Arbeit und greifen lediglich auf
die Baker-Ericksen Ungleichung und Erweiterungen der Hillsche Ungleichung! gemdR OGDEN
[127, S.408] zurick.

Baker-Ericksen Ungleichung

Die Baker-Ericksen Ungleichung®? stellt ein spezielles Kriterium dar, welches fiir kompressibles
und inkompressibles Materialverhalten anwendbar ist. Die grundlegende Idee besagt, dal, falls
eine Cauchysche Hauptspannung ¢;, siehe GI.(4.17), groRer ist als die Hauptspannungen ¢, die
zugehorige Hauptstreckung A; ebenfalls groer sein muB als A;, d.h. es wird

(ti —t;)) (N —Aj) >0, fiur 4,j=1,23 jedoch i j (4.22)

gefordert. Wir werden die Auswirkung dieser Anforderung an die verwendeten Materialglei-
chungen spéter noch untersuchen.

Inkrementelle Stabilitat

In OGDEN [127, S.408] wird eine auf materiellen Zeitableitungen basierende Ungleichung an-
gegeben, die man auch als inkrementelle Spannungsleistung bezeichnet, p{™ = T™M . E™ - 0,

incr
Diese Ungleichung besagt, daR ein Material stabil im Sinne der gewéahlten Variablen ist, falls
pi(:;) nicht negativ ist. Die Schwierigkeit liegt dabei in der Festlegung des Spannungs- bzw. dua-

len Dehnungsmalies, da bei Verwendung von unterschiedlichen Variablen natiirlich unterschied-
liche Kriterien vorliegen. Wir wollen trotzdem kurz auf die resultierenden Einschrdnkungen an

10Sjehe TRUESDELL & NOLL [164, Sec.51-53], WANG & TRUESDELL [169, Ch.8], OGDEN [127, Ch.6.2.8] und
REESE [136] sowie die dort zitierte Literatur.

HSiehe HiLL [79].

2Siehe BAKER & ERICKSEN [8], MARSDEN & HUGHES [112, S.16ff.] sowie TRUESDELL & NOLL [164,
S.158].
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die Materialgleichungen zu sprechen kommen. Aufgrund der angenommenen Isotropie sind die
Eigenrichtungen der Spannungen T, siehe zum Beispiel GI.(3.93) und (3.94), und der Deh-
nungen EM gleich, so daR wir analog zu GI.(3.32)

3
T =3 " iV, @ i, + Q-T™ — TMO- = (4.23)
k=1

_Zt( )Uk®uk+ZZQ ((m) Em)>ﬁi®ﬁj
i=1 j=1

erhalten. Daraus folgt fur die inkrementelle Spannungsleistung die Forderung

p) = L fm ZZ o (m) Em) )y Z Z (£ — &™) (M = ™) k2 > 0. (4.2

=1 j=1 =1 j=1\s

Hinreichende Bedingung fur die Positivitéit des Skalarproduktes sind die positive Definitheit der
Matrix

o™ L
zm) positiv definit (4.25)
J¢;
sowie die Erfillung der Ungleichung
(K0 — ) (=) 0, i (4.26)

Von besonderem Interesse sind die Falle m = 0, 1. Im Falle m = 0 folgt gemaR GI.(3.94) sowie
(4.16) und der Abhéngigkeit T (A1, A2, \3) flr

A

T
TO = RTSR = pg Z A\ 0 uz ® Uy, (4.27)

d.h. mit den Eigenwerten (3.23), \; = et

Summe Uber 7)

, und der Anwendung der Kettenregel gilt (keine

ot _ aT o
© — o — . 4.28
Fur m = 1 hingegen erhalten wir mit GI.(3.93) sowie (4.16)
X T T
tgl) e oY oY 0 (4.29)

8—)\i = pR(‘?e—gl) = PRm,

mit € = \; — 1, den Biotschen Spannungstensor T® = 27 W4, © ;. Wir kommen zuriick
auf die Bedingung (4.25) und (4.26). Danach missen die Matrlzen (je nachdem welches Stabi-
litatskriterium vorausgesetzt wird)

[ae—g(’)] — IR [a(ln A1)0(In Aj)] = R | duhiga AN (4.30)
oder .
ottt 92T
2@ | =" | 5von 4.31
[aegl)] PR onoN, (4.31)
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positiv definit sein. Die Forderung (4.26) stimmt weder fiir m = 0 noch fiir m = 1 tberein. Mit
1O = s; = Jt; sowie t& = A\7ts; = A, gilt (J > 0):

(ti —t;)(InX\; —In)) >0  fir m=0 und i#j (4.32)
(f\—’ — i—J) (Ai—A;) >0 fir m=1 und i#j (4.33)
i A

Ungleichung (4.32) ist zur Baker-Ericksen Ungleichung dquivalent, daln A\; —In A; = In i— >0

nur fir A; > A; gilt. Wir kommen spéter auf die oben genannten Eigenschaften zuriick. ’

4.2 Hyperelastizitat bei Inkompressibilitat

In bestimmten Deformationsbereichen zeigen experimentelle Beobachtungen bei ruf3gefillten
Elastomeren eine nahezu volumentreue Deformation (siehe zum Beispiel SEDLAN [146, Bild
3.5]). Dies motiviert die Annahme, dal} die Deformation, beschrieben durch den Deformations-
gradienten F, der geometrischen Zwangsbedingung dv = dV — det F = 1, siehe GI.(3.4),
unterliegt. Dieser Zwang, der als Inkompressibilitdt bezeichnet wird, kann alternativ in der Form
7(C) = det C — 1 = 0 notiert werden und fuhrt unter der Annahme der Zerlegung des 2-ten
Piola-Kirchhoff Tensors

T =N+ g(C) (4.34)

in den Zwangsspannungsanteil N und einen durch Materialgleichungen definierten Spannungs-
zustand g(C). Ferner ergibt die Annahme, daB die Zwangsspannungen keinen Anteil an der
spezifischen Spannungsleistung (3.91) haben, N - C = 0, auf die Darstellung

T =—pC! +g(C), (4.35)

siehe HAUPT [74, Ch.7.4] bzw. TRUESDELL & NoOLL [164, Sect.30]. p stellt den unbestimmten
Druck dar, der aus der Impulsbilanz sowie den zugehorigen Randbedingungen bestimmt werden
muR. Die Annahme der Hyperelastizitét, siehe Gl.(4.2), fuhrt dann auf die Darstellung

d5(E) dv(C)
dE ac

bzw. ausgedriickt durch Grolken der Momentankonfiguration, siehe Abb. 3.6 und Tab. 3.4, S =
T = FTF7,

T =—pC" + pR = —pC~ 1 4 205 (4.36)

dv(B)
dB

Zum Ubergang von Beziehung (4.36) auf GI.(4.37) siehe HAUPT [74, S.342-343]. Hierbei fiihrt
die Annahme der Isotropie auf

S = —5I + 2pr B. (4.37)

dv dv
LB=B, (4.38)
da B und 3—“ die gleichen Eigenvektoren haben.

Wir kommen zunéchst auf die gewahlten Kriterien (4.22) bzw. (4.24) zu sprechen. Bei der
Baker-Ericksen Ungleichung (4.22) entféllt im Falle von inkompressiblem Materialverhalten
aufgrund der Differenzbildung der Cauchyschen Hauptspannungen der Druck p, so daB ledig-
lich die Differenz desjenigen Anteils verwendet wird, welcher aus den konstitutiven Annahmen

resultiert, d.h. fiir ¢, = —p + t$, a = 1,2, 3, folgt fur die Ungleichung (4.22)
(ty —tS)(N\i—Aj) >0 fur 4,j=1,2,3 jedoch i+ j. (4.39)
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Wir werden dieses Kriterium noch naher fiir die speziellen Modelle (4.18)-(4.20) in den kommen-
den Abschnitten untersuchen. Die Verwendung der inkrementellen Stabilitdt (4.24) liefert nur fur
den Fall m = 0 einen Ausdruck, der bei Inkompressibilitdt unabhdngig von dem unbestimmten
Druck p bzw. p ist. Es folgen ndmlich fiir eine Formédnderungsenergie 0 = 0(Aq, Ay, A3)|s=1 die

Darstellung t© = —p + 5@ mit 1@ = g 887({)) - pR)\Z—g—i
. 070
© _ [C0) _ -(0)
i FiO0 =y U 4.40
p p PR 6650)665»0) j ( )
und daher
th) 0) _ Z 0 200 _ 0 .0 (4.41)
P R 5050 (0)3 ORI R0 o “G '
Wegen der Annahme der Inkompressibilitat, 377 ¢@ = 79 éi(ln)\) Siia =0, ver-

schwindet der Term mit dem unbestimmten Druck p. Analog zur Darstellung (4. 30) muB die

Matrix

o0 00
l‘s“’A o T AN

€O _

(4.42)

positiv definit sein und die Ungleichung (z tSO)(InA; — In\;) > 0 erfiillt sein, was wie-
derum mit der Baker-Ericksen Unglelchung (4.22) bzw. (4.32) korrespondiert.

Es gibt eine Vielzahl*3 von Darstellungen der spezifischen Formanderungsenergie, wobei wir
uns in den folgenden Abschnitten auf die drei Beziehungen (4.18)-(4.20) konzentrieren wollen.
Diese Formédnderungsenergien héangen entweder von den ersten beiden Invarianten (I, llc) des
Rechten bzw. Linken Cauchy-Green Tensors C bzw. B oder von den Eigenwerten \; des rechten
bzw. linken Strecktensors U bzw. V ab. Wir erhalten durch Anwendung der Kettenregel fir die
Beziehungen (4.36) bzw. (4.37) fir v(C) = w(lc, llc) die Darstellungen

T = —ﬁC_l + (gOl(lc, “C) + 902(|C, “C) IC)I — g02(|c, “C)C, (443)
wobei wir die Abkirzungen
ow ow
6'0 (pg(lc, “C) = 2pR6||C

verwendet sowie die Beziehungen (4.10), » ausgenutzt haben. Bezogen auf die Momentankonfi-
guration berechnen sich gemaR Tab. 4.1 fiir 111 = 1 die Cauchy-Spannungen

T = S = —pI + gOl(lB, “B)B — 902(|B, “B)B_l. (445)

Eine weitere hdufig verwendete Formulierung, wie bereits erwdhnt, reprdsentieren Forman-
derungsenergien (A1, Ag, A3) flr Ay A2 A3 = 1, die von Eigenwerten der Strecktensoren U bzw.
V abhédngen. In diesem Fall berechnen sich die 2-ten Piola-Kirchhoff Spannungen analog zu
GI.(4.15) uber

pille, o) = 2pro— (4.44)

. 00
te = —pA\,° P 4.46
D + PrRA, N ( )
bzw. die Cauchy-Spannungen gemal
ov
ty =5, =— Aa 4.47
P+ PRA G (4.47)

13Siehe zum Beispiel DRozDOV [39, Ch.2.8-2.9].
14Bei der gewshlten Darstellung der Tab. 4.1 haben wir 6o = @1 + walc, 81 = —po und d; = —p sowie die
Abkirzungen —p = —p + psllc verwendet, womit 8y = —p, 1 = ¢1 und B2 = —s entstehen.
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4.2.1 \erallgemeinerter Polynomansatz

Eine Mdoglichkeit Hyperelastizitatsbeziehungen zu formulieren, basiert auf dem Ansatz von Riv-
LIN & SAUNDERS [141], welche die spezifische Formanderungsenergie als ein Polynom in der
ersten und zweiten Invariante des Rechten bzw. Linken Cauchy-Green Tensors, (I¢, llc) bzw.
(Is, ll), betrachten bzw. in eine abgebrochene Taylor-Reihe entwickeln:

w(le, lle) =YY cj(le = 3)'(llc — 3) (4.18)
=0 7=0

Je nach Wahl der maximalen Exponenten m bzw. n und der vorab zu Null definierten Materi-
alparameter c;; ergibt sich eine ganze Klasse von Modellen. In Tab. 4.2 sind eine Reihe solcher

Tabelle 4.2: Materialmodelle vom verallgemeinerten Polynom-Typ
| | Autoren \ verwendete Koeffizienten \

1 | Mooney-Rivlin? cl0  ¢o1
2 | James et al. [87] cl0 Col C11 C20 Co2
3 | James et al. [87] Clo0 €Col1 C11 C20 Co2 C21 C12 c30 Co3
4 | Isihara et al. [86] c10 Co1 20
5 | Neo-Hooke P 10
6 | James et al. [87] cl0 Col1 C11 €20 C30
7 | James et al. [87] Clo0 Col1 C11 C20 Co2 C21 C30 C40
8 | Biderman [17] c10 Co1 20 C30
9 Tschoegl [165] cl0 Co1 C11
10 TSChoegl [165] c10 Co1 C29
11 | Lion [103] Cci1o0 Co1 C50
12 Haupt/SedIan [76] c10 Co1 C11 Co2 C30
13 | Yeoh [175] C10 20 C30
14 | Hartmann [66] c10 Co1 C30
15 | Hartmann [66] c10  Co1 C40
16 | Hartmann [66] c10 Co1 C40 Cs0

aDieses Modell ist nach den Arbeiten von MOONEY [120] und RivLIN [140] bezeichnet worden.
bSiehe RIVLIN [140].

Modelle aus der Literatur dargestellt. Die bekanntesten Modelle sind das Neo-Hooke Modell,
wnn(le) = c10(lc—3), und das Mooney-Rivlin Modell, wyr(lc, llc) = cio(lc—3)+co1 (I1c—3)
(siehe MOONEY [120] und RiIVLIN [141]). Die Materialparameter beider Modelle miissen po-
sitiv sein (c;p > 0 oder ¢;p > 0 und ¢o; > 0), damit die Forménderungsenergie stets positiv
ist (siehe TRUESDELL & NoOLL [164, §95], HAUPT [74, Ch. 9.2.4]). Im Falle hoherer Exponen-
ten gibt es in der Literatur keine einheitliche Anforderung an die Materialparameter. Sie werden
sowohl positiv als auch negativ zugelassen. Dies fuhrt dazu, daB bei der Identifikation der Mate-
rialparameter zwar verniinftige Ergebnisse innerhalb des MeRdatensatzes vorliegen, jedoch kann
es auflerhalb des Identifikationsbereiches zu unphysikalischen Verldufen kommen; zum Beispiel
kann eine Druckspannung beim dehnungsgesteuerten einaxialen Zug auftreten (siehe z.B. JA-
MES ET AL. [87] oder HARTMANN [66]). Solche Effekte werden auch als Materialinstabilititen
bezeichnet. In den géngigen praxisorientierten Finite-Elemente Programmen mochte man diese
Eigenschaften vermeiden und den Anwendern Kriterien an die Hand geben, die bei der Identifi-
kation der Materialparameter berticksichtigt werden miissen.
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Um diese nicht-monotonen Spannungs-Dehnungsverlaufe zu umgehen, haben KAO & RAz-
GUNAS [93] einige nichtlineare Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen entwickelt, die
die Materialparameter erfillen missen. Diese Nebenbedingungen sind anhand von einaxialen
Zug-Druckversuchen fir die Modelle 2 und 6 aus Tab. 4.2 entwickelt worden. Dabei kann zum
Beispiel trotz Erflillung der Nebenbedingungen der Effekt auftreten, daf? die analytische Losung
der einfachen Scherung nicht-monotone Kennlinien aufweist und zu einer negativen Scherkraft
bei einer positiven Scherung fiihrt, da das Kriterium lediglich fiir spezielle Deformationen ent-
wickelt wurde.

In [1]* wird eine spezielle Form des Drucker-Stabilitatspostulates® angenommen, bei wel-
cher das Skalarprodukt des Zuwachses der Cauchy-Spannungen und den Dehnungszuwdéchsen
positiv sein sollen, dT -de > 0. Unter der Annahme der Isotropie liegen gleiche Eigenrichtungen
vor und die Ungleichung lautet Z?Zl do;de; > 0, wobei do; der Zuwachs der Hauptspannungen
und de; der Zuwachs der Hauptdehnungen sind. Das Verzerrungsmal e wird dabei als logarith-
misch angenommen, de; = d(In \;); A; stellen die Hauptstreckungen dar. Aufbauend auf diesem
Kriterium und der Annahme des ebenen Spannungszustandes wenden JOHNSON ET AL. [89]
die Modelle 1-3 der Tabelle 4.2 bzw. PRZYBYLO & ARRUDA [134] das Kriterium auf Yeoh’s
Modell, Modell 13 der Tab. 4.2, an.!” Das bei JOHNSON ET AL. [89] erhaltene Ergebnis fiir den
verallgemeinerten Polynomansatz ist die Positivitdt der Materialparameter c;; > 0 und weitere
nichtlineare Ungleichungsnebenbedingungen. Die zusétzlichen Ungleichungsnebenbedingungen
werden bei ihnen in der Materialparameteridentifikation wieder auf3erachtgelassen.

Die wesentliche Frage, die sich hierbei stellt, bertihrt den Begriff “Zuwachs” der Spannun-
gen bzw. Verzerrungen. Die Drucker-Stabilitdt in obigen Literaturstellen wird aus der Theorie
kleiner Verzerrungen auf groRRe Deformationen transferiert, ohne den Begriff der Objektivitét zu
streifen. Das verwendete Skalarprodukt erinnert an die Hill’sche Ungleichung, bei welcher das
Skalarprodukt einer objektiven Spannungs- und konjugierter Dehnungsrate positiv sein muf3, um
Materialstabilitat zu gewahrleisten'®. Wir greifen diese Fragestellung auf und werten zunéchst
die Baker-Ericksen Ungleichung (4.22) bzw. (4.39) fir die Cauchy-Spannungen (4.45) aus. Die
Eigenwerte t, = —p + 1 A2 — o\, 2 bilden die Differenz

1
ta =ty = (A2 = A) o1 — (A2 = %) o = (A2 = A7) <<P1 + W%) ; (4.48)
a”'b
woraus durch Multiplikation mit A, — A,
1
(ta —t) (Ao — M) = Aa — N)> (Ao + \) (cpl + ng) (4.49)
a’”'b

folgt. Fur t, > t, mussten zur Erfullung von A\, > X, die Funktionen ¢; > 0 und @y > 0
aus Gl.(4.44) nicht-negativ sein. Dies stellt lediglich eine hinreichende Bedingung dar. Fur die
Forménderungsenergie der verallgemeinerten Polynomelastizitat (4.18) folgt daraus, dal® nicht-
negative Materialparameter, c;; > 0, eine hinreichende Bedingung zur Erfiillung der Baker-
Ericksen Ungleichung darstellen. Damit wird ebenfalls sichergestellt, daf} die Formanderungs-
energie (4.18) fur alle moglichen Deformationsprozesse positiv ist. Die Ungleichungen ¢; > 0

5L eider wird in diesem Handbuch keine weitere Literaturstelle zu den getroffenen Annahmen zitiert. In JOHN-
SON ET AL. [89] wird auf ein Theorie-Handbuch, Version 5.2 (ohne Jahresangabe) verwiesen.

16Siehe DRUCKER [40] oder CHEN & HAN [28, Ch.3.5].

77zusitzlich vergleichen PRZYBYLO & ARRUDA [134] das Arruda-Boyce Modell, Ogden’s Modell , siehe Ab-
schnitt 4.2.2 (ein- und zweigliedriger Ansatz) und Yeoh’s Modell im Hinblick auf experimentelle Daten. Hierbei las-
sen PRZYBYLO & ARRUDA [134] aulReracht, daB schon in dem Artikel von OGDEN [127] das sogenannte Hill’sche
Stabilitatskriterium angegeben wurde.

18Siehe HILL [79].
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und ¢, > 0 implizieren auch, daB in der einfachen Scherung der deformationsabhéngige Schub-
modul u(k) = 1 + e, siehe GI.(6.5), stets positiv ist.

In HARTMANN [66] ist die Annahme von nur nicht-negativen Materialparametern im Hin-
blick auf einfache Deformationsprozesse wie einfacher Zug, einfache Scherung, biaxialer Zug
und einfache Torsion untersucht worden. Sowohl diese Belastungspfade als auch die Erfiillung
der Baker-Ericksen Ungleichung erfiillen in Form von hinreichenden Bedingungen monotone
Kennlinien (in den verwendeten Variablen), die mit physikalischen Beobachtungen an Elasto-
merproben bei kombinierten Zug-Torsionsversuchen korrespondieren.'® Jedoch werden durch
die Einfihrung der Nebenbedingung c;; > 0 bei vielen Modellen aus Tab. 4.2 mehrere Ma-
terialparameter zu Null identifiziert, d.h. diese Parameter kdnnen unter den gemachten Annah-
men der Nicht-Negativitat und den verwendeten experimentellen Daten entfallen. Bei kombi-
nierten Zug-Torsionsexperimenten haben sich zwei Materialparameter als notwendig erwiesen,
nadmlich die Mooney-Rivlin Parameter c¢;o und cy;, die zusammen die Anfangssteigungen in
Normalkraft-Streckungs- und Torsionsmoment-Drillungsdiagrammen wiedergeben. Zusétzlich
wird dann mindestens ein weiterer Materialparameter benétigt, der den nichtlinearen Verlauf be-
einflussen kann. Dieser wurde in HARTMANN [66] durch einen Term hoherer Ordnung in der
ersten Invariante I¢ identifiziert. In Tab. 4.2 sind die Modelle 14-16 Ergebnisse dieser Identi-
fikation, wobei sich Modell 14 als nicht sehr sensitiv gegentiber Stérungen in den Mel3daten
erwiesen hat sowie ausreichend genau die experimentellen Daten wiedergeben kann und daher
den Modellen 15-16 vorzuziehen ist. Das Modell der Form

w(lg, ) = cio(le — 3) + cor(llc — 3) + e30(lc — 3)°, (4.50)

c1o > 0, cor > 0, c39 > 0, erscheint daher geeignet die Spannungs-Dehnungszusammenhénge in
den betrachteten Deformationsbereichen fiir das betrachtete Material wiederzugeben.

Ein Vorteil der verallgemeinerten Polynomelastizitat ist die Linearitdt der Formanderungs-
energie in den Materialparametern c;;, die sich bei der Parameteridentifikation fur Zug-Druckver-
suche, biaxialer Streckung sowie kombinierten Zug-Torsionsexperimenten fortsetzt. Dies flihrt
dann zur Anwendung von “Linear Least-Square” Verfahren (mit und ohne Nebenbedingungen).?
Ein wesentlicher Kritikpunkt der verallgemeinerten Polynomelastizitét lag bisher an den nicht-
monotonen Kennlinien aullerhalb des Identifikationsbereiches, was durch die Beliebigkeit der
Materialparameter entstand und durch Einfiihrung der Einschrankungen c;; > 0 vermieden wird.
Einem AusschluB von “besseren” Ldsungen, bei denen sowohl positive als auch negative Mate-
rialparameter auftreten, muB entgegnet werden, daf fiir c;; > 0 gentigend Freiheiten der Model-
lierung vorliegen.?

Wir kommen nochmals auf die inkrementelle Stabilitét zu sprechen. Die Ungleichung (4.32)
ist, wie dort angedeutet, mit der Baker-Ericksen Ungleichung &quivalent. Wir untersuchen noch
die positive Definitheit der Matrix (4.42). Wegen der Darstellung

@O\h A2, )\3)|J:1 = w('c()\h A2, )\3), “c()\h A2, )\3))

HAUPT & SEDLAN [76], SEDLAN [146].

2OHARTMANN [65, 66].

2IDie Identifikation der Materialparameter der Forménderungsenergie (4.50) anhand von Zug-Torsionsprozessen
mit Hilfe der Methode der finiten Elemente ist in HARTMANN et al. [69] durchgefiihrt worden.



4.2 Hyperelastizitat bei Inkompressibilitat 73

erhalten wir die Matrix

[ Ow O*w 0w 0w i
AM— + \2—— AMAdg——— MAg———
oy T Mgnz M *oN 0%, N0
ow o“w 0w
A =la;] = Mo—— + M2— X\ 451
i 2 T2 N0 (451)
sym >\ 8_21] + )\282_w
L ym g PO
mit den Koeffizienten
Ow 2 2 2
6)\ = 2)\2(010 + 3630('0 — 3) + 2001(/\]- + /\k))7 (452)
Fw _ A2+ 2 A2(1 | 2 453
W_2(CIO+001(]‘+ 7))+ 12c30A7 (Ic — 3) + 3eso(lc — 3)7) (4.53)
9w
8)\26)\j = 4)‘z>‘] (001 -+ 6630('0 - 3)) . (454)

Eine notwendige Bedingung fiir die positive Definitheit ist die Positivitdt der Diagonalelemente.
Dies waére durch positive Materialparameter c¢19 > 0, ¢o; > 0 und c39 > 0 gegeben. Notwendige
und hinreichende Bedingungen?? entsprechen den Ungleichungen

aj; >0 und 11092 — (132 >0 und detA >0. (455)

Der Nachweis der letzten Bedingung, det A > 0, ist mir nicht gelungen, so daB der a priori
Nachweis der inkrementellen Stabilitét fir m = 0 (und auch m = 1) offen ist.2® Dabei bleibt
der Nachweis der Erflllung eines Stabilitatskriteriums der Form (4.24) offen. Lediglich die An-
nahme von c;q > 0, cg; > 0 und c3g > 0 sind hinreichend fur die Erfullung von (4.32), siehe
G1.(4.49), sowie a;; > 0 ein Indikator fur die positive Definitheit.

4.2.2 Ogden-Elastizitat

Das Ogden-Modell hdngt im Gegensatz zur verallgemeinerten Polynomelastizitdt des vorherigen
Abschnitts von den Eigenwerten 1, des Rechten bzw. Linken Cauchy-Green Tensors C bzw. B
oder von den Eigenwerten \; = /u; des rechten oder linken Strecktensors U bzw. V ab, siehe
Gl.(4.19). ~; und o; stellen die Materialparameter des Modells dar. Diese sollten zur Erfullung
des Hill’schen Stabilitétskriteriums die Bedingung ~;a; > 0 (keine Summe (ber 4) erfiillen, um
physikalisch sinnvolle Verldufe zu garantieren (OGDEN [127]). Diese Ungleichung wollen wir
zunachst aus der inkrementellen Stabilitdtsbedingung (4.24) fur m = 0 herleiten, was von der
Herleitung in OGDEN [127] abweicht. GemaR der Bedingung T - InU > 0 muB die Matrix

(4.42) positiv definit und der Ausdruck (4.32) positiv sein. Fir die Ogdensche Forménderungs-
energie (4.19) ausgedriickt durch Hauptstreckungen

no
T Ao ds) = 30 O+ 230 + 250 - 3) (4.56)

i=1

2Sjehe SCHWARZ ET AL. [145, S.28ff].
2L ediglich als begleitende Berechnung konnte man die Bedingungen (4.55) wihrend einer Finite-Elemente Be-
rechnung durchfiihren.
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folgt
8Y\ < ar—1
> _ ; ’Yr)\i r=1 (457)
ﬂ = b5 i(ar — 1)7,.A% 72 keine Summe iiber i. (4.58)
ONON; < i

Da die Formanderungsenergie die entkoppelte Struktur T (A1, Ao, As) = (A1) 4+ @(As) + w(\s)
aufweist,?* liefert die Matrix (4.30) eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

o _\ or 2T
9e0 TN T ONON
no no
=0 D AT Y (@, — DA = Z%ar)\% (4.59)
r=1 r=1

Eine hinreichende Bedingung zur Erfiillung der positiven Definitheit wére die Positivitat des

Produktes ~,a,. > 0. Die Erfullung der Ungleichung (4.32), ausgedriickt durch die Spannungen
(0)
£

7 1

N o

R (i Y (AS — A?T)) (InA; — In \) (4.60)

ist ebenfalls fur A, > A; unter der Bedingung ~,.c,, > 0 erfiillt, d.h. die Ogdensche Formande-
rungsenergie (4.56) ist im Falle von Inkompressibilitit stabil im Sinne der Variablen T und
EO fiir v,a, > 0.

Eine weitere einschrdnkende Bedingung formuliert CIARLET [31]. Danach mussen die Ma-
terialparameter zusatzlich die Bedingung ~, > 0 und «, > 1 erfillen, um die Existenz ei-
ner Losung zu gewahrleisten. Dies impliziert auf jeden Fall auch die Stabilitdtsanforderung
Y0t > 0.

Zwei Modelle der Polynomelastizitit aus Abschnitt 4.2.1 sind mit der Ogdenschen Formén-
derungsenergie unter der Annahme der Inkompressibilitat identisch. Dies sind das Neo-Hooke
Modell, Modell Nr.5 aus Tab. 4.2, mit ng = 1, a; = 2 und 7, = 2¢49, und das Mooney-Rivlin
Modell, Modell Nr.1 der Tab. 4.2, fir no = 2, a3 = 2, as = —2, 71 = 2¢19 SOWIie 5 = —2c¢0;.
Beide Modelle geniigen den Stabilitatsforderungen y,a; > 0 und ~oae > 0.

Die Ogdensche Formanderungsenergie ist aufgrund obiger Stabilitatseigenschaft und der For-
mulierung in Eigenwerten sehr beliebt. Die Anpassung der Materialparameter an \Versuche bei
denen Deformationen vorliegen, wo eine Trennung der Hauptstreckungen gegeben ist (einfacher
Zug, “pure shear”,?® biaxiale Streckung), filhrt unter der Annahme der Inkompressibilitat auf
einfache Losungen. Im Falle der Zug-Torsionsproblematik ist die Herleitung einer analytischen

o o

%Dies wird auch als Valanis-Landel Hypothese bezeichnet, siehe VALANIS & LANDEL [167].

%Die homogene Deformation des pure shear wird in einem mittleren Bereich einer Membran unter Zug néhe-
rungsweise erreicht und fiihrt auf die Bewegung 7 = XR(X', t) = AX1€1 + A1 Xoe, + X3é3, siehe OGDEN [129,
pp.100]. Dabei ist €; die Zugrichtung und é5 die Dickenrichtung der Membran.
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Losung sehr viel schwieriger als bei Verwendung von Forménderungsenergien mit Hauptinva-
rianten.?® Die Materialparameteridentifikation fiihrt hingegen im Gegensatz zur verallgemeiner-
ten Polynomelastizitdt immer, d.h. fir alle Deformationsprozesse zu einem nichtlinearen Op-
timierungsproblem mit Ungleichungsnebenbedingungen. Die Identifikation ist durch TwizELL
& OGDEN [166], BENJEDDOU ET AL. [13], GENDY & SALEEB [51], PRZYBYLO & ARRU-
DA [134], SMEULDERS & GOVINDJEE [156], SCHEDAY & MIEHE [143] sowie RIEGER [139]
durchgefiihrt worden.?” Die maximale Anzahl von Materialparametern ist dabei 2no mit insge-
samt no < 4 beschrénkt geblieben.?®

4.2.3 Arruda/Boyce-Modell

Die Forménderungsenergie von ARRUDA & BOY CE [6] hat die Struktur
w(le) = ¢ d;N'""(Ig - 3") (4.20)
i=1

und besitzt lediglich zwei Materialparameter ¢ und N, wobei N nichtlinear in der Formande-
rungsenergie enthalten ist. Die Parameter d; > 0 stellen Zahlen aus einer Reihenentwicklung
basierend auf der inversen Langevin-Funktion dar. Die ersten sechs Koeffizienten lauten:

1 1 11 19 519 199997

di== dy=—, dy=— dj=—r -0 — 7 (461
! 27907 P T10507 YT 70007 ° T 6737500 87587500 (4.61)

27
An dieser Stelle soll nicht auf die mikromechanische Motivation des Modells eingegangen son-
dern lediglich die resultierenden Eigenschaften diskutiert werden. Die Materialparameter ¢ und
N missen aufgrund ihrer physikalischen Bedeutung a priori positiv sein, siehe [6]. Der Nachweis
eines stabilen Materialverhaltens im Sinne von pi(noc)r > 0, siehe Ungleichung (4.24), kann wegen
der Kopplung der Hauptstreckungen, 15 = (A2 + A2 + \2)?, fur i > 1 ebenfalls nicht bestétigt
werden, siehe positive Definitheit der Matrix A in Gl.(4.51). Die Baker-Ericksen Ungleichung
(4.39) bzw. (4.49) wird hingegen erfullt, da

) m .
o1 = szﬁ = e id NG > 0 (4.62)

=1

ist (p2 = 0). Wegen der a priori Annahme positiver Materialparameter ¢ > 0 und N > 0 und
den positiven Parametern d; > 0,7 = 1,...,m, ist die Funktion ¢; > 0 und damit die Baker-
Ericksen Ungleichung erfullt. Das Modell kann mit seinen zwei Materialparametern sehr gut das
Materialverhalten von Elastomeren in einem nicht zu grolRen Deformationsbereich beschreiben.
Zur Bestimmung der Materialparameter siehe PRZYBYLO & ARRUDA [134] und SEIBERT &
SCHOCHE [148]. Man muf jedoch auch hier die Nebenbedingung ¢ > 0 und N > 0 bei der
Materialparameteridentifikation mitberuicksichtigen.

20GDEN [129, 130].

27Zum groRen Teil sind die Ungleichungsnebenbedingungen +,-c. > 0 nicht beriicksichtigt worden.

2Eigene Vorstudien haben gezeigt, daR die Sensitivitit der Materialparameter gegeniiber Stérungen in den MeR-
daten im allgemeinen sehr grof ist. Des weiteren hangt das Resultat sehr stark von den gewahlten Startwerten der
nichtlinearen Optimierung ab. Ein Befund, der ebenfalls in RIEGER [139] dargestellt wird.

Das Modell wird fiir no = 2 durch ein mikromechanisches Modell von KALISKE & HEINRICH [91] motiviert.
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4.3 Hyperelastizitat bei Nahezu-Inkompressibilitat

Die Annahme der Inkompressibilitét stellt eine Idealisierung des volumetrischen Verhaltens von
gummiartigen Materialien dar, welche bei vielen Elastomeren in weiten Bereichen der Defor-
mation als gerechtfertigt erscheint. Fir ein rulgefiilltes Elastomer hat SEDLAN [146] in einem
einaxialen Zugversuch bis ungefahr 100% Dehnung nachgewiesen, daB eine vernachléssigbare
Volumendehnung auftritt und die Annahme der Inkompressibilitét fiir den betrachteten Werkstoff
bei der Hohe der Belastung als gerechtfertigt erscheint.?® Der wesentliche Vorteil der Annahme
der Inkompressibilitét liegt im Rahmen von analytischen Lsungen spezieller Randwertprobleme
und daraus resultierend die besseren Moglichkeit der Modellierung von Materialeigenschaften.
Bei Strukturen hingegen kdnnen lokal solche Deformationsbereiche tiberschritten werden, so dal}
die Annahme der Inkompressibilitat nicht mehr sinnvoll ist. Zum anderen bedingt die numeri-
sche Umsetzung der Annahme der Inkompressibilitdat mit Hilfe der Methode der finiten Elemente
Schwierigkeiten. Daher fuihrt man den Begriff der “schwachen Kompressibilitat” bzw. “Nahezu-
Inkompressibilitat” ein, womit zumeist eine Formanderungsenergie der Form (4.21) impliziert
wird. Man zerlegt dabei die Forménderungsenergie in zwei Anteile,

¥(J,C) =U(J) +v(C). (4.21)

Der erste Anteil U(.J) resultiert aus der volumenéndernden Deformation J = det F und der
zweite Anteil 7(C) aus der volumenerhaltenden Deformation (3.44).%° Die Festlegung des An-
teils (C) erfolgt durch eine Funktion der Eigenwerte i,, 7, und Jz; des unimodularen Rech-
ten Cauchy-Green Tensors C, ©(C) = Y(Jiy, iy, Ji3), 0der durch Formulierung in Invarianten
9(C) = w(lg, llg). Dies kénnen zum Beispiel die Ansétze (4.18)-(4.20) sein.

Im folgenden betrachten wir zunédchst den Spannungszustand bei einer Aufteilung der Form-
anderungsenergie gemal (4.21) und dem zugehdrigen Tangentenoperator, jeweils formuliert mit
Grolien der Referenz- und der Momentankonfiguration. Anschlieend betrachten wir einige Ei-

genschaften des Anteils U(.J) sowie dessen EinfluR auf den einaxialen Zug.

4.3.1 Volumenandernder Anteil der Formanderungsenergie

Der volumenéndernde Anteil U(.J) der Formanderungsenergie (4.21) hat zumeist die Struktur
UJ) = KU(J), (4.63)

wobei K den Kompressionsmodul darstellt und U(J) eine materialparameterunabhdngige Funk-
tion ist. Fir K — oo tendiert die Losung gegen das Verhalten eines inkompressiblen Mate-
rials. Im Rahmen der Methode der finiten Elemente wird der Kompressionsmodul K so grof3
gewahlt, daB das resultierende nichtlineare Gleichungssystem des diskretisierten Variationsprin-
zips l6sbar ist. Fiir die Funktion U/(.J) gibt es in der Literatur eine Reihe von Ansitzen, die
sich nicht auf experimentelle Beobachtungen stiitzen, sondern eher der Plausibilitdt und mathe-
matischen Gesichtspunkten geniigen. Diese Anforderungen sind zum Beispiel U(1) = 0 und

2In PENN [132] wird bei Zugversuchen festgestellt, daR bei einem natiirlichen Gummi eine nicht zu vernachlssi-
gende Volumendehnung vorliegt. Die Annahme der Inkompressibilitdt muf? daher fiir jeden Werkstoff untersucht
werden.

0Die Aussage in PENN [132], daR eine Trennung in volumenéndernde und -erhaltende Anteile aufgrund der dort
dargestellten experimentellen Daten nicht erfolgen kann, ist nicht nachvollziehbar. Es liegt eher die Problematik
vor, daf beim einaxialen Zug aus einer impliziten Gleichungen, siehe Abschnitt 4.3.5, die Modellierung der Anteile
U(J) und 5(C) kaum mdglich ist. Dies liegt jedoch ebenfalls bei allgemeineren Forménderungsenergien der Form
\If(lc, ”C; “lc) VOr.
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U'(1) = 0, welche auf eine energie- und spannungsfreie3! Referenzkonfiguration fiihren, sowie
U"(1) = K bzw. U”(1) = 1, was dazu fiihrt, da & als der Kompressionsmodul der linearen Ela-
stizitatstheorie interpretiert werden kann. Des weiteren sollten die Anforderungen U(J) — oo
fur J — 0und J — oo sowie U”(J) > 0 erfillt sein, um eine Ab- bzw. Zunahme des hydrosta-
tischen Spannungszustandes bei volumetrischer Stauchung bzw. Zug zu gewéhrleisten (Konve-
xitdt). In Tab. 4.3 sind einige Ansatze fur U(J) aufgefiihrt, die in der Literatur zu finden sind.*?

Tabelle 4.3: Formanderungsenergien der volumenandernden Deformation

NI U(J) U'(J) U"(J) Referenz
1 $(J -1 J—1 1
2|| (U -12+mr2) %(J— 1+§1nj) #(H—J? “nJ) | [152]
3 $(InJ)? Ly %(1 —InJ) [155]
4 #(ﬁ—uﬁw) %(%— J}W) %(ﬁ(uﬁ—ﬂ)) [126]
5 1(2-1-2mJ) 3(7-1) %(1+%) [154]
6 J—InJ—1 -1 % [117]
7 JB(BInJ —1)+1 ﬁ2ﬁln<} B2JP=2(1+ (3 —1)InJ) | [67]
8 JInJ—J+1 InJ L [107]
9 L (7 - g2 $(2-%) § (5% +372) [5]
10 % (1 - 1{%) +3 L % (1—J75) J—(+8) [122, S.68]
11 o (J5 +J75 —2) T (S = J79) T (47 +6J77) [72]

In den Abb. 4.1 und 4.2 ist der Verlauf U(.J) bzw. U'(J) fur 0 < J < 5 fiir die Modelle
1-3,5,6,8 sowie 9 wiedergegeben. Modell 1 reprédsentiert eine lineare Approximation der hy-
drostatischen Spannungen bei einer Anderung der Volumendehnungen, siehe Beziehung (4.82),
(tr'T)/3 = prU’(J). Jedoch hat Modell 1 einen endlichen Grenzwert fiir lim o U(J) = 1/2
bzw. lim,_, U’(J) = —1, was unplausibel fiir gréRere Volumendehnungen erscheint. Die Er-
weiterung um den natiirlichen Logarithmus in Modell 2 korrigiert diese Eigenschaft.®® Nimmt
man nur den Korrekturterm, sieche Modell 3, so ist die Konvexitét fir J > e = 2.718 . . . verletzt,

SlDamit ist ein hydrostatischer Spannungszustand gemeint.

32Siehe hierzu auch VAN DEN BOGERT [168, S.41].

33Dabei muf angemerkt werden, daB in SIMO & TAYLOR [152] keine multiplikative Aufspaltung in volumener-
haltende und -&ndernde Deformation vorgenommen wurde.
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U(J)/K

051 15 2 25 3 35 4 45 5
J=detF

Abbildung 4.1: Verhalten der Forménderungsenergien aus Tab. 4.3

U”(J) < 0. In Abb. 4.2 ist dies im Abfall des Funktionsverlaufs zu erkennen. Die Modelle 5
und 6 sind im Modell 4 von OGDEN [126] fiir 3 = —2 und 3 = —1 enthalten.®* Modell 8 ist
wiederum fir 5 = 1 in Modell 7 enthalten. Konvexitéat ist fiir Modell 7 nicht fur jedes 5 gewahr-
leistet. Die Modelle 8 und 9 erfiillen alle Anforderungen.® Das Modell 10 von MURNAGHAN
[122, S.68] ist fuir die Beschreibung der hydrostatischen Spannungen entwickelt worden, d.h. die
Funktion U’(J) ist vorgeschlagen worden, wobei wir hier die zugehorige Forménderungsenergie
durch Integration gewinnen und zusétzlich energiefrei formulieren. Modell 11 erftllt ebenfalls
alle geforderten Bedingungen sowie weitere in Abschnitt 4.3.5 gewiinschten Eigenschaften. An
dieser Stelle sei im speziellen auf OGDEN [126, 128] fur weitergehende Diskussionen zum kom-
pressiblen Materialverhalten verwiesen.

4.3.2 Volumenerhaltender Anteil der Formanderungsenergie

Fur den volumenerhaltenden Anteil der Formdnderungsenergie (C) = w(lg, llg) wéhlt man
ublicherweise Formanderungsenergien, die fir inkompressible Materialien entwickelt wurden.
Dabei wird der Rechte Cauchy-Green Tensor durch seinen unimodularen Anteil ersetzt, da dieser
per Definition isochor ist. Fir die in den Abschnitten 4.2.1-4.2.3 dargestellten Formulierungen
erhalten wir dann die modifizierte Polynomelastizitat

w(lg; llg) = Zm: cij(lg = 3)'(Ilg = 3) (4.64)

34Der Fall 3 = 1 wird in EHLERS & EIPPER [42] angewendet, der jedoch nicht-konvex ist und einen Wendepunkt
bei A = 2 hat.

3In dieser Arbeit sind die Vorfaktoren im Modell 2 von 1/2 auf 1/4 und im Modell 9 auf 1/32 derart modifiziert
worden, damit U (1) = 1 erfiillt ist. Wir weichen daher geringfligig von der Originalliteratur ab.
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J=detF

Abbildung 4.2: Verhalten der hydrostatischen Spannungen aus Tab. 4.3

und das modifizierte Ogden-Modell

no no
TR Xs) =Y O +85 + 85 —3) = > @+ m? +m? - 3)  (4.65)

i=1 Ot i=1 ¢

N

mit den isochoren Eigenstreckungen (3.45) bzw. den Eigenwerten des unimodularen Rechten
Cauchy-Green Tensors 7, aus GI.(3.48).

w(lg) =cY d;N'"(li5 - 3") (4.66)
=1
stellt das modifizierte Arruda & Boyce Modell dar.

4.3.3 Spannungszustand

Da wir fur die spateren numerischen Berechnungen Forménderungsenergien vom Typ (4.21)
verwenden, interessiert uns zundchst der resultierende Spannungszustand. Hierzu betrachten wir
die Darstellungen fiir den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor und die Cauchy bzw. gewichteten Cauchy
Spannungen.

Referenzkonfiguration

Zundchst benotigen wir den aus der Formanderungsenergie (4.21) resultierenden Spannungszu-

stand. Hierzu gehen wir im folgenden von der speziellen Abhédngigkeit 7(C) = w(lg, llg) aus:
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Die 2-ten Piola-Kirchhoff Spannungen berechnen sich gemaR GlI.(4.2) zu

T = 2pg—— = 2
PRAc ~ MR aC aC

_ A
4o <dU((det ) dv(C(C))) | (4.68)
Die Ableitung dU/dC wird durch

dU((det ©)'%) EJU'(J)C—l (4.69)

geliefert, wobei wir J = (det C)'/2 ausnutzen. Die Ableitung do/dC lautet

%((JC)) - [gr % (4.70)
mit
{%r =0y [T ge o)) <u [T g @ D) @

T ist der Einheitstensor vierter Stufe der Definition (2.58). Offensichtlich gilt auch C~! @ C =

C '®C. Aufgrund der speziellen Abhéngigkeit von den Invarianten des unimodularen Rechten
Cauchy-Green Tensors berechnet sich die Ableitung do/dC uber die Kettenregel

du B ow dlg ow dllg

G~ digdc o qo W tuelel e (4.72)
mit 5 5
w w
Die 2-ten Piola-Kirchhoff Spannungen (4.68) lauten schlieRlich

— — 1 —
= prJVBU ()T + 2prT 23 <(w1 + wnlg)T = wsC — g (wilg + 2usllg)C 1) .
(4.75)

Momentankonfiguration

Die Vortransformation des 2-ten Piola-Kirchhoff Tensors T auf die Momentankonfiguration, sie-
he Tab. 3.4, kann formal durch den “push-forward” Operator

F=[FoF"™ (4.76)
erfolgen, siehe Definition (2.45):

S=FT=[F@F]™T=FTF’ (4.77)
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Die Anwendung dieser Operation auf Beziehung (4.74) liefert unter Zuhilfenahme der GIn.(2.45),
(2.48) und Definition (2.58)

1 do
S = prJU'(J) [F @ F]™ C~! 4 2prJ 23 [F @ F|™ {I — gC—1 ® c] % =
— UL+ 28 [T — ST T FoF|™ w0
= PR PR 3 da =
, —dv—r\"
dC
Hierbei haben wir die Eigenschaft
Tos 1 -1 1 To3
[F ® F| I—gc ®C| = I—§I®I [FRQF]*=DF (4.79)
ausgenutzt. Den Tensor
D=7 1T (4.80)

bezeichnet man auch als Deviatoroperator, DA = A” = A — 1(tr A)IL Unter Ausnutzung der
Isotropie ist dann der Kirchhoffsche Spannungstensor

_dv\?
S = prJU'(J)I + 2pr (B—E) , (4.81)
dB
bzw. der Cauchysche Spannungstensor
2pR do — b
T =prU(J)I+— | —=B 4.82
UL+ 20 (B) 482)

gegeben, welche sich in reine Kugel- und Deviatoranteile zerlegen lassen. Dies ist eine natiirliche
Konsequenz der speziellen Aufteilung der Formanderungsenergie (4.21). Analog zu GI.(4.72)
dB OJlgdB Ollg dB

mit wl(lg, “E) = 8w/8|§ und wg(lg, “g) = 8w/8|l§
Weitere Darstellungen von GI.(4.81) erhélt man durch Einsetzen von Beziehung (4.83)

= (wy + walg)I — wyB (4.83)

S = prJU'(J)I + 2pr(wy + wslg) B — 2pruws(B*)P (4.84)
bzw. in Bezug auf Gl.(4.5),
S = OZQI -+ OélB —+ OéQBZ, (485)
siehe Tab. 4.1, mit
2
Qo = pRJU/(J) — %(wllg -+ 2w2||§),

o] = QPR(’UJl —+ U)QlE)J_Q/?’,

g = —2pr2J’4/3.

Im letzteren Fall miifiten noch die Umrechnungen der Invarianten eingefiihrt werden, damit die
Eigenschaft o, = ax(lg, g, lllg), kK = 1,2, 3, sofort ersichtlich wird.
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4.3.4 Tangentenoperator
Referenzkonfiguration

Sowohl im Hinblick auf den Linearisierungsprozel3 im Rahmen der Methode der finiten Elemente
als auch um den Zusammenhang zum Elastizitdtstensor 4-ter Stufe der linearen Elastizitatstheo-
rie zu erhalten, miissen wir den Spannungszustand T = G(.J, C, C) aus GI.(4.74) beziiglich der
Deformation, hier beschrieben durch das Verschiebungsfeld @( X, ¢), linearisieren. Die Anwen-

dung der Gateaux-Ableitung D, f(z)[h] = %f(x + Ah)| =0 liefert

D, T(C(F(@)))[Ad] j—g (F7Crad A + Grad "A7 F) =

d*¢(J,C)

dC dC
wobei Grad A der Gradientenoperator beziiglich der Koordinaten der Referenzkonfiguration
ist. Hierbei haben wir die Ketten- und Produktregel angewendet.3® Wir sind daher an dem Tensor
4-ter Stufe

sym (FTGrad Aﬂ') , (4.86)

; .dT % 5
=2— =4pp——= = iso 4.87
C 4C deC Fle Cvol + C ( )
interessiert, der sich ebenfalls in zwei Anteile gemal} der Aufspaltung des 2-ten Piola-Kirchhoff

Tensors in GI.(4.74) additiv zerlegt. Fur G1.(4.68) bzw. (4.74)-(4.75) gilt

T = G(J,C,C) = Ty (J, C) + Tiso(J, C(C)) (4.88)

mit
TVOI(J(IIIC(C))7 C) - pRJU/(‘])C_lv (489)
Tieo(J(I1lc(C)), C(C)) = 2prJ /3 [I — %El ® 6} %' (4.90)

Wir erhalten mit J = (det C)Y/2 = 111} das Gateaux-Differential

8TV01
0C

dT,., _dlllg
dJ dC

dJ
dil¢

Dc Tva(J(Ilc(C)), C)[H] = H =

= /R E(U’(J) +JU"()C e CT = JU'(J) [CT' ® C—l}ﬂ H (4.91)

unter Verwendung von

dJ Loy 1 . dlllc
= —Ill =—J sowie

dillg 2 € 2 dC
Fr denjenigen Anteil, der aus der volumenéndernden Deformation resultiert, lautet der Tangen-

tenoperator

= JC L. (4.92)

Cvol — pRJ [(U/(J) + JU”(J>) C—l ® C—l . 2U/(J) [C_l Q C_l]TQS] _ (493)

1 ——1

eV [(U’(J) +IU)T e T () [o ®6‘1}Tﬂ L (a9)

36Siehe zum Beispiel GURTIN [57, Ch.11].
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Die Berechnung des Tangentenoperators des isochoren Anteils Ci, ist etwas aufwendiger. Wir
untersuchen hierzu das Gateaux-Differential

. . — dJ |0Tw _dlllg| 0Ty, dC
soH = 2D¢ Tigo (J (I , H =2 —
¢ o Tl /l1e(C). CO)H [dlllc 97 ¥ dc oC dC
(4.95)
Bei Ausnutzung von GI.(4.92) sowie
8Tiso 4 1—_1 —| dou 2J71 ~
= —— 71— - — = Tiso 4.96
aJ 3PR[ 5C ®C} iac 3 (4.96)
lautet der linke Summand in (4.95)
dJ |0Ti, _ dllic 25 1
ey . 4.97
dille | 0J © dC 3 o ® C (4.97)
Mit der Abkiirzung
= = _ do
T =T(C) =2pr— 4.98
(C) deC ( )
gilt
TISO—J‘Q/g[ —C 1@0} T = J—2/3( (6 T)C~ 1) (4.99)

und es folgt mit Hilfe der Produktregel

ral 8 ISO
D Tiso J,C = — =
(/L OH] = =2
- __ 2/3 . - T23
= J2/3 [ % ® }DCT(C)[H} J3 [C '@ T - (C- )[C '®C 1] ]H
(4.100)
Das linke Differential entspricht unter Verwendung von GI.(4.98)
= dT 42w
DcT(C)[H = —=H =2——H. 4.101
cT(O)H] = ZH =2 (4.101)

Der vierstufige Operator des zweiten Anteils des Differentials (4.100) wird umformuliert. Wegen
der Eigenschaft

— 1 = - =

[61(@?—(65) [61@)61}%1 [I—%ﬁ@ﬁl} ~C '9T-(C-T) [6* ®C

multiplizieren wir das zweite Differential in Beziehung (4.100) von rechts mit Z —
und erhalten mit dem Zusammenhang (4.99)

-2/3 [_ _ = [ _1 _ _11T
‘]3 [c 1@[1--0@0 1}T—(C-T)[C '®C 1] ”

- C~ ®T180+T(E, ~) {[6—1@6_1]%3 B
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Der Zusammenbau von Gl.(4.97), (4.100) sowie (4.102) fiihrt schlief3lich fur den vierstufigen
Tensor (4.95) auf

- l——1 ] d*v 1~ —
Ciso =4prJ /> {I——C ®C} — {I——C@C }—
PR 3 dC dC

2J72/3 . — 1 =1 =
- 3 [Tiso®c 1+C 1®Tiso:|+

dopJ 43 [ d _ Tos 1 —_
+PRT<C dg) HC '9C” 1] 3—§c '9C 1} (4.103)

ANMERKUNG 4.1

Zur vereinfachten numerischen Berechnung (im Rahmen der 6 x 6-Darstellung der Tensoren 4-
ter Stufe) ist es einfacher den ersten Summanden auszumultiplizieren und fiir A = d?v/dCdC
die Symmetrieeigenschaften A = A™ auszunutzen. Wir erhalten dann die Umrechnung

1

{I—%C‘ ®€] A [z_%@g@—l] _

—A-;[C@AC+ACeT |+ (4C-T) -

®C

Ql

O

Fir die Abhangigkeit 7(C) = w(lg, llg) mussen wir noch die zweite Ableitung in (4.103)
bilden. Hierzu muB Beziehung (4.72) erneut differenziert werden. Mit wy (I, llg), k£ = 1,2, aus
den Definitionen (4.73) berechnen wir zundchst

— = = — = Is)I — wpeC 4.104
Ic dls dC | dllg do (w1 + Wrolg)T — Wi ( )
analog zu Beziehung (4.72) mit den Abkiirzungen
walolg) = 2% wnd  w(lg, ) — 2% (4.105)
s olls
fur £ = 1, 2. Dann gilt durch Anwendung der Gateaux-Ableitung auf Beziehung (4.72)
dv — d*v
o M= Ge e
- (% H + (% H) s + wo(I H))I— (% H)C—w H =
~\dc dC c dc o
dw1 dw dw2
= |1 I—— I C®— —w,Z|H. 4.106
{@(dCJr TS wz) ® 35 wz} (4.106)

Durch Ausnutzung der Ableitungen (4.104) und der Verwendung der Eigenschaften wy; = wjy,
folgt der Tensor 4-ter Stufe
d*v
dC dC

= (U}H -+ 2w12|6 —+ U}le% -+ ’wz) I X I- (21)12 + |6U)22) [I (%9 6 + 6 & I] —

Mit der Beziehung (4.107) ist der isochore Anteil des Tangentenoperators (4.103) vollsténdig
bestimmt. Der gesamte Tangentenoperator C ist daher mit den Operatoren (4.93) und (4.103) fiir
eine Forméanderungsenergie der Form (4.67) bekannt.
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Momentankonfiguration

Zum Teil ist es notwendig den auf der Referenzkonfiguration operierenden Tangentenoperator
(4.87) auf die Momentankonfiguration zu transformieren,*’

1 = ~
C==FCF' =< [FoF™C[F o F]™ (4.108)

1
J
d.h.
) 1 - 1 .
C=Coy + Cis mit  Cyy = j]—"CVOJ—"T und Ciso = j]-“CiSO}“T. (4.109)

Mit dem Operator (4.76) sieht die Vortransformation (4.108) analog zur Vortransformation des
2-ten Piola-Kirchhoff Tensors in Tab. 3.4 auf den Cauchyschen Spannungstensor aus, T =
J'FTFT,

Unter Ausnutzung der Eigenschaften (2.48)-(2.50) erhalten wir mit

Tos

FeoF™[C'eC!|[FToF ™ =1Ix1 (4.110)
FoF™[Cclec ™ [FTeF|™ =1 (4.112)

fur die Vortransformation des volumetrischen Anteils (4.93)
Cool = pr [(U'(J) + JU" () IR I -2U'(J)I]. (4.112)

Bei der Vortransformation des isochoren Anteils (4.103) verwenden wir die unimodularen Grof3en
F=JBFmitF=[FoF]

1 - U
Coo = FFCoaF" = JBFC T . (4.113)

Wir behandeln zunéchst den ersten Summanden in GI1.(4.103). Mit

T3

_ 1— 1 1 _
FoF™ {z—gc 1@0] = {I—§I®I] FoF] (4.114)
1— —_1] r— _mT _ _ T 1

{I -=CaC 1} [FT ® FT] Y [FT ® FT] ” [I --le I} (4.115)
mussen wir fiir die Vortransformation von GI.(4.107)
Tas
dC dC
= =2 =2 = = =T =2 =2
—(w12+|§w22)[B®B +B ®B]—w2[B®B} +wpB ®B =

— —7 —777%3 9 —  —
[F o F] FoF | = (wn + 2wplg + wnll + 1) Bo B -

— [BoI]™ [(wi + 2wislg + wyll +w,) T® T — (wyy + lgws) IoB+Be 1] —

—wo L + UJQQE (%9 E] [I & E} Tos =

2
2
™ Ty A0 1123
= [B®I] pisdis IeoB] ™ (4.116)

37Als Beispiel seien hier Finite-Elemente Formulierungen, ausgedriickt durch GroRen der Momentankonfigurati-
on, angesprochen.
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bilden. Mit Si;, = S? = FTi, = J¥3FT,s,, sieche Deviatoranteil in G.(4.81), berechnet sich
der zweite Summand in GI.(4.103) gemaR

? [Tiso ® 671 + 671 ® Tiso ?T = J_2/3 [Siso & I + I ® Siso] : (4117)

Fur das Skalarprodukt C - T im dritten Summanden der GI.(4.103) ergibt sich mittels (4.98)
sowie (4.72) durch Ausrechnen
— = — do
PR B ( )
womit wir schlielich unter Verwendung der Beziehungen (4.116)-(4.118) den Tangentenopera-
tor operierend auf der Momentankonfiguration

d*o

— Tos 17123
JCiso = 4prD |1 B®1 —— I®B D+
prD [B@I] ™ == [I© B]
4 dv — 2
- — B |D—=-[Sixc @I +1® S 4.119
+3pR<dB ) 3 [Sio @1+ 10 Siso] (4.119)

erhalten. D stellt den in (4.80) definierten Deviatoroperator dar. Wir haben hier stillschweigend
die Eigenschaft w(lg, llg) = w(lg, llg) und deren identische Ableitungen nach den Argumen-
ten ausgenutzt, womit do/dB das gleiche Aussehen wie Gl.(4.72) hat und lediglich der Tensor C
durch B ersetzt werden muB. Dies gilt natiirlich auch fiir die zweite Ableitung (4.107). Die Addi-
tion von C,,, aus Gl.(4.112) und Cj,, aus GI.(4.119) liefert den Tangentenoperator C in GI.(4.108)
bezogen auf die Momentankonfiguration. In den Tabellen 4.4 und 4.5 sind die Spannungen und
die Tangentenoperatoren nochmals zusammengefalt.

Zusammenhang zur Theorie kleiner Verzerrungen

Wir kommen im folgenden auf den Zusammenhang zwischen den in der Formédnderungsenergie
(4.67) mit w(lg, lls) aus GI.(4.18) vorliegenden Materialparametern und dem Kompressions-
und Schubmodul K und G der linearen Elastizitdtstheorie zu sprechen (siehe Anhang B im Hin-
blick auf die Darstellung und der Zusammenhange in der linearen Theorie). Hierzu miissen wir
C|p—1 aus GI.(4.87) fur F = T auswerten. Zunachst gehen wir davon aus, daR ein Anteil U(.J)
mit den Eigenschaften U”(1) = 0 und U”(1) = 1 vorliegt. Wir erhalten fiir den volumetrischen
Anteil aus G1.(4.93) fiir K = K pg

Cootlpo1 = KI® 1, (4.120)

so daB K den Kompressionsmodul der linearen Theorie darstellt. Fiir den isochoren Anteil des
Tangentenoperators (4.103), Ciso|r=1, greifen wir zunéchst auf die spezielle Materialgleichung
(4.64) zurick. Mit

w1\F=1 = (10, wz\F:I = Co1, (4.121)
w11|F:I = 2¢90, w12|F:I = C11, w22|F:1 = 2¢p2 (4.122)
erhalten wir dann
- 1
Ciso|F=1 = 4pr(c10 + co1) [I —3le I} : (4.123)

Im Vergleich zur linearen Theorie, siehe Anhang B, GI.(B.6), ist der Schubmodul
G = GpR = 2pR(010 + 001) (4124)
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Tabelle 4.4: Spannung und Tangentenoperator der Formanderungsenergie (4.21) bezogen auf die Refe-
renzkonfiguration

2-te Piola-Kirchhoff Spannung

T = prJU(J)CH + Ty
ow ow do

w, = %7 Wy = %7 E = <w1+w2|6)1_w26
- 1——1 —| do
Tiso = 2 J72/3 7 —--C Cl =
PR [ 37 } dC
Tangentenoperator
é = évol_'_éiso

1 1 -1 ——1

Coot = prJ* [(U’(J)HU"(J))C‘ ®C ' —2U'(J) [6 ®C ]T}

5 11 = d*T 11— —
Ciso - 4 J_4/3 |:I__C ®C:| — — |:I——C®C :| -
& 3 dC dC 3

2723 1. 1 =1 -
- [Tiw@C 'L C 1®Tiso}+

dpgJ 43 (. dv 1 ——17Ts
(5 [C ®c] -

d*v S
d@ dé = (wu + 2w12|6 + ’LUQQI% + wg) 1 & I-— (w12 + |6w22) [I (%9 C + C ® I} -
—wyT 4+ wyC ® C
owy, owy,
W1 8'6’ W2 8“6’ )

mit den Materialparametern c;o und co; gekoppelt. Setzt man die Forderung einer positiven Quer-
kontraktionszahl voraus, v > 0, so muf3 geméaR GI.(B.8)

K K 2
n__ 8 = 4.125
G 2(co+co) 3 ( )

als untere Schranke gelten.
Im Falle des Arruda & Boyce-Modells (4.20) haben wir

w1|F:I = CZ dl'Nl_i ) 3i_1, wn\FZI = CZ diNl_ii (Z — 1>3i_2, (4126)

i=1 i=1

sowie wy = wia = waee = 0, womit nach kurzer Rechnung

~ 1

Ciso|F=1 = 4prW1 |P=1 [I —gle I} (4.127)
folgt und sich der Schubmodul

G=2c) diN'""i3! (4.128)

i=1



88 Materialmodellierung

Tabelle4.5: Spannung und Tangentenoperator der Formanderungsenergie (4.21) bezogen auf die Momen-
tankonfiguration

Cauchy-Spannung

1
T = pRU,(J)I+jSiso
ow ow do

%, W2 = E, d—ﬁ

Sice = 2 (d—UE)D
iso — PR dE

wp = = (w1 + wglﬁ)l — wgﬁ

Tangentenoperator
C = CV01+CiSO
Cout = prlU'(J) +JU"(J) 1@ T = 20" (J)T]
To3 dzﬁ 17123
JCiso = 4prD | B®1 —— I®B D +
D [B@I ™ == 10 B]
4 dv —= 2
5y — B |)D - Siso I I Siso
+3pR<dB ) 3[ T +1® Sig]
EQU_ = (w11 + 27VU12|* + U}22|2— + ’w2) 1 X I- (U}12 + |*’w22) [I (059 E + E X I} —
dB dB B B B
—UJQI + UJQQE & E
8wk 8wk
WE1 alﬁu W2 a”§7 )
1
D = 71--Ix®I1
3 &
bzw. die Bedingung
K K 2

— = — > — 4.129
G 2c Z;il diNl_Zigz_l 3 ( )

ergibt.

4.3.5 Problematik des einaxialen Zuges

Die gewdhlten Materialparameter unterliegen bis auf die Anforderung an die Positivitdt der
Forménderungsenergie und dem Nichtauftreten von Instabilitdten weiteren Anforderungen, um
physikalischen Beobachtungen nicht zu widersprechen. Im Rahmen der linearen Elastizitét sollte
zum Beispiel die Querkontraktionszahl v positiv sein, um bei einem Zugversuch zu einer Verjiin-
gung oder beim Druckversuch zum Verbreitern der Probe zu fiihren. In diesem Fall missen
die Materialparameter der gewéhlten Formanderungsenergie (4.18) bzw. (4.20) die Bedingung
(4.125) bzw. (4.129) erfullen. Bei grolien Deformationen ist hingegen die Querdehnungszahl
von der Deformation abhédngig, so daB eine negative Querdehnung bei Zug von der Wahl der Ma-
terialgleichungen U(.J) und w(lg, lls) abhdngt. Um dies zu untersuchen gehen wir von einem
streckungsgesteuerten einaxialen Zug-DruckprozeB, F = \é; ®€1+\ge2®€er+A\ge3®€es aus, wo-
bei A die gegebene Axialstreckung und A, die unbekannte Querstreckung ist. Wir erhalten fiir die
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Komponenten des 2-ten Piola-Kirchhoff Tensors (4.75) die zwei Gleichungen (T = T35 = 0,
Ti; = 0 firi # j)

Tll = prf(A AQ) (4.130)
0=g(\ o) (4.131)

mit

1
FOW Q) = JU (A2 42723 <w1 + walg — wa N2 T 723 — g(wllg + zwgué)xw%)
(4.132)

1
g\ Ag) = JU'(J)AG +2J /3 (w1 +wolg — waAG S /P — s(wilg + 2w2IIC))\Q2J2/3)
(4.133)

Hierbeisind J = A\, Ig = J72/3(X*42)3) und g = J2/3(A"2+2X,?) gleichfalls Funktionen
der Streckung A und Querstreckung A\g. GI.(4.131) stellt eine skalare nichtlineare Gleichung
zur Berechnung der Querstreckung Ao dar. In EIPPER [44] bzw. EHLERS & EIPPER [42] wird
die Problematik angesprochen, dal} beim einaxialen Zug fiir Modelle mit der Aufteilung (4.21)
in einen volumenerhaltenden und volumenédndernden Anteil unphysikalische Verldufe auftreten
kdnnen. Dies wird in den Arbeiten an verschiedenen Forménderungsenergien untersucht und
fahrt zu einer Querstreckungsabnahme im Druckversuch und zu Querstreckungen Ao > 1 im
Zugbereich.®® Sie verwendeten die Funktion 3 aus Tab. 4.3 in Kombination mit einem “Neo-
Hooke”-Ansatz, siehe Tab. 4.2 Modell Nr.5, jedoch in der Darstellung der GI.(4.64). Ferner kam
neben dem gestaltsdénderenden Anteil (4.65) eine Formanderungsenergie U(.J) der Form 4 aus
Tab. 4.3 fiir 5 = 1 zum Einsatz. Leider sind beide Funktionen U(.J) keine konvexe Funktionen.
Trotzdem mufl angemerkt werden, da selbst bei konvexen Funktionen U(.J) &hnliche Effekte
auftreten konnen.
Daher ist in HARTMANN & NEFF [72] eine Forménderungsenergie der Form

U(J) = % (J*+ T =2) (4.134)
gewdhlt worden, welche die genannten Effekte fiir verschiedene Forméanderungsenergien des
volumenerhaltenden Anteils und fest gewdhlten Materialparametern im Zusammenhang mit nu-
merischen Auswertungen nicht erkennen lai3t. Hierzu kann jedoch kein Beweis angegeben wer-
den. In Abb. 4.3 ist fiir verschiedene Kompressionsmoduli der Querstreckungsverlauf dargestellt,
der keine derartigen Probleme erkennen 1aRt. Hierbei haben wir fiir den isochoren Anteil die
Funktion (4.50) angenommen.® Es kommt daher auf die Interaktion zwischen den Formande-
rungsenergien U(J) und w(lg, lls) an, ob solche nicht zu erwartenden Verldufe auftreten. Die
Schwierigkeiten liegen gerade bei kompressiblen Materialien in der Entwicklung von geeigne-
ten Materialmodellen, da eine einfache Modellierung, wie die implizite Gleichung (4.130) bzw.
(4.131) vermittelt, nur sehr schwer moglich ist. Da wir uns in dieser Arbeit auf nur schwach kom-
pressible Materialien beschréanken, gehen wir nicht weiter darauf ein. Abschliel3end sei noch das

%In EIPPER [44, S.59] wird auf prinzipiell unphysikalische Verlaufe hingewiesen, was abgeschwacht formuliert
“die Schwierigkeit bei der Annahme fiir das Zusammenspiel von U (J) und w(lg, lls)” bedeuten sollte.

39Wir wahlen ¢19 = 0.264 [MPa], ép1 = 0.5 [MPa] und é3o = 0.019 [MPa] mit é;; = prc;;. GemaR Gl.(4.125)
muR der Kompressionsmodul der Bedingung K > (4/3)(¢10 + é01) &~ 1.02 [MPa] geniigen.
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100 ¢ 3 20
K pr=10[MPa] —— ]
K pg =100 [MPg] - ]
K pg = 1000 [MPa] i ]
S Kpg= 10000 [MPa] F B
10 P ncompressibility ------ 3 =
o g 10
= 1]
8 =
B 1 ] 2 5 ”,;
o e el E prs
o] e g =
B & 0
[e)
0.1 (o
% K pg = 10 [MPa] ———
= 5y K pg = 100 [MPa] ------- -
K pg = 1000 [MPa] -
K pg = 10000 [MP:
0.01 -10 il i
0.00010001 001 01 1 10 100 1000 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
stretch A stretch A
(a) Querstreckungsverlauf (b) Spannungsverlauf

Abbildung 4.3: Querstreckungs- und Spannungsverlauf bei unterschiedlichen Kompressionsmoduli

\erhalten der Spannungen beim einaxialen Zug in Abb. 4.3 wiedergeben. Aufgrund der gewahl-
ten Materialparameter ist der bei Elastomeren typische S-formige Verlauf zu erkennen.

Obige Untersuchungen stellen natiirlich keinen Beweis fiir physikalisch sinnvolle Verlaufe
dar, da fur andere Materialparameterséatze oder andere Funktionen des isochoren oder volume-
trischen Anteils der Formanderungsenergie und auch anderen Deformationsbereichen unphy-
sikalische Effekte auftreten kdnnen. Ebenso kann nicht die in EHLERS & EIPPER [42] be-
schriebenen Eigenschaften der nicht-monotonen Kennlinien ausgeschlossen werden, da in La-
teralrichtung keine Spannungen auftreten. Obige Untersuchungen sind daher nur ein Indikator
fir geeignete Materialgleichungen zur Beschreibung von bestimmten Elastomeren bei Nahezu-
Inkompressibilitat. In der Losung der GI.(4.131) konnen natirlich auch Mehrdeutigkeiten auf-
treten, die jedoch hier nicht weiter untersucht werden.

4.3.6  Weitere Anmerkungen

Obigen Materialmodellen, die auf der Trennung in volumenerhaltende und volumenéndernde
Anteile basieren, kann noch die Frage gestellt werden, ob sie zum Nachweis der Existenz einer
Losung eines zugrundeliegenden Randwertproblems fuihren konnen. Der mathematische Nach-
weis fur das Modell von Ogden aus Abschnitt 4.3.2 istin CHARRIER ET AL. [27] geflihrt worden.
Neuere Untersuchungen behandeln die Darstellung mit Invarianten, wie die Modellstruktur der
verallgemeinerten Polynomelastizitdt oder das Arruda & Boyce Modell. Fir letzteres Modell
ist ein Beweis in HARTMANN & NEFF [72] gefiihrt worden, jedoch gelingt kein Beweis fiir
die verallgemeinerte Polynomelastizitat im Rahmen polykonvexer Energiefunktionen. Fir eine
Anderung der Polynomfunktion kann wiederum ein Existenzbeweis erbracht werden, worauf wir
im Rahmen dieser Arbeit nicht eingehen.

Wir kommen jedoch nochmals auf die Baker-Ericksen Ungleichung (4.22) angewendet auf
die speziellen Formanderungsenergien (4.21) zu sprechen. Gl.(4.22) erfordert zundchst die Be-
stimmung der Hauptspannungen ¢;. Die Cauchy-Spannungen in der Form

T=fl+ B+ f,B (4.135)
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mit
2 2
fo=prU'(J) - z,f]R(wl'BﬂLsz“ ), fi= (w1+w2| ) f2:—$w2, (4.136)
liefert die Hauptspannungen
ti = fo+ [ill; + fo5; (4.137)

fiir B aus Gl.(3.47). Die Differenz zweier verschiedener Hauptspannungen ergibt

= (A = N) i+ M) (fu+ fol; + 1)) (4.138)
mit 7z, = p;J /3 und p; = A2. Dieser Ausdruck ist dann positiv, wenn
_ ., Ow ow, — Oow
ow ow
) 4.1
8If + 'uk(?llf >0 (4.139)

erfillt ist. Eine hinreichende Bedingung in Bezug auf die Formanderungsenergien (4.64) und
(4.66) ist hierfir die Nichtnegativitat der Materialparameter ¢;; > 0 bzw. ¢ > 0 und N > 0,
da dann die Ableitungen 0w /dlg > 0 und dw/dllg > 0 nicht-negativ sind. Interessanterweise
hat die Wahl des Anteils U(.J) keinen Einflu auf die Ungleichung (was im Zusammenhang mit
dem Fall der Inkompressibilitdt gerade zur Elimination des unbestimmten Druckes ausgenutzt
wird). Der Nachweis der inkrementellen Stabilitét, positiv-definite Matrizen (4.30) oder (4.31),
ist kaum moglich. Selbst fiir das Ogden-Modell tritt aufgrund der Koppelung der Eigenwerte
durch die unimodularen GroRen \; = J~1/3 ), eine vollbesetzte Matrix auf, so daR auch hier kein
Stabilitatsnachweis in Form (4.30)-(4.32) erfolgen kann.

Die Baker-Ericksen Ungleichung kann hingegen unter zu definierenden Bedingungen fur
Modelle des Typs

T(Ala >\27 )\3) = ,l/;<‘]7 X17X27X3) = U(J) + w(xl) + 'lZ)(X2> + UA)(X3) (4140)

nachgewiesen werden.*® In der Baker-Ericksen Ungleichung (4.22) sind die Spannungen ¢; =
prAiJJ 10T /ON; zu berechnen. Mit \; = J~1/3); gilt zunéchst

—‘ 2 71/3 f L
A (4.141)
sowie . B B B
ti = prU'(J) + 57473 (20" (M)A — W' (M)A — @' (M) M) (4.142)
so daR die Differenz B B
ti —t; = prJ P (AN (N) — A’ (V) (4.143)
resultiert. Fir das modifizierte Ogden-ModeII gilt konkret
no
’}/r ar . Ny —ar—1
sowie w'(N) = T (4.144)

4Owenn die zugrundeliegende Forménderungsenergie die Eigenschaft der Polykonvexitit erfiillt, so impliziert
dies die Erfiillung der Baker-Ericksen Ungleichung. Daher dient die durchgefiihrte Untersuchung lediglich der Ver-
vollstdndigung bzw. der Anschauung.
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und wir erhalten die Baker-Ericksen Ungleichung in der Form

no
(ti — ) (N — Nj) = prI (N = N) (Z Yy d T3 (N — A;*r)) : (4.145)
r=1
FUr a,y, > 0 ist dieser Ausdruck stets positiv.
Wir schlieRen an dieser Stelle die Darstellung zur Hyperelastizitit und betrachten im folgen-
den Abschnitt ein Materialmodell der finiten Viskoelastizitat, welches auf die hier entwickelten
Gleichungen zuriickgreift.

4.4 Viskoelastizitat

In der Theorie viskoelastischer Materialien wird der Spannungszustand entweder mit Hilfe von
Funktionalen in Form von Integralgleichungen oder unter Verwendung von gewoéhnlichen Dif-
ferentialgleichungen zur Beschreibung von sogenannten Inneren Variablen bestimmt.*! Wir be-
schranken uns hier auf die Theorie der Inneren Variablen. Danach ist der Spannungszustand, hier
reprasentiert durch den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor T, liber die Materialgleichungen

T =®(E,q) (4.146)
q=r(E,Qq) (4.147)

zu bestimmen, g € R". nq stellt die Anzahl der Inneren Variablen q dar, die durch gewdhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt werden. Die Inneren Variablen kdnnen in Form
von tensoriellen, vektoriellen oder skalaren GrolRen formuliert werden. Wir stellen sie daher in
Gestalt eines Tupels g € R"e dar. Die Evolutionsgleichungen der Inneren Variablen (4.147) die-
nen dazu, die Materialantwort (4.146) zu beeinflussen, so dal® der Einflul} der Prozel3geschichte
auf die Materialantwort berticksichtigt wird und die wichtigsten phdnomenologischen Beobach-
tungen wiedergegeben werden kdnnen. Dabei wére es wiinschenswert, da3 die Evolutionsglei-
chungen bzw. die Inneren Variablen eine physikalisch Bedeutung hdtten. Eine mikromechanische
Motivation erweist sich jedoch in vielen Féllen als sehr schwierig. Wir beschrédnken uns daher
auf eine rein phdnomenologische Theorie.

Folgende Eigenschaften definieren ein Modell der Viskoelastizitdt: Zu jedem Verzerrungszu-
stand existiert genau eine Gleichgewichtslosung (q = 0), wonach gemaR Gl.(4.147) das nichtli-
neare Gleichungssystem O = r(E, q) resultiert. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen stellen
nahe der Losung die Inneren Variablen g Funktionen der Verzerrungen dar, ¢ = q(E). Diese
Losungen werden als Gleichgewichtsldsungen bezeichnet. Des weiteren missen die Differenti-
algleichungen die Eigenschaft der asymptotischen Stabilitdt fiir einen konstanten Verzerrungs-
zustand erfillen, d.h. fir E, = const. und beliebigen Anfangsbedingungen q(t,) = q, muR die
Losung der gewohnlichen Differentialgleichungen q(¢) = r(Eq, q) fiir t — oo gegen diese
Gleichgewichtslosung konvergieren, lim; .., q(t) = q(Eg). Den zu der Gleichgewichtslosung
q(Ey) zugehdrigen Spannungszustand bezeichnet man als Gleichgewichtsspannung

Teq = Peq(E) = $q(E, §(E)). (4.148)

Der gesamte Spannungszustand T wird zur Modellierung aus zwei Anteilen zusammengesetzt,
namlich den Gleichgewichtsspannungen T, und weiteren Spannungen, den sogenannten Uber-
spannungen T, die das inelastische bzw. viskose Materialverhalten beschreiben:

T — Teq + TOV (4.149)

41Siehe COLEMAN & GURTIN [32], HAUPT [74, Ch.10].
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Die Uberspannungen berechnen sich dann, siehe Gl.(4.146), (4.148) und (4.149), aus einer Ma-
terialgleichung der Form

TOv = (I)OV(Ea q)7 (4150)

die im Gleichgewichtszustand g verschwinden missen, ®,(E, q) = 0.

Aufbauend auf den Arbeiten von LUBLINER [108], LION [103] sowie HAUPT & SEDLAN
[76], siehe auch HAUPT [74, Ch. 10.2.2-10.2.3], konstruieren wir im folgenden ein Modell der fi-
niten Viskoelastizitét, welches die Funktionen ®.4, ®,, und r konkretisiert. Wie in der Einleitung
dieses Kapitels bereits erwahnt wird, beinhaltet das Modell folgende Annahmen:

1. Das Material weist in dem untersuchten Deformationsbereich nahezu inkompressibles Ma-
terialverhalten auf und ist isotrop. Der hydrostatische Spannungszustand entsteht aus rein
elastischen Deformationen.

2. Die untersuchten Deformationen sind endlich, so daR eine vollstdndig geometrisch nicht-
lineare Theorie herangezogen werden muf.

3. Das untersuchte Material zeigt nichtlineare geschwindigkeitsabhédngige Phdnomene. Eine
maogliche Gleichgewichtshysterese sei derart klein, dal? diese vernachldssigt werden kann
und wir eine Theorie der Viskoelastizitdt heranziehen kdnnen, d.h. die Gleichgewichts-
spannungen berechnen sich aus einer Elastizitdtsbeziehung, siehe Gl.(4.148).

4. Spezielle Effekte, wie zum Beispiel der Mullins-Effekt, werden nicht betrachtet.
5. Es werden isotherme Prozesse untersucht.

Zur Entwicklung der Grundstruktur geeigneter Materialgleichungen wahlt man zunéchst ein
sogenanntes rheologisches Ersatzmodell, welches aus einer Struktur von elastischen Feder- und
viskosen Dampferelementen besteht. In, zum Beispiel, HAUPT & SEDLAN [76] entspricht dies
der Parallelschaltung von mehreren Maxwell-Elementen®? und einem dazu parallelgeschalteten
Federelement. Den Dampferelementen ordnet man Viskositdten und den Federelementen eine
Forménderungsenergie zu. Dabei entspricht die Gleichgewichtsspannung dem Spannungszu-
stand der einzelnen Feder und die Uberspannungen resultieren aus der Summe der Teiliiberspan-
nungen der Maxwell-Elemente. In Abb. 4.4 ist beispielhaft ein 3-Parameter Modell aufgefiihrt,

o NN 0 <— o
B — —
AN -]

Oov
e B
19

Abbildung 4.4: 3-Parametermodell der Viskoelastizitit

welches fir nqy, = 1 die diskutierten GroRen verbildlicht.

42Ein Maxwell-Element entspricht der Hintereinanderschaltung einer Feder und eines Dampfers.
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Bezogen auf die Grofien der Momentankonfiguration resultieren aus GI.(4.149) die Cauchy-
Spannungen
T — Teq + Tov. (4.151)

Wir werden bei dem verwendeten Modell erkennen, daf lediglich der deviatorische Anteil der
Uberspannungen durch Materialgleichungen bestimmt ist, d.h. die deviatorischen Uberspannun-
gen resultieren aus der Summe der in den Maxwell-Elementen vorliegenden Teilliberspannungen

Toy = Toy = > Thy. (4.152)
k=1

Ein Kugelanteil der Uberspannungen ist nicht definiert, was der Annahme 1 entspricht und aus
der nachfolgend gewdahlten Forménderungsenergie resultiert, siehe Abschnitt 4.4.1. Wir haben
demnach n, + 1 Federn und n,, Ddmpfungselemente. Die Letzteren beschreiben die geschwin-
digkeitsabhéngigen Effekte des Materials. Den Federn wird jeweils eine Formanderungsenergie
zugeordnet, die von der zugehdrigen Deformation abhangt. Wir wéhlen

U(J,C,Cet, .- . Ceng,) = U(J) + weq(C) + Y _ woy(Ce), (4.153)
k=1

wobei fir die Volumendehnung, représentiert durch J = det F, ein Anteil U(J) zugewiesen
wird. Die Forménderungsenergie weq hdngt vom volumenerhaltenden Anteil der Deformation
mittels unimodularem Rechten Cauchy-Green Tensor C, siehe GI.(3.44), und die Formande-
rungsenergien wo = woy(Cex) in den Federn der Maxwell-Elemente von den elastischen vo-
lumenerhaltenden Deformationen Ce;, dargestellt durch den unimodularen elastischen Rechten
Cauchy-Green Tensor (3.70); ab. Die Kugelspannungen resultieren dann lediglich aus einer ge-
schwindigkeitsunabhdngigen Formulierung basierend auf volumendndernden Deformation, was
im kommenden Abschnitt offensichtlich wird.

4.4.1 Thermodynamisch konsistente Materialgleichungen

In diesem Abschnitt sollen — auch wenn alle Prozesse als isotherm vorausgesetzt werden — ther-
modynamisch konsistente Materialgleichungen motiviert werden. Diese missen der Entropieun-
gleichung (3.83) bzw. (3.90) geniigen, welche sich im Rahmen von isothermen Betrachtungen
(0 =0,5=0,gs =0, s = 0) auf die Bedingung

97:—¢+1T-D:—¢+iT.E20 (4.154)
P PR

vereinfacht. Hierbei haben sich zwei Vorgehensweisen fiir den Nachweis der Erfiillung der Dis-
sipationsungleichungen (4.154) herauskristallisiert. In der ersten Art werden zunédchst Materi-
algleichungen formuliert und anschlieRend deren Erfullung von Bedingung (4.154) Uberpruft.
In der anderen Vorgehensweise wird zu dem rheologischen Ersatzmodell eine Forménderungs-
energie formuliert und nachgeprift, welche Struktur mogliche Evolutionsgleichungen fiir Innere
Variablen haben sollten, um die Dissipationsungleichung (4.154) zu erftillen. Wir schlie3en uns
hier dem zweiten Konzept in Analogie zu HAUPT & SEDLAN [76] bzw. SEDLAN [146] an, be-
trachten hingegen die Auswirkung der Zerlegungen (3.40) und (3.67) in volumenerhaltende und
-dndernde sowie elastische und inelastische Anteile.
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Das Einsetzen der Aufspaltung der Spannungen (4.151) sowie der Formanderungsenergie
(4.153) liefert die Ungleichung

1 1 . d oA d

“Te D+ -Toy - D—U'(J)J — d“éq Nop dg"v

—_—— L,_/ (©) T k=1 ek
@ ) d

- Cer > 0, (4.155)

(e)

in welcher die einzelnen Terme umformuliert werden missen, um eine geeignete Darstellung
mdoglicher thermomechanisch konsistenter Materialgleichungen zu erlangen. Zunéchst gilt fur
Term (a)

1 1 1
;Teq D= 3—/)(“" Teq)(tr D) + ;Téé -DP. (4.156)

A
Term (b) erfordert den Zusammenhang T' = FZ DF; sowie die Einfihrung der Spannungsten-
soren der Zwischenkonfigurationen

Tove = JF Toun Fo,. (4.157)

woraus mit Beziehung (3.85)

1 1] X A
_ 2t Z Tox | D= — ZTM .T (4.158)
P PR 1

resultiert.
Term (c) liefert mit G1.(3.15) den einfachen Zusammenhang

U'(J)J = JU'(J)(tr D). (4.159)

Mit Hilfe von C = 2E = 2FTDF erhalten wir zunéchst fiir Term (d)

dweq dweq
— . C=2F—F' .- D.
dC © dC

Wegen der speziellen Abhangigkeit weq(C(C)) berechnet sich analog zu den GlIn.(4.70)-(4.82)

pllapr _ (gdin)” (4.160)
ac =~ dB ) ’ '
womit sich fur Term (d)
dweq —dweg p D
— . C= B— -D 4,161
dC ( dB ) ( )
ergibt. . .
Fir den Term (e) benotigen wir die Beziehungen Ceg, = 2T, mit T, = %(Cek — 1), siehe

A AN A A
auch Abschnitt 3.2.2 Abb. 3.5-3.7, ', = I'ey + I'yx bzw. I' = T'g, + 'y, womit fur Iy, =

T, + LI Ty, + Ty, Ly, das Skalarprodukt

dwey dwey dwey dwoy
Ca.=2——— T =2 Ty —2 .
dCer & “dCe ~ " “dCq " “dCy

YN
(rvk — LIy — rvkka) (4.162)
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folgt.
Der Zusammenbau der Beziehungen (4.156), (4.158), (4.159), (4.161) und (4.162) fuhrt
schlieBlich auf die Ungleichung

1 1_p _dweg\"\ ~p
(5(@ Teq) — JU’(J)) trD + <;Teq —2 (B = DV

/1 dw
+ E (_Tovk Qdcov) Fk + E TOVk; I‘ek + ka) (Fek + ka)ka) +
1 \PR ek
TNov dwov (A . )
+ 2 E |y — LTy — Ty L =
et dcek vk vkt vk vkLivk

1 1., —dweg\” b
dwov dwov T
+ Z 7'ovk dC . Fk + Z 7'ovk Tk : (karvk + kaka) +
e e

dw -
-+ 2 Z Wz: : ka + ; %Tovk : (Lgkrek + Fekka) Z O- (4163)

Zur Erfillung dieser Ungleichung definiert man mit den tblichen Argumenten zundchst die fol-
genden Materialgleichungen

tr Teq = 3pJU'(J) = 3prU"(J), (4.164)
dweg \ ©
Ta=2p(B —eq> , 4.165
eq — 4P < 1B ( )
dw
Toue =2pr g k=T (4.166)

Fur die verbleibende Restungleichung, letzte Zeile in Beziehung (4.163), nutzen wir Beziehung

yAN
(4.166), 'y, = %(ka + LTI ) sowie die Eigenschaft der Isotropie aus und erhalten

el dwy, 2 1 1 &
Z (2dcov Dy + — (TOVk;Fek : L\?k + 1—‘el’ﬂ'ovlg : ka)) = Z(I + 2Pek)70vk ka > 0.
—1 ek PR PR

(4.167)

Bei einer Proportionalitat

A
Ly ~ CerTovs, k=1,...,no (4.168)

wadre demnach die Dissipationsungleichung (4.154) bzw. (4.155) im Sinne hinreichender Bedin-
gungen erfillt. Wir wéhlen daher Evolutionsgleichungen fiir die Inneren Variablen der viskosen
Dehnungen mit einem skalaren, positiven Proportionalitatsfaktor 1 /7y,
A 1
k
waobei 7, auch als Viskositatsparameter und die gesamte Gleichung auch als FlieRregel bezeich-
net wird. Sie beschreibt die Entwicklung der inelastischen Verzerrungen. Eine Verallgemeine-
rung der Entwicklung der inelastischen Verzerrungen kann dadurch erreicht werden, dal3 die
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Viskositidt eine Funktion eines sinnvollen Spannungs- oder Verzerrungsmales bzw. selbst wieder
durch weitere Innere Variable beeinfluf3t wird. Dabei muf lediglich die Positivitdt gewdhrleistet
werden, um ein thermodynamisch konsistentes Materialmodell zu behalten.

Wegen der speziellen Abhdngigkeit der Forménderungsenergie wqy, (Cex(Cex)) erhalten wir
analog zu (4.70)-(4.71)

dwov(Cek:(Cek)) l dwey

= (detCe;)'/? |ZT — -C,! ® Cep| =~ 4.170
dCek (e ek) |: 3 ek X ek:| dCek ( )
und damit die Uberspannungen
Tour = 2pr— g — = 20r(0etCo) | T = 2Cyl @ O da:: = (4171)
1 (= dwy P
= 2prC! (Cekd@k) , (4.172)
bzw. die Flieliregeln
A 2R dwey 2pr (— d’LUov)D
r, — R = IR T v ) 4.173
vk e ek dCek T ek dCek ( )

VAN
Aufgrund der speziellen Abhdngigkeit der Formanderungsenergie w,, stellt Iy, ein Deviator dar,
so daR die Zwischenkonfiguration demnach isochor ist, det F,;, = 1, woraus F,;, = F,;, folgt.
Zwecks einer allgemeinen Darstellung und der Erfassung der Abhéngigkeit der Spannungen
der Referenz- und der Momentankonfiguration von den auftretenden kinematischen und Inneren
Variablen, transformieren wir die Uberspannungen zunichst zuriick auf die Referenzkonfigura-
tion. Mit

[F, @ F,;l]"™ [I - %Cek} ® Cek] = [I - %C‘l ® C} [F, @ F,;l]"™ (4.174)
folgt fur die k—te Teiluberspannung
Tour = [Fy @ F3 1™ Tous = Fyl ronFyl = (4.175)
— 2r (ditc(;k) - [I - %Cl ® c} [FloF,]"™ j%‘;k (4.176)
Aufgrund der Isotropie der Forménderungsenergie wq, gilt
[F;,j ® Fvﬂ e S%ZZ - d(g:’gvé)évkl. (4.177)

Um dies zu zeigen, stellen wir dw,, /dCq als isotrope Tensorfunktion dar, verwenden die Bezie-
hung Cey, = F,, CF,, und klammem anschlieRend C,, wieder aus:

——1dwey ——T
ka f:;ka =
——T

—1 — —2 —
=F (I + aaCq + a3Cy )F, =

——1} Tos dwey

—=—1
[ka ® ka f
ek

——1

a1+ ;G T + 05(C, C)?) T,
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Die o; = ai(léek, I, Illéek) stellen wiederum Funktionen der Hauptinvarianten von C,;, dar,
g, = tr Cet = tr (Cy, C),
1 — \9 —2 1 T ——1=9
s, = 5 ((tr Cer)” — tr Cek> =3 ((tr C,.C)—tr(C,C) ) ,
lllg, = det Ce = det(C,;, C).

Mit diesen Relationen wird dann Beziehung (4.177) ersichtlich. Fir die Spannungen (4.176)
resultiert schliel3lich

T 2pr | dwey =-1
Tovk = 75— ~773 |:I --C'® C} (_71_C\,k> s (4.178)
(det C)1/3 3 d(C,.C)

da in diesem Fall Cex durch Cvk C ersetzt werden kann. Wir erhalten somit fiir die Gesamtspan-
nungen T = Teq + S4%, Tovi die Elastizitdtsbeziehung der Gestalt

T =®(C,Cy,...,Cun) (4.179)
mit

& = ppV/det C U’ (\/det C) et

2pR 1 -1 :| dweq oo dwov ——1
+——7m |2 -zC " C| | = + ——C . (4.180
(det G2 l 3 ( i© ' Zage ) 4

Die Inneren Variablen C,,, in G1.(4.179) bestimmen sich mit Hilfe der Riicktransformation C,, =

AN .
2F T\, Fy;. aus Abb. 3.7 und den Uberspannungen (4.175) gemaR einer Evolutionsgleichung

Cy, = 1(C, Cy1, ..., Cyny,) (4.181)

mit 9
; = —CTouCus. (4.182)

Mk

Da in einigen Literaturstellen die Darstellung mit Grélien der Momentankonfiguration préfe-
riert wird, erhalten wir auf analoge Art und Weise die allgemeine Darstellung der Cauchy-
Spannungen

T =®(B,Be,...,Be,) (4.183)
mit
20n (e dwgy \

& = pRl’ <\/det B) =D Ba 4.184
& Vet B Z  Bur (4.184)

und die Evolutionsgleichungen fur die elastischen Linken Cauchy-Green Tensoren

v dppe [ duw—= " Apr (dun= \ =
B = — 2By ( o Bek) — R ( o Bek) By (4.185)
M dBeg M \ dBey
v A .

mit Be, = —2F. T FL = Bep — LBe, — B LT, Prinzipiell kann die Viskositét 7, > 0

in den hier verwendeten thermodynamisch konsistenten Materialgleichungen noch von der De-
formation selbst, den Deformationsgeschwindigkeiten, den viskosen Dehnungen und weiteren
Inneren Variablen § abhéngen, 7;,(C, C, Cyy, ..., Cyn,,, q) bzw. (B, D, Bey, . . ., Beny,, q).2
Wir gehen jedoch hier nicht weiter darauf ein.

43Sjehe Abschnitt 4.4.2 und die darin zitierte Literatur.
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4.4.2 Ein Modell der finiten Viskoelastizitat

Aufbauend auf den vorherigen Erkenntnissen missen die Materialgleichungen (4.164)-(4.166)
sowie (4.169), im speziellen die Formanderungsenergien U, weq Und we, und der Proportiona-
litatsfaktor 7 den speziellen experimentellen Beobachtungen angepafit werden. Der Anteil U (.J)
wird bei der spater verwendeten Finiten-Elemente Formulierung vorwiegend aufgrund von nu-
merischen Gesichtspunkten gewahlt, siehe GI.(4.134) bzw. Abschnitt 4.3.1.* Fiir den Anteil der
spezifischen Forméanderungsenergie weq verwenden wir die Form weq(lg, llg) = w(lg, llg) aus
G1.(4.50). Wir erhalten dann die in Tab. 4.6 bzw. 4.7 abgebildeten Darstellungen. Analog zu den
\orschldgen von LION [103], HAUPT & SEDLAN [76] und REESE & GOVINDJEE [138] wahlen
wir ein Modell vom Neo-Hooke Typ fiir die Teilliberspannungen

Wovk = wov(éek;) = ch(léek - 3)' (4.186)
Nach GI.(4.172) gilt dann
_1-~D
Tovi = 20r1kCo; Cep. (4.187)

Die Vortransformation auf die Momentankonfiguration berechnet sich mit GI.(4.157) sowie der
Einfuhrung der Spannungen vom Kirchhoff-Typ

Sovik = JToui, = FekTokag;g (4-188)
allgemein zu
—  dwgy p
Sovik = J Tovi = 2PR (BekT) s (4.189)
dBek:

siehe auch GI.(4.184), und fiir den Spezialfall der Forméanderungsenergie (4.186) zu
=D
Sovk = S = 2pr1t:Bey- (4.190)

Die Uberspannungsanteile der Cauchy-Spannungen représentieren damit immer einen deviato-
rischen Spannungszustand, so dal nur der gesamte deviatorische Spannungszustand durch ge-
schwindigkeitsabhdngige Materialeigenschaften bestimmt ist. Der Kugelanteil ist daher rein ela-
stisch. Die Darstellung mit GroRRen der Referenzkonfiguration ist in Tab. 4.6 wiedergegeben und
kann fur die Formanderungsenergie (4.186) mit Hilfe von GI.(4.180) berechnet werden.

Wir kommen noch auf die Viskositatsparameter bzw. -funktionen n; zu sprechen. Experi-
mentelle Beobachtungen legen es nahe, daB eine prozelRabhangige Viskositét sinnvoll ist. Hierzu
sind eine Reihe von Vorschlagen gemacht worden.* Wir wiéhlen eine Viskositét der Form

Nk = Mok eXp<_5kHCekToka), (4.203)

d.h. der Viskositatsparameter wird kleiner fiir groRer werdende Spannungen, was uber die Fliel3-
regel (4.169) mit der Abnahme der inelastischen Verzerrungszuwéchse verbunden ist. Die For-
mulierung mit GroRen der Momentankonfiguration liefert nach Definition (4.188) und der Aus-
nutzung der Isotropieeigenschaften Cex 7oy, = Tovi Cer, Siehe Elastizitdtsbeziehung (4.172),

HcekToka = \/CekTovk : CekTovk = \/CekTovlg : 7'ovkcek = HSoka = Hsg/k”

Mit GroRen der Referenzkonfiguration, To = F 1S, F~7, erhalten wir auch den Zusammen-
hang .
|CerTovill = |Sovkll = [[CToux]|- (4.204)
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Tabelle 4.6: Materialmodell, ausgedriickt mit GréRen der Referenzkonfiguration

(1) 2-te Piola-Kirchhoff Spannungen

T = JprU'(J)C' + T + Toy (4.191)
K
U'J) = E(J4 —J7% (4.192)

(2) Gleichgewichtsspannungen

T = oI+ ¢,C+pC (4.193)
o1 = 2pr(det C)™V3 (wy 4+ wylg) (4.194)
03 = —2pr(det C)™1/3 w, (4.195)

2
Y3 = —ng(det C) 3 (wylg + 2uslls) (4.196)
)
w = 67“;’: = c10 + 3eso(lg — 3)° (4.197)
ow
Wy = a“: = (o1 (4198)

(3) Uberspannungen

Too = > Tow (4.199)
k=1

- (det Cyp)'® [ ., 1 o
Tox = 2pRMkW Cvkl—g(c'cvkl)c 1 (4.200)

: Aprpux (det Cyp)'/? 1 -1
Cu = CcC-——-(C-C,.)C 4.201
vk T (det C)1/3 3( vk ) Vk ( )

M = Mroexp <_5k\/ CTovaoka) (4.202)

Die Materialgleichungen sind in Tab. 4.6 mit Grof3en der Referenzkonfiguration und in Tab. 4.7
mit GrolRen der Momentankonfiguration dargestellt und haben folgende zu bestimmenden Ma-
terialparameter: Der Kompressionsmodul K wird gemal? numerischen Gesichtspunkten fiktiv
gewahlt. Die Durchfiihrung von sehr langsamen monotonen Belastungsprozessen bzw. Bela-
stungsprozessen mit eingefiigten Haltezeiten ausreichender Dauer fiihren auf die Gleichgewichts-
spannungen, so dal aus diesen Versuchen die drei Materialparameter ¢y, co; und c3o bestimmt
werden konnen (siehe hierzu HAUPT & SEDLAN [76] und HARTMANN [66]). Nachdem die-
se Materialparameter bestimmt worden sind, mussen Versuche mit unterschiedlichen Prozef3ge-
schwindigkeiten sowie Kriech- und (oder) Relaxationsversuche zur Bestimmung der Material-

#MeRtechnisch ist das schwach kompressible Verhalten des betrachteten Werkstoffs nur sehr schwer zugénglich.
45Siehe zum Beispiel LION [103, 104, 106], HAUPT & SEDLAN [76] bzw. SEDLAN [146] und die dort zitierte
Literatur.
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Tabelle 4.7: Materialmodell, ausgedriickt mit GréRen der Momentankonfiguration

(1) Cauchy Spannungen
T = prU'(J)I+SE + Sov (4.205)
K
UJ) = E(J4—J—6) (4.206)
(2) Gleichgewichtsspannungen
SL = (I+¢»B+¢:B B (4.207)
¢ = 2pr(wy + woly) (4.208)
P2 = —2prwy (4.209)
2
0
wp, = Weg = C10 -+ 3630(|§ - 3)2 (4211)
g
ow
wy = 6”2 = ¢ (4.212)
(3) Uberspannungen
Sov = Z Sovk (4-213)
k=1
Souk = 2prusBa, (4.214)
v 4 D
By, = - p;k’”"“ BL, Ba (4.215)
M = Mo €xXP(—5k||Sovk|) (4.216)
parameter rix, Mok, Sk, K = 1,...,ney, herangezogen werden. Eine Vorgehensweise unter Her-

anziehung einer nichtlinearen Optimierungsstrategie zeigt SEDLAN [146] ausfihrlich an Zug-,
Torsions- sowie kombinierten Zug-Torsionsexperimenten.
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Kapitel 5
Numerische Losung des ARWP

Die Berechnung von Bauteilen oder Strukturen erfordert die Herleitung von numerischen Ver-
fahren, die auf den Bilanzgleichungen der Tabellen 3.2 bzw. 3.3 unter Beriicksichtigung der
verwendeten Materialgleichungen aufbauen. Bei isothermen Prozessen von Festkdrpern benoti-
gen wir lediglich die Auswertung der lokalen Impulsbilanz (3.86) bzw. (3.79). Die Massenbilanz
wird in der Festkdrpermechanik dadurch berticksichtigt, daR das Kontrollvolumen mit dem des
materiellen Kdrpers tibereinstimmt und keine Massenfliisse tiber die Oberfléche stattfinden. Die
verwendeten Materialgleichungen werden derart formuliert, daf die Drehimpulsbilanz befrie-
digt wird. Des weiteren fiihrt die Annahme von isothermen Prozessen sowie die in Abschnitt
4.4.1 verwendeten Materialgleichungen zur Erfullung der Energie- und Entropiebilanz bzw. -
ungleichung. Eine weitere Beschrankung liegt in der Annahme quasistatischer Prozesse. Damit
ist gemeint, daR die Beschleunigungsterme in der Impulsbilanz (3.86) bzw. (3.79) vernachldssigt
werden, die Impulsbilanz jedoch weiterhin tGber die Spannungen (Materialgleichungen) und die
dullere Belastung zeitlich abhdngige partielle Differentialgleichungen darstellen. Wir haben da-
her die lokale Impulsbilanz (hier ausgedriickt durch den 2-ten Piola-Kirchhoff Tensor T)

Div (F(X,)T(X, 1)) + pr(X)k =0 (5.1)

in jedem Punkt des untersuchten Gebietes und zu jedem Zeitpunkt zu befriedigen. Zusatzlich
miissen geometrische und dynamische Randbedingungen erfiillt werden, um die gesuchte Bewe-
gung &, (X, ¢) zu bestimmen. Zur Vervollstandigung der Gleichungen verwendet man die den
Spannungszustand T bestimmenden Materialgleichungen, die in dieser Arbeit die Struktur

T(X,t) = ®(C(X,1),q(X,t)) (5.2)
4(X, 1) = F(C(X,1),q(X, 1)) (5.3)

innehaben, siehe GIn.(4.179) und (4.181), und den Anfangsbedingungen q()?,to) = qo()?)
geniigen miissen. Zusatzlich haben wir die Anfangsbedingung fiir die Bewegung @,, (X, t) bzw.
fiir das Verschiebungsfeld (X, ) = @(X) = 0 zu erfiillen, siehe Abb. 3.1.1 Die Struktur der
Gleichungen (5.2) und (5.3) haben eine Vielzahl von Materialmodellen, bei denen die Spannun-
gen durch eine Elastizitatsbeziehung und von weiteren Inneren Variablen q()?, t) abhéngen, die
wiederum durch Evolutionsgleichungen, also gewdhnlichen Differentialgleichungen 1-ter Ord-
nung, definiert sind. Dabei ist offensichtlich, daB die Bewegung ®,, (X, ¢) bzw. das Verschie-
bungsfeld @(X, ) und die Inneren Variablen q(X,t) die gesuchten GroRen reprasentieren. Der

1wir gehen in dieser Arbeit davon aus, daR die Bezugskonfiguration deformations- und eigenspannungsfrei ist.
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Spannungszustand T stellt gemaR Gl.(5.2) eine von der Deformation und den Inneren Variablen
abhédngige Grol3e dar. Nun gibt es in der Literatur eine Vielzahl von Materialmodellen (5.2) und
(5.3), die eine sehr grof’e Komplexitat haben kdnnen. Zum Beispiel konnen Materialgleichun-
gen aufgrund von eingefiihrten Fallunterscheidungen zu Spannungsverldufen fuhren, die nicht
stetig differenzierbar in der Zeit ¢ sind. Im Falle von Materialmodellen der Elastoplastizitat mit
Flieflache entwickeln sich die Inneren Variablen zusétzlich erst bei Erflillung der Belastungs-
bedingung und es liegen dann zur Bestimmung der Inneren Variablen g nicht nur gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung vor, sondern Algebro-Differentialgleichungen der Form

Ag-r(C,q)=0 (5.4)

mit der singuldren Matrix A, die dort die Struktur

|
. ] (5.5)

innehat.? Die algebraische Gleichung reprasentiert die FlieRbedingung. Bei elastischer Be- oder
Entlastung ist r = 0, was zur Nichtglattheit der Losung filhrt. Im Falle der Viskoelastizitét, siehe
GL.(5.3), ist A = 1, so dal3 Gl.(5.4) ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1-ter
Ordnung darstellt. Die prinzipielle Vorgehensweise solcher Gleichungen bleibt jedoch von der
konkreten Interpretation unbeeinfluf3t.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der numerischen Losung der Gleichungen (5.1)
sowie (5.2) und (5.3) unter Verwendung der Methode der finiten Elemente. Die hier verwen-
dete Methodik verbindet die traditionelle Vorgehensweise in den Ingenieurwissenschaften zur
Losung quasistatischer nichtlinearer Finite-Elemente Berechnungen unter Anwendung von Ma-
terialmodellen vom Evolutionsgleichungstyp mit Verfahren der Numerischen Mathematik, die in
den Abschnitten 2.3.1 und 2.4 aufgefiihrt sind.® Zur Verdeutlichung gehen wir dabei zunachst
von der Problemklasse kleiner Verzerrungen aus, um dies anschlieBend auf finite Deformationen
zu verallgemeinern. Insbesondere die Betrachtung gemischter Elementformulierungen soll unter-
sucht werden. Als Beispiel wéhlen wir eine Verschiebungs-, Druck- und Volumendehnungsfor-
mulierung. AbschlieBend betrachten wir die Spannungsberechnung (Integrationsschritt fur den
differentiellen Anteil des vorliegenden DAE-Systems) sowie die Berechnung des Tangentenope-
rators im Sinne des Multilevel-Newton Verfahrens aus Abschnitt 2.4.2.

A=

5.1 Variationsprinzipien

In diesem Abschnitt skizzieren wir die Losung der gekoppelten partiellen und gewdéhnlichen Dif-
ferentialgleichungen (5.1) und (5.3) im Rahmen der Methode der finiten Elemente. Hierzu leitet
man zun&chst die Variationsgleichung (schwache Formulierung, Prinzip der virtuellen Verschie-
bung) her, was je nach Anwendung auf zwei verschiedene Arten geschehen kann. Bei der einen
Maoglichkeit geht man von der partiellen Differentialgleichung (5.1) aus und multipliziert diese
mit Testfunktionen (bzw. bei der hier vorgestellten Problemstellung den virtuellen Verschiebun-
gen), integriert Uber das Volumen (Gebiet) und wendet den Gaulischen Integralsatz an. Diese
Maoglichkeit ist relativ beschrénkt, d.h. man hat keine wesentlichen Variationsmoglichkeiten ei-
ner resultierenden Elementformulierung. Bei der anderen Vorgehensweise formuliert man eine

2Siehe Anmerkung 2.2 auf Seite 34 bzw. ELLSIEPEN & HARTMANN [46].
3Siehe hierzu auch ELLSIEPEN [45], ELLSIEPEN & HARTMANN [46], HARTMANN [62, 63, 64, 67, 68]. Weitere
Abhandlungen sind auch in KIRCHNER & SIMEON [96] und SCHERF [144] gegeben.
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Funktionalgleichung (Energiefunktional) in Abhdngigkeit von speziellen Variablen, welches sta-
tiondr werden soll. Die Bildung des totalen Differentials, welches im Falle der Stationaritét ver-
schwinden muf, liefert dann die schwache Formulierung. Hierauf aufbauend kniipft eine speziel-
le Elementformulierung an. Formal mu3 man dann noch zeigen, daf aus der Variationsgleichung
die partielle Differentialgleichung (5.1) (Euler-Lagrange Gleichungen) und weitere Nebenbedin-
gungen sowie die natiirlichen Randbedingungen resultieren. Diese zweite Vorgehensweise dient
lediglich zur Herleitung der Variationsgleichung und einer daraus entstehenden Elementformu-
lierung, da im allgemeinen kein Extremalprinzip (Funktionalgleichung) existiert.

Die einfachste Variationsgleichung stellt das Prinzip der virtuellen Verschiebung dar, wel-
ches wir im folgenden im Falle kleiner und groRer Deformationen angeben. Dies dient zum
prinzipiellen Erkennen der hier vorgestellten Diskretisierungsprozedur. Am Beispiel eines spezi-
ellen gemischten Ansatzes wird die zweite Vorgehensweise ebenfalls diskutiert, die vornehmlich
\orteile zur Berlicksichtigung des hier diskutierten schwach kompressiblen Materialverhaltens
mit sich bringt. Des weiteren wird hier ein spezielles Augenmerk auf die Fragestellung der Ver-
schiebungssteuerung gerichtet, da dies im allgemeinen in den Darstellungen der Lehrbiicher tiber
nichtlineare Finite-Elemente auBer Acht gelassen wird. Insbesondere die klare Darstellung von
bekannten und unbekannten Grofen wird angestrebt und auf den Zusammenhang zur Berech-
nung der Reaktionskréfte (Lagerkrafte) eingegangen.

5.1.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen bei kleinen Deformationen

Wir gehen zuné&chst von der Gleichgewichtsbedingung
div T(Z,t) 4 p(@)k = 0 (5.6)

fur kleine Deformationen aus, d.h. wir treffen keine Unterscheidung zwischen Koordinaten der
Referenz- und der Momentankonfiguration sowie der Spannungstensoren und der Dichte p.* Ver-
gleiche hierzu Abschnitt 3.3. Auch seien die durchgefiihrten Prozesse quasistatisch, so dal} keine
Beschleunigungsterme eingehen. Die meisten Materialmodelle zur Beschreibung inelastischer
Materialien beruhen auf einer Elastizitatsbeziehung

T =h(E,q), (5.7)

welche von dem linearisierten Greenschen Verzerrungstensor E = (grad i+grad T@) bzw. dem
Verschiebungsfeld «(z, ¢t) und von Inneren Variablen ¢;(%,t), i = 1,...,nq, abhdngen. Diese
sind ublicherweise skalar- oder tensorwertig und lokal als gewdhnliche Differentialgleichungen
oder als Algebro-Differentialgleichungen definiert,

Agq —r(E,q) =0, (5.8)

mit den Anfangsbedingungen q(z, o) = q,(Z), siehe auch GIn.(5.1)-(5.3).

Die numerische Losung des Anfangsrandwertproblems (5.6)-(5.8) zur Berechnung des Ver-
schiebungsfeldes (%, t) € V? und der Inneren Variablen ¢;(Z,¢), i = 1, ..., nq, erfolgt im Rah-
men der nichtlinearen Finite-Elemente Methode folgendermafen: Aquwalent zur Gleichgewichts-
bedingung (5.6) formuliert man die Variationsgleichung, im einfachsten Fall das Prinzip der

“4Fiir technische Anwendungen auf der Erde ist k die Erdbeschleunigung und wird als zeit- und ortsunabhéngig
angenommen.
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virtuellen Verschiebungen, welches von dem Verschiebungsvektor (%, t), den virtuellen Ver-
schiebungen §4(Z) und den Inneren Variablen g (7, ¢) € R abhangt.> Wir betrachten zunéchst
die geometrischen (wesentliche bzw. Dirichlet Randbedingungen) sowie die dynamischen Rand-
bedingungen (natirliche bzw. Neumann Randbedingungen) und zerlegen fiir jede Koordinaten-
richtung d, d = 1,2, 3, die gesamte Oberfldche des materiellen Korpers in einen Anteil A,,, —
die geometrische Randbedingung mit der Verschiebungskomponente uy(Z,t) = u(Z,t) - €; =
uq(z,t) ist fur ¥ € A,, gegeben — und die Ubrige Oberflache A,, — die dynamischen Rand-
bedingungen mit der Oberflachenspannung t,(7,t) = #(Z,t) - €; = T - €; = t4(7,t) sind auf
T € Ay, gegeben.® €, ist der Einheitsvektor in Richtung d und 77 der Normaleneinheitsvektor auf
der Oberflache. Die Teiloberflachen haben den Zusammenhang

A=A, UA,, A, NA, =0 d=123 (5.9)

Auf dem Gebiet A4,,, ist demnach die Verschiebungskomponente u,(Z, ¢) und auf der Oberfléche
Ay, ist hingegen die Oberflachenspannung ¢,(Z, t) gegeben.

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen erhdlt man nun durch Multiplikation von GI.(5.6)
mit den virtuellen Verschiebungen ¢4 (), mit der Eigenschaft duy(7) = 0 auf A,,,” Integration
uber das Volumen des materiellen Korpers und Anwendung des GaulRschen Integralsatzes

ﬂ(t,ﬁ,éﬁ,q)E/5E~h(E(ﬁ),q) dV—/(SﬁpEdV—/(SﬁfdAzO (5.10)
\% — 1% A

Der Tensor 0E = (grad 6@ + grad” o) stellt die virtuellen Verzerrungen dar. Wir erinnern
uns weiterhin, dal3 die Abhdngigkeit von q tber die Elastizitatsbeziehung (5.7) gegeben ist und
nehmen an, daR die Oberflachenkraftdichte ¢ nicht von der Deformation abhingt.®

Wir missen demnach GI.(5.10) sowie die Materialgleichungen der Inneren Variablen (5.8)
I6sen. Hierzu hat sich im Rahmen der Methode der finiten Elemente folgende Vorgehensweise
etabliert: Im ersten Schritt fuhrt man die Ortsdiskretisierung durch, womit die Einfiihrung von
Elementen (Teilgebiete), Ansatzfunktionen fir die Verschiebungen sowie virtuellen Verschiebun-
gen, die Koordinatentransformation der Elemente in Referenzelemente (Einfiihrung von lokalen
Koordinaten) sowie die Auswertung der in der Variationsgleichung (5.10) auftretenden Integra-
le gemeint ist. Hierbei entsteht aus der raumdiskretisierten Variationsgleichung ein System von
nichtlinearen Gleichungen in den Knotenverschiebungen, wobei die Abh&ngigkeit von den In-
neren Variablen erhalten bleibt. Bei genauer Betrachtung entsteht durch die Ortsdiskretisierung
ein System von Algebro-Differentialgleichungen, die wir im folgenden kurz als DAE-System
bezeichnen. Wir wenden dann fur den zweiten Schritt, der Zeitdiskretisierung, die in Abschnitt

5 Die virtuellen Verschiebungen werden iiblicherweise in der Literatur lediglich als Funktionen des Ortes ange-
nommen. Da die virtuellen Verschiebungen jedoch den homogenisierten geometrischen Randbedingungen geniigen
missen und sich diese im Laufe der ProzeRfiilhrung auch &ndern kdnnen, liegt eine bekannte Abhdngigkeit von der
Zeit t vor (i.a. stiickweise konstant). Die Zeit ¢ repréasentiert jedoch lediglich einen Parameter. Diese Abhéngig-
keit wird im folgenden nicht beriicksichtigt. Kontaktprobleme, bei denen die Zeitabhdngigkeit der Oberflache A,
unbekannt ist, werden in dieser Arbeit nicht behandelt.

Formal miiRte man auf gekrimmten Oberflachen auch Komponenten in Normalen- und Tangentialrichtung
zulassen und diese in die Betrachtungen mit einbeziehen. Dies wird hier aus Ubersichtlichkeitsgriinden fortgelassen.
Im Ubertragenen Sinne liegt dann eine Abhdngigkeit zwischen den Verschiebungskomponenten w4 vor, die dann
einer Nebenbedingung g(u1, ug, u3z) = 0 geniigen mussen.

Die Oberflchen A,,, und A, kénnen, wie dies schon bei den virtuellen Verschiebungen angedeutet wurde,
ebenfalls von der Zeit ¢ abhéngig sein, siehe FuRnote 5, S.106.

8Dies ist natiirlich prinzipiell moglich und tritt zum Beispiel bei Spannungszustinden auf, die normal auf die
Oberflache wirken, die sich natiirlich wéhrend der Belastung deformiert.
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2.3.1 eingefiihrten Verfahren zur Losung des DAE-Systems an, so daR die Struktur derzeitiger
FE-Programme erhalten bleibt. Diese Vorgehensweise der Trennung in Orts- und Zeitdiskreti-
sierung bezeichnet man im Rahmen von Verfahren zur Ldsung partieller Differentialgleichungen
als Linienmethode. Die Durchfiihrung der Ortsdiskretisierung mit anschliel3ender Zeitdiskreti-
sierung stellt dabei die vertikale Linienmethode dar.®

ANMERKUNG 5.1

Die Vorgehensweise der Trennung in Orts- und Zeitdiskretisierung wird zum Beispiel auch in der
Strukturdynamik (Annahme der linearen Elastizitédt und kleiner Deformationen) angewendet, bei
welcher man nach der Raumdiskretisierung zu einem System von gewéhnlichen Differentialglei-
chungen 2-ter Ordnung gelangt: Mu (t)+Ku(t) = p(t). Oder bei Lésung der Wérmeleitungsglei-
chung, die nach der Ortsdiskretisierung auf gewdhnliche Differentialgleichungen 1-ter Ordnung
fiihrt, Md (t) + Kd(t) = p(¢). Siehe hierzu auch HUGHES [85, S.421 und S.424]. Daher ist die
hier vorgestellte Methodik eine konsequente Weiterverfolgung der vertikalen Linienmethode auf
inelastische Problemstellungen. O

Im Sinne der Methode von Galerkin formulieren wir Ansatzfunktionen fiir die \Verschiebun-
gen und virtuellen Verschiebungen

Mnodes

ut(x,t) = > N;(X)u;(t) = Na(X) Ua(t), u"eR’ (5.11)
su”(x) = nniij(x) ou; = Na(x)du,,  ouleR? (5.12)

mit den Knotenverschiebungen u;(¢) € R?, den virtuellen Knotenverschiebungen su; € R? und
den Ansatzfunktionen N;(x) des Knotens j fiir j = 1, ... nnoges, fUr x € €2. Hierbei gehen wir da-
von aus, dal3 das urspriingliche Gebiet V' durch die Gebietsapproximation in €2 tibergeht. Analog
gilt fur die Oberfliche A — T'. Wir beschrdnken uns auf die Darstellung von dreidimensio-
nalen Kontinuumselementen. Die Anordnung in Spaltenmatrizen bzw. Matrizen fiihrt dann auf
die Matrix der Ansatzfunktionen N4(x) € R**"® den Gesamtvektor der Knotenverschiebungen
U,(t) € R™ und den Gesamtvektor der virtuellen Knotenverschiebungen du, € R"®'". Dabei ist
die Anzahl der Freiheitsgrade, ngof = 3 X nnodes, das Produkt aus der Anzahl der Knoten der
Struktur und der Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten — hier entspricht dies der Dimension.
0.b.d.A. stellt x € R? den Ortsvektor in kartesischen Koordinaten dar. Der Index a soll andeuten,
dal3 alle Verschiebungsfreiheitsgrade in dem Vektor u, bzw. du, enthalten sind.

Den Verschiebungs- und virtuellen Verschiebungsvektor missen wir noch (formal) in be-
kannte und unbekannte GroRen zerlegen bzw. partitionieren. u(t) € R™ stellen die unbekannten
und u(t) € R"™ die bekannten, vorgegebenen Knotenverschiebungen dar. n, ist die Anzahl der
unbekannten und n, die Anzahl der bekannten Knotenverschiebungen, ngot = ny + np. Dort wo
bekannte Knotenverschiebungen vorliegen, verschwinden die virtuellen Knotenverschiebungen,
ou = 0 & R". Die Ubrigen virtuellen Knotenverschiebungen du € R™ sind beliebig. Mit dieser

9Siehe zum Beispiel GROSSMANN & R0OSs [56, S.306].
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Aufteilung folgt fur den Ansatz (5.11) bzw. (5.12)

u”(x,t) = [N(x) N(x)] { gg; } = N(x)u(t) + N(x) u(t) (5.13)
~————
Na(x) W—ua(t)
N ou
su”(x) = [N(x) N(x)] { 5T =0 } = N(x) éu (5.14)

N A/_/
alx) dUa

Ua(t) = { ;8 } und Uy = { g; } = { 5; } (5.15)

Die Ansatzfunktionen N(x)u(¢) erfullen die homogenisierten geometrischen Randbedingungen
und die Funktionen N(x)t(t) die geometrischen Randbedingungen selbst. Aufbauend auf den
Verschiebungen u”(x, t) berechnen wir mit diesen Ansitzen den Verzerrungsvektor E"(x,t) =
Ba(X)ua(t), wobei B,(x) die globale Verzerrungs-Verschiebungsmatrix darstellt. Im Dreidimen-
si(;)lnalen liefert die Ausnutzung der Symmetrie, E = E7, einen Verzerrungsvektor der Dimension
E"e R,

mit

~~

E"={E}, E}y, Ef, 2B, 2B 2B} 7, (5.16)

sieche Anhang A.2.2, GI.(A.37). Mit der Aufspaltung (5.15); gilt Ba(x) = [B(x) B(x)] mit
B, € R®"w B ¢ R%™ ynd B € R®*", was zu der Aufteilung

E"(x,t) = B(x)u(t) + B(x)u(t) (5.17)
fuhrt. Fir die Approximation der virtuellen Verzerrungen JE folgt mit dem Ansatz (5.14) analog
SE"(x) = B(x)du (5.18)
mit E" € R,
Die Spannungen T"(x,t) = {T}", T}, T.k, T2, T2 .1 }T, werden ebenfalls in Spaltenform
notiert und sind tber die Elastizitatsbeziehung (5.7) definiert,
T"(x,t) = h(E"(x,1),0"(x,1)). (5.19)

Die Abhangigkeit der Inneren Variablen q”(x,t) von den raumlichen Koordinaten x resultiert
aus der Abhangigkeit von den Verzerrungen E”(x, t), die durch das Anfangswertproblem

AG"(x,1) = T(E"(x,1).9"(x,1)) =0,  q"(x,t0) = q5(x). (5.20)

gegeben ist. Hierbei hangt natiirlich die Verzerrung E" vom Verschiebungsfeld u " ab. Wenn wir
nunmehr die Anséatze (5.13), (5.14), (5.17) und (5.18) in das Prinzip der virtuellen Verschiebun-
gen (5.10) einsetzen, so erhalten wir

m(t,u” su” q") :/

SE" h(E",q") dQ—/éuthk dQ—/ sulTtdr, =  (5.21)
Q Q I

=ou” {/ BT (x) h(Ba(X)ua(t),q"(x,t)) dQ —
/NT(x)p(x)k dQ—/ NT(x)t(x, ) dFt} =0. (5.22)
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I'; ist derjenige Anteil der Oberflache, auf dem die Spannungen (bzw. die Komponenten des
Spannungsvektors) bekannt sind. Um den Aufbau der Elementmatrizen innerhalb eines Elemen-
tes zu erkennen, zerlegen wir das erste Integral in GI.(5.22) in die Summe der Integrale tber die
Elementgebiete Q2¢. Des weiteren ist im Sinne der Methode der finiten Elemente Kklar, dal der
Verlauf der global definierten Verschiebungen (und damit auch der Verzerrungen) mit den lokal
innerhalb eines Elementes definierten Verschiebungen u (x, t) = Na(X)ua () = N°(¢°(X))u(t)
bzw. E"(X, 1) = Ba(X)Ua(t) = B (e°(x))uc(t) = E*(¢°(x), t) fir x € Q° ibereinstimmt; ana-
log gilt du”(x) = Na(x)du, = N°(°(x))duc und 6E"(x) = Ba(X)dus = B(¢°(X))duc =
IE“(¢°(x)) fur x € Q°. u®e R"* ist der Vektor der Elementknotenverschiebungen und ne,
die Anzahl der Knotenverschiebungen eines Elementes.’® ¢7 = {¢. 1, ¢}, € = ¢°(x), sind die
lokalen Koordinaten des normierten Elementgebiets € € Qnf, —1 < £ < 1, -1 < 7 < 1,
—1 < ¢ < 1. Die Koordinatentransformation ist dabei durch x = x¢(&) gegeben, wobei
@® = x°¢ ! darstellt. Eine Zuordnung zwischen den Elementknotenverschiebungen u®(¢) und
dem Vektor aller Verschiebungen u,(t) lautet formal u¢ = Zju,. Z; € R"**" entspricht der
Koinzidenz- bzw. Zuordnungsmatrix, die sich mit der Zerlegung in bekannte und unbekannte

Verschiebungsfreiheitsgrade (5.15) ebenfalls zerlegt, Z,; = [Ze Ze] . Weiterhin gilt Z¢ € R"*™
und Z° € R"=*" und damit

E¢ — B [ze Z"’] { g } —B° {zeu +Z"’U} bzw. SE° = B°Z%u. (5.23)

Die Koinzidenzmatrizen Z¢ und Z* enthalten nur Nullen und Einsen und dienen der Zuordnung
der Werte von u, nach u¢,

u®=Z° +ZU. (5.24)

ANMERKUNG 5.2

Die Koinzidenzmatrizen Z¢ und damit auch Z sowie Z° dienen hier lediglich zur formalen Dar-
stellung der Zuordnung zwischen Elementgré3en und den allgemein eingeftihrten Gré3en, zum
Beispiel B,, welche nicht mehr explizit darstellbar sind. Die konkreten Zuordnungs- bzw. Im-
plementierungsanweisungen, die durch die Koinzidenzmatrizen beschrieben werden, sind zum
Beispiel in HUGHES [85, S.92] dargestellt. Eine andere als die hier gewéhlte Notation der As-
semblierungsanweisung in globale Matrizen ist zum Beispiel in WRIGGERS [174, S.120] mit

Hilfe von
U / (...)doe
e=1 €

angegeben. Die Darstellung hier wurde gewéhlt, um einen Ubergang von elementbezogenen (lo-
kalen) und “globalen” Matrizen zu erhalten. O

ANMERKUNG 5.3
Die Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B in GI.(5.23) hat bei Verwendung von dreidimensiona-
len Quaderelementen die Darstellung

B(¢°(x)) = [B}...B_ ]| € RO (5.25)

10Bei einem achtknotigen Volumenelement wire ne, = 8 x 3 = 24.
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mit

a,y a,r

a,z

e
a,z na,m

0
0

B;(p°(X)) = 82 : a=1,...,ne (5.26)
0

und den in Elementkoordinaten definierten Ansatzfunktionen nt(§) = n&(&,n, (), wenn der
Verzerrungsvektor die Anordnung (5.16) hat. O

Da du beliebig ist, muR der Klammerausdruck in Gl.(5.22) verschwinden. Wenn wir zuséatz-
lich noch die Integration tiber die Elementgebiete durchfiihren, so muf der Ausdruck

0t.u,a) = | BT() h(BA09Us(1). 4" (x.t) 42 (1) = (5.27)
~ ZzeT/ B<T(x) h(E®(x,t),q"(x,t)) dQ° —p(t) =0 (5.28)

verschwinden. Dabei ist p(t) € R™ die &ufRere Belastung aus den volumenhaft und den auf
der Oberflache flachenhaft verteilt angreifenden Lasten sowie moglichen (Einzel-)Knotenkraften
F(t) e R™:
p(t) = / NT(x)p(x)k dQ +/ NT(x)t(x,t) dl', + F(2). (5.29)
Q Tt
Die einzigen explizit von der Zeit ¢ abhdngenden Groflien sind die dullere gegebene Belastung
p(t) und die gegebenen Knotenverschiebungen u ().
Die numerische Integration der GI1.(5.27) liefert formal

g(t,u(t),qa(t)) = lekBT(Xk) h (B(xp)u(t) +B(xu)U(t),q,(t)) —p(t) =0  (5.30)

bzw. bei Integration Uiber das Elementgebiet, siehe G1.(5.28), und Anwendung der GauRR-Quadra-
tur

Ny ¢

9(6,u(t),a(0) zzeT{zzzw WS

i=1 j=1 k=1
BeT(éijk) h (Ee(éijlmt)? quk(t)) det‘]e<£z’jk)} - E(t) =0 (531)

mit den GauB-Punkt Koordinaten &7, = {&,n;, (.}, den Wichtungsfaktoren wg, w? und w§
sowie der Anzahl der GauB-Punkte n¢, n,, und n. in die einzelnen lokalen Koordinatenrichtun-
gen . Natirlich wird mit GI.(5.30) nicht die konkrete Umsetzung in einem FE-Programm ange-
sprochen, dies ist eher durch GI.(5.31) gegeben. Jedoch stellt GI.(5.30) eine kiirzere, dabei aber
ebenfalls korrekte Darstellung dar. Die Koeffizienten wy sind Wichtungsfaktoren und die x;, die
Stiitzstellen eines beliebigen Quadraturverfahrens. Konkreter deutet GI.(5.31) den Ubergang auf
das Einheitsgebiet eines Elementes an. Dabei gilt fur die Anzahl aller Integrationspunkte einer
Struktur nj = ne X ng X n, x ne Mit ne der Anzahl der Elemente. J© definiert die Jacobi-Matrix
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der Koordinatentransformation x = x*(&) der Koordinaten des Referenzelementes & auf die
globalen Koordinaten.

Durch die Diskretisierung missen die Inneren Variablen q,(¢) = q"(x,t) an den raumli-
chen Integrationspunkten x; berechnet werden, so dal} die Evolutionsgleichungen (5.20) an den
Quadraturpunkten auszuwerten sind:

Aq,(t) — r(E€(xx, t),q,(t)) =0, 0. (to) = Ao kE=1,...,n; (5.32)

n; ist die Anzahl aller Quadraturpunkte der Struktur. Auch hier liegt die Abhangigkeit der Funk-
tion r Uber die Verzerrungen (5.17) von den unbekannten Verschiebungen u(t) sowie zusdtzlich
uber die vorgegebenen Knotenverschiebungen u(t) explizit von der Zeit ¢ vor. Formal kdnnen
wir alle Inneren Variablen von allen Quadraturpunkten in einem langen Vektor q(¢) € R"? anord-
nen, so dal Gl.(5.32) ein Anfangswertproblem (DAE-System oder ODEs, je nach verwendetem
Materialmodell) der Dimension nqg = n; x nq reprasentiert:

Aq(t) —r(t,u(t),a(t)) =0,  q(te) = o (5.33)

Analog zu den Koinzidenzmatrizen fur die Elementknotenverschiebungen kann eine Zuordnung
der Form )
a5(t) = 23Ma(t),  dg, e R™ (5.34)

mit der Koinzidenzmatrix Zcf(ijk) € R fir die nq Inneren Variablen q¢;, am GauR-Punkt ¢,
im Element e eingefiihrt werden. Im Gegensatz zu den Elementknotenverschiebungen sind die
Inneren Variablen entkoppelt und nur von den Grof3en an dem jeweiligen Gau3-Punkt abhéngig,

Ay (t) — r(Ef, (), ai(t)) = 0. (5.35)

Die Darstellung der auftretenden Grolien sind in Abb. 5.1 grafisch veranschaulicht. Wir missen

A A
a(t) = OoA;ZA‘ e
o oo | PO
o Aood
T T
) u(t
qe(t) ()

— unbekannte Verschiebungsfreiheitsgrade
— bekannte Verschiebungsfreiheitsgrade
—= bekannte Kraftfreiheitsgrade

o Integrationspunkte

Abbildung 5.1: Beispielhafte Darstellung der auftretenden vektoriellen Grol3en in einer Struktur

demnach zur Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen u(¢) € R™ und aller Inneren
Variablen q(t) € R" die Gleichungen (5.30) und (5.33) losen, die ein DAE-System darstellen,

YO0 = agl riruty ey | =0 FEENT 639
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wobei wir die Funktionen

_Ju@® : : _ [ u(t) } {

t) = und die Anfangsbedingungeny (o) = =

y(?) {q(t) } gsbedingungen y (fo) {q(to)
einfilhren, y(¢) € R™ "<, Die diskretisierte Variationsgleichung stellt in GI.(5.36) den algebrai-
schen Anteil und die Evolutionsgleichungen der Inneren Variablen den differentiellen Anteil
dar.!

Wir haben im Abschnitt 2.3 die numerische Losung dieses DAE-Systems mit Hilfe von
diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren kennengelernt, welches in dieser Arbeit gemalR Tab.
2.8 gelost wird. Nach GI.(2.74), mit den Abkirzungen (2.75) und (2.76), missen wir in jeder
Stufe 7,,; das nichtlineare Gleichungssystem mit den Funktionen

Ug

0 } =y, (5.37)

Gui(Uni, Qui) = Zka (Xx) h (B(Xs)Upi + B(x)U(T), Z4Qui) —P(Ts) =0 (5.38)

Qm -

Lyi(Uni, Qui) = A
m( man) { At i

m } (,-Z;m’ Uni, an) = (539)
losen, Q,,; € R". Demnach wird in jeder Stufe 7,,; das diskretisierte Prinzip der virtuellen \Ver-
schiebungen (Gleichgewicht), reprasentiert durch G,;; = 0, erflllt. In der detaillierteren Form
(5.31) lautet GI.(5.38)

Ny T¢

Gpi(Uni, Qui) = ZZST{ZZZW wSw§

i=1 j=1 k=1
B (¢,) h (EL7. Q; ”’“)detae@ijk)}—ﬁ(m:o (5.40)

mit Effjjk) = B®(&;;,)U;,; und Q;; (i) e(”’“ Q. den Verzerrungen und Inneren Variablen am
GauB-Punkt &, ;. des Elementes e zur Stufe Ty US, = Z°U,,; +Z u( ), Us. € R"™, sind die
Elementknotenverschiebungen im Element e zur Zelt T,.;. Weiterhin ist fur den differentiellen
Anteil des DAE-Systems die diskretisierte GI.(5.39) zu losen, welche aufgrund ihrer formalen
EinfUhrung in den Gesamtvektor q bzw. Q,,; € R"? in GaulR-Punkt bezogene IntegrationsgrofRen

von Q° <(iik) ¢ R zerfallt. An den GauB-Punkten &,; sind daher die nichtlinearen Gleichungssy-
steme
e(ijk) e(Uk) e e(ijk) sz(zmk) - ng(ljk) e(z]k) e e(zyk:
LeC (E (U,), Q< )EA N —r(E (Ue,), QL ):0(5.41)
n Qi

aufzubauen, bzw. wegen der Entkoppelung der Gleichungen missen diese jede fir sich ver-
schwinden, L ”k =0. ng(ijk) € R™ sind die Startvektoren der Inneren Variablen an dem jewei-
ligen Gaul3- Punkt. Die Anordnung aller dieser Gleichungen liefert GI.(5.39) unter Verwendung
der Koinzidenzmatrizen in G1.(5.34)

Ny T

Li(Uni, Qni) = Z {Z N zgpTLb <Ee R (U ), Qe(”k))} =0. (5.42)

= i=1 j=1 k=1

"Im Rahmen der Elastoplastizitit mit FlieRflache (Fallunterscheidung) stellen die Materialgleichungen der Inne-
ren Variablen selbst wieder ein DAE-System dar (A wére dann singulér).
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Anwendung des Multilevel-Newton Verfahrens

Bei Anwendung des Multilevel-Newton Verfahrens aus Tab. 2.11 erkldren wir im folgenden die
beiden Schritte “lokale” und *“globale” Ebene. Da im Rahmen der Methode der finiten Ele-
mente die Gleichungen (2.74), fur im Iterationsprozel3 gegebene Knotenverschiebungen U(m)
des lterationsschrittes (m) aufgrund der Ansatzfunktionen elementweise bzw. GauR- punktwelse
geldst werden konnen und die Inneren Variablen fir die Elastizitatsbeziehung (5.19) in GI.(5.40)
bendtigt werden, nennt man diese Berechnung auch Spannungsalgorithmus. Bei gegebener De-
formation U™, und daher U™ bzw. E</W" ™ werden demnach an einem GauB-Punkt die

nt !

Stufengrélien der Inneren Varlablen Qm”k m|t Hllfe von Definition (5.41),

LGP —0 e QUM (5.43)
berechnet und damit indirekt die Spannungen T°(§,;,., 1) iterativ ermittelt.

Die iterative Berechnung dieses nichtlinearen Gleichungssystems der Dimension ny mul3 im
Rahmen des Multilevel-Newton Verfahrens an jedem Gauf3-Punkt durchgefiihrt werden. Um die-
sen Rechenaufwand zu minimieren, untersucht man sinnvollerweise die Gleichungen vorab ana-
lytisch und versucht diese auf eine geringere Anzahl von Unbekannten zu reduzieren.'? Diese
\Vorgehensweise wird zum Teil auch als “problem-angepalite” oder “effiziente” Spannungsbe-
rechnung bezeichnet. Im giinstigsten Fall kann das nichtlineare Gleichungssystem (oder auch
zum Teil lineare Gleichungssystem) analytisch geldst werden. Diese Vorgehensweise wird auch
in Abschnitt 5.2 an dem hier vorgestellten Modell der Viskoelastizitat exerziert. Es ist auch of-
fensichtlich (erinnere: U,ST) ist im Rahmen des Multilevel-Newton Verfahrens zur Berechnung
der Inneren Variablen QS?) gegeben), daR das in einigen Artikeln erwéhnte Konstanthalten der
Deformation (Verzerrungen) und der anschlief’enden Integration auf Elementebene, keine Eigen-
schaft des Zeitintegrators, sondern des Multilevel-Newton Verfahrens ist, siehe Tab. 2.11.

Wir kommen zuletzt noch auf die Berechnung des konsistenten Tangentenoperators im Rah-
men des Multilevel-Newton Verfahrens aus Tab. 2.11 zu sprechen. Analog zum Aufbau der Glei-
chungen (5.41) zur Berechnung der Inneren Variablen, fuhrt auch die Berechnung des konsisten-
ten Tangentenoperators (2.111) auf die Berechnung eines linearen Gleichungssystems an jedem
Gaul3-Punkt. Um dies zu zeigen beginnen wir bei G1.(5.42) und wenden die Kettenregel nach
Gl.(2.111) bzw. Tab. 2.11 an. Wir haben dann mit z = (Ugf), QS?)) die Terme

a_l_ B Ne Ny N¢ e R T aLe (ijk) i)

an_;;;; ! aQ“J’“Z ’

dQ ne ¢ Mmoo ¢ et dQe (i5k) )

dul, ~ 222; " TdEe (igk) B (&) 2
e=1 i=1 j=

o ne ny ¢ 9 e(ijk)

i , = Z ZZZZe ijk) Ta;e(mk Be<€ijk)25»k, (5.44)
e=1 i=1 j=1 k=1 ni

wobei gemal GI.(5.23),

geliik) _ ge (€;0)ZUyi + B(€,5,)Z U(T) (5.45)

ni

2Siehe, zum Beispiel, im Zusammenhang von elastoplastischen und viskoplastischen Deformationen HART-
MANN ET AL. [71, 70, 61, 110] und die dort zitierte Literatur.



114 Numerische Losung des ARWP

ausgenutzt wird. Wegen Z{@HzZeMT = |, folgt daraus
AL dQ 6L] ' s gyt | AL AQEl) g b
Ze 1] ) m” nZH + nlu Be(gz )ZZ_@- :0
LaQ U o 2 2 ; ;; OQILM AR T pEel | 7 STk
(5.46)

und schlieRlich i o o)
aLe 'Z_] d Zj aLe ‘Zj
0Q 7 aET ~ oE
Man mul? demnach an jedem Gaul3-Punkt das lineare Gleichungssystem der Dimension nq mit
mehreren rechten Seiten, ndmlich 6, 16sen.
Die Linearisierung der Funktion (5.31) im Rahmen des Multilevel-Newton Verfahrens aus
Abschnitt 2.4.2 berechnet sich dann zu

G(U,Q(U) [Z ZTkeze

AU, (5.48)

mit der Elementsteifigkeitsmatrix

ny  N¢
= [ZZZ’WGU}GU}SBQT Ezjk)ci(fz‘jk)B (fzgk}) det J° (fijk)] (5.49)
i=1 j=1 k=1 z
und dem Tangentenoperator
. oh oh  dQik)
CL(éZJk)‘ [aEe(z]k) 8Q zyk dEe(z]k ’ (550)

der aus dem Differential der Funktion

h(E*,Q),¢,, =h (Bezeu +BZU(T), Q° (Bezeum- + B‘Tﬁ))

ngijk
in Richtung der unbekannten Knotenverschiebungszuwéchse

dh
du

oh . oh dQ°
et U T=C

AU, = [ Bezﬂ AU,

z.&;

resultiert. Der Ausdruck dQ°/dE® ist in GI.(5.47) berechnet worden. Der Iterationsindex (m) ist
hierbei aus Ubersichtlichkeitsgriinden fortgelassen worden.

Aufbauend auf der Arbeit von NAGTEGAAL [123] haben SIMO & TAYLOR [153] im Zu-
sammenhang eines Modells der Elastoplastizitédt kleiner Deformationen den Begriff der “kon-
sistenten Linearisierung” (des Spannungsalgorithmus) gepréagt. Leider wird in deren Arbeiten
die Gleichungsstruktur und der Zusammenhang zu den Verfahren der Numerischen Mathematik
nicht deutlich. In der vorliegenden Arbeit entsteht der konsistente Tangentenoperator (5.50) aus
der Anwendung des Multilevel-Newton Verfahrens. 3

13pDa die Elastoplastizitit auf nichtlineare Gleichungssysteme mit nicht-stetig differenzierbaren Funktionen auf-
grund der Fallunterscheidung in elastischen und plastischen Bereich fiihrt, wendete CHRISTENSEN [29, 30] ein
spezielles Newton-Verfahren fiir nichtglatte Probleme an, welches jedoch alle Gleichungen (2.97) in einem Schritt
10st.
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Wirden wir in diesem Rahmen nur eine Stufe verwenden, s = 1, d.h. das implizite Euler-
Verfahren* heranziehen, so entspricht dies der Vorgehensweise einer “klassischen” impliziten
FE-Berechnung, bei der wir lokal die Zeitintegration und den konsistenten Tangentenoperator
berechnen sowie global die duRere Belastung (u(¢) und p(¢)) zum Zeitpunkt ¢ = ¢,,,; vorgeben

(Gns - Gn+1 = g(thrlu Unt1, qn+1)):

9(tnt1s Uns1, Opye)

yn+1 - Y. o . .
F (tn+17yn+17 Atn ) — A {qn—&zt qn _ r<tn+1’ Un+1, anrl) = O (551)

mit
g(thrla n+1; qn+1 Zka Xk B( ) n+1 +§(Xk>U<tn+l)a qn+1) ( n+1) (5 52)

Bei einem Vergleich der Beziehungen (5.38) und (5.39) mit (5.51) wird offensichtlich, dal? bei
einer Implementation eines impliziten Euler-Verfahrens auf Elementebene sich lediglich der
Startvektor S?. sowie die gewichtete Schrittweite a;At,, bei DIRK-Verfahren hoherer Ordnung
andern. Auf globaler Ebene missen zuséatzlich die StufengroRen Y,,;, i = 1,...,s, gespeichert
und die duRere Last p(7,,;) zu den Stufen T,,; ausgewertet werden. Wir konnen als Fazit resiimie-
ren, dal3 die Anwendung von diagonal-impliziten Runge-Kutta \erfahren in \erbindung mit dem
Multilevel-Newton Verfahren die Struktur von impliziten FE-Programmen erhélt, falls lokal auf
Elementebene ein implizites Euler-Verfahren zur Integration der Evolutionsgleichungen fir die
Inneren Variablen herangezogen wird. Damit wird jedoch auch klar, dalR man in der Methode
der finiten Elemente bei Materialgleichungen vom Evolutionsgleichungstyp nicht das klassische
Newton-Verfahren anwendet (siehe Abschnitt 2.4.1, Tab. 2.10).

Die vorgestellte Prozedur, also die Anwendung eines impliziten Einschritt-Verfahrens zur
Losung eines DAE-Systems und dem Mehrebenen-Newton Verfahrens, ist bereits in RABBAT ET
AL. [135] 1979 im Zusammenhang mit elektrischen Netzwerken durchgefiihrt worden, womit an-
gedeutet werden soll, dal3 die konsistente Linearisierung im Zusammenhang mit der Losung von
DAE-Systemen und Verwendung eines impliziten Euler-Verfahrens sowie eines Mehrebenen-
Newton Verfahren bereits konsequent umgesetzt wurde.

ANMERKUNG 5.4

Die Anwendung von héher-genauen DIRK-Verfahren, d.h. die Anzahl der Stufen ist s > 1, fiihrt
zu einem zusdtzlichem Speicheraufwand. Um einen Vergleich zum Aufwand der Speicherung der
tangentiellen Steifigkeitsmatrix und der Inneren Variablen sowie der Knotenverschiebungen zu
erhalten, betrachten wir einen Wiirfel mit einer gleichméfigen Vernetzung in alle drei Raumrich-
tungen, siehe WRIGGERS [174, S.169] zum Speicheraufwand von direkten Gleichungslésern.
Sei n die Anzahl der Elemente einer Kante, dann liegt ein Speicheraufwand von

Nstorage = (Ndof + Ning) (s + 1) x 8 x 107° [MB] (5.53)

vor. Fiir nq = 6 und bei 8 Gau3-Punkten pro Element ist der Speicherbedarf in Tab. 5.1 ab-
gebildet. Dabei ist festzustellen, dal$ der Speicheraufwand durchaus grofer als derjenige der
tangentiellen Steifigkeitsmatrix sein kann.

. .. 1)1
Hierbei liegt das Butcher-Schemata —’T vor.
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Tabelle 5.1: Speicherbedarf von DIRK-Verfahren mit Schrittweitensteuerung in [MB]
Anzahl der Stufen
nH ne‘ ndof‘ nj 321‘322‘323‘524
5} 125 648 1000 | 0.1 0.2 0.2 0.3
10 1000 3993 8000 | 0.8 1.2 1.7 2.1
20 8000 | 27783 | 64000 | 6.6 9.9 13.2 | 16.5
40 || 64000 | 206763 | 512000 | 52.5 | 78.7 | 104.9 | 131.3

Verallgemeinerte Mittelpunktsregel

Abschlielend soll ein von ORTIZ & Popov [131] vorgeschlagenes Verfahren zur Losung in-
elastischer Fragestellungen, ndmlich die verallgemeinerte bzw. klassische Mittelpunktsregel be-
trachtet werden. Tab. 5.2 zeigt die zugehorigen Butcher-Tableaus. Der Startvektor (2.71) ist im

Tabelle 5.2: Butcher-Tableau zur Mittelpunktsregel

0.5]0.5 016
1 1

(a) Mittelpunktsregel (b) verallgemeinerte Mittelpunktsregel

ersten Schritt durch die bekannte Zustandsgrolie y,, gegeben, S,,; = y,,. Das nichtlineare Glei-
chungssystem (2.73) mul} dann zum Zeitpunkt 7,,; = t,, + 6At,, gelost werden,

Ynl - yn

OAL,

g(Tnlu Unluin)
) _ =0, 0 >0,

F (Tn17 Ynla A <Q?L01T;nq”) — r(Tnl, Unla in)

(5.54)
d.h. zum Zeitpunkt 7,,; wird das Gleichgewicht der Struktur in Form der diskretisierten Variati-
onsgleichung erfullt. Die ZustandsgroRen zum Zeitpunkt ¢,,. 1, siehe GI.(2.69), lauten dann

. Yo —VY 1 1
= At, Y, = JAN A Ry — Yo, .

Wenn man diese Beziehung in der Form Y,; = (1 — 6)y, + 0y, in GI.(5.54) einsetzt, so
erhalten wir

yn - yn
F (Tnl, (1—-0)y, +0y,., #) —

- g (Tnla(l _0)un+0un+17(1 _H)qn+0qn+1)

N { A (qﬂ&%&) — 1 (T, (1 = 0)Uy, + OUpiq, (1= 6)a, + 60,,,,) } =0 (559
In ORTIZ & Popov [131] ist auf Elementebene der zweite Teil dieses blockstrukturierten Glei-
chungssystems geldst worden. Deren Vorgehensweise ist nur dann zur hier vorgestellten An-
wendung von DIRK-Verfahren dquivalent, falls die diskretisierten Variationsgleichungen zum
Zeitpunkt T;,; gelost wirden. Dann erfiillen jedoch die Verschiebungen u,, . ; nicht das Gleichge-
wicht zum Zeitpunkt ¢,, ;. Der Grund hierfur liegt daran, daf3 die #-Methode kein steif-genaues
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DIRK-Verfahren ist, # = a1; # b; = 1. Um trotzdem das Gleichgewicht zu befriedigen, miifte
nochmals das nichtlineare Gleichungssystem

g (tn-i—la un-i—la qn+1) =0 ) (557)

bei festgehaltenen Inneren Variablen q,, ., gelGst werden. Ein effizienter Einsatz der 6-Methode
ist daher nicht moglich.

5.1.2 Eigenschaften der Verschiebungssteuerung

Am Prinzip der virtuellen Verschiebungen erkennen wir, dal} keine Lagerkréfte (Bindungskrafte)
berechnet werden kdnnen, da diese an den Lagern keine virtuelle Arbeit leisten, u = 0 auf
I',,. Dieser Fakt wird in den meisten Lehrbiichern zur Methode der finiten Elemente, sowohl
bei linear-elastischer als auch inelastischer Problemstellung, ibergangen.*® Um die Lagerkréfte
zu berechnen, mul} ein anderes Variationsprinzip herangezogen werden, ndmlich die Methode
der Lagrange Multiplikatoren. Hierbei werden die Knotenverschiebungen als Nebenbedingungen
(Zwangsbedingungen) definiert.

Gegeben sei der Vektor aller Knotenverschiebungen u,(t) € R"*, die hierbei alle als unbe-
kannt angenommen werden. Zur Beriicksichtigung der geometrischen Randbedingungen formu-
lieren wir die Nebenbedingung

C.(t,us(t)) =MTu,(t) —T(t) =0 mit M= [ Onlux”ﬂ } (5.58)
Tp
mit C. € R™ und der Filtermatrix M € R™®*"_u(¢) € R" ist der Vektor der vorgegebenen Ver-
schiebungsfreiheitsgrade, wobei wir aus Griinden der Anschauung den Vektor u,(¢) in einen
oberen und einen unteren Teil partitionieren. Der untere Anteil enthélt diejenigen Freiheitsgrade,
denen eine geometrische Zwangsbedingung zugeordnet wird. Im Sinne der Methode der Lagran-
ge Multiplikatoren lautet die Variationsgleichung, siehe auch GI.(5.22),

7T<t7 Ua, 5ua7 )‘7 q) = 5uaTga(t7 Ua(t>, Q(t)) + AT<t>M (5Ua = (559)

= 0u," {g,(t,ua(t),q(t)) + MTA(H)} =0 (5.60)

zur Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen u, € R"®" und der Lagrange Multipli-
katoren A(t) € R™. GI.(5.60) muB fur beliebige virtuelle Verschiebungen ju, € R"*" verschwin-

den. Zusammen mit der Nebenbedingung (5.58) und den Evolutionsgleichungen (5.33) fir alle
Inneren Variablen muf} daher das DAE-System

9a(t, Ua(t), () + MTX(1)

F(t,y(1),y(t) = - Co(t, uq(t)) =0 (5.61)
Aq(t) — r(ua(t),q(t))

mit
Ua(?) Ua(to) Ua
y(t) =< A(t) p undden Anfangsbedingungeny(tp) =< A(to) =13 Ao ¢ =Y,
q(t) q(to) do

(5.62)

SMonographien zur nichtlinearen Methode der finiten Elemente sind zum Beispiel BATHE [10], BELYTSCHKO
ET AL. [12], BONET & WoOD [18], CRISFIELD [33, 34, 35], DHATT & TouzoT [37], HUGHES [85], ZIENKIE-
wWICZ & TAYLOR [176, 177], WRIGGERS [174]. Lediglich in [34, S.32] wird eine mogliche Implementation der
Verschiebungssteuerung angesprochen. Die tbrigen Biicher behandeln das Thema indirekt im Zusammenhang mit
Stabilitatsproblemen.
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geldst werden. Hierbei stellt
g4t us(0).a(0) = 3" w8 () h B au(0) - { P b =0 669

dar, mit der auBeren Belastung p € R™ und der diskretisierten Variationsgleichung g, € R"®',
Bei Anwendung der diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren miissen wir in jeder Stufe das
nichtlineare Gleichungssystem

) N\ ém<Uam7)\muQm> _

mit
T
Qni — ani
Atn (0773
zur Berechnung aller unbekannten Knotenverschiebungen U,,,; € R"®, der Lagrange Multipli-
katoren \,; € R™ und der Inneren Variablen Q,,; € R"? 16sen. Der Gebrauch des Mehrebenen-

Newton Verfahrens aus Tab. 2.11 erfordert dann die Berechnung des linearen Gleichungssystems
auf globaler Ebene

(U, Qu) = A { }  (Usni, Que) (5.66)

K M 4 4
T7|12 { AUam } _ { Gm(Z) } (567)
M Oannp A>\m Ccm'<z)
mit z7 = ‘ . "~} und den Inkrementen AU,,,; = U7 — U™ un i =
itz” = {Uy)" AT QU und den Ink AU, = U™ — U7 und AX
A _ A sowie der singularen tangentiellen Steifigkeitsmatrix
9G,; 9G,;| dQ,.
Kpl = o= m e Ky € Riwrxna, 5.68
T‘Z aUam z 8Qm z dUam Z’ 4 ( )

Wenn wir die Unbekannten AU,,,; und auch die rechte Seite wieder in Freiheitsgrade, bei denen
geometrische Zwénge vorliegen und bei denen dufere Krafte bekannt sind, zerlegen, so erhalten
wir das lineare Gleichungssystem

K Kup Onuxnp Agm —f(Z)_
Koo Ky oy AU, p={ -2 —f(z) (5.69)
Onpxnu Inp Onpxnp z A>\m U(Ez) — UEZL)
mit den Zerlegungen
AU, = { AU, } und B, = [B B] (5.70)

sowie

@ S wiB”(x4) h (Ba(xi)US, QL)) = P(Th)
ga(,ﬂli? UgTZz?anzT)) = { f } = k= ni o

> wB (xi) h (Batxi) UL, QL)
k=1

(5.71)
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)

Sinnvollerweise gibt man fir den Iterationsprozel} die Startbedingung US)Z = u(1,,) vor, so daf
(m)

aus der letzten Gleichung des Gleichungssystems (5.69) AU,,; = O resultiert und damit UnT =

US? — U(T,,;) Vm folgt. Setzt man die Eigenschaft AU,,; = 0, was ja fiir jeden lterationsschritt

gilt, in das Gleichungssystem (5.69) ein und notiert die ersten beiden Gleichungen
K|;AU,,; = —f(2)
Koule AU + {AT = A0 = A0 — f(2),

ni ni ni
NS g

~
A}\ni

so ist die erste Gleichung von den Lagrange Multiplikatoren unabhdngig und damit fir sich
selbst Iosbar. Da nach dem Iterationsprozel? ndherungsweise AU,,; = 0 gilt, folgt aus der zweiten
Gleichung fir A\,,; = lim,,, o0 ,\;’?

Hierbei interpretieren wir den Lagrange Multiplikator als Reaktionskraft, p(7;,;) = —\,;.%¢ Da-
bei wird offensichtlich, dal} im herkdmmlichen Sinn zunéchst die Knotenverschiebungen und
Inneren Variablen berechnet werden kdnnen und nach Beendigung der Iteration in einer Stu-
fe die Lagerkréfte durch Funktionsauswertungen bekannt sind. Mehr noch, diese Grolzen sind
automatisch durch komplettes Aufstellen der Gleichungen (5.71) bekannt.

ANMERKUNG 5.5

Konsequenterweise miiliste man zur Schrittweitensteuerung, siehe Abschnitt 2.3.2, den Vektor
y(t) aus Gl.(5.62) heranziehen, was zu einer gleichméafligen Einbeziehung von Kraft- und \Ver-
schiebungsgrolien im lokalen Integrationsfehler fiihrt. O

5.1.3 Total-Lagrange Formulierung

Die Ubertragung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen auf finite Deformationen fiihrt in
der materiellen Darstellung und der Verwendung von GroRen der Referenzkonfiguration auft’

7(t,i,01,q) = / SE(X,t)- ®(C(X,1),q(X,t) dV — meq (6T, 1) =0 (5.73)

v J/

T
mit den virtuellen Greenschen Verzerrungen
1
SE = Dy E(40)[61] = D E(H)[Dy H(w)[0d]] = 5(FT5H +6H'F) = sym(F” 6H). (5.74)

Dabei haben wir fir die Gateaux-Ableitung des Greenschen Verzerrungstensors (3.7) den Ver-
schiebungs- und virtuellen Verschiebungsgradienten

H = Grad@(X,t) bzw.  ¢H = Gradéua(X) (5.75)

eingefuhrt. Flr eine konservative Belastung ist die virtuelle Arbeit der duf3eren Lasten

Text (010, 1) = / 6a(X) - tr(X,t) dA + / 5@(X) - pr(X)k dV (5.76)
A 14

16Dijes gilt natiirlich nur naherungsweise, da AU,,; =~ 0 vom gewdhlten Konvergenzkriterium abhéngt.
In der folgenden Darstellung sei auch auf BATHE [10] und WRIGGERS [174] verwiesen.
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mit dem Spannungsvektor tr = Triigr und der Oberflichennormalen in der Referenzkonfigura-
tion 7ig. Tr ist der 1-te Piola-Kirchhoff Tensor, siehe Tab. 3.4.

Die Einfiihrung von Ansatzfunktionen fur das Verschiebungs- und virtuelle Verschiebungs-
feld « und du, siehe auch GIn.(5.13) und (5.14),

u™(X,t) = No(X) Ua(t) = N(X)u(t) + N(X)T(t) bzw. du”(X)=N(X)éu  (5.77)

liefert eine von den Verschiebungen abhéngige Verzerrungs-\Verschiebungsmatrix B, siehe hierzu
GIn.(5.74) und (5.17),

E"(X, 1) = B(ua(t), X)u(t) + B(ua(t), X)U(t) (5.78)

bzw.
SE™(X,t) = B(ua(t), X) du(t). (5.79)

0.B.d.A. stellt X = {X;, X5, X3} = {X,Y, Z} den Vektor der kartesischen Koordinaten in der
Referenzkonfiguration dar. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.1.1 sei der Verzerrungs-
verlauf im Element mit dem globalen Verlauf im Gebiet X € Q¢ identisch, E¢(X,t) = E"(X, ) =
B (uc(t), X)ue(t) fiir X € Q° mit den Elementknotenverschiebungen u¢(t) = Z2u,(t) € R™, so
dal® wir aus dem diskretisierten Prinzip der virtuellen Verschiebungen (5.73) analog zur Herlei-
tung in Abschnitt 5.1.1 das nichtlineare Gleichungssystem

~ T ~ N

§(t,u.q) = / B (Ua(1).X) B(C"(X.1),q"(X, 1)) A2 — (1) =

:izeT/ B (u°(t),X) ®(C°(X,1),q°(X, 1)) d° —Pp(t) =0  (5.80)

J

€

T

erhalten. Hierbei resultiert aus den diskretisierten Verzerrungen GI.(5.74) die Verzerrungs-Ver-
schiebungsmatrix B (u®(t), X) = [éi(ue(t),X) LBy (ue(t), X)] e RO mit

[ Fﬁni,x Ffmi,x Ffmi,x
FfQ”Z,Y FQQZTLZ,Y F??Q”E,Y
e e [& e [& e
éz = e €F13TLG7Z€ [ e €F23na7Ze [ [ 6F33na7Ze e (5.81)
Fongy + Fiong x Fsing y + Fong x Fsing y + Fong
Fong 7+ Fisngy  Foong 5+ Fggngy Fong 7+ Fiang
| Figng x + Fing - Fosng x + Fsing , Fssng x + F5ing 4|

a = 1,...,ne, die offensichtlich von den Komponenten des Deformationsgradienten F bzw.
wegen F = 1+ H, F;; = H;; + J;;, von den Komponenten des Verschiebungsgradienten,
H = Grad (X, ),

ouf

Hiy = X, = Z”ZJUZZ (5.82)

a=1

abhangt, ng, ; = 9on;/0X;. C",C°<c R stellen die Vektordarstellung des Rechten Cauchy-
Green Tensors dar. Die Verwendung grol3indizierter Buchstaben soll auf die materiellen Koordi-
naten hindeuten. Die Doppelindizierung u¢ , stellt die Verschiebungen am lokalen Elementknoten
a in Richtung der Koordinate ¢z, 7 = 1,2, 3 bzw. X, Y, Z dar.
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Im Zusammenhang mit dem Linearisierungsprozefl des zugrundeliegenden Newton- bzw.
Multilevel-Newton Verfahrens missen wir den Integranden in Gl.(5.73) betrachten, der sowohl
linear in den Spannungen als auch linear im Verschiebungsgradienten H bzw. den Verschiebun-
gen u (bei festgehaltenen Spannungen) ist. Die Linearsierung der Spannungen beztglich der
Verschiebungen geschieht analog zu den vorherigen Abschnitten. Wir betrachten daher den Fall
konstanter Spannungen. Der Integrand 1Rt sich ebenfalls in der Form

- - - ~ 17123
a=0E-T=T 6HTF=6HT (I +H)= [I@T] SH - (I+H) (5.83)

schreiben. Differenziert man diesen Ausdruck bei konstanten Spannungen nach den Verschie-
bungen, so erhélt man

~ 17123
8 = Dy (@) [ Al gy, = [12T| ~ 6H- AH (5.84)

mit AH = Grad Au. Die Anwendung der im Anhang A.2 eingefiihrten Matrizennotation und
der Bezug auf das Element e fihrt auf den Ausdruck

B8 = SHTMZ AH® = 5u”Z° By M&Bj Z°Au (5.85)

H e e e eT
mit (0H®, AH® € R?, M5, = M3 € R™)

AH® = By Au® = By Z°Au, §H® = By, 0u® = By Z%u (5.86)
und
iy 0 0 n5x 0 0 nt.y 0 0 ]
0 nfy 0 0 nsy O 0 niy O
0 0 niz O 0 nsgy ... 0 0 Mo 2
. niy 0 0 mns5y O 0 MY 0 0
Buu=|0 n{, 0 0 n, O 0 nS, O (5.87)
0 0 n{xy 0 0 mnsy 0 0 néy
nf, 0 0 mns, 0 0 nt., 0 0
0 nSy 0 0 ny O 0 nt . x O
| O 0 niy O 0 n5y 0 0 O
sowie
[(Te, 0 0 T, 0 0 15 0 0]
0 T 0 Tg 0 T 0
0 T, 0 0 T 0 0 T
e, 0 0 T 0 0 1% 0
M =0 T 0 T 0 0 15 0. (5.88)
0 0 T5 0 0 Ty 0 T
Ts 0 T 0 0 Tg 0
0 T 0 T 0 0 T5 0
0 0 T3 0 0 T, 0 0 Ty
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ANMERKUNG 5.6 o
Der Ausdruck By M%By, stimmt mit der Darstellung in BATHE [10, S.654], By T°By,, fiir

[ nfx 0 0 nfx O 0 ngy -+ Noox 0 0
n‘iY 0 0 n§7y 0 O ng,y AR nfLemY 0 O
n‘iZ 0 0 Tng 0 O ng,Z AR nfLemZ 0 O
B 0 nix O 0 n5x O 0 0 np.x 0
Buu=| 0 n{y 0 0 n5y 0 O 0 néi.y O (5.89)
0 niz O 0 n5, O 0 0 N Z 0
0 0 niy O 0 ngy O 0 0 no.x
0 0 niy O 0 mn5y O 0 0 MY
| 0 0 niz O 0 ng, O 0 0 N Z
sowie _,
S T Oﬁé?’ 0353 —e 7?181 7:ﬂ162 7?361
TO= 1053 T Osus und T =T T3 Ts (5.90)
O3x3 Osxs T T Ts T

Uberein, was man durch Umsortierung der Zeilen und Spalten erkennt. In der vorliegenden
Arbeit wird jedoch eine konsequente Anwendung der eingefiihrten Matrizenformulierung ange-
wendet. O

Die Anwendung des Newton-Raphson Verfahrens im Falle hyperelastischen Materialverhaltens
bzw. die Anwendung des Multilevel-Newton Verfahrens bei inelastischen Konstitutivbeziehun-
gen impliziert das Differential der Funktion (5.80) in Richtung des Zuwachses der unbekannten
Knotenverschiebungen Au. Da die Materialgleichungen @ von der Deformation abhéngt und die
Verzerrungs-Verschiebungsmatrix linear in den Verschiebungen ist, liefert die Produktregel

Dud(t,u,q(u))Au] = | Yz [/ éeTéEéedQe+/ By MBr, dQe]ze Au =
_e:l e e
(5.91)
=) z7kz°| Au (5.92)
Le=1

mit der Elementsteifigkeitsmatrix kK = k¢ + kg bestehend aus der durch physikalische Nichtli-
nearitéat herriihrende Matrix

KE = / B C B d0* (5.93)

und der aus der geometrischen Nichtlinearitdt herriihrende Steifigkeit
~ el ~e
Qe

Der Tangentenoperator éi resultiert hier aus

o® 9P dg°

.
CL=215¢7 T agrac?

: (5.95)




5.1 Variationsprinzipien 123

wobei wir die Kettenregel fir die Abhangigkeit des Rechten Cauchy-Green Tensors in seiner
Vektordarstellung C = 2E + |, d.h. wir haben eine Beziehung der Form f(C(E)) = f(2B,u, + 1)
ausgenutzt, so daR beim Differentiationsprozel? nach den unbekannten Verschiebungen u der
Faktor 2 in GI.(5.95) entsteht. Im Falle rein elastischen Materialverhaltens ist dieser in Abschnitt
4.3.4 hergeleitet worden, siehe GI.(4.86).

5.1.4 Formulierung mit GrofRen der Momentankonfiguration

Die Formulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (5.73) mit GrolRen der Momen-
tankonfiguration fuhrt auf eine effizientere Elementformulierung. Mit dem gewichteten Cauchy-
Tensor S = FTF7, siehe GI.(4.77), gilt dann

m(t, 1, 0u,q) = / symoh - ®(B,q) dV — meq(0U, t) = (5.96)
Y H’—/
S
= /syméh T dv — et (01, 1) = 0 (5.97)

mit dem rdumlichen Gradienten der virtuellen Verschiebungen
§h = grad 6i(z), wobei  Sh=0/HF! (5.98)
gilt. Der Ansatz fiir die Verschiebungen und virtuellen Verschiebungen lautet nunmehr
u™(x,t) = Na(x)ua(t) = N(x)u(t) + N(x)T(t) und du”(x) = N(x)éu (5.99)

und ist von den rdumlichen Koordinaten x abhéngig, die selbst wiederum von der Deformation
abhdngen: x = xg(X,t). Im Gegensatz zur tensoriellen Notation der schwachen Formulierung,
siehe WRIGGERS [173] bzw. WRIGGERS [174, S.130], verwenden wir die eingefiihrte Matrizen-
darstellung.'® Da

S = Fggf mit ST = { 511 522 533 512 523 S31 } (5100)

gilt, siehe Definition der Matrix Fo3 € R%*® gemaR (A.29), erhalten wir aus dem Vergleich zu
G1.(5.80)

e

g(t,u,q) = ZZGT/ BT S° dO° —p(t) = (5.101)
e=1 ¢
= izeT BYFL,T dQ° —p(t) =
= 23 p(t) =0 (5.102)
e=1 Qe

mit B = [B}...B;,_ | sowie

ne, 0007
e
0 ng, O
0 0 n
e
Ba: e e 87Z ) a=1,...,Nen. (5103)
Nay Moz
e e
0 Mgz Nay
e e
| a2 Mo 0 i

18Sjiehe auch ZIENKIEWICZ & TAYLOR [177, S.320 und S.324].
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Den Zusammenhang zur Verzerrungs-Verschiebungsmatrix (5.81) erkennt man durch die Ab-

hangigkeit der Ansatzfunktionen von den rdumlichen Koordinaten n¢(xz(X,t)), was bei der

Bildung der Ableitung berticksichtigt werden muf:
on,  Ong Oxy, O

ne
e — @ — = QR =nt FF 5.104
na’J 8XJ aIL‘k 8XJ aZL‘k kJ na’k kJ ( )

Es gilt dann der Zusammenhang der Beziehungen (5.103) und (5.81)

B Fs;
B =BTF, = | : |, (5.105)
BYeFos
bzw. o
B, =BYFs,, (5.106)

was durch Anwendung der Kettenregel (5.104) klar wird:

e e e (& (& (& e e e
Fllelna,k F21Fk1na,k F31Fk1na,k
e e e (& (& (& e e e
F12Fk2na,k F22Fk2na,k F32Fk2na,k
[ [ [ e e e [ [ [
[BeTFe ]T N F13Fk3na,k F23Fk3na,k F33Fk3na,k
a 23 -

(& (& (& e e e e e e e (& (& e (& (& e e (&
Flle2na,k + F12Fk1na,k F21Fk2na,k + F22Fk1na,k FBle2na,k + F32Fk1na,k
e e e [ [ [ [ [ [ [ e e [ e e e [ e
FhLFgng  + FisFong . FooFgang o + FosFiong . FyFiang o+ FsEiong ¢
(& (& (& e e e e e e e (& e e (& (& (& e (&
_F13Fk1na,k + F11Fk3”a,k FZSFklna,k + F21Fk3na,k F33Fk1na,k + F31Fk3na,k_

Die Vortransformation von Beziehung (5.85) fiihrt unter Verwendung von GI.(5.98), auf

3=6hFTF’.Ah=6hS Ah = [I®S]"™®6h - Ah =

To3 Tos Tos

~ ~ 17
— (e F]™m) T Do F]™An= 1o T [IoF]™6h-[1eF]™ An
mit Ah = grad A, und damit in Matrixnotation auf ([I ® F7] S = R9X9>
B = oh“"Mg" Ah® = sh*"F{ MSF5.Ah® (5.107)
mit
Mg = Mg = FTMSFS, (5.108)
Ah® =By Au® =By, Z°Au bzw. oh® =By, Z%u (5.109)
und
mi, 0 0 n5, O 0 ...ng, O 0 ]
0 nf, 0 0 ns, 0 ng,, O
0 0 ni, O 0 nj, 0 0 np,.
ni, 0 0 ng, O 0 Mgy U 0
Ble=1|0 n{. 0 0 mnj, 0 nS. 0 |, (5.110)
0 0 ni, O 0 ns, 0 0 np..
nf, 0 0 m5, 0 O nt.. O 0
0 nf, 0 0 ns, O 0 ng,, O
L0 0 a5, 0 0 mng, 0o 0 n,l
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Fe 0 0 F4 0 0 F5 0 0]
0 F, 0 0 F, 0 0 F5 0
0 0 F, 0 0 Fy, 0 0 Fg

F, 0 0 EF, 0 0 F5 0 0

Fo=|0 Fg 0 0 Fg 0 0 F5 0 (5.111)
0 0 F, 0 0 Ffy 0 0 F4

F, 0 0 F, 0 0 F 0 0
0 Fg 0 0 F4 0 0 Fy 0
0 0 F, 0 0 F, 0 0 Fg

sowie _
S, 00 S, 0 0 S5 000
0o S, 0 0 S5 0 0 S5 0
0 0 S5 0 0 S5 0 0 S5
Sty 00 S5 0 0 S5 0 0
Mg=1]0 S5 0 0 S5 0 0 S5 0. (5.112)
0O 0 S 0 0 Sy 0 0 Sy
S, 0 0 S5, 0 0 S5 000
0o Sy, 0 0 S5 0 0 Sy 0
|0 0 S5 0 0 S, 0 0 S5

Im Sinne des Newton und auch Multilevel-Newton Verfahrens lautet das Differential des diskre-
tisierten Variationsprinzips (5.101)

Dy g(t,u,q(u))[Au] = | Yz UQ JBC{B* dQe+/ B MBS, dQe]ze Au =
_6:1 e e
(5.113)
=) z7kzZ°| Au, (5.114)
Le=1

welches dquivalent zu GI.(5.91) die additive Aufspaltung der Elementsteifigkeitsmatrix k¢ =
k¢ + kg beinhaltet. Der (konstitutive) Anteil k¢, siehe GIn.(5.105) sowie (4.108), kann mit

kS = / B CB" d* = / BFS,ClFIB® dQ° =
:/ JBC{B* dQe:/ BC/B® dw* (5.115)

notiert werden, wobei wir die Materialmatrix des rdaumlichen Tangentenoperators

_ L
-

erhalten. we ist das approximierte Volumen in der Momentankonfiguration, x € w¢. Der (geome-
trische) Anteil kg unterliegt unter Ausnutzung von (5.108) den Beziehungen

ce Fe,C FsL (5.116)

6= [ BimeBi do = | BRI MR By, o -
‘ ‘ (5.117)
5T\ 1e &€ e 1 eTapepe e
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womit ~

B = F7BRL (5.118)
unter Verwendung der Kettenregel (5.104) sowie der Matrizen (5.87) und (5.110) ersichtlich
wird.

Wir erkennen die Gleichheit der Ergebnisse der “raumlichen” Elementsteifigkeitsmatrizen
(5.115) und (5.117) und den Elementsteifigkeitsmatrizen der Total-Lagrange Formulierung (5.93)
und (5.94), d.h. es liegt kein Unterschied im Ergebnis der Berechnungen vor. Lediglich der
Aufbau der Matrizen und der aufzuwendenden Rechenoperationen differiert. So bendtigt man
beim Aufbau der Verzerrungs-Verschiebungsmatrizen (5.103) in der rdumlichen Formulierun-
gen weniger Eintrége als bei der Total-Lagrange Formulierung, siehe Matrix (5.81) und bei der
Durchfiihrung des Dreifachproduktes in der Elementsteifigkeitsmatrix (5.115) weniger Rechen-
operationen, jedoch missen in der rdumlichen Formulierung zusdtzlich neben der Berechnung
der Ableitungen nf, ,, k = x,y, 2, fur die Verzerrungs-Verschiebungsmatrizen By, zur Bestim-
mung des Deformationsgradienten auch die Ableitungen nj ., K = X, Y, Z, ermittelt werden.
Abb. 5.2 veranschaulicht nachtréglich die Elemente der Referenz- und Momentankonfiguration

Normiertes Elementgebiet ¢

Elemente in der Elemente in der

Referenzkonfiguration w Momentankonfiguration

Abbildung 5.2: Darstellung der Elementgebiete bei finiten Deformationen

sowie das normierte Elementgebiet.

ANMERKUNG 5.7

Eigene Berechnungen ergaben, dal8 das Produkt B” CB fiir eine vollbesetzte Matrix B und un-
symmetrische Matrix C fast zehnmal langsamer ist, als die Vermeidung der Nulloperationen fiir
die schwachbesetzten Matrizen (5.103). O

ANMERKUNG 5.8
Ein Defizit der rdumlichen Formulierung und der Verwendung der Integration liber das momenta-
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ne Elementgebiet w°, siehe zum Beispiel Gl.(5.115),, kann die notwendige Koordinatentransfor-
mation zum Referenzgebiet Q). Ssein, da bei einer Problemstellung mit \erschiebungssteuerung
zu Beginn der globalen Newton-Iteration die aktuellen Koordinaten zu einem in sich durchdrun-
genen Element fiihren und somit die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransfor-
mation singuldr bzw. negativ werden kann. In diesem Fall miissen die Laststufen so klein sein,
wie dies das kleinste betroffene Element erlaubt. O

5.1.5 Gemischtes Variationsproblem

Die in den vorherigen beiden Abschnitten vorgestellten Verschiebungselemente zeigen im Falle
nahezu inkompressiblen Materialverhaltens, J =~ 1, ein versteifendes Verhalten bei biegedomi-
nierten Strukturen.'® Gerade bei Elastomeren und auch bei Metallen unter der Annahme “plasti-
scher Inkompressibilitat” liegt eine schwach ausgepragte Kompressibilitat vor, Schaumstoffe sei-
en hierbei ausgenommen, so dal andere Elementformulierungen herangezogen werden missen.
Zur Thematik der Volumenversteifung existieren eine Reihe von Abhandlungen zur Entwicklung
effektiverer Elemente.?® Wir beschranken uns hier in dieser Arbeit auf eine weithin bekannte und
verbreitete Dreifeld-Formulierung von SIMO ET AL. [155] bzw. SIMO & TAYLOR [154], bei der
neben dem Verschiebungsfeld zusitzlich zwei weitere skalare Unbekannte auftreten.?* Wie sich
diese Variationsformulierung im Rahmen der Anwendung der Linienmethode und der daraus
entstehenden DAE-Interpretation verhdlt, wird im folgenden erldutert.

SIMO & TAYLOR [154] motivierten die gemischte Elementformulierung fur rein elastisches
Material anhand des Lagrange-Funktionals

(U, 0,p,t) = /V(pR@Z)(C) +p(J —0))dV — we(u,t) ——  stationdr (5.119)

mit der Nebenbedingung
O =J =detF. (5.120)

Es sei besonders darauf hingewiesen, dal3 diese Formulierung nicht den Zwang J = 1 bei in-
kompressiblem Materialverhalten erfiillt, sondern lediglich in der numerischen Umsetzung die
\Volumendehnung durch eine eigene Variable vom Deformationsverhalten entkoppelt und da-
mit einen weiteren Freiheitsgrad impliziert. (X, t) stellt das Verschiebungsfeld und (C) die
Forménderungsenergie in Abhdngigkeit des modifizierten Rechten Cauchy-Green Tensors

C=F'F=0%C, mit F=(0/J)*F=0'F (5.121)

fir F aus der Zerlegung (3.40), dar, siehe Definition (3.42). p repréasentiert den Lagrange-Multi-
plikator zur Einhaltung der Nebenbedingung (5.120). Verwendet man fir die Formédnderungs-
energie die Aufteilung in einen volumenerhaltenden und einen volumenédndernden Anteil nach
Gl.(4.21) und flgt den modifizierten Rechten Cauchy-Green Tensor (5.121) ein, so folgt

~

Y(C) = U((det C)/?) +75(C).

19 Siehe zum Begriff des “volumetric locking” WRIGGERS [174, S.388ff.] und BATHE [10, S. 324ff.] und die dort
zitierte Literatur.

2Sjehe hierzu BONET & WooD [18], BELYTSCHKO ET AL. [12], REESE [137], WRIGGERS [174] und die
dort zitierte Literatur. Ein Vergleich verschiedener Elementformulierungen ist in BRINK & STEIN [22] umfassend
dargestellt.

21Siehe auch L1U ET AL. [107].
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Wegen det C = 62, G1.(5.121), sowie

3(6) =7 ((det C)—l/3é) — 7 (0723(0%%C)) = 1(C)

gilt die Aufteilung?

¥(C) =U(©) +7(C). (5.122)
Die totale Variation der Funktionalgleichung (5.119)
Dy (i@, 0, p, 1)[6id] + Do (@, O, p, 1)[66] + D, (i@, ©, p, )[6p] = 0 (5.123)

unter Verwendung der Forménderungsenergie (5.122) fuhrt dann auf die drei Gleichungen

™ (U, p, 01, t) E/ (SP 4 pJI) - syméh AV — mee(did, t) = 0,
1%

(0, p,00) = / (prU'(©) — p) 66 dV =0, (5.124)
v
m3(d, O, dp) = /(J —0)opdV =0,
v

fiir beliebige Variationen 6(X), §0(X) und 6p(X) sowie S” aus GlI.(4.81). Hierbei haben wir
das Differential tber die Kettenregel

Dz v(C(C()))[04] = Dgv(C)[De C(C)[Dz C(u)[oull] =

-1 —| dv
=J T - -C ®C|-—=-2sym(F"¢H) =
{ ;€ @ } o 2 )
1~ 1
= —Ti, - sym(F? 6H) = —S” - syméh
PR PR
unter Ausnutzung von
JH=¢6hF mit §H = Gradda(X) und &h= graddi(z) (5.125)

sowie
Dz C(@)[01] = FT6H + 0H"F = 2sym(F’ 6H)

und den GIn.(4.70) bzw. (4.90) sowie (4.77) gebildet. Desweiteren nutzten wir das Differential
Dy J(@)[0u] = JF~T - §H = J(I- 6h) (5.126)

aus.
Die Gleichungen (5.124) sind aquivalent zu den Gleichgewichtsbedingungen (Anwendung
des GauBschen Integralsatzes auf GI.(5.124),), den natlirlichen Randbedingungen (Spannungs-

randbedingung mit der gegebenen Oberflachenkraftdichte ¢) und weiteren Nebenbedingungen:

!

(5.127)

2Sjehe auch BONET & WooD [18, S.158], HOLZAPFEL [81, S.410], Liu ET AL. [107] und WRIGGERS [174,
S.85f.].
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Um zu Fragestellungen zur Beriicksichtigung inelastischer Materialgleichungen zu gelangen,
bei der im allgemeinen kein Funktional (5.119) existiert, mifite man von diesen Gleichungen
ausgehen und diese in die Variationsgleichung (5.124) tiberfiihren. Damit hatte man erreicht, daf3
die schwache Formulierung (5.124) auch fiir inelastische Fragestellungen giltig ist. Wir wenden
dann, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, die (horizontale) Linienmethode in Form der
aufeinanderfolgenden Schritte der Raumdiskretisierung und der anschlieBenden Zeitdiskretisie-
rung an.

Die Raumdiskretisierung erfordert die Einflihrung der Ansatzfunktionen fur die Felder «, ©
und p sowie deren Variationen:

u”(X,t) = Na(X)ua(t) = N(X)u(t) + N(X)t(t) ou"(X) = Na(X)du, = N(X)du

(5.128)
O"(X,t) =mT(X)O(t) §60"(X) =m7T(X)s@ (5.129)
p"(X, 1) =m*(X)p(t) ap"(X) =m*(X)dp (5.130)

Hierbei wahlen wir gleiche Ansatzfunktionen fiir die Volumendehnung ©" und den Lagrange-
sche Multiplikator p", den wir im folgenden als Druck bezeichnen, was durch den Integranden in
Gl.(5.124); motiviert wird. Da die Gleichungen (5.124), 5 linear in p und © sind, kdnnen diese in
der diskretisierten Form aufgeldst und in (5.124), verarbeitet werden. Die Verschiebungen wer-
den analog zum Ansatz (5.13) wieder zerlegt. N(X)u(¢) geniigt wieder den geometrischen und
N(X)u(t) den homogenisierten wesentlichen Randbedingungen. Die Ansatzfunktionen fiir den
Druck und die Volumendehnung m(X) € R™® missen keinen Randbedingungen geniigen; ne
definiert dabei die Anzahl der Druck- bzw. Volumendehnungsfreiheitsgrade. ©(t), p(t), 0O(t),
dp(t) € R"® stellen die diskreten Grofen der Volumendehnung und des Druckes sowie deren vir-
tuellen GroRRen der gesamten Struktur dar. Ein Einsetzen der Ansdtze (5.128)-(5.130) in (5.124),
liefert zundchst

se" {/ m (prU'(M"@) —m7'p) dQ} =0,
d.h. fur beliebige virtuelle Volum&:endehnungen 0@ muly
p(t)y =H 'sy(@(t))  bzw.  p"(X;t) =mT(X)H 's,(O(t)) (5.131)
mit
H= /QmmT dQ  und  sp(O(t)) = /QpRU'(m Te)m A (5.132)

gelten. Dabei ist H e R"®*"® und s, € R"®. Entsprechend fiihrt das Einsetzen der Ansatzfunk-

tionen in GI.(5.124); zu
6pT{/m (J—-m'@) dQ} =0
Q

O(uy) =H 'se(ua(t))  bzw.  6"(X,t) =mT(X)H 'se (5.133)

bzw. bei beliebigem Jp auf

mit
So(Uy(t)) = / J(uy(t))m d€2. (5.134)
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Damit wird offensichtlich, dal wir GI.(5.124), als Funktion der unbekannten \Verschiebungen
u darstellen konnen und diese die gleiche Struktur wie GI.(5.101) tber die Aufteilung S =
S” 4 pJe € RE besitzt. Dabei ist e in GI.(A.30) definiert. S” reprasentiert in dieser Arbeit den-
jenigen Anteil der Spannungen, der aus der isochoren Deformation gemaR Tab. 4.7 resultiert,
sP = Sfé + Sev, Wobei die Uberspannungen von den Inneren Variablen g abhdngen. Um dies
zu zeigen, betrachten wir die Ansatzfunktionen des Druckes und der Volumendehnung. Die An-
satzfunktionen m 7@ bzw. m ' p werden als elementweise stetig angenommen und innerhalb des
jeweiligen Elementgebietes definiert, so daR wir wieder fiir X € Q¢ die Gleichheit

m7(X)O(t) = M (§(X))©° = mTZ50
bzw.
mE(X)p(t) = m™ (@r(X))p* =mZ5p
fir £ = R (X) fordern. Die Ansatzfunktionen m¢ werden fir ein achtknotiges Volumenelement

— linearer Verschiebungsansatz — als konstant und fiir ein 20-knotiges Volumenelement linear
angenommen, was auf die Bezeichnungen Q1P0 bzw. Q2P1 odauch 8/1 bzw. 8/4 fiihrt:

QIPO: mceR m°={m{} ={1}

m{(€,7,¢) 1
Q2P1: meeR* me(€) = Ziggzg - f]
m(€,7,¢) ¢

Damit waren die Anzahl der Druck- bzw. Volumendehnungsfreiheitsgrade im Element ny = 1,4
und die Anzahl aller Freiheitsgrade des Druckes bzw. Volumendehnung der Struktur ng =
ng X ne. Diese sind nicht direkt tber die Ansatzfunktionen m mit den benachbarten Element-
freiheitsgraden gekoppelt und damit in einem Element auflosbar. Die Matrizen Z§ € R"**"®,
e =1,...,ne, dienen wieder zur formalen Zuordnung der lokalen und globalen Freiheitsgrade,
O° = Z50 bzw. p¢ = Z5p. Wir erhalten daher die auf Elementebene zugehorigen Zuordnun-
gen, siehe GI.(5.132), 5, (5.134) sowie (5.133);:

H=>Y zg'HZz5 mit H = / meme? dQ° (5.135)
e=1 ¢
Sp= Y Z5s; mit s, = / prU'(MT©°)m* dQ° (5.136)
e=1
So =Y Z5S6 mit s§ = / Jeme dQe (5.137)
e=1 ¢

Wegen der Diagonalstruktur der Matrix H resultierend aus der elementweisen Entkoppelung gilt
weiterhin

H™' =) zgH'z5. (5.138)
e=1
Die Ausnutzung der Beziehungen Z5Z5" = 1,,, und Z§ZE" = 0,,,n, flr e # ¢ fiihrt fiir den
Kugelanteil des Spannungszustandes innerhalb eines Elementes, X € Q¢, auf
Jpe =JmTH 's e =

= J'm’z§ [Z ngHelng] [Z zgsg] e=JmTH ste, (5.139)
e=1

e=1
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so dal’ wir als diskretisiertes Variationsprinzip analog zu GI.(5.101)

e

g(t.u,q) =3 z7 / BT {SD + JmeTH e e} d0° —p(t) =0 (5.140)

e=1

erhalten.

Die Anwendung des Newton-Verfahrens im Falle rein elastischen Materialverhaltens oder
das Ausnutzen des Multilevel-Newton Verfahrens im Rahmen der DAE-Integration erfordert die
Linearisierung der GI.(5.140) bezuglich der unbekannten Verschiebungen u. Analog zur raumli-
chen Formulierung des Abschnitts 5.1.4 berechnet sich die geometrische Elementsteifigkeitsma-
trix

1
kS, = / BNLMEBr, dQ° = / ?BETLMgBﬁ,L dw® (5.141)
mit By, aus GI.(5.110) und Mg analog zu GI.(5.112) jedoch mit den Spannungskomponenten
des Vektors
S=58"+J%%e=S"+JmTH 'sce, (5.142)

siehe GI.(5.139) bzw. (5.140).

Wir kommen schlieBlich zum “konstitutiven” Anteil der tangentiellen Elementsteifigkeits-
matrix, die wegen (5.142) aus insgesamt vier Anteilen besteht (Rucktransformation auf die
Referenzkonfiguration, Linearisierung und Vortransformation auf die Momentankonfiguration
der GroRen S”, J¢, p¢ und e). Aus dem deviatorischen Spannungszustand S” folgt analog zu
GI.(5.115) sowie der Eigenschaft, dal? die deviatorischen Spannungen lediglich aus dem isocho-
ren Anteil der Deformation resultieren,

kf‘;:/ JBC{ ,B° dQe:/ B C} ;0B dw*. (5.143)

Bei Verwendung eines Materialmodells der Hyperelastizitat aus Abschnitt 4.3 ist in Abschnitt
4.3.4 der Tangentenoperator (4.119) gegeben. Die Berechnung des Tangentenoperators C; ;, im
Falle inelastischen Materialverhaltens wird im Abschnitt 5.3 angesprochen.

Wir kommen nun noch zu den drei Anteilen der Elementsteifigkeitsmatrix des Kugelspan-
nungszustandes (5.139). Analog zu GI.(5.126) erhalten wir zundchst fur die Linearisierung der
Determinante des Deformationsgradienten unter Verwendung von Au¢ = Dy u¢(u)[Au] =
Z°Au

Dz J(@)[Ad] = J(I- Ah) = JI-symAh = Je’B°Au® (5.144)
und damit fir
pJ (I-symAh)I -syméh = su” {p°J°B“"ee”B*} Au® (5.145)
N’
{eTB°Auc}le

bzw.
ks = / p°JB“ee’ B dQ° = /

Die Ruicktransformation F~!(pJI)F~7T (bzw. pJ €), der Linearisierung und der anschlieRenden
Vortransformation liefert bei konstantgehaltenem p.J wiederum mit

)peBeTeeTBe dw®. (5.146)

e

Ds C1(i))[Ail] = —C(FTAH + AH'F)C ' "% _ogymAh = — 2B°Z°Au (5.147)
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den Anteil
kS = _2/ p*JBIBe A = —2/ p*BTB dw”. (5.148)

Als letzter Term fehlt noch die Linearisierung der Funktion s,(®(u)) in GI.(5.140), die wir
gleich elementbezogen notieren. Mit GI.(5.24) gilt

KSZ°Au = Dy 5(©°(u))[Au] = Der $5(O°)[Dye ©°(U°)[Z°Au]]. (5.149)

Unter Ausnutzung der Beziehungen (5.133) und (5.134) sowie (5.144) berechnen wir zunéchst
das “innere” Differential

H; = Dye ©°(U®)[Z°Au] = He‘1/ meDye JE(U®)[Z°Au] dQ° =

=H! U Jemee’B® dQe] Z°Au. (5.150)

Damit folgt fir sy aus GI.(5.132), unter Ausnutzung der Kettenregel fur die Ableitung der
Forméanderungsenergie des volumenénderenden Anteils

Du s5(©°)[Hi] =/ prU"(0)mm H; dQ° =
— U prU"(@)meme? dQe] He ! U Jemee’ B¢ dQe] Z°Au. (5.151)
Wir erhalten demnach fiir den dritten Anteil aus GI1.(5.149) des Terms

/ JB eH " 'Dy s5(©%)[H;] dQ°

aus GI.(5.140)

kG = kTkpke (5.152)

mit
kS = / J'mee’B® dQ° = / mee’ B¢ dw® (5.153)

und
ki =H"! {/ prU" (©)memeT dQe} He L (5.154)

Hierbei sei anzumerken, daR der Term e” B¢ vorab ausgerechnet werden sollte und mit der Di-
vergenz div Au zusammenhéngt:

e’B° = {n{.ni, ni, . no .no . no .} (5.155)

t U Nen,T T Men,y T Men,Z

Die resultierende Elementsteifigkeitsmatrix lautet demnach unter Summation der Terme (5.141),
(5.143), (5.146), (5.148) und (5.152)

ke = ki + k3 +k§+ ki + kg =

— / JBT [Cl i +1° [€€T — 21]] B dQ° + kT kpk§ + / BrLMEBR. dQ°. (5.156)
e QE
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5.2 Spannungsberechnung bei finiter Viskoelastizitat

Im Hinblick auf die Berechnung der Spannungen des Materialmodells aus Tab. 4.6 im Rah-
men einer Finite-Elemente Berechnung basierend auf dem Multilevel-Newton Verfahren aus Ab-
schnitt 2.4.2 mussen die Gleichungen (5.41) zur Berechnung der Inneren Variablen ausgewertet
werden. Der gesamte Spannungszustand (4.191) erfordert die Berechnung der Uberspannun-
gen Ty, siehe GIn.(4.199)-(4.200), bzw. der viskosen Rechten Cauchy-Green Tensoren (4.201),
d.h. wir mussen an jedem GauB-Punkt den Integrationsschritt geméaR GI.(2.110) bzw. GI.(5.41)
durchfiihren, siehe auch Tab. 2.8 und 2.11, und die Inneren Variablen bestimmen. Da dies indirekt
zur Berechnung der Spannungen dient, wird diese Prozedur als Spannungsalgorithmus bezeich-
net, auch wenn damit die Berechnung der Inneren Variablen gemeint ist. Die Inneren Variablen
sind fur das Materialmodell aus Tab. 4.6 fur die viskosen Rechten Cauchy-Green Tensoren an
einem Gauf3-Punkt durch

i
Qi = : . C{MeR® (5.157)
Cira.”

gegeben. In unserem Fall gilt konkret ng = ngy, x 6. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden lassen wir
im folgenden alle Indizes zur Andeutung der Stufe und des Gaul3-Punktes sowie des Elemen-
tes fort. Des weiteren stellen wir die Herleitung der analytischen Behandlung des nichtlinearen
Gleichungssystems (5.41) bei gegebener Deformation dar. Hierzu verwenden wir aus Griinden
der Konformitdt zu anderen Literaturstellen nicht die Matrixschreibweise, sondern die Tensorno-
tation. Eine konkrete Implementation schlief3t sich nattirlich Ersterem an.

Nach Tab. 4.6 haben wir die Differentialgleichungen

. 4,uk (det Cvk)l/?’
Cu = 1/3
M (det €)Y/

1
(C — g(C . Cv,j)cvk) . k=1,... no, (5.158)
fur gegebenen Rechten Cauchy-Green Tensor C zu losen. Analog zu GI.(5.41) lautet der Inte-
grationsschritt des differentiellen Anteils des DAE-Systems, der sich aufgrund der Entkoppelung
der Inneren Variablen pro Maxwell-Element durchfiihren I&Rt,

Cur — C(?k 4y, (det Cvk)1/3 (C — 1

At @i ne  (det C)1/3 5(C Cvk1>cv'f) =0, (5.159)

mit der nichtlinearen Viskositatsfunktion
Nk = Tko €XP <_3k||CT0vk: : TokaH> (5.160)

und dem gegebenen Startvektor C3,, siehe GI.(2.71), der “global” berechnet wurde. GI.(5.159)
muB fir n,, Maxwell-Modelle berechnet werden. Um den numerischen Aufwand der jeweiligen
sechs Gleichungen mit den sechs Unbekannten zu reduzieren, betrachten wir das Gleichungssy-
stem (5.159) zuvor analytisch. Hierzu notieren wir auf der linken Seite die unbekannten Tensoren
Cyk, S0 daB auf der rechten Seite lediglich skalare Funktionen des viskosen Rechten Cauchy-
Green Tensors stehen. Aus Gl.(5.159) folgt dann

1

Cpp=——
v Q(Cvk)

§(Cw) (5.161)
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mit der skalaren Funktion

1 4Atn Q5 g (det Cvk)1/3

Cw)=1+-
9(Cw) + 3 (det C)1/3 o

(C-C,H) (5.162)

und der tensoriellen Funktion

4AL, i (det Cyp)'/3 C

Cy) = C5
f( Vk) Vk_'_ (detC)1/3 Nk

(5.163)

Im zweiten Schritt betrachten wir ndher das Skalarprodukt CTovi - ToviC in der Viskositatsfunk-
tion (5.160)

. det Cyz) /3 o 1 .
CTou, - TouC = <2MW) (Ccv,j .C,,lC — 3 (C- Cv,j)Q) (5.164)

unter Verwendung der Teiliiberspannung Ty nach Tab. 4.6. Bei genauer Betrachtung von Be-
ziehung (5.162)-(5.164) liegen drei skalare GrofRen
x1 = (det Cvk)l/?’,
T, =C-C), (5.165)
z3 = CCy - C,'C,
vor, die, wenn wir sie kennen wiirden, den viskosen Rechten Cauchy-Green Tensor (5.161) be-
stimmen. Das Einsetzen von GI.(5.161) in die Definitionen (5.165) liefert dann die drei nichtli-

nearen Gleichungen
b, (21, 9, 23) = 0, m=1,2,3 (5.166)

mit
Oy (21, 29, 13) 1= 11 — g (det £)'/3,
q)z(.’lfl, 1’2,373) =T2— g Eil . C, (5167)
®y(zy, 9, 73) =23 — g° CE' - €7'C,

Hierbei sind die Abkirzungen

k
g = g(w1,72,73) = 1+_:c1:1:2’ (5.168)
3 M
€ = &(x1,m,23) = C + ¥} (5.169)
Mk
= = 24455 L2 5.170
Nk = nk(fEl,@,xs) = Tko €XP _le XT3 — gffg ) (5. )
- Aty ag;
k= ——ntn 5.171
(det C)1/3 ( )

eingefuhrt worden. Die Anwendung des klassischen Newton-Raphson Verfahrens zur Lésung
des nichtlinearen Gleichungssystems (5.166) fiihrt dann in jedem Iterationsschritt () (lokale
Iteration) auf das lineare Gleichungssystem

q)l,l q)1,2 (I)l,B ") Axy Of ®
q)2,1 q)2,2 q)2,3 Axy = - @, ) (5.172)
(I)3,1 (I)3,2 q)3,3 Axs 2



5.3 Tangentenoperator bei finiter Viskoelastizitat 135

mit den Inkrementen Axz,, = x%H) x%). Die Koeffizienten der Funktionalmatrix @, ; =

0®,;/0x;,i,j = 1,2,3, sind im Anhang C.1 hergeleitet.

ANMERKUNG 5.9
Im Fall einer konstanten Viskositét ;. reduziert sich das Problem auf die Berechnung von zwei
Unbekannten x, und 4. x5 tritt dann nicht mehr auf. O

ANMERKUNG 5.10

Wir erkennen auch einen Nachteil der impliziten Runge-Kutta Verfahren, die durch den Integrati-
onsschritt die isochore Eigenschaften eines Tensors verletzen. Bildet man ndmlich von GI.(5.161)
die Determinante, so wird offensichtlich, dal8 diese von eins verschieden ist. Die Anwendung ei-
nes Exponentialalgorithmusses, siehe hierzu die grundlegende Arbeit von WEBER & ANAND
[170], erfillt zwar diese Nebenbedingung zwangsldufig, ist jedoch nur ein \erfahren erster Ord-
nung und bindet sich nicht in die steif-genauen diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren zur
Berechnung von DAE-Systemen ein. Der Verlust der Zwangsbedingung wird daher in dieser
Arbeit akzeptiert. Eine Alternative wére die Formulierung einer algebraischen Nebenbedingung
und der Einftihrung einer weiteren Unbekannten, was wir in dieser Arbeit nicht weiterverfolgen
wollen. O

Je nach verwendeter Elementformulierung bendtigen wir abschliefend die Uberspannun-
gen TOV bzw. So. Die Uberspannungen berechnen sich aus den Teiluberspannungen To, =
> Tov und somit aus den viskosen Rechten Cauchy-Green Tensoren (5.161):

2ppxy
(det C)1/3

Im Falle der Verwendung raumlicher Gr6Ben verwenden wir den push-forward Operator, Soy =
F® F]T23 T,y, bzw. die korrespondierenden Matrizenoperationen.

- 1
Tov = (g(fl,$2,$3)€_1(9€1,$2,$3) — §$2C_1) (5.173)

5.3 Tangentenoperator bei finiter Viskoelastizitat

Im Zusammenhang mit der gemischten Elementformulierung aus Abschnitt 5.1.5 sowie der
Anwendung des Multilevel-Newton Verfahrens aus Abschnitt 2.4.2, siehe auch die konkrete
GL.(5.47), die auf finite Deformationen Ubertragen werden muf, bendtigen wir den Tangenten-
operator, der sich aus den Gleichgewichtsspannungen und den Uberspannungen berechnet. Die
Berechnung des Tangentenoperators der Gleichgewichtsspannungen entspricht der Berechnung
in Abschnitt 4.3.4.

Der Tangentenoperator des Uberspannungsanteils,

Cov = nzw C~ovk Z dTOVk (5174)
k=1

zur Iteration (m) der Stufe 7;,; am GauR-Punkt £, ;, des Elementes e wird in diesem Abschnitt be-
stimmt. Die Indizes werden wie im vorherigen Abschnitt fortgelassen. Da die viskosen Rechten
Cauchy-Green Tensoren durch ein analytisch optimiertes Berechnungsverfahren bestimmt sind,
siehe vorherigen Abschnitt, tritt folgende Berechnung ein. Die Uberspannungen (5.173) hingen
von dem Rechten Cauchy-Green Tensor C und den viskosen Rechten Cauchy-Green Tensoren
C.,. bzw. indirekt von den eingefiihrten Unbekannten x,,, m = 1, 2, 3, aus GI.(5.165) ab:

Tovk = Tovk($1(c)7 $2(C)a xS(C)a C)
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Die Differentiation nach dem Rechten Cauchy-Green Tensor lautet dann

~ dTO\,k(ZL‘m(C), C) 9 Z 8T0vk ® d{L‘m n 28T0vk

=9 — .
Covk or,, ~ dC oC

dC

(5.175)

Der letzte Ausdruck der Summe wird im Anhang C.2, siehe GI.(C.21), berechnet und lautet

arj:‘ovk o 1 ind 2/~’Lk‘x1
=\ T3t T ey

(vs€ '+ 97251051)) ® C '+

oC
211 l%xl 1 11Tes T2 [ _11Tes
A - —=|C C . 5.176
ey |9, € ee M - et e (5176)
Hierbei haben wir die Abkiirzungen
kxy 2/1k5k I, Y22

= — —_— - = und = — 5.177
V2 Sk < + (det C>1/3$1 x3 3%) V3 3 ( )

eingefiihrt. Die partiellen Ableitungen der Teiliiberspannungen To.; nach den GréRen z,, in
GL.(5.175) berechnen sich mit Hilfe von GI.(5.173) zu

aTovk - i ~ 2Ty dg9 . 4 —1% -1
or; oz ot (et )17 ( {ME 9§ &Elé : (5.178)
aTovk 2y 99 . 1 208 . 1

_ _ _> N A7
014 (det C)1/3 (8@6 9 8@5 3C ’ (5.179)
8T0vk . 2111 dg -1 -1 %3 -1

In diesen Ausdriicken bendtigen wir die Ableitungen dg/0x,, und 0&/dx,,, die bereits bei dem
lokalen Iterationsverfahren (5.172) zur Berechnung der Unbekannten z,, vorgekommen sind.
Die Ableitungen sind im Anhang C.1 in den Gleichungen (C.5) und (C.7) berechnet worden.

Zuletzt berechnen wir noch die Ableitungen dzx,,,/dC, welche in GI.(5.175) notwendig sind.
Die Anwendung des Satzes Uber implizite Funktionen, welcher die Basis fur das Multilevel-
Newton Verfahren darstellt, wird nunmehr auf das nichtlineare Gleichungssystem (5.166) ange-
wendet. Diese notieren wir in der Form

(I)m($1(C),$2(C),$3(C),C) = 07 m = 1a273 (5181)
und wenden die Kettenregel an,

d®,, = 0D, da, L 0Py,
de, — Or, dC oC

~0. (5.182)

Die Uberfiihrung der tensoriellen Darstellung in Matrizennotation fiihrt dann auf das lineare

Gleichungssystem
feh | 1%
dC oC
(I)l,l q)1,2 q)1,3 dr T 9% T
Po1 Pon Do {d—CQ} = - {8—5} (5.183)
@371 @372 q)3,3

day | 0"
| | dC i | | oC i
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mit sechs unbekannten rechten Seiten. Die Koeffizientenmatrix ist die gleiche, wie bei der An-
wendung des Newton-Raphson Verfahrens in GI.(5.172) und liefert die Unbekannten dz,,/dC,
m = 1,2, 3, die in GIL.(5.175) notwendig sind. Die Ldsung dieses linearen Gleichungssystems
konnte analytisch durchgefiihrt werden, was jedoch sehr aufwendig ist. Wir flihren dies daher nu-
merisch durch. Die Vektoren der rechten Seite sind im Anhang C.2, siehe GI.(C.30), hergeleitet
worden.

Da wir in der gewahlten Finite-Elemente Formulierung in Abschnitt 5.1.5 den Tangentenope-
rator in der Momentankonfiguration bendtigen, wird der Operator (5.175) gemal (4.108) bzw.
(5.116) vortransformiert.
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Kapitel 6

Beispielrechnungen

In diesem Kapitel soll die vorgeschlagene Vorgehensweise der Berechnung von Strukturen mit-
tels diagonal-impliziter Runge-Kutta Verfahren aus Abschnitt 2.3 an Beispielen basierend auf
den Materialgleichungen aus Kapitel 4 ausgetestet werden. Zu diesem Zweck ist ein eigenes
Finite-Elemente Programm entwickelt worden, welches (ber die Struktur der dargestellten Vor-
gehensweise verfugt. Die Rechnungen sind auf unterschiedlichen LINUX-Rechnern mit Hilfe
des g77-Compilers bei doppeltgenauer Arithmetik angefertigt worden. Zunéchst definieren wir

3 5 T 4 T T T
i FE ' K = 105 [MPa] ——
Experiment © K = 10° [MPa]
— 2.5 r g 4
©
% /
el 2 [ ) —
3 23
= 15| 1 < /
— 1 [ 7 ‘
[a
1
S 05t A L
1 1.2 14 16 18 2 0 1 2 3 4 5 6
Streckung A Streckung )
Abbildung 6.1:  Einaxiales  Spannungs- Abbildung 6.2: Verlauf der relativen Abwei-
Dehnungsverhalten der Gleichgewichtslosung im chung der Determinante des Deformationsgradi-
Vergleich zu experimentellen Ergebnissen von enten zur Losung bei Inkompressibilitat fur un-
HAUPT & SEDLAN [76] terschiedliche Kompressionsmoduln

einige Grolen, die in den nachfolgenden Rechnungen nicht variiert werden. Hierzu beginnen
wir mit dem Modell der Gleichgewichtsspannungen aus Tab. 4.7, die in HARTMANN [66] an den
experimentellen Daten von HAUPT & SEDLAN [76] identifiziert wurden. In Abb. 6.1 ist fur die
Materialparameter

c1o = 0.264 [MPa], cor = 0.5 ['\/”:)a.]7 c3o = 0.019 [MPa] (61)

die 1-te Piola-Kirchhoff Spannung, Tri;; = /Ay, Uber der Axialstreckung A = L/Ly mit den
die Gleichgewichtskennlinie definierenden Relaxationsabbruchpunkten (Kreise) dargestellt. N

139
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ist die Axialkraft, Ay und L, die Querschnittsfliche sowie die Lange der Ausgangskonfiguration
und L die aktuelle Lange. Die Materialparameteridentifikation entstand dabei an Zug-, Torsions-
sowie kombinierten Zug-Torsionsexperimenten. Die in Abb. 6.1 erkennbare numerische Losung
ist mit einem achtknotigen Volumenelement aus Abschnitt 5.1.5 sowie einem fiktiven Kompres-
sionsmodul von K = 1000 [MPa] berechnet worden.! Wenn wir daran interessiert sind, daf das
nahezu inkompressible Verhalten wahrend der Deformation bestehen bleiben soll, muf? man sich
das Verhalten der Determinante des Deformationsgradienten anschauen. Stellvertretend fiihren
wir dies am einaxialen Zug durch. Aus der Losung der Gl.(4.131) erhalten wir im Falle hy-
perelastischen Materialverhaltens den Verlauf in Abb. 6.2 fiir zwei unterschiedliche Kompres-
sionsmoduln. Aufgetragen ist die relative Abweichung, siehe GI1.(6.13), der Determinante des
Deformationsgradienten. Fur Streckung 0.4 < X\ > 2 ist mit einer starken Zunahme der Abwei-
chung von J = 1 zu rechnen. Diese Eigenschaft sollte man bei grofieren Deformationen oder
kleinerem Kompressionsmodul im Auge behalten.

Wir wahlen weiterhin eine Uberspannung, ney = 1, und schétzen die Materialparameter des
Uberspannungsanteils mit 1o, = 180 [MPas], s; = 0.001 [MPa~'] sowie ; = 0.2 [MPa] ab.

In den folgenden Untersuchungen beginnen wir mit dem einaxialen Zug, dem Zug einer
realen Probe und der einfachen Scherung. Dabei stellen wir zum Teil die “analytischen” \er-
gleichsldsungen mit den FE-Berechnungen gegeniiber. Dem anschlieRenden Abschnitt liegt die
Scherung einer rechteckigen Elastomerscheibe, einer stark inhomogenen Deformation, zugrun-
de. Bei dieser interessiert das Aufwands-Genauigkeitsverhalten der verwendeten Zeitintegrato-
ren.

6.1 Einfacher Zug

Das Problem des einaxialen Zuges resultiert aus der
einfachsten Mdglichkeit von Priifmaschinen Probekor-
per einaxial zu belasten. Hierbei werden die Probekor-
per verschiebungskontrolliert Gber die Traversenbewe-
gung der Prifmaschine, dehnungskontrolliert in einem
MeRbereich in der Mitte der Probe — DMS-Technik?,
Dehnungsaufnehmer, Lasermefitechnik, CCD-Kamera
— oder kraftgesteuert belastet. Bei dehnungsgesteuer-
ten Prozessen haben wir den Vorteil, da wir den Zu-
— vorgeschriebene Verschiebung  sammenhang von Dehnungen und Spannungen und da-
—= Festlager mit die Mdglichkeit zur konstitutiven Modellierung di-
rekt erhalten, sofern ein homogener Spannungs- und
Deformationszustand in einem mittleren Bereich der Pro-
be vorliegt. Ist so ein homogener Spannungs- und De-
formationszustand gewéhrleistet, konnen auf der Ebe-
ne der Materialgleichungen die Spannungs-Dehnungszusammenhange entweder analytisch bzw.
numerisch geldst oder jedoch mit einem finiten Element, hier ein Volumenelement mit den in

Abbildung 6.3: Geometrische Randbe-
dingungen eines achtknotigen Volumen-
elementes beim einaxialen Zug

IMit Hilfe von Tab. B.2 sowie (4.124) und (4.125) entspricht dies in der Ausgangskonfiguration einer Querkon-

traktionszahl
. 3K — 4(010 + 001)

V=
GK + 2(610 —+ COl)

und damit fiir die gewéhlten Materialparameter (6.1) einem v = 0.499239.
2Diese Technik ist bei groRen Verzerrungen nicht anwendbar.
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Abb. 6.3 dargestellten Randbedingungen, als Losung eines Anfangsrandwertproblems berechnet
werden. Fir die Materialparameter aus GI.(6.1) erhalten wir fir die Finite-Elemente Losung bei
Verwendung der Streck- bzw. Verschiebungsgeschwindigkeiten A = /Ly = 3-107% [s71],
k=2,...,5,die Verldufe in Abb. 6.4. Diese Abbildung zeigt die zugehdrige Spannungsantwort

— [\
at [\ (@)
T T T

I

TR 11 = N/AO [MPa]

3-107°

1

1 1.2 14 1.6 1.8 2
Streckung A

0 1

Abbildung 6.4: Einaxialer Zug bei unterschiedlichen Streckgeschwindigkeiten A [s~1]

und macht die nichtlineare Geschwindigkeitsabhdngigkeit der gewdhlten prozeRabhéngigen Vis-
kositat (4.216) klar, die im Gegensatz zu einer konstanten Viskositdt n = const. tendenziell &hn-
liche Ergebnisse zu den in HAUPT & SEDLAN [76] vorliegenden experimentellen Ergebnissen
liefert.

Die vorgestellte zeitadaptive Vorgehensweise erweist sich bei Prozessen mit unterschiedli-
chen Zeitskalen als notwendig. Zu der Darstellung des prinzipiellen Verhaltens der Schrittwei-
tensteuerung ziehen wir den verschiebungsgesteuerten Lastpfad aus Abb. 6.5 heran, bei dem
wahrend der Belastung Haltezeiten von 1000 [s] eingefiihrt werden. Die Belastungsphasen dau-
ern 10 [s]. In Abb. 6.6 ist die Spannungsantwort des Prozesses aufgefiihrt, der das Relaxieren auf
die Gleichgewichtskennlinie wiedergibt. Fur eine Anfangsschrittweite von Aty = 10 [s], diese
wird jeweils bei einer nicht stetig differenzierbaren Belastungsfunktion erneut nach dem Bela-
stungswechsel® ausgefiihrt, ist das Verhalten der Schrittweite in den Abbildungen 6.7 und 6.8 zu
erkennen.* Abb. 6.7 stellt lediglich den Ausschnitt der ersten 1010 [s] des Prozesses dar. Hierbei
haben wir die Fehlertoleranzen fiur die Verschiebungen und Inneren Variablen, siehe Gl.(2.92),
von € (U) = &(q) = 1074, € (u) = 10~* [mm] sowie e,(q) = 10~7 gewahlt. Wahrend der er-
sten 10 [s] sind die Schrittweiten ndherungsweise konstant, da die Materialantwort nur schwach
nichtlinear ist. Wahrend der Haltezeiten wird die Notwendigkeit des zeitadaptiven Verfahrens
erkennbar, da dort die Schrittweite stark steigt und demnach im Vergleich zu einer konstanten
Schrittweite auch zu einer erheblichen Verminderung des Rechenaufwandes fiihrt.

3Unter Belastungswechsel wird bei einer in der Zeit nicht stetig differenzierbaren Belastung der Ort eines
“Knickes” verstanden.

4Damit ist auch der Abfall der Schrittweite kurz vor 10 [s] zu erkldren, da nur die Differenz aus letztem Zeitpunkt
und ¢ = 10 [s] eingeht. Ahnliches ist jeweils kurz vor Beginn der anderen Haltezeiten zu erkennen.
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Abbildung 6.5: Lastpfad mit Haltezeiten Abbildung 6.6: Spannungs-Streckungsdiagramm
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Abbildung 6.7: Schrittweitenverhalten des Bela- Abbildung 6.8: Schrittweitenverhalten des Bela-
stungsprozesses mit Haltezeiten im Zeitintervall stungsprozesses mit Haltezeiten im Zeitintervall
0<t<10][s] 0 <t < 4040 [s]

6.2 Zug eines Probekdrpers

Das Ziehen einer konkreten rotationssymmetrischen Materialprobe aus Abb. 6.9(a) bei Verwen-
dung der dreidimensionalen Volumenelemente aus Abschnitt 5.1.5 soll einen Vergleich zu dem
einaxialen Zug des vorherigen Abschnitts liefern. Hierzu verwenden wir das zweistufige \Ver-
fahren von Ellsiepen aus Tab. 2.9. Abb. 6.9(b) zeigt die Abmessungen der Materialprobe, deren
Kopfenden jeweils in einem Metalltopf eingeklebt werden. Die zugehdrige Vernetzung sowie die
geometrischen Randbedingungen eines Achtels der Probe sind in Abb. 6.9(c) dargestellt. Hier-
bei werden die Knoten an der Oberfldche der “Klebung” alle gesperrt und wir verlangern den
Stab monoton in 10 [s] um 19.5 [mm], d.h. die Gesamtprobe verléngert sich um 39 [mm]. Die
Wahl der Materialparameter erlduterten wir bereits eingangs zu diesem Kapitel. Abb. 6.10 re-
prasentiert die Deformation der Probe zum Zeitpunkt ¢ = 10 [s] und Abb. 6.11 die Konturgrafik
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o
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(a) Probekdrper (b) Probengeometrie (c) Vernetzung

Abbildung 6.9: Rotationssymmetrischer Elastomerprobekdrper

-19.5 _

-17.3 |

-15.1 |
-12.901

-10.701

-8.501

-6.301

-4.102

-1.902

.297907

MN

Abbildung 6.10: Deformiertes und undeformier- Abbildung 6.11: Axialverschiebungsverteilung
tes Netz der Zugprobe (Konturplot)

der Axialverschiebungen eines Schnittes der Probe, die auf einen weitgehend homogenen Defor-
mationszustand in dem mittleren Bereich des Korpers schlielen 1&B3t. Als Fehlertoleranzen der
Schrittweitensteuerung wahlen wir die Werte gemald des vorherigen Abschnitts. Die Anfangs-
schrittweite sei hier Aty = 0.01 [s]. Abb. 6.12 lai3t erkennen, daR die Schrittweiten bei grélReren
“Anderungen” in der Lastumlagerung und damit bei unterschiedlichen viskosen Verhalten inner-
halb der Struktur starker zunimmt. Die GroRe der Schrittweite ist im Vergleich zum Beispiel des
vorherigen Abschnittes geringer, da im Gegensatz zur homogenen Deformation stark inhomoge-
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Abbildung 6.12: Schrittweitenverhalten des Ver- Abbildung 6.13: Spannungs-Streckungsverhal-
fahrens von Ellsiepen ten

ne Bereiche in der Probe vorliegen.

Das Spannungs-Streckungsverhalten ist in Abb. 6.13 dargestellt. Dieses ist dem untersten
Randelement entnommen. Die Streckungen entsprechen ungefahr der GrolRenordnung aus Abb.
6.4 und die 1-ten Piola-Kirchhoff Spannungen liegen in &hnlicher Groenordnung.

6.3 Einfache Scherung

Eine einfache homogene Deformation stellt die “einfache Scherung” dar, die experimentell nur
schwer erzeugbar ist, wenn man von der Torsion dinnwandiger Kreisquerschnitte einmal ab-
sieht. Sie ist jedoch fiir theoretische Uberlegungen und zum Vergleich zu numerisch erzeugten
Losungen sehr gut geeignet. Mit ihr kann man insbesondere in der Testphase neuer Spannungs-
algorithmen oder Elementformulierungen einen Vergleich der theoretischen und numerischen
Ergebnisse durchfiihren. Dabei ist jedoch auf besondere Randbedingungen zu achten, was in die-
sem Abschnitt angesprochen werden soll. Wir sprechen im folgenden lediglich die Eigenschaften
hyperelastischer Materialgleichungen an, insbesondere die Naherung von Materialgleichungen
der Nahezu-Inkompressibilitat im Vergleich zur Vergleichslosung der Inkompressibilitat. Hierzu
dient das Materialmodell (4.206)-(4.212) aus Tab. 4.7.
Die einfache Scherung, definiert durch die Deformation

x =X + RrY, y=Y, z=7, (6.2)

bzw. der daraus resultierenden Matrixdarstellung des Deformationsgradienten bzw. des Linken
Cauchy-Green Tensors in kartesischen Koordinaten

1 k [ 1+ K% K
1 —x [ 1+3k*+ k' k(24K
Bl= | —k 1+&2 . B'=1| k(@2+kY) 1+4° ,  (64)
1 1
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mit det F = detB = 1 — B = B, fiihrt bei inkompressiblem Materialverhalten fiir GI.(4.45)
sowie dem Ansatz (4.50) mit I = trB = 3+ x2und llg = tr B~ = 3 + x2 auf die Spannungs-
komponenten (Matrixkomponenten) des Cauchyschen Spannungstensors T

o1 = —p+ 2w (1 + K?) — 2wy,
02 = —p + 2wy — 2wy(1 + “2)7

(6.5)
033 = —P + 2(71)1 — U)Q),
019 = 2(21)1 + wg)l‘{.
Hierbei ist p der unbestimmte Druck,
0 0
w, = —w = Cyo + 3630(']3 — 3)2 =10 + 363054 und Wo = —UJ = Co1- (66)
ol ollg

Abb. 6.14 zeigt die grafische Veranschaulichung der einfachen Scherung. Dabei berechnet sich

?J’ p 1 y‘ 022 [022
012

o | N T
| 1 \/ / om | | om
1 | T ~
f 3 T z
L—lJ 022 022
(a) Geometrie (b) Spannungsrandbedingungen

Abbildung 6.14: Einfache Scherung

unter Ausnutzung der aus (6.5) folgenden universalen Beziehung 011 — 022 = 012k, Siehe TRUES-
DELL & NoOLL [164, S.178]°, die Tangential- und Normalkomponente zu

T = K011 — 022) + (1 = K?)or - 72 ynd N=1 + K20 — K01, = 099 — KT.
1+ 2 1+ A2 1+x2
(6.7)

Danach muB der unbestimmte Druck aus den Spannungsrandbedingungen bestimmt werden, wo-
zu es beliebig viele Moglichkeiten gibt. Eine dieser Moglichkeiten, die Gberlicherweise in den

Lehrbiichern zu finden ist, legt die Spannungsrandbedingung o33 = 0 zugrunde. Hiermit kdnnen
aus GI.(6.5); der Druck und die tibrigen Normalspannungen bestimmt werden:

o33 =0 = p=2(w; — ws) (6.8)
011 = 2’(1)1/'12 = 2(C10 -+ 363054)1'12 (69)
099 = —2w2/{2 = —26021412 (610)

SAusfiihrlich wird die einfache Scherung in TRUESDELL & NOLL [164, S.174-179, S.182-183] diskutiert.
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Eine andere Moglichkeit, die zunéchst etwas willkirlich erscheint, jedoch im Hinblick auf
die nachfolgenden Betrachtungen gewahlt wird, ist tr T = 0. Wir erhalten hierfiir

2
tI‘T:0'11+0'22+0'33:0 — p:§(w1—w2)(3+m2) (611)

und damit die Normalspannungen

2k 2K2
o111 = ?(le + U)Q) = ?(2010 + 6630’14 + 001)7
22 2k2
099 = —?(wl + 271)2) = _7<010 + 3C3OH4 + 2601)7 (612)
2k 2K2
033 = ?(—wl + ’wz) = ?(—010 - 3030/<64 + 001)-

Wir kommen nunmehr auf die Formulierung (4.67) zur Berlicksichtigung nahezu inkompres-
siblen Materialverhaltens zu sprechen und betrachten deren Auswirkung auf die Materialant-
wort. Hierzu betrachten wir zunéchst die einfache Scherung nach GI.(6.3) sowie (6.4) und setzen
diese in GI.(4.82) bzw. (4.85) ein. Wegen U’(1) = 0 entfdllt die \Verzerrungsenergie der volu-
menéndernden Deformation und es folgen mit (6.6) die Gleichungen (6.12). Die gewahlte Defor-
mation der einfachen Scherung fiihrt daher bei kompressiblem Materialverhalten auf das Problem
des verallgemeinerten ebenen Verzerrungszustandes, d.h. in Dickenrichtung treten keine Verzer-
rungen jedoch Spannungen o33 # 0 auf. Daher mussen bei einem Vergleich der analytischen
Losung der einfachen Scherung mit der zugehdrigen numerischen Ldsung einer FE-Berechnung
die richtigen Spannungsrandbedingungen zur Bestimmung des unbestimmten Druckes p heran-
gezogen werden. Abb. 6.15(a) zeigt eine Vernetzungsmdoglichkeit der einfachen Scherung mit

(@) (b)

Abbildung 6.15: Vier achtknotige Volumenelemente und deren Randbedingungen bei einfacher Scherung

Volumenelementen. Eine Berechnung mit den Verschiebungselementen aus Abschnitt 5.1.4 lie-
fert genau die Antwort (6.12). Analoge Ergebnisse erhdlt man bei Scheibenelementen fiir den
ebenen Verzerrungszustand. Das heif3t, bei der Wahl der Randbedingungen gemald Abb. 6.15(a)
mufB fiir die analytische (inkompressible) Losung die Spannungsrandbedingung tr T = 0 ange-
nommen werden, damit gleiche Ergebnisse gefunden werden. Hierbei geht die Wahl des Kom-
pressionsmoduls K in die Lésung nicht ein.
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Eine Alternative sind die Randbedingungen aus Abb. 6.15(b), welche einen ebenen Span-
nungszustand reprasentieren. In diesem Fall hat der Kompressionsmodul einen wesentlichen
Einflud. Die Losung muB fir K — oo gegen die analytische Ldsung (6.5) konvergieren. In
Tab. 6.1 sind diese Ergebnisse fur x = 5, t = 1 [mm] sowie ¢, = 0.264 [MPa], ¢o; = 0.5 [MPa]

Tabelle 6.1: EinfluR des Kompressionsmoduls K auf die einfache Scherung. Darstellung der relativen
Fehler e(-) [%] zur Losung (6.5).

| Analytische Lésung || K = 10" [MPa] | K = 10° [MPa] | K = 10° [MPa] |
012 — 363.89 [MPa] 14.20 1.70 0.17
011 = 1794.45 [MPa] 14.76 1.77 0.18
a5 = —25.00 [MPa] 25.60 3.16 0.32
J=1 5.34 0.58 0.06

und c3g = 0.019 [MPa] eingetragen. Die dort vorkommenden Werte sind die relativen Fehler

e(x) = [ = Toaal 00 (6.13)

|5Eexakt |

Dabei wird offensichtlich, dal3 sehr grole Kompressionsmoduli gewahlt werden miissen, um die
analytische Losung zu erreichen. Weitere Rechnungen zeigen, daB dies von der Deformations-
groRe abhangt. Bei kleineren Scherwerten « sind die Ergebnisse genauer.

6.4 Scherung einer Scheibe

Im Gegensatz zur einfachen Scherung des vorhe- 4w [mm]
rigen Abschnittes sind in einem (mehr) realen Scher-
test die Oberflachen in Scherrichtung und normal dazu 20 |
spannungsfrei. Wir wahlen als Materialparameter die
eingangs zu Kapitel 6 gewahlten GroRen. Am oberen

Ende der Probe, siehe Abb. 6.17, bringen wir die \er- t [s]
schiebungen « auf und erreichen nach 5 [s] die maxi- 5 10000

male Kopfverschiebung® von uma = 20 [mm]. Dies

halten wir anschlieBend fiir 10000 [s] konstant, siehe Abbildung 6.16: Randverschiebungsver-
Abb. 6.16. Die zugehorigen Randbedingungen sowie lauf bei der Scherung einer Scheibe

die Elementierung kann Abb. 6.17 entnommen werden, wobei wir zwei Elemente in Dicken-
richtung verwenden.” Die Probe ist 20 [mm] x 20 [mm] mit einer Dicke von 4 [mm], wobei
wir dabei die Symmetrie ausnutzen. In der ersten Berechnung wéhlen wir die Fehlertoleranzen
€o(U) = 1075 [mm], ¢,.(u) = €.(q) = 107° und €,(q) = 1078, siehe GI.(2.92) und verwen-
den das Verfahren von Cash 3(2) nach Tab. 2.9. Obwohl lokal hochgradig nichtlineare Vorgange
stattfinden, ist der Verlauf der Scherkraft im Scherkraft-Verschiebungsdiagramm 6.18 wahrend
der Belastung ndherungsweise linear und sie “relaxiert” wahrend der Haltzeit von 10000 [s]

%Dies entspricht einem Scherparameter von x = 1, siehe Abschnitt 6.3.
"Natiirlich miiRten fiir eine genauere Berechnung erheblich mehr Elemente gewahlt werden, zumal in den Ecken
eine Singularitét vorliegt. Das Interesse liegt hier jedoch in der Zeitdiskretisierung.



148 Beispielrechnungen

Umax = 20 [mm]

K
“—¢ = 10000 [s]

7? A t=5[s]
ey YAV
7

N AYAX

20 [mm]

A A z
/7

Abbildung 6.17: Randbedingungen, Elementierung und Konfigurationen der Scherung einer Scheibe
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Abbildung 6.18: Scherkraft-Verschiebungsverhalten

auf die Gleichgewichtskennlinie, die durch eine rein elastische Berechnung erzeugt wurde. In-
nerhalb der Probe findet keine reine Relaxation statt, wie die unterschiedlichen Deformationen
der Netze aus Abb. 6.17 verdeutlichen. Dieser Effekt ist ein Resultat aller lokalen Eigenschaf-
ten des Materialmodells. Die Scherkraft nimmt zwar zundchst stark zu, siehe Abb. 6.19, zeigt
dann ein relaxationséhnliches Verhalten wahrend der Haltezeit. Abb. 6.20 zeigt das Schrittwei-
tenverhalten des zeitadaptiven Verfahrens, wobei wir als Anfangsschrittweite Aty = 0.04 [S]
wahlen. Wahrend die Schrittweite nahezu konstant wahrend der Belastungsphase bleibt, andert
sie sich stark wahrend der Haltezeit. Dort steigt die Schrittweite extrem an, was darauf zuriick-
zufiihren ist, dall immer weniger Zustandsanderungen im betrachteten Korper auftreten. Ein
nicht-schrittweitengesteuertes Verfahren kann solche Prozesse mit stark unterschiedlichen Zeit-
skalen kaum befriedigen.

An dieser Stelle muR3 erwédhnt werden, dal? eine rein zeitadaptive Berechnung natiirlich nicht
gegen die “exakte” Losung konvergiert. Hierzu mifite eine gekoppelte raum- und zeitadaptive
Berechnung erfolgen. Insbesondere liefert eine hohe Fehlerordnung des Zeitintegrators keine ho-
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Abbildung 6.19: Scherkaft-Zeitverlauf
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Abbildung 6.20: Schrittweitenverhalten

he Fehlerordnung des Gesamtproblems, vor allem bei Verwendung einer groben Elementierung
mit niedriger Ansatzordnung. Stellvertretend fuir Vorgehensweisen der Raum-Zeitadaptivitat sei
auf ELLSIEPEN [45] verwiesen.

Wir betrachten im folgenden nur den Belastungspfad, ¢ < 5 [s]. In dieser Untersuchung hal-
ten wir die Schrittweite konstant und variieren die Schrittweite fur das implizite Euler-Verfahren
(At = 0.01,0.001 [s]), fur das Verfahren von Ellsiepen (At = 0.018,0.002 [s]) sowie das Ver-
fahren von Alexander® (At = 0.03,0.003 [s]). Die Verfahren sind ein-, zwei- und dreistufig,
s = 1,2,3, und haben die Ordnung p = 1,2, 3. Um ein Aufwands-Genauigkeitsdiagramm zu
erhalten, siehe Abb. 6.21, tragen wir den relativen Fehler der Scherkraft, =(||Fs||) [%], siehe

Relativer Fehler ¢ [%]

o T
le 4 |
le™? Backward-Euler —— -
6 x Ellsiepen -
le” b Alexander -—x- ]
le 7 |
le8 |
le™® . “x |
1e—10 ’ |
16_11 |
le 12 . |
16_13 + P | L
1000 10000 100000

Anz. der globalen Newton-Iterationen

Abbildung 6.21: Aufwands-Genauigkeitsdiagramm beim Schertest

Gl.(6.13), auf die Ordinate und die Anzahl der globalen Multilevel-Newton Iterationsschritte

8Das Verfahren von Cash 3(2) ist die Erweiterung der eingebetteten Schrittweitenvorgehensweise des Verfahrens
von Alexander 3-ter Ordnung, siehe Abschnitt 2.3.1.
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(m), siehe Tab. 2.11, auf die Abszisse. Dies entspricht der Anzahl der global zu l6senden li-
nearen Gleichungssysteme. Die Referenzldsung entsteht durch das 5-stufige Verfahren von Hai-
rer & Wanner, siehe Tab. 2.9, mit der Ordnung p = 4 bei einer konstanten Schrittweite von
Aty = 0.0025 [s]. In Abb. 6.21 wird erkennbar, daB bei gleichem Rechenaufwand, die héher-
genauen Verfahren erheblich geringere Integrationsfehler aufweisen, d.h. bei glatten Problemen
sind Verfahren hoherer Ordnung Verfahren erster Ordnung vorzuziehen.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Eine spezielle Vorgehensweise zur Behandlung von Anfangsrandwertaufgaben im Zusammen-
hang mit inelastischen Materialmodellen im Rahmen der Methode der finiten Elemente hat sich
mittlerweile sehr stark verbreitet. In dieser werden auf Elementebene bzw. Gaul3-Punkt Ebene
die Materialgleichungen, die in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen 1-ter Ordnung
vorliegen, zeitlich integriert. Aus der Raumdiskretisierung entsteht ein nichtlineares Gleichungs-
system, welches meist mit einem Newton-Verfahren geldst wird. Zwischen diesen lokalen und
globalen Ebenen liegen natiirlich Koppelungen vor. Die Frage die dabei auftritt, bezieht sich
auf den Zusammenhang zur Losung von Anfangsrandwertproblemen mit Verfahren der Numeri-
schen Mathematik. Zu diesem Thema gibt es wenige Arbeiten in der Angewandten Mathematik.
Die vorliegende Arbeit hat daher eines dieser Verfahren aufgegriffen und auf ein Modell der fi-
niten Viskoelastizitat angewendet. Dabei werden eine Reihe von angrenzenden Fragestellungen
angesprochen und diskutiert.

So sind konkret steif-genaue diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren in Verbindung mit
einem Mehrebenen-Newton Verfahren auf die raumdiskretisierten Gleichungen, die im Zusam-
menhang mit der Methode der finiten Elemente bei Problemstellungen inelastischer Material-
gleichungen auftreten, angewendet worden. Als Materialgleichungen verwendeten wir ein Uber-
spannungsmodell der finiten Viskoelastizitat, welches die Spannungen additiv in Gleichgewichts-
spannungen, dargestellt durch eine Beziehung der Hyperelastizitit, und Uberspannungen, die
sich in Abhéngigkeit von Evolutionsgleichungen — gewohnliche Differentialgleichungen 1-
ter Ordnung — fur die inelastischen Dehnungen entwickeln, aufspalten. Insbesondere die da-
bei auftretenden Beziehungen der Hyperelastizitét, die auf einem Split in volumenerhaltenden
und volumendndernden GroRen basieren, unterliegen den hier durchgefiihrten Untersuchungen.
Hierzu gehort das Studium der numerischen Lésung des Eigenwertproblems von Tensoren 2-ter
Stufe (Sensitivitatsuntersuchung) sowie die Stabilitatsbetrachtung des verallgemeinerten Ogden-
Modells, der verallgemeinerten Polynomelastizitét (Rivlin-Elastizitdt) und des modifizierten Ar-
ruda & Boyce Modells. In diesem Zusammenhang erfolgte eine Zusammenstellung der in der
Literatur auftretenden Modelle der verallgemeinerten Polynomelastizitat sowie von Forménde-
rungsenergien des volumendndernden Anteils. Das thermodynamische konsistente Modell der
finiten Viskoelastizitat beeinfluf3t dabei lediglich den volumenéandernden Anteil der Deformation
und beinhaltet einen Ansatz fir die Berticksichtigung nichtlinearer Geschwindigkeitsabhangig-
keit.

Einleitend sind die steif-genauen diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren mit der An-
wendung auf Algebro-Differentialgleichungssysteme motiviert worden. Das dabei auftretende
blockstrukturierte nichtlineare Gleichungssystem wurde entgegen den Angaben der Literatur
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mit einem Mehrebenen-Newton Verfahren (Multilevel-Newton Verfahren) gelst und der Unter-
schied zum klassischen Newton-Raphson Verfahren klargestellt. Wir beschéftigten uns schlief3-
lich mit der Raumdiskretisierung der Methode der finiten Elemente im Zusammenhang quasi-
statischer Prozesse, die auf Algebro-Differentialgleichungssysteme fiihrt. Dabei sind die Kno-
tenverschiebungen der Struktur die algebraischen Variablen und alle Inneren Variablen an den
GauB-Punkten die differentiellen Variablen. Diese Darstellung erfolgte fir kleine und finite De-
formationen basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen sowie den Variationsglei-
chungen eines Dreifeld-Funktionals fur finite Deformationen. Hierbei ist besonderer Wert in ei-
ner klaren Trennung in bekannte und unbekannte Knotenverschiebungen sowie der Formulierung
der Verschiebungssteuerung gelegt worden.

Die dargelegte Vorgehensweise wird an Beispielen fur groe Deformationen — homogener
Zug, Zug einer Elastomerprobe sowie der Scherung einer Scheibe — ausgetestet und der Un-
terschied verschiedener Zeitintegratoren untersucht. Dabei wurde offensichtlich, dal Verfahren
hoherer Ordnung bei “glatten” Problemen im Vergleich zu Verfahren niedriger Ordnung von
\orteil sein kdnnen. Bei gleichem Aufwand im Vergleich zu Verfahren erster Ordnung liefern sie
erheblich genauere Ergebnisse. Desweiteren sind diese zeitadaptiven Verfahren bei Prozessen mit
unterschiedlichen Zeitskalen (Relaxation- oder Kriechprozesse) von enormen Vorteil, da sie, un-
ter der Kontrolle des lokalen Integrationsfehlers, die Entscheidung tber die richtige Schrittweite
dem Nutzer abnehmen. Es wurde dabei auch klar, dal? diese Vorgehensweise in herkdbmmliche
(implizite) FE-Codes ohne starke Anderungen implementierbar ist.

Ausblickend kann gesagt werden, dal3 die in dieser Arbeit dargelegte Vorgehensweise ei-
ner konsequenten Umsetzung in Raum- und Zeitdiskretisierung, insbesondere der Anwendung
weiterer Verfahren der Numerischen Mathematik zur Durchfuihrung der Zeitdiskretisierung und
der Losung der dabei auftretenden blockstrukturierten Gleichungssysteme, auf dynamische und
thermomechanisch gekoppelte Prozesse erweitert werden kann. Gleichfalls sind weitere Unter-
suchungen fiir “nicht-glatte” Fragestellungen — Visko- und Elastoplastizitat mit Fallunterschei-
dungen — sowie gekoppelte zeit- und ortsadaptive Verfahren notwendig.



Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

A.1 Eigenwertproblem von Tensoren 2-ter Stufe

A.1.1 Berechnung der Eigenvektoren

Eine konkrete Darstellung eines Verfahrens zur Berechnung von Eigenvektoren von 3 x 3-
Matrizen, welches nicht auf einer iterativen Methode basiert, konnte der Autor in der Literatur
nicht finden. Daher wird ein solcher Algorithmus im folgenden hergeleitet. Die Theorie hierzu
gilt als bekannt, jedoch interessiert die algorithmische Umsetzung, die durch die Fallunterschei-
dungen in einfache, doppelte und dreifache Eigenwerte sowie moglicher Rangabfalle gepragt
ist.

Bei drei verschiedenen Eigenwerten Ay # Ay # A3 # A; hat die Matrix B — A1 hochstens den
Rang 2 und fiihrt auf drei verschiedene Eigenvektoren aus den zugehdrigen drei unterbestimm-
ten Gleichungssystemen mit jeweils drei Gleichungen. Hierbei wird folgende Vorgehensweise
zur Bestimmung der Eigenvektoren vorgeschlagen: Man setzt den ersten Koeffizienten aus dem
Eigenvektor gleich Eins und lost zwei Gleichungen zur Berechnung der verbleibenden unbe-
kannten Komponenten des Eigenvektors. Je nachdem welche der Gleichungen linear abhangig
ist, muf’ das verwendete Verfahren herausfinden. Hierbei legen wir zunédchst v; = 1 fest,

b11 — )\ blg b31 1 O
b12 bye — A bas V2 = 0 )
b3 bas b3z — A U3 0

und lésen das Gleichungssystem
bz = A b { va } _ { —bro } (A1)
bgg b33 - A U3 _b31

b31b23 — (533 — )\)b12
{ Uy } _ ) (baa = A)(bsz — ) — D3 _ (A.2)

mit der Losung

(%] b12b23 - (b22 —A b31
(b2 = A)(bss — A) — b3

Verschwindet hingegen der Nenner, (b — A) (b33 — A) — b33 = 0, so waren gerade diese beiden
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Gleichungen linear abhéngig. Man kann dann v, = 1 wéhlen und erhélt aus

bip — A b12 b31 U1 0
b12 bye — A bas 1 = 0
b31 bz b3z — A U3 0

zum Beispiel die verbleibenden Gleichungen

NI EES ~s
b23 b33—)\ U3 _b23 . .

Hieraus resultiert die Losung

b23b31 - <b33 - )\)612

0\ _ ) T =N -3 -

{ } B b12b31 - (bll - )\)623 ) (A4)
(b1 — A)(bsz — A) — b3,

Ist auch in GI.(A.3) die Koeffizientendeterminante gleich null, (by; — X)(bss — A) — b3, = 0, S0
setzen wir vs = 1 und l8sen aus

bip — A b12 b31 U1 0
b12 bye — A bas V2 = 0
b3 bas b3z — A 1 0

die Gleichungen
b11 - A bl2 { (%] } _ { —b31 } (AS)
b2 bao — A U2 —bas

basbiz — (baa — A)bsy
{ vy } _ ) (b = A)(boz — A) = b7y (A.6)

womit wir die Losung

Vo b31b12 - (bll - )‘)b23
(bir = A)(bay — ) — b1,

erhalten. Dieses Vorgehen muf fur jeden Eigenwert durchgefiihrt werden, so dal} drei verschie-
dene Eigenvektoren berechenbar sind. Dabei ist es sinnvoll nur die beiden ersten Eigenvektoren
nach obigem Schema zu berechnen und den dritten, aufgrund der Orthogonalitatsbedingung, aus
dem Vektorprodukt der ersten beiden Vektoren zu bestimmen.

Bei zwei gleichen Eigenwerten entsteht vorerst ein Eigenvektor zugehorig zum einfachen
Eigenwert. Durch die doppelten Eigenwerte entsteht ein zusatzlicher Rangabfall der Matrix B —
Ail, so dal ein weiterer Koeffizient des Eigenvektors gewéahlt werden muf3. Daraus entstehen
aus den obigen drei inhomogenen Gleichungssystemen (A.1), (A.3) und (A.5) wiederum je zwei
Gleichungen fur den Gibrigen Koeffizienten des Eigenvektors, die je nach weiteren Rangabféllen
durch die folgenden Gleichungen bestimmt werden kdnnen:

v, = vy = 1.

b22 —A b23 { 1 } _ { —b12 } — g = —b23 — b31 (A?)
b23 b33 - A U3 _631 b33 - A
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Vg = ’1}3 = 1
by — A by { vy } _ { —b1o } oy = —bs1 — b (A.8)
| bt by — A 1 b o=
Ug = Ul — 1
bu—A b { 1 }:{ —ba }:MQ:M (A.9)
bia b —A | L P2 b2 b = A

Der dritte Eigenvektor kann wieder Uber die Forderung, dal3 die Eigenvektoren ein Orthogonal-
system bilden sollen, iber das Kreuzprodukt gebildet werden.

Fur drei gleiche Eigenwerte, A\; = Ay = A3 liegt ein dreifacher Rangabfall der Matrix B — A\, |
vor. Hierbei erhdlt man drei beliebige Eigenvektoren. Es ist Uiblich die urspriingliche kartesische
Basis (e, €, €3) zu verwenden, so dall Q = | ist.

Im Hinblick auf die Einfuhrung der orthogonalen Matrizen Q = [ninyn;], siehe Abschnitt
2.1, bendtigt man noch die normierten Eigenvektoren, die bei allen obigen Berechnungen nach-
traglich eingefuhrt werden mUssen,

n, = H ” \/U(Qi)l + U(QZ.)Q + U(zz‘)s' (A.10)

In den Tab. A.1 und A.2 ist das Verfahren nochmals schematisch dargestellt.

A.1.2 Sensitivitat des Eigenwertproblems

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Sensitivitat des symmetrischen Eigenwertproblems
(2.1) bzw. der L8sung (2.6), d.h. wie dndern sich die Eigenwerte bei einer Storung der Matrix B.
Hierzu bilden wir das Gateaux-Differential®

Dg Ae(Is(B), lls(B), Nig(B))[H] =Dy, Ai(Is, ls, Nig)[Dgs Is(B)[H]]+
+ Dy Ak(Is, g, i) [Dg g (B)[H]]+
+ D|||B )\k(IBa “B, “lB)[DB “lB(B)[HH —

O\ ON O\
~ ol o 6IIBh2 + alth3 (A-11)
mit
h1 = DB |B(B)[H] =1I- H,

ho = Dgllg(B)H| = (IgI - B) - H,
hs = Dp llig(B)[H] = lligB~' - H.
Die partiellen Ableitungen in GI.(A.11) lauten

o\ 1 21 2 0
8I—§ = <1 + 2B cosay, — 3P sin oy 853) (A.12)
e 1 9B
ol 3 ( — COS psmak 8“B) (A.13)
Ok 2
olllg 3P 8IIIB (A-14)

YIm Falle, daB eine der Invarianten Ig, lig bzw. Illg verschwindet, miissen die Untersuchungen analog durch-
gefiihrt werden.
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Tabelle A.1: Berechnung der Matrix der Eigenvektoren Q = [n1nang]

Gegeben B = BT € R¥3, A\, Ay, \g
Uberpriife die Anzahl der mehrfachen Eigenwerte

BERECHNE
di = [A— A
dy = [Aa— A
dy = [Ag— A

Dreifache Eigenwerte
IF ((dy <tol) und (dy<tol) und (ds<tol)) THEN Q=1 RETURN
Doppelte Eigenwerte
IF (dy <tol) THEN

BERECHNE n3,n; gemdl Tab. A.2sowie hy=n3 x N,
ELSEIF (d; <tol) THEN

BERECHNE ni,n; gemdld Tab. A.2sowie N3 =n; X Ny
ELSEIF (d3 <tol) THEN

BERECHNE njy,n; gemdld Tab. A.2 sowie N3 =n; X Ny
Einfache Eigenwerte
ELSE

BERECHNE ni,n; gemdld Tab. A.2sowie N3 =n; X Ny
END IF
RETURN

wobei die Abkiirzungen p = /I — 3llg und oy, = (6 + (k — 1)27) eingefiihrt werden. Als
letztes miissen wir noch die Ableitungen glﬁ 88“5 bzw. a?ﬁ fur G aus GI.(2.7) bilden. Wegen

der Form 3 = arccos (%) mit

g(lB,“B,l“B) 52|3B_9|B“B+27|“B7 h(IB7IIB> =2 (|2B_3”B)3

gilt
Jg oh
Y9 p — q4en
%@::_ ! i h293$, 2= lIg, llp (A.15)
xXr
1= (#)
B 1 1 Jg
g~ | (0)2halllg (A-16)
)
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Tabelle A.2: Eigenvektorberechnung bei gegebenem Eigenwert \. Die Reihenfolge der Berechnung hangt
von der Nummer des Eigenwertes ab.

Gegeben: B = B” € R**3 sowie \
(

) ( )
(%1 D
IF (ID] > tol) THEN {4, 8= 5% bybog — (bas — Abs ( GOTO1
\ U3 ) . b12b23 — (522 - )\)531 )
BERECHNE D = (by; — A)(bsz — \) — b,
( (
U1 ba3b31 — (533 - )\)512
IF (|D] > tol) THEN § 4, 3 =3 D GOTO 1
\ U3 ) . b12b31 — (511 - )\)523 )
BERECHNE D = (by; — \)(baz — \) — b3,
( (
U1 ba3bia — (522 - )\)531
IF (ID] > tol) THEN § 4, 8 =5 by — (b — Abyy ¢ GOTO1
(U3 ) \ D J
BERECHNE D = b33 — A
7 3 (
(%1 D
IF (|D] > tol) THEN {4, 3 =3 D GOTO 1
\ Us ) . —ba3 — b3 )
BERECHNE D =1b;; — A
7 3 (
vy —b31 — bio
IF (|D] > tol) THEN § 4, 3 =3 D GOTO 1
L U3 ) \ D J
BERECHNE D = by — A
7 3 (
(%1 D
IF (ID| > tol) THEN S 4, 8= by, — by ¢ GOTO1L
L U3 ) \ D ),
1 n= |V = /vi+ 3+ 03

_1
n=z=v
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An den GIn.(A.12) und (A.13) ist nun erkennbar, daf fir
13 —2llg — 0 (A.17)

die Ableitungen gl—)‘g und % unbegrenzt wachsen kénnen. In den GlIn.(A.15) und (A.16) fihrt

auch der Fall h =~ g,
213 — 9lgllg + 271Ig ~ 2 (13 — 3115) > (A.18)

zu numerischen Schwierigkeiten. Weitere Félle konnen hdchstens fiir sehr grofe Invarianten Ig,
llg, bzw. 1l auftreten, was hier nicht gesondert untersucht wird.

Die Verwendung der arctan-Funktion anstatt der arccos-Funktion vermeidet zunédchst die
Schwierigkeit, dal man bei arccos ¢ fir g/h > 1 auBerhalb des Definitionsbereiches gerdt.
Dieser Fall kann aufgrund von Rechenungenauigkeiten durchaus auftreten. Trotzdem &ndert sich
damit die Sensitivitdt des Eigenwertproblems nicht.

A.2 Matrizendarstellung

In diesem Abschnitt Gberfiihren wir die tensorielle Notation in die Matrizenschreibweise, da wir
zum einen kartesische Koordinaten vorliegen haben und zum anderen die Symmetrien der Tenso-
ren ausnutzen wollen. Dies dient im wesentlichen der Rechenzeitersparnis und ist notwendig im
Rahmen der besonderen Tensornotation der Tensoren 4-ter Stufe aus Abschnitt 2.2. Zwei Punkte
sind hierbei zu beriicksichtigen, ndmlich die Ausnutzung der Symmetrie der Tensoren 2-ter Stu-
fe sowie deren Einflul} auf das Skalarprodukt, welche im Variationsprinzip der Finite-Elemente
Formulierung auftritt.

o Bei der Ausnutzung der Symmetrie von Tensoren 2-ter Stufe, A = AT, tragen wir die
Koeffizienten des Tensors

a;; Q12 Aazp
A= Ao 23 | € ®€;
sym. ass

folgendermafen in Spaltenmatrizen ein:
T
A= {an Q22 A33 A12 Q23 a31}

e Des weiteren tritt im Variationsprinzip das Skalarprodukt zweier symmetrischer Tenso-
ren auf, so daB zuséatzlich die korrekte Ausfiihrung des Produktes erfolgen muf3. Aus den
symmetrischen Tensoren T sowie E mit T = CE erfordert das Skalarprodukt

a=E-T=E-CE

die richtige Berechnung durch
a=E'CE

mit E € R® und C € R,

Zur Beschreibung der Beeinflussung der Matrizendarstellung bei einer Symmetrieausnutzung,
gehen wir in zwei Schritten vor. Zun&chst tberfiihren wir die Tensoren in (9 x 1)- bzw. (9 x 9)-
Matrizen und behandeln hierbei das Produkt C E. Hieraufhin reduzieren wir diese Matrizen
aufgrund der vorliegenden Symmetrien auf (6 x 1)- bzw. (6 x 6)-Matrizen. Hierbei interessieren
uns vor allem die Produkte A ® A, A ® B + B ® A sowie [A ® A]™. AnschlieRend wird das
Skalarprodukt betrachtet.
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A.2.1 Uberfilhrung in (6 x 6)-Matrizen

Wir ordnen die Tensoren zweiter Stufe in Spaltenmatrizen der Dimension R® und die Koeffizi-
enten eines vierstufigen Tensors in einer (9 x 9)-Matrix an:

Ty [ Ciii1 Ciizz Ciiss Cinz Ciizs Ciuisi Ciiis Ciiar Chase Eyy
T Co211 Ca222 Cazzz Caziz Cazaz (231 Ca213 Cozar Cozza Ey
T33 Cs3311 Cs322 Cs333 Cs312 C3323 C3331 (3313 Cs321 Cszzz E33
T2 Cizi1 Cia22 Ci2zz Ci2i2 Cizes Chiazi Ciziz Cia21 Chase Ei
Toz p = | Cazi1 Caz22 Coszzz Cazia Cazaz Cazzi Corziz Cazar Cazsa Es3 (A.19)
T3 Csi11 Cs122 Cs133 Cs112 Czi2s Caizr Cs1iz Csi21 Csisa Es;
T3 Ciz11 Cizzz Cizzz Ciziz Cizes Cizzi Ciziz Cizar Cisse Ey3
Ty Co111 Co122 Co1zz Coriz Cai23 Co1zr Coriz Corzr Coize Ey
T C3211 C32220 C3233 Cs212 Czza3 Cza31 C213 Cs221 Cs232 Es3

Falls eine Symmetrie in dem Tensor T vorliegt (T2 = To1, Toz = T30, 131 = T713), S0 liefern die
letzten drei Gleichungen keine neue Information und sie konnen entfallen:

Eiq
AT Ciiin Crizz Ciisz Criiz Crizs Ciisi Ciiis Ciizn Chase Bz

Ess3
Ta Ca11 Cooza Crr3z Cooiz Chozaz Cazzi Co21z Cazar Chaso 5
T33 | | Cs311 Cszz2 Chszz Czz12 Czzaz Csszzr Csziz Cszar Chasa E12 (A.20)
Tio [ | Ci211 Chizzz Ciazz Ciraiz Cizes Ciesn Ciziz Ciaar Chose E23 '
T3 Casi1 Cazan Cazzz Coziz Chzas Caszzi Coziz Cazar Casse E31
T34 C3111 Csi22 C313z3 Csii2 Czi2s Csi31 Cs11iz Csi21 Chise E;?

Es3o

Liegt weiterhin eine Symmetrie in dem Tensor E vor (E19 = FEs1, Fas = FEs3o, E31 = Ei3), SO
tritt eine weitere Reduzierung auf

Ty Cii11
1o Ca211
T3z | _ | Cs3n1
Tio (| Ciann
Ta3 Chsi11
T3 C3111

Chi22
Ca222
C3322
Ch222
Ca3a2
C3122

Cii3s
Ca233
C3333
Cia33
Cazas
C3133

Cii12 + Cri21
Ca212 + Ca201
C3312 + C3321
Ci212 + Ci221
Caz12 + Caza1
Cs112 + C3121

Chi23 + Chis2
C2223 + Ca232
C3323 + C3332
C1223 + Cla32
C2323 + Cas32
C3123 + C3132

Ch131 + Chiis
Ca231 + Co213
C3331 + C3313
Ci231 + Ci213
Ca331 + Cas13
C3131 + Cs113

(A.21)

ein. Wir betrachten diese Darstellung fiir einen Tensor 4-ter Stufe der Form C = A ® B mit
der Eigenschaft A = AT sowie B = B”. Die Koeffizienten von C ergeben sich hierbei aus
cijrl = aijbg. Die Koeffizientenmatrix in GI.(A.21) hat dann die Darstellung

ai1biy
abi1
az3by
a12b11
assbiy
az1biy

a11ba2

a22b22
a33bay
a12b22
a23b22

a31bao

a11bsz  2a11012 2a11b23
a2b3z  2a22012  2a22b23
azsbss  2assbia  2aszboz
a12b33  2a12012  2a12b23
az3b3s  2ag3bia 2az3bo3
az1bss  2az1bia 2az1b3

2a11b3;
2a29b31
2a33031
2a12b31
2a9303;
2a31b31

(A.22)

Diese Matrix erhdlt man auch durch ein spezielles dyadisches Produkt. Durch die Anordnung
der Koeffizienten der “Tensoren 2-ter Stufe” in der Form

.
ai

a2
as
Gy
as
Qg

\

(
aii

D)
ass
a2
23

\ @31

3

sowie

b:

bll
b22
b33
b12

bas
bs1

(A.23)



160 Mathematische Hilfsmittel

sowie der Einflihrung der Matrix

1.0 000 0]
01 0000
001 000
M= 000200 (A.24)
000020
00000 2
berechnet sich die Koeffizientenmatrix (A.22) durch das Produkt
A=AT
=BT
C=A®B — C=ab’M. (A.25)

Ein Tensor vierter Stufe mit der Transposition 753 hingegen bedarf einer genaueren Untersu-
chung. Wir betrachten das Produkt T;; = C;1Ex und betrachten wieder zunachst die (9 x 9)-

Darstellung:
Ti [ Ci111 Ci21i2 Cizis Ciniz Ciziz Cisin Cinis Ciann Cisiz | [ En
Tho C2121 Ca222 Cazaz Co122 Cazaz Cazar Coi23 Cazar Cazan Es
T33 C3131 C3232 Cs333 C3132 C3233 C3331 C3133 Cz231 Cz332 E33
Tig Cri21 Cia22 Cizaz Crizz Cizes Cizer Criez Craa1 Cizae E
Toz p = | Caz1 Ch232 Coszzz Corzz Cazzz Cazzr Coizz Cozzi Cazza Eas3 (A.26)
T3y C3111 Cs212 Cs313 Cs112 Cz213 Cazin C3113 Cs211 Csziz E3;
T3 Crizi Ciazz Cizzz Crizz Ciaszs Cizsi Ciizs Ciazi Cisse Ei3
Ton Coi11 Ca212 Caziz Coriz Caziz Cazin Coniz Cooin Coazia Ex
T3y | U121 C3222 Cs323 C3122 C3223 Czza1 Cz123 Csoo1 Czoz | | Ea2

Wir erkennen, daB in jeder Spalte der Koeffizientenmatrix die Indizes 2 und 3 der Koeffizienten
im Vergleich zu GI.(A.19) vertauscht werden. Falls hier ebenfalls die Symmetrien 77, = T3,
Ty = Tzg, T31 = T13 vorliegen, so entfallen wiederum die letzten drei Zeilen des Gleichungssy-
stems als uberflissige Informationen. Die Symmetrien F1o = Eyq, Easz = FEs, F31 = Ey5 fiihren
dann zu der Anordnung

Cllll
C(2121
C(3131
CY1121
CY2131
C3111

01212

C(1313

02323
CE’)SBB
CY1323
CY2333
CY3313

Cii12 + Cian
C192 + Caomn
C3132 + Cz231
Chiz2 + Cian
Coi32 + Caozn
Cs112 + Cso11

Ci213 + Cizi2
U223 + Cazao
C3233 + C3332
Cha23 + Clzao
Coa33 + Caszo
Cs213 + Csz12

Cisnn + Chuis
Cazor + Caia3
C3331 + Ca133
Ciszo1 + Chizs
Co3z1 + Coizs
Cs311 + Ca113

(A.27)

Fir die Darstellung [B ® B]T23 folgt fiir symmetrische Tensoren B = B” mit der Matrizennota-
tion aus GI.(A.23)

[B ® B]T23

B =B"

C

b1 bl b4b4 b@b@ 2b1 b4
b4b4 bgbg b5 b5 2[)264
b@b@ b5b5 b@b@ 2b5b6
biby byby bsbg  bibo + 2
bybs babs bsbs  bibs + bybg
bgbi  bsbs bsbg  bgbs + bsby

2b4b@
ngbg,
Qbig
babs + bgbo
bobs + b2
6556 + bgb4

beba + bibs
bsbs + babs
bybs + b2

2b1bg
2b4bs
2b3bg

(A.28)
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Ein nichtsymmetrischer Tensor F kann in der Transposition [F @ F]™** ebenfalls auftreten, nim-
lich der Deformationsgradient. Dies tritt zum Beispiel auf bei der Vortransformation des konsi-
stenten Tangentenoperators oder des 2-ten Piola-Kirchhoff Tensors in GI.(4.77), der in Spalten-
form die Dimension T € R° hat, siehe GI.(5.100). Aus der Koeffizientenmatrix (A.27) resultiert
dann

[ F FZ, FZ 2F)1 Fio 2F19Fy3 2F13F1y i
F3 F3, F3, 2F31 F3 2F33F33 2F33F3

F =
23 Fi1Foy FioFyy FizFys  FiiFog + FioFyy  FiolFos + FizFyy  FizFyy + FipFos

F51F31 FookF3g Foglzg FoiF3o + Fogk3y  FooF33 + Fo3F3o  FaglFyy + FoiFis3
| F31F11 FaoFio F33Fi3 F31Fio + Faolyy FyoFi3 + F33F1o Fazbiy + F1F13 |
(A.29)
, SO entsteht aus diesem mit

Betrachtet man noch den Identitétstensor vierter Stufe Z = [I @ 1)

I = e ={111000} (A.30)

fur die Koeffizientenmatrix (A.28) die Einheitsmatrix

I=[1e0™ — = (A.31)

SO O OO
SO oo~ O
O OO = OO
OO = O OO
O = OO OO
_ o O O o O

Der Deviatoroperator D = 7 — %I ® I erhlt dann mit der Uberfiihrung des Spuroperators I ® I
nach Gl.(A.25)

111000
111000
e 111000
I®l = ee M= 000000 (A.32)
00000DO
(000000
die Gestalt
2 1 1 7
5 75 3 000
1 2 1
-3 3 —3 000
1 1 1 12
D=I-3Iel = D:IG—geeTM: -3 =3 3 000 (A.33)
0 0 0100
0 0 0010
0 0 000 1]

Bei der Berechnung des konsistenten Tangentenoperators der Gleichgewichtsspannungen nach
GI.(4.119) ist das Produkt aus dem Deviatoroperator, einem Tensor vierter Stufe sowie wieder-
um mit dem Deviatoroperator zu bilden. Dieses Produkt kann durch genauere Betrachtungen
wiederum durch spezielle Rechenoperationen im Aufwand reduziert werden, da die Matrizen-
darstellung des Deviatoroperators nach GI.(A.33) viele Nullen aufweist und der zwischen dem
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Deviatoroperator liegende Tensor Symmetrien aufweist:

a11
21
a3y
Q41
as51
Ge1

12
22
a32
42
52
ae2

a13
23
33
43
Q53
a3

14
24
Q34
Q44
Q54
Q64

Q15
25
a3s
Q45
Q55
Qg5

16
26
Q36
Q46
as6
Q66

All
A21

A12

(A.34)
A22

Die Untermatrizen A;; sind Elemente der (3 x 3)-Matrizen. Mit den Symmetrien A;; = AT,
A,y = AL sowie Ay, = AL folgt mit dem Deviatoroperator (A.33) in der Darstellung

D 0 . B 1 2 -1 -1
D= mit D=-| -1 -2 -1 (A.35)
0 1 31 21 -1 -2
fur das Tensorprodukt D.AD die Matrixdarstellung
D o][AL A |[D O
DAD — DAD-= =
L O |3 A21 AQQ i O |3
_ [ f)Alaf) DA, _ [ f)~A11£) DA, A36)
A21D A22 L aDA12 A22

A.2.2 Ausnutzung des Skalarproduktes

Nachdem wir die Uberfiihrung der Tensoroperationen fiir Tensoren vierter Stufe betrachtet ha-
ben, kommen wir noch auf das Skalarprodukt von symmetrischen Tensoren zweiter Stufe zu
sprechen. Dieses Produkt tritt einerseits im Prinzip der virtuellen Verschiebungen (bzw. auch in
anderen gemischten Variationsformulierungen) und andererseits im konsistenten Tangentenope-
rator in GI.(4.119) auf. Aus der Komponentendarstellung bei kartesischen Koordinaten berech-

. . ~T
nen wir mit TT = {TH Too T35 Tho Tha Tgl} und E = {EH FEso Ess B9 Fas Egl}

( En
E
Eo Ey
T - E = {11 Ty T3 Tho Tos Ts:1} Ey +{T1o Tog T1} & FEog p =
E
E23 31
\ B3 )
( By
Eo
1) Es A TaE T
=T 2R =T"ME=TE (A.37)
\ 2E3 J

Zur Darstellung haben wir wieder die Diagonalmatrix M aus GI.(A.24) und die Einfiihrung eines
neuen VektorS ET - {E11 E22 E33 2E12 2E23 2E31} bZW.

E=ME — E=ME (A.38)
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verwendet. Bestimmt sich zum Beispiel der Tensor T aus dem Produkt eines Tensors vierter Stu-
fe und eines Tensors zweiter Stufe, T = CE bzw. T = CE = CE, so folgt fiir das Skalarprodukt
(A.37):

~ ~ ~ T
CE-E = {CE)E = {CM’lE} E={CE)"E =E’CE. (A.39)

Die Koeffizientenmatrix C muR demnach in den letzten drei Spalten mit dem Faktor % multipli-
ziert werden, .
C=CM, (A.40)

was zu dem gewlinschten Nebeneffekt fithrt, daB Matrizen der Form (A.22), C = aa’M, in

11411 Q11022 A11033 G11GQ12 411023 A11G31
G22011 (A22G22 (A22033 (22012 (22023 (22031
C— (33011 QA3zAzz A33033 (33012 (33023 (3331 | _ cT (A.41)
A12a11 Q12022 Q12033 Q12012 Q12023 A12G03]1
A23G11 Q23022 (A23G33 G23Q12 A23023 «A23G3]1
a31a11 a31d22 A31033 G31412 31023 A31G031

sowie auch (A.28) in

biby bsby bgbs  biby by b1 bs
biby babs bsbs  boby babs bsbs
bsbg bsbs bebs  bsbg bsbs bsbe

C=| biby biby bshy D2t babstbebe  bebithibs | — CT (A42)

bob3+b2
b466 beB b5b3 b4b5<§bgbﬁ 2 32+ 5 b5b6;b4bg

b1b3+bZ
b@bl b4b5 bgb@ b6b442rb561 b5b6J2rb3b4 1 324_6

uberfiihrt und damit symmetrisch werden.

Der konsistente Tangentenoperator (4.119) ist durch obige Formen von Matrizen aufgebaut
und fuhrt daher zu einer symmetrischen Matrix. Beim Aufbau der Matrizen sollte zusétzlich le-
diglich die obere Dreiecksmatrix aufgebaut werden, was zu weiteren Geschwindigkeitsgewinnen
im Aufbau der globalen Steifigkeitsmatrix fuhrt.
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Anhang B

Lineare Elastizitatstheorie

Im Rahmen der linearen, isotropen Elastizitatstheorie liegt das Hookesche Gesetz, T = CE, in
verschiedenen Darstellungen vor, die auf verschiedene Formen des Elastizitétstensors 4-ter Stufe
C sowie unterschiedliche Materialparameter hinfiihren. In den Tabellen B.1 und B.2 sind diese

Tabelle B.1: Das Hookesche Gesetz in verschiedenen Darstellungen

Materialgleichungen \ Elastizitatstensor
E v E Ev
T = E trE)I B1)| C= 7z I®I (B.2
1+u< i )) (B1) o T iy te B2
T =2uE + \(trE)I (B.3) C=2uT + Il (B.4)
T = K(trE)I + 2GE” (B.5) C=KI®I+2G [I — %I ® I} (B.6)

Darstellungen aufgestellt bzw. einige Beziehungen abgebildet.! E stellt den linearisierten Green-
schen Verzerrungstensor, T den Spannungstensor, £ den Elastizitdtsmodul, v die Querkontrak-
tionszahl, K den Kompressionsmodul, G den Schubmodul und A und 1 die Lame Konstanten
dar.

Eine positive Formanderungsenergie

weir =L (ED EP + 1+7”(@15)2) (B.7)
2 14 v 3(1 —2v)

erhalten wir fiir beliebige Deformationsprozesse, falls £ > 0 und die Bedingungen —1 < v <
0.5 erfallt sind. Hierbei haben wir GI.(B.1) ausgewertet und eine Trennung in Deviator und Ku-
geltensor durchgefiihrt. Die physikalische Beobachtung der meisten Materialien besagt als wei-
tere einschrankende Bedingung, daR die Querkontraktionszahl positiv sein muB3, ~ > 0, um bei
positiven Zugspannungen im einaxialen Zugversuch negative Querdehnungen zu erhalten. v > 0
impliziert, siehe Tab. B.2 — erste Zeile und zweite Spalte, mit v( K, G) die Ungleichung

K> % (B.8)

!Siehe auch LEIPHOLZ [101, S.101].
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Tabelle B.2: Materialparameter der linearen, isotropen Elastizitatsbeziehung

[ E.v | K,G | 1, \
_ 9KG I 202 + 3uA
E,v 3K+ G A A
3K —2G A
V= ———— V= ——
6K + 2G 2(\ + 1)
K- 2
K,G T 3(1-2v) K:A+§“
E
= — G:
= mr s
vE
A= 2G
1A T -2) | A=K-Z
__ L e
AR TE .

welche wir im Zusammenhang mit Modellen der finiten Elastizitdt verwendet haben.



Anhang C

Matrizen der FE-Formulierung

C.1 Funktionalmatrix des Spannungsalgorithmus

In diesem Abschnitt leiten wir die Koeffizienten der Funktionalmatrix (5.172) des Newton-
Raphson Verfahrens zur Berechnung der viskosen Rechten Cauchy-Green Tensoren her, die wir
auch beim Tangentenoperator der Uberspannungen benétigen, siehe GI.(5.183).

Im ersten Schritt berechnen wir die partiellen Ableitungen der Viskositat nach den Variablen
x1, o UNd z3. Zu diesem Zweck nutzen wir die Eigenschaft der Differentiation einer Funktion
der Gestalt r(x) = ae*® aus, welche r'(z) = as'(z)e*® = r(x)s'(x) geniigt. Hiermit gelangen
wir auf

(977k($1,x2,x3) 21“19819 1 2
TS gy, CPRTR - = Cl
axl nk(det C)1/3 I3 3.1‘2’ ( )
oni(x1, T2, 73) 2015k T1T9
— =1k ; (C.2)
o, et OFF 1
377k($1,9€2,9€3) HESk x
— = - (C.3)
O0x3 (det C)1/3 s — a3
Mit Hilfe der Abkiirzung h(z1, 73, 73) = -5 siehe Definitionen (5.171) und (5.170),
erhalten wir die Ableitung
Oh(z1, 2, 3) _ _ALQ O ' (C.4)
0x,, Mg O,

Dieses Resultat verwenden wir zur Ableitung der Funktion g(z1, x5, x3) aus GI.(5.168) in Rich-
tung von x,,,:

dg T oh dg  x oh dg  x119 Oh
8.’171 n 3 (h+x1 3:61) ’ 8372 n 3 (h+x28.§€2) ’ 8373 n 3 8373 (CS)
Weiterhin, bendtigen wir die Ableitungen
0 0 0 0
Do Ny, 29, 23) = —92% und MQQ(.Tl,.TQ,ZUg) = Qg% (C.6)
sowle o€ oh ot Oh ot oh
8:61 (8:61 it h) 07 8372 8:62 xlc, 8373 8:63 xlc (C )
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der Definition (5.169). Dabei machen wir Gebrauch von GI.(C.4). Weiterhin beinhaltet die Inver-
se des Tensors £ ! die Ableitung

gt

o0z,

1 0 . _ _11Tey O&
= — 1— 1 = — 1 1 23 _— = —Fm C8
. eroe) > (€8)
Nunmehr sind alle relevanten Terme bekannt, so daR wir die Koeffizienten der Funktionalmatrix

aus GI.(5.172) aufbauen kénnen (8 = [C @ C]™ ¢71):

% =1 — (det 5)1/3 (889—:(:11 _ % (51 ) 5—:1761)) (C.9)

- e (g (e 5)) e

% =~ (detg)”? (%g—; - ig <€1 : g—i)) (C.11)
gif - 551 (€1 C)+g(T1-C) (C.12)
gij =1 552 (& C)+yg(I2-C) (C.13)
gij - 553 (€7-C)+9¢(Ts-C) (C.14)
%: —g—iiw ¢ +24°(5-T)
% - g—iz (0-67") +29°(0-T) (C.15)
% =1- g—i (6-€7")+29°(6-Ty)

C.2 Tangentenoperator des Uberspannungsanteils

Die Berechnung des konsistenten Tangentenoperators des Uberspannungsanteils (5.175) erfor-
dert sowohl die partielle Differentiation nach dem Rechten Cauchy-Green Tensor 9Tk /0C als
auch die Ableitung dx,,/dC der Variablen x,,, m = 1,2, 3, die in dem linearen Gleichungssy-
stem (5.183) auftreten.

Zuné&chst betrachten wir die Teiliberspannungen (5.173) mit den zugehorigen Abkiirzungen
in (5.168)-(5.171), Tov,(C), g(C), £(C), 7,(C) und k(C), welche nunmehr als Funktionen des
Rechten Cauchy-Green Tensors betrachet werden. Die Ableitung dg(C)/0C erhélt nach einiger
Rechnung die Darstellung

Jg k2 2115k, 1 1 1
ac = o G+Ggamﬂ 73— 37 | €7 =%C (C.16)

mit den Abkiirzungen

k 2 1
V3 = et und Y2 ) <1 R L T3 — —x%) : (C.17)

3 - 31 (det C)1/3 o 3
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Hierbei machten wir von

. . 1,2
ok k__, o, 208K T3 — 5T5 »
oc ~ 3¢ U 56 ST Seeys C (C.18)
Gebrauch. Daher gilt
o0& kazl T Ok k:cl O k:cl 1
—=—I4+CQ® —7 —»C®C™ C.19
oC (ﬁk aC 2 8C) M i (C.19)
Mit Hilfe von
6571 -1 11723 a£ kxl —1 —1 -1
- _ = __M7 C.20
5 el gg = Tl oe 00T (C.20)

berechnet sich die partielle Ableitung der Teiliberspannungen nach dem Rechten Cauchy-Green
Tensor

3Tovk o 1= 20411 -1 —1ge—1 —1
c <_§Tovk + (det C)1/3 (1367 +9m€ICETY) | @ CTHr
Q,kal kx'l 11723 X2 1 —171T23

Im folgenden untersuchen wir noch die Berechnung der Ableitungen dz,,/dC, m = 1,2, 3,
welche in dem linearen Gleichungssystem (5.183) auftreten. Die Koeffizientenmatrix in GI.(5.183)
ist bereits im Abschnitt C.1 des Anhanges ermittelt worden. Nachfolgend leiten wir die rech-
te Seite des Gleichungssystems her. Die Funktionen (5.167) hdngen explizit von dem Rechten
Cauchy-Green Tensor ab

=1 — e 1/3
®,(C) =22 — 9(C) (¢7'(C) - C), (C.22)
©3(C) = 23 — g*(C) (CE71(C) -€(C)C) .

Um die Ableitungen 9®,,,(C)/0C zu berechnen, wenden wir die Kettenregel auf die Darstellung
D,,(9(C),&(C),C) an:

0, (C) _ dd,(9(C).€(C),C) _ 9%, 0y | [0€]" 0%n acb (©.23)
oc dC " 8¢9 OC ' |oC| oE '
Mit Hilfe der Ableitungen
T 1/3

01 _ et _ @ (C.24)
dg g g
0%, _ gto= 2 (C.25)
dg g
0 _ _g(ce g0y = -2, (C.26)
dg g
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09, _ _(det £’ ¢!
o0& 39 ’

6&)2 . -1 —171723
a(i)3 2¢—1 -1 -1
2 _9
5e ~20€TICETICE
und dem Resultat aus (C.16) und (C.19) gelangen wir zu
0P, 0Py 1 0d3 211

Damit ist es nun moglich die Ableitungen dz,,/dC in GI.(5.183) zu berechnen.

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)



Anhang D

Symbole

Anmerkung aus der Einleitung: In der Arbeit wird probiert eine konsequente (optische) Tren-
nung in Skalare, geometrische Vektoren, Tensoren 2-ter und 4-ter Stufe sowie von Matrizen
mit einer Unterscheidung in “lokale” und “globale” GroRRen einzuftihren. Skalare werden kur-
siv/roman (A), geometrische Vektoren durch einen tibergeordneten Pfeil (A), Tensoren 2-ter Stu-
fe in fett/roman (A), Tensoren 4-ter Stufe in kalligraphischen Lettern (A), Matrizen (und Spal-
tenmatrizen) in kursiv/fett/serifenlos bzw. fett/serifenlos fir globale bzw. lokale Darstellungen
(A bzw. A) dargestellt. “Lokal”” impliziert die in der Methode der finiten Elemente bezeichneten
GroRen auf Elementebene bzw. hier auch an einem Punkt auftretende GroRie. “Globale” Matri-
zen sind zum Beispiel diejenigen matriziellen GroRen, die auf die gesamte Struktur (bzw. Gebiet)
bezogen sind, siehe Kap. 5.

Wir haben daher in diesem Kapitel einige der auftretenden Symbole zusammengefalit. Va-
riablen untergeordneter Bedeutung und einmaligem Auftreten sind nicht aufgenommen worden.
Die erste Spalte beschreibt das Symbol, die Zweite dessen Erlduterung und die letzte Spalte die-
jenige Seite, auf welcher sie das erste Mal auftritt. Zum Teil sind die auftretenden GroRen auch
nach deren physikalischer Bedeutung sortiert.

D.1 Skalare

Qg Koeffizientenfunktionen einer isotropen Tensorfunktion 18
16} Winkelfunktion im casus irreducibilis 16
v Entropieproduktion 58
At, Schrittweite der Zeitintegration zwischen den Zeitpunkten ¢,, und ¢,, 1 31
€4 absolute Fehlertoleranz 38
€r relative Fehlertoleranz 38
eg“) Eigenwerte eines verallgemeinerten Verzerrungstensors 48
r diskretisierte Oberfldche einer Struktur 107
A Eigenwert eines Tensors oder 3 x 3-Matrix 15
A1, A2, A3 Eigenwerte eines symmetrischen Tensors 16
A1, Ao, A3 Eigenwerte des Rechten bzw. Linken Strecktensors 48
A1, X2, A3 Eigenwerte der unimodularen Strecktensoren 51
11, 2, i3 Eigenwerte des Rechten bzw. Linken Cauchy-Green Tensors 48
Iy, [, 15 Eigenwerte der unimodularen Cauchy-Green Tensoren 51
w* \Volumen des Elementes e (Momentankonfiguration) 125
Q diskretisiertes Volumen der Struktur (Referenzkonfiguration) 107

171
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Qe Volumen des Elementes e (Referenzkonfiguration) 109
Qret Volumen im normierten Elementgebiet 109
Qi-j Koeffizienten des schiefsymmetrischen Tensors Q- 49
Y1 das Zweifache der Ableitung der Forménderungsenergie nach der

ersten Invariante 69
Vg das Zweifache Ableitung der Formanderungsenergie nach der

zweiten Invariante 69
p Dichte in der Momentankonfiguration 57
PR Dichte in der Referenzkonfiguration 59
T 0 < 7 < 1, Integrationsvariable im Einheitsgebiet 31
0 absolute Temperatur 58
O Volumendehnung 127
00 virtuelle Volumendehnung 128
o" Ansatz fur die Volumendehnung 129
sjeh Ansatz fir die virtuelle Volumendehnung 129
A Oberflache eines materiellen Korpers 106
iy Wichtungskoeffizienten eines Runge-Kutta Verfahrens 32
b; Wichtungskoeffizienten eines Runge-Kutta Verfahrens 32
b, Wichtungskoeffizienten eines eingebetteten Runge-Kutta Verfahrens 39
Ci diskrete Zeitpunkte eines Runge-Kutta Verfahrens 32
d; Reihenkoeffizienten beim Arruda & Boyce Modell 65
e ~ 2.7182818, entspricht exp 1 26
e spezifische innere Energie 57
f Funktionen einer isotropen Tensorfunktion im Eigenraum 18
Is erste Invariante des Tensors B 16
g zweite Invariante des Tensors B 16
g dritte Invariante des Tensors B 16
I erste Invariante der Matrix B € R3*3 22
g zweite Invariante des Tensors B € R3*3 22
g dritte Invariante des Tensors B € R**3 22
J Determinante des Deformationsgradienten 46
Jo zweite Invariante des Deviators eines Tensors 2-ter Stufe 22
Js dritte Invariante des Deviators eines Tensors 2-ter Stufe 23
m Iterationszéhler des globalen Newton- bzw. Mehrebenen-Newton Verfahrens 40
m Index eines verallgemeinerten Verzerrungstensors 47
ng Anzahl der Druckfreiheitsgrade im Elemente 130
ne Anzahl der Druckfreiheitsgrade in der Struktur 129
Ng Anzahl der GauB-Punkte in {-Richtung 110
) Anzahl der GauB-Punkte in n-Richtung 110
ne Anzahl der GauR-Punkte in ¢-Richtung 110
Ngof Anzahl aller Verschiebungsfreiheitsgrade in einer Struktur 107
Ne Anzahl der Elemente einer Struktur 110
Neu Anzahl der Elementfreiheitsgrade 109
nj Anzahl aller Integrationspunkte einer Struktur 110
Tnodes Anzahl aller Knoten in einer Struktur 107
Nov Anzahl der Teilliberspannungen 53
Np Anzahl der bekannten (prescribed) Verschiebungsfreiheitsgrade 107
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Ng Anzahl der Inneren Variablen an einem materiellen Punkt 92
ng Anzahl der unbekannten Inneren Variablen der gesamten Struktur 31
ny Anzahl der unbekannten Knotenverschiebungen einer Struktur 31
ng . partielle Ableitung der a-ten Ansatzfunktion n¢ nach x fiir das Elementee 110
D unbestimmter Druck des Spannungszustandes bei Inkompressibilitét 68
P unbestimmter Druck des Spannungszustandes bei Inkompressibilitét 69
P Lagrange Multiplikator beim Dreifeldfunktional 127
op virtueller Lagrange Multiplikator beim Dreifeldfunktional 128
pl Ansatz fur den Lagrange Multiplikator beim Dreifeldfunktional 129
Sp" Ansatz fur den virtuellen Lagrange Multiplikator beim Dreifeldfunktional 129
D, P Ordnung des Runge-Kutta Verfahrens 37
D Spannungsleistung 59
pi(r?;r) inkrementelle Spannungsleistung 67
r Warmequelle 57
s Entropiedichte 57
s Anzahl der Stufen des Runge-Kutta Verfahrens 32
s1, 89,83  Eigenwerte des Kirchhoffschen Spannungstensors 65
t Zeitvariable 31
t1,to,t3 Eigenwerte des Cauchyschen Spannungstensors 65
t1,t2,t3  Eigenwerte des 2-ten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors 64
T Ende eines Zeitintervalls 31
T i-te Stufe (Stitzstelle) eines Runge-Kutta Verfahrens im

Zeitschritt ¢,, bis ¢, 1 32
" Koordinaten in der Momentankonfiguration 46
Xk Koordinaten in der Referenzkonfiguration 46
v Volumen des materiellen Korpers in der Momentankonfiguration 123
1% Volumen des materiellen Korpers in der Referenzkonfiguration 119
dv materielles Volumenelement in der Momentankonfiguration 46
dV materielles Volumenelement in der Referenzkonfiguration 46
wy Ableitung der Forménderungsenergie w nach der 1-ten Invariante I 80
Wo Ableitung der Formanderungsenergie w nach der 2-ten Invariante Il 80
W1 Ableitung der Funktion wy, nach der 1-ten Invariante I 84
W2 Ableitung der Funktion wy, nach der 2-ten Invariante Il 84
W Wichtungsfaktor der raumlichen Quadratur 110
w Wichtungsfaktor der Gaul3-Integration 110

Formanderungsenergien

»(C) Abhéngigkeit vom Rechten Cauchy-Green Tensor 62
U(E) Abhéngigkeit vom Greenschen Verzerrungstensor 62
¥(J,C) Isochorer-volumenéandernder Split 65
U(lg, llg, lllg) = Y(lg, g, lllg), Kompressibilitdt und Abhéngigkeit von Invarianten 64
v(C) auftreten bei Inkompressibilitat, J = 1 68
0(A1, A2, A3)|s=1 Abhéngigkeit von Eigenwerten bei Inkompressibilitét 69
o(C) Abhéngigkeit von isochorer Deformation 65
O(E) auftreten bei Inkompressibilitét, J = 1 68
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Y (a1, pi2, fi3) Abhéangigkeit von Eigenwerten des Rechten Cauchy-Green Tensors 64
Y()\l, A2, A3) Abhéngigkeit von Eigenwerten des Rechten Strecktensors 64
U(J) Abhéngigkeit von volumenédndernder Deformation
w(le, ) spezielle Abhédngigkeit von den Invarianten 69
Weq isochore FAE des Modells der finiten Viskoelastizitit
(Gleichgewichtsanteil) 94
Woy isochore FAE des Modells der finiten Viskoelastizitét
(Uberspannungsanteil) 94
Wovk = wov(Cek;) 94

Materialparameter

o Materialparameter beim Ogden-Modell 65
Mok Viskositatsparameter des k-ten Maxwell-Elements 99
Vi Materialparameter beim Ogden-Modell 65
Lk Materialparameter des Uberspannungsmodells 99
Querkontraktionszahl 165
c Materialparameter des Arruda & Boyce Modells 65
Cij Materialparameter der verallgemeinerten Polynomelastizitét 65
Elastizitatsmodul 165
Schubmodul 86
K Kompressionsmodul 76
N Materialparameter des Arruda & Boyce Modells 65
Sk Abklingfaktor der Viskositatsfunktion 99

D.2 Matrizen und Spaltenmatrizen

X° € R?, Koordinatentransformation der lokalen Koordinaten des

Einheitselementes auf globale Koordinaten 109
XR € R?, Bewegung eines materiellen Punktes (kartesische Koord.) 123
o € R", lokaler Integrationsfehler 37
A € R", Lagrange Multiplikatoren 117
Ani € R", Lagrange Multiplikatoren zur Stufe 7,,; 118
p° € R?, Koordinatentransformation der globalen Koordinaten auf die

Koordinaten der Einheitselementes 109
i € R®, Elastizitatsbeziehung fir den 2-ten PK 120
© € R"®, Vektor der Volumendehnungsfreiheitsgrade 129
0O € R"®, Vektor der virtuellen Volumendehnungsfreiheitsgrade 129
3 € R3, lokale Elementkoordinaten 109
ik € R?, GauRk-Koordinaten in einem Element 110
O,uxcn € R™ ", Nullmatrix mit m Zeilen und n Spalten
A € R™*"a_(singuldrer) Operator bei Evolutionsgleichungen 105
A € R"*"e (singuldrer) Operator in einem DAE-System 35
B e R**3, allgemeine 3 x 3-Matrix 15
B® € R%"e \ferzerrungs-Verschiebungsmatrix auf Elementebene 109
B € R**3"e \ferzerrungs-Verschiebungsmatrix auf Elementebene
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(TL-Formulierung) 120
B: € R%3, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix auf Elementebene fiir

Elementknoten a 110
BrL € R?*3"e \ferschiebungsgradient-Verschiebungsmatrix (rauml. Formul.) 124
= € R \erschiebungsgradient-Verschiebungsmatrix (TL-Formulierung) 121
B, € R°ngof, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix der gesamten Struktur 108
B € R%ny, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix zugehdrend zu

unbekannten Knotenverschiebungen 108
B € R, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix zugehdrend zu

vorgegebenen Knotenverschiebungen 108
B € R%ny, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix zugehdrend zu

unbekannten Knotenverschiebungen (Total-Lagrange Formulierung) 120
B € R°np, Verzerrungs-Verschiebungsmatrix zugehdrend zu

vorgegebenen Knotenverschiebungen (Total-Lagrange Formulierung) 120
C* € R, Spaltenmatrixdarst. des Rechten Cauchy-Green Tensors im Element e 120
C € R%*%, Tangentenoperator bei der raumlichen Formulierung 125
éi € R, Tangentenoperator bei der Total-Lagrange Formulierung 122
ch € RS, Spaltenmatrixdarst. des Rechten Cauchy-Green Tensors, Feld

Uber die ganze Struktur 120
C. € R", Nebenbedingung der Lagrange-Multiplikatoren Methode 117
Ceni € R"™, Nebenbedingung der Lagrange-Multiplikatoren Methode zur Stufe 7,118
e € RS, Spaltenform des Einheitstensors 2-ter Stufe 161
SE" € R, Verzerrungsvektorfeld iiber die gesamte Struktur 108
E* € R, Verzerrungsvektor im Element e 109
Eix € R®, Verzerrungsvektor im Element e am GauB-Punkt Eijk 111
Efl(jjk) € R, Verzerrungsvektor im Element e am GauR-Punkt €, zur Stufe T;,; 112
E" € R, Verzerrungsvektorfeld iiber die gesamte Struktur 108
f € R**?, isotrope Tensorfunktion in Matrixdarstellung 26
Fas € R%*%, push-forward Operator in Matrixform 161
Fo e R”?, Transformationsmatrix 125
f € R", Funktion einer gewohnlichen Differentialgleichung 31
F € R", Funktion einer impliziten gewdhnlichen Dgl. 31
F € R"™, Vektor aller gegebener Knoteneinzellasten 110
g € R™ algebraische Gleichungen eines DAE-Systems 31
J, € R" diskretisiertes Variationsprinzip, alle Gleichungen 117
G € R™ siehe G,;; 39
G, € R™ nichtlineare Gleichungen des algebr. Anteils eines DAE-Systems

zur Stufe 7,,; 34
Gy € R™ ™ nichtlineare GIn. bei der Methode der Lagrange Multiplikatoren 118
h e R®, Elastizitatsbeziehung, die den Spannungsvektor T" definieren 108
H* e R™*" Abkirzung fir Integralmatrix im Element e 130
H € R"e*"e  Abkirzung fir Integralmatrix 129
AH¢ e R?, Spaltenmatrixform des Verschiebungsgradientenzuwachses (Elem. e) 121
OH° € R?, Spaltenmatrixform des virtuellen Verschiebungsgradienten (Elem. e) 121
I € R3*3, Einheitsmatrix 18

l,, € R™", Einheitsmatrix der Dimension
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Je e R**3, Jakobi-Matrix der Koordinatentransformation des Elementes e 110
k € R?, Erdbeschleunigungsvektor 108
k® € R"=*"= Elementsteifigkeitsmatrix 114
kg € R"=>"= Elementsteifigkeitsmatrix (konstitutiver Anteil) bei

geometrischer Nichtlinearitat

122
Kg € R« Elementsteifigkeitsmatrix, Anteil d. geometr. Nichtlinearitat 122
Kr € Rt tangentielle Steifigkeitsmatrix aller Freiheitsgrade 118
Lfl(jjk) € R", nichtlineare Gleichungen zur Stufe 7,,; im Element e am

GauB-Punkt &, ;. 112
L € R"™, siehe L,,; 39
L, € R"?, nichtlineare Gleichungen des differentiellen Anteils eines

diskretisierten DAE-Systems zur Stufe 7;,; 34
m¢ € R™, Druckansatz im Element e 130
m € R"®, Vektor d. Ansatzfunktionen furr die Volumendehnung (oder Druck) 129
M € R Filtermatrix, ordnet aus allen FHGen die vorgegebenen FHGe zu 117
Mg e R%?, Spannungsmatrix des Elementes e mit den Komponenten von S 125

s e R?*°, Spannungsmatrix des Elementes e mit den Komponentenvon T 121

n,n € R3, Eigenvektor einer 3 x 3-Matrix 15
Ny, € R**3, Eigendyade einer Matrix 26
N e R**™ Matrix der Ansatzfunktionen zugehorig zu den unbekannten

Verschiebungsfreiheitsgraden 108
N e R**"™, Matrix der Ansatzfunktionen zugehorig zu den

vorgegebenen Verschiebungsfreiheitsgraden 108
N, e R**"» Matrix aller Ansatzfunktion, die tiber die gesamte

Struktur gebildet werden 107
p € R"®, Vektor der Druckfreiheitsgrade 129
op € R"®, Vektor der virtuellen Druckfreiheitsgrade 129
P € R™, vorgebenen Knotenlasten 107
q € R™, Innere Variablen an einem materiellen Punkt 92
do € R", Anfangsbedingung der Innere Variablen an einem materiellen Punkt 105
q° € R™, Vektor aller Inneren Variablen im Element e 111
q; € R™, Innere Variablen am Quadratur-Punkt x;, 110
a5k € R", Innere Variablen am GauB-Punkt £, ;. 111
q € R"e, differentielle Variable eines DAE-Systems 31
q € R", Vektor aller Inneren Variablen einer Struktur 111
qh € R"4, Feld der Inneren Variablen tber die gesamte Struktur 108
d, € R"e, differentielle Variable eines DAE-Systems zum Zeitpunkt ¢,, 34
q € R", Zeitableitung d. differentielle Variable (DAE-Systems) 31
Q € R**3, orthogonale Matrix 17
Qeliah) € R™, Innere Variablen im Element e am GauR-Punkt £,;, zur Stufe 7,;, 112
Q € R"?, siehe Q,,; 39
Qni € R"?, Stufenwert der differentielle Variable eines DAE-Systems 34
Qfl’;’b) € R"?, Stufenwert der differentielle Variable eines DAE-Systems

im Iterationsschritt m eines Newton-Verfahrens 41
AQ € R", Zuwachs der Inneren Variablen in einem Newton-Verfahren 40

r € R™4, Funktion der Evolutionsgleichungen 105
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r € R", Funktion d. gew. Dgl.-Systems in einem DAE-System 31
R € R", nichtlineares Gl.-System aus der Zeitdiskretisierung

eines DAE-Systems 34
Sp € R"®, Vektor bei der Druckberechnung 129
So € R"®, Vektor bei der Volumendehnungsberechnung 129
S € R"™, Vektor bei der Druckberechnung im Element e 130
Sy € R™, Vektor bei der Volumendehnungsberechnung im Element e 130
S € R, Kirchhoff Spannungen in Spaltenform 123
SUeligh) € R, Startvektor der Inneren Variablen im Element e am GauB-Punkt

&1, Zur Stufe I, 112
S, € R", Startwert eines DIRK-Verfahrens 33
S, € R™, Startwert eines DIRK-Verfahrens der “algebraischen” Variable

eines zeitdisretisierten DAE-Systems 34
Sk e R™, Startwert eines DIRK-Verfahrens der “differentiellen” Variable

eines zeitdisretisierten DAE-Systems 34
t € R?, Oberflichenspannungsvektor 108
T" e R%, Spannungsvektor resultierend aus dem Verzerrungsfeld E ” 108
T € RS, 2-ter Piola-Kirchoffscher Spannungs‘“vektor” 120
ou; € R?, virtuelle Verschiebungsfreiheitsgrade am Knoten j 107
ou e R™, virtuelle Knotenverschiebungen an den natiirlichen Randbed. 108
ou € R"™, virtuelle Knotenverschiebungen an den geometrischen Randbed. 108
OU, e R™ alle virtuellen Knotenveschiebungen der Struktur 107
suh € R?, virtuelle Verschiebungsansatz iiber das gesamte Gebiet 107
u € R™, “algebraische Variable” eines DAE-Systems 31
u € R™, unbekannte Knotenverschiebungen 108
u € R", vorgegebene Knotenverschiebungen 108
uj e R?, Verschiebungsfreiheitsgrade am Knoten j 107
ue € R" Elementknotenverschiebungen des Elementes e 109
uh e R?, Verschiebungsansatz iiber das gesamte Gebiet 107
U, e R" alle Knotenveschiebungen 107
U, € R™, “algebraische Variable” eines DAE-Systems zum Zeitpunkt ¢,, 34
U, € R"*, Elementknotenverschiebungen des Elementes e zur Stufe 7, 112
U € R™, siehe U,,; 39
U, e R™, “algebraische” Stufenvariable eines DAE-Systems 34
Ua i € R"® Knotenverschiebungen aller FHG zur Stufe 7;,; 118
U,(LZ”) e R™, Stufenwert der “algebraischen” Variable eines DAE-Systems

im Iterationsschritt m eines Newton-Verfahrens 41
AU € R™, Zuwachs der Knotenverschiebungen in einem Newton-Verfahren 40
X € R?, Koordinaten in der aktuellen Konfiguration 107
X € R3, Koordinaten in der Referenzkonfiguration 120
y € R", allgemeine Zustandsgrofie 31
Yo € R", Anfangsbedingung einer allgemeinen Zustandsgroliie 31
y € R", Zeitableitung einer allgemeinen Zustandsgrofie 31
Yoi1 € R", Integrationswert einer allg. ZustandsgroRe zum Zeitpunkt ¢,, , 1 32
Y,.i € R", Stufenwerte des Runge-Kutta Verfahrens 32
Y, € R", Stufenableitung des Runge-Kutta Verfahrens 33

z € R™*"e, StufengroRen zum Zeitpunkt 7;,; und Iterationsschritt (m) 40
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ZS € Rt Zyordnungsmatrix von globalen zu Elementfreiheitsgraden 109
Z° € R"=*™ Zuordnungsmatrix von globalen vorgegebenen FHGen

zu Elementfreiheitsgraden 109
Z° € R"*™ Zuordnungsmatrix von globalen unbekannten FHGen

zu Elementfreiheitsgraden 109
Zg(ij’“) € R™*"e Zuordnungsmatrix von dem Vektor aller Inneren Variablen

auf den Vektor der Inneren V. am GauB-Punkt 111
Zg € R™>*"e Zuordnungsmatrix von dem Vektor aller Druckfreiheitsgrade

auf den Vektor der Elementdruckfreiheitsgrade 130

D.3 Vektoren

XR Bewegung eines materiellen Punktes 45
da materielles Flachenelement in der Momentankonfiguration 46
dA materielles Flachenelement in der Referenzkonfiguration 46
g Temperaturgradient 59
Jr Temperaturgradient bezogen auf Referenzkonfiguration 59
i Tangentenvektoren an Koordinatenlinien der Momentankonfiguration 46
GL Gradientenvektoren an Koordinatenflachen in der Referenzkonfiguration 46
k Erdbeschleunigung 57
n Eigenvektor eines beliebigen Tensors 2-ter Stufe 15
11,79, n3  Eigenvektoren eines Tensors 2-ter Stufe 17
7R Normalvektor in der Referenzkonfiguration 120
q WarmefluRvektor 57
t Spannungsvektor 106
tR Spannungsvektor in der Referenzkonfiguration 119
U Verschiebungsvektor 45
Uy, k-ter Eigenvektor des Rechten Strecktensors 48
o virtueller Verschiebungsvektor 106
v Geschwindigkeitsvektor 47
Uy, k-ter Eigenvektor des Linken Strecktensors 48
z Ort des materiellen Punktes Ebzw. X zum Zeitpunkt ¢ 45
dx materielles Linienelement in der Momentankonfiguration 46
X Ort eines materiellen Punktes in der Bezugskonfiguration 45
dx materielles Linienelement in der Referenzkonfiguration 46

D.4 Tensoren 2-ter Ordnung

r Verzerrungstensor operierend auf k-ter Zwischenkonfiguration 55
e elastischer Verzerrungstensor operierend auf k-ter Zwischenkonfiguration 55
Ly viskoser Verzerrungstensor operierend auf k-ter Zwischenkonfiguration 55
ot schiefsymmetrischen Tensor bezogen auf Referenzkonfiguration 49
P isotr. Elastizitatsbez. fir den Cauchy Tensor (héngt auch v. Inneren Var. ab) 98
i isotr. Elastizitatsbez. fir den 2-ten PK (héngt auch v. Inneren Var. ab) 98

Tovk Teiltberspannungen operierend auf k-ter Zwischenkonfiguration 95
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a Verzerrungstensor vom Almansi-Typ, mi3t volumenerhaltende Verzerrung 52
A Almansischer Verzerrungstensor 46
AM verallgemeinerter Verzerrungstensor vom Almansi-Typ 47
A™ verallg. Verzerrungstensor v. Almansi-Typ basierend auf isochorer Deform. 51
Agp k-ter elastischer Anteil des Almansi-Tensors A 55
Ay k-ter inelastischer Anteil des Almansi-Tensors A 55
B Linker Cauchy-Green Tensor 46
B volumenerhaltender Anteil des Linken Cauchy-Green Tensors 51
Bei elast. Linker Cauchy-Green Tensor der k-ten Zwischenkonfiguration 56
B inelast. Linker Cauchy-Green Tensor der k-ten Zwischenkonfiguration 56
Bes unimodularer elastischer Linker Cauchy-Green Tensor der

k-ten Zwischenkonfiguration 54
C Rechter Cauchy-Green Tensor 46
C volumenerhaltender Anteil des Rechten Cauchy-Green Tensors 51
C modifizierter Rechter Cauchy-Green Tensor 127
C unimodularer Anteil des modifizierten Rechten Cauchy-Green Tensors 128
Cer elast. Rechter Cauchy-Green Tensor der k-ten Zwischenkonfiguration 56
Cur inelast. Rechter Cauchy-Green Tensor der k-ten Zwischenkonfiguration 56
(e unimodularer elastischer Rechter Cauchy-Green Tensor der

k-ten Zwischenkonfiguration 54
D Verzerrungsgeschwindigkeitstensor 47
E Greenscher Verzerrungstensor 46
E linearisierter Greenscher \erzerrungstensor 105
EM verallgemeinerter Verzerrungstensor vom Green-Typ 47
E© Hencky Verzerrungstensor 47
E™ verallg. Verzerrungstensor v. Green-Typ basierend auf isochorer Deformation51
Ec;. k-ter elastischer Anteil des Greenschen Verzerrungstensors E 55
E,. k-ter inelastischer Anteil des Greenschen Verzerrungstensors E 55
0E virtueller linearisierter \Verzerrungstensor 106
0E virtueller Greenscher Verzerrungstensor 119
f isotrope Tensorfunktion 18
F Deformationsgradient 46
F volumenéndernder Anteil des Deformationsgradienten 51
F modifizierter Deformationsgradienten 127
F volumenerhaltender Anteil des Deformationsgradienten 51
Fei. elast. Anteil des Deformationsgradienten der k-ten Zwischenkonfiguration 53
Fes unimodularer elastischer Anteil des Deformationsgradienten der

k-ten Zwischenkonfiguration 54
| inelastischer Anteil des Deformationsgradienten der

k-ten Zwischenkonfiguration 53
Fui unimodularer inelastischer Anteil des Deformationsgradienten der

k-ten Zwischenkonfiguration 54
oh raumlicher virtueller Verschiebungsgradient 123
h Elastizitatsbeziehung bei kleinen Deformationen 105
oH virtueller Verschiebungsgradient 119

H Verschiebungsgradient 119
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I Einheitstensor 2-ter Stufe 16
L Raumlicher Geschwindigkeitsgradient 47
Lk inelastischer “Geschwindigkeitsgradient” der k-ten Zwischenkonfiguration
resultierend aus unimodularem Anteil F,;, 55
Ny Eigendyade zum k-ten Eigenwerte 18
Q orthogonaler Tensor 17
R Rotationstensor 46
S gewichteter Cauchyscher Spannungstensor, Kirchhoffscher Spannungstensor 59
Siso gew. Cauchy Tensor, resultierend aus isochorer Deformation 86
Sovi Teiltberspannung vom Kirchhoff-Typ 99
T Cauchyscher Spannungstensor 57
TO Spannungstensor konjugiert zu In U 60
T Biotscher Spannungstensor 60
T Spannungstensor konjugiert zum Verzerrungstensor E™ 59
Ty, Uberspannungen vom Cauchy-Typ 94
Tovk Teiltiberspannungen vom Cauchy-Typ 94
Tr 1-ter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor 59
T 2-ter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor 59
T Abkiirzung einer Spannung vom 2-ten Piola-Kirchhoff Typ 83
Teq Gleichgewichtsspannungen vom 2-ten Piola-Kirchhoff Typ 92
Tov Uberspannungen vom 2-ten Piola-Kirchhoff Typ 93
Tiso Spannung vom 2-ten PK Typ, result. aus volumenerhaltender Deformation 82
Tyol Spannung vom 2-ten PK Typ, result. aus volumenéandernder Deformation 82
U Rechter Strecktensor 46
U volumenerhaltender Anteil des Rechten Strecktensors 51
A% Linker Strecktensor 46
v volumenerhaltender Anteil des Linken Strecktensors 51
\%% Wirbeltensor 47

D.5 Tensoren 4-ter Ordnung

C Tangentenoperator bezogen auf Momentankonfiguration 85
Ciso Tangentenoperator des isochoren Anteils der Deformation

bezogen auf Momentankonfiguration 85
Crol Tangentenoperator des volumendnderenden Anteils der Deformation

bezogen auf Momentankonfiguration 85
C Tangentenoperator bezogen auf Referenzkonfiguration 82
Ciso Tangentenoperator des isochoren Anteils der Deformation

bezogen auf Referenzkonfiguration 82
Cuol Tangentenoperator des volumendnderenden Anteils der Deformation

bezogen auf Referenzkonfiguration 82
D Deviatoroperator 81
F push-forward Operator 80
F push-forward Operator des unimodularem Anteils 85
T Einheitstensor 30
LT Transposition des 2-ten und 3-ten Indexes 28
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Q Drehtensor 30

D.6 Operatoren

adj Adjungierte eines Tensors 2-ter Stufe 21
det Determinante eines Tensors 2-ter Stufe 21
div Divergenzoperator bezogen auf Koordinaten der Momentankonfiguration 58
Div Divergenzoperator bezogen auf Koordinaten der Referenzkonfiguration 58
exp Exponentialoperator 26
k
grad = aa<—)l G ® §', Gradient eines Vektorfeldes bezogen auf Koordinaten
X
der Momentankonfiguration 47
k —

Grad = a(>L§k ® G*, Gradient eines Vektorfeldes bezogen auf Koordinaten

der Referenzkonfiguration 46
In naturlicher Logarithmus 26
sym( ) =1 (()+ ()T) symmetrischer Anteil eines Tensors 2-ter Stufe 82
tr Spur eines Tensors 2-ter Stufe 16
() materielle Zeitableitung 47
A :
() = () +LT() + ()L, “lower convected” Oldroyd-Ableitung
A :
(e = () + LL () + ( )Ly, Oldroyd-Ableitung bez. auf Zwischenkonf. 56
B! inverser Tensor 21
BP Deviator eines Tensors 22
BT transponierter Tensor, BY = b,,¢’ @ ¢ 16
D, (oo 2, )[day] =

= %\f(. ., x; + Adxy, . . )| a=0 Gateaux-(Richtungs-)Ableitung 82

D.7 Abklrzungen

ARWP Anfangsrandwertproblem

DAE Algebro-Differentialgleichungen

Dgl. gewdhnliche Differentialgleichungen
DIRK diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren
FAE Forménderungsenergie

FE Finite Elemente

FHG Freiheitsgrad

Gl. Gleichung

IRK implizite Runge-Kutta Verfahren

ODE gewdhnliche Differentialgleichungen

PK Piola-Kirchhoff

SDIRK “single” diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren
TL Total-Lagrange
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