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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Approximation von Losungen formal
selbstadjungierter Randwertprobleme auf unbeschréankten Gebieten. Die hier betrach-

teten Randwertprobleme haben die Form

L(x,Vou(x) = 2" (—=V,)AD (V) u(x) = f(x), r e

(1.1)
B(x,V,)u(z) = g(z), x € 082,

wobei €2 ein unbeschrianktes Gebiet mit kegelférmigem Ausgang im R™ mit n > 2 ist.
Probleme dieses Typs tauchen unter anderem in der linearen Elastizitdtstheorie auf.
Da die Berechnung der Losungen von (1.1) auf unbeschrankten Gebieten nicht moglich
ist, muss das Gebiet auf ein endliches Gebiet reduziert werden. Dazu kann die Methode
der kiinstlichen Randbedingungen genutzt werden, um approximative Losungen zu er-
halten. Die Grundidee dabei ist die folgende. Ist 2z der Durchschnitt von €2 mit einem
beschrinkten Gebiet, z.B. einer Kugel vom Radius R, so betrachtet man das Problem
(1.1) eingeschriankt auf Qg. Auf dem zusitzlich entstandenen Abschneiderand muss
ebenfalls eine Randbedingung gestellt werden, die sogenannte kiinstliche Randbedin-
gung. Diese sollte so gewihlt werden, dass die Losung «f* auf dem abgeschnittenen

Gebiet die Losung u> des Problems (1.1) moglichst gut annéhert.

Bis zum gegenwértigen Zeitpunkt wurden fiir die Reduktion der Gebiete im allgemei-
nen Fall immer Kugeln zum Abschneiden des Gebietes benutzt (s. z.B. [6], [29], [9]).
Das Ziel dieser Arbeit ist es, das Verfahren aus [29] dahingehend zu verdndern, dass das
abschneidende Gebiet ein Polyeder ist. Der Vorteil von Polyedern gegeniiber Kugeln
als Abschneidegebiete liegt darin, dass die Gebiete fiir numerische Berechnungen we-
sentlich besser trianguliert und damit bessere Ergebnisse erwartet werden kénnen. Zu
Beginn dieser Arbeit werden die wichtigsten funktionalanalytischen Begriffe und Ergeb-
nisse der Theorie elliptischer Differentialoperatoren vorgestellt. Im letzten Abschnitt
des zweiten Kapitels wird das obige Randwertproblem auf Gebieten mit kegelférmigem
Ausgang betrachtet. Hierbei liefert die Betrachtung des Problems in gewichteten Sobo-
levraumen Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Die nachfolgenden
drei Kapitel bilden den Kern dieser Arbeit. Als erstes wird eine formale Konstrukti-
on der kiinstlichen Randbedingungen hergeleitet, wobei die abschneidenden Gebiete
nicht, wie allgemein iiblich, Kugeln sondern Polyeder sind. Im vierten Kapitel wird die
eindeutige Losbarkeit des Approximationsproblems auf den Abschneidegebieten Qg be-

wiesen, und anschlieBend wird eine Abschétzung fiir den Abschneidefehler u™|q, — uf®
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hergeleitet. Dabei ist u> die Losung des Ausgangsproblems, und v ist die Losung des
Approximationsproblems. In den néchsten Kapiteln werden nun spezielle Randwert-
probleme der obigen Form untersucht. Im Abschnitt der Beispielklassen werden sowohl
AuBlenraumprobleme aus der Elastizitéitstheorie, wie sie z.B. bei der Berechnung von
Polarisationsmatrizen fiir Locher in elastischen Materialien vorliegen, wie auch ebene
Rissprobleme betrachtet. Kapitel 7 behandelt eine weitere wichtige Beispielklasse der
vorher untersuchten elliptischen Randwertprobleme. Nachdem in diesem Kapitel eini-
ge physikalische Grundlagen vorgestellt wurden, wird, wie in der Grundlagenliteratur
iiblich, das Elastizitatsproblem aus dem verallgemeinerten Hooke’schen Gesetz herge-
leitet. Da sich die elastischen Materialien in unterschiedliche Klassen einteilen lassen,
werden hier kurz die verschiedenen Symmetrieklassen beschrieben. Anschliefend wird
anhand der Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel eine Formel fiir die Berechnung
der Polarisationsmatrix bereitgestellt und die zugehorige Fehlerabschéitzung hergelei-
tet.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wird die Idee der algebraischen Aquivalenz von elasti-
schen Materialien vorgestellt. Das Ziel dabei ist, durch bestimmte Koordinatentrans-
formationen die Symmetrieklasse des gegebenen Problems zu verdndern. So ist z.B.
eine explizite Grundlosungsmatrix nur fiir Elastizitdtsprobleme bekannt, die wenigs-
tens transversal isotrop sind. Durch Reduktion auf diese Symmetrie kann die Klasse
der Probleme vergréflert werden, fiir die eine explizite Grundlésung gefunden werden
kann. Bei der Berechnung von Loésungen mit Hilfe von kiinstlichen Randbedingungen
kann diese Idee dazu genutzt werden, die Klasse der moglichen Abschneidegebiete zu

erweitern.



2 Grundlagen

2.1 Bezeichnungen und grundlegende Definitionen

In diesem ersten Abschnitt werden die bendtigten mathematischen Grundlagen vor-
gestellt. Wir bezeichnen mit IN die Menge der natiirlichen Zahlen und mit R, C die
reellen bzw. komplexen Zahlen. Aufierdem sei INy := IN U {0}.

Fiir z € C stellt Z das komplex konjugierte Element dar. Sind = := (x1,...,2,),
y = (Y1,...,yn) € R", so bezeichnet (z,y), = > x;y; das Skalarprodukt im R"
und |z] = /S, 27 die euklidische Norm . Im Folgenden sei n > 2 und  C R™ ein
Gebiet, also eine offene und zusammenhéngende Menge mit Rand 02 und Abschluss
0Q. Der Rand 09 heit ,,von der Klasse C™¢, kurz 992 € C™, falls fiir jedes z, € OS2
eine offene Umgebung U(zy) existiert, so dass U(xg) N 02 eine Darstellung als Graph

einer m-mal stetig differenzierbaren Funktion besitzt.

Die Menge der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q wird mit C™(2) be-
zeichnet und C*(Q) ist die Menge der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen. Wir verwenden hier die {ibliche Multiindex-Schreibweise fiir die Ableitungen. Ist

a€eINg, soist |a| =), a; und

0 =901+ 0 = _O%-. 0% (2.1)

R T,
CP(Q) bzw. C§°(R2) sind die Rdume der Funktionen u € C™(§2) bzw. u € C*(Q2), die
kompakten Triger in 2 haben, d.h. die nur auf einer kompakten Teilmenge von €2 von

Null verschieden sind.

Mit C™1(Q) bezeichnen wir die Menge der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen,

deren m-te Ableitung Lipschitz-stetig ist.

Die Menge aller fast iiberall in €2 definierten, Lebesgue-messbaren Funktionen, die
zur p-ten Potenz, 1 < p < oo, iiber 2 integrierbar sind, wird mit LP(2) bezeichnet.
Hierbei werden messbare Funktionen als identisch angesehen, wenn sie auflerhalb einer
Nullmenge iibereinstimmen. Auerdem verwenden wir die Bezeichnung L7 () fiir die
Menge aller messbaren Funktionen w, fiir die u|x € LP(K) fiir jede kompakte Teilmenge
K C Q gilt.
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Im Nachfolgenden betrachten wir hauptsichlich den Raum L?(€2). Versehen wir diesen

mit der Norm

2

s L2(Q)|| = / lu(z)*dx | (2.2)
Q

so erhalten wir den Banachraum (L*(Q), || -; L*(Q2)]|), der mit dem Skalarprodukt

(u,v)q = / u(zx) - v(z) de, u,v € L*(Q), (2.3)

zu einem Hilbertraum wird. Aulerdem sei erwihnt, dass C5°(Q2) dicht in L?(Q) liegt.

Bevor wir zur Darstellung der Sobolevriume kommen, erinnern wir an den Begriff der

schwachen Ableitung.

Definition 2.1. Es seien u,v € L; (). Gilt fiir alle w € C3°(Q)

loc
(wav) = (_]‘)|a| (a§w7u) ) (24)
so heifst v := 0%u die schwache Ableitung von u mit der Ordnung |«|.

Definition 2.2. Fiir k € IN sei der Sobolevraum H*(QY) die Menge aller Funktionen
u € L*(Q), deren schwache Ableitungen 0%u fiir jeden Multiinder o € N2 mit |o| < k
in L*(Q) liegen.

Die Norm in H*(Q) ist gegeben durch

N

|u; HE(Q)]| = Z/mgu(a:)\? de | (2.5)

lo|<k @

Mit HY(Q) bezeichnen wir den Abschluss der Menge C5°(Q) in der H*(2)-Norm.

Alle H*-Riaume sind Hilbertraume, und fiir beliebige Gebiete € ist die Einbettung
H"(Q) — H™(Q), ki > ko, (2.6)

stetig.
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Ist Q@ C R" ein Gebiet mit 9Q € C*' und k—m > %, k,m € N, dann ist die Einbettung
H*(Q) — C™(Q) (2.7)

stetig (Lemma von Sobolev). Ist Q zusétzlich beschriankt, so sind die Einbettungen
(2.6) und (2.7) kompakt.

Ist 2 ein beschranktes Gebiet mit glattem Rand, so existiert fiir £ > 1 zu jeder Funktion
uw € H*(Q) die Spur auf 9. [1] Der Spurraum von H*(Q), k > 1, auf 9Q wird mit

H k*%(ﬁﬂ) bezeichnet, und die Norm in diesem Raum ist gegeben durch
Hu; Hk—%(asz)H = inf {||o; H¥Q)|| : v € HHQ), v|on = u}. (2.8)

Aquivalent dazu ist die folgende Norm ([1], S. 214):

=t = 3 forw oo

ja|<k—1

|02 u(zr) — Fulas)|
p> // |71 — o[ e

lel=k=190 50

=
—
o
=)
N~—

2.2 Elliptische Differentialoperatoren

In Anlehnung an Wloka [35] stellen wir in diesem Abschnitt die notwendigen Grund-
begriffe zu elliptischen Differentialoperatoren vor. Es sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir

betrachten einen Differentialoperator L(x,d,) in der Form

L(x,0,) = Y an(2)02, z€Q, (2.10)

la| <k

mit glatten Koeffizienten a, € C*(2). Der Operator sei von Ordnung k, d.h. fir
mindestens ein « mit |o| = k ist a, # 0. Da vorausgesetzt wird, dass alle Koeffizienten
glatt sind, ist die Abbildung

L:H™Q) = H(Q), u— ) ad(r)dlu(x) (2.11)

o<k

fiir alle [ € Ny stetig.
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Sind u,v € C§°(Q2), so erhalten wir durch partielle Integration

(Lu,v) Lu(z

s

:/ ao(z) OSu(x) v(x) d
Q lal<k

_ / D u(2) 07 (aale) v(w)) da (2.12)
4 Ialgk

:/ (gc 1)l 8”‘( )v(x)) dx
J \a|<k

/ L7v(x) dz = (u, L*v),,
Q

Der Operator

L* (2,0, u(w) == Y (~1)l a2 (mu(x)> . zeq, (2.13)

lal<k

heiflt der formal adjungierte Operator zu L. Auch der formal adjungierte Operator
(2.13)

L HY* Q) — H(Q) (2.14)
ist stetig. Gilt L = L*, so heifit L formal selbstadjungiert.

Definition 2.3. Fir x € Q ist der Hauptteil L™ des Operators L definiert als

LM (2, 0p)u(z) = ) ao(z) O%u(x). (2.15)

|a|=F

Fiir x € Q und € € R™ wird durch

)= aa(z)¢" (2.16)

la|=k
das Hauptteilpolynom L* (z,&) oder auch Hauptsymbol an der Stelle x definiert.

Definition 2.4. Der Differentialoperator L heifit elliptisch in einem Punkt x € ,
wenn LA (z,€) # 0 fir alle ¢ € R™\{0}. Ist L in allen Punkten x € Q elliptisch, so
heifst L elliptisch in Q.
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Definition 2.5. Der Differentialoperator L heifst stark elliptisch in einem Punkt

x € Q, wenn es eine Konstante v ¢ibt, so dass

Re (v L7 (z;€)) #0 (2.17)
fiir alle ¢ € R\{0}. Ist L in allen Punkten x € Q stark elliptisch und ist die Konstante
unabhdingig von x, so heifit L stark elliptisch in €.

Aus dieser Definition folgt direkt

Lemma 2.6. a) Ist L in x € Q stark elliptisch, so ist L auch elliptisch in x € €.
b) L ist genau dann (stark) elliptisch in x € Q, wenn L* (stark) elliptisch in x € Q

15t.

Eine wichtige Eigenschaft von (stark) elliptischen Operatoren ist, dass sie fir n > 3

von gerader Ordnung sind (vgl. [35], S. 147).

Satz 2.7. Es sein > 3 und der Differentialoperator L sei elliptisch in x € 0, dann ist

die Ordnung von L gerade.

Auflerdem gilt fiir elliptische bzw. stark elliptische Differentialoperatoren von Ordnung

2m (vgl. [35], S. 148):

Satz 2.8. Sei L(x,0,) ein elliptischer bzw. stark elliptischer Differentialoperator in €.

Dann existiert zu jeder kompakten Teilmenge K CC Q ein Konstante ¢ > 0, so dass

| L (z;6)| > e ¢, (2.18)
bzw.

Re (v L7 (2:6))] > ¢ J¢[* (2.19)

fiir alle x € K und £ € R™.

Weiterhin gilt der in [35] (S. 149) bewiesene Satz:

Satz 2.9. Ist ein Differentialoperator L formal selbstadjungiert und elliptisch, dann ist

er auch stark elliptisch.
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Wir betrachten jetzt nicht nur eine Differentialgleichung, sondern Systeme von Differen-
k

tialgleichungen. In diesem Fall ist der Differentialoperator L(x, D,) := (L;j(x, Dy)); =1

eine Matrix. Wir beschrénken uns hier auf den Fall, dass die Operatoren L;; homogene
Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten sind, insbesondere gilt L;; = Lg .
Wir nehmen an, dass es ganze Zahlen s;, t;, 4,5 = 1,...,k, gibt, so dass fiir die

Ordnung der Differentialoperatoren L;; gilt
ord L;; < s; +t; (2.20)
und schreiben L;; in der Form
Lij(D)= Y a D" (2.21)
lor|=ss+t;
mit D = —iV und D; = —i0,. Fir s; +¢; < 0sei L;; = 0.

Definition 2.10. Ein Matriz-Differentialoperator (Ly);;—, mit

Lij(D)= Y aiD" (2.22)
\a|=si+tj
heifst elliptisch im Sinne von Agmon-Douglis-Nirenberqg (ADN-elliptisch), wenn der
skalare Differentialoperator det (L;;) elliptisch ist.

Insbesondere folgt dann fiir n > 3 aus Satz 2.7, dass S+, s; +t; = ord det(Ly;) = 2m
mit einem geeigneten m € IN, und in jeder Spalte und Zeile von L gibt es wenigstens ein
L;; # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass 1rgja<xk 55 =10
gilt, was aus s; +t; = (s; — 1) + (t; + 1) fiir alle [ € N folgt.

Definition 2.11. (vgl. [32], 5.824) Ein elliptischer Operator heifit elliptisch im Sinne
von Petrovski, wenn s; = ... = s, = 0 gewdhlt werden kann. Solche Systeme bezeichnen

wir auch als Petrovski-Systeme.

Definition 2.12. Ein Operator L(D), wie oben definiert, heifst stark elliptisch, falls

tj =1+ max 7, §; =7; — Wax 7 mit geeigneten T, ..., T, € IN gilt. Auflerdem muss

fir ein geeignetes v € C, |y| =1 und C >0

k k
Re {y(-L(€) ("} = Re {v > Li(©) cic_j} >0 lEPIGH (2.23)

1,7=1

fiir alle ¢ € C*, € € R™ gelten.
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Um die angefiithrten Definitionen etwas zu verdeutlichen, betrachten wir nun einige

spezielle Differentialgleichungssysteme. Als erstes betrachten wir das Stokes-System
—Au+ Vp=h, —divu = g. (2.24)

im R3. Dieses System beschreibt in der Stréomungsmechanik die stationiire Strémung
eines inkompressiblen Mediums unter Vernachléssigung der Trégheitsterme, hierbei ist
u = (uy,us,us) das Geschwindigkeitsfeld und p der Druck. Wir wollen nun herausfin-
den, ob das System ADN-elliptisch ist.

Im dreidimensionalen Fall haben wir hier ein System von vier Differentialgleichungen
und schreiben dies als Lu = f mit u = (uq, ug, us,p), f = (h1, he, h3, g) und

-A 0 0 o
0 A 0 O

L= . (2.25)
0 0 —-A 03
-0, —0y —03 0
Fiir die Ordnung der Differentialoperatoren gilt fiir j < 3
ord L;; = 2,
Y (2.26)

ord Ljz3 = ord Ls; =1
und fiir die restlichen Operatoren ord L;; = 0. Wahlen wir ¢} =ty = t3 = 2, t4 = 1,
s1 = S$9 = s3 = 0 und s4 = —1, dann ist fiir alle 2,7 = 1,...,4 die Ungleichung
(2.20) erfiillt. Da es sich bei den Operatoren um homogene Differentialoperatoren mit

konstanten Koeffizienten handelt, gilt fiir die Hauptteilpolynome L;;(&) fiir j < 3

L;;(©) = +l¢l .
Lj3(§) = —Ls;(§) = i¢;
und sonst
Lif() = 0. (2.28)
Damit ist
gP 0 0 &
det L(€) = det €50 iG] —€1® £ 0 fiir £ £0, (2.29)

0 0 [P i&
—i&§ —i& —i& 0
und es ist gezeigt, dass das Stokes-System ADN-elliptisch ist.
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Als néchstes betrachten wir den Matrix-Differentialoperator

A 0 0
L=10 A O0A]|. (2.30)
0 OA —A?
Fiir die Ordnung der Differentialoperatoren gilt
ord Lll = ord L22 = 2, ord L33 = 4, ord L23 = ord L32 =3 (231)
und sonst ord L;; = 0. Setzen wir nun ¢; =ty = 3, t3 = 4, s; = s = —1 und s3 = 0,

so ist die Ungleichung (2.20) fiir alle ¢,7 = 1,2,3 erfiillt. Die nichtverschwindenden

Hauptteilpolynome lauten

Lii(§) = Laa(§) = — €%, Las(€) = —l€I*, Las(€) = La(§) = —i&alé?,  (2:32)
und damit ist fiir £ # 0
—lgF 0 0
det L(§) =det [ 0 —J¢  —i&leP | =—l¢f -l <o. (2.33)
0 =&l —¢*
Also ist L elliptisch.

Um zu zeigen, dass L auch stark elliptisch ist, wahlen wir m = 75 = 1 und 73 = 2.
Damit erfiillen die 7;, j = 1,2, 3, die Eigenschaften fiir ¢; und s; aus Definition 2.12.
Konnen wir zeigen, dass die Aussage (2.23) fiir v = —1 erfiillt ist, so haben wir starke
Elliptizitit. Es gilt fiir ¢ € R3 und ¢ € C3

3 3
D Lii(9GG =D Lig(©)IG + Las(€)aCs + Las(€) GG
b=t = (2.34)
= =& (I + 12 + [€171¢s1%) — i &11€¢els — i &1l GG

= —[€ (I¢u)* + 1¢2* + [€171¢s1%) — i &11€]* - 2 Re (¢3Ca).

Multiplizieren wir nun (2.34) mit v = —1 und betrachten nur noch den Realteil, so

erhalten wir

3
Re (—1 >3 LMS)Q@) = €17 (|G + G + [€P[6) (2.35)

Jk=1
und es gilt somit

Re (7 > ij@)cj@) = >k

J,k=1 J,k=1

2’7’1'

Gl (2.36)

womit die starke Elliptizitéit gezeigt ist.
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Betrachten wir als abschlieBendes Beispiel noch ein wichtiges System aus der Elasti-

zitdtstheorie. Wir konnen zeigen, dass das Lamé-System

Au+ A+ p)Vdivu = in €,
ft (A + 1) f (2.37)
U= auf 0f2

mit g, A > 0 ein stark elliptisches Petrovski-System ist.
Fiir die Eintrége der 3 x 3-Operatormatrix L gilt mit dem Kroneckersymbol ¢;,

L = 8 A + (A + 1) 0,0k, J,k=1,23. (2.38)
Somit haben die Hauptpolynome fiir £ € R? die Darstellung

Li(©) = (@ pleP+ O+ m) & &), ik =1,2,3 (2.39)

und es gilt

w

det L(¢ H (—nlglP = (n+ A €)

=1
+(n+ N2 ulé? (88 + 68+ 68)
+(u+

A &6 (2.40)

3
= — g = 2t (N D&
j=1

= — 12 1€)° = p? (e + ) [€]°
= — > (A +2u)[€° <0 fiir ££0.

Also ist das Lamé-System ADN-elliptisch.

Alle Eintrage der Differentialoperatormatrix L haben Ordnung 2. Wéhlen wir ¢; = 2
und s; = 0 fiir i = 1,2, 3, so ist (2.20) fiir alle ¢, 7 = 1,2, 3 erfiillt, und nach Definition
2.11 haben wir ein Petrovski-System. Abschlieflend zeigen wir die starke Elliptizitét
des Lamé-Systems. Fiir 7; = 1, ¢« = 1,2, 3, sind die Eigenschaften fiir ¢; und s; aus
Definition 2.12 erfiillt. Es gilt fiir ¢ € R? und ¢ € C?

3

3 3
S L€ GGh=Y —nlePIGP =N+ 1) D &6 G (2.41)
J,k=1

=1 jk=1
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Wir wihlen nun v = —1. Da

3 3
D GGGG= Y EIGI +2 (4&Re(Gl) + L& Re (Gals) + &6 Re (G61))
Jj=1

k=1
(2.42)

reellwertig ist, ist die Ungleichung (2.23) erfiillt, d.h. starke Elliptizitat liegt vor, wenn
gezeigt werden kann, dass fiir alle £ € R3, ( € C3

3
> G&¢GG>0 (2.43)

7,k=1

gilt. Mit |¢;]* = Re(¢;)* + Im (¢;)* und Re (G:¢;) = Re(G) Re(¢) + Tm (G) Tm (¢))

erhalten wir

3 3
GGG =D& (Re(¢) + Im(()?)
j=1

J,k=1

+2&& (Re (G1) Re(G) + Im (¢1) Tm (¢2)) (2.44)
+ 2883 (Re (¢2) Re(¢3) + Im (¢2) Im (¢3))
+2&& (Re(G3) Re(¢r) + Im(¢3) Im (C1)),

und da (a + b+ ¢)? = a® + b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac fiir a,b, c € R gilt, folgt

3
D G ¢ G = (& Re () + & Re () + & Re(¢)?

PR , (2.45)
+ (& Im (G) + & Im (¢2) + &5 Im (G3))

>0
fiir alle £ € R3, ¢ € C3. Somit ist also gezeigt, dass das Lamé-System ein stark ellipti-

sches Petrovski-System ist.

Wir betrachten nun elliptische Randwertprobleme, d.h. dem elliptischen Differential-
gleichungssystem werden Randbedingungen hinzugefiigt. Hierzu sei B(D) eine

M x k-Differentialoperatormatrix mit konstanten Koeffizienten.
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Wir setzen voraus, dass L(D) stark elliptisch ist und betrachten fiir ein beliebiges
Gebiet 2 C R™ das Randwertproblem (RWP)

k k
fu == <Z LU(D)U]> :f in Q,
= i1 (2.46)

k
PBu = (Z Blj(D)uj> —g  auf 9.
j=1

=1

Ist Q der Halbraum R := {(2,2,) : # € R"™!, x,, > 0}, so konnen wir das folgende

System von gewohnlichen Differentialgleichungen betrachten:

k

> L€ Dp)ug(€w) =0, i=1,... .k
j=1

k (2.47)
S B¢, D) uy(€,0) =g, 1=1,...,M.
j=1

Ein solches System erhalten wir fiir f = 0 nach Fouriertransformation von (2.46)

entlang der tangentialen Variablen 2/ € R"!.

Definition 2.13. Der Operator (£, %) heifit elliptisch auf R}, falls £ elliptisch ist
und das Anfangswertproblem (2.47) fir jedes & € R"'\{0} eine eindeutig bestimmte

Losung im Raum der exponentiell abklingenden Funktionen hat.

Ist 2 C R™ ein beliebiges Gebiet, wobei 02 € C™, so kénnen wir fiir jedes xy € OS2
ein lokales Koordinatensystem y = ®(x) wihlen, so dass ®(z) = 0 gilt, und die innere
Normale auf 02 in xy auf der y,-Achse liegt. Transformieren wir nun die Operatoren
L(D), B(D) auf die y-Koordinaten, so erhalten wir Operatoren L(z, D), B(xq, D,).

Wir setzen wieder voraus, dass L stark elliptisch ist, dann gilt dies auch fir L(z, D,).

Definition 2.14. Der Operator (£, %) heifst elliptisch auf Q, falls fir jedes xy € OS2
der Operator (L(xg, Dy), B(xo, Dy)) im Sinne von Definition 2.13 elliptisch ist.
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Wir spezialisieren nun den Operator .Z in (2.46); zu einem k x k-Matrix-Differential-

operator 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,
L(x, V) =2(V,)"AD(V,). (2.48)

Hierbei ist A eine symmetrische und positiv definite N x N-Matrix, N € N fest. 2(V,)
ist eine N x k-Matrix von homogenen Differentialoperatoren 1. Ordnung, d.h. es gilt
beim Ubergang von 2(V,) zum Symbol 2(¢): Die Eintrige D;;(¢) sind homogene
Polynome 1. Ordnung, insbesondere ist Z(0) = 0. Unter 2(V,)* verstehen wir den
formal adjungierten Matrixdifferentialoperator, d.h. Z(V,)* = WT. Damit ist

P(V,)* eine k x N-Matrix von Differentialoperatoren erster Ordnung, und es gilt

/Q(Vx)u : de:/u- (Ve)*vdx
0 0
fiir alle u € C5°(Q)*, v € C(Q)N.

Bezeichnet v(z) die &uflere Normale auf €2, so folgt analog zu (2.12) die erste Greensche

Formel:

Q (2.49)

= (ADu, Dv)g — (N u,v)sq,

die wir abkiirzend schreiben konnen als

(Lu,v)q + (A u,v)90 = alu,v; Q) (2.50)
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mit der Sesquilinearform

a(u,v;Q) = (AZu, D)o, (2.51)
Den Operator

N (2,V,) = T (v(z)) AZ(V.) (2.52)

bezeichnen wir als den mit der Greenschen Formel (2.49) assoziierten Neumann-
Operator.

Da A symmetrisch ist, definiert a(u, v; Q) fiir u,v € C5(Q)* eine sesquilineare quadra-
tische Form, d.h. a(u,v; Q) = a(v, u; Q).

Auflerdem lésst sich analog zur Herleitung der ersten Greenschen Formel zeigen, dass
(u, Lv)a + (u, N V)sq = a(v,u; Q) (2.53)

gilt, und somit folgt
(Lu,v)q + (A u,v)a0 = (u, Lv)a + (u, S V)sgq. (2.54)

Wir betrachten im Folgenden gemischte Dirichlet-Neumann-Randbedingungen auf 0f2
und definieren Randdifferentialoperatoren % und .7 auf 92 durch

Bu = N, Tyu=uyg, oder B =1y, Tu=—Nu. (2.55)
Bei dieser Wahl der Randoperatoren folgt aus (2.54) die zweite Greensche Formel

(ZLu,v)q + (Bu, Tv)sq = (u, Lv)q + (T u, Bv)sq, (2.56)
und das Randwertproblem (2.46) ist formal selbstadjungiert.

Um ein elliptisches Randwertproblem zu erhalten, miissen wir den Operator Z(V,)

weiter spezifizieren.

Definition 2.15. Sei (V) eine N x k-Matriz von homogenen Differentialoperatoren
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 2(V ) heifit algebraisch vollstandig, falls
ein po existiert mit folgenden Figenschaften:

Ist p > po und P(&) = (P(§),..., Px(&)) ein Zeilenvektor von p-homogenen Polyno-
men, so existiert ein Zeilenvektor Q(§) = (Q1(§), ..., Qn(E)) von weiteren Polynomen

mit P(§) = Q(&) - 2(¢).
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Ist @ algebraisch vollstindig und £ = D (V)" AP (V) mit einer positiv definiten
Matriz A, so heifit £ formal positiv.

Verdeutlichen wir die Begriffe an einem kleinen Beispiel: Sei £ = 1, N = n und
D) = (&,...,&)T, so kann man py = 0, und zu gegebenem P(£) = > a,&? fiir

ol
p > 1 immer Q1(§),...,Q,(§) wihlen mit ’

ZQ;‘(&)'& = P(¢). (2.57)

Also ist 2(V ) algebraisch vollsténdig. Ist zusétzlich A eine positiv definite Matrix, so
ist & = —V,-A- V] ein stark elliptischer skalarer Differentialoperator in Divergenz-

Form.

In [27], S. 954, wurde ein hinreichendes Kriterium fiir die Elliptizitdt von Randwert-

problemen vorgestellt.

Definition 2.16. Sei a(u,v;Q) = (A%u, Dv)q die durch (2.49) definierte Sesqui-
linearform. Wir sagen: a besitzt die Polynomeigenschaft, falls fiir jedes Gebiet 2 C R"™
folgendes gilt:

ue C®Q), a(u,u; ) =0 < ue P, (2.58)
hierbei ist P ein endlichdimensionaler Raum von Polynomen.
In [27], S. 954, wurde gezeigt, dass fiir einen formal positiven Operator, wie in Defi-

nition 2.15, die zugehérige Sesquilinearform aus (2.51) die Polynomeigenschaft besitzt.

Ferner gilt:
Lemma 2.17. Besitzt die Form a(u,v;Q) aus (2.51) die Polynomeigenschaft, und ist
B definiert wie in (2.55), so ist das Randwertproblem (2.46) elliptisch.

Der Vollstéandigkeit halber geben wir hier eine entsprechende Modifikation des Beweises
aus [26].

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass der Operator .Z elliptisch ist. Angenommen, dies
ist nicht so, dann gibt es ein # € R™\{0}, so dass das Symbol .Z(0) eine singulire
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16
setzen. Sei H € CF\{0} eine nichttriviale Lésung des linearen Gleichungssystems
Z(0)H = 0. Wir fixieren eine beliebige nichttriviale Funktion ¢ € C§°(0,1) und setzen

w(z) = (w(2),..., we(x))" mit

k x k-Matrix darstellt, und wegen Z(0) = |0|*.Z (i> kénnen wir |#] = 1 voraus-

wi(r) = Hip(y), y=(0,2), (2.59)
Dann gilt
a’ria’ﬂjwl(x) = Hl@ﬂjgo”(y), Yy = <9,.T>n, <26O>

und somit folgt
ZL(Vo)uw(z) = (Z(0) - H) ¢"(y) = 0. (2.61)

Jetzt wihlen wir einen Quader ) C R", fiir den zwei Begrenzungsflichen auf den
Hyperebenen I'y = {x € R" : (,x), =0} und 'y = {x € R" : (0,z), = 1} liegen.
Da ¢(0) = ¢(1) = 0, gilt w|agnr, = w|agnr, = 0, und somit (w, A w)agn{reur;y = 0.

—""ai
/

Ist " eine weitere Hyperebene, die parallel zu I'y und I'y liegt, so gilt: w, d;w sind
konstant auf I'. Deswegen folgt, dass auch (w, 4 w)asg\(rur,;; = 0 gilt. Sind nédmlich
L, I CcoQ\{TouUTly} zwei weitere sich gegeniiberliegende Begrenzungsflachen des
Quaders, so gilt fiir die zugehorigen dufleren Normalenvektoren: v, = —v_, daher
2*(vy) = —2*(v-), und somit (w, S w)r, + (w, A w)r_ = 0. Mit der Greenschen
Formel (2.50) und (2.61) folgt also:

a(w,w; Q) = 0. (2.62)
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Da fiir a die Polynomeigenschaft vorausgesetzt wird, muss w; fiir [ = 1,...,k ein
Polynom sein. Dies ist aber nach Wahl von w; nicht moglich. Also ist . elliptisch.

Damit ist der Operator (£, %) elliptisch, wenn das System der gewohnlichen

Differentialgleichungen

L, Dy)u(z,) =0 fir z, >0, w=(u,...,u), (2.63)

fiir jedes & € R™ ! mit |¢/| = 1 und ¢ € CV in der Klasse der exponentiell abklingenden
Funktionen eindeutig losbar ist. Da .Z elliptisch ist, ist dies dquivalent dazu, dass fiir
¢ = 0 nur die triviale Losung u = 0 existiert (vgl. Satz 4.2 [20], S. 129). Angenommen,
dies ist nicht der Fall, dann existieren # € R™! mit |#| = 1 und ein exponentiell

abklingendes uy # 0 mit

Z(0,D,)up(z) =0 fir z > 0,
(2.64)
%(97 Dz) UG(O) =0
Wir definieren
Uz) = U2, z,) = €0 % ug(,). (2.65)
Da
D;U(x) = —i0,,U(x) = QjewT'xlue(xn) firj=1,...,n—1, (2.66)
D,U(zx) = ewT*”/Dnu(;(xn), .
erhalten wir
LU x,) = it 0, D,)ug(x,) =0 fiir z,, > 0,
(@, @) (0, Dn)ug () (2.67)

BU(x',0) = "% (6, D,)ug(0) = 0.
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Betrachten wir nun U in dem Halbzylinder

Z=A{e= 0" 2,)  2,>0,0<z;<y;, j=1,...,n—1} (2.68)
mit y; = 29—’; fir 6 # 0 und y; = 1 fiir ; = 0. Da wuy fiir ,, — 0o exponentiell abklingt,

kénnen wir die erste Greensche Formel (2.50) mit u = v = U auf Z benutzen. Es gilt
(AU, U)oz = 0, denn wegen (2.67) verschwindet das Randintegral auf der Grundfléche
des Halbzylinders Z, also fiir x,, = 0, und die Randintegrale fiir z; = 0 und z; = y;
heben sich aufgrund der Periodizitdt von U gegenseitig auf. Da aulerdem ZU = 0 fiir
xn > 0 gilt, erhalten wir

a(U,U; Z) = 0. (2.69)

Wie eben folgt aus der Polynomeigenschaft von a, dass, im Widerspruch zur obigen
Wahl, u ein Polynom ist. [

Es gilt der folgende Satz aus [31], S. 192.

Lemma 2.18. (i) Es sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet und OG Lipschitz-stetig.
Ist £ ein formal positiver Operator wie in Definition 2.15, dann gilt

Jus HN@)IP < C(A,Q) (aluu; @) + lus LX(G)?). (2.70)

(ii) Ist F : HY(G)* — C*, k € N, eine stetige lineare Abbildung mit der Eigenschaft
P Nker F =0, (2.71)

wobei P der endlichdimensionale Raum von Polynomen ist mit 2(V,)p(z) =0,

dann gilt

|u; H'(G)|” < C (H@u; @) + |F(u)|2> . (2.72)

Es sei # der Randoperator aus (2.55), und o, € {0, 1} sei die Ordnung des jeweiligen
Differentialoperators %,. Die Abbildung u — (Zu, Zu) definiert einen linearen steti-
gen Operator

k
A ZH(Q) = HT(QF — RIH(Q,00) = H(Q)F x [[ HF270(09). (2.73)

g=1
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Aus den Ergebnissen in [27], [26] erhalten wir

Lemma 2.19. Sei .Z ein formal positiver Operator, wie in Definition 2.15, und %
sei der durch (2.55) definierte Randoperator, dann ist das Randwertproblem (2.46)
elliptisch. Insbesondere besitzt der Operator (2.73) die Fredholm-Eigenschaft und unser

Randwertproblem hat genau dann eine Lésung, wenn
(f,v)a + (9, Tv)aq =0  fiir alle v € ker A", (2.74)
Ist die Sesquilinearform a(u,v;QY) wie in (2.50) definiert, dann stimmt die Menge

der glatten Funktionen, fir die a(u,u;Q) = 0 gilt, mit dem endlichdimensionalen

Polynomraum P = {p Polynom : Z(V,)p(x) =0, x € Q} iberein.

2.3 Randwertprobleme in einem Gebiet

mit kegelférmigem Ausgang

Um die Geometrie unserer unbeschriankten Gebiete zu beschreiben, erinnern wir an die
Notation der Kugelkoordinaten, insbesondere r = |z| fiir x € R™. Es sei S"! C R"
die Einheitssphire und w C S"! ein Gebiet mit glattem Rand dw C S"™ 1. Mit w
assoziieren wir den Kegel K, = {x € R" : r"'z € w}, und Bg = {zx € R" : r < R}

ist eine Kugel um 0 vom Radius R.

Ein Gebiet 2 C R" besitzt einen kegelformigen Ausgang, falls es Ry > 0 und ein Gebiet

w C S"7! gibt, so dass nach geeigneter Wahl des Koordinatensystems

Q\BRO = Kw\BRo' (275)
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Falls w = S"! und Ow = 0 gilt, ist Q ein sogenannter Auflenraum oder @ = R". Da
w mit ) einmal fest gewdhlt wird, schreiben wir im Folgenden nur noch K statt K.
AuBerdem sei Qy := QN Bag,.

Wir wollen nun ein analoges Ergebnis zu Lemma 2.19 auf einem Gebiet mit kegel-
formigem Ausgang erhalten. Es ist bekannt, dass fiir die Untersuchung der Losungen
in Gebieten, die auflerhalb einer Kugel mit einem Kegel iibereinstimmen, spezielle
gewichtete Sobolevréume, néimlich die Kondratiev-Réaume V4(Q) aus [11] ein niitzliches
Hilfsmittel sind.

Definition 2.20. Sei Q2 C R”™ ein Gebiet mit kegelformigem Ausgang, | € Ng und
3 € R. Der Raum V4(Q) ist die Vervollstindigung von C§°(Q) beziiglich der Norm

2

|w; V5(Q)]] := Z p? Bt goy(z) |2 da | . (2.76)
|l <l

Hierbei ist p(z) = (1 + |z|?)2.

Es gilt: VA(Q) = {u € H} | Vi(Q (Q)]| < co}. Damit ist klar, dass ein u € V()

fiir [ > 1 eine Spur auf 02 besmzt, und wir setzen

loc

l

to\»—‘

(09) = {uloq : ue V5Q)}, (2.77)

versehen mit der natiirlichen Norm

Hu; Vﬁl %(3Q)H = inf {||v; Vﬂl(Q)H v =u auf 0N} . (2.78)

In [13], S. 193, Lemma 6.1.2, wird gezeigt, dass die natiirliche Norm des Spurraumes
(2.78) zu der Norm

-1

-1 —(-1
uiVy (00| = {Zuumﬁ T 1200

p=0
3 (2.79)
/ / (1+7) 2ﬂ‘vl 1 vl 1 uly )\2 dszdsy
lz —y["
2|z yye\ig

dquivalent ist. Dabei bezeichnet V2u die Menge aller Ableitungen p-ter Ordnung der
Funktion u, Vi !u die tangentialen Ableitungen der Ordnung [ — 1 von v auf 9Q und
ds, das Oberflichenmaf} auf 0.
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Offensichtlich gilt fiir [ > [ und 8 > j3:

Vi(Q) C Vg (@) Vi (9), (2.80)

wobei die Einbettungsoperatoren stetig sind. Weiterhin gilt nach [4], S. 131,

Lemma 2.21. Seil > [ und 3 > (3, so ist die Einbettung Vi(Q) — Vg(Q) kompakt.

Ist O von der Klasse C'*2, so definiert das Randwertproblem (2.46) eine stetige lineare
Abbildung

k k k
_ l—oq %
Al 2LV (Q) =[] Vit () — REV(Q) =[] Vi @) < []vs ™7 (09), (2.81)
j=1 j=1

g=1

wobei 0, die Ordnung des Differentialoperators %, (s. (2.55)) ist. Aus der allgemeinen
Theorie [28] wissen wir, dass der Operator 2} (2.81) fiir alle 3 auBerhalb einer diskreten
abzéhlbaren Menge I einen Fredholm-Operator definiert.

Auflerdem lassen sich die Greenschen Formeln

(Lu,v)g + (AN u,v)90 = alu,v;Q), (2.82)
(Lu,v)g + (Bu, Tv)sa = (Lu,v)q+ (Tu,Bv)ag (2.83)

mit einem Stetigkeitsargument von w e C*(Q)F, v e C(Q)* auf ue Vi (Q)F,
v e V- ()% fortsetzen. In diesem Fall sind wegen der Cauchy-Schwartz-

Ungleichung alle auftretenden Integrale konvergent.

Die Menge I bezeichnen wir als verbotene Werte fiir 3 (bei gegebenem [). Die ver-
botenen Werte fiir # werden bestimmt durch die Losungen vom Potenztyp fiir das

homogene Modellproblem

ZU =0 in K,

(2.84)
BU =0  auf 0K\ {0}.
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Definition 2.22. Fine Lisung vom einfachen Potenztyp ist eine nichttriviale Lisung
von (2.84) der Form

Ulx) =7 UB) mit \€C, Ue C™@)F, (2.85)
wobei wieder r = |z| und 6 = r~'z.

Fine nichttriviale Losung von (2.84) der Form
U(x) =r*v(Inr,6), (2.86)

wobei v polynomial von Inr abhdngt, bezeichnen wir als Losung vom verallgemeinerten

Potenztyp.

Bei der Untersuchung des Modellproblems werden die Kondratiev-Raume Vﬁl(K)
definiert als die Vervollstindigung von Cg° (K \ {0}) beziiglich der Norm

Jus VIEO|P = 3 |71 07u; LK) (2.87)
o<k

Die Gewichtsfunktionen kontrollieren hier also sowohl das asymptotische Verhalten
der Funktionen im Nullpunkt, als auch im Unendlichen. Hier gilt, im Gegensatz zu
den Einbettungseigenschaften (2.80), immer: V3(K) ¢ Vﬁl(K) falls 8 # 3, lediglich die

Einbettung V3(K) — Vng[,l(K) ist stetig fiir [ < [, allerdings ist die Einbettung nicht

kompakt fiir { < L.

Randwertprobleme von der Form

ZLu=f inK,

(2.88)
Pu =g auf 0K\ {0}

mit Operatoren der Form (2.48) und Randoperatoren wie in (2.55) definieren wieder

einen stetigen linearen Operator analog zu (2.81), wenn man V4(€2) durch V4(K) ersetzt.
Das Modellproblem (2.88) ldsst sich mit Hilfe der Mellin-Transformation
u(r, 0) — Mu(\, 0) =: / = u(r) dr (2.89)
0

analysieren. Mit Stetigkeitsargumenten lésst sie sich von C5° (K '\ {0}) auf V}(K) fort-
setzen (vgl. z.B. [13], S. 193ff).
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Transformiert man den Operator . und den Neumann-Operator in Polarkoordinaten,

so gilt fiir den Operator . und den Neumann-Operator .4

L (V) =r2L(0,Vy,70,)

(2.90)
N (V) =r"'N(9,V,70,),
entsprechend gilt fiir den Randoperator
By(Vz) =198y (0,V,70,), 0c,€{0,1}. (2.91)

Mit M(rd,u) = AMu wird das Modellproblem (2.88) tiberfiihrt in eine Familie von
elliptischen Randwertproblemen

LNV =L(0,Vg,\)V =F auf w,

(2.92)
B(\)V =B(0,Vy,\)V =G auf ow

auf der Mannigfaltigkeit w C S"~!. Hierbei definiert das Problem (2.92) fiir jedes A € C

einen stetigen linearen Operator (0w € C'? vorausgesetzt)
k
AN) - HM(w)f — B w)h x [JH > 7(0w). (2.93)
q=1

2A(\) heiBt das zu dem Modellproblem (2.88) assoziierte elliptische Operatorbiindel.
Die Abbildung A — 2()) ist ein quadratisches Polynom in A mit operatorwertigen
Koeffizienten. Eine komplexe Zahl A heifit verallgemeinerter Eigenwert von (), falls
eine nichttriviale Losung ®(0) des homogenen Problems 20(A\)® = 0 existiert. ¢ heifit

(verallgemeinerter) Eigenvektor.

Wir setzen
S ={) € C : \ist verallgemeinerter Eigenwert von 2A(\)} . (2.94)

Ist A € S und ® ein verallgemeinerter Eigenvektor, so ist U(r,0) = r*®() eine
Potenzlosung des homogenen Modellproblems. Umgekehrt kann man das Spektrum
S formal bestimmen, indem man einen Ansatz der Form (2.85) in das homogene Mo-

dellproblem einsetzt.
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Ist A\ € S, ® € H*(w) ein zugehoriger Eigenvektor, so kann man die zugehérige
Jordan-Kette betrachten. Mit ®° = & betrachtet man sukzessiv die Probleme

A(N)®° =0,
d

Lo\ + AN)D! =0
L0+ A0 = 0
1d—2m(A)q>0+ 9 o0 +AND? = 0
>N i ’

(2.95)

1 q
Z —d—Ql()\)CI)”‘q =0,

q=0

Falls Losungen &7, v > 0, existieren, so heiflen diese zum Eigenwert A und Eigenvektor
P° assoziierte Vektoren. Assoziierte Vektoren fiihren auf Losungen des homogenen

Modellproblems (2.84) vom verallgemeinerten Potenztyp, und zwar mit

u(r,0) = r’\z (Inr)?®"=9(0) (2.96)

(z.B. [13] S. 203). Es gilt der folgende Satz (z.B. [28], S. 11ff).

Satz 2.23. Ist A(\) definiert wie in (2.93), so gilt:

(i) Fiir alle A € C ist A(N) ein Fredholm-Operator vom Index 0.
(ii) Fir A ¢ S ist A(N\) ein Isomorphismus.

(iii) Das Spektrum S besteht aus diskreten Eigenwerten von endlicher Vielfachheit,
d.h. zu jedem FEigenwert gehioren endlich viele linear unabhdngige Eigenvektoren,
und alle zugehdrigen Jordan-Ketten sind endlich. Ferner liegen alle Eigenwerte

bis auf endlich viele Ausnahmen in einem Bereich {\ € C : |ImA| > ¢|ReA|}
mit etnem ¢ > 0.

Bemerkung 2.24. Satz 2.23 gilt mit entsprechenden Modifikationen in (2.92) und
(2.93) auch fiir den Hauptteil von ADN-Systemen. Sind ®' ... ®" eine Basis der

Eigenvektoren zu einem Eigenwert X und m(j) die Ldangen der zugehorigen Jordan-

Ketten, so ist Z m(j) die totale Multiplizitit der Eigenwerte.
=1
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Aus (iii) folgt insbesondere auch, dass auf jeder Geraden Re A = const nur endlich viele
Eigenwerte liegen konnen, und die Menge { Re A : A € S} ist eine diskrete Teilmenge
der reellen Zahlen. Mit anderen Worten: Ist a € R ein Wert, so dass auf der Geraden
Re A = a Eigenwerte liegen, so gibt es rechts und links davon Streifen, die frei von
Eigenwerten sind. In diesen Streifen ldsst sich die inverse Mellin-Transformation an-
wenden, und man erhélt folgenden Satz (z.B. [28], S. 66, Theorem 5.12, S. 68, Theorem
5.6, [13], S.197):

Satz 2.25. (i) Ist die Gerade ReA=1+1—p3—7% frei von FEigenwerten des
Operatorbiindels 2A(N), so ist die Abbildung

k
(L, %) : VUK = Z2LV(K) — VUK x [TV, 7 (0K) = RLV(K),
q=1

u— (Lu, Bu)
(2.97)

ein Isomorphismus.

(ii) Sind fir 1 < B2 beide Geraden ReA =1+1—3;— 14, i=1,2, frei von Eigen-
werten, (f,g) € R, V(K) NRE,V(K), und sind uy € Véfl(K)k und uy € Vﬁljl(K)k
zwei Losungen des Modellproblems (2.88), so gilt: uy = ug, falls der Streifen
[+1=0y—5 < ReA <I+1—01—75 freiist von Eigenwerten des Operatorbiindels.

Sind Ay, ..., N\, die Figenwerte des Operatorbiindels in diesem Streifen und bilden

Uf, e Ur{](j) eine Basis der Lisungen vom Potenztyp zum Eigenwert \;, so gilt
& m(j) '
ur(z) —ua(z) = Y > cjp Ul(x) (2.98)
j=1 p=1

mit geeigneten Koeffizienten cj,.

Bemerkung 2.26. Aus diesem Satz ergibt sich die Menge I der verbotenen Werte. Bei
festem | sind dies genau die Werte (3, fiir die eine Losung U = r*®(0) vom einfachen

Potenztyp existiert, so dass HU; nglfl(K)H logarithmisch divergiert, d.h.

1
/ p2ReX 2(B=1-1) n—1 0 _ (2.99)
0
und

/ p2ReA 2(B—1-1),m=1 9. _ (2.100)
1
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Dies ist genau dann der Fall, wenn

AReA+f—1—1)+n—1=-1 & Re)\:l+1—ﬁ—g (2.101)

qgilt.

Betrachten wir jetzt wieder das Gebiet {2 mit einem kegelférmigen Ausgang, so gilt das
folgende Resultat ([28], S. 99ff).

Satz 2.27. Seil € N fest, die Menge I sei definiert wie in Bemerkung 2.26. Dann gilt:

(i) Fiir jedes 3 ¢ I definiert die Abbildung (2.81) einen Fredholm-Operator.
Fiir (f,g) € RV (Q) besitzt das Problem (2.46) eine Lisung u € VﬁlH(Q)k genau
dann, wenn gilt:
(f,v)a+ (g9, Tv)aq =0 fir alle v € ker 91[21—6' (2.102)

Hierbei ist 7 wieder durch (2.55) definiert. (vgl. Lemma 2.19)

(ii) Sind 1,02 & I, b1 < B2, und (f,g) € RZ2V(Q) gegeben, so dass das Randwert-
problem (ZLu, Bu) = (f,q) eine Lisung u € Vﬁllﬂ(ﬂ)k besitzt, so gilt mit den

Bezeichnungen von Satz 2.25 die asymptotische Darstellung:

k m(j)

u(e) =Y > x-epUl(e) +a(r), @€ Vi) (2.103)

j=1 p=1

Hierbei ist x € C®(Q) eine Abschneidefunktion mit x(z) = 0 fir x < Ry (vgl.
(2.75)) und x(x) =1 fiir x > 2Ry, und es gilt die Abschitzung

K m(])
GV QN+ el < e {J|(£, 9 RV Q)| + [|us LA(Qg, )|} - (2.104)

Jj=1p=1

Ist u eindeutig, so kann der letzte Summand weggelassen werden.
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Bemerkung 2.28. Ist 3 > 2l — 3, also 3 —1 > 0, dann folgt aus u € Vﬁl“(Q)k auch
u € V;ltlﬂ(Q)k Ist u eine Lisung des homogenen Problems, so folgt mit der Greenschen
Formel (2.82): a(u,u;Y) = 0. Somit ist u wegen unserer Voraussetzungen an £ ein

Polynom. Da aber

fir B —1 >0, muss u = 0 gelten. Also ist Qllﬁ fir B —1 > 0 injektiv, selbst wenn
B—1 =0 verboten ist. Dies entspricht genau dem Fall Vu € L*(Q)*. Falls 3 =1¢ I, so
erhalten wir ein Intervall von zuldssigen FExponenten (3, fiir die % einen Isomorphismus
definiert.

1 Vﬁl“(Q)H2 > c/ PO =Dy — oo (2.105)

1

Wegen der speziellen Voraussetzungen an den Operator £ erhalten wir mit den in [27],

§ 2, aufgefithrten Ergebnissen zusétzliche Informationen.

Satz 2.29. (/27], Satz 2.7) Ist & = P* AP ein formal positiver Operator, und A
definiert wie in (2.55), dann ist das Spektrum des zum Modellproblem (2.88) zugehdrigen
elliptischen Operatorbiindels radialsymmetrisch bzgl. des Punktes

Noi=1— g (2.106)
Der Durchschnitt von & mit der durch ReA=1— 3 festgelegten Geraden besteht

hiochstens aus dem Punkt \g. Ist Ny ein Figenwert, so gilt fiir die totale Multiplizitit
do=2dim{p € P : Bp=0 auf K, gradp = \}, (2.107)

und alle Jordan-Ketten haben die Linge 2, wobei P durch (2.58) definiert ist.

Da wir nur Polynome mit gradp =1 — % zu betrachten brauchen — deren Spuren auf

w den Eigenraum zu A = 1 — 3 erzeugen — erhalten wir unmittelbar:
Folgerung 2.30. Der Wert )\ ist kein Figenwert, falls entweder n > 3 oder %Bu = u
(Dirichlet-Operator) auf OK gilt. In diesem Fall ist 3 =1 ein erlaubter Wert, und es

existiert ein 6g > 0, so dass 2[’6 fiir alle B mit —dg < B — 1 < 69 einen Isomorphismus
definiert, wobei 3 = [ + &y verbotene Werte sind.

Ist n = 2 und enthdlt der Randoperator 28 Neumann-Anteile, so sind die zum Eigenwert
o = 0 gehorigen Losungen vom einfachen Potenztyp konstante Vektoren ¢ € CF, wobei

cq =0, falls Byu = u,. Die Losungen vom verallgemeinerten Potenztyp haben die Form

U=c-Inr+UY9). (2.108)
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In diesem Fall ist 3 =1 ein verbotener Wert, und es existiert kein Intervall, fiir das ng
einen Isomorphismus darstellt. Wie bein = 3 gibt es aber ein 61 > 0, so das f—1 = +0;
verbotene Werte sind, aber alle Werte f—1 € (0,61) und B —1 € (—=61,0) erlaubt. Wir

setzen in diesem Fall oy = 0.

Nach Bemerkung 2.28 ist Qllﬁ injektiv fiir 5 —1 € (0,9;) und surjektiv mit endlich-
dimensionalem Kern fiir 3 — [ € (—01,0). Die Dimension des Kerns lasst sich in diesem

Fall wie folgt ausrechnen: Bezeichnet
ind A}, = dimker 2, — codim Bild A}, (2.109)

den Index des Operators 215, und ist 8 — 1 € (0,8;), so ist 2 — 3 € (=61, 0), und es gilt
(vgl. [28], S. 112)

ind2A_; — ind A, = k. (2.110)

Hierbei ist k = 2J die totale Multiplizitédt des Eigenwertes A = 0 und J < k die Anzahl
der linear unabhingigen konstanten Vektoren ¢ € C* mit %c = 0 auf K. Wir wissen
auBerdem, dass dimker ;= 0 = codim Bild2},_; und dimker 2}, _;= codim Bild 2},
daher folgt aus der Formel (2.110):

dimker A}, _5 = J, (2.111)

Also ist ker2},_; = {c € C* : Bc =0 auf 0Q}.

Diese Uberlegungen gelten insbesondere auch, wenn w = S, d.h. im Fall eines Au-
Benraumproblems (vgl. [28], S. 241ff). Die Losungen vom Potenztyp sind entweder
Polynome oder Ableitungen der Spalten der Grundlosungsmatrix. Damit sind die ver-
botenen Werte fiir # bekannt: Fiir n = 2 gilt [ = [ + Z = Z. Fiir n > 3 sind die
Eingéinge der Grundlésungsmatrix von der Form u(z) = r?>7"U(#), daher erhalten wir

hier:

[={3:8-l=1-2—mmeN}U{B:B—1=2—1+m, me Ny}
2 2 (2.112)
::]+U_[_,

I, enthilt gerade die von den Polynomen erzeugten verbotenen Werte und 7_ die von

den Ableitungen der Grundlésungsmatrix.
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Somit haben wir folgendes Resultat:

Folgerung 2.31. Ist Q C R" im Gebiet mit kompaktem Komplement und 0Q € C'*2,
so gilt:

(i) Ist n >3 ulnd B—le(l-5%5—1), dann existiert fir f¢c Vé_l(Q)k,
ge< H];:l H'*2794(9Q) immer eine eindeutig bestimmte Losung des Randwert-

problems (2.46).

(i) Giltn=2,5—-1¢€ (—1,0) und (f,g) € Vé‘l(Q)kXH’;:l H2799(9Q), so ezistiert
eine Losung u € VéH(Q)k. Die Lisungen des homogenen Problems bilden einen
Unterraum V der Dimension k. Insbesondere gilt im Fall des dufleren Neumann-
Problems, also = .4 :V = CF.

Fir 3 —1¢€ (0,1) gilt: Erfillt (f,g) die Kompatibilititsbedingung (2.102) fir alle

u €V, so existiert eine eindeutig bestimmie Losung des Randwertproblems.
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3 Formale Konstruktion

der kiinstlichen Randbedingungen

3.1 Weitere Voraussetzungen fiir das Randwertproblem

Wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden, kénnen wir kiinstliche Rand-

bedingungen mit guten Fehlerabschéitzungen fiir folgende Situation konstruieren:

Gegeben seien f € V(Q)* und g € V;?(99Q)". Aus technischen Griinden sei g, = 0,
falls die ¢g-te Randbedingung eine Dirichlet-Bedingung ist, d.h. B,u = u,.

Es existiert eine eindeutig bestimmte Losung u™ € Vé(Q)k des Randwertproblems

Lu* = f in €,

(3.1)
Bu>* =g auf 0€).
Die Losung u™ habe fiir |x| — oo die asymptotische Darstellung
u™ =y U™ +a>, (3.2)

wobei U (z) = r*®(f) eine Losung des Modellproblems (2.84) ist mit Re A <1 — 2,

1> geniige der Abschatzung

la=va@)| < c (Jlrve@l +|

1
gV (09 ). (33)
x sei eine Abschneidefunktion wie in Satz 2.27 und fiir die Gewichtsindizes (3, v gelte
v >2—%— ReX> . In diesem Fall gilt gerade: xyu™ € VF(Q)*, aber yu™ ¢ V>(Q)*.

Aus den Uberlegungen des vorangegangenen Paragraphen wissen wir, dass es ein
01 > dg gibt, so dass = [ + d; ein verbotener Index ist, aber alle Werte § = [ + ¢,
0 € (do,01) erlaubt sind. Sind jetzt v — 1 € (do,01) und (f,g) € RLV(), so erhal-
ten wir wegen der Einbettungseigenschaft (2.80): (f,g) € RLV(Q) fir alle § < 7,
also insbesondere fiir 3 — [ € (—dy,d), falls g > 0. Fiir die Losung u € VéH(Q)k
erhalten wir die asymptotische Darstellung (2.103), wobei hier genau die Losungen
vom Potenztyp (2.86) auftauchen mit Re A = 1 — dy — 5. Analog erhalten wir im Fall
n=2,dh.§ =0, ein 0 > 81, so dass y—1 € (d1,d2) erlaubt ist. Sind (f, g) € R,V (Q),
v —1 € (61,92) und existiert eine Losung u € Vé“(Q)k mit 5 — 1 € (0,0,), so erhalten
wir einen Term in der asymptotischen Darstellung, der zu Eigenwerten auf der Geraden

gehort.
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Wie bekannt ist,kénnen wir nur dann eine gute Abschétzung fiir den Abschneidefehler
erwarten, falls der zugehorige Randoperator auf dem ersten asymptotischen Term der
Losung verschwindet. Dies ldsst sich dann mit der hier vorgestellten Methode erreichen,
wenn der erste asymptotische Term die Form einer Losung vom einfachen Potenztyp

mit einer festen Potenz 7* hat. Daher machen wir folgende Zusatzannahme:

(A1) Ist 6, > 0 der kleinste positive verbotene Wert fiir § — [, so darf auf der
Geraden ReA =1 — 5 — , nur ein Eigenwert p liegen, dessen Vielfachheit
mit der Dimension des zugehorigen Eigenraumes iibereinstimmt, das heifit,
es gibt in der asymptotischen Darstellung nur Losungen vom einfachen

Potenztyp.

Diese Bedingung stellt sicher, dass eine Losung u™, wie oben beschrieben, existiert,
wobei fiir 6o = 0 die Daten (f,g) endlich viele Kompatibilitatsbedingungen erfiillen

miissen.

3.2 Die geometrische Beschreibung der Abschneidefliche

Sei II C R™ ein konvexes Polyeder mit OII = UL U EJ, wobei jede Begrenzungs-
fliche ij, j =1,...,J, in einer Tangentialhyperebene der Einheitssphére liegen soll.
Als Beispiel fiir ein solches Polyeder kann man den Wiirfel mit den Ecken a € {1, —1}"
betrachten. Dann l&sst sich II darstellen als Vereinigung von abgeschlossenen Pyrami-

den ﬁl, e ,ﬁj, deren Spitzen jeweils im Nullpunkt liegen.

t1

Die Flichen ¥ bilden jeweils die Basis von . Ferner nehmen wir an, dass TNy
fiir i # j hochstens aus einer (n — 2)-dimensionalen ,,Kante“ besteht. Dann gilt fiir
die offenen Pyramiden IT' N TI7 = 0, falls i # j, und der Durchschnitt II' N II’ besteht

hochstens aus einer gemeinsamen (n — 1)-dimensionalen Begrenzungsfliche der Pyra-
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miden IT° und IIV. Ferner soll 37 das Innere (bzgl. der Topologie auf den entsprechenden

Tangentialhyperebenen) der Basisflichen darstellen und ¥ =Xt U ... U X7,

Fir R > 0 sei
Ty = {x eR" : (3.5)
analog
Hj n. =L
R:{xE]R L (3.6)

Fiir R > Ry setzen wir Qg = QNIlg, I'r = X g N2 Den gemeinsamen Rand 02N 02
des unbeschrinkten Gebietes (2 und des abgeschnittenen Gebietes {2z bezeichnen wir

mit JQ(R). Unser Ziel ist es, eine gegebene Losung u™ des Randwertproblems (2.46)
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durch eine Losung des Problems

fuR:f]QR in QR,
Bu = gloor) auf ONR), (3.7)
BEuE =0 auf I'p

zu approximieren, wobei der Randoperator %% noch geeignet zu wihlen ist.

l—0' . . . . .
Dazu g € H’;Zl VBIJr2 “(0€2) immer eine Fortsetzung ug € Vé“(Q)k existiert mit

|| uo; VEFH(Q)|| < ¢ (3.8)

k
41 —0q
g; I I Vﬁ+2 (092)
p=1

und Buy = ¢ auf 02, konnen wir sowohl das Problem (2.46) als auch (3.7) auf den

Fall g = 0 reduzieren. Daher nehmen wir im Folgenden zunéchst an, dass

g=0. (3.9)
Wir nehmen wieder an, dass u> die asymptotische Entwicklung

u® =x U™ +a~ (3.10)
besitzt, wobei U (z) = r*U(0) eine Losung von (2.84) ist.
Da Qg ein Gebiet mit Lipschitz-Rand ist, formulieren wir das approximierende Problem
gleich in Variationsform. Unabhéngig von der Wahl des Randoperatores 2% wissen wir:
Ist u® eine Losung von (3.7); 9, von der wir zuniichst annehmen, dass sie hinreichend

reguldr ist, so folgt aus der Greenschen Formel (2.82), angewandt auf Q@ = Qg und
weH 2(Q R)k

(f,w)ay = a(u”, w; Qr) — (A0, w)a0y. (3.11)

Wenn wir zusétzlich annehmen, dass w, = 0 auf 0Q(R) gilt, fiir alle ¢ mit Z,u> = u*,
dann reduziert sich das Randintegral auf das Integral iiber I'r. Wir wollen jetzt dieses
Randintegral durch eine hermitesche Form b(uf',w;T'g) ersetzen, so dass wir eine

Variationsformulierung des Approximationsproblems in der Form
(f;w)a, = a(u®,w; Qp) + b(u™, w; Tg) (3.12)

fiir alle w aus einem geeigneten Raum J#(€2g) von Testfunktionen erhalten. Formal
folgt aus (3.12) und (3.11) fiir w € H(QR)

b(u®, w;TR) + (A u, w)r, = 0. (3.13)
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Dies kann man als schwache Form einer Randbedingung (3.7)3 interpretieren. Die Form
b sollte nicht negativ sein, d.h. b(w,w;'g) > 0 fiir alle w € J(Qg). AuBerdem muss
€ () so gewdhlt werden, dass u™|q,, € J(Qg) gilt, und (A u>, w)r, +b(u>, w;T'g)
sollte von moglichst hoher Ordnung mit R — oo fiir alle w € J7(Qp) verschwinden.
Warum dies sinnvoll ist, sieht man mit folgendem Argument: Analog zu (3.11) gilt

natiirlich auch (unter Beachtung von g = 0)
(fiw)a, = a(u™,w;Qg) — (A u>,w)r,. (3.14)
Subtrahieren wir (3.12) von (3.14), dann gilt

0 = a(u™®,w; Qg) — a(u® w; Ag) — (A v, w)r, — b(u,w;Tx)

3.15
= a(u™ —uf, w; Qr) + b(u™ — u w;Tr) — (A u™,w)r, — b(u™,w;Tg) (3.15)
und setzen wir u™ — u® als Testfunktion w ein, so ergibt dies
0o R | o0 R o) R | o0 R
a(u™ —utu>® —u; Qr) + b(u™ —ut, u>® —u'h T
( R+ b o 516

= (N u®,u™ — w4+ b(u®, u™ —uff; ).

Mit u™® = U* 4 4> wird die rechte Seite von (3.16) zu

(AU u® —u)p, +b(U®, u™® —u; TR)+ (AT, u™ —u)p, +b(7%°, u™® —ut; Tg).
(3.17)

Ist b so gewahlt, dass
(JVUOO,QU)FR + b(U‘X’,w; FR) =0 (318)

fir alle w € J(Qg) gilt, liefert die linke Seite von (3.16), wie wir spéter sehen werden,
zusammen mit einem Absorptionsargument eine Abschétzung fiir den Abschneidefehler

u™ — uft.

Hierzu legen wir zunéchst folgendes fest:

Definition 3.1. Ein w € C*(Qg)* heifit eine dem Randoperator & angepasste Test-
funktion auf Qg, falls w, = 0 auf OQ(R) gilt fiir alle Dirichlet-Komponenten von u in

der Randbedingung (2.55), d.h. wenn dort Byu = u, gilt. Analog verwenden wir die
Bezeichnung fiir w € C?(K\ {0}).
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Ist IIY C II eine Pyramide gemifl obiger Definition, so kénnen wir jeweils ein lokales
karthesisches Koordinatensystem (47, z;) wéhlen, so dass die Basis 37 in einer Hyper-

ebene z; = 1 liegt, wobei die Spitze weiterhin im Nullpunkt ist.

Ist jetzt U = r* ®(#) mit & € C'"(w) fiir ein [ € N, eine homogene Funktion vom
Grad A auf K, dann gilt:

Ur) =2, U’ (g) : (3.19)

wobei U’ € C'*1(07)F gilt, hierbei ist 07 = ¥/ NK eine offene Teilmenge der Hyperebe-
ne {(y/,2;) : z; = 1}. Weiterhin betrachten wir fiir jedes ¢ € (0,1) und j = 1,...,J,
den Pyramidenstumpf I(e) = {x = (y7,2;) € IV : € < z; < 1}. Den Durchschnitt
IV (¢) N K bezeichnen wir mit 7/ (g) und nennen ihn krummlinigen Pyramidenstumptf,
da die zugehérigen Basen o/(¢) = {z = (/,¢) : (v/,¢) € K} und o¢?(1) = o/ auch
krummlinige Vielecke sein kénnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7/ (¢) nicht kom-
plett in K liegt. AuBerdem gehort die Mantelfliiche Y7 (g) zu 77 (). Die Mantelfléiche
selbst besteht aus einem inneren Anteil T7(g); = T7(¢) N K und einem &uBeren Anteil
Yi(e). = T?(e) N IK, der auch leer sein kann.
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Ist jetzt V eine dem Randoperator 4 angepasste Testfunktion auf K, und V homogen
vom Grad A, d.h.
-y .
V=2V (Z—) . Vie (o), (3.20)
j
und ist U = r*®(f) eine Losung vom einfachen Potenztyp des Problems (2.84), so
konnen wir in dem Gebiet 7(e) = U;.Izl 7/ (e) die Greensche Formel (2.50) auf U, V

anwenden und erhalten

J
(A@Ua @V)ﬂ'(s) :(ZUa V)ﬂ(E) + Z(‘/VUv V)’I‘é(g)

. = (3.21)

+ Z ((’/VU7 V)O'j(l) + (‘/VUJ v)aj(e)) .
j=1
Da ZU = 0 auf K, aulerdem (AU), = 0, falls V, # 0, und umgekehrt V, = 0, falls
(AU), # 0 gilt, (da V eine angepasste Testfunktion ist,) verschwinden die beiden

ersten Summanden von (3.21).

Fiir die Behandlung des dritten Summanden beachten wir: Auf (1) ist der Normalen-

vektor gerade e, der Einheitsvektor in z;-Richtung, auf o/ (¢) gilt v(z) = —e.,.
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Daher gilt
N =+D(e.,) AD(V,) auf o/(1), (3.22)
N ==D(e,) AD(V,) auf o/(e). '
Wir zerlegen nun ebenfalls die linke Seite von (3.21):
J
(AQU, DV )ae) = Y (ADU, DV )i o). (3.23)
j=1

Um diese Terme genauer zu analysieren, beachten wir zunéchst, dass (y7, z;)" = 07z
gilt mit einer geeigneten Orthogonalmatrix 07. Ist 27(V,;, 0.:) der entsprechend trans-
formierte Differentialoperator 2(V,), so gilt

1
(AD(V U, HV )V )y = / ATV, 0.)U- Ty BV dyf dz,. (3.24)

o7 (z5)
Mit Hilfe der Koordinaten-Transformation
) 1 . ) )
W= (2rn) e W) =) (3.25
j
transformieren wir den krummlinigen Pyramidenstumpf 77(e) auf das krummlinige

Prisma o7 x (g,1).

Aus (3.25) folgt

1
2 (e 2y (T R VAT
0z oG 1 oG ¢

(¥9,25)=(¢m7,¢5)

und dy? dz; = ("t diy d¢;. Unter Beachtung der Homogenitét von 2 erhalten wir

dann
(A2(V,)U, .@(Vm)V)Wj(E)

) /51 <A@j (%W’ 8% N CL]'(nj)TV”j)U’ 9j<%vnj’ 8%- B cij(ﬂj)Tan)VLj ¢rtdg;

J J

- / 1 s (A@j (vnj, G - (nJ)Tan>U, P (vnj,cja%_ - (nj)Tvnj)v)aj d¢;.
(3.27)
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Da
V(z) = V(G ¢) =G V),  Ul)=¢U ) (3.28)
gilt, ist
74 (Vﬂj?Cja_Cj — (n])Tan) VG, ¢G) =GP (Vo , A= () V) V(i) (3.20)
= DNV (i),
entsprechendes gilt fiir U. Mit dieser Bezeichnung wird aus (3.27)
1 _
(A@(vx)Ua @(vm)v)ﬂ'](a) = / C;L_3+>\+>\ (ADJ()‘)UJa Dj(A)Vj)Uj dgj
e (3.30)

1— 8n—2+2 Re )

= T TR (AD'(\U?, D (\)VY) .

Benutzen wir die Darstellung (3.22) fiir den Neumann-Operator, sowie noch einmal die

Formel (3.26) und die Homogenitét von 2, dann berechnet sich das Integral auf der

Basisfliche o7 (¢) als
(N, V)g-]'(g) _ _gn—2+2Re) (Qj(ezj)*ADj()\)Uj, Vj>o-j ) (3.31)
Damit gilt

(AUV )iy + (ANUV ) gige) = (1 =" 228N (DI (e, ) AD (NU?, V) - (3.32)

ol

und nach Summation iiber j:
Z JVU V U] (JVU, V)O'j(s)) :< _ene 2+2Re,\ Z 9] ez ADJ()\)U]’VJ)U]_
Jj=1 j=1

= (‘/VU7 V)Fa
(3.33)

hierbei ist I' = X N K, und .4 wieder der Neumann-Operator, jetzt bezogen auf das
Gebiet KN 1I.

Summieren wir in (3.30) ebenfalls iiber j, so erhalten wir

Folgerung 3.2. Sind U,V € C*(K\ {0})* homogen vom Grad X, weiterhin U eine
Losung von (2.84) und V eine dem Operator B angepasste Testfunktion, dann gilt mit
'=0lINK:

1
n—2+2Re) 4

(ANU, V) = Z (AD'(WUY, D'(A)VY), (3.34)
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Die Formel (3.34) werden wir nun benutzen, um die Schliisselidentitat fiir die Bestim-
mung der Randsesquilinearform b auf I'g herzuleiten. Hierzu beachten wir, dass auf der

Teilflache 2{2 sich der Neumann-Operator wieder in der Form
N =D (e,) AD (Vi es,) (3.35)
darstellen l&sst.

Lemma 3.3. Ist U(z) = 7’ ®(0) eine Lisung vom einfachen Potenztyp wie in Folge-

rung 3.2 und v € C*(Qg)* eine angepasste Testfunktion wie in Definition 3.1, dann

qgilt:
R J . .
(AU 0)ry = ——5e s Z (ADLNU, DR(N©) ;) (3.36)
wobei
‘ ‘ A y) T 1 . -yl
D) = 7 (vyj,ﬁ ) V) - DV, W=t (3]

Bemerkung 3.4. Der Operator D%(A) ist ein Differentialoperator auf der Fliche
zj = R. Formal entsteht er aus dem Operator &, indem man 9 zuerst in den Koordi-
naten (y, z;) ausdriickt und dann die folgende Substitution vornimmdt:

i\ T
0. 2 _ W)
"R R

V. (3.38)

Beweis. (von Lemma 3.3) Ist v € C%(Qz)" eine Testfunktion wie angegeben, so definiert
o(n?,1) =: (R, R) fiir jedes j = 1,..., J eine Funktion auf der Fliche o7. Setzen wir
. 2. .

v (x) = Ev(n]) firj=1,....J, = (v, %), (3.39)

und definieren V° durch V°

Voraussetzungen von 3.2 erfiillt. Auflerdem gilt nach Konstruktion:

A
J

| = 17, s0 ist V0 eine A-homogene Funktion auf K, die die
0 _
Vv |FR - U|FR7

0 (3.40)
Vij = Vij|0'j(R)‘

Beachten wir ferner, dass fiir jede glatte A-homogene Funktion w und (y/, R) = R(1’, 1)
aus o’(R) gilt:
. . , 1

NT Vi w(x) = RMRP)T -V, wd, 1) =,
W) V() = BRP) T Vw5 )

D}(N) w(z) = RID/ (A w(n’, 1),
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Somit ist
(ADR(NU, DRVO) = R IRMIRH (AD(NU( -, 1), D'VO( -, 1)),

’ 77 (3.42)
(AUNV) iy = RYIRORH (AU ,1),V0(- 1))

0’

und daher folgt (3.36) aus (3.34). O



46 4 DIE LOSUNG DES APPROXIMATIONSPROBLEMS

4 Die Losung des Approximationsproblems

Wir legen jetzt fest, was eine schwache Losung unseres Approximationsproblems sein

soll und beweisen die eindeutige Losbarkeit.

Hierzu definieren wir den Hilbertraum 52 (Qp) als den Abschluss der an % angepassten

Testfunktionen beziiglich der Norm

|u; 5 (QR)||” = HVu L*(Qg)|| +Z (R HVyJ u; L*(0? (R || —= Hu L*(o’(R))| )

(4.1)

Diese Definition liefert einen abgeschlossenen Unterraum von H'(Qg)*, der auch noch
alle Funktionen H?(Qg)* enthilt, mit %,u = 0, falls %, ein Dirichlet-Anteil der Rand-
bedingungen ist. Wegen der zusétzlichen Glattheitseigenschaften, ndmlich H 1(03%)”C
auf den Flachen des Abschneiderandes besitzt ein u € (Qg) auch Spuren auf den
Kanten der Polyederflichen und auf 0K N Xz, wobei die von verschiedenen Polyeder-

flaichen stammenden Spuren von w iibereinstimmen.

Fiir u,v € 7 (Qg) setzen wir

R
" 2ReA+n—2

b(u,v; T, \) = Z (AD,(N)u, D (N)0) i) (4.2)

Definition 4.1. Einu® € 2(Qg) heifit schwache Lisung des Approzimationsproblems,
falls

(f, w)a, = a(u® w; Qr) + b(u® w; T, \) (4.3)
gilt fir alle w € (Qg), wobei
a(u® w; QR) = (AZu, Dw)q,. (4.4)

Um die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung zu zeigen, konnen wir analog zu
[29] vorgehen. Hierzu miissen wir zeigen, dass die rechte Seite von (4.3) eine stetige

und koerzive Sesquilinearform bzgl. der Norm (4.1) darstellt.

Die Stetigkeit ist dabei klar. Fiir die Koerzivitét benttigt man neben der Kornschen Un-
gleichung (2.70) auch noch eine Art Kornsche Ungleichung auf den Abschneideflichen

o’ (R). Hierbei muss man beachten, dass die Konstante in (2.70) von G insbesondere
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auch von der Grofle von G abhéngt. In Analogie zu den Bezeichnungen in Abschnitt

3.2 definieren wir zu € > 0 und R > 0 den krummlinigen Pyramidenstumpf
(e, R) ={r = (y,2) €I NK : e <z < R}. (4.5)
Dann haben wir

Lemma 4.2. (vgl. [29], Satz 3.5 ) Sein € N, n > 3, fiir alle u € H' (7 (e, R))" mit
0 <e < R gilt dann

2

%;L2(7rj(5,R)) < C(n) ([[Ve; 2w (e, )P+ B [Jus Lo (R))]|*) - (4.6)

Fiirn =2 gt die Variante

U 2

— <1n2j)%;L2(ﬂj(€7R))

<j

(4.7)
< COR) (R ||Vu; 2w (e, R)|* + B [|us L2 (R)]*)

fiir jedes t > 0 und 1 < ¢ < R.

Beweis. Da C*(7i(e, R)) C H' (7 (e, R)) dicht liegt, reicht es, die beiden Ungleichun-

gen fiir u € C(7i(e, R))* zu beweisen. Die Integrale iiber die Pyramidenstiimpfe lassen
sich mit der Koordinatentransformation (3.25) wieder auf Integrale iiber krummlinige

Prismen der Form ¢/ x (g, R) transformieren.

Wir betrachten zuerst den Fall n = 3:

Mit z = (y, z) =: (21, 2) * haben wir = € 7/ (e, R) genau dann, wenn (1, z) € o’ X (¢, R),
_ k

und fiir a(n, z) =: u(zn, 2) gilt: @ € C (O’j X [8,R]> :

Mit partieller Integration und der Holder-Ungleichung erhalten wir

R
/ i(n, 2)*- 2" dz
13

2
n—2

R
/ O.u(n, z)a(n, z) 2" 2 dz

(4.8)

'Hier und in den folgenden Beweisen lassen wir den Index j bei den Koordinaten weg.
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Mit der Young-Ungleichung
2, 1
2a-b<ea”+ -b", a,b>0, ¢>0, (4.9)
€
folgt
R
[ it 22 s
€ (4.10)

R
< C(n) {ﬁ(n,RY R"? + / |8Zﬁ(n,z)|2 2"z .

Integrieren wir nun iiber o7, vertauschen die Integrationsreihenfolge und benutzen

[ et ap e tan= [ Vaty )Py,
o7 ol (4.11)

[ tatn2p g == [ Juty.2)a,

so folgt die erste Ungleichung.

Fiir n = 2 fiihrt eine analoge Rechnung auf

R 1 t—1
/ a(n, 2)2% dz

(ﬁ(n, R)?(In R)" — a(n,e)? (In 6)t) + % / i(n, 2) 0.0(n, z) (In 2)" dz

(4.12)

< {am R (In R

42 (/R iy, 2)? (ILZ)HCLZ)é - (/R 10,4, 2)|? 2(In 2)*+! dz)%] |

Beachten wir auflerdem, dass (In )™ < (In R)**! fiir 1 < 2z < R gilt, so folgt mit der

Young-Ungleichung

R t—1 t R
[P BT e < B (k[ ot P s+ lar ) (413

Dieselben Argumente wie eben liefern jetzt (4.7). O
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Die Ungleichung vom Kornschen Typ auf der Abschneidefliche muss hier wie folgt

formuliert werden (vgl. [29], Lemma 3.7 ):

Lemma 4.3. Fir U € H'(o/(R))* gilt
R U, L0 (R))||* + R||V,U; L2 (0 (R))||” < CR || DH(MNU; L (07 (R))||” (4.14)

mit einer Konstanten unabhdngig von R und U.

Beweis. Seien U € H'(o7(R))* und U(n, z) wieder definiert durch U(y,z) = U(n, z)
mit y = Ry, dann ist U € H'(07)*. Da

2

. 220 = R U L2 (R))|

v,0: 12(09)|| = B |V, U L (R))|I (4.15)

DIV 20| = B | DL L2 (R

reicht es zu zeigen: Fiir alle u € H*(07)* gilt

2

s L2(09) || + || Vyus L2(0?) || < C(N, 07) || D (N)u; L2(07)|| . (4.16)

Sei also u € H'(07)% und v(y, z) = 2* u (¥£,1). Mit den Bezeichnungen aus dem vorigen
Beweis gilt dann v € H'(7/(1,4))* und v|,; = u. Weiterhin folgt aus der speziellen

Form von v

l[us H (09)||* = |Ju; L2@)||* + || Vs L2(o)||” < C |los H' (P (1,4))|]7 (4.17)
mit (vgl. (3.26))

D (V,,0.)v(y, 2) = %@f(vn, 20, —n' V) v(zn, 2) = 22D (N)u(n,1)  (4.18)
und

H.@jv;LZ(Wj(l,él))HQ:/l Z2ReAZ2 0=l gy “Dj(/\)u;L2(aj)||2. (4.19)

Wir verwenden nun den 2. Teil von Lemma 2.18. Dazu withlen wir eine Basis {p*, ..., p"}
von P, wobei der Polynomraum P = {p Polynom : Z(V,)p(z) = 0}. Natiirlich gilt
2(V.)p(z) = 0 genau dann, wenn 27(V,,9,)p(y, z) = 0 mit x = (y, z). Wir kénnen

weiterhin annehmen, dass die Polynome ¢,-homogen sind.
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Jetzt withlen wir ¢* € L*(07)F mit der Orthogonalitiitseigenschaft

(pl/’aja wu) = 61/,u- (420)

Mit Hilfe dieser ¢* konstruieren wir jetzt ein F', dass die Voraussetzungen von Lemma
2.18 (ii) erfiillt. Dazu setzen wir * auf 7/(1,4) wie folgt fort:

Wir wihlen ein € < | Re A| und setzen

A U (%) 1<2<2,

Uh(y, z) = ’
2) ajzefngb“(%), 2<z<4.

(4.21)

Dann ist ¥* € L*(n7(1,4))%, und fiir jedes p wird durch F*(w) = (w, *)j(1,4) €in
stetiges lineares Funktional auf H'(7/(1,4))* definiert. Ist v wie oben, so ist

2 4
Fr(v) = (/ Aeldy 4 aj/ Aret dz) (u, ") s =0, (4.22)
1 2

falls
(2 el d
0 {1 2 z_ _g-(he) (4.23)
f2 sAte—1
denn nach Wahl von € gilt A + € # 0. Auflerdem gilt dann
2 4
Fr(p") = (/ vty — 2_(’\+E)/ pavterl dZ) (D" |5 s M) 5
11 2 (4.24)
= (207 —1) (1—2%7%) 6, #0,  falls p=0.

Setzen wir also F'(v) = (F'(v),..., F"(v)), so folgt (4.16) aus (4.17),(4.19) und (2.72).
0

Speziell auf der Pyramide 77(0, R) gilt auch noch folgende Variante der Kornschen
Ungleichung (vgl. [29], Korollar 3.8) fiir jedes v € H(7/(0, R))*

}lva;L2(7Tj(O,R))H2 <C (H@j(vx)v;LZ(ﬂj(O, R))H2 + % ||U;L2(0j(R))||2) , (4.25)

wobei C' unabhingig von v und R ist. Mit der Transformation z = R¢ ist (4.25)

dquivalent zu

[Vews 22 |* < © ([2(Tews L200)|* + o L2(0) ) (4.26)
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Diese Ungleichung folgt genauso wie das Lemma 4.3 aus Lemma 2.18, wenn wir
Fi(v) = [, v¥*dy setzen und die Ungleichung

[F(0)] < G [Jos L2(o7) (4.27)
benutzen. Mit Hilfe dieser Resultate erhalten wir das folgende

Lemma 4.4. Seien Ry, R > 2Ry und Qg definiert wie in Abschnitt 3.2. Ist n > 3,
dann gilt fiir alle v € HY(Qg)* die Ungleichung

Va0 L@ + |1+ ) 7Hos L2(@) | = Hv‘Vol (@)

< C (|2(Va)u Q)| + R o)) (4.28)

Ist n=2, so gilt:
17,05 L2(Q)||* + (In R)=2 || (1 +7)~Lo; L2(Q) ||
) o (4:29)
< Cn R (| 2(Ta)v LX) " + B |os L3TR) )

Beweis. Wegen der speziellen Geometrie von 2 und Qp gilt fir r < Ry und
r = (yj zj): v~ |z]. Da wir ein x = (y z;) € 7 immer als z = (z;77,27) mit

7' =% € o, darstellen konnen, haben wir r? = |z|?> = |z;|?(1 + |’|?), und daher gilt
|Zj!2 <l < ¢zl (4.30)

Daher kénnen wir r in (4.28) und (4.29) jeweils durch z; ersetzen. Sei wieder {p', ... ,p"}
eine Basis von P. Fiir jedes j = 1,...,J und p = 1,...,h wihlen wir W} mit

(0", 0% )i (Ro) = vy und setzen dann

J

Fro) =Y (0, %)pi(ry,  Fv)=(F'(v),...,F"(v)). (4.31)

j=1

Dann konnen wir wieder die Kornsche Ungleichung (2.72), diesmal fir G = Qg, ver-

wenden und erhalten

!!U;H1<QRO>||2< (I12(2)0; 12(28,) || +|F( >|)

(4.32)
< C (|2(V.)v: L*(Qn,) (Cw)[*)-
Da wir weiterhin die Spurabschétzung
J
[o; L2(Tgy ) ||* = (07 (Ry))||” Ry +1)||” (4.33)

=1
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zur Verfiigung haben, miissen wir nur noch zeigen:

V.0 L3 (77 (Ro, R)) || + (n H 1+ |2) " v; L*(77 (Ro, R))||”
< CUn)? (]| 27 (Va)os L (Ro, R)||* + B [Jo; 127 (R)) ||
(4.34)

mit {(n) = 1 fir n > 3 und [(n) = In R fiir n = 2. Die Ungleichung (4.34) beweisen
wir, indem wir zu v € H(Qg)* ein spezielles V € H!(7/(0, R))* konstruieren mit

Vlri(ro,R) = V| (Ro,R)-
Dazu zerlegen wir v = vt + 22:1 ¢, p", wobei F(vt) =0 mit F wie in (4.31).
Mit (2.72) angewandt auf G = 77 (R, 2Ry) folgt

vt HY (77 (Ro, 2R0))|| < C || 27 (V,)v™; L (77 (Ro, 2Ry)) ||

(4.35)
= C||2’(V,)v; L*(7/(Ro, 2Ry))|| ,
da 27(V,)p'(z) =0 fir p=1,...,h.
Zu vt existiert eine Fortsetzung V+ € H (77 (0,2Ry))* mit
|V HY (77(0,2Ry)) || < C ||os H' (77 (Ro, 2Ry))|| - (4.36)
Wir setzen jetzt
J
L aufW‘(Ro,R), (4.37)
VA3 cupt auf 77(0, Ry).
Dann gilt mit (4.36) und(4.35)
|27 (Vo) V; L2 (77 (0, R))|| < ||27(Va)v; LA (7 (Ro, R)) || + || 27 (Vo) V5 L2 (7 (0, R)) |
<C H.@j yu; L*(7? (Ro, R H
(4.38)
und aus (4.25) folgt dann
| V03 L2(77 (R, R))|| < ||V.V; L2 (w7 (0, R))|
(4.39)

(H% W1 L2 (0, B) | + [ L2 (R H)

Somit erhalten wir (4.34) mit (4.38) und den Hardy-Ungleichungen aus Lemma 4.2. [



53

Bevor wir zu dem zentralen Satz dieses Abschnitts kommen, zeigen wir, dass die rechte

Seite von (4.3) eine koerzive Sesquilinearform ist.

Lemma 4.5. Es seien ReA <1—3, A€ C, D, aus (3.87) und

a(u, w; Q) = (AZu, Dw)q, (4.40)
R ! - :
b, wi T, \) = =g Zl (ADR(Nu, DR(Nw) - (4.41)
Dann gilt ]
a(u, u; Qr) + b(u, u; Tr, \) > C |lu; (QR)|% . (4.42)

Beweis. Es gilt
a(u, u; Q) + b(u,u; g, A)
J
It J j (4.43)
2% 9ReA+n—2 ; (‘ADRO‘)U’ DR(A)U)JJ'(R)

wobei 2Re A +n — 2 < 0. Somit ist der Faktor —m positiv.

= (A9u, Pu)

Die Norm auf J#(Qg) ist definiert als
2
lus (QR)|I” = [|Vau: L2(Qr)

J 4.44
LS (B 2 )+ R (9w 2w ).
=1

Mit Lemma 4.4 schitzen wir den ersten Summanden der rechten Seite von (4.44) ab,

fassen dann einige Summanden zusammen und wenden zum Schluss Lemma 4.3 an.

s QI <C (| 2(92)u; 22(Q)|* + R [lus 2w

+Z( w2 (R) P + B [V, w L2 (R)) )

< ([2(92)u; @)

+Z( s 22 (R) P + R [V, w12 (R)) )

(4.45)

<C||2(V.)u; L*(Q) || +CR ZHDJ u; L2(aj(R))H2

7=1

Hiermit folgt (4.42). O
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Jetzt konnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen.

Satz 4.6. Ist A € C mit ReA <1— %, und D%(\) auf o7 (R) definiert durch (3.37),

a(u, w; Qr) = (AZu, Jw),_, (4.46)

J

a > (ADZ(N)u, DRE(Nw) g (4.47)

b(u,w; T, A) = —
2ReA+n—2 =

dann existiert fir jedes stetige lineare Funktional F aus J€(Qr) eine eindeutig

bestimmte Lésung u des Problems

(Fyw) = a(u,w; Qgr) + b(u,w; Tr, A). (4.48)

k

Insbesondere existiert zu f € L3 . (Q)* immer eine eindeutig bestimmte Lisung des

Approzimationsproblems im Sinne der Definition 4.1.
Fiir diese Losung gilt im Fall n > 3 die Abschdtzung
|Vas L(Qu)|| + |1+ 7)™ s L2 Q) | < € (15 ()] (4.49)
mit einer Konstanten C unabhdngig von R.
Ist n =2, so gilt:

|Vu; L2(Qg)|| + R [[(1 4 r)"'u; L2 (Qg)|| < C In R sup |(F,u)| (4.50)
llu; # (2R)]1,<1

mat
Ju; 2(QR)||5 = HVu L*(Qg) HQ—I— In R) 2 H L+7) LQ(QR)H2

+ (In R)? (ZHVW L/ (R)||” + R? ||u; LA(TR)|| )

(4.51)

Beweis. Da Re A < 1— % vorausgesetzt ist, folgt mit Lemma 4.5, dass die rechte Seite

von (4.3) eine stetige, koerzive Sesquilinearform auf .7(Q2g) definiert, d.h.
a(u,w; Q) + b(u, w;Tr,\) < Cy ||u; H2(Qr)|| - ||w; 22 (Qr)|| (4.52)

a(u, w; Qg) + b(u, u; T, ) > Cy |Ju; 2(QR)||° (4.53)

Daher folgt die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung aus dem Satz von Lax-
Milgram (z.B. [8], S. 297, [7], S.23).
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Fiir n = 2 betrachten wir statt der Norm (4.1) die dquivalente Norm || - ; 7(Qg)||,,
dann gilt weiterhin (4.52), und statt (4.42) gilt

Ju; 2(QR) |5 < Cy (I R)? (alu, u; Qr) + blu, u; Tr, \)), (4.54)

und damit folgt die Ungleichung (4.50) ebenfalls aus dem Satz von Lax-Milgram. [

Bemerkung 4.7.

(i)

(i)

(iii)

Der Satz gilt fir jedes A\, fir das die Bedingung —(2Re A +n —2) > 0 erfillt ist,
unabhdngig davon, ob X\ ein Eigenwert des elliptischen Operatorbiindels (2.93)

15t.

Auf Qg konnen wir ebenfalls die Norm

N|=

s Va©w)|| = [ D [P looul; 22(@p) | (4.55)

| <

betrachten. Da Qg beschrinkt ist, liefert dies fiir jedes € R eine zu || - ; (||
dquivalente Norm, allerdings hdangen die Konstanten in den Abschdtzungen von

R ab.

Ist jetzt u't eine schwache Lisung des Approzimationsproblems wie in Definition
4.1 und erfillt (4.48) mit (F,w) = (f,w)q,, dann ist fir n > 3

[(F,w)] = |(f, w)an
< |lpf; L2 QR)| ||~ w: L2 (Qr)]| (4.56)
< £V lws 22(QR)

und analog fiir n = 2

[(Fw)l <

Y@ R [lw; V2 Q)|
< ||f,V1 || [[w; (R

(4.57)

unabhdngig von R. Bei nicht homogenen Neumann-Randbedingungen gilt Satz 4.6
auch, und es ist (F,w) = (f,w)a, + (9, w)oar)-
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5 Die Fehlerabschitzung

Wie in der Einleitung schon erwéhnt, werden fiir die Fehlerabschétzungen einer gleich-
méfigen Abschitzung der Losungen des Randwertproblems auf Qg Informationen iiber

die Losungen u™ des urspriinglichen Randwertproblems benotigt.
Ist u € (Qr), so gilt auf I'g die Spurabschatzung (vlg. [31], S. 84)
|u: 2Tw)| < O [Jus H' ()] (5.1)

Da I'g nur Lipschitz stetig ist, konnen wir hier nicht global zu beliebig hohen Sobolev-

Normen auf I'g iibergehen. Allerdings haben wir

J
s 2R =3 [|us L2 (R))|)* (5.2)
j=1
wobei hier auch gilt

» )

Die Ungleichung (5.3) ldsst sich natiirlich auf jede Ableitung von u anwenden, insbe-

2

u; L2(O'j(R))||2 < Hu, ]'Ié(aj(R))H2 < Cqy

(5.3)

sondere haben wir auch

. /R 2
Jous 2| < Ca it (= (5.1) (54)
Die Konstanten in (5.1) - (5.4) héngen allerdings von R ab.
Um von R unabhéngige Abschitzungen zu erhalten, beachten wir, dass mit
x = RE = (y,2) = (Rn, k() (5:5)
auch
a(n,¢) = u(Bn,RC),  dgu(n, ) = Otu(Rn, RC) - R (5.6)
gilt, sowie
/1 2 , 2
t; L* (71'] <—, 1)) =R ||u; L? (7?3 (E,R)> ,
2 2
Qs j 1 ’ al-n (R ’
’ 85 a; L? (71'] (5, 1)> = Rl w; L? (7?] <§,R)> , (5.7)

2

Y

‘ a; L? (aj(l)) H2 = R ‘ w; L? (aj(R))‘
Vi 22 (0 )| = B [V L2 (o7 (R)) ||
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Daher folgt:

2

lus 12 (o7 (R)||* = B

a; L* (o7(1))]]

2

<C- R H! (Wj (%1))
=C- R (R—" u; L (7rj (g,R» 2 (58)
+ R*™||Vu; L? (wj (g,R)) 2),
also
R ju; L2 (o/(R))|* < C <HR_1u;L2 (ﬂ (g,}i’)) 2+HVU;L2 <7rf (g,R>> 2)
(5.9)
und analog
R||V,u; L? (aj(R))\}2g0<"vyu;L2 (ﬂj (g,R)) 2+HRV2u;L2 (wj <§,R)> 2).
(5.10)

Hier sind die Konstanten unabhéngig von R. Beachten wir, dass fiir R > 2R, aus (4.30)
auflerdem folgt: R < C} p < Cy R mit Konstanten C}, C5 unabhéngig von R, so ist die
rechte Seite von (5.9) dquivalent zu ‘ u; Vg (77 (£, R)) }2, entsprechend die rechte Seite

von (5.10) dquivalent zu ||Vu; Vit (77 (%,R))”Q.

Multiplizieren wir diese beiden Ungleichungen noch mit R?® und vergréfiern das zu

betrachtende Gebiet, so erhalten wir
Folgerung 5.1. Fiir jedes 3 € R, u € H*(Qgr) gilt

RP72 ||lu; L2 (o7 (R)) || + R7*2 || Vyu; L? (07 (R))|| < C ||w; V3., (77 (Ro, R)) |

5.11
<o luvii@. O

wobet C' unabhdingig von R ist.



58 5 DIE FEHLERABSCHATZUNG

Bemerkung 5.2. Ist u € H'(Qg)*, so ist ulim € H2(07(R))*. Gehen wir in
HYQg)* zur dquivalenten gewichteten Norm || VB (Qr) H tiber, so erhalten wir Spurab-

schitzungen mit Konstanten unabhangzg von R, wenn wir auf H"2(c?(R)) zu der

gewichteten Norm ||u; Vﬁ (a H tibergehen, wobei
HU;VB *(0?(R H = Z RB-tHlaD IHE)QU L? (JJ(R))H2
la|<i—1 (5 12)
laj=l-1 !y1 yQ‘n
oI (R) oI (R)
Aus dieser Definition folgt unmittelbar
‘ u; Vé” o/ (R H = Hu, Volfi (aj(R))H (5.13)
und damit
1,
‘u vy H = R ||u; Vi (aﬂ(R))H (5.14)
fir 5,7 € R.

Erfiillt u> die in 3.1 beschriebenen Voraussetzungen, so kéonnen wir folgende Fehler-

abschitzung beweisen.

Satz 5.3. Sei u* die eindeutig bestimmte schwache Losung des Approzimationspro-
blems aus Satz 4.6 bzw. Bemerkung 4.7 (iii), dann gilt fir den Abschneidefehler im
Falln > 3:

||p_l (u™ — uR); LQ(QR)H + HV(uoo — uR);Lz(Q )H

<y R (Hf; H N ‘ (5.15)

Jhon)
und firn = 2:
— ||p_1 (u™® — u't); L2(QR)H + HV(UOO —uf); L2(QR)||

< Cy(InR) R™7 (Hf; V2 (Q)] +‘

g; Vv%(aQ)H) :

Beweis. Wegen der Voraussetzungen an g und da u™ € HZ_(Q)F gilt, ist u™®|q, aus
J€(QR), ebenso x U, und damit auch der Restterm u*.
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Daher ist u* — u® eine schwache Losung von (vgl. (3.15))

a(u™ — u w; Q) + b(u™ — u,w;Tr,\) = (A u™, w)r, + b(u™, w;Tr, \) (5.17)
= (N, W)r, + b(@,w; T, N).

Das zweite Gleichheitszeichen gilt, da die Sesquilinearform so gewéahlt wurde, dass
(3.18) gilt.

Setzen wir w = u®° —uf in (5.17), so erhalten wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

a(u™ —u® u™® — uQR) + b(u™ — uf, u™® — uf'; T, \)
<R? || a=; LA (Tg)|| R72 |Ju™ — u LA(TR)|| (5.18)
+ R ||[ADr(A\)u; L*(Tg) || [[Dr(N) (u™ — u); L*(Tg)|| -

Benutzen wir jetzt die Definition der Norm auf J#(Q2g) sowie die Ungleichungen

R? |[Dp(N) (™ —u®); D*(Tp)|| < C R ||V, (u™ —u"); Z*(Ta)

5.19
< C |u® =o' 2 ()] (5:19)
so erhalten wir
a(u™ — uf, u® — uf; Qp) + b(u™ — v, u® — uf*; Ty, )
(5.20)
< ([ v wn)|+ B2 Z 1V, 5 L2 (o7 (R)| | [[u™ — u®s 2(0)|) -
Weiterhin haben wir fiir n = 3 die Ungleichung (4.42). Daraus erhalten wir
1 1 J
|u> = u® 2(Qgr)|| < C (H,/Va‘”; VF(FR)H +R2 Y ||V, 0% L (o7 (R ||>
a (5.21)

| /\
<

o 2 (i m]+ [a v e m]).
]:
Beachten wir jetzt (5.14) und die Spurabschitzungen (5.1) und (3.3), so erhalten wir

|u> — w2 (QR)|| < C R || VVQ(Q) (5.22)

hieraus folgt (5.15) mit (3.3).
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Fiir n = 2 benutzen wir (4.54) fiir die Abschétzung nach unten und erhalten dann
[ = ()]
<CR (Hﬂa‘”; VE(Ug)| + R 3w, L%%R))H) u = (@),
=1
] (5.23)

Hieraus folgt (5.16). O
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6 Beispielklassen

Beispiele fiir formal positive Operatoren .Z finden wir in der linearen Elastizitétstheorie,

auf die wir spater noch eingehen werden.

Unabhéngig davon ist fiir formal positive Operatoren wie in Definition 2.15 die Vor-
aussetzung (A1) in Abschnitt 3.1 bei AuBlenraumproblemen immer erfiillt, und es gilt
(vgl. Folgerung 2.31) 0, = 1 fiir n = 2 und 4, = § — 1 fiir n > 3.

Betrachten wir zuerst den Fall n > 3. Beim Auflenraumproblem miissen die Dirichlet-
Randbedingungen nicht als homogen vorausgesetzt werden. Sei g € H ”%*"‘1((’99)"€ . Ist
feVIH Q) mity—1e (2 — 2,2 — 1), dann ist die eindeutig bestimmte Losung u*

des AuBenraumproblems

Lu=f in €,
(6.1)
PBu = g auf 0
aus V"M (Q)*, und sie hat die asymptotische Darstellung
u™®(z) = r* " U(0) + 0 (x), a* e VT (6.2)

Hat f einen kompakten Triager, dann gilt f € VWI_I(Q)”f fiir alle v € R. In diesem Fall
gilt a> € VIHH(Q)F fir y —1 = % — 1 — 4, wobei § > 0 beliebig klein werden kann.
Tatséchlich haben wir dann sogar fiir jedes N € N

N
=D rPPUR0) + ax(z), @™ € Vi, (Q)F (6.3)

p=0

mit —lE(——l-I—N —|—N)
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Erfiillen die Daten f, g zusétzlich die Kompatibilitdtsbedingungen, so dass die Losung
u™ nicht nur in V" (Q)*, sondern in Vi, (Q)F fiir irgendein N € Ny gilt, d.h. die
ersten N Terme in (6.3) verschwinden, dann muss in der kiinstlichen Randbedingung

A =1-—n— N gewdhlt werden. Insgesamt erhalten wir aus Satz 5.3 die

Folgerung 6.1. Istn >3, g € HI;:1 H%ﬂ’q(@@), f € L3(Q)* mit kompaktem Triger,
ist ferner Vo°(x) = r1="=N U>(0) der erste nicht verschwindende Term in der asymp-

totischen Entwicklung von u®, so erhalten wir mit \ = 1-n—N undy = 5+N+1-¢

) (6.4)

[V (@ =) L2(Qg)|| + [[ o7 (u™ — u®); L*(Qr) |

<CORTEN <||f;%°(9)|| +

k
g [[H:+(0%)
p=1

wobei C' = C(,9) ist.

Auflenraumproblemene mit solchen FEigenschaften entstehen zum Beispiel beim
Berechnen der sogenannten Polarisationsmatrizen fiir Materialinklusionen und Lécher

in elastischen Materialien (vgl. [25]).

Fiir n = 2 betrachten wir speziell das duflere Neumann-Problem, d.h. # = 4" auf 0.
In diesem Fall gilt (vgl. [28], Kapitel 6): Fiir 5—1 € (—1,0) sind die konstanten Vektoren
die Losungen des homogenen Problems, die in V3(Q) liegen. Umgekehrt existiert eine
eindeutig bestimmte Losung u™ € V#(Q) fiir §—1 € (0, 1), falls

/ fa)de + / g(z) do = 0. (6.5)
Q )
Ist zusétzlich f € V*(Q) fir y — 1 € (1,2), dann gilt

u®(z) = r 1 U(0) + i (z), (6.6)

und wir miissen in der kiinstlichen Randbedingung A = —1 wéahlen.



63

Eine weitere Klasse von Beispielen sind ebene Rissprobleme. Hier ist w der Einheitskreis
ohne den Punkt (—1,0), d.h. das Modellproblem wird auf der geschlitzten Ebene

K =R*\{(-7,0) : 0<r€R}={(r,¢) : p € (—m,7), 7 € R} (6.7)

betrachtet. Als 0K ist hier die Linie A= {(—r,0): 0<r € R} einmal fiir
§ — —m+0=: A_ und einmal fiir § — 7 — 0 =: A, aufzufassen. Sei fiir z; € [0,[) eine
Funktion H € C?[0,1) gegeben mit H(0) = 0. Setzen wir T = graph H =T, UY_, so
ist Q = R?*\{A U T} ebenfalls ein Gebiet mit einem kegelférmigen Ausgang.

0.

Wir betrachten das Neumann Problem

ZLu=f inQ,

(6.8)
Nu=g¢g auf AL UT,.

Hier ist u = (u1,uz), und % ist ein Differentialoperator der ebenen linearen Elasti-
zitédtstheorie wie in Definition 2.15; so sind die Eigenwerte des elliptischen Operator-
biindels ebenfalls bekannt, es gilt Ay, = :I:%. Bei diesen Eigenwerten existieren je
zwei linear unabhéngige Losungen vom einfachen Potenztyp. Es gibt weiterhin zum
Eigenwert 0 zwei lineare unabhéngige Losungen (vom einfachen Potenztyp) — die kon-
stanten Vektoren e, e;, und zwei linear unabhéngige Losungen mit einem logarithmi-

schen Anteil.

Sind X7 (r,0) = r2 &I (0), 7 =1,2, die beiden linear unabhéngigen Losungen des homo-
genen Modellproblems zum Eigenwert A, so existierten Losungen des Problems (6.8)
mit f = 0, fiir die gilt:

w (x) ~ X7 (x) mit |z| — oo. (6.9)
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Diese Losungen werden in der Bruchmechanik bei der Formulierung von Rissausbrei-
tungskriterien benotigt. Man erhélt sie, indem man das Problem (6.8) mit f = [Z, x]q,
g = [/, x] 16st. Hierbei sind [.Z, x], [4, x] Kommutatoren mit einer geeigneten Ab-
schneidefunktion, f, g haben kompakten Tréger, und es gilt:

u>(z) = r_%UOO(Q) + a>(x). (6.10)
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7 Anwendungen in der Elastizititstheorie

Wir werden nun die in den vorherigen Kapiteln vorgestellte Theorie auf einen speziellen
Fall aus der Elastizitdtstheorie anwenden, auf das verallgemeinerte Hookesche Gesetz.
Bevor wir jedoch genauer auf das Problem eingehen, werden wir erst einige physikali-

sche Grundlagen der linearen Elastizitédtstheorie liefern.

7.1 Eine kurze Einfithrung in die Elastizitidtstheorie

In der Elastizitéitstheorie wird das Verhalten eines kontinuierlichen Festkorpers 2 C R?
unter dem Einfluss von dufleren Kriften untersucht. Wir beschranken uns hier auf
hinreichend kleine Beanspruchungen, so dass wir nur kleine Verschiebungsfelder und

somit nur eine lineare Deformations-Spannungs-Abhéngigkeit haben.

Wir betrachten den Festkorper €2 in einem kartesischen Koordinatensystem mit der Ko-
ordinatendarstellung x = (x1, 22, x3) € Q. Durch Deformation erhélt dieser Festkorper
ein neues Volumen, welches durch = — x + u(z) beschrieben wird. Dabei bezeichnen
wir u = (uq, ug, u3) als Verschiebungsvektor. Die Komponenten w;, i = 1,2, 3, sind die

Projektionen des Verschiebungsvektors auf die x;-Achse.

7.1.1 Spannung

Als (mechanische) Spannung o bezeichnen wir die Kraft pro Flidcheneinheit, die in
einer gedachten Schnittfliche durch den Koérper wirkt. Damit ist sie ein Maf fiir die

Beanspruchung eines Festkorpers.

Sei o(x) die Spannung in einem Punkt x = (z1, 29, x3) auf der Oberfliche S. Um die
Spannung fiir ein in beliebiger Weise orientiertes Fléachenstiick zu berechnen, miissen
die Spannungen fiir drei senkrecht aufeinander stehende, durch x gehende Flédchen
bekannt sein. Wir wéhlen die Flichen als Ausgangsflichen, die durch den Punkt z
gehen und parallel zu den x129—, xox3— und xyx3—Ebenen unseres kartesischen Koor-
dinatensystems liegen. Die Normalen auf den Ausgangsflichen zeigen in positive Rich-
tung der entsprechenden Achsen unseres Koordinatensystems. Auf jedem Flachenstiick

wirkt ein Spannungsvektor (o;1, 042, 043). Der Index i bezeichnet die Normalenrichtung
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des jeweiligen Flédchenstiicks, zu dem der Vektor gehort. Die Komponenten o;; geben die
Normalspannung an, wéhrend die Komponenten o5, @ # j, die Tangentialspannungs-

komponenten (auch Schubspannungskomponenten genannt) sind.

Damit lasst sich der Spannungszustand des betrachteten Punktes  durch die Gréflen

011 012 013
021 022 023 (7.1)

031 032 033

charakterisieren. Wir bezeichnen (7.1) als Spannungstensor.

Mit Hilfe einiger physikalischer Eigenschaften, den Gleichgewichtseigenschaften zwi-
schen Oberflaichen- und Volumenkréften, lasst sich fiir deformierbare Korper zeigen,

dass die Tangentialspannungskomponenten symmetrisch sind:
045 = Oji, 1 7é j (72)
Die genaue Herleitung findet man unter anderem in [33], Kapitel 3.6.

Somit wird also bei der Deformation (bzgl. der linearen Elastizitéit) der Spannungszu-

stand in einem Punkt durch sechs Groflen angegeben.

7.1.2 Deformation

Wirkt eine Kraft auf einen Korper, so kann diese sowohl eine Verschiebung als auch
eine Form— und Volumenédnderung des Korpers hervorrufen. Da eine Verschiebung des
gesamten Korpers fiir weitere Betrachtungen nicht von Interesse ist, wenden wir uns

gleich der Deformation zu.

Bei einer Deformation erfahren die Punkte des Korpers eine Verschiebung, bei der sich
die gegenseitigen Abstédnde verdndern. Da wir als Korper ein Kontinuum betrachten,
verlaufen diese Anderungen stetig ab, so dass mindestens eine kleine Umgebung eines
gegebenen Punktes vor der Verformung auch wihrend der Deformation immer eine

Umgebung dieses Punktes bleibt.

Fiir die Beschreibung der Deformation betrachten wir ein beliebig kleines rechteckiges
Flachenstiick mit Mittelpunkt = in der z;z;—Ebene, dessen Seiten parallel zu den

Koordinatenachsen liegen. Die Verformung ldsst sich dann mittels der Streckungen



7.1 Eine kurze Einfiihrung in die Elastizitdtstheorie 67

in Richtung der Koordinatenachsen xj, k= 1,2,3, und Scherung in den jeweiligen

zugehorigen x;z;—Ebenen beschreiben, wobei es sich bei der Streckung um eine relative

Langenénderung
8uk
= —= 7.3
Ekk Oy (7.3)
in Richtung der Koordinatenachse und bei der Scherung um eine Winkelédnderung
1 0u2 an
= A4
“i 2 ((930] + alﬁ) (7 )
handelt. [34] Aufgrund dieser Darstellung fiir die Scherung gilt
Eij = 5]'1" (75>

Diese Betrachtung kann in jedem Punkt = € 2 fiir alle drei Raumrichtungen gemacht
werden, so dass wir fiir jeden Punkt neun Deformationskomponenten erhalten.
Diese Deformationskomponenten ¢;;, 4,7 = 1,2, 3 bilden einen symmetrischen Tensor

zweiter Stufe,

€11 €12 €13
€21 €22 €23 |, (7‘6>

€31 €32 €33

der somit den Verformungszustand des Korpers im Punkt = beschreibt.

7.1.3 Grundgleichung der Elastizititstheorie

(Verallgemeinertes Hookesches Gesetz)

Zur Charakterisierung eines elastischen Korpers benotigen wir eine Darstellung, die den
Zusammenhang zwischen den Spannungen im Festkorper € und seiner (sehr kleinen)
Deformation liefert. Eine erste solche Darstellung lieferte Robert Hooke schon 1660.
Hooke sah einen proportionalen Zusammenhang zwischen der Deformation eines
elastischen Korpers und der auf ihn wirkenden Kraft und beschrieb das Phidnomen
mit der Tensorgleichung 0;; = A;jx €k, dem Hookeschen Gesetz, wobei A der Elastitzi-
tatstensor 4. Stufe mit 81 Komponenten ist. Aufgrund der Symmetrie des Spannungs-
und des Deformationsstensors reduziert sich die Zahl der unabhéngigen Komponenten
jedoch auf 36. Wie wir in den vorangegangenen Abschnitten festgestellt haben, be-

schreiben in jedem Punkt des Korpers sechs Gréflen die Deformation und sechs Grofien
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die Spannung. Damit lédsst sich das Hookesche Gesetz in eine einfache Matrixglei-
chung schreiben. Die elastischen Komponenten werden dabei in einer 6 x 6-Matrix
A = (A;j)ij=12,. 6 und die Deformation und die Spannung jeweils in den sechskompo-

nentigen Vektoren

s(u) = (511(u), EQQ(U), 533(U), \/Eégg(u), \/5813(’&), \/§€m<u))T, (77)
o(u) = <011(u), To(w), 033(u), V20a3(u), V2oi3(u), ﬂalg(u)>T (7.8)

dargestellt, dabei ist der Faktor v/2 notwendig, damit die Tensor- und die Vektornorm
ibereinstimmen. Auflerdem nutzen wir fiir die neue Indizierung die Voigtnotation, so
dass fiir die paarweisen Indizes ij bzw. kl gilt
m fiir m = n,
mn — (7.9)
9—m—n firm#n.
Wir erhalten dann als verallgemeinertes Hookesches Gesetz, dass in jedem Punkt des
Korpers 2 jeweils die Spannungskomponenten lineare und homogene Funktionen der

Deformationskomponenten sind und benutzen die mathematische Darstellung
6
o; = ZAijgj, i=1,...,6. (7.10)
=1

Zur Vereinfachung der Notation wéhlen wir die Darstellung
o=Ae¢ (7.11)

mit der Koeffizientenmatrix A = (A;;); j=12,.6. Die Koeffizienten beschreiben die
elastischen Eigenschaften des Korpers. Liegt fiir den gesamten Korper die gleiche
Koeffizientenmatrix vor, so spricht man von einem homogenen Koérper, anderenfalls
ist der Kérper inhomogen, und die Koeffizienten sind ortsabhéngige Funktionen. Wir
beschrinken uns hier auf die Betrachtung von homogenen Kérpern. Auflerdem gehen
wir von isothermen Vorgéangen bei der Deformation aus, d.h. dass wahrend der Defor-

mation in jedem Korperelement die Temperatur konstant bleibt.

Mit Hilfe von Uberlegungen, die auf dem Gesetz der Energieerhaltung und auf Be-
trachtungen der Verformungsenergie beruhen, wird unter anderem in [3], Kapitel 3.3,

gezeigt, dass zwischen den Elastizitdtskonstanten die Beziehung

Aij=A;  i,j=12,....6 (7.12)

ij
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gilt, d.h. die Koeffizientenmatrix (A4;;); j=1.2,..6 ist symmetrisch, und es sind somit nicht

36, sondern nur 21 Elastizitatskonstanten erforderlich.

7.1.4 Elastizitatstypen

Betrachtet man elastische Materialien etwas genauer, so stellt man fest, dass diese
bzgl. der Elastizitdt unterschiedliche strukturelle Eigenschaften aufweisen. So sind z.B.
bei Holz oder Knochen, die Deformationseigenschaften von den Richtungen abhéngig,
wéahrend bei homogenen Metallen oder Glas die Deformationseigenschaften richtungs-
unabhéngig sind. Sind die strukturellen Eigenschaften eines Materials in alle Raum-
richtungen unterschiedlich, so spricht man von Anisotropie und hat 21 unabhéngige
Elastizitatskonstanten. Ist dagegen Richtungsunabhéngigkeit gegeben, so heiflen die
Materialien isotrop und es gibt nur noch 2 unabhéngige Elastizitdtskonstanten. Beim
Ubergang von anisotropen zu isotropen Materialien findet man noch fiinf weitere struk-
turelle Typen von elastischen Materialien (monoklin, orthotrop, tetragonal, transver-
salisotrop und kubisch). Diese unterschiedlichen strukturellen Typen ergeben sich aus
Spiegel- und Drehsymmetrien bzgl. der Elastizitdtseigenschaften. Mit zunehmender

Symmetrie erhalten wir eine Reduzierung der unabhéngigen Materialkonstanten. (vgl.
[19], Kapitel 1.4)

Bei monoklinen Materialien gibt es bzgl. der Elastizitiat eine Symmetrieebene. Nehmen
wir an, dies sei im kartesischen Koordinatensystem die xsx3-Ebene, dann sind in die
positive und die negative x;-Richtung die Elastizitédtseigenschaften gleich. Dies liefert,

dass
Ais = Ajg = Aos = Ags = Az = Asg = Aus = Ay = 0. (7.13)

D.h. die Anzahl der unabhéingigen Materialkonstanten bei monoklinen Materialien

reduziert sich auf 13.

Materialien der néchst hoheren Symmetrie heiflen orthotrop. Sie besitzen zwei senkrecht
aufeinander stehende Symmetrieebenen bzgl. der Elastizitdt. Wir nehmen an, dass dies

zusétzlich zur xox3-Ebene noch die x1x3-Ebene ist. Dies liefert zusétzlich, dass
A14 = A24 - A34 == A56 - 0 (714)

Somit haben wir bei orthotropen Materialien noch 9 unabhingige Materialkonstanten.
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Bei tetragonalen Materialien handelt es sich um orthotrope Materialien, die entlang von
zwei Achsen die gleichen Elastizitdtseigenschaften haben, wiahrend entlang der dritten

Achse andere Elastizitiatseigenschaften vorliegen, so dass fiir die Elastizitdtskonstanten
Agz = Ay, Az = Ap, Age = Ass (7.15)
gilt und somit noch 6 unabhingige Materialkonstanten vorliegen.

Liegen nur noch 5 unabhéngige Materialkonstanten vor, so handelt es sich um transver-
salisotrope Materialien. Also tetragonale Materialien, die in einer Ebene schon Isotropie

aufweisen. In diesem Fall gilt

1
Ay = 5(1422 — Ags). (7.16)

Betrachtet man dagegen tetragonale Materialien, fiir die zusétzlich noch
Agy = Ay, Agz = Ay, Ay = Ass (7.17)

gilt, so erhalten wir 3 unabhéingige Materialkonstanten und sprechen von kubischen
Materialien. Gilt auerdem

1
2

so handelt es sich um ein isotropes Material, also ein Material, das zwei unabhéngige

Ass = 5 (A — A), (7.18)

Elastizitdtskonstanten besitzt. Im Allgemeinen werden die Konstanten mit
A = A, A = A+ 2p, Ass = (7.19)

bezeichnet, wobei A und p Lamé-Konstanten genannt werden.

7.2 Das Elastizitdtsproblem

Fiir die Herleitung der mathematischen Darstellung des Elastizitdtsproblems wihlen
wir aus unserem Korper 2 ein Volumenelement in Form eines Wiirfels aus, dessen
Seiten parallel zu den z;z;-Ebenen, 4, j = 1,2,3 mit 7 < j, unseres kartesischen Koor-

dinatensystems liegen.

Falls alle Kréifte, die wirken, lokal sind, miissen sich die an den unterschiedlichen

Flachen des Wiirfels angreifenden Krifte gegenseitig autheben. Es ergibt sich also eine
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Gleichgewichtsbedingung. Fiir die Formulierung des Problems betrachten wir das Gan-
ze erstmal nur in eine Koordinatenrichtung, z.B. in die x;-Richtung. So wirkt auf jeder
Seite des Volumenelements eine Normal- bzw. Schubspannung in diese ausgewéhlte
Richtung.

L3 033
I
Pt k)
*®
Ta31 T93
73
1
J13 /)—bUQQ
A ¥
1 T
/___ o1 P2
711

Iy

Da die Kréfte sich kompensieren, muss gelten
(aﬁ) — aﬁi))AﬁgAxg + (crg) — ag))Axleg + (US) — a:(ﬁ))Axleg =0, (7.20)

wobei der obere Index der Spannung die Wiirfelseite, auf der die Spannung wirkt,

angibt. Entsprechende Darstellung erhalten wir fiir die anderen zwei Koordinaten-

richtungen, so dass wir aus den drei Gleichgewichtsbedingungen die differentielle Form
o)

8_%-0”('%) = O, 1= 1, 2, 3, (721)

j=1
erhalten. Existiert zusétzlich noch eine Volumenkraft f, so muss diese von den resul-

tierenden Spannungen kompensiert werden, d.h.

3
_Z%%(@ = fiz), i=1,2,3. (7.22)
j=1 "

Fiir die Oberfliche des Korpers gilt, dass sich die Spannungen kompensieren miissen.
Da die Schubspannungen sich in der Oberfliche gegenseitig autheben, miissen nur die

Normalspannungen kompensiert werden, und es gilt

Z vi(z)-o4(x) =0, i=1,2,3. (7.23)

J=1
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Hierbei bezeichnet v(x) wieder den Normalenvektor der Oberfliche im Ort z. Wirkt
auBerdem eine duflere Kraft g auf die Oberflache, so muss auch diese kompensiert

werden, und es gilt

3

S vi(@) - oi(a) = gilz),  i=1,2,3. (7.24)

J=1

Somit hat das Elastizitatsproblem unter der Wirkung einer dufleren Kraft g und der

Volumenkraft f die Darstellung

Z 8i / = f(z), x €,
= (7.25)

Zuj(ac) oW (z) = g(x), x € 09,

wobei 0U) die j-te Spalte des Spannungstensors ist.

Wir benutzen nun fiir die weitere Darstellung unseres Elastizitdtsproblems die Matrix

.
& 0 0 0 & 5é

2@ =10 & 0 & 0 & . (7.26)
00 & L& L& 0

mit & = (£1,&,&)". Damit kénnen mit der 6 x 3-Differentialoperatormatrix 2(V.,,)

alle Zusammenhénge

8uj E)uz —
513( ) (axz + a‘r]> ) 27.] - 172737 (727)

von Deformation und Verschiebung in der Form
e(u) = 2(Vy)u (7.28)

dargestellt werden, und das verallgemeinerte Hookesche Gesetz lautet mit der Koeffi-

zientenmatrix A = A

o(u) =A 2(V,)u. (7.29)

Mit Hilfe der Matrix 2(V,) lassen sich nun die linken Seiten unseres elastischen
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Problems (7.25) schreiben als

-3 L0 = 9(-V.) o), (7.30)

Zyj-a(j)(u) = 92(v)" o(u), (7.31)

@(_vx>—r“4@<vx)u(x) = f(l‘), T Q7

(7.32)
P(v(z))" A2(V)u(z) = g(x), x € 0N0.

7.3 Die Polarisationsmatrix fiir dreidimensionale

Auflenraumprobleme der Elastizititstheorie

Es sei Q = R?\G ein anisotroper homogener elastischer Raum mit einem Einschluss G,
der glatt berandet ist. Der Einfachheit halber liege G um den Ursprung. Wir betrachten

das Auflenraumproblem mit Neumann-Randbedingungen

ZL(x,Vo)ulr) = 2(=V,) AD(V,)u(z) =0, rin Q,
N (2, Vo u(z) = D(v(z)) " AD (V. )u(z) =g(x), x auf Q) = G

(7.33)

mit dem Verschiebungsvektor u = (u1,us, u3)" und dem auf OG stehenden in G

gerichteten Einheitsnormalenvektor v(x). Z(V,) habe die Darstellung, wie in (7.26).

Das Elastizitatsproblem (7.33) beschreibt die Deformation von 2 bzgl. der Oberfléichen-
spannung g = (g1, 9o, 93) ', die von dem Einschluss her wirkt. Ziel ist es, die zu dem

Problem gehorende Polarisationsmatrix zu bestimmen.

Die Matrix Z(V,) aus (7.26) ist algebraisch vollstandig [27], S. 958, daher ist der
Operator .Z aus (7.33); formal positiv und die Bilinearform besitzt die Polynomeigen-
schaft. Dabei ist der Vektorraum der Polynome der Raum der Starrkérperbewegungen

(Translation und Rotation)

P={dx)"c:ceR’}, dimP =6, (7.34)
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mit
T
1 00 0 \/Lixg —\/Liflfg
dlz)y=10 1 0 —\/iéxg 0 \%xl . (7.35)
001 \/%172 —%xl 0

Der Operator (7.33), ist der Neumann-Operator, der die Kraftwirkung auf dem Rand
angibt.

Aufgrund der oben erwdhnten mathematischen Eigenschaften existiert zu dem

Problem (7.33) fiir belicbiges g aus H'"2(09)3, | € N, eine Losung u € H(Q)3

loc

Im Allgemeinen hat diese Losung die asymptotische Darstellung

u(@) = 3 ((d(=V2) @@) b + (Z(=V.) 0(@)" a;) + (), (7.36)

wobei @ = [®! &% &3] die Fundamentalmatrix des Operators L(V,) in R? ist, d.h es
gilt

L(V,)®(z) = 6(x) I3, r € R3, (7.37)

mit der Dirac-Delta-Distribution d(x); a = (a1,...,as)" und b = (by,...,bs)" sind
Koeffizientenvektoren aus RY, und %; und d; sind die j-ten Spalten der 3 x 6-Matrizen
27 und d". AuBerdem gilt fiir @ mit r — oo die Abschiitzung

Voa(z)] <er®P, pe N (7.38)

Da (7.33); homogen ist, sind v und @ auflerhalb einer Umgebung von G unendlich oft
differenzierbar. Auflerdem gilt fiir die Fundamentalmatrix ®(¢t z) = ¢t '®(z) fiir alle

positiven reellen ¢.
Die Matrizen d und Z erfiillen die Normalisierungs- und Orthogonalitdtsbedingungen

D(V)D(x)" =T, P2(V,)d(z)" = O,

: . (7.39)
d(Vo) d(z)"| _ =1,  d(V.) 2(x)"| _, = O,

wobei I, bzw. O,, die Einheits- bzw. die Nullmatrix der Gréfle n x n ist.
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Die Spalten d,...,ds und Dy, ..., Dg der Matrizen d' und 27 bilden eine Basis im
Raum der linearen Funktionen. Fiir das Verschiebungsfeld v liefert die Taylorformel

die Darstellung
v(z) =d(z) ey + D(x) o + O(|z]?), |z| — +0. (7.40)

Aufgrund der Normalisierungseigenschaften aus (7.39) gilt fiir die Koeffizienten aus
(7.40)

c1 = d(V,)v(0), e = 2(V,)v(0), (7.41)
wobei ¢; die Starrkérperbewegung und ¢y der Deformationsvektor im Ursprung sind.

Die Verschiebungen D, (z),. .., Dg¢(x), fiir die D(V,) D;(z) = e; € R gilt, bilden eine
g j j g

Basis der konstanten Deformation. Analog dazu wird durch die Verschiebungen
vi(z) = D(x) " Aej, j=1,...,6, (7.42)

eine Basis im Raum der konstanten Spannungen erzeugt.

Aufgrund der Methoden aus [28] und infolge der Orthogonalitéts- und Normalitéts-
bedingungen (7.39), kénnen Integraldarstellungen der Koeffizienten a; and b; aus (7.36)

hergeleitet werden.

Die Spalten der Matrix (7.35) erfiillen das homogene Problem (7.33). Wendet man die

Greensche Formel auf 2 "By an, so gilt mit R — +o0

b= /BQ d(x)' g(z)ds,. (7.43)

Die Vektoren di(x)" kénnen als nicht-abfallende Lésung des homogenen Problems

(7.33) gesehen werden. Losungen von derselben Art kénnen auch aus den Spalten der

Matrix (7.26) konstruiert werden. Hierzu sei 2*, k = 1,...,6, eine abfallende Losung
des Problems (7.33) mit der rechten Seite

g*(x) = =2 (v(x))T Aey. (7.44)
Aufgrund von (7.39), erfiillt die Summe

F(x) = Di(x)" + 2F(a) (7.45)

das homogene Problem (7.33).

Mit der 3 x 6-Matrix ¢ = (¢, ..., (%) kann die Integraldarstellung

a= [ ((2)" g(x)ds, (7.46)
o0N

mit den Bedingungen (7.39) und dem selben Trick wie fiir (7.43) hergeleitet werden.
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Wir wollen nun zu der Losung 2* die Koeffizienten aus der Darstellungen (7.36) be-

stimmen. Es gilt aufgrund der Bedingungen (7.39) und der zweiten Greenschen Formel

b=— /8(2 d(z)2(v(x)) Algdx

_ / d2)2W(@) A D(V.)D(2) —D(@)D(w(x)TAD(V.)d(z)" ds,
oG —— N————

A 5 (7.47)
_ / A(2)2(—=V.)T A D)D) — D) D(—V.) A D(V.)d(x)T da
GT T
= Qg4 € RS,

Damit verschwinden die Koeffizienten b; aus der Darstellung (7.36) von 2*, und wir

erhalten

Fa) =) (2i(Va)®(x)) Py + 2(2) (7.48)

j=1
mit a; = — P, d.h. 28(z) hat die Form 2*(z) = r=2 U(0) + z*, und es gilt

|VEER(2)| < ¢, 7377, p € No. (7.49)

Aus den Koeffizienten Pj; konnen wir die 6 x 6-Matrix
P=P(AG) (7.50)

konstruieren und nennen P Polarisationsmatrix. Die Matrix P wird durch die Elasti-
zitdtsmatrix A und durch den Einschluss G bestimmt und ist immer symmetrisch und
negativ definit, wenn mes3G > 0 (siche z.B. [25], S. 99).

Benutzen wir nun die Formel (7.46), um die Koeffizienten der Polarisationsmatrix zu

berechnen. Es gilt

Py = — C(x)" ¢"(x) ds,
80

__ / @) (@) dss — | Dy(x) D(w(x)) Aeyds,
o0

o0

— [ @ g wds + [ (990 9)) Acds
Ply) h d

~~

(7.51)

T
7€j

= / A(x) 2(v(x)" A epds, + Ajpmes 3G,
20
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und somit
P=(2(v(z))z, A)sa + Ames3G. (7.52)
Um P zu ermitteln, muss nur die Spur der 3 x 6-Matrix z = (z',...,2%) auf der

Oberfliche 02 = OG berechnet werden. Da z nicht bekannt ist, kann P mit 2 nur
approximativ mit Hilfe von kiinstlichen Randbedingungen ermittelt werden, so dass

man anstatt P nur P® erhélt.

Fiir die Fehlerabschitzung benutzen wir Folgerung 6.1 bzgl. unseres Problems (7.33),
und erhalten aus (6.4) die Abschitzung

[V (27 =225 L2(Qr) || + [[(1+ |2) 71 (27 = 227); L2(Qg) |
(7.53)

N =

< C(A,G,8) R27N (0G)

k
g ][H
p=1

mit [§| < 2. Und mit dem speziellen g7 aus (7.44) folgt

[V = 20 LAQu)|| + |1+ 2) ™" (7 = 27 LA(Q)|| < C(A, G.0) R,
(7.54)

Ist nun P? die Polarisationsmatrix aus (7.48) bzgl. 27t = (Y2, ... 26%) des Approxi-

mationsproblems
a(2P v QR) +b(2PF, v; Tg, —2) = (=2(v(z)) T A €, V)0 Yo € #(Qg)*, (7.55)

dann gilt mit der Holderungleichung und der Spurabschitzung (5.1) mit geniigend
groBem, festen Ry, so dass G C () Ros

| Prj — PI§|2 = |<A er, Z2(v(x)) (2 — Zjﬂ))aszl?

(-]
o0N

C ||zJ —Z’j’R;LQ(@Q)”2
< C ||Zj—zj’R;H1(QRO)H2
< C ||zj—zj’R;V01(QRO)H2.

IN

(7.56)

IN

Hieraus erhalten wir fiir beliebiges R > Ry und mit (7.54)

2

Py — PEP < C || = 27 V(@) < (C(A, G,é)R‘s*%) . (7.57)
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[NIES

HP—PR;RGXGHZ(ZZ 7y - P,U) , 759

k=1 j=1
ergibt sich

Folgerung 7.1. Sei PR die Polarisationsmatriz aus (7.48) bzgl. der Lisungen z%
Jj=1,..,6, zu dem jeweiligen g=g’ =—2(v(z))" Ae;, dann gilt die Fehlerabschitzung

P — PHR™O|| < C(A G,d) R3 (7.59)

mit |0] < 3.
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8 Algebraische Aquivalenzen

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Moglichkeit aufzuzeigen, wie man bereits bekannte
Ergebnisse von elastischen Problemen verwenden kann, um durch einfache algebraische

Operationen Ergebnisse dquivalenter Probleme zu erhalten.

Kroner hat in [14] die Fundamentalmatrix fiir transversalisotrope Materialien direkt
bestimmt. Die Idee ist nun einen Weg zu finden, um das Ergebnis auch fiir andere

elastische Materialien nutzen zu konnen.

8.1 Transformation des Elastizititsproblems

Wir betrachten also das Elastizitatsproblem

DY) AD (V. )u(x)
D(v(x))TAD(V,)u()

flx), 2e€qQ,

g(z), x€dQ, ®.1)

wobei 0 C R? ein homogener elastischer Kérper mit stiickweise glattem Rand 0 ist

und wenden auf die Koordinaten z € Q die affine Transformation
T T =mz (8.2)

an. Dabel ist m = (m);;, 1,7 = 1,2, 3, eine reelle 3 x 3-Matrix mit det m = 1. Mittels

der Koordinatentransformation wird aus der Menge 2 die Menge

Q={zecR’: z2=m'zecQ} (8.3)
mit Rand 9€2, und die Transformation des Nabla-Operators V, liefert

Ve=m'Vg. (8.4)

Bleibt noch die Normale zu transformieren. Sei dazu ¢(z) = 0 eine Ebenendarstellung,

dann gilt fiir den Normaleneinheitsvektor

V.q(x)

v(r) = ——= (8.5)
|Veq(z)|
und fiir die Normale in den transformierten Koordinaten
Vaq(m™'x)

v(x) =

= Wag(m @) (8.6)
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Mit Vgg(m™tx) = (m")"'V,q(z) erhalten wir

(m")"'Vaq(2)

(m")"'w(z) [Vaoq(z) " _

(m")~"v()

v(z) =

also

v(z) =

[(m )~ Vaq(z)|

(™) w(m )| (mT) "

|(mT) 1w ()| [Vag(@)| ™

mx).

mT) ()]

(8.7)

(8.8)

Betrachten wir nun die Matrix Z(z), so liefern elementare Umformungen die Darstel-

lung

PD(mz) =M D(x)m ™,

(8.9)

wobei M = M (m) eine 6 x 6-Matrix ist, deren Elemente sich aus den Elementen der

Matrix m ergeben, und die die Darstellung

m%l m%z m%B V2miamig V2miimis V2miimia

m3, m3y m3; V2maamag V2ma1ma3 V2ma1mag

m§1 m§2 m§3 V2m3ama3 V2ma1mas V2m31m3a (8 10)
V2ma1m31  V2maoamaz  V2mazmas  mazmaz + maamsz  mazm3l + mo1msz  moamal + mo1maz :
V2mi1m31  V2miamsz  V2mizmas  mizmse +miamsz  mizm3l + mi1ms3  mizms1 + mi1maz
V2miima1  V2miamaz  V2migmas  mizmoz + mizgma3  mizmai + miime3  mizmal + miimag

hat. Fiir die Matrix M (m) lassen sich einige niitzliche Aussagen machen:
Lemma 8.1. Seien m eine reelle 3 x 3-Matriz mit detm = 1 und M(m) die in (8.10)
dargestellte Matriz, so gilt:

(i) det M(m) = (detm)* =1

(it) M(m~™") = M~'(m)

(iii) M(m") = M"(m)

(1v) Sind mq, mo reelle 3 x 3-Matrizen mit det m; = det my = 1, so gilt

M(my) - M(msg) = M(my - my).

1 T

(v) Ist m eine orthogonale Matrix, d.h. m~" =m", so ist auch die zugehiorige Matrix

M(m) orthogonal.
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Die Aussagen (i)-(iv) kénnen durch elementare, aber lidngliche Rechnungen gezeigt

werden. Aussage (v) ergibt sich aus (ii) und (iii).

Auflerdem sieht man sofort, dass M (I3) = I gilt. Es sei nun 9, eine Gruppe bzgl. des
Produkts von n x n-Matrizen mit Determinante 1. Die Abbildung M : 913 — g mit
m +— M(m) bildet dann, aufgrund der Eigenschaften (), (i7) und (iv) aus Lemma 8.1,
eine Untergruppe 91 von . Diese Gruppenstruktur werden wir spater noch benotigen.

Kommen wir jetzt aber wieder auf die Transformation unseres Problems zuriick.

Unter Verwendung der Aussage (iii) erhalten wir aus (8.9)
Pm" ) =M"-PD(x) - (m")"". (8.11)

Ziel ist es nun, das Elatizitdtsproblem (8.1) in neuen Koordinaten darzustellen. Fiir
die Gleichung (8.1); gilt unter Verwendung von (8.4) und (8.11)

fx) = 2(=V.) AD(V,) u(z)
= P(—m" V) A2(m" Vg)u(x)

| (8.12)
= (M"2(=Va)(m")™") AMT D(Vy) (m") " u(z)
=m ' P(~Va) MAM" (V) (m")  u(z)
Somit hat (8.1); die Form
D~V AD(V,) u(z) = f(x) (8.13)

mit A= MAM", u(z) = (m")u(m lz) und f(x) =m f(m 'z).
Mit der Darstellung des Normaleneinheitsvektors (8.8) und mit (8.11) erhalten wir
P(v(z) =2 (m" |(m") " v(z)| v(z))
=M" 2 (|(m") v(@)v(x) (m")™ (8.14)
=|m) ™ v@)| M 2 () (m")~!

Wenden wir nun (8.14) und wiederum (8.11) auf die Randbedingungen unseres

Problems (8.1)2 an, so gilt:

(v(x) (m")™)TAM' D (V) (m") u(z) (8.15)
(v(x))" MAMT D (Vy) (m")  u(x).
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Und (8.1)7 hat in den neuen Koordinaten die Darstellung

I(v(x) AD(V,)u(z) = g() (8.16)

mit g(z) = W”wg(m—lm).

Damit haben wir unser elastisches Ausgangsproblem (8.1) in ein , virtuelles elastisches

Problem*
@(—Vw)TA@(Vw)’U,(iL‘) = f(il’,‘), x € Q,

(8.17)
P(v(x))"AD(Vy)u(x) = g(x), x € 012,

umgewandelt, wobei u(x) im Allgemeinen die ,,nicht physikalische* Verschiebung ist
und A 2(V,)u(x) im Allgemeinen die ,nicht physikalische“ Spannung. Nur wenn m
eine orthogonale Matrix ist, die somit eine Rotation des kartesischen Koordinatensy-
stems beschreibt, handelt es sich wieder um physikalische Komponenten. Ansonsten
ist dies hier nicht der Fall. (Bei einer Transformation, die die physikalischen Kom-
ponenten betrifft, wiirde sich die Struktur des Differentialoperators éndern, so dass
dieser nicht mehr durch (V) dargestellt werden konnte.) Trotzdem handelt es sich
bei (8.17) weiterhin um ein Elastizitétsproblem, allerdings mit anderen elastischen Ei-
genschaften, die durch die Matrix A beschrieben werden. Wir kénnen hier also sagen,
dass das Problem nicht in einen anderen Raum transformiert wird, sondern dass die

Materialeigenschaften verdndert werden.

Sei nun & die Menge aller symmetrischen 6 x 6-Matrizen. & bildet, wie in [17] darge-
stellt, bzgl. der Addition und der skalaren Multiplikation einen Vektorraum, und die
Abbildung A — M T AM ist fiir festes M € g ein Isomorphismus auf &. AuBlerdem
bilden alle Elemente mit positiver Determinante aus & einen konvexen offenen Kegel
&, der durch die obige Abbildung auf sich selbst abgebildet wird.

Die Menge 9 bestimmt fiir jedes Element A € & eine Klasse m(A) C &, in der alle
algebraisch dquivalenten Elemente enthalten sind. Damit heiflen zwei Materialien mit

den Elastizitdtsmatrizen A; und A, algebraisch dquivalent, wenn 4; € m(A,) gilt.

Da fiir die Losung des Problems (8.1) und fiir die Losung des Problems (8.17) die
Beziehung
u(z) = m u(mo) (8.18)

gilt, handelt es sich hier um Probleme, die fiir algebraisch dquivalente Materialien
gestellt sind.
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8.2 Transformation der Fundamentalmatrix

Wie bereits erwéhnt, hat Kroner in [14] die Fundamentalmatrix fiir transversalisotrope
Materialien direkt bestimmt. Wir zeigen nun, dass fiir elastische Materialien mit einer
Anzahl von mehr als 5 Elastizitédtskonstanten, die wir durch Transformation auf trans-
versalisotrope Elastizitédtseigenschaften (5 Elastizitéitseigenschaften) bringen kénnen,
die Fundamentalmatrix ¢ dieses Materials durch Riicktransformation aus der Funda-

mentalmatrix von Kroner bestimmt werden kann.
Es gilt
@(—VI)T AD(V,) P(z) = 0(x)l, (8.19)

wobei @ = (¢!, % ®3) die Fundamentalmatrix und § die Dirac-Delta-Distribution ist.
Fiir die Dirac-Delta-Distribution gilt

JRCECREET (5.20)

und nach der Transformation

/Rs Sm™x)p(m™ ' x) dx = (0). (8.21)

detm

Da (detm)™' =1 erhalten wir 8(x) =4d(m ' x) = d(z), so dass die Dirac-Delta-
Distribution durch die Transformation nicht verdndert wird. Damit folgt mit (8.11)
aus (8.19)

m D (~Va) MAMT 9(Vy) (m") 1 @(m ) =6(z) I3
& mm ™ D(~Vg) MAM™ 2(V,) (m") ' d(m ' x) =6(x) m I,
& D(~Vo) MAMT P(V,) (m") L d(m™ ' x) =6(x)Ism
& D(~V)"AD(Vy) (m" ) e(mtx)m™! =6(x) I3,

®(x) = (m" ) o(mz)m Y, (8.23)

d.h. also, dass die Fundamentalmatrix des transformierten Problems die Fundamental-

matrix des Ausgangsproblems liefert.

(8.22)
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8.3 Algebraisch dquivalente Materialien

Wiéhrend es kein Problem ist, aus Matrizen, die transversalisotrope Elastizitétseigen-
schaften beschreiben, durch Transformation Matrizen zu erhalten, die mehr als
5 Elastizitatskonstanten besitzen, konnen wir leider nicht so einfach alle elastischen
Materialeigenschaften auf Transversalisotropie transformiert werden. Allerdings ist es
bei einigen Materialien durch bestimmte Zusatzannahmen méglich die Transformation

durchzufiithren.

Betrachten wir dies anhand der Transformation von orthotropen Materialien. Hier stellt
man fest, dass 3 x 3-Matrizen, die in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einen Eintrag
ungleich Null haben, bei der Transformation unter einigen Zusatzbedingungen Matrizen

liefern, die transversalisotrope Eigenschaften beschreiben.

Eine Elastitzitdtsmatrix fiir orthotrope Materialien besitzt 9 Unbekannte und hat die

Darstellung
C11 Ci12 Ci3 0 0 0
cizg ¢ c3 0 0 O
0 0 0
Aorthotrop = €13 28 03 , (824)
0 0 0 Cy4 0 0
0 0 0 0 Cs5 0

0 0 0 0 0 Ce6

wéhrend eine Elastizitdtsmatrix fiir transversalisotrope Materialien nur 5 Unbekannte

besitzt und folgendermaflen beschrieben werden kann:

enn ez ez 0
€12 enn ez 0
e13 ez €33 0
0 0 0 e
0 0 0 0 ey
0 0 0 0 0 2(e;n —e12)

o O O O

(8.25)

Atransversalisotrop -

o O O o O
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Da fiir die Transformationmatrizen m die Einschrinkung det m = 1 gegeben ist, haben

die oben beschriebenen Transformationsmatrizen mit p, v € R die Form

L 0 v 0
my=0 v 0, miP=|[p 0 0
00 -+ 00 —=+
uv uv
0 v O w0 0
312 _ 1 132 _ 1
mW = 0 0 w | mw = 0 0 ~w (826)
pw 0 0 0O v 0
00 - 00 —
mi?;l =lp 0O O], mi%l =10 v O
0 v O w 0 0
Fiihren wir nun die Transformation M (m,2*) Aortnotrop M (m2) " durch, so erhalten

wir aus der Elastizitdtsmatrix fiir orthotrope Materialien die Darstellung

ci it e p? cpzv? 0 0 0
cro v oo vt Cog U2 0 0 0
sV cosp? cgzptv? 0 0 0 (8.27)
0 0 0 Caa 12 0 0 '
0 0 0 0 Cs5 v? 0
0 0 0 0 0 Cee U
Da wir
M<m;13/3> Aorthotrop M(m}ﬁ/g)T = Atransversalisotrop (828)
erhalten wollen, miissen folgende Gleichungen erfiillt sein:
C13 = €13 VQ, C23 = €13 M2>
Cs5 = €44 VQ, Caq = €44 ,M2>
oo = e v Y, e =enpt (8.29)

-2 -2
Cig = €120 "V 7,

4 4
C33 = €334V,

ces = 2(e11 — €12) v 2
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Die ersten sechs Gleichungen liefern die Einschrankung

C23 C44 C22

B 2 (8.30)

C13 Cs5 C11

und die letzte Gleichung ergibt die Einschrinkung

o6 = 2(1/C11 €22 — C12). (8.31)

Sind die Einschriankungen erfiillt, so ist die Matrix nach der Transformation eine

Elastizitdtsmatrix fiir transversalisotrope Materialien. Analog dazu miissen bei der

213

Transformation mit m:;;

genau die gleichen Bedingungen erfiillt sein.

312

Bei der Transformation mit m}f bzw. mit ms,;

haben wir zusétzlich die Bedingungen

Bt = cs5 = 2 (/11 ¢33 — C13) (8.32)

C12 Ce6 C11

231 hzw. mit m32! die Bedingungen

und bei der Transformation mit mjy s

a3 _ o @, caa = 2 (\/Ca2 C33 — Ca3) . (8.33)

C12 Ce6 C22

Haben wir also ein orthotropes Material, dessen Elastizitdtskonstanten eine der obigen
Bedingungen erfiillen, so kénnen wir mit Hilfe der zugehorigen Transformationsmatrix
m die Fundamentalmatrix des orthotropen Material aus der Fundamentalmatrix fiir

transversalisotrope Materialien bestimmen.

Da Kroner in [14], S. 404, gezeigt hat, dass fiir nicht transversalisotrope Materialien die
Fundamentalmatrix nicht explizit bestimmt werden kann, liefert das Verfahren iiber die
algebraischen Aquivalenzen eine Moglichkeit weitere Fundamentalmatrizen fiir spezielle

Materialien zu ermitteln.

Allerdings stoflen wir bei diesem Verfahren noch schnell an die Grenzen, denn es ist
im dreidimensionalen Fall zur Zeit noch nicht moglich, alle Klassen von algebraisch
dquivalenten Materialien allgemein anzugeben, so dass wir gegenwértig nur einzelne
Transformationsmatrizen bestimmen kénnen. Auflerdem bleibt die Frage offen, ob man
mit dem Verfahren auf interessante, real existierende Materialeigenschaften kommt.
Sobald die Ingenieurwissenschaften Messergebnisse bzgl. Elastizitéitskonstanten realer,
relevanter nicht-isotroper Materialien liefern konnen, ist es sinnvoll, an dieser Stelle

weiter zu arbeiten.
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Daher ist das Verfahren der Algebraischen Aquivalenzen zum gegenwértigen Zeitpunkt
ein eher theoretischer Ansatz. Aber wie wir in dieser Arbeit auch gesehen haben, kom-

men wir bei der Behandlung der hier dargestellten Randwertprobleme

L(x,Vy)u(x) = 2" (—V.)AZ(V,)u(x) = f(z), xr €

(8.34)
B(x, V) u(z) = g(z), x € 09,

auf kegelformigen Gebieten (2 auf einem anderen Weg zu besseren Ergebnissen, der
Abschneidefehler verschwindet von hoherer Ordnung in R als dies bei der Dirichlet-
oder Neumann-Randbedingung als kiinstliche Randbedingung der Fall wire. Mit Hilfe
der kiinstlichen Randbedingungen kénnen wir gerade in der Elastizitdtstheorie, wie die
Fehlerabschétzung zeigt, gute Ergebnisse erzielen. Dabei ist das hier entwickelte und
analysierte Verfahren eine Weiterentwicklung des Verfahrens der kiinstlichen Randbe-
dingungen aus [29]. Wihrend unteranderem in [29] als Abschneidegebiet eine Kugel
gewahlt wurde, ist hier ein Verfahren der kiinstlichen Randbedingungen fiir abschnei-
dende Polyeder konstruiert worden. Der Vorteil dabei ist, dass Polyedergebiete fiir die
numerischen Berechnungen wesentlich besser geeignet sind als Kugeln. Um numerische
Losungen solcher Probleme zu bekommen, z.B. mittels Finite-Elemente-Verfahren, ist
es erforderlich, das Gebiet zu triangulieren. Ein Polyeder lasst sich offensichtlich we-
sentlich besser triangulieren als z.B. eine Kugel, und damit ist zu erwarten, dass der
Fehler, der durch numerische Berechnung entsteht, kleiner wird, so dass das hier vor-
gestellte Verfahren der kiinstlichen Randbedingungen einen Fortschritt fiir die Praxis
bietet.
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