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Einleitung

Die Theorie der Grébnerbasen ist ein schones Beispiel daigieine Idee zum Losen
eines mathematischen Problems der Schliissel fur die Laseleg weiterer Probleme

ist, sogar jenseits der Mathematik.

Die Grundidee lasst sich folgendermaf3en beschreiben.&fimt¢hten das Gleichungs-
system

0,

fL(Xqs o0 %)
1)
0,

f(Xps o0 %)

wobei f,, ..., fg Polynome tber einem beliebigem Korper in den Variabdgn.. , X,
sind. Fir ein weiteres Polynomhwollen wir nun entscheiden, ob alle Lésungen des
obigen polynomiellen Gleichungsystems auch Losungenfvsind. Wir kdnnen dies
auf ein algebraisches Problem zuriickfuhren, namlich dacdudas Polynont ein
Element des Idealsist, das durch die Polynon, ..., f; erzeugt wird. Das Schlls-
selwerkzeug zur Lésung diesekleal Membership Problefngenannten Entschei-
dungsproblems ist eine Grébnerbasis Yon

Grobnerbasen sind spezielle Erzeugendensysteme vondadlyealen, mit denen sich
etwa das Ideal Membership Problem einfach durch eine Poigivasion entscheiden
l&sst.

Dies ist bei Weitem nicht die einzige Anwendung von Grébasgn. Selbst beim L6-
sen eines polynomiellen Gleichungssystems, wie (1) egdaldrsind sie ein nitz-
liches Werkzeug. Solche Gleichungssysteme treten in liGitér Weise in den ver-
schiedensten Disziplinen auf. Die Chemie z. B. modelligttinmen etwa bestimmte
Reaktionssysteme [Fei91] oder beschreibt durch sie miaek$Strukturen im Raum
[vdB94]. In der Robotik lassen sich mit polynomiellen Glaimgssystemen die Bewe-
gungsmadglichkeiten von Roboterarmen ausdriicken und diasikinematische bzw.
inverskinematische Problem Iésen (siehe [GLGV99] und ki in [CLO98]). Die
Geodasie (Erdvermessung) benutzt sie fur die Umrechnungeodéatischen in geo-
zentrische Koordinaten. In der Geometrie lasst sich mieHiblcher Systeme und der
Grobnerbasen gar das Beweisen von Satzen automatisierdmldhit ist noch langst
nicht alles aufgezahilt.

Die Theorie der Grébnerbasen und der Mdglichkeit sie zudbaren erdffnete ein
breites Feld von Forschungsmoglichkeiten. Auch habenisenenicht unwesentli-
chen Teil dazu beigetragen, dass sich die Computeralgeldan 1990er Jahren zu
einer unabhéangigen Disziplin in der Mathematik und Infaitnantwickelt hat.
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Vi EINLEITUNG

Wann immer wir mit polynomiellen Strukturen rechnen wolleei es die Bestimmung
von Normalformen polynomieller Faktorringe oder etwa dier&hnung von Rela-
tionen bzw. Verkniipfungen von Polynomidedigsind in irgend einer Weise auch
Grobnerbasen mit im Spiel. Ihr Erfolg beruht aber nicht nufr einer Vielzahl von
Anwendungen, sondern auch auf dem erzielten FortschritemComputertechnik,
der immer leistungsfahigere Rechner hervorbrachte, nmedealie Berechnung von
Grobnerbasen erst moglich wurde.

Die Theorie der Grobnerbasen geht hauptséachlich auf BrurattBerger zurtick. Er
formulierte in den 1960er Jahren das Konzept dieser speziblealbasen und be-
nannte sie nach seinem Doktorvater Wolfgang Grébner (Sidkéblatt). Begriindet
auf einer Vermutung von Grébner entwickelte Buchbergehalen nach ihm benann-
ten Algorithmus zur Berechnung von Grobnerbasen. Diesen iseiner urspringli-
chen Form zwar einfach zu verstehen, aber auch sehr inaffide dass nach Ver-
fahren gesucht wurde ihn zu beschleunigen. Auch heute eést mlbch ein aktuelles
Forschungsthema.

Diese Arbeit ist in drei thematische Bereiche unterglieder

Wir beginnen mit den grundlegenden Definitionen und Satdenfir den Umgang
mit Grobnerbasen unumgénglich sind. Nach der EinfuhrumgRolynomen, affinen
Varietaten, Idealen und Monomordnungen behandeln wir d&variaten Divisions-
algorithmus und runden das erste Kapitel mit Hilberts Bagisab.

In Kapitel 2 fihren wir Grébnerbasen ein, behandeln den Beajeralgorithmus und
stellen von diesem eine Beispielimplementation in dem Qgdemalgebrasystefa-
thematicavor. Die in Mathematicaintegrierte funktionale Programmiersprache er-
maoglicht uns zwar nicht, das letzte Quentchen an Effizieszusmserem Algorithmus
herauszuholen, aber wir kbnnen einen gut lesbaren Codegazemit dem wir uns auf
die wesentlichen Berechnungsschritte beschranken. Dgori#éimus werden wir im
weiteren Verlauf durch zwei auf Buchberger zuriickgehendeKen und die Sugar-
Heuristik optimieren.

Im dritten Kapitel beschéaftigen wir uns zunéachst damit, wiemit Hilfe von Grob-
nerbasen polynomielle Gleichungssysteme I6sen konnednsachluss widmen wir
uns einer Anwendung aus der Geometrie, in der wir Grébnerbdazu benutzen,
aus bekannten geometrischen Satzen neue zu schlieRerreKetétlen wir die Be-
ziehungen zwischen einer Ellipse und einem Dreieck hesete&ckpunkte auf der
Ellipse liegen und dessen Schwerpunkt mit dem Ellipseripitinkt Gbereinstimmt.
Dazu entwickeln wir Formeln, mit denen sich die charaktesgsien GroRen der einen
geometrischen Figur aus denen der anderen berechnen.lassen

In Kapitel 2 und 3 verweisen wir auf einige Mathematicaimplementierte Hilfs-
funktionen. Der Code und die Beschreibung dieser Funktiengden in den Anhang
ausgelagert, da er fur das Verstandnis der Themen dieséeKaight wesentlich ist.

'z.B.: Gilt fir gegebene Polynomidedlg... , |5 die Gleichheit, + 1, : 1; =1, U l5-1?



Kapitel 1

Algebraische und geometrische
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Notationen unfinR®nen fir eine sinn-
volle Einfiihrung von Grébnerbasen zusammen gestellt. @egende Begriffe sind
etwa Polynomideale und affine Varietaten. Zudem betrackteden Divisionsalgo-
rithmus von Polynomen in mehreren Variablen, da er bei dee®@eung dieser Basen
eine wesentliche Rolle spielt.

1.1 Polynome

Die grundlegenden Elemente, mit denen wir uns beschaftigeeden, sindPolynome

in n Variablenx,, ..., X, mit Koeffizienten aus einem beliebigen Korper, den wir knit
bezeichnen. Solche Polynome sind endliche Linearkomibiman (mit Koeffizienten
aus dem Korpek) von Monomenx® = x{1... X, wobeia = (a4, ..., ap).

Die Menge aller Polynomé = } , a,x* mita, € k heil3tPolynomringiiberk und wir
bezeichnen ihn mik[x,, ..., x,]. Er hat die algebraische Struktur eines kommutativen
Ringes mit 1.

Die Elementea, sind dieKoeffizienterdes Monomsx“ und wir nennera,x® einen
Termvon f, soferna, # O ist. Dertotale Graddes Polynoms, den wir mit def
bezeichnen, ist das Maximum Uber alle totalen Monomglalde «; + --- + «,,.

Wir benétigen auch die funktionale Betrachtungsweise wagri®men, bei der Punkte
(a,...,a,) aus demm-dimensionalen affinen Raukt = {(a,,...,a,) : a;,...,a, €

k} durch einsetzen iffi in den Korperk abgebildet werden. Das Wechselspiel, Polyno-
me einerseits als Elemente einer algebraischen Struktlandererseits als Funktio-
nen aufzufassen, verbindet die Algebra mit der Geometrie.
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2 KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE UND GEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

1.2 Affine Varietaten

Die fundamentalen geometrischen Objekte, die wir beteactverden, sind diaffinen
Varietaten Sie werden durch Polynonte, ..., f € k[X;, ..., X,] wie folgt definiert:

V(fy,....f) ={@y,...,a) k" : fi@,...,a,)=0flrallel<i=<s}.

Eine affine VarietaV (f,, ..., f) ist folglich die Menge aller L6sungen des polynomi-
ellen Gleichungssystems

0,

fL (X0 %)

fs(Xl, e ,Xn) = 0
Geometrisch fasst man Varietéaten als Teilmengeme#mensionalen affinen Raumes
k" auf.
Beispiel 1.1

1. Kreislinie
V, = V(x2+y? - 1) c R? beschreibt einen Kreis mit Radius 1 um den Ursprung.




1.2. AFFINE VARIETATEN

2. Schweinsohrflache
V, = V(X% — y?Z + 2%) c R® bildet eine Flache im Raum.

3. Twisted Cubic
V, = V(y - %%, z-x3) c R3 stellt eine Kurve im Raum dar.




4 KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE UND GEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

Affine Varietaten lassen sich, wenn wir sie mit einem Compgtmerieren wollen,
besser durch Parameterdarstellungen beschreiben. So émEeobige Varietaten fol-
gende Parameterdarstellungen:

_ (12 ) .
1V ={(55. ) : teRr|
V, ist die kleinste Varietat, die die Parameterdarstellurtb@n Wie man leicht

sieht, gehdrt der Punkt1, 0) nicht zur Parameterdarstellung wohl aber zu der
Varietat.

2.V, ={(t(u?-t?),u, P -t?) : t,ueR|}
In obiger Grafik ist-1 < t,u < 1.

3. V3 ={(t,t%t3) : teR]}

1.3 Ideale

Zur Beschreibung affiner Varietaten spielt das Ideal als\diegender algebraischer
Begriff eine zentrale Rolle. Wir betrachten hier nur Idedds Ringe&[x,, ..., X,].
Eine Teilmengé c k[x,, ..., %,] heiltideal, wenn

e O€el,
e f,gel = f+gel,

o felundhek[X,...,x,] = h-fel

gilt.
Ein naheliegendes Beispiel ist das durch endlich viele fohe f,, ..., f; erzeugte
Ideal

(fy,..., = {Z hi-f : hy,...,hg € klXq, ... ,xn]}.
i=1

Bei dieser Menge lassen sich die Idealeigenschaften Ia@ttiprifen. Die das Ideal
erzeugenden Polynonte, ..., f, nennen wir eindasisoder einErzeugendensystem
In Abschnitt 1.6 zeigen wir, dass jedes Polynomideal einieme Basis besitzt. Solch
eine Basis ist nicht eindeutig und wir werden uns im Kapiteli2Basen beschaftigen,
die besonders schone Eigenschaften besitzen. Dies si@rdlmerbasen.

Eine weitere wichtige Klasse von Polynomidealen sind diecllaffine Varietaten
erzeugten Ideale. I8t = V(fy, ..., f) c k" definiert durchfy, ..., f, € k[X;, ..., %]
eine affine Varietat, dann ist die Menge

IV) :={f € k[Xq, ..., %] : f(a,...,a,) =0furalle(a,...,a,) €V}

aller Polynome, die aif verschwinden, ein Ideal. Auch dies lasst sich leicht dureh V
rifikation der Idealeigenschaften nachpruféfv/) wird als Verschwindungsidealon
V bezeichnet.
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Beispiel 1.2

Betrachten wir die Varietgt0, 0)} c k2. Das Ideall({(0, 0)}) besteht aus allen Polyno-
men, die im Ursprung verschwinden. Es ist leicht einzusgtiass

IO, 0 =X, 9
gilt.

1.4 Monomordnungen

Fir die Berechnung von Grobnerbasen ist der Divisionsdlgous von Polynomen
in mehreren Variablen das entscheidende Hilfsmittel. (&d#lbestandteil dieses Al-
gorithmus ist die zugrundeliegende Ordnung auf den Termienwir im folgenden
betrachten werden.

Monomex® = Xx{i--- X lassen sich eindeutig aus den Exponentenvektarea
(ay,-..,a,) € N" rekonstruiereh Dies ermdglicht uns eine Ordnung &4 auf Mo-
nome zu libertragen. Gilt etwa> £ in N", so implizieren wirk® > x#.
EineMonomordnun@ufk[x,, ..., X,] ist eine Relatiorr aufN" oder gleichbedeutend
eine Relatiorr» auf der Menge der Monome”®, @ € N", die folgenden Bedingungen
genugt:

(i) > ist eine totale Ordnung at\¥",
(i) a>pundy eN" = a+y> B+,

(iii) > ist wohlgeordnet.

Bedingung (i) bedeutet fie, 8 € N", dass entwedar > B, « = B oder > «
gilt. Damit lassen sich die Terme in einem Polynom der Gré&ehrsortieren. Um
das Produkt von Monomen eindeutig anzuordnen, bedienenngider Eigenschaft
(ii). Dass ein kleinstes Element existiert, sichert ung. (8ofern (i) und (ii) gelten,
konnen wir mit Hilfe von Dicksons Lemma (siehe Abschnitt)1Egenschaft (iii)
auch umformulieren in

(i) @ = 0 firallea e N".

Zur Berechnung von Grébnerbasen sind etwa folgende dreioliondnungen von
Bedeutung. Hierzu seien= (a4, ..., a,) undf = (B4, ..., By)-

1. Lexikographische Ordnunex)

a >, B = Dererste nichtverschwindende Eintrag von links der
Vektordifferenza — B € 7" ist positiv.

Folglich giltx* >, x#, wenna >, B gilt.
N=27_,
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2. Gradlexikographische Ordnun(grlex)

n n
a>gr|exﬂ = |a|=2a/i > |ﬁ|:2ﬂi, oderlal:lﬂlunda>|exﬂ.
i=1 i=1

3. Gradinverslexikographische Ordnuiigreviey

@ >geexB &= lal>|Bl, oder|ea|=|B]und der erste nichtverschwin-
dende Eintrag von rechts der Differemz- 8 ist negativ.

Zu prifen ware nun, ob diese ,,Ordnungen” tatséchlich denBkdingungen der Mo-
nomordnung genigen. Diese Eigenschaften lassen sicheatigrrhit Hilfe der Wohl-
ordnung vorN bestétigen.
Bei allen drei Monomordnungen besitzen die Variablen @it@nder folgende Ord-
nung:

Xy > Xy > > X
Wir nennen eine Ordnung eir@radordnung wenn der totale Grad eines Monoms
das wichtigste Vergleichskriterium ist. Demnach sind diedmordnungegriexund
grevlexGradordnungen. Mit Monomordnungen lassen sich nun die @eaon Poly-
nomen der GroRe nach sortieren.

Beispiel 1.3

Seif = 2xy?°z— x%y + 7y* + 3x°Z € Q[x, Y, 7 alsox >y > z. Dann ergeben sich fifr
folgende Termanordnungen:

lex:  f =Xy + 32+ 2xy’z+ Ty
griex:  f=3x%°Z + 2xy%z+ 7y* - x°y
grevlex:  f=7y* + 2xy’z + 32 — X%y

Abschlieend fuhren wir noch ein paar nitzliche Bezeiclyeuarein. Fur ein von Null
verschiedenes Polynom = 3} a,x* € k[Xy,...,X,] definieren wir bezuglich einer
Monomordnung:

(i) Multigrad von f: mdedf) := ma{e e N" : a, # 0}
(i) Leitkoeffizienvon f: LC(f) := ngeqt) € k
(i) Leitmonomvon f: LM(f) := xMded?)

(iv) Leittermvon f: LT(f) := Lc(f) - LMm(f)
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Beispiel 1.4

Fir das Polynonf = 2xy?z — x2y + 7y* + 3x?Z? aus obigem Beispiel ergeben sich
beziglich den besprochenen Monomordnungen folgende Werte

| lex | grlex | greviex
mdedf) | (2,1,0) | (2,0,2) | (0,4,0)
Lc(f) -1 3 7

m(f) | x%y X°7 y'
LT(f) | —x%y | 3?7 7y

1.5 Der Divisionsalgorithmus

Mit dem Divisionsalgorithmus fur Polynome in einer Variabllassen sich fuf, g €
k[x], g # 0, Polynomeq,r € k[x] bestimmen, so dask = qg + r gilt und entwe-
derr = 0 oder de¢) < dedg) ist. Diese Darstellung vorf ist eindeutig, denn aus
f =0,0+r, =0,09+r, folgt, dassr; —r, ein Vielfaches vory ist. Dies ist aber nur
maglich, wenrr, —r, = 0, da nach Voraussetzung die Grade wpuandr, kleiner sind
als der Grad voig (vergleiche [CLO98] Seite 37-39).

Dieser Algorithmus lasst sich fur das Losen dédeal Membership Probleriser-
wenden, das der Frage nachgeht, ob ein gegebenes Polymoeinem Ideal c k[x]
enthalten ist. D&[Xx] ein Hauptidealring ist, existiert eme k[x] mit | = (g). Das Po-
lynom f ist genau dann ein Element vbywenn in der mit dem Divisionsalgorithmus
berechneten Darstellunfg= qg + r das Polynonr verschwindet.

Der Ringk[xy, ..., %,] ist allerdings kein Hauptidealring. Sei etwa (x,y) T k[X, yl.
Falls k[x,y] ein Hauptidealring wére, wirde eih € k[x,y] mit (f) = | existieren.
Wegen(f) c | wirde f sowohlx als auchy teilen und somit konstant sein. Dann aber
warel = k[X,Y].

Im Allgemeinen wird folglich ein Ideal von mehreren Polynomefy, ..., f; erzeugt
und wir kbnnen eirf € k[x,, ..., x,] mit diesen Erzeugern in der Form

f=qfy+-+0qfs+r (1.1

mit gy, ..., 0 I € k[Xq, ..., X,] darstellen. Finden wir eine derartige Darstellung in der
r verschwindet, isf in | enthalten.

Der Divisionsalgorithmus, mit dem wif wie in (1.1) zerlegen kdnnen, lasst sich wie
folgt beschreiben.

Algorithmus 1 (Divisionsalgorithmus)

Input Polynome f,{, ..., fg € k[X;, ..., X,] und eine Monomordnung.

Output  0y,...,0r € k[Xq, ..., X,], sodass f=qg; f; + --- + g fs + r gilt und kein
Monom von r durch einen der Leittermog(f,), ..., LT(f,) teilbar ist.
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1 Initialisiere alle g’s bzw. r auf Null und weise p das Polynom f zu.
2. Solange pt 0 tue folgendes
3: wenn eines derT(f,)’'s LT(p) teilt,
wahle solch ein i und setze &= ¢, + H—% und p:=p- H—% f.,
ansonsten setze:£ r + LT(p) und p:= p — LT(p).
4: Rickgabe vong..., .

Es ist natirlich etwas gewagt, hier von einem Algorithmusechen, wo doch im 3.
Schritt ziemlich freiziigig mit der Wahl varumgegangen wird. Im folgenden Beispiel
wird hierauf konkret eingegangen und auch ein Vorschlaglgeg den Algorithmus
zu ,determinieren”. Dieses und das nachste Beispiel kdiskeeen zudem die Unter-
schiede zwischen den Divisionsalgorithmemk|r] undk[x,, ..., X,].

Beispiel 1.5

Seif = xy? -2, f, =xy-1, f, = y+ 1 und wir filhren bezuglicigrlex-Ordnung mit
x >y schrittweise den ,Divisionsalgorithmus* durch.

xy—-1y+1 xy—-1y+1 xy—-1y+1
Xy? — 2 y Xy2 — 2 Xy Xy — 2 Xy
~(xy? ~y) —(Xy” + Xy) —(Xy” + Xy)
y-2 1 —-Xy-—2 —X —-Xy—-2 -1
-y+1 —(=xy-x) —(=xy+1)
-3 X—2 -3

Wie oben erwahnt geht aus der zweiten Zeile im Schritt 3 degprthmus nicht
hervor, welches Polynonfy wir fir die Division zu wahlen haben, wenn wie hier
LT(f)) = xyundLT(f,) = y beideLT(f) = xy? teilen. Die drei Rechnungen zeigen
uns, dass sich je nach Wahl unterschiedliche Darstellongsin fir f ergeben. Im
Gegensatz zum Divisionsalgorithmus in einer Variablen g#also weder eine deter-
ministische Rechenvorschrift noch eine eindeutige Dhwsig von f mittels derf;’s.
Denn sowohlf =y- f, +1-f,-3alsauchf =0-f; + (xy—x) - f, + (x - 2) bzw.

f =-1.f, +xy- f, gentigen (1.1). Erst durch die Forderung das kleiniste3. Schritt
des Algorithmus zu wahlen, ist eine eindeutige Darstelmg f mittels derf;’s be-
stimmt. Diese lasst sich dann determisistisch berechnen.

Interessieren wir uns vordergrindig fur den Rebei der Division vonf durch das
geordnete Tupelf,, ..., f;), so schreiben wir

U )
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Beispiel 1.6

Nun werden wirf = x?y? + y3 — x? — y durch die Polynomd, = xy+ 1 undf, =
y?—1 dividieren. Wie im ersten Beispiel tun wir dies unter Besichtigung degrlex-
Ordnung mitx > y.

xy+1 y>-1 Rest
XY +y - X -y Xy

~03 + xy)

y =X —xy-y y

-y -y)

—X% — Xy —X?

~(=X)

—Xy -1

—(=xy-1)

1

Hier tritt ein Phanomen auf, das es bei der Polynomdivisioainer Variablen auch
nicht gibt. Im dritten Berechnungsschritt ist der Leitterx?. Dieser ist weder durch
LT(f;) = xy noch durchLT(f,) = y? teilbar. Nachdem wir-x? in die ,Restspalte*
geschrieben haben, lasst sich die Division fortsetzen undnvalten

f=xy—21)-f+y-f,+(=x%+1). (1.2)

Im Algorithmus ist dieses Vorgehen in der dritten Zeile irnit 3 umgesetzt.

Die Tatsache, dass die Darstellung Viomittels derf;’s nicht eindeutig ist, erschwert
es der Frage nachzugehen, fobin Element von ist. Schauen wir uns nochmals Bei-
spiel 1.6 an. Der Divisionsalgorithmus liefert fiirdie Darstellung (1.2) und folglich

ist T2 = _x2 4 1. Waren wir im Polynomring in einer Variablen, wiirde hiesau
folgen, dasd kein Element von ist. Es gilt aber auch

f=0-f,+0C+y)-f,+0,
aIsoT(fz’fl) = 0 und demnach ist doch ein Element voh Dies motiviert die Behand-

lung von Grdbnerbasen, denn mit ihnen I&sst sich, wie wirapitel 2 (insbesondere
auf Seite 16) sehen werden, das ,ldeal Membership Probléseh.

1.6 Monomideale und Hilberts Basissatz

Im Zusammenhang mit Grébnerbasen spielen Monomideal@eiffe Rolle. Ein Ide-
all c k[xq,...,%,] nennen wirMonomideal falls eine Untermengé c N" existiert,
so dass

| =(x™:=(x? : @A)
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gilt, d. h. sofern eine Erzeugermenge ausschlief3lich ausokhen besteht. Ein Poly-
nom f ist demnach genau dann ein Element eines Monomidealgnn samtliche
Terme vonf in | liegen. Dies lasst sich leicht nachprifen, denn es gilt

xPel &= JaeA:x¥|x~ (1.3)

Der folgende Satz macht eine wichtige Aussage Uber Monatéde

Satz 2 (Dicksons Lemma)Jedes Monomideal £ (x*) c k[Xy, ..., X,] ist endlich
erzeugt. Genauer: Fur jedes & N" existiert eine endliche UntermengeB A, so
dass(xB) = (xA).

Beweisskizz€Siehe [CLO98], Seite 69/70)

Induktion Gbem: n = 1 ist klar, dak[x] ein Hauptidealring ist. Fur den Induktions-
schritt seil c k[Xy, ..., %, 1, Y] €in Monomideal und c k[X, ..., X,_,] die ,Projek-
tion“ von | aufk[x,, ..., X,_41, die nach Induktionsvoraussetzung eine endliche Basis
(x@@D . x?®) besitzt. Es existierem € N mit x*%y™ < |. Seimdas Maximum der
my’s und flr jedexk e {0, ..., m— 1} sei das Ideal, c k[xy,..., X, 1] erzeugt durch
Monomex#, so dasxAyX e | gilt. Auch dieJ,’s sind nach Induktionsvoraussetzung
endlich erzeugt, etwd, = (x%b, .. x%S)), Nun lasst sich zeigen, dabson den
Monomenx®WyK . x%(Syk aus denl,’s erzeugt wird, wobek e {0, ..., m} und
J,=Jist. O

Wahlen wir uns nun eine feste Monomordnung. Jedes Polyhak[x,, ..., X,] be-
sitzt beziiglich dieser Ordnung einen eindeutigen Leittertd). Fir ein Ideall ¢
k[Xq, ..., X,] sei
LT(D) :=={cx® : Af | : LT(f) = cx)
die Menge aller Leitterme von Elementen dusnd {LT(l)) dasldeal der Leitter-
me Nach Dicksons Lemma existiert zu jedem Idéakine endliche Meng& =
{01,...,04} C |, so dass
(LT(G)) = (LT(1))

gilt, wobeiLT(G) := {LT(g,), ..., LT(gy)}. Umgekehrt kann es jedoch sein, d&ssine
endliche Erzeugermenge vbrst, die Ideale/LT(G)) und(LT(l)) aber nicht identisch
sind. Dann ist aber zuminde&tr (G)) in {(LT(l)) echt enthalten.

Beispiel 1.7

Seig; = X +X, g, = Xy+y+ 1€ Q[x,Y], G = {g;, g,} undl = (G). Beziiglichgrlex
Ordnung giltx = -y - g; + X+ g,, alsox € (LT(l)). Jedoch isk ¢ (LT(G)) = (X3, X2y).

Demgegeniber folgt mit dem Divisionsalgorithmus und Espraft (1.3) fir eine end-
liche MengeG c | c k[Xq, ..., %]

(LT(G)) =ALT()) = (G) = 1. (1.4)

Hiermit kénnen wir nun folgendes beriihmte Resultat vedfizin.
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Satz 3 (Hilberts Basissatz)Jedes Ideal 1 c k[Xy,...,X,] ist endlich erzeugt, d.h.
k[Xq, ..., X,] ist noethersch. Genauer: Es existiert eine endliche Menge & mit
(G) = 1.

Wie fiir alle noetherschen Ringe haben wir die zu Hilbertd®a$z aquivalente Aus-
sage:

Korollar 4 (Ascending Chain Condition, ACC) Sei} c I, c I; c ... eine aufstei-
gende Kette von Idealen aufx, ..., x,], dann existierteinx 1, sodass | =1,,; =

II"I+2 = ... gllt

Eine zweite Konsequenz aus Hilberts Basissatz ist von giscieer Art. Hierzu de-
finieren wir fir ein beliebiges Idedlc k[x,, ..., X,] die affine Varietat

V) :={@y,...,a,) €k" : f(a,,...,a,)=0furallef l}.

Da k[Xq, ..., %,] noethersch ist, ist durch endlich viele Polynomé,, ..., f; erzeugt
und es lasst sich zeigen, dass

V() =V(f, ..., . (1.5)

Affine Varietaten lassen sich also stets durch endlich \Relgnome charakterisieren.
Zudem giltauch fir alld,, ..., f5,0;,..., 0 € k[Xq, ..., %]

V(f,, ..., f) =V(g,...,q), sofern(f,, ..., fo) = {9y, ..., Q). (1.6)
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Kapitel 2

Grobnerbasen und ihre
Berechnung

Nun steht der Einfiihrung von Groébnerbasen nichts mehr im Wagh der Definition
und der Betrachtung einiger Eigenschaften dieser spemiBthsen werden wir uns ein-
gehend mit deren Berechnung beschéftigen. Der Buchbéggeithmus dient uns hier
als Grundlage. Dieser ist nicht streng deterministisclthésben und so Iasst er uns
einige Freiheiten bei der Berechnung von Grobnerbaserh Diese Freiheiten haben
wiederum grofRen Einfluss auf die Komplexitat des Algoritsrbei der computerun-
terstitzten Berechnung. Es ist sinnvoll, durch geeignéi#egjien diesen Freiraum
gewinnbringend, zum Vorteil der Laufzeit und des Speickdabnfs, auszuschopfen.
Die derzeit beste ,Strategie” ist die Sugar-Heuristik. fdig wird in diesem Kapitel
ausfuhrlich eingegangen.

2.1 Grobnerbasen

Idealbasen sind nicht eindeutig. Dies nutzen wir, um mitEegestellungen, die sich
beim Umgang mit Idealen ergeben, besser umgehen zu kénclegwéh wir uns etwa
das im Abschnitt 1.5 angesprochedeal Membership Probleran. Im Beispiel 1.7
aus Kapitel 1 wurde uns verdeutlicht, dass wir nicht von derdBheit

(LT(G)) =(LTKG))) Mit G = {0y, ..., 0g} C k[Xq, ..., %] (2.2)

ausgehen kénnen. Nehmen wir an, (2.1) wirde gelten. Daaaoleret der mehrdimen-
sionale Divisionsalgorithmus fifrein eindeutiges Restpolynamunabhéngig von der
Divisionsreihenfolge durch die Polynomge

Um dies zu sehen, seieng,, ..., 0 € kX, ..., %], G ={0;,..., 95} und es gelte die
Gleichheit (2.1). Seiefh = q,0; + -+ + 00s + 1 = P109s + -+ + PYs + I, ZWei vom
Divisionsalgorithmus, so wie er im Abschnitt 1.5 bescheielist, berechnete Darstel-
lungen vonf. Da diese von der Divisionsreihenfolge dg’s abhangig sind, werden
sie nicht notwendigerweise identisch sein, wie im Beispiélaus Kapitel 1 zu sehen
ist. In jedem Fall ist kein Term von, bzw.r, durch irgendeinen Leitterm degy’s teil-
bar.

13
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Nun gilt
ri—=r,=(Py—0)0g; +... + (Ps— ds) gs € (G)

und
LT(ry = ry) € (LTKG))) = (LT(G)).

Wegen (1.3) existiert jedoch ein Polynane G, so dassT(g) das Monom.t(r, —r,)
teilt. Folglich istLT(r; —r,) = 0, alsor; = r, und damit sind die Restpolynome
eindeutig.

Schauen wir uns ein Beispiel an. Wir verwenden, wie auch initaién, das Com-
puteralgebrasystemathematicain der Version 4.1. Hier ist der Divisionsalgorith-
mus unter dem FunktionsnampeslynomialReduce  implementiertMathematicabe-
schreibt die Syntax wie folgt.

I n[ 1] : = ?PolynomialReduce

Pol ynom al Reduce[ poly, {polyl, poly2, ... }, {x1, x2, ... }] yields a
list representing a reduction of poly in ternms of the polyi. The Iist
has the form{{al, a2, ... }, b}, where b is nminimal and al polyl +
a2 poly2 + ... + b is exactly poly.

Als erstes Argument erwartet die Funktion ein Polynom. Bseilt sie durch die Po-
lynome aus der Liste, die als zweites Argument Ubergebesh Burch die Reihenfol-
ge der Polynome in dieser Listgol yi hat bei der Division den Vorrang vaiol yi +1,
ist der Algorithmus deterministisch. Uber das dritte Argamhwird mit einer Varia-
blenliste die Ordnung der vorkommenden Variablen festgeBei der Einfiihrung
der Monomordnungen im Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, laizsisten drei betrach-
teten Monomordnungen die Variablennamen.. , x, des Polynomring8&[x;, ..., X,]
wie folgt angeordnet werden

Xy > Xy > > X
Mathematicast es egal, welche Namen die Variablen haben. Wollen wineatwPo-
lynomring Q[t, 0, b, i| rechnen, so legen wir mit der Listg, o, b, i } die Ordnung
t>o0>b>i festalsax; =t, X, =0, X% =0, % =1.

Worlber sichMathematicabei der Kurzhilfe ausschweigt, sind die Optionen, mit de-
nen wir die Funktionsweise der Funktion modifizieren konr&ie werden auch als
Argumente Ubergeben. Die wichtigste Option, Hi#ynomialReduce  unterstitzt, ist
die Einstellungsmdglichkeit der zugrundeliegenden Moaaimung. Folgende Werte
sind moglich:

MonomialOrder - Lexicographic lex-Ordnung,
MonomialOrder - Degreelexicographic grlex-Ordnung,
MonomialOrder - DegreeReverseLexicographic grevlexOrdnung.

Standardmanig wird die lexikographische Ordnung benkinte weitere Option von
PolynomialReduce ~ wird etwa in Beispiel 2.4.3 erlautert.
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Beispiel 2.1

Betrachten wir das Idedl= (g,,9,) = (X—z,y— 2). Es genugt der Gleichung (2.1),
d.h. es gilLT(1)) = (LT(9y),LT(gy)) = (X,y) fur x >y > z unterlex-Ordnung. In Ab-
schnitt 2.2 wird dies auch gezeigt. Wir wollén= xyze Q[X, y, 4 durch die Erzeuger
von| teilen und uns das Restpolynom anschauen. Da es, abhamgagv®ivisions-
reihenfolge, mehrere Vorgehensweisen bei der Divisiot 9itrachten wir alle, also
in diesem Fall zwei.

In[2]:=

I n[ 3] : = PolynomialReduce [f, g1, {X, VY, z}]
aut[3]= {{yz, z?}, 2%}

PolynomialReduce [f, g2, {X, Yy, z}]

In[4]:
out[4] = {{xz, z?}, 2%}

Wir erhalten
f:yz‘gl+22'gz+23 und f:£-91+xz.gz+z3_

Mathematiceberechnet fuf, je nach Divisionsreihenfolge vap undg,, zwei unter-
schiedliche Darstellungen. Wie wir aber oben gezeigt hasmmt bei beiden Dar-
stellungen das Restpolynom uberein, d. h.

WZ(x—z,y—z) — WZ(Y_Z’X_Z) — Z3

Die Eindeutigkeit des Restpolynoms ist von entscheideBgeleutung bei unseren
weiteren Ausfihrungen. Geben wir zunachst dem Erzeugegdim eines ldeals,
das der Eigenschaft (2.1) genlgt, einen Namen.

Definition 5 (Grobnerbasis) Sei | C k[X,, ..., X,] ein Ideal. Fur eine fest gewahite
Monomordnung heildt eine endliche MengecGl eine Grdbnerbasis von |, wenn

(LT(G)) = {LT(D)) gilt.

Mit den Resultaten aus Abschnitt 1.6 lasst sich leicht dissteérz von Grobnerbasen
zu jedem Ideal # {0} folgern. Zudem wird aus (1.4) ersichtlich, dass eine Grébne
basis vonl wirklich eine Basis dieses ldeals ist.

Wenden wir uns nun wieder dem anfangs erwéhmdeal Membership Problernu.
Wir wollen entscheiden, ob das Polynoimein Element des Ideals = (g;,...,q)
ist. Stellt die Erzeugermendg;, ..., g} eine Grobnerbasis vandar, so ist das Rest-
polynomr bei Division von f durch(g, ..., ) eindeutig. Folglich gehdrt genau
dann zul, wennr das Nullpolynom ist. Dieses Resultat wollen wir im folgen&atz
festhalten.
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Satz 6 Sei G={0;, ..., G} C k[Xy, ..., %,] eine Grébnerbasis von I, dann gilt

In diesem Satz wurde bewusst die Mengenschreibweise lerdgeTupelschreibweise
im Ausdruckf ‘%% penutzt. Sie verdeutlicht die Unabhangigkeit des Restuohs
von der Divisionsreihenfolge durch dig's. Diese Schreibweise ist aber nur sinnvoll,
sofern{g;, ..., g} eine Grébnerbasis darstellt.

2.2 Der Buchbergeralgorithmus

Kennen wir zu einem Idedl eine Grdbnerbasis, so kénnen wir ddsal Member-
ship Problermdsen. Nun gehen wir der Frage nach, wie sich entscheidst) tiiseine
gegebene Basis eine Grébnerbasis ist und wie sich gegdha@rdbnerbasen be-
rechnen lassen. Folgende einfache Konstruktion wird daibei entscheidende Rolle
spielen.

Definition 7 (S-Polynom) Seien f, g= k[X, ..., X,] von Null verschiedene Polynome,

@ = (ay,...,a,) = mdedf), B = (By,...,B,) = mdedg) undy = (y,...,%,) mit
¥% = maXe;,B;}. Wir nennen

xY xY

SLoO=mh g

g

das S-Polynom von f und g.

Hier ist x” das kleinste gemeinsame Vielfache von(f) und Lm(g). Sind f undg
Elemente eines Idealsso auchs(f, g), daﬁ-‘%, [')I'(:_g) € k[Xq, ..., %]

Beispiel 2.2

Wir berechnen das S-Polynom vdn=y - x>,g = z- x3 € R[x,Y, 7 beziiglich
lex-Ordnung. Die Varietat dieser Polynome ist die aus Absthri2t bekanntdwisted
Cubic Mit obigen Bezeichnungen ist= (3,0, 0) und

x3 X3
B AN
LT(f) LT(Q)
x3 X 2
_—Xz'(y—x)—j‘(Z— )

xy+x+z-x

Sf.9 = g

= —Xy+ Z.

S-Polynome wurden definiert, um Leitterme zu beseitigere ¥diobigen Beispiel zu
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sehen, ist der Leitterm des S-PolynomigS(f, g)) = —xy kleiner als die Leitterme
von f bzw.g. Aus diesem Verhalten resultiert ein Kriterium zur Entsdhag, ob eine
gegebene Idealbasis eine Grdbnerbasis ist.

Betrachten wir hierzu bezuglich einer Monomordnung dieiziensten Erzeugerpo-
lynomef;, f; eines Idealgf,, ..., f)) =1 C k[Xy, ..., x;]. Gilt

LT(S(f;, fj)) < min{LT(f), LT(fJ-)}

wie im Beispiel 2.2, so folgt

LT(S(f;, fj)) # (LT(f), ..., LT(fY)).

Da aben1(Sf;, fj)) ein Element vorLT(l)) ist, folgt

(LT(fp), ..., LT(fe)) C (LT(l))

und demnach istf,, ..., f;} keine Grobnerbasis. Wir konnen also S-Polynome als po-
tentielle Kandidaten verwenden, um eine Idealbasis aletMEzdbnerbasis zu entlar-
ven.

Damit ist aber das Potential der S-Polynome noch nicht aab@eft. Folgender Satz
gibt uns ein Entscheidungskriteriumin Gber das VorliegerereGrobnerbasis in die

Hand.

Satz 8 (Buchbergers S-Paar Kriterium) Sei | ein Polynomideal. Eine Basis &
{01, ..., G} von | ist genau dann eine Grébnerbasis von I, wenn gilt:

Sg.9)° =0 firalle 1=i<j =t.

Beweisskizzésiehe [CLO98], Seite 81-84)

=:Dagg;,g) €1, ist mit Satz 6 auch der Divisionsrest v&(;, g) durchG gleich
Null.

< Wir werden fir ein beliebige$ € | \ {0} zeigen, daseT(f) € (LT(G)) gilt. Sei

f= zt: hig; (1)
i1

eine Darstellung vori mith, € k[x,, ..., X,], seim(i) = mdedh;g,) undé = maxm(i)}.
Es gilt
mded f) < é. 2)

Liegt keine Gleichheit vor, heben sich in Darstellung (1) eaar Leitterme den,g;’s
weg, so dassT(f) nicht in (LT(G)) liegt. Folglich haben wir die Gleichheit in (2) zu
zeigen. Hierzu wahlen wir eine Darstellung (1) mit mininmalé& fir f und schreiben
diese zunachst um:

f= > 1myg + > (M-rhyg + > hg. ©)
m(i)=6 m(i)=6 m(i)<é

Angenommen der Multigrad voh ist kleiner alsd, dann gilt dies auch fur den Mul-
tigrad der ersten Summe, da die Multigrade der zweiten uittedrSumme schon
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konstruktionsmanig kleiner sind.

Betrachten wir nun die erste Summe. Jedes Monom hat Multigjrgs lasst sich zei-
gen (siehe [CLO98], Seite 81/82), dass eine Summe dies¢alG@it LT(h,) = ¢, x*0
als Linearkombination der S—Polynorﬁec“(j)gj,x“(k>gk) darstellbar und deren Mul-
tigrad kleiner al$ ist. Wir formen um:

m(i)=6 m(i)=6
= Z 6 Sx Vg, x* Mg,
j,k

")
X f X
- Gy | ————xWVg - e )
%“ MlxeOirg)™ ¥ x*Mir(gy)

= > xS, g0 mit XM = kgV(LM(), LM(gY)
i,k

Nach Voraussetzung ist der Rest bei Division der S-Polyndareh G gleich Null.
Demnach erhalten wir mit dem Divisionsalgorithmus einedbellung

t
9,90 = Z ik i (4)
i=1
mit &y, € k[Xy, ..., %], in der
mdegay, g) < mdegs(g;, g,)) (5)

gilt. Fur obige Gleichungskette folgt weiter

— 8-y,
= Z G x~ Z gk Yi
i i

. S—
= Z Cijk Bijic 9 mit by = x"Tay,
LTk

i jk
Fir den Multigrad ergibt sich
mdedby, g) < mdegx’ "*S(g;, g,)) = mdeghg,) < 4.

Wenn wir in (3) die Summe. s LT(h)g; durchy;; hg; ersetzen, sehen wir, dass in
der Darstellung vorf nur Kombinationen deg;’s auftauchen, deren Terme kleineren
Multigrad alsé besitzen. Dies widerspricht der Annahme eine Darstellungleinst-
maoglichemé gewahlt zu haben. O

Da wir uns nun Uber die Wichtigkeit der S-Polynome im Klar@rdsschreiben wir
uns eineMathematicaFunktionspol , die das S-Polynom zweier Polynorpel 1 und
pol 2 berechnet.
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In[5]:= SPol [poll_ , pol2_ , vars_ ,
opts___ ?OptionQ ] :=
Module [ {lcm },
Ilcm = LCMMonomial [
LT [poll , vars , opts 1,
LT [pol2 , vars , opts 1,
vars 1;
ExpandPoly [
(lem/ LT [poll , vars , opts ])poll -
(lem/ LT [pol2 , vars , opts 1)pol2 , vars ]
1

Zuzuglich der Parameteagol 1 und pol 2, die als Argumente die Polynome erhalten,
deren S-Polynom berechnet werden soll, verlaamgt (ber den Parametefar s eine
Variablenliste{x1, x2, ... } zur ldentifizierung der Polynomvariablen und deren
Reihenfolge. Als viertes Argument kbénnen wir eine Mononmanay tGbergeben. Die
Option ist identisch mit der auf Seite 14 venlynomialReduce . StandardmaRig fin-
den demzufolge die Berechnungen beziglkohOrdnung statt.

Im Funktionsrumpf wird als erstes das kleinste gemeinsarmada¢he | cm = x¥ =
kgV(LT(pol 1),LT(pol 2)) berechnet. Die hierzu aufgerufenen FunktioneMMonomial
undLT sind im Anhang in den Abschnitten A.3 bzw. A.4 ab Seite 75 alistet und
erlautert. In ausmultiplizierter Form wird dann das S-Poly, wie in Definition 7 be-
schrieben, zurtickgeliefertxpandPoly (siehe A.2 Seite 75) multipliziert hierzu das
Polynom nur beziiglich seiner Variablen aus und lasst didfikanten unberuhrt.

Beispiel 2.3

Testen wir nun mit Buchbergers S-Paar Kriterium (Satz 8) dedFunktionsPol
einige Erzeugendensysteme von Polynomidealen darauie @ér8bnerbasen sind.

1. In Beispiel 2.1 war die Rede davon, dass die Polyngine x -z, ¢ =y-2z

ausQ[x, Y, 4 unter lexikographischer Ordnung eine Grébnerbasis bilBeifen
wir dies nach:

(a) Definiere die Polynomg, undg,.
In[6]:=9gl=x-2;02=Yy-2;
(b) Berechne das S-Polynagivong; undg,.

In[7]:= s =SPol [gl, g2, {X, VY, Z2}]
Qut[7]=xz-yz

(c) Dividieresdurchg, undg, und schaue den Rest an.

I n[ 8] : = PolynomialReduce [s, {91, g2}, {X, Yy, z}]
OJI[S]: {{Zr 72}1 O}
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Als zweiter Eintrag in der Riickgabeliste venlynomialReduce ~ steht der Di-
visionsrest. Dieser ist Null und folglich bilden nach Sati®&Polynomey,; und
g, eine Grobnerbasis.

. Wie sieht es mit den Polynomen dewisted CubidBeispiel 2.2) aus? Bilden

g, =y-x2undg, = z— x> ausR[x, y,  eine Grobnerbasis?

In[9]:= gl=y-x?;02=2-x3;

In[10]: = s = SPol [gl, 92, {X, Y, z}]
Qut[10]= z-xYy

In[11]:
Cut [ 11]

PolynomialReduce [s, {gl, 92}, {X, vV, z}]
{{Ov 0}1 Zny}

PolynomialReduce  bestatigt, was das S-Polyn@rn= —xy + z schon vermuten
lasst. DaLT(s) = —xyweder durchT(g,) = —x? noch durch.T(g,) = —x3 teilbar
ist, erhalten wir ein von Null verschiedenes Restpolynonr. Wdben also hier
keine Grobnerbasis vorliegen.

Es ist zudem egal, welche der drei uns bekannten Monomogemunir zugrun-
delegen. Denn die Leitterme vap, g, unds sind unter all diesen Ordnungen
identisch.

. Nun betrachten wir ein Beispiel mit drei Erzeugern.Gei {9, 0,, 03} = {XZ—

Y2, Xy — z,y— X%} ¢ Q[x,Y, 4. Wir priifen diesmal, ol§5 untergrlex-Ordnung
eine Grobnerbasis bildet. Da

S9.9) =99.9)

gilt, genlgt es, wenn wir den Divisionsre; ,gj)G firl<i<j < 3 berech-
nen.

In[12]:= gl =y -x2;92=xy -2;93 =x2 -y?;
G= {glv 92, 93}
out[12] = {y -x% xy -z, xz -y?}

In[13]:= s12 = SPol [01, g2, {X, VY, 2},
MonomialOrder - DegreeLexicographic 1
Qut[13]= xz -y2

I n[ 14] : = PolynomialReduce [sl12, G {X, VY, z},
MonomialOrder - DegreeLexicographic 1
{{0, 0, 1}, 0}

out [ 14]
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In[15]: = s13 = SPol [01, g3, {X,V, 2},
MonomialOrder - DegreeLexicographic 1
Qut[15]= xy?-yz

I n[ 16] : = PolynomialReduce [s13, G {X, VY, z},
MonomialOrder - DegreeLexicographic 1

Qut[16]= {{O, vy, 0}, O}

In[17]:= s23 = SPol [g2, g3, {X, VY, z2},
MonomialOrder - Degreelexicographic 1
ut[17] = y3 - z2

I n[ 18] : = PolynomialReduce [s23, G {x, VY, 2},
MonomialOrder - DegreelLexicographic 1

out[18] = {{(0, 0, 0}, y® - z?}

Sofern nur einer der Divisionsreste ungleich dem Nullpohyrist, so wie hier
das zuletzt berechnete= y3 — 7%, bedeutet das, da&beziiglich gradlexiko-
graphischer Ordnung keine Grébnerbasis ist.

Fur Erzeugendensysteme mit bis zu drei Polynomen mdger 8iesechnungen der
Restpolynome bezuglich des Aufwandes noch akzeptabeldaifasst eine Idealba-
sis dagegen zehn Polynome, wird man sicher schnell die loudieser Verifikations-

tortur von 45 Berechnungsschritten verlieren.

Schreiben wir uns doch ein Programm, das uns die Arbeit abbhiomd entscheidet,
ob ein Erzeugendensystem eine Grobnerbasis ist.

I n[ 19] : = IsGroebnerBasis [G_, vars_ ,
opts___ ?OptionQ ] :=
Module [{B, s},
B = Flatten [Table [{i, |},
{i, 1, Length [G] -1},
{j,1 +1, Length [G]}1, 11;
s = Length [B];
Dol
If I
PolynomialReduce [
SPol [G[[B[[i, 11111, GLIBLIi, 21111,
vars , opts 1, G vars , opts 1[[2]] =! =
0,
Return [Return [False 1]
1
» {1, 1, 8}1:
True
1

An den Parameteas wird das Erzeugendensystem tbergeben, das daraufthinriitierp
wird, ob es eine Grobnerbasis ist. Parameter legt wieder mittels einer Gibergebe-
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nen Variablenliste die Ordnung der Variablen untereinafei. Als Option kdnnen
wir hier nicht nur die Monomordnung Ubergeben. Alle Optiondie PolynomialRe-

duce anbietet, werden unterstitzt.

In der lokalen Variablem werden die Polynomindexpaare fur die S-Polynomberech-
nung abgelegt. Sind etwtaBasispolynome vorhanden, werdensgrelle Tupel(i, j)

mit 1 < i < j <t gespeichert. Variable enthalt die Anzahl dieser Indexpaare als
Oberschranke fur die zu berechnenden S-Polynome. Iniedebo-Schleife wird
sequentiell fur jedes Polynompaar der Divisionsrest dBof§nome durch die Erzeu-
ger berechnet. Sobald solch ein Rest verschieden von Nulisl die Funktion mit
dem RickgabeweRalse verlassen. Nur wenn alle Divisionsreste verschwinden, lie
fert die Funktion den Wertrue zuriick.

Mit der etwas merkwirdig anmutenden AnweisRegurn [Return [False 1] umge-
hen wir eine Ungereimtheit délathematicaFunktionReturn [ausdr 1. Laut Doku-
mentation bewirkt die Anweisung die Riickgabe des Wertegr und das Verlassen
der Funktion. Befindet sich d&eturn jedoch in einebo-Schleife, wird nur diese ver-
lassen. Mit dem Doppeteturn -Konstrukt werden nun die Schleifendurchlaufe been-
det und auch wirklich die Funktion mit Rlickgabewedtse verlassen.

Fortsetzung Beispiel 2.3

4. Betrachten wir nochmals die Basis= {xz— y?, xy— z, y— x?} aus dem letztem
Beispiel und prufen nach, ob sie nicht vielleicht beziigbaer anderen Mono-
mordnung eine Grdbnerbasis bildet.

I n[ 20] : = IsGroebnerBasis [G, {x, VY, 2},
MonomialOrder - Lexicographic ]
Qut[ 20] = Fal se

I n[ 21] : = IsGroebnerBasis [G {X, VY, 2},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic 1
Qut[21] = True

Wie wir sehen, isG beziiglichgrevlexOrdnung eine Grobnerbasis.

5. Abschlief3end widmen wir uns noch einem umfangreichegmel. SeiG ¢
QI[x,y,z,w das aus folgenden neun Polynomen bestehende Erzeugesdensy
tem:

XPW + Y27,
—XZW+ Y27,
X3S + y2AwS,
X2W + XZW,
—XyZW? — x2W4,
XY2Z + Y272,
—-y*z - y?Zw,
672 + y3Z WP,
—y2AwW* — yZ'we,
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Nun istG schon nicht mehr leicht zu Gberschauen und wer hatte jetzt ast

36 S-Polynome und deren Reste mod@au berechnen? Lassen wir unse-
re Funktion entscheiden, db unter einer uns bekannten Monomordnung eine
Grdbnerbasis bildet.

I n[ 22] : = IsGroebnerBasis [G {X, Y, z, w},
MonomialOrder - Lexicographic ]

Qut[ 22] = Fal se

I n[ 23] : = IsGroebnerBasis [G {X, Y, Z, W},
MonomialOrder - DegreelLexicographic 1

Qut [ 23] = Fal se

I n[ 24] : = IsGroebnerBasis [G {X, Y, z, W},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic 1
Qut[24] = True

Wie oben istG nur bezliglich degrevlexOrdnung eine Grobnerbasis.

Haben wir ein Ideal = (f,,..., ) c k[X,,...,X,] gegeben, so entscheidet die Funk-
tion IsGroebnerbasis durch Prufung der Disisionsresgef; , fj)G auf Null, ob eine
Grobnerbasis vorliegt. Angenommefy, ..., f,) ist keine Grobnerbasis. Dann ist fur

mindestens zwei Polynont, f; das Restpolynori(f; fj)G ungleich dem Nullpoly-
nom. Dieser Rest ist aber ein Element des Idéalgie folgende Betrachtung leicht
verdeutlicht.

Seis; = §f;, fj) € l undr = STJ-G. Mit dem Divisionsalgorithmus erhal-
ten wir eine Darstellung

Durch die Umformung in
g =8 —hyfy— - = hefy
wird klar, dass der Resﬁ ein Element voni ist.

Flgen wirr; zu unserer Erzeugermenge hinzu, so ist ayck f;, fj)G = 0. Aus
diesen Betrachtungen lasst sich ein Algorithmus kongtnie

Wir berechnen flir samtliche S-Polynome der Erzeugerpaohgndie Divisionsreste.
Sofern ein Rest verschieden von Null ist, fligen wir ihn derdigermenge hinzu. Der
Algorithmus bricht ab, wenn die Divisionsreste aller SyPaime Null sind.

Naturlich drangen sich nun zwei Fragen auf:

e Terminiert dieser ,Algorithmus" Gberhaupt

e und wenn er dies tut, erhalten wir am Ende tatsachlich eidb@rbasis?
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Eine positive Antwort auf diese Fragen gibt uns folgenddz Sder diese Berech-
nungsvorschrift nochmals konkretisiert.

Satz 9 Sei | = (f;,..., fy) # {0} ein Ideal ausk[x,, ..., X,]. Eine Grobnerbasis fur |
kann in endlich vielen Schritten mit folgendem Algorithrkoisstruiert werden:

Algorithmus 10 (Buchbergeralgorithmus)

Input f1, ..., fg € k[Xq, ..., %,] und eine Monomordnung.

Output  Eine Grobnerbasis G= {g, ..., g} fur | bezuglich der tibergebenen Mo-

nomordnung.
1 G:=(f,..., 1Y
2: Wiederhole:
3: G =G
4 Fur jedes Paar{p, g} ¢ G’ mit p + g wiederhole:
5: S:= m@
6: Ists# 0, so flge s zu G hinzu.
7 Gilt G = @, verlasse die Schleife und gib G zurick.
Beweis

Zeigen wir zuerst, dass der Algorithmus eine Grobnerbasisdhnet.

Zu Beginn des Algorithmus igB eine Teilmenge voh. Da G nur mit moduloG re-
duzierten S-Polynomen, die auch Elemente heimd (siehe Seite 16), erweitert wird,
gilt dies auch in jedem Schritt des Algorithmus.

Er terminiert, wenrG’ = G gilt, d. h. wenn alle S-Polynome modu®zu Null redu-
ziert werden. Folglich isG nach Satz 8 (Buchbergers S-Paar Kriterium) eine Grébner-
basis.

Nun zeigen wir, dass der Algorithmus terminiert.

In der Hauptschleife beste@ausG’ (dem altenG) zuziglich den von Null verschie-
denen Resten der S-Polynome der ElementeG/obemnach gilt

(LT(G")) C (LT(G)). *)

Ist G’ ungleichG, dann ist aucLT(G")) echtenthalten iKLT(G)) nach Konstruktion
der Reste, die zG hinzugefigt werden. Mit (*) wird durch die Schleife eine sigi-
gende Idealkette erzeugt, die nach Korollar 4 (ACC) aus teapinach endlich vielen
Schritten stationar wird, al8 = G’ gilt und der Algorithmus terminiert. O

Jetzt hélt uns nichts mehr davon ab den BuchbergeralgargiimMathematicazu
implementieren, um endlich Grobnerbasen berechnen zuekdmkuf die Tatsache,
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dassMathematicamit der FunktionGroebnerBasis schon eine Version des Buch-
bergeralgorithmus implementiert hat, werden wir zunénkwtt naher eingegen. Dies
verschieben wir auf Kapitel 3 und schreiben uns eine eigen&tion. Dabei wandeln
wir Algorithmus 10 ein wenig ab und implementieren ihn inegiteicht optimierten
Form:

I n[ 25] : = Buchberger [G_, vars_ , opts___ ?0ptionQ 1] :=
Module [{Gb, s, B, sred },
Gb=G;
s = Length [Gb];
B = Flatten [Table [{i, |}, {i, 1, s-1},
{j,i+1, 31, 11;
While [Length [B] >0,
sred = PolynomialReduce [
SPol [Gb[[B[[1, 11111, Gb[[B[[1, 21111,
vars , opts 1,
Gb, vars , opts 1[[211:
If [sred =! =0,
S ++;
AppendTo [Gb, sred ];
B = Join [B, Table [{i, s},
{i, 1, s-1}11;:
1;
B = Delete [B, 1];
1;
ExpandPoly [Gb, vars ]
1;:

Die FunktionBuchberger erwartet die gleichen Argumente wigGroebnerBasis

Auch speicherB wieder die aussGroebnerBasis  bekannten Polynomindexpaare.
Abweichend von Algorithmus 10 wurde hier nur eine Schleifiplementiert, die ab-
bricht, wenn alle Indexpaare assertchsichtigt und auch entsprechend daraus ent-
fernt wurden. Abgearbeitet wird die LisBevorerst sequentiell in der Reihenfolge, wie
die Indexpaare erzeugt wurden. Im Abschnitt 2.4 werden péter durch eine intelli-
gentere Sortierung der Indexpaaraiden Algorithmus optimieren. Bezuglich des aus
B gewéahlten Indexpaares werden nun die Polynome aus derdedisteGb zur Be-
rechnung des S-Polynoms herangezogenrdin wird dann das S-Polynom modulo
Gb abgespeichert. Ist dies von Null verschieden, wird es irLdite Gb aufgenommen
und die Indexpaarliste wird mit allen Indexpaaren, die das hinzugefiigte Polynom
bertcksichtigen, erweitert. Schlussendlich, wenn digelfisleer ist, enthalGb die
Grobnerbasis, die vom Algorithmus zurtickgegeben wird.

Beispiel 2.4

Stlirzen wir uns jetzt mit unserer neuen Funktion auf die Egeadensysteme aus
Beispiel 2.3, um deren Grébnerbasen zu berechnen.
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1. In Beispiel 2.3.1 haben wir schon gesehen, ¢assz, y— z} eine Grobnerbasis

bezlglichlex-Ordnung ist. Dem flgt natirlich auch unser Buchbergerélgo
mus nichts mehr hinzu:

I n[ 26] : = Buchberger [{x-z,y -2}, {X, V¥, 2}]
Qut[26]= {x-2z,y-2}

. Das Erzeugendensystdéin= {y — x?,z— x?}, dessen Varietat die Twisted Cu-

bic ist, bildet keine Grébnerbasis, wie Beipiel 2.3.2 offarte. Berechnen wir
jeweils eine fur die drei uns bekannten Monomordnungen.

I n[ 27] : = Buchberger [G {Xx, VY, z},
MonomialOrder - Lexicographic ]

ut[27]= {-x*+y, x3+2, xy+z, y2exz, y3 2%}

I n[ 28] : = Buchberger [G {X, VY, z},
MonomialOrder - Degreelexicographic ]

ut[28]= {-x2+y, x*+z, -xy+z, -y?+xz, y*-2?}

I n[ 29] : = Buchberger [G {X, VY, z},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic 1

ut[29]= { -x?+y, x3+z, xy+z, -y?+x2}

Es st Gibrigens kein Zufall, dass die Grobnerbasis beziigkrgreviexOrdnung
kleiner ausfallt. In vielen Fallen ist das so, wie die Be##pi2.3.3 - 2.3.5 bestati-
gen. Darum ist auch bei Grébnerbasisberechnungen umfahgrer Erzeugen-
densysteme diese Ordnung den anderen vorzuziehen, s@éfiodomordnung
unerheblich ist.

. Bisher hatten unsere betrachteten Polynome immer ghligedoeffizienten.

Im folgenden Beispiel lassen wir auch rationale FunktioaEnKoeffizienten
zu. Dies wird Uber die OptiogoefficientDomain - RationalFunctions rea-
lisiert, die vonpPolynomialReduce  interpretiert wird. Alle Buchstabensymbole,
die nicht in der Variablenliste als Argumente Ubergebendenr werden dann
automatisch als Parameter der Koeffizienten aufgefasst.

In[30]:= G={bz*+z, bx*+axy, ax3y+§xz};

In[31]:

Buchberger [G {X, VY, z},
CoefficientDomain - RationalFunctions ]

Qut[31]= {z+bz* bx?+axy, ax3y+%,

a’xy3z xz?2 a’xy® xz
6 "&b b &l

4. Nehmen wir uns nun dem Uppig ausfallenden Erzeugendiensyais Beispiel

2.3.5 an. Vergleichen wir diesmal auch die Dauer der Grdiasanberechnung
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bezuglich der verschiedenen Ordnungen.

In[32]:= G={x*w+y®z, -xzw +y?z, X*W’ +yz°wW?,
X2W+X2ZW, -Xyz 2w - xz3w,
xy2z +y22z2, —yz - y2z2w,
-y 224y 2w, sy z®W -y z WY
In[33]: = (gbLex = Buchberger [G {X, Y, z, w},
MonomialOrder - Lexicographic 1)//
Timing
Qut[33] = {21.01Second, {wx?+y?z,
-wxz+y?z, wWxd+wyz® wx?+wxz,
“Wxyz?-wxz® xy?z+y?z?
vtz —wy?z2, —yz2 s W yd z4,
wWyz'-wyz8 —wy2zZ _wy z8,
wWyzb-wWyz’', wyz®+wyz5,
wyztewyz® —wWyzf -wy z7,
wWyz®iwyz® wyz® -wyz®}}
I n[ 34] : = gbLex// Length
Qut[34]= 16
In[35]: = (gbGrlex =Buchberger [G {X, YV, z, w},
MonomialOrder - DegreeLexicographic
Timing
Qut[35]= {5.62Second, {wx?+y?z,
—wxz+y?z, wx®+wyz% wx?+wxz,
-WxyzZ-wxz® xy?z+y?2z2
vtz —wy?z2 _y8z2 LW yd z%,
Wyz' -wyz8 wy?z® -wy3z3}}
I n[ 36] : = gbGrlex // Length
Qut[36] = 10
In[37]: = (gbGrevlex =Buchberger [G {X, Yy, z, w},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic Nt/
Timing
Qut[37] = {4. 23 Second,

{wx?+y2z, -wxz+y?z, wx*+wWyz®
wx? +wx z, -W xyz?-wxz?3,
xy?z+y?z?, —y*z —wy?z?,
yezZ2 e wyizt, wWyz' -wyz®}}

I n[ 38]: = gbGrevlex // Length
Qut[38]= 9

Nl

27
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In diesem Beispiel sind die GroR3enunterschiede der Grédasen nicht zu Uber-
sehen. Bezlglich ddex-Ordnung fligt unser Buchbergeralgorithmus dem Er-
zeugendensystem noch sieben Polynome hinzu und bgriderOrdnung eins.
Da die Eingangspolynome beziiglich dgevlexOrdnung schon eine Grobner-
basis bilden, wird das Erzeugendensystem auch nicht emvedementspre-
chend fallen auch die Unterschiede der Berechnungsdausroa die abso-
luten Werte rechnerspezifisch sind, setzen wir sie zuerandRelation. Hier
kénnen wir vorsichtig von einem 154 : 3 Verhaltnis sprechen. Verallgemeiner
bar ist das naturlich nicht, tendentiell ist es aber so, desBerechnungen unter
lex-Ordnung am langsten dauern, wahrend sie bezlgliclyatexOrdnung
am schnellsten sind.

Wie hier zu sehen ist, ordn&tathematicain der Ausgabe die Variablen in al-
phabetischer und nicht in der uns vorgegebenen Reihenfolgey > z > w).
Das soll uns aber nicht weiter stéren, da die Berechnungeomserer Uberge-
benen Variablenreihenfolge durchgefihrt wurden.

. Mit dem folgenden Beispiel betrachten wir noch eine elmangenehme Eigen-

schaft von Grobnerbasen, die sich vornehmlich unter lexdgphischer Ord-
nung bemerkbar macht. S = {17x%y — 592, 75x3 — 13y?73, 31xyz+ 832)
das Erzeugendensystem, von dem wir bezidégrOrdnung die Grobnerbasis
berechnen.

In[39]:

G= {17x?y - 59xz %, 75x° - 13y ?z°,
31xyz +83xz%};

Buchberger [G {Xx, VY, z},
MonomialOrder - Lexicographic ]

Qut[39]= {17x?y -59x 22, 75x° - 13y? z°,

59 13y8z3
31xyz+83xz3 _ﬁX222+ o
59xz% 18343y3z*
© 17 137175
13 ,_, 1079y?z°
75 2325
221y4z% 1522469y? 27
4425 4252425
13 y? 25 3270573628760971y2 712
75 33074023518163125

Wir haben hier ein Erzeugendensystem aus Polynomen gewéhdin Koeffizi-
enten mal nicht hauptséchlich aus Einsen bestehen. Widweszu erkennen
ist, haben die Polynome, die der Algorithmus diesem Erzedegjesystem nach
und nach hinzuftigt, immer ,unschonere” Koeffizienten. 2kdufihren ist dies
auf die Konstruktion der S-Polynome. Der hinzukommendewasunid mit der-
artigen Koeffizienten umzugehen ist hierbei nicht zu uteiitzen. Dieses Bei-
spiel ist aber noch harmlos und sollte nur einen Eindruckniteeln.
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Grobnerbasen, die mit obigem Buchbergeralgorithmus beetovurden, sind meist
groRer als notig. Ist etw& eine Grobnerbasis voh c k[Xy,...,X,] undg € G, so
ist G\{g} auch eine Grébnerbasis vdnsofern der LeittermT(g) ein Element des
MonomidealgLT(G\{g})) ist. Diese Tatsache motiviert folgende Definition.

Definition 11 (minimale Grébnerbasis) Eine minimale Grobnerbasis eines Polynom-
ideals | ist eine Grébnerbasis G von | mit folgenden Eigeafteim:

e LC(g) = 1fUralle ge G, d.h. die Polynome sind monisch.

e Firalle ge G qilt LT(Q) € (LT(G\{g})).

Wir kdnnen sogar die Basis noch weiter verkleinern. Zwaremalir mit einer mini-
malen Grobnerbasis die Anzahl der Erzeugerpolynome allgiimum reduziert, da
aber z. B{x?, xy} und{x?+xy, xy} zwei minimale Grébnerbasen des selben Ideals sind,
wirden wir der Ersten wohl den Vorzug geben. Dazu die folgdbefinition:

Definition 12 (reduzierte Grobnerbasis) Eine reduzierte Grébnerbasis eines Poly-
nomideals | ist eine Grébnerbasis G von | mit folgenden Esgaaften:

e Die Polynome sind wie bei minimalen Grobnerbasen monisch.

e Fur alle g € G liegt kein Monom von g ikLT(G\{g})),
d. h. fiir jedes g= G gilt g = g9,

Reduzierte Grobnerbasen besitzen folgende angenehmesErgst.

Satz 13 Sei | c k[Xq, ..., X,] ein von Null verschiedenes Polynomideal. Dann besitzt |
bezlglich einer Monomordnung genau eine reduzierte Gndlasés.

Beweisskizz€Siehe [CLO98], Seite 90)

Sei G eine minimale Grobnerbasis vdnc k[Xy, ..., X,]. Istg € G bezuglichG re-
duziert, d. h. gilig = g9, dann istg bezuglich jeder minimalen Grébnerbasis von
reduziert, da sich die Reduziertheit nur auf die Leitterrgiéht.

Nehmen wir uns ein Elemet € G und modifizieren miy = g€\ die minimale
Grobnerbasi& zu G’ = G\{g} U {g’}. Dann istG’ auch eine minimale Grobnerbasis
des ldeald. Reduzieren wir nun alle Elemente v@auf diese Art, ist aucks redu-
Ziert.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei@undG reduzierte Grébnerbasen vbrinsbe-
sondere sind diese Grobnerbasen minimal, womit auch

LT(G) = LT(G)

gilt, wie sich zeigen lasst. Seiene G,§ € G mit LT(g) = LT(§). Um die Gleich-
heitg = § zu zeigen, betrachten wir die Differegz— §. Dag—§ € | und G bzw.
G Grobnerbasen sind, folgqmG = 0. Durch die Elimination der Leitterme wegen
LT(g) = LT(9) ist kein Term dieser Differenz durch ein Monom aus der Laitrmenge
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der reduzierten GrobnerbasenG) = LT(G) teilbar. Folglich giltg — gG =g-galso
auchg = @. O

In Mathematica&kdnnte die Berechnung reduzierter Grobnerbasen wie folgliemen-
tiert werden.

I n[ 40] : = BuchbergerRed [G_, vars_ ,
opts___?OptionQ ] :=
Module [{Gb, g, s, ltlist , Iclist , Imlist 3},
(*Berechnung einer minimalen
GroebnerBasis *)
Gb = Buchberger [G vars , opts ];
Itlist = Map[LT [#1, vars , opts 1&, Gh];
{Iclist , Imlist } =
Transpose [ Map[SplitTerm [#1, vars 1&,
Itlist 11;
Gb = Expand [GK Iclist  ];
s = Length [Imlist 7];
j =1;
Do[
r = PolynomialReduce [Imlist [[j 11,
Delete [Imlist , j 1, vars, opts 1[[2]1]:
If [r ===0,

Imlist = Delete [Imlist ,j1;
Gb = Delete [Gb, j 1,
j 4+

1

, {i,1,8}1;

(*Berechnung der reduzierten
GroebnerBasis x)
s = Length [GDb];
Dol
g = PolynomialReduce [GDb[[i 11,
Delete [Gb, i1, vars , opts 1[[2]1];
Gb[[i1]l=g
» {i, 1, 8}1:
ExpandPoly [Gb, vars ]
1:

In dieser Version vomuchbergerRed wird zunachst eine Grobnerbasis bezliglich
der Ubergebenen Monomordnung berechnet. Wirden wir GbePdeameter als
Argument bereits eine Grobnerbasis verlangen, ware digslich unnétig. Die Re-
duktion der Grobnerbasis vollzieht sich in zwei SchrittErst wird die Basis mini-
malisiert, dann reduziert. Zur Minimalisierung wird mitlféi der erzeugten Leitmo-
nomlisteimlist ~ und Leitkoeffizientenlist&list ~ die Basis normiert und darauf alle
Polynomeg entfernt, deren Leitterme (jetzt Leitmonome) Elemente ¥arGhb\g))
sind. Die hierzu verwendete Funkti@plitTerm ist im Anhang A.5 aufgelistet und
beschrieben. Um die Basis zu reduzieren, werden schifeillie Polynome beziiglich
der anderen reduziert, wie im Beweis zu Satz 13 beschrieben.
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Mit der nun gewonnenen Eindeutigkeit reduzierter Grobaseln konnen wir jetzt
auch entscheiden, ob zwei Polynommengen dasselbe |dealgenz:

Legen wir uns auf eine Monomordnung fest und berechnen diererten Grobnerba-
sen der Polynommengen. Diese erzeugen genau dann dastshenenn die Grob-
nerbasen Ubereinstimmen.

Beispiel 2.5

1. Mit dem Erzeugendensystem aus Beispiel 2.3.5 auf Seitehén wir in Bei-
spiel 2.4.4 auf Seite 25 ganz stattliche Grébnerbasen bekiitgr drei Monom-
ordnungen bestimmt. Schauen wir einmal, ob nicht auch veenimfangreiche
Grobnerbasen zur Erzeugung des Ideals ausreichen, indediewieduzierten
Grobnerbasen berechnen.

I n[ 41] : = BuchbergerRed [G {X, VY, z, w},
MonomialOrder - Lexicographic ]
out[41] = {wxz -y?z, wx? +y?z,

xy2z+y?z? y*z +wy?z?,

wy?z2  wy 2%, wyzt rwhy 2°}

Unterlex-Ordnung waren zehn Polynome Uberflissig. Durch Streiclligger
erhalten wir eine aus sechs Polynomen bestehende minimal&basis. Im
zweiten Teil des Algorithmus wird nun die Basis reduziertiégm das Erzeuger-
polynomx®w+xzwdurch das lexikographisch kleinere Polyngfa+y?z erzetzt
wird. Alle weiteren Erzeuger sind bezuglich der andereryfmhe schon redu-
Ziert.

I n[ 42] : = BuchbergerRed [G {X, VY, z, w},
MonomialOrder - DegreelLexicographic 1
out[42] = {wxz -y?z, wy?z? + W'y z5,
wx? +y2z, xy?z +y?z2,
ytz +wy?z?, -wy?z® cwydz3}

Bezlglichgrlex-Ordnung wird die Grobnerbasis, wie bei dex-Ordnung, auf
sechs Polynome minimiert, wobei hier sogar noch zwei Pehaeduziert wer-
den.

In reduzierter Form haben die Grobnerbasen beziggichund griex-Ordnung
die gleiche Méachtigkeit. Die Berechnungsdauern warengedehr unterschied-
lich, da unter lexikographischer Ordnung weit mehr Polyaalem Erzeugen-
densystem beigefuigt wurden, auch wenn einige davon |etirtbriiberfliissig
waren. Dielex-Ordnung ist aber fir einige Berechnungen unentbehrlitha e
fur das Lésen polynomieller Gleichungssysteme (siehe iitic3.1), so dass
wir auch nicht auf sie verzichten kénnen. Es gibt aber eirfa¥gen, mit dem
sich Grobnerbasen bezlglix-Ordnung aus Grébnerbasen bezlglich einer an-
deren Monomordnung berechnen lassen, um die langen Benegsaeiten zu
umgehen. Der Algorithmus, der dieses leistet, wird r@itbnerWalk bezeich-
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net. Wir wollen hier aber nicht naher darauf eingehen, songderweisen auf
[CKM97]. Mathematicaberechnet Grébnerbasen beziigliek-Ordnung auch
auf diese Art, wie in [Tra00] dokumentiert wird.

I n[ 43] : = BuchbergerRed [G {Xx, VY, z, w},
MonomialOrder -
DegreeReverselexicographic ]

Qut[43]= { -wxz+y?z, wxz2+ Wy z?,
wx2 +wxz, Wxyz?+wxz3}

UntergrevlexOrdnung lassen sich funf Polynome eliminieren und einazied
ren.

2. Jetzt schauen wir uns ein Beispiel zu dem oben aufgefiikriéscheidungspro-
blem uber die Gleichheit von Idealen an. Seliea (G,),J = (G;), K = (Gy),
wobeiG,, G;, Gx c QIX, Y, 4 wie folgt definiert sind:

In[44]:= G = {y*z*-1, x®y +z, 1 +y’z};
G ={x*+x3y-yz?-y?z? x*+yz? 1+y?z};
Go={x*+x3y-yz?-y?z? -x*+yz? X’ +z};

Wenn die reduzierten Grébnerbasen tUbereinstimmen, eznealigG;’'s dassel-
be Ideal. Berechnen wir sie bezligligx-Ordnung.

I n[ 45] : = BuchbergerRed [G, {X, Yy, z}]
BuchbergerRed [G;, {X, Y, z}]
BuchbergerRed [G,, {X, Y, z}]

Qut[45]= {1+y2z, X3 -y 72}

Qut[45]= {x®-yz2, 1+y?7}

Qut[45]= {x®-yz? z+y?z?}

Folglich sindl undJ identisch und vorK verschieden. Bei genauerer Betrach-
tung der Idealerzeugerpolynome stellen wir fest, dasslsfmtPolynome aus
Gy in G, bzw. G; enthalten sind. Schreiben wir eine Funktion, mit der wisdie
verifizieren kénnen.

I n[ 46] : = IsSubldeal [U_, G vars_ ,

opts___ ?O0ptionQ ] :=

Module [ {Gb},
Gb = BuchbergerRed [G, vars , opts 1;
Transpose [

Map[PolynomialReduce [#, Gb, vars ,
opts 1& U11[[2]] ===
Table [0, {i, Length [U]}]
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Diese Funktion pruft, okU) c (G) gilt. Mit der Folgerung
uelfiralleueU — (U)cl

kdnnen wir die Berechnung auf das Losen tesal Membership Problentse-
schranken. Das Polynomist genau dann ein Element voywenntu® = 0 gilt,
sofernG eine Grobnerbasis vdnist, wie in Satz 6 auf Seite 16 geschildert wur-
de.IsSubldeal bestimmt folglich die Reste modu(® aller Polynome iJ und
liefert True zuriick, sofern diese alle Null sind.

In[47]:
Qut [ 47]

IsSubldeal [G3, G1, {Xx, Yy, z}]
True

2.3 Buchbergers Verbesserungen des Algorithmus

Der Buchbergeralgorithmus, wie wir ihn im letzten Abscheihgefiihrt und program-
miert haben, ist noch nicht sehr effizient und kann an einigeflen erheblich be-
schleunigt werden. Hierzu schauen wir uns in diesem Absichnei auf Buchberger
zuruckzufihrende Kriterien an, die Aufschluss Uber die lintign Resultate der Po-
lynomreduktion geben, ohne sie tatséchlich durchzufil¥éndas erste Buchberger-
kriterium bendtigen wir ein allgemeineres Verstandnis gdem Rest des Divisionsal-
gorithmus. Sei hierzu eine Monomordnung gewéBlt= {g;,..., G} C kX, ..., %]
undf € k[xy, ..., X,]. Wir sagenf reduziert sich zu Null modulo Gnd schreiben

f -50,

sofern sichf als Summe
f=a,0+ +ag
mit
mded f) < mdeda;g;)
darstellen lasst, wobei, € k[x,, ..., x,]. Die Beziehung zwischen dieser Definition

und dem Divisionsalgorithmus ist leicht zu sehen. &lit= 0, so gilt auchf —g 0.
Andererseits lasst sich afis» g 0 nicht das Verschwinden des Divisionsrestes modulo
G folgern, sofernG keine Grobnerbasis ist, da der Rest von der Divisionsréithga
derg;’s abhangt (siehe Beispiel 1.5 und 1.6 im Abschnitt 1.5).g8em wir uns nun
nochmalsBuchbergers S-Paar KriteriurtGatz 8) an. Im Beweis dieses Satzes (siehe

(4) und (5)) wurde stati(g;, gk)G =0 nur

t
g, 9) = Z 3k 9i
i=1

mit
mdedayy g;) < mdedS(g;, gy))

verwendet, was lediglicti —; 0 bedeutet. Folglich konnen wBuchbergers S-Paar
Kriterium wie folgt umformulieren:
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Satz 14 Eine Basis G= {g,, ..., g} eines Ideals | ist genau dann eine Grébnerbasis,
wenn fir alle i+ |

S(gi ) gj) -G 0.

Mit dieser Vorarbeit kdnnen wir nun das erste Buchbergterktim formulieren. Hier-
zu betrachten wir zwei Polynomk g € k[x;, ..., x,], deren Leitterme relativ prim
sind, d. h.

kgV(Lm(f),LM(@) = LM(F) - LM(Q).

Das S-Polynom dieser Polynome, die wir hierfur fils LM(f) + pundg = LM(Qg) + g
schreiben, hat dann folgende Gestalt:

Sf,09) =Lwm(9)- f —Lm(f)-g
=@g-9-f-(f-p-g (1)
=p-g-q-f.

Da das Leitmonom vog wederLM(f) nochLm(q) teilt, sindLM(p - g) undLm(q- f)
verschieden und kénnen sich im S-Polynom nicht weghebdgliétogilt

mdedS(f, g)) = maxmdedp - g), mdedq- f)}. (2)

(1) und (2) bedeuten aber nichts andereSdisg) — 0. Dies halten wir im folgenden
Satz fest.

Satz 15 (erstes Buchbergerkriterium) Sei G c k[xq, ..., X,] eine endliche Menge
und f,ge G. Gilt

LCMLM(f), LM(@)) = LM(f) - LM(Q),

dann lasst sich@, gy modulo G zu Null reduzieren.

Hiermit ist uns nun ein Kriterium gegeben, mit dem wir zefteéndige Polynomdivi-
sionen einsparen kdnnen. Wie gewohnt arbeiten wir die lpaastistes = {(i, j) : 1 <

i <] =<t}, wobeit die Anzahl der Erzeugerpolynome ist, ab. Jedoch berechmeén u
reduzieren wir ein S-Polynom der Polynomjeundg; mit (i, j) € B nur, wennLm(g;)
undLm(g;) relativ prim sind. Denn mit obigem Satz folgt, dass dann d&snom zu
Null reduziert wird und wir eine Polynomdivision einspatg@mnnen. Das klingt zwar
noch nicht so spektakular, aber der Divisionsalgorithmisde hier nicht notwendi-
gerweise als Rest Null berechnen, was eine unnétige Aufeatieses Restes in die
Basis und damit weitere Polynomdivisionen nach sich ziehimle.

Wegen der hohen Berechnungsdauer reduzierter S-Polynertiglich der Indexpaare
ausB, werden diese Paare auktitische Paaregenannt.

Implementieren wir nun das erste Buchbergerkriterium isemen Buchbergeralgo-
rithmus. Wir nennen diesen neuen AlgorithnBushbergerkl .
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I n[ 48] : = BuchbergerKkl [G_, vars_ , opts__ ?OptionQ ] :=
Module [{Gb=G s = Length [C], B, f, g,
LMf, LMg, Icm, sred },
B = Flatten [Table [{i, ]}, {i, 1, s-1},
{j,i+1, 31, 11;
While [Length [B] >0,
{f, 9y =Gb[[B[[11111:
B = Delete [B, 11;
LMf = SplitTerm  [LT[f, vars , opts 1,
vars 1[[21];
LMg = SplitTerm  [LT[g, vars , opts 1,
vars 1[[21];
Icm = LCMMonomial [LMf, LMg, vars 1;
If [lem -LMf xLMg=! =0,
sred =
PolynomialReduce [
SPol [f, g, vars , opts ], Gb, vars ,
opts 1[[211;
If [sred =! =0,
S ++;
AppendTo [Gb, sred 1;
B = Join [B, Table [{i, s},
{i,1 s-13}11
111;
ExpandPoly [Gb, vars ]
1;

Beispiel 2.6

Vergleichen wir nun unserere Buchbergeralgorithmen athlgémes Erzeugendensys-
tems, das auch ein paar Polynome mit relativ primen Leitmweroenthalt.

In[49]:= G={bz*+z, gx2+axy, ax®y +xz +cz};

I n[ 50] : = Buchberger [G {X,VY, z},
CoefficientDomain - RationalFunctions 171/
Timing
2

Qut[50] = {7.33Second, {z +bz* bx +axy,

a*xyd®z cz?2 xz?
+ +

ax®y+cz+xz,

b® ab ab’
a*xy® cz xz
b2 a a’
b?2cxz? bcyz? b?cxz bcyz
- a® a® 7 a® &t
a?y*z? Db?cz® byzd
b &t &

a’y*z b?cz? byz?
"o + @ a }}
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I n[ 51] : = Buchbergerkl [G {X, VY, 2},
CoefficientDomain - RationalFunctions 171/
Timing
Qut[51] = {1. 74 Second,

X2
+axy, ax’y+cz+xz,

{z+bz*,

a*xy® cz xz b?cxz bcyz

T pz2  a  a’ a’ ad
a’y*z b?cz? byzz}}
T T a &

Der Buchbergeralgorithmus berechnete bezidégtOrdnung furG in 7,3 Sekunden

eine Grbébnerbasis mit 9 Polynomen. Demnach wurden 36 Divsi durchgefiihrt.

Die Grobnerbasis, die unser optimierter Buchbergeratgmiiis erzeugte, besitzt drei
Polynome weniger, er bendétigte also héchstens 15 Divisiohgtsachlich kam er mit

11 Divisionen aus und brauchte fir die ganze Berechnung &fw&ekunden. Der
Algorithmus ist zwar komplexer geworden, aber diese Zahlermauern, dass sich
der Mehraufwand, das Testen auf relative Primalitét deyiwhe, zeitmaRig lohnt.

Schauen wir uns nun Buchbergers zweites Kriterium an. Auitlliesem kénnen wir
wieder zeitintensive Divisionen einsparen. Doch ist dsesech tiefgreifender als das
erste Kriterium. Es besagt, dass wir bestimmte S-Polyngmerieren kdnnen, auch
wenn sie zu dem Zeitpunkt ihrer Betrachtung noch gar niciNallireduziert werden
kdnnen. Dazu schauen wir uns zunéchst die zugrundeliegdretgie an, um ein wei-
teres mal Buchbergers S-Paar Kriterium verallgemeinekonmen.

Im Beweis dieses Kriteriums (Satz 8 auf Seite 17) sind dieolyfdme zur Beseiti-
gung der Leitterme konstruiert worden. Diese ,Beseitidusthauen wir uns nun in
allgemeinerer Form an, indem wir Syzygien studieren.

Definition 16 (Syzygien) Sei F = (f,..., f,) ein t-Tupel mit Polynomen aus dem
Ringk[xy, ..., X,] als Komponenten. Wir bezeichnen mit

LT(F) := (LT(f), ..., LT(f))
das Leittermtupel von F. Eine Syzygie der Leittetmé,), ..., LT(f,) von F ist ein

t-Tupel S= (s, ..., §) € kIXy, ..., X, ]t mit

SeLT(F) = s -LT(f) = 0.

t
i=1

S(F) bezeichne die Menge aller Syzygien der Leitterme von F.
Bestehen die Komponenten voa S(F) nur aus Termen

S= (Clx"‘(l), ey C[x“(t)),

mit G € kunde(i)+mdedf;) = a fiir ¢, # 0, so nennen wir Bomogen vom Multigrad
aeN,
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Beispiel 2.7

1. SeiF = %y + x,xZ - yz,¥ + 2) € Q[x, Y, 2%, alsoLT(F) = (X3, xZ, y®) unter
lex-Ordnung. Dann erhalten wir etwa folgende Syzygien:

¢ S, =(0,0,0

e S =(%0,%)

e S; = (0,Xy6273, x5y37'9)
e S, = (y’z- 2, xy,~X%2)

S, ist die triviale SyzygieS, undS; sind jeweils homogene Syzygien vom Mul-
tigrada = (2,3,0) bzw.a = (5,6, 75). Wegen

(Vz—22) - LTOCY + X) + XY - LT(XZ = y2) + (-X°2) - LT(Y> +2) = 0

folgt, dass aucly, € S(F). Da aber die erste Komponente vBnkein Monom
ist, ist diese Syzygie inhomogen.

2. Seie; € k[xy,...,x ]' deri-te Einheitsvektor. Dann lasst siche S(F) in der

Form
t
S= Z Sei
i=1

schreiben. Betrachten wir nun fif;, fj} c Fundx” = kgV(LT(fi),LT(fj))
folgende Konstruktion:

xY xY
S = |_T(fi)ei B LT(fj)ej'

(2.2)

Diese aus den S-Polynomen konstruierte Darstellung baldet eine Syzygie,
wie leicht zu sehen ist. Ihr verdanken Ubrigens die S-Patyiéhren Namen,
denn S-Polynom ist die Abkiirzung des Worsygienpolynomnd es gilt die
Beziehung

Der Einfachheit halber setzen vq = gi, fallsj <i.
SeienS, = (S;,...,8):S = (U, ..., 4) € S(Fyund f € k[x, ..., %,]. Aus den leicht
zu verifizierenden Eigenschaften
e §+S:=(§+Uy,...,§ + ) € S(F) (Vektoraddition)
o f-§:=(f-s,...,f-5) e S(F) (skalare Multiplikation)
folgt, dass die Menge der Syzygi&iiF) einenk[xy, ..., X,]-Modul bildet. Demnach

existiert auch eine Basik c S(F) fir diesen Modul. Wie wir eine solche Basis finden
kdnnen, schauen wir uns im Folgenden an.
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SeienS = (s, ...,5) € S(F),@ € N"unds, der Term vors, (sofern einer existiert),
so dass mddg,, - ;) = @. Dann gilt firS, := (S;,,...,S,)

t
S, LT(F) = Z S, LT(f) =0.
i=1

Die Komponenten vos, bestehen nur aus Termex®®, womit S, homogen ist. Da
s=>'s,
a

gilt, haben wir gezeigt, dass sich jede Syzygie in homogenrgdien zerlegen lasst.
Diese Zerlegung ist zudem eindeutig. Sei eSva: },, éa eine weitere Darstellung
von S, wobeiS, homogene Syzygien mit Multigrad sind. Jedé-te Komponente der
Sa’s ist nun entweder Null, oder hat Multigrad— mded f;). Damit entsprechen aber
dieS,’s genau der8,’s.

Mit folgendem Satz erhalten di -Syzygien aus Beispiel 2.7.2 den Status von Basis-
polynomen.

Satz 17 Fur ein gegebenes E (f,, ..., f,) lasst sich jede SyzygiesSS(F) als

s=) S,

i<j
mithy € kX, ..., %,] und § = e — ;¢ (Siehe(2.2)) schreiben.
[ j

Beweis

Nach obigen Betrachtungen konnen 8ir= (s;, ..., $) als homogen mit Multigrad
a annehmenS hat mindestens zwei von Null verschiedene Komponenterst sare
die SummeX!_; s -LT(f;) nicht Null. Seien zwei dieser Komponenten etsya ¢,x*0
unds = ijcx(j) miti < j. Ausa(i) + mdegf,) = a(j) + mdedf) = @ undx” =
kgV(Lm(f)), LM(fJ-)) folgt, dassx® ein Vielfaches vorx? ist. Betrachten wir nun die
i-te Komponente des Ausdrucis:= S— ¢LC(f) x*77S;:

S=s —ciLc(fi)x“‘“/( X )

LT(f)
= Cixa(l) - CI
LM(f)
= Clxa(l) - Clxa(l)
=0

S unterscheidet sich vo8 nur in deri-ten undj-ten Komponente. Wege§ = 0,
haben wir ausS eine Syzygie erstellt, die mehr Nulleintrdge enthalt@elbst. Da
bei nicht trivialen Syzygien, wie oben erwdhnt, immer zwde€omehr Komponenten
von Null verschieden sind, ist entwedgrder Nullvektor, alss = (gLc(f) x*77)-§;,
oder wir flihren obigen Vorgang fort, etwa n8t = S — gLC(f)x*7S) mit j # k
(usw.) und erhalten nach endlich vielen Schritten eine Koatipn aus der§;’s als
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Darstellung frS, 0

Fur eine Basis vo$(F) brauchen wir aber nicht unbedingt alle Syzyg&nwie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.8

SeiF = (xyz+ Y2, X228 — xy, ¥z + 2) € Q[x,y, 4%, alsoLT(F) = (xyz, X2, y*2) beziig-
lich lex-Ordnung und es ergeben sich korrespondierend zu den $d?o8n die drei
Syzygien

° S.I.Z = (X22, —y,O),
b S_|_3 = (yz! 01 _X)1
e S;=(0,y3 —x?2).

DaS,; = y2- S, — XZ - S5 gilt, bildet{S;,, S;3} auch schon eine Basis f$(F).

Jetzt ist es an der Zeit, Buchbergers S-Paar Kriterium wiettenal zu verallgemei-
nern.

Satz 18 Eine Basis G= (g;, ..., Q) eines Ideals | ist genau dann eine Grobnerbasis,
wenn fir alle S= (s, ..., §) einer homogenen Basis der SyzygiG)

SeG= ) s0g —g0.

t
i=1

Beweis

= Aus Satz 14 folg8(g;, g) —¢ 0, alsoS; « G - 0 mit §; aus (2.2). Nach Satz 17
bilden diesj 's eine homogene Basis va#(G).

«=: In Anlehnung an die Beweisskizze des Satzes 8 skier}’!_, h.g; eine Darstel-
lung von f undd = maxm(i)} minimal unter allen moglichen Artefi mit deng;’s
darzustellen. Auch hier fihren wir mit mdgg < é einen Widerspruch herbei.

Nach (3) in diesem Beweis (Seite 17) impliziert maeg< 4, dassy. ;s LT(h)g;
auch einen echt kleineren Multigrad dldesitzt. Damit isty’ ;) _s LT(h)LT(g) = O

und
S= Z LT(h)e,
m(i)=6
eine homogene Syzygie i8(G). Nach Voraussetzung existiert eine homogene Basis
{S,,..., §,) von S(G) mit § * G - Ofuralle j. Folglich hatSeine Darstellung

S=u;S + - +US, D

mit VNS k[Xq, ..., X,]. Schreiben wir dieuj 's als Summe von Termen und multiplizie-
ren sie mit der§’s aus, umS als Summe homogener Syzygien auszudriicken. Dann
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konnen wir in (1) alle Syzygien unbericksichtigt lassemedeMultigrad kleiner als
¢ ist, da einerseitS selbst homogen vom Multigraflist und eine solche Darstellung
eindeutig ist (wie auf Seite 38 geschildert wurde).

Fur jedesj ist alsoy; entweder Null oder;s ist homogen vom Multigrad. Hat §

den Multigradyj, koénnen Wiruj in der Formuy, = cj><6_"J mit G ek schreiben, sofern
u # 0. Folglich kann (1) auch als

s:chx‘s‘yjq
J

geschrieben werden, wobei Gber die summiert wird, fur diey; + 0. Durch Skalar-
multiplikation mit G ergibt sich

mi)=6
= Z ijé‘_qu . G
j

Nach Voraussetzung gi§ « G —¢ 0, also

t
§-G= Z 8;9;,
i=1
mit &; € k[Xy, ..., %,] und
mdega; g;) < mded§ « G) (2)

in Analogie zu (4) und (5) aus dem Beweis von Satz 8. Fur obigef@ungskette folgt

weiter
= Z ija_yl Z a9
j i
ivj
i i
Fir den Multigrad ergibt sich wegen (2)
mdedb; g) < mdedx’ 7§« G).
Da§-L1(G) =0 und§ homogen vom Multigrag:, folgt

mdedhg) = mdegx’ %S + G) < 6.

So haben wir wieder eine widerspruchshervorrufende Darstgvon f gefunden, in
der nur Kombinationen deg;’s mit Multigrad kleiner alsy auftauchen. O

Wir brauchen also nicht mehr alle S-Polyno&g;, g) (mit nicht relativ primemg;
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undg;) im Buchbergeralgorithmus zu berticksichtigen, sonderrdiejenigen, deren
Syzygien eine Basis vaB(G) bilden. Wie uns Beispiel 2.8 zeigt, sind dafir nicht alle
j's als Erzeuger von Noten. Entwickeln wir nun ein Entschegikriterium, das uns
dartiber Auskunft gibt, welch§;’s wir ignorieren kénnen.

Seieng;, g, % € G = (91, .-, ), X = kgV(LM(g)), LM(g))) undx”k bzw. x”* ent-
sprechend definiert. Is”i ein Vielfaches vonm(g,), so naturlich auch vor”« bzw.
x”i, Wir rechnen:

S x7i x7i
bomg) o) !
X7ij X7ij X)’ij X7ij

ei - ek - ej + ek
LT(g;) LT(Qy) LT(g) LT(Qy)

xVi [ x7ik xYik xVi [ xk <7k
T €~ €)™ € - €k
xVik \ LT(9;) LT(Qy) xA\LT(g) LT(Qy)
XYij X7ij
= X Sk~ W%k

Unter obigen Annahmen lasst sich demn&gtdurch§, und §, darstellen. Folglich
ist §; als Erzeuger uberflissig, sofefy und §, schon Basiselemente sind. Dieses
Resultat wollen wir im folgenden Satz festhalten.

Satz 19 (zweites Buchbergerkriterium) Zu G= (g,, ... , g) sei die Menge Tc {S; :

1 <i<j =t} eine Basis vob(G) und seien g 9, % € G, so dassMm(g,) das Monom
x"i = kgV(LM(g), LM(g))) teilt. Sind §, §k e T, dann ist 'IR{S“} auch eine Basis von
S(G).

Verbessern wir nun deBuchbergerk1 -Algorithmus um unsere hinzugewonnenen Er-
kenntnisse Uber Syzygien. Dabei seien

o JG ) furi<, o si ) furi<,
1= {(j,i) s e Shl= {S(j,i) fiir i> .

Wir verschonen bei der Grobnerbasisberechnung ein S-Bifiy;, g) vor der zeit-
aufwandigen Division, wenn entwedgrundg; relativ prim sind (Kriterium 1), oder
ein Indexk ¢ {i, j} existiert, fir den einerseit, k] und [j, k] nicht in der Index-
paarlisteB enthalten sind (d. h. die S-Polynorsg, k] und §j, k] sind fir die Grob-
nerbasis schon beriicksichtigt wurden) und andererseitg) das Monomx”i =
kgV(L™m(g;)), LM(9)) teilt (Kriterium 2).

Der Programmcode zur Uberpriifung des zweiten Kriteriunmd gegeniiber dem Co-
de des ersten komplexer sein. Wir lagern ihn der Ubersittkéit wegen in einer
Funktion namensriterion  aus. Umcriterion ~ vollen Zugriff auf samtliche loka-
len Variablen vorBuchbergerk2 zu ermdglichen, ohne ihr eine lange Parameterliste
aufzuzwaéngen, implementieren wir sie als interne Funktion
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I n[ 52] : = Buchbergerk2 [G_, vars_ , opts__ ?0ptionQ 1 :=
Module [{Gb=G t =Length [G], B1, B2 = {},
f, g, LMf, LMg, lcm, sred },
Criterion [1 := Module [{},
Dol
If I
MemberQ[B2,
Sort [{B1[[1, 111, k}1]&&
MemberQ[B2,
Sort [{B1[[1, 211, k}1] &&
DivideQ [LT[Gb[[k]], vars , opts 1,
Ilcm, vars 1,
Return [Return [True 1]
1, {k, 1, t}1;
False
1;
Bl = Flatten [Table [{i, ]}, {i, 1, t -1},
(,i+1,t31,11;
While [Length [B1] >0,
AppendTo [B2, B1[[1]1]1];
{f, 9}y =Gb[[B1[[1]11]11;
LMf = SplitTerm  [LT[f, vars , opts 1,
vars 1[[211;
LMg = SplitTerm  [LT[g, vars , opts 1,
vars 1[[2]1];
Ilcm = LCMMonomial [LMf, LMg, vars 1;
If [lem - LMf x LMg=! =0&&
Not [Criterion [11,
sred =
PolynomialReduce [
SPol [f, g, vars , opts ], Gb, vars ,
opts 1[[2]11;
If [sred =! =0,
t ++;
AppendTo [Gb, sred ];
Bl =Join [B1, Table [{i, t},
{,1,t-1311
11:
Bl = Delete [B1, 11;
1;
ExpandPoly [Gb, vars ]
1;

Unsere bekannte Liste der kritischen Paaheisst nurs1. Die zu Beginn leere Lis-
te B2 verwaltet alle aus1 eliminierten kritischen Paare. Mit ihr wird iariterion
Uberprift, obSi, k] bzw. § j, k] fur die Grobnerbasis bereits bertcksichtigt wurden.
Abgesehen von unserer neuen inneren Funktiomusiibergerk2 ~weitgehend mit
Buchbergerk1 identisch.

Criterion  liefert genau danmirue zurtick, wenn das zweite Buchbergerkriterium er-
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fulltist, das gerade betrachtete S-Polynom also nichtdbesitihtigt zu werden braucht.
Die hierzu aufgerufene HilfsfunktionivideQ ist im Anhang A.6 Seite 77 beschrie-
ben.

Beispiel 2.9

Berechnen wir zum Vergleich noch einmal eine Grébnerbatisrdexikographischer
Ordnung fir das Erzeugendensys@ns {bZ +z,2x2 +axy, ady+xz+cz c Q[x,y, 3
aus Beispiel 2.6.

I n[ 53] : = Buchbergerk2 [G {X, vy, z},

CoefficientDomain - RationalFunctions 117/
Timing
Qut[53] = {1.09 Second,
b 2
{z+bz*, X +axy,ax’y+cz+xz,
a*xy® cz xz b?cxz bcyz
b? a a’ ab as
a’y*z b?cz? byz?
- b + aS - a3 }}

Mit integriertem zweiten Buchbergerkriterium haben wie @erechnungzeit fir die-
ses Beispiel von.Z4 Sekunden (Beispiel 2.6) aul0P Sekunden driicken kénnen. Im
nachsten Abschnitt werden wir weitere BerechnungenBmihbergerk2 durchfiih-
ren, vor allem auch an komplexeren Erzeugendensystemen.

2.4 Sugar, eine weitere Beschleunigungsstrategie

Auch in diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns weiterhinB&schleunigungsverfah-
ren des Buchbergeralgorithmus. Dabei legen wir nun unseptdagenmerk auf die
Abarbeitungsreihenfolge der kritischen Paare. In dendnighn Algorithmen haben
wir diese Paare in der Reihenfolge abgearbeitet, in deirste( ListeB der kritischen
Paare) auftraten. Nun versuchen wir durch geschicktes tiasen dieser Paare einen
weiteren Effizienzgewinn zu erzielen. Wir verwenden dazun{GMN*91] beschrie-
bene Sugar-Strategie. Diese Strategie ist eine HeuriBéldurch viele Tests bestatigt
wurde. Sie wird durch die angenehmen Berechnungseigeftscheei Erzeugenden-
systemen aus homogenen Polynomen motiviert. Diese Eigafiso werden wir im
Folgenden kurz zusammenfassen.

Definition 20 Ein Polynom f e k[Xx,,...,X,] heilsthomogenvom totalen Grad d,
falls alle Monome von f den totalen Grad d haben. Ein Ideal k[x,, ..., x,] heil3t
homogen falls es von homogenen Polynomen erzeugt wird.

Jedes Polynoni kann als Summe homogener Polynofgeufgefasst werden, wobei
d den totalen Grad des Polynoms darstellt. Beispielsweiserhwir
f=x"+3+5 -2 + 3y +x% + 2xy = f, + T, + .
deg=7 deg=4 deg=2
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Die f4's sind diehomogenen Komponentgan f. Istl ein homogenes Ideal, so liegt
far f e | auch jede homogene Komponerfigin I. Der Buchbergeralgorithmus ist
bei der Berechnung von Grébnerbasen homogener Ideale fiiziarg, was sich auf
einige Eigenschaften dieser Ideale zuriickfihren lasstl &wa bereits die Erzeuger-
polynome homogen, so auch alle bei der Berechnung auftteteRolynome. Zudem
ist jede reduzierte Grébnerbasis homogener Ideale homagabhéngig von der Ge-
stalt der Erzeugerpolynome.

Diese angenehmen Eigenschaften kénnten wir zur Effizieigestung bei der Berech-
nung von Grobnerbasen nutzen. Hierzu konkretisieren wtreenmal die Sachlage.

Ist f(Xq,...,%,) € k[Xq, ..., %,] vom totalen Gradl mit der Summendarstellunf =
Zf':o f, seiner homogenen Komponenten, so héﬂ(ﬂxo, o Xy) € K[Xg, ..., X,] mit der
Darstellung

d
(X, v s X9) Z fi(Xgy oo, %) X3
i—0

fa(Xgs oo %) + T1(Xgs oo %) X
+oo 4 fo(Xy, . ,xn)xg
die Homogenisierung von. fEs gilt
fh = f(ﬁﬁ)
% Xo X0

FUr (X, %) = XX, + 2%, X3 — X, + 1 etwa istf"(Xg, X;, %) = XiX, + 2X8%; X3 — X8X; + X5
die Homogenisierung. Zubehomogenisierungird die Variablex, auf 1 gesetzt. Wir
erhalten somit unser urspriingliches Polynom wieder:

f(Xg,onn s X)) = TN, Xy, ..., %) = f.

Auch Ideale lassen sich homogenisieren.

M= (" e kixXg, ... %] = Fel)

heil3t dieHomogenisierung des IdealsDie Dehomogenisierungieht wie folgt aus:
dehomil") = (g(L, X, ..., %) : ge M
Damit erhalten wir auch wieder unser urspriingliches Ididl, es gilt
dehontl™ = 1.

Mit diesen Bezeichnungen lage folgendes Verfahren zurdeneng einer Grébner-
basis eines Ideals= (f;, ..., f) c k[X;, ..., X,] nahe:
Wir homogenisieren die Erzeugerpolynorfie..., fg zu o fsh, fur die wir effizi-
ent mit dem Buchbergeralgorithmus eine Grobnerbasis hasgckénnen. Anschlie-
Rend dehomogenisieren wir die Grobnerbasis und sind feéréigler gilt jedoch im
Allgemeinen

(F o Ty =10,
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Wir wirden also mit dem Buchbergeralgorithmus nicht wiklieine Grobnerbasis
von " berechnen. Dieser Missestand ware dann mit weiteren heittsgen Korrektu-
ren zu beseitigen, die den Zeitgewinn wieder relativieren.

Die Sugar-Strategi®enutzt nun die Vorteile der Homogenisierung, hat abertrdeh
ren Nachteile. Sie ist eine durch Tests bestatigte heschsi Art den Buchbergeralgo-
rithmus zu beschleunigen. Hierzu die grundlegende Dedimiti

Definition 21 (Sugar) Fur jedes im Buchbergeralgorithmus vorkommende Polynom
f definieren wir den Sugar;Sron f durch die folgenden Eigenschaften:

1. Ist f ein Erzeugerpolynom, so sgi Sdeq f) der totale Grad von f.

2. Ist f ein Polynom und x* ein Monom, sei s = degt + S;.

3. Istf=g+h,sei§ = max{Sg, S

Beispiel 2.10

Seienf = xy? + 1 undg = %y + x ausQ|[x, y. Dann istS; = 4 undS§; = 3. Fir das
S-Polynom vonf undg ergibt sich:

kgV(Lr(f),LT(@) . kgV(LT(F),LT(Q)

Stho = LT(f) LT(Q)
2 2
= Q-(xy?+l)—¥-(x2y+x)
xy? X2y
= X- XY+ 1) -y 0y +X)
= X—Xy.

Es hat also den totalen Grad 3. Hingegen erhalten wir fir dgyaiSdes S-Polynoms
Stq := Syt ,g folgenden Wert:

Stq max{(degx’y’) — degxy’)) + S;, (degx’y®) — degx?y)) + S}
max(5b-4)+4,(5-3) + 3}
= 5.

Dieser Wert entspricht dem totalen Grad des S-Polynomsa®obenisierten Poly-
nomefM undgh:

2 2.
SEUAYD) );—y3~(xy3+x3)—%~(x2y+w%)

y
XX — V2R,

also degS(f", g") = 5.

Den Sugar kénnen wir, wie dieses Beispiel bestatigt, als gitnantomhomogenisie-
rung” auffassen. Grob gesprochen besteht die Sugar-§igates Buchbergeralgorith-
mus darin, die Polynome mit kleinem Sugar bei der Berechrurigevorzugen.
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Es gibt verschiedene Varianten der Implementierung. In NGBIL] werden zwei vor-
gestellt, diesloppyVariante und diduzzyVariante. Bei der sloppy-Variante haben die
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Leitmonome vorniehnitinfluss, wenn es
darum geht Uberflissige kritische Paare zu eliminiereneDeaiy spielt bei der fuzzy-
Variante der Sugar eine vordergriindige Rolle beim Elinngrieson kritischen Paaren.
In den meisten Féllen zeigt sich kein merklicher Untersthkiwischen diesen Berech-
nungsvarianten (siehe [GM91], Seite 54).

Wir implementieren im Folgenden den Buchbergeralgorithmit Sugar-Strategie
nach der sloppy-Variante und halten uns in etwa an die Vanggheise, wie sie in
[GMN*91] beschrieben ist. Jedoch bezieht sich diese Beschiggineine impera-
tive Programmiersprache mit auf den Algorithmus zugestdmeén Datenstruktureh.
Da wir die Sugar-Strategie iMathematicamplementieren wollen, passen wir diese
Beschreibung unseren Gegebenheiten an und modifizieran giegebener Stelle, wo
dies durch Tests bestétigt sinnvoll erschien. Der Algamits wird etwas umfangrei-
cher ausfallen, so dass wir ihn abschnittweise beschraieeden. Im Anhang A.10
Seite 82 ist er nochmals kompakt aufgelistet.

I n[ 54] : = BuchbergerSugar [G_, vars_ ,
opts___ ?OptionQ 1] :
Module [{Gb, t =Length [G], B, BNew <z,
cp, sred },
Gb={G
Table [TotalDegree [G[[i 1], vars 1,
{(i,1,t}1,
Table [
SplitTerm  [LT[G[[i 11, vars , opts 1,
vars 1[[2]11, {i, 1, t}]

}i
B = Flatten [Table [{
.
Max[Gb[[2, i ]1]-
TotalDegree [Gb[[3,i]], vars 1,
Gb[[2, j 11 - TotalDegree [
Gb[[3, )11, vars 1]+
TotalDegree [
t = LCMMonomial [Gb[[3, i 1],
Gb[[3,]j11, vars 1, vars 1,
T
o4, 1,0ty {i, 1) -131, 11;

1So werden etwa die Polynome als, der zugrundeliegenden iMorimung nach, sortierte Liste von
(Koeffizient, Monom)-Paaren verwaltet. Dies hat den Vbrtkss sich Polynome leicht addieren und mit
Monomen multiplizieren lassen. Auch ist ein Algorithmus keittermbestimmung tberfliissig. Hinge-
gen Uberlassen wir bei unserer ImplementierMiaghematicalie Verwaltung der Polynome und nehmen
damit in Kauf Berechnungen mehrfach oder aus imperativatSiesentlich umstandlicher durchzufiih-
ren. Wir erheben aber nicht den Anspruch unsereMathematicaimplementierten Algorithmus mit
einem imperativ programmierten zu vergleichen. Durch diersichaubare GroR3e des Programmcodes
bei MathematicaProgrammen wollen wir hingegen die Verfahren des Algonitls hervorheben.
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Dem Algorithmus geben wir den Name@achbergerSugar . Die Parameter sind mit
denen der vorher beschriebenen Buchbergeralgorithmetisdb. In der Listesbwur-
den bisher die Erzeuger des Ideals gespeichert, die winau €robnerbasis erweitert
haben. Zuziglich legen wir jetzt in zwei weiteren Listen gé& den entsprechenden
Sugars := S; bzw. das Leitmonom; := LM(f;) ab, weil wir diese GroRen im Laufe
des Algorithr'nus immer wieder bendétigen. Wir kbnnen demnaglals eine 3x t-
Matrix mit den Spaltenvektore(f;, s, ;) auffassen. Dabei ist die aktuelle Anzahl
der Polynome irGh. Die Tripel (f;, 5, 7;) speichern wir nicht als Zeilenvektoren ab,
damit wir leichter auf alle Polynome zugreifen kdnnen, otieeMatrix Gb vorher zu
transponieren.

Gb[[11] und nicht Transpose [Gb][[1]]

Der Sugar der Erzeugerpolynome ist nach Definition derd¢o®&dad der jeweiligen
Polynome. So ist bei der Initialisierung van

s = deqgf;).

Die fur die Berechnung aufgerufene FunktiostalDegree ist im Anhang A.7 auf
Seite 78 naher erlautert. Sie berechnet den totalen Grad Biolynoms.

Auch die ListeB der kritischen Paare erweitern wir. Zuziiglich zu den ketisn Paaren
(,j))ymit1l <i<j <t speichern wir den Sugay; := ngi'fj) und das Leitmonon;
der Paare ab. Im Gegensatz zur Polynomliateverden die Tripel(i, j), 5, 7;) als
Zeilenvektoren abgelegt, damit wir Uber den Ausdriackk]] auf ein bestimmtes
Tripel zugreifen kénnen. Unter dem Leitmonatipdes Paareg, j) verstehen wir das
Leitmonom des kleinsten gemeinsamen Vielfaches der Polgrfpund fj ausGh, also
Tjj = LM(KgV(f;, fj)). Der Sugars; lasst sich nach obiger Definition mit der Formel

§; = maxs - degri),sj - dequ)} + degTij)

errechnen.

B = Delete [B,
Position [
Table [B[[k, 31]-
Gb[[3, B[ [k, 1, 11111=*
Gb[[3, B[ [k, 1, 21111,
{k, 1, Length [B1}1, 011;
B = SortCriticalPairs [B, vars , opts 1];

Nach der Initialisierung der ListeBbundB wenden wir das erste Buchbergerkriterium
auf die Liste der kritischen Paaeean, d. h. wir I16schen alle Tripédi, j), Sj Tij)s far
die

Tij - Ti . Tj = O
gilt, also flr die die Leitmonome der Polynonfieund fj ausGb relativ prim sind.

Durch den Aufruf der FunktioBortCriticalPairs , die im Anhang A.8 auf Seite 79
beschrieben ist, sortieren wir nun die kritischen Paaré fizlgender Sortierreihenfol-

ge:

1. nach dem Sugar, d. h. das Paar mit kleinstem Sugar zuerst.
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2. falls nétig, differenzieren wir zusatzlich nanbrmaler Auswahlstrategjel. h.

(@) Leitmonomer; nach Monomordnung sortieren,

(b) falls nétig, bevorzugen wir das kleineje

While [Length [B] >0,

cp =B[[11]1;
B = Delete [B, 11;
sred =

PolynomialReduce [
SPol [Gb[[1, cp[[1, 11111,
Gb[[1, cp[[1, 21111, vars , opts 1,
Gb[[111, vars , opts 1[[2]11;

Nun arbeiten wir die Listes der kritischen Paare ab. Wir wéhlen agislas Tripel
()] Sj Tjj) des kritischen Paarégj) mit kleinstem Sugar, speichern es in der Varia-
blencp (critical pair) ab und Idschen es aBsDann speichern wir igred den Rest
des S-Polynom§(f;, fj) modulo aller bis dato iteb vorhandenen Polynome.

If [sred =! =0,
U ++;
Gb = MapThread [Append,
{Gb, {sred , cp[[2]1],
SplitTerm  [LT[sred , vars , opts 1,
vars 1[[211}}1;

Istderinsred abgespeicherte Rest Null, wenden wir uns dem nachstesdtrén Paar
zu. Falls er von Null verschieden ist, wird er der Polynoisl@ angehangt, zuziglich
des zugehdrigen Sugeeq§und Leitmonoms. Auch wird die Variable die die Anzahl
der Polynome irgb enthalt, inkrementiert.

BNew= Table [{
{k, t},
Max[Gb[[2, k]1-
TotalDegree [Gb[[3, k]1, vars 1,
Gb[[2, t 1] - TotalDegree [
Gb[[3,t]1]1, vars 11+
TotalDegree [
t = LCMMonomial [Gb[ [3, k11,
Gb[r[3, t11, vars 1, vars 1,
T
}o(k, 1, t -131;

Durch das neu hinzugewonnene Polynom haben wir auch wéitische Paare zu
bertcksichtigen. Diese speichern wir mit Sugar und Leitomoin BNewab.

Mit der folgenden Anweisung eliminieren wir kritische Paauss. Diesem Vorgehen
liegt Buchbergers zweites Kriterium zu Grunde. Da wir naehsloppy-Variante vor-
gehen, beziehen wir uns auf die Leitmonome der kleinsteregesamen Vielfachen.
Istt, das Leitmonom des neuen Polynoms, so eliminieren wir dieskhien Paaré, j)
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auss, fur diet; ein echtes Vielfaches vory bzw. 7y, ist.

B = Delete [B,
Position [
Table [
StrictDivideQ [
BNew [B[ [k, 1, 111, 311,
B[ [k, 311, vars ] &&
StrictDivideQ [
BNew [B[ [k, 1, 211, 311,
B[ [k, 311, vars 1,
{k, 1, Length [B1}1, True 11;

Nun wenden wir das erste Buchbergerkriterium Bunéw die neuen kritischen Paare,
an.

BNew= Delete [BNew
Position [
Table [BNew [k, 311-
Gb[[3, k11 *Gb[[3, t1]1,
{(k, 1,t -1}1, 011:

Dann werden die neuen kritischen Paare untereinander ractoden beschriebenen
Verfahren sortiert und in die Lis®der alten kritischen Paare eingemischt. Die hierzu
verwendetavierge -Funktion ist in Anhang A.9 auf Seite 81 beschrieben.

BNew= SortCriticalPairs [BNew vars
opts 1;
B = Merge [B, BNew vars , opts ];
1
1;
ExpandPoly [Gb[[1]1], vars ]
1

Erst wenn die List® kein Element mehr enthélt, d. h. wenn alle kritischen Paare b
ricksichtigt wurden, verlassen wir dighile -Schleife. Dann bilden die Polynome in
Gb eine Grobnerbasis, die in ausmultiplizierter Form zuriggapen wird.

Beispiel 2.11

Jetztist es an der Zeit zu Uberprifen, ob der Buchbergertigais mit Sugar-Strategie
wirklich schneller ist.

1. Nehmen wir uns das Erzeugendensys&emQ[x, y, z, W mit den Erzeugern

X2W + y?Z, —XZW+ y?Z, W + yZ2ws,
XPW 4+ XZW,  —Xy2We — xBwW4, XYz + Y272,
V72— v?ZPw, -2 +y3AwW,  —yAw —yZw?
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aus Beispiel 2.4.4 nochmals vor und schauen zunéchst, nge lder Buchber-
geralgorithmus mit den beiden Buchbergerkriterien fir Beechnung einer
Grébnerbasis bendtigt.

I n[ 55] : = Buchbergerk2 [G (X, Y, z, w},
MonomialOrder - Lexicographic 1;//
Timing
Qut [ 55] = {9. 77 Second, Nul | }

I n[ 56] : = Buchbergerk2 [G {X, Yy, z, w},
MonomialOrder - DegreelLexicographic 1:/1
Timing
Qut[56] = {3.91Second, Null }

Im Vergleich zum Buchbergeralgorithm@schberger ist Buchbergerk2 un-
terlex-Ordnung etwa 11 Sekunden und ungelex-Ordnung etwa 2 Sekunden
schneller. Kann nun die Sugar-Strategie noch mehr Zeiusbr@en?
I n[ 57] : = BuchbergerSugar [G ({X, Y, z, w},
MonomialOrder - Lexicographic 1;//
Timing
Qut [ 57] = {5.43 Second, Nul | }

I n[ 58] : = BuchbergerSugar [G, {X, VY, z, W},
MonomialOrder - DegreelLexicographic 1:/1
Timing
Qut[58] = {4.72Second, Nul | }

Wie wir sehen, konnten wir die Berechnungsdauer uete©rdung auf fast die
Halfte reduzieren, wahrend die Sugar-Strategie in dieserspiel untergriex-
Ordnung schlechter abschneidet. Der Zeitaufwand des B&spielt sich aber
noch im Sekundenbereich ab, so dass dieses Manko nichigsectnast.

Schauen wir uns nun ein paar Erzeugendensystaméeei denen es keine rich-
tige Freude mehr macht vor dem Computer zu verharren, biedeine Grob-
nerbasis berechnet hat.

2. Dieses Beispiel wurde in Verbindung mit Integer-Prograerung studiert. Das
Erzeugendensyste@® c Q|[X, Y, z,t, u, v, Wbestehe aus folgenden Polynomen

x2yZ —t,
xoy7 — 224,
—X3zv+ V2,

—2PW + xy°.

Fir die Berechnungsdauer einer Grobnerbasis ugiiex-Ordnung mit dem
Buchbergerk2 -Algorithmus ergibt sich folgender Wert:

2aus [GMN91], Seite 52
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I n[ 59] : = Buchbergerk2 [G {x, VY, z,t, u, v, w},
MonomialOrder -
DegreeReverselexicographic 1/ / Timing
Qut[59] = {171.07 Second, Nul | }

Folglich warten wir ca. 3 Minuten auf eine Grobnerbasis.sBibesteht aus 36
Polynomen, die wir hier nicht abdrucken wollen.

I n[ 60] : = BuchbergerSugar [G {X, YV, z,t, u, v, w},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic 1/ 1 Timing
Qut [ 60] = {29. 16 Second, Nul | }

Mit einer Berechnungsdauer von etwa einer halben Minutetlsich die Benut-
zung der Sugar-Strategie, zudem besteht diese Grébnerhasaus 21 Polyno-
men.

3. Das folgende Erzeugendensyst@mc Q[X, Y, z,{ stellt eine Parameterkurve
dar und ist charakteristisch fur eine Reihe von Beispiengsklben Typs.

X3 x6 _x—y,
x8 -z,

x10 _t.

Vergleichen wir wieder die Algorithmen, indem wir einmal@nerbasen be-
zuglichlex- und darauf bezlglicgrevliexOrdnung berechnen.

I n[ 61] : = Buchbergerk2 [G (X, Y, z, t}1// Timing

Qut[61] = {1817.61 Second, Nul | }

I n[ 62] : = BuchbergerSugar [G {X, Yy, z, t}1// Timing
Qut [ 62] = {259. 19 Second, Nul | }

I n[ 63] : = Buchbergerk2 [G (X, VY, z,t},
MonomialOrder -
DegreeReverselLexicographic 1/ / Timing

Qut[63] = {241. 03 Second, Nul | }

I n[ 64] : = BuchbergerSugar [G {X, VY, z, t},
MonomialOrder -
DegreeReverselexicographic 1/ / Timing
Cut [ 64] = {48. 96 Second, Nul | }

Bei beiden Monomordnungen ist der Berechnungsvorteilydemit der Sugar-
Strategie haben, nicht zu Ubersehen.
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Kapitel 3

Eine Anwendung von
Grobnerbasen

Im letzten Kapitel dieser Arbeit schauen wir uns eine mdgidnwendung von Gréb-
nerbasen in der Geometrie an, namlich wie sich mit Hilfe vetibBerbasen ,neue”
geometrische Eigenschaften finden lassen. Die betraohidigekte werden dabei in
erster Linie Dreiecke und Ellipsen in der euklidischen Ebeain. Zuvor gehen wir
jedoch noch néher auf das Losen polynomieller Gleichurggesye ein, das sich im
Weiteren als wichtiges Werkzeug erweisen wird.

3.1 Lo6sen polynomieller Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den grundlegenverfahren zum Lo-
sen polynomieller Gleichungssysteme@nSeienf,, ..., f; € C[Xq,...,X,]. Wir su-
chen die Punktéa,, ..., a,) € C" fir die f(a,,...,a, = 0 gilt, also Losungen des
polynomiellen Gleichungssystems

fi(Xg, ..., %) =0,
: (3.2)
fo(Xg, ..., %) =0

sind. Solch ein Punkl,, ..., a,) ist auch Losung von allen Polynomen aus dem Ideal
I =(f,,..., fo und die Menge aller Losungen bildet die affine Varietat

V() ={@y,...,a,)eC": f(a,...,a,) =0furallef €1}

wie bereits in Kapitel 1 auf Seite 2 bzw. Seite 11 beschrieBesi ist es nun die affi-
ne VarietatV(l), die Menge aller Losungen des polynomiellen Gleichungesys, zu
bestimmen. Dabei stellen Grobnerbasen ein hilfreichesc¥®eig dar. Der Losungs-
prozess besteht im Wesentlichen aus zwei Schritten.

1. demEliminationsschritt
Mit Hilfe von Grébnerbasen wird eine einfacher zu 16sendesBdlung des Po-
lynomsystems bestimmt.

53
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2. demErweiterungsschritt
Berechnete Teilldosungen von leichter zu I6senden Polyteinigingen in weni-
ger Variablen werden zu Losungen des originalen Gleictaygjems erweitert.

Schauen wir uns zunachst den Eliminationsschritt an. Wia lhésen linearer Glei-
chungssysteme, bei dem das System in eine Dreiecksformontidfend weniger
Variablen gebracht wird, versuchen wir auch bei polynolaielGleichungssystemen
sukzessive Variablen zu eliminieren.

Hierzu definieren wir fut = (f, ..., fy) c k[Xy, ..., X,] dasl-te Eliminationsideal

=T Ny %)

Es ist leicht zu sehen, dagsin Ideal vork[x, 4, ..., X,] ist. Es besteht aus Polynomen
vonl, die nicht die Variablew,, ..., X enthalten. Mit einem systematischen Verfahren,
welches Erzeuger vanbestimmt, konnen wir dann den Eliminationsschritt durbhf
ren. Dieses Verfahren besteht aus der Berechnung einen@tidsis beziglich einer
geeigneten Ordnung, wie folgender Satz zeigt.

Satz 22 (Eliminationssatz)Sei | c k[Xq, ..., %,] ein Ideal und G eine Grébnerbasis
von | unter lex-Ordnung. Dannist fir< | < n— 1 die Menge

G = GNK[X g %]

eine Grobnerbasis des |-ten Eliminationsideals |

Beweis

Furl € {0, ..., n} zeigen wir(LT(l,)) c (LT(G))), d. h. wir haben zu € I, eing € G,
zu finden, dessen Leittermm(g) den LeittermLT(f) teilt.

Da f auch ein Element vohist, existiert eirg € GmitLT(g) | LT(f). Wegenf € |, ent-
haltLT(g) hdchstens die Variableq,,, ..., X, und da wirlex-Ordnung benutzen, sind
alle Terme, die mindestens eine der Variablgn.. , x enthalten, grof3er als(g). Das
Polynomg besteht demnach nur aus Termen, die frei von den Variaglen , x sind.
LT(9) € k[X_1,..-,X,] impliziert also unter lexikographischer Ordnung, dasshayic
ausk[x 1, ... , X1 ist. Somit enthalt aucty, das Polynong. O

Beispiel 3.1

Wir betrachten das Gleichungssystem

x2+y2+22—3 = 0,
xyz—1 = 0,
xz+y-2 = 0.

Um den Eliminationsschritt durchzufiihren, berechnen vardduzierte Grobnerbasis
bezlglichlex-Ordnung des Ideals

| = (4 +y? + 22 - 3,xyz— 1,xz+y - 2) c C[x, Y, 2.
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I n[65]:

G={x?+y?+2°-3,xyz -1, xz +y -2};

BuchbergerRed [G {X, Yy, z}]
5

7
Qut [ 65] = {x77z+yz+223727, 1-2y+y?

3 2 , z* 2 4, 6
5-y-22z%+yz? 5, 1432732 + 2%}

Die Eliminationsideald; undl, lassen sich somit durch folgende Grobnerbasen er-
zeugen:

I, = INCly,4 = (-3 +32-1,2yZ -2y+ 2 - 422 + 3,y - 2y + 1),
INC[z] = (X-32+32-1).

I

Nun diskutieren wir den Erweiterungsschritt. Die grunéiede Idee, die hinter diesem
Verfahren steht, lasst sich wieder mit dem Vorgehen bealiee Gleichungssystemen
vergleichen. Dort wird beim in Dreiecksform gebrachteni@langssystem die untere
Gleichung gel6st, die als Teilldsung in die dartuberstebdbléichung ricksubstituiert
wird, um diese l6sen zu kdnnen. Dieses Verfahren wird foftlad nach oben fortge-
setzt, bis die oberste Gleichung erreicht ist und die Tailliyen zu einer Losung des
ganzen Gleichungssystems erweitert wurden.

Um nun die Punkte der zum polynomiellen Gleichungssyster) (Borrespondie-
renden affinen VarietdV(l) zu bestimmen, beginnen wir entsprechend beim Elimi-
nationsideall,_; und bestimmen flr dieses alle Teillosunggpne V(, ;) c C.
Dann erweitern wir diese Teilldsungen durch eine weitererdimate, d. h. wir su-
chen allea,_,, fur die (a,_;, a,) in der VarietatV(l,_,) liegt. Diesen Erweiterungs-
vorgang fiihren wir so lange fort, bis wir die Teillésung@y, ..., a,) zu Losungen
(&, ...,8,) € V(l) erweitert haben.

Allgemeiner formuliert suchen wir bei jedem Erweiterunge#t zu gegebenem Eli-
minationsideal,_; = (g, ..., 9, c C[X, ..., X,] und schon berechneten Teillésungen
(&1, ---,8,) € V() die Losungerx, = a der Gleichungen

91X, 155 8) = 0 = G4, 84q,-0,8y) = 0.

Diese Gleichungen setzen sich aus Polynomen in der eineablamx, zusammen.

Folglich bestehen die Losungen aus den Nullstellen dedgmifemeinsamen Teilers
derr Polynome.

Ganz so reibungslos wie bei linearen Gleichungssystembrielt sich aber diese
Erweiterung nicht, wie folgendes Beispiel illustriert:

Beispiel 3.2
Wir betrachten das Gleichungssystem

xy =1,
xz=1.



56 KAPITEL 3. EINE ANWENDUNG VON GROBNERBASEN

Mit dem dazu korrespondierenden Ideal (xy— 1, xz— 1) erhalten wir durch Anwen-
dung des Eliminationssatzes folgende Grobnerbasen duirtlionsideale:

l, = 1NCly.2 = (y-2),
I, = INC[z] = {0}.

Das zweite Eliminationsided} lasst allea € C als Teillosungen zu, die sich it zu
Teilldsungen(a, a) € C? erweitern lassen. Die nachste Erweiterung zu den vollstand
gen L('jsunger(l%, a, a e C3 zeigt jedoch, dass nicht alle Teillossungena) erweitert
werden kdnnen, denn figr= 0 existiert keine Losung.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Umstanden eiilésieng erweitert wer-
den kann. Eine hinreichende Antwort gibt uns der Erweitgssatz. Wir formulieren
ihn fir den Fall, in dem die erste Variabtg eliminiert ist, d. h. wir fragen uns, wann
eine uns bekannte Teillosui@,, ..., a,) € V(l;) zu einer LOsunga, ..., a,) € V(I)
erweitert werden kann. Dieser Spezialfall |asst sich oheé@ahés auf eine Teilldsung
(&, ...,a,) € V(l,_y) verallgemeinern.

Satz 23 (Erweiterungssatz)Sei | = (f,..., fy) c C[x;...,X%,] und sei | das erste
Eliminationsideal von I. FUd < i < s schreiben wir ;fin der Form

N.
f. = (X, ..., X)Xt + Terme in xmit kleinerem Grad als N

mit N = O und von Null verschiedenen g C[Xy, ..., X,]. Ist(a,, ..., a,) € V(I;) eine
Teillosung, dann existiert einja C, so dasgay, &, ..., a,) € V(l), falls

@ 8) & V(G .. &),

Im Beweis des Satzes werden Resultanten benutzt, die winiult behandeln wer-
den. Wir verweisen hierzu auf [CLO98], Kapitel 3 86 und irstredere auf die Seiten
161-163.

Im Erweiterungssatz konnen wir d@g’s als Leitkoeffizienten def;’s beziglichx;
auffassen. Folglich bedeutet die Bedinguag ..., a,) € V(l,), dass nicht alle Leit-
koeffizienten gleichzeitig an der Teillésung verschwindérfen.

Der Erweiterungssatz sagt uns demnach, dass der Erweagtesthritt nur dann schei-
tern kann, wenn alle Leitkoeffizienten verschieden sind.

Bei obigem Beispiel 3.2 lassen sich nach diesem Satz fblglie Teilldsungeny, 2 =

(a, @ erweitern, fur diea # 0 gilt, da nur(0,0) an den Leitkoeffizienteg, = y und

g, = zverschwindet. Dass sigb, 0) tatsachlich nicht erweitern lasst, haben wir schon
im Beispiel gesehen.

Beispiel 3.3

Lésen wir nun das in Beispiel 3.1 dargestellte polynomi€lleichungssystem. In die-
sem Beispiel haben wir schon Grébnerbasen fur die Elinonatdeale bestimmt:

I, = INCly,d = (yZ-2y+Z*-42+3,y°-2y+ 1,2 -3 +32 - 1),
INC[z] = (X-32+32-1).

I
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Wir beginnen mit dem Erzeuger vésnund faktorisieren ihn.

In[66]:= Factor [z°-3z*+32z%-1]
Qut[66]= (-1+2)% (1+2)3

Folglich bestehtV(l,) aus der Mengg¢-1, 1}. Die Vielfachheit dieser Teilldésungen
lassen wir hier unbeachtet. Um zu Uberprufen, welche digés@ibsungen wir auf
alle Falle erweitern kdnnen, wenden wir den Erweiterunigsaa. Zul, haben wir
beziiglichy die Leitkoeffizienterg, = 272 - 2,9, = 1 undg; = 2 — 324 + 322 - 1. Den
Leitkoeffizienteng; kobnnen wir ignorieren, da er uns keine Information verrttitte
Dagegen sichert uns der konstante Leitkoeffizaggntu, dass/(g,, 9,) = @ gilt, also
jede Teilldsung erweitert werden kann. Faktorisieren win die Erzeuger voh, die
fur uns von Bedeutung sind, um die Teilldésungen zu erweitern

In[67]:= Factor [2yz?-2y +z*-42%+3]
Factor [-y?+2y-1]
Qut[67]= (-1+2z) (1+z) (-3+2y+2?)

QUt[67]= -(-1+y)?

Wegen der Linearfaktorez + 1) und(z — 1) im ersten Polynom erhalten wir fir die
Teillosungerz = —1 undz = 1 keine weitere Einschrankung. Erst das zweite Polynom
schrankt fur beide Teillésungen die Varialgplauf den Wert 1 ein. Somit erhalten wir
die erweiterten Teillésungeii, —1) und(1, 1) fur (y, 2.

In der berechneten Grébnerbasis istr2yz— 2° + 42° — 7z das einzige Polynom, das
die Variablex enthalt. Da wir einen konstanten Koeffizienten bezigkalorfinden,
sichert uns der Erweiterungssatz abermals die Erweitesédngflicher Teilldésungen
zu. Diese lassen sich, wie leicht nachzurechnen ist, zu deorigen-1,1, -1) und
(1,1, 1) erweitern.

3.2 Die Schwerpunktellipse eines Dreiecks

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit schauen wir uns an einegisfiel an, wie wir mit
Hilfe von Grobnerbasen geometrische Eigenschaften eml&bnnen. In diesem Bei-
spiel betrachten wir ein ebenes DreiedtkBC.

Bei ebenen Dreiecken schneiden sich die Mittelsenkrechteimem Punkt, dem Mit-
telpunkt des Umkreises. Auch die Winkelhalbierenden besieinen gemeinsamen
Schnittpunkt, den Inkreismittelpunkt. Weitere charaktische Strecken im Dreieck
sind die Seitenhalbierenden. Auch diese schneiden sidhémePunkt, dem Schwer-
punkt des Dreiecks. Dieser Schwerpunkt ist jedoch keing\fitinkt eines fir das Drei-
eck charakteristischen Kreises. Wie wir aber in diesem Abigtsehen werden, lasst
sich zu jedem Dreieck eine Ellipse finden, deren Mittelpuhdtt Schwerpunkt des
Dreiecks ist und die durch dessen Eckpunkte verlauft - smerseine ,Umellipse”.
Diese nennen wiSchwerpunktellipsdes Dreiecks, um zu betonen, dass ihr Mittel-
punkt der Dreiecksschwerpunkt ist.

Eines unserer Ziele in diesem Abschnitt ist die Aufstellgeyvisser Formeln, mit
denen wir zu gegebenen Dreiecksseitenlangen die chasdigelnen Gréfien der zu-
gehdrigen Schwerpunktellipse bestimmen kénnen.
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Dazu drehen wir zunachst die Aufgabenstellung um und bestimzu gegebener
Ellipse ein Dreieck, zu dem die Ellipse eine Schwerpunigsdl ist. Dieses Dreieck
nennen wirEllipsendreieckSo kédnnen wir flr die Berechnungen eine fur uns geeig-
net transformierte Ellipsengleichung verwenden. Docheairsnal wollen wir zeigen,
dass das zu bestimmende Dreieck eindeutig ist. Fir den Béwegidtigen wir noch
folgende Definition:

Definition 24 (senkrecht-achsenaffine Abbildung)Eine senkrecht-achsenaffine Ab-
bildung A f,s) : R? - R? ist eine Abbildung der Ebene in sich mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Es existiert eine Fixpunktgerade f.
2. Furjeden Punkt R=/f und sein Bild P(# P) gilt:

(@) gP;P) L f (Schnittpunkt siP)),
(b) IP’(P)| = |4 - IP(P)| mit konstantem & R\{0} (Affinfaktor),

(c) P und P liegen auf derselben Seite von f, falls 9>ansonsten auf ver-
schiedenen.

Sind f, g zwei Geraden in der Ebene, die sich im Punkt P schneiden argi is
A(f, 9(0), so ist leicht einzusehen, dagsdie Geraderf undg auch inP schneidet
(siehe etwa die Strecke’C’ und AC in Abbildung 3.1). Nun zu dem Eindeutigkeits-
satz:

Satz 25 Sei E die Menge aller Punkte in der euklidischen Ebene, die Eilipse
beschreiben, und sei € E. Dann existiert genau ein EllipsendreieeRBC zu E.

Beweis

SeiE eine Ellipse mit den Halbachsegribzw. K o

h und MittelpunktM. SeiG einer der Haupt-
achsenscheitelpunkte voa an der Halb-
achseg, f die Gerade durch die Punkte M
und G undC ein beliebiger Punkt auE
(siehe Abbildung 3.1). Durch die senkrechts
achsenaffine Abbildung\(f, 2) lasst sichE
bijektiv auf einen KreiK mit Radiusg ab-
bilden. SeiC’ := A(f, £)(C). Da M auf f
liegt, gilt A(f, 2)(M) = M. Firr den Kreis
l&sst sich das Problem wie folgt I6sen:

Ein Dreieck AA'B’C’, dessen Ecken alf
liegen, hatk al_s Umkrt_eis. Soll der Sphvyer— Abbildung 3.1:

punkt des Dreiecks mit dem Umkreismittel-

punkt, also mitM, tbereinstimmen, ist das Dreieck gleichseitig, denn nimiggeich-
seitigen Dreieck sind Schwerpunkt und Umkreismittelpudkntisch. Folglich gibt

1Sind in einem Dreieck Schwerpukt und Umkreismittelpunkritisch, so liegen die Seitenhalbieren-
den auf den Mittelsenkrechten. Dies ist nur bei einem gisdittgen Dreieck der Fall.



3.2. DIE SCHWERPUNKTELLIPSE EINES DREIECKS 59

es zu dem Krei& und dem Punk€’ aufK genau ein Dreieck A’B’'C’ mit A’, B’ € K,
dessen Schwerpunkt mit dem Kreismittelpunkt Gibereinstimm

Die PunkteA := A(f, 2)"1(A") und B := A(f, ¥)~1(B’) liegen auf der Ellips&. Die
Seitenhalbierenden des Dreieck8'B'C’ werden durchA(f, $)~1 auf Seitenhalbie-
renden des DreiecksABC abgebildet. Der Schwerpunkt vatABC liegt damit auch
auf f und stimmt, daf die Fixpunktgerade ist, mi Uberein. O

Dieser Beweis ist konstruktiv. Die Konstruktion lasst stcilem mit Zirkel und Lineal
durchfiihren, was bedeutet, dass die aus den geometrisgemsEhaften resultieren-
den Polynome héchstens quadratisch sind.

Eine EllipseE lasst sich eindeutig Giber die L&ngen ihrer beiden Halbaotpdee R*
beschreiben. Dabei wollen wir der Einfachheit halber nistischen einer Strecke und
ihrer LAnge unterscheiden. Die Lage des DreieckBCin E soll durch den Abstand
| des Dreieckpunkt&S von der Halbachsk bestimmt sein (siehe Abbildung 3.2). Wir
bestimmen nun Formeln, mit denen sich zu diesen GrgRkeaond| die Seitenlangen
a, b, ce R* des Ellipsendreiecks berechnen lassen.

9

; (,

Abbildung 3.2:

Den Grof3teil der Arbeit werden wir dabei mit Hilfe von Grobioasen verrichten. Wir
gehen wie folgt vor:

Die EllipseE legen wir in das kartesische Koordinatensystem mit Mittaki M im
Ursprung und den Halbachsgrund h jeweils auf der ersten und zweiten Koordina-
tenachse. Wegen der Ellipsensymmetrie sei 0.B.d.A. dektRliim ersten Quadran-
ten des Koordinatensystems. So lassen sich die Eckpung&tElblgsendreiecks Uber
Koordinaten beschreiben, mit denen die Langen der Dresedien berechnet werden
kdnnen. Zur Bestimmung der Punktkoordinaten

A = (axv ay)v B = (bxl by)! C = (va Cy)

stellen wir Polynomgleichungen auf, die die Beziehung zivés der Ellipse und dem
Ellipsendreieck herstellen. Von dem durch diese Polynomeugten Ideal berechnen
wir eine Grobnerbasis, mit der wir mittels des im letzten &bstt behandelten L6-
sungsverfahrens polynomieller Gleichungssysteme digd{oaten bestimmen.

In Anlehnung an den Beweis des obigen Satzes gehen wir zsinémh dem Kreik
aus, der das Bild der Ellipse unter der Abbilduiyg, ) mit Streckungsfaktos = %
und der durcly laufenden Fixpunktgeradeindarstellt. IstC’ = (], cg,) = A(f, 9(C)
das Bild vonC, dann bildetC’ mit den Punkterd’ = (&, &) = A(f,9(A) und
B = (b, b;,) := A(f, 9)(B) ein gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte Kaufe-
gen. Die Koordinaten dieser Punkte kdnnen wir wie folgt beren:
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CJ

Abbildung 3.3:

Seiena, b, ¢ € R? die Vektoren zu den PunkteX, B’ undC’ (siehe Abbildung 3.3).
Zu gegebenem Vektar suchen wir nun die Vektorea undb. Diese sind Losungen

der Gleichung
(c,v)

= cos(%n) (3.2)

mit der Variablenv € R2. Dabei ist bei dieser aus der linearen Algebra bekannten
Gleichung(c,v) = ¢, - v, + c; . v; das Skalarprodukt der Vektoren= (c,, q,) und

v = VW) vl = v (v, v) die euklidische Norm un@n der Winkel zwischen den
Vektorenc undv.

Umformung von (3.1) liefert eine Polynomgleichung. Um diein&&l zu beseitigen,
guadrieren wir diese Gleichung und nehmen damit zusagli¢isungen in Kauf:

llcll - [l

1
(c,v)? = chn2 Ivii?,

also
Ac, -y + G V) = (G + G0 + D), (3.2)

Da die Fixpunktgeradé mit der ersten Koordinatenachse tbereinstimmt, sinddie
Koordinaten der Dreieckspunkgéf, s)-invariant, was insbesondere augh= c, = |
bedeutet.

Gleichung (3.2) legt nur die Richtung des Vektertest. Da aber auch die Langen der
Vektorenc undv mit dem Radius voiK Ubereinstimmen sollen, d. ivl| = licll = g,
erhalten wir die Gleichungen

G+gt = & (3.3)
V+Vv? o= P (3.4)

Hieraus wirden sich nun die Koordinaten der Dreieckspuakfalem Kreis bestim-
men lassen. Uns interessieren aber eigentlich die Punktiealkllipse, also die Ur-
bilder der Punkt&y’, B undC’ unter der AbbildungA(f, ). Wie oben schon erwéhnt,
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bleiben diex-Koordinaten unteA(f, s) unverandert, d. h.

a=a, b =b, &=c,

Diese Gleichungen werden wir nicht als Polynome in unseeligendensystem auf-
nehmen und verwenden nur die Namen ohne Strich, wie in dayenlleichungen
bereits geschehen. DyeKoordinaten der Dreieckspunkte &ndern sich uAtdr, s) da-
gegen sehr wohl. Mit dem Streckungsfaktct % erhalten wir folgende Gleichungen:

h-s = g, (3.5)
¢S = ¢, (3.6)
Vs =V, (3.7)

wobei sich flrv, die y-Koordinaten der Punkt& undB aufE ergeben werden.
In Gleichung (3.1) dividieren wir durch die Lange der Veldor und v, die mit der
Lange der Ellipsenhalbachgdibereinstimmt. Mitv als weiterer Variable fordern wir
durch die Gleichung

g-w=1, (3.8)

dassg und damitiic|| bzw. |Iv]| von Null verschieden sind. Die Berticksichtigung eines
hieraus resultierenden Polynoms als Erzeugerpolynombisthibei der rationalen
Implizitierung (siehe [CLO98] Kapitel 3 §3, insbesondeitee®rem 2 auf Seite 130).
Uns wird Gleichung (3.8) vor allem die weiteren Berechnungereinfachen.

Wir erhalten gemanR den Gleichungen (3.2) bis (3.8) folgdfrdeugerpolynome fiir
unser Ideal. Dabei steht der Buchstalzein einigen Variablen fur ,Kreis* und soll
dem Strich in obiger Namensgebung entsprechen cgkse: c;.

In[68]:= pl =4(cx *vx +cyk »vyk)? - (cx? +cyk?) (vx? +vyk ?) ;
p2 = cx? +cyk? - g?;
p3 = vx2 +vyk 2 - g?;
p4d=g-h=xs;
p5 =cyk -cy *S;
p6 =vyk -vy *s;
p7 =g * w-1;
In[69]:= G= {pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7};

Nun bestimmen wir die reduzierte Grobnerbasis ktwezuglichlex-Ordnung mit der
Variablenreihenfolgev > s > vyk > cyk > vy > cy. Die Variableng, h undcx = |
betrachten wir als Parameter. Da die Berechnung einer @rbhasis von 7 Erzeu-
gerpolynomen in 7 Variablen etwas aufwendiger sein wirdiuteen wir dafir die
Mathematicaeigene FunktiorGroebnerBasis . Diese ist im Kern vorMathematica
implementiert und deshalb um einiges schneller als unsdfapitel 2 implementier-
ten Algorithmen. Der Hauptgeschwindigkeitsvorteil reéigut aber aus dem integrier-
tenGrébnerWalkAlgorithmus, der, wie bereits in Beispiel 2.5.1 auf SeitesBwahnt,
unterlex-Ordnung wesentlich effektiver arbeitet (siehe auch [Tfa0

In[70] : = gb = GroebnerBasis [G
{w, s, vyk, cyk, vy, vx, cy}]1;// Timing
Qut[70] = {27.13 Second, Nul | }
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In[71] : = Length [gb]
Qut[71] = 58

Wie wir sehen, bendtigt selbst didgathematicaFunktion etwa eine halbe Minute zur
Berechnung der reduzierten Grébnerbddiese besteht aus 58 Polynomen, die wir
aus Platzgrinden hier unterschlagen haben.

Suchen wir uns nun aus dieser Grébnerbasis die Polynomed)elia nur die Variable
cy und natiirlich die Parametgrh undcx enthalten, die also nach dem Eliminations-
satz (Satz 22 auf Seite 54) eine Grobnerbasis des Itjeals N C[cy | bilden.

In[72] : = G6= Select [gb,
FreeQ [#, Alternatives [vx, vy, cyk,
vk, s, w]1&]
Qut[72]= { -cy?g® - cx?h? + g% h?}

Das Eliminationsidealg wird nur von einem Polynom erzeugt. Dieses setzen wir
gleich Null und I6sen die resultierende Gleichung naclauf.

In[73]: = Reduce [{G6[[1]] ==03}, cy]

[, cx?
cx == 0&&g ==0] [cy == - 1fg—zh&&g¢0\|
[, cx?
Ccy == 1fg—zh&&g¢0\|g::0&&h:=

Wir erhalten zwei Lésungen figy , wobei wir nur die positive berticksichtigen. Durch
die Forderungy # O verlassen wir das Ideal und die Polynomarithmetik. Fur das
weitere Vorgehen stellt das aber keine Einschréankung ddtjrdunsere geometrischen
Betrachtungen die Lange der Halbaclgspositiv sein soll. Speichern wir zunachst
dieses Ergebnis in einer leicht modifizierten Form ab.

In[74]:= CY= g\/gz -cx?;

In dieser Formel finden wir die Normaldarstellung der E#ipgleichung wieder, denn
umgeformt ergibt sich aus ihr mit:= ¢, undy := ¢,

out [ 73]

2y

@
Weiter geht es mit der Bestimmung deKoordinaten der Punkt& undB. Suchen wir
uns also die Grobnerbasis vap= 1 N C[vx, cy .

In[75]:= G5= Select [gb,
FreeQ [#, Alternatives [vy, cyk, vyk,
S, W]1&]
Qut[75] = { -cy?g? -cx?h? + g®h?, 16 cx* - 24 cx? g2+
9g* + 16 cx?vx? - 24 g2 vx? + 16 vx*}

In[76]: = pol5 =Factor [G5[[2]1]1]

2Der AlgorithmusBuchbergerSugar ~ wiirde mehrere Stunden fiir die Berechnung benétigen, da
er ohne ,GrébnerWalk” arbeitet.
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Qut[76] = (4cx?-3g%-4cxvx +4vx?)
(4cx?-3g%+4cxvx +4vx?)

Abgesehen von detg erzeugenden Polynom besteht die Grobnerbasid.vonr aus
einem weiteren Polynom. Dieses l&sst sich faktorisieras, auf die Quadrierung der
Gleichung (3.2) zurtickzufihren ist. Der eine Faktor bezgth auf einen Punkt

im ersten Quadranten des Koordinatensystems und der aadieeinen PunkC im
dritten Quadranten als Bild einer 18Drehung der Ellipse. Es wird sich spater zei-
gen, dass der zweite Faktor der fur uns interessante issidealso aufC im ersten
Quadranten bezieht.

Erwdhnenswert ist noch, dass das Polynom frei von der Manab ist. Folglich brau-
chen wir uns auch keine Gedanken dariiber zu machen, ob deit&mwgsschritt
scheitern wird. Setzen wir also den zweiten Faktor Null wskh nachx auf.

In[77]:= Is5 =Reduce [pol5 [[2]] ==0, vx]

anrm= v L[ ox o]
VX::%(—CX+\/§\/T+92)

Wieder erhalten wir zwei Losungen, die ay bzw. b, korrespondieren. Damit das
Ellipsendreieckr ABC die richtige Orientierung erhalt (Beschriftung der Eckiten
entgegen dem Uhrzeigersinn) sokte< b, sein.

In[78]:= {AX BX} =
vx/ . List@@SequenceHold [ToRules [Is5 1]

Qut[78]= (3 (~ox- V3o g,
%(—CX+\/§\/—(3X27+92>}

Zur Bestimmung dey-Koordinaten der Punkt& und B suchen wir uns nun die Gréb-
nerbasis des Eliminationsidedjs= 1 N C[vy, vx, cy ] heraus. Dabei wollen wir gleich
die Erzeuger ohne enthaltene VariableaulR3er Acht lassen.

In[79] : = G4=Drop [Select [gb,
FreeQ [#, Alternatives [cyk, wk, s,
wl1&1, 2];
Length [G4]
Qut[79] = 17
In[80]:= Collect [G4[[1]1], vy]
Qut[80] = 8cx*cyvx -6cx2cy g?vx - 3cy gt vx+
4cyg?vx®+ (-8cx®+14cx3g?-6cexgh) vy

Diesmal erhalten wir ganze 17 Polynome, von denen wir unéchst das erste fir
die weiteren Berechnungen hernehmen. Wir bestimmen nsedhediey-Koordinate
des Punkteg\, indem wir die schon berechneten Variabtey& CY bzw. a,= AXim
Polynom substituieren, dies Null setzen und nactauflésen. Auch hier sichert uns
der Erweiterungssatz die Existenz von Lésungen zu, da diégkdedfizient —8¢2 +
14c3g® - 6¢,g* frei von den Varablenx undcy ist.

In[81]:= Isda = Reduce [
{(G4[[111/. {vx » AX cy » CY}) ==0}, vy ]
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Qut[81]= cx ==0&&g #+ 0| |cX == -g&&g # 0] |

cx ==0&&g # 0| |2CcX == —\/§g&&g +0]|

2cx == V/3g&&g # 0] |
~\/Bexh-+/-cx?+g?h

29
In[82]:= AY=vy/.ToRules [ (List@@Isd4a )[[-1111
\V3cexh-~/=cx?+gZh
29

Nachdem wir das Ergebnis wieder abgespeichert habenhverfavir analog bei der
Bestimmung vorb,. Diesmal substituieren wir jedoalk mit dem berechneteb,=
BX.

vy = &&g + 0

Qut [ 82] =

In[83]:= Is4db = Reduce [
{(GA[[11]1/. {vx » BX cy - CY}) ==0}, vy1]
Qut[83]= cx ==0&8g # 0| |[cX == -g&&g # 0| |
CX ==09&&g +0| |2cx == -V39g&&g + 0] |
2¢cx == \/§g&&g +0] |
-+/3exh-+/-cx?+g%h
29
In[84]:= BY=vy/.ToRules [ (List@@Is4b )[[-111]
-+/3cxh-+/-cx?+g%h
2g
Prufen wir nun, ob die berechneten Ergebnisse auch mit déerem oben herausge-
suchten Polynomen vereinbar sind.

vy == &&g + 0

Qut [ 84] =

I n[ 85] : = Together [G4/ . {vy - AY, vx - AX cy - CY}]
Together [G4 . {vy » BY, vx » BX cy - CY}]
Qut[85]= {0,0,0,0,0,0,0,
0,000000,0,0,0}
Qut[85]= {0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0}

Sowohl @y, AX, CY) als auch Y, BXx, CY) sind Nullstellen samtlicher Polynome alys
Da wir die Koordinaten der Dreieckspunkte Uber die Langemund| = cx ausge-
driickt haben und uns die Variablesk , vyk , s undwnicht weiter interessieren, bestim-
men wir nun die L&ngen der Dreiecksseiten. Schreiben wihisrgu eine Funktion.

I n[ 86] : = TrianglePoints [0_, h_, cx_]:=
Evaluate [{{AX AY}, {BX BY}, {cx, CY}}]

I n[ 87] : = EllipsesTriangle [g_,h_,1_17:=
Module [ {pA, pB, pC},
{pA, pB, pC} = TrianglePoints [g, h, 1'1;
Sart [{(pB-pC). (pB-pC),
(PA-pC). (PA-pC), (pPA-PpB). (PA-pB)}]
1/ ; And@@Positive [{g, h}]1&&0<1 <g]|

Not [And@@NumericQ @g, h, | }1

Die FunktionEllipsesTriangle berechnet zu gegebenen Ellipsenhalbaclysend

h und dem Abstand des DreieckspunkteS von h die Seitenldngen des gesuchten
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Ellipsendreieckas ABC. Dazu ruft sie die FunktiomrianglePoints auf, die die Ko-
ordinaten der Dreieckspunkte mit Hilfe unserer berechmé&tmrmeln bestimmt und
berechnet den Abstand dieser Punkte.

I n[ 88] : = Together [EllipsesTriangle [g, h, 111
Qut [ 88] = {%\/5\/(—9%(—g47392h272g2I2+2h2I2+

2/3¢?1 \/ﬁ,
2/3h21 A[g?-12) ),

%\/5\/(91—2(94+392h2+292lzf

2h212+2/3g%1 /g? - 12-
243021 g% - 12|,

*g4+92|2*h2|2
N TR

Dies sind nun die Formeln, mit denen sich die SeitenlangsrEtigsendreiecks zu
gegebenen Ellipsenhalbachsenlangen und dem Abstand é&eckspunkte€ von
einer Halbachse bestimmen lassen. DaMathematicaOutput hier nicht sehr tber-
sichtlich ist und sich die Formeln noch ein wenig umformessémn, fassen wir sie
nochmals zusammen.

a = \2/—5’\/92(92 +3h?) + 21(g2 - h))(I - V32 - 19, (3.9)

b = \2/_5’\/92(92 +3h2) + 21(g% - W) + V3V R - 19), (3.10)

c = ?ng(gz—lz)mzlz. (3.11)
Beispiel 3.4

Jetzt wenden wir unsere Formeln an.

I n[ 89] : = EllipsesTriangle [4, 1.5, 1. 3]
Qut[89] = {2.87422, 5.49735, 6. 60628}

Einer Ellipse mit den Halbachsenlangge: 4 cm undh = 1.5 cm sowie Abstandl =

1.3 cm des Dreieckspunkt€svon hist also ein Ellipsendreieck mit den Seitenléangen
a =29cm,b = 55cm undc = 6.6 cm einbeschrieben. Mit der im Anhang A.11
beschriebenen Funktion kdnnen wir dies auch visualisieren

I n[ 90] : = ShowEllipsesTriangle [4, 1.5, 1.3,
Axes - False ];
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Zu Beginn dieses Abschnittes haben wir als ein Ziel die Adliishg von Formeln
formuliert, mit denen wir zu gegebenen Seitenlangen eimegebks die charakteristi-
schen GréRRen der zugehorigen Schwerpunktellipse bestirkirenen. Diese Grof3en
sind die Langen der Ellipsenhalbachgeond h. Um auch das Dreieck in die Ellip-
se einzeichnen zu kdnnen, ist eine weitere charaktetigti€eole der Abstanddes
Dreieckspunkte€ vonh.

Aus den Gleichungen (3.9) bis (3.11) lassen sich nun durcfolbnung leicht unsere
gesuchten Formeln bestimmen.

In[91]:= gl =MapThread [Equal , {{a, b, c},
Together [EllipsesTriangle [

g, h, 1'11}1;
sol =Solve [gl, {g, h, | }1;
Length [sol ]

Qut[91] = 16

Dersolve -Befehl zum Lésen von Gleichungen berechnete 16 versahnéddésungen,
die wir aus Platzgriinden hier nicht auflisten wollen.N\dathematicanicht weil3, dass
die GroRera, bundc positiv sind, erhalten wir bereits 2= 8 verschiedene Lésungen,
jeweils mit positiven bzw. negativen Langen, die betraddigdibereinstimmen. Zu-
dem wird Mathematicabeim Lésen dieser Wurzelgleichungen quadrieren, was u. A.
die Vertauschung der Halbachsgnndh zur Folge hat, so dagsinmal als Abstand
vonC zu h und ein weiteres Mal als Abstand v@nhzu g angesehen wird. Hieraus re-
sultieren die 16 Losungen, von denen uns aber nur eine wvlirkliteressiert (positive
a, b, cundl als Abstand zwische@ undh). Diese eine vorMathematicaberechne-
te Losung ist immer noch so komplex, dass eine Auflistungedieikcht lohnenswert
ware. Aber mit ein paar Umformungen ergeben sich schliefilgende Formeln:

g = %\/a2+b3+c2+2D, (3.12)

h = %\/a2+b3+cz—2D, (3.13)

1
| = 5\/ 2(2a2 + 2b% — ?)D? + (5a’ + 5b* + 2¢* — 2a2h? — 5ac? - 5b2c?)D,
(3.14)

wobei D = Va® +b* + ¢* — a?b? — a°c? — b?c? ist. Schreiben wir uns wieder eine
Funktion, die aus den Langen der Dreiecksseiten die Gro@ehllipse berechnet.
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I n[ 92] : = CentroidEllipse [a_,b_,c_ ]:=
Module [{DD},

DD= Va* -a%b? + b* -a2c2 - b2c? + c4;

{%\/a2 +b? +c? +2DD %\/az +b? +c? - 2DD,

ﬁ) (2(2a% +2b? - c2) DD +

(5a* + 5b* + 2c* - 2a’b? - 5a’¢c? - 5b?c?) DD)
}]/ ; And@@Positive [{a, b, c}]1&&
a<b+c&&b<a+c&i&c<a+b

Beispiel 3.5

Schauen wir nun, ob die beiden FunktioripsesTriangle undcentroidEllipse
miteinander vertraglich sind. Wir berechnen zun&chst merekllipse mit den Ellip-
senhalbachsem= 4 cm,h = 2 cm und einem Abstand= 1 cm von PunkC zuh die
Seitenlangen des zugehdérigen Ellipsendreiecks.

I n[ 93] : = z = EllipsesTriangle [4, 2, 11/ / RootReduce
Qut [93] = {Root [6921 - 708 #1° + 16 #1°&, 3],
Root [6921 - 708 #1% + 16 #1°&, 4], —V1283}

Die Root -Ausdriicke entsprechen dabei folgenden algebraischdeizahd Dezimal-
brichen:

I n[ 94] : = ToRadicals [z]

177 27+/5 177 27+/5
th[g“]:{J?Tf'\/?*Tf‘

[N
w
—

In[95]:= N[z]
Qut[95] = (3.81815, 5. 44718, 6. 76387}

Aus diesen Seitenl&ngen berechnen wir nun die Ellipseabbferg undh, sowie den
Abstand zwischerh undC der zugehdérigen Schwerpunktellipse.

I n[ 96] : = CentroidEllipse [z[[111, z[[2]1],

z[[3111// RootReduce
Qut[96]= {4, 2, 1}
Wir erhalten wieder die ursprunglichen Wege- 4 cm,h = 2 cm undl = 1 cm und
kénnen somit problemlos zwischen den Seitenlangen eirgieéks und den Halbach-
senlangen der Schwerpunktellipse hin- und herrechnen.

Jetzt wollen wir zu gegebenen Halbachsensejtemd h einer Ellipse den Abstand
des Dreieckspunkté3 von h berechnen, so dass das Ellipsendreieck rechtwinklig ist,
sofern dies moglich ist.

Betten wir wie oben die Ellipse wieder in das kartesischerdimtensystem ein. Wie
gehabt kénnen wir wegen der Ellipsensymmetrie 0.B.d.Aehnren, dass der Drei-
eckspunkC im ersten Quadranten liegt. Dann suchen wir uns wieder Boh die
geometrische Eigenschaften ausdriicken und bestimmemrdiizierte Grobnerbasis



68 KAPITEL 3. EINE ANWENDUNG VON GROBNERBASEN

Abbildung 3.4:

des aus diesen Polynomen erzeugten Ideals, mit der wir dicche Formel herleiten
kdénnen.

Intuitiv wiirden wir die drei Wurzelgleichungen (3.9) bis13) in quadrierter Form
und die Pythagorasgleichung = a2 + b? — c?) als Erzeugerpolynome des Ideals
verwenden. Jedoch sind die aus (3.9) und (3.10) resultiereRolynome, die die Be-
ziehungen zu den Dreiecksseitenlangaimd b ausdrucken, identisch, so dass diese
Wahl der Polynome nicht zum Ziel fuhren wird. Beschreiten &0 einen anderen
Weg.

Umformung von (3.11) ergibt

¢?g? = -3c2g® + 3g* + 3c,h? (3.15)

und dies kbénnen wir verwenden, um eine Beziehung zwischektipsenhalbachsen
g undh, dem Abstand = ¢, zwischenC undh und der Dreiecksseiteherzustellen.
Die Beziehung zuw, erhalten wir durch das erste Grobnerbasenpolynom

~C5g” — cgh? + g*h? (3.16)

unserer oben berechneten Groébnerbgsigsiehe aut [ 72], Seite 62). Als weitere
Grole betrachten wir die Seitenhalbierendeur Dreiecksseit&. Diese wird vom
Schwerpunkt des Dreiecks im Verhéltnis 2:1 geteilt. So lezhawir Gber das recht-
winklige DreieckaAMGC (siehe Abbildung 3.4) mittels Pythagoras die Gleichung

2+= (%cs)z . (3.17)

Jetzt fehlt nur noch die Eigenschaft, dass das DreaddBCim PunktC einen rechten
Winkel hat. Die entsprechende Gleichung lasst sich leibler ilen Thaleskreis auf-
stellen. Betrachten wir den Kreisbogen um den FuRpEnkin ¢, aufc mit Radiuss3,
der durch die Punkté und B verlauft (siehe Abbildung 3.4). Ein rechter Winkel im
PunktC liegt genau dann vor, wenn auCrauf dem Kreisbogen liegt. Dies ist der Fall,
wenn die Seitenhalbierendgdie Lange des Kreisradius hat, wenn also

1

=—=C (3.18)

Cs 5

gilt.
Nehmen wir uns nun die sich aus (3.15) bis (3.18) ergebendgm@&me her und
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berechnen von ihnen die reduzierte Grobnerbasis beziigheBrdnung mit der Va-

riablenreihenfolge, > ¢, > ¢ > ¢, und den Parametequndh.

In[97]:= gl =-c?g?-3cx2g2+3g*+3cx?h?;

g2 =gb[[1]1;
2
g3 =cx2+cy? - (gcs) ;

3
g4 =c -2cs;
I n[ 98] : = gb2 = GroebnerBasis [{ql, g2, g3, g4},
{cs, ¢y, C, cx}]
out[98] = { -4cx?g?+g*+4cx*h?-3g?h?,

4C292—994—9gzh2,
16c2cx?h?2-99g*h?-72cx?h* +27g%h?,
—c?+9cx?+9cy? c-2cs}

Nur das erste Polynom ist flr uns interessant, da es alggemniur die Variableg, h
undc, enthalt. Setzen wir es gleich Null und lésen die daraus tiesehde Gleichung
nachc, auf.

In[99]: = Reduce [gh2[[1]] ==0, cx]
QuUt[99] = ¢ == 0&&h == 0] |

1 8 g2
x93 4y aw

1 8g?
g+h¢0|\cx::§g 37m&&

g-h+0&&g+h+0

&&g - h + 0&&

Dac, = | positiv sein soll, erhalten wir eine eindeutige Losung, d&t wir auch
gleichzeitig eine Formel flirhaben:

1 29°
| = 59 3- ﬂ (3.19)
Mathematicdlgt dieser Losung noch zwei Bedingungen an. Die Bedingunly + 0
ist ohnehin erfullt, day und h positiv sind. Die Bedingung — h # 0 bedeutet, dass
die Ellipse kein Kreis sein darf. In diesem Fall ware unséipetndreieck gleichseitig,
hatte also keinen rechten Winkel. Diese Bedingung konneemweitern, so dass mit
Sicherheit ein rechtwinkliges Ellipsendreieck existiéas ist genau dann der Fall,
wenn der Ausdruck unter der Wurzel in (3.19) nicht negatiyvsraus sich die Be-
dingung
h< 9
3
an die Halbachsen ergibt. Damit Isals die kleinere Halbachse festgesetzt, was aber
wegen der Ellipsensymmetrie keine Einschrankung dat.stell
Aus (3.19) ergibt sich auch noch eine Eigenschaft des Abstin

1
O<l< =qg.
< 29
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Abrunden wollen wir diesen Abschnitt mit der Bestimmungenes hergeleiteten For-
meln mit den Mdoglichkeiten, diMathematicauns bietet, denn natirlich besitzt auch
dieses Computeralgebrasystem eine Funktion zum Lésem@oigller Gleichungs-
systeme. Dieser Funktion mit Namewlve Ubergeben wir nun die anfangs aufge-
stellten Polynome, die untem[ 69] auf Seite 61 in der Variable@als Polynomliste
zusammengefasst sind.

In[100] : = (sol =Solve [G==0, {cy, vX, vy},
{cyk, vyk, s, w}1);// Timing
sol // Length
Qut[100] = ({3.89 Second, Null }

Qut[100] = 8

Wir erhalten acht verschiedene Lésungen, die wesentliatpkexer ausfallen als un-
sere hergeleiteten. Lassen wir die Vorzeichen unbeadtdbien alle etwa folgende
Gestalt:

In[101] :

la = {vx/.sol [[511, vy/.sol [[511],
cy/.sol [[5]11}/ / Together

(5 (-ex+ VB extg?),
1 1
,g(v(fzcx2h2+gzh2+

Qut [ 101]

1 3
\/<71cx2h2+gzh2+z (cx? - g?) h?+
% 3cx 7cx2+gzh2)))}

Die Variablevx steht fur diex-Koordinaten der Punkt& undB. Folglich gehéren im-
mer zwei Loésungen zusammen. Wir haben also zwei Losungausmusuchen, die
mit unseren hergeleiteten Formeln korrespondieren, umgdvenn maglich noch auf
deren Gestalt zu bringen.

Nach eingehender Betrachtung stellt sich jedoch herags,wli& mehr Lésungen be-
notigen. In dency entsprechenden Ausdruck vamt [ 101] (drittes Listenelement
von la ) wird durch 42 — ¢? dividiert. Ist alsoc, = 3g, existiert nach dersolve -
Ergebnissen kein Ellipsendreieck, da durch Null geteittwks stellt sich nun folgen-
des heraus:

e Firc, [0, %g) sind die dritte und die flnftsolve -L6sung die gewlinschten.
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e Firc, € (%g,g] sind die zweite (entspricht der an detAchse gespiegelten
dritten Lésung) und die flnfteolve -LOsung die gewiinschten.

e Fiirc, = 2g ware noch eine zusétzliche Lésungsformel zu konstruieztma
A=(0,-0),B= (C‘X7 _g gz _ C)Z() undC = (CX’ g 92 _ Cﬁ)

Dies ist natirlich nicht das Ergebnis, das wir uns vorgistaben. Zudem haWlathe-
maticaSchwierigkeiten damit, die Formeln zu vereinfachen. Defien wir etwa die
flnfte solve -LOsung vorcy durch unsere entsprechende Formel, so sollte sich dieser
Quotient mit den entsprechenden Einschrankungen an diabl@n zu 1 reduzieren.
Doch selbsMathematica FullSimplify ~ -Funktion scheitert daran.

I'n[ 102] : = div = FullSimplify [Ia [[311/CY,

g >0&&h>0&&% >cx 2 0]

cx? - g2 ++/3cx /-cx? + g7

(4CX2 _92> —cx2+gz
\/gz+20x (cx+\ﬁwl—cx2+gz)
Immerhin kannMathematicadie Variableh eliminieren, so dass wir uns zumindest
mittels einer 3D-Visualisierung davon Uberzeugen konuess fiirc, € [0, %g) der
Quotient gleich 1 ist. Fassen wir den Quotienten als Funktiaden Variablerc, und
g auf. Die wegen der Nulldivision auftretenden Fehlermetghmunterschlagen wir
hier.

Qut [ 102]

In[ 103] : = Plot3D [div , {g, O, 5}, {cx, 0, 5},
PlotPoints - 51, PlotRange - {0, 2}1;

LR

LK
25 LRI
2RRLERBLFAT

{2
LR
L

Auf der vorderen Achse igf abgetragen und auf der nach hinten verlaufenden Achse
die Variablec,. Fur uns ist nur der Graph fig, < g interessant, also die vordere
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Flache mit den ,Hitchen“. Diese Hitchen spiegeln die Siagtt an den Stellen
wider, fir diec, = 3g gilt. Abgesehen davon haben wir féy € [0, 3g) U (39, gl den
erwarteten Funktionswert 1. Entsprechendes lasst sidh fénalie zweite und dritte
Solve -LOsung zeigen.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass wirN@athematicazu keinen befriedigenden
Formeln kommen, wenn wir das Problem direkt angehen. Eitstiemn schrittweisen

Vorgehen, sinnvollen Restriktionen und der Verwendung @vébnerbasen erhalten
wir ansprechende und geschlossene Formelin.



Anhang A

Hilfsfunktionen flr die
Algorithmen

Im Folgenden sind die iMathematicaprogrammierten Hilfsfunktionen aufgelistet,
auf die die in Kapitel 2 beschriebenen Algorithmen zugreif@dmtliche Funktionen
prufen ihre Argumente nicht auf zulassige Werte. Erwatti@aesine Funktion als Ar-
gument ein Polynom, so wird davon ausgegangen, dass sielefres von Null ver-
schiedenes Polynom tbergeben bekommit.

A.1 MonomialGreater

I n[ 104] : = Options [MonomialGreater ] =
{MonomialOrder - Lexicographic };

MonomialGreater [monl_, mon2_, vars_ ,
opts___ ?OptionQ ] :=
Module [ {ord },
ord = MonomialOrder /. {opts }/.
Options [MonomialGreater 1 ;
Switch [ord ,
Lexicographic
LexGreater [monl, mon2, vars ],
DegreelLexicographic ,
GrlexGreater [monl, mon2, vars 1],
DegreeReverselLexicographic ,
GrevlexGreater [monl, mon2, vars ]

]
Die FunktionMonomialGreater ~ definiert eine GrofRenrelation auf Termen:

True @ m >qq M
MonomialGreater [m, m, vars , MonomialOrder -»ord] =4 Equal @ m =54 m
False @ m < qm

73
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Dabei pruft sie nur, welche Monomordnung tber die OptimnomialOrder festge-
legt wurde und ruft flr die Entscheidung die entsprechendin@ngsfunktion auf.
Unterstitzt werden folgende Monomordnungen:

MonomialOrder - Lexicographic lex-Ordnung,
MonomialOrder - Degreelexicographic grlex-Ordnung,
MonomialOrder - DegreeReverseLexicographic grevlexOrdnung.

Fehlt die Angabe einer Monomordnung, wird standardmafigeriex-Ordnung ge-
arbeitet.LexGreater , GrlexGreater  und GrevlexGreater  bilden den eigentlichen
Kern von MonomialGreater . Diese Funktionen vergleichen die tibergebenen Terme
bezuglich der in Abschnitt 1.4 eingefiihrten Monomordnumge

I n[ 105] : = LexGreater [monl_, mon2_, vars_ ] :=
Module [ {sel },
sel = Select [Exponent [monl, vars ]-
Exponent [mon2, vars ], # # 0&] ;
If [Length [sel ] ==0, Equal , sel [[1]] >0]
1;
I n[ 106] : = GrlexGreater [monl_, mon2_, vars_ ] :=

Module [{expl, exp2, degl, deg2, sel },
expl = Exponent [monl, vars ];
exp2 = Exponent [mon2, vars 1];
degl = Plus@@expl;
deg2 = Plus@@exp2;
If [degl == deg2,
sel = Select [expl -exp2, # # 0&];
If [Length [sel ] ==0, Equal ,
sel [[1]1>0],
degl > deg2
1
1;

I n[107] : = GrevlexGreater [monl_, mon2_, vars_ ] :=
Module [{expl, exp2, degl, deg2, sel },
expl = Exponent [monl, vars ];
exp2 = Exponent [mon2, vars ];
degl = Plus@@expl;
deg2 = Plus@ @exp2;
If [degl == deg2,
sel = Select [expl -exp2, # # 0&];
If [Length [sel ] ==0, Equal ,
sel [[-1]]1 <01,
degl > deg2
1
1;
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Beispiel A.1

I'n[108] : = MonomialGreater ~ [7x?y*, 2x%y?, {x, y}]
Qut[108] = Fal se

I'n[109] : = MonomialGreater  [7x%y*, 2x%y?, {x, y},
MonomialOrder - DegreelLexicographic ]
True

Qut [ 109]

A.2 ExpandPoly

I n[110] : = ExpandPoly [poly_ , vars_ ] :=
Fold [Expand, poly , vars 1;

Diese kleine Funktion multipliziert Polynome beziiglichéhVariablen aus.

Beispiel A.2
In[111]:= p= (a+1)®(-xy? +cx2)2;

I n[ 112] : = ExpandPoly [p, {X, Y}]

Qut[112]= (1+a)®c?x*-
2 (1l+a)Pcexiy®+ (1+a)0x?yb

A3 LT

In[113]:= LT[poly_ , vars_ , opts__ ?0ptionQ 1 :=
Module [{p, n, It },
p = ExpandPoly [poly , vars ];
If [Head[p] =! = Plus , Return [p]1];
n = Length [p];
It =p[[11];
Dol
If [MonomialGreater [p[[i]]l, It , vars,
opts 1,
It =p[[ill,,It +=p[[i]]
1,
{i,2,n}1;
Collect [It , vars ]
1;

LT berechnet den Leitterm des asly Ubergebenen Polynom@rs undopts ent-
sprechen dabei den Parametern ManomialGreater
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Beispiel A.3
In[114]:= LT[p, {X, y}]
Qut[114]= (1+a)Pc2x*
In[115]:= LT[p, {X, Y},
MonomialOrder -
DegreeReverseLexicographic 1

Qut[115]= (1+a)®x?y"

In[116]:= LT[a(x +y)2-bx?, {x, ¥},
MonomialOrder - DegreelLexicographic ]
Qut[116] = (a-b) x?

A.4 LCMMonomial

I n[117] : = LCMMonomial [monl_, mon2_, vars_ ] :=
Times@@
(vars”
Max/ @Transpose [
{Exponent [monl, vars 1],
Exponent [mon2, vars 1}1);

Die HilfsfunktionLcMMonomial berechnet das kleinste gemeinsame Vielfache der Ter-
memonl = ax%...x,% undmon2 = bx/1...x.Pn. Hier ist die Vorgehensweise der
Funktion nicht ganz so offensichtlich.

Zuerst werden die Exponententupel beider Terme in einée lgisspeichert,

Haq, ..., ), 1By -, Br})-

Diese wird transponiert,

{{al1ﬁ1}a ey {Qwﬁn}}

und von jedem Tupel das Maximum bestimmt,
.- mb wobei = maxe;, B}
Jetzt wird die Variablenliste mit dieser Liste potenziert,
(X7, ..., X0}
und der Kopf durcltimes ersetzt, um schlief3lich aus der Liste ein Monom zu formen,

V1 "
XML X

Beispiel A.4

I'n[118] : = LCMMonomial [4a®x%y*°z7, -cy>x®, {x,y, z}]
Qut[118] = x5y10z7
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A.5 SplitTerm

In[119] : = SplitTerm [mon_, vars_ ] :=
Module [ {ko},
ko = mon;
Dol
ko/ = vars [[i 11 Exponent [ko, vars [[i1]11],
{i, 1, Length [vars 1}1;
{ko, mor' ko}
1

SplitTerm  teilt den tUbergebenen Teramon in Koeffizienten und Monom auf. Diese
Werte werden als Paar in einer Liste zurtickgegeben. Esigift € k[x,, ..., X,]:

{Lc(f),LM(f)} = splitTerm  [LT(f), {X{, ..., X}1.

Beispiel A.5

In[120] : = SplitTerm  [c (3 -a)*x*cy®z?, {x, Yy, z}]
Qut[120] = {(3-a)2c? x?y3z?}
In BuchbergerRed , siehe Seite 30, wird diese Funktion auf eine Liste von Mosiom

angewendet. Transponiert erhalten wir dann jeweils eireffigienten- und eine Mo-
nomliste.

In[121] : = | ={ax, b, -x%y3, (a+b)%yx, 2b%y?};

In[122]:= {lc , Im} =
Transpose [
Map[SplitTerm  [#1, {X, VY, z, W}1& | 11;
In[123]:=Ic
Qut[123]= {a, b, -1, (a+b)?, 2b*}

In[124]:= Im
Qut[124] = {x, 1, x?y%, xy, y?}

A.6 DivideQ und StrictDivideQ

I n[ 125] : = DivideQ [monl_, mon2_, vars_ ] :=
Module [{el, e2,i =1},
el = Exponent [monl, vars ];
e2 = Exponent [mon2, vars ];
While [i =< Length [vars 1,
If [el[[i]1]>e2[[i]], Return [False 11;
i ++
1;
True
1;
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DivideQ testet, ob der Termmon1 den Termmon2 teilt. StrictDivideQ dagegen prift,
obmon1 ein echter Teiler vomon2 ist.

I n[126] : = StrictDivideQ [monl_, mon2_, vars_ ] :=
Module [{el, e2, i =1},
el = Exponent [monl, vars 1];
e2 = Exponent [mon2, vars 1];
While [i <Length [vars 1,
If [el[[i]1]1>€e2[[i]], Return [False 1];
i ++
1;
If [el ===e2, Return [False 11;
True
1;

Beispiel A.6

In[127]: = DivideQ [V2ax?y3z', b"xy3z?, (x,y, z}]
DivideQ [xyz?, xyz?, {X,y, z}]
StrictDivideQ  [xyz?, xyz?, {x, y, z}]

Qut[127] = True

Qut[127] = True

Qut[127] = Fal se

A.7 TotalDegree

I n[ 128] : = TotalDegree [poly_Plus , vars_ ] :=
Max[

Plus@@@
(Exponent [#, vars 1& @
(List@@ExpandPoly [poly , vars 1))1;

TotalDegree [mon_, vars_ ] :=
Plus@@Exponent [mon, vars ]

TotalDegree  berechnet den totalen Grad des Polyngms , also das Maximum Uber
die aufsummierten Exponenten. Besteht das UibergebenedPolyur aus einem Term,
wird die vereinfachte Version der Funktion benutzt, diddédh die Summe lber die
Exponenten der Variablen bestimmt.

Beispiel A.7

In[129] : = TotalDegree [3a’x%y’ +x?z'%, {x,y, z}]

Qut[129] = 12
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A.8 SortCriticalPairs

I n[ 130] : = SortCriticalPairs [B_, vars_ ,
opts___ ?OptionQ ] :=
Flatten [
Map[Sort [#, #1[[1, 2]]1 <#2[[1, 2]1]1&]1¢&,
Level [
Mapl[
Split  [#,
MonomialGreater [#2[[3]11, #1[[311,
vars , opts ] == Equal& 1&,
Mapl
Sort [#, MonomialGreater [#2[[3]]1,
#1[[311], vars , opts 1&]&,
Split [Sort [B, #1[[2]1] <#2[[2]11&],
#L[[2]11 ==#2[[2]11&]111, {2}11, 1]

Fir den Buchbergeralgorithmus mit Sugar-Strategie bgebtwir eine bestimmte
Ordnung auf der Liste der kritischen Paare. Diese stellermiti der Sortierfunkiti-
on SortCriticalPairs her. Sortiert wird wie folgt:

1. nach der Gréf3e des Sugars,
2. nach der Ordnung der kleinsten gemeinsamen Vielfachen,

3. nach der GroRRe des zweiten Indicis.

Wegen der Unubersichtlichkeit des Programmcodes geheannv@inem Beispiel die
wesentlichen Berechnungsschritte einzeln durch.

Beispiel A.8

SeiGein System von Polynomen.
In[131] : = G= {x%y’z* -x? x’y*-ax, x*-y? z%-az};

BuchbergerSugar ~ wirde unterlex-Ordnung hierzu intern folgende Liste von Kkriti-
schen Paaren berechnen.

In[132]:= B={{{1, 2}, 9, x?y®z*}, {{(1, 3}, 11, x*y3z*},
{12, 33, 6, x*y?}, {{1, 4}, 9, x*y®z*},
{12, 43, 8, x?y?z*}, {(3, 4}, 8, x*z*}};

Zuerst wird nach der Grol3e des Sugars sortiert.
In[133]:= Bl=Sort [B, #1[[2]] <#2[[2]1&]
Qut[133] = {{(2, 3}, 6, x*y?}, {(3, 4}, 8, x*z*},

{{2, 4y, 8, x?y?z*}, {{1, 4}, 9, x*y3z*},
{11, 23, 9, x?y3z%}, {(1, 3}, 11, x*y3z*}}
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Dann wird die Liste partitioniert. Kritische Paare mit gleém Sugar kommen in die
gleiche Partition.

I n[134]:
Qut [ 134]

B2 = Split [B1, #1[[2]] ==#2[[2]1&]
[{{r2,3), 6, x*y?}},
{{(3, 43, 8, x*z*}, {(2, 4}, 8, x2y?z*}},
{{11, 43, 9, x2y®z*}, {(1, 2}, 9, x?y3z*}},
{{11, 33, 11, x*y*z*}}}

In jeder Partition werden nun die Leitterme nach der zugeliagenden Monomord-
nung sortiert. Wir wahlen hier diex-Ordnung.

I n[ 135] : = B3 = Map[Sort [#,
MonomialGreater [#2[[311, #1[[311, {X, VY, 2},
MonomialOrder - Lexicographic 1&1&, B2]
aut[135] = {{{(2, 33, 6, x*y?}},
{{12, 43, 8, x2y?z*}, {(3, 4}, 8, x*z*}},
({11, 4y, 9, x2y®z*}, {(1, 2}, 9, x?y®z*}},
{{11, 33, 11, x*y®z*}}}

Die kritischen Paare mit Sugar 8 wurden sortiert. Diejenigit Sugar 9 haben identi-
sche Leitterme. Mit einer neuen Partitionierung fasserdieikritischen Paare zusam-
men, die sich bei beiden vorhergehenden Sortierkritedieidantisch herausgestellt
haben.

In[136] : = B4 = Level [Map[Split [#,
MonomialGreater [#2[[311, #1[[311, {X, Y, 2},

MonomialOrder - Lexicographic ] == Equal& ]1&, B3],
B31, {2}1]

aut[136] = {{{(2, 33, 6, x*y2}}, {{(2, 4}, 8, x?y?z*}},
{{(3, 4}, 8, x*z*}},
({11, 4y, 9, x2y®z*}, {(1, 2}, 9, x?y®z*}},
{{11, 33, 11, x*y*z*}}}

Als drittes und letztes Sortierkriterium geben wir denikohen Paarefi, j} mit klei-
neremj Vorrang.

In[137]:= B5=Map[Sort [#, #1[[1, 211 <#2[[1, 211&]&, B4]
aut[137] = {{{(2, 33, 6, x*y2}}, {{(2, 4}, 8, x?y?z*}},
{{(3, 4}, 8, x*z*}},
{{11, 23, 9, x2y%z*}, {(1, 4}, 9, x2y®z*}},
{{11, 33, 11, x*y®z*}}}
In unserem Beispiel ist nun die Liste durch die Sortierumgleutig bestimmt. Wiirde
in einem anderen Beispiel nach diesen drei Sortierkritargzh keine eindeutige Liste

entstehen, ware das fir die Sugarstrategie nicht weitgistia.
SchlieRlich wird die Partitionierung wieder aufgehoben.

I n[ 138] : = Flatten [B5, 1]
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Qut[138] = {{(2, 3}, 6, x*y2}, {(2, 4}, 8, x2y? 2%},
{3, 43, 8, x*z%}, {(1, 2}, 9, x?y3 z*},
{11, 43, 9, x2y%z*}, {(1, 3}, 11, x*y3 z*}}

A.9 Merge

In[139]: = Merge [B1_, B2_, vars_ , opts___?OptionQ ] :=
Module [{B={},i =1, ] =1, IB1 =Length [B1],
IB2 =Length [B2]},
While [i <IB1&&] =<IB2,
Switch [Order [BL1[[i, 211, B2[[j, 2111,
1, AppendTo [B, B1[[i ++111,
-1, AppendTo [B, B2[[j ++111,
0, If [MonomialGreater [B2[[j, 311,
Bir[i, 311, vars , opts 1,

AppendTo [B, B1[[i ++]111,

AppendTo [B, B2[[j ++]111,

If [B1[[i, 1, 2]11<B2[[j, 1, 211,
AppendTo [B, B1[[i ++]111,
AppendTo [B, B2[[j ++]111,

1111;

If [i <IB1, B=Join [B, Drop [B1, i -1111:
If [j <IB2, B=Join [B, Drop [B2, j -1111;
B

1

Zur Berechnung von Grébnerbasen mit Sugar-Strategie igemdwir auch eine Funk-
tion, die zwei sortierte Listen mit kritischen Paaren irgider mischt. Dies ist effizi-
enter als die Listen zu verketten und mséttCriticalPairs erneut zu sortieren. Das
Ineinandermischen nach der schon$icCriticalPairs benutzten Sortierung leis-
tet die FunktiorMerge , bei der es sich um einen typischen Mischalgorithmus handel

Beispiel A.9

Nehmen wir die aus Beispiel A.8 sortierte Liste mit kritischPaaren und mischen
sie mit der sortierten Liste neuer kritischer Paare BilighbergerSugar ~ als nachstes
berechnen wirde. Die kritischen Paare, die wegen der Bugbleiterien wegfallen
wirden, sind hier nicht eliminiert.

In[140]: = B1= {{{2, 3}, 6, x"y?}, {{2, 4}, 8, x*y?z*},
{13, 43, 8, x*z*}, {{1, 2}, 9, x*y3z*},
{11, 43, 9, x*y3z%},
{11, 33, 11, x*y®z*}};

In[141]: = B2= {{(3, 5}, 7, x*}, {{2, 5}, 8, x®y?},

{14, 53, 10, x*z*}, {{(1, 5}, 13, x*y3z*}};
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I n[ 142] : = Merge [B1, B2, {x, vy, 2},
MonomialOrder - Lexicographic ]
out[142] = {{{2, 33, 6, x*y?},
{13, 5}, 7, x*}, {(2, 4}, 8, x2y2z*},
{12, 53, 8, x*y?}, {(3, 4}, 8, x*z*},
{11, 23, 9, x2y%z*}, {(1, 4}, 9, x?y®z*},
{4, 53, 10, x*z*}, {(1, 3}, 11, x*y3z*},
{1, 53, 13, x®y%z*}}

Nach dem Mischen erhalten wir eine neue sortierte Liste heih &ritischen Paaren.

A.10 BuchbergerSugar

I n[ 143] : = BuchbergerSugar [G_, vars_ ,
opts___?0ptionQ 1] :=
Module [{Gb, t = Length [G], B, BNew =z,
cp, sred },
Gb= {G
Table [TotalDegree [G[[i 11, vars 1,
{i, 1t}
Table [
SplitTerm  [LT[G[[i 11, vars , opts 1,
vars 1[[2]11, {i, 1, t}]

}i
B = Flatten [Table [{
{.]}
Max[Gb[[2, i ]1]-
TotalDegree [Gb[[3,i 1], vars 1,
Gb[[2, j 1] - TotalDegree [
Gb[[3,] 11, vars 11+
TotalDegree [
t = LCMMonomial [Gb[[3, i 11,
Gb[[3,]j 1], vars ], vars 1,
T
o4, Lty (i, 1) -1}1, 11;
B = Delete [B,
Position [
Table [B[[k, 311-
Gb[[3, B[ [k, 1, 11111=
Gb[[3, Bl [k, 1, 21111,
{k, 1, Length [B1}1, 011;
B = SortCriticalPairs [B, vars , opts 1;
While [Length [B] >0,
cp =B[[11]1;

B = Delete [B, 11;
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sred =
PolynomialReduce [
SPol [Gb[[1, cp[[1, 11111,
Gb[[1, cp[I1, 21111, vars , opts 1,
Gb[[1]1], vars , opts 1[[2]1;
If [sred =! =0,
t ++;
Gb = MapThread [Append,
{Gb {sred , cp[[2]],
SplitTerm  [LT[sred , vars , opts 1,
vars 1[[211}}1;
BNew= Table [{
{k, t},
Max[Gb[[2, k]11-

TotalDegree [Gb[[3, k]1, vars 1,

Gb[[2, t 1] - TotalDegree [
Gb[[3, t]1], vars 11+
TotalDegree [
t = LCMMonomial [Gb[ [3, k11,
Gb[[3, t1], vars ], vars 1,
T
}ogk, L, t -131;
B = Delete [B,
Position [
Table [
StrictDivideQ [
BNew [B[ [k, 1, 111, 311,
Bl [k, 311, vars ] &&
StrictDivideQ [
BNew [B[ [k, 1, 2]1, 311,
B[ [k, 311, vars 1,
{k, 1, Length [B1}1, True 11;
BNew= Delete [BNew
Position [
Table [BNew [k, 311-
Gb[[3, k11 *Gb[[3, t1],
{k, 1,t -1}1, 011;
BNew= SortCriticalPairs [BNew vars
opts 1;
B = Merge [B, BNew vars , opts ];
1
1;
ExpandPoly [Gb[[1]], vars ]
1

Erlauterungen siehe Abschnitt 2.4.
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A.11 ShoweEllipsesTriangle

I n[ 144] : = ShowEllipsesTriangle [g_, h_, I_
opts___ ?O0ptionQ ] :=
Module [{pA, pB, pC},
{pA, pB, pC} = TrianglePoints [g, h, 1'1;
p|l ={
ParametricPlot [{g (h22+'tt22) : hzzhjttz b

{t, -200, -10},
DisplayFunction - Identity ],

[{g(hZ-tZ) 2h2t

ParametricPlot
hz +t2 ' h2+t2}'

{t, -10, 10},

DisplayFunction > Identity ],
(h?2-t2) 2h2%t }
h?+t2 ' h?2+t2J

ParametricPlot [{ 9

{t, 10, 200},
DisplayFunction - Identity ]
gr}= Graphics [{Line [{pA, pB}1,

Line [{pA pC}1, Line [{pB, pC}1}1;
Show[pll , gr, AspectRatio - Automatic
DisplayFunction - $DisplayFunction

opts 1]
]/ : And@@Positive [{g, h}1&&0<I =g

Mit dieser Funktion kdnnen wir eine Ellipse mit einbeschdaaem Dreieck, dessen
Schwerpunkt mit dem Ellipsenmittelpunkt Ubereinstimnmisualisieren. Als Argu-
mente verlangt die Funktion die Langen der Ellipsenhalbanh undh und den Ab-
stand des Dreieckspunktés zu h. Die Ellipse wird mittels der Parameterdarstellung
E:R - R?

t—

2 12\ op2

T (9(h® - t?), 2h%t)

gezeichnet. Die Koordinaten der Dreieckspunkte werdem dlgein Abschnitt 3.2,
Seite 64 beschriebene FunktioianglePoints ermittelt, mit Hilfe derer das Dreieck
gezeichnet wird. Ein Beispiel ist etwa auf Seite 65 zu sehen.
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