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Vorwort

Grenzwertberechnung ist ein unbeliebtes Gebiet der Mathematik. Jeder Schiller hasst es. Das
liegt daran, dass es kein universelles Kochrezept gibt, das einen automatisch zur Losung fihrt.
Statt dessen muss man verschiedenste Ansadtze daraufhin Uberprifen, ob sie einen einer L6-
sung naher bringen. Computeralgebra leidet unter dem gleichen Problem, denn Computer lieben
Kochrezepte ebenfalls. Entsprechend haben manche Computeralgebrasysteme auch heute noch
starke Probleme mit Grenzwerten.

1996 stellte Dominik Gruntz in seiner Dissertation [Gru96] ,,On Computing Limits in a Sym-
bolic Manipulation System* einen Algorithmus vor, der eine Vielzahl komplexer Grenzwert-
aufgaben souveran und schnell Iésen kann und der dennoch durch seine Einfachheit und Uber-
schaubarkeit besticht. Ziel dieser Diplomarbeit ist es, den Algorithmus von Dominik Gruntz
vorzustellen und im Computeralgebrasystem Mathematica zu implementieren.

Das erste Kapitel fuhrt in die Problematik der Grenzwertberechnung ein und zeigt Ansatze, wie
auch Computeralgebrasysteme automatisiert Grenzwerte berechnen kénnen.

Das zweite Kapitel soll eine Ubersicht tiber den MrvLimit-Algorithmus von Dominik Gruntz
vermitteln, ohne jedoch alle Details schon vollstandig zu erklaren.

Das dritte Kapitel fuhrt in die algebraischen Grundlagen des Hardykdrpers ein und entwickelt
prazise Werkzeuge zum Vergleich vom Wachstum von Funktionen. Dieses Kapitel ist das am
starksten mathematisch gepragte Kapitel.

Das vierte Kapitel erklart den Algorithmus schlieflich in allen Details und begrindet, warum
der Algorithmus tatsachlich seine Aufgabe vollenden kann. Dieses Kapitel wendet sich eher an
Informatiker.

Das flinfte Kapitel widmet sich der Implementierung in Mathematica. Einerseits wird in die
Benutzung des MrvLimit-Pakets eingeflihrt, andererseits zeigt ein ausfiihrlicher Blick hinter die
Kulissen, wie der Algorithmus in Mathematica umgesetzt wurde.

Das sechste Kapitel widmet sich schlieBlich der Anwendung und zeigt anhand von Beispielen
die Benutzung des Pakets. Vergleiche zu Mathematicas Limit-Funktion und Auslotungen der
Grenzen des Algorithmus runden das Kapitel ab.

Der Text dieser Diplomarbeit steht in Druck- und Bildschirmversion unter
http://urichter.cjb.net/MrvLimit/ zum Download bereit, ebenso das Mathematica-Paket MrvLi-
mit sowie die dazu gehdrigen Quelltexte.
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1. EinfUhrung

Die Grenzwertberechnung ist eine héufig auftretende Problemstellung in der Mathematik, die
zugleich auch zu den schwierigsten Aufgaben zahlt: Es gibt kein universelles Ldsungsschema,
nur verschiedene Ansatze, die in bestimmten Situationen zum Erfolg flhren kénnen. Gleichzei-
tig muss man bei der Losung sehr sorgfaltig vorgehen, da die Intuition hier oft triigerisch ist und
die prézisen Randbedingungen meist entsprechend komplex ausfallen.

Seit es Rechenmaschinen gibt, existiert daher auch der Wunsch, diese ,lastige* Aufgabe den
Rechenmaschinen zu Uberlassen. Leider stellen sich dabei die meisten Computer als nicht viel
besser heraus, als ihre menschlichen Pendants.

1.1. Numerische Anséatze

Jeder Schiiler hat schon einmal mit seinem Taschenrechner ausprobiert, welches grobe Ergebnis
eine Grenzwertaufgabe wohl hat. Wie vollkommen falsch man damit liegen kann, verdeutlicht
folgendes Beispiel:

lim Xl—lnlnlnln%

x-0
Tippt man diese Funktion in einen normalen Taschenrechner mit x = 10~ ein, so ergibt sich
ein ,Grenzwert* von 1.12851 - 104, was mehr als stark auf einen Grenzwert von 0 hindeutet.

Jeder Schiler und viele Nicht-Mathematiker wéren jetzt bereits tiberzeugt.

Moderne Computeralgebraprogramme bieten natirlich eine hthere Rechengenauigkeit und kén-
nen diese Funktion auch noch fiir x = 107109090 perechnen. Damit ergibt sich der Funktionswert
1.0669 - 107783, Also ist der Grenzwert doch 0?

Lassen wir zum Abschluss noch einmal Mathematicas NLimit-Funktion ihr Gliick versuchen:

In[1]:= Needs["NumericalMath“NLimit“"]

In[2]:= NLimit[x (1 -Log[Log[Log[Log[1/x]11]1),X-0,
Scale » 1/10]

Qut[2]= 8.13782x107 +8.85665x 107 i

Auch Mathematica scheint also eher an 0 als Lésung zu denken.



1. Einfihrung

Erfahrenere Mathematiker riechen natirlich schon die Gefahr: Der Logarithmus ist dafur be-
kannt, ein sehr langsames, aber dennoch bestandiges Wachstum gegen Unendlich zu besitzen.
Die Verkettung mehrerer Logarithmen verstarkt diesen Effekt derart, dass das Wachstum von )—1(
fir x - 0 extrem lange unterdriickt wird. Erst bei etwa 10~57%2% fangt die Funktion wieder an
zu wachsen, bei etwa 10~16%6521 \wachst der verkettete Logarithmus {ber 1 und das Vorzeichen
im Exponenten kippt. Danach beginnt das langsame Wachstum gegen Unendlich.

Numerische Verfahren sind trotz moderner Mathematiksoftware immer nur zu einer begrenzten
Genauigkeit in der Lage. Doch selbst einfach wirkende Aufgaben kénnen diese Genauigkeit
bereits Uberfordern.

1.2. Grenzwert einer Funktion

Natirlich kennt die Mathematik eine eindeutige Definition des Grenzwertes. Hier noch mal die
Kompaktfassung einer der tbersichtlicheren Definitionen:

Definition 1.1. Grenzwert einer Funktion. Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D(f) hat
fur x - xy den Grenzwert a,

lim f(x) = a,

X—>xo

wenn X, ein Haufungspunkt von D(f) ist, und wenn fiir jedes € > 0 ein ¢ existiert, so dass fiir
alle x aus D(f) NU; die Ungleichung |f(x)—al < egilt. Dabei istU; = {x e R | 0 < [x—X,| < J},
wenn X, € Ristund Uy = {x € R | X > ¢}, wenn X, = oo ist. AuRerdem gilt lim,___ f(x) :=
lim f(—x).

X—00

Definition 1.2. Grenzwert im Unendlichen. Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D(f)
hat fur x — x, den Grenzwert +oo,

lim f(X) = +oo,

X—))(0

wenn x, ein Haufungspunkt von D(f) ist und wenn fiir jedes C € R ein ¢ existiert, so dass fr alle
x aus D(f) N U, die Ungleichung f(x) > C gilt. Dabei istU; := {x e R | 0 < |x — Xo| < J}, wenn
Xp € Riist, und Uy := {x € R | x > §}, wenn X, = oo ist. Entsprechend gilt lim f(X) = —o0,
wenn Iimx_»(0 —f(X) = oo gilt. AuRerdem gilt wieder lim

R X=X
f(x) :=lim_ f(=Xx).

X—>—00
Wenn das Definieren von Grenzwerten so einfach ist, wo ist dann das Problem? Das Problem ist,
dass es sich nicht um eine konstruktive Definition handelt. Die Definition sagt uns nicht, wie wir
den Grenzwert finden, und das Kriterium, das zur Uberpriifung des Grenzwertes erforderlich ist,
eignet sich eher fiir theoretische Beweise, als fur praktische Tests.

1.3. Heuristische Losungsverfahren

Dem Mathematiker stehen zur Grenzwertberechnung neben der reinen Definition auch groRe
Tabellen mit fertig berechneten Grenzwerten fiir bestimmte Funktionen und ein Sortiment aus
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Séatzen und Regeln zur Verfligung. Mit Erfahrung und Intuition lasst sich so meist eine Herlei-
tung des Grenzwertes finden. Sucht man zum Beispiel

Yo = >!I—>nxl f(x)
und kann f(x) darstellen als g (h (x)), so kann der Grenzwert in zwei Schritten berechnet werden:
Zg = >!Lnxl h(x)

Yo = lim g(2)

Das klappt gut, selbst wenn z, nicht endlich ist. Wichtig ist aber, dass g nur von z abhangt und
nicht zusatzlich von x.

Eine weitere bekannte Regel ist die Regel von Bernoulli / De I’Hépital. Sie wird angewendet,
wenn in einem Ausdruck ein Term folgender Form auftritt:

lim @
X=Xy g(X)

der sich beim Grenzibergang verhalt wie (9) oder 2. Das Grenzwertverhalten lasst sich dann
unter bestimmten Bedingungen durch das Grenzverhalten von "0 arsetzen, Allerdings ist die

SR " : R
Gultigkeit dieser Regel an einige Randbedingungen geknipft, die préazise eingehalten werden
missen. Insbesondere die Bedingung, dass g’(x) # 0 in einer ganzen Umgebung von X, gel-
ten muss, ist fir ein Computeralgebrasystem schwer zu Uberprifen, zumal schon eine harmlos

wirkende Vereinfachung diese Storung verdecken kann.

Eine weitere Technik ist z.B. das Squeeze-Theorem: Dazu muss man die Funktion wie in einer
Art Trichter zwischen zwei anderen Funktionen einsperren. Haben beide Funktionen einen ge-
meinsamen Grenzwert, so muss auch die eigentliche Funktion in diesem Grenzwert gefangen
sein.

Es gibt viele solche Tricks zum Umgang mit Grenzwerten. All diesen Verfahren gemein ist je-
doch die Tatsache, dass sie keine klare Strategie besitzen. Die Anwendung einer bestimmten
Regel kann zur Losung fuhren, kann aber auch eine Sackgasse sein. Ein Mathematiker kann das
Ergebnis intuitiv einschatzen und beurteilen, ob dieser Schritt sinnvoll ist. Ein Computerpro-
gramm verirrt sich dagegen leicht im Labyrinth der Méglichkeiten.

1.4. Potenzreihenentwicklung

Fir Algorithmen der Computeralgebra ist ein Umdenken erforderlich. Klare Strategien sind né-
tig, die zuverldssig zum Ziel fuhren. Dafur kann man die Vorteile der Computeralgebra nutzen:
Komplexe Terme und extrem lange Rechenwege sind kein Problem.



1. Einfihrung

Um den Grenzwert einer rationalen Funktion zu berechnen, bietet sich eine Potenzreihenent-
wicklung als Hilfsmittel an: Jede rationale Funktion lasst sich als Laurentreihe darstellen:

feR® =  fX=) ax- ) (ke2)
k=ko
(Man beachte, dass im Gegensatz zur Taylorreihe k, auch negativ sein kann.) Fur Funktionen

f # 0 kann auRerdem a, #0 als Normalform angenommen werden.
Ist man nun an lim f(x) interessiert, kann das Ergebnis an k und &y abgelesen werden:

Xax0
Iimx_)x0 fx) =0 , wenn k, > 0 ist,
lim,, 00 = & , wenn ky = 0 ist,
Iimx_>xo+ fx) = Sign(ako) co0 ,wennKky <O0ist,
Iimx_mof fx) = Sign(ako) ~o0,wenn ky < 0 und k; gerade ist,
Iimx_%f fx) = —Sign(ako) -o00 , wenn ky < 0und kj ungerade ist.

Schauen wir uns das in der Praxis an:

Inf[1l]:= F=(X"3-2Xx"2-9%x+18) /(X 3+X);
Series|[T, {X,0, 3}]
18 2 © 4
Qut[1] = 779720x+10x +20x° + 0[X]

Am Ergebnis kann man direkt ablesen, dass das Grenzverhalten fiir x — 0 genau dem von 18%
entspricht. Dieser Term der Reihe dominiert das Wachstum, alle positiven Potenzen liefern sogar
einen Null-Beitrag fur x - 0.

Mit dem klassischen Verfahren zur Ermittlung von Taylorreihen kommt man hier allerdings
nicht weit: Schon zur Ermittlung des ersten Terms der Taylorreihe bendtigt man f(xy) und damit
genau den Grenzwert, der eigentlich gesucht ist.

Computeralgebrasysteme sind allerdings in der Lage, Potenzreihenentwicklungen von Funktio-
nen bis zu einem vorgegebenen Grad sehr effizient zu berechnen: Potenzreihen von Grundfunk-
tionen werden fest integriert, und komplexere zusammengesetzte Funktionen werden aus den
Potenzreihen ihrer Teilausdricke durch Transformationen entwickelt. Ableitungen und Grenz-
werte sind daflr (zum Glick) nicht mehr erforderlich.

Die Potenzreihenentwicklung ist daher fur die Grenzwertberechnung ein attraktives Verfahren,
das sich geradezu anbietet zur Implementierung in Computeralgebra-Systemen: Das Erzeugen
einer Potenzreihe zu einer Funktion ist ein Standardverfahren, und das Ergebnis kann schnell
daran abgelesen werden. Der Algorithmus terminiert immer und liefert immer ein korrektes
Ergebnis ab. Wo also ist der Haken?

Betrachten wir die folgende Funktion:

-

fx)=¢e

10
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Zur Ermittlung der zugehorigen Taylorreihe flir X, = 0 benétigt man deren Ableitungen:

_1
froo  =5e 7
-1
) = (3 8)e
-1
f7/(x) = (X_% _ %6 + 24)e 2

Offensichtlich taucht die urspriingliche Funktion als Faktor in ihren Ableitungen wieder auf, mit
einem rationalen Ausdruck als Vorfaktor. Da das Wachstum der Exponentialfunktion jede ratio-
nale Funktion dominiert und die Funktion selbst gegen e~ = 0 strebt, gilt flr alle Ableitungen
f®(0) = 0, und damit gilt fiir die Taylorreihe ebenfalls a, = O fiir alle k, was der Taylorreihe der
0-Funktion entspricht. Offensichtlich ist eine Potenzreihe also keine geeignete Repréasentation
fur diese Funktion.

Die Exponentialfunktion hat in diesem Fall eine essenzielle Singularitét, denn sie hat eine Null-
stelle, die so stark ist, dass x ¥ f(x) fiir kein k stark genug ist, um die Nullstelle zu ,heben‘.
Entsprechend kann keine endliche Potenz der Potenzreihe die Funktion reprasentieren.

Nur Funktionen, deren Nullstellen und Unendlich-Stellen hebbar sind, d.h. durch Multiplizie-
ren mit xK verschwinden, lassen sich durch Potenzreihen sinnvoll darstellen. Trotzdem ist das
Grenzverhalten der Exponentialfunktion (iberschaubar. Die Potenzreihen-Analyse l&sst sich pro-
blemlos auf das Argument — = anwenden, lim, ,, - ergibt —co. Durch das Anwenden der Ex-
ponentialfunktion ergibt sich dann ein Grenzwert von 0.

Verfolgen wir die Strategie an einem komplexeren Beispiel weiter, diesmal fir x — oo:

2
3 + 2 x3e*™

s T e

Diesmal treten zwei auf den ersten Blick verschiedene Exponential-Funktionen auf, die jedoch

2
ein sehr dhnliches asymptotisches Grenzverhalten besitzen: % =e3

Die Behandlung des Arguments der Exponentialfunktion fallt wieder leicht, denn es ist auch fir
den Computer leicht einzusehen, dass lim, _, 2% =0 ist, und dass der Grenzwert exponentiell

gegen 0 strebt. Ersetzt man nun in der Funktion 62 durch w, und €5 durch 3w, ergibt sich
folgende Funktion:

In[3]:= Ff= f/.{aez'x2 sw, @ 5 e3w}

3+2x%w

Qutf3] = 1+3e®X?w

In dieser Funktionsdarstellung strebt w exponentiell gegen 0, wenn X linear gegen oo strebt.

11



1. Einfihrung

Das Wachstumsverhalten von x kénnen wir daher voribergehend ignorieren, da es durch das
Wachstumsverhalten von « dominiert wird. Ein starkeres Wachstum als das von w tritt auBer-
dem nicht auf. Daher kénnen wir eine Potenzreihenentwicklung in w, entwickelt in wy = 0,
durchfiihren:

In[4]:= Series|[T, {0,0, 2}]
Qut [ 4] 3+ (-9e®x2+2x%) w+ (27e® x* -6e®X°) w? +0[w]®

Und wieder kann das Ergebnis direkt abgelesen werden: lim,_  f(x) = 3. Alle anderen Terme
bestehen aus einem polynomiell wachsenden Faktor und einer Potenz von w. Da w exponentiell
waéchst, dominiert w das Wachstum der polynomiellen Faktoren, und da w gegen 0 strebt, bleibt
nur der 3-Term Qbrig.

Im Wesentlichen haben wir damit die Strategie des MrvLimit-Algorithmus bereits erreicht. Im
nachsten Kapitel verschaffen wir uns daher einen ersten Uberblick.

12



2. Uberblick tiber den Algorithmus

Der Kern des MrvLimit-Algorithmus ist die Potenzreihenentwicklung. Da die Potenzreihenent-
wicklung jedoch nur mit polynomiellem Wachstum zuverl&ssig umgehen kann, muss die Funkti-
on so angepasst werden, dass sie aus Sicht der Potenzreihenentwicklung nur polynomiell wachst.
Langsameres Wachstum wird dazu voriibergehend ausgeblendet.

Bevor wir uns in Kapitel 3 mit den mathematischen Details intensiver beschéaftigen, werfen wir
aber schon mal einen Blick auf die grobe Strategie des MrvLimit-Algorithmus fir eine Funktion
f(x).

(1) Transformation der allgemeinen Grenzwertaufgabe lim
der Form lim,_,  f(x).

X% f(x) in eine Grenzwertaufgabe

(2) Isolieren desjenigen Teilausdrucks der Funktion, der das grofite asymptotische Wachstums-
verhalten besitzt.

(3) Bestimmen aller Teilausdriicke, die das gleiche Wachstumsverhalten besitzen wie der aus-
gewahlte Teilausdruck.

(4) Darstellen all dieser Teilausdriicke mit Hilfe einer einzelnen Variable w, die das gréRte
Wachstumsverhalten représentiert. Alle verbleibenden Terme missen signifikant schwdche-
res Wachstum haben.

(5) Ermitteln der Potenzreihe in w und Ermittlung des fihrenden Terms der Potenzreihe. Dabei
kann x als konstant betrachtet werden.

(6) Falls erforderlich, weitere Analyse des fllhrenden Terms durch rekursive Grenzwertberech-
nungen.

(7) AbschlieBende Bestimmung des Grenzwerts durch Analyse des fihrenden Terms.

Dieser Uberblick ist natiirlich sehr knapp ausgefallen. Deswegen werden im Folgenden ein paar
Themen noch detaillierter besprochen.

13



2. Uberblick tiber den Algorithmus
2.1. Transformation

Um den Algorithmus Uberschaubar zu gestalten, werden grundsatzlich nur Grenzwerte fir x -
oo betrachtet. Andere Grenzwerte lassen sich leicht durch Transformation ermitteln:

Iimxﬁxo+ fx) =lim, f (xO + %)
I?mxﬁxof fx) = I?m)Hoo f (xO - )—1()
lim,,_ . fx) =Ilim__ f(-x)

Beidseitige Grenzwerte 16st man, indem der Grenzwert aus beiden Richtungen separat ermittelt
und verglichen wird.

2.2. Wachstumsklassen

Wie in der Computeralgebra (blich, gehen wir davon aus, dass unsere zu analysierende Funk-
tion explizit in Form eines Funktionsausdrucks in Baumstruktur vorliegt. Vorlaufig begrenzen
wir auch die Funktionsvielfalt auf Konstanten, die Variable x sowie die beliebige Anwendung
der Grundrechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzfunktion,
Exponentialfunktion und Logarithmus. Spater wird dieses Grundgerist um weitere Funktionen
erganzt, die sich in der Praxis als leicht behandelbar erweisen.

Liegt eine Funktion als Baumstruktur vor, ist es einfach, samtliche Teilausdriicke zu betrach-
ten. Diese Teilausdriicke missen dann anhand ihrer asymptotischen Wachstumseigenschaften
geordnet werden. Wie genau das erfolgt, wird Kapitel 3 zeigen. Es sei auch schon mal darauf
hingewiesen, dass im Folgenden oft auch gegen Null strebendes Grenzverhalten der Einfachheit
halber als Wachstum bezeichnet wird. Fir unsere Falle hat also sowohl e* als auch e fir x - oo
exponentielles Wachstum, im zweiten Fall jedoch exponentielles Wachstum gegen 0.

Ist der am starksten wachsenden Teilausdruck gefunden, kann er als w zu einem Symbol sub-
stituiert werden, fur die spatere Potenzreihenentwicklung. Vorher miissen aber alle Terme, die
einen relevanten Beitrag zu dieser Potenzreihe liefern kénnen, ebenfalls mittels w dargestellt
werden. Terme, deren Wachstum kleiner als jedes w" (n # 0) sind, leisten keinen Beitrag zur
Potenzreihe und werden vorerst als konstant betrachtet.

2.3. Bedingungen an das Wachstum

Sollte w langsamer als exponentiell wachsen, kann es im Algorithmus zu Problemen kommen,
die zu unendlichen Rekursionen flihren. Der Algorithmus gestaltet sich dagegen erheblich ein-
facher, wenn angenommen werden kann, dass w mindestens exponentielles Wachstum besitzt.

Abhilfe: Ersetzt man in f(x) jedes Vorkommen von x durch eX, &ndert sich der Grenzwert selbst
nicht, nur das Wachstumsverhalten. Durch wiederholtes Ersetzen kann so jede Funktion (inner-
halb unserer Einschrankung der Funktionsvielfalt, siehe oben) derart verscharft werden, dass sie
mindestens exponentiell gegen Unendlich strebt.

14



2. Uberblick tiber den Algorithmus

Der Algorithmus soll spater eine Potenzreihe in w = 0 bilden. Damit das funktioniert, muss auch
der gewdhlte Teilausdruck w flir x - oo gegen OF streben. Zum Gllick ist das kein kritisches
Problem: Sollte w — oo gelten, kann statt dessen 1/«w verwendet werden. Der Fall lim w e
R, lim,_ w # 0 kann dank des Mindestwachstums zum Gluick nicht mehr auftreten.

X—00

2.4. Ersetzung von Teilausdriicken

Beim Umschreiben der Funktion in eine Funktion in w muss man sehr umsichtig vorgehen. Es
ist durchaus maéglich, dass ein Teilausdruck der hochsten Wachstumsklasse selbst einen weiteren
Teilausdruck der selben Klasse beinhaltet. In dem Fall muss immer der gréBRere Teilausdruck vor
den kleineren Teilausdriicken behandelt werden.

Kritisch sind auch die ndtigen Umformungen. An manchen Stellen ist es wiinschenswert, dass
Teilausdriicke nach dem Umschreiben vereinfacht werden, an anderen Stellen jedoch auch hochst
problematisch: Durch manche Umformungen konnen erneut Teilausdriicke mit htherer Wachs-
tumsklasse entstehen. Mathematicas fest eingebaute Funktion zur automatischen Vereinfachung
wird sich dabei als sehr problematisch erweisen.

2.5. Potenzreihenermittlung

Nach der Isolation des stérksten Wachstums in w wird die Potenzreihe der Funktion ermittelt.
In Computeralgebra-Systemen wird tblicherweise die Potenzreihe durch konstruktive Verfahren
aus der Struktur der Funktion aufgebaut, und nicht klassisch durch die Definition der Taylorrei-
he. Um den vollen Umfang der unterstlitzten Funktionen beizubehalten, ist eine Darstellung als
Generalisierte Potenzreihe (Generalized Power Series) erforderlich. Eine Generalisierte Potenz-
reihe ist eine Potenzreihe der Form %2 ; a,x%, wobei die e, eine streng monoton wachsende
Folge von reellen Zahlen bilden, und &, # O fir Funktionen ungleich der Nullfunktion gilt. Es
dirfen also durchaus auch irrationale Exponenten in der Potenzreihe auftreten.

Es existieren Algorithmen, die solche Potenzreihen als abgebrochene Potenzreihen mit Rest-
term ermitteln kdnnen. Dabei sind die a,x% nur bis zu einem Summenindex n bekannt, und der
Algorithmus kann bei Bedarf diesen Abbruch-Index weiter hinaus schieben. Die Unvollstan-
digkeit der abgebrochenen Potenzreihe ist nicht kritisch, da der fiir die Analyse wichtige Term
der Potenzreihe sowieso der fuhrende Term ist. Leider existiert noch keine Implementierung ei-
nes solchen Algorithmus in Mathematica, so dass diese Diplomarbeit mit den eingeschrénkten
Mitteln des Series-Kommandos von Mathematica auskommen muss.

2.6. Analyse des fuhrenden Terms

Im Allgemeinen hat der fiihrende Term die Gestalt C(x) - w", und C(x) wachst dabei schwéacher
als jedes w* fir k # 0.

15



2. Uberblick tiber den Algorithmus

Falls n sich als 0 ergibt, war die urspriingliche Annahme, dass w das Wachstum dominieren wiir-
de, falsch. Tats&chlich hat sich in diesem Fall das Wachstum aller mit w vergleichbaren Terme
gegenseitig aufgehoben, und der wirklich dominante Term ist in einer niedrigeren Wachstums-
klasse zu finden. Durch die Potenzreihenentwicklung wurde die Wachstumsklasse von w elimi-
niert, und der gesuchte Grenzwert kann nun durch weitere Analyse von C(x) gefunden werden.

Istn + 0, ist das Ergebnis entweder 0 oder +c0. Das Vorzeichen kann durch weiteres Analysieren
von C(x) gefunden werden.

Durch rekursives Abarbeiten wird so die Funktion jedes mal um eine Wachstumsklasse verein-
facht, bis letztlich C(x) konstant ist. Zeichnet man diese Historie auf, gewinnt man einen guten
Einblick in die mit einander konkurrierenden Wachstumsprozesse und kann sogar eine Asym-
ptote zur Funktion bestimmen, die das Grenzverhalten der Funktion exakt nachbildet.

2.7. Null-Test

Im Verlauf des Algorithmus wird es wiederholt nétig sein, einen Term daraufhin zu tberpriifen,
ob er Null ist, oder welches Vorzeichen er besitzt. So ist das Ermitteln des filhrenden Terms der
Potenzreihe zum Scheitern verurteilt, wenn die Funktion selbst die Null-Funktion ist: In diesem
Fall gibt es keine von Null verschiedenen Terme in der Potenzreihe. Es genligt sogar bereits,
wenn die Funktion in einer Umgebung um den Grenziibergangspunkt identisch der Nullfunktion
ist.

Aber auch in anderen Teilen des Algorithmus treten solche Nulltests auf, z.B. beim Vergleichen
des Wachstumsverhaltens verschiedener Funktionen.

Auf den ersten Blick scheint es einfach zu sein, zu uberprufen, ob eine Funktion identisch Null
ist. In der Computeralgebra hat sich jedoch leider herausgestellt, dass dies ein sehr schwieriges,
wenn nicht gar unldsbares Problem ist. [Har10] und [Sha04] beschaftigen sich eingehender mit
dem Thema.

So ist zum Beispiel in unserem eingeschrankten Funktionsraum ein zweifelsfreier Nulltest theo-
retisch machbar: Es existieren Abschétzungen, wie viele Nullstellen eine solche Funktion ma-
ximal haben kann. (vgl. [Ric69] und [Mac80]) Findet man mehr Nullstellen, muss die Funktion
insgesamt identisch Null sein. Leider ist der Aufwand zur Ermittlung dieser Abschatzung sehr
grof3, und auch die Anzahl der zu Uberprifenden Nullstellen ist meist so groR, das das Verfahren
in der Praxis zu langsam ist.

In dieser Diplomarbeit ist es daher auch wieder einfachen Mathematica-Abfragen Uberlassen, die
Frage des Nulltests zu beantworten. Eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit muss hier wieder in
Kauf genommen werden.
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2. Uberblick tiber den Algorithmus
2.8. Rekursionen

Auf dem Weg zur Berechnung des Grenzwerts wird es immer wieder erforderlich sein, andere
Grenzwerte ebenfalls zu berechnen. Solche Grenzwertberechnungen sind z.B. nétig, wenn das
Wachstumsverhalten von Termen analysiert wird. In solchen Situationen wird sich der MrvLimit-
Algorithmus selbst rekursiv aufrufen. Dabei muss sorgfaltig darauf geachtet werden, dass die
rekursiv berechneten Grenzwertaufgaben immer einfacherer Natur sind, als der eigentlich zu
berechnende Grenzwert. Andernfalls wirde sich der Algorithmus immer wieder mit immer
schwierigeren Problemen selbst aufrufen und niemals ein Ergebnis liefern. Solange aber die
Grenzwertaufgaben zunehmend einfacher werden, wird der Algorithmus irgendwann bei den
einfachsten Aufgaben ankommen und die Grenzwerte von x oder von Konstanten berechnen -
dessen Ldsungen direkt fest in den Algorithmus integriert werden kdnnen.
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3. Mathematische Grundlagen

Nachdem wir nun eine grobe Vorstellung der Strategie des Algorithmus haben, wird es Zeit,
einige Begriffe mathematisch prazise zu definieren: Wann wachsen zwei Funktionen gleich
schnell, und wie kann schnelleres und langsameres Wachstum unterschieden werden? Wann
ist das Wachstum eines Teilausdrucks dem Wachstum von w &hnlich genug, um in der Potenz-
reihenentwicklung einen Beitrag zu leisten? Und wie konnen all diese Kriterien sinnvoll im
Algorithmus geprift werden?

Beginnen wir also mit dem Elementarsten. Dem Verhalten von Funktionen nahe Unendlich.

3.1. Hardykorper

Wir interessieren uns hauptséchlich fiir das Verhalten von Funktionen flir x - co. Daher macht
es Sinn, Funktionen als &quivalent zu betrachten, wenn sie sich in einem Intervall [x,, o) nicht
unterscheiden. Diese Aquivalenzrelation fiihrt direkt zur Definition des Hardykorpers:

Sei K ein Korper von Funktionen [X,, o) - R,X, € R, d.h. von Funktionen, die in einer
Umgebung um Unendlich definiert sind.

Auf K sei die Aquivalenzrelation ~ definiert wie folgt: Fur f,g € K gelte f ~ g genau dann,
wenn es ein X, € R gibt, so dass f(x) = g(x) flr x > x, gilt. Damit bildet die Restklasse K/~ mit
den kanonischen Operatoren +, - einen Korper. Diese Aquivalenzklasse f/~ wird auch als Keim
(germ) der Funktion f bezeichnet. Alle Funktionen einer Aquivalenzklasse sind identisch im
Verhalten nahe Unendlich, wohingegen sie sich in jedem endlichen Intervall, sei es auch noch
so nahe an Unendlich, unterscheiden kénnen. Ein gemeinsames Verhalten aller Funktionen in
einem konkreten Intervall [xo, oo) gibt es in der Regel nicht.

Ist eine Funktion f e K differenzierbar in einem Intervall [xo, oo), so ist jede Funktion der
Aquivalenzklasse ebenfalls in einem geeigneten Intervall differenzierbar, und die Ableitungen
sind zu einander dquivalent. So kann auf K/~ eine kanonische Differentiation definiert werden.

Definition 3.1. (Hardykorper) (vgl. [Har10])

Ein Korper H < ki ~ heilst Hardykorper, wenn er abgeschlossen ist bezuglich der Differentia-
tion. H, sei dabei die Menge H \ {0}. Jede Funktion eines Hardykorpers ist damit stetig und
beliebig oft differenzierbar in einer Umgebung um Unendlich.

Formal sei darauf hingewiesen: Im Folgenden wird oft von Funktionen f e 9 gesprochen,
obwohl nattirlich eine beliebige Funktion f der Klasse f_ € 9 gemeint ist. Inshbesondere be-
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3. Mathematische Grundlagen

ziehen sich Aussagen uber Intervalle [xo, oo) auf unterschiedliche Intervalle, je nach gewahltem
Vertreter der Klasse, und nicht auf ein gemeinsames Intervall der gesamten Klasse.

Ist H ein Hardykdrper und f e H, so existiert wegen der Korpereigenschaft 1/ f und ist eben-
falls in einer Umgebung um Unendlich differenzierbar. Daher muss f(x) # 0 in einer ganzen
Umgebung von Unendlich gelten.

Damit ist jede Funktion f € 9 in einer geeigneten Umgebung um Unendlich immer ganz
positiv, ganz negativ oder identisch 0. Da das gleiche fir f’ gilt, ist jede Funktion f e H in
einer Umgebung von Unendlich streng monoton, und fir f € H gilt: lim f(x) existiert und
ist entweder eine reellwertige Konstante oder +co.

X—00

R(x), der Korper der rationalen Funktionen, ist ein Hardykdrper, und bildet man den Abschluss
beziiglich der Funktionen f — exp(f) und f — log|fl|, so erhdlt man auch einen Hardykérper,
genannt £-Korper, der Korper der exp-log Funktionen. (vgl. [Har10])

3.2. Wachstumsklassen

Fur die Analyse von Termausdriicken auf ihr Grenzwertverhalten benétigen wir einen Ver-
gleichsmaRstab, um Funktionen nach ihrem Wachstumsverhalten zu ordnen. Im Folgenden wer-
den gleich zwei Aquivalenzklasseneinteilungen eingefiihrt, um damit das Wachstum von Termen
zu vergleichen. Die erste Klasseneinteilung wird dabei abgeschlossen beziiglich der Multipli-
kation mit Konstanten sein, die zweite wird abgeschlossen bezuglich der Potenzierung ihrer
Funktionen sein und damit abgeschlossen beziglich der Verkettung mit bestimmten rationalen
Funktionen.

Definition 3.2.

Fir a,b € H, gelte a ~ b genau dann, wenn lim,_ _a(x)/b(x) € R\ {0} ist. Fir a € H,
schreiben wir v(a) fur die Aquivalenzklasse von a und Y = {v(a)la € H,} fiir die Menge aller
Aguivalenzklassen.

Theorem 3.3. (vgl. [Ros83], Th.4 und [Gru96] Th.3.4)
Mit v(a) + v(b) = v(ab) bildet (Y, +) eine Abelsche Gruppe, die mittels

v(ia) > v(b) & )!im axX)/b(x) =0
vollstandig geordnet ist. AuRerdem gilt fir a,b € H,,:

1) v =0.
(2) v@?) = -v(a).
(3) v@m =n-v(a ,N € Z (mit der Multiplikation auf Y definiert als Summierung).

(4) v(a) > 0 genau dann, wenn lim ax)=0.

X—00

(5) v(a) = 0 genau dann, wenn lim ax) € R\ {0}.

X—00
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3. Mathematische Grundlagen

(6) v(a) < 0 genau dann, wenn lim,_, _ a(x) = *oo.
(7) Wenn a + b € H, ist, dann gilt v(a + b) = min(v(a), v(b)).
(8) Wenn a +b € H,und v(a) # v(b) ist, dann gilt v(a + b) = min(v(a), v(b)).

(9) Wenn a + b € H, und v(a + b) > min(v(a), v(b)) ist, gilt lim
v(a) = v(b)).

a(x)/b(x) = —1 (und damit

X—00

(10) Wenn v(a) + 0 # v(b), dann v(a) = v(b) genau dann, wenn v(@’) = v(b’).
(11) Wenn v(b) = 0, dann v(a) > v(b) genau dann, wenn v(a’) > v(b’).

(12) Wenn v(a) + 0 # v(b), dann v(a) = v(b) genau dann, wenn v(@’) = v(b’).

(1)-(9) folgen leicht aus der Definition. (10)-(12) folgen aus dem Satz von de I’Hbpital.

(7), (8) und (9) kann auf ganz H ausgedehnt werden mit der Definition v(0) = +co. O

Beachte: v(x?) < v(x) < v(1), was der intuitiven Bedeutung von ,kleiner* nicht entspricht. (7) be-
deutet umgangssprachlich also: a+b wéchst langsamer oder gleich schnell, als die schneller
wachsende der beiden Funktionen, a oder b. (8) beschreibt die Dominanz des starkeren Wachs-
tums, und (9) den Fall, dass sich das Wachstum von a und b gegenseitig aufhebt.

Zum Abschluss noch ein paar Beispiele fur Wachstumsklassen und deren Anordnung:

V(LX) > v (D) > v(Inx) >v(Inx)) > v(x%1) > v(x)
>v(xInx) > v(x(Inx)1) > v (x1) > v (x10) > v (e9) > v () > v (&%)

Man sieht an diesen Beispielen bereits, dass die Funktionen x, e*, Inx eigene kleine Gruppen
bilden, die sich auch durch das Potenzieren mit beliebigen positiven Zahlen nicht tberschneiden.
Gemischte Terme wie x(In x)K kénnen diese Gruppe unterbrechen und bilden darin gleich wieder
eine eigene Gruppe.

Diese Einteilung in Wachstumsklassen ist noch ungeeignet, um das Wachstum von Termen jen-
seits von Unendlich ausreichend einschatzen zu kénnen. Versuchen wir also, das Gruppenver-
halten, das x" von €* trennt, durch einen weiteren Wachstumsbegriff zu erfassen.

3.3. Noch einmal Wachstumsklassen

Wir kommen zur zweiten Aquivalenzklasse. Ziel ist, die Aquivalenzklasse abgeschlossen beziig-
lich rationaler Operationen zu gestalten. Ist f € H,, und g(x) = Yp_; akx" (a, # 0), so ergibt
sich v(g(f)) = n- v(f). Das Potenzieren vervielfacht also die Wachstumsklasse, und damit kann
kein Vielfaches von v(x) jemals v(e*) erreichen. Deswegen zielt die nachste Definition darauf,
Funktionen, die sich in der ersten Wachstumsklasse durch endliche Vielfache unterscheiden, zu-
sammen zu fassen. Dartiber hinaus ist es sinnvoll, das Wachstum von f und 1/ f ebenfalls zu
einer Klasse zusammen zu fassen.
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3. Mathematische Grundlagen

Definition 3.4.

Zwei Funktionen f,g € H, sind in der gleichen Wachstumsklasse, geschrieben f =< g, genau
dann, wenn m,n € N existieren mit mv(f)| = [v(g)| und niv(g)| = [v(f)l. Wir schreiben y(f) flr
die Aquivalenzklasse von f.

AuBerdem gelte f > g:< y(f) > y(g) genau dann, wenn njv(g)| < [v(f)| fur alle n € N gilt.

Theorem 3.5.

Fur f,g e H, qilt:

(1) f=ge AneN: ()l = Iv(g)l.

(2) v(f) =v(@) = ¥(f) = ¥(9.

(3) ¥(f") = y(f)firallen € Z\ {0}.

@) y(H)=y1) o v(f) =0.

(5) y(1) < y(f)firalle f € H,.

(6) Fir f,g— +oo gilt f < ggenau dann, wenn v(f™/g) < 0 und v(g"/ f) < 0 ist.
(7) y(fg) = max {y(F), (@)}

(8) Fir y(f) # ¥(9) gilt: ¥(fg) = max {y(f), »(9)}-

(1) - (5) folgen fast unmittelbar aus der Definition.

Zu (6): Es gilt v(f) < 0,v(g) < 0. Damit ist v(f™/g) = —mlv(f)| + Iv(g)l < 0 genau dann, wenn
miv(H)l = Iv(g)l gilt.

Zu (7): Sei 0.B.d.A. y(f) = y(g). Dann gibt es nach (1) ein n € N mit n|v(f)| > |v(g)l. Damit
folgt: Iv(fg)l = Iv(f) + v(@)l < V() + IV(g)l = (n + DIv(f)l, und daraus folgt v(f) = y(fg).

(8) beweist man am einfachsten unter Zuhilfenahme von Lemma 3.8 weiter unten. O

Definition 3.6. (Wachstumsverhaltnis)
Sei f,ge Hpy, v(f) # 0 # v(g). Dann heil3t der Wert

e Inlfool
R(T.9 = im igoo

die Wachstumsverhéltnis von f und g.

Dieser Wert eignet sich sehr gut, um das Wachstumsverhalten zweier Funktionen zu vergleichen,
wie wir im folgenden Theorem sehen werden. Gleichzeitig ist die Funktion einfach genug zu
berechnen, und damit sehr gut fur Computeralgebrazwecke zu verwenden.
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Theorem 3.7. (vgl. [Gru96] Th. 3.5 und Lem. 3.6)
Sei f,g e Hy, v(f) =0 # v(g). Dann gilt:

f<g < R(f,09) e R\{0}
f<g ©R(f,g)=0
f>g ©R(f,g) ==+

Wegen der Bedeutung dieses Zusammenhangs hier der Beweis:

Zundchst kann man 0.B.d.A davon ausgehen, dass f > 0,g = 0 gilt, da alle Aussagen vorzei-
chenunabhéngig sind. Weiterhin kann man von f,g —» +oco und damit von v(f) < 0,v(g) < 0
ausgehen: Falls f — 0 oder g - 0, kann der Beweis mit 1/ f oder 1/g gefiihrt werden.

Dann gilt folgende Aquivalenz:

mv(f) < v(g)
= v(fMg <0
< lim fM/g = +00
& limeminf=Ing — 4o

s limminf -Ing = +e0
S Iimln(g)(m% —1) = +o00

Analog folgt nv(g) < v(f) & lim In(f)( m—? - 1) = 400,

Gibt es nun m,n mit miv(f)| = v(g)| und niv(g)l = Iv(f)l, so kann im Gleichheitsfalle einfach m
oder n erhéht werden, und die Aussage gilt damit auch fir ,>‘. Dav(f) < 0, v(g) < 0 ist, kann die

Betragsbildung ersetzt werden, und es gilt mv(f) < v(g) und nv(g) < v(f) und damit, wie oben
gezeigt, lim In(g)(m% - 1) = +oo und lim In(f)(nm—? - 1) = +o0. Da bereits In f,Ing - +oo
Inf

ilt, muss limm!2f > 1 und limn!"9 > 1 gelten. Das ist aber nur méglich, wenn lim ™t weder
Ing nf Ing

0 noch +oo ist.

Gilt umgekehrt lim 24

lim nm—? > 1, und der obige Rechenweg lasst sich umkehren.

e R™* \ {0}, so gilt fur hinreichend groRes m,n lim m% > 1 und

Fur f < gergibt sich analog lim In(g) (n% - 1) = —oo fir alle n € N. Dazu muss n% -1<0
fiir alle n gelten, beziehungsweise lim % < % Das ist aber nur fur lim % = 0 erfillt. O

Die Funktion R(f, g) ist in doppelter Hinsicht sehr interessant. Zum einen bietet sie ein einfaches

Kriterium, um das Wachstum von Funktionen zu vergleichen, ohne dabei auf die Existenz oder
Nichtexistenz von Abschétzungskonstanten angewiesen zu sein.

Zum anderen stellt der Wert von R(f, g) eine Ordnungsbeziehung innerhalb einer Wachstums-
klasse dar. Da fir f,g,h € Hy mit f < g < h die Beziehung R(f,h) = R(f,g) - R(g, h) gilt,
kann man durch Auswahl eines Repréasentanten f, jeder Funktion f e y(f,) die Zahl R(f, f,)
zuordnen und so alle Funktionen von y(f,) anordnen.

Unter Zuhilfenahme von Theorem 3.3 (10) und (11) kann die Aussage von Theorem 3.7 auch
elegant zusammengefasst werden:
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Lemma 3.8.
Sei f,g e Hy, v(f) =0 # v(g). Dann gilt:

f=<xg ovf'/f)=v{/g
f<g evf/f)y>v{/g)

Diese Aussage ist inhaltlich vergleichbar mit Theorem 3.7, bietet aber bessere Mdglichkeiten
fur mathematische Beweise durch die Einbeziehung der Ableitung.

Beweis: Benutze den Zusammenhang (log|f[)’ = f’/f zusammen mit Theorem 3.3 (10) und
(12). O

AbschlieBend noch die formale Einschatzung der Wirkung der Exponential- und Logarithmus-
funktion in unserem Wachstumsmodell:

Lemma 3.9.

Sei f € H,, v(f) # 0, dann gilt:

(1) y(oglfl) < y(f)

(2) y(f)y <y(e), wenn f > +co.

3) y(f)>y(e), wenn f > 0.

Alle drei Aussagen folgen durch direkte Anwendung von Lemma 3.8 und der Erkenntnisse
v(log |f]) < 0 im Falle von (1) und v(f) < 0 bzw. > 0 im Falle von (2) und (3). a

Verglichen mit den Beispielen des vorigen Kapitels ergibt sich dieses Bild:

/x> 1 <Inx < (Inx)1% < x%1 < x
=< xInx < x(INx)10 < x11 < x10 < g0Ix - X — 10X

Betrachten wir noch ein paar Beispiele aus der Welt jenseits von e*:

xInx X+€e*

- 2
=X+e¥<eXxe¥=xx+e¥=<e <e <e¥ <e

Interessant anzumerken ist, dass x + e™* < x + €* gilt, anderseits aber e™* < e*. Diese Klassen-

bildung ist also nicht vertraglich mit der Addition.

3.4. Termanalyse

Wéhrend wir bisher von Funktionen im mathematischen Sinne ausgegangen sind, betrachten wir
nun Funktionen, wie sie von Computeralgebrasystemen gesehen werden: Als rekursive Baum-
struktur mit Zahlen, Konstanten und Variablen als Blatter und Operationen als innere Knoten.
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Der Algorithmus sieht vor, die am starksten wachsenden Teilausdriicke durch w darzustellen.
Welche das sind, wird im Folgenden festgelegt. Vorher bezeichnen wir noch mit SubExp(f) die
Menge aller Teilausdriicke von f, inklusive f selbst. Damit ergibt sich zum Beispiel:

SubEXxp (5x% + 7) = {5x* + 7,5%2,5,%?,x, 2, 7}

Nun kann die Menge der am starksten wachsenden Teilausdriicke (Most Rapidly Varying, MRV)
definiert werden:

Definition 3.10. (MrvSet)
Sei f(x) eine Funktion in Form einer Baumstruktur. Dann ist MrvSet(f) wie folgt definiert:

MrvSet(f) := {g € SubExp(f) | Yh € SubExp(f) : h =g}

Wie man an der Definition leicht sieht, sind alle Elemente von MrvSet(f) in der gleichen Wachs-
tumsklasse, und kein anderer Teilausdruck von f besitzt ein starkeres Wachstum.

Da alle Elemente von MrvSet(f) in der gleiche Wachstumsklasse liegen, macht es Sinn, solche
Mengen und andere Funktionen direkt mit <, <, > zu vergleichen. Es reicht dabei vollkommen,
den Vergleich mit einem Vertreter der Menge durchzufihren.

Als nitzlich erweist sich auch eine Hilfsfunktion zur Vereinigung solcher Mengen:

MrvMax(A,B) = A ,wenn A > B,
MrvMax(A,B) = B ,wenn A < B,
MrvMax(A,B)=AUB ,wennA=<B

Damit ist der Weg frei fur eine konstruktivere Analyse des Wachstums einer Funktion:

Lemma 3.11.
Ist f eine exp-log Funktion in Baumstruktur, dann gilt:

(1) Wenn x & SubExp(f) ist, dann ist MrvSet(f) = SubExp(f).

(2) Wenn f = x ist, dann ist MrvSet(f) = {x]}.

(3) Wenn f = g- hist, dann ist MrvMax(MrvSet(g), MrvSet(h)) € MrvSet(f).

(4) Wenn f =g+ hist, dann ist MrvMax(MrvSet(g), MrvSet(h)) € MrvSet(f).
(5) Wenn f = ¢®(c € R) ist, dann ist MrvSet(g) € MrvSet(f).

(6) Wenn f = log g ist, dann ist MrvSet(f) = MrvSet(g).

(7) Wenn f =e%und g —» +oo ist, dann ist MrvSet(f) = MrvMax({e?}, MrvSet(g)).

(8) Wenn f =e9und g —» ¢ € R ist, dann ist MrvSet(g) € MrvSet(f).
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3. Mathematische Grundlagen

In (1) haben alle Teilausdriicke das minimale Wachstum y(1). (2) ist offensichtlich.

Bei (3)-(8) ist die Frage entscheidend, ob die jeweilige Operation ein stirkeres Wachstum erzeu-
gen kann, als es die Teilausdriicke einzeln kdnnen.

(3) ergibt sich aus Theorem 3.5 (7). (4) erweist sich als schwieriger: So haben im Fall (-x +
™) + x beide Teile der Summe das Wachstum y(x), die Summe jedoch durch Elimination das
Wachstum y(eX). Trotzdem muss das starkste Wachstum durch einen Teilausdruck von g oder
h erzeugt worden sein. (5) folgt aus Theorem 3.5 (3). (6)-(8) folgen im Wesentlichen direkt
aus Lemma 3.9, jedoch muss hier zusatzlich bedacht werden, dass g auch in (1) liegen kann,
wodurch auch der Gesamtausdruck in y(1) liegt. O

In allen obigen Féllen bedeutet c auBerdem effektiv, dass hochstens noch der Gesamtausdruck
f selbst zusétzlich in der Menge liegen kann. Bei der spateren Umsetzung im Algorithmus kann
in diesen Féllen der Gesamtausdruck f ausgelassen werden.

3.5. Ersetzung

Ein wichtiges Thema wurde noch nicht ausreichend betrachtet: Die Ersetzung eines Terms der
héchsten Wachstumsklasse durch einen Term, der das Wachstum in der Variablen w isoliert.
Angenommen, ein Term f soll durch einen Term g mit f < g dargestellt werden. Wie bereits in
Kapitel 2.3 dargelegt, wird das Wachstum von Termen kiinstlich bis auf exponentielles Wachs-
tum angehoben werden. Wie die Implementierung zeigen wird, kann sogar davon ausgegangen
werden, dass f = eSund g = et ist. Als Ansatz versuchen wir f darzustellen als f = A-g¢, wobei
¢ konstant und weder 0 noch oo sein soll, und A kleineres Wachstum als f und g haben sollte:
A<g.

Instinktiv scheint es eine gute ldee zu sein, ¢ so zu wahlen, dass v(f) = v(g°®) ist - wenn dies
denn mdglich ist. A ergibt sich dann automatisch als A = f/g¢ = eS¢,

Wollen wir A < g erzwingen, kénnen wir Theorem 3.7 zu Hilfe nehmen:

- niA _
A<g olimg, g =0
i sca _
o I!mx_)m == =0
& Ilmx__)m s/lt-c =
& c=lim s/t

X—>+00

c erweist sich dabei als das bereits bekannte Wachstumsverhéltnis: ¢ = R(f, g). Damit ist auch
gleich die Existenz von c gesichert, dank Theorem 3.7 angewendet auf f =< g.
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4. Der MrvLimit-Algorithmus

Nachdem wir nun eine Vorstellung der Wachstumsprozesse im Unendlichen haben und bereits
einige Bruchstiicke des Algorithmus kennen, wird es jetzt Zeit, den MrvLimit-Algorithmus voll-
standig zu betrachten. Der Fokus wechselt mit diesem Kapitel weg vom mathematischen Hin-
tergrund, hin zu den Algorithmen und Strategien.

Wéhrend wir den Ablauf des Algorithmus Schritt fiir Schritt beobachten, werden wir auch gleich
Uberlegen, welche weiteren Funktionen problemlos in das Funktionsmodell (ibernommen wer-
den konnen.

Aulerdem werden wir einen kritischen Blick darauf werfen, ob die vorkommenden rekursi-
ven Aufrufe des Algorithmus tatsachlich nicht zu unendlichen Rekursionen filhren konnen. Die
entsprechenden Nachweise sind anspruchsvoll, jedoch zum Verstandnis des Algorithmus nicht
zwingend erforderlich, lassen sich also beim ersten Lesen bequem Uberspringen.

4.1. Transformation

Wie schon in Kapitel 2.1 dargelegt, ist der Algorithmus darauf spezialisiert, Grenzwertaufgaben
flr x > oo zu l6sen. Zunéchst muss die Funktion also geeignet transformiert werden: Fir x —
Xo" ersetze x durch Xq + %, fiir x - X, ersetze x durch X, — £ und fiir x > —co ersetze x durch -x.

Die Behandlung von beidseitigen Grenzwerten wird in Computeralgebrasystemen unterschied-
lich gehandhabt: Mathematica scheint bevorzugt Grenzwerte von oben (Direction — -1) zu be-
rechnen, Maple liefert undefined, falls der Grenzwert nicht eindeutig ist. Im reellen Fall bleibt
noch die Mdglichkeit, beide Grenzwerte auszugeben, falls sich unterschiedliche Grenzwerte er-
geben. Abgesehen von Mathematicas unvorsichtiger Herangehensweise muss man bei beidseiti-
gen Grenzwerten aber immer beide einseitigen Grenzwerte ermitteln und vergleichen.

4.2. Erweitertes Funktionsmodell

Der urspriingliche Algorithmus beschrénkt sich auf exp-log Funktionen, d.h. Konstanten, Po-
tenzen von x, Grundrechenarten, Exponentialfunktion und Logarithmus. Betrachtet man den
Algorithmus aber im Detail, werden hauptsachlich vier Arten von Funktionen unterschieden:
Funktionen mit stetigem Grenzibergang, Funktionen mit hebbaren polynomiellen Polstellen,
Funktionen mit logarithmischen Polstellen und Funktionen mit nicht hebbaren (essenziellen)
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4. Der MrvLimit-Algorithmus

Polstellen, jeweils natiirlich auf den Punkt des Grenziiberganges bezogen. Grenziibergédnge von
stetigen Funktionen kdnnen direkt berechnet werden, hebbare Polstellen werden durch Potenz-
reihenanalyse betrachtet. Logarithmische Polstellen werden dabei automatisch von w-Termen
zu x-Termen abgebaut. Nur die nicht hebbaren Polstellen der Exponentialfunktion werden algo-
rithmisch erfasst und analysiert.

Daher spricht auch nichts dagegen, weitere Funktionen in das Funktionsmodell aufzunehmen,
solange die Funktionen hdchstens hebbare Polstellen besitzen bzw. der Grenziibergang an unkri-
tischen Stellen der Funktion auftritt und solange die Funktion in eine Potenzreihe entwickelbar
ist.

Unter anderem kann so der Funktionsraum um trigonometrische Funktionen und die Gamma-
funktion erweitert werden:

sin(x), cos(x), tan(x) firx € R

arcsin(x), arccos(x) firx e R

arctan(x) fllryr —co<X<+4o00
'(x) firx e R

() = log(I'(x)) filr0 <X < 4o
Y(xX) = T ()T (X) flr —co <X < 400
YyOx) = T fir —co <x = +oo

(Weitere Funktionen werden in [Gru96] Kapitel 5.1 aufgefiihrt.)

Falls solche Funktionen in der Grenzwertaufgabe auftreten, muss vor der weiteren Grenzwert-
berechnung uberpriift werden, ob das Argument der Funktion existiert und die jeweiligen Ein-
schréankungen erfillt werden. Das macht man am besten in Form einer \Vorverarbeitung.

4.3. Vorverarbeitung

Die Vorverarbeitung dient dazu, die Struktur der Funktion zu tberprifen und anzupassen. Nicht
unterstutzte Funktionen missen erkannt werden, bei manchen Funktionen muss das Argument
der Funktion auf Gultigkeit gepruft werden. Der dazu erforderliche rekursive Aufruf des Grenz-
wertalgorithmus ist nicht kritisch, da der rekursive Aufruf ja nur mit einem Teilausdruck der
Funktion erfolgt. Unendliche Rekursionen sind so nicht mdglich.

Falls ein nicht unterstutzter Ausdruck auftritt, muss die Grenzwertberechnung mit einer ent-
sprechenden Fehlermeldung abgebrochen werden. Andere Ausdriicke missen fiir die weitere
Verarbeitung erst in eine geeignete Darstellung transformiert werden:

aP - elo@b g5 sejdenn, a = e oder b ist konstant.
rx) - els®  falsx > oo

Gleichzeitig bietet es sich an, redundante Funktions-Schreibweisen, wie z.B. bei den Trigono-
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4. Der MrvLimit-Algorithmus

metrischen Funktionen, auf die Grundformen zu beschranken:

sec(X) — 1/ cos(x)

csc(X) — 1/sin(x)

cot(x) — 1/tan(x)
arcsec(x) — arccos(1/x)
arccsc(x) — arcsin(1/x)
arccot(x) — arctan(1/x)

Nach der Vorverarbeitung muss sichergestellt sein, dass die Funktion keine unerwarteten Teil-
ausdrucke mehr enthélt. Nur mit einem klar begrenzten Funktionsumfang kann der Algorithmus
zuverlassig arbeiten.

Als Folge sind ab hier auch automatische Vereinfachungssysteme der Computeralgebraprogram-
me mit dulerster Vorsicht zu benutzen, da so schnell wieder Funktionen auftauchen, die nicht
innerhalb des Modells liegen.

Ein weiterer Fall, den man besser vorab behandelt, sind konstante Funktionen, die nicht von x
abhdngen. Der Algorithmus scheitert an Funktionen ohne jedes Wachstum daran, das Wachs-
tum auf Mindestniveau anzuheben. Da hier aber nichts zu berechnen ist, sollte man die weitere
Verarbeitung friihzeitig abbrechen.

Schlimmer noch sind Funktionen, die in einer ganzen Umgebung um Unendlich identisch Null

sind, wie zum Beispiel 1—(x—C)/+/ (x — C)?, die identisch Null ist fiir x > C. Solche Funktionen
sind praktisch nicht sicher erkennbar, sprengen aber das Funktionsmodell des Algorithmus und
fiihren so zu Programmfehlern und Abbrichen.

4.4. Rekursion und Terminierung

Immer wieder kommt es im Laufe des Algorithmus zu rekursiven Aufrufen der Grenzwertbe-
rechnung. So kann eine einzige Grenzwertaufgabe durchaus eine Kaskade von mehreren Hun-
dert weiteren Grenzwertberechnungen auslésen. Wird dabei bei der Berechnung von lim,_,  f(x)
irgendwann ein rekursiver Aufruf nétig, der wieder f(x) oder gewisse Variationen davon enthlt,
ist eine unendliche Schleife nicht mehr zu verhindern.

Um sicher zu gehen, dass solche Schleifen nicht auftreten, sollte bei jedem rekursiven Aufruf
eine Art ,Fortschritt bei der Bewaltigung der Aufgabe erkennbar sein. In unserem Fall wird der
Fortschritt messbar, indem wir in zwei Schritten die Komplexitat einer Funktion berechenbar
machen:
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function ComplexitySet(t : Term)
if (x not in t)
return {}
if (t =x)
return x
if(t=_+Ff_ +_g)
return ComplexitySet(f) U ComplexitySet(g)
if(t=_+Ff_*_g)
return ComplexitySet(f) U ComplexitySet(g)
if (t = _g_~ _c_ and x not in c)
return ComplexitySet(g)
if (t = Log(_g)))
return { Log(g) } U ComplexitySet(g)
if(t=¢e” _g)
return { e g } U ComplexitySet(g)
if (t = PolyGamma(_n_,_g_))
return ComplexitySet(g)

if (t=_f_(9))
if (f in { Sin, Cos, Tan, ArcSin, ArcCos,
ArcTan, Gamma, LogGamma } )
return ComplexitySet(g)

end function

function Complexity(t : Term)
return SizeOfF(ComplexitySet(t))
end function

_t_dient dabei als Platzhalter flr beliebige Teilausdriicke, die in Folge dann als t referenziert
werden. Complexity(t) wird auch kurz als C(t) bezeichnet.

Wie man leicht sieht, gilt C(ef) = C(log f) = C(f) + 1, wohingegen fiir die Grundrechenarten
nur gilt: max(C(f),C(g)) <= C(f +g) = C(f - g) < C(f) + C(9).

Um unendliche Rekursionen sicher auszuschliefen, wird die Forderung aufgestellt, dass bei
jedem rekursiven Aufruf die Komplexitat der rekursiv geldsten Aufgabe niedriger ist, als die
Komplexitét der urspriinglichen Funktion.

Leider ist auch das nicht haltbar, deshalb werden in Kapitel 4.11 noch zwei Falle untersucht,
in denen eine rekursive Berechnung von gleicher Komplexitat erforderlich sein kann. Die re-
kursiven Aufrufe sind jedoch von ausrechend spezieller Natur, um sicher zu stellen, dass die
Komplexitét in spateren rekursiven Aufrufen sinken wird.

4. 5. Starkstes Wachstum

Nun ist der Weg frei, die Funktion auf ihr grobes Wachstumsverhalten zu untersuchen. Wir gehen
dabei analog zu Kapitel 3.4 vor.

Bei MrvSet, der Menge aller Teilausdriicke der starksten Wachstumsklasse, weichen wir jedoch
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4. Der MrvLimit-Algorithmus

von der mathematischen Sichtweise in einigen Details ab:

e Waihrend formal das MrvSet einer konstanten Funktion aus allen Teilausdriicken besteht,
liefert die Implementierung die leere Menge zuriick. Da konstante Teilausdriicke keiner
besonderen Aufmerksamkeit bedurfen, ist das eine sinnvolle Vereinfachung.

e Wenn das Wachstum eines Ausdrucks ausschliellich durch seine Teilausdriicke bestimmt
wird, wie z.B. bei f+goder f-g, geniigt es, das Wachstum der Teilausdriicke zu behandeln
und den Gesamtausdruck unverandert zu belassen. Werden spater die am starksten wach-
senden Teilausdriicke ersetzt, ist damit auch der Gesamtausdruck ausreichend behandelt.

Sehen wir uns die Funktion MrvSet im Detail an:

function MrvSet(t : Term)

if (x not in t)

return {3}
if (t = x)

return X
if=_+f + _g)

return MrvMax(MrvSet(f) ,MrvSet(g))
if (= _f * g)

return MrvMax(MrvSet(f) ,MrvSet(g))
if (t = _g_ ~ _c_and x not in ¢)

return MrvSet(g)
if (t = Log(_g9.))

return MrvSet(Qg)
if(t=¢e~ g)

if (JLimit(g,x=>inf)] < inf)

return MrvSet(g)
if (Limit(g,x=>inf)=+/-inf)
return MrvMax({ e"g },MrvSet(g))

if (t = PolyGamma(_n_,_g.))

return MrvSet(Q)

if (t=_f_ (9))
if (f in { Sin, Cos, Tan, ArcSin, ArcCos,
ArcTan, Gamma, LogGamma } )
return MrvSet(g)

end function

_t_dient dabei wieder als Platzhalter fur beliebige Teilausdriicke, die in Folge dann als t referen-
ziert werden. Die Maximum-Mengenvereinigung MrvMax ist bereits in Kapitel 3.4 beschrieben
und wird gleich noch im Detail dargelegt.

Im Falle der Exponentialfunktion wird erstmals ein rekursiver Aufruf des Grenzwertalgorithmus
erforderlich. Da aber der rekursive Aufruf nur mit dem Exponent erfolgt, die Komplexitét also
um eins sinkt, ist eine unendliche Rekursion hier nicht zu befiirchten.

Die trigonometrischen und anderen Funktionen am Ende benétigen keine besondere Aufmerk-
samkeit mehr, da der Grenziibergang nur an unkritischen Stellen der Funktion erfolgt. Kritische
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Stellen wurden bereits von der Vorverarbeitung aufgelost oder abgewiesen.

Fur den MrvLimit-Algorithmus ist es von entscheidender Bedeutung zu erkennen, welcher Art
die von MrvSet zurlickgelieferten Mengen sind:

e MrvSet liefert eine Menge von Termen zuriick, die alle in der gleichen Wachstumsklasse
liegen.

e MrvSet(t) liefert nur Teilausdriicke von t zuriick.

e Die Menge ist leer, oder enthélt nur Elemente der Form x oder e f®.

e Enthélt die Menge Terme der Wachstumsklasse y(x), so enthélt sie auch x selbst.
¢ Alle Elemente haben den Grenzwert 0 oder co fiir X — oo.

e Kein Element ist konstant.

e Fir x > 0sind alle Elemente gréRer als 0.

Auf diese Eigenschaften wird spater im Algorithmus aufgebaut.

Es lohnt noch anzumerken, dass die Wachstumsklasse y(x) in der Regel, aber nicht immer, als
{x} zuriickgegeben wird. Andernfalls muss ein Term die Form e f® haben und dieses f(x) muss
logarithmisch oder langsamer wachsen. Die meisten solchen Terme fallen vorher bereits Mathe-
maticas automatischer Vereinfachung zum Opfer.

Es bleibt der Funktionsaufruf von MrvMax zu erkldren. Da die beiden Ubergebenen Mengen
jeweils nur Elemente einer Wachstumsklasse enthalten, gendigt es, je einen Stellvertreter jeder
Menge auszusuchen und deren Wachstum zu vergleichen:

function MrvMax(sl,s2 : Set of Term)
if (s1={D
return s2
if (s2 ={bH
return sl
if (s1[1] = s2[1])
return Union(sl,s2)

tl = Log(sl[1])

t2 = Log(s2[1])

if (t1 = Log(e"_f)
tl =F

if (t2 = Log(e™_f)
t2="°F
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if (Limit(tl/t2,x-inf) = inf)
return s2

if (Limit(tl/t2,x-»inf) = 0)
return sl

return Union(sl,s2)
end function

Der Fall der leeren Mengen (d.h. konstanten Terme) wird vorab erledigt. Danach werden die
Stellvertreter beider Mengen anhand von Theorem 3.7 verglichen. Sind die Stellvertreter vom
Typ ef®, kann log(ef™) sofort zu f(x) vereinfacht werden.

Da wieder rekursive Aufrufe der Limit-Funktion auftreten, muss wieder mit Vorsicht vorgegan-
gen werden. Dazu muss beobachtet werden, in welchen Situationen MrvMax aus MrvSet heraus
aufgerufen wird.

StoRt MrvSet auf einen Term der Form e9%, kann es zu einem Aufruf MrvMax(e9®, MrvSet(g(x)))
kommen. Das erste Argument kann dabei schlimmstenfalls die Funktion selbst sein, hat al-
so maximal die Komplexitit C(e9®). Durch die Vereinfachung sinkt die Komplexitat aber auf
C(g(x)) = C(e9¥) — 1.

Das zweite Argument hat maximal die Komplexitat C(g(x)), ist aber in jedem Fall ein Teil-
ausdruck von g(x). Die Komplexitat des rekursiven Aufrufs ist daher begrenzt mit C(t,/t,) <
C(e) — 1.

Es bleiben die Aufrufe von MrvMax bei f(x) + g(x) und f(x) - g(x). Schlimmstenfalls ist dabei
die urspriingliche Funktion direkt t = f(x) - g(x), und der Wachstumsvergleich findet tatsachlich
fur die Funktionen f(x) und g(x) statt. Entsprechendes gilt fur f(x) + g(x).

Der Fall f(x) = g(x) = x wird vorab behandelt und flihrt nicht zu einer Rekursion. Ist 0.B.d.A.
g(x) = x und f(x) # X, so bleibt fiir f(x) nur die Form f(x) = e"1™® und es kommt zum rekursiven
Aufruf lim,_,  f;(x)/log x. Die Komplexitat dieses Ausdrucks ist mdglicherweise gleich der von
f(x) - g(x) = e™ . x. Den Beweis, dass der Grenzwertaufruf lim,_ ., f;(x)/logx nicht zu einer
unendlichen Rekursion fiihrt, wird auf das Kapitel 4.11 aufgeschoben.

0

Ist schlieRlich f(x) = ™ und g(x) = e%®, so erfolgt der rekursive Aufruf lim, e mit

einer garantiert niedrigeren Komplexitat als f(x) - g(x), die Komplexitét sinkt also.

4.6. Anhebung der Wachstumsklasse

Nachdem wir nun das schlimmst mdgliche Wachstumsverhalten der Funktion ermittelt haben,
wird es Zeit, sich eines unangenehmen Sonderfalls zu entledigen: Wachstum der Klasse y(x),
d.h. Funktionen, die polynomiell oder langsamer wachsen.

Wie schon im Kapitel 2.3 angeschnitten, wird solange x durch e* ersetzt, bis das Wachstum
der Funktion nicht mehr in die Klasse y(x) fallt. Danach enthélt die Funktion garantiert Teil-
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ausdriicke von exponentiellem Wachstum, die klar von Teilausdriicken niedriger Ordnung ge-
trennt werden konnen. Als Nebeneffekt werden durch das Anheben Terme mit logarithmischem
Wachstum so weit angehoben, dass sie entweder exponentiell sind oder vorerst von anderen
exponentiellen Termen Uberschattet werden.

Das Anheben der Wachstumsklasse ist allerdings nicht ohne Folgen. Die Komplexitat der Funk-
tion nimmt durch das Ersetzen von x durch e* zu, deswegen muss sehr vorsichtig auf eventuelle
unendliche Rekursionen geachtet werden! Das MrvSet der angehobenen Funktion erneut zu
berechnen, kann bereits zu einer Schleife filhren. Zum Gluck ist das jedoch nicht immer erfor-
derlich. Die Komplexitat wird auch in Grenzen gehalten, wenn konsequent jedes Vorkommen
von log(x) nicht durch log(e*), sondern gleich durch x ersetzt wird:

Q = MrvSet(F)

ScaleUp = 0

while (x in Q)
ScaleUp = ScaleUp + 1
f = Replace(f, Log(X) -» X, X - €°%X)
Q = Replace(Q, Log(xX) -» X, X - €7°%X)

for each w in Q
if (w not in )
Q=Delete(Q,w)

end for
it (@ ={P
Q = MrvSet(f)
end while

Es genugt, auf das Vorkommen von x in Q zu achten, da das MrvSet der Klasse y(x) immer auch
x enthalt. ScaleUp z&hlt mit, wie h&ufig die Funktion in eine hohere Klasse angehoben wurde,
damit die Ergebnisse spater wieder in die urspriingliche Klasse abgesenkt werden konnen. Ist
man nur am schlichten numerischen Ergebnis interessiert und nicht an Asymptoten, kann das
auch eingespart werden.

Als nachstes werden in f und Q synchron alle x und log(x) Terme durch ihre angehobenen Vari-
anten ersetzt. Q) ist damit fast schon wieder identisch zum neuen MrvSet(f). Der einzige Fall, in
dem die Ersetzung in f und in Q unterschiedlich erfolgt, ist ein Auftreten von log(x) in f.

Tritt in f ein Term log(x) auf, so ist dessen Reprasentant in Q der Term x. Daher wird in Q die
Ersetzung x — e* angewendet, und in f wird log(x) — x ersetzt. Dadurch enthélt Q ein e, das
moglicherweise nicht in f vorkommt.

Deswegen wird zunéchst erst einmal jedes Element von Q entfernt, das nicht mehr in f vor-
kommt. Ist () jetzt nicht leer, so gibt es in f mindestens einen Teilausdruck mit exponentiellem
Wachstum. Alle Teilausdriicke von f mit exponentiellem Wachstum waren vorher mit polyno-
miellem Wachstum in Q vertreten und wurden in Q und f identisch transformiert. Es gilt also
wieder Q=MrvSet(f).

Ist Q) dagegen leer, so kann in f nur die Ersetzungsregel log(x) — x angewendet worden sein, und
f enthalt immer noch keinen Term mit exponentiellem Wachstum. Da die bisherige Wachstums-
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klasse vollstdndig eliminiert wurde, muss die nachst niedrigere, bisher logarithmische Wachs-
tumsklasse erneut ermittelt werden.

Insgesamt ist also nun folgendes passiert:

e Ist das starkste Wachstum starker als polynomiell, so ist die Funktion unveréndert geblie-
ben.

e Ist das starkste Wachstum polynomiell gewesen, so wurde genau ein mal die Ersetzung
x — e* durchgefiihrt. Die Komplexitat ist entsprechend maximal um 1 gestiegen.

e Ist das starkste Wachstum logarithmisch gewesen, wurde ein- oder mehrmals log(x) — x
ersetzt und abschlieend ein mal x — e*. Die Komplexitat sank dadurch zunéchst, stieg
aber im letzten Schritt maximal wieder um 1 an.

Der rekursive Aufruf von MrvSet ist zum Gliick unkritisch, da die Ersetzungsregel log(x) — x die
Komplexitat von f vorher gesenkt hat. Bei den noch folgenden rekursiven Aufrufen muss jedoch
mit um so mehr Sorgfalt vorgegangen werden, da mit der schlimmstenfalls um 1 gestiegenen
Komplexitét kalkuliert werden muss.

4.7. Wahl des Reprasentanten

Als néchstes wird ein Représentant w der Menge Q gewahlt, der als Substitutionsvariable w
und Reprasentant des starksten Wachstums dienen soll. Dabei gibt es ein spéter entscheidendes
Kriterium zu bertcksichtigen: Kein anderes Mitglied von Q. darf als Teilausdruck innerhalb von
w auftreten. Wenn also zum Beispiel Q = {e7*,e¥*€ "} ist, s0 ist w = eX*¢ " eine schlechte Wahl,
da darin e~ auftritt. Das Problem kann umgangen werden, wenn man als w das Element von Q)
mit der geringsten Komplexitat auswahlt.

Der Vertreter w muss zusatzlich die Eigenschaft lim,,  w = 0 erfullen, damit spéter die Potenz-
reihenentwicklung in w=0 durchgefiihrt werden kann. Da aber die Mitglieder von Q. bereits alle
in der Form e9® vorliegen und als Grenzwert nur noch 0 oder co méglich ist (s. Kapitel 4.5),
ist die Forderung w — 0 leicht zu erfiillen: Wenn lim,,__ g(X) = co, dann verwende w = e~9%.
Diese Vorzeichenanderung hat keine Auswirkungen auf die Stabilitat des Algorithmus oder die
Komplexitét der Funktion.

Interessanter ist da schon die Frage, woher man weil3, ob lim,_ _ g(x) = oo gilt. Dafiir einen
rekursiven Aufruf des Grenzwertalgorithmus starten kénnte zu unendlichen Rekursionen fiihren.
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Zum Glick ist das aber nicht notwendig, denn es kommen nur zwei ,Verursacher* als Quelle flr
w in Frage:

e Der Aufruf von MrvSet(x, x), der mittlerweile zu e* angehoben wurde.

e Der Aufruf von MrvSet(e"®, x) mit einer Funktion h(x) - +co.

Im ersten Fall ist das Wachstumsverhalten offensichtlich, im zweiten Fall kann es anhand des
damals sowieso berechneten Grenzwerts von h(x) ermittelt werden. Es bietet sich daher an, ent-
weder den Grenzwert von g(x) durch exaktes Zurtickverfolgen zum Ausgangspunkt zu bestim-
men, oder, besser noch, das Wachstumsverhalten von vornherein bei der Bestimmung von Q mit
zu bestimmen und aufzubewahren.

4.8. Umschreiben der Funktion

Nun wird die Funktion so umgeschrieben, dass alle Teilausdriicke des starksten Wachstums
durch w représentiert werden. Den dafiir nétigen Ansatz liefert Kapitel 3.5: Ersetze jedes Vor-
kommen von g € Q in f durch A - w® Nimmt man g = eSund w = €' an, so ergibt sich die
Konstante ¢ = lim, , s/t und A = e5"%. Bei der Ersetzung sollte w gleich als symbolische Kon-
stante eingesetzt werden und nicht wieder durch den Term ersetzt werden, den w représentiert.

Nach der Ersetzung muss sichergestellt sein, dass MrvSet(f) = {w} gilt. Um das zu garantieren,
mussen alle Vorkommen von (. in f ersetzt werden, und durch die Ersetzung diirfen keine neuen
Terme eingeflihrt werden, die in die gleiche Wachstumsklasse fallen.

Alle Vorkommen von Elementen von . werden direkt ersetzt, als Quelle fiir neue Vorkommen
kommt daher nur der Ausdruck A in Frage. A selbst hat nachweislich eine niedrigere Wachstums-
klasse, es bleiben aber noch Teilausdriicke von A zu berlicksichtigen. Diese bestehen wiederum
aus Teilausdriicken von w und von g € Q. Es geht also darum, wann die Elemente von Q selbst
wiederum Teilausdriicke enthalten, die ebenfalls in Q sind.

Ordnet man die Elemente von Q nach ihrer Komplexitét, wird die Situation Uberschaubar: Ele-
mente von hoherer Komplexitat kénnen nur Elemente niedrigerer Komplexitét als Teilausdriicke
enthalten. Ersetzt man nun zuerst die Elemente hoher Komplexitét, so werden in den nachfol-
genden Ersetzungen ebenfalls alle neu eingefiihrten kritischen Teilausdriicke niedrigerer Kom-
plexitat mit ersetzt. Hat man w als das Element mit niedrigster Komplexitat gewéhlt, so kann
auch der von w abstammende Teil in A keine neuen kritischen Teilausdriicke mehr einfiihren,
was andernfalls zu rekursiven Ersetzungsschleifen fiihren kénnte.

Eine weitere Quelle von Problemen sind Term-Optimierungen. Vereinfacht man A = e$% un-
vorsichtigerweise zu A = eS-e~%, ist man fast wieder am Ausgangspunkt angekommen, und der
Algorithmus scheitert. Je nach Computeralgebrasystem muss man daher sicher stellen, dass auf
automatische Optimierungen weitgehend verzichtet wird.

SchlieBlich bleibt der rekursive Aufruf des Grenzwertalgorithmus. Die Gefahr einer unendlichen
Rekursion ist auch hier wieder gegeben. Im Kapitel 4.12 wird ein Trick aufgezeigt, mit dem der
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rekursive Aufruf komplett vermieden werden kann.

Da diese Arbeit nicht auf diesen Trick zurlick greift, hier der Beweis, dass auch der rekursi-
ve Aufruf terminiert: Berechnet wird der Grenzwert ¢ = lim,_,__ s/t, ausgehend von den Aus-
driicken e® und et bzw. et aus Q und damit Teilausdriicken von f. Falls die Wachstumsklasse
nicht angehoben wurde, treten eS und e*!' direkt im urspriinglichen f auf, und s/t hat eine um
mindestens 1 niedrigere Komplexitét.

Es bleibt der Fall, dass mindestens ein mal die Wachstumsklasse angehoben wurde. Solange
dabei nur log x — x ersetzt wurde, kann die Komplexitat hochstens gesunken sein. Beim letzten
Anheben wurde aber genau ein mal x — e* ersetzt, wodurch die Komplexitat wieder um eins
stieg.

Da nun auch garantiert X e Q ist, liegt t = —x bereits fest, und es gilt C(s) = C(s/t), was
schlimmstenfalls gleich der Komplexitat der urspriinglichen Funktion f ist.

AuRerdem muss e in eS enthalten sein, d.h. entweder ist s = X, oder eXist in s enthalten. Im ersten
Fall ergibt sich (bei geeigneter Optimierung) s/t = x/(—x) = —1, wodurch keine rekursiven Pro-
bleme entstehen. Andernfalls bleibt ein Grenzwertaufruf lim,_, _ s/—x, wobei s den Teilausdruck
e* enthélt. Dass dieser Aufruf nicht zu einer unendlichen Rekursion fiihrt, wird im Kapitel 4.11
gezeigt.

4.9. Potenzreihe

Die Hauptarbeit des Algorithmus ist damit geschafft. Die Funktion wurde in eine Darstellung
Uberfuhrt, bei der die Teilausdriicke grofiter Wachstumsklasse nur in der Gestalt des Symbols w
auftreten, und alle anderen auftretenden Terme einer niedrigeren Klasse angehdren.

w hat die nétige Eigenschaft w — 0 fir x - oo, also kénnen die Anfangsterme einer genera-
lisierten Potenzreihe fir f in w = 0% ermittelt werden. Das ,,Wie* wiirde den Rahmen dieser
Diplomarbeit endgultig sprengen und sei daher anderen uberlassen. So viel sei gesagt, es gibt
Algorithmen, die in unserem Fall die abgebrochene Potenzreihe garantiert finden.

Der Algorithmus sollte eine abgebrochene Potenzreihendarstellung fir f liefern, mit der Gestalt
f = ap - w® + O[w®], mit einem reellen Exponenten e, < e; und einem Faktor a; + 0, der
konstant oder von niedrigerer Wachstumsklasse als w ist und der eine niedrigere Komplexitat
als die urspringliche Funktion f hat.

Ein Hinweis muss der Potenzreihenentwicklung noch auf den Weg gegeben werden. Falls im
Laufe der Potenzreihenentwicklung die Singularitaten log w oder log 1/ w auftreten, so kénnen
diese direkt vereinfacht werden: Sie gehdren einer niedrigeren Wachstumsklasse an und liefern
keinen Beitrag zu dieser Potenzreihe. Da w immer die Form w = e! hat, ist es ein leichtes,
die Beziehungen log w = t und log 1/w = —t aufzustellen und die auftretenden Singularitaten
aufzuldsen.

Umgekehrt kann es je nach Algorithmus vorkommen, dass Terme der Form w oder 1/w in ihrer
nach x aufgeldsten Form auftreten. Diese sollten dann von ihrer Darstellung mittels x zuriick

36



4. Der MrvLimit-Algorithmus

transformiert werden zur Darstellung mit w, damit der Algorithmus sie bei der Potenzreihenent-
wicklung korrekt bertcksichtigt.

4.10. Ergebnisanalyse

Es bleibt nur noch wenig zu tun. Als nachstes sollte die Anhebung der Wachstumsklasse aus
Kapitel 4.6 riickgéngig gemacht werden, indem genau so oft wie damals die umgekehrte Erset-
zung e* — x, X - log x auf w und auf a, angewendet wird. Wie schon gesagt, falls man nur an
dem numerischen Ergebnis interessiert ist, kann dieser Schritt auch entfallen.

Nach der Potenzreihenentwicklung sind die Wachstumskomponenten der Klasse y(w) konzen-
triert in Termen w® mit e, # 0, alle Komponenten niedrigerer Wachstumsklassen konzentrieren
sich auf die Faktoren a,. Daher gilt: Ist e, > 0, so dominiert w — 0 alle anderen Terme, der
Grenzwert ist also 0. Ist e, < 0, so dominiert 1/w — co alle anderen Terme, das Ergebnis ist
Sign(lim,_,  ay) - co. Ist hingegen e, = 0, so heben sich alle Wachstumskomponenten der Klasse
v(w) flr x - oo gegenseitig auf, und der Grenzwert ist lim ag.

X—00

Eventuell ist also ein rekursiver Grenzwertaufruf fir lim,_,  a, erforderlich. Da aber die Kom-
plexitat durch die Potenzreihenentwicklung gesunken ist, bereitet der rekursive Aufruf in der
nachst niedrigeren Wachstumsklasse keine Probleme. AulRerdem wird durch jede Potenzreihen-
entwicklung eine vollstdndige Wachstumsklasse abgebaut, so lange, bis alle Wachstumsklassen
aufgeldst sind und a, nicht mehr von x abhangt. Da der urspriingliche Funktionsausdruck end-
liche Komplexitat hat, konnen nur endlich viele Wachstumsklassen auftreten, der Algorithmus
terminiert also.

Als zusétzliches Bonbon kann der Algorithmus auch eine Asymptote zur Funktion bestimmen,
die alle Wachstumsklassen geordnet auffiihrt: Protokolliert man die Ergebnisse der Potenzrei-
henentwicklungen a(oyi)wi%’”, so ergibt sich am Ende folgende Asymptote:

— €on- €
AX) = o .wn_l%,n Dy o002 e, 0D

Alle w; streben gegen Null, sind positiv, haben fir zunehmendes i eine fallende Wachstums-
klasse, und der erste Term mit o) # 0 ist dominant. AuBerdem gilt lim,_,  f(X)/Ax) = 1.
Der Algorithmus kann auch solange fortgesetzt werden, dass a g ,, immer konstant ist. War der
urspriingliche Grenzwert nicht von der Form x — oo, S0 muss natirlich auch hier noch eine
Rucktransformation durchgefihrt werden.

4.11. Noch einmal Terminierung

Zwischenzeitlich hatten wir in zwei Fallen einen rekursiven Aufruf zugelassen, obwohl die
Komplexitat des rekursiven Aufrufs schlimmstenfalls gleich der der urspriinglichen Funktion
war. Um trotzdem sicher zu stellen, dass es nicht zu einer unendlichen Rekursion kommen kann,
missen wir nun zeigen, dass die néchsten rekursiven Aufrufe nicht wieder auf eine solche Aus-
nahme hinaus laufen.
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Im ersten Fall aus Kapitel 4.5 gilt es zu beweisen, dass lim,_,_ f;(x)/logx sicher terminiert,
wobei dieser Grenzwert bei der Bestimmung des MrvSet von f(x) - g(x) entstand mit e 1® e
MrvSet(f(x)) und x € MrvSet(g(x)).

Beim rekursiven Aufruf kommt es bei der Bestimmung des MrvSet wieder zu einer solchen Si-
tuation, bei der MrvSet(f,(x)) mit MrvSet(log x) = {x} verglichen wird. Stellt sich dabei heraus,
dass e2® e MrvSet( f,(x)) ist, kommt es erneut zu einem rekursiven Aufruf dhnlicher Art. In
diesem Aufruf wird aber durch den Wegfall des Logarithmus die Komplexitit um eins sinken,
der nachste rekursive Aufruf findet also wieder mit verringerter Komplexitat statt.

Im zweiten Fall aus Kapitel 4.8 geht es um den Grenzwert ¢ = lim,_,  s(e*)/—x. Er entstand aus
der Umschreibung eines Terms eS€ in die Form A-(e*)°. Durch die Anhebung der Wachstums-
klasse war fiir problemlose rekursive Aufrufe mindestens C(s(e*)/ —x) < C(e%®) erforderlich.

Bei der MrvSet-Bestimmung wird diesmal jedoch der Teilausdruck e* sofort dominant hervortre-
ten, eine weitere Anhebung der Wachstumsklasse ist nicht erforderlich. Dadurch ist eine direkte
Schleife hier ebenfalls nicht maéglich.

Eine Kopplung der beiden Ausnahmen ist noch denkbar, wenn Terme gleicher Komplexitat ab-
wechselnd durch die erste Ausnahme und die zweite Ausnahme in tiefere rekursive Aufrufe ge-
langen. Um auch dies auszuschlieBen, muss der Aufruf s(e*)/—x der zweiten Ausnahme in den
MrvSet-Aufruf der ersten Ausnahme verfolgt werden. Tatsachlich kann es zu einem weiteren re-
kursiven Aufruf gleicher Komplexitat kommen, wenn s(e*) auch darstellbar ist als e 5o dass
es beim MrvSet zum problematischen Aufruf mit s, (x)/log x kommen kann. Die Schleife wird
durchbrochen, wenn s, (x) noch immer e* enthélt, da so keine Anhebung der Wachstumsklasse
erforderlich ist, und es nicht wieder zu Ausnahme 2 kommen kann. Andernfalls muss s;(x) = x
sein, der rekursive Aufruf in MrvSet ist damit x/ log x, was zur angehobenen Form e*/x flhrt.
w wird als e7* gewahlt, und der einzige beziiglich Ausnahme 2 interessante Grenzwertaufruf ist
¢ = lim,_,_ x/—x, der aber schon im Kapitel 4.8 als unkritisch erkannt wurde.

4.12. Alternativer Ansatz

Bei der Konstante ¢ aus Kapitel 4.8 handelt es sich um das Wachstumsverhaltnis R(g, w) aus
Definition 3.6. Berechnet wurden solche Verhaltnisse bereits bei der Konstruktion von . mittels
MrvMax. Bewahrt man diese Ergebnisse zusammen mit Q auf, so kann daraus das Wachstums-
verhaltnis aller Terme in ) relativ zu w bestimmt werden.

Am einfachsten verfédhrt man dabei so: Die erste Funktion w = Q[1] jedes MrvSet dient als
Referenz und ihr wird die Zahl r=1 zugeordnet. Wann immer eine Funktion g mittels MrvMax
in die Menge aufgenommen wird, wird dessen relatives Wachstumsverhaltnis r = R(g, w) fur
den Klassenvergleich bereits berechnet und kann dann zusammen mit der Funktion g im MrvSet
aufbewahrt werden.

Soll eine andere Funktion w, die erste Funktion w ersetzen, so sind alle gespeicherten Verhltnis-
se anzupassen mit Hilfe der Regel r, = 1y -R(w, w,). Wie schon im Anschluss an Theorem 3.7
gesehen, giltjaR(g, w,) = R(g, w)-R(w, w,). Normalerweise ist auch dieses Wachstumsverhaltnis
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bekannt, ein weiterer Grenzwertaufruf ist nicht nétig.

Entsprechend muss im Fall der Vereinigung bei MrvMax eine der beiden Mengen an die Refe-
renz der anderen Menge angepasst werden, indem zum Beispiel in (2, jedes Wachstumsverhélt-
nis mit R(Q,[1], 4 [1]) multipliziert wird.

Die Anhebung der Wachstumsklasse hat auf das Wachstumsverhaltnis genauso wenig einen Ein-
fluss, wie auf den Grenzwert der Funktion selbst, hier ist also nichts zu beachten. Schlieflich
bleibt noch die endgliltige Wahl von w. Diese ist genauso zu behandeln, wie auch die bisherigen
Wechsel der Referenzfunktion. Sollte das Wachstumsverhalten von w durch Ersetzung w —» 1/w
gedreht worden sein, ergibt sich daraus eine weitere Multiplikation fiir alle Wachstumsverhalt-
nisse mit -1.

Der Lohn der Mihe ist, dass bei der Ersetzung im Kapitel 4.8 das Wachstumsverhéltnis ¢ bereits
bekannt ist und nicht durch einen weiteren rekursiven Aufruf ermittelt werden muss. Dadurch
treten in der Hauptschleife des Algorithmus rekursive Aufrufe nur noch bei der Bestimmung
von Q) sowie bei der Parameterpriifung am Anfang auf. Insbesondere treten aber nach der An-
hebung der Wachstumsklasse keine rekursiven Aufrufe mehr auf, was die Beweisflihrung weiter
vereinfacht.

In der weiteren Diplomarbeit wird dieser alternative Ansatz jedoch nicht impementiert.
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5.1. Paketdokumentation

Die Paketdokumentation ist Teil des Mathematica-Paketes MrvLimit und steht auf der Projekt-
Webseite zum Download bereit. Es existiert auch eine komplett in Englisch verfasste \Version
der Paketdokumentation.

5.1.1. Laden des Pakets

Das Paket wird wie jedes andere Mathematica-Paket mit Needs oder Get geladen.

Ist die Datei M vLi mi t. min einem Verzeichnis des Mathematica-Suchpfads $Pat h, kann das
Paket direkt geladen werden:

In[1]:= Needs["MrvLimit“"]
MrvLimit v1.0 (C) 2005 by Udo Richter
mail : udo_richter (at)gmx.de
web : http : //urichter.cjb.net/MrvLimit

Released under the GNU General Public License.

Andernfalls muss beim Laden der komplette Pfad zur Datei angegeben werden:

In[2]:= Needs["MrvLimit“", ""Pfad/Zur /Datei MrvLimit.m"]
MrvLimit v1.0 (C) 2005 by Udo Richter

mail : udo_richter (at)gmx.de
web : http : //urichter.cjb.net/MrvLimit

Released under the GNU General Public License.

Wird das Paket nur innerhalb eines anderen Pakets benétigt, kann es auch ,stillschweigend*
geladen werden:

In[3]:= MrvLimit“MrvLimitLoadSilent = True;

Needs["MrvLimit "]
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5.1.2. Einfache Grenzwertberechnungen

Einfache Grenzwertberechnungen koénnen analog zu Mathematicas Li mi t -Funktion durchge-
fuhrt werden:

X2
In[4].— f:m;
MrvLimit[f, X » o]
Qut[4] = 1

Falls ein eindeutiger Grenzwert nicht existiert, kann die Richtung der Annaherung vorgegeben
werden:

In[5]:= MrvLimit[Ff, x> 1, Direction - -1]
Q,It[5] = [¢0)

Dabei bedeutet -1 eine Anndherung von oben, +1 eine Annaherung von unten und 0 eine beidsei-
tige Anndherung. Falls M vLi ni t im beidseitigen Modus auf eine Unstetigkeit trifft, werden
beide einseitigen Grenzwerte als Liste ausgegeben:

In[6]:= MrvLimit[f, x> 1]
Qut[6] = {-w, 0}

Als optisch ansprechende Variante kann die Richtung der Annaherung durch ein hochgestelltes
+ oder - am Grenzwert angegeben werden:

In[7]:= MrvLimit[f, x> 1*]
Q,It[?]: ©

Sollte M vLi ni t einen Grenzwert nicht korrekt berechnen kdnnen, wird eine entsprechende
Warnmeldung ausgegeben, und die Grenzwertaufgabe wird unausgewertet zurtick geliefert:

In[8]:= MrvLimit[Sin[1/Xx], X > 0]

MrvLimit :: UnsupportedArgument : MrvLimit does not support Sin[x] for x— o,
appearing in Sin[x]
S - 1
Qut[8]= Mrlemlt{Sln b} ,X%O]

Die Spezialitat des M vLi mi t -Algorithmus liegt dabei insbesondere bei Funktionen mit ver-
schachtelten Exponential- und Logarithmusfunktionen:

2
In[9]:= F=e (_e%-f’x v 1) ;

MrvLimit[F, X » «]
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ut[9]= 1

In[10]:= Limit[F, X > o]

e, L S A
*@E +X+ee +e +x ,X%OJ]

Qut[10] = Limit[ex

MrvLimit unterstiitzt die Grundrechenarten +, -, -, /, Potenz und Wurzel und die Funktionen
Log, Ganma, LogGammm, Pol yGamma, Sin, Cos, Tan, ArcSin, ArcCos, Arc-
Tan, Sec, Csc, Cot, ArcSec, ArcCscundArcCot.

5.1.3. Fortgeschrittene Optionen

MrvLimit unterstlitzt einige fortgeschrittene Optionen. Diese Optionen kdnnen in beliebiger
Reihenfolge angegeben werden.

Ausgabeformat

Mittels Qut put —Li m t,Qut put »LeadTer mund Qut put -»Si gnedZer o kann die Aus-
gabe von MrvLimit veradndert werden. Dabei ist Qut put —Li ni t die Standardvorgabe.

Limt[f,x-lim Qutput-SignedZero] gibt den Grenzwert normal aus, wenn der
Grenzwert nicht 0 ist. Ist der berechnete Grenzwert 0, wird entweder Zer o oder - Zer 0 aus-
gegeben, je nachdem, ob in der Umgebung des Grenzwertes die Funktion positiv oder negativ
ist.

Limt[f,x->lim Qutput->LeadTerm gibt eine bei der Grenzwertberechnung ermit-
telte Asymptote aus. Die Ausgabe hat folgendes Format:

LeadTer n{ const, { pwr [ base;, exp,] , pwr [ base,,exp,] , ... pwr [ base,, exp,] }]

const ist der nicht von x abhéngige Teil der Funktion,

base; sind exponentielle Basisfunktionen,

exp; sind die reellen, konstanten Exponenten, die die Ordnung reprasentieren, in der die Basis-
funktionen auftreten.

Die zuriickgegebenen Terme sind in interner Darstellung belassen, um deren spezielle Struk-
tur zu erhalten. Durch Anwendung der Funktion Fr omi nt er nal [ f, x] kann die allgemeine
Mathematica-Darstellung zuriick gewonnen werden. Mehr zur internen Darstellung im Kapitel
Uber Hilfsfunktionen.

Alle Basisfunktionen sind Exponentialfunktionen, sind positiv und haben fur x — lim, x > 0 den
Grenzwert 0.

Die Basisfunktionen sind dabei nach fallender Wachstumsordnung geordnet. Die erste Funktion
mit exp; # 0 ist dominant und bestimmt das Wachstumsverhalten der Funktion.

Die Asymptote ist dabei die Funktion const - base,*®: - base,*®2 - ... . base,*"n
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1__-& -X
f=z-ex™® +e° ;

In[11]:

It =MrvLiImit[f, X » o, Output » LeadTerm]
Qut[11]= LeadTerm {1, {pwr[e’ex , O} , pwr[ae’X2 , 0] ,pwrie™, 1], pwre "9 0] }}
Alle Terme, abgesehen von e~*, treten nur scheinbar auf und spielen fiir den Grenzwert keine
Rolle.

Die Ausgabe erfolgt hier in der internen Funktionsdarstellung von MrvLimit und nicht in nor-
maler Mathematica-Darstellung. Durch die Aufhebung der internen Darstellung wird e~ '09®
wieder automatisch zu )—1( vereinfacht:

In[12]:= 1t=Frominternal[It, X]
Qut[12] = LeadTerm {1, {pwr[ce""X , O} , pwr[ce’x2 s O] ,pwrie™,1], pwr[%, O} }]
Durch Ausfilhrung der Potenzen eliminieren sich die scheinbaren Basisfunktionen:

In[13]:= 1t=1t/.pwr - Power
Qut [ 13] LeadTerm[1, {1,1,e*,1}]

Multiplikation aller Terme ergibt die eigentliche Asymptote:

In[14]:= 1t=1¢€[[1]] »Apply[Times, 1t[[2]]]
Qut[14]= e

Die Uberpriifung zeigt, dass die Asymptote gefunden ist:
In[15]:= MrvLimit[f/It, X - o]

Qut[15]= 1

Cachekontrolle

Durch Setzen der Option Cl ear Cache—Tr ue wird vor der Grenzwertberechnung eine Leerung
des Algorithmus-internen Ergebniscache veranlasst. Jeder einmal berechnete Grenzwert wird
darin aufbewahrt, um wiederholte Berechnungen des gleichen Grenzwertes zu verhindern. Eine
Leerung des Caches ist erforderlich, wenn sich Rahmenbedingungen verdndern, die Auswirkun-
gen auf die Grenzwertberechnung haben:

In[16]:= Unprotect[Sign]; Sign[a] = 1; Protect[Sign];

MrvLimit[e®*, X » =]
Qut[16]= o
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In[17]: Unprotect[Sign]; Sign[a] = -1; Protect[Sign];

MrvLimit[e®*, X » =]

[ee]

Qut [ 17]

Dieses Ergebnis ist falsch, da das angenommene Vorzeichen von a Auswirkung auf den Grenz-
wert hat, und damit das gecachete Ergebnis keine Gultigkeit mehr hat.

In[18]:= MrvLimit[e®*, X -» o, ClearCache -» True]
Qut[18]= O
In[19]:= Unprotect[Sign]; Sign[a] = .; Protect[Sign];

Alternativ kann der Cache durch Aufruf von M vLi nmi t Cl ear Cache[ ] geleert werden.
M vLi mit Get CacheSt at s[] liefert eine statistische Ausgabe iber den Nutzungsgrad des
Caches:

I n[20] :
CQut [ 20]

MrvLimitGetCacheStats[]
{CacheHits - 52, CacheMisses - 13}

CacheHi t s gibt dabei an, wie viele Grenzwertberechnungen durch gecachete Ergebnisse ver-
mieden werden konnten, CacheM sses gibt an, wie viele Grenzwertberechnungen tatsachlich
ausgeflhrt wurden.

Debuginformationen

Mit Debug—n wird die Debug-Ausgabe des MrvLimit-Algorithmus aktiviert. Dabei gibt n an,
bis zu welcher rekursiven Schachtelungstiefe die Debuginformationen ausgegeben werden sol-
len. Debug— oo gibt Debuginformationen in beliebiger Schachtelungstiefe aus.

In[21]:= MrvLimit[e "X, X - o, Debug - 1, ClearCache - True]
Enter Level 1 Call MrvLimitInf [e*, x, Debug - =]
Calculating limit of e*
Calculating Mrv set of e*
Q ={MrvF[e*, 3, x]}

w =e*
Replacingw > 1/w : w=e*

Prepare to rewrite g =e* tod x w ¢

c=-14=1

1

Rewriting e* - =
w

f=1

w

Calculating power series : f =

S
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Series expansion : 1.0 [w] 2
w

-X

Dominant term : %

, W=e@
Dominant asymptotic : 1@%

Leave Level 1 Call MrvLimitInf [e*, x, Debug - o] == «
Qut[21]=

5.1.4. Hilfsfunktionen
Tolnternal / FromInternal

MrvLimit verwendet intern eine Funktionsdarstellung, in der bestimmte Funktionen durch al-
ternative Schreibweisen ersetzt werden. Durch diese Ersetzung werden stérende Effekte durch
automatische Transformationen vermieden. MrvLimit (ibersetzt die Eingabe und Ausgabe auto-
matisch in die interne Darstellung und zuriick. Nur bei einigen fortgeschrittenen Eingriffsmdg-
lichkeiten trifft man auf die interne Darstellung.

Funktionen und ihre interne Darstellung in M vLi ni t :

Funktion Darstellung
Power power
Log | og

Sin sin

Cos cos

Tan tan
ArcSin arcsin
Ar cCos arccos
ArcTan arctan
Ganma ganma
LogGanma | oggamm

Pol yGamma pol ygamma
Die Anzeige der Funktionen durch Mathematica entspricht jeweils der normalen Anzeige:

In[22]: = power[e, X] + Power[e, x]
Qut[22]= & +e&*

Zur Konvertierung zwischen Mathematica-Darstellung und normaler Darstellung dienen die
Hilfsfunktionen Tol nt ernal [ f, x] und From nternal [f, X]:

In[23]:= F=Tolnternal[e X *Sin[X] c, X]
Qut[23]= e€*Sin[x]°¢
In[24]:= f=Ff/.c-0

Qut[24] = & Sin[x]°
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In[25]:= Fromlnternal [T, X]
Qut[25]= €*

Tol nt er nal verarbeitet nur Funktionen, die fiir den Algorithmus als bekannt gelten:

In[26]: = Tolnternal [Foo[X], X]
MrvLimit :: UnsupportedFunction : MrvLimit does not support this function :
Foo [x]

Qut[26] = Tolnternal [Foo[X], X]

5.1.5. Erweiterungsschnittstellen
Potenzreihen

M vLi mt ist abhdngig von einem guten Algorithmus zur Potenzreihenentwicklung, kann
selbst aber nur auf die beschrankten Mdglichkeiten des Ser i es-Kommandos von Mathematica
zurtickgreifen. Oft genligt aber schon eine kleine Modifikation an der auftretenden Funktion, um
die Potenzreihe zu ermitteln. Oder es steht ein génzlich anderer Algorithmus zur Potenzreihen-
entwicklung zur Verfiigung. Uber die Variable $M vSer i esHead kann eine solche Methode
eingebunden werden:

- 1
In[27]:= MrvLimit[(e*Xx)*, X - o]
log | &
MrvLimit :: SeriesFail : Series failedate =
i
X

Qut[27] = MrvLimit{ (€ X)X, X - oo}

In[28]:= SeriesHelper[f_,x_,w_, logw_, dprint_] :=Module[{},

X[

If[Frominternal [f, x] === (5) ,
W

Return[{Tolnternal [ehgqu s x] , 0}] ;

E

MrvSeriesHead [T, X, w, logw, dprint]
$MrvSeriesHead = SeriesHelper;
res = MrvLimit[ (e* x) %, X -» o, ClearCache - True] ;
$MrvSeriesHead = MrvSeriesHead;

res
Qut[28]= e
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Fir die genaue Implementierung der Schnittstelle sollte der Quelltext der Funktion M v Se-
r i esHead herangezogen werden.

Nulltests

Genau wie das Series-Kommando von Mathematica sind auch die Nulltests eine kritische Schwé-
che des Algorithmus. Auch sie kénnen einfach ersetzt werden. $M vTest Zer o verweist auf
eine Funktion, die zum Testen von Termen auf den Wert 0 verwendet wird. Die Standardvorgabe
ist M vTest Zero = M vTest Zer o mit:

MvTest Zero[term ,x ] := Sinplify[Fromnternal [term x] == 0];

Alternativ bietet sich die schnellere, aber ungenauere folgende Variante an:
From nternal [term x] == 0,

oder die grindlichere, aber erheblich langsamere folgende Variante :
Sinplify[From nternal [term x] == 0, Elenment[x, Real s]]
Mathematica steuert aulRerdem noch die folgende Variante bei:

Devel oper‘ Zero@ From nternal [term X]]

Um Funktionen in der Umgebung eines Grenzwertes (normalerweise oo) auf die Nullfunktion zu
testen, wird $M vTest Zer ol nt er val verwendet. Die Standardvorgabe ist hierbei $M v-
Test Zerol nterval = M vTest Zer ol nt er val , definiert als:

M vTest Zerol nterval [term ,X_—oo] := Sinplify[From nternal [term X]

Neben den bereits genannten Varianten kann hier auch die konkrete Umgebung berticksichtigt
werden, zum Beispiel mitSi npl i fy[ From nternal [term x] == 0, x > 10%000]
Leider ist auch dieser Aufruf mit unkalkulierbaren Laufzeiten verbunden, weshalb als Standard
nur ein einfacher Nulltest ohne Bezug auf x durchgefiihrt wird.

Debugausgabe

Falls man an einer anderen Ausgabeform der Debug-Option interessiert ist, kann man diese
Uber $DebugPr i nt bekannt machen:

In[29]:= MyPrint[Indent_, Text_ ] :=Print["Debug[", Indent, "] : ", Text] ;
$DebugPrint = MyPrint;
MrvLimit[e™X, X -» o, Debug -» 1] ;

$DebugPrint = IndentPrint;

Debug [O] : Enter Level 1 Call MrvLimitInf [e*, x, Debug — 1]
Debug [0] : Taking cached result
Debug[0] : Leave Level 1 Call MrvLimitInf [e*, x, Debug > 1] ==
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Ausgabesteuerung
Da die Ausgabe von Funktionsteilen und die Debugausgabe sehr umfangreich sein kann, ist es

u.U. sinnvoll, solche Ausgaben zu filtern. Mit der Variable $Qut put Pr ocessor kann jede
Debugausgabe und jede Meldungsausgabe nachbearbeitet werden:

In[30]:= F=e Mt /h- >

=5
1l+e”

> h}a)

1
$OutputProcessor = (Fromlnternal [#,X1/. { 17 e
+e

MrvLimit[Ff, X - o, Debug -» 1, ClearCache - True] ;

$0utputProcessor = Identity;

Enter Level 1 Call MrvLimitInf |e® i T , x, Debug - 1]

x

; - B-x p_
Calculating limit of @® % 1%
. h-x p X
Calculating Mrv set of €® ‘2 Tii
Jh-x X
Q ={MrvF[e*,5, 0], MrvF[e"*, 15, 0], Mer[ee i 43, o] }
w=e~*
q h-x,p_ X =

Prepare to rewrite g =e® hTE tod « w'c

C :% A= eehix*h*f’ﬁ

. . h- _ X h- X _ X

Rewriting e® ‘BT »e® M2 Th [y

£ = B E T g
Prepare torewrite g =e? * tod «w ¢

c=14=¢e"
Rewriting e * > e w

x X h

f :efﬁ»zfm*»e m\/a

Prepare torewrite g =e * tod*x w ¢

c=14=1

Rewritinge ™ - w

1
=
srelid or g -5

f —e Tie \/B
§+e1%w w,,ilf_‘xr
) ) )
Calculating power series : f =e Yra \fw

Series expansion : e \/w + 0[w] S22
Dominant term : e \/w , w = e *
Dominant asymptotic : evVe *

Leave Level 1 Call MrvLimitInf [ee%h*h'ﬁ ,x,Debug >1| == 0
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5.2. Quelltextdokumentation

Kommen wir zum primdren Ergebnis der Diplomarbeit, dem Mathematica-Paket MrvLimit. Der
folgende Quelltext steht selbstverstandlich zum Download bereit.

Die hier wiedergegebene Version 1.0 des MrvLimit-Pakets enthalt neben den normalen Kom-
mentaren noch zusatzliche weiterfihrende Hinweise.

5.2.1. Paketanfang

(* MrvLimit v1.0 (c) 2005 by Udo Richter *)
(* mail:udo_richter(at)gmx.de *)
(* web:http://urichter.cjb.net/MrvLimit *)

(* Released under the GNU General Public License. ¥*)
C* "$1d: MrvLimit.m 97 2005-05-11 00:57:18Z udo $'" *)

BeginPackage["'MrvLimit“"];

Mit BeginPackage beginnt der 6ffentliche Teil des Pakets. Alle nun folgenden Symbole stehen
nach dem Laden des Pakets zur Verfiigung. Deswegen folgt als nachstes eine Aufzahlung al-
ler 6ffentlichen Symbole. Um bei Namenséahnlichkeiten keine Warnungen auszuldsen, werden
voriibergehend die General::spell Warnungen deaktiviert.

Off[General : :spelll];

Off[General : :spell];

{power,pwr,log,sin,cos,tan,arcsin,arccos,arctan,gamma, loggamma, polygamma,
Output,output,direction,term,Limit,LeadTerm,SignedZero,Debug,Automatic,
Direction,ClearCache,MrvLimitGetCacheStats,MrvLimitClearCache,CacheHits,
CacheMisses,w,MrvF,MrvSeriesHead, $MrvSeriesHead, $DebugPrint,
IndentPrint,MrvTestZero,$MrvTestZero,
MrvTestZerolnterval ,$MrvTestZerolnterval ,$0OutputProcessor,
MrvLimitLoadSilent,Zero,FromInternal,Tolnternal};

On[General::spelll];

On[General::spell];

Es folgen die Hilfetexte fiir die exportierten Funktionen. Die Hilfetexte kénnen mit ?MrvLimit
usw. abgefragt werden.

Tolnternal : :usage=

"Tolnternal[f,x] translates f[x] to internal package form, making sure \
that no critical automatic transformations will be done on f any more. If \
Tolnternal succeeds, return value will be free of Tolnternal calls (check \
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using FreeQ). If Tolnternal fails, an UnsupportedFunction error is issued, \
and the failing Tolnternal call will be encapsulated in HoldForm.";

Fromlnternal : :usage=
"FromInternal [f,x] translates internal representation of f[x] back to \
general Mathematica representation. See Tolnternal[f,x] for details.";

MrvLimit: :usage=

“"MrvLimit[f,x->1im,options] calculates the limit of ¥ for x approaching \
lim. If MrvLimit succeeds, the limit value will be returned. In case of \
two-sided limits, a list of two results may be returned, in case that they \
are different. If MrvLimit fails, an error message will be issued, and \
MrvLimit will return the whole call encapsulated in HoldForm. \nPossible \
Options:\n Direction: One of -1, +1, O or Automatic. Defaults to Automatic. \
+1 will calculate limits from below, -1 from above, 0 both sided. Automatic \
does both sided limits for finite limit processes, and matching sides for \
infinite.\n Output: Limit, LeadTerm or SignedZero. Default Limit. LeadTerm \
will return a LeadTerm[] object describing the found asymptotic. See LeadTerm \
help. SignedZero will return Zero or -Zero if the limit is 0.\n Debug: \
positive integer n or Automatic. Default Automatic. Enables debugging output \
down to nested level n in recursive calls. Automatic mode will detect \
recursive calls and inherit predecessor’s debug level minus 1.";

LeadTerm: :usage =

"Output->LeadTerm is an option to MrvLimit, to return the found asymptotic \
behavior of the function. To preserve its structure, the result will be \
in internal form, see Tolnternal.\nGeneral result form is LeadTerm[c,a], \
with a of form {pwrlw;, €], pwr(w,,&],..}.\w;, is an asymptotic with \
w, - 0, w>0 for x> 0. g Is the exponent order of the asymptotic, and may be \
0. The a list is ordered by dominance, dominating asymptotics first. c is \
the leading term constant.\nThe general asymptotic behavior is \
c*Apply[Times,a]\-pwr->Power.";

Es folgen die Texte der diversen Fehlermeldungen, die mittels Message ausgegeben werden.

MrvLimit::"LimitFail"="Limit failed at “1° on “2°';
MrvLimit: :""UnknownSign'=""Cannot determine sign: “1°";
MrvLimit::"SeriesFail''=""Series failed at “1°";
MrvLimit: :""SeriesNoTerms"=

"Series failed at “1°“: No leading term found, possibly undetected Zero \
function";
MrvLimit: :""ZeroFunction"="Unexpected Zero function detected.";
MrvLimit: :""UnknownOutput'="Unknown output type Output—-“1<";
MrvLimit: :"MrvSetFailed"="MrvSet failed at “1°";
MrvLimit: :*"UnsupportedFunction'=

"MrvLimit does not support this function: “1°";
MrvLimit: :""UnsupportedArgument''=

“"MrvLimit does not support “1¢ for “2°, appearing in “3°";
MrvLimit::"RecursiveCall'"="Recursive Limit call encountered on “1<";
MrvLimit: :"LostContext''=
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"Lost Link to aborted MrvLimit context detected. Skipping.';
MrvLimit: :""UnknownOption'="Unknown Option “1°";
MrvLimitInf: :"UnknownOption"="Unknown Option “1°";
MrvLimit: :*"ConditionCheck"="Cannot check important condition “1°";
MrvLimit::"Assert'="Assertion check failed: “1“ on “2°";

Begin["“Private“'];

Damit endet der Offentliche Teil des MrvLimit-Pakets. Alle folgenden Deklarationen sind Teil
des privaten Symbolkontextes und werden durch das Laden des Pakets nicht direkt verfuigbar.
Zunachst folgen wieder einige Symboldeklarationen, wobei General::spell Warnungen wieder
deaktiviert sind.

Off[General : :spelll];
Off[General::spell];
{Res,ResA,ResB};
On[General::spelll];
On[General::spell];

(* Greetings *)
IF[!(MrvLimitLoadSilent===True)
(*then¥*),
Print[

“"MrvLimit v1.0 (c) 2005 by Udo Richter\n mail: \
udo_richter(at)gmx.de\n web: http://urichter.cjb.net/MrvLimit\n Released \
under the GNU General Public License."];

1:(* end if *)

Die BegriRungsnachricht wird beim Laden des Pakets ausgegeben, es sei denn, die Variable
MrvLimitLoadSilent wurde vorab gesetzt.

5.2.2. Interne Darstellung

Es folgt der erste echte Code. Die Funktion Tolnternal dient dazu, Formelterme in die ,sichere*
interne Darstellung zu Uberfihren. Das bedeutet in der Regel, einige kritische Mathematica-
Symbole durch gleichlautende Symbole in Kleinbuchstaben zu ersetzen. Weitere Parametertests
finden hier nicht statt.

Tolnternal nutzt Mathematicas Spezialitat, Funktionen fur bestimmte Muster in den lbergebe-
nen Parametern separat zu definieren. Damit wird der Aufruf von Tolnternal rekursiv auf die
Argumente weiter gereicht, nachdem jeweils die duf3erste Funktion durch die interne Darstel-
lung ersetzt wurde.
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(* Translate term to internal restricted function space *)

Tolnternal [f_,x_]:=f/;FreeQ[f,x];

Tolnternal [x_,x_1:=x;

Tolnternal[[g_*h_,x_]:=Tolnternal[g,x]*Tolnternal[h,x];

Tolnternal[[g_+h_,x_]:=Tolnternal[g,x]+Tolnternal[h,x];

Tolnternal [Power[g_,c_].,x ]:=
power[Tolnternal[g,x],Tolnternal[c,x]]/;FreeQ[c,x];

Tolnternal [Power[E,g_1],x _]:=power[E,Tolnternal[g,x]];

Tolnternal[Power[f_,g_1,x_]:=power[E,log[Tolnternal [f,x]1*Tolnternal[g,x11;

Tolnternal[Log[g_],x_J:=log[Tolnternal[g,x]1];

Tolnternal[Sin[f_],x_J:=sin[Tolnternal [f,x]];
Tolnternal [Cos[f_],x_J]:=cos[Tolnternal[f,x]];
Tolnternal[Tan[f_],x_J:=tan[Tolnternal[f,x]];
Tolnternal[Sec[f_],x_]:=1/cos[Tolnternal [f,x]];
Tolnternal [Csc[f_],x_]:=1/sin[Tolnternal [f,x]];
Tolnternal [Cot[f_],x_J]:=1/tan[Tolnternal [f,x]];

Tolnternal [ArcSin[f