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EinleitungSeit ihrer Einf�uhrung vor zw�olf Jahren durch R. Wille ([Wi82]) wurde die formaleBegri�sanalyse in vielenmathematischen und au�ermathematischenBereichen erfolg-reich eingesetzt. Ein Schwerpunkt liegt hierbei auf dem dem Gebiet der Datenanalyseund Wissensverarbeitung. Die formale Begri�sanalyse basiert auf dem erstmals in derLogik von Port Royal explizit erw�ahnten Gedanken, nach dem ein Begri� in einenUmfang und einen Inhalt zerf�allt, wobei im Umfang all die Gegenst�ande liegen, diedem Begri� zukommen, und im Inhalt all die Eigenschaften, die diesen Gegenst�andengemeinsam sind. Dies wird mathematisch durch sogenannte formale Begri�e model-liert. Wichtig ist hierbei, da� nicht der Anspruch erhoben wird, alle nur denkbarenBegri�e gleichzeitig modellieren zu wollen. Mit der Einf�uhrung des formalen Kontex-tes wird eine klare Eingrenzung gescha�en.Die Menge der formalen Begri�e tr�agt eine nat�urliche Ordnung, die die Unterbe-gri�{Oberbegri�{Relation widerspiegelt und die sie zu einem vollst�andigen Verbandmacht. Die In�mumbildung (also die Bestimmung des gr�o�ten gemeinsamenUnterbe-gri�es) entspricht dem umgangssprachlichen\und": Ein Gegenstand f�allt genau dannunter das In�mumvon zwei Begri�en, wenn er unter den einen und unter den anderenf�allt. Die Bildung des Supremums (d. h. die Bestimmung des kleinsten gemeinsamenOberbegri�es) hingegen entspricht nicht dem\oder". Im allgemeinen fallen auch Ge-genst�ande unter das Supremum von zwei Begri�en, die weder unter den einen nochunter den anderen fallen.Eine weitere Asymmetrie beobachtet man bei dem kleinsten und dem gr�o�tenElement des Verbandes. Das gr�o�te Element entspricht dem Begri� des Alles, dennin seinem Umfang liegen alle Gegenst�ande des betrachteten Kontextes. Man k�onn-te nun erwarten, da� das kleinste Element des Verbandes dem Begri� des Nichtsentspricht. Im allgemeinen ist sein Umfang aber nicht leer | und das w�urde mandoch vom Begri� des Nichts erwarten. Wenn das Nichts als formaler Begri� vor-handen w�are, k�onnte man die \Unvereinbarkeit" von zwei Begri�en, etwa von Fischund Warmbl�uter , dadurch ausdr�ucken, da� ihr gr�o�ter gemeinsamer Unterbegri� dasNichts ist.Schlie�lich wird man vielleicht die M�oglichkeit der Negierung von Begri�en ver-missen. Es ist m�oglich, da� in einem Begri�sverband sowohl der Begri� Raucher alsauch der Begri� Nichtraucher vorkommt, aber die Tatsache, da� der eine Begri� derzu dem anderen komplement�are ist, l�a�t sich aus dem Begri�sverband im allgemeinennicht erkennen. 3



Beim Sprechen verkn�upfen wir h�au�g Merkmale mittels und, oder, entweder oder,nicht usw. zu neuen Merkmalen. In Kapitel 1 wird beschrieben, wie dies in die for-male Begri�sanalyse integriert werden kann. Mit den dort eingef�uhrten BooleschenBegri�sverb�anden l�osen sich auch die oben aufgef�uhrten Probleme. Sie enthalten denBegri� des Nichts und erm�oglichen die Negierung von Begri�en. Das Supremum in ei-nemBooleschen Begri�sverband entspricht schlie�lich dem \oder". Dies wird erreicht,indem die Menge der Merkmale des formalen Kontextes durch die Hinzunahme derdurch die oben erw�ahnten Verkn�upfungen entstandenen neuen Merkmale erweitertwird.Der gro�e Nachteil der Booleschen Begri�sverb�ande liegt in ihrer Gr�o�e | diesogar exponentiell mit der Anzahl der Gegenst�ande anw�achst! Deswegen wird mansich je nach Fragestellung auf eine geeignete Teilstruktur des Booleschen Begri�sver-bandes beschr�anken.Wird diese Beschr�ankung durch eine Reduzierung der Merkmaleerreicht, so erh�alt man auf nat�urliche Weise einen Unterhalbverband. Wir untersu-chen u. a. den Unterhalbverband, der von den de�nierbaren Begri�en erzeugt wird.Das sind die Begri�e, die durch die Angabe von endlich vielenMerkmalen beschriebenwerden k�onnen.Das erste Kapitel wird durch die Beschreibung von zwei Anwendungen der Boo-leschen Begri�e beendet: Bei den Implikationen zwischen Merkmalen mit BooleschenAbh�angigkeiten wird ein von B. Ganter entwickelter Algorithmus, mit dem die Im-plikationen zwischen den Merkmalen eines Kontextes interaktiv bestimmt werdenk�onnen, dahingehend erweitert, da� er durch Boolesche Gleichungen beschreibbareBeziehungen ber�ucksichtigt. Das Modell eines begri�lichen Wissenssystems basiertebenfalls auf der Theorie der Booleschen Begri�e.Das zweite Kapitel besch�aftigt sich mit positiv-Booleschen Begri�en, d. h. mit denBegri�en, die sich ohne Verwendung der Negation beschreiben lassen. Man erh�alt siedurch die oben beschriebene Einschr�ankung der Menge der Merkmale. Die positiv-Booleschen Begri�e bilden einen vollst�andigen Unterverband im Booleschen Begri�s-verband.Mit der Distributiven Begri�exploration wird ein Verfahren vorgestellt, welchesdie interaktive Bestimmung eines von gegebenen Begri�en erzeugten vollst�andigenUnterverbandes eines distributiven Begri�sverbandes erm�oglicht. Das Verfahren eig-net sich insbesondere f�ur die positiv-Booleschen Begri�sverb�ande, da diese die Vor-aussetzung der Distributivit�at erf�ullen. Durch die Einf�uhrung einer Tabellen-Notation,die dem Benutzer nur die f�ur ihn relavanten Informationen anzeigt, l�a�t sich dasVerfahren �ubersichtlich gestalten. Das Ergebnis kann dann in dem mit zus�atzlichenSymbolen versehenen Liniendiagramm eines Begri�sverbandes abgelesen werden.An dieser Stelle m�ochte ich all denen herzlich danken, die mich bei der Anfertigungdieser Arbeit unterst�utzt haben. Mein ganz besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. R.Wille, der diese Arbeit betreut und mir durch Gespr�ache und kritische Anmerkungenweitergeholfen hat. Danken m�ochte ich auch Prof. Dr. Ch. Herrmann und Dr. A. Jungf�ur wertvolle Hinweise und Diskussionen. 4



Kapitel 0Grundlagen der Verbandstheorieund der formalen Begri�sanalyseIn diesemKapitel werden grundlegende De�nitionen und S�atze aus der Verbandstheo-rie und der formalen Begri�sanalyse angegeben. Die Beweise sowie weitere Ergebnissek�onnen z. B. in [GaWi93], [Gr], [Dw] oder [Halm] nachgelesen werden.0.1 Verb�ande und Boolesche AlgebrenDe�nition: Eine geordnete Menge ist ein Paar M := (M;�), wobei M eine Mengeist und � eine Ordnung auf M , d. h. eine bin�are Relation auf M , die reexiv (x � xf�ur alle x 2M), antisymmetrisch ((x � y und y � x)) x = y) und transitiv ((x � yund y � z)) x � z) ist.Ein Element a hei�t unterer Nachbar eines Elementes b, wenn a < b gilt und eskein Element c gibt mit a < c < b. Das Element b ist dann ein oberer Nachbar vona. Eine untere Schranke einer Teilmenge A � M ist jedes Element s mit s � x f�uralle x 2 A. Eine obere Schranke von A ist jedes Element s mit x � s f�ur alle x 2 A.Gibt es in der Menge aller unteren Schranken von A eine gr�o�te, so wird dieseIn�mum (oder Schnitt) von A genannt und mit VA bezeichnet. Dual wird das Su-premum (oder die Verbindung) WA von A de�niert.De�nition: Eine geordnete Menge V = (V;�) ist ein Verband (engl.: lattice), wennzu je zwei Elementen x; y 2 V das In�mum x^y und das Supremum x_y existieren.Ein Verband V hei�t vollst�andiger Verband, wenn f�ur jede Teilmenge X von V dasIn�mum VX und das Supremum WX existieren. Jeder vollst�andige Verband V hatein gr�o�tes Element, n�amlich WV (= V;), welches mit 1V bezeichnet wird und einkleinstes Element 0V := VV (= W ;). Die oberen Nachbarn von 0V hei�en Atome,die unteren Nachbarn von 1V Koatome. 5



In einem Verband gelten die folgenden Gleichungen:(L1) x _ y = y _ x; x ^ y = y ^ x(L2) x _ (y _ z) = (x _ y) _ z; x ^ (y ^ z) = (x ^ y) ^ z(L3) x _ x = x; x ^ x = x(L4) x _ (x ^ y) = x; x ^ (x _ y) = xIst umgekehrt V eine Menge mit zwei zweistellige Operationen _ und ^, f�ur die dieGleichungen (L1) bis (L4) gelten, so ist (V;�) mit x � y :() x^y = x (() x_y =y) ein Verband.In jedem Verband mit einem kleinsten Element 0 und einem gr�o�ten Element 1| insbesondere also in jedem vollst�andigen Verband | gelten au�erdem die Glei-chungen:(L5) x ^ 0 = 0; x _ 1 = 1.De�nition: Ein Verband hei�t distributiv, wenn er die Distributivgesetze erf�ullt:(D^) x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z)(D_) x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)Jedes dieser Gesetze impliziert das andere.Ein vollst�andiger Verband hei�t vollst�andig distributiv, wenn f�ur alle Indexmen-gen S; T 6= ; gilt:(DWV) VfWfxs;tjs 2 Sgjt 2 Tg = WfVfxs;'(s)js 2 Sgj':S ! TgAuch dieses Gesetz ist zu seinem dualen, (DVW), �aquivalent.De�nition: Ein distributiver Verband hei�t Boolesche Algebra, wenn auf ihm zu-s�atzlich eine einstellige Operation : de�niert ist, f�ur die die folgenden Gesetze gelten:(B:) x ^ :x = 0; x _ :x = 1.Das Element :x hei�t Komplement von x. Eine vollst�andige Boolesche Algebra istein vollst�andiger Verband, der eine Boolesche Algebra ist.Irreduzible ElementeDe�nition: F�ur ein Element v 2 V eines vollst�andigen Verbandes V sei v� :=Wfx 2 V jx < vg und v� := Vfx 2 V jv < xg. Das Element v hei�t W-irreduzibel,wenn v 6= v�. (v� ist dann der einzige untere Nachbar von v.) Dual hei�t v V-irreduzibel, wenn v 6= v�. (v� ist dann der einzige obere Nachbar von v.) Die Men-ge aller W-irreduziblen Elemente von V wird mit M(V ) und die Menge aller V-irreduziblen Elemente mit J(V ) bezeichnet. Eine TeilmengeX � V hei�t supremum-dicht (bzw. in�mum-dicht) in V , wenn jedes Element von V als Supremum (bzw. In-�mum) von Elementen in X beschrieben werden kann.6



Satz 0.1.1 Ein Element v eines endlichen Verbandes ist genau dann W-irreduzibel,wenn es genau einen unteren Nachbarn hat und genau dann V-irreduzibel, wennes genau einen oberen Nachbarn hat. Jede supremum-dichte Teilmenge enth�alt al-le W-irreduziblen Elemente und jede in�mum-dichte Teilmenge alle V-irreduziblen.In einem endlichen Verband ist umgekehrt die Menge J(V ) supremum-dicht und dieMenge M(V ) in�mum-dicht.Unter(halb)verb�andeDe�nition: Eine Teilmenge U � V eines vollst�andigen Verbandes V ist ein V-Unterhalbverband von V , wenn sie gegen In�ma abgeschlossen ist, wenn also T�U )VT 2 U gilt. Eine gegen Suprema abgeschlossene Teilmenge ist ein W-Unterhalbver-band. Eine sowohl gegen In�ma als auch gegen Suprema abgeschlossene Teilmengeist ein vollst�andiger Unterverband.Homomorphismen und KongruenzrelationenDe�nition: Eine Abbildung ':P ! Q zwischen zwei geordneten Mengen P undQ hei�t Ordnungseinbettung, wenn x � y () '(x) � '(y) gilt. Eine Abbildung :V ! W zwischen zwei vollst�andigen Verb�anden V undW hei�t in�mum-erhaltend(oder V-Morphismus), wenn f�ur jede Teilmenge X von V gilt:  VX = V (X).Dual wir supremum-erhaltend de�niert. Eine sowohl in�mum- als auch supremum-erhaltende Abbildung hei�t vollst�andiger (Verbands-)Homomorphismus oder Vollho-momorphismus. Ein bijektiver Vollhomomorphismus hei�t Isomorphismus.De�nition: Eine vollst�andige Kongruenzrelation eines vollst�andigen Verbandes Vist eine �Aquivalenzrelation � auf V , f�ur die gilt:xt�yt f�ur t 2 T ) (t̂2T xt)�(t̂2T yt) und (_t2T xt)�(_t2T yt)F�ur x 2 V setzen wir [x]� := fy 2 V jx�yg.Der Faktorverband V =� := f[x]�jx 2 V g tr�agt die Ordnung:[x]� � [y]� :() x � ySatz 0.1.2 (Homomorphiesatz) Ist � eine vollst�andige Kongruenzrelation einesvollst�andigen Verbandes V , dann ist ':x 7! [x]� ein Vollhomomorphismus von Vauf V =� mit Kern(') := f(x; y) 2 V � V j'(x) = 'yg = �.Ist umgekehrt  :V ! W ein surjektiver Vollhomomorphismus zwischen vollst�an-digen Verb�anden, dann ist Kern( ) eine vollst�andige Kongruenzrelation von V unddurch [x]Kern( ) 7!  (x) wird ein Isomorphismus von V =Kern( ) auf W erkl�art.Satz 0.1.3 (Charakterisierung vollst�andiger Kongruenzrelationen)Eine �Aquivalenzrelation � auf einem vollst�andigen Verband V ist genau dann ei-ne vollst�andige Kongruenzrelation von V , wenn jede �Aquivalenzklasse von � ein7



Intervall von V ist, die Menge der unteren Grenzen der Intervalle unter Supremaabgeschlossen ist und die Menge der oberen Grenzen der Intervalle unter In�ma ab-geschlossen ist.Freie Verb�ande und freie Boolesche AlgebrenIn einer Klasse von Algebren ist eine Freie Algebra die \gr�o�te" Algebra, die voneiner vorgegebenen Menge erzeugt werden kann. Diese Aussage wird f�ur die von unsbetrachteten freien Algebren in Satz 0.1.5 konkretisiert. Zun�achst geben wir die De-�nition von (verallgemeinerten) Termen an:De�nition: Die Menge Tmu;t;?;>(X) (oder einfach Tm) der ?->-Verbandsterme�uber einer Menge X wird wie folgt rekursiv de�niert:� X � Tm; ?;> 2 Tm� s; t 2 Tm) (s u t); (s t t) 2 TmFordern wir zus�atzlich� t 2 Tm) :t 2 Tm; (�)so erhalten wir die Menge Tmu;t;:;?;>(X) der Booleschen Terme �uber X.Analog wird die Menge Tm ;F;?;>(X) (oder ebenfalls nur Tm) der verallgemeinerten?->-Verbandsterme �uber einer Menge X de�niert:� X � Tm; ?;> 2 Tm� A � Tm) ( A); (FA) 2 TmSchlie�lich erh�alt man die Menge Tm ;F;:;?;>(X) der verallgemeinerten BooleschenTerme �uber X, indem man auch hier die Bedingung (�) hinzuf�ugt.Die Menge Tmu;t;:;?;>(X) kann als Teilmenge von Tm ;F;:;?;>(X) (und entspre-chend Tmu;t;?;>(X) als Teilmenge von Tm ;F;?;>(X)) aufgefa�t werden.Wir verwenden die Zeichen u;t; ;F;:;? und > in den Termen (und sp�ater in denfreien Algebren), um sie von den Verbandsoperationen ^;_;V;W;:;0 und 1 unter-scheiden zu k�onnen.De�nition: Eine Verbands-Gleichung (bzw. Boolesche Gleichung, verallgemeinerteVerbands-Gleichung, verallgemeinerteBoolesche Gleichung) ist ein Paar (s; t) 2 Tm�Tm. Anstelle von (s; t) schreiben wir auch s=t.Die von einer Menge � von Verbands-Gleichungen erzeugte Gleichungstheorie<�> ist die kleinste �Aquivalenzrelation auf der Menge der Terme, die � enth�alt undf�ur die gilt: 8



� Aus s1 = t1; s2 = t2 2 <�> folgt s1 u s2 = t1 u t2 2 <�> unds1 t s2 = t1 t t2 2 <�>.� Aus s(x1; : : : ; xn) = t(x1; : : : ; xn) 2 <�> und u1; : : : ; un 2 <�> folgts(u1; : : : ; un) = t(u1; : : : ; un) 2 <�>.Entsprechend werden die Gleichungstheorien f�ur Boolesche Gleichungen, verallgemei-nerte Verbands-Gleichungen und verallgemeinerte Boolesche Gleichungen de�niert.De�nition: Sei X eine Menge. F�ur die Menge von Gleichungen �1 = f(L1); (L2);(L3); (L4)g ist Tmu;t;?;>(X)=<�1> ein Verband, den wir den freien Verband �uberX nennen und mit FL(X) bezeichnen. Die freie Boolesche Algebra FB(X) �uber Xerhalten wir durch FB(X) := Tmu;t;:;?;>(X)=<�2> mit �2 = f(L1); (L2); (L3);(L4); (L5); (D^); (D_); (B:)g. Entsprechend erhalten wir den freien vollst�andig di-stributiven vollst�andigen Verband FCD(X) durch FCD(X) := Tm ;F;?;>(X)=<�3>mit �3 = f(L1); (L2); (L3); (L4); (L5); (DWV)g und die freie vollst�andig distributivevollst�andige Boolesche Algebra FCB(X) durch FCB(X) := Tm ;F;:;?;>(X)=<�4>mit �4 = f(L1); (L2); (L3); (L4); (L5); (DWV); (B:)g. Im folgenden wird eine �Aqui-valenzklasse [t] stets mit dem sie bezeichnenden Term t identi�ziert, um die Schreib-weisen �ubersichtlich zu halten.Da� der freie Verband und die freie Boolesche Algebra existieren und da� f�ur sie dervorstehende Satz gilt, ist ein Ergebnis der Allgemeinen Algebra (s. [Ih]). H. Gaifmanund A. W. Hales zeigten 1961 unabh�angig voneinander, da� freie vollst�andige Boo-lesche Algebren im allgemeinen nicht existieren, da sie zu m�achtig sind, um nochals Mengen gelten zu k�onnen ([Hale]). Die freien vollst�andig distributiven vollst�an-digen Booleschen Algebren sowie die freien vollst�andig distributiven vollst�andigenVerb�ande existieren jedoch. Aus [Hale, S. 61] folgt:Korollar 0.1.4 Die freie vollst�andige vollst�andig distributive Boolesche AlgebraFCB(X) �uber X existiert f�ur jede Menge X und ist isomorph zur Potenzmengenal-gebra P(P(X)). Ist die Menge X endlich, so ist FCB(X) isomorph zur freien Boo-leschen Algebra FB(X) �uber X.�Uber die universelle Eigenschaft der freien Algebren gibt uns der folgende Satz Aus-kunft:Satz 0.1.5 Sei X eine Menge. Ein Verband (bzw. eine Boolesche Algebra) V istgenau dann isomorph zum freien Verband (bzw. zur freien Booleschen Algebra) �uberX, wenn es eine Teilmenge Y von V mit jXj=jY j gibt, die V erzeugt, so da� jedeAbbildung ' von Y auf einen Verband (bzw. eine Boolesche Algebra) V 0 zu einemVerbands-Homomorphismus (bzw. Homomorphismus Boolescher Algebren) '̂:V !V 0 erweitert werden kann. 9



Ein vollst�andig distributiver vollst�andiger Verband (bzw. eine vollst�andig distribu-tive vollst�andige Boolesche Algebra) V ist genau dann isomorph zum freien vollst�andigdistributiven vollst�andigen Verband (bzw. zur freien vollst�andig distributiven vollst�an-digen Booleschen Algebra) �uber X, wenn es eine Teilmenge Y von V mit jXj=jY jgibt, die V vollst�andig erzeugt, so da� jede Abbildung ' von Y auf einen vollst�an-dig distributiven vollst�andigen Verband (bzw. eine vollst�andig distributive vollst�andigeBoolesche Algebra) V 0 zu einem vollst�andigen Verbands-Homomorphismus (bzw. voll-st�andigen Homomorphismus Boolescher Algebren) '̂:V ! V 0 erweitert werden kann.Aus dem Satz ergibt sich insbesondere, da� wir die freie Boolesche Algebra FB(X)als Boolesche Unteralgebra und den freien vollst�andig distributiven vollst�andigenVerband FCD(X) als vollst�andigen Unterverband der freien vollst�andig distributivenvollst�andigen Booleschen Algebra FCB(X) ansehen k�onnen.0.2 Formale Begri�sanalyseDe�nition: Ein (einwertiger) formaler Kontext ist ein Tripel K := (G;M; I), welchesaus zwei Mengen G undM und einer Relation I � G�M besteht. Die Elemente vonG nennt man die Gegenst�ande, die Elemente von M die Merkmale des Kontextes.gIm wird gelesen als: \Der Gegenstand g hat das Merkmal m".F�ur eine Teilmenge A von G de�nieren wir A0 := fm 2 M jgIm f�ur alle g 2 Agund f�ur eine Teilmenge B von M entsprechend B 0 := fg 2 GjgIm f�ur alle m 2 Bg.Die formalen Begri�e des Kontextes (G;M; I) sind die Paare (A;B) mit A � G,B �M , A0 = B und B 0 = A. Der Umfang eines Begri�es b := (A;B) ist die MengeU(b) := A, der Inhalt die Menge I(b) := B. Ein Gegenstand g f�allt unter den Begri�b (in Zeichen: g ��-b), wenn g 2 A gilt. Ein Merkmal m abstrahiert von dem Begri� b(in Zeichen: b ��-m), wenn m 2 B gilt. Mit B(G;M; I) wird die Menge aller Begri�edes Kontextes (G;M; I) bezeichnet.Sind (A1; B1) und (A2; B2) Begri�e eines Kontextes und gilt A1 � A2 (was �aqui-valent zu B1 � B2 ist), dann hei�t (A1; B1) Unterbegri� von (A2; B2) und (A2; B2)Oberbegri� von (A1; B1) und man schreibt (A1; B1) � (A2; B2). Die geordnete MengeB(G;M; I) := (B(G;M; I);�) nennt man Begri�sverband des Kontextes (G;M; I).Satz 0.2.1 (Hauptsatz �uber Begri�sverb�ande) Der Begri�sverbandB(G;M; I)ist ein vollst�andiger Verband, in dem In�mum und Supremum folgenderma�en be-schrieben sind: t̂2T(At; Bt) = (\t2T At; ([t2T Bt)00)_t2T(At; Bt) = (([t2TAt)00; \t2T Bt)Ein vollst�andiger Verband V ist genau dann isomorph zu B(G;M; I), wenn Abbil-dungen :G! V und �:M ! V existieren, so da� (G) supremum-dicht in V und10



�(M) in�mum-dicht in V ist und gIm �aquivalent ist zu g � �m f�ur alle g 2 G undalle m 2M . Insbesondere gilt V �= B(V; V;�).De�nition: Die Menge g0 := fgg hei�t Gegenstandsinhalt des Gegenstandes g 2 G.Entsprechend hei�t m0 := fmg Merkmalsumfang des Merkmals m 2 M . In �Uberein-stimmung mit den im Hauptsatz verwendeten Bezeichnungen schreiben wir g f�urden Gegenstandsbegri� (g00; g0) von g und �m f�ur den Merkmalsbegri� (m0;m00) vonm.Bereinigte, reduzierte und doppelt fundierte KontexteDe�nition: Ein Kontext (G;M; I) hei�t gegenstandsbereinigt, wenn f�ur g; h 2 G ausg0 = h0 stets g = h folgt und merkmalsbereinigt, wenn f�ur m;n 2M aus m0 = n0 stetsm = n folgt. Ein gegenstands- und merkmalsbereinigter Kontext hei�t bereinigt.Ein bereinigter Kontext hei�t zeilenreduziert, wenn jeder Gegenstandsbegri� W-irreduzibel ist und spaltenreduziert, wenn jeder Merkmalsbegri� V-irreduzibel ist.Ein sowohl zeilen- als auch spaltenreduzierter Kontext hei�t reduziert.De�nition: F�ur g 2 G und m 2M schreiben wir� g . m, wenn g 6Im und wenn aus g0 � h0 stets hIm folgt,1� g % m, wenn g 6Im und wenn aus m0 � n0 stets gIn folgt,� g %. m, wenn g . m und g % m.Ein Kontext (G;M; I) hei�t doppelt fundiert, wenn es f�ur alle g 2 G und m 2 Mmit g 6Im ein h 2 G mit h. m und g0 � h0 sowie ein n 2M mit g % n und m0 � n0gibt.Ein vollst�andiger Verband V hei�t doppelt fundiert, falls es zu je zwei Elementenx < y aus V Elemente s; t 2 V gibt, so da� s minimal bez�uglich s � y und s 6� x istund t maximal bez�uglich t � x und t 6� y ist.Satz 0.2.2 Jeder endliche Kontext und jeder endliche Verband ist doppelt fundiert.Ein vollst�andiger Verband V ist genau dann doppelt fundiert, wenn jeder Kontext Kmit B(K) �= V doppelt fundiert ist.Satz 0.2.3 Zu jedem doppelt fundierten Verband V gibt es bis auf Isomorphie genaueinen reduzierten Kontext K mit V �= B(K), n�amlich K = (J(V );M(V );�).Jeder Begri� eines doppelt fundierten Kontextes ist Supremum W-irreduzibler Be-gri�e und In�mum V-irreduzibler Begri�e.1X � Y steht f�ur X � Y und X 6= Y 11



Satz 0.2.4 In jedem Kontext gilt:� g ist W-irreduzibel () Es gibt ein m 2M mit g . m.� �m ist V-irreduzibel () Es gibt ein g 2 G mit g % m.In jedem doppelt fundierten Kontext gilt au�erdem:� g ist W-irreduzibel () Es gibt ein m 2M mit g %. m.� �m ist V-irreduzibel () Es gibt ein g 2 G mit g %. m.

12



Kapitel 1Boolesche Begri�sverb�andeDie Konstruktion der Booleschen Begri�sverb�ande basiert auf der These, da� bei ei-nem gegebenen Kontext (G;M; I) bereits diejenigen Merkmale implizit mit gegebensind, die sich aus den in M liegenden Merkmalen zusammensetzen lassen. Die Ver-kn�upfungen zwischen den Merkmalen werden | wie in der Aussagenlogik | durcheine Boolesche Algebra modelliert.Aufgrund der De�nition der formalen Begri�e ist das und bereits dadurch gege-ben, da� die Gegenst�ande, die unter einen Begri� fallen, mit allen Merkmalen, die imInhalt des Begri�es liegen, inzidieren m�ussen. Da die M�achtigkeit des Inhaltes nichtbeschr�ankt ist, kann dieses und also eine beliebige Stelligkeit besitzen. Wir werdendeshalb auch f�ur das oder beliebige Stelligkeiten zulassen. Die MerkmalmengeM desKontextes K wird daher im Booleschen Kontext zur freien vollst�andig distributivenvollst�andigen Booleschen Algebra (und nicht nur zur freien Booleschen Algebra) �uberM erweitert.1.1 Boolesche Kontexte und Boolesche Begri�s-verb�andeDe�nition: Sei K := (G;M; I) ein Kontext. Dann hei�t Kb := (G;M b; Ib) mit� M b := FCB(M)� gIb> und g 6Ib? f�ur alle g 2 G� gIbm :() gIm; f�ur alle m 2M� gIb( A) :() (gIbt f�ur alle t 2 A)� gIb(FA) :() (gIbt f�ur ein t 2 A)� gIb(:t) :() g 6Ibt 13



der Boolesche Kontext zu K. Die Begri�e von Bb(K) := B(Kb) hei�en BoolescheBegri�e von K und Bb(K) ist der Boolesche Begri�sverband von K. Wir lesen s u tals s und t, s t t als s oder t und :t als nicht t.Der Boolesche Begri�sverband bildet nun auf nat�urliche Weise ebenfalls eine Boole-sche Algebra:Satz 1.1.1 (Hauptsatz �uber Boolesche Begri�sverb�ande)Der Boolesche Begri�sverband Bb(G;M; I) ist eine vollst�andig distributive vollst�andi-ge Boolesche Algebra, in der die Operationen wie folgt gegeben sind:0Bb = (;;M b); 1Bb = (G; f>g00)t̂2T(At; Bt) = (\t2T At; ([t2T Bt)00)_t2T(At; Bt) = ([t2T At; \t2T Bt):(A;B) = (G nA; f: Bg00)Eine vollst�andig distributive vollst�andige Boolesche Algebra B ist genau dann iso-morph zum Booleschen Begri�sverband Bb(K) eines Kontextes K = (G;M; I), wennAbbildungen :G ! B und �:M ! B existieren, so da� (G) supremum-dicht inB ist, �(M) die Boolesche Algebra B vollst�andig erzeugt, und wenn f�ur alle g 2 G,m 2M gilt: (g;m) 2 I () g � �m.Insbesondere ist B isomorph zum Booleschen Begri�sverband Bb(B;B;�).Beweis: Wegen ?2M b gilt M b0�?0=;, also 0Bb=(;;M b). Aus >0=G folgt 1Bb =(G; f>g00). Die Gleichung f�ur das In�mum gilt nach Satz 0.2.1. F�ur das Supremumist nur zu zeigen, da� St2T At ein Umfang ist: Es gilt St2T At = St2T ( Bt)0 =(Ft2T ( Bt))0. Es bleibt die Negation: Wegen f: Bg0 = GnA ist (GnA; f: Bg00) einBegri�. Es ist klar, da� (A;B)^(GnA; f: Bg00) = 0Bb und (A;B)_(GnA; f: Bg00) =1Bb gilt.Hieraus folgt, da� die Menge der Begri�sumf�ange U(Bb(G;M; I)) bzgl. der Ope-rationen T;S; �c; ; und G abgeschlossen ist und somit eine vollst�andig distributivevollst�andige Boolesche Algebra bildet.\(": Wenn �(M) ganz B erzeugt, dann gibt es genau einen surjektiven Vollhomo-morphismus �b: FCB(M)! V , der � fortsetzt. Also ist �b(FCB(M)) in�mum-dicht,(G) supremum-dicht und f�ur alle g 2 G und t 2 FCB(M) gilt gIbt () g � �bt.Nun kann Satz 0.2.1 angewendet werden.\)": Sei nun V �= Bb(K) = B(G;FCB(M); Ib). Ist zun�achst V = Bb(K), soergeben sich durch g := (g00; g0) f�ur g 2 G und �m := (m0;m00) f�ur m 2 M diegew�unschten Abbildungen. Ist allgemeiner V �= Bb(K) und ist ':Bb(K) ! V einIsomorphismus, so kann man g := '(g00; g0) und �m := '(m0;m00) setzen. �14



Der Hauptsatz besagt unter anderem, da� wir (bis auf Isomorphie) jede vollst�andigdistributive vollst�andige Boolesche Algebra als Booleschen Begri�sverband erhalten.Die Operationen W, V und : entsprechen den Mengenoperationen S, T und demMengenkomplement auf der Menge U(Kb) der Umf�ange. Die Gegenstandsbegri�esind daher genau die Atome des Booleschen Begri�sverbandesBb(K). �Uber die Men-ge I(Kb) der Inhalte gibt der folgende Satz Auskunft:De�nition: Ein (Verbands-)Filter eines Verbandes V ist eine Teilmenge F � V , f�urdie gilt:� 0V 62 F� x 2 F; x � y ) y 2 F� x; y 2 F ) x ^ y 2 FEin Haupt�lter ist ein Filter, der ein kleinstes Element a besitzt. Er wird auch mit[a) bezeichnet. Ein maximaler Filter hei�t Ultra�lter.Satz 1.1.2 Sei K = (G;M; I) ein Kontext. Dann ist �: FCB(M)! Bb(K) mit m 7!(m0;m00) ein surjektiver Vollhomomorphismus Boolescher Algebren. Die Begri�sin-halte von Bb(K) sind genau die Haupt�lter F von FCB(M), f�ur die F 0 � t0 ) t 2 F(*) gilt, sowie ganz FCB(M). Die Begri�sinhalte der Gegenstandsbegri�e sind genaudie Ultra�lter auf FCB(M), die (*) erf�ullen.Beweis: Aufgrund der De�nition der Relation Ib ist klar, da� � ein Vollhomomor-phismus ist. F�ur (A;B) 2 Bb(K) gilt (A;B) = �( B). Also ist � surjektiv.\)": Seien (A;B) 2 Bb, s; t 2 F . Dann ist auch s ^ t 2 F und f�ur u � t giltu 2 F , denn wegen u � t () u = u _ t gilt gIbt ) gIb(t _ u) () gIbu. Alsoist F ein Filter. Wegen > 2 F ist F nicht leer. Sei t 2 FCB(M) mit F 0 � t0. Es giltt 2 t00 � F 00 = F . Wegen F 2 F ist F ein Haupt�lter.\(": Sei nun F ein Haupt�lter von FCB(M) mit (F 0 � t0 ) t 2 F ) und seit 2 F 00. Also F 0 = F 000 � t0 und nach Voraussetzung folgt t 2 F . Also F = F 00.F�ur g 2 G und t 2 FCB(M) gilt entweder gIbt oder gIb:t. Also ist der Begri�s-inhalt von g ein Ultra�lter (s. [Dw]). Ist umgekehrt a 2 Bb(K) kein Gegenstands-begri�, so gibt es g; h 2 U(a) mit g0 6= h0. D. h. f�ur t 2 fgg0 n fhg0 gilt weder t 2 I(a)noch :t 2 I(a). Also ist I(a) kein Ultra�lter. �Beispiel:Der mehrwertige Kontext in Abbildung 1.1 ist ein Auszug aus einer Tabelleim Katalog eines Mainzer Bergsportgesch�aftes ([Si]), die �uber Trekking-Zelte Aus-kunft gibt. Der einwertige Kontext entsteht aus dem mehrwertigen durch Skalierung1(wobei der Typ nominal und alle anderen Merkmale ordinal skaliert werden).1Die Technik der Skalierung wird in [GaWi93] beschrieben.15



Trekking-Zelte Personen Typ Gewicht Apsiden Innenzelt-Fl �ache Liegel �ange wintertauglich PreisMark 3 3 Kunnel 3500 g 2 3,5 m2 215 cm nein 579 DMSpace 2 2{3 Kuppel 3000 g 2 3,5 m2 215 cm nein 459 DMPolar 87 2 Tunnel 3800 g 1 2,5 m2 210 cm ja 529 DMFoxlite 2 Kunnel 2100 g 1 2,3 m2 265 cm nein 769 DMDragon 2{3 Kunnel 3200 g 2 3,4 m2 225 cm nein 579 DMTermite 2 Kunnel 2500 g 2 2,1 m2 220 cm nein 479 DMTrekking-Zelte Personen Typ Gewicht 2Apsiden Innenzelt- Fl �ache �220cmLiegel �ange wintertauglich Preis�2 �2{3 �3 Tunnel Kunnel Kuppel �2200g �2700g �3200g �3700g �2;5m2 �3m2 �3;5m2 �500DM �550DM �600DMMark 3 � � � � � � � � � �Space 2 � � � � � � � � � � � �Polar 87 � � � � � �Foxlite � � � � � � � �Dragon � � � � � � � � � �Termite � � � � � � � � � �Abbildung 1.1: Eigenschaften von einigen Trekking-ZeltenAus dem Hauptsatz ergibt sich, da� wir das Diagramm eines Booleschen Begri�s-verbandes nicht mit allen Merkmalen aus FCB(M) beschriften m�ussen. In dem Lini-endiagramm des Booleschen Begri�sverbandes des einwertigen Kontextes sind dahernur die Merkmalsbegri�e der Merkmale aus M beschriftet. Das Liniendiagramm istals gestuftes Liniendiagramm gezeichnet. Sind zwei eingekreiste Teildiagrammedurcheine aufsteigende Linie verbunden, so ist dies so zu lesen, als ob von jedem unterenPunkt eine aufsteigende Linie zum entsprechenden oberen Punkt geht.Aus dem Liniendiagramm kann man nun z. B. ablesen, da� die Wintertauglich-keit und die Eigenschaft, nicht weniger als 3700 g zu wiegen, gleichwertig sind, da�(wintertauglich) = :�(� 3700g) gilt. Diese Aussage gilt nat�urlich (wie alle Aussa-gen, die aus diesemDiagramm abgelesen werden k�onnen) nur f�ur die sechs ausgew�ahl-16
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ten Zelte und kann nicht f�ur alle Trekking-Zelte verallgemeinert werden. Da� dieInnenzelt-Fl�ache f�ur die betrachteten Zelte, die f�ur mindestens drei Personen gedachtsind, mindestens 3,5 m2 betr�agt, wird durch �(� 3 Personen)_:�(� 3; 0m2) = �(>)erkannt. Die Ungleichung �(2 Apsiden) ^ �(� 500DM) 6= �(?) beschreibt die Tat-sache, da� es mindestens ein Zelt gibt, welches zwei Apsiden hat und weniger als500 DM kostet. Im Gegensatz dazu steht �(Kunnel) ^ �(� 3200g) = �(?) f�ur dieAussage, da� es kein Kunnelzelt gibt, welches weniger als 3200 g wiegt. Wenn manfeststellen m�ochte, wodurch sich die teureren Zelte auszeichnen, so st�o�t man auf dieim Booleschen Begri�sverband g�ultige Ungleichung :�(� 600DM) � �(� 3200g),die aussagt, da� alle �uber 600 DM teuren Zelte weniger als 3200 g wiegen.1.2 Unterhalbverb�ande und lokale SupremaDer Boolesche Begri�sverband erlaubt einen sehr detaillierten Blick auf die durcheinen Kontext gegebenen Daten. Er ist allerdings auch bei recht kleinen Kontex-ten meist schon zu gro�, um im Ganzen als Liniendiagramm dargestellt werden zuk�onnen. Aus Satz 1.1.1 ergibt sich ja, da�Bb(K) genau 2jGj Boolesche Begri�e enth�alt,falls der Kontext K gegenstandsbereinigt ist.M�ochte man ein Teilgebiet des im formalen Kontext beschriebenen Wissens un-tersuchen, kann man sich auf eine Teilmenge N � FCB(M) der Merkmale des Boo-leschen Kontextes beschr�anken (die im Allgemeinen wesentlich kleiner sein wird alsFCB(M)).De�nition: Sei K := (G;M; I) ein Kontext und N eine Teilmenge von FCB(M).Den Kontext KN := (G;N; Ib \G �N) nennen wir N -Teilkontext von Kb .Sein Begri�sverband B(KN ) �ndet sich dann in Bb(K) als vollst�andiger V-Unter-halbverband wieder, wie das folgende Lemma besagt:Lemma 1.2.1 F�ur N �M ist die Abbildung "N :B(G;N; I \G�N)! B(G;M; I)mit (A;B) 7! (A;A0) eine V-erhaltende Ordnungseinbettung.Es gilt Wt2T ("N (At; Bt)) � "N(Wt2T (At; Bt)).Beweis: Da jeder Spaltenumfang von (G;N; I \G�N) auch ein Spaltenumfang von(G;M; I) ist, und da jeder Begri�sumfang Durchschnitt von Spaltenumf�angen ist,ergibt sich, da� jeder Begri�sumfang von(G;N; I \G�N) auch ein Begri�sumfangvon (G;M; I) ist. �Wir k�onnen also den Begri�sverband B(KN ) mit seinem Bild "N (B(KN )) identi�-zieren und bezeichnen ihn daher als N-Unterhalbverband von Bb(K). Wir erhaltenso f�ur jede Teilmenge N von FCD(M) ein lokales Supremum (bzgl. N) als partielleAbbildung auf Bb(K): 18



De�nition: F�ur bt 2 Bb(K) mit at 2 B(G;N; Ib \ G � N); bt = "N (at) f�ur t2Tbezeichnen wir WNt2T (bt) := "N (Wt2T at) als lokales Supremum der bt; t 2 T bzgl. N .Die Menge "N (B(G;N; Ib \ G � N)) � Bb(K) wird also mit V und WN zu einemvollst�andigen Verband. Je kleiner man die Teilmenge N � FCB(M) gew�ahlt hat,desto gr�o�er wird das lokale Supremum:Lemma 1.2.2 Seien N1 � N2 � FCB(M) und seien bt 2 "N1(B(G;N1; Ib\G�N1))f�ur t 2 T . Dann gilt auch bt 2 "N2(B(G;N2; Ib \ G � N2)) f�ur t 2 T und es gilt:WN1t2T bt � WN2t2T bt.Beweis: Jeder Begri� bt 2 "N1(B(G;N1; Ib \ G � N1)) l�a�t sich darstellen als In-�mum von Merkmalsbegri�en von Merkmalen aus N1. Also l�a�t er sich auch dar-stellen als In�mum von Merkmalsbegri�en von Merkmalen aus N2. Damit gilt bt 2"N2(B(G;N2; Ib\G�N2)). Aus I(WN1t2T bt) = (Tt2T I(bt)\N1)00 � (Tt2T I(bt)\N2)00 =I(WN1t2T bt) folgt die behauptete Ungleichung. �W�ahlen wir die Menge M als Teilmenge von FCB(M) aus, erhalten wir auf obigeWeise nat�urlich den Begri�sverband B(K):B(K) = (B(K);V;W) �= ("M(B(G;M; Ib \ G�M);V;WM ) = "M (B(K);V;WM )Schr�ankt man sich f�ur eine TeilmengeN vonM auf FCB(N) � FCB(M) ein, so erh�altman mit dem FCB(N)-Unterhalbverband eine vollst�andige Boolesche Unteralgebravon Bb(K). Das lokale Supremum entspricht in diesem Fall also dem globalen. DieseTatsache erm�oglicht es uns, in begri�lichen Wissenssystemen (die in Abschnitt 1.5eingef�uhrt werden) global g�ultige Gleichungen bereits durch die Erkundung einesTeilgebietes des zu untersuchenden Wissens festzustellen.Zwei weitere Teilmengen von FCB(M) verdienen eine n�ahere Betrachtung: Derfreie vollst�andig distributive vollst�andige Verband FCD(M) � FCB(M) f�uhrt zuden positiv-Booleschen Begri�en, die im Kapitel 2 untersucht werden. Im n�achstenAbschnitt werden die sogenannten de�nierbaren Begri�e eingef�uhrt, die man erh�alt,wenn man nur die endlich zusammengesetzten Merkmale aus FCB(M) ausw�ahlt.1.3 De�nierbare Begri�eIn DIN-Norm 2330 ([DIN]), die von Begri�en und Benennungen handelt, werdenDe�nitionen wie folgt beschrieben:\De�nitionen dienen dazu, einen m�oglichst eindeutigen Zusammenhang zwischenBegri�en und Benennungen herzustellen. Sie grenzen einen Begri� ab, indem er zuanderen (bekannten oder bereits de�nierten) in Beziehung gesetzt wird. [: : : ] Dabeiist die klassische Form die Inhaltsde�nition. [: : : ] Eine Inhaltsde�nition besteht inder Angabe der Merkmale, die den Inhalt eines Begri�es kennzeichnen. [: : : ]"19



Unter \Benennung" wird dabei \die mindestens ein Wort umfassende Bezeich-nung eines Begri�es" verstanden.Die folgende einfache Modellierung der Inhaltsde�nition in der Sprache der Boo-leschen Begri�e kann noch dahingehend erweitert werden, da� bei einer De�nitiondie Verwendung bereits de�nierter Begri�e erm�oglicht wird.De�nition: Sei K := (G;M; I) ein Kontext und sei t 2 Tmu;t;:;?;>(M). Dann nen-nen wir den Term t einen De�nitionsterm des Begri�es �([t]), wobei [t] die �Aqui-valenzklasse von t in FCB(M) ist. Im weiteren werden wir | wie bisher schon| auch [t] der Einfachheit halber mit t bezeichnen. Ist b ein de�nierbarer Begri�,dann bezeichnen wir mit Def(b) die Menge aller De�nitionsterme von b. Die MengeD(K) := �(FB(M)) � Bb(K) ist die Menge der de�nierbaren Begri�e von K.Wesentlich ist hier die Beschr�ankung auf Tmu;t;:;?;>(M) � Tm ;F;:;?;>(M), alsoauf die Menge der endlich gebildeten Terme, um De�nitionen auch e�ektiv angebenzu k�onnen.Den Zusammenhang zwischen einem Begri� und seiner Benennung kann nun sobeschrieben werden: Ist t 2 Tmu;t;:;?;>(M) ein De�nitionsterm eines Begri�es bund b ein Name, so nennen wir die Zuordnung b 7! t eine (formale) De�nition desBegri�es b und b eine (formale) Benennung von b.Da � ein Homomorphismus Boolescher Algebren ist und FB(M) eine BoolescheUnteralgebra von FCB(M), ist D(K) eine Boolesche Unteralgebra von Bb(K), dieallerdings im allgemeinen nicht vollst�andig ist. Sie kann deswegen nicht als Begri�s-verband beschrieben werden.Es besteht ein Zusammenhang zwischen der De�nierbarkeit der Gegenstands-begri�e eines Booleschen Begri�sverbandes Bb(K) und dem V-UnterhalbverbandB(KFB(M)):Satz 1.3.1 Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:1. Jeder Boolesche Begri� ist In�mum von de�nierbaren Begri�en.2. Der FB(M)-Unterhalbverband von Bb(K) ist ganz Bb(K)(d. h. es gilt "FB(M)B(KFB(M)) = Bb(K)).3. Der FB(M)-Teilkontext von Kb ist doppelt fundiert.4. Alle Gegenstandsbegri�e von Bb(K) sind de�nierbar.Beweis: \1. () 2.": Dies gilt, weil jeder Begri� In�mum von Merkmalsbegri�enist.\2.)3.": Bb(K) ist isomorph zur Potenzmengenalgebra (G=�;�) und somit ein dop-pelt fundierter Verband. Nach Satz 0.2.2 ist jeder Kontext K 0 mit B(K 0) �= Bb(K)doppelt fundiert, also insbesondere auch KFB(M).20



\3.)4.": Sei g 2 G. Wegen g 6Ib? und ?0 = ; � fsg0 f�ur alle s 2 FB(M) gibt esein t 2 FB(M) mit g % t. Nun ist :t eine De�nition f�ur g: Angenommen, es g�abeh 2 U(�(:t)) mit h0 6= g0. Dann gibt es ein s 2 FB(M) mit g 6Ibs und hIbs. Es folgt�(s t t) = �s _ �t > �t. Wegen g % t gilt also g ��-�(s t t). Dies steht aber imWiderspruch zu g 6Ibs und gIbs.\4.)2.": F�ur jeden Begri� b 2 Bb(K) setze Xb := f:t 2 FB(M)jt 2 Def(g) f�ur eing 2 G mit g 6 ��-bg. Dann gilt b = Vf�sjs 2 Xbg, also b 2 "FB(M)B(KFB(M)). �Der Satz gibt also insbesondere an, unter welchen Bedingungen wir jeden Gegen-stand eines gegebenen Kontextes durch endlich viele Merkmale beschreiben k�onnen.Daraus kann allerdings noch nicht gefolgert werden, da� jeder Begri� des BooleschenBegri�sverbandes de�nierbar ist: In B(IN; IN;=) sind alle Gegenstandsbegri�e de�-nierbar, aber es kann nur abz�ahlbar viele de�nierbare Begri�e geben (da FB(M)abz�ahlbar ist), w�ahrend der Boolesche Begri�sverband �uberabz�ahlbar ist.1.4 Implikationen zwischenMerkmalenmit Boole-schen Abh�angigkeitenDie Struktur eines Begri�sverbandes ist bereits bekannt, wenn das H�ullensystem derBegri�sinhalte gegeben ist. Dieses kann durch eine Menge von Implikationen zwi-schen den Merkmalen beschrieben werden. B. Ganter hat in [Ga] einen Algorithmusangegeben, mit dem eine minimale Menge von Implikationen berechnet werden kann.Der Algorithmus erlaubt eine Modi�kation. Damit k�onnen die Implikationen auchdann bestimmt werden, wenn der Kontext nicht explizit gegeben ist. Der Benutzerwird jeweils gefragt, ob eine vorgeschlagene Implikation g�ultig ist oder nicht. Verneintder Benutzer dies, so mu� er ein Gegenbeispiel eingeben, d. h. einen Gegenstand, derdieser Implikation widerspricht. Der Algorithmus berechnet eine Basis von Implika-tionen, also eine minimale Menge von Implikationen, aus denen sich alle anderenImplikationen herleiten lassen.Das hier vorgestellte Verfahren der Merkmalexploration mit vorgegebenen Abh�an-gigkeiten ist eine Erweiterung des Verfahrens von B. Ganter. Zu Beginn des Verfah-rens k�onnen Abh�angigkeiten, die zwischen den Merkmalen bestehen, als BoolescheGleichungen eingegeben werden. Der Algorithmus bestimmt dann eine Menge vonImplikationen, die, zusammen mit den vorgegebenen Gleichungen, das System derBegri�sinhalte des Kontextes beschreibt. Werden keine Gleichungen vorgegeben, soentspricht dieses Verfahren dem von B. Ganter.Zuerst betrachten wir den Fall, in dem der Kontext K := (G;M; I) vollst�andigvorliegt. Im folgenden gehen wir stets davon aus, da� M endlich ist.De�nition: Eine Implikation zwischen Merkmalen (in M) ist ein Paar (A;B) vonTeilmengen von M . Wir bezeichnen es mit A! B und lesen es A impliziert B. Eine21



Teilmenge T � M respektiert eine Implikation, wenn A 6� T oder B � T ist. Trespektiert eine Menge L von Implikationen, wenn T jede einzelne Implikation in Lrespektiert. A ! B gilt in einem Kontext K, wenn sie im System der Zeileninhaltegilt. Wir sagen dann auch, A! B sei eine Implikation des Kontextes K.Lemma 1.4.1 Eine Implikation A ! B gilt in K genau dann, wenn B � A00 ist.Sie gilt dann auch f�ur das System aller Begri�sinhalte.De�nition: Eine Implikation A! B folgt (semantisch) aus einer Menge L von Im-plikationen zwischen Merkmalen, falls jede Teilmenge von N , die L respektiert, auchA! B respektiert.De�nition: Eine Gleichung s=t 2 Tmu;t;:;?;>(M)�Tmu;t;:;?;>(M) gilt in K, wennfsgIb = ftgIb in Kb gilt.Angenommen, wir h�atten bereits eine Menge � � Tmu;t;:;?;>(M)�Tmu;t;:;?;>(M)von Gleichungen gegeben, die in K gelten. Gesucht ist nun eine m�oglichst kleineMenge von Implikationen, aus der sich, zusammen mit den Gleichungen in �, alleImplikationen zwischen den Merkmalen aus M herleiten lassen.De�nition: Mit <�> bezeichnen wir die von � erzeugte Kongruenzrelation aufFB(M). F�ur A � M sei A := fm 2 M j[m] � [VA] in FB(M)=<�>g und wir setzenL� := fA! AjA �Mg.Es ist klar, da� die Implikationen aus L� in K gelten. Die Abbildung A 7! A ist einH�ullenoperator auf M .De�nition: Eine Menge L von Implikationen von K hei�t �-vollst�andig, wenn jedeImplikation von K aus L [ L� folgt. Eine Menge L von Implikationen von K hei�t�-reduziert, wenn keine Implikation A! B 2 L aus (L n fA! Bg) [ L� folgt.Um eine �-vollst�andige und �-reduzierte Menge von Implikationen angeben zu k�on-nen, ben�otigen wir den Begri� des �-Pseudoinhalts:De�nition: Eine Teilmenge P von M hei�t �-Pseudoinhalt von K, wenn P = P 6=P 00 und wenn f�ur jeden �-Pseudoinhalt Q � P schon Q00 � P gilt.Satz 1.4.2 Die Menge L := fP ! P 00jP �-Pseudoinhaltg ist eine �-vollst�andigeund �-reduzierte Menge von Implikationen von K.Beweis: O�enbar gelten die Implikationen von L in K.Um zu zeigen, da� L �-vollst�andig ist, zeigen wir, da� jede Teilmenge T von M ,die L[L� respektiert, ein Begri�sinhalt ist: Da T ! T 2 L�, gilt T = T . Au�erdem22



respektiert T insbesondere alleQ! Q00 mitQ �-Pseudoinhalt und Q � T . W�are nunT 6= T 00, so w�are T nach De�nition ein �-Pseudoinhalt und somit w�urde T ! T 00 2 Lgelten. Widerspruch, da T diese Implikation nicht respektiert.Sei nun P ! P 00 2 L. Wir zeigen, da� P ! P 00 sich nicht aus L0 := (L nfP!P 00g) [ L� herleiten l�a�t (und beweisen damit die �-Reduziertheit), da P alleImplikationen aus L0 respektiert: Da P = P gilt, respektiert P alle Implikationenaus L�. Ist nun Q! Q00 2 L nfP ! P 00g mit Q � P , so gilt auch Q00 � P , da P ein�-Pseudoinhalt ist. Also respektiert P auch Q! Q00. �Die Menge aller Begri�s- und �-Pseudoinhalte bildet ein H�ullensystem auf M . Diesist eine Konsequenz aus dem n�achsten Satz:Satz 1.4.3 Sind P und Q Begri�sinhalte oder �-Pseudoinhalte mit P 6� Q undQ 6� P , so ist P \Q ein Begri�sinhalt.Beweis: Sowohl P als auch Q, und damit auch P \ Q respektieren alle Implikatio-nen in L [ L� mit Ausnahme von P ! P 00 und Q ! Q00. Wegen P 6� P \ Q undQ 6� P \Q respektiert P \Q auch diese Implikationen, ist also ein Begri�sinhalt. �Korollar 1.4.4 Die Menge aller Begri�s- und �-Pseudoinhalte bildet ein H�ullensy-stem auf M .Zu diesem H�ullensystem erhalten wir den H�ullenoperator H� durch:H�(X) := X [X� [X�� [ : : : mit X� := X [[fBjA! B 2 L; A � XgIm Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, da� M = f1; : : : ng ist:De�nition:DurchA < B :() 9i 2 BnA : A\f1; 2; : : : ; i�1g = B\f1; 2; : : : ; i�1gf�ur A;B �M wird die lektische Ordnung auf P(M) de�niert.F�ur A;B �M , i 2M sei� A <i B :() i 2 B nA und A \ f1; 2; : : : ; i�1g = B \ f1; 2; : : : ; i�1g� A� i := H�((A \ f1; 2; : : : ; i�1g) [ fig)Der folgende Algorithmus gibt alle Begri�s- und �-Pseudoinhalte in lektischer Ord-nung aus:Algorithmus: Der lektisch kleinste Begri�s- oder �-Pseudoinhalt ist ;. F�ur einegegebene Teilmenge B � M erh�alt man den lektisch n�achsten Begri�s- oder �-Pseudoinhalt, indemman alle Elemente i vonMnB pr�uft, beginnend mit dem gr�o�tenund dann in absteigender Folge, bis erstmals B <i B � i ist. B � i ist dann der23



lektisch n�achste Begri�s- oder �-Pseudoinhalt. Der lektisch gr�o�te Begri�s- oder�-Pseudoinhalt ist M .Jetzt k�onnen wir die Merkmalexploration mit vorgegebenen Abh�angigkeiten beschrei-ben: Angenommen, wir h�atten bereits eine Menge � von booleschen Gleichungen ge-geben, die in einem Kontext K gelten. Nun soll eine �-vollst�andige und �-reduzierteMenge von Implikationen von K mit Hilfe eines Computers bestimmt werden, ohneda� der gesamte Kontext eingegeben werden mu�.Genau wie beim Algorithmus von B. Ganter erlaubt der obige Algorithmus eineModi�kation: W�ahrend der Bestimmung der Menge L von Implikationen k�onnennoch Gegenst�ande zum Kontext hinzugef�ugt werden. Gelten f�ur sie alle Gleichungenaus � und respektieren ihre Zeileninhalte alle bereits bestimmten Implikationen, sokann das Verfahren mit den bis dahin berechneten Ergebnissen fortgef�uhrt werden:Lemma 1.4.5 Sei K ein Kontext und � � Tmu;t;?;>(M)�Tmu;t;?;>(M) eine Men-ge von in K g�ultigen Gleichungen. Es seien P1; P2; : : : ; Pn die ersten n �-Pseudo-inhalte von K in lektischer Ordnung. Sei Kg = (G _[fgg;M; Ig) ein Kontext mitIg \ G � M = I, in dem die Gleichungen aus � sowie die Implikationen Pi !P 00i ; i = 1; : : : n gelten. Dann sind P1; P2; : : : ; Pn auch die ersten n �-Pseudoinhaltein lektischer Ordnung.Beweis: Es gilt P IIi = P IgIgi f�ur i = 1; : : : n, da die Menge fggIg die ImplikationenPi ! P IIi respektiert. Da jeder �-Pseudoinhalt Q � Pj von K lektisch kleiner als Pjist, ergibt sich das Lemma direkt aus der De�nition des �-Pseudoinhaltes. �Die Modi�kation des Algorithmus funktioniert also folgenderma�en: Sie beginnt miteinem Teilkontext (H;M; I \H �M) des Kontextes (G;M; I). Dabei kann die Ge-genstandsmenge H auch leer sein. Dann wird der lektisch erste �-Pseudoinhalt P1bestimmt. Der Benutzer wird gefragt, ob die Implikation P1 ! P 001 gilt. Entweder be-jaht er dies oder er erweitert den Kontext (H;M; I \H �M) um ein Gegenbeispiel.Das Verfahren wird dann fortgesetzt, bis alle �-Pseudoinhalte bestimmt sind.Beispiel: Wir betrachten die folgenden Eigenschaften von Dreiecken in der Eukli-dischen Ebene: rechtwinklig(rw), schiefwinklig(schw), stumpfwinklig(stw), spitzwink-lig(spw), gleichseitig(gs), ungleichseitig(ugs) und gleichschenklig(gsch). O�ensichtlichgelten die Gleichungen in � = fschw = :rw ; schw = stw _ spw ; ugs = :gsg.Der Dialog mit dem Computer wird dann wie folgt aussehen:Computer: \Gilt die Implikation ; ! frw, schw, stw, spw, gs, ugs, gschg?"(Der erste �-Pseudoinhalt ist die leere Menge)Experte: \Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D1 hat die Merkmale rw und ugs."C: \Gilt ; ! frw, ugsg?"(Der erste �-Pseudoinhalt ist immer noch die leere Menge, aber jetzt gilt;00 = frw, ugsg) 24



rw schw stw spw gs ugs gschD1 � �D2 � � � �D3 � � �D4 � � �D5 � � � �D6 � � � �D7 � � � �
D1 (�1; 0); (1; 0); (12 ; p32 )D2 (�1; 0); (1; 0); (0;p3)D3 (�1; 0); (1; 0); (0; 1)D4 (�1; 0); (1; 0); (12 ; 1)D5 (�1; 0); (1; 0); (0; 12)D6 (�1; 0); (1; 0); (12 ; 12)D7 (�1; 0); (1; 0); (0; 32)

fgsg ! fschw, spw, gschgfschw, stwg ! fugsgfschw, stw, spw, ugsg ! frw, gs, gschgfrwg ! fugsg rw
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5DAbbildung 1.3: Gegenbeispiele und Implikationen der MerkmalexplorationE: \Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D2 hat die Merkmale schw, spw, gs und gsch."C: \ Gilt fgschg ! fschw, stw, gsg?"E: \Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D3 hat die Merkmale rw, ugs und gsch."C: \ Gilt fgschg ! fschw, stw, gsg?"E: \Nein! Gegenbeispiel: Dreieck D3 hat die Merkmale rw, ugs und gsch."Im weiteren Verlauf best�atigt der Experte die Implikationen fgsg ! fschw, spw,gschg, fschw, stwg ! fugsg, fschw, stw, spw, ugsg ! frw, gs, gschg und frwg !fugsg, und gibt zu den anderen vorgeschlagenen Implikationen die GegenbeispieleD4 bis D7 an.Als Ergebnis der Merkamlexploration erhalten wir also die Liste der Implikatio-nen und den Begri�sverband in Abbildung 1.4. H�atten wir das Verfahren begonnen,ohne vorher Gleichungen anzugeben (d. h. mit � = ;), so h�atten wir denselben Be-gri�sverband erhalten, die Liste der Implikationen h�atte jedoch wie folgt ausgesehen:25



fgsg ! fschw, spw, gschgfspwg ! fschwgfstwg ! fschw, ugsgfschw, spw, gs, ugs,gschg ! frw, stwgfschw, stw, spw, ugsg ! frw, gs, gschgfrwg ! fugsgfrw, schw, ugsg ! fstw, spw, gs, gschgAllgemein kann man das Verfahren von B. Ganter (und die oben beschriebene Er-weiterung) verstehen als ein interaktives Vefahren, welches den von einer gegebenenMenge von (Merkmals-)Begri�en erzeugten vollst�andigen V-Unterhalbverband einesBooleschen Begri�sverbandes bestimmt. In Kapitel 2 wird das Verfahren derDistribu-tiven Begri�exploration vorgestellt, mit dem der vollst�andige Unterverband bestimmtwerden kann, der von gegebenen Begri�en erzeugt wird. Ein Verfahren zur Bestim-mung der von gegebenen Begri�en erzeugten vollst�andigen Booleschen Unteralgebrasteht bisher noch aus.1.5 Modell eines begri�lichen WissenssystemsUnter einembegri�lichenWissenssystem verstehen wir eine Struktur, die die M�oglich-keit bietet, einen Teil des begri�lichen Wissens, der in einem klar abgegrenzten Wis-sensgebiet vorhanden ist, zu speichern und zug�anglich zu machen. Um diesen Ansatzden Methoden der formalen Begri�sanalyse zug�anglich zu machen, gehen wir von dergrundlegenden Annahme aus, da� das Wissensgebiet durch einen formalen KontextU= (GU;MU; IU), den wir begri�liches Universum nennen, beschrieben wird.Es hat sich als n�otig erwiesen, die Sprache der Begri�sanalyse | also die dervollst�andigen Verb�ande | zu erweitern, um Aussagen, die die Negation und die Dis-junktion mit einbeziehen, mit in das System aufnehmen zu k�onnen. P. Luksch und R.Wille haben hierf�ur in [LuWi] die Erweiterung des Begri�sverbandes zur Algebra derHalbbegri�e vorgeschlagen. Das hier vorgestellte alternative Modell basiert dagegenauf der Erweiterung des Begri�sverbandes zum Booleschen Begri�sverband.De�nition: Ein (einwertiges) begri�liches Wissenssystem nennen wir ein TupelW := (G;M;B; I;�), wobei G, M und B endliche disjunkte Mengen sind, � eineMenge von Booleschen Gleichungen �uber M[B und I eine bin�are Relation zwischenG und Tmu;t;:;?;>(M[B). Die in I enthaltenen Paare nennen wir Zugeh�origkeiten.Anstelle von (g; t) 2 I schreiben wir auch g ��-t.Wir beschr�anken uns bei demModell auf endlicheMengen, um einer m�oglichen Imple-mentierung auf dem Computer gerecht zu werden. Dies hat auch den Vorteil, da� wir26



nicht mit den verallgemeinerten Termen aus Tm ;F;:;?;>(M[B) operieren m�ussen.Die n�achste De�nition gibt an, wann (und wie) ein begri�liches Wissenssystem einUniversum beschreibt:De�nition: Ist U := (GU;MU; IU) ein begri�liches Universum,W := (G;M;B; I;�)ein begri�liches Wissenssystem mit G � GU und M � MU, und ist �:B ! Bb(U)eine Abbildung, so de�nieren wir die Abbildung [[�]]�U: Tmu;t;:;?;>(M[B) ! Bb(U)durch: [[t]]�U:= 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:�(t) f�ur t 2M�(t) f�ur t 2 B0bB(U) f�ur t � ?1bB(U) f�ur t � >[[u]]�U^ [[v]]�U f�ur t � u u v[[u]]�U_ [[v]]�U f�ur t � u t v:[[u]]�U f�ur t � :uIst der Bezug auf U und � eindeutig, so schreiben wir auch k�urzer [[t]] f�ur [[t]]�U.Wir sagen, da� das begri�liche Wissenssystem W in einem Universum U :=(GU;MU; IU) gilt, wenn G eine Teilmenge von GU ist, M eine Teilmenge von MU,und wenn es eine Abbildung �:B! Bb(U) gibt, so da� gilt:(g; t) 2 I ) g ��-[[t]]�U; (s; t) 2 �) [[s]]�U= [[t]]�UDas Paar (U; �) hei�t dann auch Modell von W. Ein begri�liches Wissenssystemhei�t konsistent, wenn es ein Modell besitzt.In einem begri�ichen Wissenssystem k�onnen wir insbesondere auch De�nitionen ab-speichern: Ist b 2 Bb(U) ein de�nierbarer Begri�, den wir mit b 2 B benennenwollen, und ist t 2 Tmu;t;:;?;>(M) ein De�nitionsterm f�ur b, dann k�onnen wir dieDe�nition b 7! t als Gleichung b=t in die Relation � aufnehmen.Ist in einem begri�lichenWissenssystem bereits Wissen �uber ein begri�liches Uni-versum erfa�t, so stellt sich die Frage, inwieweit hieraus weiteres Wissen �uber daszu untersuchende Universum gefolgert werden kann. Wir geben einen semantischenFolgerungsbegri� an:De�nition: Eine Gleichung (s; t) 2 Tmu;t;:;?;>(M[B) � Tmu;t;:;?;>(M[B) folgtaus einem Wissenssystem W (in Zeichen: W j= s=t), wenn [[s]]�U = [[t]]�U in jedemModell (U; �) von W gilt. Eine Zugeh�origkeit (g; t) 2 G � Tmu;t;:;?;>(M[B) folgtaus W (in Zeichen: W j= g ��-t), wenn g ��-[[t]]�U in jedem Modell (U; �) von W gilt. Dasbegri�liche Wissenssystem W j= := (G;M; I j=; B;�j=) mitI j= := f(g; t) 2 G � Tmu;t;:;?;>(M[B)jW j= g ��-tg und�j= := f(s; t) 2 Tmu;t;:;?;>(M[B)� Tmu;t;:;?;>(M[B)jW j= s=tghei�t der logische Abschlu� von W. 27



Lokale Vollst�andigkeitEin begri�liches Wissenssystem wird im allgemeinen nicht das gesamte vorgegebe-ne begri�liche Universum erfassen, es wird also nicht vollst�andig sein. Die Grenzedessen, was das Wissenssystem maximal an Wissen speichern kann, wird durch dieFestlegung der Mengen G, M und B gezogen. Erreicht das System diese Grenze, sonennen wir es lokal vollst�andig:De�nition: Ein begri�liches Wissenssystem W hei�t �-vollst�andig auf einer Teil-menge N von Tmu;t;:;?;>(M[B), wenn f�ur alle s; t 2 Tmu;t;:;?;>(M[B) entweder[[s]]�U= [[t]]�Uin jedem Modell (U; �) von W gilt oder wenn [[s]]�U 6= [[t]]�Uin jedem Modellgilt. W hei�t �-vollst�andig, wenn es �-vollst�andig auf Tmu;t;:;?;>(M[B) ist.Ein begri�liches Wissenssystem W hei�t I-vollst�andig auf H � N f�ur H � Gund N � Tmu;t;:;?;>(M[B), wenn f�ur alle g 2 G und t 2 N entweder in jedemModell g ��-[[t]]�U oder in jedem Modell g 6 ��-[[t]]�U gilt. W hei�t I-vollst�andig auf N �Tmu;t;:;?;>(M[B), wenn es I-vollst�andig auf G �N ist. W hei�t lokal vollst�andig,wenn es sowohl I-vollst�andig als auch �-vollst�andig ist.Die �-Vollst�andigkeit kann mit dem in W enthaltenen Wissen festgestellt werden,wenn eine hinreichende Anzahl von Gegenst�anden vorhanden ist:Ein begri�liches WissenssystemW ist �-vollst�andig auf N � Tmu;t;:;?;>(M[B),wenn f�ur alle s; t 2 N entweder W j= s=t gilt oder wenn es einen Gegenstand g2GmitW j= g ��-(su:t) oder mitW j= g ��-(:sut) gibt. Die Relation j= entspricht der se-mantischen Folgerung der Aussagenlogik, f�ur die es einen korrekten und vollst�andigenKalk�ul gibt. Die Bedingung kann also algorithmisch getestet werden.Die I-Vollst�andigkeit kann ebenfalls algorithmisch getestet werden. Ein Wissens-system ist insbesondere dann I-vollst�andig, wenn f�ur alle g 2 G und alle x 2 M[Bentweder g ��-x 2 I oder g ��-:x 2 I gilt.Prinzipiell unm�oglich ist es dagegen, nur aufgrund der Kenntnis des in einemWissenssystem gespeicherten Wissens festzustellen, zu welchem Anteil das Systemdas durch das gesamte begri�liche Universum gegebene Wissen abdeckt. Hierzu istdie Kenntnis des ganzen begri�lichen Universums notwendig.Erweiterungen des ModellsIn dem oben vorgestellten Modell eines begri�lichen Wissenssystems kann die Ver-schiedenheit von zwei Begri�en nur dadurch beschrieben werden, da� man einenGegenstand angibt, der unter den einen der beiden Begri�e f�allt, aber nicht un-ter den anderen. Ist man daran interessiert, die Verschiedenheit von zwei Begri�enauch ohne die explizite Angabe eines solchen Gegenstandes ausdr�ucken zu k�onnen, sokann man das Modell des begri�lichen Wissenssystems durch eine weitere Relation� � Tmu;t;:;?;>(M[B)�Tmu;t;:;?;>(M[B) erweitern. Ein Paar (U; �) ist dann einModell von (G;M; I;B;�;�), wenn es ein Modell von (G;M; I;B;�) ist und wenn28



zus�atzlich f�ur (s; t) 2 � in jedem Modell [[s]]�U 6= [[t]]�Ugilt.In vielen Anwendungen erlauben Merkmale verschiedene Auspr�agungen, so da� daszu untersuchende Wissensgebiet nicht als einwertiges begri�liches Universum aufge-fa�t werden kann. Es bietet sich an, das Wissensgebiet dann als mehrwertiges be-gri�lichen Universum gegeben zu denken, worunter wir einen mehrwertigen KontextU= (GU;MU;WU; IU) verstehen. 2Ein mehrwertiges Universum k�onnte dann einen dreistu�gen Aufbau besitzen: Inder untersten Stufe be�ndet sich ein mehrwertiger Kontext K := (G;M;W; I), derdas durch die Relation IUbeschriebene Wissen erfassen kann, d. h. f�ur den G � GU,M �MU, W � WUund I � IU\ (G�M �W ) gilt.Die zweite Stufe besteht aus einer FamilieS:=(Ss)s2S von Skalen Ss:=(Gs;Ms; Is)mitGs � WN f�ur eine TeilmengeN vonM ,3 die f�ur die f�ur den Benutzer des Systemsinteressanten Fragestellungen relevant sind.Auf diesen Skalen basiert die dritte Stufe: Eine Menge � von Booleschen Gleichun-gen �uber der Vereinigung _Ss2SMs der Merkmalsmengen der Skalen (sowie eventuell�uber einer Menge B von Begri�snamen wie im einwertigen Fall) beschreibt bekannteBeziehungen zwischen diesen Merkmalen. Au�erdem gibt es die M�oglichkeit, in einerRelation Î � G �Tmu;t;:;?;>( _Ss2SMs) f�ur Gegenst�ande ihr Verhalten bez�uglich derSkalen festzuhalten, selbst wenn die zugrundeliegenden Merkmalsauspr�agungen nichtgenau bekannt sind.Beispiel:Wir betrachten erneut das Beispiel der Trekking-Zelte auf Seite 15. Als be-gri�liches Universum nehmen wir den mehrwertigen Kontext U= (GU;MU;WU; IU)an, wobei GUdie Menge all der Zeltmodelle sei, die das Bergsportgesch�aft 1993 an-geboten hat, und MUdie Menge all der Merkmale, die in Bezug auf Trekking-Zelterelevant sind.Den in Abbildung 1.1 dargestellten mehrwertigen Kontext k�onnen wir nun als denmehrwertigen Kontext K des WissenssystemsW au�assen. Die Menge Senthalte dieSkalen, nach denen wir den einwertigen Kontext in Abbildung 1.1 gewonnen haben.Die auf Seite 16 angegebenen Gleichungen sind in unserem Universum nat�urlichnicht mehr allgemein g�ultig. Angenommen, wir w�u�ten aber, da� auch bei allen an-deren angebotenen Zelten, die f�ur drei Personen oder mehr gedacht sind, die Innen-zelt�ache mehr als 3,0 m2 betr�agt. Dann k�onnen wir die Gleichung (� 3 Personen)t:(�3; 0 m2) = > in die Gleichungsmenge � aufnehmen. Die Relation Î ben�otigenwir in diesem Fall nicht, da der mehrwertige Kontext K vollst�andig ist, also in jedemFeld einen Eintrag hat. Wenn wir aber z. B. �uber die Innenzelt�ache des Zeltes Dra-gon nur w�u�ten, da� sie zwischen 3 und 3,5 m2 liegt, so k�onnten wir dieses Wissendurch (Dragon, (� 3m2) u :(� 3; 5m2)) 2 Î festhalten.2Der mit mehrwertigen Kontexten nicht vertraute Leser sei auf [GaWi93] verwiesen.3Diese Konstruktion erlaubt die Skalierung �uber mehrere Merkmale gleichzeitig (vgl. [VoWaWi])29
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Kapitel 2Positiv-Boolesche Begri�sverb�andeIn vielen Anwendungen der formalen Begri�sanalyse sind nur die Merkmale von Be-deutung, die nicht durch Negierung entstehen. Ihre Teilmenge in der freien vollst�andigdistributiven vollst�andigen Booleschen Algebra FCB(M) bildet genau den freienvollst�andig distributiven vollst�andigen Verband FCD(M) �uber M . Wir erhalten diepositiv-Booleschen Begri�e als FCD(M)-Unterhalbverband des Booleschen Begri�s-verbandes.2.1 Positiv-Boolesche Kontexte und positiv-Boole-sche Begri�sverb�andeDe�nition: Sei K := (G;M; I) ein Kontext und seiMp := FCD(M) � FCB(M). DerMp-Teilkontext von Kb hei�t der positiv-Boolesche Kontext zu K. Wir bezeichnenihn mit Kp = (G;Mp; Ip). Die Begri�e vonBp(K) :=B(Kp) hei�en positiv-BoolescheBegri�e.Das Bild von Bp(K) unter "Mp bildet einen vollst�andigen Unterverband des Boo-leschen Begri�sverbandes, da Vi2I �(ti) = �( i2Iti) und Wi2I �(ti) = �(Fi2I ti) f�urti 2 FCD(M); i 2 I in Bb(K) gilt. F�ur die positiv-Booleschen Begri�e ist das lokaleSupremum also gleich dem globalen, d. h. WMp = Wj"Mp(Bp(K)).Den Begri�sverband B(K) �nden wir nach Lemma 1.2.1 auch in Bp(K) als V-Unterhalbverband wieder.Im Liniendiagramm eines positiv-Booleschen Begri�sverbandes Bp(K) ist es |wie bereits bei den Booleschen Begri�sverb�anden | nicht n�otig, alle Merkmalsbe-gri�e mit den entsprechenden Merkmalen aus FCD(M) zu beschriften. Es gen�ugt,die Merkmalsbegri�e der Merkmale aus M zu beschriften. Dies ergibt sich aus demfolgenden Satz, den wir analog zum Hauptsatz �uber Boolesche Begri�sverb�ande for-mulieren:Satz 2.1.1 Ein vollst�andig distributiver vollst�andiger Verband V ist genau dannisomorph zu dem positiv-Booleschen Begri�sverband Bp(K) eines Kontextes K :=31



Forum Romanum Baedecker LesGuides Bleues Michelin Polyglott� 1 � 1 � 2 � 1 � 2 � 3 � 1Triumphbogen des Septimus Severus � � � � �Titusbogen � � � � �Basilica Julia �Maxentius-Basilica �Phocass�aule � � �Curia �Haus der Vestalinnen �Portikus der zw�olf G�otter � � �Tempel des Antonius und der Fausta � � � � � �Tempel des Castor und Pollux � � � � � � �Tempel des Romulus �Tempel des Saturn � � �Tempel des Vespasian � �Tempel der Vesta � � � � �Abbildung 2.1: Kontext zu Sehensw�urdigkeiten im Forum Romanum(G;M; I), wenn Abbildungen :G ! V und �:M ! V existieren, so da� (G)supremum-dicht in V ist, �(M) den Verband V vollst�andig erzeugt, und wenn f�uralle g 2 G, m 2M gilt: (g;m) 2 I () g � �m.Insbesondere ist V isomorph zum positiv-Booleschen Begri�sverband Bp(V; V;�).Beweis: Der Beweis verl�auft analog zu dem von Satz 1.1.1 �Da distributive Verb�ande sich als Unterverb�ande von Produkten von Ketten darstel-len lassen, ergeben sich oft sehr �ubersichtliche Liniendiagramme, die z. B. als ad-ditive Liniendiagramme gezeichnet werden k�onnen. Allerdings gibt es bis jetzt auchf�ur distributive Begri�sverb�ande noch keinen Algorithmus, der automatisch \sch�one"Diagramme zeichnet.Beispiel: Der Kontext in Abbildung 2.1 gibt an, mit wievielen Sternen einige Se-hensw�urdigkeiten im Forum Romanum durch die Reisef�uhrer Baedecker, Les GuidesBleues, Michelin und Polyglott bewertet werden.In Abbildung 2.2 ist der zugeh�orige Begri�sverband abgebildet, in Abbildung 2.332
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Abbildung 2.2: Begri�sverband zum Kontext in Abb. 2.1der positiv-Boolesche Begri�sverband. Der Boolesche Begri�sverband l�a�t sich nichtmehr als Ganzes abbilden, da er 213 Elemente enth�alt! Die V-HalbverbandseinbettungvonB(K) in den positiv-Booleschen Begri�sverbandBp(K) ist durch die ausgef�ulltenKreise im Liniendiagramm in Abbildung 2.3 angedeutet.M�ochte man z. B. die Sehensw�urdigkeiten des Forum Romanums feststellen, die mitmindestens einen Stern im Polyglott oder Baedecker sowie mindestens einem Stern imMichelin ausgezeichnet wurden, so erh�alt man diese als Begri�sumfang des Begri�es�(((Polyglott �1) _ (Baedecker �1)) ^ (Michelin �1)): Es sind die Sehensw�urdig-33



keiten Phocass�aule, Tempel des Saturn, Portikus der zw�olf G�otter, Triumphbogendes Septimus Severus, Tempel der Vesta, Titusbogen, Tempel des Antonius und derFausta sowie der Tempel des Castor und Pollux.An dem positiv-Booleschen Begri�sverband erkennt man sehr gut, da� die Bewer-tungen im Baedecker stark von den Bewertungen der anderen Reisef�uhrer abweichen:Durch den Begri� �(Baedecker � 1) wird fast die H�alfte des Verbandes erzeugt.2.2 Begri�explorationGehen wir von einer (endlichen) Menge B von Begri�en eines Kontextes K aus, densogenannten Grundbegri�en, so stellt sich die Frage, welche weiteren Begri�e wir ausdiesen konstruieren k�onnen. Mit anderen Worten, wie sieht der von diesen Begri�enerzeugte vollst�andige Unterverband U von B(K) aus?Vollst�andige Unterverb�ande k�onnen durch abgeschlossene Teilrelationen beschrie-ben werden:De�nition: Eine Teilrelation J � I hei�t abgeschlossene Teilrelation des Kontextes(G;M; I), wenn jeder Begri� des Kontextes (G;M; J) auch ein Begri� von (G;M; I)ist.Satz 2.2.1 Wenn J eine abgeschlossene Teilrelation des Kontextes (G;M; I) ist,dann ist B(G;M; J) ein vollst�andiger Unterverband von B(G;M; I). Ist umgekehrtU ein vollst�andiger Unterverband von B(G;M; I), so ist J := SfA�Bj(A;B) 2 Ugeine abgeschlossene Teilrelation und es gilt U = B(G;M; J).Beweis: Siehe [GaWi93]. �Ist also der Kontext K vollst�andig gegeben, so l�a�t sich der von den Grundbegri�enerzeugte vollst�andige Unterverband leicht berechnen. H�au�g wird jedoch der Kontextso gro� sein, da� man ihn nicht vollst�andig angeben m�ochte. R. Wille hat daher in[Wi87] vorgeschlagen, ein Verfahren zu entwickeln, welches den Unterverband U ausm�oglichst wenigen vom Benutzer einzugebenden Informationen berechnet1.Es kann vorkommen, da� der erzeugte Unterverband (auch bei einer endlichenMenge von Grundbegri�en!) unendlich ist. Dies liegt daran, da� bereits der freieVerband �uber drei Elementen unendlich gro� ist. In einem solchen Fall wird dasVerfahren nicht terminieren.Wissen wir jedoch, da� der Begri�sverband distributiv ist | etwa, weil es sichum einen positiv-Booleschen Begri�sverband handelt |, so k�onnen wir dies ausnut-zen. Der Unterverband U ist dann homomorphes Bild des freien vollst�andig distri-butiven vollst�andigen Verbandes FCD(B) (und somit endlich). Gesucht ist nun eine1In [KlMa] haben U. Klotz und A. Mann dann ein erstes Verfahren angegeben34
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(m�oglichst kleine) Menge von Ungleichungen zwischen Elementen von FCD(B), soda� die davon erzeugte Kongruenzrelation gerade der Kern dieser Abbildung ist.Aufgrund des Homomorphiesatzes 0.1.2 erh�alt man damit eine Darstellung von U .Au�erdem soll f�ur alle Begri�e a; b 2 U mit a 6� b ein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar bestimmt werden:De�nition: Seien a und b Begri�e in B(U) mit a 6� b. Ein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar f�ur a und b ist ein Paar (g;m)2GU�MUmit (g;m) 62 I, g ��-a und b ��-m.Unser Verfahren zur Begri�exploration bearbeitet die gegebenen Grundbegri�e nach-einander: Ist der von den ersten i Grundbegri�en erzeugte vollst�andige Unterver-band Ui bestimmt, so wird der n�achste Grundbegri� bi+1 hinzugef�ugt. Der Benutzerwird dann nach Unterbegri�-Oberbegri�-Beziehungen zwischen den neu hinzukom-menden Begri�en gefragt. Dieser Vorgang kann als Bestimmung einer vollst�andigenKongruenzrelation auf dem Tensorprodukt von Ui mit dem dreielementigen Verband0< bi <1 beschrieben werden.2.2.1 Tensorprodukte und vollst�andige KongruenzrelationenWir geben hier kurz die f�ur unser Verfahren ben�otigten De�nitionen und S�atze an.Weiterf�uhrende Ergebnisse �nden sich in [Wi85] bzw. [GaWi93].TensorprodukteDe�nition: F�ur vollst�andige Verb�ande V1 und V2 nennen wir V1 
 V2 := B(V1 �V2; V1 � V2;r) mit (x1; x2)r(y1; y2) :() x1 � y1 oder x2 � y2 das Tensorproduktvon V1 und V2.In [Wi85] wird gezeigt, da� das Tensorprodukt das freie Produkt in der Kategorieder vollst�andig distributiven vollst�andigen Verb�ande mit vollst�andigen Homomor-phismen ist. Damit ist das Tensorprodukt V1
 V2 von zwei vollst�andig distributivenvollst�andigen Verb�anden V1 und V2 der \gr�o�te" vollst�andig distributive vollst�andigeVerband, der von V1 und V2 erzeugt werden kann.Wir erhalten nat�urliche vollst�andige Einbettungen von V1 und V2 in V1
V2 durch"1:V1 ! V , x1 7! ([0; x1]� V2 [ V1 � f0g; [x1; 1]� V2 [ V1 � f1g) und"2:V2 ! V , x2 7! (V1 � [0; x2] [ f0g � V2; V1 � [x2; 1] [ f1g � V2).Es liegt nahe, das Tensorprodukt von Begri�sverb�anden auf der Ebene der Kon-texte zu beschreiben:De�nition: Das direkte Produkt der Kontexte K1 := (G1;M1; I1) und K2 :=(G2;M2; I2) ist der Kontext K1 � K2 := (G1 �G2;M1 �M2;r) mit(g1; g2)r(m1;m2) :() (g1;m1)2I1 oder (g2;m2)2I2:36



Satz 2.2.2 B(K1)
B(K2) �= B(K1 � K2)Beweis: Siehe [Wi85]. �Dieser Satz zeigt die Unabh�angigkeit des Tensorproduktes (bis auf Isomorphie) vonden zugrundeliegenden Kontexten.Satz 2.2.3 Sind K1 und K2 reduzierte Kontexte, so ist auch K1 � K2 reduziert.Beweis: Siehe [Wi85]. �Vollst�andige KongruenzrelationenVollst�andige Kongruenzrelationen eines Begri�sverbandes k�onnen durch sogenanntevertr�agliche Teilkontexte beschrieben werden. Die nachfolgenden De�nitionen undS�atze sind aus [GaWi93] �ubernommen.De�nition: Sei K := (G;M; I) ein Kontext, H � G, N �M . Dann hei�t (H;N; I \H � N) ein Teilkontext von K. Ein Teilkontext hei�t vertr�aglich, wenn f�ur jedenBegri� (A;B) 2 B(K) das Paar (A \H;B \ N) ein Begri� des Teilkontextes ist.Satz 2.2.4 Sei (H;N; I \H �N) ein Teilkontext von (G;M; I). Dann sind �aquiva-lent:� (H;N; I \H �N) ist ein vertr�aglicher Teilkontext von (G;M; I).� Durch (A;B) 7! (A\H;B\N) wird ein surjektiver Vollhomomorphismus �H;Nvon B(K) auf B(H;N; I \H �N) de�niert.De�nition: Ein Teilkontext (H;N; I \H�N) eines bereinigten Kontextes (G;M; I)hei�t pfeilabgeschlossen, wenn gilt:h% m;h 2 H ) m 2 Ng . n; n 2 N ) g 2 HSatz 2.2.5 Jeder vertr�agliche Teilkontext eines bereinigten Kontextes ist pfeilabge-schlossen. Ist der Kontext doppelt fundiert, so ist auch jeder pfeilabgeschlossene Teil-kontext vertr�aglich.Satz 2.2.6 Jeder vertr�agliche Teilkontext eines bereinigten (bzw. reduzierten bzw.doppelt fundierten) Kontextes ist bereinigt (bzw. reduziert bzw. doppelt fundiert). DiePfeilrelationen vererben sich auf vertr�agliche Teilkontexte.De�nition: Eine vollst�andige Kongruenzrelation � von B(K) hei�t durch einenvertr�aglichen Teilkontext (H;N; I \H �N) induziert, wenn � = �H;N := Ker�H;Ngilt. 37



Satz 2.2.7 Ist der Begri�sverband B(K) doppelt fundiert, so ist jede vollst�andigeKongruenzrelation auf B(K) durch einen Teilkontext von K induziert. Ist K redu-ziert, so ist der Teilkontext eindeutig bestimmt.De�nition: Ein Kontext K hei�t (vollst�andig) distributiv, wenn der Begri�sverbandB(K) (vollst�andig) distributiv ist.Das unten vorgestellte Verfahren zur Begri�sexploration arbeitet mit reduzierten dis-tributiven Kontexten. In diesen lassen sich die vertr�aglichen Teilkontexte besondersleicht �nden | sie entsprechen genau den Teilmengen von G. Dies ergibt der folgendeSatz:Satz 2.2.8 Sei V =B(G;M; I) doppelt fundiert. Dann sind �aquivalent:� V ist distributiv� V ist vollst�andig distributiv� g %. m; g % n) �m = �n� g %. m;h& m) g = mIst au�erdem (G;M; I) reduziert, so ist dies �aquivalent zu:� g % m) g %. m; g %. m; g %. n) m = n;g . m) g %. m; g %. m;h%. m) g = hKorollar 2.2.9 Sei (G;M; I) ein doppelt fundierter reduzierter distributiver Kon-text. Dann sind die vertr�aglichen Teilkontexte genau die Teilkontexte (H;N; I \H �N) mit H � G und N = fm 2M j9h 2 H : h%. mg.Der folgende Satz gibt Auskunft dar�uber, welche Kongruenzrelationen welchen Teil-mengen von G entsprechen:Satz 2.2.10 Sei (G;M; I) ein endlicher reduzierter distributiver Kontext und seieng 2 G, m 2 M mit g %. m. Dann ist �Gnfgg;Mnfmg genau die vollst�andige Kongru-enzrelation auf B(G;M; I), die von (g; g ^ �m) erzeugt wird.Beweis: Der Kontext (G n fgg;M n fmg; I \ (G n fgg) � (M n fmg)) ist pfeilab-geschlossen, also auch ein vertr�aglicher Teilkontext. Die vertr�aglichen Teilkontexte(H;N; I\H�N) mit g 62 H undm 62 N sind genau diejenigen, f�ur die (g; g^�m) 2�H;N gilt, da U(�H;N(g ^ �m)) = U(�H;N((g)�)) = g00 \H = U(�H;N(g)) genaudann gilt, wenn g 62 H. Unter diesen Teilkontexten ist (G n fgg;M n fmg; I \ (G nfgg)� (M n fmg)) der gr�o�te und induziert daher die kleinste vollst�andige Kongru-enzrelation, die (g; g ^ �m) enth�alt. �38



2.2.2 Distributive Begri�explorationEs wird nun das Verfahren zur Begri�sexploration beschrieben. Die einzige Vor-aussetzung ist die, da� der zu dem Kontext geh�orende Begri�sverband distribu-tiv ist.2 Sei also im folgenden U = (GU;MU; IU) ein distributiver Kontext und seiB = fb1; b2; : : : ; bng � B(U).De�nition: Ein Tupel E := (E ;g;m) nennen wir Explorationskontext i-ter Stufe,wenn� E := (GE ;ME; IE) ein Kontext ist mitGE ��ik=1fbk;1g,ME ��ik=1f0; bkg� und g:GE ! GUund m:ME !MUpartielle Abbildungen sind. 3Das Verfahren arbeitet \stufenweise": Auf der i-ten Stufe wird der von den ersten iBegri�en b1 bis bi erzeugte vollst�andige Unterverband Ui bestimmt. Dabei werdenjeweils zwei Explorationskontexte i-ter Stufe ben�otigt: E i und ~E i.Der Explorationskontext ~E i beschreibt Ui: Die Gegenstands- und Merkmalsmen-gen ~Gi bzw. ~Mi sind Mengen von i-Tupeln, um der Konstruktion des direkten Pro-duktes von Kontexten zu entsprechen. Sie k�onnen aber als Verbandsterme gedeutetwerden, und zwar (x1; : : : ; xi) 2 GE als \x1 ^ : : : ^ xi" und (y1; : : : ; yi) 2 ME als\y1 _ : : : _ yi". Die Tupel in ~Gi beschreiben genau die supremum-irreduziblen Ele-mente von Ui, die Tupel in ~Mi die in�mum-irreduziblen Elemente und (~x; ~y) 2 ~Ii ist�aquivalent mit V~x � W~y in B(U).Die Abbildungen g und m geben die trennenden Gegenstand-Merkmal-Paare an:F�ur ~x %. ~y in ~E i ist (g(~x);m(~y)) ein trennendes Paar f�ur die Begri�e V~x und W~yvon B(U).Der Explorationskontext E i wird als Zwischenschritt bei der Berechnung von~E i ben�otigt: Der Kontext E i ist das direkte Produkt von ~E i�1 mit dem Kontext(f1; big; fbi;0g; f(bi; bi)g). Der Kontext ~E i ist dann ein vertr�aglicher Teilkontext von~E i. Die gestrichenen Zeilen-Spalten-Paare entsprechen nach Satz 2.2.10 Ungleichun-gen, die in B(U) g�ultig sind.Die Abbildungen gi undmi ergeben sich aus ~gi und ~mi und aus Abfragen an denBenutzer, ob jeweils ~gi(~x) ��-bi bzw. b1 ��-~mi(~y) gilt.Das Verfahren beginnt mit dem Explorationskontext 0. Stufe E 0 := (E0 ;g0;m0) mitE0 = (f1g; f0g; ;) und dom g0 = dom m0 = ;. Da nun g0(1) sowiem0(0) unde�niertsind, wird der Benutzer gefragt: \Gilt 1�0 im Begri�sverband B(U)?"Antwortet der Benutzermit \nein", so mu� er ein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar (g;m) f�ur die Begri�e 1 und 0 angeben.2Genaugenommen wird sogar nur ben�otigt, da� der zu untersuchende vollst�andige Unterverbanddistributiv ist. Aber wie soll man das vor Durchf�uhrung der Exploration wissen?3Mit 0 und 1 bezeichnen wir im folgenden das kleinste Element 0B(U) und das gr�o�te Element1B(U) von B(U). 39



Wir erhalten dann den Explorationskontext ~E 0 := (~E0 ; ~g0; ~m0) mit ~E0 := E0,~g0(1) := g und ~m0(0) := m.Antwortet der Benutzer mit \ja", so streichen wir die entsprechende Zeile undSpalte und erhalten somit ~E 0 := ((;; ;; ;); ;; ;). Damit w�are allerdings das Verfahrenauch schon zuende, denn das w�urde ja bedeuten, da� der Begri�sverband B(U) nuraus einem einzigen Begri� bestehen w�urde!Ist nun der Explorationskontext ~E i bereits berechnet, so ergibt sich der Explora-tionskontext i+1-ter Stufe E i+1 := (E i+1;gi+1;mi+1) durchE i+1 := ~E i � (fbi+1;1g; f0; bi+1g; f(bi+1; bi+1)g)sowie gi+1((~x; bi+1)) := � ~gi(~x) falls ~gi(~x) ��-bi+1 in B(U) giltunde�niert sonstgi+1((~x;1)) := � ~gi(~x) falls ~gi(~x) 6 ��-bi+1 in B(U) giltunde�niert sonstmi+1((~y; bi+1)) := � ~gi(~y) falls bi+1 ��- ~mi(~y) in B(U) giltunde�niert sonstmi+1((~y;0)) := � ~gi(~y) falls bi+1 6 ��- ~mi(~y) in B(U) giltunde�niert sonstDie Angaben, ob ~gi(~x) ��-bi+1 bzw. ob bi+1 ��-~mi(~y) in B(U) gilt, m�ussen jeweils vomBenutzer erfragt werden. Hierbei kann jedoch ausgenutzt werden, da� f�ur ~x 2 ~Gi und~y 2 ~Mi mit ~x %. ~y von den beiden Fragen \Gilt ~gi(~x) ��-bi+1 in B(U)?" bzw. \Giltbi+1 ��- ~mi(~y) in B(U)?" h�ochstens eine mit \ja" beantwortet werden kann, da(~gi(~x); ~mi(~y)) ein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar war.Jetzt k�onnen wir ~E i+1 bestimmen. F�ur jedes Paar (~x; ~y) 2 Gi+1�Mi+1 mit ~x%.~yin E i , f�ur das es noch kein trennendes Gegenstand-Merkmal-Paar gibt, d. h. f�ur dasgi+1(~x) oder mi+1(~y) unde�niert ist, mu� der Benutzer angeben, ob V~x � W ~y inB(U) gilt.Antwortet er mit \ja", so werden die entsprechende Zeile und Spalte gestrichen.Nach Satz 2.2.10 induziert der so entstehende Teilkontext die von V~x � W~y erzeugteKongruenzrelation auf E i+1.Die Antwort \nein" mu� der Benutzer mit einem Gegenstand-Merkmal-Paar(g~x;m~y) begr�unden. Dabei kann es vorkommen, da� entweder gi+1(~x) oder mi+1(~y)schon de�niert sind. Diese k�onnen dann (aber m�ussen nicht) f�ur das Gegenstand-Merkmal-Paar verwendet werden.Wir erhalten so den Kontext ~E i+1 := ( ~Gi+1; ~Mi+1; Ii+1\ ~Gi+1� ~Mi+1) mit ~Gi+1 :=f~xjV~x 6� W~y f�ur ~x%. ~y in E i+1g und ~Gi+1 := f~yjV~x 6� W ~y f�ur ~x%. ~y in E i+1g unddie Abbildungen~gi+1(~x) := �gi+1(~x) falls gi+1(~x) und mi+1(~y) mit ~x%. ~y de�niert sindg~x sonst~mi+1(~y) := (mi+1(~y) falls gi+1(~x) und mi+1(~y) mit ~x%. ~y de�niert sindm~y sonst 40



Das Verfahren ist beendet, wenn wir ~E n bestimmt haben. Der Begri�sverbandB(~En)ist isomorph zu dem von B vollst�andig erzeugten Unterverband U von B(U). Dieerzeugenden Begri�e bi �nden wir in B(En ) wieder als Wxi=bi ~x (oder als Vyi=bi ~y).Das Paar (~gn; ~mn) ist ein Kontext-Isomorphismus von ~E n auf den Kontext ~K :=(~gn( ~Gn); ~mn( ~Mn); f(~gn(~x); ~mn(~y))j(~x; ~y) 2 ~Ing) der trennenden Paare. Dies ist derKontext, den wir auch durch Reduzieren von (G;M; J) mit J := S(A;B)2U A � Berhalten h�atten.Auf der anderen Seite kann U beschrieben werden als Faktorverband von FCD(B)beschrieben werden. Ist L die Menge all der Paare (~x; ~y), f�ur die der Benutzer dieFrage \Gilt V~x � W~y in B(U)?" bejaht hat, dann gilt U �= FCD(B)=�, wobei � dievon fV~x � W~yj(~x; ~y) 2 Lg erzeugte vollst�andige Kongruenzrelation ist.Beispiel: Betrachten wir ein Beispiel aus der Zahlentheorie (vgl. [Wi87], [KlMa]).Zuerst legen wir den Kontext K fest als positiv-Booleschen Kontext zum Kontext(N0; f(k1; : : : ; ki mod m)jm 2 N0; k1; : : : ; ki < mg; I) mit nI(k1; : : : ; ki mod m) :()n � k1 mod m oder : : : oder n � ki mod m.Wir wollen den vollst�andigen Unterverband von B(K) bestimmen, der von B =fb1; b2; b3; b4g mit b1 :=Gerade Zahl , b2 :=Quadratzahl , b3 :=Summe von zwei Qua-dratzahlen und b4 :=Summe von drei Quadratzahlen erzeugt wird.In den folgenden Abbildungen sind die Explorationskontexte schematisch darge-stellt. Jeweils links von einem Gegenstand g 2 GE steht g(g), falls de�niert. Anson-sten bleibt das Feld leer. Entsprechend wird m(m) �uber m 2ME eingetragen.W�ahrend des Verfahrens ist es f�ur den Benutzer nicht n�otig, die Relation Ii bzw. ~Iides Kontextes zu sehen. Er ben�otigt lediglich die Information, welche Gegenst�andemit welchen Merkmalen in der %.-Relation stehen. Die in der rechten Spalte alter-nativ angegebene Schreibweise nutzt diese Tatsache aus. Sie entsteht aus der linkenDarstellung durch Weglassen der Relation I und durch \Herunterklappen" der bei-den oberen Zeilen. Dadurch stehen die Gegenst�ande und Merkmale, die durch einenDoppelpfeil verbunden sind, nebeneinander. Au�erdem werden die Tupel, die Ge-genst�ande und Merkmale des Explorationskontextes sind, als Verbandsterme umge-schrieben.E 0 01 %. E 01 0F: \Gilt 1 � 0?"A: \Nein! Ein trennendesPaar ist 2 und (0,1 m 4)." ? 1 0 ?41



~E 0 (0,1m4) 02 1 %. ~E 02 1 0 (0,1 m 4)F: \Gilt 2 ��-b1?"A: \Ja!"F: \Gilt b1 ��- (0,1 m 4)?"A: \Nein!" g ��-b1? b1 ��-m?� 2 1 0 (0,1 m 4)(Die zweite Antwort folgt direktaus der ersten (s. S. 40)) (In jeder Zeile darf also h�ochstensein � gesetzt werden.)E 1 (0,1m4)(0,0) (0,b 1)2 (1; b1) %. �(1;1) %. E 12 b1 0 (0,1 m 4)1 b1F: \Gilt V(1;1) � W(0; b1)?"A: \Nein! Ein trennendesPaar ist 1 und (0 m 2)." 2 b1 0 (0; 1 m 4)? 1 b1 ?~E 1 (0,1m4) (0m2)(0,0) (0,b 1)2 (1; b1) %. �1 (1;1) %. ~E 12 b1 0 (0,1 m 4)1 b1F: \Gilt 2 ��-b2?"A: \Nein!"F: \Gilt b2 ��- (0,1 m 4)?"A: \Ja!"F: \Gilt 1 ��-b2?"A: \Ja!"F: \Gilt b2 ��- (0 m 2)?"A: \Nein!" g ��-b2? b2 ��-m?2 b1 0 (0; 1 m 4) �� 1 1 b1 (0 m 2)42



E 2 (0m2) (0,1m4)(0,0,0) (0,b 1,0) (0,0,b 2) (0,b 1,b 2)(1; b1; b2) %. � � �1 (1;1; b2) %. � �2 (1; b1;1) � %. �(1;1;1) %. E 2b1 ^ b2 01 b2 b1 (0 m 2)2 b1 b2 (0,1 m 4)1 b1 _ b2Das Verfahren wird fortgesetzt, bis ~E 4 erreicht ist. Die Kontexte ~E 2, E 3, ~E 3, E 4 und~E 4 geben wir nur in der alternativen Schreibweise an:~E 24 b1 ^ b2 0 (1 m 2)1 b2 b1 (0 m 2)2 b1 b2 (0,1 m 4)3 1 b1 _ b2 (0,1,2 m 4)E 34 b1 ^ b2 ^ b3 0 (1 m 2)1 b2 ^ b3 b1 (0 m 2)2 b1 ^ b3 b2 (0,1 m 4)b3 b1 _ b2b1 ^ b2 b3b2 b1 _ b3b1 b2 _ b33 1 b1 _ b2 _ b3 (0,1,2 m 4)~E 34 b1 ^ b2 ^ b3 0 (1 m 2)1 b2 ^ b3 b1 (0 m 2)2 b1 ^ b3 b2 (0,1 m 4)5 b3 b1 _ b2 (0,1,2,4,6 m 8)6 b1 b2 _ b3 (0,1,2,4,5 m 8)3 1 b1 _ b2 _ b3 (0,1,2 m 4)43



(0,...,6,8,...,27,

Quadratzahl

Summe von drei

Summe von zwei 
Quadratzahlen5

3 Quadratzahlen

(0,1,2,4,5 m 8)

(0,...,27,29,
30 m 32)

1

(0,1 m 4)

(1 m 2)
4

2

6

28
Gerade Zahl

(0 m 2)

(0,1,2,4,6 m 8)

(0,1,2 m 4)

7
29,30 m 32)

Abbildung 2.4: Von b1; b2; b3 und b4 erzeugter vollst"andiger UnterverbandE 44 b1 ^ b2 ^ b3 ^ b4 0 (1 m 2)1 b2 ^ b3 ^ b4 b1 (0 m 2)2 b1 ^ b3 ^ b4 b2 (0,1 m 4)5 b3 ^ b4 b1 _ b2 (0,1,2,4,6 m 8)6 b1 ^ b4 b2 _ b3 (0,1,2,4,5 m 8)3 b4 b1 _ b2 _ b3 (0,1,2 m 4)b1 ^ b2 ^ b3 b4b2 ^ b3 b1 _ b4b1 ^ b3 b2 _ b4b3 b1 _ b2 _ b4b1 b2 _ b3 _ b41 b1 _ b2 _ b3 _ b444



~E 44 b1 ^ b2 ^ b3 ^ b4 0 (1 m 2)1 b2 ^ b3 ^ b4 b1 (0 m 2)2 b1 ^ b3 ^ b4 b2 (0,1 m 4)5 b3 ^ b4 b1 _ b2 (0,1,2,4,6 m 8)6 b1 ^ b4 b2 _ b3 (0,1,2,4,5 m 8)3 b4 b1 _ b2 _ b3 (0,1,2 m 4)28 b1 b2 _ b3 _ b4 (0,: : : ,27,29,30 m 32)7 1 b1 _ b2 _ b3 _ b4 (0,: : : ,6,8,: : : ,27,29,30 m 32)Damit ist das Verfahren beendet. Hier ist der Explorations-Kontext ~E 4 in ausge-schriebener Form: ~E 4 (1m2) (0m2) (0,1m4) (0,1,2,4,6m8) (0,1,2,4,5m8) (0,1,2m4) (0,:::,27,29,30m32) (0,:::,6,8,:::,27,29,30m
32)

(0,0,0,0,0) (0,b 1,0,0,0) (0,0,b 2,0,0) (0,b 1,b 2,0,0) (0,0,b 2,b 3,0) (0,b 1,b 2,b 3,0) (0,0,b 2,b 3,b 4) (0,b 1,b 2,b 3,b 4)4 (1; b1; b2; b3; b4) %. � � � � � � �1 (1;1; b2; b3; b4) %. � � � � � �2 (1; b1;1; b3; b4) � %. � � � � �5 (1;1;1; b3; b4) %. � � � �6 (1; b1;1;1; b4) � � %. � � �3 (1;1;1;1; b4) %. � �28 (1; b1;1;1;1) � � � %. �7 (1;1;1;1;1) %.Der zugeh�orige Begri�sverband ist in Abbildung 2.2.2 zu sehen. In ihm sind dietrennenden Gegenstand-Merkmal-Paare jeweils durch ein Symbol gekennzeichnet:Da� der Gegenstand 6 und das Merkmal (0,1,2,4,5 m 8) ein trennendes Paar bilden,erkennt man im Diagramm daran, da� ihr Gegenstands- bzw. Merkmalsbegri� jeweilsdurch einen ausgef�ullten Halbkreis markiert ist.45



Man beachte, da� in diesem Liniendiagramm nur die Relation J , die den Unter-verband beschreibt (vgl. die De�nition auf Seite 2.2), abgelesen werden kann, nichtaber die Relation I des Kontextes K. Aus g � �m kann man gJm und damit auchgIm folgern, aber g 6� �m bedeutet nicht, da� g nicht mit m inzidiert. Dies kannim Liniendiagramm nur f�ur die trennnenden Gegenstand-Merkmal-Paare abgelesenwerden.Der vorgestellte Algorithmus ist nicht optimal in der Hinsicht, da� er eine mini-male Anzahl von Gleichungen berechnet, die die auf Seite 41 angegebene Kongru-enzrelation � erzeugt. Das Verfahren optimiert jedoch die Anzahl der trennendenGegenstand-Merkmal-Paare.
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