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Werner Blum

Bemerkungen zum Analysisunterricht
am Beispiel des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

Einleitung

In diesem Aufsatz wollen wir den Stellenwert des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung im Analysisunterricht bestimmen und hierbei auf einige Ziele und Prinzipien dicses
Unterrichts hinweisen'. Die folgenden Gedanken sollen also nicht nur lokal auf den
Mittelwertsatz bezogen, sondern sinngemiB auf andere Gebiete der Analysis in der
Schule iibertragen werden.

1. Kritische Bestandsaufnahme und Problemstellung

1.1.  Zur innermathematischen Bedeutung des Mittelwertsatzes?

Der auf Lagrange zuriickgehende
Mittelwertsatz der Differentialrechnung f: [a; b] — R stetig A fin (a; b) differenzierbar =
N e = 12T I
éE(a/; b) © b-a

ist nach Dieudonné [5, S.148] der ,,wahrscheinlich natzlichste Satz der Analysis. Er
148t sich am einfachsten als Folgerung aus dem
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Satz von Rolle f: [a; b] — R stetig A {in (a; b) differenzierbar A f(a) = f(b) =

Vo r@=o0

£e(a; b)

1 Die Anregung zur Beschiftigung mit diesem Thema erhielt ich durch Fragen von Schiilern anlidBlich
der unterrichtlichen Behandlung des Mittelwertsatzes nach [26] in einer 12. Klasse meines Kasseler
Kollegen W. Heist.

2 Siche etwa [6, S. 14611.].
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beweisen, welch letzterer sich wiederum z. B. aus dem Satz von WelerstraB iiber Extrema
stetiger Funktionen ergibt. Die Bedeutung des Mittelwertsatzes liegt in seinen viel-
faltigen Anwendungen. So sind z. B. das Kriterium fiir strenge Monotonie oder die fir die
Integralrechnung grundlegend wichtige Aussage, daB nur konstante Funktionen eine ver-
schwindende Ableitung haben, unmittelbare Korollare des Mittelwertsatzes (genauer sind
alle genannten Sitze in angeordneten Korpern zum Vollstindigkeitsaxiom dquivalent,
siche etwa [3]). Weiter folgen Funktionswertabschitzungen, die Regeln von L'Hospital
u.v.a.m. aus dem Mittelwertsatz.

1.2. Der Mittelwertsatz in Schulbiichern

Der Mittelwertsatz hat in den letzten Jahren Einzug in den Mathematikunterricht der
gymnasialen Oberstufe gehalten (siehe etwa [10]) und wird heute in jedem Schulbuch
behandelt. In neuerer Zeit trifft dies auch auf einige Biicher fiir den beruflichen Zweig
der Sekundarstufe II zu (etwa [22, S. 172]). Nun ist zwar in manchen Bachern zwischen
einem ersten Durchgang der Differential- und Integralrechnung (ohne Mittelwertsatz)
und einer Vertiefung und Erweiterung (mit Mittelwertsatz) unterschieden, jedoch wird
der Beweis des Mittelwertsatzes im Zuge der ,,Modernisierung™ in simtlichen Schul-
biichern in einer formalen Weise gefiihrt. Der Mittelwertsatz wird namlich mittels (von
Buch zu Buch leicht variierender) Hilfsfunktionen, die meist ohne geniigende Motivation
,,vom Himmel fallen*, formal aus dem Sarz von Rolle deduziert, wobei dieser nur zum
Zwecke der geschilderten Deduktion bewiesen wird.

1.3.  Zu einigen Prinzipien des Analysisunterrichts

An dieser Stelle ist es angebracht, an Prinzipien des Analysisunterrichts zu erinnern, die
zwar wohlbekannt, jedoch als Folge der ,,Modernisierung* etwas in den Hintergrund
getreten sind. Und zwar scheint dies vor allem auf das Mittel der geometrischen Veran-
schaulichung zuzutreffen. In den meisten der ,,modernen** Schulbiicher und Aufsitze zur
Analysis liegt das Schwergewicht unter Vernachlissigung der ikonischen eindeutig bei der
symbolischen Ebene (im Sinne von Bruner [2]), obwohl die moderne Mathematik und
gerade die Analysis von der geometrischen Anschauung geradezu ,.durchdrungen® ist
(s. [8, S.48fT.]). Die didaktischen Argumente zugunsten eines ,,fruchtbaren Miteinander*
(s. [20, S. V]) von Analysis und Geometrie in der Schule, wie sie etwa von Freund [9]
dargestellt worden sind, sind jedoch keineswegs veraltet. Sie gelten unverdndert auch
heute noch und lassen sich sogar ausbauen:

- erstens fordern geometrische Hilfsmittel Einsicht und Verstdndnis;,

— zweitens dient die Anschauung zur Belebung, Konkretisierung und Motivation im Mathe-
matikunterricht;

— drittens ist die Anschauung eine wichtige Hilfe beim Unterrichtsgang, indem sie weiter-
fithrende Ideen signalisiert und Wege fiir das weiterc Vorgehen aufzeigt.

Von besonderer Bedeutung ist hierbei, daB, im Gegensatz zu einem formalen Vorgehen,
wo die entscheidenden Ideen oftmals vom Lehrer gegeben oder aus dem Buch entnom-
men werden, durch eine ancchauliche Verankerung viel stirker Kreativitit und Eigen-
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aktivitdt der Schiiler gefordert werden®. Dies ist insbesondere auch beim Beweisen wichtig
und wird begriindet durch das Prinzip ,,Auffindbarkeit geht vor Eleganz und Kiirze* aus
[12,S.171].

Mit all dem soll keinesfalls einem ,,unmathematischen‘* Vorgehen das Wort geredet wer-
den (s.a. [9]). Exaktheit ist auf jeder Ebene moglich. Dies wird in Abschnitt 3.2., fir
welchen obige Uberlegungen in erster Linie relevant sind. deutlich werden.

1.4. Ziele dieses Aufsatzes

Der Stellenwert des Mittelwertsatzes fir die Schule entspricht seinem innermathemati-
schen: Er ist lediglich Hilfsmittel zum Beweis anderer Sidtze und hat kaum eine eigen-
stindige Bedeutung. Insofern ist der Mittelwertsatz fiir einen Grundkurs? in Analysis,
der obige Prinzipien beriicksichtigen sowie u.a. in die Grundbegriffe der Differential-
und Integralrechnung einfithren und schnell zu den Anwendungen vorstoBen will, vollig
entbehrlich. Dies soll in Abschnitt 2. nidher begriindet werden.

In Leistungskursen zur Analysis, in denen u.a. die Resultate des Grundkurses fundiert
und ausgebaut werden sollen, erscheint dagegen eine Thematisierung des Mittelwert-
satzes sinnvoll, und zwar im Sinne eines lokalen Ordnens, was jetzt niher erldutert werden
soll.

Der Mittelwertsatz kann in bekannter Weise im Themenkreis Funktionsuntersuchungen
oder im Themenkreis Stammfunktionen behandelt werden (s. 1.1.). Unabhiingig hiervon
148t er sich auch durch physikalische Probleme motivieren (s. 3.1.). Zuriickgefithrt wird
der Mittelwertsatz auf den Satz von Rolle. Dieser sollte auf jeden Fall nicht wie in den
Schulbiichern als bloBes Hilfsmittel fiir den Mittelwertsatz bereitgestellt, sondern un-
abhingig hiervon bereits vorher (etwa beim Themenkreis Extremwertaufgaben im Grund-
kurs) behandelt und an entsprechender Stelle in den Beweis des Mittelwertsatzes ein-
gebracht werden. Diesen Beweis wollen wir nun problematisieren. Ohne Zweifel sind
formale Deduktionen unentbehrlicher Bestandteil des Mathematikunterrichts in Lei-
stungskursen der Oberstufe. Doch erstens sind Schiiler bei evidenten Tatsachen (wie
etwa beim Mittelwertsatz) erfahrungsgemif3 nicht leicht fir einen rein formalen Beweis
zu motivieren, und zweitens ist der formale Beweis in diesem Falle nicht ohne weiteres
zu durchschauen. Daher ist es aufgrund der geometrischen Bedeutung der in Rede stehen-
den Sitze gerechtfertigt, fiir die unterrichtliche Behandlung alternativ oder auch parallel
zu einem formalen Beweis einen die Prinzipien aus Abschnitt 1.3. beriicksichtigenden
anschaulich motivierten geometrischen Beweis des Mittelwertsatzes auf der Grundlage des
Satzes von Rolle vorzuschlagen?3. Dies geschieht in Abschnitt 3. Der mathematische Kern
dieses Beweises ist wohlbekannt; er beruht auf affinen Abbildungen (im wesentlichen

{  Uber die Vorziige eines ,.aktiven Lernens™ braucht nichts gesagt zu werden (s.a. [8]).

2 Obwohl hier und im folgenden, aniehnend an {25], nur von Grund- und Leistungskursen gesprochen
wird, konnen simtliche Uberlegungen sinngemilB ohne weiteres auf unser derzéitiges Schulsystem iiber-
tragen werden.

3 In diesem Zusammenhang sei auf einen anderen geometrischen Weg fiir einen Spezialfall des Mittel-
wertsatzes in [1, S.39] verwiesen.
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Scherungen') und geht schon auf Bonnet 1868 zuriick. Es soll hier also nicht der Eindruck
erweckt werden, als werde ein neuer Beweisgedanke publiziert; genau genommen zeigt
es sich sogar, daB3 der Bonnetsche Beweis substanticll mathematisch von den iiblichen
Beweisen gar nicht wesentlich abweicht. Auch wird die Bedeutung des Mittelwertsatzes
fiir die Schule keineswegs {iberschiitzt. Vielmehr ist es eines der Ziele dieser Note, einen
anderen Blickwinkel einzunehmen und die Gesichtspunkte aus 1.3., d.h. vor allem

— das ,,Miteinander‘* von Analysis und Geometrie sowie
— die Méglichkeit der Selbsttitigkeit der Schiiler

am Beispiel des Mittelwertsatzes wieder mehr in die heutige didaktische Diskussion ein-
zubringen. Damit wird gleichzeitig ein kleiner Beitrag zu der Aufforderung von Fletcher
[7, S.397] geleistet, dem Lehrer zu zeigen, was aus der zunehmend neu entdeckten Be-
deutung der Geometrie fiir die Unterrichtspraxis folgt.

1.5. Schrankensatz statt Mittelwertsatz?

Wenn das Thema Mittelwertsatz behandelt wird, so muf} der Vollstindigkeit halber ein
Aspekt erwihnt werden, der in der neueren didaktischen Diskussion zur Analysis eine
Rolle spielt. Die ,,wahre Natur* des Mittelwertsatzes ist nach Dieudonné [5, S. 148] die
einer Ungleichung. Zum Mittelwertsatz dquivalent (siehe etwa [3]) ist ndmlich der von
Lorenzen [21, S.113] so genannte

Schrankensatz, der in einer seiner Formulierungen lautet
f:[a; b] — R stetig A fin (a; b) differenzierbar A /\ m<fEEM =

fe(asb)
/\ ms M =M.

tne@d <N

Von Karcher [14, S.67] wird als Konsequenz aus der Beschrinkung auf ,,gutartige”
(= Lipschitz-stetige) Funktionen vorgeschlagen, im Unterricht nur diesen Schranken-
satz als ,,Ersatz fiir den Mittelwertsatz** zu behandeln. Nun treffen unsere Argumente
gegen den Mittelwertsatz im Grundkurs und fiir einen geometrischen Beweis im Leistungs-
kurs genauso auf den Schrankensatz zu. Doch erstens scheint der Mittelwertsatz der Ver-
anschaulichung um einiges leichter zugidnglich zu sein, und zweitens hat er nicht den
Charakter des Schrankensatzes, bei dem von den Eigenschaften der Ableitung in (a; b)
auf solche der Funktion selbst geschlossen wird. Aus diesen Griinden behandeln wir in
unserem Vorschlag, welcher den Aspekt der Verbindung von Analysis und Geometrie
betont, den Mittelwertsatz und nicht den Schrankensatz?.

{ Das Wort ,,Scherung* wird iibrigens in [18, S.252] wenigstens erwahnt.

2 Dies besagt noch nichts fiir oder gegen eine unterrichtliche Behandlung des Schrankensatzes in anderem
Zusammenhang. Dieser Satz hat ndmlich (wie tibrigens auch der Mittelwertsatz) eine unmittelbar ein-
leuchtende physikalische Bedeutung (siehe etwa [3, S.85]: Wenn die Momentangeschwindigkeit inner-
halb einer Zeitspanne nie unter einen Wert m fallt, dann liegt die Durchschnittsgeschwindigkeit in jedem
Zeitabschnitt sicher auch nicht unter m). Daher lassen sich sicherlich didaktische Rechtfertigungen fiir
eine Behandlung des Schrankensatzes im Mathematikunterricht finden. Die Argumente in [14] scheinen
jedoch rein innermathematischer Natur zu sein.
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2. Der Mittelwertsatz in einem Grundkurs zur Analysis?

2.1. Ziele eines solchen Grundkurses

Zu den wichtigsten Grundkursen des mathematisch-naturwissenschaftlich-technischen
Aufgabenfeldes der reformierten gymnasialen Oberstufe zdhlt ein soicher in Analysis.
Insbesondere bei Beriicksichtigung der Empfehlungen der Bildungskommission des
Deutschen Bildungsrates, im Sekundarbereich Il die curriculare und organisatorische
Integration des allgemeinen und beruflichen Schulwesens voranzutreiben, sollte ein solcher
Grundkurs polyvalent angelegt sein, d. h. fiir verschiedene Schwerpunktprofile wie etwa
auch Physik, Technik- und Wirtschaftswissenschaften verwendbar sein (siehe dazu vor
allem [17]). Primirer Adressat ist dabei der spitere Nicht-Mathematiker. Zu den glo-
balen Zielen fiir einen so verstandenen Grundkurs gehoren z. B. die folgenden':

— Kennenlernen und verstindiges Handhaben der grundlegenden Begriffe und Methoden
sowie des Kalkils der Differential- und Integralrechnung;

~ Gewinnung von Einsicht und Verstindnis fiir die grundlegenden Gedanken und Pro-
bleme der Differential- und Integralrechnung;

— Rasche Gewinnung (wenigstens vorldufig) abgeschlossener Resultate;

— Schneller VorstoB zu den Anwendungen der Analysis, vor allem in Natur- und Wirt-
schaftswissenschaften;

— Offenheit fiir eine vertiefende und erweiternde Beschéftigung mit der Analysis.

2.2.  Zur Bedeutung des Mittelwertsatzes

Auch ohne genauere Erdrterung der mit diesen Zielen korrespondierenden didaktischen
Prinzipien, zu denen an zentraler Stelle diejenigen aus 1.3. gehoren, diirfte es klar sein,
dal} es durchaus legitim, ja sachnotwendig und verniinftig ist, in einem Grundkurs zur
Analysis evidente Tatsachen wie die in 1.1. genannten Sitze ohne formalen Beweis be-
wult (vom Lehrer und vom Schiiler aus gesehen) aus der Anschauung zu entnehmen. Dies
ist keine neuartige Erkenntnis, sie wurde in élteren Schulbiichern durchweg und wird in
neueren noch teilweise beriicksichtigt. Analoges findet sich in vielen neueren Vorschligen
der Curriculum-Kommissionen der Bundeslidnder. Dann sollte jedoch konsequenter-
weise auf denjenigen evidenten Satz, dessen Daseinsberechtigung nur in seiner Bedeutung
als Beweishilfe besteht (siche 1.1. und 1.4.), ganz verzichtet werden! DaB diese These
trotz allem nicht selbstverstindlich ist und deshalb eindeutig formuliert werden muB,
zeigt ein Blick auf einige Curriculum-Entwiirfe, z. B. [23] oder [24].

3. Eine Lernsequenz zum Mittelwertsatz in Leistungskursen

In Abschnitt 1.4. haben wir zu begriinden versucht, weshalb es sinnvoll erscheint, den
Mittelwertsatz auch in Leistungskursen nicht rein formal, sondern unter Zuhilfenahme

1 Man vergleiche dazu die unter dhnlicher, aber nicht identischer Zielsetzung geschriebene Arbeit [16]
oder das zu unseren Zielen recht gut passende Buch [19].
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der Anschauung geometrisch zu beweisen. Eine Lernsequenz hierzu soll im folgenden
skizziert werden. Als Grundlage stehe der Satz von Rolle zur Verfiigung, geometrisch
interpretiert als Existenz einer waagrechten Tangente.

3.1.  Physikalische Einstiegsbeispiele

Die einfachste physikalische Deutung des Mittelwertsatzes besagt, dall es im Verlaufe
einer Fahrt sicherlich einen Zeitpunkt gab, an dem die Momentangeschwindigkeit gleich
der gesamten Durchschnittsgeschwindigkeit war. Ein anderes Problem fiithrt ebenfalls
direkt auf den Mittelwertsatz!: Ein Beobachter in einem anfahrenden D-Zug sieht einen
mit gleichférmiger Geschwindigkeit voriiberfahrenden Giiterzug, der nach einer gewissen
Zeitspanne wieder eingeholt ist, und stellt fest, dafl (bzw. falls er nicht genau aufgepalt
hat, fragt sich, ob) es einen Zeitpunkt gab, an dem der Giiterzug vom Schnellzug aus
betrachtet stillzustehen schien. Dies entspricht genau der Behauptung des Mittelwert-
satzes. Mathematisierung und graphische Darstellung lassen die Verwandtschaft zum
Satz von Rolle offenbar werden, so daBl der Versuch einer Riickfithrung auf diesen Satz
naheliegt, und dieses Beispiel suggeriert auch schon den Scherungsgedanken. Aus diesen
beiden Griinden und vor allem wegen der Wichtigkeit von Problemaufgaben im Mathe-
matikunterricht iberhaupt (siche etwa [ 13]) erscheint ein gewisser Zeitaufwand fiir dieses
Problem vertretbar, doch lassen sich die folgenden Uberlegungen unabhingig hiervon
auch beim Auftreten des Mittelwertsatzes in anderen Themenkreisen durchfiihren.

3.2. Durchfiihrung des Beweises

Gegeben sei also eine in [a; b] stetige und in (a; b) differenzierbare (oder wie in [4, S. 197]
vereinfacht cine in [a; b] differenzierbare) Funktion f. Das Problem besteht darin, die
RN

Endpunkte (a, f(a)) und (b, f(b)) der Sehne <welche die Steigung m = b
—a

Fig. 3 a b Fig. 4

.-auf gleiche Hohe zu bringen®. Je nach Art und Intensitiat der vorherigen Behandlung
geometrischer Abbildungen (insbesondere in ihrer Wirkung auf Funktionsgraphen) er-
folgt nun das weitere Vorgehen. Da es in diesem Aufsatz primér auf die Herausstellung
der Prinzipien aus 1.3. ankommt, fassen wir uns hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit

I Vergleiche fiir eine andere Fragestellung ein analoges Problem in [20, S. 70].
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etwas kiirzer, als dies beim Unterrichtsgang der Fall sein wird. Sofern Scherungen schon
etwas bekannt sind, ist es klar, daB f(x) durch die Scherung y+y — mx mit der Achse
x=01in

f*(x) = f(x) — mx mit f*(a) = f*(b) (: u= bf(aé:‘;“@)

transformiert wird. Im anderen Fall wird man schrittweise vorgehen, indem man zuerst
das Problem mittels

f(x) = f(x) - f(a)

auf die x-Achse transformiert (was der Situation des Einstiegsproblems aus 3.1. ent-
spricht) und dann aufgrund der Beobachtung, daB die Differenz zwischen f(x) und der
Sekanten-Ordinate 5(x) = m(x —a) an beiden Endpunkten 0 ist, diese Differenz

f*(x) = f(x) ~5(x)
bildet, was geometrisch eine Scherung mit der Achse x = a bedeutet.

In jedem Fall ist unmittelbar einsichtig, daB mit f auch f* differenzierbar ist (s. [15]).
Nach Rolle gibt es nun eine waagerechte Tangente y = v an die Kurve y = f*(x). Wenn
wir unsere Transformation riickgingig machen, was durch

f(x) = f*(x) + mx im ersten bzw.
f(x) =f*(x) + m(x —a) + f(a) im zweiten Fall

geschiehit, so ist wiederum unmittelbar einsichtig, daB diese Scherung Tangenten in
Tangenten tberfihrt (s. [15]) und Parallelitat erhélt (zur Steigung jeder Geraden tritt m
als Summand hinzu). Weiter wird die waagerechte Sekante durch (a, f*(a)) und (b, f*(b))

-
o 4

Fig. § a Fig. 6

auf die Sekante y = s(x) durch (a, f(a)) und (b, f(b)) zuriicktransformiert. Infolgedessen
existiert eine zu y = s(x) parallele Tangente an y = f(x) und der Mittelwertsatz ist be-
wiesen.

Ein Vergleich zeigt nun deutlich, an welchen Stellen sich dieser Weg von anderen unter-
scheidet und wie unsere Prinzipien zum Tragen kommen. Natiirlich mag ein formaler
Beweis, bei dem die Hilfsfunktion f* einfach ohne Begriindung gegeben und differenziert
wird, mathematisch eleganter und sicher auch schneller sein, doch darauf kommt es nicht
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an. Andererseits darf nicht etwa ({iberspitzt formuliert) die ganze Theorie der affinen Ab-
bildungen speziell fir die Anwendungen beim Mittelwertsatz behandelt werden, weil dann
die Veranschaulichungs-,,Hilfe* schwieriger als das Thema selbst wire.

Es sei noch bemerkt, dal wir bei diesem Beweis noch (mindestens) zwei Stufen der Strenge
unterscheiden kdnnen. In einer ersten Stufe kénnen die mit dem Hinweis ,,siche [15]"
versehenen Eigenschaften der Scherungen als evident iibernommen werden. In einer
zweiten Stufe werden auch diese Tatsachen exakt begriindet. In dieser zweiten Stufe
kénnte auf der nun bereitgestellten Grundlage anstelle der Beweise entsprechend [15]
auch die Summenregel fiir Ableitungen eingebracht werden.

3.3.  Ausbau der geometrischen Betrachtungen

Das ,,Miteinander von Analysis und Geometrie 1aBt sich noch ausbauen. Beispiels-
weise kann einer der formalen Beweise in Schulbiichern auf seine affin-geometrische Be-
deutung untersucht werden, sofern diese sich von obiger unterscheidet. So wird in [26,
S. 144] ohne Motivation die Hilfsfunktion

f(x) —f(a) x-—a

0= Fb) "f@) b_a

(f(a) +f(b))

benutzt. Man erhalt f* aus f durch Verkettung elementarer affiner Abbildungen, etwa

fx) — f,(x)= f(x) — f(a) (y-Translation)
fi(x) = L) =f,(x +a) (x-Translation)
h .
f,(x) 1 f3(x) = F(B’)"f;@ f, (x) (y-Streckung)
f(x) — f,(x)=f3(x) —x (Scherung mit Achse x = 0)
fa(x) — f5(x) = E-l_; 4 (x) (y-Streckung)
fs(x) — fo(x)=fs5x —a) (x-Translation)

deren jede geometrisch gedeutet und umgekehrt werden kann. Solche zusitzlichen Be-
trachtungen wiirden jedoch nicht mehr zum Thema ,,Mittelwertsatz der Differential-
rechnung” gehdren (wie ja alle Ausfilhrungen dieser Note nicht nur lokal fiir den Mittel-
wertsatz gedeutet werden sollen, siehe Einleitung), sondern auf Lernziele zum Themen-
bereich ,, Anwendung elementargeometrischer Abbildungen auf Funktionsgraphen®
(siche etwa [15]) abheben.

Anschrift des Verfassers: Dozent Dr. Werner Blum. Gesamthochschule, 35 Kassel, Heinrich-Plett-Str. 40
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