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1 Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind nichtiiberlappende Gebietszerlegungsmethoden. Diese werden ei-
nerseits hinsichtlich der zu lésenden Problemklassen verallgemeinert und andererseits in bisher
nicht untersuchten Kontexten betrachtet. Dabei stehen funktionalanalytische Untersuchungen zur
Wohldefiniertheit, eindeutigen Losbarkeit und Konvergenz im Vordergrund.

Gebietszerlegungsmethoden sind Verfahren zur Losung von linearen und nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen. Dazu wird das (beschrinkte) Gebiet 2, auf dem die Differentialgleichung
gegeben ist, in Teilgebiete ;, ¢ = 1,...,m, zerlegt. Diese Teilgebiete kénnen sich tiberlappen,
also gemeinsame Schnittmengen aufweisen, oder nicht tiberlappen, also paarweise disjunkt sein.
Entsprechend der Zerlegung sprechen wir von iiberlappenden bzw. nichtiiberlappenden Gebiets-
zerlegungsmethoden. Die Idee einer Gebietszerlegungsmethode besteht nun darin, das komplexe
Ausgangsproblem aquivalent in gekoppelte kleinere Teilprobleme auf den Teilgebieten umzuformu-
lieren. Die gegenseitige Kopplung erfolgt dabei iiber die Daten der unbekannten Losung auf den
gemeinsamen Randern der Teilgebiete. In den meisten Fallen wird diese Kopplung durch einen ite-
rativen Prozess ersetzt, bei dem das Erfiilltsein der Kopplungsbedingungen nur zwischen Losungen
der Teilprobleme unterschiedlicher Iterationsschritte gefordert wird. Dies hat den Vorteil, dass die
auf den Teilgebieten formulierten Teilprobleme in jedem Iterationsschritt unabhéngig voneinander
und parallel nebeneinander gelost werden konnen.

Die wohl erste Gebietszerlegungsmethode findet sich in der 1870 von H.A. SCHWARZ veroffent-
lichten Arbeit [Sch7()]. SCHWARZ benutzte den nach ihm benannten Algorithmus, um die Existenz
von harmonischen Funktionen mit vorgeschriebenen Randwerten auf Gebieten mit nichtglatten
Réandern zu zeigen. Spater wurde die SCHWARZsche Methode immer wieder aufgeriffen, unter an-
derem in Arbeiten von SOBOLEV, [Sob36], BABUSKA, [Bab57], BROWDER, [Broh8] und P.L. LIONS,
L1088, [Lio89]. Wir verweisen auf [[io88] fiir weitere Anmerkungen und Referenzen.

Seit zu Beginn der 1980er Jahre immer leistungsfahigere Parallelrechner entwickelt wurden, wuchs
auch das Interesse an Gebietszerlegungsmethoden. Diesen wohnt, per Konstruktion, eine Paralle-
litdt inne, weshalb sie sehr gut auf parallelen Rechnerarchitekturen implementiert werden kénnen.
Ein weiterer Vorteil von Gebietszerlegungsmethoden besteht darin, dass fiir die Teilprobleme ver-
schiedene Losungsverfahren verwendet werden kénnen. Mehr noch, auf den (nichtiiberlappenden)
Teilgebieten diirfen auch unterschiedliche Typen von Differentialgleichungen auftreten. Dariiber
hinaus konnen auf den jeweiligen Teilgebieten, unabhéngig voneinander, die numerischen Losungs-
verfahren den Gegebenheiten der physikalischen Losung angepasst werden.

Die Gesamtheit der Gebietszerlegungsmethoden kann nach unterschiedlichen Gesichtspunkten in
Klassen eingeteilt werden. Wir halten uns nachfolgend an die Einteilung in [Maf(g]. Einerseits
gibt es die klassischen (iiberlappenden) SCHWARZschen Methoden. Diese basieren auf einer Zer-
legung des Gebietes in iiberlappende Teilgebiete. In dieser Klasse unterscheiden wir noch einmal
multiplikative und additive SCHWARZsche Methoden, je nachdem, wie der iterative Prozess durch-
gefithrt wird. Da wir uns in dieser Arbeit nicht mit iiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden
befassen, gehen wir nicht genauer auf sie ein und verweisen statt dessen auf die Standardliteratur
[TW05, [QV99, Maf0R, SBGIE, [Liog8, X2

Daneben gibt es Substrukturierungsmethoden (engl. substructuring methods, SCHUR complement
methods), welche mit einer nichtiiberlappenden Zerlegung des Gebietes arbeiten. Dabei wird das
Ausgangsproblem auf die Teilgebiete reduziert und die Kopplung der Teilprobleme erfolgt tiber
Transmissionsbedingungen. Fiir eine elliptische Gleichung zweiter Ordnung erforden diese Bedin-
gungen beispielsweise die Stetigkeit der Losungen und der Fliisse auf dem gemeinsamen Rand
der Teilprobleme, d.h. sowohl DIRICHLET- als auch NEUMANN-Daten miissen iibereinstimmen.
Das entstehende Transmissionsproblem kann mit Hilfe des STEKLOV-POINCARE-Operators als ei-
ne Gleichung auf dem gemeinsamen Rand ausgedriickt werden. Je nachdem, wie diese Gleichung
bzw. das Transmissionsproblem iterativ gelost wird, unterscheiden wir weitere Untergruppen. Es
sei auch hier auf die Standardliteratur [TW05, [QV99, Maf08, SBGI6, [Lio90, [XZ98] verwiesen.



In einer weiteren Klasse finden wir Methoden, die spezielle Optimierungsansatze verwenden. Wir
bezeichnen diese Methoden als kontrollierte kleinste Quadrate Methoden (engl. least squares-control
methods). Diese Methoden kénnen sowohl fiir iiberlappende als auch fiir nichtiiberlappende Zerle-
gungen formuliert werden. Das Ausgangsproblem wird in ein restringiertes Minimierungsproblem
iiberfithrt. Dabei misst das Zielfunktional die Differenz der Losungen der Teilprobleme auf den
Uberlappungen der Gebiete bzw. auf dem gemeinsamen Rand, withrend die Nebenbedingungen
auf den Teilgebieten das Erfiilltsein des Originalproblems mit passenden Randwerten erfordern.
Da die Randwerte auf den gemeinsamen Réndern der Teilprobleme unbekannt sind, werden sie
als Kontrollen (im Sinne der optimalen Kontrolltheorie) betrachtet, welche die lokalen Losungen
parametrisieren. Diese Kontrollen, d.h. die Randdaten, miissen so bestimmt werden, dass das Ziel-
funktional minimal wird. Wir verweisen auf [Mat08, [GHLO0] und die dortigen Referenzen.
Zudem gibt es noch weitere, auf Optimierungsansatzen basierende, Gebietszerlegungsmethoden,
welche allerdings nur anwendbar sind, wenn der zu Grunde liegenden Gleichung ein Optimierungs-
prinzip zugeordnet werden kann. Beispielsweise minimiert die Losung einer linearen elliptischen
selbstadjungierten koerziven Gleichung zweiter Ordnung ein gewisses Energiefunktional.

Gebiete mit komplexer Geometrie konnen leichter in nichtiiberlappende Teilbereiche zerlegt werden.
Weiterhin entfiillt bei nichtiiberlappenden Methoden der Mehraufwand, der bei den iiberlappenden
Gebietszerlegungsmethoden dadurch entsteht, dass auf den Schnittmengen der Teilgebiete zwei
Probleme gelost werden miissen.

Wir behandeln in den zwei folgenden Kapiteln eine Substrukturierungsmethode, welche Ro-
BIN-artige Transmissionsbedingungen verwendet. Diese Methode wurde, aufbauend auf der Ar-
beit [Lio90], von Q. DENG, [Den97, eingefihrt. Wegen des Bezugs zu [Lio90] und weil
wir als Verfahrensparameter allgemeine L°°-Funktionen zulassen, werden wir diese ROBIN-
Substrukturierungsmethode als wverallgemeinerte nichtiberlappende SCHWARZsche Methode be-
zeichnen. Wir betrachten diese Methode fiir lineare elliptische Probleme zweiter Ordnung der
Form

—div(A-Vu) + (b,Vu) + cu = f,

wobei sowohl diffusionsdominante als auch konvektions- und reaktionsdominante Probleme zuge-
lassen sind. Die Anwendbarkeit der nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode auf diese Pro-
blemklassen wurde bereits in vielen Arbeiten untersucht, beginnend mit [Lio90]. Zusammenfassend
bleibt festzustellen, dass die Methode, flir geeignete Verfahrensparameter, geometrische Konver-
genzraten aufweist, wobei die Konvergenz im H'! gemeint ist. In den Arbeiten, die dem Verfasser
bekannt sind, wurden diese Konvergenzresultate dabei immer unter mindestens einer der folgenden
Voraussetzungen erzielt:

e Das Gebiet Q wurde streifenweise in (zwei oder mehr) Teilgebiete zerlegt, sieche Abbildung
1

e Von der Losung u des Problems wurde zusétzliche Regularitit gefordert, typischerweise
u € H3/?*2(Q), ¢ > 0, oder die Sinnhaftigkeit der NEUMANN-Daten auf den Teilrindern
im L2

e An die Gebiete und Teilgebiete wurden zusétzliche Glattheitsvoraussetzungen gestellt, z.B.
dass jeder Teilrand die Spur einer glatten Mannigfaltigkeit auf €2 ist, welche den Rand von
Q orthogonal schneidet.

e Die Verfahrensparameter wurden als konstant (beziiglich des Ortes) angenommen, wobei
diese auf den gemeinsamen Randern zuséatzlich tibereinstimmen mussten.

e Die obige Gleichung wurde stark vereinfacht, indem beispielsweise auf den konvektiven Term
verzichtet wurde.

Wir werden im Abschnitt die H'-Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode
ohne eine dieser Voraussetzungen zeigen. Insbesondere sind allgemeine Zerlegungen des Gesamtge-
bietes in LipscHITZ-Teilgebiete, welche auch Kreuzungspunkte und vollstandig im Inneren liegende
Teilgebiete enthalten diirfen, zugelassen und die Losung des Problems muss keine iiber H! hinaus-
gehende Regularitat besitzen.

Weiterhin werden wir die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode in Kapitel Bl auf die monotonen
koerziven quasilinearen elliptischen Probleme

> (=)D A (-, Du) = f,

la<1



wobei Du = (Du)|q)<1 mit D%u = u gilt, anwenden. Gebietszerlegungsmethoden fiir nichtlineare
Probleme finden sich in der Literatur im Vergleich zum linearen Fall eher selten. Dies mag damit
zusammenhéangen, dass die kontinuierlichen nichtlinearen Probleme durch geeignete Verfahren ap-
proximativ durch lineare Probleme gelost werden konnen, bei deren Losung dann wieder die obigen
Gebietszerlegungsmethoden Anwendung finden. In Bezug auf monotone Probleme verweisen wir
zum Beispiel auf [Lio88, [CD94, [DHIT, [TX99, [THX02] und [Lui00, Lui02, [Lui0T]. Allen diesen
Arbeiten ist gemein, dass sie auf iiberlappenden Zerlegungen des Teilgebietes aufbauen. In Verbin-
dung mit nichtiiberlappenden Methoden sei, in Verbingung mit der NAVIER-STOKES-Gleichung,
zum Beispiel auf [GLO0] und [XCLO5| verwiesen. Dem Verfasser sind keine Arbeiten bekannt, die
sich auf kontinuierlicher Ebene mit nichtiiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden fiir quasilinea-
re Probleme der obigen Form befassen.

Wir werden die H!- Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode fiir diese Pro-
blemklasse nachweisen. Dabei sind wieder allgemeine Zerlegungen des Gesamtgebietes in Lip-
scHITZ-Teilgebiete zugelassen und die Losung des Problems muss keine iiber H' hinausgehenden
Regularitatseigenschaften besitzen.

Die im vierten Kapitel verwendete Methode basiert auf den oben erwéhnten kontrollierte kleinste
Quadrate Methoden. Wir betrachten die nichtmonotonen koerziven quasilinearen Probleme

—div(k(v)Vv) = f,

wobei die nichtlinearen Funktionen k auf den Teilgebieten unterschiedlich sein diirfen. Hierbei
beschranken wir uns auf eine Zerlegung des Gebietes in zwei Teilgebiete. Dieses Problem wur-
de mit nichtlinearen Substrukturierungsmethoden vom DIRICHLET-NEUMANN- bzw. ROBIN-Typ
in [BKSO7, Ber(7] untersucht. Dabei konnte die Konvergenz der angegebenen Algorithmen im
Eindimensionalen ohne zusétzliche Glattheitsvoraussetzungen an k& bewiesen werden. Wir fiihren,
aufbauend auf [GPK9Y)], eine regularisierte kontrollierte kleinste Quadrate Methode fiir dieses Pro-
blem ein und beweisen die Konvergenz des Gradientenverfahrens gegen eine optimale Losung des
zu Grunde liegenden Minimierungsproblems. Dazu bendtigen wir zusatzliche Glattheitsvorausset-
zungen fiir k¥ und im dreidimensionalen Fall miissen wir zuséatzlich geringe Forderungen an die
Gebiete und die Regularitat der Losung stellen. Unter weiteren Glattheitsforderungen an k& und
zusatzlichen, von der Dimension abhangigen, Regularitatsvoraussetzungen an die Losung konnen
wir zudem die quadratische Konvergenz des NEWTON-Verfahrens gegen die optimale Losung des re-
gularisierten Optimierungsproblems sichern, sofern das quasilineare Ausgangsproblem eine Losung
spezieller Gestalt hat.

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut:

Nachdem wir in Kapitel B die geometrischen Voraussetzungen an die Gebiete spezifiziert haben,
flihren wir das zu Grunde liegende lineare Modellproblem ein. Dabei werden Voraussetzungen for-
muliert, die eine Einteilung des Modellproblems in verschiedene Klassen erlauben. Anschliefflend
untersuchen wir das Modellproblem auf eindeutige Losbarkeit. Im néchsten Schritt ordnen wir dem
linearen Modellproblem ein dquivalentes lineares Transmissionsproblem zu. Dieses Transmissions-
problem wird schwach formuliert, was speziell fiir komplexere Zerlegungen nicht trivial ist. Danach
beschreiben wir eine verallgemeinerte nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode, indem wir An-
sitze aus den Arbeiten [Lio90, [Den97 und [AKLOI8] kombinieren. Aufbauend auf den schwachen
Formulierungen des Transmissionsproblems wird auch diese Methode variationell formuliert. In
diesem Zusammenhang wird die Wohldefiniertheit des Verfahrens gezeigt. Weiterhin wird die Kon-
vergenz der Methode fiir elliptische Probleme mit dominantem Hauptteil und fiir singulér gestorte
Probleme, die auch indefinit sein kénnen, nachgewiesen. Wir benéctigen dabei auch fiir komple-
xe Gebietszerlegungen in LiPscHITZ-Teilgebiete keine spezifischen Regularitatsforderungen an die
Losung, die iiber die H'-Regularitdt hinausgehen. Zudem ist die Methode, bei geeigneter Wahl
der Verfahrensparameter, sowohl fiir diffusionsdominante als auch fiir konvektions- und reaktions-
dominante Probleme anwendbar. Dartiber hinaus kann wéhrend des Verfahrens auf die explizite
Bestimmung der Konormalenableitung auf den Teilrandern verzichtet werden.

In Kapitel Bl wird die Anwendbarkeit der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen
Gebietszerlegungsmethode auf Randwertprobleme mit monotonen koerziven quasilinearen ellip-
tischen Differentialoperatoren untersucht. Zunachst wird das zu Grunde liegende Modellproblem
formuliert und die Voraussetzungen an den Differentialoperator und an die Geometrie der Gebiete
werden spezifiziert. Dann untersuchen wir die Losbarkeit des quasilinearen Modellproblems, wo-
bei die Eindeutigkeit der Losungen durch eine gleichméflige Monotoniebedingung gesichert wird.



Im néchsten Schritt ordnen wir dem quasilinearen Modellproblem ein &quivalentes quasilineares
Transmissionsproblem zu. Dieses Transmissionsproblem wird schwach formuliert, was speziell fiir
komplexere Zerlegungen nicht trivial ist. AnschlieBend beschreiben wir die verallgemeinerte nicht-
iiberlappende SCHWARZsche Methode im Kontext quasilinearer Probleme und formulieren diese,
aufbauend auf den schwachen Formulierungen des Transmissionsproblems, variationell. In diesem
Zusammenhang wird die Wohldefiniertheit des Verfahrens gezeigt. Auflerdem wird die Konvergenz
der Methode unter einer gleichméfiigen Monotoniebedingung fiir koerzive quasilineare elliptische
Probleme nachgewiesen. Wie schon im linearen Fall, benttigen wir dabei auch fiir komplexe Ge-
bietszerlegungen in LipscHITZ-Teilgebiete keine spezifischen Regularititsforderungen an die Lo-
sung, d.h. die H'-Regularitiit reicht aus. Withrend des Verfahrens kann wieder auf die explizite
Bestimmung der Konormalenableitung auf den Teilrdndern verzichtet werden. Da die verwendete
Methode formal identisch mit der aus Kapitel @ ist, kénnen die methodenbasierten und einige der
technischen Voraussetzungen wortlich iibernommen werden. Dariiber hinaus sind auch manche der
Sétze und deren Beweise sinngemaf tibertragbar. Wir werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit
und der Abgeschlossenheit der einzelnen Kapitel alle {ibertragbaren Voraussetzungen und Satze
erneut angeben.

Das nichtmonotone quasilineare Modellproblem mit springenden Nichtlinearitaten wird in Kapitel
Bl behandelt. Dazu wird, nachdem das Modellproblem eingefiihrt wurde, ein Transmissionsproblem
mit quasilinearen Teilproblemen formuliert. Anschlieflend wird dieses, wie in [BKS(OT], vermittels
einer problemklassenangepassten KIRCHHOFF-Transformation in ein springendes Transmissions-
problem mit linearen Teilproblemen iiberfiithrt. Der nichtlineare Charakter des Ausgangsproblems
findet sich dabei ausschliefllich in den Transmissionsbedingungen des springenden Transmissions-
problems wieder. Wir beschrinken uns auf eine Zerlegung des LIPSCHITZ-Gebietes in zwei Lip-
SCHITZ-Teilgebiete, die jeweils einen echten Auflenrand und einen echten gemeinsamen Rand T’
haben sollen. Als néchstes formulieren wir, aufbauend auf den Ideen in [GPK99], ein restringiertes
Optimierungsproblem, dessen eindeutige global optimale Losung auch dem springenden Transmis-
sionsproblem gentigt, womit nach Riicktransformation auch die Losung des Ausgangsproblems zur
Verfiigung steht. Das Zielfunktional misst dabei den Abstand der (transformierten) DIRICHLET-
Daten der Teilprobleme des springenden Transmissionsproblems auf I'. Weiterhin werden regulari-
sierte parameterabhéngige Varianten des restringierten Minimierungsproblems eingefiihrt, die sich
im linearen Fall als niitzlich erwiesen haben. Das urspriingliche Minimierungsproblem ist dabei
fiir verschwindenen Parameter als Spezialfall enthalten. Dann wird die (nicht notwendig eindeu-
tige) Losbarkeit der regularisierten Probleme gezeigt und die, fiir kleiner werdenden Parameter,
schwache Konvergenz in H! dieser Lésungen gegen die eindeutige Losung des restringierten Op-
timierungsproblems. Darauf folgend werden die regularisierten restringierten Probleme &quivalent
in parameterabhangige freie Optimierungsprobleme tiberfithrt. Zudem wird vermittels der eindeu-
tigen Losbarkeit des freien Optimierungsproblems fiir verschwindenen Parameter, der notwendi-
gen Optimalitatsbedingung fiir lokale Extrema und des impliziten Funktionentheorems ein Satz
bewiesen, der auch die eindeutige Losbarkeit der freien Optimierungsprobleme fiir hinreichend
kleine Parameter sichert. Um diesen Satz anwenden zu konnen, wird anschliefend die FRECHET-
Differenzierbarkeit der Zielfunktionale der parameterabhangigen freien Optimierungsprobleme und
die stetige Invertierbarkeit der zweiten Ableitung des nicht regularisierten Zielfunktionals an einer
gewissen Stelle gezeigt. Dazu sind zusatzliche Glattheitsvoraussetzungen an die Nichtlinearitaten
des Ausgangsproblems notwendig und im dreidimensionalen Fall muss die Freiheit bei der Wahl
der LipscHITZ-Teilgebiete geringfiigig eingeschrankt werden. Weiterhin ist es notwendig, neben
zusatzlichen Regularitatsforderungen an die Losung des Ausgangsproblems, auch eine restrikti-
ve Voraussetzung zu stellen. Diese erfordert, dass sich die Spuren der Losungen des Ausgangs-
problems beziiglich einer geeigneten Norm nicht zu sehr von fest vorgegebenen Funktionen, in
die die Nichtlinearitdten eingehen, unterscheiden. Zudem werden Losungsverfahren fiir die freien
Minimierungsprobleme angegeben, wobei die Konvergenz des Gradientenverfahrens unter relativ
geringen Voraussetzungen gesichert werden kann. Auch die quadratische Konvergenz des NEW-
TON-Verfahrens kann unter den (starken) Voraussetzungen gesichert werden, die fiir die eindeutige
Losbarkeit der freien Minimierungsprobleme fiir kleine Parameter notwendig sind.

Wir betrachten in dieser Arbeit nur kontinuierliche Probleme. Auf Fragestellungen, wie die nach der
rechnergestiitzten Losung der Teilprobleme durch geeignete Verfahren, wie z.B. Finite-Elemente-
Verfahren, und die in diesem Zusammenhang auftretenden Probleme, wird nicht eingegangen. Wir
verweisen auf die Standardliteratur, wie z.B. [QV94], [Hac906, [Cia78, [Bra07].

Die innerhalb der jeweiligen Kapitel eingefithrten Modellprobleme, Voraussetzungen und Verfahren



sind zur besseren Ubersichtlichkeit ab Seite noch einmal aufgelistet.

In der Arbeit wird gelegentlich die Bezeichnung a < b als Abkiirzung fiir a < Cb verwendet,

wobei C' eine generische Konstante darstellt, welche unabhéngig von eventuell auftretenden anderen
Konstanten und Iterationsindizes ist. a 2 b ist dquivalent zu b < a.

Die weiteren Bezeichnungen entsprechen mathematischem Standard. Bei Unklarheiten in Bezug auf
die Benennung von auftretenden Rdumen, Normen, Gebieten, Operatoren und Ahnlichem kann der
Anhang ab Seite zu Rate gezogen werden.



2 Die nichtuberlappende Schwarzsche
Methode fur lineare Probleme

Wir werden in diesem Kapitel eine spezielle nichtiiberlappende SCHWARZsche Gebietszerlegungs-
methode, welche in der Literatur auch unter dem Namen ROBIN-Substrukturierungsmethode zu
finden ist, zur Losung von elliptischen Randwertproblemen untersuchen. Zunéchst werden wir das
zu Grunde liegende Modellproblem formulieren, d.h. die Voraussetzungen an den Differentialopera-
tor und an die Geometrie der Gebiete spezifizieren. Dabei werden Voraussetzungen formuliert, die
eine Einteilung des Modellproblems in verschiedene Klassen erlauben. Im néchsten Schritt ordnen
wir dem linearen Modellproblem ein dquivalentes lineares Transmissionsproblem zu. Dieses Trans-
missionsproblem wird schwach formuliert, was speziell fiir komplexere Zerlegungen nicht trivial ist.
Wir benétigen dabei keine spezifischen Regularititsforderungen, die iiber die H!-Regularitiit hin-
ausgehen. Anschliefend beschreiben wir eine verallgemeinerte SCHWARZsche Methode, indem wir
Ansétze aus den Arbeiten [Lio90, [Den97 und [AKLO98] kombinieren. Aufbauend auf den schwa-
chen Formulierungen des Transmissionsproblems wird auch diese Methode variationell formuliert.
In diesem Zusammenhang wird die Wohldefiniertheit des Verfahrens ohne zusétzliche Regularitéts-
voraussetzungen auch fiir komplexe Gebietszerlegungen gezeigt. Weiterhin wird die Konvergenz der
Methode fiir elliptische Probleme mit dominantem Hauptteil und fiir singular gestorte Probleme,
die auch indefinit sein kénnen, nachgewiesen. Auch dabei sind komplexe Zerlegungen des Gebietes
zugelassen und eine zusatzliche Regularitat der Losung des Modellproblems wird nicht benoétigt,
da die Parameter des Verfahrens passend gewahlt werden konnen.

Wir weisen darauf hin, dass die Probleme, Verfahren und Voraussetzungen, die in diesem Kapitel
eingefiihrt werden, zur besseren Ubersicht auf den Seiten [[69f. noch einmal aufgelistet werden.

2.1 Das lineare Modellproblem

In diesem Abschnitt wird das zu Grunde liegende lineare Modellproblem eingefiihrt. Dazu werden
wir, nach Festlegung der geometrischen Eigenschaften des Gebietes, zunéchst eine differentielle und
danach eine variationelle Formulierung des Modellproblems angeben. Weiterhin werden verschiede-
ne Voraussetzungen an den Differentialoperator formuliert, die in den nachfolgenden Abschnitten
Verwendung finden. Zudem werden wir uns der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen des linearen Modellproblems widmen.

Sei 2 C RY ein beschrinktes LiPSCHITZ-Gebiet, d.h. der Rand 9 kann lokal als Graph einer
LipscHITZ-Funktion dargestellt werden. Fiir die genaue Definition und die Eigenschaften von Lip-
sCHITZ-Gebieten sei auf Abschnitt AAZTim Anhang verwiesen. Das Gebiet Q) lasse eine Zerlegung
in m disjunkte LipsCcHITZ-Teilgebiete €21, ..., Q,, zu. Als gemeinsamen Rand zweier benachbarter
Gebiete Q; und Q;, i,j € {1,...,m}, definieren wir I';; := (Q; N Q;) \ (2 U Q;), also das (be-
ziiglich 0€; bzw. 0€2; ) relative Innere des Schnittes der Rénder der Teilgebiete. Offensichtlich gilt
Iy =Ty Mit I := int(922NQ;) bezeichnen wir den AuBenrand des Teilgebietes Q;, i € {1,...,m},
wenn dieses einen solchen besitzt. Die pathologischen Falle, in denen der gemeinsame Rand bzw.
der Aulenrand das HAUSDORFF-Maf} Null haben (z.B. wenn dieser nur aus einem Punkt besteht)
wollen wir nachfolgend nicht betrachten. In diesem Sinne bezeichnen wir als echten Teilrand bzw.
Auflenrand die Teilrénder, die ein nicht verschwindendes (N — 1)-dimensionales HAUSDORFF-Maf
besitzen. Zusammengefasst gilt also

Q=0U...UQ,USUIN mit ¥ := U F_M:U UFij
1<i#j<m =1\ i1



Bemerkung 1. Beispielhaft wollen wir einige spezielle Zerlegungen auszeichnen, auf die wir spéter
wiederholt Bezug nehmen werden. Dabei nimmt die Allgemeinheit der Zerlegung von (i) nach (iii)
ZU.

(i) Wir zerlegen das Gebiet  streifenweise in Teilgebiete. Siehe Abbildung B b). Diese Zer-
legung ist in vielerlei Hinsicht vergleichbar mit dem einfachsten Fall, der Zerlegung in zwei
Teilgebiete mit Auflenrand, welcher in Abbildung 1] a) dargestellt ist.

(ii) Wir zerlegen das Gebiet § in Teilgebiete, die jeweils einen echten Auflenrand besitzen. Siehe
Abbildung ZTla), b) und EZ2 b). Letztere Zerlegung besitzt einen Kreuzungspunkt, d.h. einen
Punkt, der zu den Ridndern von drei oder mehr Teilgebieten gehort.

(iii) Wir zerlegen das Gebiet ) in Teilgebiete. Aufier der L1PSCHITZ-Eigenschaft der Teilgebiete
werden keine weiteren Forderungen gestellt. Siehe Abbildung a) und c).

Fl FQ

a) b)

Abbildung 2.1: Gebietszerlegungen in Streifen

c)

Abbildung 2.2: Gebietszerlegungen: a) mit Teilgebiet ohne Auflenrand, b) mit Kreuzungspunkten,
¢) mit Teilgebieten ohne Aulenrand und mit Kreuzungspunkten

Fir ¢ =1,..., m bezeichnen wir mit
N(i) :={j € {1,...,m}| 09 N IQ; hat nichtverschwindendes HAUSDORFF-Maf} (2.1)

die Indexmenge aller zu 2; benachbarten Gebiete mit echtem gemeinsamen Teilrand.

Auf den Teilgebieten seien die linearen Differentialoperatoren

Py(D) = —div(A;(z) - V) + (bi(x), V) + ci(x) auf Q; , i =1,...,m, (2.2)



mit A; € (L°(Q)V*N b, € (L°°(Q))Y sowie ¢; € L*(Q;) gegeben. Dabei bezeichnet - das
Matrix-Vektor Produkt und (-, -) das euklidische Skalarprodukt im R¥.

Unter dem linearen Modellproblem wollen wir

PDu = f inQ
{ u = 0 auf dQ (2.3)

verstehen, wobei f € L?(Q) gegeben ist und der Operator vermittels [Z2) auf den Teilgebieten
erkléirt ist, also P(D)u = P;(D) ulq, auf €2; gilt. Natiirlich gilt fiir die Einschrénkungen von f auf
die Teilgebiete

fii=flg, €LP(),i=1,...,m. (2.4)

Bemerkung 2. Unstetigkeiten in den Koeffizienten des Differentialoperators P(D) sind auch auf
den Randstiicken I';; erlaubt.

Das Modellproblem in der obigen Form ist nur fiir die u sinnvoll, fiir die P(D)u € L?(f) ist, was
insbesondere im Hinblick auf die relativ schwachen Voraussetzungen an die Koeffizientenmatrizen
A; sehr einschréankend ist. Aus diesem Grund erweitern wir den Losungsbegriff, indem wir, wie
iiblich, zu einer schwachen Formulierung des Modellproblems iibergehen.

Unter der schwachen Formulierung bzw. Variationsformulierung von (ZZ3)) wollen wir das folgende
Problem verstehen:
Finde ein u € H} () mit

a(u,v) = (f,v)r2@ , W€ H&(Q), (2.5)

wobei die (i. Allg. nichtsymmetrische) Bilinearform auf Hg () durch
a(u,v) = / (A-Vu, Vo) + (b, Vu) v + cuv dz (2.6)
Q

gegeben ist. Wir definieren A € (L>(Q))V*N,b € (L>°(Q))Y und ¢ € L>(Q) durch Al = A;,
blg, = bi sowie c|, = ¢;, jeweils auf ;,7 = 1,...,m. Eine Lésung von ([ZI) bezeichnen wir als
schwache Lésung des linearen Modellproblems. Wir machen uns durch Multiplikation von (Z3]),
mit v € Hg(Q), Integration iiber Q und anschliefender partieller Integration klar, dass durch (ZH)
der Losungsbegriff tatsachlich verallgemeinert wird.

Fir ¢ = 1,...,m definieren wir zudem den Raum
Vi i= {u € HY(Q) | 7, (u) = 0} (2.7)

und statten diesen mit dem Skalarprodukt und der Norm von H'(€2;) aus. Dabei bezeichnet 4. den
Spuroperator aus Abschnitt A28 Als abgeschlossener Unterraum von H!(Q;) ist V; ein HILBERT-
Raum, der auf den inneren Teilgebieten, also denen die keinen echten Auflenrand besitzen, sogar
mit H1(Q;) iibereinstimmt. Auf V; fithren wir die (i. Allg. nichtsymmetrische) Bilinearform

ai(vi, wl) = / (Az . V’Ui, V’LUZ) =+ (bl, VUZ) w; =+ C; V; Wy d.CC (28)
Sli

ein.

Bemerkung 3. Die Bilinearform (ZX) ist wegen

lai(vi,wi) | < HAi”Loo(Q,-) ||Vvi||L2(Q,-) vaiHL%Qi) + ||bi||Loo(Q,-) Z ”DaviHLz(Qi) Hwi”LZ(Qi)

jal=1

|UiHL2(Qi) |wiHL2(Qi)

< (il + N 10l ey + il ) 103l

+lleill oo

|wi||H1(Qi)
stetig. Dabei wurde benutzt, dass fiir u; € H'(Q;), i = 1,...,m, die Abschitzungen
ol ey < il gy - 19l gy < il 3y o D%l 2y < IVl g s ol = 1,

gelten. Auch sei an die Konvention beziiglich der Norm vektorwertiger Funktionen aus Abschnitt
im Anhang erinnert.
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Weiterhin definieren wir den Produktraum
H :=H' Q) =[]V (2.9)

und fiithren in ihm nachfolgend definiertes Skalarprodukt und die durch dieses induzierte Norm

ein. Fiir u = (u)1<icm, v = (Vi) 1<i<m € H' mit u; == ulg, ,vi == vlg,i=1,...,m, sei
m m
2 2
() = 3 (s, 08) a0 Nl = () = 3 il -
i=1 i=1

Wir sehen sofort, dass (H', (-,-) g1 ) ein HILBERT-Raum ist. AuBerdem gilt offensichtlich H3(Q) C
H'. Fiir u = (4;)1<i<m,v = (v;)1<i<m € H' erkliren wir noch die (i. Allg. nichtsymmetrische)

Bilinearform
m

a(u,v) := Zai(ui,vi), (2.10)

i=1
welche wegen Bemerkung [ stetig ist.
Bemerkung 4. Wegen HZ(€2) € H' und den Definitionen M) und EI0) sehen wir sofort, dass
fiir u,v € H}(Q) gilt:
() Null gz ) = Null g2
(ii) a(u,v) =a(u,v).

Letzteres liefert wegen der Stetigkeit von ([I0) insbesondere auch die Stetigkeit von ZH).

Wann ein v € H' im Unterraum H} () liegt, zeigt folgendes

Lemma 2.1.1. Seiu = (u;)1<i<m € H' und zusdtzlich 711;1_], (u;) = V%ij(“j); i=1,...,m,j €N(),
wobei Véu den Spuroperator auf dem Teilrand aus Abschnitt A ZA bezeichnet und N (i) in (Z1)
erklirt ist. Dann gilt u € HE ().

Beweis. Den Beweis erhalten wir durch wiederholtes Anwenden von Lemma [AZ2. T3 O

Wir unterscheiden in dieser Arbeit im Wesentlichen zwei Problemtypen: Elliptische Probleme mit
dominantem Hauptteil einerseits und singulér gestorte und indefinite elliptische Probleme anderer-
seits. Die Konvergenzbeweise der spater betrachteten Gebietszerlegungsmethode erfordern, je nach
Problemklasse, unterschiedliche Voraussetzungen. Nachfolgend werden wir eine Reihe von Voraus-
setzungen auffiihren, unter denen sich das Ausgangsproblem ([Z3) in die verschiedenen Klassen
einordnen lasst. Wir erinnern daran, dass alle in diesem Kapitel benutzten Voraussetzungen auf
den Seiten [[7If. zusammengefasst sind.

Weiter weisen wir an dieser Stelle darauf hin, dass fiir die Konvergenz der spéter betrachteten
Gebietszerlegungsmethode im Fall von elliptischen Problemen mit dominantem Hauptteil nur die
Voraussetzungen 21 und benoétigt werden, die fiir diese Klasse die schwéchsten hier betrachte-
ten sind. Erst bei der Untersuchung von singulér gestérten und indefiniten Problemen finden die
restlichen Voraussetzungen Verwendung, da hierbei auf die Voraussetzung verzichtet werden
soll. Wir werden allerdings in Bemerkung [B(ii) sehen, dass gewisse Kombinationen der Vorausset-
zungen bis 7 die Voraussetzung implizieren und somit auch an deren Stelle verwendet
werden konnen.

Firi=1,...,m erfillle P;(D):
Voraussetzung 2.1. A; sei elliptisch, d.h. es existiert ein «; > 0, sodass

(A4;- &€ > Oéi|§|2 V& eRY fii. auf Q.

Voraussetzung 2.2. Es existiert ein v; > 0, sodass

a;(w,w) > l/i/ (A; - Vw,Vw)dx Yw eV,
Q;
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In den nachsten Voraussetzungen bezeichne IA“Z den inneren Teilrand des Gebietes €2;, d.h.
T :=00Q; \ 99, und 7% ist der Spuroperator aus Satz AZT10

Voraussetzung 2.3. Es gelten die Regularitatsforderungen divb; € L°°(€);) und W%bi e L? (fz)
Weiterhin gelte fiir fast alle x € €;

1 . . —&&  falls Q; echten Aulenrand besitzt,
—=div(b;(x)) + ¢;i(x) > n; , wobei n; > @
2 0 sonst.

Dabei ist a; die Elliptizitatskonstante aus VoraussetzungZIlund Cgq, die Konstante der POINCARE-
Ungleichung auf ;. Siehe auch Abschnitt [AZT] Satz Die Regularititsforderung an die
Divergenz von b; zusammen mit b; € L°°(Q;) impliziert natiirlich insbesondere b; € H (div, €2;).

Voraussetzung 2.4. Es gelte Voraussetzung mit 7; > 0, falls €; keinen echten Auflenrand
besitzt.

Voraussetzung 2.5. Es gelte divd;, € L>®(£;), d.h. insbesondere b; € H(div,;), und mit
T =09, \ 00

= b; *> : >0 Yyt { Hoy?(Ty) | p(-) > 0 £id. ff}
CR 0ot ) ooy eaoey 20 1€ U e B E) 100) 2 0 i am

Falls die Spur von b; auf ﬁ als Funktion aufgefasst werden kann, z.B. wenn b; hinreichend regular
ist, wie in Voraussetzung Z3 folgt diese Bedingung aus der Forderung

bi(x) - ng(x) > 0 fiir fast alle z € ;.
Dabei bezeichnet n;(-) den duleren Normaleneinheitsvektor beziiglich €2;, siche Abschnitt A2l
Voraussetzung 2.6. Es gelte die Regularitatsforderung 'ylii b; € LQ(ﬁ-) und fast tiberall auf €,
div(b;) = 0 und (2.11)

3 ¢; > 0 mit ¢;(x) > ¢ fir fast alle x € Q;. (2.12)

(871

Falls Q; einen echten Auflenrand besitzt, ist ¢; > — o
Voraussetzung 3] bezeichnet sind. Insbesondere impliziert ([ZI0) natiirlich divb; € L™ ().

zulassig, wobei die Konstanten wie in
3

Voraussetzung 2.7. Es gelte Voraussetzung 28l mit ¢;(-) > 0 f.i. auf €;, anstatt I).

Wir halten einige direkte Folgerungen aus den Voraussetzungen in der nachfolgenden Bemerkung
fest, auf die wir spéter haufig verweisen werden.

Bemerkung 5. (i) Die Voraussetzungen 2] und implizieren
ai(u;,u;) > av HvuiHiZ(Qi) > 0,Vu; € Vi, (2.13)

mit @ = Ilnin {a;} und v = Ilnin {v:}, also insbesondere die positive Semidefinitheit der Bili-
(2 m (2 m

=1,..., =1,...,

nearform (ZF)). Fiir die Definition der positiven Definitheit bzw. Semidefinitheit fiir nichtsymme-
trische Bilinearformen sei auf Definition [AZT1] in Abschnitt [AZ1] verwiesen. Da wir iiberdies a; (-, -)
in einen symmetrischen und einen nichtsymmetrischen Anteil zerlegen konnen, gilt die verallge-
meinerte CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung, siehe Satz [A T4 also fiir alle u;,v; € V;

L ai(uwi,vi) || ai(vi,uw;) | < aqi(us, ui) ai(vi, v;)

bzw. in dem speziellen Fall, in dem a;(-, ) symmetrisch ist, die klassische CAUCHY-SCHWARZsche
Ungleichung
| ai(ui, vi) |2 < ai(ui, i) ai(vi, v;).

Falls ; einen echten Aulenrand besitzt, ist die Bilinearform ) wegen (ZI3) und der POINCARE-
Ungleichung, vgl. Satz [A2Z2 sogar positiv definit.
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(i) Weiter gilt fiir w € H}(Q) unter den Voraussetzungen Bl und mit Bemerkung E(ii) und

E13)

~ 2 2
alu,w) = a(u,u) = Y ailulo,,ule,) = av Y [Vule, L2, = av [Vl 72

i=1 i=1

was unter Benutzung der POINCARE-Ungleichung, Satz [A2.2]

av 2
a(u,u) > oz [l (o)

impliziert, also zusammen mit der Stetigkeit aus Bemerkung @l die H}(Q)-Elliptizitit der Gesamt-
bilinearform (). Durch analoge Uberlegungen machen wir uns klar, dass die Bilinearformen 23,
welche nach Bemerkung B stetig sind, auf Teilgebieten mit echtem Auflenrand fiir alle u; € V; die
Ungleichung

oV 2
a;(ug, ug) > CZ—%Z il sy

7

erfiillen, d.h. V;-elliptisch sind. Auf den inneren Teilgebieten sind die Voraussetzungen 211 und
jedoch schwicher als die V;-Elliptizitat von (). Fir beliebiges u; € V; gilt offenbar

v

a; (i, u;) Qi || Vuill 12, = (ivi — i) il 72, + ivi | Vuill 72 g,

2 2
= 041VZ|‘U1||H1(QZ) 704iyiHui||L2(Qi) ’

was auf den inneren Teilgebieten die H!(€2;)-Koerzivitit von a;(-, -) beziiglich der GELFAND-Dreier
HY() € L2() € (H'()) liefert.

Wir benutzen die folgende umfangreiche Bemerkung, um den Zusammenhang, der zwischen den
obigen Voraussetzungen besteht, zu verdeutlichen. Auch werden alternative Voraussetzungen an-
gegeben, unter denen die H'!(£2;)-Elliptizitit der Bilinearform a; gesichert werden kann.
Bemerkung 6. (i) Fiir v € V; mit v? € V; gilt die Identitit % V(’UQ) = Vv v. Bezeichnen wir mit
N die Dimension, so ist fiir N > 2 mit s > % beispielsweise v € H?(€;) N V; hinreichend fiir
v? e V; € HY(Q;), siehe [RS96, Theorem 5.3.2.1]. Damit ist die Menge Vi := {v € V; | v* € V;}
dicht in V;. Mit der obigen Identitéit errechnen wir unter der Annahme div(b;) € L*(€;), d.h.
insbesondere b; € H(div, ();), mittels des Divergenzsatzes [A2.TT]

/m (bi, Vv) vdr = /Q % (b, V(v?)) da = /Q —%div(bi)qﬂ dx + % <71§i(bi) ,’yfi(v2)>, (2.14)

wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in HO_OI/2 T) x H&f (T';) bezeichnet und T; = 99; \ 9Q ist. Im
Fall von inneren Gebieten €;, d.h. T; = 9, gilt Hol*(T;) = HY/*(T;) und die Dualitéiten sndern
sich entsprechend. Wir verschérfen die Voraussetzungen an b; indem wir 712_(bi) € L*(I';) fordern.

Wegen der GELFAND-Dreier H&f(fi) c L¥I,) C H0_01/2(QZ-) kénnen wir dann in ZI4) vom

~

Dualitétsprodukt zum Skalarprodukt in L?(T';) iibergehen und erhalten fiir v € V;?

/Qi (bs, Vo) vdx:/ f%div(bi)zﬁ dz+%(7§i(bi),7ﬁ(v2)) . (2.15)

Qi L2(T)

Diese Identitéit kann auf alle v € V; ausgeweitet werden: Wie wir spater in Lemma EEGA auf Seite

~

04 zeigen werden, gilt mit v € V;, zumindest fiir N < 3, dass vf_(UQ) € L3(T;) ist. Die Terme in
(I3 sind also fiir alle v € V; sinnvoll und die Gleichheit folgt aus I4), da V;* dicht in V; liegt.
Das liefert fiir div(b;) € L> (%), 7% (bi) € L?(T';) und beliebiges v € V; die Identitét

a;(v,v) = /Q (A; - Vu,Vv) + (ci — %div(bi)) v? dx + % (Wlf,i(bi) ,7121_ (1)2))

7

: 2.16
2@ (2.16)

Diese Identitat gilt auch fiir beliebige endliche Dimension N > 3, wie wir uns mit angepassten
Dichtheitsargumenten tiberlegen.
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(ii) Die Voraussetzung B8 in Verbindung mit Voraussetzung B4 bzw. B liefert fir alle v € V;

/Qi <ci - %div(bi)> v2dzr >0 und (V%Z(bz) ,'yl%i (UQ))LZ(ﬁ-) >0,
woraus unter Beachtung von (ZI6) die Voraussetzung folgt. Die Voraussetzungen bzw. Z4
implizieren die Voraussetzungen 4 bzw. 71 so dass auch damit in Verbindung mit Voraussetzung
keine grofere Allgemeinheit erzielt werden kann. Das Gegenteil ist der Fall, da die Vorausset-
zungen 23 bzw. B2 in Verbindung mit Voraussetzung 228 und EXl die H*($;)-Elliptizitit von ()
liefern. Wir fassen die Beziehungen aus Griinden der Ubersichtlichkeit nochmals zusammen:

VEI — VE4 .

VET }:>V

VEd = VEa —

VET }:>V
VETD VEI
VEZH ; = V;-Elliptizitat von a; < { VE3
VE3 VEZd

(iil) Wir beachten ferner, dass Voraussetzung 23, wenn b; hinreichend regular ist, wegen n;(z) =
—n;(z) fiir benachbarte Gebiete §2; und €, einem Springen der konvektionsrelevanten Koeffizienten
b; bzw. b; auf dem gemeinsamen Rand entspricht. Dies ist physikalisch nicht sinnvoll, weshalb, wenn
moglich, von Voraussetzung 21 abzusehen ist.

(iv) Unter die Voraussetzungen A bzw. 7 (ohne Voraussetzung EZH) fallen auch allgemeinere
elliptische Operatoren, die die Voraussetzung nicht erfiillen. Die Verwendung der Divergenz
in der Formulierung erfordert allerdings eine hohere Glattheit der Koeffizientenvektoren b; auf
den Teilgebieten ;, was die Allgemeinheit wieder einschrankt. Im Abschnitt EEA3] Seite E2HT.,
werden wir sehen, dass unter zusétzlichen Forderungen an die Koeffizienten die Behandlung von
konvektionsdominanten bzw. reaktionsdominanten Problemen unter den Voraussetzungen 21 224
bzw. 2 7 (ohne Voraussetzung ) maéglich ist.

(v) Wir kénnen die Voraussetzung ZH in Verbindung mit den Voraussetzungen ] und auch
durch eine geeignete Kleinheitsbedingung an b; ersetzen, sofern dieses hinreichend regular ist, d.h.

~

vléi b; € L>=(T;) gilt. Dann liefert die Bedingung

wobei C’vf die Konstante des Spursatzes [AZ28 bezeichnet, ndmlich fiir alle v € V; unter Beachtung
von Lemma ECGA auf Seite [

1 *
L[ s 0 )0

2min(ai,ni) (2.17)

<eg <

b4 sz _
L

1
< 3l
= 2

* 2
7fibi = Cifi ||v||H1(Qi)

Le=(T;)

. 2
< min(ag, m) 0] q,

2 2
; [Voll 2, +mi [0l 220, -

Damit folgt dann aus (ZTI6) sofort a;(v,v) = ||/U||§'II(Q'L)7 also die H'(§;)-Elliptizitit der Bilinear-
form. Eine Verwendung der schwicheren Voraussetzung B4 statt wiirde wegen 7; > 0 unter
Umsténden [|b;| ;o q,) = 0 implizieren.

(vi) Alternativ konnen wir neben Voraussetzung ] statt Voraussetzung auch
. 1 2
es(szlinfci o 16l 7,0 () = 0 (2.18)
fordern, um eine analoge Abschéatzung zu ZI3) zu erhalten. Dann haben wir unter Beriicksichti-

gung von

1
5a2+4—b22a-b VabeR,e>0,
€
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und a > —|a|, a € R, fiir beliebiges € > 0

ai(v,v) > ozi|Vv||2L2(Qi)‘/Q (=b;, Vv)vdx +/Q c;v? dx
2
2 i [Volaq,) = il e ) 10l L2 0 VOl L2 (o) + /Q civ? da
2 2 1 2 2
> o [[Vollgeq,) — (5 IVollz2q, + = 10l 700 (20 10l 2020y | + 0 civ? do

2 1 2 2
(0= IVl + [ (6= bl ) o

Wihlen wir ¢ < «; hinreichend nah an a; und verwenden (ZIX), so erhalten wir die H!(Q;)-
Elliptizitat der Bilinearform.

Zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (Z3) formulieren wir den folgenden

Satz 2.1.2. Unter den Voraussetzungen[Zl und [ZA besitzt das lineare Modellproblem (Z3) genau
eine schwache Losung u € H}(Q). Es gilt iiberdies die Abschitzung

Caq
1 < C 2 t C = —.
l[ull Q) = I £1l () ™ v

Beweis. ([Z8) ist nach Bemerkung (i) H}(Q)-elliptisch. Damit liefert der Satz [AT.H unter Beach-
tung von || f[| -1 gy < [|fll12(q) die Behauptung. O

Bemerkung 7. Auch andere Kombinationen von Voraussetzungen, als die im letzten Satz angege-
benen, kénnen die H}(Q)-Elliptizitit der Bilinearform [f) implizieren. Es sei auf Bemerkung
verwiesen. In diesen Fallen iibertréagt sich natiirlich die Aussage des letzten Satzes.

In den Fillen, in denen die Voraussetzungen die H}(Q)-Elliptizitit der Bilinearform (Z8) nicht
sichern, der Satz folglich nicht angewendet werden kann, haben wir mit der Elliptizitétsvor-
aussetzung 211 zumindest noch den folgenden

Satz 2.1.3. Unter der Voraussetzung[Zl gilt eine der folgenden Alternativen:

(i) Das lineare Modellproblem (Z3) besitzt genau eine schwache Losung u € H}(Q). Weiterhin
existiert eine Konstante C' > 0, sodass die Abschitzung ||ull g ) < Cllfll12(q) gilt.

(ii) Die Kerne ker P(D) und ker P'(D) sind k-dimensional fir ein k € N. Dabei bezeichnet P'(D)
den zu P(D) adjungierten Operator. Weiterhin besitzt das lineare Modellproblem (Z3) genau
dann eine Losung u € H}(Q), wenn (f, )12y = 0 fir alle v € ker P'(D) C HL(Q) gilt. Mit
e € ker P(D) ist dann natiirlich auch u+ e € H}(Q) schwache Lisung von ([Z3).

Beweis. Elliptische Probleme fiihren auf H{ (Q2)-koerzive Formen, siehe z.B. [Hac96, Satz 7.2.11].
Mit dem GELFAND-Dreier Hi(2) € L?(Q) C H~1(Q) gilt also fiir ein Cr > 0 und ein Cx € R

a(v,0) = Ci [0]3 gy + O 0]y Vv € H(Q).

Fiir das beschrinkte Gebiet Q ist die Einbettung H}(Q) — L?*(Q) zudem kompakt, sodass die
Behauptungen aus der FREDHOLMschen Alternative, siehe z.B. [Hac90, Satz 6.4.12/6.5.15], folgen.
O

Weiter wollen wir auf die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des linearen
Modellproblems nicht eingehen, da dies nicht der zentrale Gegenstand dieser Arbeit ist. In den
nachfolgenden Kapiteln werden wir deshalb immer davon ausgehen, dass das lineare Modellproblem
[E23) eine eindeutige Losung besitzt.
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2.2 Das lineare Transmissionsproblem

In diesem Abschnitt werden wir ein, zu dem auf dem Gesamtgebiet erkliarten linearen Modell-
problem &quivalentes, Transmissionsproblem auf den Teilgebieten formulieren. Dieses Vorgehen
spiegelt den Grundgedanken von nichtiiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden wider, welcher
ja gerade in der Zerlegung des Ausgangsgebietes in mehrere kleine Teilgebiete und Betrachtung
von weniger komplexen Teilproblemen auf diesen Teilgebieten besteht. Das Transmissionsproblem
wird spéter zur Beschreibung der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode benutzt. Wir wollen
keine zusatzlichen Regularitdtsforderungen an die schwache Losung u des linearen Modellproblems
E3) stellen, d.h. die Lésung soll lediglich ein Element aus Hg (£2) sein. In diesem Fall benétigen
wir einige funktionalanalytische Hilfsmittel, um das Transmissionsproblem akkurat zu formulieren.
Das wird speziell im Fall einer Zerlegung des Gesamtgebietes in mehr als zwei Teilgebiete deutlich,
die nicht zu einer Streifenzerlegung korrespondiert. Wir verweisen auf Abbildung auf Seite
[ fiir einige dieser komplizierteren Zerlegungen. Weiterhin werden wir zwei dquivalente schwache
Formulierungen des Transmissionsproblems herleiten.

Als lineares Transmissionsproblem bezeichnen wir

Pi(D)u; = f; in Q;
u; = 0 auf Fz .
U; = Uy aufFij , ]EN(Z) 2—1,--.,7’71, (219)
Opu; = —Opu; aufTy;, je€N(i)

wobei die Bezeichnungen wie im letzten Abschnitt gewihlt sind, f; € L?(£2;) gilt und die Konor-
malenableitung fiir vorerst hinreichend regulére w; € V; als

api’wi = (Az . Vwi, nl) (2.20)

mit beziiglich €; duBerer Einheitsnormale n; zu verstehen ist. Fiir ¢ = 1,...,m ist N'(¢) in @)
erklart. Die Bedingungen (I3 4 bezeichnen wir als Transmissionsbedingungen. Natiirlich ist das
Transmissionsproblem in der klassischen differentiellen Formulierung nur fiir hinreichend regulére
u; sinnvoll erklart. Deshalb betrachten wir allgemeiner das schwach formulierte lineare Transmis-

sitonsproblem:
Finde u; € V;,i=1,...,m, mit
ai(ui,vi) = (fi,00) 20, Vi € Ho(C)
Vo, (wi) = o, (uy) in H'/?(Ty), j € N (i) (2.21)
@Opuin) = —(Opuzu) ¥ pe Hep (L), § € N(Q),

wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in H(;Ol/ (i) x Héé2(1"ij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung fiir w; € V; als lineares stetiges Funktional auf Héf(Fij) via

<8Pi Wy, IL> (Hég/z(ri]‘)),XHééZ(Fij) = ai(wi, RY H’) — (fi’ RY H’) L2 (2.22)

in Verallgemeinerung zu ([Z20) definiert ist. Wir benutzen die Bezeichnung Haol/ 2(Fij) fiir den

Dualraum von Hég 2 (T'i;). Der Fortsetzungsoperator

R =Ri o™ Hyl*(Tyj) — Vi

ist linear und stetig, da die Fortsetzungsoperatoren : Héé2(1"ij) — HY?(0Q;) und
R': HY?(09Q;) — V; linear und stetig sind. Dabei bezeichnet = den Operator der Nullfort-
setzung auf den Gesamtrand und R’ eine beliebige lineare stetige Fortsetzung in V;. Siehe
dazu auch Abschnitt [A2.6 im Anhang. Die Bedingungen {Zl)2 3 betrachten wir als schwache
Form der obigen Transmissionsbedingungen. Die erste Transmissionsbedingung koénnen wir
als Zuléssigkeitsbedingung interpretieren, denn sie sichert mit Lemma auf Seite [, dass
(ui)1<i<m € H' tatsiichlich im Unterraum H{ () € H' liegt. Die zweite Transmissionsbedingung
wiederum kdénnen wir als eine Art Gleichgewichtsbedingung deuten, denn wie wir noch sehen
werden, erfilllt (u;)1<i<m € HE(Q) € H' das Gesamtproblem [3) nur dann, wenn die Fliisse auf
den jeweiligen Schnittstellen der Teilgebiete libereinstimmen.
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Bemerkung 8. (i) @ZI)); ist tatsichlich nur fiir alle v; € Hg(Q;) C V; zu erfiillen.

(ii) Es ist nicht unmittelbar einzusehen, warum in (ZZIl); die Konormalenableitung als Funktional
auf dem Raum Héo/ 2(Fij) aufgefasst wird, anstatt als Funktional auf dem Spurraum 'nyij (V;) oder

auf dem Raum H'/2(T;;). Wir erinnern daran, dass
1/2 i
Hob*(Tij) € v (Vi) € HY?(Dy;)
und damit , ,
—1/2 i

Hog (D) > (v, (Vi) > (HYA(T))
gilt. Im Allgemeinen sind die Teilmengenbeziehungen echt, d.h. Gleichheit gilt nur in Spezial-
fallen. Beispielsweise haben wir fiir die Streifenzerlegung aus Bemerkung [(i) auf Seite @ die
Gleichheit H010/2(1"ij) = V%ij (V). Fiir den gemeinsamen Rand in Abbildung a) gilt sogar
HééQ(Fij) = ’yliij(Vi) = HY%(T';;). In den Zerlegungen aus den Abbildungen b) und c) sind
alle Teilmengenbeziehungen echt. Die Beschranktheit der Konormalenableitung als Funktional auf
Héf(l“ij) ist mit der Definition [{2ZZ) leicht einzusehen. Dagegen ist es im Allgemeinen nicht
moglich, die Konormalenableitung, z.B. durch Fortsetzung, als stetiges lineares Funktional auf
HY2(Ty;) > Hy*(Ty;) aufzufassen. Der Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH fiir Funktionale
kann hier nicht angewendet werden, da die Normen in Hy\*(I';;) und H'/2(T';;), aufer in Spezi-
alfdllen, nicht dquivalent sind. Im Beweis von Satz EZZA der Auskunft tiber die Aquivalenz von
@21 und Z3) gibt, werden wir sehen, dass es wirklich ausreicht, Funktionale auf Héé2(Fij) zu
betrachten. Die schwache Form [ZZIl); der zweiten Transmissionsbedingung muss also tatséchlich

nur im Dualraum von Holf (T;) gelten.

(iii) Im Zusammenhang mit (ii) weisen wir darauf hin, dass es durch geeignete Konstruktion des
Fortsetzungsoperators R sehr wohl moglich ist, dem rechten Ausdruck in [ZZZ) einen Sinn als
Funktional auf H'/?(T;;) zu geben. Dazu miissen wir in der Definition von R¥ nur die Nullfortset-
zung auf den Gesamtrand durch einen passenden anderen linearen beschrankten Fortsetzungsope-
rator auf den Gesamtrand ersetzen. Durch ein solches Vorgehen lisst sich die Konormalenableitung
aber nicht adidquat verallgemeinern, da dann die Rechnung im zweiten Teil der nachfolgenden Be-
merkung nicht mehr durchgefithrt werden kann. Genauer ist die erste Gleichung in der dortigen
Rechnung nicht mehr giiltig, wenn eine andere Fortsetzung als die Nullfortsetzung verwendet wird.

Bemerkung 9. (i) Mit ZZ2) rechnen wir sofort nach, dass fur w; € V; die Konormalenableitung
als Funktional auf Héf (Ti;) linear und stetig ist, d.h. Op,w; € H&le (Ty;) gilt.

(ii) Fir klassische Losungen w; € V; von ([ZI9), es gilt also insbesondere A; - Vw; € H(div, £);),
liefert der Divergenzsatz [A2T1]in Verbindung mit Satz [AZTI0 fir p € Héf(F-j)

/ (A; - Vw;,n;)pdo = / (A; - Vw;,n;) it do
T o0

ij

/ div(A4; - Vw;)R'[i dx + / (A; - Vw;, VR'i) da
Q;

Q;

Dabei bezeichnet i wieder die Nullfortsetzung von p auf dQ; und beim Ubergang vom vorletzten
zum letzen Term wurden die restlichen Teile des Differentialoperators P;(D) produktiv zu Null
ergénzt. Somit ist es sinnvoll, [222)) als Verallgemeinerung von ([Z20) zu interpretieren.

Wir definieren eine spezielle Teilmenge von V;, i = 1,...,m, ndmlich

V0= {v € Vi | b, (v) € Bl (D). j € NG | (2.23)
Fiir beliebige j1;; € Hoy’(Ty;), j € N(i), gilt natiulich fi; € HY2(9Q;) und Y0 it €
HY2(09;). Weiter liegen dann R y1;; und R’ (Eje/\f(z‘) [[[j) =2 ieN @) R pij in V0.

Bemerkung 10. Die Riume V; und V° kénnen iibereinstimmen. Dies ist beispielsweise fiir die
Streifenzerlegung aus Bemerkung [[(i) auf Seite @ und die Zerlegung aus Abbildung [Z2 a) der Fall.
Im Allgemeinen ist V%° aber eine echte Teilmenge von V;.
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Eine Losung von ([Z21]) wollen wir als schwache Losung des linearen Transmissionsproblems (19
bezeichnen. Dass dies den Losungsbegriff verallgemeinert, sehen wir wieder durch Multiplikation

von [ZT9); mit v; € H}(Q;) bzw. mit v; = RYpu e VO ue H&éQ(Fij), j € N (i), Integration iiber
Q;, anschliefender partieller Integration sowie Beachtung von Bemerkung B(ii).

Als Vorbereitung auf den nichsten Satz beweisen wir das

Lemma 2.2.1. Seii € {1,...,m} beliebig. Fiir jedes v € V; existiert eine Folge (v*)x C V20 und
ein v° € H}(SY), sodass v0 + v* — v in HY(;) fir k — oo und damit

=(\0%) + 1 k = R
(A v) = (A >+k£§o<)\’v ) VAe (Vi)' =L(V;,R),
wobei (-,-) das Dualititsprodukt in (V;)' x Vi darstellt.

Beweis. Seiv € V; beliebig. Dann gilt n := 75, (v) € H'Y?(99;) und n;; := 711"”- (v) € HY*(Ty;),j €
N(i). Da D(Ty;) sowohl in HY*(Ti;) ¢ HY2(Ty;) als auch in HY/2(T;;) dicht ist, liegt auch
H)/?(T'y;) dicht in H'/2(T';;). Siche auch Abschnitt A28 im Anhang. Somit existiert eine Folge
(k) © Hop*(Tij) mit

e = i\l g2 o,y = ©

Wir definieren die Folge (u¥), ¢ H'/2(0%;) durch

STk, (2.24)

FEN ()
wobei ;LE € H'/2(0Q;) die Nullfortsetzung von [y € H010/2(Fij) auf 9Q; bezeichnet. Wegen

Iz _nHLZ(BQi) - Z 1235 _771'3‘HL2(FU) < Z 135 _77iJ’HH1/2(rij)
JEN(3) JEN(3)

gilt natiirlich p¥ — 7 in L?(99;) fiir k — oo, woraus wegen des GELFAND-Dreiers H'/2(99;) C
L?(0%y;) € H=/2(98Y;) sofort die schwache Konvergenz

pk = in HY2(0%Y) fir k — oo
folgt. Wir definieren nun die Folge (v¥); durch v* := Riul = 2 ieNG) R, € VP C V;. Da
R' € L (HY*(09;), H' ()), folgt die schwache Konvergenz
F=Riuk ~ Ripin H'(Q) fiir k — oo.
Mit v := R'n € V;, also speziell Yo,V = Yaq, v erhalten wir die Zerlegung

v=2v"+7=2"+ \Z—lim o, (2.25)

wobei v° € H§ () C V; ist. Das ist gerade die Konvergenz von (X, v° +v*) gegen (X, v) beziiglich
des (H'(€;))' x H'(Q;) Dualititsproduktes. Da im Allgemeinen V; ¢ H'(€;) ist, gilt (H'(€;)) €

(V;)'. Sei nun A € (V;)"\ (Hl(Qi))/. Der Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH fiir Funktionale

liefert die Existenz einer normgleichen Fortsetzung & € (H 1(91-))/ von A mit
(& w) )y i) = (AW vy« Yw eV,
woraus wir mit H}(€2;) € V,°° C V; unmittelbar

A0 vy xv, (€ v) (a1 (20 s ()

25
=" &) an@oy <oy + I (6 ) 0,y an @)
= <)"’UO>(V,-)’><V,- + JLH;O <)\,v >(Vi),><vi
erhalten. =
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Bemerkung 11. Es ist nicht klar, ob die Folge u¥ aus @24) in H'/2(0Q;) gegen n = Yoo,V €
H'/?(99;) konvergiert. Wire dies der Fall, so kénnten wir im obigen Beweis die schwachen Konver-
genzen durch die entsprechenden Normkonvergenzen ersetzen, was dann unmittelbar die Dichtheit
von VZ-O0 in V; liefern wiirde.

Gegen die Konvergenz der Folge uf in H 1/2(99);) gegen 7 spricht, dass die Folgen der einzelnen

Summanden pf; aus (ZZ) keine CAUCHY-Folgen im HILBERT-Raum H'/?(99;) sind. Denn wiire

(1uk)x eine CAUCHY-Folge in H'/2(89;), so wiire wegen

‘ k.

Hij

oo 2 15 e,

auch (uf]) % eine CAUCHY-Folge im vollstdndigen Raum Holo/ 2(1" /). Dies wiirde dann limy_, oo N?j =

Mij € H010/2(1"”) implizieren, was im Allgemeinen nicht richtig ist (;; € H'/?(T; \HOO (Tyj) ist
moglich).

Dass eine schwache Losung v = (u;)1<i<m = (U1,...,Upm) € H1, siehe &3), des linearen Trans-
missionsproblems auch eine schwache Losung des Gesamtproblems ist und umgekehrt, zeigt der

Satz 2.2.2. Sei u = (u;)1<i<m € H' eine schwache Losung von (ZI). Dann ist u € HE(Q) und
lost (Z3) im schwachen Sinn. Umgekehrt gilt auch: Istu € Hy(Q) eine schwache Losung von (Z3),
50 ist u = (u;)1<i<m € HF () C H' auch schwache Lisung von (Z19).

Beweis. Sei also u = (u;)1<i<m € H' eine Losung von ([ZZ1). Dann gilt, wegen ZT); und Lemma
T auf Seite [, u € Hg (). Sei nun w € Hg(Q2) beliebig. Dann ist natiirlich w; := wl,, € V;,
i = 1,...,m, und Lemma T liefert die Existenz eines w? € H}(Q;) C V% und einer Folge
(whF), € V20 mit w? + wf — w; in H(Q;) fiir K — oo. Wir beachten, dass die Konstruktion der

schwach konvergenten Folgen im letzten Lemma immer so erfolgen kann, dass ij = 711;1_], wk =

71“ = b e H)2(Ty;), j € N(i), fiir alle k gilt. Dies ist moglich, da Y, Wi = W%jiwj, JjeN(i),
ist. er setzen die approximierende Folge (ui—“j)k flir Véu w; also einmal mittels RY und einmal
mittels R7? fort. Zusammengefasst haben wir fiir ¢ = 1,...,m die Darstellung

ij . 1/2 . :
wh = Z RY s mit pf; = pb; € HY* (L), 5 € N(i).
JEN (D)

Da nach Bemerkung Bl auf Seite [ die Bilinearform a; auf H(;) D V; stetig ist, ist a;(u;, -) fiir
festes u; € V; natiirlich ein lineares stetiges Funktional auf V;. Selbiges gilt auch fiir (f;,-) ()"
Damit erhalten wir unter Beriicksichtigung von Lemma 22771

NE

a(u, w) = a;(u;, w;)

N
Il
-

[
NE

(aZ Ui, w; ) + hm ai(u“wk))

s
Il
—

Ms

N
Il
-

( uu + hm Z a; uuRUMw)

JEN(3)

BE S () gy + Jim > 3 il R
=1 i=1 jeEN(3)
ZZ: < Y
=7 D (Ffowd) o, + Jim Z 2. (nRYu) 1,
=1 i=1 jEN (i)

I
NERD

5 (i) + i () o

1

.
Il

I
NE

(fiswi) 2y = (Frw)p2(a) »
1

~.
Il
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wobei wir (Z21))s wegen /LU =k % in der Form
ai(ui,Rijufj) + aj(uj,Rji,u?i) = (fi’Rij/’[’fj)L2(Qi) + (fj,Rji,u?i)Lz(Qj) vi=1,...,m,j € N(),

verwendet haben. Insgesamt erhalten wir also (ZH).

Sei nun u € Hy(9) eine Losung von ([3). Dann ist u; = ulg € Vi, @ = 1,...,m, und natiirlich
gilt [ZZI)>. Zu beliebigem v; € HI(), i = 1,...,m, setzen wir dann v; = 0 fiir alle j €
{1,...,m}\ {i} und erhalten v = (v;)1<i<m € Hg (). Fiir dieses v liefert (ZH)

ai(uiﬂ vi) = a’(uﬂ ’U) = (fa U)LZ(Q) = (fivvi)LZ(Qi) ;

d.h. Z2Z00):. Zu beliebigem p;; € H&f(n—j) setzen wir v; := R" p;;, vj := R p;; und vy, := 0 fiir
alle k € {1,...,m}\ {4,7}. Dann ist v = (v;)1<i<m € Hs(Q) und fiir dieses v liefert )

(uuR MU) + a](u]7R ,ul]) = a(u,v) = (f,v )LQ(Q) = (fi’Rij:uij)p(Qi) + (fijﬂMij)Lz(Qj) )

d.h. ZZD)s. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir sofort eine Aussage zur Existenz und Eindeutigkeit der Lésung
des linearen Transmissionsproblems (ZI%) machen.

Korollar 2.2.3. Das lineare Transmissionsproblem (ZI4) besitzt genau dann eine eindeutige
schwache Lésung, wenn das lineare Modellproblem ([Z3) eine eindeutige schwache Lisung besitzt.
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem letzten Satz. O

Bemerkung 12. Die Satze und geben Auskunft dariiber, wann das lineare Modellpro-
blem [E3) eine eindeutige schwache Losung besitzt. Hinreichend hierfiir sind beispielsweise die
Voraussetzungen 2] und oder die in Bemerkung [ auf Seite [d angegebenen Alternativen.

Im Hinblick auf die nachfolgenden Abschnitte ist es sinnvoll die Transmissionsbedingungen um-
zuformulieren. Dazu seien Funktionen A\;; € L*(I';;) \ {0}, i = 1,...,m, j € N (i), gegeben. Fiir
v; € Vi ist oy, (vi) € HY2(Ty;) € L*(Tyj), j € N(i), und wegen

ist das Produkt )\ij’yll;ij (v;) im L*(Ty;). Auf Grund der GELFAND-Dreier

RO Y U PN 7 CHI
(%) ¥

Hy? (D) € L3(Tij) € Hog'*(Tij) und HY2(Dyj) € L(Ty;) € HY(Tyy)
mit den Bezeichnungen

Hog'/?(Tij) = (HééQ(Fij)>/ und H™'2(T;) := (H1/2(Fij))/ = (Hé/Q(Fij))/

fir die Dualrdume, kénnen wir den Ausdruck )\Z—j’yf;ij (v;) auch als lineares Funktional auf
H)?(Ty;) bzw. HY2(T;) interpretieren. Wenn wir die Einbettungsoperatoren mit 7% e
I (L?(rij),Hg(f/ 2(rij)> und Z € £ (L*(T'y;), H-/2(T;)) bezeichnen, dann liefern beispielswei-
se die Abschétzungen

| (TN, () 1) | = '( RTSCORY BN B N SICE) (N T P
R PR oy Wl
.. 1/2
fiir alle p € Hyy"(T';;) und analog
‘ <I)\iﬂﬁj(vz') »M> ‘ < ‘Aiﬂﬁj(%) el g/, (2.26)
L2(T'y5) 7
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fiir alle u € H'/2(T;;) sofort die Stetigkeit der Funktionale. Natiirlich gilt fiir alle u € H50/2(1"ij) C
H'2(Tj)

(TN, @) o) = (o, ) ), = (Thgak, () ) (2:27)

L2(T5)
wobei links die Dualitéit in Hyy/?(T';;) x Hy/)? (T';;) und rechts die Dualitéiit in H~1/2(T';;) x H/2(T';;)
gemeint ist. Somit ist I)‘ij%i‘ij (v;) € HY/2(T;;) eine Fortsetzung von IOO)\ijvaij (v;) € H501/2(Fij),
welche wegen der dichten Einbettung der Rdume iiberdies eindeutig ist.

Fiir v; € V; ist mit Bemerkung Bi) neben Z°X;;7¢ (v;) auch die nach @22) definierte Konor-

malenableitung Op,v; ein lineares stetiges Funktional auf H&f (Ti;). Wir konnen die schwachen
Transmissionsbedingungen Z21)), und {2Z))3 also verkniipfen und erhalten auf I';; die beiden

Gleichungen in H&Jl/ 2 (Ty5)

{ apiui—l—IOO)\iﬂliij(ui) = —apj’u]‘ +IOO)\1'J")/%M(UJ‘) (2 28)

8p]. uj; + IOOAji’y%ji(uj) = —Opu;+ IOO)\ji'yliji(ui)
Wir erhalten tatsdchlich zwei Gleichungen pro Randstiick I';;, weil wir die Rollen von ¢ und j

vertauschen konnen. Die beiden iiber I';; gekoppelten Teilprobleme auf benachbarten 2; und €;
liefern jeweils eine der Gleichungen in ([Z2J).

Mit den Ausfithrungen in Bemerkung (i) ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Konormalena-
bleitung (Z22) zu einem stetigen Funktional auf H'/2(T;;) fortzusetzen. Deswegen kénnen wir kein
Analogon zu Z28) in H~'/2(T;;) formulieren.

Damit die Gleichungen in [Z2¥) wirklich dquivalent zu den schwachen Transmissionsbedingungen
ZZT))2,5 sind, miissen wir die Allgemeinheit bei der Wahl der \;; etwas einschrianken.

Voraussetzung 2.8. Fiir \;; € L>®(T';;), i =1,...,m, j € N (i), gelte
essind [ Aij () |

und weiter
essinf | A\jj () + Aji(z) | > 0,

xzel'yy;

d.h. sowohl )\;; als auch die Summe A;; + Aj; seien fast iiberall von der Null weg beschrankt.

Wir formulieren die beiden folgenden Probleme:
Finde u; € V;,i =1,...,m, mit

ai(uiavi) = (fiavi)LZ(Qi) Vv € H&(QZ)
<8Piu’i + %N, (ui) aH> <*3Pj uj + %N, (ug) aH> Ve Hyl*(Ty), j € N (i),
(2.29)

wobei (-, -} das Dualitdtsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X HééQ(Fij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach Z22) erklart ist.

Finde u; € V;,i=1,...,m, mit
a;(u;,v;) + Z <100)\ij’)’1i“,-j(ui) 77%ij(vi)>
JEN () _
= (fi’vi)L2(Qi) + Z <*8Pjuj +IOO)\ij’Yf‘ij(uj) 7'7%‘1-]' (v1)> Vo € Vi007

JEN (D)

(2.30)

wobei (-, -) wieder das Dualitétsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X HééQ(Fij) bezeichnet und die Konorma-
lenableitung nach ([Z2Z2) erklirt ist. Die Rdume V,%° sind in [ZZ3) definiert.
Bemerkung 13. In ([30) reicht es tatsichlich aus, mit v; € V20 C V; zu testen. Uberdies ist es gar
nicht moglich, mit v; € V;\ ViOO zu testen, da das Dualitatsprodukt auf der rechten Seite dann nicht
erklart wire. Wegen 'nyij (v;) € HY?(T';;) milssten wir —dp,u; + IOO)\ij'yllij (u;) als Funktional auf
H/? (T';;) auffassen, was nicht moglich ist, da die Konormalenableitung nicht als ein entsprechendes
Funktional interpretierbar ist.
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Dass die Probleme [Z29) und @30) nur alternative Formulierungen des linearen Transmissions-
problems (ZZI)) sind, zeigt das

Lemma 2.2.4. Unter der Voraussetzung[Z8 sind die Probleme (ZZ1), (ZZ4) und (Z30) dquiva-
lent, d.h. eine Losung eines der drei Probleme erfillt auch die beiden anderen Probleme.

Beweis. 1) [(ZZI) <= @29) : Wir zeigen, dass die Transmissionsbedingung ([Z28) dquivalent zu
den schwachen Transmissionsbedingungen ([ZZ1))» 3 ist, woraus die Aquivalenz von (Z29) und 21))
folgt.

Zunachst iiberlegen wir uns, dass unter Voraussetzung fir © = 1,...,m die Transmissionsbe-
dingung [ZZI))> aquivalent zu
)\iﬂﬁj (us) = )\iﬂ%ij(uj) in L*(T'y;), j € N(3), (2.31)

ist. Die Hinrichtung ist klar. Es gelte umgekehrt [231), d.h. insbesondere

0= } Xij (9, (ui) — Vf;ij (uj))}

> essinf | Ay |||, (i) = o1, (s .
LZ(FM)_esﬁlfll il %”(uz) VF”(UJ) L2(Tj)

b () =, )|, = 0 als0 o () = 57, () in
L%(T;;). Dies ist [ZZ1))2, da die Spuren selbst natiirlich in H'/2(T;;) liegen. Wegen der Injektivitit
der Einbettung Z% gilt, dass ([Z31) wiederum iquivalent zu

R

i 5 . —1/2 . .
IOO)\ij'VF” (ug) = IOOAijV%ij (uj) in Hy, / (Tij), j € N(9), (2.32)

ist. Durch Addition von [ZZI); mit Z32) erhalten wir Z28);. Vertauschen von ¢ und j liefert
Z23)s.
Gelte nun umgekehrt Z28). Subtraktion von Z28); und Z2]), liefert

T + A, () = TNy + Ao, (uy) in Hy'*(Tij), § € N(i),

woraus wegen der Injektivitit von Z° und Voraussetzung analog zu oben 7121_], (u;) = ’y%ij (uj)
in HY2(T';;), j € N(q), folgt, d.h. @ZT)s. Somit haben wir wieder ([Z32) zur Verfiigung und dann

liefert Addition von [Z28); und Z2Z]), fiir j € N (i)
) . 71-00 A d . 00y . .1 ) ZOO AR . 00y . J ) m
2 (8Piuz + an'UJJ) - )\zJVFij (uj) A Az]’)’Fi]‘ (uz) + )\szFij (uz) A )\Jz'YFij (uj) - 07

woraus ([Z21)s folgt.

1) @23 < Z30) : Es gelte zuerst [Z29). Sei v; € V,% beliebig und pu;; = 'yliij (v;). Wir kénnen
v; dann in der Form v; = Y + v} mit v} = Zje/\/(i) Rijuij € VO und v = v; — v} € HE(Q)
schreiben. Mit diesem v; gilt

ai(ui,vi)  + > <100>\z‘j’hiyj(ui) VP (’Uz‘)>

JEN(4)
m: 1 (fi,v?)LQ(Qi)Jr Z (ai(u“Rinij)Jr<IOO>\¢ﬂﬁj(ui),mj>)

JEN (@)

== (fiv] LQ(Q + > (aPuuMU (fi»RJMij)Lz(Qi)+<IOO)\ij'YFij(Ui)vﬂij>)
JEN(3)

= (fi,v?)Lg(Qi)‘i’ Jis Z RY i + Z <3Piui+IOO>\ij’Y%,-j(Ui)aHij>

JEN(3) L2(Q;) JEN ()

=2 (v ey + Y <5Pjuj+IOO)\z'j7ﬂj(Uj)»Vﬂj(vz')>a

JEN(3)

wobei die eckigen Klammern immer die Dualitéit in HO_Ol/ 2(Fij) X H30/2 (T'i;) bezeichnen. Dies ist

E30), da v; € V%0 beliebig war.

22



Umgekehrt gelte nun (Z30). Einsetzen von v; € H}(Q;) € V29 in @30) liefert sofort @2Z9);. Zu
beliebigem pu € H&g 2 (T';5), wobei die folgende Argumentation fiir jedes j € N (i) durgefithrt werden
kann, definieren wir v;; := Ry € V0. Mit diesem v;; liefert [230) nach Umstellen und unter
Beachtung von W%il(vij) =0furl #j

ai(ui,vig) = (Fis i) o + (Mg, () b, () ) = (O 5 + TONgd, () 28, (03) )

Mit ([ZZZ) und unter Beachtung von v;; = R¥ u erhalten wir daraus [Z29)2, weil p € HééQ(Fij),
j € N (i), beliebig war. O

2.3 Die nichtiiberlappende Schwarzsche Methode

In diesem Abschnitt werden wir den Grundgedanken und einige Eigenschaften einer verbreiteten
nichtiiberlappenden Gebietszerlegungsmethode darstellen. Diese Methode werden wir spater in
einer verallgemeinerten Form benutzen, um das lineare Transmissionsproblem und damit auch
das lineare Modellproblem zu l6sen. Insbesondere fithren wir eine variationelle Formulierung im
Fall mehrerer Teilgebiete ein, die ohne zusétzliche Regularitdtsforderungen an die Losung des
Gesamtproblems auskommt.

Die nichtiberlappende SCHWARZsche Methode zur iterativen Losung des Modellproblems EZ3)),
auch als iterative ROBIN-Substrukturierungsmethode bezeichnet, lautet in Anlehnung an [Lio90]:

Seien beliebige Startwerte u{ € V;,i = 1,...,m, gegeben. Fiir n > 0 lésen wir sukzessive die
Probleme
ul ™t =0 auf T; i=1,...,m, (2.33)
8piu?+1 + )\iju?Jrl = —c’)pju}’ + )\iju}‘ auf Fij , JE N(’L)

wobei die Konormalenableitung unter hinreichenden Regularitétsvoraussetzungen durch Z20) er-
klart ist. In [Lio90] wurden als Verfahrensparameter nur \;; = Aj; = const > 0 fiir i = 1,...,m,
j € N (i), zugelassen. Wir heben diese Einschrankung auf und fordern vorerst nur Voraussetzung
auf Seite Il um die Aquivalenz zwischen Modellproblem und Transmissionsproblem zu sichern.
Das Zulassen von allgemeineren Verfahrensparametern stellt natiirlich schon eine Verallgemeine-
rung der Methode dar. Wenn wir von der klassischen SCHWARZschen Methode nach [Lio90)] reden,
werden wir die Verfahrensparameter immer als konstant annehmen.

Bemerkung 14. Statt der Bedingung (233)3; kénnen wir verallgemeinernd auf I';; auch, wie bei-
spielsweise in [Off99] vorgeschlagen, die Bedingung

8piu?+1 + /\iju;”'l = 9 (78]3].’&? + )\”U?) + (1 - 9) (apluf + )\”uf)

fiir ein 6 € (0,1] fordern. Fiir § = 1 ergibt sich wieder [Z33)3. Wir werden diesen Ansatz jedoch
nicht weiter betrachten.

Natiirlich ist die obige differentielle Formulierung wieder nur unter starkeren Regularitatsforderun-
gen sinnvoll, weshalb wir in Analogie zu den vorhergehenden Abschnitten zum schwach formulierten
Problem tibergehen. Es lautet:

Finde u?“ eVi,i=1,...,m, mit
ai(u?—i_lvvi) = (fivvi)LZ(Qi) Vv € H&(Qz)
<8Piu?+1 TNk, () ’“> - <_8Pj“? + TN, (uf) ’“> ¥ e Hof*(Ty),
JEeN(),
(2.34)

wobei (-, -) erneut das Dualitatsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X HééQ(Fij) bezeichnet und die Konorma-
lenableitung nach [Z22) erklart ist.

Eine alternative Formulierung ist:
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Finde v}t € V;,i =1,...,m, mit

ai@ L v) + 3 (T, () o, ()
JEN(3)
= (fi,v0) g2y + Z <,3Pju;_z JrIOOAijf'y%ij (uf) ,'yfij(vi)> Vv € V2O,
JEN(4)
(2.35)
wobei das Dualitatsprodukt und die Konormalenableitung wie in (Z34]) erklirt sind.

Analog zum zweiten Teil des Beweises von Lemma 224 auf Seite B2 beweisen wir, dass (234
und ([Z3H) dquivalent sind. Zur Wohldefiniertheit der beiden Probleme machen wir an dieser Stelle
keine Aussage. Wir kommen im néchsten Abschnitt in einem allgemeineren Kontext darauf zuriick
und verweisen auf die Lemmata 221 und auf den Seiten 29 und Bl

Bemerkung 15. Fir die spezielle Zerlegung aus Bemerkung [Ii) und fiir A;; = const reduziert sich
die Einbettung 7% auf den Riesz-Isomorphismus J € £ (Holé2 (Ti)), H&Jl/Q(Fij)).

Bemerkung 16. In [Lio90] wurden sehr einschréinkende Voraussetzungen an den Operator und an
die zu Grunde liegenden Gebiete gemacht (P(D) = —A + b(x) - V + c(z), b,c glatt, T';; seien
glatte Mannigfaltigkeiten, welche den glatten Rand 99 orthogonal schneiden). Weiter wurden die
Startwerte der Iteration regulirer gewihlt, néimlich u{ € H%(Q;)NV;,i = 1,...,m. Auch wurden als
Verfahrensparameter nur Konstanten \;; = \;; zugelassen. Unter diesen starken Annahmen sind
dann auch die sukzessiven Losungen von ([33) regulérer, sodass die Konormalenableitungen (in
diesem Fall dann NEUMANN-Ableitungen) einen Sinn im L?(T';;) haben. In diesem Fall muss nicht
auf die schwache Formulierung ([222) der Konormalenableitung ausgewichen werden. Siehe hierzu
auch Bemerkung [(ii). Unser Modellproblem ist unter allgemeineren Voraussetzungen formuliert.

Der Zusammenhang zwischen der nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode und dem linearen
Transmissionsproblem ist sofort offensichtlich, wenn [Z2Z9) und (Z34)) verglichen werden. Da die
Teilprobleme des Transmissionsproblems im Allgemeinen nicht gleichzeitig nebeneinander geldst
werden konnen, weil sie gegenseitig voneinander abhéngen, wurden sie durch einen iterativen Pro-
zess entkoppelt. Dieser gestattet es die neuen iterierten Losungen der Teilprobleme mit Hilfe der
Losungen des vorhergehenden Iterationsschrittes der benachbarten Teilprobleme zu bestimmen.
Der Name ROBIN-Substrukturierungsmethode beruht darauf, dass in (2333 Randbedingungen
vom ROBIN-Typ (Randbedingungen 3. Art) benutzt werden. Im Gegensatz hierzu verwenden die
weit verbreiteten DIRICHLET-NEUMANN- und NEUMANN-NEUMANN-Substrukturierungsmethoden
nur DIRICHLET- und NEUMANN-Randbedingungen (Randbedingungen 1. und 2. Art). Eine genaue
Beschreibung der hier erwihnten Gebietszerlegungsmethoden findet sich beispielsweise in [QV99).

Bemerkung 17. Wir erkennen, dass die obige SCHWARZsche Methode parallelisiert ist, da die
rechte Seite in ([Z33)s nur von den benachbarten Iterierten im vorhergehenden Iterationsschritt
abhangt. Es ist auch moglich, abhéngig von der Geometrie der Zerlegung des Gebietes, eine
block-sequentielle Variante von ([Z33) zu formulieren. Dazu fithren wir eine schwarz-weif§ Fér-
bung der Teilgebiete durch (wenn die Zerlegung dies gestattet), definieren die Indexmengen
Is = {1 < i < m|Q; ist schwarz} und Iy = {1 < i < m|; ist weiBB} und lésen die Proble-
me

P(Dyutt = f; in Q;
ul ™t =0 auf I; ielg, (2.36)
8piu?+1 + )\iju?Jrl = —apju? + )\Uuy auf Fij , J € N(l) C Iw
und anschlieSend
P(Dutt = fi in Q;
ultt =0 auf T'; i€y, (2.37)
8piu?+1 + )\iju?Jrl = 7(9ij?+1 + /\ij’UJ?Jrl auf Fij , ] € N(’L) C Ig

Es ist klar, dass im Gegensatz zur parallelen Variante [Z33), wo alle Teilprobleme gleichzeitig gelost
werden kénnen, die weifl kolorierten Aufgaben [Z3D) erst in Angriff genommen werden kénnen,
wenn die schwarz gefarbten Probleme [Z30) gelost sind. Der Vorteil der sequentiellen Variante
wird im Fall von zwei Teilgebieten sofort klar, da dann die Folge der Ldsungen, welche durch
E36) und Z3T) generiert werden, eine Teilfolge der Folge der Losungen von ([Z33) ist, somit also
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schneller konvergiert. Da eine schwarz-weifl Farbung der Teilgebiete nicht fiir beliebige Zerlegungen
des Gesamtgebietes moglich ist, kann diese sequentielle Variante nicht immer verwendet werden.
Im Fall komplexerer Zerlegungen, in denen eine schwarz-weifl Farbung nicht moglich ist, kann,
analog zum obigen Vorgehen, durch Verwendung mehrerer Farben immer noch eine sequentielle
Variante erzeugt werden.

Nun stellt sich die Frage, ob die durch ([Z33)) erzeugte Losungsfolge iiberhaupt konvergiert. Die
schwache Konvergenz der Iterierten der klassischen SCHWARZschen Methode u] gegen u; := u| Q, €
V; in H(€;), wobei u € Hg () die schwache Losung des linearen Modellproblems (233 bezeichnet,
wurde in [Lio90] stellvertretend fiir selbstadjungierte Operatoren am Spezialfall P;(D) := —A,
1 =1,...,m, mit Hilfe geeigneter Energieabschétzungen bewiesen. Weiterhin wurde dort gezeigt,
dass auch fir P(D) := —A + b(z) - V + ¢(z), also im nicht selbstadjungierten Fall, unter den
Voraussetzungen 1] und die Iterierten der SCHWARZschen Methode u!' zumindest in L2(€2;)
gegen u; € V; konvergieren. Weiter wurde dort die Beschriinktheit der Folgen (ul), in H/2(9;)
gezeigt, woraus noch schwache Konvergenz in H'/? (©;), zumindest fiir eine Teilfolge, geschlossen
werden kann.

Bemerkung 18. Leider sind die Beweise in [[io90] an entscheidenden Stellen nur fiir sehr stark
vereinfachte Probleme gefiihrt worden (m = 2, beide Teilgebiete besitzen Auenrand, I'12 ist Teil
einer Hyperebene und 0 ist flach in einer Umgebung von I'1o N 9Q und 9Q und Ty schneiden
sich orthogonal). Siehe auch die Bemerkung [[@ Die Ubertragung der Beweise auf unseren Fall ist
leider nicht ohne Weiteres moglich. Dazu ist beispielsweise die Regularitatsaussage

lullgir20) S N llp2) + 19020 »

wobei (2 ein beschriinktes LipSCHITZ-Gebiet des RY ist und u schwache Losung des DIRICHLET-
Problems

P(D)u = felL?*Q) in Q
u = g€ HY?09) auf 00,

nétig. Natiirlich gilt [lul| o) S [1fllp2(0) + 19/l z1/2(00)- Aber damit folgt unseres Wissens noch
nicht die obige Abschétzung, zumindest nicht fiir LiPSCHITZ-Gebiete. Weiterhin ist fiir LIPSCHITZ-
Gebiete die Konormalenableitung (Z2Z2) auf einem Teilrand I' nicht mehr als Funktion aus L?(T")
interpretierbar.

Fiir den Spezialfall, in dem alle Teilgebiete 2;, 7 =1, ..., m, einen echten Aulenrand haben kénnen
wir ohne Schwierigkeiten unter den Voraussetzungen 21 und mit den in [[io90] angefithrten
Techniken die starke Konvergenz der SCHWARZschen Methode ([Z33) in H'(€2;) zeigen. Der Schliis-
sel dazu ist die Anwendbarkeit der POINCARE-Ungleichung und die Aquivalenz des Gesamtproblems
E3) und des zugehorigen Transmissionsproblems ([ZT9). Fiir diesen Spezialfall lasst sich auch der
elegantere Beweis fiir die Konvergenz der SCHWARZschen Methode in H!(€2;), welcher in [QV99,
§4.5] fiir den Spezialfall von zwei Teilgebieten mit Nullrand und dem LAPLACE-Operator durchge-
fithrt wurde, ibertragen. Auch wurde fiir die Streifenzerlegungen aus Bemerkung [Il(i) auf Seite
die H'(£;)-Konvergenz der SCHWARZschen Methode mit der verallgemeinerten Transmissionsbe-
dingung aus Bemerkung [[4 fiir konvektionsdominante Probleme, d.h. P;(D) := —eA+b-V +¢, ¢
klein, bereits in [Off99] gezeigt.

Insgesamt kénnen wir auf jedem Teilgebiet Q;, i € {1,...,m}, die starke Konvergenz in H*(£);)
der Losungsfolge der SCHWARZschen Methode ([Z33) gegen die Losung des linearen Transmissi-
onsproblems ([ZT9) und damit wegen Satz gegen die Losung des linearen Modellproblems
E23) unter den Voraussetzungen 2T und sowie entweder unter geeigneten Voraussetzungen an
die Verfahrensparameter \;; oder zusatzlichen Regularitdtsbedingungen zeigen. Dabei sei bemerkt,
dass die bendtigten Voraussetzungen an die Verfahrensparameter schwécher sind als die aus [Lio90)],
Aij = Aj; = const > 0. Dariiber hinaus ist das Konvergenzresultat stérker als das in [Lio90]. Der
Beweis soll an dieser Stelle nicht ausgefithrt werden, da wir im néchsten Abschnitt eine verall-
gemeinerte SCHWARZsche Methode einfithren und deren starke Konvergenz zeigen werden. Dabei
werden insbesondere die allgemeinen Zerlegungen aus Bemerkung [If(iii) auf Seite Bl zugelassen, d.h.
wir beschranken uns nicht auf Streifenzerlegungen. In dieser verallgemeinerten Methode finden wir
die klassische SCHWARZsche Methode als Spezialfall wieder. Wir verweisen auf Lemma B4 auf

Seite B0
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Ein Vorteil, der sich aus der oben erwahnten Parallelitdt der nichtiiberlappenden SCHWARZschen
Methode ergibt, ist, dass auch im Fall von mehreren Teilgebieten keine Probleme mit Kreuzungs-
punkten auftreten. Ein Kreuzungspunkt ist ein Punkt, in dem sich die Rédnder von drei oder mehr
benachbarten Teilgebieten schneiden. Siehe z.B. Abbildung Z2 a) auf Seite @l Bei sequentiellen
bzw. block-sequentiellen Verfahren treten bei Zerlegungen mit Kreuzungspunkten Probleme auf,
da bei der Berechnung der (n + 1)-ten Iterierten eines Teilproblems die (n + 1)-ten Daten aller an-
deren, den Kreuzungspunkt gemeinsam habenden Teilprobleme, bendtigt werden. Diese wiederum
héngen gegenseitig voneinander und von der (n + 1)-ten Iterierten des Ausgangsteilproblems ab.

Als Nachteil der klassischen nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode ist anzufiihren, dass sie
bei unpassender Wahl des Parameters sehr langsam konvergiert. Deshalb werden in der Praxis hau-
fig Uiberlappende SCHWARZsche Methoden verwendet, da diese eine geometrische Konvergenzrate
besitzen. Ansétze, wie durch geeignete Wahl der Parameter die Konvergenz der nichtiiberlappenden
ScHWARZschen Methode beschleunigt werden kann, finden sich unter anderem in [QV99, Chapter
6], [Lui0T] und [Den03]. Ein weiterer Nachteil, zumindest vom numerischen Standpunkt aus, ist,
dass in jedem Iterationsschritt die Konormalenableitung zu bestimmen ist. Einen Ausweg hierfiir
bietet der Ansatz in [Den97)], in dem auf die explizite Bestimmung der Konormalenableitung durch
Einfiihren einer geeigneten Aufdatierungsstrategie verzichtet werden kann. Dieser Ansatz wird sich
auch aus analytischer Sicht als vorteilhaft erweisen, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass die nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode auch iiber
einen optimierungsbasierten Ansatz hergeleitet werden kann. Siehe hierzu [GLIT90).

2.4 Eine Verallgemeinerung der Schwarzschen Methode

Dieser Abschnitt gliedert sich in drei Teile. Im ersten Unterabschnitt werden wir, aufbauend auf
den Verfahren in [[io90] und [Dend7], eine verallgemeinerte SCHWARZsche Methode definieren und
deren Vorteile aufzeigen. Dabei wird eine schwache Formulierung angegeben, die auch fiir kom-
plexe Zerlegungen ohne zusatzliche Regularitatsforderungen an die Losung des Gesamtproblems
auskommt. Zudem wird eine alternative schwache Formulierung hergeleitet, die in den nachfolgen-
den Beweisen Verwendung findet. Weiterhin wird die Wohldefiniertheit des Algorithmus gezeigt.
Dariiber hinaus weisen wir nach, dass die klassische nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode aus
dem Abschnitt als Spezialfall in der verallgemeinerten Methode enthalten ist. Im zweiten Unter-
abschnitt untersuchen wir einige Eigenschaften des Fehlers der verallgemeinerten SCHWARZschen
Methode. Dabei werden notwendige Voraussetzungen prézisiert und Hilfsresultate bewiesen. Im
dritten und letzten Unterabschnitt fiihren wir die Konvergenzbeweise aus. Dabei unterscheiden
wir zwischen elliptischen Problemen mit dominantem Hauptteil, singular gestérten und indefiniten
elliptischen Problemen.

2.4.1 Definition der verallgemeinerten Schwarzschen Methode (VSAM)

Wir werden nun die SCHWARZsche Methode [Z33) unter Beibehaltung ihrer positiven Eigenschaf-
ten verallgemeinern. Dazu erweitern wir den Ansatz aus [Den97].

Die wverallgemeinerte nichtiberlappende SCHWARZsche Methode in Anlehnung an [Den97] lautet:
Seien beliebige g?j € HO_()1/2(Fij)vi =1,...,m,j € N(i), gegeben. Fiir n > 0 16sen wir sukzessive
die Probleme

u = 0 auf T'; 1=1,...,m, (2.38)
8piu? + )\Z]’LL? = g;_nj auf I'ij,Jj¢€ N(Z)

wobei die Konormalenableitung unter hinreichenden Regularitatsvoraussetzungen wieder durch
E20) erklart ist. AnschlieBend datieren wir die ROBIN-Daten der Transmissionsbedingungen wie
folgt auf

gttt = (Nij + Ajo)uf — gfy auf Ty, 5 € N (i), (2.39)

In [Den97] wurden als Verfahrensparameter nur \;; = Aj; = const > 0 fiir i = 1,...,m, j € N (i),
zugelassen. Weiterhin besitzt der in [Den97] betrachtete Differentialoperator keinen konvektiven
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Term. Diese Einschrankungen heben wir auf, lassen allgemeine elliptische Operatoren nach (Z2)
zu und fordern fiir die Parameter der Methode vorerst nur Voraussetzung EZ8 auf Seite EIl um die
Aquivalenz zwischen Modellproblem und Transmissionsproblem zu sichern. Wir lassen also unter-
schiedliche, von der Null weg beschrénkte, vom Ort abhéngige Verfahrensparameter aus L (I';;)
zu. Diese Verallgemeinerung liegt auf der Hand und wurde in Verbindung mit der SCHWARZschen
Methode bereits verschiedentlich durchgefiihrt, beispielsweise in Verbindung mit konvektionsdomi-
nanten Problemen. Siehe hierzu z.B. [AKLO9Y, [Off99, [OT.99].

Die differentielle Formulierung (38 ist wieder nur unter stirkeren Regularititsforderungen sinn-
voll, weshalb wir in Analogie zu den vorhergehenden Abschnitten zum schwach formulierten Pro-
blem tibergehen. Es lautet:

Finde u} € Vi,i=1,...,m, mit
ai(ui,vi) = (fivi)pagq,y Vi € Hy() (2.40)
<8piu? + TN, (u) ,u> = (g m) Ve Hop (D), j € N(i), '

wobei (-, -} das Dualitdtsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X H&éQ(FZ—j) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach Z22) erklart ist.

Eine dquivalente Formulierung ist folgende:
Finde u} € Vi,e =1,...,m, mit

a;(uj,v;)  + Z <Ioo>\iﬂﬁj(u?)ﬁﬁj(vi)>
JEN ()

= (fiavi)Lz(Qi) + Z <g;3’,7%1] (’Ul)> V’Ui € V;OO’
JEN(4)

(2.41)

wobei das Dualitdtsprodukt wie in @Z0) erklért ist. Zur Definition der Riume V0 sei an [Z2Z3)
erinnert.

Die Aquivalenz von Z0) und Z) erhalten wir, wenn wir analog zum zweiten Teil des Beweises
von Lemma 227 auf Seite B2 vorgehen.

Als abgeschwiichte Form der Aufdatierungsformel ([Z39) bezeichnen wir das Erfiilltsein der dortigen
Gleichung im Dualraum, also

gt =T + Nt (uf) — gy in Hy2(Tyy) . § € N(i). (2.42)

Wir weisen darauf hin, dass die schwachen Formulierungen (ZZ0) und 1) fiir beliebige Zer-
legungen des Gebietes €2, sofern die Teilgebiete einer LIPSCHITZ-Bedingung geniigen, giiltig sind.
Insbesondere sind auch Zerlegungen in mehrere Teilgebiete, von denen nicht alle einen Auflenrand
haben miissen, zugelassen. Siehe bespielsweise Abbildung ZZ2(iii) auf Seite @ Zudem bendtigen wir
die Glattheit der Teilrander I';; nicht.

Bemerkung 19. (i) Da fir i = 1,...,m, j € N(4), (Aij + Ajihl{ij (u) € L*(Iy;) ist, konnen wir
durch die Wahl der Startwerte gf; € L?*(I';;) der Gleichung [39) auch im L?(I';;) einen Sinn
geben, d.h. wir kénnen in ZZF) auf die Einbettung Z% verzichten und die Gleichung im L?(T;;)
auffassen. Damit haben wir fiir diese Wahl der Startwerte (g7)n C L2(Ty), i =1,...,m, j €
N (3). Insbesondere konnen wir in diesem Fall wegen des GELFAND-Dreiers Hé({Q(Fij) C L*(Ty;) C
H(;Ol/ *(I'y;) die Dualitiitsprodukte in EZI) durch die Skalarprodukte in L2(I';;) ersetzen. Zudem
ist (ZZI) dann auch fiir v; € V; \ V% sinnvoll erklirt und wir konnen das folgende, zu (ZZ1)
aquivalente, Problem formulieren:

Finde u} € V;,¢ =1,...,m, mit

ai(uf,v) + Y (Aiﬂﬂj(u?)ﬁﬁj(vi))
JEN (@)

= (fi,vi)2(0,) Z (EIZ’VZFU(W))N(FM) Vo eV
JEN(3)

L2(T;5)
(2.43)

Da V;? C V, folgt fiir g € L*(Ty;) aus ([ZA3) sofort ([ZA). Umgekehrt sind sowohl die rechte als
auch die linke Seite von ([ZZ43)) beziiglich v; € V; lineare stetige Funktionale. Damit folgt [ZZ3)) aus
1) und Lemma 2] auf Seite
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(i) Fiir A;; = const fassen wir Z% als lineare stetige Einbettung von H/2(T;;) in Hyy”/*(Ty;)
auf. Falls zusétzlich noch die spezielle Streifenzerlegung aus Bemerkung [I(i) auf Seite @ zu
Grunde liegt, reduziert sich die Einbettung Z sogar auf den RIESZ-Isomorphismus J &

L (HéO/Q(Fij), HO_Ol/Q(Fij)). Fiir die Streifenzerlegung gilt mit Bemerkung [0 auf Seite [ zudem
Vz’OO =V.

Die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode ist wieder parallelisiert. Es ist auch moglich eine
sequentielle Variante anzugeben. Dies geschieht analog zu dem Vorgehen in Bemerkung [ auf
Seite

Die Aufdatierungsformel der ROBIN-Daten ([Z22) erhalten wir unmittelbar aus den Transmissions-
bedingungen Z28), wenn wir (Z28); gleich g;; und Z2J), gleich g;; setzen, die beiden Gleichungen
addieren, anschlieflend nach g;; auflosen und den iterativen Prozess einfiihren.

Im Gegensatz zur klassischen SCHWARschen Methode (Z33), welche auf den Schnittstellen I';;
sowohl die DIRICHLET-Daten als auch die Konormalenableitung der Losung der benachbarten
Teilprobleme des vorigen Schrittes benotigt, kommt die modifizierte Methode ([Z38) ohne die Ko-
normalenableitung des vorhergehenden Iterationsschrittes aus. Diese Anderung hat mehrere Vor-
teile. Zum einen lasst diese Anderung eine alternative Beiweisidee bei der Konvergenz zu, mit
der wir die Probleme bei der Ubertragung des Beweises aus [Lio90], siehe die Bemerkungen @
und [[§ umgehen koénnen. Zum anderen hat die ableitungsfreie Variante auch numerische Vorteile.
Wir ersparen uns in jedem Iterationsschritt die explizite Bestimmung und Auswertung der Ko-
normalenableitung. Weiterhin sind die Teilprobleme auf dem gleichen Teilgebiet in verschiedenen
Iterationsschritten vom selben Typ, d.h. es handelt sich um die gleiche Art von Randwertpro-
blemen. Die Differentialgleichungen haben in den Iterationsschritten nur unterschiedliche rechte
Seiten. Nach Diskretisierung von Z1]) heiit das insbesondere, dass die Systemmatrix nur einmal
aufgebaut werden muss.

Bemerkung 20. (i) Wahlen wir in (Z38)- ([Z39) die Verfahrensparameter wie in [Den97], also speziell
Aij = Aj; = const > 0, so erhalten wir als Aufdatierungsformel in schwacher Form
n 1 n n o - —1/2 . .
gin = 2)‘17'1007%” (Ug) —gj; in Hy, / (Tij) , J € N(3),
wobei Z% € L (Hl/Q(Fij), HO_Ol/Q(FZ-j)) nun als Einbettung von H/2(T;;) in Hyy'/*(T;) interpre-

tiert werden kann.

(ii) In [Den97 bzw. [Den03] wurde die starkere Regularitit
u e H Q)N H32(Q) und dp,u € L*(Tyj), 1 <i#j <m, (2.44)

fiir die Losung u des Gesamtproblems [Z3) gefordert, um die Konvergenz und Wohldefiniertheit
des dortigen Verfahrens (mit A;; = A;; = const > 0) zu sichern. Obiges Verfahren ist auch oh-
ne diese zusitzliche Regularitatsforderung wohldefiniert, wie Lemma EZZT] zeigt. Wir konnen die
Konvergenz des Verfahrens unter geeigneten Voraussetzungen an die Verfahrensparameter sichern,
welche weit weniger einschrinkend sind als die in [Den97]. Haben wir statt dessen mehr Regularitét
der Losung zur Verfiigung, so konnen wir die fiir den Konvergenzbeweis notigen Voraussetzungen
an die Verfahrensparameter noch weiter abschwéchen. Auch wurden in [Den97)] starke geometrische
Voraussetzungen an die Teilgebiete gestellt, da beispielsweise vorausgesetzt wurde, dass die Teil-
rander glatt sind und den Auflenrand orthogonal schneiden. Diese geometrischen Voraussetzungen
werden nachfolgend nicht benotigt.

Zur Wohldefiniertheit des Algorithmus Z38) - (39) haben wir bislang noch keine Aussage ge-
macht. Zu priifen ist also, ob [ZZ) bzw. ) in jedem Iterationsschritt eindeutig 16sbar ist. Um
dies zu sichern, benétigen wir fiir die Verfahrensparameter die

Voraussetzung 2.9. Firi=1,...,m, j € N(i), gelte

inf \;; = \;; > 0.
essinf Aij (@) = Aij

Die Durchfiihrbarkeit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode wird durch folgendes Lemma
gesichert.
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Lemma 2.4.1. Es gelten die Voraussetzungen [Z1), [Z2 und[ZZ3 Die Probleme (240) bzw. (Z41)
sind fir jedes n € N korrekt gestellt, falls fiir die Startwerte der Iteration g?j € L%(T'y;), i =
1,...,m, j € N(i), gilt. Liegt speziell die Streifenzerlequng aus Bemerkung (i) auf Seite [A vor,
so ist keine zusdtzliche Regularitdt der Startwerte erforderlich, d.h. beliebige g?j € H&)l/Q(Fij),
i=1,...,m, j € N(i), sind zuldssig.

Beweis. A) Die Zerlegung von Q) unterliegt keinen Einschrankungen, abgesehen von der LIPSCHITZ-
Eigenschaft der Teilgebiete: Sei ¢ € {1,...,m} beliebig. Weiter sollen die Startwerte Regularitéts-
forderung g¢; € L*(Ty;), j € N(i), erfiillen. Mit Bemerkung [X(i) gilt dann (g}%)nen C L*(Tj),
j € N(i), und die Probleme (ZZ) und ZI) sind dquivalent zu ([ZZ3J), das ist

o~

ai(u;',vi) = b (v;) Vv €V, (2.45)

wobel wir abkiirzend
@ vi) = ay }j ( b, () b, @)
jEN (i I

und R

b (vi) = (fi, vi) 2,y + Z (g?jﬁ%ij(vi))y(r_)
JEN(4) Y
gesetzt haben. Mit den Voraussetzungen des Lemmas erhalten wir mit m := min;e nr(;) Ai; und der
FRrIEDRICHS-Ungleichung Satz [A2.T] fiir alle v; € V;

2
Vs, (v3)

a; (Uz;vz) > Qi ||VUZ||L2(Q ) +m Z L2(Ty;)

JEN(7)

2
2 CH’UZ'HHl(Qi);

d.h. die V;-Elliptizitat der stetigen Bilinearform ;. Nun ist bA;’ fiir beliebiges n € N ein stetiges
lineares Funktional auf V;, wie wir unter Benutzung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung und
der Beschranktheit des Spuroperators leicht sehen. Somit liefert der Satz [A-T.H von LAX-MILGRAM
fiir jedes n € N die Existenz einer eindeutigen Losung ul' € V; von (ZZ3).

B) Es liegt eine Streifenzerlegung von €2 vor: Sei wieder ¢ € {1,...,m} beliebig. Mit Bemerkung [
auf Seite [ gilt im Fall der Streifenzerlegung V; = V,%°. Ersetzen wir in (ZZ1]) das Dualitétsprodukt
auf der linken Seite durch das Skalarprodukt, was auf Grund des GELFAND-Dreiers Héé2(1"ij) C
L2(T';;) C Hy'?(Ty;) méglich ist, so kénnen wir (EZ1) mit @ wie in A) und

B (0) = (fivi) gy + 2 (590,00

JEN () (307 @s) x5 (0sy)

in der Form (Z23) schreiben. Wie wir in A) gesehen haben, ist @; V;-elliptisch. Wegen (g% )nen C

Hy'2(Ty), 7 € N (i), und

b (vi) il 1.2,

< Wllz@n + D2 NoBlerree [
JEN (i)

ist bAf fiir beliebiges n € N ein lineares stetiges Funktional auf V;. Also liefert der Satz [ATH
von LAX-MILGRAM fiir jedes n € N wieder die Existenz einer eindeutigen Losung v € V; von

). O

Bemerkung 21. Die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode bleibt na-
tirlich auch fiir die zu Vorausetzung ] alternativen Kombinationen von Voraussetzungen aus
der Bemerkung [B(ii) auf Seite [ erhalten. Zudem kann, unter gewissen Voraussetzungen an dle
konvektionsrelevanten Koeffizienten b;, die Wohldefiniertheit auch génzlich ohne Voraussetzung Z2
oder ihre Alternativen gesichert werden, wie spéter in Lemma EZZ0 auf Seite B3] gezeigt wird.

Wie wir schon im letzten Abschnitt erwédhnt haben, finden wir die SCHWARZsche Methode (Z33)) in
der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode wieder. Die Verallgemeinerung besteht hier aus dem
Zulassen von allgemeineren Verfahrensparametern und allgemeineren Startwerten. Das Ersetzen
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der RoBIN-Daten [Z33))3 durch Z38); und 39) ist keine wirkliche Verallgemeinerung. In diesem
Sinne ist die Methode aus [Den97] nicht allgemeiner als das Verfahren aus [[io90)], wenn wir von
den Startwerten absehen. Lassen wir in ([Z33)) allgemeinere Verfahrensparameter zu, so gilt das
folgende

Lemma 2.4.2. Stellen wir an die Verfahrensparameter \i;, i = 1,...,m, j € N(i), der
SCHWARZschen Methode (Z33) und der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode (2Z38)-(1234)
die gleichen Voraussetzungen, so sind beide Verfahren dquivalent, d.h. beide Verfahren liefern die-
selbe Folge von Lisungen, wenn die Startwerte tibereinstimmen, also fir allei=1,...,m

= —0p,ul + T%Nijod (ud) in Hog'*(Tyy), j € N(0),

gilt.

Beweis. Die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode liefert mit Z40), und @ZZ2) fir alle p €
oy (Tg). 5 € N Q).

(O™ + TN, () o) = (g™
— <ZOO()\ZJ + Aji) 'y Ty (u ) gﬂ, >
<IOO()‘U + Aji )y Ty (“ ) > <8P uy +IOO)‘JZ'YF ( n) ’M>

= <78p]. ’U,;L + IOO)\ijV%ij (u;l) ) ,LL> )

wobei (-, -) das Dualitatsprodukt in H0701/ *(Tyy) x H0162(1"ij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach ([Z22) erklart ist. Das ist aber gerade [Z34)>. Somit sind die Verfahren dquivalent. O

Mit diesem Lemma folgt die Konvergenz und Wohldefiniertheit der SCHWARZschen Methode ([233)
direkt aus der Konvergenz und Wohldefiniertheit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode

E33).

2.4.2 Eigenschaften des Fehlers der VSAM

Der Konvergenzbeweis der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode wird auf einer geeigneten
Energieabschiitzung des Fehlers beruhen, den wir nun einfiihren. Sei v = (u;)1<i<m € Ho(Q) € H!
die schwache Losung des linearen Gesamtproblems (Z3) und damit auch die schwache Losung
des linearen Transmissionsproblems @I) und u" = (u})1<i<m € H' sei die schwache Losung
der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode ([Z38) im n-ten Iterationsschritt. Wir fihren fiir
den Fehler der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode im n-ten Iterationsschritt die folgenden
Bezeichnungen ein:

e = (M) 1<icm = (U — ui)1<icm =u" —u € H. (2.46)

Bemerkung 22. Im Allgemeinen gilt u™ ¢ H'(Q). Insbesondere ist dann e ¢ H'(f). Deshalb
ist es spéter nicht sinnvoll von einer Konvergenz im H'(f)) zu sprechen. Im Folgenden wird die
Konvergenz von ([Z3R)-E39) im H', siche @), gezeigt, also die H'(€;)-Konvergenz beziiglich
jedem Teilgebiet ©;, ¢ = 1,...,m. Siehe auch Bemerkung Hl auf Seite [l

Unter Benutzung der Linearitéit des zu Grunde liegenden Differentialoperators sehen wir, dass der
Fehler dem folgenden Problem geniigt.

F(D)e; = 0  in®
ef = 0 aufl; i=1,...,m, (2.47)
Op.ef + Nijep = g&  auf Ly, j € N(i)

mit Konormalenableitung nach ([Z20), falls hinreichende Regularitit vorausgesetzt wird. Dabei gilt

97 = 93 — Opui + Aijui), (2.48)
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wobei u; € V; Losung des linearen Transmissionsproblems ZI9) bzw. auf Q; eingeschrinkte Lo-
sung des linearen Modellproblems (3)) ist. Die Aufdatierungsformel fiir die ROBIN-Daten der
Transmissionsbedingungen lautet dann

—

gt = (Mg + Njo)el — gl auf Tyj , j € N(0). (2.49)

In Analogie zu den vorhergehenden Abschnitten gehen wir zum schwach formulierten Problem
iiber.

Finde e’ € V;,7 =1,...,m, mit
ai(e?,vi) = 0 V (3 S H&(Ql)
n 00 i n _ n 1/2 : : (2.50)
<8P¢€i +7 )‘ijVF,_-j(ei ) aﬂ> = <9ijaﬂ> Ve Hyy (Tyg), j € N (i),

wobei (-, -} das Dualitétsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X HééQ(Fij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach [Z22), mit f; = 0, erklart ist.

Aquivalent dazu ist die folgende Formulierung:

Finde u} € Vi,i=1,...,m, mit
aiefv) + D (TN, ()b, () = Y Gk, ) VeV, g
JEN (i) JEN (i)

wobei das Dualititsprodukt wie oben erklirt ist. V,%° ist in @Z3)) definiert.

Die Aquivalenz von (Z30) und £351) erhalten wir analog zum zweiten Teil des Beweises von Lemma

EZ A auf Seite 22 Alternativ konnen wir die Aquivalenz der beiden schwachen Formulierungen auch
direkt aus Lemma EZZ4 und der Aquivalenz von ([Z0) und @) folgern.

Als abgeschwiichte Form der Aufdatierungsformel ([ZZ49) bezeichnen wir das Erfiilltsein der dortigen
Gleichung im Dualraum, d.h.

gt =T + Nid, () — g in Hy'*(Tij) , j € N(i). (2.52)

Ebenso interpretieren wir ([Z48) im Dualraum H0701/ Q(Fij), also
gl = g — (O i + TNy, (i) - (2.53)

Bemerkung 23. Im Allgemeinen kénnen wir fiir é;’g keine zu Bemerkung [[9(i) analoge Feststellung
machen, d.h. wir kénnen nicht allein durch die spezielle Wahl der Startwerte g?j € L?*(T';;) sichern,

dass gAE € L*(T';;) gilt. In [ZE3) sehen wir, dass auch die Konormalenableitung dp, u; der Losung des
Modellproblems bzw. des Transmissionsproblems in éz mit eingeht. Diese ist im Allgemeinen aber
nur als Funktional auf H)}?(T';;) erklirt, also in L2(T';;) nicht immer sinnvoll. Um (;Z)” C L*(Ty5),

t=1,...,m, j € N(i), sichern zu konnen benétigen wir deshalb neben g?j € L?(I';;) auch noch
die auf Seite B3 stehende Voraussetzung 2ZTT1

Um die Notation zu vereinfachen bezeichnen wir nachfolgend g:’g wieder mit g;’ und erinnern uns,
dass im Zusammenhang mit dem Fehler e’ immer (ZZ8) bzw. [Zh3)) gemeint ist.
Unter Benutzung dieser Konvention erhalten wir direkt aus 321
aile o) = 30 (gl = TN, (60) o, (0)) Vi € V. (2.54)
FEN ()
Wir verallgemeinern (254 auf beliebige v; € V; und erhalten das, fiir V% ; V; nicht ganz triviale,

Lemma 2.4.3. Sei e € V; schwache Lésung von (B4 und v; € V; beliebig. Wir definieren
nh =g, (ef) € HY2(Ty;) und pij = Y, (Vi) € H'Y2(Ty;), j € N(i). Dann existieren Folgen
(k) © Hob*(Tij) mit

HMZ _MinHl/z(F —>07 ]EN(’L)v

ij) k— o0
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und zwar so, dass
BT 00y . k
ailei’, vi) = klggo Z <gz -1 )\Un?j’uij>(H362(Fij)) x Hyf* (Tij)
JEN (@)
gilt. Weiterhin gilt die Abschdtzung

ai(e’?;vi)"' Z ()\z]n'ZaMZ])Lz(F”)S Z HgZHH&Jl/Z(F”)HMUHLZ(F”)
JEN(3) JEN(3)

Beweis. Da nach Bemerkung B auf Seite [ die Bilinearform a; auf H'(Q;) D V; stetig ist, ist
az(ez, -) fiir festes e; € V; natiirlich em lineares stetlges Funktlonal auf V;. Mit Lemma[ZZ T auf Seite
@ koénnen wir v; in der Form v; = v +w-limy_,» v¥, mit v{ € HE(Q;) und v = Zjex\/(i) Rijufj €

V0o, uij S H&gQ (T';;) mit der oben angegebenen Konvergenzeigenschaft, schreiben. Siehe auch den
Beweis zu Satz auf Seite Lemma ZZ27T] liefert zudem unter Beachtung von Z20);, @24)

undvp( ) sz

ai(el'v;) = ai(el,v )+11m a; (e} vk)

171 19 Y1

— 3 k
= Jm > (e -7 N2 43D (13 c,)) st o)
FEN (@)

also die erste Behauptung. Umstellen liefert (mit abkiirzender Schreibweise fiir das Dualitatspro-
dukt)
n : 0 n kE\ _ 71: n k
ai(ei aUz‘) + klggo Z <ZO )\ijnijaﬂij> = klggo Z <gijaMij>a
JEN(3) JEN(3)
woraus unter Beachtung des GELFAND-Dreiers HééQ(Fij) C L*(Ty) C H&Jl/Q(Fij) und Aj;n;s €

L?(T;;) sowie Lemma [AT2]

ai(ef, vi) + hm Z Nijthiys 1) L2y S lim ngnjHH[;j/z(r,-j) H“i‘ngLZ(rij)

k—o00

JEN (%) JEN ()
folgt, was zusammen mit

125 — “iJ’HN(F,-j) < lmi - MinHl/Z(F-~ 0

1]) k— o0

nach Grenziibergang die Abschétzung liefert. O

Im Allgemeinen liegt e € V; nicht in V%°. Mit dem letzten Lemma folgern wir deshalb

Korollar 2.4.4. Sei e} € V; schwache Lésung von (ZZ7). Wir definieren nj; := v%ij(e?) €
H'Y2(Ty;), j € N(i). Dann existieren Folgen (ufj")k C HééQ(Fij) mit

k,n _an
‘/’[/’L] 777‘-7 Hl/Z(l"”) k—)oo 0 J GN( )
und zwar so, dass
. 00 k,
ai(ef,ej) = klgr;o <gZ A )\ijn;'njvﬂijn>< 12, )) HY2(r, )
JEN(Z) ij 00 tJ

gilt. Weiterhin gilt die Abschdtzung

ai(ef’, ef’) + Z ()‘ij”?j’n?j)m(mj)g Z "g?j"H&l/2(Fij) Hn?jHLZ(Fij)'
JEN(3) JEN(3)

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem letzten Lemma. O
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Bemerkung 24. Fiir el € V0 vereinfacht sich die Aussage von Korollar ZZ4 Dann gilt mit 54)
sofort
(e ) = no_ g00y g pn ,
aiefs i) = Z (o5 -7 )\Un”’n”><H3(<2(Fij)) X Hog*(Ti) |
JEN(3)
Insbesondere ist dies fiir die Streifenzerlegungen aus Bemerkung [(i) der Fall. Es sei auch auf
Bemerkung [ auf Seite [[7 verwiesen.

Wie wir bereits in Bemerkung B0(ii) auf Seite B8 angedeutet haben, werden wir die Konvergenz
der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode unter verschiedenen Voraussetzungen beweisen. Die
Hilfsresultate in diesem Kapitel werden unter schwachen Voraussetzungen bewiesen, um sie in so
vielen Féllen wie moglich anwenden zu konnen. Diese schwachen Voraussetzungen werden an den
Stellen eingefiihrt, an denen sie bendtigt werden.

Wenn wir keine zusétzlichen Regularititsforderungen an die Losung des Modellproblems (Z3])
bzw. des Transmissionsproblems () stellen, dann miissen wir die Freiheit in der Wahl der
Verfahrensparameter )\;; einschranken, indem wir diese mit zusatzlicher Regularitit versehen. Wir
benotigen die technische

Voraussetzung 2.10. Fir i =1,...,m, j € N(4), ist A;; + Aj; ein Multiplikator fiir HééQ(FZ—j),
d.h. es gilt
1/2 1/2
(Nij + Aji)n € Hyp*(Tig) ¥ € Hyh?(Tig).

Wenn wir auf Voraussetzung EZT0 verzichten wollen, dann miissen wir etwas mehr Regularitéit von
der Losung des Modellproblems bzw. wegen Satz BEZ2 auf Seite [d von der Losung des Transmis-
sionsproblems fordern. Wir benotigen dann die technische

Voraussetzung 2.11. Fiir die Losung u = (ui)1<i<m € HE(Q) C H' des linearen Modellpro-
blems @3 bzw. des Transmissionsproblems @I) gelte dp,u; € L*(Ty;), i = 1,...,m, j € N (i),
d.h. sémtliche Konormalenableitungen auf den Schnittstellen der Teilgebiete sind als quadratinte-
grierbare Funktionen interpretierbar.

Bemerkung 25. Unter Voraussetzung ZTTl konnen wir durch die Wahl der Startwerte g?j € L2(T'y)),
i1=1,...,m,j € N(i), der verallgemeinerten SCHWARzZschen Methode (238 sicherstellen, dass die
sich fiir die Fehlerprobleme ([2247) ergebende Folge (gt’?)m die wir nach obiger Konvention wieder mit
(9% )n bezeichnen, in L?(T'y;) liegt. Wir verweisen auf Bemerkung 23 auf Seite BIl Weiterhin kénnen
wir unter dieser Voraussetzung mit obigen Startwerten aus L?(I';;) die Aussage des Korollars
A verschiarfen. Wir gehen dann unter Beachtung des GELFAND-Dreiers HégQ (I;;) € L3(Ty;) C
HO_Ol/ 2 (Ti5) und g7% — Aijnis € L*(Ty;) vom Dualitéatsprodukt zum Skalarprodukt {iber und erhalten
nach Grenziibergang fir i =1,...,m

ai(esel) = D (95 = N5 m) e, - (2.55)
JEN (D)
Dabei wurde
‘ Mfﬂn T L2(Tyy) = ‘ Mfﬂn T HY/2(Ty;) [ 0
benutzt.
Um die Notation zu verkiirzen fithren wir mit g = (gi;)1<istj<m, 9ij € H&Jl/Q(I‘ij), i=1,...,m,

j € N(i), die folgende Bezeichung ein:

1
lall? = <100—Jlgij,wgij> | (256)
lg}f;"; Aij + Agi (Héo/Q(Fij)),XHéo/z(Fij)
g i

Jel (Héf (Ty5), HO_Ol/ 2(Fij)) bezeichnet dabei den RIESZ-Isomorphismus. Unter Voraussetzung
2.8 auf Seite EI1 ist der Ausdruck sinnvoll erkléart, da der Nenner A;; + Aj; dann nicht Null ist.
Um dariiber hinaus die Nichtnegativitat von {28 fiir beliebige g;; € H(;01/2(1"ij), 1=1,...,m,
j € N (i), zu sichern, miissen wir erneut zusatzliche Forderungen an die Verfahrensparameter der
verallgemeinerten SCHWARZschen Methode stellen, namlich die technische
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Voraussetzung 2.12. Firi=1,...,m, j € N (i), gelte
esslinf(Aij (x) + Nji(z)) =my; > 0.
zely; -

Insbesondere ist A;; + Aj; fast {iberall positiv.

Bemerkung 26. (i) Die Voraussetzung wird durch die stérkere Voraussetzung LU auf Seite
B/ welche fiir die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode fiir elliptische
Probleme mit dominantem Hauptteil notig war, impliziert. Im Zusammenhang mit indefiniten
Problemen kénnen wir durch geeignete Wahl der Verfahrensparameter die Wohldefiniertheit der
Methode auch ohne die Voraussetzung 29 sichern. Um die Konvergenzbeweise auch fiir gewisse
indefinite Probleme fiihren zu konnen, ist es deshalb sinnvoll, die nachfolgenden Hilfssétze unter
der schwacheren Voraussetzung zu beweisen.

(ii) Sowohlin [Lio90)] als auch in [Den97] wurde die wesentlich stérkere Voraussetzung A;; = const >
0,i=1,...,m, j € N(i), verwendet.

Wegen der Abschétzung

1
lol? = 3 (25 T s )
1§izgm /\ij + >‘jz' ij ij
JEN(4)
1
= 7*]_19@”&]_191']’)
JEN(4)
1 2
> — || T g5
= g;ﬂ i H ngLZ(rij)
JEN (i
1 2
JEN(D)
mit m;; = || Aij + /\jiHLOC(F--)’ sichert Voraussetzung tatséchlich die Positivitdt von [Z24).
ij

(-, -) bezeichnet wieder das Dualitétsprodukt in H&JI/Q (Ty5) % HééQ (T;;) und beim Ubergang von der
ersten zur zweiten Zeile wurde der GELFAND-Dreier HééQ(Fij) C L*(I';;) C HO_Ol/Q(FZ-J—) benutzt.
Die letzte Gleichheit gilt wegen Lemma

Bemerkung 27. (i) Wenn g mehr Regularitét besitzt, d.h. gi; € L*(Ty;), i = 1,...,m, j € N(4),
ist, dann wollen wir unter (356

1

I gll? = (—gg) (257)

2 ) L
FEN (i)

verstehen.

(ii) Moglicherweise kann statt ([ZZhf) allgemeiner

1
gl = <—gz-j,J1gz—j>
1‘%73 Aij + Aji (Hog?(Tig)) x H3S> (Tij)
£

definiert werden. Dazu muss nach der Sinnhaftigkeit des ,Produktes* also

1

Nij N Gij»
L>(T5) - HJOU 2 (T;), gefragt werden. Ausdriicke dieser Form konnen beispielsweise mit dem Kon-
zept des Paraproduktes erklart werden. Unter Umstanden konnte in diesem Zusammenhang sogar
auf Voraussetzung ZT0 verzichtet werden. Um Komplikationen in Verbindung mit verallgemeiner-

ten Produkten zu umgehen, wird die letzte Definition nicht verwendet.

Wesentlich fiir den Konvergenzbeweis ist das folgende

Lemma 2.4.5. Seie” = (e!')1<i<m € H' eine schwache Lisung des homogenen Problems ([ZZ70).
Weiter seien die Voraussetzungen [Z8 und ZI4 erfillt. Zusdatzlich gelte eine der Voraussetzungen

[Z10 oder ZI1. Dann gilt mit

g = (géj)lgi;éjgm , le{n,n+1},
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~rn n n (12 n+1 1112 J n 2
alem ey =2 | g™ 1P =g P+ > / (i = Xi) (o, () do |, (258)
1<j<m ij

€N (F)

wobei a(-,-) die Bilinearform (ZI0) bezeichnet.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnung nj; := Vf;ij (e;-‘). Ohne eine der zusatzlichen Vorausset-
zungen berechnen wir mit dem GELFAND-Dreier H&f (I';;) € L3(Ty5) C HO_Ol/Q(FZ-J—)
1
e = (5o )
lgs:m Aij + Aji ’ ’ L2(Tij)
iENG)
&2 &50 2
= g™ Ml
1 _ n - n
+ Y (ﬁJ NP (Mg + Nings), THTP (N +)‘ji)77ji))
1<j<m ] Jt L2(Tij5)
€N (5)
1
- (o AT )
lgs:m Aij + Aji ’ ! L2(Tij)
ieN(5)

also

n n 1 — n — n Tn
g2 =Mlg™ M2 = > <7J HZP(Nij + Nimgi), J 1(2gji100(>‘ij+/\ji)nji)>

1<j<m Aij + Aji L2(Tyj) .
iENG)
(2.59)
A) Es gelte Voraussetzung ZT0 Wir betrachten zwei Félle.
AT) Sei e} € V% fiir alle i = 1,...,m. Insbesondere gilt dann n}; € HéO/Q (Ti;). Die Voraussetzung

210 liefert nun
JTHIO N + Naonfs) = T TNy + Xan) = (Nij + Xja)ns

Zusammen mit ([Z5Y) haben wir dann unter Beachtung des obigen GELFAND-Dreiers

g™ 112 = g™ 1% = 3 (g = TNums) + (g — TNl mis)
1<j<m
ieN(4)
250 <
=7 > aier e+ D0 (g — TNl )
j=1 iEN(J)

Beriicksichtigen wir die Identitat
Yo gy = TNgufnl) = ajlefef) = > (T = N )
i€EN(5) iEN(5)
liefert uns das

m

~ 1
a(e",e") = aj(e},ef) = 5 [ Mo I =1l g™ + Yo TG = Ny |
j=1 1<j<m
€N (5)
also im speziellen Fall €7 € VJ»OO die Behauptung, weil wir das Dualitatsprodukt auf Grund der

Regularitét durch das Skalarprodukt im L?(I';;) ersetzen konnen.

AI) Sei nun e’ € V; fiir alle ¢ = 1,..., m. Die Abbildung

1 — j — n n
h:vj— <7J HI (Vg + Ny, (0))s T 2gg — T (Vg + Aji)%))

Aij + Aji L2(ry)
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ist wegen

| (UJ | < HJ 29;1 IOO(/\ZJ +)\J’L 7731 ||L2 ) ||‘] OIOOH mij - H'YF |UJ||H1(Q )
ein lineares stetiges Funktional auf V;. Fur e € V; existiert eine Darstellung
el =e;" + w-lim ef : e?’" € Hy(Q;), e?’" = Z Rji,u?;" eV, u?{" € HJ*(Ty))

—00
1E€N(4)
mit

0.

Siehe auch den Beweis zu Lemma Wir erinnern daran, dass die Folgen (e?’”) & so gewdahlt

werden konnen, dass ~{. (e;?an) - H?{n - ij" = 'Yli“-j (efm) gilt. Fiir die genaue Konstruktion sei
ij i

auf den Beweis zu Satz auf Seite [@ verwiesen. Jetzt liefert Lemma 2] auf Seite und
h(w;) = 0 fiir alle w; € H} ()

s =, —
J Ju H/2(I;;) k—oo

h(e?) = h( ")+ lim h( ™) = lim h( ™).

k—o0 k—o0

Unter Voraussetzung 10 erhalten wir analog zu A.T)

h(e?n) = (M%n, J71(2g;‘li - IOO(/\ij + /\jz)n;ll)) < g_]z IOO(AW + /\jz)nﬂﬂ ‘u;cl,n> .

L2(Ti5)

Gehen wir weiter wie in Teil A.T) vor, so erhalten wir unter Beachtung von Korollar 2224 und der
Identitat

; k, ; k,
dim S (= TN ) = el = im S (O =N L
€N (5) €N ()
und anschliefendem Grenziibergang
- 1
a(e",e") = aj(ef.ef) =5 | g™ 17 = Wg" P+ D2 (Mg = X)) o, |
i
i J

also die Behauptung des Lemmas.

B) Es gelte nun Voraussetzung EZTIl Unter dieser zusitzlichen Regularitétsforderung haben wir
E&RD). Damit vereinfacht sich (Z29J) und wir berechnen

wryz 23D

|||gn |||2 - ||| g 29]1 )\U + )\JZ)T]]Z’ T]JZ)LZ(F )

1<j<m
€N (4)

= Z (9?1 - )‘jm?i’n?i)m(rij) + Z (g;lz - )‘ijn?im;’li)m(rij)
1<jsm 1<j<m
P1EN(5) ieN(5)

55 <

- Zaj(e?,e?) + Z (95: — Aij”?iv”?i)m(nj) ’

= 1545

was mit der Identitat

D (g5 = X e,y = ealefh €)= D0 (g = Mo m3) e,
IEN () IEN ()

die Aussage des Lemmas liefert. O

Wir fithren eine weitere technische Voraussetzung ein, um mit Hilfe von Lemma 220 das néchste
Lemma beweisen zu kénnen.
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Voraussetzung 2.13. Fiir j =1,...,m gelte

> / Xij = M), (v3) do < C aj(vj,v5) = Nj(vj)  Vo; € ker Py(D) C V.
iEN(H)

Dabei sei N;(v;) > 0 fiir alle v; € ker P;(D) C V; und 0 < C' < 2.

In einigen Féllen wird spéter an die Stelle von N;(v) eine geeignete Norm treten. Die Vorausset-
zung ist tatséchlich erfiillbar. Dies sehen wir beispielsweise fiir die spezielle Wahl A;; = A;; und
N; = 0 und positiv semidefinites a;(-,-). Die positive Semidefinitheit der Bilinearform folgt ins-
besondere aus den Voraussetzungen 2] und Wie wir in Abschnitt sehen werden, ist fiir
konvektionsdominante Probleme unter gewissen Einschrankungen und einer speziellen Wahl der
Verfahrensparameter A;; die Voraussetzung auch fiir indefinite Bilinearformen erfiillt.

Bemerkung 28. Mit den Voraussetzungen ] und auf Seite [[1l haben wir insbesondere
a;(vj,vj) > v ||ij||iz(9i) Vvj € V; Dker Pj(D).

Zusammen mit der FRIEDRICHS-Ungleichung Satz [AZ2T] und der Beschrénktheit der Spuroperato-
ren ’Y%i]" siehe Satz[AZ8 berechnen wir dann die fiir Voraussetzung ZT3 hinreichende Bedingung:

Es existiert ein 0 < C' < 2 und N;(v;) > 0, sodass
1
Ny(v;) < ((02 02) d-C—m.C ) loslpe, V0 € ker Py(D)

gilt. Dabei bezeichnet Cp = Cp (Qj’UieN(j) I"ij) die Konstante der FRIEDRICHS-Ungleichung
und «y,v; die Konstanten aus den Voraussetzungen Bl und EZ2, die Beschranktheit der Spur-

2
operatoren geht in C, 1=} .. NG) ’*y%ﬁ H ein und die Verfahrensparameter werden mittels m :=

max;e n(5) || Aij — >‘ji||Loo(F~) abgeschétzt. Fir den Fall N; = 0 ist die obige Ungleichung erfiillt,
falls ein 0 < C' < 2 existiert, sodass

1
1+—)-d-02m
(1 oz

gilt.
Mit der letzten Voraussetzung formulieren wir

Lemma 2.4.6. Sei e = (e!")1<i<m € H' eine schwache Lisung des homogenen Problems ([ZZ70).
Weiter seien die Voraussetzungen 28, [Z13 und [Z13 erfillt. Zusdtzlich gelte eine der Vorausset-
zungen 210 oder 211 Dann gilt

(2- )+ ZN ) < Mg™ 112 = [l g™+ 12, (2.60)
wobei a(-, ) wieder die Bilinearform (IZZB) bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung folgt offensichtlich aus Lemma EZZH und Voraussetzung (]

Um im Beweis des nichsten Lemmas eine Summationstechnik anwenden zu kénnen, benotigen wir
die Nichtnegativitét von a(e”, e™). Wir formulieren dies ebenfalls als technische

Voraussetzung 2.14. Fiir alle v = (v;)1<i<m € [[|", ker P,(D) C H' gelte

0 <a(v,v) Z (v5,0;).

i=1

Bemerkung 29. Die Nichtnegativitdt wird nur von a(-,-) gefordert. Die einzelnen Summanden
a;(-,-) diirfen sehr wohl negativ sein, was bei indefiniten Problemen auch auftreten kann. Die
Vorraussetzung ist natiirlich erfiillbar. Sie ist schwdcher als die positive Semidefinitheit der Bili-
nearform a(-,-), denn die Nichtnegativitit wird nur auf dem Teilraum []", ker P;(D) gefordert.
Somit impliziert die positive Semidefinitheit der Bilinearform a(-,-) die Voraussetzung EZT4l Die
Voraussetzungen 2] und auf Seite [Tl implizieren ebenfalls die obige Voraussetzung. In diesem
Zusammenhang sei an Bemerkung Bl auf Seite [ erinnert.
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Mit Voraussetzung 22T beweisen wir das

Lemma 2.4.7. Sei (€")nen = ((€])1<i<m),en durch Algorithmus (ZZ)-ZZY) erzeugt, also die
Folge des Fehlers der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode. Weiter seien die Voraussetzungen
[Z3 213, [Z13 und [ZI4) erfillt. Zusdtzlich gelte eine der Voraussetzungen [ZI0 oder ZIN. Dann
qilt

a(e™,e") —— 0 und N;(e}) ——0,i=1,...,m, (2.61)

n—oo

falls fiir die Konstante aus Voraussetzung[Z13 C < 2 gilt. Ist fiir allei=1,...,m
ai(vi,v;) >0 Yo; € ker P;(D),

so gilt uberdies

n .n .
a;(el,el!) ——0,i=1,...,m.
n—oo

Gilt fir die Konstante aus Voraussetzung[Z13 der Grenzfall C = 2, so bleibt die Aussage

Ni(el) ——0,i=1,...,m,

K2
n—oo

auch ohne Voraussetzung [Z-14 giltig.

Beweis. Lemma 248 und Summation tiber n € N liefert

> ((2 —C)a(er ") + ) Ni(ﬁ?)) < llg" I,

neN i=1

woraus unter Beachtung von Voraussetzung LT3, also insbesondere N;(ef) > 0 und C' < 2, und
der Voraussetzung EZT4l die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt mit ([ZI0) direkt
aus der ersten. Die letzte Behauptung erhalten wir ebenfalls aus obiger Reihe, wenn wir beachten,
dass fiir C = 2 der erste Summand verschwindet. O

Bemerkung 30. Um (B zu sichern, kann im Fall C' < 2 auf Voraussetzung EZT4 nicht verzichtet
werden. Zwar wiirde die schwachere Voraussetzung

(2-0C)alv,v) + i]\@(vi) >0 Vo= (vi)i<i<m € ﬁkerH(D) c it

i=1 i=1

liefern, dass die Reihenglieder im letzten Beweis eine Nullfolge bilden, aber das reicht nicht aus,
um beide Aussagen in (81 zu sichern.

2.4.3 Zur Konvergenz der VSAM

In diesem Abschnitt werden wir die starke H L_Konvergenz der verallgemeinerten nichtiiberlappen-
den ScHWARZschen Methode (Z38)-([Z39) gegen eine Losung des linearen Modellproblems bzw. des
linearen Transmissionsproblems fiir verschiedene Klassen von Differentialoperatoren zeigen. Dabei
sind alle in Abschnitt BXTl definierten Zerlegungen des Gesamtgebietes §2 zugelassen, also insbeson-
dere auch Zerlegungen in mehr als zwei Teilgebiete, von denen nicht alle einen echten Auflenrand
zu haben brauchen, und Zerlegungen mit Kreuzungspunkten.

Um die Notation abzukiirzen, fithren wir noch folgende Bezeichnungen aus [Den97] ein:

Gi=¢ J % [n0%nT)>05, (2.62)
1<k<m
Gri=3 J % |p02%nG)>0,00G=0vI<r;. (2.63)
1<k<m

Dabei bezeichnet p das (N — 1)-dimensionale HAUSDORFF-Ma8. In Gy liegen also die Teilgebie-
te, die einen echten Auflenrand haben. In G,; hingegen liegen die Teilgebiete, die einen echten
gemeinsamen Rand mit G, haben und nicht schon Teilmengen von Gy, | < r, sind.
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Elliptische Probleme mit dominantem Hauptteil

Unter elliptischen Operatoren mit dominantem Hauptteil verstehen wir (im Allgemeinen nicht
symmetrische) Operatoren der Gestalt {Z2), also

Py(D) = —div(Ai(z) - V) + (b;(2),V) + ¢i(z) auf Q; , i =1,...,m,

welche die Voraussetzungen BTl und erfiillen. Die Dominanz des Hauptteils wird dabei speziell
durch Voraussetzung 222 gesichert, denn diese liefert die Abschétzbarkeit der zugehorigen Bilinear-
form durch den Teil, der dem Hauptteil entspricht. Mit Bemerkung (i) auf Seite [Aist sofort klar,
dass diese Voraussetzungen die positive Semidefinitheit der Bilinearformen a;, ¢ = 1,...,m, und
damit auch die positive Semidefinitheit der Bilinearform @ nach (ZI0) implizieren. Wir erinnern
daran, dass das Erfiilltsein der obigen Voraussetzungen auch durch geeignete Kombination anderer
Voraussetzungen gesichert werden kann, sieche Bemerkung [B(ii) auf Seite

Wir formulieren nun den Konvergenzsatz fiir die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode fiir Pro-
bleme mit dominantem Hauptteil.

Satz 2.4.8. FEs gelten die Voraussetzungen 2 und [ZA (bzw. alternativ die Voraussetzungen 2],
[Z3 oder die Voraussetzungen[Z, 223, [27]) und zusdtzlich eine der Voraussetzungen[ZII oder
ZID Seiu = (ui)1<i<m € HE(Q) C H' eine schwache Lésung von [Z33) bzw. analog eine schwache

Losung von (ZI3) und sei (u™)nen = ((u]')1<i<m) ey C HY eine durch Algorithmus (Z38)- Z39)
produzierte schwache Lésungsfolge, wobei die Startwerte g?j beliebig aus L*(T';;), i = 1,...,m,
j € N(i), gewdhlt sind. Die Parameter der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode sollen die
Voraussetzungen [Z.9 und [ZI13 erfillen. Dann gilt

m 1/2
= e = (z uumiﬁ,w) 0 firn— o .60
=1

Beweis. A) Es gelte Voraussetzung ZT0
Der Fehler " = (e")1<i<m € H', siche [Z20), geniigt (ZZ0)-29). FF) entspricht dann

m 1/2
le™l g1 = <Z ||e?||§{1(gi)> — 0 fiir n — oo. (2.65)
i=1

Die Voraussetzungen BT und bzw. die im Satz aufgefiihrten Alternativen, siche Bemerkung
[B(ii) auf Seite [3, implizieren Voraussetzung T4 Wir haben mit Bemerkung Bi) auf Seite
sogar mehr, ndmlich

a2 [ Vel dn = [9e g, 2 0, (2.66)
Q;
Voraussetzung 220 impliziert natiirlich Voraussetzung T2 Nun kénnen wir das Lemma 247 auf
Seite BY anwenden und erhalten (mit nach Voraussetzung LT3 sinnvollem N;(+))

a;(el,er) — 0 und N;(el') — 0 fir n — o0 (2.67)

AR

und mit ZE0) ebenso
Vel g2,y — 0 fiirn — oo (2.68)

fiir 4 = 1,...,m. Abkiirzend definieren wir wieder 7, := 711;1_], (er) € HY2(I';;). Die Abschitzung
aus Lemma 224l auf Seite B2 liefert zusammen mit den Voraussetzungen X9 und ZT4

Z ﬁumnj“i?(rij) < Z ||g?j||H0*01/2(rij) Hn%HLz(Fij).
JEN(3) JEN(4)

Setzen wir ||775||L2(F”) = max;e (i) HUZ HL2(F”), so erhalten wir damit

2
MHTI;}”LZ(F“) < E Hg?jHH&)l/Z(F”) ||’r]3||L2(F“) )
JEN (i)
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was grob abgeschatzt und unter Beriicksichtigung von ||77;}||L2(F_L) > ||77Z"L2(F ) fir j e N(7)
; y
ey < e 2 ol
“NL2(Ti;) =  min )\ij ) ) W Hog "~ (Tig)
JEN (i) — JEN(4)

liefert. (Z0H) und (Z60) sorgen dafiir, dass die nichtnegative Folge (|||¢"|||)» monoton fallt und
somit durch [[|¢°]| nach oben beschréinkt ist. Mit B50) und den Abschitzungen auf Seite B2l
erhalten wir, wenn wir weiter abschétzen,

> Moillurw,y < D2 Mo5lumrew,, < mvEllell =:C
oo (Tij) 00 (Tiy)
FEND) e

mit £ := max [Aij + Ajill poo p,, - Das ergibt zusammen mit der vorletzten Ungleichung

J

JEN(4)
0 C
||77ij||L2(1"ij) = “min A SL (2.69)
JEN(3) —

Als Nullfolge, siehe ([ZEG3), ist (||Ve}'|| 2, )n natiirlich beschréinkt, woraus mit (Z6d) und der
FRIEDRICHs-Ungleichung, Satz [A2.T]

il g1 < CF (H%Hy(pij) + [|Ve; ||L2(Qi)) Sl (2.70)

fir: =1,...,m folgt.

Fir alle i € {1,...,m} mit ©; C Gy gilt 7 (ef) = 0 auf dem AuBenrand T'; mit p(I';) > 0, was
zusammen mit ([ZB) und der POINCARE-Ungleichung, Satz [AZ2

lei'll i1y < CPIIVET 2, — 0 fiir alle ¢ mit Q; C G4 (2.71)

liefert. Wir erhalten mit dem Spursatz, siehe Satz oder [Gri83, Theorem 1.5.1.3], und der
stetigen Einbettung H'/?(T;;) — L?(T';;) fiir alle 4 mit Q; C Gy

1950 oy < 15 nce, ) S Nl oy ——= 0, fiir alle i mit ©; € Gy, j € N(i).  (2.72)

Seien nun zwei benachbarte Teilgebiete 2; C G2 und Q; C G gegeben. Wir werden zeigen, dass
dann ein Teilrand I';; C T'y;, p(T's5) > 0, mit

existiert. Sei also I/‘; C I';; mit positivem HAUSDORFF-Mafl. Weiter gelte dist(@l“ij,af;j) > 0.
Wir wéhlen eine Abschneidefunktion ¢ € C§°(I';;) mit 0 < ¢ < 1 und ¢|FA] = 1. Nun definieren
wir D;;(€) = {¢ € C®(Q) | Ylr,;, = ¢,¢laa\r,, = 0}, was, wie man leicht nachrechnet, fiir
1 <p < oo dicht in LP(£;) liegt. Jetzt setzten wir fiir ¢; € D;;(€) vP := el - ¢;. Nach Definition
gilt v € VO, ob (uF) = nli¢ =t nf € Hy)*(Ty;) und Yhonr, (V) = 0. Mit (ZEI) erhalten
wir fiir diese v} unter Beachtung des GELFAND-Dreiers HééQ(Fij) C L*(Ty) C H&Jl/Q(Fij) und
Aijnis € L*(Dij)

Iy

—0 (2.73)

n
iy _
* L2([;) n—oo

a;(ef,vi') + (Aijn%,n?j)m(r”) = <gl§-ml§->. (2.74)
Durch Verwenden der Identitat
7o) = ailedef) +ailel, (i — L)ef) (2.75)

a;(e

und mit den Bezeichnungen

oy (i) =

/ (A,Vel, V(s — 1))el da
Q;

ajw) =| [ (Ave venw - s
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ay (i) =

/ b;Velel(y; —1)dx
Q.

n _ n on
) Oé4 - ‘ <gz]’77”>‘ )

6’:@» - \ / el P~ ) e

erhalten wir daraus unter Beachtung von ([Z66]) und

2 —
Nis || 2 A‘ < Xii (M™)?2 6 d :(Ai- " ?P)
Aig nzj‘rij L) \/Fij J (771]) ¥ o 3Mizs i L2(Ts;)
>Xij Pl =1
die Abschitzung
M|l e, < R0 + 0300 + 0 (w0 + 0} + 67 (w0 (2.76)

Wegen ([Z68)), (Z70) und der Beschrianktheit von |1); | und | V; | streben die ersten drei Summan-
den in Z70) fiir n — oo gegen Null. Mit {Z52), dem obigen GELFAND-Dreier und (\;; Jr)‘ji)???i_l c
L3(T;;) sowie Lemma haben wir

aj = ’ (()\ij + )\ji)n?flan?j)wr__) — <9§71,77?j> ’
< Wt Al 1 e [T, 13 e |
- 0 T gl ey W50 M2y || L2(T;) it Mg/ oy || L2(y)
Nun gilt wegen
2 253
“n _ n\2 22 n |2
M5 L2(Ts) */F__(m'j) @° do < Hm'me(rij) S 1 (2.77)
i \;1
und m mit Qj c Gy
n—1 “n
INig + Ajill o oy 1055 o, |75 P (2.78)

Weiter liefert (50)2 unter Beachtung des obigen GELFAND-Dreiers und /\jm?i_l € L*(Ty))

’ <g;l7;_1’u> ’ S ‘ <6Pj€?_1’u> ’ + ‘ ()\jin;li_l’u)LZ(Fij)
(2w ) 3
a5 €™ RI0) = 0|+ il oy 185 ey Dl

<
N "6?_1”H1(Qj) HRﬁ“HHl(Qj) + ||)\ji||L°°(Fij) Hn?i_lHLZ(rij) ”M"Hl/z(mj) ?

00

wobei die Beschranktheit der Bilinearform, siehe Bemerkung Bl auf Seite [T}, benutzt wurde. Zusam-
men mit der Beschrinktheit des Fortsetzungsoperators R7* € £ (Hég2(1"ij), V]) und 7)) sowie

&) erhalten wir
n—1 H

Hg?i_lHH&)l/Z(rij) S Hej H1(9) + ||)\ji||L°°(Fij) Hn;z_—IHL2(FU) :;O_) 0.

Unter nochmaliger Beachtung von Z270) gilt insgesamt

ay —— 0.
n—oo

Zusammenfassend gibt es also zu jedem € > 0 ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt
€

5

Weiterhin ist wegen ([Z770) ||(e?)2||W1’1(Q_) < 1 und der SOBOLEVsche Einbettungssatz[A23 liefert
||(e?)2||Lq(Qi) < 1fiir 1 < ¢ < N/(N—1). Dariiber hinaus liegt D;;(£2;) dicht in LP(£;), 1 < p < oo,
sodass fiir jedes € > 0 ein ¢; € D;;(€;) existiert mit

oy (i) + ag (Vi) + a3 (i) +ay < (2.79)

[ = Ul ey < &
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Somit existiert zu jedem € > 0 ein ¥; € D;;(£);), sodass fiir alle n € N gilt

n n n €
8" (1) < lleill e oy /Q D=1 do 5 € sy =1 5 o < 50 (280)

7

wobei die HOLDERsche Ungleichung benutzt wurde und § > 0 hinreichend klein zu wahlen ist.
&) und Z30) zusammen mit Z70) liefern nun Z73).

Aus der Definition von G, siehe {Z83), geht hervor, dass fiir alle ¢ mit ; C G ein j mit Q; C Gy

o~

existiert, so dass p(I';;) > 0 und speziell auch p(I';;) > 0 ist. Daraus folgt mit Z68) und Z73)
sowie der FRIEDRICHs-Ungleichung Satz [AZZ] dass fiir alle 4 mit ; C G2 gilt

2
2 2
leF 7 ) S IV T2y + D ’
Q;CGy

— 0. (2.81)

L2(Ty5) n—oo

'3
i |17,

In gleicher Weise konnen wir fiir » > 3 zeigen, dass fiir alle ¢ mit Q; C G, gilt
2 2
e 0 S IV e@y + D |
Q;CGr_1

Da die Anzahl der G, endlich ist (< m), haben wir [Z6H) gezeigt.

2

—0. (2.82)

L2(f‘;\j) n— 00

n
Mij |1

B) Unter der alternativen Voraussetzung EZTTl tibertrigt sich der Beweis wortlich. Die einzige Stel-
le, an der eine der beiden Voraussetzungen benutzt wird, ist bei Verwendung von Lemma 471
Natiirlich kénnen wir mit Voraussetzung EZTTl an den entsprechenden Stellen von der Dualitat im
HO_OI/2 (Ty5) x H&f (I';;) zam L*(T;;)-Skalarprodukt iibergehen und die Abschitzungen evtl. ver-
schérfen. Dies ist aber nicht notig, da wir g7} € L?(T;;) natiirlich auch als Element aus H&Jl/ 2 (Ti5)
auffassen konnen, womit die Abschétzungen aus Teil A giiltig bleiben. O

Bemerkung 31. (i) Im Fall einer Streifenzerlegung des Gebietes nach Bemerkung [[(i) auf Seite
kénnen wir in Verbindung mit Voraussetzung 2210 die Startwerte der Iteration sogar beliebig aus
H&Jl/ 2 (T;;) wahlen. Der Beweis bleibt ohne Anderungen giiltig.

(ii) Eine Durchfithrung des Beweises unter Voraussetzung 4 bzw. B ist ohne Voraussetzung
nicht moglich, da dann die Positivitat bzw. die Abschétzbarkeit der zugehorigen Bilinearform
gegeniiber dem Gradienten, siche ([Z86), nicht mehr gesichert werden kann. Die Konvergenz der
verallgemeinerten SCHWARZschen Methode lisst sich fiir gewisse Probleme auch ohne die Voraus-
setzung sicherstellen, wie der nachfolgende Abschnitt zeigt.

Singular gestorte und indefinite elliptische Probleme

Wir wollen in diesem Abschnitt Probleme untersuchen, die die Voraussetzung nicht erfiillen,
d.h. die nicht durch den Hauptteil des Differentialoperators dominiert werden. Vertreter hierfiir
sind elliptische Probleme mit singularer Storung im Diffusionsterm, wie beispielsweise advektions-
bzw. konvektionsdominante ([|bil| ;e (q,) > [|4ill 1 (q,)) oder reaktionsdominante ([|ci| e (q,) >
max{ || Aill o (q,) > HbiHLw(Qi)}) Probleme, aber auch elliptische Probleme, die auf indefinite Formen
flihren.

Die Schwierigkeit liegt darin, die Voraussetzung durch andere Voraussetzungen zu ersetzen,
unter denen die Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode gesichert werden kann.
In diesem Zusammenhang ist das Ersetzen der Voraussetzung durch die Voraussetzungen 4]
bzw. 27 jeweils in Verbindung mit Voraussetzung EZ3 nicht sinnvoll, denn diese Kombinationen
implizieren nach Bemerkung [(ii) auf Seite [3 wieder die Voraussetzung L2 Zusétzlich sei daran
erinnert, dass die Voraussetzung das Springen der konvektionsrelevanten Koeflizienten b; auf
den Réndern benachbarter Teilgebiete erfordert, was physikalisch nicht sinnvoll ist. Aus diesen
Griinden wére es vorteilhaft, ohne die Voraussetzung ZH auszukommen. Wie wir in Bemerkung[l(v)
auf Seite [3 festgestellt haben, kann Voraussetzung 24 durch eine geeignete Kleinheitsbedingung
an b; ersetzen werden. Dies widerspricht allerdings der Natur konvektionsdominanter Probleme.

Gliicklicherweise gibt es einen Weg, die Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode
fiir singulér gestorte Probleme zu zeigen, ohne Voraussetzung 21 zu benutzen. Dieser beruht auf
einer speziellen Wahl der Verfahrensparameter \;;. Allerdings kommen wir in diesem Fall nicht
ohne zusétzliche Forderungen an die Koeffizienten b; aus. Wir benotigen die
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Voraussetzung 2.15. Fiir die konvektionsrelevanten Koeffizienten b; = bl € (L>(%;))
i=1,...,m, des Differentialoperators (Z2) gilt divb;, € L>°(€;) und zusétzlich

A (b) =~ (b)) = () =~ (b) € L¥(Tyy), j € N (i),

mit dem Spuroperator aus Satz [AZ2. 10 Die hinreichend regularen Spuren springen also nicht zwi-
schen den Teilgebieten bzw. b € (L>°(Q))" ist stetig auf den Réndern der Teilgebiete.

Die zusatzliche Regularitidt der Spuren des Vektorfeldes b auf den Randern der Teilgebiete I';; ist
notwendig, da diese in die Verfahrensparameter A;;, welche als wesentlich beschrénkte Funktionen
vorausgesetzt wurden, eingehen werden.

Bemerkung 32. Fiir Gebiete mit hinreichend glatten Teilrindern, wie z.B. Polygone im R2, folgt
(Wfiijbi,ni) € L>=(T';;) aus b; € (WL (Q;))V. Siehe z.B. [Off99, Theorem A.7].

Wir konnen auf Voraussetzung L8 ganz verzichten, wenn wir die Parameter der verallgemeinerten
ScHwARZschen Methode fiir : = 1,...,m, j € N (i), wie in [AKLO98] wiahlen, namlich

Ni = A= % (9, (0) = Zi5) = A, = % (7, 0) + Z32), (2.83)
- 1/ 4 1 _
Nio= A= =5 (0, 0) = Zii) = N = 5 (0, 0) + 2. (2.84)

wobei Z,;, Z;; € L>(T;;) strikt positive Funktionen sind. Fiir hinreichend regulére b gilt dabei mit
ni; bzw. nj; als auBerer Normale beziiglich Q; bzw. Q; auf I';;

WFij(b) = (b, nij)lrij bzw. Vf:zj(b) = (b, nji)lrij .

Diese Wahl der Verfahrensparameter \;; bzw. A;; kompensiert in gewissem Sinne den Einfluss der
in der Variationsformulierung nach partieller Integration auftretenden Randterme beziiglich b;.
Bemerkung 33. (i) (ZZ3) und (ZZ4) implizieren wegen Voraussetzung I8 Z;; = Z;;. Weiter gilt
Nij + Nji = 2(Zij + Zji) = Z;;, was wegen der strikten Positivitit von Z;; = Z;; die Voraussetzung
12 impliziert. Wir kénnen iiberdies immer Voraussetzung 29 erfiillen, wenn wir nur fast iiberall
Zij > | 49f,(b) | wiiblen,

(ii) Anregungen fiir die Wahl von Z;; finden sich in [LMOO0], [AKLO9Y], [OL99 und [Of£99].
Beispiele sind

1 *7
Zij =5 ’Vr”(b)

1
s wail ’+\/_, ZZJ \/’ +4€Ci

und
1 *7
Zij = 5 |8, 0) | + &+ V/elei + ),

wobei € & || A;|| ;o (q,) entspricht und n > 0 einen freien Parameter bezeichnet.

Die Voraussetzung bzw. ihre Alternativen waren in Lemma 22l auf Seite B9 notig, um die
Wohldefiniertheit der SCHWARZschen Methode zu sichern. Bevor wir einen Konvergenzsatz fiir
singuldr gestorte Probleme formulieren kénnen, bendtigen wir daher das folgende Analogon zu dem
eben erwahnten Lemma, das die Wohldefiniertheit der Methode ohne Voraussetzung sichert.

Lemma 2.4.9. Es gelten die Voraussetzungen 2], 23 und 213 (bzw. alternativ die Voraus-
setzungen 2, [274 29 und [Z13). Weiter seien die Verfahrensparameter wie in (Z83) und ([2-53)
gewdahlt. Die Probleme (Z40) bzw. (2-41) sind fiir jedes n € N korrekt gestellt, falls fir die Start-
werte der Iteration g?j € L*(Ty), i=1,...,m, j € N(i), gilt. Liegt speziell die Streifenzerlequng
aus Bemerkungl(i) auf Seiteld vor, so ist keine zusdtzliche Regularitit der Startwerte erforderlich,
d.h. beliebige gioj € H&Jl/Q(I‘ij), i=1,...,m, j € N(i), sind zuldssig.

Beweis. Wir werden zeigen, dass die im Beweis von Lemma 24Tl auf Seite 29 eingefiihrte Biline-
arform a;, also

Giup o) = a(ul o)+ Y (b, () b, ) L

JENG) L2(Tij)
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auch unter obigen Voraussetzungen V;-elliptisch ist. Die restlichen Beweisschritte sind dann tiber-
tragbar. Mit den obigen Voraussetzungen und Bemerkung [Bl(i) auf Seite [ haben wir &Id), d.h.
fur alle v; € V; gilt

a;(vi,v;) = /Q(AZ -V, Vu;) + <ci ~3 div(b; > v; dx + Z ( 'YF ( 2))L2(Fij) .
: JEN (l)
Damit gilt unter Beachtung der speziellen Wahl der Verfahrensparameter und mit
m := min;epr; (essinf Z;;) > 0 fiir die Bilinearform a;

1
@ (vi,vi) > aiuwinizmiﬁ/ <ci§div(bi)> v? da

£ 30 2 (0,00 2, 00 + 225,98, () -
JEN(l) “
2

> il Vel +m D b 00 L

JEN ()
wobei C; > 0 ist. Die Konstante C; hdngt davon ab, ob 2; einen Auflenrand besitzt oder nicht
und welche der Voraussetzungen oder X7 verwendet wurde. Weiter wurde benutzt, dass hier
.. ( 2) =i, (v :)? gilt. Zusammen mit der FRIEDRICHS-Ungleichung Satz X2 liefert dies die
Vi- Elllptlzltat der Bilinearform a;. O

Mit der obigen speziellen Wahl der Parameter \;; konnen wir sogar auf die Voraussetzung T4l ver-
zichten. Damit ist insbesondere eine Behandlung von indefiniten Problemen moglich. Fiir singular
gestorte und indefinite Probleme gilt der

Satz 2.4.10. Es gelten die Voraussetzungen 2, 223 undZIA (bzw. alternativ die Voraussetzungen
23 23 und [Z13) und zusdtzlich eine der Voraussetzungen [ZI0 oder EIl Sei v = (u;)i<i<m €
HL(Q) c H' eine schwache Lésung von (Z3) bzw. analog eine schwache Losung von (ZI9) und sei
(U™ )nen = (U} 1<i<m) ey C H' eine duch Algorithmus (Z38)-(Z33) produzierte schwache Li-
sungsfolge, wobei die Startwerte gioj beliebig aus H(;01/2(Fij) bzw. in Verbindung mit Voraussetzung
2110 beliebig aus L*(Tyj), i = 1,...,m, j € N (i), gewdhlt sind. Die Parameter der verallgemeiner-
ten SCHWARZschen Methode seien zudem speziell nach (Z83) und ([2:84) gewdhlt. Dann gilt

m 1/2
n n 2 .
[u™ = ull g = (E [Jui” — ui'Hl(Qi)> — 0 fiir n — oo. (2.85)
i=1

Beweis. Wie im Beweis von Satz L auf Seite BY reicht es Z8H) zu zeigen. Nach Bemerkung
auf Seite B3 gilt mit obiger Wahl der Verfahrensparameter auch Voraussetzung Mit der

Voraussetzung bzw. alternativ Z8 haben wir fiir alle w; € Vi, i =1,...,m,
1 .
lwil§, = / (A; - Vw;, Vw;) + (ci ~5 div(bi)) w? dx > C ||wi||§{1(ﬂi) (2.86)

mit C' > 0 wie in folgender Tabelle (Konstanten wie in den Voraussetzungen).

C
Voraussetzung ,€; inneres Teilgebiet min(a;, 7;)

Voraussetzung 23 , €2; Teilgebiet mit Auflenrand | min (g—i, 7+ g—l)
Q Q

Voraussetzung 226l min (o, &)

Il la; ist sogar eine Norm auf V;, i = 1,..., m. Fir alle v; € ker P;(D) C V; gilt unter Beachtung
von Bemerkung [B{i) auf Seite

alov) = Lolh + 30 5 (008, 6D) L (2.87)

JEN(3)
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Auf Grund der speziellen Wahl der Parameter A;; und Aj; nach [Z83) und X4) haben wir zudem
mit Bemerkung B3 auf Seite

N2,
J J ,Y*z (b)

i Nig = Zig > 0, Ay = N =, () Zi und Agi = Nij = 3= o, o
i ij

Zusammen mit [ZXT) erhalten wir

Z / (Aji — Aij) ’Y%U (1’12) do = 2a;(v;,v;) — 2 I_I:U’LJ_I%Z (2.88)

JEN (i) T

fiir alle v; € ker P;(D). Die Voraussetzung ist also mit C' = 2 und N;(v;) = 2|[[v; |3, erfiillt.
Nun kénnen wir Lemma EZZ77 auf Seite BY anwenden und erhalten fiir den Fehler ef* € ker P;(D)

Ni(ef) =2 e} &, —— 0,

was wegen (Z30))

lled 11 ) P 0 (2.89)

impliziert. Da diese Uberlegungen fiir alle i = 1,...,m gelten, haben wir auch (ZB3) und somit
die Aussage des Satzes. O

Bemerkung 34. Die Beziehung (Z80) ist unter den abgeschwichten Voraussetzungen B2 bzw. B
als Alternative zu den Voraussetzungen bzw. 28 nicht mehr zu sichern. Der letzte Beweis ist
unter den abgeschwéchten Voraussetzungen also nicht durchfiihrbar, da ||- ||, dann, zumindest auf
den inneren Teilgebieten, nicht nach unten durch die H'(£2;)-Norm abgeschitzt werden kann.

Die Voraussetzungen 223 und EZf lassen sich abschwéchen, wenn wir die Allgemeinheit bei der Wahl
der Parameter der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode unwesentlich einschranken und uns
auf fast positiv semidefinite Bilinearformen beschrénken. Es gilt ndmlich auch der

Satz 2.4.11. Die Aussage des Satzes [2.4.10 bleibt erhalten, wenn die Voraussetzung [Z3 durch
(bzw. alternativ die VoraussetzungZA durch[221) und die (implizit durch die Wahl der Verfah-
rensparameter geltende) Voraussetzung [ZIA durch die (unwesentlich stirkere) Voraussetzung (224
ersetzt wird und zusdtzlich

a;i(vi,v;) >0 Yv; €ker P;(D) CV; (2.90)
firallei=1,...,m gilt.

Beweis. Im Unterschied zum Beweis von Satz ZZTOgilt |- lo, 2 ||| 71 (q,) unter den abgeschwiich-
ten Voraussetzungen 224 und 77 nicht mehr, wobei ||-|lo, wie in {R0G) definiert ist. Wir haben
aber mit den Voraussetzungen 2l und 24 (bzw. den Voraussetzungen 21l und Z7) sehr wohl fiir
allew; e Vi, i1 =1,...,m, R

Lwillg, >C vaiHQN(Q,-)

mit C' > 0 nach folgender Tabelle (Konstanten wie in den Voraussetzungen).

C

Voraussetzung [Z41 , €); inneres Teilgebiet ;
Voraussetzung 24 , Q; Teilgebiet mit Auflenrand gz
Q;

Voraussetzung 271 Q;

Die gleiche Argumentation wie im Beweis von Satz ZZZT0 liefert dann fiir den Fehler el € ker P;(D)
2| I, —— 0,

woraus mit obiger Abschitzung
IVerllzz ) == 0

folgt. Jetzt verfahren wir wie im Beweis von Satz nach Gleichung ([Z6Y), wozu wir Voraus-
setzung benoétigen. Die duflere Ungleichung in [ZE0), und nur diese bendtigen wir, wird durch

E30) gesichert. O
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Bemerkung 35. Die Verwendung der Voraussetzung 2 ist nicht wirklich einschrankend. Fiir ge-
eignet gewdhlte Z;; lasst sich diese immer erfiillen. Siehe Bemerkung B3 auf Seite

Bemerkung 36. Der Satz EZZTTl deckt wegen der schwécheren Voraussetzungen 24 bzw. 27 die
auch auf den Inneren Teilgebieten ausreichen, Fille ab, die in [AKLO98, Theorem 4.1] nicht be-
handelt wurden. Zudem kann auf die L?(T';;)-Regularitatsforderung an die Konormalenableitung
der Losung verzichtet werden.

2.5 Zusammenfassung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde ein lineares Modellproblem erklart. Dabei wurden die
Voraussetzungen 21 bis 271 eingefiihrt. Diese Voraussetzungen erlaubten eine Einteilung des Mo-
dellproblems in verschiedene Klassen. Unter den Voraussetzungen Bl und sprachen wir von
elliptischen Problemen mit dominantem Hauptteil. Die Hauptteildominanz wurde dabei durch die
Voraussetzung gesichert. Fiir singuldr gestorte Probleme, wie beispielsweise konvektions- oder
reaktionsdominante Probleme erwies sich die Hauptteildominanz als zu einschrankend. Aus diesem
Grunde war es teilweise notig auf Voraussetzung zu verzichten. An ihre Stelle traten dann die
Voraussetzungen 23 und 26 bzw. ihre abgeschwichten Varianten Voraussetzungen Z2lund X7 Um
den Zusammenhang zwischen den Voraussetzungen zu verdeutlichen, fithrten wir Voraussetzung
ein. Weiterhin wurden zu Beginn des ersten Abschnittes die geometrischen Voraussetzungen an
die Gebiete festgelegt. Dabei wurde lediglich gefordert, dass das Gesamtgebiet €2 und die Teilgebie-
te Q;, 1 =1,...,m, LiIPSCHITZ-Gebiete sind. Insbesondere durfte die Zerlegung Kreuzungspunkte
und komplett im Inneren liegende Teilgebiete aufweisen. Zudem wurde eine schwache Formulierung
des Modellproblems angegeben und die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen unter
passenden Voraussetzungen bewiesen. Diese Standardresultate beruhten dabei auf der Elliptizitat
bzw. Koerzivitat der zum Modellproblem gehorigen Bilinearformen.

Im zweiten Abschnitt wurde ein, zu dem linearen Modellproblem auf dem Gesamtgebiet dquivalen-
tes, Transmissionsproblem auf den Teilgebieten hergeleitet. Dabei war es wichtig, die Elemente der
Transmissionsbedingung, die den Fluss charakterisieren, als Funktionale tiber den passenden Rau-
men zu interpretieren. Besonders fiir komplexe Zerlegungen, die Kreuzungspunkte und im Inneren
liegende Teilgebiete aufweisen, erwies sich dies als kritisch. Mit dieser Interpretation der Flussbe-
dingung als Funktional war es moglich, das Transmissionsproblem ohne zusatzliche Regularitatsvor-
aussetzungen zu formulieren und die Aquivalenz der schwachen Formulierungen mit dem linearen
Modellproblem nachzuweisen. Als Folgerung ergab sich, dass das lineare Transmissionsproblem
genau dann (eindeutige) Losungen besitzt, wenn das lineare Modellproblem (eindeutige) Losun-
gen besitzt. Dariiber hinaus wurden im zweiten Abschnitt noch zwei weitere dquivalente schwache
Formulierungen des Transmissionsproblems angegeben. Auch hierbei war es wichtig, speziell fiir
komplexe Zerlegungen, die auftretenden Funktionale iiber den passenden Raumen zu wahlen.

Anschliefend wurde im dritten Abschnitt dieses Kapitels die nichtiiberlappende SCHWARZsche
Methode aus [Lio90] rekapituliert und einige ihrer Vor- und Nachteile erldutert. Diese Methode
wurde weiterhin, in Anlehnung an die Uberlegungen des zweiten Abschnitts, in eine variationelle
Form iiberfiihrt, die ebenfalls ohne zusétzliche Regularitatsforderungen auskommt und auch fiir
komplexe Zerlegungen des Gebietes sinnvoll ist. Dabei war es wieder wesentlich, die ROBIN-Daten
der Transmissionsbedingung als Funktionale iiber den richtigen Rdumen zu interpretieren.

Im vierten Abschnitt wurde die nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode aus Abschnitt Z3 verall-
gemeinert. Dies geschah in Anlehnung an [Den97]. Dabei wurden die ROBIN-Daten der Nachbarge-
biete des vorhergehenden Iterationsschrittes, welche zur Losung der Teilprobleme im aktuellen Ite-
rationsschritt bei der SCHWARZschen Methode notwendig sind, durch gewisse Funktionale ersetzt.
Diese Funktionale wurden zwischen den Iterationsschritten geeignet aufdatiert. Der Vorteil bestand
darin, dass auf die explizite Bestimmung der Konormalenableitung verzichtet werden konnte. Wei-
terhin wurden fiir die Verfahrensparameter, welche in der klassischen SCHWARZschen Methode
Konstanten sind, allgemeine L°°-Funktionen auf den Teilrandern zugelassen. Diese allgemeineren
Parameter wurden in fritheren Arbeiten, z.B. sei im Zusammenhang mit konvektionsdominanten
Problemen [AKT.O98] genannt, bereits verwendet. Auch fiir die verallgemeinerte SCHWARZsche Me-
thode wurde eine addquate variationelle Formulierung angegeben, die fiir komplexe Zerlegungen
giiltig ist und mit der klassischen H*(£2;)-Regularitiit der Losungen auf den Teilgebieten auskommt.
Zudem wurde, unter Benutzung einiger technischer Voraussetzungen, die starke Konvergenz der
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verallgemeinerten SCHWARZschen Methode in H' gezeigt. Dieses Konvergenzresultat konnte fiir
elliptische Probleme mit dominantem Hauptteil und fiir singuldr gestorte und indefinite elliptische
Probleme erhalten werden.

Ein Vorteil der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode ist, dass mit ihr verschiedene elliptische
Problemklassen behandelt werden kénnen. Hierzu zéhlen Probleme mit dominantem Hauptteil und
singulér gestorte und indefinite Probleme, wie konvektions- und reaktionsdominante Probleme. Um
die verschiedenen Typen zu behandeln, sind nur die Verfahrensparameter entsprechend anzupassen.
Durch Einschriankungen bei der Wahl der Verfahrensparameter erhalten wir die H'-Konvergenz
der Methode ohne zuséatzliche Voraussetzungen an die Glattheit der Losungen. Ist die Losung des
linearen Modellproblems im Gegenzug hinreichend regulir, d.h. ein Element aus H3/2%¢(Q), ¢ > 0,
dann kann auf einen Teil der Einschrankungen der Verfahrensparameter zur Sicherung der Kon-
vergenz verzichtet werden. Zudem ist die Methode fiir beliebige Zerlegungen des Gesamtgebietes
anwendbar, solange alle Teilgebiete L1PSCHITZ sind. Insbesondere sind Zerlegungen mit Kreuzungs-
punkten und Zerlegungen mit Teilgebieten, die keinen Auflienrand besitzen, zugelassen. Weiterhin
bleiben alle Vorteile der klassischen SCHWARZschen Methode erhalten. Dariiber hinaus kann auf
die explitize Bestimmung der Konormalenableitung verzichtet werden.

Aussagen zu Konvergenzgeschwindigkeit und Fehlerabschétzungen wurden nicht gemacht. Es ist
allerdings bekannt, dass die nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode bei geeigneter Wahl der
Verfahrensparameter geometrische Konvergenzordnung aufweist. Fehlerabschéitzungen lassen sich
wie in der Arbeit von [Otf99] herleiten.
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3 Quasilineare Probleme und VSAM

In diesem Kapitel wird die Anwendbarkeit der speziellen nichtiiberlappenden SCHWARZschen Ge-
bietszerlegungsmethode aus Kapitel Bl auf Randwertprobleme mit monotonen koerziven quasili-
nearen elliptischen Differentialoperatoren untersucht. Zunachst werden wir das zu Grunde lie-
gende Modellproblem formulieren und die Voraussetzungen an den Differentialoperator und an
die Geometrie der Gebiete spezifizieren. Dann untersuchen wir die Losbarkeit des quasilinearen
Modellproblems, wobei die Eindeutigkeit der Losungen durch eine gleichméflige Monotoniebedin-
gung gesichert werden wird. Im néchsten Schritt ordnen wir dem quasilinearen Modellproblem ein
aquivalentes quasilineares Transmissionsproblem zu. Dieses Transmissionsproblem wird schwach
formuliert, was speziell fiir komplexere Zerlegungen nicht trivial ist. Wir benttigen dabei kei-
ne spezifischen Regularitiitsforderungen, die iiber die H!'-Regularitit hinausgehen. Anschlieend
beschreiben wir die verallgemeinerte nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode aus dem letzten
Kapitel im Kontext quasilinearer Probleme. Aufbauend auf den schwachen Formulierungen des
Transmissionsproblems wird auch diese Methode variationell formuliert. In diesem Zusammenhang
wird die Wohldefiniertheit des Verfahrens ohne zuséatzliche Regularitéitsvoraussetzungen auch fiir
komplexe Gebietszerlegungen gezeigt. Aulerdem wird die Konvergenz der Methode unter einer
gleichméfigen Monotoniebedingung fiir koerzive quasilineare elliptische Probleme nachgewiesen.
Auch dabei sind komplexe Zerlegungen des Gebietes zugelassen und eine zusétzliche Regularitét
der Losung des Modellproblems wird nicht bendtigt, da die Parameter des Verfahrens passend
gewahlt werden konnen.

Da die verwendete Methode formal identisch mit der aus dem letzten Kapitel ist, konnen die metho-
denbasierten und einige der technischen Voraussetzungen wortlich tibernommen werden. Dariiber
hinaus sind auch manche der Satze und deren Beweise sinngemaf tibertragbar. Wir werden aus
Griinden der Ubersichtlichkeit alle iibertragbaren Voraussetzungen und Sétze erneut angeben. Zu-
dem sei darauf hingewiesen, dass die Probleme, Verfahren und Voraussetzungen, die in diesem
Kapitel eingefiihrt werden, zur besseren Ubersicht auf den Seiten [[Z3ff. noch einmal aufgelistet
werden.

3.1 Das quasilineare Modellproblem

In diesem Abschnitt wird das zu Grunde liegende quasilineare Modellproblem erklért. Dazu werden
wir, nach Festlegung der geometrischen Eigenschaften des Gebietes, zunéchst eine differentielle und
danach eine variationelle Formulierung des Modellproblems angeben. Weiterhin werden verschiede-
ne Voraussetzungen an den Differentialoperator formuliert, die in den nachfolgenden Abschnitten
Verwendung finden. Zudem werden wir uns der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen des quasilinearen Modellproblems widmen.

Sei  C RY ein beschrinktes LiPScHITZ-Gebiet, das wie in Abschnitt Bl eine Zerlegung in m
nichtiiberlappende LipsCHITZ-Teilgebiete €2;, i = 1,...,m, zulasse. Wir iibernehmen die Bezeich-
nungen, die Gebiete betreffend, ebenfalls aus Abschnitt Bl

Wir folgen der Darstellung aus [Ze190, S. 570ff] und betrachten auf € den quasilinearen Differen-
tialoperator

(P(D)yu)(z) = Y (=)' D*An(x, Du(x)). (3.1)

lal<1
Dabei ist « = (aq,...,ay) ein Multiindex mit || = a1 + --+ + ay. Fir einen Multiindex «
mit |o| = 1 soll die Funktion 7(«) die Position der Eins im Tupel o = (a1, ...,ay) liefern. Du

bezeichnet das Tupel aller partieller Ableitungen inkl. u, d.h.

Du = (Dau)la‘gl, (32)
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wobei die Konvention D%u = u gelten soll. A, (z, D) seien reelle Funktionen der Verinderlichen
x€Qund D € RM mit D = (D¥)jaj<1, also M = N + 1.

Unter dem quasilinearen Modellproblem auf €2 verstehen wir das Randwertproblem

P(D)ju = f inQ
{ v = 0 auf 09, (3.3)

wobei f € L?(Q) gegeben ist. Wir formulieren zunichst verschiedene Bedingungen fiir den Diffe-
rentialoperator.

Voraussetzung 3.1 (CARATHEODORY-Bedingung). Die Funktionen A, : @ x RM — R haben fiir
alle a mit || < 1 die folgenden beiden Eigenschaften:

(i) @+ A,(x, D) ist messbar auf Q fiir alle D € RM
(ii) D — Au(x, D) ist fiir fast alle = € ) stetig auf RM.

Diese Voraussetzung ist beispielsweise fiir stetige Funktionen A, erfiillt. Im Zusammenhang mit
den weiter unten benutzten, auf die Teilgebiete Q; C 2 eingeschréinkten Funktionen A! = Aalg,

geniigt es, wenn Voraussetzung BI(ii) fiir A?, gilt.

Voraussetzung 3.2 (Wachstumsbedingung). Fiir x € Q und alle D € RM und |a| < 1 existiert
ein C' > 0 und ein nichtnegatives g € L%(£2) mit

| Aa(z,D)| < C | gx) + > | D?

1BI<1

Voraussetzung 3.3 (Monotoniebedingung). Fiir z € Q und alle D, D’ € RM gilt
> (Aa(z, D) = Aa(x, D)) (D™ — D) > 0.

lal<1
Voraussetzung 3.4 (Koerzivititsbedingung). Fiir z € Q und alle D € RM existiert ein ¢ > 0
und h € L'(2) mit
Y Aa(@.D)D* > ¢ Y | D P~ h(a).
lal<1 |Bl=1

Voraussetzung 3.5 (gleichmiifige Monotonie). Fiir z € Q und alle D, D’ € RM existiert ein
d > 0 mit

3" (Au(@,D) — Aa(e, D) (D* — D) >d Y | D® — D" |".

lee|<1 1Bl=1
Voraussetzung 3.6 (Degeneriertheit). Alle Funktionen A, hidngen nur von w ab, nicht von den
partiellen Ableitungen von w.

Ein Differentialoperator P(D), siche [Bl), der die Voraussetzungen Bl bis B4 erfiillt, heifit mo-
notoner koerziver quasilinearer elliptischer Differentialoperator.

Bemerkung 37. Aus Voraussetzung B0 folgt natiirlich Voraussetzung Gilt dartiber hinaus
An(+,0) =0, so impliziert die Voraussetzung BH auch die Voraussetzung B4 mit ~A = 0.

Wie schon im letzten Kapitel wollen wir den Losungsbegriff von ([B3) verallgemeinern. Dazu defi-
nieren wir fiir u,v € H*(2) die im zweiten Argument lineare Form

a(u,v) ::/v Z Aq(x, Du(x)) D% (x) da. (3.4)

i |al<1
Weiterhin definieren wir fiir alle z €  den NEMYTSK1J-Operator
(Fau)(z) = An(z, Du(z)). (3.5)

Fiir u € H'(Q) gilt offensichtlich DAu € L?(Q) fiir |8] < 1. Mit den Voraussetzungen B] und
folgt dann zusammen mit Lemma A2 dass F,, : H'(Q) — L?() stetig und beschriinkt ist mit

[Faullp2(qy < const | 9]l L2(q) + > ||Dﬁu||Lz(Q) Vu € H'(9).
1BI<1
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Bemerkung 38. (i) Unter den Voraussetzungen Bl und ist die Form (B4l beschriankt, d.h. es
gilt fiir alle u,v € H'(Q2) mit C >0
(a(u,0) | < G (gl ey + Nl sy ) ol ey
Die Aussage folgt direkt aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung, der Abschitzung
D IFatll ooy D0l a0y < | D IFatllpaq) | max [[D70]] o
o<1 jal<1 o=t

sowie Beachtung von max|g<1 HDBUHLZ(Q) < |lvll g1 () und der Beschréinktheit des NEMYTSKIJ-
Operators (BH).

(ii) Ahnliche Uberlegungen wie in (i) liefern mit den dortigen Voraussetzungen Bl und fiir
beliebige u, v, w € H(Q) auch

|alu, w) —a(v,w) | < Y [Faw = Fovll g2y 1wl
laf<1

wobei F,, : HY(Q) — L?(Q2) den stetigen NEMYTSK1J-Operator (BH) bezeichnet. Das liefert insbe-
sondere die Stetigkeit der Form (B4l) in der ersten Komponente.

(iii) Unter der Voraussetzung B3 gilt fiir die Form (B2
a(u,u —v) —alv,u—v) >0 Yu,v € H(Q),
was sich mit Voraussetzung zZu
a(u,u—v) = a(v,u—v) > d||V(u—0)|i2q Yu,0eH(Q)

verschérft. Die Voraussetzung B4 hingegen liefert

a(u,u) > c||Vu||iz(Q) - /Q hdx Yue HY(Q).

Unter der schwachen Formulierung von ([B3]) wollen wir das folgende Problem verstehen.
Finde ein u € H}(Q) mit
au,v) = (f,0) oy Vo € HY(Q). (3.6)

Eine Losung von ([B8) bezeichnen wir als schwache Lésung von B3)). Wir machen uns durch Mul-
tiplikation von (B3); mit v € Hg(Q), Integration iiber {2 und anschlieBender partieller Integration
klar, dass dies den Losungsbegriff tatséchlich verallgemeinert.

Aussagen zur Losbarkeit von (Bf) macht folgendes

Lemma 3.1.1. Es gelten die Voraussetzungen [Z1, [Z4, [Z3 und [34] Dann existiert genau ein
Operator A : H}(Q) — H=1(Q) mit

<A“’U>(H(}(Q))’XH5(Q) = a(u,v) Yu,v € H}(Q).

Das verallgemeinerte Problem [Z1) ist dquivalent zur Operatorgleichung
Au=(f,) 1200y, u€ Hg(9). (3.7)
Der Operator A : HY(Q) — H~Y(Q) ist monoton, koerziv, stetig und beschrinkt. Damit sind die

Aussagen des Hauptsatzes fiir monotone Operatoren, Satz A3, auf (374) wnd somit auf (34)
iibertragbar. Insbesondere besitzt [ZA) fiir jedes f € L*(Q) eine Losung.

Beweis. Dieses Lemma mit Beweis findet man in [Zei90, Proposition 26.12]. O

Fiir die Eindeutigkeit der Losung zitieren wir Korollar 26.13 aus [Zei90)].
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Korollar 3.1.2. Zusdatzlich zu den Voraussetzungen von Lemma I gelte Voraussetzung [T,
Dann ist der Operator A : H} () — H=Y(Q) gleichmdfig monoton. In diesem Fall ist die Losung
u € HY(Q) von [ZA) eindeutig.

Dass Terme niederer Ordnung auf stark stetige Operatoren fithren, liefert Korollar 26.14 aus [Zei9()],
welches wir nachfolgend zitieren.

Korollar 3.1.3. Es gelten die Voraussetzungen T, [TA und[ZA. Dann existiert genau ein Operator
A:HHQ) — H Q) mit

(Au,v>( )= a(u,v) Yu,v € Hy(Q).

HY(Q)) xHY (@
Der Operator A ist stark stetig.

Bemerkung 39. Sei A : H}(Q) — H~'(Q) der Operator aus Lemma B bzw. Korollar
Die Beschranktheit und Stetigkeit des Operators A folgt sofort aus Bemerkung B8(i-ii). Die Be-
merkung BR(iii) liefert dann zusammen mit der POINCARE-Ungleichung, siehe Satz [AZ22 unter
Voraussetzung B0

(Au — Av,u —v) = a(u,u —v) — a(v,u —v) > dC3 ||u — v||§11(9) Yu,v € H} ()

bzw. unter Voraussetzung B4l
(Au,u) = a(u,u) > cC3 ||u||§{1(m - /Q hdr Yu € Hg(Q),

wobei Cq die Konstante der POINCARE-Ungleichung und (-,-) das Dualitatsprodukt in
H=1(Q) x H}(Q) bezeichnet. Ersteres ist die starke Monotonie des Operators A, woraus natiir-
lich die gleichméflige Monotonie folgt. Letzteres impliziert
A
B o il 1) — 00,
[l H(Q)

d.h. die Koerzivitat des Operators A. Wesentlich fiir diese Abschétzungen und damit fiir die starke
Monotonie und Koerzivitat des Operators ist die Giiltigkeit der POINCARE-Ungleichung.

Um die Definitionen zu veranschaulichen, betrachten wir die folgenden Beispiele.

Beispiel 1. Fiir den quasilinearen Differentialoperator in Divergenzform
P(D)u = —div(k(u)Vu),

mit k € L>°(Q) und essinfq k > 0, den wir im nachfolgenden Kapitel betrachten werden, gilt mit
der Bezeichnung ([B2) beispielsweise

Ay(Du) = k(u)D% fur |a| =1 und Ay = 0.

Dieser Operator erfiillt die Voraussetzungen BI(i), B2 und Bl Die Voraussetzungen B3 und damit
sind nicht erfillt. Falls der Diffenentialoperator zusétzlich springende Nichtlinearitédten besitzt,
k € L>(Q) also Spriinge hat, ist auch Voraussetzung BI(ii) nicht erfiillt. Folglich lassen sich die
obigen Séatze nicht anwenden.

Beispiel 2. Auch den linearen Differentialoperator (Z2) aus dem letzten Kapitel mit
A= (ai))j=y € (L®@Q)VN b = (b,...,0N) € (L®(Q)Y und ¢ € L>(Q) konnen wir mit-
tels

Aq(z, Du(x Z Ur(a),m(8) (T Pu(z), |of =1,
|Bl=1
und
Ao(z, Du(x Z b™ 3 (2) DPu(z) + c(z)u(z)
18l=1

in &7l wiederfinden. Dabei bezeichnet m(7), wie zu Beginn des Abschnittes eingefiihrt, die Kom-
ponente des Multiindex v mit dem Eintrag 1. Dieser lineare Differentialoperator erfiillt offenbar
die Voraussetzungen Bl und Falls die zugehorige Bilinearform () positiv semidefinit ist, so
ist auch Voraussetzung erfiillt. Die Voraussetzungen Z1] und implizieren zudem die Voraus-
setzungen B4 und B4 Die Voraussetzung B ist nur fir A =0 und b = 0 erfillt.
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3.2 Das quasilineare Transmissionsproblem

In diesem Abschnitt werden wir ein, zu dem auf dem Gesamtgebiet erklirten quasilinearen Mo-
dellproblem &quivalentes, Transmissionsproblem auf den Teilgebieten formulieren. Wie bereits im
letzten Kapitel klargemacht, spiegelt dieses Vorgehen den Grundgedanken von nichtiiberlappen-
den Gebietszerlegungsmethoden wider, welcher ja gerade in der Zerlegung des Ausgangsgebietes
in mehrere kleine Teilgebiete und Betrachtung von weniger komplexen Teilproblemen auf diesen
Teilgebieten besteht. Das Transmissionsproblem wird spéater zur Beschreibung der verallgemeiner-
ten SCHWARZschen Methode benutzt. Wir wollen keine zusatzlichen Regularitatsforderungen an die
schwache Losung u des quasilinearen Modellproblems [B3) stellen, d.h. die Losung soll lediglich ein
Element aus H} () sein. In diesem Fall bendtigen wir einige funktionalanalytische Hilfsmittel, um
das Transmissionsproblem zu formulieren. Das wird speziell im Fall einer Zerlegung des Gesamtge-
bietes in mehr als zwei Teilgebiete deutlich, die nicht zu einer Streifenzerlegung korrespondiert. Wir
verweisen auf Abbildung auf Seite [ fiir einige dieser komplizierteren Zerlegungen. Weiterhin
werden wir zwei aquivalente schwache Formulierungen des quasilinearen Transmissionsproblems
herleiten.

Als quasilineares Transmissionsproblem bezeichnen wir

U; = 0 auf Fz
Ui = Uy auf Fij , J € N(’L) Lom, (38)
apiui = —apju]‘ auf Fij , J € N(’L)

wobei die Bezeichnungen in Bezug auf die Gebiete wie in Abschnitt Elgewdhlt sind. Weiter ist f; :=
flg, € L*(€) und die quasilinearen Differentialoperatoren P;(D) sind ebenfalls als Restriktionen
des Operators P(D) auf die Teilgebiete anzusehen, d.h. fiir u; € V; := {v € H'(Q;) | vp,(v) = 0},
siehe auch (1) auf Seite [0 gilt

(Pi(Dyui)(@) :== Y (=)D AL (2, Dui(x)), i =1,...,m. (3.9)

la<1

Dabei wurde die Bezeichnung A}, := A,|, verwendet und [B32) gilt entsprechend. Die Konorma-
lenableitung ist fiir hinreichend regulire w; € V; als

(Opwi) () = > Al(z, Dw(x)) -0 (), i=1,...,m, (3.10)
|a]=1
mit beziiglich ; duBerer Einheitsnormale n; = (n},...,nY¥) zu verstehen. Die Indexmenge der zu

Q; benachbarten Teilgebiete N'(z), i = 1,...,m, ist in @I auf Seite @ erklirt. Die Bedingungen
B3)3,4 bezeichnen wir in Analogie zum linearen Fall als Transmissionsbedingungen.

Ist eine der obigen Voraussetzungen Bl bis B fiir A, erfiillt, dann gilt die entsprechende Vor-
aussetzung natiirlich auch fiir die eingeschriinkten Funktionen A?. Zu erwihnen bleibt noch, dass
die Voraussetzung B (ii) nur fiir die eingeschréinkten Funktionen A?, zu gelten braucht. In diesem
Sinn sind also Spriinge zwischen verschiedenen A’ erlaubt.

Wir ordnen den Differentialoperatoren P;(D) auf den Teilgebieten entsprechende Formen zu, indem
wir fur u;,v; € V. i =1,...,m,

a;(ui, v;) ::/ Z A? (2, Dui(x)) D% () dz (3.11)
Qi ja|<1
definieren.

Wie im letzten Abschitt folgt unter den Voraussetzungen Bl und B2 dass der fiir alle € §;
durch _ _

(Flu;)(x) := A (z, Du;(x)), i =1,...,m, (3.12)
definierte NEMYTSK1J-Operator F! : HY(Q;) — L?(£2;) stetig und beschrinkt ist mit

I
HFaui

< const Hg ey T Z HDﬁ“iHLz(Qi) Yu; € HY ().

1BI<1

20 o

Die Eigenschaften der Formen auf den Teilgebieten fassen wir in folgendem Lemma zusammen.
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Lemma 3.2.1. Fs gelten die Voraussetzungen[Z1l und[ZA Fir jedes i € {1,...,m} existiert dann
genau ein beschrinkter stetiger Operator A; : V; — (Vi)' mit

<Aiui,vi>(vi)/xvi = ai(ui,vi) VUZ',’UZ' S ‘/z

Folglich ist die Form a; beschrinkt und stetig in beiden Arqumenten. Gilt zusdtzlich Voraussetzung
[Z3, so ist A; monoton, d.h.

(Aiui — Aivi, ui — i) vy v, = iU, ug — v3) — a;(vi,uy —v;) 20 Vug,v; € Vi

Mit Voraussetzung[54) gilt
<Aiuiaui>(vi)’xvi = a;(ui, u;) > C||VUz’Hiz(Qi) — /Q. h|9i dr Vu; €V
Die Voraussetzung [T sichert fir alle u;,v; € V;
(Aivi — Agvi, us — i) (yy oy, = @i, up — vi) — ai(vi,ui — vi) = d[[V(u; — vi)HQL?(Qi) :
Beweis. Mit Voraussetzung Bl und beweisen wir analog zu Bemerkung B(i) auf Seite

lai(us,v) | < C (|l

Qillz2n T HuiHHl(Qi)) lvill o,y Y uivi € Vi

Damit und wegen der Linearitit im zweiten Argument haben wir, fiir festes u; € V;, a;(u;, ) € (Vi)/.
Fir den Operator 4; : V; — (Vi)' s u; — Ajug = a;(u;, -) folgt aus der letzten Abschétzung

lsuill vy <€ (19loull e + leill i )

Q;

also die Beschranktheit. Vollkommen analog zu Bemerkung BR(ii) erhalten wir fiir beliebige
Uz, Vg y Wy S ‘/1 C Hl(Ql)

|ai(uiﬂwi) - ai(viﬂwi) | < Z HF;'U% - FciuviHLz(Qi) ”wl”Hl(Ql) ’
la|<1

wobei F! : HY(Q;) — L?*(;) den stetigen NEMYTSK1I-Operator (BI2) bezeichnet. Das liefert

HAzuz — szz”(m)’ S Z HF’;UZ — F(iviHLZ(Qi) y

la<1

woraus mit der Stetigkeit des NEMYTSK1J-Operators die Stetigkeit von A; folgt. Insbesondere haben
wir damit auch die Stetigkeit der Form (BT in der ersten Komponente. Die restlichen Aussagen
des Lemmas erhalten wir mit analoger Argumentation wie in Bemerkung BR|(iii). O

Uber die Formen auf den Teilgebieten konnen wir im HILBERT-Raum H! = [T~ Vi, siehe auch
E3) auf Seite [, die im zweiten Argument lineare Form

a(u,v) := Zai(ui,vi) (3.13)

=1

definieren, welche wegen LemmaBZTunter den Voraussetzungen BIlund B2 beschrankt und stetig
ist. Auch die anderen Aussagen des Lemmas iibertragen sich. Die Bemerkung H auf Seite [ gilt
entsprechend. Insbesondere haben wir also a(u,v) = a(u,v) fiir alle u,v € H} () C H*.

Das Transmissionsproblem (B8 ist in der klassischen differentiellen Formulierung nur fiir hin-
reichend regulére u; sinnvoll erkliart. Deshalb betrachten wir wieder als Verallgemeinerung das
schwach formulierte quasilineare Transmissionsproblem:

Finde u; € V;,i=1,...,m, mit
ai(ui,vi) = (fi,00) 20, Vi € Ho(C)
M, (W) =, (uy) in H'/?(Ty), j € N (i) (3.14)
<8Piui5:u> = *<8Pjujvﬂ> VMGHé({Q(Fij)ﬂ J EN(i);
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wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in H(;Ol/ *(Ty) x H50/2(1"ij) bezeichnet und die Konormalenablei-

tung fiir w; € V; als lineares stetiges Funktional auf Héf(Fij) via

00

<8Pi Wy, ,LL> (Hl/z(rij))/XHééZ(Fij) = (J,Z'(’Ll}i7 RZJILL) — (fz, R”‘u) L2(0) (315)

in Verallgemeinerung zu BI0) definiert ist. Dabei ist R¥ := Rio™ € L (Héé 2Ty, Vz‘) der Fortset-
zungsoperator aus dem letzten Kapitel, wobei ~ € £ (Holé2 (Ty;), H'/? (891)) die Nullfortsetzung

auf den Gesamtrand 09; und R! € L (H 1/ 2(8&%),%) einen beliebigen linearen stetigen Fort-
setzungsoperator in V;, sieche Abschnitt [AZZ0 im Anhang, bezeichnet. Die Bedingungen BId)2 3
betrachten wir als schwache Form der obigen Transmissionsbedingungen. Die erste Transmissi-
onsbedingung konnen wir als Zuléssigkeitsbedingung interpretieren, denn sie sichert mit Lemma
BT auf Seite [, dass (u;)1<i<m € H' tatsichlich im Unterraum HE(Q) C H' liegt. Die zweite
Transmissionsbedingung wiederum koénnen wir als eine Art Gleichgewichtsbedingung deuten, denn
wie wir noch sehen werden, erfiillt (u;)i<i<m € H¢ () € H' das Gesamtproblem (B3) nur dann,
wenn die Fliisse auf den jeweiligen Schnittstellen der Teilgebiete tibereinstimmen.

Bemerkung 40. Die Bemerkung B auf Seite [[7 gilt entsprechend, d.h. (BId); ist nur fiir alle v; €

H}(9Q;) zu erfiillen und die Konormalenableitungen in (BI4)3 sind unabhingig von der Zerlegung

als Funktionale auf HééQ(Fij) zu interpretieren.

Bemerkung 41. (i) Mit BI3) und Lemma B2l sowie der Beschréanktheit des Fortsetzungsopera-
tors rechnen wir sofort nach, dass fiir festes w; € V; die Konormalenableitung als Funktional auf

HY?(T;) linear und stetig ist, d.h. dp,w; € Hyy/*(Ty;) gilt.

(ii) Fiir klassische Losungen w; € V; von ([B) gilt unter Beachtung der Abbildungseigenschaften
des NEMYTSK1J-Operators ([I2) und f; € L?(€2;) insbesondere (A% (-, Dw;)) € H(div,Q,),

woraus wir mit Hilfe des Divergenzsatzes [A2ZT fiir p € HégQ (Tyj)

/ Z v%ij (AL (-, Dw;)) n:(a)uda = / Z Al (-, Dw;) D*RY py da
T .

i |al=1 Qi jal<1

lal=1

- —1)*DYA? (-, Dw; YRY 11 dx
> (-1 e p
Qi jal<1

= ai(wi, R p) — (fiij“)LZ(szi)

erhalten. Damit kann [BIH) als Verallgemeinerung der Konormalenableitung BI0) angesehen
werden.

Eine Losung von BI4) bezeichnen wir als schwache Losung des quasilinearen Transmissionspro-
blems ([BX). Dies verallgemeinert den Losungsbegriff, wie wir wieder durch Multiplikation von
BR)1 mit v; € HF () bzw. mit v; = RYp € VO u e H&f(rij), j € N(i), Integration tiber £,
anschliefender partieller Integration und Beachtung von Bemerkung El(ii) sehen.

Wir erinnern an die Definition und die Eigenschaften der Teilmenge ViOO von V;,t=1,...,m, siehe

E23) auf Seite [7

Dass die schwachen Formulierungen des quasilinearen Transmissionsproblems und des quasilinearen
Modellproblems dquivalent sind, zeigt der folgende

Satz 3.2.2. Sei u = (u;)1<i<m € H', siehe @A), eine schwache Lisung von [@R). Dann ist
u € Hg () und lost (Z3) im schwachen Sinn. Umgekehrt gilt auch: Ist u € Hj(Q) eine schwache
Lésung von [Z3), so ist u = (u;)1<i<m € H3 () C H' auch schwache Lisung von [Z3J).

Beweis. Sei u = (u;)1<i<m € H' eine Losung von (I). Dann gilt, wegen (@I, und Lemma
LT auf Seite [, u € Hg(2). Sei nun w € Hg(Q) beliebig. Dann ist natiirlich w; := wl,, €V,
i = 1,...,m, und Lemma ZZT] liefert die Existenz eines w? € H}(Q;) C V% und einer Folge

i
(W) € VI mit wl + wF — w; in HY(Q;) fiir k — oco. Wir beachten, dass die Konstruktion
der schwach konvergenten Folgen im Lemma EZZT] immer so erfolgen kann, dass ij = 'y}ij wk

fylijiwf =l € HééQ(Fij), j € N (i), fiir alle k gilt. Dies ist moglich, da 'y}ijwi = ’y%jiwj, JjeN(),
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ist. Wir setzen die approximierende Folge (ufj)k fiir 'y%ij w; also einmal mittels R¥ und einmal
mittels R7? fort. Zusammengefasst haben wir also fiir i = 1,...,m die Darstellung

k ij , k ok k 1/2 . .
wh= D7 Rpufy mit pufy =l € Hof*(Tiy), 5 € N ).
JEN ()
Da nach Lemma BZT] die im zweiten Argument lineare Form a; auf V; stetig ist, ist a;(u;,-) fur

festes w; € V; natiirlich ein lineares stetiges Funktional auf V;. Selbiges gilt auch fiir (f;,) ;- Q)"
Damit erhalten wir unter Berticksichtigung von Lemma EZ2ZT] auf Seite

a(u,w) = Z a;(ui, w;)

=1
= Z (ai(ui,w?) + lim a;(us, w; ))
=1 o
= Z ai(ui, wd) + lim Z az(ul,’R”ufj)
im1 T jeni)
GRE g S (i) pagy + im0 ST s, R )
=1 =1 jeN (i)
m m . m id
i—1 i=1 jeN (i)

= Z (fiswi) 200,y = (fsw) 120y »

wobei wir (BIdl)s wegen ij = ué?. in der Form

3
ai(uia Rij,ui'cj) + aj(ujv Rﬂﬂﬁ) = (fu Rijﬂfj)Lz((zi) + (fjv Rji,“?i)Lz(Qj) i=1,....m,j€ N(’L),
verwendet haben. Insgesamt erhalten wir damit (B0).

Sei nun u € Hj () eine Losung von (B8). Dann ist u; = ulg € Vi, @ = 1,...,m, und natiirlich
gilt BId)>. Zu beliebigem v; € HJ(%), i = 1,...,m, setzen wir dann v; := 0 fiir alle j €
{1,...,m}\ {i} und erhalten v = (v;)1<i<m € Hg(Q). Fiir dieses v liefert (B0)

ai(uiﬂ vi) = a’(uﬂ ’U) = (fa U)LZ(Q) = (fivvi)LZ(Qi) y

d.h. BId);. Zu beliebigem p;; € H01(§2(1"ij) setzen wir v; 1= R" p;;, vj == R p;; und vy, :== 0 fiir
alle k € {1,...,m} \ {4,7}. Dann ist v = (v;)1<i<m € H}(Q) und fiir dieses v liefert (BH)

a’i(uia R”MU) + a’j(ujv,R’ji,u”ij) = a(u,v) = (fvv)LQ(Q) = (fu Rij,LLij)L2(Qi) =+ (fijjiMij)Lz(Qj) )
dh. EIDs. 0

Als direkte Folgerung erhalten wir eine Aussage zur Losbarkeit des quasilinearen Transmissions-
problems.

Korollar 3.2.3. Das quasilineare Transmissionsproblem ([Z8) besitzt genau dann eine schwache
Lésung, wenn das quasilineare Modellproblem ([Z3) eine schwache Losung besitzt. Ist eines der
Probleme eindeutig l6sbar, so auch das andere.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem letzten Satz. O

Bemerkung 42. Unter Benutzung von Korollar BT ist damit unter den Voraussetzungen Bl bis
das quasilineare Transmissionsproblem (BJ) eindeutig schwach 16sbar.
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Wir werden die Transmissionsbedingungen umformulieren. Dazu seien Funktionen
Xij € L)\ {0}, ¢« = 1,...,m, j € N(i), gegeben. Wie in Abschnitt ab Seite
machen wir uns klar, dass fir v; € V; das Produkt )‘ij%i“ij (v;) im LQ(FZ-j) liegt. Wegen der
GELFAND-Dreier
Hy)*(Tij) € LA(Tyj) © Hyg'*(Dig) und HY2(Dyy) € LX(Tyy) € H-V2(Tyy),

wobei die Bezeichnungen der Dualrdume wie in Abschnitt gewahlt sind, konnen wir den Aus-
druck )‘ij%i“ij (v;) auch als lineares stetiges Funktional auf Hég 2(1"ij) bzw. H'/2(T';;) interpretieren.
Mit 7 € £ (LQ(FM),H&JU 2(rij)) und 7 € £ (L2(Ts;), H-Y/2(T;;)) bezeichnen wir wieder die
Einbettungsoperatoren. Wegen [ZZ0) auf Seite 2] ist Z)\ij'y}ij (v;) € H-Y2(T;;) die eindeutige
Fortsetzung von Z%\;;p, (vi) € Hy 2 (Ty).

Fiir festes v; € V; ist mit Bemerkung HII(i) auf Seite B4 neben IOO)\ijvliij (v;) auch die nach BIH)
definierte Konormalenableitung 0p,v; ein lineares stetiges Funktional auf H010/2(1"ij). Wir kénnen
die schwachen Transmissionsbedingungen BId); und BId); also miteinander verkniipfen und
erhalten in HO_Ol/ 2 (T';;) die beiden Gleichungen

{ Op, u; +IOO)\ij’yfij (ui) = —Opu; +IOO)\ij’Y%ij (uj) (3.16)

anUj —I—IOO)\ji’)/%ji(Uj) = —8piui+IOO)\ji'yliji(ui)

Wir erhalten fiir jeden Teilrand I';; tatséchlich zwei Gleichungen, da die beiden tiber I';; = TI'y;
gekoppelten Teilprobleme auf benachbarten €2; und 2, jeweils eine der Gleichungen liefern.

Mit den Ausfithrungen in Bemerkung B(ii) auf Seite [T ist es im Allgemeinen nicht moglich die
Konormalenableitung (I5) zu einem stetigen Funktional auf H'/2(T;;) fortzusetzen. Deswegen
kénnen wir kein Analogon zu (I6) in H~1/2(T;;) formulieren.

Um die Aquivalenz der Gleichungen in BI8) und der schwachen Transmissionsbedingungen
BTd),, 5 sicherzustellen, bendtigen wir die

Voraussetzung 3.7. Fir \;; € L>®(Ty;), i =1,...,m, j € N (i), gelte
inf | \;;
essin [ Aij(z)[ >0

und weiter
essinf | A;j(x) + Aji(x) | > 0.

xzel'yy;

Wir schrénken also die Allgemeinheit bei der Wahl der A;; etwas ein, indem wir fordern, dass
sowohl \;; als auch A;; 4+ Aj; betragsmaBig von der Null weg beschrénkt sind. Diese Voraussetzung
ist identisch mit Voraussetzung 228 und wurde nur zur besseren Ubersichtlichkeit erneut wiederge-
geben.

Nun formulieren wir die beiden folgenden Probleme:
Finde u; € V;,i =1,...,m, mit
ai(uivvi) = (fiavi)Lz(Qi) Y € H&(QZ)
<8Piui + %Nt (ui) »H> = <*5'P]~Uj + %N, (ug) »H> Y € Hop?(Dij), j € N (i),
(3.17)
1/2

wobei (-, ) das Dualitdtsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) x Hy}" (i) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach BIH) erklart ist.

Finde u; € V;,i=1,...,m, mit
ai(ui,vi) + Z <IOO)\ij’Yﬂ-j(Ui) ﬁﬂj(vi)>
JEN (D) _
= (ovdgaay + D {=0nu + TN, (w) 98, () Vs € VX,

JEN(3)
(3.18)
wobei das Dualitatsprodukt und die Konormalenableitung wie beim letzten Problem erklart sind.
Die Rdume V,%° sind in ZZJ) auf Seite [ definiert.
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Bemerkung 43. In [BI) reicht es tatsichlich aus, mit v; € V20 C V; zu testen. Uberdies ist es gar
nicht moglich, mit v; € V;\ VZ-OO zu testen, da das Dualitatsprodukt auf der rechten Seite dann nicht

erklart wire. Wegen 'nyij (v;) € HY?(I';;) miissten wir —dp,u; + IOOAijW%ij (uj) als Funktional auf
H'/? (T';;) auffassen, was nicht moglich ist, da die Konormalenableitung nicht als ein entsprechendes
Funktional interpretierbar ist.

Die beiden letzten Probleme sind nur alternative Formulierungen des quasilinearen Transmissions-
problems ([BI4l), wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.2.4. Unter der Voraussetzung[3_] sind die Probleme (3-14), (17) und (ZI8) dquiva-

lent, d.h. eine Losung eines der drei Probleme erfullt auch die beiden anderen Probleme.

Beweis. 1) [(B14) <= [B.I7) : Wir zeigen, dass die Transmissionsbedingung ([E.I6) dquivalent zu
den schwachen Transmissionsbedingungen ([BIdl)2 3 ist, woraus schon die Aquivalenz von (BI7)

und (BI4) folgt.

Zunéchst iiberlegen wir uns, dass mit Voraussetzung B fiir i = 1, ..., m die Transmissionsbedin-
gung ([BId), dquivalent zu
N, (ui) = )\iﬂ%ij (uj) in L*(Ty;), j € N(i), (3.19)

ist. Die Hinrichtung ist klar. Es gelte umgekehrt (BI9), d.h. insbesondere
0=|]x

Ok () = ad )| = essinf | g |||, () = o, ()]
ij

L2(Tij5) L2(Ty;)

(us) =, (w5, 0y = O 8lso W, (i) = A, (u;) in

L%(T';;). Dies ist ([EId)2, da die Spuren selbst natiirlich in H'/2(T';;) liegen. Wegen der Injektivitit
der Einbettung Z% gilt, dass ([Id) wiederum fquivalent zu

TONijh, (i) = TN, (uy) in Ho (D), j € N (i), (3.20)
ist. Durch Addition von BId); mit (E20) erhalten wir BI6);. Vertauschen von ¢ und j liefert
(ET4),.

Gelte nun umgekehrt [BIG). Subtraktion von BIH); und BI6), liefert
(N5 + Aji)%i“,-j (ui) =I%(N\ij + Aji)W%ij (uj) in H()_Ol/2(rij)v JeN(),
woraus wegen der Injektivitét von 7% und Voraussetzung B analog zu oben 7, (u;) = 'yf;ij (uy)

in H'/2(Ty;), j € N(i), folgt, d.h. EId)2. Somit haben wir wieder (I20) zur Verfiigung und dann
liefert Addition von BI0); und @IH), fir j € N (i)

2 (0p,u; + Op,u;) = IOO)\ij’Y%”(Uj) - IOO)\ij’Yli“,-j (ui) + IOO)\ji’Yli“,-j(Ui) - IOO)\jz"Yf;U (uj) =0,

woraus ([BId)5 folgt.

II) @10 < BI) : Es gelte zuerst (BIQ). Sei v; € V,°° beliebig und pu;; = ’Yf;ij (v;). Wir kénnen
v; dann in der Form v; = vio + vil mit vil = Zje./\/(i) Rij/,éij S Vioo und v? = v — vil IS H&(Qz)
schreiben. Mit diesem v; gilt

ai(ui,vi) > <I°0>\iﬂ%ij(uz') My (Ui)>

JEN(3)
EID ;
= (o) oyt D ( (ui, R piz) + <IOO)\z'ﬂrij(Uz‘)’Mij>>
JEN (i)
= (fisn? Lz(Q)+ Z (8PU17NU (fi,RJNij)Lz(Qi)+<IOO>\ij'YFij(ui)7,uij>>
JEN(4)
= (fivvg)m(gi)"' fis Z RY i + Z <8P¢Ui+IOO)\ij’Yf“ij(Ui)aMz‘j>
JEN(4) L2(;) JEN ()
(m)z i i
= (fi,vi)Lz(Qi)‘i’ Z <8Pjuj+IOO>\ij’Ylj"ij(uj)77Fij(vi)>7
JEN(3)
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wobei die eckigen Klammern immer die Dualitat in Haol/Q(Fij) X Hol({Q (Ti;) bezeichnen. Dies ist
BIX), da v; € V% beliebig war.

Umgekehrt gelte nun ([BIX). Einsetzen von v; € H () C V% in BIR) liefert sofort @I1);.
Zu beliebigem u € H&éQ(FZ—j), wobei die folgende Argumentation fur jedes j € N (i) durchgefiihrt
werden kann, definieren wir v;; := Ry € V9 Mit diesem v;; liefert (BI8) nach Umstellen und
unter Beachtung von Wf‘u(vij) =0fiirl #j

ai(uis vij) = (fis vij) 2,y + <IOO)\ij71i“ij(Uz‘> a%iyj(vz'j)> = <*3Pjuj + 0N, () b, (Uz‘j>> :

Mit (BIH) und unter Beachtung von v;; = R¥ u erhalten wir daraus [BID)2, weil p € HéO/Q(Fij),
j € N (i), beliebig war. O

3.3 Die verallgemeinerte Schwarzsche Methode fiir quasilineare
Probleme

Dieser Abschnitt gliedert sich in drei Teile. Im ersten Unterabschnitt werden wir die verallgemei-
nerte SCHWARZsche Methode fiir lineare Probleme aus Abschnitt EZ4] auf quasilineare Randwert-
aufgaben iibertragen. Dabei wird eine schwache Formulierung angegeben, die auch fiir komplexe
Zerlegungen ohne Regularitatsforderungen an die Losung des Gesamtproblems auskommt. Zudem
wird eine alternative schwache Formulierung hergeleitet, die in den nachfolgenden Beweisen Ver-
wendung findet. Weiterhin wird die Wohldefiniertheit des Algorithmus gezeigt. Im zweiten Unter-
abschnitt untersuchen wir einige Eigenschaften des Fehlers der verallgemeinerten SCHWARZschen
Methode. Dabei werden notige Voraussetzungen prazisiert und Hilfsresultate bewiesen. Im dritten
und letzten Unterabschnitt beweisen wir die Konvergenz des Verfahrens fiir gleichméfig monotone
quasilineare elliptische Probleme. Dartiber hinaus diskutieren wir die Schwierigkeiten, die durch
Verzicht auf die gleichméflige Monotonie entstehen.

3.3.1 Definition der VSAM im quasilinearen Fall

Die verallgemeinerte nichtiuberlappende SCHWARZsche Methode fiir quasilineare Probleme liest sich
formal wie die fiir lineare Probleme aus Abschnitt ZZT]

Seien beliebige gioj € H&jl/Q(Fij),i =1,...,m,j € N(i), gegeben. Fiir n > 0 16sen wir sukzessive
die Probleme

W' o= 0 aufl; i=1,...,m, (3.21)
8piu? + )\qu = g;(zj auf Fij , ] € N(Z)

wobei die Konormalenableitung unter hinreichenden Regularitatsvoraussetzungen wieder durch
BI0) erklart ist. AnschlieBend datieren wir die ROBIN-Daten der Transmissionsbedingungen wie
folgt auf

g;}-i_l = ()‘U + )\JZ)U? — g;‘li auf Fij , JE N(l) (3.22)

Fiir die Verfahrensparameter \;; € L>(I';;), i = 1,...,m, j € N (i), fordern wir vorerst nur Vor-
aussetzung B um die Aquivalenz zwischen Modellproblem und Transmissionsproblem zu sichern.
Wir lassen also alle von Null weg und wesentlich beschriankten Funktionen zu.

Da die differentielle Formulierung ([BZ1]) wieder nur unter stiarkeren Regularititsforderungen sinn-
voll ist, gehen wir in Analogie zu den vorhergehenden Abschnitten zum schwach formulierten
Problem tiber. Es lautet:

Finde u} € Vi,e =1,...,m, mit

{ ai(u?avi) = (fiavi)Lz(Qi) V’UiEH&(Qi)

; . . 3.23
<3Piu;’ + N, (uft) ,u> = (g%m) Vi€ Hyy (i), j € N(i), (3.23)

wobei (-, -} das Dualitétsprodukt in HO_Ol/ 2(Fij) X H&O/Q(Fij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach BIH) erklart ist.
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Eine dquivalente Formulierung ist folgende:
Finde u} € Vi,i=1,...,m, mit

)+ Y (TP, ) b (00)
JEN(E) (3.24)
= (fivi)r2n + Z <g?ja/711"ij(vi)> Vv € VY,
JEN ()

wobei das Dualitdtsprodukt und die Konormalenableitung wie in [B23) erklért sind. Die Definition
der Rédume V%0 finden wir in ([ZZ3) auf Seite [A

Die Aquivalenz von B23) und B24)) erhalten wir, wenn wir analog zum zweiten Teil des Beweises
von Lemma B2 auf Seite B vorgehen.

Die Aufdatierungsformel B22) wollen wir in der schwachen Form im Dualraum interpretieren, also
n i (n S . .
g7 =T (Nij + Ny, (uf) — g5 in Heg (i), j € N(i). (3.25)

Bemerkung 44. (i) Da fir i = 1,...,m, j € N(4), (Aij + )\ji)’h{” (u) € L*(Ty;) ist, konnen wir
durch die Wahl der Startwerte gf; € L?*(I';;) der Gleichung B22) auch im L*(I';;) einen Sinn
geben, d.h. wir kénnen in FZH) auf die Einbettung Z% verzichten und die Gleichung im L?(T;;)
auffassen. Damit haben wir fiir diese Wahl der Startwerte (g7)n C L3Ty), i =1,...,m, j €
N (3). Insbesondere konnen wir in diesem Fall wegen des GELFAND-Dreiers HééQ(Fij) C L*(Ty;) C
H(;Ol/ *(I'y;) die Dualitiitsprodukte in 24) durch die Skalarprodukte in L2(T';;) ersetzen. Zudem
ist @Z) dann auch fiir v; € V; \ V% sinnvoll erklirt und wir konnen das folgende, zu (24

aquivalente, Problem formulieren:
Finde u} € V;,i=1,...,m, mit

ai(ul,v) + Y (Aiﬂﬂj(u?)ﬁﬂj(vz‘))
JEN (@)
= (fiavi)L2(Qi)+ Z (g%a'ﬂz“ij(“i)) Vo eV
) . L2(Tij)
JEN(3)

L2(Tij5)
(3.26)

Da V° C V,, folgt fiir g7y € L*(T's;) aus ([B26) sofort ([B24)). Umgekehrt sind sowohl die rechte als
auch die linke Seite von ([B26) bezliglich v; € V; lineare stetige Funktionale. Damit folgt 28) aus
BZ4) und Lemma 2] auf Seite

(i) Fiir A;; = const fassen wir Z% als lineare stetige Einbettung von H'/2(I';) in Hyy”/*(Ty;)
auf. Falls zusétzlich noch die spezielle Streifenzerlegung aus Bemerkung i) auf Seite @ zu
Grunde liegt, reduziert sich die Einbettung Z° sogar auf den RIESz-Isomorphismus J €

L <H362(Fij), H(i)lﬂ(l"ij)). Fiir die Streifenzerlegung gilt nach Bemerkung [ auf Seite [ zudem
‘/;00 = V.

Die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode ist auch im quasilinearen Fall parallelisiert. In Ana-
logie zu Bemerkung [ auf Seite 24 kann ebenso eine sequentielle Variante angegeben werden.

Die Aufdatierungsformel der ROBIN-Daten (B2ZH) erhalten wir unmittelbar aus den Transmissions-
bedingungen BI8]), wenn wir BI8), gleich g;; und BI0)s gleich gj; setzen, die beiden Gleichungen
addieren, anschliefflend nach g;; auflosen und den iterativen Prozess einfiihren.

Im Gegensatz zur klassischen SCHWARZschen Methode ([Z33), welche auf den Schnittstellen I';;
sowohl die DIRICHLET-Daten als auch die Konormalenableitung der Losung der benachbarten
Teilprobleme des vorigen Schrittes bendtigt, kommt die modifizierte Methode (B21) ohne die Ko-
normalenableitung des vorhergehenden Iterationsschrittes aus. Diese ableitungsfreie Variante hat
insbesondere numerische Vorteile, da wir uns in jedem Iterationsschritt die explizite Bestimmung
und Auswertung der Konormalenableitung ersparen.

Um die Wohldefiniertheit des Algorithmus Z1I) - (822, d.h. die Existenz (und Eindeutigkeit) der
Losung von (B23) bzw. [B24) fiir jedes n € N zu sichern, bendtigen wir fiir die Verfahrensparameter
die strikte Positivitat, d.h.
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Voraussetzung 3.8. Firi=1,...,m, j € N(i), gelte

essinf A;; () = Ai; > 0.

xzel';;

Diese Voraussetzung ist identisch mit der Voraussetzung 20 und wurde nur zur besseren Uber-
sichtlichkeit erneut wiedergegeben. Nun gilt

Lemma 3.3.1. Es gelten die Voraussetzungen 1, [73, [Z3, und [Z83. Dann besitzen die Pro-
bleme (ZZ3) bzw. (3Z) fir jedes n € N eine Liésung, falls fir die Startwerte der Iteration
g?j € L*(Tyj), i = 1,...,m, j € N(i), gilt. Liegt speziell die Streifenzerlequng aus Bemerkung
[(:) auf Seite[d vor, so ist keine zusdtzliche Regularitat der Startwerte erforderlich, d.h. beliebige
g?j S H&)I/Q(Fij), t=1,...,m, j € N(2), sind zuldssig. Gilt tuberdies Voraussetzung[Z3, so sind
die Losungen eindeutiq.

Beweis. Seii € {1,...,m} beliebig. Das Problem [B24]) schreiben wir in der Form

o~

ai(u, vi) = b (vi) Vv € Vi, (3.27)

K2

wobei wir unter Beachtung des GELFAND-Dreiers H50/2(Fij) c L*Ty) C H(;01/2(1"ij) und
A, (uf) € L3(T;;) abkiirzend

G, ve) = gl o)+ 0 (A, ) b ()

FEN (i) L2(Tis)

und im Fall, dass die Startwerte und damit nach Bemerkung El(i) auf Seite firi=1,...,m,
J € N (i), die gesamten Folgen (g%),, aus L3(T;;) sind,

B = ooy + 2 (o878, 00)
FEN (i) *

bzw. im Fall der Streifenzerlegung und Startwerten aus HO_Ol/ 2

bA?(Ui) = (fiavi)LZ((zi) + Z <gznja7ﬂj(vi)>

JEN ()

(L'ij)
(Héf(rw)) / X Hob? (i)

gesetzt haben. Wie im Beweis von Lemma ZZT] auf Seite B sehen wir, dass bAf fiir n € N in beiden
Féllen ein lineares stetiges Funktional auf V; ist. Weiter werden wir zeigen, dass [B217)) 4quivalent
zur Operatorgleichung

— ~

Al = b7 (3.28)

K2

mit monotonem, koerzivem, stetigem und beschrinktem Operator :4\1 ist. Mit Voraussetzung B0
ist der Operator zudem gleichméfig monoton. Dann liefert der Hauptsatz [AZ31] iiber monotone
Operatoren die Aussagen des Lemmas.

Das Lemma B2l auf Seite B3 liefert die Existenz eines stetigen beschrankten Operators 4; : V; —
(V;)" mit
(Aiwi, vi) vy ey = ailui, vi)  Vug, v €V

Der zweite Summand von @;(u;, v;) ist linear und stetig in u; und v;, da

2
’Yﬁj HuiHHl(Qi) ”vi”Hl(Qi)

> (b @b, @)) L[S Pl

JEN(3) JEN(3)
gilt, wie wir leicht mit Hilfe der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung und der Beschréanktheit des

Spuroperators Vf;ij el (Vi, HY Q(Fij)) sehen. Fir festes u; € V; stellt er insbesondere ein lineares

stetiges Funktional auf V; dar. Dann existiert genau ein linearer stetiger Operator B; € L (Vi, (%)/),
sodass

(Biwi, vi) viysvs = D (/\z'ﬂﬁj(u?) ,Vﬁj(vi))y(r_) Vug, vi € V;
JEN (i) Y
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gilt. Mit m := minjcar(;) Aij, siehe auch Voraussetzung B8, haben wir fiir alle u; € V; zudem die

Abschétzung
2

(Biui’ui>(‘/i),><‘/i Zm Z H’yf”(ul)

FJEN (i) £2(Ts)

Nun gilt flir den stetigen beschréankten Operator 1/4: = A, +B;:V;, — (%)' natiirlich

<Aiui,vi> . =ai(u,vi) Yug,v €V
(Vi)' xV;

i i

Weiter berechnen wir, wobei wir abkiirzend bei dem Dualitatsprodukt die Radume weglassen,

<1/4\zuz - 1/4\1'01', Ui — Ui> = (Aju; — Ajvi, ui — v) + (Bi(us — vi), u — i)

, 2
bo(ug — v,
’71“”( i i) L2(Ts))

> (A — Awiui —vi) +m Y ‘ Vui, v € Vi,

JEN ()

woraus mit Lemma BZT] auf Seite B3l unter der Voraussetzung B3 die Monotonie von Z und unter
der Voraussetzung B8 und der FRIEDRICHS-Ungleichung Satz [A2.7]

min(d, m)

2 [lwi — Ui”i[l(gi) Vug,vi € Vi,

<Aiui — Ajvi, ui — 'Ui> >

also insbesondere die gleichméflige Monotonie von 1/4: folgt. Dabei bezeichnet d die Konstante
aus Voraussetzung und Cr die Konstante der FRIEDRICHS-Ungleichung. Weiter haben wir in
Verbindung mit Lemma B2l unter Voraussetzung B4 und der FRIEDRICHS-Ungleichung

<Euuuz> > (A, w)+m Y H%”(Uz) )
JEN (1)

L2(Tyj)

min(c, m)

L CLONTEN ,7/ B dz Y € Vi,
0}27 H () N Q;

also die Koerzivitat von E Dabei sind m und Cr wie oben zu verstehen und ¢ ist die Konstante aus
Voraussetzung B4l Nun liefert der Hauptsatz [A31] iiber monotone Operatoren die gewiinschten
Aussagen zur Losbarkeit der Operatorgleichung [28), woraus dann wegen der Aquivalenz zu (B27)
die Behauptungen des Lemmas folgen. O

Bemerkung 45. Das letzte Resultat bleibt giiltig, wenn die Voraussetzung BK(ii) auf Seite B9 nur
fiir die eingeschriinkten Funktionen A?, erfiillt ist. Die Stetigkeit wird also nur fiir A% (z,-), = € Q;,
nicht aber fiir A,(z,-), z € Q gefordert. Damit sind insbesondere Spriinge von A, (z,-) zwischen
den Teilgebieten erlaubt.

3.3.2 Eigenschaften des Fehlers der VSAM im quasilinearen Fall

Der Konvergenzbeweis der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode wird,
wie schon im linearen Fall, auf einer geeigneten Abschétzung des Fehlers beruhen. Sei u =
(ui)1<i<m € HY(Q) C H! die schwache Losung des quasilinearen Gesamtproblems B3) und damit
auch die schwache Losung des linearen Transmissionsproblems B8) und u” = (u})i<i<m € H*
sei die schwache Losung der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode [BZI) im n-ten Iterati-
onsschritt. Wir fithren fiir den Fehler der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode im n-ten
Iterationsschritt wieder die Bezeichnungen (48] ein, das ist

e" = (e )1<icm = (U — u)1<icm = u" —u € H.

Bemerkung 46. Tm Allgemeinen gilt u™ ¢ H'(£2). Insbesondere ist dann e” ¢ H'(£2). Deshalb ist es
nicht sinnvoll von einer Konvergenz im H'(2) zu sprechen. Im Folgenden wird die H'-Konvergenz,

sieche ([Z) auf Seite [ von @EZI)-B2Z) gezeigt, also die H(Q;)-Konvergenz beziiglich jedem
Teilgebiet 2;, 1 =1,...,m.
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Die zu Grunde liegenden Differentialoperatoren P;(D) sind nichtlinear, sodass der Fehler ¢ nun
nicht einem (ZZ7) entsprechendem Problem geniigt. Wenn wir allerdings die Differenz der schwa-
chen Formulierungen (23) und &I7) bzw. B24)) und BIF) bilden, so sehen wir, dass der Fehler
den folgenden beiden Problemen geniigt.
Mit e} =ul —u; € Vi, i =1,...,m, gilt

ai(ui, vi) — a;(ui,v;) = 0 Y v; € Hg (%)
n 00 . ~i (o0 _ /= 1/2 . . (3.29)
<8piui —Opu; +7 )‘ij%“ij (e ,u> = <gij, u> Ve Hyh"(Tiz), j € N(i),

wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in H(;Ol/ *(Ty) x Hég2(1"ij) bezeichnet und die Konormalenablei-
tung nach BTH) mit f; = 0 erklért ist. Weiter wurde abkiirzend

gl = 9 — (Opus + TN (w)) € Hog*(Ti) (3.30)

definiert. Wir erinnern daran, dass u; die schwache Losung des quasilinearen Transmissionspro-
blems ([B3) bezeichnet.

Mit e} =ul —u; € Vi, i =1,...,m, gilt

ai(uy, vi) — a;(ui,vi)  + Z <IOO)\iﬂli“ij(€?)a%ij(Ui)>
JEN() o (3.31)
= > {ghah, @) Vuiev®,
JEN (D)

wobei das Dualitatsprodukt wie in (B29) und g/]\l’g wie in [B30) erklért ist. Die Definition der Rdume
V00 finden wir in ([Z2Z3) auf Seite [

Die beiden Formulierungen sind natiirlich dquivalent, da 2Z3) und B24) sowie (BI7) und BIF)
aquivalent sind.

Wir rechnen leicht nach, dass fiir die ROBIN-Daten der Transmissionsbedingungen die folgende
Aufdatierungsformel gilt

gt =T + Niad, () — g in Hy'*(Tij) , j € N(i). (3.32)

Bemerkung 47. Die Bemerkung auf Seite [ gilt entsprechend, d.h. allein durch die regulé-
rere Wahl der Startwerte g¢; € L?(Ti;) kénnen wir nicht sichern, dass gj; € L*(T;) gilt. Dies
ist offensichtlich, da in ([B3U) auch die Konormalenableitung dp,u; der Losung des quasilinearen
Modellproblems bzw. des quasilinearen Transmissionsproblems eingeht, diese im Allgemeinen aber

nur als Funktional auf H0162(1"ij) erklart ist. Um (L(;Z)" C L*(Tyj),i=1,...,m, j € N(i), sichern
zu kénnen bendtigen wir neben gf; € L*(I';;) auch noch die auf Seite B stehende Voraussetzung

EI0

Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir nachfolgend g;; wieder mit g7 und erinnern uns,
dass im Zusammenhang mit dem Fehler e immer ([B30) gemeint ist.

Unter Benutzung dieser Konvention erhalten wir direkt aus @31
ai(uf,vi) — ai(ui, v) = Y <!IZ — %N, (e}) a%i“,-j(vi)> Vo € V2O (3.33)
FEN ()
Wir verallgemeinern ([B33) auf beliebige v; € V; und erhalten das, fiir V;°° S V; nicht ganz triviale,

Lemma 3.3.2. €' = ul’ —u; € V; erfille (330) und v; € V; sei beliebig. Wir definieren Ny =
M, (€)= b, (uf —w) € HY?(Ty;) und pij := M, (Vi) € HY2(Ty;), j € N(i). Dann existieren
Folgen (uf;)x C Héf(l"ij) mit

HM'Z _/j/inHl/Z(F —>Oa ]EN(’L))

'ij) k— o0
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und zwar so, dass
— 1; 0y .. k
ai(ui', vi) = ai(ui, v;) = lim, > (o -1 /\1177%7Nz‘j>(Héf(Fij))leééz(Fij)
JEN ()
gilt. Weiterhin gilt die Abschdtzung

a;(ul, v;) — a;(ug,v;) + Z (/\ijn%,.uij)p(pij) < Z Hg?jHH&f/z(Fij) H“UHLZ(FI-J‘)'
JEN(7) JEN (i)

Beweis. Da nach Lemma B2l auf Seite B3 die Bilinearform a; auf V; stetig und im zweiten Ar-
gument sogar linear ist, ist a;(u?, ) — a;(u;, ) fir feste ul',u; € V; natiirlich ein lineares stetiges
Funktional auf V;. Mit Lemmam auf Seite [@konnen wir v; in der Form v; = v +w-limg_, o0 vf,
mit 00 € H}(Q;) und vf = D ieN () Rijufj e Vo, ufj € H0162(1"ij) mit der oben angegebenen Kon-
vergenzeigenschaft, schreiben. Siehe auch den Beweis zu Satz m auf Seite [ Lemma 227l liefert
zudem unter Beachtung von BZ4);, B33) und ~f, ( F) = u”

a;(ul,vy) — ai(ug,v;) = a;(ul,v)) — a;(ui, l)—i—hm ai(ult, vF) — a;(ug, vF)

79 Y 79 Y

= hm Z gz] 7% Azﬂh;alhﬁ( 1/2(FJ)) ><H1/2(F 7
JEN(z

also die erste Behauptung. Umstellen liefert (mit abkiirzender Schreibweise fiir das Dualitétspro-
dukt)

ai(uf',v5) = ai(ug, v) + T Y 7 (TN, i) = Jm Y (gl )
JEN(3) JEN(4)

woraus unter Beachtung des GELFAND-Dreiers H010/2(F1-j) C L*(Ty) C HO_Ol/2(Fij) und Ai;nf; €
L3(T;;) sowie Lemma A2

ai(ui’,vi) — ai(ui, vi) + hm Z 13771]»/%3 L2(Ty; )S hm Z HgUHH L2 (F”)HMUHL2(F”)
jGN (i) JGN(l)

folgt, was zusammen mit

125 — “ij|’L2(r,-j) < Jlui - MinH1/2(F- a0

1j) k— o0

nach Grenziibergang die Abschétzung liefert. O

Im Allgemeinen liegt e € V; nicht in V2°. Mit dem letzten Lemma folgern wir

Korollar 3.3.3. ¢} = u} —u; € V; erfille (3F10). Wir definieren 1 = ~f (e) € € HY(Ty;),
j € N(i). Dann ezistieren Folgen (Mz’j )k C Hoé (Ty;) mit

k,n
‘M'LJ _TI'LJ H1/2(D;;) k—o0 0 -7 GN()
und zwar so, dass
a-(u" en) 70,-(11,- en) = lim n 7100/\__ n k,n
AR (Ui, €5 7k~>oo gij Unij’:u’i_j ( 1/2( )) 1/2(F )
FEN (i) Ty i

gilt. Weiterhin gilt die Abschdtzung

ai(ui, €)= ai(ui, €') + Z ()‘ijn?j’n?j)m(nj)g Z Hg?jHHgol/z(Fij)H"?J‘Hm(r
JEN(3) JEN ()

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem letzten Lemma. O
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Bemerkung 48. Fiir el € V0 vereinfacht sich die Aussage von Korollar B33 Dann gilt mit (B33)
sofort
n o _n ny _ n 00y ., n ,n
a;(ul',el) — a;(u;, e}) = Z (g7 — T )\ljnl’j;Tlij>(Hééz(rij))/xHééQ(Fij) .
JEN (i)
Insbesondere ist dies fiir die Streifenzerlegungen aus Bemerkung [[(i) auf Seite @ der Fall. Es sei
auch auf Bemerkung [[0 auf Seite [ verwiesen.

Wir werden die Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode unter verschiedenen
Voraussetzungen an die Verfahrensparameter beweisen. Wenn wir keine zusétzlichen Regularitéts-
forderungen an die Losung des Modellproblems [B3) bzw. des Transmissionsproblems ([B8) stellen
wollen, dann miissen wir die Freiheit in der Wahl der Verfahrensparameter \;; einschrénken, indem
wir diese mit zusatzlicher Regularitdt versehen. Wir bendétigen die technische

Voraussetzung 3.9. Fir ¢ = 1,...,m, j € N (i), ist \;; + \j; ein Multiplikator fiir H010/2(Fij),
d.h. es gilt
(Nij + Ajo)u € Hgp*(Tig) ¥ € Hyh® (D).

Diese Voraussetzung ist identisch zu Voraussetzung EZT0 und wird hier nur aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit erneut aufgefiithrt. Um auf diese Voraussetzung verzichten zu kénnen, miissen wir etwas
mehr Regularitét von der Losung des Modellproblems bzw. wegen Satz auf Seite B4 von der
Losung des Transmissionsproblems fordern. Wir benétigen dann, in Analogie zu Voraussetzung
11l die ebenfalls technische

Voraussetzung 3.10. Fiir die Losung u = (u;)1<i<m € H(Q) € H' des quasilinearen Modellpro-
blems [3) bzw. des quasilinearen Transmissionsproblems &) gelte dp,u; € L2(Ti;),i = 1,...,m,
j € N (i), d.h. samtliche Konormalenableitungen auf den Schnittstellen der Teilgebiete sind als qua-
dratintegrierbare Funktionen interpretierbar.

Bemerkung 49. Die Bemerkung B3 auf Seite B3l gilt entsprechend: Unter der Voraussetzung B0
kénnen wir durch die Wahl der Startwerte gioj € L*(Ty;),i=1,...,m, j € N(i), der verallgemei-
nerten SCHWARZschen Methode ([BZI)) sicherstellen, dass die sich fir (B29) bzw. B3] ergebende
Folge (5;5)”’ die wir nach obiger Konvention wieder mit (g7;), bezeichnen, in L*(I';;) liegt. Wir
verweisen auf Bemerkung H7 auf Seite Weiterhin kénnen wir unter dieser Voraussetzung mit
obigen Startwerten die Aussage des Korollars B233 verschérfen. Wir gehen dann unter Beachtung
des GELFAND-Dreiers Hyy(Iy;) € L*(Ti;) © Hog'/*(Tij) und g7 — Aijngy € L2(T'y;) vom Duali-

tatsprodukt zum Skalarprodukt iiber und erhalten nach Grenziibergang firi=1,...,m
ai(uf,eft) —ai(us, ef) = D (985 = Mgl miy) o, - (3.34)
JEN (i)

Dabei wurde

—0
H/2(T;;) k—oo

<
L2(Tyj)

k,n n k,n n
Hij = Mg My = Mg

benutzt.

Abkiirzend fithren wir wieder die Schreibweise [ZR8) ein, also mit ¢ = (gij)1<iztj<m, Gij €
Hoo*(Ti), i =1,...,m, j € N(i),

1 _ _
ol = 3 <zoomj iy 1gz,-> L (3.35)
ig}\;&’; K g (HOU (FU)) XH()U (Fij)

Dabei bezeichnet J € £ (Holé2 (Tis), H&Jl/ 2 (Fij)) den RiESz-Isomorphismus. Unter Voraussetzung
B ist der Ausdruck sinnvoll erkldrt, da der Nenner A;; + Aj; nicht Null ist. Um dariiber hinaus
die Nichtnegativitdt von ([B33) fiir beliebige g;; € HO_Ol/Q(Fij), i=1,...,m, j € N(i), zu sichern
benodtigen wir die technische Voraussetzung ZI2 die hier nochmals wiedergegeben wird.

Voraussetzung 3.11. Firi=1,...,m, j € N (i), gelte

essinf(Agj () + Nji(x)) = mg; > 0.
€l -
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Bemerkung 50. Die Voraussetzung BTl wird durch die stérkere Voraussetzung B8 auf Seite B0, wel-
che fiir die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode n6tig war, impliziert.
Die nachfolgenden Hilfssdtze werden unter der schwéicheren Voraussetzung BTl bewiesen.

Wie auf Seite B4l berechnen wir unter Voraussetzung BT mit 7255 := || Aij + Ajs ||L°°(F- N
ij

1

2> — lgsilI?.— > 0.

ol > 3 o loullygirg, = 0
JEN(i)

Bemerkung 51. Die Bemerkung auf Seite B4 gilt entsprechend. Insbesondere haben wir fiir
reguliirere g;; € L*(Ty;), i =1,...,m, j € N (i), die Darstellung Z&10), also

1
I gll? = <—gz- g) . (3.36)
2 (e L2y

1<i<m
JEN (i)

Wir formulieren das, dem Lemma EZZH auf Seite B4l im quasilinearen Fall entsprechende,

Lemma 3.3.4. Seiu” C H' eine schwache Lésung von [Z2Z0) undu € HE () C H' eine schwache
Lésung von ([F3) bzw. [FR). Dann erfillt " = u" —u = (uf — w;)1<i<m = (€M) 1<i<m € H'
ZZ3) und (Z30). Weiter seien die Voraussetzungen[5q und B erfillt. Zusatzlich gelte eine der
Voraussetzungen [T oder [TI0. Dann gilt mit

9" = (gih<izj<m » L€ {n,n+1},

~r.n _n ~ n 1 n n j n 2
au" ) —atu,e”) = 5 [ g™ 112 =g 1P+ > / O =) (1, (e5)) " do |, (3:37)
1<jsm ij

1EN(4)
wobei a(-,-) die Form {ZI13) bezeichnet.
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnung 77 := ,Yf;ij (e?). Ohne eine der zusatzlichen Vorausset-
zungen berechnen wir mit dem GELFAND-Dreier H&gQ (I';;) € L3(Ty5) C HO_Ol/Q(FZ-J—)
1
e = (5o )
lgs:m Aij + Aji ! ! L2(Ty;)
iEN(4)
63283 | . e
= g™ Il
1 _ n _ n
+ ) (ﬁj N (Nig + Ngimi), T (N +)‘ji)77ji)>
1<j<m ] Jt L2(Tij5)
iEN(4)
1
- 2- (7J_1(IOO(AU +)\ji)77"i),J_1(97-2)> ,
12;1 Aij + Aji ’ ! L2(Tyj;)
iEN(4)

also

n n 1 — n — n n
g™ I2=llg™ M2 = > (7/\'j+/\j'J YT (Ng + Nji)nls), T 1(29ji_100()‘ij+)‘ji)77ji))
1<j<m K v
i€EN(J)

L2(Tij)
(3.38)
A) Es gelte Voraussetzung B Wir betrachten zwei Fille.

AT) Sei e € V;* fiir alle i = 1,...,m. Insbesondere gilt dann 7}; € H)/?(T;;). Die Voraussetzung
liefert nun

JHT® N+ X)) = T T (N + Xja)nls) = (Nij + Aji)nls.
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Zusammen mit ([B3]) haben wir dann unter Beachtung des obigen GELFAND-Dreiers

P =TE = DD (g = TNl + (g — TN, )
N

llg

B3 <«
= aj(uy,ej) — aj(uj,ey) + Z <g;’l - ZOO)\ijn;‘i,n;’i>
iEN(H)

<.
I
—

Beriicksichtigen wir die Identitat
Z (gf = TONijnfs,mys) = aj(uf,€}) — a;(ug,ef) — Z (Z%°(Nij = Xji)nis ) »
€N ) €N )

liefert uns das

- _ 1
a(u,e") —a(u,e”) = o | llg™ II* =l g™ I1* + (%W = Na)mginmgi) |
2
e

also im speziellen Fall e} € V° die Behauptung, weil wir das Dualitédtsprodukt auf Grund der
Regularitét durch das Skalarprodukt im L?(T';;) ersetzen kénnen.
AII) Sei nun e’ € V; fiir alle ¢ = 1,..., m. Die Abbildung

1 _ i _ n n
h:vj— <m<} HI® g+ Ny, () TH2gg: — T (Vg + Aji)%))

L2(Tij)
ist wegen
B3| < 77285 = T + Al oy s - [T 0 T 75 - [ || - Dol
ein lineares stetiges Funktional auf V;. Fir e € V; existiert eine Darstellung
ey = eg’n JrW—limef’n, eg’n € H&(Qj), e?’n = Z Rjiu?l?n € VjOO, u?l?n € Hé({Q(Fij)

k—o0
€N (i)

mit

| 0.

Siehe auch den Beweis zu Lemma Wir erinnern daran, dass die Folgen (e?’”) & SO gewdahlt

werden konnen, dass 71{” (e o

s =y, —
J Ju H/2(T;;) k—oo

; ) = N?{n = ij" = 711;” (ef’") gilt. Fiir die genaue Konstruktion sei
auf den Beweis zu Satz auf Seite [[@ verwiesen. Jetzt liefert Lemma 2211 auf Seite und
h(w;) = 0 fiir alle w; € H} ()

J k—oo

Unter Voraussetzung B erhalten wir analog zu A.I)

k,n k,n — n n n n k,n
h(e;") = (Mﬁ T 2gh — TN + /\ji)nji)) = <2gji = I%(Nij + M) 115 >

L2(T'y5)

Gehen wir weiter wie in Teil A.T) vor, so erhalten wir unter Beachtung von Korollar und der
Identitat

. k, . k,
lim <g;’l — ZOO)\ijn;’i, Mﬂ"> =aj (u;’, el )—a; (uj, e?)—khm Z (()\ij — Xji)njis uji")

koo NG iENG) L2(T)

und anschliefendem Grenziibergang

~ - 1

a(u,e") = a(uem) = 5 | llg™ I* = Il g™ [I* + D (i =X ) oy |
1<j<m
1EN(4)
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also die Behauptung des Lemmas.

B) Gelte nun Voraussetzung BTl Unter dieser zusétzlichen Regularitdtsforderungen haben wir
B34). Damit vereinfacht sich (B38) und wir berechnen

2 12 B33
g™ I =M™ > ==7 D (265 — (A + N5 05i) o)

1<j<m
i€N(J)

= Z (g;‘lif)\jin;‘lian?i)Lz(pij) + Z (g?i*)‘ijn?i?n?i)Lz(pij)
1<j<m 1<j<m
€N (J) i€N(J)

B3D

=" D (el e) —as(uief)) + D (95 = A ) pagr, )

j=1 1<i<m

PEN()
was mit der Identitét
D (0= A1) e,y = 05w €)= agugel) = D0 (g = N ) g
€N () iEN(J)
die Aussage des Lemmas liefert. O

Sei u = (u;)1<icm € HE(Q) C H' schwache Losung von @B3) bzw. BX). Fir i = 1,...,m
definieren wir die Mengen

K;:= {’LUZ eV | ai(wi,ui) — ai(ui,vi) =0 Vuwu; € Hol(QZ)} C ‘/i; (339)

wobei a; die Form (BII]) bezeichnet.

Mit der folgenden technischen Voraussetzung, welche die Ubertragung von Voraussetzung ZT3 auf
den quasilinearen Fall darstellt, konnen wir mit Hilfe von Lemma B34 den néchsten Hilfssatz
beweisen.

Voraussetzung 3.12. Sei u = (u;)1<i<m € HL(Q) € H' schwache Losung von B3) bzw. ().
Fir j =1,...,m gelte

j 2
> /F (Aij =X, (v = ug)”™ do < C (a;(vj,v5—u;)—a; (uz, v;—u;))—Nj(v;—u;) Vv € K.
1EN () "

Dabei sei N;(v;) >0 fir alle v; € K; C V; und 0 < C < 2.

Diese Voraussetzung kann nicht ohne Weiteres nachgepriift werden, da dazu bereits die Losung
u des quasilinearen Modellproblems B3] bekannt sein muss. Wir benotigen diese Losung sogar
schon, um die Mengen K; zu bestimmen. Die Voraussetzung ist aber tatséchlich erfiillbar. Fiir die
spezielle Wahl \;; = \j; ist obige Voraussetzung fiir N; = 0 und monotones a;(-,-) erfiillt. Die
Monotonie der Form folgt beispielsweise sofort aus den Voraussetzungen Bl bis B3l wie Lemma
BZ1 auf Seite B3 zeigt.

Bemerkung 52. Falls neben den Voraussetzungen Bl und auch Voraussetzung B0 gilt, haben
wir nach Lemma B2l auf Seite B3 insbesondere

2
a;j(vs,vj — ;) — aj(uj, v; —uz) = d|V(v; = vj)ll20,) Yv; €V; DK

Zusammen mit der FRIEDRICHS-Ungleichung, Satz[AZZT] und der Beschrénktheit der Spuroperato-
ren y%ij, siehe Satz[A 28 berechnen wir dann die fiir Voraussetzung 1 hinreichende Bedingung:

Es existiert ein 0 < C' < 2 und N;(-) > 0, sodass

1
Nj(vj —uj) < <<C§ + F) 'd'Cm'Cf) loj = will3n g, Vs € K
F

gilt. Dabei bezeichnet Cr = Cp (ijUieN(j) Fij) die Konstante der FRIEDRICHS-Ungleichung
und d die Konstante aus Voraussetzung B die Beschrinktheit der Spuroperatoren geht
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S o2
in C, = >, NG) Hy%u H ein und die Verfahrensparameter werden mittels m :=
max;enr(j) [ Aij — )\ji||Lw(F”) abgeschétzt. Fiir den Fall N; = 0 ist die obige Ungleichung erfiillt,
falls ein 0 < C' < 2 existiert, sodass

1+—>-d-02m
(14 ez

gilt.
Mit der letzten Voraussetzung formulieren wir nun

Lemma 3.3.5. Seiu™ C H' eine schwache Lisung von [@Z0) undu € HE(Q) € H' eine schwache
Lésung von ([3) bzw. @R). Dann erfillt " = u™ —u = (u} — u;)1<icm = (€7)1<icm € H'
(ZZ3) und (ZZ1). Weiter seien die Voraussetzungen [B_4 11 und B3, sowie zusdtzlich eine der
Voraussetzungen [ oder [Z10 erfillt. Dann gilt

(2-0) (@™ e) —a(u,e™) + > Nj(ef) < llg™ II° = Il g" I (3.40)

j=1

wobei a(-, ) wieder die Bilinearform (ZI13) bezeichnet.
Beweis. Die Behauptung folgt offensichtlich aus Lemma B34 und Voraussetzung O

Um im néchsten Beweis ein Summationsargument anwenden zu koénnen, benotigen wir die techni-
sche

Voraussetzung 3.13. Sei u = (u;)1<i<m € HE(Q) € H' schwache Losung von B3) bzw. ().
Fiir alle v = (v;)1<i<m € [[", Ki € H', siche ([E3J), gelte

0<a(v,v—u)—a(u,v—u)= Z(ai(vi,vi —u;) — a;(ug, v; — uy)).

Bemerkung 53. Die Nichtnegativitét wird nur fir die Differenz a(v, v—u)—a(u, v—u) gefordert. Die
einzelnen Summanden a;(v;, v;—u;)—a; (u;, v;—u;) diirfen sehr wohl negativ sein. Die Voraussetzung
ist natiirlich erfiillbar. Sie folgt beispielsweise direkt aus der Monotonievoraussetzung B3 wie wir
mit Lemma B2ZZT] auf Seite B3 sehen.

Mit diesen Vorbereitungen formulieren wir nun das, fiir den Konvergenzbeweis im néchsten Ab-
schnitt wichtige,

Lemma 3.3.6. Die Lisungsfolge (u™), C H' sei durch [ZZ1)- [FZZA) erzeugt und u € H}(Q) c H
sei eine schwache Lésung von (Z3) bzw. {Z3). Dann erfillt e™ = u™ —u = (u' — ui)i<i<m =

(eM)1<icm € H' fiir alle n € N [@Z9) und @F1). Weiter seien die Voraussetzungen B4 EID,
[T und[T13 sowie zusditzlich eine der Voraussetzungen [T oder ZI10 erfillt. Dann gilt

(a(u”,e") —a(u,e™)) —— 0 und N;(e}) ——0,i=1,...,m, (3.41)

n—oo n—oo

falls fiir die Konstante aus Voraussetzung[TIA C < 2 gilt. Ist fir allei=1,...,m
ai(vi,vi — ui) — ai(ui,vi — ui) >0 V’Ui S Ki,

mit K; nach (Z34), so gilt iberdies

a;(ul,el) — a;(u;,e}) ——0,i=1,...,m.
n—oo

Gilt fiir die Konstante aus Voraussetzung[Z12 der Grenzfall C = 2, so bleibt die Aussage

Ni(e]!) ——0,i=1,...,m,

auch ohne Voraussetzung [Z13 giiltig.
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Beweis. Lemma B30 und Summation iiber n € N liefert

) <(2 —0) @, ")~ afu, ") + Zm(e?)) < [lg°lI?,

neN i=1

woraus unter Beachtung von Voraussetzung B2, also insbesondere N;(e’) > 0 und C' < 2, und
der Voraussetzung die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt mit (BI3)) direkt
aus der ersten. Die letzte Behauptung erhalten wir ebenfalls aus obiger Reihe, wenn wir beachten,
dass fiir C' = 2 der erste Summand verschwindet. O

Bemerkung 54. Die Bemerkung Bl auf Seite BY gilt entsprechend, d.h. um BZ]) zu sichern, kann
im Fall C' < 2 auf Voraussetzung nicht verzichtet werden.

3.3.3 Zur Konvergenz der VSAM im quasilinearen Fall

In diesem Abschnitt werden wir, analog zum linearen Fall, die starke H I_Konvergenz der ver-
allgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode ([BZI)-([B22) gegen eine Losung des
quasilinearen Modellproblems bzw. des quasilinearen Transmissionsproblems zeigen. Dabei sind
alle in Abschnitt B] definierten Zerlegungen des Gesamtgebietes ) zugelassen, also insbesondere
auch Zerlegungen in mehr als zwei Teilgebiete, von denen nicht alle einen echten Auflenrand zu
haben brauchen, und Zerlegungen mit Kreuzungspunkten.

Um die Notation abzukiirzen, verwenden wir die Bezeichnungen ([Z62) und T3) aus Abschnitt
EZZ3 d.h.

Gi=4 U % |uounT)>0
1<k<m
und
Gri=1¢ U % [p@%nG)>0,0%0nG =0VI<r
1<k<m

Dabei bezeichnet p das (N — 1)-dimensionale HAUSDORFF-Ma8. In Gy liegen also die Teilgebie-
te, die einen echten Auflenrand haben. In G,; hingegen liegen die Teilgebiete, die einen echten
gemeinsamen Rand mit G, haben und nicht schon Teilmengen von Gy, | < r, sind.

GleichmaBig monotone quasilineare Probleme

Wir beweisen die Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode fiir gleichmafig mo-
notone quasilineare Probleme, d.h. der Differentialoperator ([Bl) erfiille insbesondere die Voraus-
setzung Dann lautet der Konvergenzsatz wie folgt.

Satz 3.3.7. Die Voraussetzungen [Z1, [Z3, und [Z3A seien erfillt. Weiter seiw € H}(Q) C H1
eine schwache Lisung von (@A) bzw. analog (F8) und die Lisungsfolge (u™), C H' sei durch
EZ0)-E22) erzeugt, wobei die Startwerte gj; beliebig aus L*(Ti;), i = 1,...,m, j € N(i), ge-
wahlt sind. Dann erfillt e = u™ —u = (U — ui)1<i<m = (€M)1<i<m € H' fiir alle n € N
(ZZ9) und (ZF1). Zudem seien die Voraussetzungen [Z8, [T1A und B13 sowie zusdtzlich eine der
Voraussetzungen [39 oder BI0 erfillt. Dann gilt

m 1/2
lu — ull g = (Z g — uinipmi) — 0 fiirn — . (3.42)
=1

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von B3) bzw. [BF) wird mit Lemma BT
auf Seite B und Korollar bzw. Korollar durch die Voraussetzungen B, B2 B4 und B3
sichergestellt. Dabei sei daran erinnert, dass die gleichméaflige Monotonie natiirlich die Monotonie

impliziert, siehe Bemerkung B auf Seite B9 Gilt zusétzlich Voraussetzung B so ist mit Lemma
B3 auf Seite B0 auch der Algorithmus (B2Z11)- 2F) wohldefiniert.

A) Es gelte Voraussetzung B0
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Der Fehler e” = u” —u = (u} — u;)1<icm = (€M) 1<i<m € H' geniigt Z9) und B3T). BA2)
entspricht natiirlich

m 1/2
le™l g = <Z ||e?||§{1(9i)> — 0 fiir n — oo. (3.43)
i=1

Die Voraussetzung impliziert Voraussetzung Wir haben sogar mehr, denn Voraussetzung
liefert mit Lemma B2l auf Seite

ai(ull,el') — a;(ui,el) > d || Vel |72, > 0. (3.44)

Die Voraussetzung impliziert insbesondere die Voraussetzungen B und BTl Nun kénnen wir
Lemma B30 auf Seite B8 anwenden und erhalten (mit nach Voraussetzung sinnvollem N;(-))

a;(ul,el') — a;(u;, e

1)

™) — 0 und N;(el') — 0 fiir n — oo (3.45)

%

und mit Z4) ebenso
Vel 2, — 0 firn — oo (3.46)

fiir 4 = 1,...,m. Abkiirzend definieren wir wieder n}; := 711;1_], (er) € HY2(I';;). Die Abschitzung
aus Korollar auf Seite [63 liefert zusammen mit den Voraussetzungen und

Z ﬁ”n?jH;(rﬁ) < Z HQ?J‘HHU*UVZ(FU) HmnjHLZ(rij)'
JEN(4) JEN(3)

Setzen wir ||773||L2(F“) = max;e (i) an HLZ(F”), so erhalten wir damit

2
M||773||L2(F11) < E Hg%HH;Ul/Z(Fij) ||7’3||L2(Fll) )
JEN(3)

was grob abgeschatzt und unter Berticksichtigung von ||773||L2(Fu) =z HU%HLZ(F”) fir j € N(i)

1
||77?j||L2(Fij) < m Z Hg?jHH&f/Z(FU)
JEN (i) —= JEN(3)

liefert. Z4) und BA0) sorgen dafiir, dass die nichtnegative Folge (|||¢"|||)» monoton fallt und
somit durch |||¢°]|| nach oben beschrinkt ist. Mit [B35) und den Abschitzungen auf Seite B2
erhalten wir, wenn wir weiter abschétzen,

Z HglﬂjHH&f/z(F”) S Z Hg;leH&)l/2(Flj) S m\/E ||| gO||| = 6

; ; 1<i<m
JEN() JEN(1)

mit £ ;= max I Xi; + Ajill Lo (1) Das ergibt zusammen mit der vorletzten Ungleichung
FEN (i)

n C
||nij||L2(Fij) = W SL (3.47)
JEN (1) —

Als Nullfolge, siehe BZ8), ist (||Ve}'[|;2(q,))n natiirlich beschrénkt, woraus mit (£27) und der
FRIEDRICHs-Ungleichung, Satz [A2.T]

[le; ||H1(Qi) <CFf (anjHLz(F”) + [|Ve; ||L2(Qi)) Sl (3.48)

fir i =1,...,m folgt, wobei Cr die Konstante aus der FRIEDRICHs-Ungleichung bezeichnet.

Fir alle i € {1,...,m} mit ©; C Gy gilt 7 (ef') = 0 auf dem AuBenrand T'; mit p(I;) > 0, was
zusammen mit ([FZ0) und der PoINCARE-Ungleichung, Satz [AZ2
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liefert. Wir erhalten daraus mit dem Spursatz, siehe Satz oder [Gri8H, Theorem 1.5.1.3], und
der stetigen Einbettung H'/?(T;;) < L?*(T';;) insbesondere

HU%HB(FU) < "HZ"H1/2(F,;J-) < ||e?||H1(Qi) — 0, fiir alles mit Q; C Gy,7 € N(1). (3.50)

Sei nun ein beliebiges Teilgebiet €2; C G2 und ein dazu benachbartes Teilgebiet €); C G gegeben.
Nach Definition [ZG3) ist klar, dass ein solches Nachbarschaftsverhiltnis existiert. Insbesondere
hat der gemeinsame Rand positives HAUSDORFF-Maf. Wir betrachten nun I/‘Z\J C I';; mit positivem
HAUSDORFF-Maf} und zudem dist(9T';;, 81'/‘;) > 0. Weiterhin wéhlen wir die Abschneidefunktionen
@ e CP(Tyy) mit 0 < ¢ <1 und (,Za|1:i\j = 1 sowie ¢ € C*°(;) mit 0 < ¢ < 1, 1/1|rij = ¢ und

Yloar,, = 0- Dann gilt mit der Bezeichnung é? := e; ¢ und unter Beachtung von [|¢[| o,y S 1,

[V Lo (9;) < 1 und EI8)
[, = el + IV
3 Hl (Ql) K2 L (QI) K2 L (Ql)

2 2 2 2 2 2
< Ml €2y + 101 ) IVER 200y + IV ) €5 22020
< 1

und zwar fiir alle n € N. Weiter haben wir offenbar 7/7?; = 'y%ij (e”) = nip € Héé2(Fij),

3

U ~ = nmfw und damit
- < |lnm e < |ler <1 VneN, 3.51
‘771] Hyb? (i) ™ nw(pHHl/Z(aﬂi) ~At T E Q) ( )

wobei ~ die Nullfortsetzung auf 0€); bezeichnet. Die FRIEDRICHS-Ungleichung, Satz A2l liefert
zudem

2 ) 1/2
TN Y R R (352)

e | g ) < CF <‘ L2(55;

Weiter haben wir mit zweimaliger Beachtung von B32)
gt =T+ Ximis — g5y = T i + Xl — T g + N+ g

was unter Berticksichtigung des GELFAND-Dreiers H&éQ(Fij) C L*(T'y) C HO_OI/2 (Ty;) zu
n n n— n— 1/2
(()‘ji + /\ij)m’j,ﬂ)p(pij) = <9ji+1vﬂ> - <gji 1’”> + (()‘ij + /\ji)nji 1’H)L2(FM) Ve Hoc( (L'ij)
(3.53)
korrespondiert, wobei (-, -) die Dualitét in H(;Ol/ *(Tyy) % HééQ (Ti;) bezeichnet. Aulerdem gilt mit
BZ9)2 und obigem GELFAND-Dreier fiir alle p € H&éQ(Fij)

Hgom | < [On ) = Omupm) [+ | (i) e, |
< e R ) = ai(ug, R ) [+ il poe oy 1055l oy Il 2, -

Da ; C G ist, haben wir mit (BZ9) natiirlich

n_

H“J “j"Hl 0,

(Qj) n—oo
woraus mit der Stetigkeit der Form a; im ersten Argument, siche Lemma BZT] auf Seite B3 fiir

beliebiges u € H&f (T'y;) sofort

|aj(u}, R 1) — aj(u;, R p) | —— 0

n—oo

folgt. Zusammen mit (FhT) liefert die obige Abschitzung

0. (3.54)

il =
i —1/2
||gﬂ Hoo / (Fij) n—oo

71



Setzen wir in BR3) u = ﬁ;\z € H50/2(Fij), so erhalten wir zusammen mit Voraussetzung B3

2 2
< 4 o d
’77” L) T m/rij ()" &, do
Pl =1
- noon
N m(nij’mﬂj)LZ(Fij)
< (()\ji+)\ij)n?jﬂ7§})wr”)
n+1 1 n
< (195 ™ gormceny + 1957 Nagprme) 1 s
U 3
—1
+||)\ij+)\ji||Loo(F1j)Hnji HLQ(F”) 77% LZ(F”);

wobei m := essinfr,; (Aj; + Ai;) ist. Daraus folgt mit (E50), (X)) und E34)

|

was unter Beachtung von (B28) und [52) und da Q; C G2 beliebig war,

- 0)
L2(1" ) n— oo

€31l k1 (s — 0 fiir alle ¢ mit Q; C G

liefert. Wir erhalten daraus mit dem Spursatz, siehe Satz oder [Gri8H, Theorem 1.5.1.3], und

der stetigen Einbettung H'/2(T;;) — L?(T;;) insbesondere fiir alle i mit Q; C G wieder
HanLz(F”) < anJHHl/z(r VS S el o )y 0, fiiralle i mit Q; C Gy, j € N (i).

Zudem ist klar, dass wir die Abschétzung B52) verschirfen konnen. Es gilt ndmlich fiir beliebiges

Q; C G, sogar, wenn wir alle gemeinsamen Teilrdnder zu Gebieten Q; C G; in der FRIEDRICHS-
Ungleichung beriicksichtigen,

— 0.
L2(F i) n—oo

2 2
el S 19 Moy + S |
Q,;CGy

In gleicher Weise konnen wir fiir > 3 zeigen, dass fiir alle ¢ mit ; C G, gilt

2

— 0. (3.55)
L2(F ].) n— oo

ni| 2 n2
e 5 S IVeXlie@y + > |

i CGr1
Da die Anzahl der G, endlich ist (< m), haben wir BZ3)) gezeigt.

B) Unter der alternativen Voraussetzung B0 ibertréagt sich der Beweis wortlich. Die einzige Stel-
le, an der eine der beiden Voraussetzungen benutzt wird, ist bei Verwendung von Lemma B30
Natiirlich kénnen wir mit Voraussetzung B-I0 an den entsprechenden Stellen von der Dualitédt im
H(;OI/Q (Ty;) x HéO/Q (T';;) zam L*(T;;)-Skalarprodukt iibergehen und die Abschiitzungen evtl. ver-
schérfen. Dies ist aber nicht notig, da wir g5 € L*(T';;) natiirlich auch als Element aus HO_Ol/ 2 (Ty5)
auffassen kénnen, womit die Abschétzungen aus Teil A giiltig bleiben. O

Bemerkung 55. Im Fall einer Streifenzerlegung des Gebietes nach Bemerkung [(i) auf Seite

kénnen wir in Verbindung mit Voraussetzung die Startwerte der Iteration sogar beliebig aus
HOBI/Q_(FU) wahlen. Der Beweis bleibt ohne Anderungen giiltig, wobei in diesem Fall natiirlich

=Gy, G, =0, r > 1, gilt, sodass wir auf einen Grofteil desselben verzichten kénnen.

Eine Anmerkung zu nicht gleichmaBig monotonen quasilinearen Problemen

Durch geeignete Wahl der Verfahrensparameter konnte im linearen Fall auf die Abschitzbarkeit der
Bilinearform durch die L?(€2;)-Norm des Gradienten, welche durch die Voraussetzungen EI] und
E2impliziert wurde, verzichtet werden. Deswegen konnten, neben hauptteildominanten Problemen,
auch singular gestorte und spezielle indefinite Probleme behandelt werden. Im quasilinearen Fall
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kann auf die gleichméaflige Monotonie, welche hier das Pendant zu obiger Hauptteildominanz ist
und durch Voraussetzung B gesichert wird, nicht ohne Weiteres verzichtet werden.

Ohne die gleichméaflige Monotonie kann teilweise die Wohldefiniertheit der Methode gesichert wer-
den, da Lemma B30l auf Seite Bl immer noch die Existenz von Losungen liefert. Die Eindeutigkeit
der Losungen fallt allerdings nicht mehr mit ab. Auch fiir das quasilineare Modellproblem haben
wir in diesem Fall nur noch Lemma BT auf Seite B, also die Existenz einer Losung, die Ein-
deutigkeit kann wegen der Nichtanwendbarkeit von Korollar nicht mehr gesichert werden.
Selbiges gilt wegen Satz auf Seite b4 auch fiir das quasilineare Transmissionsproblem.

Ein weiteres Problem besteht zudem darin, dass der Beweis des letzten Satzes ohne Voraussetzung
nicht iibertragbar ist. Speziell haben wir [B46) nicht mehr zur Verfiigung. Im linearen Fall
war eine dquivalente Formulierung der zu Grunde liegenden Bilinearform, in der ein Teil gegen
die L?(;)-Norm des Gradienten abgeschiitzt werden konnte, der Schliissel. Dieser abschitzbare
Teil nahm in Lemma EZZ7 auf Seite BY den Platz von N; ein und sicherte (ZG8), das Pendant
zu (BZd). Die Nichtnegativitit des restlichen Teils der Bilinearform wurde durch die spezielle
Wahl der Verfahrensparameter erzwungen. Im quasilinearen Fall kann auf diese Weise leider nicht
vorgegangen werden.

3.4 Zusammenfassung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde ein quasilineares Modellproblem erklart. Dabei wur-
den die Differentialoperatoren und die geometrischen Voraussetzungen an die Gebiete festgelegt,
wobei lediglich gefordert wurde, dass das Gesamtgebiet 2 und die Teilgebiete ;, i = 1,...,m,
LipscHITZ-Gebiete sind. Insbesondere durfte die Zerlegung Kreuzungspunkte und komplett im
Inneren liegende Teilgebiete aufweisen. Zudem wurde eine schwache Formulierung des Modellpro-
blems angegeben und die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen unter passenden
Voraussetzungen gezeigt. Diese Standardresultate beruhten dabei auf der Koerzivitdt und der Mo-
notonie des Operators, wobei letztere fiir die Eindeutigkeit gleichméafig sein musste.

Im zweiten Abschnitt wurde ein, zu dem quasilinearen Modellproblem auf dem Gesamtgebiet dqui-
valentes, quasilineares Transmissionsproblem auf den Teilgebieten hergeleitet. Dabei war es wichtig,
die Elemente der Transmissionsbedingung, die den Fluss charakterisieren, als Funktionale iiber den
passenden Raumen zu interpretieren. Besonders fiir komplexe Zerlegungen, die Kreuzungspunkte
und im Inneren liegende Teilgebiete aufweisen, erwies sich dies als kritisch. Mit dieser Interpretati-
on der Flussbedingung als Funktional war es moglich, das Transmissionsproblem ohne zusétzliche
Regularitatsvoraussetzungen zu formulieren und die Aquivalenz fiir die schwachen Formulierungen
desselben und des quasilinearen Modellproblems nachzuweisen. Als Folgerung ergab sich, dass das
quasilineare Transmissionsproblem genau dann (eindeutige) Losungen besitzt, wenn das quasili-
neare Modellproblem (eindeutige) Losungen besitzt. Dariiber hinaus wurden im zweiten Abschnitt
noch zwei weitere dquivalente schwache Formulierungen des Transmissionsproblems angegeben.
Auch hierbei war es wichtig, speziell fiir komplexe Zerlegungen, die auftretenden Funktionale {iber
den passenden Raumen zu wahlen.

Im dritten Abschnitt wurde die nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode aus Kapitel Bl auf qua-
silineare Probleme iibertragen. Dabei wurden die ROBIN-Daten der Nachbargebiete des vorherge-
henden Iterationsschrittes wieder als Funktionale iiber passenden Raumen interpretiert und zwi-
schen den Iterationsschritten geeignet aufdatiert. Der Vorteil bestand darin, dass auf die explizite
Bestimmung der Konormalenableitung verzichtet werden konnte. Weiterhin wurden fiir die Verfah-
rensparameter allgemeine L°°-Funktionen auf den Teilréndern zugelassen. Fiir die verallgemeinerte
ScHWARZsche Methode wurde dariiber hinaus eine addquate variationelle Formulierung angegeben,
die fiir komplexe Zerlegungen giiltig ist und mit der klassischen H!();)-Regularitit der Losungen
auf den Teilgebieten auskommt. Auch wurde, unter Benutzung einiger technischer Voraussetzungen,
die starke Konvergenz der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode in H! gezeigt. Dieses Kon-
vergenzresultat konnte flir gleichméaflig monotone koerzive elliptische Probleme erhalten werden.
Ein Ersetzen der gleichméafligen Monotoniebedingung durch eine gewohnliche Monotoniebedingung
lieferte noch die Existenz von Losungen der wéhrend des Verfahrens auftretenden Teilprobleme,
aber die Konvergenz konnte unter dieser abgeschwachten Voraussetzung nicht mehr bewiesen wer-
den.
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Ein Vorteil der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode ist, dass mit ihr ver-
schiedene Problemklassen behandelt werden konnen. Hierzu zahlen neben den im letzten Kapitel
behandelten linearen elliptischen Problemen auch nichtlineare Probleme, wie die hier untersuchten
quasilinearen. Es ist also moglich, mit ein und derselben Methode, aus linearen und nichtlinearen
Teilaufgaben bestehende, gekoppelte Probleme zu 16sen. Weiterhin diirfen die Operatoren zwischen
den Teilgebieten springende Nichtlinearitaten aufweisen. Durch Einschrankungen bei der Wahl der
Verfahrensparameter erhalten wir die H!-Konvergenz der Methode ohne zusitzliche Voraussetzun-
gen an die Glattheit der Losungen. Ist die Losung des linearen bzw. quasilinearen Modellproblems
im Gegenzug hinreichend regular, d.h. ist ihre Konormalenableitung auf den inneren Teilrdandern als
Funktion aus L? interpretierbar, dann kann auf einen Teil der Einschrinkungen der Verfahrenspa-
rameter zur Sicherung der Konvergenz verzichtet werden. Zudem ist die Methode fiir beliebige
Zerlegungen des Gesamtgebietes anwendbar, solange alle Teilgebiete L1PSCHITZ sind. Insbesondere
sind Zerlegungen mit Kreuzungspunkten und Zerlegungen mit Teilgebieten, die keinen Auflenrand
besitzen, zugelassen. Dariiber hinaus kann auf die explitize Bestimmung der Konormalenableitung
verzichtet werden.

Aussagen zur Konvergenzgeschwindigkeit und Fehlerabschitzungen wurden nicht gemacht. Es ist
nicht bekannt, ob die nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode im nichtlinearen Fall geometrische
Konvergenzordnung aufweist, wie dies fiir lineare Probleme, zumindest bei sorgfaltiger Wahl der
Parameter, der Fall ist.
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4 Nichtmonotone quasilineare Probleme mit
springenden Nichtlinearitaten und
Gebietszerlegungsmethoden

Nachfolgend soll eine ausgewéhlte Klasse nichtlinearer Probleme mit nichtiiberlappenden Gebiets-
zerlegungsmethoden behandelt werden, auf die die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode aus
Kapitel B nicht angewendet werden kann. Dazu wird, ausgehend von einem nichtmonotonen qua-
silinearen Modellproblem mit springenden Nichtlinearitaten auf einem beschrankten LiPSCHITZ-
Gebiet, ein Transmissionsproblem mit quasilinearen Teilproblemen formuliert. Anschliefend wird
dieses, wie in [BKS(T], vermittels einer problemklassenangepassten KIRCHHOFF-Transformation
in ein springendes Transmissionsproblem mit linearen Teilproblemen iiberfiihrt. Der nichtlineare
Charakter des Ausgangsproblems findet sich dabei ausschliefflich in den Transmissionsbedingungen
des springenden Transmissionsproblems wieder. Um die Analysis zu vereinfachen, beschrinken wir
uns auf eine Zerlegung des LIPSCHITZ-Gebietes in zwei LIPSCHITZ-Teilgebiete, die jeweils einen
echten Auflenrand und einen echten gemeinsamen Rand I' haben sollen. Anschliefend formulieren
wir ein restringiertes Optimierungsproblem, dessen eindeutige global optimale Losung auch dem
springenden Transmissionsproblem gentigt, womit nach Riicktransformation auch die Losung des
Ausgangsproblems zur Verfiigung steht. Dabei misst das Zielfunktional den Abstand der (trans-
formierten) DIRICHLET-Daten der Teilprobleme des springenden Transmissionsproblems auf T
Weiterhin werden regularisierte parameterabhéngige Varianten des restringierten Minimierungs-
problems eingefiihrt, die sich im linearen Fall als niitzlich erwiesen haben. Das urspriingliche Mini-
mierungsproblem ist dabei fiir verschwindenen Parameter als Spezialfall enthalten. Dann wird die
(nicht notwendig eindeutige) Losbarkeit der regularisierten Probleme gezeigt und die, fiir kleiner
werdenden Parameter, schwache Konvergenz in H'! dieser Losungen gegen die eindeutige Losung
des restringierten Optimierungsproblems. Darauf folgend werden die regularisierten restringierten
Probleme dquivalent in parameterabhéngige freie Optimierungsprobleme tiberfiihrt. Zudem wird
vermittels der eindeutigen Losbarkeit des freien Optimierungsproblems fiir verschwindenen Para-
meter, der notwendigen Optimalitdtsbedingung fiir lokale Extrema und des impliziten Funktionen-
theorems ein Satz bewiesen, der auch die eindeutige Losbarkeit der freien Optimierungsprobleme
fiir hinreichend kleine Parameter sichert. Um die Voraussetzungen dieses Satzes zu sichern, wer-
den anschlieBend weitere Untersuchungen angestellt. Dabei wird die FRECHET-Differenzierbarkeit
der Zielfunktionale der freien Optimierungsprobleme unter zusétzlichen Glattheitsvoraussetzun-
gen an die Nichtlinearitdten des Ausgangsproblems gesichert, wobei im Dreidimensionalen eine
Einschrankung auf faltige LIPSCHITZ-Gebiete notwendig ist. Weiterhin wird die stetige Invertier-
barkeit eines linearen beschrankten Operators A, der in Verbindung mit der zweiten Ableitung des
Zielfunktionals an einer gewissen Stelle steht, gezeigt, womit insgesamt alle Voraussetzungen des
obigen Satzes erfiillt sind. Fiir die stetige Invertierbarkeit von A sind wiederum zuséatzliche Vor-
aussetzungen notig. Darunter fallt, neben zuséatzlichen Regularititsforderungen an die Lésung des
Ausgangsproblems, auch die restriktive Voraussetzung, dass sich die Spuren der Lésungen des Aus-
gangsproblems beziiglich einer geeigneten Norm nicht zu sehr von fest vorgegebenen Funktionen, in
die die Nichtlinearitaten eingehen, unterscheiden. Weiterhin werden Losungsverfahren fiir die freien
Minimierungsprobleme angegeben, wobei die Konvergenz des Gradientenverfahrens unter relativ
geringen Voraussetzungen gesichert werden kann. Zudem kann die (lokal schnelle) Konvergenz des
NEWTON-Verfahrens unter den gleichen (starken) Voraussetzungen gesichert werden, die fiir die
eindeutige Losbarkeit der freien Minimierungsprobleme fiir kleine Parameter notwendig sind.

Weiter sei darauf hingewiesen, dass die Probleme und Voraussetzungen, die in diesem Kapitel
eingefiihrt werden, zur besseren Ubersicht auf den Seiten [[ZAff. noch einmal aufgelistet werden.
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4.1 Das Modellproblem

In diesem Abschnitt wird das zu Grunde liegende quasilineare Modellproblem eingefiihrt. Im ers-
ten Unterabschnitt, nach Festlegung der geometrischen Eigenschaften des Gebietes, werden wir
zunéchst eine differentielle und danach eine variationelle Formulierung des quasilinearen Modell-
problems mit springenden Nichtlinearitaten angeben. Weiterhin werden die Voraussetzungen an die
Nichtlinearitaten des Differentialoperators formuliert. Im zweiten Unterabschnitt wird dem Modell-
problem ein quasilineares Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearitaten zugeordnet und
schwach formuliert. Zudem beweisen wir die Aquivalenz der schwachen Formulierungen des Trans-
missionsproblems und des Gesamtproblems aus dem ersten Teilabschnitt. Die eindeutige Losbarkeit
des Modellproblems wird vorausgesetzt.

4.1.1 Das nichtmonotone quasilineare Modellproblem mit springenden
Nichtlinearitaten

Sei 2 C RY ein beschrinktes LipscHITZ-Gebiet, d.h. dass sein Rand 9 lokal der Graph einer
LipscHITZ-Funktion ist. Fiir die Eigenschaften von LiPSCHITZ-Gebieten, siche Anhang [A2.7]
lasse eine Zerlegung in zwei nichtiiberlappende LiPSCHITZ-Teilgebiete €21, {22 mit dem gemeinsa-
men Rand I' = int (Q_lﬁQ_g) und den Aufenrindern I'; = 9Q N Q; zu. Beide Teilgebiete sollen
einen echten Auflenrand besitzen. Ein mogliche Zerlegung ist in Abbilung X1l a) veranschaulicht.
Der pathologische Fall, dass die beiden Teilgebiete keinen echten gemeinsamen Rand haben, das
HAUSDORFF-Maf} von I' also Null ist, soll im Nachfolgenden ausgeschlossen werden, da hierfiir die
spater betrachtete Gebietszerlegungsmethode nicht sinnvoll ist.

Weiter seien f € L%(Q) und k1,ke € L>®°(R) mit k; > o > 0 fiir i = 1,2 gegeben. Als nichtmo-
notones quasilineares Modellproblem mit springenden Nichtlinearitaten auf dem Gesamtgebiet (2
bezeichnen wir das quasilineare Problem in Divergenzform

PD)p = f inQ
{ p = 0 aufdQ (4.1)
mit
_ | D) plg, (x), z€Q
P(D)p() = { PoD) pla (2) . 7 € Q.
wobel

P;(D)v(z) := —div(k;(v(z))Vu(z)) , i = 1,2, (4.2)
die quasilinearen Differentialoperatoren auf den Teilgebieten bezeichnen.

Als schwache Losung von [I) bezeichnen wir die Losung des Variationsproblems:
Finde p € H}(Q2), sodass

b(p,v) = (f,0) oy Vo € HY(Q), (4.3)
mit der Form
b(p,v) = (k(p)Vp»VU)B(Q) (4.4)
und b () 0
1), zelilh
k(p) :== { ka(p), z€Qy
gilt.

Bemerkung 56. (i) Eine klassische differentielle Interpretation von @) firr k; € L®(R),i = 1,2,
ist im Allgemeinen nicht méoglich, da div(k;(v)Vv) auch fiir hinreichend schénes v mit obigen k;
nicht immer Sinn macht. Um @) sinnvoll interpretieren zu konnen, muss P(D)p € L?*(2) sein,
was fiir p € H}(Q) mit der Forderung k(p)Vp € H(div, Q) korrespondiert.

(ii) Das Variationsproblem 3] ist im Gegensatz zu @) fir k; € L>®°(R),i = 1,2 und fir
p € H}(Q) sinnvoll, da die Form b(-,-) auf H}(Q) x H(Q) erklirt und wegen

bp.v)| < /Q|k<p>||<w,w>|dsc

IN

mae { |k | oy IRl ) } IVPH o) 11V 220

A

max {”kl”Lw(R) ) HkQHLOO(]R)} HpHHl(Q) HUHHI(Q) Vp,ve H&(Q)
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beschriinkt ist. Dabei bezeichnet (-,-) wieder das Skalarprodukt im R . Fiir festes p € H}(Q) ist
b(p, -) insbesondere ein lineares stetiges Funktional auf H{ (£2). Damit existiert genau ein Operator
B: H} Q) — H~1(Q2) mit

1
<Bpav>(Hé(Q))/><Hé(Q) :b(p,’U) vpav € HO(Q)7
welcher wegen der letzten Abschitzung natiirlich beschrénkt ist. Zudem gilt offenbar

2 2
b(p,p) = « HVPHLZ(Q) 2 HPHHl(Q) Vp e Hy(9),

was die Koerzivitdt von B liefert. Der Operator B ist allerdings nicht monoton und auch nicht
stetig.

(iii) Durch entsprechende Wahl des Représentanten von k; in L*°(R) kann immer punktweise
k1]l e r) = | Ki(-) | erreicht werden (indem man k; auf einer Nullmenge entsprechend abéindert).
Somit ist die punktweise Beschranktheit der k; keine Zusatzforderung. Fiir das spater betrachtete
transformierte Problem ist die punktweise Beschranktheit von k; ohnehin nicht mehr nétig.

Es ist naheliegend eine Losung p € HJ () des Variationsproblems [3) als verallgemeinerte Losung
von ({I)) aufzufassen, da eine Losung p € Hg () von (), welche ja zusitzlich k(p)Vp € H (div, Q)
erfiillt, fiir beliebige v € H} (2)

/Q fode = — /Q div(k(p)Vp)v da: = / k(p) (Vp, Vo) dz

Q

liefert und somit der Variationsformulierung geniigt. Hierbei wurde der Divergenzsatz [A 211 und
die Eigenschaft v, (v) = 0 benutzt. Siehe auch Abschnitt A7 im Anhang fiir die Definition von
H(div, Q) und Abschnitt [AZ20 fiir die Definition des Spuroperators.

Auf die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von (schwachen) Losungen des Modellproblems
(ET) wird im néchsten Teilabschnitt eingegangen.

4.1.2 Das nichtmonotone quasilineare Transmissionsproblem mit springenden
Nichtlinearitaten

Dem obigen Modellproblem ordnen wir das folgende nichtmonotone quasilineare Transmissions-
problem mit springenden Nichtlinearitdten zu.

Pi(D)pi = fi in €
pi = 0 auf T -
o~ cep i=L2, (4.5)
Oppr = —Oppz aufl
mit f; ;= flg, € L*(€) und
Py(D)p; = —div(ki(pi) Vp:) (4.6)
sowie, hinreichende Regularitat vorausgesetzt,
Op,pi = (ki(pi)Vpi,ni), (4.7)

wobei n; die beziiglich §2; nach auflen gerichtete Einheitsnormale auf I ist.

Bemerkung 57. In Analogie zu Bemerkung BOi) sei auf die Schwierigkeiten bei der klassischen
Interpretation von () fir k; € L°(R),7 = 1,2, hingewiesen. Um ({EH); sinnvoll interpretieren
zu konnen, muss wieder k;(p;)Vp; € H(div, ;) gelten. Unter dieser Voraussetzung sind auch die
Konormalenableitungen in 3)4 im Sinn des Satzes erklarbar.

Um den Losungsbegriff fiir Problem (H) zu verallgemeinern, erinnern wir an die problemange-
passten Funktionenrdume ) auf Seite [ d.h.

Vii={v; € H' () |y, (v;) =0} i=1,2, (4.8)

wobei yp, (+) die Einschréinkung der Spur auf I'; bezeichnet. Siehe auch Abschnitt im Anhang.

Es gilt offensichtlich vi(v;) € Hol*(T) fiir v; € V;. Fiir (v1,v5) € Vi x Vo mit vA(v1) = 72(va) gilt
zudem mit Lemma T auf Seite [l v := (v, v2) € HA (D).
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Bemerkung 58. Falls die Teilgebiete €); einen echten Auflenrand haben, d.h. dass das HAUSDORFF-
Maf von I'; nicht Null ist, so gilt V; & H 1(©Q;). In diesem Fall gilt fiir v; € V; die POINCARE-
FrIEDRICHS-Ungleichung, Satz B2 und damit [|[Vvs|[12(q,) < il g1,y S 1VVill 2 (q,)-

Des Weiteren definieren wir fiir u;,v; € V; die im ersten Argument nichtlineare Form
bi(ui,vi) = (k:l(ul)Vuz,Vvl)LZ(Ql) = 1,2, (49)

wobei (-, )2 (q,) das L?-Skalarprodukt bezeichnet.
Bemerkung 59. Die Form b;(-,-) ist auf V; x V; erklirt und wegen

o) < [ 011990 Vo) | da
< ||kiHL°°(]R) HvPi”L?(Qi) ‘vviHLZ(Qi)
S MKl Lo () ”piHHl(Q) | Uz‘HHl(Q) Vpi,vi €V;

beschrénkt. Wie in Bemerkung BoJii) haben wir tiberdies
2 2
bi(pis pi) = alIVpill 20, 2 1Pilli)  Vri € Vi

und koénnen der Form einen beschriankten und koerziven Operator B; : V; — (VZ-)/, pi — Bi(p;) :==
bi(pi, ) zuordnen, der allerdings nicht monoton und nicht stetig ist.

Unter der schwachen oder variationellen Formulierung des obigen Transmissionsproblems ()
wollen wir folgende Aufgabe verstehen:
Finde p; € V;,i = 1,2, sodass

bi(pisvi) = (fi,vi)p2q, VUi € H{ (%)
1 = 2 in HY*(T 4.10
V(1) Yi(p2)  in Hyy () (4.10)

Opproi) = —{Op,pa,p) V€ Hod (D)

gilt, wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in H&JI/Q (T) x HoléQ(F) bezeichnet. Zur Definition der Spu-
roperatoren yi(+) sei auf Abschnitt [AZZ0 verwiesen. Die Konormalenableitungen sind in Verallge-
meinerung zu ([E7) durch

definiert. R* : £ (Hég 2 (), %), i = 1,2, bezeichnet den linearen stetigen Fortsetzungsoperator, der

sich durch Nullfortsetzung auf 0€2; und anschlieBender beliebiger stetiger Fortsetzung in V; ergibt.
Wir machen uns klar, dass fiir festes p; € V; und f; € L?(§);) die Abbildung dp,p; ein lineares

stetiges Funktional auf Holo/ (I darstellt.

Bemerkung 60. Zur Existenz eines linearen stetigen Fortsetzungsoperators R’ : HééQ(F) — Vi
iiberlegen wir uns, dass fiir u € Holé 2 (T") nach Definition die Nullfortsetung i auf 9€2; existiert und
i € HY?(9€;) gilt. Nun existieren fiir LipscHITZ-Gebiete bekanntermafien lineare stetige Fortset-
zungsoperatoren von H'/2(9;) nach H'(€;), z.B. die harmonische Fortsetzung. Sei w; € H'(£;)
eine Fortsetzung von fi. Dann gilt offensichtlich v (1;) = 7691'(“71”13- = filp, = 0 und somit ist
w; € V;. Die Definition Ry := w; zeigt die Existenz des obigen Fortsetzungsoperators, wobei die
Linearitat und Stetigkeit aus der Linearitat und Stetigkeit der beiden beteiligten Fortsetzungen
folgt. Siehe wieder Abschnitt A2 Falls das Teilgebiet ; keinen echten AuBenrand hat, also
speziell I' = 99Q; gilt, dann ist HééQ (T) = HY?(0%2) und die Existenz der Fortsetzungsoperatoren
ist klar. Dieser Fall wird hier aber nicht weiter betrachtet.

Eine Losung von (EET0) wollen wir schwache Losung von (LH) nennen. Dass dies den Losungsbegriff
verallgemeinert, zeigt folgende Uberlegung. Wir betrachten eine Losung (p1, p2) € Vi x Vs von (),
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welche ja zusétzlich k;(p;)Vp; € H(div,Q;) erfillt. Dann kénnen wir ([E3)4 einen Sinn in H(;01/2(1")
geben. Vermittels des Divergenzsatzes [A 2T gilt fiir p € H(%Q(F) ,i=1,2,

<71fi(k’i(m)vpi)’“>(Héo/2(r))/xHéo/2(r) = bi(pi, R'p) + (div(ki(pi) VPi), R'1) 1o
= bilpi R'm) = (fis R'1) 12 »

womit wir @IM); aus @A), und ) sowie EII) erhalten. Mittels partieller Integration liefert
@A), fiir v; € HY (D), 1= 1,2,

/ fivi dx = —/ div(k;(p:)Vp:i)v; do = / ki(p:) (Vpi, Vv;) du,
Q'L Qi Q'L

also ([LI)1, wobei v,q, (v) = 0 benutzt wurde. @I)2 folgt direkt aus (EH)3, punktweise f.ii.
interpretiert, und der Tatsache, dass vi(p;) € H&f () fiir p; € Vi, i = 1,2, gilt. Somit ist (p1,p2)
also auch Losung von (EIM). Die variationelle Formulierung macht dariiber hinaus aber fiir alle
pi € Vi, i = 1,2, Sinn, also auch solche, die die obige Zusatzforderung nicht erfiillen.

Bemerkung 61. Die Voraussetzungen an k;,i = 1,2, werden zur rigorosen analytischen Recht-
fertigung der spéater verwendeten Losungsmethode verscharft. Die eben gemachten Ausfiithrungen
zeigen aber, dass das Modellproblem ) auch fiir obige k; € L*(R) sinnvoll ist.

Nun stellt sich die Frage, wann das Modellproblem () bzw. das Transmissionsproblem (EH)
(schwach) lésbar ist und ob oder wie diese Losungen zusammenhéngen. Der klassische Satz von
LAX-MILGRAM kann hier nicht angewendet werden, um die Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen zu sichern, da die Formen b(-, -) bzw. b;(+,) jeweils in der ersten Komponente nichtlinear sind.
Auch die in Kapitel Bl fiir monotone koerzive quasilineare elliptische Probleme entwickelte Theorie
zur Sicherung der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen kann nicht iibertragen werden, weil
die hier zu Grunde liegenden Probleme nicht monoton sind und zudem auch die CARATHEODO-
RY-Bedingung nicht erfiillen. Wie haben dies bereits in Beispiel [l auf Seite BIl erwéhnt. Die Frage
nach der eindeutigen Losbarkeit von (BI) soll an dieser Stelle nicht weiter untersucht werden.
Stattdessen formulieren wir die

Voraussetzung 4.1. Das Modellproblem I]) besitze eine eindeutige (schwache) Losung p €
Hy ().

Inwieweit die beiden Probleme ([El) und (EH) zusammenhéngen, zeigen die beiden folgenden Lem-
mata.

Lemma 4.1.1. Sei p € H} () eine (schwache) Losung von [f-1). Dann ist (p1,p2) € Vi x Vo mit
Pi := Dlg, eine (schwache) Lisung von [-3). Gilt zusdtzlich Voraussetzung[[1), so ist diese Losung
eindeutig.

Beweis. Natiirlich gilt (p1,p2) € Vi x Vs fiir p € H}(Q) und wir haben

(1) = (D) = 7R(p2) € Ho*(T),

womit ([EI0), gilt.
Weiter setzen wir v := (v1,0) € H3(Q1) x H} () fiir ein beliebiges v1 € H(1). Da 4i(v1) =
72(0) = 0 ist, gilt v € HL(Q). ED) liefert fiir dieses v

b1(p1,v1) = b1(p1, v1) + b2(P2,0) = b(p,v) = (f,v) p2(q) = (f1,01) 20y -

Gehen wir fiir beliebiges vy € H}(Q2) analog mit v := (0,v2) € H (1) x H}(Q2) vor, so erhalten
wir

ba(P2,v2) = (f2,v2) 120, -
Zusammen liefert das ([EI);.
Setzen wir w; := R’y € Vi,i = 1,2, fiir beliebiges p € H&f(r), wobei R’ den beliebi-
gen Fortsetzungsoperator aus Bemerkung B0 bezeichnet, so gilt w := (wy,ws) € H () wegen
Yi(wr) = p = vE(w2) und Lemma BT auf Seite [l Fiir dieses w liefert @)

bl(p_lvT\)‘lﬂ) + b2(p_25 RQM) - b(ﬁv ’LU) = (fa w)L2(Q) = (fl’Rl'u')LQ(Ql) =+ (f2’R2'U')L2(Qg) )
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as (EI0)s entspricht.

Zur Eindeutigkeit: Angenommen (p1,p2) € Vi X V4 sei eine weitere (schwache) Losung von (EH).
Dann ist p = (p1,p2) € HL(Q) eine (schwache) Losung von @), wie das nachfolgende Lemma
zeigt. Da die (schwache) Losung von ([Il) nach Voraussetzung Bl eindeutig ist, muss p = p
gelten, woraus sich im Widerspruch zur Annahme p; = p;, i = 1, 2, ergibt. o

Lemma 4.1.2. Sei (p1,p2) € Vi x Va eine (schwache) Lisung von {z3). Dann ist p := (p1,p2) €
H} () eine (schwache) Lésung von (1))

Beweis. Dass p € H}(Q) ist, sichert (EIM)2 in Verbindung mit Lemma Tl auf Seite [ Fiir
beliebiges v € Hy(Q) gilt v; = v, € Vi. Wir definieren v := yp(v) = f(vi) € H&f(r),
w; = Rv € Vi, 2z := v; —w; € H} (), i = 1,2. Dann gilt mit ([EID); und EID)3 und der

Linearitét im zweiten Argument von b;

2 2 2
bp,v) = 3 bilpivi) =D bi(pi,wi+z) =Y (bi(pi,wi) + bi(pi, i)
i=1 i=1 i=1
2 2
= Z ((fl}w’b)LZ(Q ) + (fz;zz L2(Q )) Z fz;vz L2(%)
=1 =1

= (f,U)Lz(Q) )
also ([E3)). O

Die beiden letzten Lemmata liefern offenbar folgendes

Korollar 4.1.3. Das Modellproblem (.1]) und das Transmissionsproblem {{.3) sind im variatio-
nellen Sinn dquivalent.

Bemerkung 62. Die VorraussetzungE-Ilsichert aufgrund der Aquivalenz der beiden Probleme eben-
falls die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Transmissionsproblems (). Man konnte
statt Voraussetzung EIl auch die eindeitige Losbarkeit des Transmissionsproblems (EEH) vorausset-
zen.

4.2 Die Kirchhoff-Transformation

Wir fithren in diesem Abschnitt die KIRCHHOFF-Transformation sowohl als reelle Funktion als auch
als Abbildung zwischen Funktionenrdumen ein. Dariiber hinaus werden einige ihrer Eigenschaften
zusammengetragen. Dabei halten wir uns an [Ber(07, Section 1.5.4], d.h. wir {ibernehmen sinnge-
maf die dortigen Resultate. Auch die Beweise werden zur besseren Nachvollziehbarkeit sinngemé
wiedergegeben. In kompakter Form finden sich die Resultate auch in [Ber(].

Die quasilinearen Teilprobleme in ([EH) haben die vortreffliche Eigenschaft, dass durch Anwendung
einer geeigneten KIRCHHOFF-Transformation die Nichtlinearitdten im Inneren von €2; eliminiert
werden konnen. Dazu betrachten wir fiir £ € L°°(R) die KIRCHHOFF-Transformation

P
k:R—R, p— / k(t)dt. (4.12)
0

Die Eigenschaften dieser Abbildung notieren wir in folgendem Lemma, welches sinngemifi aus
[Ber(7, Lemma 1.5.7] entnommen wurde.

Lemma 4.2.1. Die KIRCHHOFF-Transformation k : R — R, definiert in {{-13), ist fir (fast dberall
nichtnegatives) k € L>®(R) (monoton steigend und) LIPSCHITZ-stetig mit LIPSCHITZ-Konstante
[kl Lo r) und fast iberall auf R differenzierbar mit k" = k.

Gilt zusatzlich k(p) > « > 0 fir fast alle p € R, so besitzt die dann streng monoton stei-
gende KIRCHHOFF-Transformation eine streng monoton steigende und fast tberall differenzier-
bare LIPSCHITZ-stetige Inverse k=1 : R — R mit LIPSCHITZ-Konstante H%HL“’(R) < a7 ! und

(k7YY = Lok fast dberall auf R.
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Beweis. LIPSCHITZ-Stetigkeit: Seien p1, ps € R. Dann gilt mit k € L*>°(R)
D2
o) = )| = | [ KOt < [l 12 = .
p1
Monotonie: Es gelte nun zusétzlich k(¢) > 0 fir fast alle ¢t € R. Mit p; < po haben wir dann

k(p2) = /OP2 k(t)dt = /Op1 k(t)dt + /P2 k(t)dt > k(p1).

p1

Differenzierbarkeit: Der Satz von RADEMACHER (siehe z.B. [Wal95], S. 341ff) liefert, dass die Lip-
SCHITZ-stetige Funktion k fast {iberall eine Ableitung im klassischen Sinn besitzt, was zusammen
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung dann d%m(p) = k(p) fir fast allep € R
liefert.

Zur Inversen: Die Positivitdtsforderung an k fast iiberall auf R liefert die strenge Monotonie der
LipscHITZ-stetigen Funktion k. Der Satz iiber die Umkehrfunktion (siehe z.B. [Wal(1]) liefert
die Existenz der streng monoton steigenden und stetigen Inversen ! : R — R. Der Satz von
LEBESGUE iiber die Differenzierbarkeit monotoner Funktionen (siehe z.B. [Wal95], Satz 9.26) liefert
dann, dass k! fast iiberall differenzierbar ist, was zusammen mit dem Satz iiber die Differentiation
der Umkehrfunktion (siehe z.B. [Hen98])

(4.13)

fiir alle u € R liefert, fiir die die Ableitung x’(x~!(u)) existiert und nicht Null ist. Das sind aber fast
alle u € R, da nach obigen Voraussetzungen ' nur auf einer Nullmenge M nicht existiert oder Null
ist (k ist streng monoton), LEBESGUE-Nullmengen invariant unter absolutstetigen (also erst recht
unter LIPSCHITZ-stetigen) Abbildungen sind, womit auch x (M) (die Menge fiir die £’ o =1 nicht
definiert ist) eine Nullmenge ist. Weiterhin gilt fast iiberall x’ = k, womit die zweite Gleichung in

ED3) und wegen

1 1 1
A T e - S
PN = I - I
die L1pscHITZ-Stetigkeit von x~! mit LipscHITz-Konstante H%HLW(R) folgt. O

Bemerkung 63. (i) Vermittels des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung kann wegen

k(p) = /Op k'(t)dt + k(0) Vp € R

umgekehrt jede streng monoton steigende LIPSCHITZ-stetige Funktion £ : R — R mit LIPSCHITZ-
Konstante ||’ e (g als KIRCHHOFF-Transformation mit Kern x” € L>(R) aufgefasst werden.

(ii) Die KIRCHHOFF-Transformation x : R — R ist genau dann eine lineare Abbildung, wenn
k : R — R konstant ist.

Bemerkung 64. Zur spéteren Verwendung berechnen wir die hoheren Ableitungen von x bzw.
k1 unter der zusitzlichen Glattheitsvoraussetzung k& € W!-1(R), wobei I € N die Ordnung der
hochsten Ableitung bezeichnet. Wir erhalten

£ = kD e WISHR), s=1,...,1,

(1Y = o € L5R), (57 =~ € L (R)
(:‘i_l)/” — 3(1{31(H— )) k”(H_ )4 c LOO(R)’

(k(x~1)°  (k(x~1))

@ FED L REDE R R (Y
() = B e T T G Ry

€ L*(R)
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und
K (x| s F(TD)?R" (x7)
(k(k=1))? (k(k=1))®
10(K"(k=1))2 + 15K (k~ 1" (k1) B E@® (k1)
(k(s=1))7 (k(r=1))°
Hohere Ableitungen, welche entsprchend berechnet werden konnen, werden im Folgenden nicht

benstigt, weshalb auf die formelle Angabe verzichtet wird. Fiir die Ableitungen der Riicktransfor-
mation folgern wir fiir 1 <1 <5 sofort

(% = 105

€ L*(R).

()Y e W R), s=1,...,1.
Dabei sei angemerkt, dass s = 0 nicht zuléssig ist, da k=1 ¢ L>(R).

Die obigen Ableitungen der Riicktransformation x~! liegen tatséichlich in L>°(R), wie die folgenden
Uberlegungen verdeutlichen. Zunéichst beachten wir, dass x fiir & > a > 0 nach Lemma FZ2]
streng monoton und LIPSCHITZ-stetig ist, also insbesondere LEBESGUE-Nullmengen in LEBESGUE-
Nullmengen abbildet. Fiir h € L>(R) gilt dann ho ™' € L>(R) mit ||h o n’1||Lw(R) = |2l oo (g)-
Dazu definieren wir die LEBESGUE-Nullmenge M := {z € R | [h(z)] > |[h] p=g)}. Mit dem
vorletzten Satz ist dann auch N := k(M) eine Nullmenge und fiir x € R\ N gilt ‘ h(k=Y(z)) ’ <

2]l £ (), woraus die Behauptungen iiber o k1 folgen. Weiterhin ist mit &k € L>(R), k > a > 0,
auch ¢ € L>®(R) mit H%HL*(R) < L. Zuletzt ist L>°(R) natiirlich eine BANACH-Algebra beziiglich
der punktweisen Multiplikation, was die Uberlegungen abschlieBt.

Speziell liefert die Benutzung von p = =1 (u) fiir fast alle u € R

—1y/ _ L H_l ") = — k/(p) ,‘i_l ") = (k/(p))z _ k’”(p)
YW=y V@ =gepe )W =3G0F T G
) ) = s EE KR G) K

(k(p)T (k(@))®  (k(p)>

Die KIRCHHOFF-Transformation ([EIZ) ist fur reelle Zahlen erklart. Wenden wir die KIRCHHOFF-
Transformation punktweise fast iiberall auf eine in  C RY LEBESGUE-messbare reellwertige Funk-
tion p an, so erhalten wir wieder eine LEBESGUE-messbare Funktion x(p), da die stetige Funktion
insbesondere eine CARATHEODORY-Funktion ist, sieche Definition [AZZ1l Die nichtlineare Abbildung

T :p— k(p) (4.14)

definiert somit einen Kompositionsoperator T,;. Definitionen und Sétze im Zusammenhang mit
Kompositions-, oder allgemeiner, NEMYTSKIJ-Operatoren befinden sich im Abschnitt [A4] im An-
hang. Den Kompositionsoperator 7,, werden wir im Folgenden mit x bezeichnen und unter der
KIRCHHOFF-Transformation einerseits die Funktion {IZ) und andererseits den Operator (EId)
verstehen. Die KIRCHHOFF-Transformierte der Funktion p bezeichnen wir nachfolgend immer mit
u, also

p(w)
T.(p)(z) = k(p(x)) = /0 k(t)dt f.i.in Q. (4.15)

Nun stellt sich die Frage, welche Abbildungseigenschaften die KIRCHHOFF-Transformation, aufge-
fasst als Operator zwischen geeigneten Funktionenrdumen, hat. Dazu geben wir zuerst sinngeméafl
[Ber('d, Lemma 1.5.10] wieder:

Lemma 4.2.2. Fir k € L>(R) ist der durch {{.13) und {{-14) definierte Kompositionsoperator
T, : L*(Q) — L*(Q)

LipsCHITZ-stetig und beschrinkt. Die LipscHITZ-Konstante L(T,) gentigt der Abschdatzung
L(Ty) < [kl oo r) -

Falls zusdtzlich k > o > 0 fast uberall auf R gilt, so besitzt T,, eine LIPSCHITZ-stetige beschrinkte
Inverse, welche durch den Kompositionsoperator

T =T, :L*(Q) — L*(Q)
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gegeben ist. Die LipscHITZ-Konstante L(T; ') geniigt L(T7!) < ||%HL°°(]R) < a7, Insbesondere
ist Ty, in diesem Fall bijektiv.

Beweis. Da k(0) = 0 ist, haben wir
[5(t) | < WKl | ] VEER,

woraus mit dem Lemma folgt, dass T}, von L?(2) in L?*(Q) abbildet und beschrinkt und
stetig ist. Die LIPSCHITZ-Stetigkeit von T}, folgt aus der LIPSCHITZ-Stetigkeit von k, siehe Lemma

EZT wegen

1T (1) = T po)2ey = / (@) — Alpa(a)) | da

IN

/Q 1R gy |21 (@) = po@) P d = k]2 gy 121 — Dl -

woraus zusétzlich auch die Abschétzung fiir die LipscHITZ-Konstante resultiert.

Die Existenz der Inversen ist klar und ihre Eigenschaften folgen mit analogen Uberlegungen aus
dem zweiten Teil von Lemma EEZT1 O

Die neben LP(Q) einzigen Rdume, in denen die Frage nach den Abbildungseigenschaften von NE-
MYTSKIJ-Operatoren befriedigend geklért ist, sind die SOBOLEV-Réume W, (€2). Bevor wir Abbil-
dungseigenschaften von T, in dem fiir uns relevanten Fall p = 2 formulieren, stellen wir noch ein
weiteres Hilfsmittel zur Verfiigung. Fiir LIPSCHITZ-stetiges x und p € H'(Q) gilt mit u := T, (p)
nach Satz [AZ4 fast iiberall in Q die Kettenregel

Vu = VT, (p) = V(x op) = £"(p)Vp = k(p)Vp. (4.16)

Die letzte Gleichheit gilt wegen Lemma EEZTl Nun ist &'(p(x))Vp(z) immer wohldefiniert, vor-
ausgesetzt wir interpretieren x'(p(z))Vp(z) an den Stellen, an denen Vp(z) = 0 ist, als Null,
unabhéngig davon, ob &'(p(z)) tiberhaupt definiert ist. Dass @I0) fast tiberall in Q Giiltigkeit
besitzt, folgt aus dem Satz von RADEMACHER, der liefert, dass die Menge der Punkte, an denen
k' nicht existiert, eine Nullmenge beziiglich des eindimensionalen LEBESGUE-Mafles ist, und aus
einem Resultat von SERRIN und VARBERG in [SV6Y], welches besagt, dass Vp(x) = 0 fiir fast alle
x gilt (beziiglich des N-dimensionalen LEBESGUE-Mafes), fiir welche x’(p(x)) nicht definiert ist.

Wir tibernehmen erneut sinngeméf ein Resultat aus [Ber(7, Proposition 1.5.12, Proposition 1.5.14],
welches die Abbildungseigenschaften der KIRCHHOFF-Transformation spezifiziert.

Lemma 4.2.3. Fir k € L>(R) ist der durch {{-13) und {-14)) definierte Kompositionsoperator
T, : H(Q) — H'(Q)
stetig und beschrinkt, wobei fiir alle p € HY(Q) gilt

T @) v ) < Wl Loo @y Pl 1) - (4.17)

Falls zusdtzlich k > a > 0 fast uberall auf R gilt, so besitzt T,, eine stetige beschrankte Inverse,
welche durch den Kompositionsoperator

T =T, : H(Q) — HY(Q)
gegeben ist und fiir alle u € H*(Q) gilt
1T @l < |7l Nl < = Nl (418)
K HY(Q) = || k Lo(R) H'(Q) = o H(Q)

Beweis. Lemma EEZTl sichert, dass k' = k € L>®(R) gilt. Der Satz im Anhang und die dort
anschlieBende Bemerkung liefern dann, dass T}, von H'(2) in H!(Q) abbildet und stetig ist. Zur
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Beschriinktheit iiberlegen wir uns einerseits, dass fiir p € H'(2) die Kettenregel ([EEI0) fast iiberall
in Q gilt, was mit u := Ty (p) € H'(Q2)

2 2 2 2 2
IVullia = [ 1K) 1901 do < [l 1910
liefert und andererseits, dass wegen Lemma EEZZ und T,,(0) = 0

lull 2y < 15l ooy 1Pl 220
gilt, womit insgesamt ([EEI7) folgt.

Wegen H'(Q) C L?(Q) liefert Lemma EEZ2 dass die Inverse fiir alle u € H!(Q) existiert und in
L?(Q) liegt. Nach Lemma EZZT gilt (x7')" = 1 o ! fast iiberall auf R. Mit der Voraussetzung,
dass k fast iiberall von Null weg beschrankt ist und weil LEBESGUE-Nullmengen invariant unter
der LiPScHITZ-stetigen Abbildung x~! sind, gilt zudem

Hl

IN

1 <
— <o
k o ’

Loo(R) Lo (R)

also 1ok~ € L*(R). Dass T, ! nun tatséichlich von H'(Q2) in H'(Q) abbildet und stetig ist, liefern
dann wieder Satz und die dort anschlieBende Bemerkung. Die Beschranktheit erhalten wir
unter Beachtung von Lemma und £71(0) = 0 analog zur Beschrinktheit von T},. O

Bemerkung 65. Im Gegensatz zum Operator T}, im L*(Q) ist die Abbildung T}, : H}(Q) — H'(Q2)
im Allgemeinen nicht LIPSCHITZ-stetig. Des Weiteren sei bemerkt, dass der Operator T, in L?(£2)
bzw. H1(f2) linear ist, wenn die Abbildung  linear ist, was nach Bemerkung B3)(ii) genau dann
der Fall ist, wenn k konstant ist.

Bemerkung 66. Lemma liefert offensichtlich, dass sich die Normen von p € H!(Q) und
u := T, (p) vermittels

1
1 < <
g o < ol <[] _ ol

gegeneinander abschétzen lassen.

Bemerkung 67. Der Satz [AZ4 liefert noch mehr. Der Kompositionsoperator Tg mit LEBESGUE-
messbarer Funktion G : R — R bildet genau dann von H'(Q) in H'() ab, wenn die Abbildung
stetig ist. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn G LipSCHITZ-stetig (N > 1) bzw. lokal
LipscHITZ-stetig (N = 1) ist. Fiir k£ € L>°(R) ist die KIRCHHOFF-Transformation x nach Lemma
EZT LipscHITZ-stetig und somit gelten die Aussagen von Satz [AZLA natiirlich auch fir die, als
Kompositionsoperator aufgefasste, KIRCHHOFF-Transformation 7.

Die Aussagen der letzten beiden Lemmata iiber die Abbildungseigenschaften der KIRCHHOFF-
Transformation kénnen auch fiir Funktionenraume tiber geeigneten Teilrandern, welche wir wegen
des Zusammenhangs mit dem Spuroperator als Spurrdume bezeichnen, formuliert werden. Wir
iibernehmen dazu aus [Ber(l7, Lemma 1.5.11] das

Lemma 4.2.4. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und T' C 9. Fiir k € L>(R) ist
der durch {{13) und [IJ) definierte Kompositionsoperator

T, : L*(T') — L*(I")

L1PSCHITZ-stetig und beschrinkt. Die LIPSCHITZ-Konstante L(Ty.) genigt der Abschitzung
L(Ty) < [kl oo r) -

Falls zusdtzlich k > o > 0 fast tberall auf R gilt, so besitzt T,, eine LIPSCHITZ-stetige beschrinkte
Inverse, welche durch den Kompositionsoperator

T ' =T, :L*I') — L*(I")

gegeben ist. Die LIPSCHITZ-Konstante L(T; 1) gendigt L(T7') < H%HL%(R) <a %L
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Beweis. Der Beweis ergibt sich mit Lemma EE2ZT] und da die LEBESGUE-Messbarkeit von Kompo-
sitionen von LEBESGUE-messbaren Funktionen durch Auswahl BOREL-messbarer Reprasentanten
gezeigt werden kann. Die LIPSCHITZ-Stetigkeit folgt analog zu Lemma EE2Z2 O

Bevor wir einen dhnlichen Satz fiir reguldrere Spurrdume formulieren, tiberlegen wir uns, wann
der Spuroperator und der durch die KIRCHHOFF-Transformation induzierte NEMYTSK1J-Operator
kommutieren. Hierzu geben wir sinngeméfl [Ber(07, Proposition 1.5.16] wieder:

Lemma 4.2.5. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und ' C 0. Falls G : R — R eine
LEBESGUE-messbare Funktion ist und der durch {{.I) definierte Kompositionsoperator Tg =Ta
H(Q) in sich abbildet (bzw. eine der dquivalenten Eigenschaften aus Satz[A4) erfillt ist), dann
gilt fiir alle v e H' ()

TCI;(VF(U)) = WF(Tg(U)) ) (4.19)
wobei T den durch [{13) definierten Kompositionsoperator auf L?(T') bezeichnet.
Gilt zusatzlich G(0) = 0, so bildet der Kompositionsoperator Tg den Unterraum

V= {v e H(Q) | yp(v) =0} ¢ HY(Q) (4.20)

ebenfalls in sich ab.

Beweis. Wir zeigen ||y (T8 (v)) — TE (vp(v) HLQ(F) 0. Sei v € HY(Q) beliebig und (vy)nen C

C>°(Q2) eine Folge, welche in H*(2) gegen v konvergiert. Es ist T (vy,)|r = T& (vn|r), da fiir 29 € T
wegen der Stetigkeit von G, siehe Satz [AZZAiii),

lim G(v,(x)) = G( lim v, (x)) = G(v,(x0))

T—T0 T—x0o

gilt. Insbesondere ist T¢(v,,) wieder stetig, womit die Schreibweise T&(v,,)|r in natiirlicher Weise
erklart ist. Einfiihren der produktiven Null und Verwendung der Dreiecksungleichung fithrt zu

e (T2 @) ~ TEGr ) ey < Pe(T20) ~ T8Il oy + [T Cnle) — TEOE@) e
Nun gilt mit dem Spursatz und der Stetigkeit von 7§, siehe Satz AZZAii), wiederum

e (TE@) = T @a)lrl| oy = e (T (0) = T& vn)Hm)

> HVFH HTg T HH1 Q) E’ 0.

A

Im Fall N > 1 liefert Satz [AZ.4|(iii), dass G LIPSCHITZ-stetig ist. Wir bezeichnen die LIPSCHITZ-
Konstante von G mit L(G). Dann ist wegen

2
17&(1) = Ta|| oy < /F |G(1) = G(n) |* do < L(G)* [l — nl| 7

der Operator TS, : L?(I') — L?(I") LipscHITZ-stetig mit LipscHITZ-Konstante L(T() := L(G) und
zusammen mit dem Spursatz [A 28 gilt

IN

L(TE) onlr = ()l 2(r)

L(TE) Iyl lvn = vll g1 gy === 0.

n—oo

||Tg(vn|r) Té(vr(v) HL2(F)

IN

Insgesamt erhalten wir nach Grenziibergang n — oo somit H%‘(Tg(”)) TG(VF =0,

i)
was die erste Behauptung des Lemmas liefert.

Sei nun v € V¢ C H(Q). Dann gilt nach Definition vp(v) = 0 und der erste Teil des Lemmas
zusammen mit G(0) = 0 liefert (T (v)) = TE(vp(v)) = TE(0) = 0, also T (v) € Vr. O

Bemerkung 68. Fir N = 1 ist die Aussage ([LIJ) wegen der stetigen (kompakten) Einbettung
HY(Q) — C(2) offensichtlich.
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Bemerkung 69. (i) Da der Spuroperator vy : H'(Q) — HY?(T') bzw. vp: Vp — HéO/Q(F) surjektiv
ist, siehe Abschnitt A28 im Anhang, und natiirlich Hy,*(T') ¢ HY/2(T") ¢ L(T") gilt, folgen unter
den Voraussetzungen des letzten Lemmas die Abbildungseigenschaften des Kompositionsoperators

TE auf den Teilrandfunktionenrdumen aus (EI), nédmlich
TS : HV2(T) — HY2(T) bazw. Th : Hy(T) — Hy*(T).

(ii) Die zweite Abbildungseigenschaft in (i) kann auch anders gezeigt werden: Um zu sehen, dass Tg
auf HoléQ(F) agiert, betrachten wir ein beliebiges n € HoléQ(F) und bezeichnen mit 7 € H'/2(9Q)
die Nullfortsetzung von n auf 9. Da G(0) = 0 und T2 auf H'/2(9Q) agiert, haben wir T3%(7) €
HY2(0Q) und TE%(7) ist Nullfortsetzung von T5(n) € H'Y/?(T), also folglich nach Definition
1/2

TE(n) € Hyg (7).

Bemerkung 70. Die durch @IJ) fiir £ € L>®(R) definierte KIRCHHOFF-Transformation & ist na-
tiirlich LEBESGUE-messbar und der zugehorige Kompositionsoperator 7, bildet nach Lemma EE2Z3
H(Q) in sich ab und es gilt £(0) = 0. Damit gelten die Aussagen des letzten Lemmas und der
Bemerkung 69 speziell auch fiir die KIRCHHOFF-Transformation.

Die Aussage liber die Abbildungseigenschaften der Kompositionsoperatoren in Verbindung mit den
Funktionenrdumen tiber Teilrandern aus Bemerkung B9 kann weiter verscharft werden. Dies zeigt
das folgende Lemma, welches wieder aus [Ber(7, Proposition 1.5.17] iibernommen wurde.

Lemma 4.2.6. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und ' C 0. Falls G : R — R eine
LEBESGUE-messbare Funktion ist und der durch {{.I) definierte Kompositionsoperator Tg =Ta
HY(Q) in sich abbildet, dann ist der (wiederum durch {f-14) definierte) Kompositionsoperator

TL : HY2(I) — HY*(I)
stetig. Wenn zusdtzlich G(0) = 0 gilt, dann ist auch der Kompositionsoperator
1/2 1/2
TE : Hop () — Hog*(I)

stetig. Falls dariber hinaus der Kompositionsoperator Tg in HY(Q) beschrinkt ist, so sind die
obigen (Rand-) Kompositionsoperatoren Tg ebenfalls beschrankt.

Beweis. Sei Ry : H'/?(T') — H'(Q) der lineare stetige Fortsetzungsoperator aus Satz Unter
Benutzung von Lemma L2 haben wir

TE =TEoyp oRr =4 0o T o Ry, (4.21)

wobei der Operator auf der rechten Seite unter Beachtung von Satz und Bemerkung B4 auf
Seite B4l als Nacheinanderausfithrung von stetigen Operatoren wieder stetig ist und offensichtlich
auf H'/2(T") agiert. Die Linearitit und Stetigkeit (also Beschriinktheit) des Spur- bzw. Fortset-
zungsoperators und die vorausgesetzte Beschranktheit des nichtlinearen Operators Tg liefert die
Beschréinktheit von T in HY/2(I).

Ebenso existiert ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator Rr : H30/2(I‘ ) — Vooxr C H L),
wobei Vpo\r entsprechend @Z0) erklart ist, und der auf Vpo\r eingeschrénkte Spuroperator
Yot Vaorr — Holo/Z(I‘) C HY2(T') ist linear und stetig, siche dazu Abschnitt AZ26 im Anhang.
Lemma EEZH liefert wieder [EZI]), wobei der Operator auf der rechten Seite unter den eben ge-
machten Anmerkungen und unter Beriicksichtigung von Bemerkung als Nacheinanderausfiih-
rung von stetigen Operatoren wieder stetig ist und nach Bemerkung 69 auf Holo/ 2 (T) agiert. Um die
Beschriinktheit von T auf H&f (") zu sehen, betrachten wir ein beliebiges n € H&éQ(F) und be-
zeichnen mit 7j € H'/2(9Q) die Nullfortsetzung von 7 auf 9Q. Da G(0) = 0 und T auf H'/2(09)
agiert, haben wir T3%(7)) € H'/?(9Q) und T (7) ist die Nullfortsetzung von Tk (n) € H&f (T). Mit
der Beobachtung, dass fiir u € H&éQ(F) mit Nullfortsetzung i € H'/2(98) die Normen ”“”Héf(r)

und ||zll gr1/2(pq) dquivalent sind, erhalten wir mit dem ersten Teil des Lemmas, angewendet auf
I'=00Q

HTg(n)HH&({Q(F) S/ HTgQ(ﬁ)HHuz(aQ) < HTgQH HﬁHHl/Z(BQ) S/ HTgQH ||T’||H3({2(F)’

also die Beschriinktheit von T} in H&f (T). O
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Als direkte Folgerung aus dem letzten Lemma erhalten wir die Abbildungseigenschaften der KIRCH-
HOFF-Transformation auf den Spurrdumen. Wir formulieren dies als

Lemma 4.2.7. Sei Q C RN ein beschrinktes LiPSCHITZ-Gebiet und T’ C 0 sowie
Ar e {Hl/Q(F),Héé2(F)}. Fir k € L*(R) ist der durch {{.13) und [ IJ) definierte Komposi-
tionsoperator

T’}; . AF — AF
stetig und beschrankt.

Falls zusdtzlich k > o > 0 fast diberall auf R gilt, so besitzt T eine stetige beschrinkte Inverse,
welche durch den Kompositionsoperator

(Trg)_l = T;Efl =ro° (T,?)_l oRr :Ar — Ar

gegeben ist.

Beweis. Die Bemerkungen [67 bzw. [0 liefern, dass der durch (E12) und @I4) definierte Komposi-
tionsoperator T der KIRCHHOFF-Transformation die Voraussetzung von Lemma EEZH erfiillt, mit
dem sich die Abbildungseigenschaften, die Stetigkeit und die Beschriinktheit von T ergeben. Die
Beschranktheitskonstanten konnen genauer bestimmt werden. Wir errechnen unter Benutzung von
(EZT), ETD) und den entsprechenden Spur- und Fortsetzungssitzen aus Abschnitt [A20 fiir alle
p € HV2(T)

HTIS(H')HHIN(F) = || o T;2 o Rr) (M)HHl/Z(F)

IN

H’YF|‘L(H1((2)7H1/2(F)) ||kHLoo(]R) HRF||£(H1/2(F)7H1(Q)) HNHHl/Z(F) )
bzw. mit Teil zwei von Lemma fiir alle p € HééQ(F)

HT:S(M)HHW(F) = [[(w o T2 o Rr) (”)HH%Z(D

IN

|‘7F|‘£(V39\F,Héo/2(r)) ||k’HL°°(]R) HRF”ﬁ(HééZ(F),VaQ\F) H:LL”H&{Z(F) ’
wobei Vyo\r entsprechend EZ20) definiert ist.

Unter obiger Positivitatsforderung liefert Lemma LZA die Existenz einer Inversen (TE ) = TE,I :
L*(I') — L*(T) und in Lemma FZZ3 wird ersichtlich, dass T, H'(f2) in sich abbildet und be-
schrankt ist. Somit konnen wir die Lemmata EEZH und 228 auf die Inverse TE,I anwenden und

erhalten die Stetigkeit und Beschranktheit der Inversen in den oben angegebenen Radumen. Genauer
errechnen wir mittels @IR) fiir alle 4 € H'/?(T) die Abschétzung

1

< ||’YF||L(H1(Q),H1/2(F)) sz

™" w]

HY/2(D) Lo®) ||RF||£(H1/2(F),H1(Q)) ||M||H1/2(r) )

bzw. mit Teil zwei von Lemma EZZ1, angewendet auf T2 ,, fiir alle p € H&g (1)

—1 1
77 0] ey < G
1@ 6y, < Dl i) |

R 1/2
L= (R) H F||£<H3(§2(F)7Vaﬂ\r) HuHHoé (ry”°

wobei Vyo\r entsprechend @20) definiert ist. O
An dieser Stelle sei nochmals daran erinnert, dass im Folgenden sowohl fiir die KIRCHHOFF-
Transformation (T} bzw. T<!), aufgefasst als Operator zwischen geeigneten Funktionenriumen,

als auch fiir die KIRCHHOFF-Transformation, aufgefasst als Funktion auf den reellen Zahlen, je-
weils einfach x geschrieben wird.
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4.3 Das transformierte Transmissionsproblem

In diesem Abschnitt iiberfithren wir das quasilineare Transmissionsproblem ) in ein sprin-
gendes Transmissionsproblem. Insbesondere zeigen wir, dass die schwachen Formulierungen des
quasilinearen Transmissionsproblems und des springenden Transmissionsproblems dquivalent sind.
Zudem wird die eindeutige Losbarkeit des transformierten Problems gefolgert.

Unterziehen wir das quasilineare Transmissionsproblem [I) in jedem Teilgebiet jeweils einer
KIRCHHOFF-Transformation ([EIH) mit Kern k;,7 = 1,2, und bezeichnen die Transformierte mit
u; = Kki(pi),© = 1,2, so erhalten wir unter Verwendung der verallgemeinerten Kettenregel (EIH)
das springende Transmissionsproblem

—Aui = f in Qi
u; = 0 auf I'; .
ki (uy) = ky'(u2) aufT i=12 (4.22)
On 1 = —Opyus aufll

mit der Normalenableitung Op,u; = Vu, - n;, wobei n; die beziiglich §2; nach auflen gerichtete
Einheitsnormale auf I bezeichnet. Natiirlich gilt nq(z) = —ng(z) fir € T.

Die Teilprobleme auf €2;, ¢ = 1,2, sind linear und haben zudem eine sehr einfache Gestalt. Der
nichtlineare Charakter von (1)) geht durch diese Transformationen natiirlich nicht verloren, viel-
mehr verschiebt er sich in [E2Z2)3, d.h. in die DIRICHLET-Daten auf T

Bemerkung 71. Die Spuren von u; und ug auf I' stimmen wegen der springenden Nichtlinearitéiten
k; im Allgemeinen nicht mehr iiberein. Damit ist L?(Q) 3 u = (u1,us) ¢ H'(Q) und die Stan-
dardargumentation zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Transmissionsproblems [22)
mit Hilfe der Losung des zu [EZA) gehérenden Gesamtproblems kann nicht angewendet werden, da
dieses Gesamtproblem in H'(2) eben keine Losung besitzt. Siehe auch Abschnitt [BJ]im Anhang
fiir einen Uberblick iiber lineare Transmissionsprobleme.

Anstatt ([EE3) konnen wir auch die schwache Formulierung des quasilinearen Transmissionsproblems
(ETI0) in den Teilgebieten jeweils der KIRCHHOFF-Transformation [EIH), also u; 1= ki (p;),7 = 1,2,
unterziehen und erhalten unter Beachtung der Kettenregel ([E10) das Variationsproblem:

Finde u; € V;,7 = 1,2, sodass

ai(ui,vi) = (fi,0i)p20, Yvi € Ho()
(ki) = AR(kyt(u2))  in Hoy*(T) (4.23)
(Onytir, ) = = (Onyua,p) V€ Hyp*(T)

gilt, wobei (-, -) das Dualitdtsprodukt in HJOl/ (T x H010/2(1") bezeichnet und die Normalenablei-
tungen Oy, u; € HO_Ol/Q(F) als

<a’muia M> = ai(uiaRi:u) - (fiaRiM)L2(Qi) , 1=1,2 (424)

definiert sind. R? bezeichnet wieder den linearen stetigen Fortsetzungsoperator aus Bemerkung B0
auf Seite Die KIRCHHOFF-Transformation iiberfiihrt die in der ersten Komponente nichtlineare
Form b; [E3) in die Bilinearform

ai(ui, ’Ui) = (V’U,“ vvi)Lz(Qi) 1= 1, 2, (425)

wobei (-, .)L2(Qi) wieder das L2-Skalarprodukt bezeichnet und u;,v; € V; ist.

Weiterhin sind die nach ) definierten Mengen V;, i = 1,2, wegen Lemma EEZH auf Seite BH und
Bemerkung [[0 auf Seite BO invariant unter der KIRCHHOFF-Transformation, d.h. es gilt k;(p;) € V;
fir alle p; € V;.

Bemerkung 72. Die Bilinearformen ([E2H) sind beschriankt und V;-elliptisch, d.h. es existieren Kon-
stanten C'g, > 0 und Cg, > 0 mit

a;(v;, w;) < Ch,

Vill g o) lwill o,y Voi,wi € Vi i = 1,2,
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und
2 .
ai(vi,vi) > CEi HUiHHl(Q-,;) Y, € Vi, i =1,2.

Diese Behauptungen ergeben sich unter Beachtung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung und
der POINCARE-Ungleichung Satz

Bemerkung 73. Die Normalenableitungen [E24]) sind wegen der Linearitit und Beschranktheit der
Bilinearform a;(-,-), des L?(£;)-Skalarproduktes und des Fortsetzungsoperators R® selbst wieder

linear und stetig, also tatséchlich Elemente aus HJOU ? D).

Unter schwachen Lésungen von [Z22) sollen Losungen von [ZJ) verstanden werden. Dass diese

Verallgemeinerung des Loésungsbegriffs sinnvoll ist, machen wir uns mit analogen Uberlegungen
wie in Abschnitt ET.2 speziell Seite [ klar.

Um die Aquivalenz des quasilinearen Transmissionsproblems (X)) und des transformierten Trans-
missionsproblems 22 zu sichern, bendtigen wir die bereits am Anfang des Kapitels an die Nicht-
linearitdten gestellte Voraussetzung, die die Injektivitat der KIRCHHOFF-Transformationen sichert.
Wir formulieren nochmals explizit die

Voraussetzung 4.2. Die Nichtlinearitdten k; € L@ (R), ¢ = 1,2, die als Kerne der KIRCHHOFF-
Transformation {IH) auf ; fungieren, erfiillen k; > « > 0 fast {iberall auf R.

Damit erhalten wir das

Lemma 4.3.1. Die Variationsprobleme {10) und {-23) sind unter der Vorraussetzung [{-3 in
folgendem Sinn dquivalent: (p1,p2) € Vi x Va ist Losung von [{I0) genau dann, wenn (u1,usz) €
Vi x Vo mit u; = k;i(p;), ¢ = 1,2, Losung von [f-23) ist.

Beweis. Die Behauptung des Lemmas ist unter Beachtung der Herleitung von (EZ3) und der
Injektivitat der KIRCHHOFF-Transformation offensichtlich. O

Ist zusétzlich Voraussetzung Bl erfiillt, dann liefert dieses Lemma und Korollar das

Korollar 4.3.2. Die Vorraussetzungen [f.1] und [{-] seien erfillt. Dann besitzt das transformierte
Transmissionsproblem [{23) eine eindeutige schwache Lisung.

Bemerkung 74. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von ([E22) kann ohne Voraussetzung
ET nicht gesichert werden. Zwar besitzen die Teilprobleme in ([EZ3) fiir festes w; mit j # ¢ nach
dem Satz von LAX-MILGRAM eindeutige Losungen u; € V;, aber das sichert noch nicht die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Transmissionsproblems.

Bemerkung 75. Unter Beachtung von Lemma EEZH auf Seite mit £~ ! statt & ist sofort klar,
dass in (232 der Spuroperator und die KIRCHHOFF-Transformation kommutieren, d.h. das [{EZ3)2
auch durch

—1/ 1 —1/.2
£ (r(w)) = k3 (yp(uz))

ersetzt werden kann, wobei die inversen KIRCHHOFF-Transformationen nach Lemma EEZ 7 auf Seite

nun natiirlich auf Holé 2 (T") agieren.

Der Vorteil des durch KIRCHHOFF-Transformation entstandenen springenden Transmissionspro-
blems [ZZ2) liegt in der Linearitdt und einfachen Struktur der Teilprobleme auf ;. Der nichtlineare
Anteil findet sich nur noch in den DIRICHLET-Daten auf dem Teilrand I" wieder. Beispielsweise kann
die Hauptarbeit bei der numerischen Losung des quasilinearen Transmissionsproblems ([EH) mit-
tels Gebietszerlegungsmethoden, welche in der iterativen Losung der nichtlinearen Teilprobleme
auf ; besteht, reduziert werden, da die durch Transformation erhaltenen linearen Teilprobleme
mit effizienten numerischen Standardverfahren behandelt werden konnen.

4.4 Probleme bei der Anwendbarkeit der VSAM

In diesem Abschnitt werden wir einen Bezug zu Kapitel Bl herstellen und darlegen, welche Probleme
bei der Anwendung der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode auf das
nichtmonotone quasilineare Modellproblem mit springenden Nichtlinearitaten entstehen.
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Wie wir am Anfang des Kapitels schon festgestellt haben, kénnen wir die in Kapitel Bl entwickelte
verallgemeinerte nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode fiir quasilineare Probleme nicht auf
das quasilineare Modellproblem EIl) bzw. das quasilineare Transmissionsproblem (LX) anwen-
den. Der Grund hierfiir waren weniger die springenden Nichtlinearitdten als vielmehr die fehlende
gleichméfige Monotonie des Problems.

Ahnlich verhilt es sich mit dem transformierten Transmissionsproblem. Die verallgemeinerte
ScHwWARZsche Methode fiir lineare Probleme aus Abschnitt X4 kann so angepasst werden, dass
formal auch das springende Transmissionsproblem [22)) damit behandelt werden kann. Auch die
Wohldefiniertheit des entstehenden Algorithmus kann sichergestellt werden. Nur der Konvergenz-
beweis aus dem linearen Fall 1asst sich nicht iibernehmen. Dazu ware mit der Bilinearform a; nach

[E2H) die Abschétzung

—1
i

ai(k; (i) = k7 (03), s = 0) 2 IV (s = vi)|[ T2y Yuinvi € Vi

notwendig, was in dem hier betrachten Fall einer Streifenzerlegung in zwei Teilgebiete, einer gleich-
méfBigen Monotoniebedingung entspricht. Diese Bedingung ist aber im Allgemeinen nicht erfiillt.

Auf den Teilgebieten gleichméfig monotone Probleme, die springende Nichtlinearitéten besitzen,
kénnen jedoch mit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode aus Kapitel Bl behandelt werden.
Der Algorithmus [BZI0)-@22) ist auch in diesen Fillen wohldefiniert und die Konvergenzresultate
iibertragen sich, da hierzu nur die gleichméfliige Monotonie benétigt wird. Allerdings muss in diesem
Fall die Existenz und ggf. Eindeutigkeit einer Losung des Gesamtproblems ([B3]) und damit auch des
quasilinearen Transmissionsproblems ([B)) vorausgesetzt oder auf anderem Wege gesichert werden,
da die entsprechenden Sétze aus dem oben genannten Kapitel nicht verwendet werden konnen. Die
Voraussetzung BJ(ii) ist ndmlich fiir den Operator auf dem Gesamtgebiet wegen der springenden
Nichtlinearitdten nicht mehr erfiillt. Wir wollen noch anmerken, dass das nichtmonotone Problem
[ET) auch auf den Teilgebieten die Voraussetzung BIN(ii) nicht erfiillt, da von den Nichtlinearitaten
nur k; € L°°(R) gefordert wird. Mit der geringfiigigen Regularititsforderung k; € WL (R) — C%(R)
ist dann fiir die eingeschrénkten Operatoren Voraussetzung BI(ii) auf den Teilgebieten erfiillt.
Natiirlich fehlt immer noch die gleichméfige Monotonie, sodass der eben beschriebene Weg bei
Problem (X)) selbst dann nicht eingeschlagen werden kann.

Auch konnen die oben betrachteten nichtmonotonen Probleme () bzw. ([EH) mit der verallge-
meinerten SCHWARZschen Methode behandelt werden, wenn die Nichtlinearitdten nicht springen.
Wir haben dann insbesondere fiir die Nichtlinearitdten in @2) k1 = k2 = k. Die KIRCHHOFF-
Transformation des Gesamtproblems liefert dann ein homogenes DIRICHLET-Problem fiir den LA-
PLACE-Operator, welches mit der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZschen Methode
fiir lineare Probleme aus Abschnitt 24 gelost werden kann. Die riicktransformierte Losung geniigt
natiirlich dem Ausgangsproblem.

Im Allgemeinen konnen die nichtmonotonen Probleme mit springenden Nichtlinearitaten ) bzw.
[E3) also nicht mit der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode behandelt werden.

4.5 Ein optimierungsbasierter Losungsansatz

Da sich die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode nicht in zufriedenstellender Weise auf nicht-
monotone quasilineare Probleme mit springenden Nichtlinearitdten anwenden lasst, wird in diesem
Abschnitt ein optimierungsbasierter Ansatz zur Losung des springenden Transmissionsproblems
[E2Z) vorgestellt, in dem Ideen aus [GPK99] bzw. [GHLO(] aufgegriffen werden. Zunéchst werden
im ersten Teilabschnitt Hilfsprobleme eingefiihrt, die zur Konstruktion des Optimierungsproblems
benotigt werden. Nachdem diese Hilfsprobleme in zwei dquivalenten Varianten schwach formuliert
sind, wird ihre eindeutige (schwache) Losbarkeit gezeigt. Im zweiten Unterabschnitt formulieren wir
unter Benutzung der Hilfsprobleme ein restringiertes Minimierungsproblem und zeigen, dass dieses
eine eindeutige optimale Losung besitzt, welche auch das springende Transmissionsproblem erfiillt.
Weiterhin fithren wir regularisierte Varianten des Minimierungsproblems ein und zeigen, dass diese
regularisierten restringierten Minimierungsprobleme (nicht notwendig eindeutige) Losungen besit-
zen. Zudem wird der Zusammenhang zwischen den Losungen der regularisierten Probleme und
der Losung des urspriinglichen restringierten Optimierungsproblems hergestellt. Im dritten Teil-
abschnitt werden die regularisierten restringierten Minimierungsprobleme &quivalent in freie Mi-
nimierungsprobleme umgeformt. Dariiber hinaus wird eine Moglichkeit aufgezeigt, wie diese freien
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Minimierungsprobleme genutzt werden konnen, um die eindeutige Losbarkeit der regularisierten
Optimierungsprobleme zu sichern.

4.5.1 Die Hilfsprobleme

Wir formulieren in den im Abschnitt ET Tl eingefithren LipscHITZ-Teilgebieten 21 und Q9 zunéchst
Hilfsprobleme, welche anschliefend zur Konstruktion des Optimierungsproblems bendtigt werden.

I
Fiir g € (H010/2<r>) = Hy/2(T) und f = (f1, f2) € L3(Q) x L2(Q) = L%(Q) betrachten wir die
Hilfsprobleme

—Aui = fi in Qz
up, = 0 auf I'; 1 =1,2, (4.26)
Op,ui = (=1)"*lg aufl

wobei die Bezeichnungen wie beim springenden Transmissionsproblem [22) gewédhlt sind. Die
Hilfsprobleme sind also gemischte Randwertprobleme fiir den LAPLACE-Operator mit homoge-
nen DIRICHLET-Daten. Wir bemerken die Ahnlichkeit der Hilfsprobleme zu den Teilproblemen
des springenden Transmissionsproblems. Der Unterschied besteht im Fehlen der Transmissionsbe-
dingung ([E22)5 und in der Anderung der rechten Seite der Transmissionsbedingung E22),4. Die

beiden Hilfsprobleme sind iiber das Funktional g € H&Jl/ 2 (T") gekoppelt. Im Folgenden werden wir
die Bezeichnung Kontrollfunktional fir g verwenden.

Uunter einer schwachen Lésung von ([26) wollen wir eine Losung der folgenden Aufgabe verstehen:
Finde u; € V;,7 = 1,2, sodass
{ ai(uivvi) = (fivvi)Lz(Qi) Yov; € H&(Qz)

. , _ ()it , 1/2 (4.27)
<aniu15:u> (H&éz(l—‘)) XH&&Z(F) - ( 1) <ghu’> (H&éz(l—‘)) XH&&Z(F) V,LL € HOO (F)

gilt, wobei a; die beschrinkte Bilinearform ([E2H) bezeichnet und die Normalenableitungen in
EZA) erklart sind. Dass diese Verallgemeinerung des Losungsbegriffs sinnvoll ist, machen wir uns
mit analogen Uberlegungen wie denen in Abschnitt LT speziell Seite [[J, klar.

Wir betrachten noch eine weitere schwache Formulierung:

Finde u; € V;,7 = 1,2, sodass

a;(ui,vi) = (fi,0i) 2o, + (1) <977%‘(vi)>(Héé2(F))/ 12 1) Vv, €V; (4.28)

X Hyj

gilt, wobei a; wieder die beschrankte Bilinearform [ZZH) bezeichnet.

Lemma 4.5.1. Die Probleme {{-Z7) und {Z-28) sind dquivalent, d.h. eine Losung eines der beiden
Probleme gentigt auch dem anderen.

Beweis. =: Fiir beliebiges w; € V; existiert wegen w; = (w; — R yh(w;))+R i (w;) eine Darstellung
der Form w; = v; + Rip mit v; € Hi(Q;) und p € Hé({Q(F). Setzen wir v; und g in E2Z1) ein und
addieren die beiden Gleichungen, so erhalten wir unter Beachtung der Linearitit der Bilinearform
a; und des Dualitatsproduktes die Gleichung [E28). Da w € V; beliebig war, ist die Hinrichtung
gezeigt.

<: Setzen wir in @28) v; € H&_(Qi) C V; ein, so erhalten wir [Z21);. Fiir beliebiges p € H&O/Q(F)
ist R'u € V;. Einsetzen von R’y in [28) liefert unter Beachtung der Definition von 9,,u; die
Gleichung EZ7),. Da p € Héf (T") beliebig war, ist die Riickrichtung gezeigt. O

Lemma 4.5.2. Die Hilfsprobleme [-20) besitzen eindeutige (schwache) Lisungen@; € Vi, i = 1,2,
und es gelten die Abschdatzungen

@il ) S Will 2oy + 19l o2y 1= 1,2
Insbesondere existiert genau ein Operator A; € L (V;, (%)/) mit A7t € L ((Vi)/, Vi), sodass

<Aiui’”i>(vi)’xvi = ai(ui,vi) VUZ',’UZ' c ‘/z
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gilt und [.28) dquivalent zur Operatorgleichung
Aiu; = Fi(g),
ist. Dabei ist die affin lineare und beschrinkte Abbildung F; : H&Jl/Q(F) — (V) durch

.  (F VL g i , eV
) vid vy v = (o vid oy + (CDTHGAED) (o) ety V0 E Vi

00

gegeben und es gilt
IF: () vy < Ifill 2y + 10N gl vz oy -

Beweis. Mit obiger Bemerkung geniigt es, die eindeutige Losbarkeit und die stetige Abhéngigkeit
der Losung von den Daten der Variationsaufgabe {28) zu zeigen. Mit Bemerkung [ auf Seite
ist klar, dass die beschrinkte Bilinearform a;(-,-) V;-elliptisch ist. Weiterhin ist die rechte Seite

von ([E28) wegen

(Fisvi) gy + (~17 (9,75(0)) |

IN

1 fillzageny Toill gy + N9 msrs oy I gage o

IN

(Wil 2 + Ci gl o2y ) il

ein stetiges Funktional auf V;, wobei die HOLDERsche Ungleichung benutzt wurde, C; > 0 die
Beschriinktheitskonstante des Spuroperators 7% : V; — HoléQ(F) ist, siehe Abschnitt [A220 im

Anhang, und (-, -) das Dualitatsprodukt in HééQ (T") bezeichnet. Der Satz [A-TH von LAX-MILGRAM
liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung w; € V; und die Abschatzung

_ 1 )
1%l g1 sy < Cr (”fiHLZ(Qi) +C; ||g||H0—01/2(F)) , i=1,2,

wobei Cg, > 0 die Elliptizitdtskonstante aus Bemerkung [ auf Seite B ist.

Wegen der Linearitit und Beschrénktheit der Bilinearform gilt fiir festes u; € Vi a;(u;,-) € (V;)'.
Wir definieren A;u; := a;(u;i,-). Die Linearitdt und Beschrianktheit folgt dann direkt aus den
Eigenschaften der Bilinearform. Auch die Eindeutigkeit ist klar. Die Existenz einer stetigen Inversen
folgt wieder mit LAX-MILGRAM. F;(g) ist fiir jedes g € HO_Ol/Q(F) ein lineares stetiges Funktional
auf V;. Da das Dualitétsprodukt stetig ist, ist auch Fj : HO_Ol/Q(F) — (V;)' stetig, wobei sich die
Beschranktheitskonstanten aus obiger Abschatzung ergeben. Insgesamt ist u; = A;lFi(g) Losung
der Operatorgleichung. O

Bemerkungen zur Regularitét der Losungen der Hilfsprobleme befinden sich im Abschnitt im
Anhang.

4.5.2 Das restringierte Minimierungsproblem

Bevor wir ein Optimierungsproblem formulieren, stellen wir die Frage, inwieweit die Losung des
springenden Transmissionsproblems [22)) aus den Losungen der Hilfsprobleme ([E20) rekonstruiert
werden kann. Dazu folgendes

Lemma 4.5.3. Sei (u71,uz) € Vi x Va die eindeutige (schwache) Losung des springenden Trans-
missionsproblems [{.23). Mit der Wahl g := Op,u1 = —0Op, Uz € H(;01/2(1"), wobei die Normalena-
bleitungen nach [fZ4) erklirt sind, gilt fir die eindeutigen (schwachen) Lésungen @; € Vi, i =1,2,
der Hilfsprobleme [[220) w; = w;, i = 1,2.

Beweis. Fur die spezielle Wahl des Kontrollfunktionals g sind die Hilfsprobleme Bestandteil des
springenden Transmissionsproblems, wie ein direkter Vergleich der Variationsformulierungen [21)
und [E2Z3)) zeigt. Die eindeutige Losbarkeit der Hilfsprobleme liefert dann die Behauptung. O
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Mit dieser Beobachtung wird folgendes deutlich. Wenn wir ein g € H0701/ 2(1") finden, sodass die
Spuren der riicktransformierten Losungen der Hilfsprobleme [2H) auf T' iibereinstimmen, dann
haben wir auch das springende Transmissionsproblem [E22) und damit natiirlich das nichtmonoto-
ne quasilineare Transmissionsproblem (B0 mit springenden Nichtlinearitdten und das zugehorige
Gesamtproblem [EI) geldst.

Wir folgen den Darstellungen in [GPK99], wo diese Idee fiir ein lineares Problem ausgefiihrt wurde.

Die Uberfiihrung der obigen Beobachtung in ein Optimierungsproblem oder besser optimales Kon-
trollproblem liegt auf der Hand. Wir minimieren den Abstand der riicktransformierten Spuren der
Losungen der Hilfsprobleme auf I' beziiglich einer passenden Norm. In diesem Zusammenhang sei
an Bemerkung auf Seite erinnert, also daran, dass der Kompositionsoperator der KIRCH-
HOFF-Transformation und der Spuroperator auf I' kommutieren. Als Zielfunktional definieren wir

1, _ _ 2
j(ulaUQag) = 5 H’il 1(’)/%(1“)) — Ko 1(’7I2‘(u2))HL2(F) (4'29)
und minimieren es iiber der zuldssigen Menge
Fad = {(u17u259) €V xVax (VF>I | (u15u27g) genﬁgt (m)}v (430)

wobei (Vr‘)l ein geeigneter Raum sein soll. Da die Normalenableitungen des springenden Trans-

missionsproblems [I0) immer als Funktionale auf HééQ(F) erklért sind, ist es zunéchst sicher

sinnvoll V = Hé({ 2(F) zu wahlen. Spéter werden wir diese Wahl einschrdnken miissen, um speziell

bei hoherdimensionalen Problemen (N > 3) noch Beweise fithren zu kénnen. Da V; x Vo x (Vp)'
natiirlich abgeschlossen und konvex ist, folgt mit der Linearitdt und Stetigkeit von [Z7) auch die
Konvexitat und Abgeschlossenheit von F, 4. Im Weiteren bezeichnen wir uy, us als Zustandsvariable
und g als Kontrollvariable .

Bemerkung 76. Die Wahl der Rdume Vi héangt mit der Regularitdt der Losung des springen-
den Transmissionsproblems [22) bzw. des quasilinearen Modellproblems ) zusammen. Ist
die Losung hinreichend regulér, sodass die Normalenableitung bzw. Konormalenableitung auf I'
beispielsweise als Funktion auf L?(I") aufgefasst werden kann, dann ist es natiirlich ausreichend,
(Vr)' = L*(T") und damit Vp = L?(T) zu wihlen. Sind die Losungen hingegen nicht regulir genug,
sodass zum Beispiel die Normalenableitung nur als Funktional auf H(I') mit 0 < ¢ < 1 Sinn
macht, dann kénnen wir zwar das Optimierungsproblem mit Vr = L?(T") 16sen, aber die Losung
stimmt dann nicht notwendigerweise mit der Losung des springenden Transmissionsproblems iiber-
ein, da L?(I") € H~¢(I') ist. Aufgrund der Dichtheit von L?(T") in H~¢(T") konnen wir der Losung
in diesem Beispiel womoglich beliebig nahe kommen, aber darauf wird hier nicht eingegangen.

Wir wollen den Abstand beziiglich der relativ schwachen L?(I')-Norm minimieren. Da
k(v (ug)) € H&f(r), i = 1,2, kénnten wir den Abstand natiirlich auch beziiglich der stér-

keren Héf(l“)—Norm (oder einer anderen stdrkeren Norm) betrachten. Dies ist, zumindest vom
analytischen Standpunkt aus, nicht notig, wie wir im nachsten Lemma sehen werden. Weiter wiir-
de die Verwendung einer starkeren Norm die spater folgenden Beweise noch technischer machen.
Aus diesem Grund beschrinken wir uns auf die L?(T')-Norm.

Zunachst formulieren wir das restringierte Minimierungsproblem exakt. Es lautet:

J(u1,uz, g) = min (4.31)
(u1,u2,9) € Fad

Wir wollen noch klaren, was wir unter einer optimalen Losung verstehen wollen.

Definition 4.5.1. (u7,uz,g) € Faq heiit lokal optimale Lésung des Minimierungsproblems [E31]),
falls ein € > 0 existiert mit
j(u_lau_Qag) S j(ulaUQag)

fir alle (u1,u2,g) € Faq mit

lur =1l g2 ) + w2 = T2l oo, + 19 =Tl 1r ) S e

Von einer global optimalen Lésung sprechen wir, wenn die vorletzte Ungleichung uneingeschrankt
fir alle (u1,u2,g) € Faa gilt.
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FEine Losung ist also lokal optimal, wenn in der zuldssigen Menge lokal kein Punkt mit einem
kleineren Zielfunktionalwert liegt. Weil J > 0 ist, ist insbesondere jeder Punkt (ui,us,9) € Faa
mit J(u1,uz,g) = 0 eine lokal optimale Losung, welche dann sogar global optimal ist. Verkiirzend
schreiben wir nachfolgend gelegentlich optimal an Stelle von global optimal.

Falls das Zielfunktional streng konvex ist, ist die optimale Loung iiberdies eindeutig. Wir benotigen
diese Voraussetzung nicht, da wir die eindeutige Losbarkeit anders sichern kénnen, wie folgendes
Lemma zeigt.

Lemma 4.5.4. Unter den Voraussetzungen [[-1] und [{.3 besitzt das Minimierungsproblem (f.31))
eine eindeutige global optimale Lésung (u1,uz,g) € Fad, sofern Vi passend gewdhlt ist (z.B. kann
immer Vp = H&O/Q(F) gewahlt werden). Umgekehrt erfillen die Losungskomponenten u;, i = 1,2,
der globalen Lésung des Minimierungsproblems das springende Transmissionsproblem {{-29).

Beweis. Zur Existenz: Nach Voraussetzung Tl hat das Gesamtproblem ) eine eindeutige schwa-
che Lésung p € H{(Q2). Mit Korollar auf Seite ist dann p = (p1,p2) € Vi x V4 eine
eindeutige schwache Losung von ([H). Nach Lemma B3] auf Seite B9 erfiillen die KIRCHHOFF-
Transformierten u; := x,(p;) das springende Transmissionsproblem EZZ) im schwachen Sinn. Ist
G = Op, U1 = —On,uz € (Vr)', so erfiillt (@7, 7z,g) das Minimierungsproblem (E3I) und es gilt
J(u1,uz,9) = 0.

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es gibt eine weitere von obiger Losung verschiedene globale Lo-
sung (41, Uz, g) € Faq- Dann gilt

o 1, _ _ _ 12
0= j(“h“Qag) = 5 HH1 1(7%(“1)) — Rg 1(/7%(1'@))”[/2(1“)

und folglich im L2(T")

k1 (b)) = Ky T (P(2)).

Da beide Seiten zudem Elemente aus HééQ (T) sind, gilt die Gleichheit auch dort. Das ist unter
Beriicksichtigung von Bemerkung [78 auf Seite B aber gerade EZ3)s. Da (uy,us,g) € Faq ist,
gilt [EZ7), also insbesondere auch @Z3); und mit d,,u; = § = —Op,uz auch EZI)s. Somit 16st
(ur,uz) das springende Transmissionsproblem [23), dessen Losung mit Lemma B3] auf Seite
unter den obigen Voraussetzungen eindeutig ist. Damit haben wir (uy,uz,9) = (u1,uz,9), im
Widerspruch zur Annahme.

Dass die globale Losung des Minimierungsproblems dem springenden Transmissionsproblem ge-
niigt, sehen wir analog zum eben gefiihrten Eindeutigkeitsbeweis. Wegen der obigen Voraussetzun-
gen gilt fiir eine globale Losung immer J = 0. O

Damit erhalten wir sofort das

Korollar 4.5.5. Es gelten die Voraussetzungen[-1] und[f-3 Die eindeutige global optimale Lsung
des Minimierungsproblems [{Z31) erfillt nach Riicktransformation auch das nichtmonotone qua-
silineare Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearititen {23) und das Gesamtproblem

#1).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem letzten Lemma unter Beachtung von Lemma EE3T1
auf Seite B9 und Korollar auf Seite O

Im Hinblick auf Losungsverfahren fiir Optimierungsprobleme kann es sinnvoll sein, das Zielfunk-
tional zu regularisieren. Wir betrachten deshalb statt @Z) mit § > 0 allgemeiner das Funktional

1, _ _ 2 )
Ts(u1,u2,9) = ) H’ﬁ 1(7%@1)) ) 1(7%(@62))“,;2@) + ) ||9||%VF)/ (4.32)

und wollen es wieder iiber der zulissigen Menge F,q nach ([E30) minimieren.

Bemerkung 77. (i) Im linearen Fall sorgt der zweite Summand in @32) dafiir, dass die den zweiten
Ableitungen von Js in einer gewissen Umgebung der Lésung zugeordneten Bilinearformen fiir 6 > 0
(Vr) -elliptisch sind, d.h. sich nach unten durch den Term § || g||?vw)/ abschétzen lassen. Dies ist
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unter anderem aus numerischer Sicht wiinschenswert. Moglicherweise kann diese Uberlegung auch
im nichtlinearen Fall Vorteile bringen.

(ii) Der Regularisierungsterm sichert weiterhin fiir § > 0 die Existenz von global optimalen Lo-
sungen des Minimierungsproblems [33) ohne explizit die Beschranktheit des Teils der zuldssigen
Menge F,q, dem die Kontrollvariable g entstammt, fordern zu miissen. Siehe hierzu auch Bemer-
kung [[§ auf Seite

Es ist nicht unmittelbar ersichtlich, warum eine regularisierte Variante des Zielfunktionals be-
trachtet wird. Allerdings stimmt fir § = 0 [@32) offensichtlich mit 2 tiberein, sodass das
urspriingliche Zielfunktional als Spezialfall enthalten ist. Hingegen ist fiir 6 > 0 noch nicht einmal
klar, ob das Minimierungsproblem

Js(u1,uz, g) = min (4.33)
(Ul,UQ,g) € ]:ad

iiberhaupt eine optimale Losung besitzt, wobei diese in Analogie zu Definition EERTl erklart ist.
Dass dem so ist, zeigt folgendes

Lemma 4.5.6. Fir jedes 6 > 0 existiert eine (nicht notwendig eindeutige) global optimale Losung

(W%, 13°,3°) € Faa von [F33).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz [C3.7] des Anhangs. Dazu miissen wir die Voraus-
setzung nachpriifen. Zunéchst passen wir die Notation an. Wir haben die Entsprechungen

ngjg,yw‘/lX‘/Q,U‘M(VI‘)/,Z‘M(Vl) (‘/2> adw‘/lx‘/Qandw(VF)/'

U und Y sind als HILBERT-Raume natiirlich reflexiv und Z ist als HILBERT-Raum offensichtlich
ein BANACH-Raum. U,q = U und Y,q = Y sind natiirlich konvex und abgeschlossen und es
existiert ein zulédssiger Punkt. Die Zustandsgleichung Ay + Bu = h entspricht dem System von
Operatorgleichungen

Aiui = Fi(g), i = 1,2,

wobei A; und F;(g) wie in Lemma [ zu verstehen sind. Insbesondere besitzt A; € £ (Vi, (V;)')
nach diesem Lemma eine beschrankte Inverse A7 . Fi(g), ¢ = 1,2, 14sst sich als

. — B. it h o= (f. - g = (—1)"T1 if. /
E(g) = Bzg + h; mit h; = (fu )LZ(Q-L) und Bzg = ( 1) <957F( )>(Héé2(F)) XHééZ(F)
schreiben. Nun ist h; € (V;) und wegen der Linearitit und Beschriinktheit des Dualitétsproduktes
und des Spuroperators haben wir B; € £ ((V¢)', (V;)'). Die Zustandsgleichung lautet mit diesen

Bezeichnungen also
Ay + —Big _ hy
Agug —Bag ha )~

Mit diesen Ausfiihrungen sind die Voraussetzungen [Cl 1. bis 3. offensichtlich erfiillt.

Bleibt noch die schwache Folgenunterhalbstetigkeit des Zielfunktionals [Js zu priifen. Wir zerlegen
Js wie folgt,

* . * 6
Ts(ur,uz, 9) = J(ur, uz, 9) + J5 (ur,uz, 9) - mit  Jy'(ur,uz, 9) = l9llvry

und dem Funktional J aus @29). Mit Lemma reicht es, die schwache Folgenunterhalbste-
tigkeit der beiden Summanden zu zeigen. Im zweiten Summanden tauchen u; und we gar nicht
auf, so dass wir nur fiir das dritte Argument g argumentieren miissen. Da die Norm konvex ist
und z? fiir £ > 0 monoton wachsend und konvex ist, ist auch 7, o konvex. Die Stetigkeit von Jy
ist sofort klar. Nach Satz [ZZ2(i) ist J; damit insbesondere unterhalbstetig. Weiterhin ist (Vi)'
natiirlich abgeschlossen und konvex, sodass Satz [C2.2(iii) die schwache Folgenunterhalbstetigkeit
von Ji auf ganz (Vr)' liefert. Betrachten wir nun den ersten Summanden J, in dem das dritte
Argument g nicht auftaucht, sodass wir nur die ersten beiden Argumente untersuchen miissen. Sei
(u1,u2) € V1 x V5 also beliebig und (u e C Vi mit uf — w; in H(€) fiir k — oo, i = 1,2. Wegen
Vi € £ (V;, H/2(T")) haben wir dann 'Yr( ) — ~i(u;) in HY2(D) fiir k — oo, i = 1,2. Nun ist die
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Einbettung H'/?(T") < L?(T) fiir den LipscHITZ-Teilrand T aber kompakt, siche Abschnitt 2]
oder [WIoR2 Satz 7.10], sodass dann yf(u¥) — ~i(u;) in L2(T) fiir k — oo, i = 1,2, gilt. Mit
Lemma BEZF ist der Kompositionsoperator ;' : L*(T') — L*(I") LIPSCHITZ-stetig, woraus unter
Beachtung der Stetigkeit der Norm fiir belibiges g € (Vr‘)l

j(ullcaugag) m ._7(“1,1&2,9),

also die schwache Folgenstetigkeit und damit selbstredend die schwache Folgenunterhalbstetigkeit
von J folgt.

Somit ist die Voraussetzung [C] erfiillt und der Satz [C31] liefert das gewiinschte Resultat. O

Die Eindeutigkeit der optimalen Losung von {33) wird in Satz EER auf Seite @9 unter stérkeren
Voraussetzungen gesichert. Es wird sich spéter herausstellen, dass die Energie, die auf den Nachweis
der eindeutigen Losbarkeit verwendet wird, gerechtfertigt ist. Dabei fallen namlich auch Resultate
ab, die in Abschnitt L8 wiederverwendet werden kénnen und somit die dortigen Beweise verkiirzen.

Bemerkung 78. Fiir § = 0 kénnen wir den letzten Beweis nur dann iibertragen, wenn wir explizit die
Beschrinktheit der Teilmenge von (Vr)', der die zuliissigen g entstammen, fordern. Diese Teilmenge
korrespondiert zu U,q aus Voraussetzung und muss im Fall § = 0 beschriankt sein, um Satz
anwenden zu konnen. Allerdings ist eine Ubertragung des obigen Beweises fiir § = 0 nicht
notig, da Lemma EE5A bereits die Existenz und sogar Eindeutigkeit der (global) optimalen Losung
sichert.

Bemerkung 79. (i) Statt der gemischten Randwertprobleme {ZZH) konnten wir als Hilfsprobleme
auch die DIRICHLET-Randwertprobleme

—Au; = fi in Q;
U; = 0 auf Fz 1= 1, 2,
u; = ki(x) aufl

mit y € H&g *(I") betrachten und anschlieBend den Abstand der NEUMANN-Daten minimieren, also
das Zielfunktional

1 2
j(u17u27X) = 5 Hanlul + aTIZUQHH&Jl/?(F)

bzw. eine regularisierte Variante davon betrachten. Das Zielfunktional ist nun konvex. Allerdings
sind die Nebenbedingungen nicht mehr affin linear, da der Losungsoperator zu obigem Randwert-
problem beziiglich x nichtlinear ist. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Minimierungs-
problems ist wieder offensichtlich, wenn wir x := x; (%), i = 1,2, wihlen, wobei (7, 3) € Vi x Va
die eindeutige schwache Losung des transformierten Transmissionsproblems [E22) bezeichnet. Auch
die regularisierten Optimierungsprobleme, bei denen das Zielfunktional 7 durch

§ . 2
‘75(11‘15“25)() = j(u17u27x> + 5 ||X||Hé[§2(1")

ersetzt wird, sind fiir § > 0 l6sbar, was unter Benutzung von Satz[C 4] gezeigt werden kann. Dabei
miissen unter Umstadnden zusétzliche Forderungen gestellt werden, um die Voraussetzung 4.
sichern zu konnen.

(ii) Wir kénnen das Optimierungsproblem auch auf das (noch nicht transformierte) nichtmonotone
quasilineare Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearitdten (EEH) beziehen. Als Hilfspro-
bleme betrachten wir dann beispielsweise die nichtlinearen Probleme

Pi(D)pi = fi in Q;
pi = 0 auf I'; i=1,2,
oppr = (=1)*lg aufl

mit g € (V)" und den Bezeichnungen wie in ({ZH). Minimiert wird dabei das konvexe Zielfunktional

1
Jprp2,9) = 5 |e(p1) — 7%(p2)"2L2(F)

bzw. die regularisierte Variante

0
Js(p1,p2,9) = J(p1,p2,9) + B ||9||?VF)’ .
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Auch hierbei handelt es sich nicht um eine konvexe Optimierungsaufgabe, da zwar das Zielfunktio-
nal konvex ist, nicht aber die zuléssige Menge. In diese gehen die nichtlinearen Hilfsprobleme ein.
Weiter scheint es auf den ersten Blick problematisch zu sein, dass die Hilfsprobleme nichtmonoton
sind. Die eindeutige Losbarkeit der Hilfsprobleme kénnen wir aber durch Anwenden der KIRCH-
HOFF-Transformation und Betrachtung der entstehenden gemischten Randwertprobleme fiir den
LAPLACE-Operator sichern. Die Existenz einer Losung des regularisierten Optimierungsproblems
kann wieder mit Satz gesichert werden. Auch hier ist es unter Umstanden nétig, zusétzliche
Forderungen zu stellen, um die Voraussetzung 4. sichern zu koénnen. In Analogie zu (i) kén-
nen wir alternativ auch im Falle nicht transformierter Probleme die Minimierung beziiglich des
Abstandes der Konormalenableitungen durchfiihren.

Wir haben nun zwar gezeigt, dass die regularisierten Minimierungsprobleme [33)) fiir beliebige
0 > 0 global optimale Losungen besitzen, aber noch ist unklar, was diese Losungen mit der ein-
deutigen global optimalen Losung des urspriinglichen Minimierungsproblems (31]) zu tun haben.
Antwort darauf gibt der

Satz 4.5.7. Es gelten die Voraussetzungen [I1] und [[z4 und (u1,7z2,G) € Faq bezeichne die nach
Lemma[f-57 eindeutige global optimale Lisung von [f-31)). Fiir 6 > 0 bezeichne (@1°,72°,3°) € Fua
eine global optimale Losung von [{.33), welche nach Lemma[{.0.0 existiert. Dann gilt:

% —

'HHI(Qi) — 0 fiir6 — 0, 1=1,2.

Beweis. Sei ((u_l‘s,u_g‘s,ﬁ‘s)) s eine Folge von global optimalen Losungen fiir 6 — 0. Dann gilt nach
Definition der global optimalen Loésung fiir alle § > 0

T5(@°,%2°,3°) < Js(Wr, 0z, 9),
woraus unter Beachtung von J(u7,uz,9) =0
1, _ _ _ _ 2 O 1512 o
5 I Or @) = 3 R @) oy + 5 19 ey < 5 111Gy

folgt. Damit gilt fiir alle 6 > 0 die Beziehung Hg‘SH (Vi)' < ||g||(VF), also ist Hg H(v y gleichméafig
beschrankt. Zudem liefert dann die vorletzte Unglelchung

w7 (e (@) = 2 OF (@) 2y 5= - (4.34)
Mit Lemma EE0.2 haben wir
HUZ‘;HHl Q) S W fill 2, )yt Hg HH’I/Q(F) i=1,2,

woraus mit der stetigen Einbettung (V) C H(;01/2(1"), also insbesondere HE(SHH—l/Z(F) <
00

7l [

((ul‘s, Us ,y‘s)) im HILBERT-Raum V] x V5 % (Vp)' beschrankt und es existiert nach Lemma [C.3.2
eine Teilfolge, welche fiir & — 0 schwach gegen (uy,us,g) € Vi x Va x (Vr)" konvergiert. (B3)
liefert mit dieser Teilfolge

) die gleichméfige Beschranktheit von Hu_i‘S folgt. Insgesamt ist somit die Folge

0= [|ny " (vr(un)) = k3 (V@) 1y = T, U2, 9). (4.35)

Um zu zeigen, dass (u1,uz,g) € Faaq ist, beachten wir zunéchst, dass fiir hinreiched grofes » > 0

((U_IJ’U,_Q‘S’g‘S))S C ]:ad Al (BV1,7‘(O) X BV27T(O) X B(VF),,T) = C

gilt, wobei Bx,.(0) die abgeschlossene Kugel mit Radius r in X € {Vi,Va, (Vi)'} bezeichnet. Da
Fad abgeschlossen und konvex ist, ist C folglich abgeschlossen, konvex und beschrankt, also nach
Lemma [C32 schwach folgenkompakt. Damit liegt der schwache Limes (u1,uz,g) in Faq. Unter
Beachtung von ([3H) sehen wir nun, dass (u1,us2,g) € Faq optimale Losung von 3 ist. Dlese
ist aber eindeutig, sodass (u1,%z,9) = (u1,us,g) gelten muss. Insbesondere konvergiert §° aus
der schwach konvergenten Teilfolge schwach gegen . Weiterhin ist die Norm im HILBERT-Raum
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(Vr)' natiirlich schwach folgenunterhalbstetig, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein &y, sodass fiir alle
Teilfolgenglieder mit 6 < Jp gilt

190 vy < 19° M|y + &

Zusammen mit ||§5H(VF)/ < ||§||(VF)/ liefert das nach Grenziibergang € — 0

_5 _
15 vey 557 190y
woraus mit der gleichméBigen Konvexitit des HILBERT-Raumes (Vr)'

° = 3ll 4y =0

folgt. Zudem erfiillen (@;° — %;), i = 1,2, die Hilfsprobleme ZH) mit f; = 0, weswegen sich mit
Lemma die Abschéatzung

—5  — -5 = -5 =

[ *uiHHl(Qi) < g *QHH[;)VZ(F) < g *QH(VF)/
ergibt, welche zusammen mit der vorletzten Beziehung die Aussage des Satzes liefert. (]
Bemerkung 80. Im linearen Fall, d.h. wenn die Nichtlinearitaten k;, ¢ = 1,2, konstant sind, ist

zudem eine Aussage zur Konvergenzgeschwindigkeit moglich, siehe [GPK99, Theorem 3.2].

Bemerkung 81. Wie bereits erwahnt, kann mit Satz LR auf Seite @d unter Zusatzvoraussetzungen
fiir hinreichend kleine § > 0 sogar die Eindeutigkeit der optimalen Losung (w7°, @3?, %) von [@33)
gesichert werden. Dies ist flir den letzten Satz aber nicht notwendig, da er fiir beliebige Folgen
(@, 2°,9%)) 5 von optimalen Losungen gilt.

4.5.3 Das freie Minimierungsproblem

Wie wir bereits in Lemma auf Seite festgestellt haben, sind die Hilfsprobleme E2H)

eindeutig schwach 16sbar und die Losung hingt fiir festes f; € L?(€2;) stetig von g € H&,l/ *(T) ab.
Wir bezeichnen den Lésungsoperator wieder mit u;, ¢ = 1,2, genauer gilt

wi(-) s Hog(T) = Vi, wilg) = AN (Filg)), i = 1,2, (4.36)

3

wobei A; ! € £ ((V;)', Vi) und das affin lineare beschrinkte Fj : H&Jl/Q(I‘) — (V4)" in Lemma E52A
auf Seite @ gegeben sind. Insbesondere haben wir fiir jedes g € H0701/ 2(1") > (Vr) die Abschétzung

i@l ) < AT IED N iy < AT il oy + AT VPN G 2y » =152,

wobei 74 € L (Vi, H&éQ(F)) den Spuroperator aus Abschnitt [AZ2Z.6 im Anhang bezeichnet.

Die Losungen der Hilfsprobleme ([E20) sind fiir festes fi € L?(Q;), i = 1,2, eindeutig durch g
bestimmt und die Abhéngigkeit ist stetig. Wir konnen diese Beziehung benutzen und zum (in den
Argumenten) reduzierten Funktional ibergehen, indem wir fir § > 0

M;s(g) := Ts(u1(g), u2(9), 9) (4.37)

setzen, wobei u;(-) in @30) erklart ist. Da u;(g) € Vi, i = 1,2, nach Definition dem schwach
formulierten Hilfsproblem @27) geniigt, gilt offenbar (u1(g),u2(g),9) € Faq fiir alle g € (V1)
Somit unterliegt g keiner Beschréankung, die zulassige Menge fiir g ist also der ganze Raum (Vp)/.
Insgesamt erhalten wir fiir § > 0 das reduzierte Problem

M;(g) = min
(i

Das reduzierte Problem ist ein freies Minimierungsproblem. Was wir unter einer Losung dieses
Problems verstehen wollen, besagt die
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Definition 4.5.2. §° € (V¢)' heift lokaler Minimierer von ([E38), wenn ein € > 0 existiert mit

Ms(F°) < Ms(g) fiir alle g € (Vp)' mit Hg - E‘;H(VF), <e.

M(3°) heifit dann lokales Minimum. Gilt die vorletzte Ungleichung uneingeschrinkt fiir alle g €
(V) so heift §° globaler Minimierer und M;(g°) globales Minimum.

Dass das freie Optimierungsproblem eine Losung besitzt, ist mit der obigen Herleitung und den
Aussagen des letzten Abschnittes offensichtlich und wir formulieren das

Lemma 4.5.8. Die Minimierungsprobleme {{.39) und [{.38) sind fir § > 0 dquivalent, d.h. ist
(@1, 12°,5°) € Faa eine global optimale Lisung von [f39), so minimiert §° € (Vr)' [@-38) und ist
umgekehrt g° € (V) ein globaler Minimierer von ({-33), so ist (u1(3°),u2(3%),3°) € Faa global
optimal fiir {{33).

Insbesondere existiert fir § > 0 ein globaler Minimierer §° € (Vr)" von [39). Im Fall § = 0 ist
dieser unter den Voraussetzungen [[1] und[{.] iberdies eindeutig.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus den Lemmata EERA und EER@ und der Herleitung des freien
Minimierungsproblems. O

Bemerkung 82. Fiir streng konvexes My ist der Minimierer iiberdies eindeutig. Im Allgemeinen
ist das Zielfunktional My aber nicht einmal konvex. Konvexitdt haben wir beispielsweise fiir die
,Nichtlinearititen“ k;(-) = ¢; e RT, i =1,2.

Fiir hinreichend kleine § konnen wir die Eindeutigkeit der Minimierer von [3) durch folgende
Uberlegung sichern. Wir verwenden dazu die notwendige Bedingung fiir freie Extrema, siehe z.B.
[Ze195, Theorem 2.2.2A, S.45], d.h. besitzt M; in g° € (Vi)' ein freies, lokales Minimum, dann gilt
die verallgemeinerte EULERsche Gleichung

M;(g) =0, (4.39)

falls Mj(g) als GATEAUX- oder FRECHET-Ableitung existiert. Dabei bezieht sich die Ableitung auf
g und § wird vorerst als Parameter angesehen. Formal haben wir die folgenden Abbildungseigen-
schaften:

Ms = (F) =R,
M o (Vo) = £((h)\R) = ((0h)) =V,
Mg . (VF)/ — £ ((VF)/, £ ((VF)/,R)) .
Die angegebenen Beziehungen sind formaler Natur, denn an dieser Stelle ist noch gar nicht klar,

ob die obigen Ableitungen als GATEAUX- bzw. FRECHET-Ableitungen iiberhaupt existieren. Wir
setzen

M(9,g) := Mj(g) (4.40)

und damit gilt, wieder formal,

M : Rx (W) - £(%),R) = (%)) =W,
M, : Rx (V) —L£((W).L((r),R)).

Mit diesen Vorbereitungen formulieren wir

Satz 4.5.9. Es gelten die Voraussetzungen .1 und -4 und M aus {40) sei stetig FRECHET-
differenzierbar. Insbesondere missen dafir My und MY als stetige FRECHET-Ableitungen existie-
ren. Weiter sei g° € (Vp)' die nach Lemma [[.0.§ existierende eindeutige global optimale Lésung
des freien Minimierungsproblems [f.38) fir & = 0. Zudem sei M{(g°) € L ((Vp)/,ﬁ ((Vp)/,R))
stetig invertierbar. Dann ist das freie Minimierungsproblem ({.38) fir hinreichend kleine 6 >
0 eindeutig losbar. Bezeichne §° € (Vr)' diese eindeutige Loung, so ist iberdies MY (3°) €
L((vr),L((Vr),R)) stetig invertierbar.
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Beweis. Wir werden das implizite Funktionentheorem auf @) im Punkt (0,7") anwen-
den. Mit den Voraussetzungen ist M : R x (V1) — £ ((V1)",R) stetig FRECHET-differenzierbar.
Weiter ist M(0,3°) = Mp(g°) = 0, da Mg in g° ein freies Minimum besitzt. Auch besitzt
M,4(0,3°) = M{(3°) nach Voraussetzung eine beschrinkte Inverse. Nun liefert der Satz iiber
die implizite Funktion, dass fiir jedes hinreichend kleine § > 0 genau ein §° € (Vp)/ existiert,
mit 0 = M(6,3°) = Mg(y‘s), d.h. die EULERsche Gleichung ist nur fiir genau ein §° erfiillt. Die
nach Lemma LR existierenden freien globalen Minimia, welche insbesondere lokale Minima sind,
miissen natiirlich auch der EULERschen Gleichung geniigen. Da diese aber fiir hinreichend kleines
§ nur fiir genau ein g° erfiillt ist, muss die Losung von E3]) eindeutig sein. Die Behauptung
iiber die stetige Invertierbarkeit von MY (g°) folgt direkt aus dem Satz iiber die implizite
Funktion. O

Wir wollen den letzten Satz benutzten, um die Eindeutigkeit der Minimierer von (EE38), zumindest
fiir kleine § > 0, zu zeigen. Es miissen also die Voraussetzungen des Satzes R tiberpriift werden.
Dazu untersuchen wir im néchsten Abschnitt, wann das Zielfunktional F-differenzierbar ist. Im
iiberniichsten Abschnitt gehen wir der Frage nach der stetigen Invertierbarkeit von Mj(g°) nach.

Weiter weisen wir erneut darauf hin, dass die Ergebnisse der folgenden beiden Abschnitte auch fiir
die Konvergenzuntersuchungen der Losungsverfahren aus Abschnitt verwendet werden.

4.6 Zur Sinnhaftigkeit der Optimalitatsbedingungen

Optimalitdtsbedingungen des freien Optimierungsproblems [38) werden mit Hilfe von Variatio-
nen oder, wenn moglich, mit Ableitungen des Zielfunktionals E3M) erklart. Wir verweisen zum
Beispiel auf die verallgemeinerte EULERsche Gleichung [39). Auch haben wir bereits im Satz
ER3 Ableitungen hoherer Ordnung benutzt. Ebenso werden wir diese bei den spéteren Losungs-
verfahren der Optimierungsprobleme verwenden. Zunéchst ist allerdings noch nicht einmal klar,
ob die Ableitung bzw. hohere Ableitungen von M; iiberhaupt sinnvoll erklért sind. Dieser Frage
werden wir uns in diesem Abschnitt widmen. Dazu schildern wir nachfolgend zuerst die auftreten-
den Probleme und untersuchen diese anschliefend. Im ersten Teilabschnitt gehen wir dazu genauer
auf punktweise Produkte ein. Der zweite Unterabschnitt befasst sich erneut mit den Kompositi-
onsoperatoren, die schon in Abschnitt eingefiihrt wurden. Im dritten und letzten Teilabschnitt
werden schliellich Aussagen zur Differenzierbarkeit des Zielfunktionals gemacht.

Um zu sehen, welche Probleme auftauchen, berechnen wir rein formal die erste Variation von Mg
im Punkt g € (Vp)/ in Richtung h € (Vp)/:

d
SyMs(gsh) = oy Ms(g)(h) = EMS(Qthh)
t=0

= d-(y, h)(vp)/ + (To(g), Tl(gvh))m(r)v

wobei (+,+) ;. das Skalarprodukt in (V)" bezeichnet und mit dem RiEsz-Isomorphismus J €
L (Vr, (Vp)") durch (g, h) vy = (J7tg,J 7 h) v fir alle g, h € (Vi)' erklirt ist. Weiter haben wir

To: (V) — Hoy (D), g+ ry (v-(ur(9))) — k3 (7R (u2(9)))
und

T o (V) x (W) — LA(I),
(g,h) — (k1) (b (ua(9))) - yo(ui(h) — (k3 1) (VR (ua(g))) - 72 (uz(h))

wobei ] * die inverse KIRCHHOFF-Transformation, (x; '

. )/ deren Ableitung, u,(-) den Lésungsope-
rator (E36) des Hilfsproblems ([E26) und u;(-) den Losungsoperator des homogenen Hilfsproblems,
d.h. @Z0) mit f; = 0, bezeichnet. Der Zielraum von Y7 wurde dabei so gewéhlt, dass die in der ers-
ten Variation auftretenden L?(T)-Skalarprodukte sinnvoll sind. Diese Abbildungseigenschaft muss

erst noch durch geeignete Voraussetzungen sichergestellt werden.

Wir priifen mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte leicht nach, dass T die angegebenen Abbil-
dungseigenschaften besitzt und ein nichtlinearer, beschrankter und stetiger Operator ist. Problema-
tisch hingegen ist die obige (formale) Definition von Y;. Dabei treten die folgenden Schwierigkeiten
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auf:

1. Wie konnen wir die auftretenden Produkte sinnvoll erkléren?

2. Sind die Ableitungen der inversen KIRCHHOFF-Transformationen als Kompositionsoperatoren
interpretierbar?

3. Ist das obige Skalarprodukt sinnvoll, d.h. liegt das Ergebnis der Operationen im L?(T")?

Mit der Klarung dieser Fragen werden wir uns in den drei folgenden Unterabschnitten beschaftigen.

4.6.1 Ein Exkurs iiber punktweise Produkte

Seit Mitte der 50er Jahre ist bekannt, dass eine verniinftige Multiplikation von beliebigen Dis-
tributionen in D’(Q) unmoglich ist, siehe [Schb4], d.h. es ist nicht zu erwarten, dass fiir be-
liebige f,g € D'(Q) auch f-g € D'(2) gilt. Um dieses Problem zu umgehen, gehen wir wie
in [RS96, Chapter 4] vor und betrachten das nachfolgende Einbettungsproblem. Dazu seien
Funktionenrdume A7 ., i = 1,...,m, m > 2 und Aj = gegeben. Wir suchen Bedingungen an
{8153 8m; 8, P15 -+, Pms Py Qs - - - s Gm, 4, sodass die stetige Einbettung

{flfQf’m|f’b€AZ:1qla7’:157m}(_)A;q

gilt. A5 = A% (R") steht hierbei als Platzhalter fiir die entsprechenden BEsov-Réume Bj , oder
TRIEBEL-LIZORKIN-Réume F}} , und fiir die Parameter gilt

seER, 0<p,g<oo(p<ocfir A=F). (4.41)

Das in [RS96, Chapter 4] verwendete Produkt (fiir Distributionen) stimmt dabei fiir Funktionen
mit dem gewohnlichen punktweisen Produkt tiberein. Da wir uns in diesem Zusammenhang auf
Funktionen beschrinken, verzichten wir auf die Definition des Produktes fiir Distributionen und
verweisen auf die angegebene Literatur. Die verwendeten Satze, die auch allgemeinere Félle abde-
cken, zitieren wir im Abschnitt

Um die Resultate des Abschnitts aus dem Anhang, speziell Satz [AZ5]l auf Funktionenrdume
A (Q) iiber Gebieten Q {ibertragen zu kénnen, benétigen wir folgendes

Lemma 4.6.1. Sei Q C RN ein LipScHITZ-Gebiet, m > 2 und fiir die Parameter der Funktio-
nenrdume sollen die Einschrinkungen ([{-71)) gelten. Dann gilt
A5 () A () A (),

P1,91 Pmqm

falls die entsprechende Beziehung zwischen den Funktionenrdumen auf RN gilt, also

ASL A e A

P1,q1 Pmqm

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus [RS96, Proposition 4.2.2.], da dort die Aussage fiir belie-
bige offene Teilmengen € des RN gezeigt wurde. O

Bemerkung 83. Fiir LipsCHITZ-Gebiete  C RY existiert nach [Ryc99] ein linearer beschrinkter
totaler Fortsetzungsoperator
. AS s N
£ A5 ,(Q)— Ay (RY),

wobei fiir die Parameter [E4]]) gilt. Damit konnen wir wichtige Eigenschaften der Funktionenrdume
iiber RY auf die entsprechenden Funktionenriume iiber LiPSCHITZ-Gebieten iibertragen, was sich
nachfolgend als niitzlich erweisen wird.

Wir betrachten hier hauptséchlich den Spezialfall s € Rar, p = q = 2, also SOBOLEV-R&ume
reeller Ordnung, auch SOBOLEV-SLOBODECKIJ-Raume genannt. Allerdings werden wir in einigen
Beweisen auch allgemeinere Parameter benutzen, weshalb wir die komplette Skala von BESOV-
bzw. TRIEBEL-LIZORKIN-Raumen eingefiihrt haben. Zudem sind die verwendeten Resultate aus
[RS96] in diesen Rdumen formuliert.

Fir Produkte mit mehreren Faktoren haben wir fiir die von uns betrachteten SOBOLEV-R&ume
das
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Lemma 4.6.2. Sei Q C RY ein LiPsCHITZ-Gebiet und gelte 0 < 51 < 59 < ... < s, und
Jj+1
N
(Zg) =175 >0 Vi=l.. k-1

(i) Falls zudem s, < & ist, dann gilt
H*(Q) - H*2(Q) - ... H*(Q) — H*(Q) mit s = Zsz —(k—1) N
2

(it) Falls 0 <s1 <...<s; < % und% < sjp1 <o sy ast, dann gilt
HY (Q)-H*2(Q) -...- H*(Q) — H*(Q)

81 falls  j<1

S{(Zfl) G-DY  Jalls >

Beweis. Zu (i): Sukzessives Anwenden von Satz [AZ5J(iii) und das Lemma LGl liefern die Behaup-
tung. Wir beachten dabei, dass wegen p = ¢ =p; = ¢ =2 und mit 0 < 51 < 590 < ... <55 <
Sj4+1 S . S Sk

N
Zsz (=15 <85 <sim

gilt, womit die beiden Hauptvoraussetzungen des Satzes [AZ5] erfiillt sind.

Zu (ii): Wir betrachten die Behauptung zunichst im RY. Fiir die ersten j Faktoren verwenden wir
sukzessive Satz [ADJI(iii), wie bei (i). Das liefert

HOYRNY - H2(RY) - ... H9(RY) — H(RY) mit § = (Z sz> (j — 1)];[. (4.42)

i=1

Auf die Faktoren j + 1, ...,k wenden wir sukzessive Satz [A-5.Jfi) an und erhalten
H+ (RN) . H(RY) s H%+ (RY), (4.43)
s (EZ2) und EZ3) folgt wegen
N N

(Zsl> 3—13§5j<§<3j+1

unter erneuter Benutzung von Satz [A5JKi) und mit Lemma LGl die Behauptung. O

Bemerkung 84. Der Satz liefert insbesondere s < s, d.h. das Produkt kann nicht regulérer sein
als der am wenigsten regulére Faktor.

Wir wollen ein entsprechendes Lemma auch fiir Funktionenrdume iiber Teilrdndern von LIPSCHITZ-
Gebieten, also speziellen LipSCHITZ-Mannigfaltigkeiten, formulieren. Dazu definieren wir den Raum

HH(@5T) := {v € H*(Q) | p(v) = 0}, (4.44)
wobei der Spuroperator in Abschnitt [A2.0] im Anhang erklirt ist und beweisen zunéachst

Lemma 4.6.3. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C 9 habe nichtverschwin-
dendes HAUSDORFF-Mafs. Weiter gelte % < $1 < 89 und s; + s3 > % Fir w € H*1(Q) und
v € H%2(Q) gilt mit

{ 31+52—% falls

So < 7
$1 falls % < 89 (4.45)
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und

dann
r(u-v) = yp(u) - yp(v) € HY(T).
Falls dberdies sy < 3 und u € H* (Q;00\T), entsprechend {Z4) definiert, gilt, dann folgt zudem

(- v) = () - yp(v) € Hy 2(T).

Beweis. T) Mit Lemma EL62 folgt u - v € H*(Q2), mit s wie in [ZH). Die Voraussetzung s; + s >

NEL sichert s > 3. Der Spursatz liefert dann yp(u-v) € HY(T), wobei t = s — 3 fiir

1 <s<3undt=1"firs > 3 git. Wegen H'(I') — L*I') — L'(T') kénnen wir yp(u - v)
insbesondere natiirlich als Element aus L!(T") auffassen.

IT) Da % < 51 < 89 liefert der Spursatz und die stetige Einbettung H™ (') — L*(T), 7 > 0,
zudem yp(u) , yp(v) € L2(T). Daraus folgt mit der HOLDERschen Ungleichung sofort vp(u) - vp(v) €
LY(T).

III) Wir zeigen jetzt noch [|yp(u - v) —yp(w) - vp(v)[[ 1) = 0, woraus mit I) auch yp(u) - yp(v) €
H'(T') folgt. Dazu seien (un)n, (vn)n C C>(Q) Folgen, sodass u, — u in H**(Q) und v, — v
in H*2(Q) fiir n — oo gilt. Solche Folgen existieren, da C>(€) fiir LipscHITZ-Gebiete natiirlich
dicht in H"(2), r > 0, liegt. Die Spuren der Elemente aus C*°(£2) auf 0 sind in natiirlicher Weise
erklart. Weiter ist das punktweise Produkt von stetigen Funktionen natiirlich erklart und somit
gilt vp(un - vn) = yp(un) - Yp(vn). Das liefert zusammen mit der Dreiecksungleichung

vr(u-v) = yr(w) -0 @)ll Ly < An + B (4.46)
mit
Ap = [lp(u - v) = p(un - Un)”Ll(F)
und
By, == [Ivr(un) - vo(va) — yr(u) 'VF(U)”Ll(F) :
Mit Hilfe der Linearitdt und Stetigkeit des Spuroperators sowie durch Einfiihren der produktiven
Null v - v,, — u - v,, erhalten wir
An = rp(u-v—un- vn)HLl(F)
S lluv—up, - UnHHs(Q)
< ws (w=on)ll g o) + llvn - (w = un)ll e o
S HUHHSl(Q) v — UnHHSZ(Q) + HUnHHsz(Q) lJu — UHHHSI(Q) ;
wobei in der letzten Zeile die aus der stetigen Einbettung A3t () - A72 () — A5 (Q) fiir alle
fi€ Ayl (), i = 1,2, folgende Abschitzung

Hfl : f2||A§’q(Q) S HleASl Q) ||f2||,432 Q)

P1-.491 P2,42

benutzt wurde. Dabei steht A7 () als Platzhalter fiir entsprechende TRIEBEL-LIZORKIN- oder
BEsov-Raume, siche Abschnitt A2 in denen natiirlich auch die oben verwendeten SOBOLEV-
Réume enthalten sind. Wegen [[u — uy|| 7o, () — 0 und [[v — v || g5 () — 0 fiir n — oo, inbesonde-
re impliziert dies natiirlich ||vy[| 7, () < 1, unabhéngig von n, haben wir somit A, — 0 fiir n — oo.
Weiter erhalten wir mit der produktiven Null vp(w) - yp(vp) — vp(w) - vp(vy,) und Verwendung der
HOLDER-Ungleichung

By < lve(un =) - ye(ua)ll gy + o) - ye(vn = o)l gy
< ve(un — U)HL?(F) HVF(Un)HLZ(F) + HVF(U)HLZ(F) [yr(vn — U)HLZ(F) :
Mit dem Spursatz liefert der Grenziibergang n — oo dann B,, — 0.

(IV) Sei jetzt s1 < 3 und u € H* (;0Q\TI'). Dann gilt insbesondere Ypa\r(u) = 0 und damit unter
Verwendung von (I-I11) 789\1“(“ ‘v) = 76(2\1‘(“) -76(2\11(1)) =0, woraus u-v € H*(Q;0Q\T'), mit s

1
wie in ([4H), folgt. Der Spursatz liefert damit yp(u - v) € Hy 2 (T'), woraus unter Beachtung
von (I-IIT) die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 85. (i) Der Fall s, = & wird im letzten Lemma nicht direkt abgedeckt. Wir kénnen

dann allerdings die stetige Einbettung H*2(Q2) — H®2~7(Q), 7 > 0 hinreichend klein, verwenden,
um wegen sg — 7 < % zumindest noch den ersten Fall in [ZH) zur Verfiigung zu haben.

(ii) Im Beweis vom letzten Lemma kann im Fall s = % zudem der Spursatz [AL2§ nicht ange-
-3

wendet werden, da dieser fiir LIPSCHITZ-Gebiete fiir s = 5 nicht gilt. Auch hier kann wieder ein

passender Einbettungssatz zu Hilfe genommen werden, um die Elemente aus H?>/2 (Q) als Elemente
aus H3/2-7(Q), 7 > 0, aufzufassen und so wenigstens noch in etwas weniger reguliren Riumen
argumentieren zu konnen.

(iii) Eine direkte Beziehung zwischen (i) und (ii) im Fall N = 3, wie die Zahl 2 vermuten lassen
konnte, besteht nicht. Bei (i) rithrt die Restriktion auf Werte kleiner als % = % von den Einschran-
kungen bei der punktweisen Multiplikation aus Satz[A5lher, bei (ii) ergibt sich die Einschrankung
auf Werte kleiner als % =1+ % aus den Restriktionen, die der Spursatz fiir LIPSCHITZ-Gebiete

erfordert. Fiir N = 3 und p = 2 gilt nur zuféllig % =1+ %.

(iv) Statt im zweiten Teil des letzten Lemmas s; < 3 zu fordern, reicht auch s < 2 aus, um fiir
u e H* (Q;0Q\T) noch yp(u-v) € Hy ?(T) zu erhalten.

v) Wir erinnern daran, dass Hi(I') = HS() fir s < Lost. Fir s > 1 gilt HS() =
0 2 2 8 0
{rne H5(T) | vor(p) = 0}.

Fiir die von uns vorwiegend betrachteten zwei- und dreidimensionalen Probleme konnen wir das
Lemma B3 um den Spezialfall s; = so = 1 erweitern. Fiir N = 3 wird dieser wegen s1 + 8o = %
nicht durch das letzte Lemma abgedeckt.

Lemma 4.6.4. Sei Q C RN, N =2 oder N =3, ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C OS2
habe nichtverschwindendes HAUSDORFF-Map. Fiir u,v € H*(Q) gilt dann

yr(u-v) =yp(u) - r(v) € (D).

Im Fall N = 2 liegt das Produkt sogar in Hz=¢(T), 0 < & < z

Beweis. Betrachten wir zunichst den Fall N = 2, welcher mit der nachfolgenden Uberlegung
vollstandig durch Lemma L6 abgedeckt wird. Sei 0 < & < % Mit 7 := § gilt natiirlich die stetige
Einbettung H(Q2) — H!'~7(Q), woraus speziell u,v € H'=7(Q) folgt. Das Lemma liefert
dann )

(- v) = p(u) - p(v) € HES(D).

Im Fall N = 3 miissen wir anders vorgehen. Es ist H'(Q) = F3,(Q) = Bj,(Q). Mit der
auf TRIEBEL-LIZORKIN- bzw. BESOvV-Raume verallgemeinerten HOLDERschen Ungleichung, Satz
A5 und Beachtung von Lemma FEG., welches die Ubertragbarkeit der Ergebnisse vom RV auf
LipscHITZ-Gebiete sichert, erhalten wir u - v € Féq(Q) = B%ﬁq(Q), 2 < ¢ < oo. Der Spursatz

liefert dann vp(u-v) € B} q(F). Weiter haben wir mit Satz [A27ii) die stetige Einbettung
5,
B3 q(RQ) — LP1(R?) fiir p; = 2 und ¢ < p; = 2. Mit ¢ = 2 ist sowohl ¢ < p; = 2 als auch die

obige Restriktion 2 < ¢ < oo erfiillt. Die letzte Einbettung lésst sich vom R? auf zweidimensionale
LipscHITz-Mannigfaltigkeiten, also speziell auch auf I', iibertragen. Sei dazu {¢,},cs eine Zerle-
gung der Eins auf I', bestehend aus auf den gegebenen Atlas angepassten LIPSCHITZ-Funktionen.

1
Nach Definition der Funktionenraume auf LIPSCHITZ-Mannigfaltigkeiten gilt mit f € B3 q(F) auch
2

(;f)o <I>j_1 € ng(RQ), j € J, wobei die L1pSCHITZ-Abbildung ®; durch den Atlas festgelegt ist.

Mit der obigen Einbettung haben wir dann (¢; f) o ®;' € L?(R?) und damit natiirlich f € L*(T").
Insgesamt liefert das yp(u - v) € L?(T). Weiterhin kénnen wir wortlich Schritt IT) und IIT) aus dem
Beweis von Lemma L6 3 iibertragen, womit die Behauptung des Lemmas auch fiir N = 3 folgt. O

Bemerkung 86. Sei Q@ C RV, N =2 oder N = 3, ein beschrinktes L1PSCHITZ-Gebiet und I' C 99
habe nichtverschwindendes HAUSDORFF-Maf. Dann existieren fiir p, v € H'/?(T") mit dem Spursatz
Funktionen u,v € H*(Q) mit yp(u) = g und vp(v) = v. Somit liefert das letzte Lemma
insbesondere - v € L*(T).
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Wir erweitern das Lemma noch auf mehr als zwei Faktoren und erhalten

Lemma 4.6.5. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C 9 habe nichtverschwin-
dendes HAUSDORFF-Maf. Weiter gelte % <81 <89 <...< s, und

J+1 .
N+1
Y s> 2+ Vi=1,... k-1 (4.47)
i=1
Firv, € H%(Q),i=1,...,k, gilt mit
Zlesi —(k—l)% falls slg...§5k<%
5= Zgzlsi —(j—l)% falls 51 < .§sj<%<sj+1< <s,1<ji<k—1
$1 falls 3<51_...§sk
(4.48)
und
. s—% falls %<S<%
1 falls %<s
dann

K K
Y (H ”i> = HVF(%‘) € HY(I).

i=1
Falls tiberdies ein j € {1,...,k} mits; < % und vj € H%(Q;00\T) existiert, dann folgt zudem

k k
oe(ITe) = Tlowten € 170

Dabei ist H% (Q;0Q\T') entsprechend [{.44)) erkldrt.

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch (k — 1)-faches Anwenden des Lemmas Um zu zeigen,

dass
l -1
T (H%) =7 (H%) r(v), 2<1<k,

i=1 i=1
gilt, miissen wir fiir jedes [ die Voraussetzungen von Lemma LG 3l tiberpriifen. Mit §; bezeichnen wir
die Regularitat des Produktes Hi;} v;, siehe Lemma Mit Bemerkung B4l auf Seite kann
das Produkt héchstens so regulér sein, wie der am wenigsten regulére Faktor. Also gilt 5; < 51 < s;.
Wir {iberlegen uns weiter, dass iiberdies die Abschétzung

sl>(231> 1—2];

gilt. Mit @Z7) liefert das

-1
5z (z) e

i=1

N | —

Wegen der vorletzten Ungleichung und unter erneuter Beachtung von ([E4D) erhalten wir

-1
~ N I—-1O)N+1—-(I—-2)N N+1
sl—l—le(Zsi)—i—sl l—2 (Zsl> (1—2)= 2 ( ) +2 ( ) _ ;L -

i=1

Insgesamt sind die Voraussetzungen des Lemmas fiir alle 2 < I < k erfiillt. Die Aussage zur
Regularitat folgt aus der Regularitit von Hle v; und dem Spursatz [A.2.8

Die Zusatzbehauptung fiir den Fall s; < % mit v; € H%(Q;0Q\T), j € {1,...,k}, folgt mit den
selben Argumenten wie in Teil (IV) des Beweises von Lemma O

Bemerkung 87. Aufgrund der Abbildungseigenschaften des Spuroperators 7 auf Réndern von
LipscHITZ-Gebieten gilt im letzten Lemma ¢ < 1, d.h. egal wie regular die einzelnen Faktoren
sind, das Produkt kann maximal in H*(T") liegen.
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Aus Lemma EEG.H ergibt sich unmittelbar das

Korollar 4.6.6. Sei Q C RN ein beschrinktes LiPSCHITZ-Gebiet und T' C 9Q habe nichtver-
schwindendes HAUSDORFF-MafS. Weiter gelte 0 < s1 < s9 < ... < s, <1 und

Jj+1

(N —1
Zsi>j(T) Vi=1,... . k—1. (4.49)
i=1
Mitv, € H (1), i=1,...,k, gilt fir
Zlesi —w falls slg...§5k<¥
s = gzlsi fw falls slg...gsj<%<sj+1§...§sk,1§j§k71
ler% falls %<51§...§sk

(4.50)
dann%<s<% und

k
[[vierm—2@.
=1

Falls iiberdies ein j € {1,...,k} mit v; € Hy? (T) existiert, dann folgt zudem
k 1
[[vieH =)
i=1

Beweis. Unter der Voraussetzung 0 < s1 < so < ... < s; < 1 existieren mit Satz [A2{ lineare
beschrankte Fortsetzungsoperatoren R; € L (Hsi (F),HS”‘%(Q)) mit yp o R; = I in H%(T),

i = 1,...,k. Dann konnen wir das letzte Lemma mit v; = R;v; € HSiJr%(Q) anwenden und
erhalten

k k

[Tv = <H Riyi> e HY(I)

i=1 i=1
mit t = s — %, da wir unter Beachtung von 0 < s1 < s9 < ... < s < 1 leicht nachrechnen, dass

1 3 o
5 < s <3 gilt.
Sei nun iiberdies v; € Hy?(T) fiir ein j € {1,...,k}. Dann liefert der Spursatz [AZF, dass fiir

die Fortsetzung R;v; € H% +3(Q;009\ T) gilt. Jetzt folgt die Zusatzbehauptung wieder aus dem
letzten Lemma. O

Bemerkung 88. Das Korollar kann auf den Fall s < 1 erweitert werden, wenn gesichert werden
kann, dass fiir alle v; € H'(T'), wobei i € {j | s; = 1} € {1,...,k}, ein v; € H3+5(Q), ¢ > 0 mit
~yr(v;) = v; existiert. Diese Forderung ist notwendig, da der Spuroperator . in diesem Fall nicht
surjektiv ist.

Wir werden die Ergebnisse dieses Teilabschnittes spéater benutzen, um die Abbildungseigenschaften
der Operatoren Y, kK = 1,...,3, welche beim Differenzieren des Zielfunktionals entstehen, zu
untersuchen. In diesem Zusammenhang sei auf den dritten Unterabschnitt dieses Abschnitts und
auf Abschnitt EE7 verwiesen.

4.6.2 Ein Exkurs tiber Kompositionsoperatoren

Wir betrachten an dieser Stelle erneut Kompositionsoperatoren und verweisen fiir Definitionen und
grundlegende Eigenschaften auf den Abschnitt [A4] des Anhangs.

Im Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass wir die KIRCHHOFF-Transformation als Kompo-
sitionsoperator in geeigneten Funktionenraumen, sieche Definition [AZZ3] auffassen konnen. Bereits
bei der Berechnung der ersten Variation wurde aber deutlich, dass wir allein damit nicht auskom-
men, da auch die dort auftretenden Ableitungen der KIRCHHOFF-Transformation in geeigneter
Weise als Kompositionsoperatoren interpretiert werden miissen.

Zunachst stellen wir fest, dass der Kompositionsoperator unter zuséatzlichen Voraussetzungen auch
in Rdumen hoherer Glattheit agiert.
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Lemma 4.6.7. Sei Q C RV ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und G € B3 (R) mit s > 3.
Dann gilt fiir 0 <e < %
Ta(H'™(Q)) C H'*(Q).

Beweis. Fiir ¢ = 0 wird die Aussage im R”Y bereits durch Satz (falls G(0) = 0 ist) und
fiir L1PSCHITZ-Gebiete Q durch Satz [AZF gesichert. Weiter sehen wir mit Lemma [AZZ6(i) und
Satz [AZH dass die Aussage im RY giiltig ist, falls G(0) = 0 gilt. Bemerkung [[04 auf Seite 54
liefert, dass die Aussage fiir glatt berandete Gebiete gilt und fiir beschrénkte Gebiete zudem die
Forderung G(0) = 0 nicht benédtigt wird. Wir tibertragen die Aussage auf LipsCHITZ-Gebiete.
Fiir LipscHITZ-Gebiete Q C RY existiert ein linearer beschrinkter totaler Fortsetzungsoperator
E. Siehe [Sfe7l, Chapter 6] oder [Ryc99], wo dieses Resultat auf beliebige Skalen von BESOV-
und TRIEBEL-LIZORKIN-R&ume iibertragen wurde. Es sei auch auf Bemerkung B3 auf Seite [[01]
verwiesen. Dann gilt, falls G(0) = 0 ist,

HG(f)HH1+s(Q) < HG(gf)HH1+E(RN) <G HG/HLOC(R) H5f||H1+s(RN) < CiCy ||G/||L°°(]R) HfHHHs(Q) )

wobei C; > 0 die Konstante aus Satz [AZH und C5 > 0 die Beschranktheitskonstante des Fortset-
zungsoperators £ bezeichnet. G’ ist mit Lemma [AZZ0(i) wesentlich beschrénkt. Im Fall G(0) # 0
benétigen wir wieder die Beschrénktheit des Gebietes. Wir setzen dann nicht auf RY, sondern auf
ein glatt berandetes beschranktes Gebiet 2 O Q fort und erhalten mit den Ausfithrungen nach
Satz eine analoge Ungleichungskette. O

Bemerkung 89. Fiir G mit beschrédnktem Triger ist G € W7 (R), 7 > 0, p > 2, hinreichend
fir G € B; . (R), wie der Beweis von Lemma auf Seite [T0 unter Beachtung der stetigen
Einbettung’W;‘”(supp G) — Wyt (suppG), po < p, liefert. Die Beschrianktheit des Triigers ist
wesentlich, da fiir unbeschrénkte Gebiete M im Allgemeinen W37 (M) & W3+ (M), po < p, gilt.

Aufgrund der Nichtlinearitdt von T konnen wir die Aussage des letzten Satzes nicht einfach
durch Wahl von geeigneten Koordinatensystemen und Partition der Eins auf (N — 1)-dimensionale
LipscHITZ-Mannigfaltigkeiten iibertragen. Dass wir uns auf andere Art behelfen kénnen, zeigt das

Lemma 4.6.8. Sei 0 C RN ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet, I C 0 und 0 < € < % Falls
G : R — R eine LEBESGUE-messbare Funktion ist und der Kompositionsoperator Tg =Tg sowohl
H¢(Q) als auch H*(Q) in sich abbildet, dann gilt fiir alle v € H*(Q)

TE(1r(v) = (T8 (v)) (4.51)

wobes Tg den Kompositionsoperator in L?(T') bezeichnet. Mit der Surjektivitit des Spuroperators
folgt daraus, dass TS auch HY?T=(T) in sich abbildet.

Beweis. Das Lemma EEZH auf Seite BH liefert v (7 (v)) = T&(vp(v)). Nun liegt die rechte Seite
von ([E51) wegen des Spursatzes und weil T H'T4(Q) in sich abbildet, in H/?*¢(I"). Damit gilt
auch T5(vp(v)) € HY/?+4(") und die Behauptung des Lemmas. O

Auch die Ergebnisse dieses Abschnittes werden im folgenden Unterabschnitt und in Abschnitt EE1
zur Sicherung der Abbildungseigenschaften der beim Differenzieren des Zielfunktionals auftreten-
den Operatoren Yy, k=1,...,3, benctigt.

4.6.3 Zur Differenzierbarkeit des Zielfunktionals

Mit den Hilfsmitteln der letzten beiden Teilabschnitte werden wir nun untersuchen, wann héhere
Ableitungen von M sinnvoll erklart sind.

Die erste Variation bzw. das erste G-Differential von M im Punkt g € (V)" in Richtung h € (V)
welche wir bereits berechnet haben, sei nochmals wiedergegeben:

d
Sy Ms(gih) = Sy Ms(g)(h) = EMa(gﬁ-th)

= 5 (9 W)y + (Yo(9). Ta(9, ) 1oy -

(4.52)
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Fir das zweite G-Differential errechnen wir formal

d
52 ‘hk) = —6& tk; h
v Ms(g;h, k) 5OV Ms(g + tk; )'t_o (4.53)
= 0 (ka h)(VF)’ + (Tl(ga k)a Tl(ga h))LZ(F) + (To(g), TQ(ga ha k))LZ(F)
und das dritte G-Differential lautet formal
d
=0 (4.54)

t
= (Tl(ga h)a TQ(ga ka l))LQ(F) + (Tl(ga k)7 TQ(ga ha Z))LQ(F)
+(T1(ga l)a TQ(gv h’a k))L2(F) + (TO(g)v TS(gv h’a k? l))LZ(F) .

Dabei bezeichnet (-,-) ;. das Skalarprodukt in (Vr)', welches mit dem RIESz-Isomorphismus
J e L (Vr,(Vr)') durch (g, h) vy = (J7tg,J 7 h) v fiir alle g, h € (Vi)' erklért ist. Weiter haben

To: (Vo) — Hoy (D), g+ ki (vh(ur(9))) — k3 (7 (u2(9))),

T, (W) x (W) — LAT),
(g:h) — (K1) (b (ua(9))) - ST R+ (531 (VR (u2(g))) - S5 'h,

Ty : () x (V) x (V) — LAI),
(g, b, k) — (571" (0 (ua(9))) - ST 1k - ST R — (k3 1) (W7 (u2(g))) - S5 k- S5 th

und

Ts : (VB) x (V) x (V) x (V) — LA(T),
(g, h k1) — Z(Hfl)’”(%(w(g))) S-S k- ST,

i=1

wobei ;! die inverse KIRCHHOFF-Transformation, (x; '), (k)" und (k; ')’ deren erste, zweite
und dritte Ableitung, u;(-) den Losungsoperator ([B38) des Hilfsproblems @28) und S; ', i = 1,2,
den inversen (partiellen) STEKLOV-POINCARE-Operator, siche Abschnitt B33 bezeichnet. Die Ziel-
rdume der Operatoren Y1, To und T3 wurden so gewahlt, dass die inneren Produkte in den obigen
G-Differentialen wohldefiniert sind. Wir miissen nachfolgend noch die Voraussetzungen erarbeiten,
unter denen diese Abbildungseigenschaften gesichert werden kénnen. Weiterhin stellen wir fest,
dass § im dritten G-Differential nicht mehr auftaucht. G-Differentiale vierter Ordnung und hoéher
ergeben sich formal in gleicher Weise. Wir geben diese nicht an, da sie spater nicht benotigt werden.

Bemerkung 90. Sei u;(g) der Losungsoperator des homogenen Hilfsproblems, d.h. [28) mit
fi=0und g € H(;Ol/ *(I'). Dann besteht zwischen dem inversen (partiellen) STEKLOV-POINCARE-
Operator S; ! € £ (Hogl/Q(F), Holéz(l")) und ~i(u;(+)) die Beziehung

vi(ai(h)) = (=1)"*1S7h Vhe Hy'A(T) o (W), i = 1,2.

Damit auch die Ableitungen der KIRCHHOFF-Transformation als Kompositionsoperatoren auf-
gefasst werden konnen, bendtigen wir zusatzliche Voraussetzungen an die Nichtlinearitaten k;,
i=1,2.

Voraussetzung 4.3. Es gelte Voraussetzung EE2 und zusitzlich k; € WL (R), i

Voraussetzung 4.4. Es gelte Voraussetzung FEZ und zusétzlich k; € W2 (R), i

(R) 1,2
(R) 1,2.
Voraussetzung 4.5. Es gelte Voraussetzung FE2 und zusétzlich k; € W32 (R), i = 1,2
(R), 1=1,2

Voraussetzung 4.6. Es gelte Voraussetzung EE2 und zusitzlich k; € W2 (R), i

Bemerkung 91. Bereits die Voraussetzung B3 impliziert die LIPSCHITZ-Stetigkeit von k;, i = 1, 2.
Siehe z.B. [AE(3, Lemma 4.28].
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Wir formulieren direkte Folgerungen aus den Voraussetzungen als

Lemma 4.6.9. Aus k; € WZ(R), k; > a > 0, 1 < m < 4, folgt (k] 1)V € WRH=UR), | =
1,...,m+1,i=1,2.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Bemerkung 64 auf Seite KT O

Wir beschranken uns ab jetzt auf hochstens dreidimensionale Probleme, d.h. N < 3. Es ist aber
moglich, einige der nachfolgenden Aussagen unter zuséatzlichen Voraussetzungen auch fiir hoherdi-
mensionale Probleme zu beweisen. Zur Wohldefiniertheit des ersten G-Differentials ([fLR2) beweisen
wir das

Lemma 4.6.10. Die Teilgebiete Q; C RN, 4 =1,2, N < 3, erfiillen die Bedingungen aus Abschnitt
1 und es gelte Voraussetzung[f-3. Dann ist das (formal berechnete) erste G-Differential [f-59)

fiir alle g,h € (Vp)', Vr € {LQ(F),HE(F),H(%Q(F)}, 0<e< 2, sinnvoll.

27

Beweis. Wir zeigen, dass die Behauptung bereits im schwichsten Fall (Vp) = HO_Ol/ 2(T) gilt,
womit auch die regulareren Fille folgen. Im Folgenden sei immer ¢ = 1,2. Mit Voraussetzung
und Lemma EG gilt (k; ') € WL (R), also ist (x; ')’ insbesondere LIPSCHITZ-stetig, siehe
z.B. [AE03, Lemma 4.28]. Damit haben wir wegen Satz [AZ4 dass der Kompositionsoperator
(k7Y = T(.—1y stetig ist und H'(€;) in sich abbildet. Lemma (e = 0) liefert nun, dass

(k1) HY2(T') — H'Y?(T) stetig ist. Da mit dem Spursatz und Lemma EE52 auf Seite
E 7 (ui(9)) € Hog(T) € HY/2(T) fiir g € Hog' (1) gilt, ist (") (4 (uil9))) € HY/A(T). Fiir
beliebiges h € Hyy'/?(T) gilt nach Satz B30 zudem S, *h € Hy)*(T') € HY/2(T'). Fiir N = 2 baw.
N = 3 gilt mit Lemma BG4 auf Seite [04 und der dort anschlieBenden Bemerkung

(55 1) (1 (ui(9))) - S7'h € LA(I), (4.55)

womit Y1 nach L?(T') abbildet. Damit ist ([E52) sinnvoll. Der Fall N = 1 ist trivial. O

Bei der Untersuchung der Wohldefiniertheit des zweiten und dritten G-Differentials unterscheiden
wir die Falle N <2 und N = 3. Fir N < 2 haben wir das

Lemma 4.6.11. Die Teilgebiete Q; C RN, 5 =1,2, N < 2, erfiillen die Bedingungen aus Abschnitt
EI2l Unter Voraussetzung[f4] ist das (formal berechnete) zweite G-Differential [{{-53) und unter
Voraussetzung .9 ist das (formal berechnete) dritte G-Differential [-54) fir alle g, h, k,l € (Vr),

Vi € {L3(T), HS(T), Hyy*(T)}, 0 < e < L, sinnwoll

Beweis. Der Fall N = 1 ist wieder trivial. Sei also N = 2. Wie im letzten Lemma zeigen wir
die Behauptung fiir den schwichsten Fall (Vp) = H(;Ol/ *(T), womit auch die regulireren Fille
folgen. Nachfolgend sei wieder i = 1,2. Mit Voraussetzung B bzw. und Lemma EEGY gilt
(k71" € WL(R) bzw. (k71" € WL(R). Mit den gleichen Uberlegungen wie im Beweis von

Lemma EEGI0 erhalten wir (k; )" (vi(ui(g))) € HY?(T) baw. (k; )" (v(ui(g))) € HY?(T). Nach
Satz B3 gilt fiir beliebiges f € Hyy/*(T') wieder ;' f € Ho*(T') ¢ HY/2(T). Um Korollar EG6
auf Seite A anwenden zu konnen, benutzen wir die stetige Einbettung H'/?(T") «— H'Y/?~7(T),
0 < 7 < 1. Damit liefert Korollar LG8 fiir hinreiched kleines 7 > 0

(57 )" (1 (uil9))) - S 'k - S; h € HY23T(T)

K2

bzw.

(ki )" (b (ui(9))) - 710 87 k- S h e HY24 (D).

(2

Fiir 7 < § bzw. 7 < 3 liegen obige Produkte in L*(I'), womit Y5 bzw. Y3 nach L?(T') abbildet.
Natiirlich bildet unter den obigen Voraussetzungen auch T nach L?(T") ab. Insgesamt sind ([ER3)
und (R also sinnvoll. O

Um die Wohldefiniertheit des zweiten und dritten G-Differentials [E3) bzw. [R4) im dreidimen-
sionalen Fall zu zeigen, benotigen wir zusétzliche Voraussetzungen an die Teilgebiete.
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Voraussetzung 4.7. Die Teilgebiete ©; C R?, i = 1,2, seien faltige LipscHITz-Gebiete, siche
Definition [B2Z3

Grob gesprochen bedeutet die letzte Voraussetzung, dass I' und 99; \ T" durch eine eindimensionale
LipscHITZ-Mannigfaltigkeit getrennt sind und der Winkel zwischen I' und 9€Q; \ T" kleiner als 7 ist.
Diese Voraussetzung benotigen wir, um Aussagen iiber die Regularitdt der Losung des gemischten
Randwertproblems machen zu konnen, siehe Abschnitt Fiir dreidimensionale Probleme haben
wir dann das

Lemma 4.6.12. Die Teilgebiete Q; C R3, i = 1,2, erfillen Voraussetzung -}

(i) Unter Voraussetzung ist das (formal berechnete) zweite G-Differential {03 fir alle
g, hk e (Vr), Vp € {L3(T), H5(I)}, 0 < e < 1, sinnvoll.
(i1) Unter Voraussetzung [-9 ist das (formal berechnete) dritte G-Differential [{-04)) fir alle

g, h k1€ (Vp), Vo € {LA(T),H*(I')}, 0 <& < &, sinnwoll.

Beweis. Zu (i): Wir zeigen die Behauptung fiir (V)" = H=5(I'), 0 < e < 1, womit auch
der reguldrere Fall (V&))" = L2(I") folgt. Voraussetzung B und Lemma BB liefern wegen
H=(T") C Hy,""*(T') analog zum Beweis von Lemma EGI0 dass (r; )" (vi(ui(g))) € HY?(T)
gilt. Mit Voraussetzung BT konnen wir Satz anwenden und erhalten S; 'f € H'~¢(T) fiir
beliebiges f € H~¢(T"). Nun liefert Korollar EEG.6| auf Seite [0
(57 1) (i (us(9)) - S77 k- 57 Hh € HET24(D) = LA(T),

womit Yo nach L?(T") abbildet. Da die Voraussetzung EE4l die Voraussetzung B3 impliziert, bildet
mit Lemma EEGI0 auch T; nach L?(T') ab. Insgesamt ist ({@53) sinnvoll.

Zu (ii): Wir zeigen die Behauptung fiir (V) = H=5(I'), 0 < ¢ < %, womit auch der regulérere Fall

(Vr) = L*(T) folgt. Voraussetzung EEH und Lemma BB liefern wegen H (") C HO_OI/2 (T") analog
zum Beweis von Lemma EGI0, dass (k; )" (vi(ui(g))) € HY?(T) gilt. Mit Voraussetzung BT
kénnen wir Satz[B3.d anwenden und erhalten wie oben S; ' f € H'~¢(T") fiir beliebiges f € H—¢(T).
Korollar EEG.A liefert
(571" (O (ws(9)) - S710- STk ST TR € HETHE(D) — LA(D),

womit Y3 nach L?(T') abbildet. Die Voraussetzung EE5 impliziert die Voraussetzungen FAl und
I3 womit unter Beachtung von (i) auch Y; und Y3 nach L?(T) abbilden. Insgesamt ist (BRI
sinnvoll. 0

Wir formulieren noch Glattheitsbedingungen an die Ableitungen der inversen KIRCHHOFF-
Transformation. Mit deren Hilfe konnen wir das letzte Lemma auf reguldre Raume Vr erweitern.

Voraussetzung 4.8. Es gelte (1, )" € Bj (R) mit s > 2.

Voraussetzung 4.9. Es gelte ()" € Bj (R) mit s > 3.

Welche leichter verifizierbaren Bedingungen hinreichend fiir diese Voraussetzungen sind, besagt

Lemma 4.6.13. Fulls 0 < p; < oo mit k; = const auf R\ B,,(0), i = 1,2, existieren, dann
impliziert die Voraussetzung[f.9 (bzw. [f.0) die Voraussetzung[-§ (bzw. [£-9).

Beweis. Nachfolgend sei ¢ = 1,2. Zuné&chst liefert die Monotonie und LIPSCHITZ-Stetigkeit der
KIrRCHHOFF-Transformation x;, dass I; := x;(B,,(0)) ein beschrénktes Intervall ist. Auf R\ I; ist
ki (r;*(-)) konstant und somit gilt dort klgl) (k;7*(-)) = 0,1 > 1. Dain den Zéhlern der in Bemerkung
auf Seite BRIl berechneten Ableitungen (k; 1)(1), 2 <1 < 5, nur Ableitungen von k; vorkommen
und die Nenner wegen k; > a > 0 natlirlich nicht Null sind, haben wir auch (I{;l)(l) = 0 auf
R\ I; fir 2 <1 < 5. Der Triager von (H;l)(l), 2 <1 < 5, ist also im beschrankten Intervall I;
enthalten. Aus diesem Grund kénnen wir von R zum beschrankten Intervall I; iibergehen, sodass
wir entsprechende Einbettungssétze zur Verfiigung haben. Weiterhin liefert die Voraussetzung EEH
(bzw. EEB) mit Lemma G (k; 1) € W2 (R) (baw. (k1) € W2 (R)).

3
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Wir miissen noch zeigen, dass fiir h; mit supph; C I; aus h; € WOLOSJH(R), auch h; € B3 (R)
und ||h;] Bs _(R) S ||hl’HW\_sJ+1(R) folgt. Unter Beachtung des beschrankten Tragers folgt dies direkt

aus der stetigen Einbettung WOLOSJH(L-) — B3 (I;). Offenbar haben wir die stetige Einbettung
WLt — W), T < 70 = min(|s] + 1 — $,3). Sei also ein 0 < 7 < 79 gegeben und
0.B.d.A. sei s + 7 nicht ganzzahlig. Dann haben wir fiir alle 1 < p < oo die stetige Einbettung
WSHT(I;) — W;*‘T(Ii) = F;‘};T(Ii). Wir wahlen speziell p = pg := %ﬂ’ womit insbesondere
1 < po < 2 gilt. Der Satz [A2.0l(i) und die dort anschlieBende Bemerkung liefern dann die stetige
Einbettung F517 (I;) — B3 (). O

Po,po

Bemerkung 92. Die Forderung k; = const auf R\ B, (0), ¢ = 1,2, ist nicht allzu stark, da p;
hinreichend grofi gewéahlt werden kann. So konnen wir k; auBlerhalb des physikalisch sinnvollen
Bereichs, von dem wir annehmen kénnen, dass er endlich ist, immer als konstant festlegen, ohne das
Ausgangsproblem zu verdndern. Wir beachten, dass die Konstante wegen der Forderung k; > a > 0
immer gréfler oder gleich « sein muss.

Die Voraussetzungen und E£9 lassen sich also beispielsweise durch hinreichende Glattheitsvor-
aussetzungen an die Nichtlinearititen k;, ¢ = 1,2, sichern. Damit kénnen wir die Aussage von
Lemma auf einen grofleren e-Bereich ausdehnen.

Lemma 4.6.14. Die Teilgebiete Q; C R3, i = 1,2, erfillen Voraussetzung 3}

(i) Unter den Voraussetzungen und [-§ ist das (formal berechnete) zweite G-Differential
. l 1 ;
@33) fir alle g, h, k € (Vp)', Vo € {L*([),H*(T')}, 0 < e < &, sinnvoll.
(it) Unter Voraussetzungen [I.J und [I-9 ist das (formal berechnete) dritte G-Differential {f-54)
fiir alle g, h,k,1 € (Vp)', Vo € {L*(T"), H*(T)}, 0 < e < L, sinnvoll.

4’

Beweis. Zu (i): Wir zeigen die Behauptung fiir (V)" = H=¢(I'), 0 < ¢ < 3, womit auch der
reguliirere Fall (Vr)" = L?(T") folgt. Voraussetzung B4l und Lemma E6.3 liefern analog zum Beweis
von Lemma EEGI0, dass der Kompositionsoperator (x; ')” den Raum H'(£2;) in sich abbildet. Die
Voraussetzung liefert mit Lemma BG4 dass (k; ')” auch H 27¢(€)) in sich abbildet, woraus
mit Lemma dann (k;')" : H'=5(T') — H'~¢(T) folgt. Die Regularititsresultate iiber das
gemischte Randwertproblem fiir den LAPLACE-Operator aus Satz [B2.Tl sichern mit Voraussetzung
F7 zudem, dass ui(g) € H2~<(S) fiir g € H~=(I') gilt. Unter Beachtung des Spursatzes
haben wir also (k] )" (vi(ui(g))) € H'~¢(I"). Weiter kénnen wir mit Voraussetzung B0 den Satz
anwenden und erhalten S;'f € H'~¢(T") fiir beliebiges f € H~¢(T). Nun liefert Korollar
ELH auf Seite 00
(k)" ((us(9))) - S7 - 7 h € HITH(T) — LA(T),

womit Yo nach L?(I") abbildet. Wie im Beweis von Lemma EEG.I(i) sehen wir, dass unter den
obigen Voraussetzungen auch Y1 nach L?(T") abbildet. Insgesamt ist ([E53) sinnvoll.
Zu (ii): Wir zeigen die Behauptung fiir (Vp)' = H=5(T'), 0 < ¢ < %, womit auch der reguléirere
Fall (V)" = L*(T") folgt. Die Voraussetzungen EEH und B9 sowie Lemma BTG liefern analog zum
Vorgehen in (i), dass (k;')"” : H'=¢(T') — H'~¢(T) gilt. Die Regularititsresultate aus Satz 2]
sichern mit Voraussetzung BT wieder, dass ui(g) € H2 () fiir g € Hye (T') gilt, was zusammen
mit dem Spursatz dann (k; 1) (v(ui(g))) € H'75(T) liefert. Wegen Voraussetzung B
kénnen wir Satz B3 anwenden und erhalten S; ' f € H'~¢(T) fiir beliebiges f € H~¢(T"). Korollar
EEA liefert

(k)" (b (ilg))) - S S7 k- 87 h € HITH(T) — LX(T),

womit Y3 nach L?*(T") abbildet. Mit Teil (i) bilden auch Y7 und Y3 nach L*(T") ab. Insgesamt ist
[ERD) sinnvoll. O

Bislang haben wir nur gezeigt, dass die G-Differentiale h2) bis L) unter gewissen Voraus-
setzungen sinnvoll erklart sind. Es gilt aber mehr, denn mit den obigen Voraussetzungen ist M;
sogar dreimal F-differenzierbar. Wir halten dies im Hauptresultat dieses Abschnitts fest.

Korollar 4.6.15. Die Teilgebiete Q; C RN, i = 1,2, N < 3, erfiillen die Bedingungen aus

Abschnitt 1.1}
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(i) Unter Voraussetzung =3 ist Ms stetig F-differenzierbar auf H&Jl/Q(F) o (p).

(it) Es sei N < 2. Unter Voraussetzung[f.4 ist Ms zweimal und unter Voraussetzung[f.J dreimal
stetig F-differenzierbar auf H&Jl/Q(F) > ().

(i) Es sei N = 3 und die Teilgebiete erfillen die Voraussetzung [ Unter Voraussetzung
ist Ms zweimal stetig F-differenzierbar auf (Vr)' € {L*(I),H ()}, 0 < ¢ < 1.
Gilt zusitzlich Voraussetzung 28, so bleibt die Aussage fir (Vr) € {L*(T),H~¢()},
0 < e < %, erhalten. Unter Voraussetzung [[-3 ist Ms sogar dreimal stetig F-differenzierbar

3’

auf (Vp) € {LA(),H (I}, 0 < ¢ < . Gilt iiberdies Voraussetzung -9, so bleibt die

dreimalige F-Differenzierbarkeit fir (V)" € {L*(T), H=5(I')}, 0 < e < 1, erhalten.

Beweis. Zu (i): Mit Lemma EGT existiert fiir beliebiges aber festes g € H(;Ol/ *(I) fiir alle
h € H&Jl/ () die erste Variation 61, M;(g; h). Wegen der Linearitit und Stetigkeit des inver-
sen partiellen STEKLOV-POINCARE-Operators S; ' € £ (H(;OI/Q(F),H%Q(F)) ist T1 im zweiten

Argument linear und stetig, woraus mit der Linearitit und Stetigkeit der Skalarprodukte im L?(T")
und (Vp)/ sofort folgt, dass die Abbildung h +— 1, M;(g; h) ein lineares, stetiges Funktional ist.
Damit existiert nach Satz 6.1 Mj(g) als G-Ableitung. Die Kompositionsoperatoren ;! und
(k; 1) sind unter den obigen Voraussetzungen stetig, wie der Beweis zu Lemma EEG.I0 und Satz
[AZ4 zeigt. Da auch der Spuroperator und der Losungsoperator [30) stetig sind, haben wir die
Stetigkeit von T und Ty in g. Skalarprodukte sind natiirlich in beiden Komponenten stetig, sodass
insgesamt die Stetigkeit der G-Ableitung Mj in g folgt. Nach Satz [AZ6.1] liefert das aber die F-
Differenzierbarkeit in g. Die Stetigkeit der F-Ableitung MY in g folgt mit den selben Uberlegungen
wie oben. Da g € HO_OI/2 (T") beliebig war, ist (i) gezeigt.

Zu (ii): Wir gehen analog zu (i) vor. Mit den zusétzlichen Voraussetzungen erhalten wir die Ste-
tigkeit der Operatoren Y, k = 0,...,3, beziiglich des ersten Arguments und die Linearitdt und
Stetigkeit in den restlichen Argumenten. Satz [AZ6.] liefert dann die F-Differenzierbarkeit von M

bzw. MY fiir beliebiges g € H(;Ol/ 2 (T). Die Stetigkeit der Ableitungen folgt wie oben.

Zu (iii): Wir kénnen analog zu den letzten beiden Teilen vorgehen. Der inverse partielle STEKLOV-
POINCARE-Operator ;- ! agiert nun allerdings beschrinkt und linear zwischen regulireren Réiu-
men. Die Stetigkeit der beteiligten Kompositionsoperatoren wird wieder durch Satz[A-Z4] gesichert.
Die Stetigkeit und die Abbildungseigenschaften des Losungsoperators ([E3H) folgen mit der Vor-
aussetzung B aus Satz [B2711 O

4.7 Zur Eindeutigkeit der Losung des Optimierungsproblems

Wir kniipfen an das Ende von Abschnitt EE3 an: Mit den Voraussetzungen L] und lieferte Satz
auf Seite @ bereits, dass das freie Minimierungsproblem [3J) fiir 6 = 0 eindeutig losbar ist.
Fiir hinreichend kleine § > 0 kénnen wir die eindeutige Losbarkeit von [38) mit Satz L5 auf
Seite @9 sicherstellen. Im Hinblick auf dessen Voraussetzungen wurde bereits im letzten Abschnitt
untersucht, wann das Zielfunktional Mgy F-differenzierbar ist. Genauer gab das Korollar LG.TH auf
Seite [Tl dartiber Auskunft, wann Mj und MY als stetige FRECHET-Ableitungen existieren. Mit
EDT) ist sofort klar, dass dann auch M aus [EZ0) auf Seite @9 stetig FRECHET-differenzierbar ist.
Wir werden nun in diesem Abschnitt untersuchen, unter welchen Bedingungen an die Nichtlineari-
titen k;, ¢ = 1,2, und die Gebiete die stetige Invertierbarkeit von MY an der Losungsstelle g° fur
0 = 0, d.h. die verbleibende Voraussetzung von Satz EER0, gesichert werden kann.

Im ersten Teilabschnitt formulieren wir das Problem um. Wir reduzieren die stetige Invertierbarkeit
von MY (g°) auf die des linearen stetigen Operators A, der besser zu handhaben ist. Im zweiten
Unterabschnitt fithren wir eine Klasse vereinfachter Operatoren ein und erarbeiten Voraussetzun-
gen, wann diese vereinfachten Operatoren stetig invertierbar sind. Der dritte Teilabschnitt dient
dazu, die Abbildungseigenschaften von A so anzupassen, dass sie denen der vereinfachten Ope-
ratoren entsprechen. Im vierten Unterabschnitt wird mit dem Stérlemma fiir lineare Operatoren
die stetige Invertierbarkeit von A gesichert, wenn dieser in der Néhe eines vereinfachten Operators
liegt. Dariiber hinaus werden hinreichende Bedingungen angegeben, wann das der Fall ist.

112



Wir betrachten auch hier wieder nur Probleme der Dimension N < 3. Im Zweidimensionalen
konnen wir uns bei den nachfolgenden Untersuchungen auf den schwéchsten Fall Vr = H&OQ(F)
beschrianken, da MY auch dann als stetige FRECHET-Ableitung existiert, siehe Korollar ELE.TH

Das hat den Vorteil, dass wir keine zusétzlichen Regularitatsbetrachtungen durchfithren miissen.

Im Fall N = 3 kénnen wir so nicht vorgehen und miissen Vr = H*(I') mit 0 < ¢ < § bzw. %

betrachten, da nur dann M7 fiir 6 > 0 sinnvoll erklért ist. Damit werden auch Regularitétsfragen
eine Rolle spielen.

4.7.1 Eine Umformulierung des Problems und der Operator A

Zuniichst betrachteten wir M{(g°) € £ ((Vr)', £ ((Vr)",R)) etwas genauer. Da g° das freie Mini-
mierungsproblem @3 fiir § = 0 erfiillt, ist nach Lemma B8 auf Seite B (uq(3%), u2(g°),3°) €
Faa die eindeutige Losung des restringierten Minimierungsproblems [E33) fiir 6 = 0, also speziell
die Losung von (3T), vorausgesetzt die Voraussetzungen BTl und gelten. Das Lemma 5
auf Seite [ liefert dann, dass u;(g°), i = 1,2, auch dem springenden Transmissionsproblem (EEZ2)
geniigt. Insbesondere haben wir dann mit Bemerkung [[4 auf Seite

R O (wa(@) = k2" (0F (u2(3°))),
woraus mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt
To(3°) =0
folgt. Damit vereinfacht sich (R3] und wir erhalten fiir § = 0
5 Mo(@: h k) = MG (F) = (2@ K). 113 1)) oy -

Da T2 in diesem Ausdruck nicht mehr auftaucht, ist dieser bereits unter Voraussetzung L3 sinnvoll
und zwar als F-Differential.

Da g fest ist, fithren wir abkiirzend den linearen und stetigen Operator
Az Hy/2(T) = LAT), 1— T1(3°10) (4.56)

ein. Die Linearitdt und Beschranktheit sowie die Abbildungseigenschaften erhalten wir mit dem
inversen partiellen STEKLOV-POINCARE-Operator S; ! € £ (HOBUQ(F), HégQ (I‘)), siche Abschnitt
B3 unter Voraussetzung wie im Beweis von Lemma EEG.I0 auf Seite Zusammenfassend
haben wir

MGV (B)(K) = (Ak, AR) ) - (4.57)

Mit dem Satz von der stetigen Inversen ist M (g°) € £ ((Vr)', £ ((Vr)',R)) genau dann stetig
invertierbar, wenn M (g°) bijektiv ist. Somit bleibt die Bijektivitit von My (g°) zu zeigen. Wir
werden dies auf die Bijektivitdt des Operators A, aufgefasst als Operator zwischen geeigneten
Réumen, zuriickfithren. Das ist moglich, wie der folgende Satz und die anschlieBende Uberlegung
zeigen.

Satz 4.7.1. X,U,V seien HILBERT-Rdiume und es gelte V. C U C X = (X)' c (U) c (V).
Weiter seien V.C X C (V) und U C X C (U)" GELFAND-Dreier und T € L (U)', V) sei bijektiv.
Dann gilt:

VieU 3neU): (TW,TK)x =k Dy YK €U).

Beweis. Da (U)" und V als HILBERT-RiAume vollstindig sind, liefert der Satz von der offe-
nen Abbildung, dass T ein Isomorphismus ist. Weiter ist U als HILBERT-Raum reflexiv, also
U= ((U)/)/. Folglich ist der adjungierte Operator 77 € £ ((V)/, U) auch ein Isomorphismus. Mit
Jv e L (V, (V)/) bezeichnen wir den RIESZ-Isomorphismus. Sei [ € U beliebig. Die Abbildung
T loJy;'oT'"1: U — (U) ist ebenfalls bijektiv. Wir setzen h' := (T~ o J;;' 0 7’71) (I). Dann
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gilt unter Beachtung der obigen GELFAND-Dreier fiir alle &' € (U)’

(Th',TE')

(TT'J, T, TH)
(J,/ ' T, TH)
<JVJVITI ', Tk >(V)/><V

= (T~ gz Tk/>(v>'xv
(
(',

/—1
TTLK) (wyy oy

K >(U)’><U
O

Dass dieser Satz bei unserem Problem anwendbar ist, zeigt folgende Uberlegung. MU@G°) €
L (), £ ((Vr)',R)) ist genau dann bijektiv, wenn

Vie £ (Vo) R) = ((W)) =Vve 30 € (Vp) mit MY(G)(h) =1
gilt. Da [ als Funktional auf (V)" aufgefasst werden kann, ist die rechte Gleichung #quivalent zu
Mg(yo)(h/)(k/) =, kl)((VF),)/X(VF), = (klﬂ l>(VF)’><Vp VE € (VF)I-

EXD) mit T = A liefert den Zusammenhang zum letzten Satz.

Wenden wir uns nun der Frage nach der Bijektivitdt des Operators A zu. Diese Frage kdnnen wir
leider nicht allgemein beantworten. Unter zusatzlichen Bedingungen an die Nichtlinearitaten bzw.
an die inversen KIRCHHOFF-Transformationen konnen wir einige Aussagen machen. Dazu gehen
wir wie folgt vor: Zunéchst betrachten wir eine Klasse vereinfachter, linearer und beschrankter
Operatoren, welche zwischen gewissen Rdumen agieren. Weiter zeigen wir, dass diese vereinfachten
Operatoren bijektiv sind. Danach suchen wir Voraussetzungen, die sichern, dass A die gleichen
Abbildungseigenschaften wie diese vereinfachten Operatoren hat. Wenn nun in geniigend kleiner
Nachbarschaft von A ein vereinfachter Operator aus der obigen Klasse zu finden ist, dann kénnen
wir das Storlemma fiir lineare Operatoren anwenden, um die Bijektivitdt von A zu sichern.

4.7.2 Eine vereinfachte Problemklasse

Um eine Idee zur Auswahl der vereinfachten Operatoren zu bekommen, betrachten wir {E50), also

Ah="1(g%h) = (k") (0 (@) Sy h+ (k31 (R (u2(3®))) - S5 'k
1 ) 1
= moie) O M Rem)

wobei in der letzten Zeile die Bemerkung G4l auf Seite Bl und Lemma EE2H auf Seite BH benutzt
wurden und (p1,p2) = p € H}(Q) C Vi x Va die eindeutige Losung aus Voraussetzung Bl bezeich-
net. Wir erinnern daran, dass u;(g°), i = 1,2, dem springenden Transmissionsproblem geniigt.
Mit Lemma B30 auf Seite BA gilt dann x;(p;) = u;(g"), i = 1,2. Die ersten Faktoren der bei-
den Produkte sind somit durch die Losung des Modellproblems festgelegt. Wir vereinfachen jetzt
den Operator, indem wir diese beiden Faktoren als konstant annehmen. Seien 71,72 € Rz{ und
mindestens ein 7; > 0, i = 1,2. Als vereinfachten Operator betrachten wir

Ao:hry - ST h4 1y - Sy th. (4.58)

Die Abbildungseigenschaften des Operators Ag werden offensichtlich durch die Abbildungseigen-
schaften der inversen partiellen STEKLOV-POINCARE-Operatoren S ! bestimmt. Diese bilden im

schwéchsten Fall mit Satz B3 H,, _1/ *(T') bijektiv in Héé *(T') ab. Fiir den vereinfachten Operator
gilt das

Lemma 4.7.2. Die Gebiete Q; C RN, i = 1,2, erfillen die Bedingungen aus Abschnitt .11}
Dann ist der Operator Ay € L ( _1/2(F), Hé({Q(F)) bijektiv.
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Beweis. Zur Injektivitat: Fir h € H&JI/Q (') gelte 0 = Aoh = 7187 *h+72S5 " h. Wir bezeichnen fiir
i =1,2 mit u; = u;(h) € V; die Losung des homogenen Hilfsproblems, d.h. die Losung von (EE20)
mit f; = 0. Mit Bemerkung [0 auf Seite folgt dann r1vE(u7) = rovE(uz), wobei 11,72 € R in
DY) erklart sind. Die beiden Hilfsprobleme (i = 1,2) sind also sowohl in den DIRICHLET-Daten
als auch in den NEUMANN-Daten gekoppelt und erfiillen das Sprungtransmissionsproblem

u = 0 auf T
) @ foi=1,2 4.59
ryp(ur) = reyd(uz)  aufl ¢ ’ ( )
O i1 = —Opyuz auf T

im schwachen Sinn.

Es gelte jetzt r; > 0, ¢ = 1,2. Um den Sprung in den DIRICHLET-Daten aufzuheben fiihren wir
w; = ru; € Vi, i = 1,2, ein, welche dann das Problem

—LAw; = 0 in
w; = 0 auf T;
) =12 4.60
Y(w1) = yp(we) auf T (4.60)
%anlwl = *%871211)2 auf I'

im schwachen Sinn erfiillen. Es ist klar, dass ([@G0) in W := {(v1,v2) € Vi X Va | vE(v1) = 73(v2)}
eine eindeutige Losung besitzt. Siehe hierzu z.B. [WIo82) Beispiel 21.8], welches auch fir LiPSCHITZ-
Gebiete ; richtig bleibt. Da aber (w1, w2) = (0,0) € W offenbar eine Losung von [E80) ist, folgt
mit der eindeutigen Losbarkeit sofort u; = %wz = 0 und damit im schwachen Sinn h = 0,,,u; = 0.

Es fehlt noch der Fall, in dem ein r; Null ist. Sei also 0.B.d.A. ro = 0. Dann folgt die Injektivitéat
von A sofort aus der von S; !, also aus Satz Bl

Zur Surjektivitat: Nachfolgend sei immer 7 = 1,2. Ein r; sei Null, 0.B.d.A. ro = 0. Dann folgt die
Surjektivitit aus der von S;', also Satz B3l Seien jetzt beide r; > 0 und g € Hl/ (T") beliebig.
Weiter bezeichne g; := R;g € V; die Fortsetzung von ¢ in V;, welche sich durch Nullfortsetzung
von g auf den Gesamtrand 02; und anschlieflender harmonischer Fortsetzung auf ; ergibt. Wegen
Y (g1) = ~&(g2) und Lemma T auf Seite [ gilt § = (g1,92) € H(2). Wir definieren das
Funktional f € H~!(Q) durch

1 1
(f,v>(H&(Q))/XH&(Q) = _2_7"1 ai(g1,v1) + Zag(gg,vg) Vv € HY(Q), (4.61)

wobei v; 1= U|Qi € V; gilt und a;(-, -) die Bilinearform [{ZZH) auf Seite B¥ bezeichnet. Jetzt definieren
wir fiir u,v € H}(Q) die Bilinearform

a(u,v) = T_lal(Uhvl) + Eag(u%vg),

wobei u; 1= ul, und UZ = v|g, gilt. Wir rechnen leicht nach, dass a(-,-) beschrénkt und Hg (2)-
elliptisch ist. Der Satz [A von LAX-MILGRAM liefert dann, dass das Variationsproblem,
finde w € Hg () mit

a(w, ) = {f,0) (g o) 3 () Vv € Hy (), (4.62)

eindeutig 16sbar ist und die Losung w € H}(2) die Abschiitzung ||w||Hé(Q £l g1 erfilllt.
Wir setzten weiter

— 1 1 _ — 1 1 _
up = - <w|Ql + 5 g|91> eVi und up:= E <w|(22 ~3 9|Qz) € Va.
Nun berechnen wir unter Beachtung von [6]) und G2
ay(u1,v1) + az(uz,v2) = a(w,v) — (f, U>(H5(Q))'xH5(Q) =0 Yov=(v1,v2) € Hy(Q). (4.63)

Mit der speziellen Wahl v = (v1,0) € C§°(Q1) x C§° (1) C Hg () liefert EB3)

0=ai(ur,n) = / VuiVour dx = —/ u1Avy dz Yoy € C5° (),
Q4 (951
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woraus mit dem WEYLschen Lemma, siehe z.B. [Jos02, Corollary 1.2.1], —Au; = 0 in
(distributionell) folgt. Insbesondere ist w7 harmonisch in ;. Verwenden von v = (0,v3) €
CS (1) x C&°(21) C HE(Q) liefert auf analoge Weise, dass auch wz harmonisch in Qy ist. Ins-
besondere ist damit Vu; € H(div, ;) und der Divergenzsatz [A2.11] liefert unter Beachtung von
Satz [A 210 fiir alle v; € V;

a; (Ui, v;) = <a"iﬁi’711991‘(’Ui)>(Hl/z(aﬂi))'le/Q(aQi) = <hi"Y%(Ui»<H30/2(F))/><Héo/2(l‘) )

wobei letzte Definition sinnvoll ist, da i (v;) € H&f(r) fir v; € V; gilt. Mit der letzten Zeile

erfilllt u; € V; also das homogene gemischte Randwertproblem mit homogenen DIRICHLET-Daten
und NEUMANN-Daten h; € H&Jl/ (') im schwachen Sinn. Weiter bestéitigen wir durch einfache
Rechnung
— — ~ 1/2
) — r292(02) = (@) = g € Hyf (1)

und fiir alle p € Hy)(T)

(Onstitle + Ontizle ) (po o) mggrry = b2 e gy ey

ar(u1, Rip) + az(uz, Rap)
— 0,

wobei R;u die bereits weiter oben beschriebene Fortsetzung von u € HoléQ(l") in V; ist und damit
(Rip, Rop) € HE(Q) gilt, weshalb die letzte Gleichheit aus @53) folgt. Setzen wir nun h := hy =

—ho € HO_Ol/Q(F), so gilt Agh = g, also die Surjektivitéit, da g € H&f(r) beliebig war. O

Wie wir bereits am Anfang des Abschnittes bemerkt haben, kommen wir mit Vp = HééQ(F)
nur im zweidimensionalen Fall aus. Deshalb miissen wir zumindest fiir N = 3 das letzte Lemma
verschéarfen. Das ist moglich, wenn wir zuséatzlich eine geometrische Forderung an das Gebiet stellen.
Um diese formulieren zu kénnen, fithren wir zunédchst einige Bezeichnungen ein. Den Kegel mit
Spitze in 0, Hohe p > 0, Offnungswinkel 6 € (0,7) und in Richtung y € SN~! zeigender Achse
bezeichnen wir mit K,(6,y), also

K,(0,y) ={2€RY | |z| < p, (z,9)gn > |z |cosb}.
Fiir zp € Q und p € (0, 1] ist die Menge der zuldssigen dufleren Vektoren
Op(x0) == {z € RN | | 2| < p, (Bsp(20) \ Q) +tz CRV\Q,Vt e [0,1]},

wobei Bs,(zo) die offene Kugel mit Radius 3p um x¢ bezeichnet. Die geometrische Bedingung an
das Gebiet entnehmen wir [Sav98, Theorem 5].

Voraussetzung 4.10. Fiir jedes zy € 9Q N I existieren zwei Kegel K* := K, (0;,v:), pi,0; > 0,
sodass gilt _ _

K'C Opi(l'o) N O;Z (mo), 1 =1,2,
wobei O, (z9) und O}, (xo) die Mengen von zuléssigen Richtungen beziiglich © und €, i = 1,2,

sind.

Bemerkung 93. Wenn das Gesamtgebiet Q (nicht die Teilgebiete) lokal C! oder in der Nihe von
002 N OT konvex ist, dann ist Voraussetzung EET0 erfiillt. Siehe hierzu [Sav08, Remark 5.1].

Lemma 4.7.3. Die Gebiete Q; C RN, i = 1,2, erfiillen die Bedingungen aus Abschnitt -1 und
zusdtzlich gelte Voraussetzung .10 Dann ist der Operator Ag € £ (H~<(T), Héfs(lﬁ)), 0<e<it
bijektiv. Die Aussage bleibt im Fall r1 = ro auch ohne die Voraussetzungen [[.10 giltig. Falls ein
ri, 1 = 1,2, Null ist, dann bendtigen wir im Fall N > 3 zudem Voraussetzung [}

Beweis. Die Injektivitat folgt direkt aus Lemma B2

Auch zum Nachweis der Surjektivitiat gehen wir ahnlich wie in Lemma vor. Falls ein r; Null
ist, folgt die Surjektivitit aus der des inversen partiellen STEKLOV-POINCARE-Operators, siche
Satz [B.3.2] Hierzu bendtigen wir die zusdtzlichen Voraussetzungen an das Gebiet.
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Seien nun beide r; > 0. Fiir beliebiges g € Hy °(T) existiert mit dem Spursatz eine Fort-
setzung g; := Rig € H2¢(Q;; 8Q; \ T), wobei der Raum entsprechend @Z4) definiert ist. Wegen
¥ (g1) = 72(g92) und Lemma EZT auf Seite [ gilt zudem g := (g1, 92) € Hg (). Nun definieren
wir analog zum Beweis von Lemma das Funktional f € H ~1(Q) durch

~ 1 1

, = , — , Yo € HX(Q), 4.64
<f U>(H3(Q))’xH5(Q) g (g, v1) + 5 —as(ga,v2) Vo € Ho(Q) (4.64)
wobei v; := v|g € V; gilt und a;(,-) die Bilinearform #2Z) auf Seite BY bezeichnet und setzen
dieses mit dem Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH zu einem Funktional f € H~2¢(Q) fort

(H} () C HO%JFE(Q)). Wir definieren weiter fiir u,v € H}(Q) die Bilinearform

1 1
a(u,v) = T_lal(Uhvl) + Eag(u%vg),

wobei u; := ulg, und v; := v|q_ gilt und betrachten das Variationsproblem:
Finde w € H}(Q) mit

~

f,v Yo € H} (). (4.65)

a(w,v) = (f, v)(

H$+E(Q)) xHE (@) < >(H5(Q)),XH5(Q)

Differentiell formuliert lautet (E-GH)
{ —r(z)Aw = f inQ

w = 0 auf 0N
mit
% fur RS Ql
r(x) ==
% fur RS QQ

Im Fall 7y = 7y reduziert sich das Problem im Wesentlichen auf das inhomogene DIRICHLET-
Problem mit homogenen DIRICHLET-Daten. Dann liefert [JK95, Theorem 0.5.b] die Existenz einer

eindeutigen Losung von ([6H), welche zudem der Abschétzung ||w||H%,€(Q) < ||f||H,%,€(Q) geniigt,

3_
also im HZ ~*(Q) liegt.

Wenden wir uns jetzt dem Fall ry # 75 zu. Zuniichst iiberlegen wir uns, dass obiges f € H=275(Q)
die Darstellung

<f7’U>< = (fla'Ul>L2(Ql) + (f2,’02>L2(92) Voe HO%Jrg(Q)

1i. A
H7 (Q)> xHZ ()

mit f; € L?(Q;) und v; := v|g € L*(;) besitzt. Weiter unten wird diese Darstellung benétigt,
um [Sav98, Theorem 5] anwenden zu kénnen. Wir setzen die Funktionale

~ 1 , ~ 1 /
e . d = — .
fi 5 ai(gr,-) € (V1) und  fo 5 az(gz,-) € (Va)
mit HAHN-BANACH zu Funktionalen f; € (L?(2;)) =~ L?(;) fort und definieren damit das Funk-

tional f € H~2~¢(2) durch

(f.0)

L 3+e
(Ho%“(m)/m?“(m = (fr0) 20, + (F202) 20, Vv EHT (D),

wobei v; 1= vl € H2%e(Q;;00; \T) C L2(€;) gilt. Die Linearitéit und Beschrinktheit rechnen
wir leicht nach. Fiir beliebiges v = (v1,v2) € H}(Q) C V1 x Va gilt dann

e f’v>(Ho%+E(Q)),><HU%+E(Q) = (fuv)rea,) + (F2,v2) L2, — <f’”>(Ha<m)/xHa<m

= <f1’v1>(vl)’xvl T <f2’02>(v2)’xv2 a <f’v>(Hé(Q))lxﬂé(Q)

= 0,
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woraus mit der Dichtheit von H}(Q) in HO% e (Q) schlieBlich f = f folgt.

Weiter ist klar, dass das Variationsproblem (EEBH) eine eindeutige Losung w € Hg () besitzt. Das
folgt bereits mit den Ausfithrungen im Beweis von Lemma Nun ist ([EGH) ein Spezialfall des
quasilinearen Modellproblems ([Tl), wie wir durch die spezielle Wahl k; := 7‘% sehen. Somit erfiillt
w = (wy,wz) € H(Q) C Vi x Va wegen Korollar LT3 auf Seite Bl wobei die Verallgemeinerung
auf rechte Seiten f € H~27¢() D L2(Q), welche die obigen Darstellung besitzen, méglich ist,
auch das quasilineare Transmissionsproblem ). Also gilt

—LAw; = f; in €
w = 0 auf I'; i—1.9
(wi) = Af(ws) auf I T

%amwl = féanzwg auf I'

wobei die obigen Uberlegungen f; € L?(€;) sichern. Nun liefert [Sav98, Theorem 5], unter Beach-

tung von Voraussetzung EET0, dass die Losung dieses Transmissionsproblems regulérer ist, ndmlich
3

in H7~°(Q) liegt. Insgesamt haben wir also w € H}(Q) N Hz~¢(Q) = HZ ().

Die restliche Argumentation verlauft dhnlich zum Beweis von Lemma EE72 wobei wir nun aller-
dings zusatzlich die besseren Regularitatseigenschaften verwenden. Wir setzen wieder

— 1 1 3 =
= - ((wlo, + 5 Tl ) € HE (@000 \T) < i
1
und ) )
up = E <w|QZ ~3 sz) € H?7°(Qy;00, \T) C Va.
Damit gilt

ay (u1,v1) + az(uz,v2) = a(w,v) — <fvv>(Hg((z))’ng(Q) =0 Yo=(v1,v2) € Hj(Q) (4.66)

und die spezielle Wahl v = (v1,0) € C§°(Q1) x C§°(21) C HY(Q) bzw. v = (0,v2) € C§°(1) x
Cs(Q1) C HE(Q) liefert mit dem WEYLschen Lemma erneut, dass u; harmonisch in €; ist. Der
Divergenzsatz [AZZT1] liefert unter Beachtung von Satz [A2.10 fiir alle v; € V;

ai(@Tian) = <a"ia'i’Wgﬂi(vi»(H1/2(BQZ-))/><H1/2(6Qi) .

Wegen der zusétzlichen Regularitiat u; € H%*E(Qi) gilt zudem 0,,u; € H°(99;), siehe z.B.
[Cos88, Lemma 3.7] unter Beachtung von vjq (4;) € H' (%) und Ad; = 0 in ;. Wir definieren
h; € H=¢(T") durch

(hiy 18) (e () s e (1) 7= (OnaUis ) (e 0020y ) x e (002) ¥ € HE(D),

wobei i € H(09);) die Nullfortsetzung von u auf 0; bezeichnet. Wir erinnern daran, dass 0 <
e < % gilt. Somit erfiillt u; € V; also das homogene gemischte Randwertproblem mit homogenen
DIRICHLET-Daten und NEUMANN-Daten h; € H~¢(I') im schwachen Sinn. Wie im Beweis von
Lemma berechnen wir

r1y0(ur) — revf(uz) = 0(9) = g € Hy °(T)

und fiir alle p € HééQ(F)

<8n1u1a M>(H1/2(691))/><H1/2(691)

(o oz b (e o) ety

+ (3712172, /7>(H1/2(392))’XH1/2(692)
a1 (u1, Rip) + as(uz, Rap)
= 0,

wobei R;u die harmonische Fortsetzung von 1 € H'/2(9Q;) in V; ist und 1 die Nullfortsetzung von
p auf 0€); bezeichnet. Damit gilt (Rqpu, Rop) € HE(Q), weshalb die letzte Gleichheit aus (ELGH)

folgt. Weil Ho)*(T") in HS(T') dicht liegt, haben wir somit hy = —hy. Setzen wir nun h := hy =
—he € H75(T"), so gilt Agh = g, also die Surjektivitit, da g € H(%*E(F) beliebig war. O
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4.7.3 Die Abbildungseigenschaften von A

Um das Storlemma fiir lineare Operatoren anwenden zu konnen, miissen wir im néchsten Schritt
sicherstellen, dass A die gleichen Abbildungseigenschaften wie Ay hat. Hierbei kommen wir ohne
zusétzliche Voraussetzungen nicht weiter. Wir benétigen mehr Regularitdt fiir die Losung des
Modellproblems und die Nichtlinearitaten.

Fiir zweidimensionale Probleme kommen wir mit einer kleinen Verscharfung der Voraussetzungen
aus, denn fiir die Losung des Modellproblems (p1,p2) = p € H(Q) C Vi x Vu gilt wegen des
Spursatzes schon vi(p;) € HY?(T'). Wir benétigen allerdings

Voraussetzung 4.11. Die eindeutige Losung (p1,p2) = p € HE(Q2) C Vi x Vo des Modellproblems
(ET) aus Voraussetzung B erfiille die zusétzliche Regularitéitsforderung p; € H2 17 (), i = 1,2,
wobei 7 > 0 beliebig klein gewéihlt werden kann. Weiterhin gelte 2- € C*(R), i = 1,2, mit s > 3+7.

Bemerkung 94. (i) Fir nicht ganzzahliges s verstehen wir unter C*(R) die HOLDER-stetigen Funk-
tionen aus Cls)s=1sJ(R).

(ii) Hinreichend fiir ;- € C*(R), 2 + 7 < s < 2, ist k € C?(R), i = 1,2. Letzteres folgt sofort aus
Voraussetzung LA wie folgende Uberlegung zeigt. Mit k; € W2 (R) und k; > o > 0 ist wegen

1 1\’ k! 1\ 20k K
—eLl®R), [~ ) =—2 cL®R), |— ] ==14 € L>®(R

und

1 " (k;)3 2]{/,21{:;/ k’”l -

auch - € W2 (R). Dies impliziert analog zu Bemerkung auf Seite [[08 die LipscHITZ-Stetigkeit

)
von (ki) fiir 0 <1 < 2, womit natiirlich ;- - € C*(R) folgt.

(ili) Wegen [|ki|l poc () = ki = a > 0ist &= L ¢ Bs (R), s > 3. Schon aus diesem Grund ist eine
Erweiterung von Lemma LG auf Selteﬂ]ﬂl auf den Fall ¢ > 1 und ein Analogon zu Lemma EC6.13

auf Seite [0 nicht zielfiihrend. Fiir eine Erweiterung auf lokale Réume, wie By’ lo¢(R), sei auf (iv)
verwiesen.

(iv) Falls die Vermutung aus der Bemerkung nach Satz richtig sein sollte, dann geniigt
es in obiger Voraussetzung ;- € H*!°°(R), mit s wie oben, zu fordern. Fiir s < 2 wiirde dies

beispielsweise bereits aus - € W2 (R) folgen, wofiir schon Voraussetzung EZ hinreichend ist.

Die Forderung an ki aus obiger Voraussetzung sichert, dass ﬁ in H>+7 (€;) liegt und somit
ein Multiplikator von H 3-e (€;) ist. Wir iiberlegen uns unten, dass der Kompositionsoperator T%

und der Spuroperator 7& kommutieren und haben damit das

Lemma 4.7.4. Die Gebiete Q; C RN, N € {2,3},i = 1,2, gendigen den Bedingungen aus Abschnitt
I3l Weiter sei die Voraussetzung [-11] erfillt.

(i) Im Fall N =2 gilt A € L ( 1/2(r),H352(r))
1) Im Fa = sei zusatzlich die Voraussetzung erfullt. Fur 0 < ¢ < 5 ¢gilt dann
(i) Im Fall N = 3 lich die Vi [ erfillt. Fir 0 é It d

Ae L (H=(T), H{™¢(I)), wobei im Fall ¢ = L die entsprechenden Riume durch Hoiol/Q(F)
zu ersetzen sind und dann auf Voraussetzung [{.] verzichtet werden kann.

Beweis. Nachfolgend gelte wieder ¢ = 1, 2.

Zu (ii): Wir betrachten zunéichst den Fall 0 < & < 1. Wir miissen zeigen, dass
1

ki(71(Pi))

fir h € H5(I'), 0 < e < 1 gilt. Wir bezeichnen fiir h € H~°(I') mit u;(h) € H2¢(Q;;00\ 1),
siche (@A), wieder die Losung des homogenen Hilfsproblems, d.h. (ZZ8) mit f; = 0. Um die

ST h e Hy5(T) (4.67)
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angegebene Regularitdat zu erzielen, benotigen wir in dem hier betrachteten dreidimensionalen
Fall die Voraussetzung -1, siehe Satz B2} Offenbar gilt vi(w;(h)) = (—1)"+1S; !k fiir alle h €
H&JI/Q (T') D (W), siche Bemerkung [ auf Seite Da R konvex ist, haben wir die Einbettung
CHR) — C®(R), siehe z.B. [AF(3, Theorem 1.34], womit aus Voraussetzung EZI1] insbesondere
die LIPSCHITZ-Stetigkeit von i folgt. Dann bildet TQ T% nach Satz A4 H'(€2;) in sich ab

und Anwendung von Lemma m auf Seite hefert

e ~ T OHE) = (12:m) i 22w (468)

woraus die Gleichheit in H 1/2 (T) folgt, da die rechte Seite mindestens in diesem Raum liegt. Der
Satz [AAZ7] wobei die Ubertragung auf LipscHITZ-Gebiete analog zum Beweis von Lemma EE6.1
. N
auf Seite [ erfolgt und die Voraussetzung G(0) = 0 iiberfliissig wird, liefert T (p7) € H=Z 17 ().
ki
Mit Lemma EG3 auf Seite [02 folgt

(0o (T2 @) ) =2t (T2 ) 57 e ), (4.69)
ki kg

da 4;(h) € H27¢(Q;; 00\ T') gilt. Weiter haben wir mit B8) unter Benutzung der HOLDER-
Ungleichung im L'(T) die Identitit

To (@) - S;th =t (Tiff‘ (p—z-)) St h,

woraus wegen (D) und H!~¢(T') c LY(T") die Gleichheit auch im H'~¢(T") folgt, was ([fL61) liefert.

Sei nun e = 3. Wir benétigen in diesem Fall die zusétzliche Voraussetzung 7 an das Gebiet nicht,

da auch ohne diese S; ' € £ ( Hy, (1), H&f (F)) gilt. Die eben gemachten Argumentationen lie-

fern fiir e = $ auch A € £ ( _1/2(F), Hé/Q(F)) Die Verschéarfung zu A € £ ( _1/2(F) H&éQ(F))
folgt mit dem auf Seite [ stehenden Lemma EZT7A(1), wenn wir ® = T (p;) € H'2 77 (€;) beach-
ki

7

ten.

Zu (i): Der Beweis lduft analog zum Fall ¢ = 1 aus (ii), nur dass hier Lemma ECZZ(iii) mit

@ =t (Tglz (P_z)> € H2t7(I') verwendet wird. 0
ki

Bemerkung 95. (i) Die Voraussetzung LTl sichert somit, dass 2, Multiplikator von

ki (vi(Pi))’
H'=¢(I") ist. Diese Multiplikatoreigenschaft ist notwendig, um sicherzustellen, dass A und Ag die

gleichen Abbildungseigenschaften haben.

(ii) Zudem verlangt Voraussetzung EETT] zusétzliche Regularitéit von der Losung des nichtlinearen
Modellproblems (EI). In diesem Fall kénnen wir uns méglicherweise auf regulirere Raume (V1) als

001/ (T") beschranken, weil die Konormalenableitungen des springenden Transmissionsproblems
unter Umstédnden reguldrer als HO_Ol/ *(T') sind. Dieses fillt insbesondere im Fall N = 3 auf. Die
Voraussetzung EETTl verlangt dann p; € H%JFT(Qi), 7> 0,7=1,2, wobei (p1,p2) die Losung des
quasilinearen Modellproblems J]) bzw. die Lésung des quasilinearen Transmissionsproblems ()
ist. Wenn nun zuséatzlich die KIRCHHOFF-Transformationen x; hinreichend HéLDER—stetig sind,
dann folgt mit den gleichen Argumenten wie im letzten Beweis ; = r,(p;) € H217(Q;). Weiter
ist w; die Losung des springenden Transmissionsproblems. Insbesondere 16st w; € H %‘”(Qi) in Q;
damit das DIRICHLET-Problem fiir den LAPLACE-Operator mit Randdaten ~jq, (%) € H'(99;).
Mit [Cos88, Lemma 3.7] folgt dann fiir die NEUMANN-Daten 9,,,w; € L2(99;). Damit liegt auch die
Losung des freien Minimierungsproblems @38) in L*(T') und die Wahl (Vr)' = L2(T) ist moglich.

4.7.4 Zur Invertierbarkeit von A

Mit den Ergebnissen der letzten Teilabschnitte haben wir alle Hilfsmittel beisammen und formu-
lieren den Satz zur Bijektivitdt bzw. stetigen Invertierbarkeit des Operators A.
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Satz 4.7.5. Die Gebiete Q; C RN, i =1,2, N <3, geniigen den Bedingungen aus Abschnitt .11}
Weiter sei die Voraussetzung[-11] erfillt. Im Fall N = 3 seien zusdtzlich noch die Voraussetzungen
F und ZIQ erfillt. Falls dann r1,72 € R mit r1 4+ ry > 0 existieren, sodass

Ao — Al < ||AgH| ™ (4.70)

gilt, dann ist A bijektiv und besitzt somit eine stetige Inverse, wobei A € L (HO_Olm(F),HééQ(F))
im Fall N =2 und A € L (H_E(F),Hol_a(F)), 0<e< %, fiir N =3 gilt. Im Fall e = % sind dabei

die entsprechenden Rdaume durch HSBI/Q (T) zu ersetzen und auf Voraussetzung[f_7 kann verzichtet
werden.

Beweis. Mit den Lemmata und sind die linearen, stetigen Operatoren Ay unter den
obigen Voraussetzungen bijektiv, also mit dem Satz von der stetigen Inversen stetig invertierbar.
Lemma EE7F liefert mit den obigen Voraussetzungen weiterhin, dass A linear und stetig ist und
die gleichen Abbildungseigenschaften wie Ag hat. Mit [X0) liefert dann das Stérlemma fiir lineare
Operatoren, siehe z.B. [HS91, Lemma 23.2], die Behauptung. O

Damit erhalten wir sofort

Korollar 4.7.6. Es gelten die Voraussetzungen [{-1], .4 und [{-4 sowie die Voraussetzungen von
Satz[f.7.5 Weiter sollenr,r2 € Rf{ mit r1+r2 > 0 existieren, sodass [{-70) gilt. In [Z.70) ist dabe:

im Fall N = 2 die Operatornorm in L (H&Jl/Q(F), H(%Q(F)) und fiir N = 3 die Operatornorm in
L (H==(T),Hy (T)), fiir passendes 0 < £ < %, gemeint (im Fall N = 3 kann mit der zusitzlichen

Voraussetzung [{-§ sogar 0 < € < % gewdhlt werden).
Dann ist das freie Minimierungsproblem [f-38) fiir hinreichend kleine 6 > 0 eindeutig losbar.

Beweis. Der Satz EE7H liefert die Bijektivitat des Operators A in den entsprechenden Raumen.
Mit dem Satz EZZT auf Seite [T folgt dann die Bijektivitit von M (g°) € £ ((V)', £ ((Vv)', R)).
Dabei ist Vi = Hyy(T) im Fall N = 2 und Vi € {Hy}*(T'), H*(T), L2(T)}, 0 < & < L im Fall
N = 3. Nun gelte Voraussetzung ELAl Das Korollar EE6.TH(ii) auf Seite [TT] liefert im Fall N = 2
die zweimalige stetige F-Differenzierbarkeit von Mgy auf HO_Ol/ *(I"). Im Dreidimensionalen liefern
Voraussetzung EET, welche als Voraussetzung des letzten Satzes auch hier zur Verfliigung steht, und
Korollar EETH(iii) die zweimalige stetige F-Differenzierbarkeit von Mg auf H=/4+7(T), 7 > 0 be-
liebig klein, wobei diese Aussage auf H~1/3+7(I") erweitert werden kann, wenn zusétzliche Voraus-
setzung B gilt. Mit dem Satz liber die stetige Inverse erhalten wir dann die stetige Invertierbarkeit
von My (%) € L ((Vp)/, L ((Vr)',R)), was zusammen mit Satz EER.J auf Seite @ die Behauptung
liefert. (]

Bemerkung 96. (i) Im Fall N = 3 muss (Vr)' tatsiichlich auf Elemente aus {L?*(T), H~¢(T")},
0<e<i (bzw. % mit der Voraussetzung ELX), eingeschrinkt werden. Nur fiir diese (V¢)' ist die

zweite F-Ableitung MY (g) sinnvoll erklért.

(ii) Uber die zweite F-Ableitung an der Losungsstelle g° des Minimierungsproblems (E38)
mit § = 0 wissen wir mehr. Da Yo(g") = 0 ist, haben wir in diesem Fall M (3°) €

L (H(;Ol/Q(F),E (H(;01/2(F),R)), also insbesondere auch im Fall N = 3 die Sinnhaftigkeit in
Hoo'”*(T) 2 (V1)

Die zentrale Abschéatzung [TO) ist im Allgemeinen nicht leicht nachzupriifen. Deshalb werden
wir nun noch hinreichende Bedingungen fiir sie herleiten. Dazu untersuchen wir als Vorbereitung
folgendes Problem. Sei 2 C R¥ ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C 09 ein echter Teilrand.
Fiir festes ¢ € H!(T") fragen wir nach den Abbildungseigenschaften des Operators

Ny : H(T') — H**(T'), p—¢-pu,

wobei 0 < s1 < min(¢, 1) gelten soll. Da wir auf LiPSCHITZ-Gebieten arbeiten, uns der Spursatz
A28 und damit die Existenz einer stetigen Fortsetzung von H(T') nach H'2(£2) also nur fiir
t < 1 zur Verfiigung steht, soll im Fall ¢ > 1 immer die Existenz eines ® € H%JFT(Q), T>0
beliebig klein, mit y(®) = ¢ vorausgesetzt werden. Es gilt das
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Lemma 4.7.7. Sei Q@ C RN, N € {2,3}, beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C OQ echter
Teilrand.

(i) Es sei p € HY(T), t > 1, und es existiere ein ® € H%"’T(Q), 7 > 0 beliebig klein, mit
7 (®) = ¢. Dann gilt N, € L(H*(T'),H*(T")) bzw. N, € L(H;(T'),H§T)) fir 0<s <1
und es gibt eine Konstante C > 0 mit || Nyl < CH<I>||H%+T(Q). Fir s = % gilt zudem

N, € L (HééQ(F),HééQ(F)) und die Abschitzung fir die Operatornorm ||N|| bleibt, mit
moglicherweise anderer Konstante C > 0, erhalten.

(ii) Bs sei o € HYT), t < Y=L < 1. Dann gilt N, € c(Hs(r),Ht+s—

N—-1
3 2
0< 8- —t < s<tund es gibt eine Konstante C > 0 mit |[Ny|| < C loll gre () -

(iii) Es sei N = 2 und ¢ € H'(T'), + <t < 1. Dann gilt N, € L (H*('),H*(T)) bzw. N, €

L(H§(T),H5(I)) fir 0 < s <t und es gibt eine Konstante C > 0 mit ||Ny|| < C[lo]| g (r)-
Fiir s = % gilt zudem N, € L (HéO/Q(F), HéO/Q(F)) und die Abschdtzung fiir die Operatornorm

| No|| bleibt, mit moglicherweise anderer Konstante C > 0, erhalten.

(r)) fir

Beweis. Fir p € H*(T'), 0 < s < 1, existiert mit dem Spursatz eine Fortsetzung Ru €
H5%2(Q) mit ||Ru||HS+%(Q) S [l e ry- Selbiges gilt natiirlich auch fiir ¢ € HYT),0<t<1.

Zu (i): Wir wenden fiir p € H*(T'), 0 < s < 1, Lemma auf Seite auf @ € H317(Q)
und Ru € HS"’%(Q) an, was wegen 5 + 7+ s+ 3 =2+7+s > % moglich ist, und erhalten
¢ pu=~y(®-Ru) € H*(T). Zudem gilt fir alle p € H3(T)

le-ullgery = (@Rl gy
<10 ey IRy
< 1@l 30 g Il

woraus die Abschétzung fiir die Operatornorm folgt.

Fir p € H§(T) gilt mit dem Spursatz fiir die Fortsetzung Ru € H* 2 (Q;Q\I'), wobei der
Raum entsprechend [Z4l) erklart ist. Wie eben haben wir mit Lemma dann ¢ - p € HE(T)
und die letzte Abschitzung folgt analog.

Nun zur Verschérfung fiir s = 1. Fiir p € HéO/Q(F) existiert eine Fortsetzung Ry € H'() mit
’yaQ\F(Ru) = 0. Eine solche Fortsetzung ist zum Beispiel die Nacheinanderausfithrung von Nullfort-

setzung auf H'/2(9Q) und anschlieBender harmonischer Fortsetzung in H'(2). Da ® € H2*7(Q)
und 2 +7 > & sowie Ry € HY() gilt, ist ®-Rp € H'(Q). Weiterhin haben wir mit Lemma FEG.3

Yoorr(® - Rut) = Yoo r(®) - Yoo r(Ri) = 0,

weshalb -y = yp(® - Ru) € HY2(T) die Nullfortsetzung v (® - Ru) € HY/2(9Q) auf 0N besitzt,

also o - u € HééQ(F) gilt. Die Abschétzung fiir die Operatornorm erhalten wir mit beliebigem

e HéO/Q(F) aus

[Yo(® - Ru) ||H1/2(aﬂ)
|- RMHHl(Q)

191,34 o 1R

11534 ) Wel2172 02
|

AR AR AN ZANRZAN

H%+T(Q) H:LL”H(%Z(F) )

wobei die Aquivalenz der Normen ||§||H1/2(F) und [|v[| g1/2(pq) benutzt wurde und v € HY2(0Q)
00

die Nullfortsetzung von £ € HééQ(F) bezeichnet.
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Zu (ii): Wir wenden fiir p € H*(I), 0 < 251 —t < s < t, Korollar LG8 auf Seite @ auf ¢ € HY(T),

t < %, und p € H3(T') an, was wegen 0 < s <t <1 und s+t > % moglich ist, und erhalten
N

¢ -pu="p(Re-Ru) € HF'~

e (T"). Analog zu (i) erhalten wir zudem fur alle u € H*(T")

6l ez 0 S IR ey g IRA sy ) S 1Moy Ity

-1
2 (1)
woraus die Abschétzung fiir die Operatornorm folgt.

Zu (iii): Wir wenden fiir p € H*(T'), 0 < s < ¢, Korollar EEEH auf ¢ € HY(), t > 1 = &

und p € H*(T') an, was wegen 0 < s <t < lund s+t > % moglich ist, und erhalten ¢ -y =
Y (Ry - Ru) € H*(T'). Analog zu (ii) erhalten wir wieder fur alle yp € H*(T")

o mllzre oy SURON e g ) IRl o g ) S Mellare oy Iall ey »

woraus erneut die Abschétzung fiir die Operatornorm folgt.

Fir p € H§(T) liefert Korollar LG8 auf Seite [0 dann ¢ - p € HE(T') und eine, der letzten
entsprechende, Abschitzung folgt analog.

Die Verschérfung fiir s = % folgt mit analogen Uberlegungen wie denen im entsprechenden Teil von
(i), wobei wir ® durch R¢ ersetzen und bei der Abschitzung zusétzlich ”RSQHHH%(Q) S el grer

verwenden.

Wir wollen jetzt untersuchen, was fiir die Bedingung [Z70) hinreichend ist. Dazu definieren wir mit
der eindeutigen Losung (p1,pz) = p € HE(Q) C Vi x Va aus Voraussetzung B unter Beachtung
der Voraussetzung ELTT] abkiirzend

1 N -1
Y= € H'(T), t := min (—+T,1), 1=1,2, (4.71)
ki(vr(pi) 2

wobei sich die Beschrénkung von ¢ aus dem Spursatz ergibt und berechnen mit 56H) und

([E5Y)
Ao—A=(ri—%1) ST+ (r2 —p2) - S5

Dabei wurden die Bemerkung B auf Seite Bllund LemmaEE2ZH auf Seite B benutzt. Wir bemerken,
dass zu p; ein

O € H> () mit A1 () = B, i = 1,2, (4.72)

existiert, wie aus dem Beweis zu Lemma 74 speziell @EY) und den anschliefenden Ausfithrun-
gen, ersichtlich wird. Nun gilt das

Lemma 4.7.8. Hinreichend fiir die Bedingung {f-70) ist die Existenz von 71,72 € R{ mit
r1 +re > 0, sodass im Fall N = 3

i (| 1] ™

i 15T o = Tl o l1557) < 11857

und im Fall N =2
Ca (Ird =3l e gy ISTH |+ ol =3l 3r ey 152 < 1671

gilt. Dabei ist ¢; in [G71) und ®; in [{73) erklirt. Weiter ist Cy die Konstante aus Lemma[_T_(i)
und Cy ist die Konstante aus Lemma[T_4(iii). Mit I wurden die Identititen in H347(€), i = 1,2,
und H=*7(T) bezeichnet.

Beweis. Fiir r;I schreiben wir vereinfachend r;. Wir haben

[Ao = Al = ||t —=%1) - ST+ (r2 = F2) - S5 1|
[Ny —m) © ST+ Newy ) 0 S5 |
[Nz LIS+ [N =z [ 195

IN
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Verwendung von Lemma 77 (i) im Fall N = 3 bzw. Lemma B (iii) im Fall N = 2, 7 > 0
hinreichend klein, liefert dann fir i = 1, 2

< Cr|ri — @]

HN(H a3+

bzw. ||N(T1

~7) —gn)|| < Callri —

@HH%J”'(F) P
woraus mit den Bedingungen des Lemmas
11
140 — Al < A
also (M) folgt. O

Bemerkung 97. (i) Wir weisen darauf hin, dass r; und r9 auch in HAO_1H_1 eingehen.
(ii) Die Bedingungen des letzten Lemmas sind hinreichend, nicht notwendig.

(iii) Wenn fiir i = 1,2 die Funktionen @; € Hz+7(T') bzw. ®; € H*%7(Q;) hinreichend nahe an
den konstanten Funktionen r;I liegen, wobei sich der Abstandsbegriff auf die Normen in H2+7(T")
bzw. H2+7(€;) bezieht, dann sind die Bedingungen des letzten Lemmas erfiillbar.

Im Zweidimensionalen féllt auf, dass wir mit Informationen auf dem Teilrand I" auskommen (wir
benétigen nur @;), sofern 7 > 0 aus Voraussetzung EETT] kleiner als % ist. Wir konnen dann mit
Hilfe des Spursatzes eine beschrénkte Fortsetzung in {2; konstruieren und so die Multiplikation
auf LipscHITZ-Teilrandern auf eine Multiplikation in LIPSCHITZ-Gebieten §2; zuriickfiihren. Im
dreidimensionalen Fall ist dies auf Grund der Nichtexistenz einer beschrankten Fortsetzung in
hinreichend regulére Funktionenrdume iiber den LIPSCHITZ-Gebieten 2; nicht mehr moglich. Wir
bendtigen dann zusitzlich diese hinreichend regulire Fortsetzung (nimlich ®;), also Informationen
auf den Teilgebieten €2;.

Die eben erwdhnten Eigenschaften lassen im Fall N = 2 nachfolgende Uberlegung zu, die auf eine
weitere hinreichende Bedingung fiir (Z70) fithrt: Dazu definieren wir den Operator

P1 k2(77(p2))

wobei @; in [T erklédrt ist, und zeigen, dass dieser genau dann bijektiv ist, wenn A bijektiv ist.
Zunéchst miissen wir aber die Abbildungseigenschaften von = untersuchen. Mit Voraussetzung EETT]
d.h. insbesondere ki €C*(R), s >3+ 7, und [kill oo (r) = ki = > 0, folgt k; € C*(R), i = 1,2,
und damit dhnlich zum Vorgehen im Beweis von Lemma EZZ4] &= € H=+7(T"). Fiir hinreichend
kleines 7, d.h. 0 < 7 < 3 liefert Lemma EZZ(iii) dann § = é 7z € H2t7(T') und speziell

auch N1 € L ( 1/2(1"), Héo/2(1")). Durch erneutes Anwenden von Lemma EEZ7(iii) erhalten wir
1

E::Sf1+N¢oS§1 mit @ :=

€|,_.

somit N € £ (H*(T'),H*(I)) fiir 0 < s < 2 + 7 und zudem Ny € £( 1/2(1"),H30/2(1")). Unter
Beriicksichtigung dieser Uberlegung formuheren wir

Lemma 4.7.9. Die Gebiete Q; C R%, i = 1,2, geniigen den Bedingungen aus Abschnitt [[-1.1] und
es sei Vomussetzung@ erfillt. Dann gilt A= € E( _1/2(F),H552(F)). Weiter ist A genau

dann bijektiv, wenn = bijektiv ist.

Beweis. 1) Die Abbildungseigenschaften von A folgen aus Lemma EZZA(i). Unter Berticksichtigung
der Uberlegungen vor dem Lemma schen wir, dass dann Z € £ ( 1/2(1") Héo/2(1")) gilt, denn

nach Satz BTist 57! € £ ( ‘1/2(F),H§(§2(r)) i=1,2,und Ny € £ ( 1/2(F),H562(F)).

IT) Mit Voraussetzung LTl gilt Ng; € £ (Héé (1), Héé 2(F)) und die Uberlegungen vor dem Lem-
ma sichern auch N L € L ( 362 (D), Héé%l")). Wir rechnen leicht nach, dass zudem

Ng7oN1L =N oNgr=1

71 71

gilt, also N 1= ;1 ist. Da N L€ L (HéO/Q(F),HéO/Q(F)) ist, liefert der Satz von der inversen
Abbildung dle Bijektivitat von N . Damit sind die Operatorgleichungen

Ah=¢g und =Zh=N_yg
P1
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mit h € H0701/2(1") und g € H&O/Q(l") aquivalent. Mit der Bijektivitdt von N_1 folgt aus der Bijek-
1
tivitdt von A die von = und umgekehrt. O

€

Aussagen zur stetigen Invertierbarkeit des Operators =, siche [3), macht

Lemma 4.7.10. Die Gebiete Q; C R?, i = 1,2, geniigen den Bedingungen aus Abschnitt[-1.1] und

es sei Voraussetzung [f.1]] erfillt. Dann ist & € L (HO_Ol/Q(F), H01(§2 (F)) stetig invertierbar, wenn
[N 0 85| < lISu) ™ (4.74)

gilt, wobei B in [{79) erklirt ist und S;*, i = 1,2, die inversen partiellen STEKLOV-POINCARE-
Operatoren bezeichnen. Zudem ist die Abschdtzung
-1
sl
[Sio o5

——1
=1l < —
erfillt.

Beweis. Wir erinnern daran, dass S; ' € £ (Hogl/Q(F), HééQ(F)), i = 1,2, stetig invertierbar ist.

Die Behauptungen folgen dann direkt aus dem Lemma von BANACH in der Form [KATS8, Satz
4(2.V), S. 140], siehe auch [HS91, Lemma 23.2]. O

Eine hinreichende Bedingung fiir @74 liefert
Lemma 4.7.11. Hinreichend fiir Bedingung [{-74)) ist

Cl@l ey < IS2ILISZ )

wobei C' > 0 die Konstante aus Lemma [T 4(iii) bezeichnet.

Beweis. Wir berechnen mit Lemma E7Z77(iii)

[Nz o S| < N1 [1527]| < Clil 1S5 M| < 152~

1
H217(I)

womit die Behauptung folgt. O

4.8 Einige Verfahren zur Losung des Optimierungsproblems

In diesem Abschnitt werden wir Losungsverfahren fiir das freie Minimierungsproblem angeben. Zu-
néchst wird erneut der Zusammenhang zwischen der Losung des freien Minimierungsproblems und
der des quasilinearen Modellproblems mit springenden Nichtlinearitéiten verdeutlicht. AnschlieSend
rekapitulieren wir das freie Minimierungsproblem und geben eine notwendige Optimalitatsbedin-
gung an, auf der die Verfahren aufbauen werden. Fiir das nicht regularisierte freie Minimierungspro-
blem wird zudem eine alternative Bedingung angegeben. Danach weisen wir im ersten Teilabschnitt
auf Moglichkeiten zur effizienten Berechnung der Ableitung hin, was im Zusammenhang mit den
hier verwendeten Losungsmethoden, die mit Ableitungen des Zielfunktionals arbeiten, sinnvoll ist.
Im zweiten Unterabschnitt wird eine Klasse von Abstiegsverfahren eingefithrt. Speziell werden wir
auf das freie Minimierungsproblem das Verfahren des steilsten Abstiegs, welches auch als Gradien-
tenverfahren bezeichnet wird, anwenden und seine Konvergenz unter geeigneten Voraussetzungen
nachweisen. Im dritten Teilabschnitt untersuchen wir, wann wir das lokal schnell konvergente NEW-
TON-Verfahren zur Losung unseres Problems benutzen konnen. Hierbei werden wir die Resultate
des Abschnittes EE7 verwenden.

Wir wenden uns nun, nachdem wir in den letzten Abschnitten die Frage der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen des freien Minimierungsproblems [38), speziell im Fall § > 0, erértert haben,
Verfahren zu deren Bestimmung zu. Diese Losungsverfahren fiir das freie Minimierungsproblem
[E3Y) sollen die am Anfang des Kapitels erwahnten, auf einem Optimierungsansatz basierenden,
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Gebietszerlegungsmethoden sein. Wir erinnern daran, dass das urspriingliche Ziel die Losung des
quasilinearen Modellproblems mit springenden Nichtlinearitaten ) ist. Diese Losung konnen wir
aus der eindeutigen global optimalen Losung g des freien Minimierungsproblems E38) fiir 6 = 0
erhalten, indem wir u;(g), wobei w;(-) den Losungsoperator ([{E30) der Hilfsprobleme bezeichnet,
einer inversen KIRCHHOFF-Transformation unterziehen. Aus diesem Grund ist es ausreichend, die
Losung des freien Minimierungsproblems fiir § = 0 zu bestimmen. Die Betrachtungen der vorange-
gangenen Abschnitte zeigen, dass wir dabei auf verschiedene Weisen vorgehen kénnen. Einerseits ist
es moglich, die Losung des freien Minimierungsproblems direkt fiir 6 = 0 mit geeigneten Verfahren
zu bestimmen. Andererseits kénnen wir auch fiir § > 0 die regularisierten Optimierungsproble-
me l6sen, was vom numerischen Standpunkt aus moéglicherweise sinnvoller ist. Es wurde namlich
bereits gezeigt, dass die Losungen dieser regularisierten Probleme fiir 6 — 0 gegen die Losung
des KIRCHHOFF-transformierten quasilinearen Modellproblems konvergieren. Geben wir also einen
Fehler vor, dann exisiert ein Parameter §, sodass die Losung des gestorten Problems bis auf den
Fehler der Losung des Ausgangsproblems entspricht, wir dieses somit faktisch gelost haben. Es sei
daran erinnert, dass der Fehler dabei nur in der H!~7-Norm, 7 > 0 beliebig klein, gemessen werden
kann, siehe Satz EE5.7 auf Seite

Notwendig fiir die Optimalitéit der Losung des freien Minimierungsproblems ([38), also

{ M;(g) = min , (4.75)
ge (W)

ist das Erfiilltsein der verallgemeinerten EULER-Gleichung [39), also
Mi(g) = 0. (4.76)

Wir erinnern daran, dass das Zielfunktional durch ([3), das ist

Ms(g) = % |1 (v (ua(9))) — HEl(Vﬁ(uQ(g)))HiZ(F) + g gy »

gegeben ist und Vi € {L2(T), HE(T), Hy)*(T)}, 0 < & < L, gilt.
Fiir § = 0 haben wir zudem noch mehr. Dann ist der Wert des Zielfunktionals Mg an der optimalen
Losung g ndmlich Null, da insbesondere das quasilineare Transmissionsproblem ) erfiillt ist und
die riicktransformierten Spuren «; ' (v{(u;(g))) somit iibereinstimmen. Wir kénnen neben (@70
also auch direkt die Gleichung

Mo(g) =0 (4.77)

16sen.

Diese Uberlegungen werden wir nachfolgend verwenden, um iterative Losungsverfahren fiir {38)
zu konstruieren. Dabei betrachten wir sowohl lokal, als auch global konvergente Verfahren. Als
Vertreter der Letzteren wéhlen wir die Abstiegsverfahren und die Ersteren sollen nachfolgend
durch das NEWTON-Verfahren reprisentiert werden.

4.8.1 Zur Berechnung der Ableitung

Die géngigsten Losungsverfahren von Optimierungsproblemen verwenden Ableitungen oder zumin-
dest Richtungsableitungen des Zielfunktionals. Aus diesem Grund ist die effiziente Berechnung,
zumindest der ersten beiden Ableitungen, wichtig. Hierfiir gibt es verschiedene Ansétze, welche
in Abschnitt fiir ein nichtlineares optimales Kontrollproblem dargestellt sind. Wir konnen die
Resultate des Abschnittes auf das freie Minimierungsproblem ([Z7H) iibertragen, wenn wir die
nachfolgenden Entsprechungen beachten:

Y e Vi X Vo, U e Hy '2(T), Z e (V1) % (V2)'
und

Ajuy — Fy (g)> 7

JW‘”MZS, MWM(Y; Y o (U‘l;UQ)a u e g, e(yau) o <A2U2—F2(g)

wobei A; und F; in Lemma auf Seite @] erklért sind.
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Zusammenfassend stellen wir fest, dass die ersten beiden Ableitungen und die Richtungsableitun-
gen des Zielfunktionals M;s des freien Minimierungsproblems [ZH) mit den Ansétzen aus Ab-
schnitt berechnet werden kénnen. Zudem erhalten wir Darstellungen fiir die Ableitungen, die
mit relativ wenig Aufwand bestimmt werden kénnen. Insbesondere das Operator-Vektor-Produkt
MY (g)(h), welches speziell beim spéter betrachteten klassischen NEWTON-Verfahren auftritt, kann
auf effiziente Art und Weise berechnet werden.

4.8.2 Abstiegsverfahren

In diesem Teilabschnitt wollen wir Abstiegsverfahren verwenden, um das freie Minimierungspro-
blem E3R) bzw. [@TH) zu 16sen. Der Vorteil von Abstiegsverfahren ist die globale Konvergenz,
der Nachteil ist die langsame Konvergenzgeschwindigkeit. Als Spezialfall betrachten wir das Ver-
fahren des steilsten Abstiegs, welches auch als Gradientenverfahren bezeichnet wird und zeigen die
Konvergenz dieses Verfahrens fiir das freie Minimierungsproblem (E7H).

Zunéchst erkldren wir Abstiegsverfahren im Rahmen der freien Optimierung und zitieren wichtige
Sétze. Wir halten uns an [HPUUQOY9, Chapter 2.2.1] und betrachten das freie Minimierungsproblem

{ f(v) = min , (4.78)

vevV

wobei V' einen reellen BANACH-Raum bezeichnet und f : V — R stetig F-differenzierbar sei. Die
Optimalitatsbedingung fiir ein lokales Minimum @ € V' ist bekanntlich

f'(v) =0.

Die Idee eines Abstiegsverfahrens besteht darin, im k-ten Iterationsschritt zur Iterierten v* € V
eine Abstiegsrichtung d¥ € V zu finden, sodass ¢ (t) := f(vF + td*) fiir t = 0 fillt, also

d
¢1,(0) = I f(Uk + tdk)‘tzo = <f/(vk)’dk>(V)’xv <0
gilt. Eine qualitative Voraussetzung fiir eine Abstiegsrichtung ist die ,,Winkelbedingung *

<f/(vk)a dk>(v)/><v < -n Hf/(vk)H(V)/

|, . (4.79)

wobei 1 € (0,1) fest gewéhlt ist. Weiterhin bendtigen wir fiir ein Abstiegsverfahren eine Schrittweite
o > 0, sodass

or(or) < ¢r(0)

gilt. Eine Regel zur Bestimmung einer Schrittweite heifit Schrittweitenregel. Die neue Iterierte ist
dann durch v**1 := v* 4 5, d* gegeben. Insgesamt erhalten wir den

Algorithmus 4.8.1 (allgemeines Abstiegsverfahren).

0. Wihle einen Initialwert v° € V.

Fir k= 0,1,2,...:

Falls f/(v¥) = 0, STOPP.

Wiihle eine Abstiegsrichtung d* € V: (f/(v*), dk>(v)’x
Wiihle eine Schrittweite oy > 0, sodass f(v* + opdk) < f(vF).
Setze vFt1 .= vk 4+ g dF.

L, <0

=W o=

Um die globale Konvergenz des Algorithmus EE8l zu sichern, benotigen wir zusétzliche Vorausset-
zungen an die Abstiegsrichtung und die Schrittweite. Beide miissen zuldssig sei.

Voraussetzung 4.12 (zuléssige Abstiegsrichtungen).

<f/(”k)’dk>(vyxv
lld* Iy, ko0

0 = [IF0")]y, —0.

k—o0
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Voraussetzung 4.13 (zulissige Schrittweiten). Fiir alle & € Ny gilt f(v* 4 01.d¥) < f(v*) und

zusatzlich: o
/
F* + o) — F(0) —— 0 L)y

0.
pa— [, b

Mit diesen beiden Voraussetzungen haben wir den

Satz 4.8.1. Sei f stetig F-differenzierbar und (v¥)i, (d*)x und (oy)r nach Algorithmus [-8-1]
erzeugt. Weiter sollen die Voraussetzungen[-1q und[-13 gelten und die Folge (f(v*)), nach unten
beschrankt sein. Dann gilt

lim f/(v%) = 0.

k—o0

Insbesondere ist jeder Haufungspunkt von (vF)y, stationdrer Punkt von f.

Der Beweis findet sich in [HPUUOY, Theorem 2.2].

Die beiden folgenden Fragen sind noch unbeantwortet. Wie kénnen wir praktisch iiberpriifen, ob
eine Abstiegsrichtung zuléssig ist? Wie kdnnen wir zuléssige Schrittweiten bestimmen? Die erste
Frage beantwortet

Lemma 4.8.2. Wenn die Abstiegsrichtungen (d*) die Bedingung [{-79) erfiillen, dann sind sie
zulassig.

Siehe [HPUUNY9, Lemma 2.1] fir den Beweis.

Beziiglich der zweiten Frage betrachten wir die ARMIJO-Regel zur Schrittweitenbestimmung: Zu
gegebener Abstiegsrichtung d* von f in v* wihlen wir als Schrittweite das Maximum o}, €

{1, %, i, ...}, fiir welches

" +ord") = f(0F) < qo <fl(”k)’ dk>(V)’XV

gilt. Dabei ist v € (0,1) eine Konstante. Dieses maximale o heifit ARMIIO-Schrittweite. Das
néchste Lemma zeigt, wann die ARMIJO-Schrittweite existiert.

Lemma 4.8.3. Sei f' gleichmaifig stetig auf NJ = {v+d | f(v) < f(u°),||d|l,, < p} fir ein
p > 0. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein & > 0, sodass fiir alle vy € V mit f(v*) < f(v°) und alle
d*¥ € V, welche der Bedingung
ky gk
<f/(” ), d >(V)/><V < e

l1d* 11y, -

gentigen, gilt
1)
k ky k 10, kY gk
Insbesondere folgt aus der letzten Zeile die Frxistenz der ARMLIO-Schrittweite.

Den Beweis finden wir wieder in [HPUU09, Lemma 2.2].

Das néchste Lemma, welches wir in [HPUUQY, Lemma 2.3] finden, gibt Auskunft dariiber, wann
die ARM1JO-Schrittweite zuléssig ist.

Lemma 4.8.4. Sei f' gleichmdfig stetig auf N§ := {v+d | f(v) < f(°), ||d|, < p} fir ein p > 0.
Wir betrachten Algorithmus [f.81], wobei die Folge (o)), durch die ARMIJO-Regel erzeugt ist und
die Abstiegsrichtungen d* nicht zu kurz gewdhlt sind, d.h.

/(. .k dk ,
@, > o (L
ld* I\,

gilt, wobei ¢ : [0,00) — [0,00) eine monoton steigende Funktion mit ¥(t) > 0 fir alle t > 0 ist.
Dann sind die ARM1JO-Schrittweiten oy, zuldssig.
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Bevor wir Algorithmus L8] auf das freie Minimierungsproblem (B7H) anwenden, wollen wir noch
eine ausgezeichnete Abstiegsrichtung angeben, ndmlich die Richtung des steilsten Abstiegs. Die
Richtung des steilsten Abstiegs von f in v € V ist im BANACH-Raum V durch d := tds, t > 0,
wobei dg die Losung von

min {(f'(v),d)
min (F(0).d) ey
darstellt, definiert. Im Fall eines BANACH-Raumes ist die Bestimmung einer Abstiegsrichtung nicht
trivial. Die negative Ableitung von f kann nicht verwendet werden, da (V)" 3 f'(v*) ¢ V gilt.
Fiir HILBERT-Réume V' kénnen wir vermittels des Riesz-Isomorphismus (V)" und V identifizieren
und haben (-, )y = (v )y Somit gilt f'(vF) = Vf(w*) € V und —Vf(v*) ist die Rich-
tung des steilsten Abstiegs, wie nachfolgende Uberlegung zeigt. Mit der CAUCHY-SCHWARZschen
Ungleichung berechnen wir

oF
pin (705 d) = min (VF05).d)y = = [ 9564, = (V108
14

ldlly =1 Idlly =1 V@R
woraus die Behauptung folgt. Wir kénnen die Folge der Abstiegsrichtungen (d*); also vermittels
V(")
db = - L (4.80)
IVF@R)y

definieren. Zudem machen wir uns leicht klar, dass die Richtung des steilsten Abstiegs eine zuléssige
Abstiegsrichtung ist. Weiter ist auch offensichtlich, dass [E80) die Bedingung des letzen Lemmas
mit ¢ () = ¢ erfillt. Wir erhalten somit

Korollar 4.8.5. Sei V ein HILBERT-Raum, f stetig F-differenzierbar und [’ gleichmafig stetig
auf N§ :=={v+d| f(v) < f(0°), ||d||ly, < p} fiir ein p > 0. Weiter seien die Folgen (o})i durch die
ARMIIO-Regel und (d*)y, durch [f80) erzeugt und die Folge (f(v*))y, welche sich mit Algorithmus
[£37] ergibt, sei nach unten beschrinkt. Dann gilt

lim f/(v*) = 0.

k—o0

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus den obigen Resultaten. o

Wir werden nun Korollar ERH verwenden, um die Anwendbarkeit des Gradientenverfahrens mit
ARM1IO-Schrittweitenregel auf das freie Minimierungsproblem E7H) zu untersuchen. Dazu sind
die Voraussetzungen des Korollars zu priifen. Natiirlich sind die Réume (V1)" als Dualrdume von
HiLBERT-R&umen selbst wieder HILBERT-Raume, sodass die Wahl der Abstiegsrichtung als negati-
ver Gradient moglich ist. Unter der auf Seite stehenden Voraussetzung B3 ist M5 mit Korollar
EETH(i), siche Seite [Tl stetig F-differenzierbar auf ganz HO_Ol/ >(T) > (Vp). Weiter gilt natiir-
lich M;s(+) > 0, sodass die Folge der Funktionswerte der durch das Gradientenverfahren erzeugten
Losungsfolge nach unten beschrinkt ist. Bleibt noch die gleichméflige Stetigkeit von M auf N§,
siehe letztes Korollar, zu priifen. Die Menge N§ = {g + d | Ms(g) < Ms(g°), ldll vy < p} ist
beschréinkt, da M;(g) > 0 und M;(g) — oo fiir [|g| v,y — oo gilt. Hinreichend fiir die gleichmé8i-
ge Stetigkeit von M) auf N[ ist also dieselbe auf einer hinreichend grofien abgeschlossenen Kugel

B,.(0) ¢ (V¢)', r > 0. Nun ist B,.(0) wegen der unendlichen Dimension nicht kompakt, sodass die
gleichméBige Stetigkeit von MY nicht unmittelbar aus der Stetigkeit von M auf B,.(0) folgt. Die
gleichméBige Stetigkeit von Hand nachzurechnen stellt sich ebenfalls als nichttrivial heraus. Jedoch
folgt aus der LipSCHITZ-Stetigkeit von M die gleichméBige Stetigkeit und fiir die Erstere ist die
F-Differenzierbarkeit von Myj in Verbindung mit der Beschranktheit der Ableitung hinreichend.
Diese Uberlegung fiithrt zu folgendem

Lemma 4.8.6. Die Teilgebiete ; C RN, i = 1,2, N < 3, sollen die Bedingungen aus Abschnitt
1) erfiillen. Weiter gelte Voraussetzung [£.4)
(1) Fir N <2 ist M} gleichmdpig stetig auf B,.(0) C H(;01/2(1"), 0<r<oo.
(i) Es sei N = 3 und die Teilgebiete erfillen zusdtzlich die Voraussetzung -4 Dann ist M
gleichmipig stetig auf B,(0) C (Vr) € {L*T),H ()}, 0<e< i 0<r<oo.
(i11) Die Voraussetzungen von (ii) seien erfillt und zusdtzlich gelte Voraussetzung[f.8 Dann bleibt
die Aussage von (ii) auch fir 0 <e < % erhalten.

129



F-differenzierbar fiir die angegebenen e-Bereiche. Aus der Beschranktheit der zweiten Ableitung auf
B.(0), 0 < r < oo, folgen mit den Uberlegungen direkt vor dem Lemma EERf die Behauptungen.
Bleibt noch die Beschréanktheit von M} auf B,(0), 0 < r < oo, zu priifen.

Zu (i-ii): Fiir beliebiges g € B,.(0) C (Vr)', 0 < r < oo, gilt fiir i = 1,2

i

I (s oy = Ch e @) oy
< G5 luil9) |
< G+ Cillglyzrre
< Ci+Cillgll vy
< Ci+Cir,

wobei Lemma EEZA auf Seite B4, der Spursatz [A2.8 Lemma auf Seite @I und die stetige

Einbettung (V1) H(;OU *(T') benutzt wurden und die Konstanten nicht von g abhéingen. Damit
haben wir mit C3 := Ci + C% und C5 := C} 4 C2 sofort

HTO(Q)HL?(F) < ‘yﬁfl(VIl‘(ul(g)))"L2(p) + "Kgl(VI%(UQ(g)))"Lz(F) < O3+ Cyr =: a(r)a

also die gleichméBige Beschranktheit von ||Yo(-)|[ 12y auf Br(0), 0 < r < co. Unter Benutzung
von

1) (i (ui9))) - S| oy < Col[ () O il @ oy (195 Pl a2y
im Fall N = 2, bzw.

155 O wi9))) - 87 1 gy < C 67 GO D | gy 155 Bl 2=y

im Fall N = 3, errechnen wir mit Satz [B331] bzw. und analogen Argumenten wie eben fiir
alle g € B,(0)

IT1(gs W)l L2 ry < CL(r) [1ll vy

wobei C; (r) eine Konstante bezeichnet, die nicht von g oder h abhéngt und im Zweidimensionalen
(V) = HO_Ol/ 2 (T") gewahlt ist. Auf die gleiche Weise sehen wir unter Benutzung von

||("€;1)”('71i“(“i(g))) : 5;11{3 : Sflh"L2(p) < C; H(’ifl)ll('YIl;(ui(g)))||H1/2(F)
187l g1z oy 155" Bl g2 oy

im zweidimensionalen Fall und
105 G Cunlo))) - S Sl ey < O 7Y i) gy
1S5 Kl e oy 1185 2l ey

im Dreidimensionalen auch, dass
129 B ) oy < Car) 1]y 1Ky (4.81)

mit Konstante Ca (r) gilt. Insgesamt liefert das mit @53) fiir alle g € B,.(0) € (V)" und alle
hk e (Vp)

| M5 (9)(, k) | < (8 +Ci(r)? + Co(r)Ca(r)) Il iy 1Kl vy

woraus die gleichméBige Beschranktheit von MY auf B, (0) folgt. Im Zweidimensionalen lassen

sich die obigen Uberlegungen fiir (Vp) = H(;Ol/ 2(1") durchfiithren, im Dreidimensionalen noch fiir
den im Lemma angegebenen e-Bereich (andernsfalls liegen die auftretenden punktweisen Produkte
nicht im L2(T') und die oben zu benutzenden Abschitzungen fiir die Produkte stehen nicht zur
Verfiigung).

Zu (iii): Die zweimal stetige F-Differenzierbarkeit folgt wieder aus Korollar EEG.TH(iii) auf Seite
[[T1 Die obigen Abschétzungen fiir Yo und T; bleiben fiir alle 0 < & < % giiltig, wie bereits mit

130



dem Beweis von Lemma EEGT0 auf Seite ersichtlich wird. Mit analogen Uberlegungen wie im
Beweis von Lemma ELG.TA(i) auf Seite [[T1] liefert die zusétzliche Voraussetzung und Korollar
68 siehe Seite A, in Verbindung mit dem auf LiPsCHITZ-Gebiete bzw. Teilrdnder derselben
iibertragenen Satz [A-LH dass die Abschitzung

(57 )" (i@ | g1 1y < Cs + G5 llgll gy < Cs + Cor,
gilt, woraus fiir 0 < e < % wegen

(53" (i (ua9)) - ST ST oy < C7 ([ (577 (i (@) | g1 1y
157 Rl g1 oy 157 All g2 )

auch die Abschitzung EXI) fiir Yo folgt. Die restliche Argumentation kénnen wir wortlich aus
dem Beweis zu (i-ii) iibertragen. O

Bemerkung 98. Fiir die Existenz der F-Ableitung von Mg ist nach Korollar EEGEIH(i) nur die
Voraussetzung notig. Alle zusétzlichen Voraussetzungen im letzten Lemma werden nur bend-
tigt, um die hinreichende Bedingung fiir die gleichméBige Stetigkeit von M sicherzustellen. Diese
hinreichende Bedingung ist jedoch nicht notwendig, sodass M) mdéglicherweise auch ohne diese Zu-
satzvoraussetzungen gleichméafig stetig ist. Speziell im dreidimensionalen Fall ware dies vorteilhaft,
da dann der e-Bereich fiir (V1) erweitert werden konnte.

Die Behauptungen des letzten Lemmas konnen moglicherweise auch unter schwicheren Voraus-
setzungen gezeigt werden. Dabei ist es wegen des nachfolgenden Lemmas sogar ausreichend, die
gleichméBige Stetigkeit nur auf einer dichten Teilmenge nachzuweisen.

Lemma 4.8.7. Es seien (X, ||||y), Y, |-lly) und (Z,]-]| ;) BANACH-RdGume und die stetige und
dichte FEinbettung X <— Y gelte. Weiter sei F' 'Y — Z stetig und fir 0 < R < oo sei
F:Br(0)N(X,|Illy) = Z gleichmdfig stetig. Dann ist auch F' : B,(0)NY — Z,0 < r < R,
gleichmapig stetig.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von F' : Br(0) N (X, |-|ly) — Z
existiert dann ein 6, > 0 mit ||F(zo) — F(y0)|l, < € fiir alle z9,y0 € Bgr(0) N (X, |||ly) mit
lzo — yolly < dg. Wir setzen & := %9 und wiihlen beliebige z,y € B,(0) NY mit ||z — y|, < . Da
F Y — Z stetig ist, existieren zo,yo € Y mit ||F(z) — F(zo)||, < € bzw. [[F(y) — F(yo)ll; < ¢
und ||z — xo|ly < bzw. ||y — yolly < 0. Offenbar gilt

lwo = yolly < llzo — zlly + llyo — ylly + llz = ylly <35 =45,
und folglich ||F(zo) — F(yo)||,, < €. Insgesamt haben wir

1F(x) = F(y)ll; < |[F(z) = Fxo)ll + [1F(y) = Fyo)ll z + 1F(z0) — Fyo)ll < 3e,

also die gleichméBige Stetigkeit, da x,y € B,.(0) NY beliebig waren. O

Mit dem vorletzten Lemma kénnen wir nun das Gradientenverfahren auf das freie Minimierungs-
problem ([ETH) anwenden und erhalten

Korollar 4.8.8. Die Teilgebiete Q; C RY, i =1,2, N < 3, sollen die Bedingungen aus Abschnitt
1] erfiillen. Weiter gelte Voraussetzung [ Fiir N < 2 sei (V) € {L*(T"), H¢(T), HO_Ol/Q(F)},
0 <e< i ImPFal N =3 gelte zusitzlich die Voraussetzung [ und (V¢)' € {L*(T'), H—=(T")},
0 < e < 7, wobei in Verbindung mit Voraussetzung [{.8 der e-Bereich auf 0 < ¢ < % ausgedehnt
werden kann.

Dann konvergiert das Gradientenverfahren fir das freie Minimierungsproblem [{79), wobei die
Schrittweiten mit der ARMIIO-Regel zu erzeugen sind, gegen einen stationdren Punkt g* € (Vp)l
von .

Sei g° € (Vr)' eine optimale Losung von @), die kein Hiufungspunkt der Losungsmenge von
{70) ist. Wenn der Startwert go € (Vr)' hinreichend nah an g° liegt, dann gilt g* = g°.
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Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Korollar EE3 und den Uberlegungen vor Lemma
ERB sowie Lemma EEEH selbst. Die zweite Behauptung folgt, da g° lokal die einzige Lésung von

ETT) ist. O

Bemerkung 99. (i) Unter den (starken) Voraussetzungen des Korollars LTI auf Seite [34] im
niichsten Abschnitt kénnen wir sichern, dass §° aus dem letzten Korollar lokal die einzige Losung
von (EETH) ist. Dann ist §° natiirlich auch kein Haufungspunkt der Lésungsmenge von [@Z7H).

(ii) Das Gradientenverfahren ist bereits auf das freie Minimierungsproblem EH) anwendbar,
wenn wir, neben den Voraussetzungen an die Gebiete aus Abschnitt EETl nur Voraussetzung
fordern. Alle zuséatzlichen Voraussetzungen des obigen Korollars dienen nur dazu, die Konvergenz
des Gradientenverfahrens gegen einen stationdren Punkt der verallgemeinerten EULER-Gleichung

(ETE) zu sichern.

(iii) Es ist natiirlich auch moglich andere Abstiegsverfahren als das Gradientenverfahren auf das
freie Minimierungsproblem (ZH) anzuwenden. Wenn dabei die Voraussetzungen und EET3
erfiillt sind, dann folgt die Konvergenz der Abstiegsverfahren unter Voraussetzung EE3, welche
wegen Korollar EEG.TH(i), siehe Seite [Tl die F-Differenzierbarkeit von My sichert, aus dem Satz
EZT

Wir wollen noch feststellen, dass die global konvergenten Abstiegsverfahren im Allgemeinen sehr
ineffizient sind, d.h sehr langsam konvergieren. Aus diesem Grund werden sie in praktischen An-
wendungen mit lokal schnell konvergenten Verfahren, wie beispielsweise dem NEWTON-Verfahren,
gekoppelt. Dazu werden mit dem lokal schnell konvergenten Verfahren einige Testschritte berech-
net. Falls die Testschritte zuléssig sind, werden sie durchgefiihrt. Andernfalls verwenden wir das
global langsam konvergente Verfahren, z.B. ein Abstiegsverfahren, um der Losung néher zu kom-
men, um nach einigen Schritten wieder das lokal schnell konvergente Verfahren zu testen.

4.8.3 Newton-Verfahren

Der Nachteil der im letzten Abschnitt betrachteten Abstiegsverfahren war die geringe Konvergenz-
geschwindigkeit. Hier wollen wir deshalb untersuchen, inwieweit sich das NEWTON-Verfahren, das
unter gewissen Voraussetzungen hohe Konvergenzgeschwindigkeiten aufweist, zur Losung des freien
Minimierungsproblems [38) bzw. 7H) verwenden lasst. Der Nachteil des NEWTON-Verfahrens
ist, dass wir Konvergenz nur lokal sichern konnen, d.h. dass der Startwert des Verfahrens hinrei-
chend nah an der Losung liegen muss.

Zunéchst wiederholen wir die Grundgedanken des verallgemeinerten NEWTON-Verfahrens, siehe
z.B. [KWST73] oder [Deul] fir eine umfassende Behandlung, und zitieren wichtige Sétze. Wir
halten uns nachfolgend an [HPUUNY, Chapter 2.4] und betrachten die Operatorgleichung

G(z) =0, (4.82)

wobei G : X — Y einen nichtlinearen Operator bezeichnet und X und ¥ BANACH-R&ume sind.
Wir formulieren den

Algorithmus 4.8.2 (verallgemeinertes NEWTON-Verfahren).

0. Wihle einen Initialwert 2° € X, welcher hinreichend nahe an der Losung Z von [LR2) liegt.
Fir k=0,1,2,...

Falls G(z*) = 0, STOPP.

Waihle einen invertierbaren Operator Ay € £(X,Y).

Bestimme d* € X durch Losen von ApdF = —G(a%).

Setze kTl := 2k 4+ d*.

Ll

Wir betrachten die durch den Algorithmus erzeugte Folge (2*); in einer Umgebung der Losung
7 € X von [EXD), d.h. G(T) = 0. Fiir den Abstand e* := 2¥ — 7 zur Losung gilt

Apeftl = Ap (2P —F) = Ap(a® + d¥ — T) = Ape® — G(2) = G(T) + Ape® — G ().

Folglich erhalten wir, dass
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e (2¥); genau dann g-linear mit Rate v € (0,1) gegen T konvergiert, wenn
|41 (G@ +€*) — G(@) — Are®) || <vle"]| (4.83)

fiir alle £ mit HekH + hinreichend klein gilt. Die Abschétzung ist gleichmafig in k gemeint,

d.h. es existiert ein §, > 0, sodass @ZJ) fiir alle k& mit HekHX < 64 gilt.
e (2%); genau dann g-superlinear gegen T konvergiert, wenn
HA,;l (G(E—i—ek)—G(E)—Akek)HX zo(HekHX) fiir HekHX —0 (4.84)

gilt. Dabei ist o(||e¥|| ) gleichméBig in k zu verstehen, d.h. fiir alle n € (0,1) existiert ein
0, > 0, sodass
|4 (G@ + ") = G@) = Are®) [ < mllef]l

fiir alle k mit [|e*|| . < 6, gilt.

k
[
e (2%); genau dann mit g-Ordnung 1+ « > 1 gegen T konvergiert, wenn

147" (G@E + €") — G@) — Ape®) || = O(||e¥||x ) fiir  [[e¥]|, — 0 (4.85)

gilt, wobei die Abschétzung, wie im letzten Punkt, wieder gleichméBig in & zu verstehen ist.

Die Kleinheitsbedingung fiir
|4 (G@+e") — GE) — Awe®)]|

wird haufig zweigeteilt und zwar in die Regularitatsbedingung

A4 M pyxy SC VE=0 (4.86)
und die Approximationsbedingung
H(G(fnLek)—G(E)fAkek)HY zo(HekHX) fir ||ek||X -0 (4.87)
bzw. e
H(G(fnLek)—G(E)fAkek)HY :O(HekHX ) fir HekHX — 0. (4.88)

In Bezug auf die lokale Konvergenz des verallgemeinerten NEWTON-Verfahrens und deren Ordnung
gilt der folgende Satz, dessen Beweis wir z.B. in [HPUU(NY, Theorem 2.9] finden.

Satz 4.8.9. Sei T € X Losung der Operatorgleichung [{-83) und sei (x*)y, eine durch das verall-
gemeinerte NEWTON- Verfahren, siehe Algorithmus[{.83, erzeugte Folge. Dann gilt:

(i) Falls 2° hinreichend nah an T liegt und [-83) gilt, dann konvergiert (z*)) g-linear mit Rate
Y gegen T.
(ii) Falls 2° hinreichend nah an T liegt und {-34) (bzw. [{30) und {-34)) gilt, dann konvergiert
(%)), g-superlinear gegen T.
(iii) Falls 2° hinreichend nah an T liegt und [{-39) (bzw. [50) und [{38)) gilt, dann konvergiert
(%1, g-superlinear mit Ordnung 1 + o gegen T.

Betrachten wir nun den Spezialfall des klassischen NEWTON-Verfahrens. Dazu nehmen wir an, dass
G stetig F-differenzierbar ist und wihlen Aj := G’(2%). Die obige Regularititsbedingung lautet
dann )

H(G'(:Ek))_ H <C VYk=>o0.

L(Y,X)

Mit dem Lemma von BANACH ist dies gleichbedeutend mit der Stetigkeit von G’ im Lésungspunkt
T und der stetigen Invertierbarkeit von G'(Z) € L£(X,Y). Letzteres ist mit dem Satz von der
stetigen Inversen dquivalent zur Bijektivitat von G'(T) € L (X,Y).

Wir rechnen leicht nach, dass die F-Differenzierbarkeit von G in T in Verbindung mit der Stetigkeit
von G’ die Approximationsbedingung [EXT) impliziert. Falls G’ zudem HOLDER-stetig mit Ordnung
« ist, dann ist sogar XY erfillt. Wie in [HPUUQOI, Corollary 2.1] erhalten wir das
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Korollar 4.8.10. Sei G : X — Y ein stetig F-differenzierbar Operator zwischen den BANACH-
Riaumen X,Y und sei G'(T) stetig invertierbar am Lésungspunkt T von [.83). Dann konvergiert
das klassische NEWTON-Verfahren, d.h. Algorithmus [[z5-4 mit Ay = G'(a*) fir alle k, lokal ¢-
superlinear. Wenn G’ in der Nihe von T zusdtzlich HOLDER-stetig mit Ordnung o ist, dann ist die
Konvergenzordnung 1 + a.

Wir wollen dieses Korollar verwenden, um die Konvergenz des klassischen NEWTON-Verfahrens fiir
die verallgemeinerte EULER-Gleichung (EE7H), zumindest fiir hinreichend kleine 6 > 0, zu zeigen.
Dazu konnen wir die Ergebnisse des letzten Abschnittes iiber die eindeutige Losbarkeit des gestor-
ten Optimierungsproblems verwenden. Dort wurden Bedingungen hergeleitet, unter denen Mg (g)
stetig invertierbar ist. Mit dem Satz EER auf Seite @9 folgt damit fiir hinreichend kleine § > 0
aber auch die stetige Invertierbarkeit von M¥(g°%).

Korollar 4.8.11. FEs seien die Voraussetzungen von Korollar 70| auf Seite IZ1 erfillt.

Dann konvergiert das klassische NEWTON-Verfahren, d.h. Algorithmus[-8-4 mit Ay = MY (z*) fiir
alle k, lokal g-superlinear gegen eine Losung g° € (Vp)/ von [£.70), sofern § > 0 hinreichend klein
und Vi wie folgt gewdhlt ist. Im Zweidimensionalen ist der allgemeinste Fall (Vp)' = HOBUQ(F) er-
laubt. Im dreidimensionalen Fall gilt die Einschrinkung (Vi)' € {L*(T), H=¢(I)}, 0 < £ < %, wobei
der e-Bereich unter Voraussetzung[f.§ auf 0 < € < % erweitert werden kann.

Gilt zusdtzlich die Voraussetzung [[.3, so ist die Konvergenz quadratisch, wobei im Zweidimensio-
nalen wieder (Vr) = H&jl/Q(F) gilt und im dreidimensionalen Fall der e-Bereich auf 0 < € < &
bzw. in Verbindung mit Voraussetzung -9 nur auf 0 < ¢ < % etnzuschranken ist.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Korollar EERT0 Korollar EE7.8 auf Seite [ZI], siehe auch
dessen Beweis, und den Uberlegungen unmittelbar vor dem Korollar. Zur quadratischen Konvergenz
beachten wir, dass unter den zusétzlichen Voraussetzungen mit Korollar EEG.TH auf Seite [Tl die
dreimalige F-Differenzierbarkeit von M, folgt und die Beschréanktheit von MY’ auf einer Kugel mit
analogen Argumenten, wie im Beweis von Lemma B0 nachgewiesen werden kann, was zusammen
hinreichend fiir die L1PSCHITZ-Stetigkeit (bzw. HOLDER-Stetigkeit mit Ordnung o = 1) von M4
auf der besagten Kugel ist. O

Wir weisen darauf hin, dass die im letzten Korollar gemachten Voraussetzungen, insbesondere die
durch Korollar EE78 auf Seite 2] implizit eingebundenen, sehr stark sind. Speziell sei dabei an
ED) erinnert. In diesem Zusammenhang sei auch auf die Lemmata EE7Z8 bis EECTT, Seite 23K,
verwiesen, die hinreichende Bedingungen fiir [70) liefern.

Statt des klassischen NEWTON-Verfahrens konnen auch andere verallgemeinerte NEWTON-
Verfahren verwendet werden, z.B. das vereinfachte NEWTON-Verfahren (A4, = Mj(z°)) oder
das NEwTON-iihnliche Verfahren (A ~ M/j(z¥)). Fiir eine Einfiihrung in diese Verfahren sie-
he [KWST73|, [KATR] oder [Den04]. Méglicherweise lésst sich die Konvergenz dieser modifizierten
Verfahren unter schwécheren Voraussetzungen als denen fiir das klassische NEWTON-Verfahren
zeigen. Selbst auf Gleichungen mit nichtglatten Operatoren kann dass NEWTON-Verfahren verall-
gemeinert werden. Wir sprechen dann von halbglatten NEWTON-Verfahren, siehe z.B. [HPUUQOY,
Chapter 2.5] fiir eine Einfithrung. Wir erinnern daran, dass die F-Differenzierbarkeit von Mj nur
durch zusétzliche Voraussetzungen an die Glattheit der Nichtlinearitéiten gesichert werden konnte,
ganz zu schweigen von der im Dreidimensionalen notigen Einschrankung des e-Bereichs. Durch
Verwenden von halbglatten NEWTON-Verfahren kénnte moglicherweise auf einige dieser Zusatz-
voraussetzungen verzichtet werden. Eine genauere Untersuchung wird hier nicht durchgefiihrt.

Im Zusammenhang mit verallgemeinerten NEWTON-Verfahren wollen wir noch einige Anmerkun-
gen zu dem speziellen Fall § = 0 machen. Statt das klassische NEWTON-Verfahren auf die ver-
allgemeinerte Eulergleichung [ETH) anzuwenden, konnten wir es auch direkt benutzen, um die
Nullstellenaufgabe [ET7) zu 16sen. Sicherlich kénnen wir das klassische NEWTON-Verfahren auf
(ETD) anwenden, aber die Konvergenz liasst sich nicht mit klassischen Methoden sicherstellen, da
an der Losungsstelle § € (Vr)' neben @A) auch EZH) gilt, also eine doppelte Nullstelle vor-
liegt. Somit ist M{(g) nicht invertierbar, die Regularititsbedingung [RM) ist also verletzt. Als
Alternativen bleiben die oben genannten modifizierten Verfahren. Hierauf wird aber nicht weiter
eingegangen.
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4.9 Ausblick auf weitere Losungsansatze und Losungsverfahren

Wir gehen in diesem Abschnitt kurz auf andere Losungsansitze und Verfahren zur Losung der
quasilinearen Modellproblems @) ein.

4.9.1 Ein verallgemeinerter optimierungsbasierter Ansatz

Wir wollen den Ansatz aus [DGO0] fir lineare Probleme auf das quasilineare Modellproblem mit
springenden Nichtlinearitdten iibertragen. Dazu betrachten wir ein leicht abgeéndertes restrin-
giertes Minimierungsproblem, indem wir das nicht regularisierte Zielfunktional E29) durch das
Funktional

s, z,9) = 5 [l k(s (9))) — 3 (w205 (4.39)

ersetzen. Die Notation ist dabei wie in Abschnitt gewahlt. X bezeichnet hierbei einen geeig-
neten HILBERT-Raum. Der Unterschied zu @2Z9) besteht darin, dass der Abstand der riicktrans-
formierten Spuren in der Norm des Raumes X gemessen wird. Die Wahl X = L?(T") liefert wieder
(EZ39). Da die Spuren aber mindestens im HééQ(F) liegen, ist auch die Wahl X = HééQ(F) sinnvoll.
Fiir entspechend reguléarere Probleme ist auch die Wahl X = Holfg(l") moglich.

Wir kénnen analog zu Abschnitt und den dort nachfolgenden Abschnitten vorgehen und ein
[E3]) entsprechendes freies Minimierungsproblem herleiten. Wenn die Norm in X stérker als die
Norm in L?(T) ist, dann ist zu erwarten, dass fiir die Sinnhaftigkeit der F-Ableitungen von M
weitere Einschrénkungen an den e-Bereich zu machen sind, siehe Abschnitt E63 Umgekehrt wiirde
die Wahl eines Raumes X mit einer sehr schwachen Norm die Problemklasse aber moglicherweise
weniger einschrianken. Dabei wére allerdings zu priifen, ob die Norm noch stark genug ist, um das
Ausgangsproblem zu 16sen. Genauer soll auf diese Idee hier nicht eingegangen werden.

4.9.2 Weitere Losungsansatze

Weiterhin kénnen zur Losung des quasilinearen Transmissionsproblems mit springenden Nichtli-
nearitdten (EH) oder des transformierten Transmissionsproblems [EE2A) formal auch Gebietszer-
legungsmethoden, welche nicht auf Optimierungansatzen beruhen, benutzt werden. Zufriedenstel-
lende Konvergenzresultate, zumindest vom analytischen Standpunkt aus, sind dem Autor fiir die-
se Methoden nicht bekannt. In diesem Zusammenhang sei an die in Abschnitt EE4 dargestellten
Probleme bei der Anwendung der verallgemeinerten SCHWARZschen Methode aus den Kapiteln
und Bl auf das quasilineare Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearitdten erinnert. In
IBKSO7) bzw. [Ber(d, Chapter 3.3] wurde beispielsweise eine DIRICHLET-NEUMANN-Methode zur
Losung des transformierten Transmissionsproblems verwendet, wobei analytische Konvergenzre-
sultate allerdings nur im eindimensionalen Fall erzielt werden konnten. Um die Konvergenz der
DIRICHLET-NEUMANN-Methode fiir hherdimensionale Probleme zu sichern, ist in den zitierten
Arbeiten zusatzlich eine Monotoniebedingung notig, welche fiir das hier betrachtete Modellpro-
blem im Allgemeinen nicht verfiigbar ist.

4.9.3 Weitere Losungsverfahren fiir die Minimierungsprobleme

Schon um die Konvergenz des Abstiegsverfahrens zur Losung des freien Minimierungsproblems
[E3]) sicherstellen zu konnen, waren speziell im dreidimensionalen Fall einschrinkende Voraus-
setzungen notig. Diese Voraussetzungen wurden hauptsachlich benétigt, um die Ableitungen des
Funktionals M in den Griff zu bekommen. In diesem Zusammenhang wére es sinnvoll, ableitungs-
freie Verfahren zur Losung des Minimierungsproblems ([38) zu untersuchen.

Statt uns auf das freie Minimierungsproblem #38) einzuschrénken, wie in den letzten Abschnit-
ten geschehen, konnen wir auch Verfahren zur Losung des restringierten Minimierungsproblems
[E33) betrachten. In diesem Zusammenhang seien beispielsweise die projizierte Gradientenmetho-
de, siehe z.B. [HPUUNY, Chapter 2.2.2], oder die LAGRANGE-NEWTON-Methode der sequentiellen
quadratischen Programmierung, siehe z.B. [HPUUN9, Chapter 2.6.1], erwéhnt. Ersteres stellt da-
bei ein global konvergentes und letzteres ein lokal konvergentes Verfahren dar. In Verbindung mit
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der projizierten Gradientenmethode erinnern wir daran, dass die zuldssige Menge F,4 nach [E30)
konvex ist.

4.10 Zusammenfassung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde ein nichtmonotones quasilineares Modellproblem mit
springenden Nichtlinearitaten eingefithrt. Dabei wurden die Differentialoperatoren und die geome-
trischen Voraussetzungen an die Gebiete festgelegt, wobei lediglich gefordert wurde, dass das Lip-
SCHITZ-Gesamtgebiet () eine Zerlegung in zwei LIPSCHITZ-Teilgebiete 21 und Q9 mit jeweils echtem
AuBenrand und gemeinsamen Rand I' zulasse. Zudem wurde eine schwache Formulierung des Mo-
dellproblems angegeben. Die eindeutige schwache Losbarkeit des Modellproblems wurde als Vor-
aussetzung formuliert. Weiterhin wurde ein nichtmonotones quasilineares Transmissionsproblem
mit springenden Nichtlinearitdten auf den Teilgebieten hergeleitet. Auch dieses Transmissionspro-
blem wurde variationell formuliert. Die eindeutige schwache Losbarkeit des Transmissionsproblems
ergab sich als direkte Folgerung der eindeutigen schwachen Losbarkeit des Modellproblems und
der Aquivalenz der schwachen Formulierungen der beiden Probleme, die ebenfalls gezeigt wurde.

Im zweiten Abschnitt, der eine sinngeméfle Rekapitulation der Ergebnisse aus [Ber(Id, Section 1.5.4]
darstellt, wurde die KIRCHHOFF-Transformation, sowohl als reelle Funktion als auch als Abbildung
zwischen Funktionenrdumen eingefithrt. Dabei wurde die KIRCHHOFF-Transformation als Kom-
positionsoperator zwischen geeigneten Funktionenrdumen iiber LIPSCHITZ-Gebieten 2 und iiber
Teilréndern I' von Gebieten aufgefasst. Es stellte sich heraus, dass diese, unter strikten Positivi-
tétsforderungen an den Kern der Transformation, LIPSCHITZ-stetig und beschréinkt im L?(Q) bzw.
L?(T') agiert und eine LIPSCHITZ-stetige beschriinkte Inverse besitzt. Zudem konnte gezeigt werden,
dass die KIRCHHOFF-Transformation den SOBOLEV-Raum H!(2) stetig und beschrinkt in sich ab-
bildet und unter der obigen strikten Positivitatsforderung eine ebenfalls stetige beschrankte Inverse
hat. Fiir H!(Q)-Funktionen wurde auerdem gezeigt, dass der Spuroperator auf Teilrindern und
der Kompositionsoperator der KIRCHHOFF-Transformation kommutieren. Mit dieser Eigenschaft
konnte dann nachgewiesen werden, dass unter der Transformation ebenso die Spurriume H?'/2(T')
und Holo/ ? (T') stetig und beschrénkt in sich abgebildet werden und eine stetige beschrénkte Inverse
existiert, falls die Kerne strikt positiv sind.

Im dritten Abschnitt wurde die KIRCHHOFF-Transformation benutzt, um das nichtmonotone qua-
silineare Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearitdten in ein springendes Transmissi-
onsproblem zu iiberfithren. Dieses ist auf den Teilgebieten €2;, ¢ = 1,2 linear und weist zudem eine
sehr einfache Gestalt auf. Die Nichtlinearitiat des Ausgangsproblems ging durch die Transformation
nicht verloren, denn sie findet sich in den Transmissionsbedingungen des springenden Transmissi-
onsproblems wieder. Des Weiteren wurde das springende Transmissionsproblem schwach formuliert
und seine Aquivalenz zum nichtmonotonen quasilinearen Transmissionsproblem mit springenden
Nichtlinearitaten nachgewiesen. Damit ergab sich die eindeutige Losbarkeit des springenden Trans-
missionsproblem aus der des nichtmonotonen Transmissionsproblems.

Der vierte Abschnitt dieses Kapitels diente dazu, die Probleme aufzuzeigen, die sich bei der Anwen-
dung der verallgemeinerten nichtiiberlappenden SCHWARZsche Methode fiir quasilineare Probleme
aus Kapitel Blauf das nichtmonotone quasilineare Modellproblem mit springenden Nichtlinearitdten
ergeben. Dabei stellte sich heraus, dass das Zusammentreffen von Nichtmonotonie und Spriingen
in den Nichtlinearitdten die erfolgreiche Anwendung der verallgemeinerten SCHWARZschen Metho-
de verhindern. Auch das springende Transmissionsproblem lies sich nicht mit einer modifizierten
verallgemeinerten SCHWARZschen Methode fiir lineare Probleme behandeln.

Da die verallgemeinerte SCHWARZsche Methode nicht auf nichtmonotone quasilineare Probleme
mit springenden Nichtlinearitdten angewendet werden konnte, wurde im fiinften Abschnitt ein
optimierungsbasierter Ansatz zur Losung des Problems gewahlt. Dabei wurden die Ideen fiir linea-
re Probleme aus [GPK99] verallgemeinert. Zundchst wurden Hilfsprobleme, die partiell mit den
Teilproblemen des springenden Transmissionsproblems tibereinstimmen, formuliert und deren ein-
deutige Losbarkeit gezeigt. Anschliefend wurde ein restringiertes Minimierungsproblem eingefiihrt,
in dessen Nebenbedingungen die Hilfsprobleme eingehen. Das Zielfunktional des Minimierungspro-
blems misst dabei den Abstand der DIRICHLET-Daten des Transmissionsproblems. Dann wurde
gezeigt, dass die eindeutige global optimale Losung des Minimierungsproblems, deren Existenz be-
wiesen wurde, auch dem springenden Transmissionsproblem geniigt und umgekehrt. Im néchsten
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Schritt wurde das Zielfunktional mit einem parameterabhingigen Regularisierungsterm versehen,
der sich fiir lineare Probleme als niitzlich erwiesen hat. Wenn dabei der Parameter verschwindet,
dann stimmt das regularisierte Funktional wieder mit dem Ausgangsfunktional {iberein. Fiir die
so entstandenen regularisierten Minimierungsprobleme konnte gezeigt werden, dass diese (nicht
notwendig eindeutige) lokal optimale Losungen besitzen, welche fiir kleiner werdende Parameter
schwach in H' gegen die Losung des urspriinglichen restringierten Optimierungsproblems konver-
gieren. Weiterhin konnte das parameterabhéngige regularisierte restringierte Minimierungsproblem
dquivalent in ein parameterabhéngiges freies Minimierungsproblem umgeformt werden. Die not-
wendige Optimalitdtsbedingung fiir lokale Extrema wurde anschlieend benutzt, um mit Hilfe des
impliziten Funktionentheorems einen Satz zu formulieren, der die Eindeutigkeit der Losung der
freien Minimierungsprobleme, zumindest fiir kleine Parameter, sichert. Die Voraussetzungen dieses
Satzes wurden in den folgenden beiden Abschnitten nachvollzogen.

Im sechsten Abschnitt wurde dazu untersucht, wann das Zielfunktional My des parameterabhén-
gigen freien Optimierungsproblems FRECHET-differenzierbar ist. Dazu war es zunicht notwendig,
einige Resultate in Verbindung mit punktweisen Produkten, speziell auch in Funktionenrdumen
iiber Teilrandern, zu erlangen. Weiterhin mussten Kompositionsoperatoren in Rdumen héherer
Glattheit untersucht werden. Mit diesen Vorbereitungen konnte, unter verschiedenen Vorausset-
zungen, insbesondere an die Glattheit der Nichtlinearitaten, anschlieend die Wohldefiniertheit der
Ableitungen und schlielich auch die F-Differenzierbarkeit gezeigt werden.

Neben der F-Differenzierbarkeit des Zielfunktionals M; war die zweite Voraussetzung des Satzes
aus dem fiinften Abschnitt, der die Eindeutigkeit der Losungen der regularisierten Minimierungs-
probleme sicherte, die stetige Invertierbarkeit des Operators M (g), wobei g die eindeutige Losung
des nicht regularisierten freien Minimierungsproblems bezeichnet. Wann diese Voraussetzung erfiillt
werden kann, wurde im siebten Abschnitt dieses Kapitels untersucht. Die stetige Invertierbarkeit
dieses Operators wurde zunéchst auf die eines besser zu handhabenden linearen setigen Operators
A reduziert. Anschlieend wurde eine Klasse vereinfachter Operatoren Ay eingefiihrt, von denen die
stetige Invertierbarkeit gezeigt werden konnte. Danach wurde gesichert, dass der Operator A die
gleichen Abbildungseigenschaften wie die vereinfachten Operatoren hat. Im letzten Schritt konnte
das Storlemma fiir lineare Operatoren verwendet werden, um die stetige Invertierbarkeit von A zu
zeigen, sofern dieser in der Nahe eines vereinfachten Operators liegt. Um diese Resultate erzielen
zu kénnen, mussten mehrere Voraussetzungen gemacht werden. Als sehr einschrénkend erwies sich
die Vorraussetzung, die sichert, dass A in der Nachbarschaft eines vereinfachten Operators liegt.
Diese besagt namlich, dass die Spuren der Loésung des Ausgangsproblems nicht zu weit von ei-
ner Klasse fest vorgegebener Funktionen, in die die Nichtlinearitdten mit eingehen, entfernt sind.
Weiterhin waren auch zuséatzliche, von der Dimension abhangige, Regularitatsforderungen an die
Losung des Modellproblems notwendig. Speziell im Dreidimensionalen machte sich dies bemerkbar,
da die Losungen der Teilprobleme dann in H3/2+7(Q;), 7 > 0, i = 1,2, liegen mussten.

Im achten Abschnitt wurden Lésungsverfahren fiir das freie Optimierungsproblem angegeben. Zu-
néchst wurde darauf hingewiesen, dass die Ableitungen, welche von den Lésungsverfahren benutzt
werden, effizient berechnet werden koénnen. AnschlieBend wurden Abstiegsverfahren und deren
Eigenschaften rekapituliert. Dann wurde gezeigt, dass das Verfahren des steilsten Abstiegs zur
Losung des freien Optimierungsproblems angewendet werden kann, wobei die Konvergenz unter
relativ geringen Voraussetzungen gesichert wurde. Um lokal hohere Konvergenzgeschwindigkeit
zu erzielen, wurde die Anwendbarkeit des NEWTON-Verfahrens untersucht. Unter den im letzten
Abschnitt erwdhnten (starken) Voraussetzungen, die die eindeutige Losbarkeit des Optimierungs-
problems sichern, konnte die Konvergenz des NEWTON-Verfahrens gezeigt werden. Unter weiteren
Glattheitsvoraussetzungen an die Nichtlinearitéten ist die Konvergenz zudem quadratisch.

Im neunten Abschnitt wurde ein Ausblick auf weitere Losungsansétze und Losungsverfahren gege-
ben.
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A Grundlagen

A.1 Dualraume, Bilinearformen und der Satz von Lax-Milgram

A.1.1 Dualrdaume

Wir halten uns an die Darstellungen in [Hac96, Section 6.3]. X sei ein normierter Vektorraum iiber
R. Als Dualraum (X)" bezeichnen wir den Raum der beschriinkten, linearen Abbildungen von X
in R:

(X) :=L(X,R).

(X)' ist ein BANACH-Raum mit der Dualnorm

' (x
o/l ey = sup 22 (A1)

S .
28 Tall

Die Elemente von (X)' heiBen lineare Funktionale auf X. Statt a2’(x) schreiben wir auch
(@', @) xy«x und bezeichnen (-,-) ., y als Dualform oder Dualititsprodukt auf (X) x X. Fiir
einen BANACH-Raum X, der dicht und stetig in den BANACH-Raum Y eingebettet ist, ist (V)’
stetig in (X)" eingebettet.

Mit den normierten Rdumen X, Y und T € £ (X,Y) erhalten wir durch
<y/7T:E>(Y)’><Y = <x/7x>(X)/><X Vee X

fiir jedes ¢’ € (Y)" ein eindeutiges 2’ € (X)'. Die lineare Abbildung 3’ — 2’ definiert den Dual-
operator bzw. adjungierten Operator T' : (Y)" — (X)' mit Ty’ = 2/. Es gilt T" € £ ((Y)', (X))
und

1Tl vy oy = 1Tl eex vy

Fir HILBERT-Raume X haben wir den

Satz A.1.1 (Darstellungssatz von Riesz). X sei HILBERT-Raum und f ein Element von (X) .
Dann exisitert genau ein yy € X, sodass

f@) = (@,yr)x Vo e X und [|fllxy = llusllx -

Im Folgenden sei X weiterhin ein HILBERT-Raum. Dann existiert eine eineindeutige Zuord-
nung Jx € L(X, (X)/) mit Jxy = fy,Jx'f = ys, die die Norm erhilt: |Ix Nl eex,xyy =
5! lz((x),x) = 1. Jx heiBt RiEsz-Isomorphismus. (X)' ist ebenfalls ein HILBERT-Raum mit dem
Skalarprodukt (z',y') x) = (J'a, J)_(ly’)X und die Dualnorm [|2/[| ), aus ([(AJ)) stimmt mit der
durch das Skalarprodukt induzierten Norm iiberein. X wird mit ((X )/)/ vermittels z(z') := /()
identifiziert. Damit gilt Jixy = Jy', Jx =Jk, T" =T fir T € L(X,Y), wenn Y = ((v)")" eben-
falls ein HILBERT-Raum ist. Des Weitern kénnen wir X und (X)" identifizieren: X = (X)", Jx = I,
wobei I die Identitat bezeichnet.

Seien X,Y HILBERT-Riume und 7' € £(X,Y). Die durch T* := J'T"Jy € L (Y, X) definierte
Abbildung heif3t der zu T adjungierte Operator oder besser HILBERT-Raum adjungierte Operator
und es gilt (T'z,y)y = (z,T*y)x firallex € X,y € Y und |7 zx,v) = T 2v,x)- T € L(X, X)
heiflt selbstadjungiert, wenn T = T gilt.
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Seien V C U HILBERT-Réume mit stetiger dichter Einbettung. Dann ist (U)" stetig und dicht in
(V) eingebettet. Damit erhalten wir den sogenannten GELFAND-Dreier

VcUc (V).

In einem GELFAND-Dreier sind auch V und U stetig und dicht in (V)" eingebettet.

Das Skalarprodukt (y, z),; kann wegen U = (U) auch in der Form y(z) = (y, ) 17y < geschrieben
werden. Ist z € V, so gilt auch y(z) = (y, ) 1/ - Also gilt (y,2); = (y, @)y flirallez €V,

y € U C (V). Mit der dichten und stetigen Einbettung U C (V)" sehen wir, dass die Dualform
(") (vy xv als stetige Fortsetzung des Skalarprodukts (-, ), auf (V) x V angesehen werden kann.

Im Zusammenhang mit SOBOLEV-Réume wihlen wir stets U := L?(2), sodass die Einbettungen
fiir s > 0 wie folgt lauten:

H$(Q) c L2(Q) C (H3(Q))  und  H*(Q) C L*(Q) C (H*(Q))".

Wir beweisen noch ein

Lemma A.1.2. Sei V. C U C (V) ein GELFAND-Dreier und bezeichne J € L (V,(V)') den
RiESz-Isomorphismus. Fiir beliebiges A € (V) gilt fiir alle v € V' die Abschitzung

<)"U>(V)’><V < H)‘H(V)’ [vlly -

Weiter gilt auch HJﬁl)\HU = [|All vy -

Beweis. Natiirlich ist die Abschiitzung ‘ (A ) (V),XV‘ < [ My llolly trivial. Die Beschréinktheit

bzgl. der Norm ||-||;, mit gleichbleibender Beschranktheitskonstante erhalten wir unter Beachtung
von z < | x| mit

Ao ysv = TITXN0) gy = (TTIA0) < [ITTIN0) | < [T olly < Iy ol

wobei fiir die letzte Ungleichung

177" Ml < 177" My < 177 Ny

und HJ -1 H = 1 benutzt wurde. Die zweite Behauptung folgt unter Benutzung der eben bewiesenen
Aussage aus

H)\H /= sup ’(}\,U> ’ ’ S sup J—l)\ H'UH S J_l)\ S H)\H N
Y el TV ol <oy < 1775 Al el < 117755l ™)

Wir tibernehmen aus [HS9T, Korollar 6.7] den wichtigen

Satz A.1.3 (Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH). Sei X ein normierter Raum und U ein Un-
tervektorraum. Zu jedem stetigen linearen Funktionalu' : U — R existiert dann ein stetiges lineares
Funktional ' : X — R mit

|, =, Hz/H(X)/ = ||u’H(U)/.

Jedes stetige Funktional kann also normgleich fortgesetzt werden.

Sei X ein normierter Raum. Die Folge (), ist schwach konvergent gegen z*, wenn fiir alle
2’ € X' gilt (2, 2n) xywx — (@, 2") (x)«x fiir n — co. Wir schreiben dann z,, — z*. Ist die
Folge (xy)n schwach konvergent, so ist die Folge (||zn| y)n beschrankt. Zudem ist der Grenzwert
einer schwach konvergenten Folge eindeutig. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf Lemma

auf Seite [GO
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A.1.2 Bilinearformen

(V. [IIly,) sei ein normierter R-Vektorraum. Die Abbildung b(-,-) : V' x V' — R hei8t Bilinearform,
falls sie in jeder Komponente linear ist. b(-,-) heiit stetig (oder beschrinkt), falls ein Cs > 0
existiert, sodass

[0(z,9) [ < Cs llzlly llylly Yo,y € V.

Die Bilinearform heifit symmetrisch, falls b(x, y) = b(y, =) fir alle 2,y € V gilt. Von Definitheit bzw.
Semidefinitheit spricht man normalerweise nur in Verbindung mit symmetrischen Bilinearformen.
Wir iibertragen diese Begriffe in analoger Weise auf beliebige Bilinearformen.

Definition A.1.1. Die Bilinearform b(-,-) heiflt positiv semidefinit bzw. positiv definit, falls
b(xz,x) > 0 bzw. b(z,z) > 0 fir alle x € X,z # 0 gilt.

Eine positiv definite symmetrische Form heifit Skalarprodukt. Die bekannte Ungleichung von
CAUCHY-SCHWARZ fiir symmetrische positiv semidefinite Bilinearformen kann man verallgemei-
nern.

Satz A.1.4 (CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung). Sei V' ein R-Vektorraum und b(-,-) eine (nicht
notwendig symmetrische) positiv semidefinite Bilinearform auf V.. Dann gilt fir alle x,y € V, falls
b(,-) sich in der Form

b(w,y) = bs(2,y) + bn(z,y) (A.2)

mit symmetrischem Anteil bs(-,-) # 0 und nicht symmetrischem Anteil by,(-,-) schreiben ldsst

[b(, y)| - [b(y, 2)| = [b(z,y) by, )| < b(x, ) b(y, y). (A.3)

Fiir eine symmetrische Bilinearform b(-,-) folgt damit sofort
b, y) [ < b, 2) by, y).

Beweis. Aus dem Standardbeweis der klassischen CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung im sym-
metrischen Fall (siehe z.B. [HS9T), Satz 20.3]) folgt unter Ausschluss der Symmetrievoraussetzung
sofort

b(x,y) by, ) < bz, ) b(y, y). (A4)
Fiir den Fall, dass sgn(b(z,y)) = sgn(b(y,z)) ist, folgt (A) sofort mit [AZl). Der Fall, dass
sgn(b(z,y)) = 0 oder sgn(b(y,z)) = 0 ist, ist trivial. Bleibt der Fall, dass 0 # sgn(b(z,y)) #
sgn(b(y, x)) # 0. Sei 0.B.d.A. b(y,z) <0 < b(z,y). Mit (BD), d.h

b(z,y) = bs(z,y) +bnlz,y)
bly,x) = bs(y,x) + ba(y, )
und bs(z,y) = bs(y, x) gilt dann
bn(y, ) < —bs(z,y) < by(x,y). (A.5)

Addition von ([AH) einerseits mit b, (y, z) und andererseits mit b, (x,y) liefert nach Zusammenset-
zen der Teilergebnisse

— (bn(z,y) — bn(y,x)) <b(y,x) <0 < b(z,y) < bp(z,y) — bn(y, x). (A.6)
Aus [AT) folgt sofort

0< [b(y,2)[ < bn(z,y)

T,y (y,2))
0< |b(z,y)] <bn(z,y)

Y,z

(y,2),
was nach Subtraktion den Widerspruch 0 < 0 liefert. Somit kann der Fall 0 # sgn(b(x,y)) #
sgn(b(y, x)) # 0 nicht auftreten und es gilt die Behauptung des Satzes. O

— b,
— b,

Nachfolgend sei V' ein HILBERT-Raum.
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Definition A.1.2. Eine Bilinearform b(-,-) heifit V-elliptisch, falls sie auf V' x V stetig ist und
eine Zahl Cg > 0 existiert, so dass

b(z,z) > Cg |z}, YazeV.

Sei V. U C (V)" ein GELFAND-Dreier. Eine Bilinearform b(-,-) heiBt V-koerziv, wenn sie stetig
ist und wenn Zahlen Cg > 0 und C'x € R existieren, so dass

b(z,z) > Cp ||z} — Ck |||}, Yz e V.

Satz A.1.5 (LAX-MILGRAM). Die Bilinearform b(-,-) : V. xV — R sei V-elliptisch. Dann hat das
Problem:
Finde w € V mit b(u,v) = f(v) fir allev €V,

mit f € (V)" genau eine Lisung u welche der Abschitzung ||ul|,, < CLE £y gentigt. Dabei
bezeichnet C'g die Elliptizitatskonstante aus obiger Definition.

Der Beweis findet sich beispielsweise in [Hac96l, Satz 6.5.9] oder [Wlo82, Satz 17.9 bzw. Satz 17.10].

A.2 Funktionenraume auf Lipschitz-Gebieten

In diesem Abschnitt werden wie die in der Arbeit verwendeten Definitionen und Sétze in Zusam-
menhang mit Funktionenrdumen auf LIPSCHITZ-Gebieten zusammentragen. Die Resultate zu So-
BOLEV-Réume auf LIiPSCHITZ-Gebieten finden sich beispielsweise in den Biichern [AF(03], [Grif5],
[Nec¢67 und [WIo82]. Fiir TRIEBEL-LIZORKIN- und BEsov-Raume auf LiPSCHITZ-Gebieten ver-
weisen wir auf die Artikel [17102], [MM04] und [MMO7].

A.2.1 Lipschitz-Gebiete

Zunichst spezifizieren wir einige Regularititseigenschaften von Gebieten Q C RY, die in der vor-
liegenden Arbeit benutzt wurden. Siehe hierzu auch [AF03, Section 4.5-4.11]. Wir vereinbaren die
folgende Notation:

Qs = {z € Q| dist(z,00) < d}.

Definition A.2.1 (Segmentbedingung). Q@ C R geniigt der Segmentbedingunyg, wenn es zu jedem
Punkt x € 09 eine Umgebung U, und einen Vektor v, # 0 gibt, sodass aus z € 2 N U, auch
z4tv, € Q fiir 0 <t <1 folgt.

Da der Rand von © notwendigerweise abgeschlossen ist, kénnen wir seine offene Uberdeckung durch
die Umgebungen U, der letzten Definition durch eine lokal endliche Teiliiberdeckung {Us,Us, ...}
mit entsprechenden Vektoren v, vs, . .. ersetzen und zwar so, dass aus z € QN U;, fiir ein j, auch
z+tv; € Q fiir 0 <t <1 folgt.

Definition A.2.2 (Kegelbedingung). Q C RY geniigt der Kegelbedingung, wenn ein endlicher
Kegel C' existiert, sodass jeder Punkt x € ) die Spitze eines endlichen Kegels C,, C 2 ist, welcher
kongruent zu C ist. C; erhalten wir dabei aus C' allein durch Rotationen und Verschiebungen.

Definition A.2.3 (lokale LipscHITZ-Bedingung). @ C RY geniigt der lokalen LIPSCHITZ-
Bedingung, wenn positive Zahlen § und M, eine lokal endliche offene Uberdeckung {U,}; von 99
und fiir jedes j eine reellwertige Funktion f; von N — 1 Variablen existieren, sodass die folgenden
Bedingungen gelten:

(i) Es existiert ein endliches k, sodass jeder Schnitt von k 4+ 1 Mengen Uj leer ist.

(ii) Fiir zwei beliebige Punkte z,y € Q5 mit |z — y| < § existiert ein j, sodass

z,y € Vj:={zx € U; | dist(z, 0U;) > d}.
(iii) Jede Funktion f; geniigt einer LIPSCHITZ-Bedingung mit Konstante M, d.h. fiir £, n € RV ~!

gilt
| fi(&) — fi(m) | < M|§—n].
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(iv) Fiir ein geeignetes kartesisches Koordinatensystem ({j1,...,{;~) in U; wird Q N U; durch
die Ungleichung

GoN < fi(Gay-- s Givat)

beschrieben.

Ist © beschrankt, dann reduziert sich die letzte Definition auf die einfache Bedingung, dass €2 lokal
einen LiPSCHITZ-Rand besitzt, d.h. zu jedem Punkt x € 0 existiert eine Umgebung U,, deren
Schnitt mit 0Q der Graph einer LIPSCHITZ-stetigen Funktion ist. Von LIPSCHITZ-Gebieten sprechen
wir, wenn das Gebiet der lokalen L1PSCHITZ-Bedingung geniigt. Beispielsweise hat jede beschrankte
offene konvexe Teilmenge des RY einen LipSCHITZ-Rand, siehe [Gri85, Corollary 1.2.2.3].

Definition A.2.4 (C*¥X-Regularititsbedingung). 2 C RV geniigt der C*-X-Regularititsbedingung,
wenn fiir jedes z € 90 eine Umgebung U,, welche (k,x)-diffeomorph zur Einheitskugel
B={xeRY| |z| <1} ist, gefunden werden kann und fiir die (k,x)-diffeomorphen Transfor-
mationen ¢, : U, — B die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) Uy N O wird unter @, eineindeutig auf {z € B | zy = 0} abgebildet, d.h.

O, (U, N0Q) = {z € By =0}

O, (U,NQ)={z€B|zy >0}

P, (U, N(RY\Q)) ={z€B|zy <0}

Die lokale LipscHITZ-Bedingung entspricht der C%!-Regularitiitsbedingung.

Definition A.2.5 (gleichmiflige C™-Regularititsbedingung). Q C RN geniigt der gleichmdfigen
C™-Regularititsbedingung, wenn  die C™9-Regularititsbedingung erfiillt.

Aus der gleichméBigen C"-Regularitétsbedingung mit m > 2 folgt die lokale LipscHITZ-Bedingung,
welche wiederum die Kegelbedingung und Segmentbedingung impliziert.

Weiter konnen wir fiir LIPSCHITZ-Gebiete fast iiberall auf dem Rand den &dufleren Normalenein-
heitsvektor erklaren, siehe z.B. [Gri85, S. 37] oder [Wlo82, Kapitel 1.2.4].

A.2.2 Lebesgue-Raume

Die LEBESGUE-Riume LP(RY) bzw. LP(Q), 0 < p < oo, Q2 C R beliebiges Gebiet, und die in
ihnen erklarten Skalerprodukte und Normen, sowie die Grundlegenden Eigenschaften derselben,
werden als bekannt vorausgesetzt. Wir erinnern daran, dass LP(Q) fiir p > 0 ein quasi-BANACH-
Raum und fiir 1 < p < oo ein BANACH-Raum ist, in dem Cy(Q) fiir 1 < p < oo dicht liegt. Fiir
1 < p < ooist LP(Q2) dariiber hinaus seperabel und fiir 1 < p < co zudem gleichméBig konvex und
reflexiv.

Mit % + % =1,1 < p < oo, ist LI() isometrisch isomorph zu dem Dualraum (LP(Q))" von LP(Q).
Dabei setzen wir ¢ = oo fiir p = 1.

Weiterhin fithren wir die folgende Konvention fiir vektorwertige und matrixwertige Funktionen ein.
Dazu sei u = (uq,...uy) € [LP(Q)]" eine vektorwertige Funktion. Unter [ullpy, 1 < p < o0,
verstehen wir eine der dquivalenten Normen (siche z.B. [AF03, Theorem 1.23])

N q
||UHLP(Q) = HUH[LP(Q)]N = Z ||UjH%p(Q) ; 1<g<oo
j=1
bzw.
HUHLP(Q) = ||u||[LP(Q)]N = 12355\, ”ujHLP(Q) :
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Entspreched gehen wir bei matrixwertigen Funktionen U € [LP(Q)]Y " vor, wobei wir U als Vektor

der Lange N2 auffassen konnen. Speziell erhalten fiir den Gradienten der Funktion u : Q — R mit
Vu € [LQ(Q)]N mit p=g=2

IVul2ey = Va2 = /Q|w|2dz: [ S0P de = 3 Dl -

lal=1 la|=1

A.2.3 Sobolev-Raume

Wir folgen den Darstellungen in [AF(3, Chapter 3]. Nachfolgend sei  C R¥ ein beliebiges Gebiet.
Zunéchst betrachten wir SOBOLEV-Raume W];”(Q) ganzzahliger Ordnung m € Ny, welche Un-
terraume der entsprechenden LEBESGUE-Réume LP(Q) sind. Dazu definieren wir das Funktional
H'HW;,,,(Q) fiir m € Np und 1 < p < oo durch

[l (o) = > ID%ull7oy | + 1<p<oo
0<|a|<m
bzw.
lullwm = o [D%ull Loe (02)

fir alle u, fiir die die rechte Seite sinnvoll ist. Natiirlich stellen die eben erklarten Funktionale
Normen auf jedem Vektorraum von Funktionen dar, fiir die die rechte Seite endlich ist, sofern wir
Funktionen identifizieren, die fast iiberall in € gleich sind. In Verbindung mit den eben definierten
Normen bezeichnen wir die Vektorrdume

W (Q) == {u € LP(Q) | D*u € LP(Q) fiir 0 < [a| < m},
und

m o7l lwye
po(Q) :=C5e (@) T,

als SOBOLEV-R&ume, wobei D*u die schwache (oder distibutionelle) partielle Ableitung von u
beziiglich des Multiindex a bezeichnet und Cge(2) " "# den Abschluss von Cg°(Q) in W(Q)
darstellt. Es gilt W2(Q) = LP(Q) und fiir 1 < p < oo auch W2((Q) = LP(Q), da C5°(Q2) dann
dicht in LP(Q) liegt. Fiir jedes m gilt die Kette von Einbettungen W, (Q2) — W () — LP(Q).
Weiterhin ist W;”(Q) fir 1 < p < oo ein BANACH-Raum, welcher fir 1 < p < oo seperabel und
dartiber hinaus fir 1 < p < oo gleichméBig konvex und reflexiv ist. Insbesondere ist WJ*(Q),
welchen wir nachfolgend abkiirzend mit H™(2) bezeichnen, ein seperabler HILBERT-Raum mit
Skalarprodukt
(U’U)Hm(ﬂ) = Z (Dau,DaU)LQ(Q) 5

0<lal<m

wobei (u,v) 2y = [ uvdr das Skalarprodukt im L*() ist. Mit der obigen Konvention zu
vektorwertigen Funktionen gilt also beispielsweise fiir m =1 und p = 2

2 2 2
Il ) = llullzz@) + Vullz2q -

Fir 1 < p < oo ist es auch moglich die SOBOLEV-Raume H,"((2) als Vervollstindigung von
{uel™() | Hu||W;n(Q) < oo} beziiglich der W (€2)-Norm zu definieren, denn dann gilt H}"(§2) =
W (€2). Insbesondere ist C*°(2) dicht in W (2). Wenn € zusétzlich der Segment-Bedingung
geniigt, dann ist zudem die Menge { ¢|q | ¢ € C5°(RY)} dicht in W;"(2), womit fiir k& > m auch
C*(Q) dicht in W, (Q) ist. Als Folgerung erhalten wir sofort W, (RN) = wpr (RM).

Wir bezeichnen mit W, ™ () den Dualraum von W;(2), 1 < p < oo, wobei der konjugierte
Exponent ¢ durch % + % = 1 mit den Konventionen % = oo und % := 0 gegeben ist. Fiir
1 < p < oo ldsst sich der Dualraum von W}",(€2) auch als Vervollstindigung von L9(€) beziiglich
der Norm
[—— sup | (u, )|
weWo (s llullwm ) <1
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mit (u,v) := [, v dx interpretieren. Bezeichnen wir diese Vervollsténdigung mit H, ™ (Q2), so gilt

zusammenfassend H,™(Q) = ( ;’fO(Q))/ = W, ™(Q). Der Dualraum von W,*(Q) erhilt keine

gesonderte Bezeichnung. Fiir 1 < p < oo lasst sich auch (W;”(Q))/ als Vervollstandigung von
L1(Q)) beztiglich der Norm

[0l () = sup | (u,v) |
HGW;Z"(Q)vHu”me)Sl

charakterisieren.

Die SOBOLEV-Rédume W (§2) konnen auch fiir reelle bzw. gebrochene Ordnungen s € Ry definiert
werden. Eine Moglichkeit dafiir sind Interpolationsmoden, mit denen zwischen zwei Raumen, z.B.
LP(Q2) und W, (Q2), m € N, Skalen von Zwischenrdumen erzeugt werden kénnen. Hierzu soll (2 als
LipscHITZ-Gebiet vorausgesetzt werden, da fiir diese geeignete Fortsetzungsoperatoren existieren.
Siehe hierzu z.B. [AF(03] Section 7.32, 7.57]. Im Fall p = 2 ist auch eine Herangehensweise mit-
tels FOURIER-Transformation moglich. Eine intrinsische Charakterisierung der SOBOLEV-Raume
W5 (), s € RT\N, ist mit der zu den Interpolationsnormen aquivalenten SOBOLEV-SLOBODECKIJ-
Norm

D®u(z) — Du(y) |”
ooy = | 1ullfr oy + g / / | dz dy
H HVVP(Q) || HW:;»(Q) it oJa |$ y|N+a'p

moglich, wobei k := | s] und ¢ := s —k gilt. Siehe z.B. [Gri&5 Chapter 1.3.2]. Fiir s > 0 bezeichnen
wir den Abschluss von C5°(€2) in W, () mit Wy ,(€2). Die Eigenschaften der SOBOLEV-Raume mit
ganzzahliger Ordnung iibertragen sich entsprechend auf die SOBOLEV-Raume mit reeller Ordnung.
Auch die Dualrdume von W (£2) werden entsprechend mit W,~*(€2) bezeichnet.

Speziell fiir den von uns hiufig verwendeten SOBOLEV-Raum H?!(£2) geben wir noch zwei wichtige
Ungleichungen an. Wir erinnern an die obigen Konventionen fiir vektorwertige Funktionen.

Satz A.2.1 (FrRIEDRICHS-Ungleichung). Sei Q) C RY ein beschrinktes L1PSCHITZ-Gebiet und T' C
00 habe nichtverschwindendes HAUSDOFF-Maf. Dann existiert eine Konstante C = C(Q,T) > 0,
sodass fiir u € H' () gilt:

1/2
sy < € (@ oy + 19ula)) -

Den Beweis findet man beispielsweise in [Ne¢67, Théoréme 1.9] oder [TW0AH, Lemma A.14]. Spe-
ziell erhalten wir fiir die v € H*(Q), die auf I' verschwinden, die auf Teilréinder verallgemeinerte
PoINCARE-Ungleichung bzw. POINCARE-FRIEDRICHS-Ungleichung.

Satz A.2.2 (POINCARE-Ungleichung). Sei Q C RY ein beschrinktes LiPSCHITZ-Gebiet und T' C
00 habe nichtverschwindendes HAUSDORFF-Maf. Dann existiert eine Konstante C = C(,T) > 0,
sodass fiir u € Vp := {v € HY(Q) | yp(v) = 0} gilt:

lull g1y < ClIVUll 2, -
Uberdies folgt daraus auf Vi die Aquivalenz der Normen, also
C™H ull gy < IVull 2y < lull gy -

Bemerkung 100. Die klassische POINCARE-Ungleichung kann allgemeiner gefasst werden: Sei Q C
RY ein beschriinktes offenes Gebiet. Dann existiert eine Konstante C(2) > 0, welche nur vom
Durchmesser des Gebietes abhéngt, sodass

lall ey < C) V] e
fiir alle u € W, ,(Q) gilt.
Jetzt wenden wir uns SOBOLEV-Raumen auf Mannigfaltigkeiten zu, beschranken uns dabei aber

auf kompakte Mannigfaltigkeiten, die Rander bzw. Teilrdnder von offenen beschrankten Gebieten
des RY sind, also (N — 1)-dimensionale Hyperflichen im R™. Wir halten uns an die Notation in
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[WIo82, Abschnitt 1.4.2] und betrachten die kompakte C*X-Mannigfaltigkeit M. Im Fall k = 0
setzten wir dabei y = 1 und sprechen von LIPsCHITZ-Mannigfaltigkeiten. Weiter sei {U;, ®,}, ein
zuléissiger CFX-Atlas von M und {V¥;}; eine untergeordnete Partition der Eins. Da M kompakt ist,
kénnen wir den Indexbereich J fiir j als endlich annehmen. Nach Voraussetzung sind ®;0®; (k, x)-

Diffeomorphismen und durch eine eventuelle Verkleinerung der U; konnen wir immer erreichen, dass
sie C*X-Diffeomorphismen, siehe [WIo82, Definition 1.4.3], sind.

Definition A.2.6. Sei M eine kompakte C¥:X-Mannigfaltigkeit und {¥;}; die obige untergeordnete
Partition der Eins, angepasst auf den gegebenen Atlas {U;, ®;};, weiter sei 1 < p < oo und
s <k + x. Falls k + x ganzzahlig ist, ist auch s = k + x zugelassen. Dann ist W) (M) die Menge
der f € LY(M) mit

(U;f) o @7t € Wyo(B), jeJ

und

1/l ay = ;Hovjf)o@;lﬂ’;@ﬁ(m <00,
JE.

W o(B) kann durch W (RN=1) ersetzt werden, da der Triger von (¥, f) o @;1 kompakt ist und
in B liegt.

Die auf diese Weise definierten Rdume sind unabhénging von dem gewéhlten Atlas und der unter-
geordneten Partition der Eins.

Sei Q C RY ein beschriinktes Gebiet, welches der C*X-Regularititsbedingung geniigt, und I' C 9
habe nichtverschwindendes HAUSDORFF-MaB. Dann konnen wir, da I' dann eine kompakte C*X-
Mannigfaltigkeit ist, den Raum W;(T'), s < k + x (bzw. s < k + X, wenn k + x ganzzahlig), wie
oben definieren. Wir kénnen in diesen Fall die zu obigen Normen dquivalente intrinsischen Norm

| Df(x) = D f(y) "
() = + g / / do(z) do
Hf”wp(r) HfH”wagSJ(r) e |z7y|N_1+,\p (2) do(y)
angeben, wobei A = s — | s] gilt, siche z.B. [WIo82, Abschnitt 1.4.2]. Insbesondere wird ersichtlich,

dass SOBOLEV-R&ume iiber (Teil-)Réndern von LipsCHITZ-Gebieten nur bis maximal zur Ordnung
s =1 erklart werden konnen.

A.2.4 Triebel-Lizorkin- und Besov-Raume

Wir halten uns an die Darstellungen in [Tri02]. Sei S(RY) der SCHWARTz-Raum aller komplex-
wertigen, schnell fallenden, unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf RY. Mit S'(RY) sei der
topologische Dualraum, der Raum der temperierten Distributionen bezeichnet. Fiir ¢ € S(RY)
wird die FOURIER- Transformierte von ¢ durch

~ - —i(x
26 = (Fo)(©) = ) ¥ [ e Opla)dn, 2RV (A7)
definiert. Mit F~1¢ sei die inverse FOURIER-Transformation bezeichnet, die durch die rechte Seite
von (&) gegeben ist, wenn wir —i durch i ersetzen. Sowohl F als auch F~! kiénnen, wie iiblich,
auf S'(RY) fortgesetzt werden. Sei p € S(RY) mit

p(z) =11falls |z| <1, ¢(z)=0 falls |z| > (A.8)

N W

Wir setzen ¢g = ¢, ¢1(z) := ¢ (£) — ¢(z) und
or(T) = @1 (2_k+1:c) , RN keN.

Damit erhalten wir eine dyadische Zerlegung der Eins im RY | weil

Z(pk(ac) =1 fiir alle z € RY
k=0

gilt. Fiir jedes f € S'(RY) ist f‘l(gokf) mit dem Satz von PALEY-WIENER-SCHWARTZ eine ganze
analytische Funktion auf RY. Insbesondere ist F (¢ f)(z) punktweise sinnvoll.
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Definition A.2.7. (i) Sei s €R, 0 <p < o0, 0 < ¢ < co. Dann ist der BESOV-Raum B} ,(RY)
die Menge aller f € S'(R"), sodass

q

F i)

LP(RN)

155, @y = | D27
j=0

(mit den iiblichen Anderungen fiir ¢ = 00).

(i) Sei s € R, 0 < p < 00, 0 < ¢ < co. Dann ist der TRIEBEL-LIZORKIN-Raum F3 (RY) die
Menge aller f € S'(R”), sodass

q
-~ q

F i) < o0

Lr(RN)

1 llpy ey = || | D227

3=0
(mit den {iblichen Anderungen fiir ¢ = c0).

Insbesondere sind sowohl Bj (RY) als auch Fj (RY) quasi-BANACH-Réume, welche, im Sinne
dquivalenter quasi-Normen, von der Wahl der ¢ aus ([A-8) unabhéngig sind. Gilt p > 1 und ¢ > 1,
dann sind B (RY) und F (R"Y) BANACH-Raume. Fiir die Funktionenrdume auf RY schreiben
wir abkiirzend auch A3 statt A3  (RY).

Wir erklaren nun, was wir unter den obigen Funktionenrdumen auf Gebieten verstehen. Dazu sei
Q eine offene Teilmenge des RY. Mit D(Q2) = C§°(£2) wird die Menge aller komplexen, unendlich
oft differenzierbaren Funktionen in RY mit kompaktem Triiger in 2 bezeichnet. Der Dualraum von
D(Q) wird mit D’'(Q2) bezeichnet. D’'(2) ist der Raum der Distributionen auf Q. Sei g € S'(RY).
Mit g| bezeichnen wir die Einschréankung von g auf €, d.h.

9l € D'(Q) : (glg)(p) = g(p)  for p € D(Q).

Definition A.2.8. Sei © ein Gebiet im RY und sei s € R, 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0. Aj , stehe
entweder fiir By  oder fir F; (wobei im Fall F' p < oo gelte).

(i) A3 () ist die Menge aller f € D'(Q2), sodass ein g € A3 (RY) mit gl, = f existiert und
auflerdem

I1£1

As () T inf [ glq| As (RN)>

gilt, wobei das Infimum iiber alle g € A7 | (RY) genommen wird, deren Einschrinkung g,
in D'(Q) mit f iibereinstimmt.

(ii) A ,0(8) ist die Vervollstindigung von D(£2) in A5  (€).
(iii) ;151((2) ist die Menge aller f € D'(Q) fiir die es ein
g€ A;_’q(]RN) mit g|, = f und supp g C Q (A.9)

gibt und fiir das auflerdem

||f||ggq(g) = inf |g| As (RN)

gilt, wobei das Infimum iiber alle g, die ([(AH) erfiillen, gebildet wird.

Alle oben erwahnten Réaume sind quasi-BANACH-Raume und fiir p > 1, ¢ > 1 BANACH-R&ume.

TRIEBEL-LIZORKIN- und BEsOv-Raume auf Mannigfaltigkeiten werden entsprechend den im letz-
ten Abschnitt definierten SOBOLEV-Réumen auf Mannigfaltigkeiten erklért. Alternativ siche auch
[[ri02, Section 6.3].
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A.2.5 Einbettungssatze
Einbettungssatze fiir Sobolev-Raume

Wir geben zuerst den Einbettungssatz von SOBOLEV an. Der Beweis findet sich beispielsweise in
[AF03], [W1o82] oder [Grigh|.

Satz A.2.3 (SoBOLEvscher Einbettungssatz). Es gelten die folgenden Einbettungen:
W3 (RY) C WEHRY)

firt < s undq > p, sodass s—% :t—%,

gleich LY(RN) ist.

wobei negative Werte fiir t zugelassen sind und qu (RY)

W3 (RY) c ¢ (RY)
firk <s— % <k+4+1, wobet « =s—k — % gilt und k eine nichtnegative ganze Zahl ist.

N

Fir den Grenzfall, dass s — > eine ganze Zahl ist, erhalten wir

N
P

W,r (RY) ¢ LYRY)

fir alle g > p und

W:+? (RN) cC Ck—l,a(RN)

fiir alle a € [0,1), wobei k > 1 eine ganze Zahl ist.
Als eine direkte Folgerung erhalten wir die folgenden Einbettungen:
SO tro
W, () C W, (Q) (A.10)

fiirtgs,qZpsodasss—%:t—

alz

W3 (Q) c cF*(@Q)

fiir k <s— % <k+l,a=s—k— %, k nichtnegative ganze Zahl. Diese Einbettungen gelten ohne

jegliche Bedingungen an €. Sei nun  C RY ein beschrinktes LipscHITZ-Gebiet. Dann kénnen wir
[(ATd) um die ¢-Werte 1 < ¢ < p erweitern. Auerdem gelten dann die gleichen Einbettungen fiir
W3 (). Dariiber hinaus ist zudem die Einbettung W (2) C W;(Q2), s >t > 0, kompakt.

Mit gewissen Einschrankungen lassen sich dhnliche Einbettungen auch fiir Funktionenrdume iiber
LipscHITZ-Mannigfaltigkeiten angeben, siche z.B. [WIo82, Kapitel 7].

Fiir die stetige Einbettung A C B benutzen wir auch die Notation A — B.

Einbettungssatze fiir Triebel-Lizorkin- und Besov-Raume

Fiir TRIEBEL-LIZORKIN- und BESOV-Réume gelten die folgenden elementaren Einbettungen, siehe
[RS96, Prop 2.2.1, S. 29].

Satz A.2.4. Seie >0 und qo < q1. Dann gilt

s s s+e s s s s+e s
[N [N [N [N
FIMJU F;U#Zl ’ FP700 FPM]’ BIMJU Bpalh und BP700 BP»Q'

Zudem haben wir die folgenden Einbettungen mit konstanter Glitte, siehe [RS96, Prop 2.2.2, S.
30].

Satz A.2.5. (i) Es gilt By, — F;, — B,, genau dann, wenn 0 < u < min(p,q) und
max(p, q) < v < 0.

(ii) Es gilt BY,, — L' — BY , genau dann, wenn 0 < u <1 und v = .

(iii) Es gilt FRU — L' genau dann, wenn 0 < u < 2. Auflerdem gilt L' ¢ FROO.
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(v) Es gilt BY, , — L™ < BY , genau dann, wenn 0 < u <1 und v = oo.

00, U

Wir bezeichnen s — % als differentielle Dimension. Es gelten die folgenden Einbettungen mit
konstanter differentieller Dimension, siehe [RS96l, Prop 2.2.3, S. 31].

Satz A.2.6. (i) Sei0 <py<p<p1 und sy— pﬂo =5— % =51 — pﬂl. Dann gilt

So s S1
(SN (SN
Bp()vu vaq BP1,U

genau dann, wenn 0 <u < p < v < oo.

(ii) Seip < p1 und s — % =51 — pﬂl. Dann gilt F o — FJ! .

(iii) Sei 0 < p < 1, dann gilt B;ly(,fil) — L' genau dann, wenn 0 < ¢ < 1.

Auf Grund der Monotonie der Rdume F}; , kann in (ii) F; ., durch F;, mit beliebigem r ersetzt

werden. Mit (ii) und Satz [AZA gilt F;0 < F} ,, wenn s — pﬂo >s— % und pg < p. Das gleiche

gilt auch fiir die BEsov-Rédume B |~ mit Ausnahme von s = so — Ny N
; po T p

Dariiber hinaus haben wir die folgenden Einbettungen in LEBESGUE-R&ume, siehe [RS96], Corollary
2, S. 36].

Satz A.2.7. Seip < p; < oo undp; > 1.

(i) Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

(0) Fjy = 17,

(b)szN(l_i).

p D1
(ii) Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(0) By 17,
1 1 1 1
(b) entweder s > N|—-—— ) oder s=N|-—— | und ¢ < p;.
P D1 p p

Bemerkung 101. Als direkte Konsequenz der Definition der Funktionenrdume iiber Gebieten durch
Restriktion konnen alle obigen Einbettungssiatze auf Funktionenrdume iiber Gebieten iibertragen
werden, siehe [TTi02), Section 2.3] oder [RS96], Section 2.4.4]. Sind die Gebiete zusétzlich beschrankt,
dann haben wir zusétzliche Monotonie beziiglich p, d.h. fiir py < p; gilt

FS Q)= F (Q) und B (Q)— B ().

P1,9 Po,q P1,9 Po,»q

Insbesondere gelten diese Aussagen natiirlich fiir LIPSCHITZ-Gebiete.

A.2.6 Spur- und Fortsetzungsoperatoren

Wir rekapitulieren in diesem Abschnitt elemenate Resultate in Verbindung mit Spur- und Fort-
setzungsoperatoren auf LIPSCHITZ-Gebieten. Wir erinnern daran, dass wir Funktionenrdume iiber
LipscHITZ-Mannigfaltigkeiten bereits in den vorangegangenen Abschnitten eingefiihrt haben.

Im Folgenden sei @ C RY ein beschriinktes LipscHITZ-Gebiet und I' C 9 echte Teilmenge des

Randes. Wir definieren den Spuroperator fiir glatte Funktionen als Einschriankung derselben auf
den Rand des Gebietes:

Yoo : C(Q) = C®(0), ur— ulyg . (A.11)

Dieser Operator kann in geeignete Funktionenrdume stetig fortgesetzt werden. Dies besagt der
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Satz A.2.8 (Spursatz). Sei Q ein LIPSCHITZ-Gebiet im RN und 1 < p,q < co sowie % <s< 1+%.
Dann kann der in [AI1) definierte Operator stetig zu einem linearen, beschrankten Operator

57l ..
Yoo : Bpg(Q) — Bpg” (0Q),  fir0<q< oo

fortgesetzt werden. Auferdem gilt fir die obigen Parameter, dass der Spuroperator surjektiv ist und
eine beschrinkte Rechtsinverse besitzt:

s—1 )
Roq : Bp,g" (0Q) — B;,Q(Q).

s—1
Gleiche Aussagen gelten auch fir vyq @ F); (Q) — Bp " (0Q), mit s,p wie oben und passendem. q.

d

Zudem kann die Aussage auf zuldssige Teilrander I’ C OS2 ubertragen werden. Den entsprechenden
Spuroperator bezeichnen wir dann mit v und den entsprechenden Fortsetzungsoperator mit Rr.

Der Bewelis fiir den Satz in dieser allgemeinen Form findet sich beispielsweise in [MIM04].

Wir erinnern daran, dass fiir p = ¢ und damit % < s < % der Spursatz fiir SOBOLEV-Riume in
obigem Satz als Spezialfall enthalten ist. Fiir einen eigenstandigen Beweis im Fall p = ¢ = 2 sei auf
[Dind6] verwiesen. Zudem merken wir an, dass Hj(€) fir 1 < s < 1 der Kern des Spuroperators
auf 9N ist. Fur 0 < s < % gilt auch fiir L1PSCHITZ-Gebiete HE(Q)) = H*(Q), siehe z.B. [McLO0,
Theorem 3.40].

Bemerkung 102. Bei der Ubertragung der Aussage von (i) auf zulissige Teilréinder I' bendtigen
wir die Existenz eines beschréinkten linearen Fortsetzungsoperators £ : By (I') — B (99). Diese
wurde in [MMO7, Proposition 4.1] fiir 1 < p,q < oo und 0 < |s| < 1 gezeigt.

Wir wollen noch eine spezielle Fortsetzung auszeichnen. Sei g € H'/2(99) gegeben und v € H'(Q)
die eindeutige Losung von
Au=0inQ, wu=gaufl.

Dann bezeichnen wir u als harmonische Fortsetzung von g.

Die Konsequenzen des Spursatzes sollen in einen speziellen Fall explizit angegeben werden. Q ¢ RV
bezeichne wieder ein beschranktes LiPSCHITZ-Gebiet und I' C OS2 sei echte Teilmenge des Randes.
Wir definieren die Raume

HY(T) = {ve HY(Q) | yp(v) =0}.

und

Hy (D) = {p e HYX(D) | i € H2(09)},

wobei * die Nullfortsetzung auf den Gesamtrand bezeichnet. Letzterer stimmt mit dem In-

terpolationsraum [Hg (T'), L*(T')]1/2 iiberein. Statten wir HoléQ(l") mit der Norm ||MHH1/2(F) =
00

Il 23 (0, 221y, » 208, dann existieren Konstanten ¢, C', sodass fiir p € HY(T) gilt
cllill gz @oa) < el gz my < Clallz o) -

Weiterhin ist HéO/Q (T") ein HILBERT-Raum bzgl. des Skalarproduktes (, V)H%Q(F) = (1, E)Hl/Q(aQ)
und mit der letzten Abschétzung ist die durch das Skalarprodukt induzierte Norm dquivalent zur
Interpolationsnorm. Weiter ist yp : H1(€;0Q\T') — Holo/2 (T) linear, beschrankt und surjektiv. Die
Komposition von Nullfortsetzung auf den Gesamtrand und harmonischer Fortsetzung in 2 definiert
einen linearen stetigen Fortsetzungsoperator von Hé({ *(T') nach H(Q;0Q\ ).

Weiter sind fiir € HY/?(99), welche fast iiberall auf 9Q\ T verschwinden, die Normen el 172 002)

und Hu||H(%2(F) dquivalent. Auch ist die Einbettung H&({Q(F) C H'Y2(T) stetig:
iy < 1l sscom < € Ml
Wir definieren

D(T) := {¢ € D(9Q) | supp¢ < T'}.
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Mit s € R ist dann H,(I') der Abschluss von D(T") in H*(9Q) und H(T") ist der Abschluss von
D(T) in H*(T"). Zudem iibertragen sich wegen der Invarianz der SOBOLEV-Raume unter LIPSCHITZ-
Transformationen fiir |s| < 1 die Eigenschaften von SOBOLEV-R&umen tiber LIPSCHITZ-Gebieten
im RY~! auf SOBOLEV-Réume iiber I'. Insbesondere gilt H§(I') = H*(T') fiir s < 1. Wir bemerken,

dass H)}*(T) ein nicht abgeschlossener Unterraum von H/2(I') = H,/*(T") ist. Mit den obigen
Definitionen ist zudem Hol({Q (T') dicht in H'Y/?(T).

Im Zusammenhang mit vektorwertigen Funktionen v : @ € RY — RY benutzen wir hiiufig den
BANACH-Raum

H(div, Q) == {v e [L2@)]" | dive € LQ(Q)}

mit der Graphennorm

2 2 . 2
vz aiv,0) = IVlIz2(0) + iV ollzeq) -

Falls  ein LiPSCHITZ-Gebiet ist kann man zeigen, dass H (div, Q) der Abschluss von C> () bzgl.
der obigen Graphennorm ist. In H(div, ) gilt der folgende Spursatz (siehe z.B. [QV94, Theorem
1.3.2], [[W05, Lemma A.19]).

Satz A.2.9 (Spursatz fiir vektorwertige Funktionen). Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-
Gebiet. Dann existiert ein eindeutiger linearer stetiger Spuroperator

Vio : H(div,Q) — H~1/2(69),

50 dass Yhqv = (v,n)|yq fir jedes v € H(div,Q) N [Co(ﬁ)}N gilt. Dabei bezeichnet n die bzgl.
nach auflen gerichtete Einheitsnormale auf 0Q und (-,-) das euklidische Skalarprodukt im RY .

Weiterhin existiert ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator
RE : HY2(0Q) — H(div,Q),
50 dass v5qREP = ¢ fir alle ¢ € H1/2 (09) gilt.

Dieser Spursatz lasst sich auf echte Teilrdnder verallgemeinern.

Satz A.2.10. Sei Q C RN ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und I' C 9Q habe nichtverschwin-
dendes HAUSDORFF-Mafs. Dann existiert ein eindeutiger linearer stetiger Spuroperator

N H(div, Q) — Ho'/*(I),

so dass ypv = (v,n)|p fir jedes v € H(div,2)N [Co(ﬁ)}N gilt. Dabei bezeichnet n die bzgl. Q) nach
aufen gerichtete Einheitsnormale auf T und (-,-) das euklidische Skalarprodukt im RY .

Beweis. Wir definieren fiir v € H(div,2) und beliebiges u € HééQ (T") das Bild des Spuroperators
als

(1, 1) (320)) < g2y = (oQvs 1) (1172 00)) <172 (00)

wobei i € H'/? (09) die Nullfortsetzung von p auf 992 bezeichnet. Der so definierte Spuropera-
tor ist offensichtlich linear und eindeutig und die Stetigkeit folgt wegen der Beschranktheit des
Dualitétsproduktes und der Norméquivalenz von ”'UHHI/Z(F) und [|12l[ g1/2 90y aus

00

(Y1, 1) (Héf(r))'xﬂg({z(r) <C HVSQUHHﬂ/Z(aQ) ||MHH§U/2(F) )
d.h. wegen Satz

HVFU”H&)W(F) <C ||’7§QU||H*1/2(6Q) < Clvall HUHH(div,sz) :
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A.2.7 Greensche Formel und Divergenzsatz

Satz A.2.11 (Divergenzsatz). Sei Q2 C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet. Fir w € H(div,)
und v € H*(Q) gilt

[ ivyvde = = [ w0, 90) do + G300) 10000 v oy soon -

Satz A.2.12 (GREENsche Formel). Sei Q C RY ein beschrinktes offenes LIPSCHITZ-Gebiet. Dann
gilt fir ue W, () und v € W, () mit % + % =1

Diuv dx = —/ uD;v dx —|—/ Yoa(u) Yaa(v)n; do, i =1,..., N.
Q Q r9)

Dabei bezeichnet n; die i-te Komponente der dufieren Normale n = (ny,...,nn) auf 0.
Beweis. Der Beweis findet sich beispielsweise in [Ne¢67, Théoreme 1.1., §1, Chap. 3]. O

Im Zusammenhang mit den Gebietszerlegungsmethoden benotigen wir folgendes

Lemma A.2.13. Seien Q,Q1,Q C RY beschrinkte offene LIPSCHITZ-Gebiete mit
Q=0 Ul Uy,

wobei I = int(Qy NQy) den gemeinsamen Rand der Teilgebiete bezeichnet, der ein nichtverschwin-
dendes HAUSDORFF-Mag haben soll. Weiter seien uy € W, () und uy € W) (Q), 1 < p < oo,
und es gelte yiur = Y2uz. Dann gilt u = (u,us) € WI} Q).

Beweis. Natiirlich gilt v € LP(Q). Wir definieren v/ € LP(Q) durch vj|Qv = Dju; € LP(),

j=1,...,N. Zu zeigen bleibt, dass fiir j = 1,..., N in D'(Q2) v/ = D;u gilt. Dazu berechnen wir
fiir beliebiges ¢ € D(Q) unter Benutzung von Satz

<vj,<p> = /’Uj(pdl‘

Q
2

_ Z/ v
i=1 784
2

= Z/ Dju; ¢plg, dx
i=17%%

2
= *Z/ u; Djglg, das+/ Vo, (ui) Yoo, (p) n; do
= Ja, 00

Qi 50|QZ d‘T

— /1 uDjpdr + / (Vi) — 73(u2)) 4p(0) . dor
= - <U7Dj50>7
1 2

Wobsi die Dualitat in D'(Q) x D(Q) gemeint ist und yfu; = ~fug, sowie nj = —n3 verwendeDt
wurde.

A.3 Monotone Operatoren

Zunéchst fithren wir einige Definitionen ein. Wir halten uns dabei an [Zei90, Chapter 25.3].

Definition A.3.1. Seien X und Y reelle BANACH-Riume und A : X — (X)’ ein Operator.

(i) A heiBt genau dann monoton, wenn
(Au— Av,u—v) >0 VYu,veX

gilt.
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(ii) A heifit genau dann streng monoton, wenn
(Au— Av,u —v) >0 Vu,v€ X, u#wv

gilt.

(iii) A heifit genau dann stark monoton, wenn
(Au— Av,u—v) > cllu—v|®° Yu,veX

gilt.

(iv) A heiit genau dann gleichmdfig monoton, wenn
(Au— Av,u —v) > a(flu—v|]) lu —v| VYu,veX

gilt, wobei die stetige Funktion a : RT — R{ streng monoton steigend mit a(0) = 0 und
a(t) — oo fiir t — oo ist. Mit a(t) :=c|¢[’~", p > 1 und ¢ > 0, erhalten wir beispiclsweise

(Au— Av,u —v) > cllu—v|’ Vu,veX.

(v) A heifit genau dann koerziv, wenn

(Au, u)
im = 400
lull—oco [lu]
gilt.
(vi) A heifit genau dann schwach koerziv, wenn
lim ||Au|| = o0

llull—o0

gilt.
(vil) A: X — Y heifit genau dann stabil, wenn

|Au — Av|| > a(jlu —v|]) Vu,ve X

gilt, wobei die Funktion a wie in (iv) gew&hlt ist.
(viii) A : X — X, X HILBERT-Raum, heifit genau dann stark stabil, wenn

(Au— Av,u—v) > cllu—v|* VYu,veX

gilt. Mit der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung impliziert das ||Au — Av|| > ¢ |lu — v]| fiir
alle u,v € X.

Diese Begriffe hiingen wie folgt zusammen. Aus der starken Monotonie folgt die gleichméfige, wel-
che wiederum die strenge Monotonie impliziert. Letztere ist zudem hinreichend fiir die Monotonie.
Weiterhin folgt aus der gleichméafligen Monotonie die Koerzivitdt und Stabilitat.

Weiter fiihren wir einige Stetigkeitsbegriffe ein.
Definition A.3.2. Sei X ein BANACH-Raum und A : X — (X)' ein Operator.

(i) A heiBt genau dann demistetig, wenn aus u, — u fir n — oo die schwache Konvergenz
Au,, — Au folgt.
(ii) A heifit genau dann hemistetig, wenn fiir alle u,v,w € X die Abbildung t — (A(u + tv), w)
auf [0, 1] stetig ist.
(iii) A heiit genau dann stark stetig, wenn aus u, — u fiir n — oo auch Au, — Au fir n — oo
folgt.

Mit den eingefiihrten Begriffen kénnen wir den Hauptsatz fiir monotone Operatoren formulieren,
siehe z.B. [Zei90, Chapter 26.2]. Dieser macht Aussagen iiber die Losbarkeit der Operatorgleichung

Au=10b, uelX. (A.12)
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/

Satz A.3.1 (Hauptsatz fiir monotone Operatoren, BROWDER, MINTY (1963)). Sei A: X — (X)
ein monotoner, koerziver und hemistetiger Operator auf dem reellen, reflexiven BANACH-Raum X .
Dann gilt:

(i) Lésungsmenge. Fiir jedes b € (X)' hat die Gleichung [A14) eine Losung. Die Lisungsmenge
von [AIQ) ist beschrinkt, konver und abgeschlossen.

(ii) Eindeutigkeit. Wenn der Operator A streng monoton ist, dann ist (A14) eindeutig losbar in
X.

(iii) Inverser Operator. Wenn A streng monoton ist, dann existiert der inverse Operator
A~1:(X) — X. Dieser ist streng monoton, demistetig und beschrinkt. Ist A gleichmdfig
monoton, dann ist A~1 stetig. Ist A stark monoton, dann ist A~' LIPSCHITZ-stetig.

Der Beweis findet sich beispielsweise in [Zei9(), Theorem 26.A]. Ist X zudem seperabel, dann
lassen sich entsprechende Aussagen auch fiir die GALERKIN-Gleichungen zu [AT2) zeigen. Weiter
bemerken wir, dass jeder gleichméflig monotone und stetige Operator streng monoton, koerziv und
hemistetig ist.

A.4 Nemytskij-Operatoren

Um NEMYTSKILJ-Operatoren, welche auch als Superpositionsoperatoren bezeichnet werden, definie-
ren zu konnen, benotigen wir zuerst den Begriff der CARATHEODORY-Funktion.

Definition A.4.1. Sei Q C RY ein Gebiet und G(z, £) eine fiir fast alle x €  und fiir alle £ € RM
definierte Funktion. G heiit CARATHEODORY-Funktion, falls gilt

(i) o — G(x,&) ist fiir alle ¢ € RM messbar auf €,

(ii) &€ G(x,€) ist fiir fast alle x € Q stetig auf RM.

CARATHEODORY-Funktionen haben eine schone Eigenschaft, siehe [AZ90, Section 1.4].

Lemma A.4.1. Sei G eine CARATHEODORY -Funktion und seien f1,. .., far reellwertige und mess-
bare Funktionen auf ). Dann ist die zusammengesetzte Funktion G(z, fi(x), ..., far(x)) wieder eine
messbare Funktion auf ).

Wir kommen nun zur Definition des NEMYTSK1J-Operators.

Definition A.4.2. Sei Q € R¥Y ein Gebiet und G : Q x R — R eine CARATHEODORY-Funktion.
Dann heif3t

Ta(f1,. o fu)(@) :i= Gz, f1(x),..., fu(x)), z€Q,

NEMYTSKILI-Operator.

A.4.1 Nemytskij-Operatoren in Lebesgue-Raumen

In den LEBESGUE-Réumen sind NEMYTSKI1J-Operatoren hinreichend gut untersucht. Wir zitieren
aus [Zei90, Proposition 26.6] bzw. [RS96], Proposition 5.2.2.2./3.] folgendes

Lemma A.4.2. G sei eine CARATHEODORY-Funktion die fiir alle (z,€) € Q x R™ der Wachs-

tumsbedingung
M

|Gz, 8)| < g@)+ed|&

i=1

Pi/q

geniigt, wobei ¢ > 0 eine feste Zahl, g € L1(Q) eine nichtnegative Funktion und 1 < ¢q,p; < 00,
i=1,..., M, ist. Dann ist der NEMYTSKI1J-Operator

M
To: [ L7 (@) — L9(Q)
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stetig und beschrinkt mit

Pi/q )
Lri(Q)

Bemerkung 103. Der Fall L°°(Q) findet sich in [RS96, Section 5.2.2].

M
HTG(f)HLq(Q) <C <|9||Lq(sz) + Z I fi
i=1

M
fiir alle f € [ L7 (9).
=1

A.4.2 Nemytskij-Operatoren in den Sobolev-Raumen 17 (1)

Wir betrachten ab jetzt nur den autonomen Fall, d.h.

G;RJ\J—)R, (fl,...,fM)!—)G(fl;...,fM)a

die Funktion G héangt also nicht mehr vom Ort ab. Fiir den zugehorigen NEMYTSKIJ-Operator
lassen sich einige Eigenschaften charakterisieren. Wir wollen darauf verzichten und wenden uns
stattdessen den fiir uns wichtigeren Kompositionsoperatoren zu. Fiir Details verweisen wir auf
[RS96, Section 5.2.3]

Falls G nur ein Argument besitzt sprechen wir von Kompositionsoperatoren.

Definition A.4.3. Fiir stetiges G : R — R und LEBESGUE-messbares f bezeichnen wir den
Operator
Te: f=G(f)

als Kompositionsoperator.

Fir Kompositionsoperatoren haben wir folgendes Lemma, siehe [MM79] bzw. [RS96, Theorem
5.2.3].
Satz A.4.3. Sei G(0) = 0.
(i) Sei 1l < p < N oder p =N und N > 2. Dann bildet der Kompositionsoperator T genau
dann W} (RYN) in sich ab, wenn gilt G' € L (R).
(i) Seip > N oder N =1 und p > 1. Dann bildet der Kompositionsoperator Te genau dann
W (RN) in sich ab, wenn gilt G' € L5, (R).

loc

(iii) In jedem Fall, in dem T¢ in sich abbildet, ist die Abbildung stetig.

Bemerkung 104. Die Bedingung G(0) = 0 bendtigen wir nur im Fall von Funktionenrdumen {iber
R, und zwar um die Beschrinktheit der Norm des Bildes zu sichern (z.B. T(0)). Fiir Funktio-
nenrdume iiber beschrankten Gebieten (2 ist diese Bedingung iiberfliissig. Siehe [RS96, Remark
5.2.3.3].

Mit dieser Bemerkung formulieren wir obigen Satz fiir beschréankte 2 und fiir den fiir uns relevanten
Fall p = 2 erneut und fiigen ein Resultat iiber die Ableitung hinzu.
Satz A.4.4. Sei Q) C RY eine beschrinkte offene Menge und G : R — R eine LEBESGUE-messbare
Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fiir den Kompositionsoperator Tg : f — G o f gilt

Te: HY(Q) — HY(Q).

(ii) Die Abbildung T : f — G o f ist stetig.
(ii) G ist LIPSCHITZ-stetig fir N > 1 bzw. lokal LIPSCHITZ-stetig fir N = 1.
Ist eine der Aussagen erfillt gilt fast iberall auf Q die Kettenregel

V(Go f)=G(f)VF.

Beweis. Den Beweis zur Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) findet man in [MMT79]. Die Giiltigkeit
der Kettenregel wurde in einem unverdffentlichten Artikel von SERRIN gezeigt. Siehe hierzu auch
die Ausfiihrungen in [LM0O7], S. 219f. O

Bemerkung 105. In [LMO7] wurden dariiber hinaus notwendige und hinreichende Bedingungen
entwickelt, die die Giiltigkeit der Kettenregel auch fiir vektorwertige SOBOLEV-Funktionen sichern.
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A.4.3 Kompositionsoperatoren in Raumen hoherer Glattheit

Um Kompositionsoperatoren 7 in Réumen hoherer Glattheit, z.B. den SoBOLEV-Réumen W (€2),
1 < s, agieren zu lassen, reicht die (lokale) LiPSCHITZ-Stetigkeit der beteiligten Funktion G nicht
mehr aus. Wir zitieren aus [Sic96, Theorem 2, S. 165] folgenden

Satz A.4.5. Seil<p<ooundl <s<1l+4 %. Weiter gelte

G(0)=0, G e€L®R), Ag:=suph /7| sup |ALG' ()| < 0.
R>0 Ipl<h Lr(®)
Dann existiert eine Konstante ¢, sodass
IG5y &) < ¢ (16l gy + Ac ) 1 55 o)

fiir alle f € B;q(RN) gilt.

Dabei bezeichnet A} ein Glattheitsmodul und Bj ,(R") einen BEsov-Raum auf RY. Wir kénnen
die Aussage wieder auf beschriankte LiPSCHITZ-Gebiete iibertragen. In Analogie zur Bemerkung
[[04 wird dabei die Forderung G(0) = 0 tiberfliissig.

Unter welchen hinreichenden Bedingungen die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt sind, zeigt
das ebenfalls aus [SicO6] iibernommene
Lemma A.4.6. Seil <p<oounds>1+ %.

(i) Falls G € B, (R) ist, dann gilt G' € L>(R) und Ag < co.

(ii) Falls G eine Funktion mit G(0) =0, G’ € L*(R) und

sup [t||G"(t)| < oo
t£0

ist, dann sind die Voraussetzungen von Satz[A 7.3 erfillt.
(iii) Falls G eine Funktion mit G(0) = 0 und G" ein beschranktes Maf ist, dann sind die Voraus-
setzungen von Satz[AZ.0 erfillt.

In Raumen beschrankter Funktionen, d.h. A = mit s > % (es gilt A5 < L) oder A N L>
wollen wir weitere Resultate formulieren. Zunéchst zitieren wir [Sic96, Theorem 1, S. 167].

Satz A.4.7. Es gelte 1 < s < u. Weiter sei G € C*(R) mit G(0) = 0. Dann ezistiert eine
Konstante ¢ > 0, sodass

IG() sy, <l
fir alle f € A3 ., A= F oder A= B, gilt.

p,q’

-1
A (T

Fiir nicht ganzzahliges u verstehen wir unter C#(R) die HOLDER-Stetigkeit C™*(R), m = |u],
A=p—m.

Speziell fiir (nicht gebrochene) SOBOLEV-RAume zitieren wir [Sic96l Theorem 3, S. 169] bzw. [RS96,
Theorem 5.2.4.1].

Satz A.4.8. Es sei W' — L, m = 2,3,..., 1 < p < oo. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) Ta(Wy") C Wt

(ii) Es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

IGH) e < NGl sy (1l + 11
fir alle f € Wi gilt.
(iii) G(0) =0 und G € W)™!°(R).
Bemerkung 106. (i) Wir beachten, dass die W;"-Norm von G nur auf der beschrinkten Menge
F(RYN) C R gebildet wird (es gilt f € L>).
(i) In [Sic96] wird als Verallgemeinerung des letzten Satzes die folgende Vermutung geduBert:

Esseis > max(%, 1—|—%). Dann gilt T (4, ,) C A; , genau dann, wenn G(0) = 0und G € A;:lqoc(R)_

Die letzten beiden Sétze lassen sich wieder auf beschréankte LIPSCHITZ-Gebiete iibertragen. In
Analogie zur Bemerkung [0 wird dabei die Forderung G(0) = 0 iiberfliissig.
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A.5 Punktweise Produkte

Wir betrachten die Multiplikation als nachfolgendes Einbettungsproblem. Dazu seien Funk-
tionenrdume A} . ¢ = 1,...,m, m > 2 und Aj ~gegeben. Wir suchen Bedingungen an

{81,y 8m, 8, D1y -+« Pmy Py Q1 - - - » A, G}, sodass die stetige Einbettung
{fl'fQ'...'fm|fiEAZi,qi,Z.:L...,m}‘—>A;7q

gilt. A5 = A5 (RM) steht hierbei als Platzhalter fiir die entsprechenden BEsov-Réume Bj , oder
TRIEBEL-LIZORKIN-Réume F}} , und fiir die Parameter gilt

seER, 0<p,g<oo(p<ocfir A=F).

Wir zitieren aus [RS96, Theorem 4.6.1.1] den
Satz A.5.1. Sei s; < 59 und s; + s2 > N max(0, % -1).

(i) Sei sy > % und q > max(q1,qz). Falls s3> s1, gilt

S1 . S2 [N S1
pP.q1 P,q2 p,q1?

und fir ss = s1

S1 S1 S1
. (SN
FP-,ql anz FP#J'

(ii) Sei sy = sy = % und g > max(q1,qz2). Falls 0 <p <1, gilt

N N N
P

Fiir 1 < p < oo erhalten wir

(i) Sei s < %. Dann
51+52*%

FoL - F32 s Fyy

p:q1 P,q2

Wir notieren noch eine verallgemeinerte HOLDERsche Ungleichung fiir TRIEBEL-LIZORKIN- und
BEsov-Riume, siehe [RS96, Theorem 4.8.2.1, S. 238].

Satz A.5.2. Seis >0, L =+ (X —5)>0, L =L (L& s)>0und%+%:%:%(%75)<l.

7 ry pP1 ) p_27
(i) Es gilt

S S S
FPl#h Fp27qz - prq

genau dann, wenn max(qi,qq) < q < oo.
(i) Es gilt

S S S
B:Dhql szﬁq2 - BP-,q

genau dann, wenn 0 < g1 <11, 0 < g2 <19 und max(qi,q2) < g < oo.

A.6 Variationen und Ableitungen von Funktionalen

Wir folgen den Darstellungen in [Zei85, Chapter 40.1]. Zur Untersuchung des reellen Funktionals
F:D(F)CX —R,
auf einem reellen lokalkonvexen Raum X betrachten wir die reelle Funktion ¢, : R — R
on(t) := F(ug+th), teR, up,heX.

Definition A.6.1 (n-te Variation, G-Differenzierbarkeit, F-Differenzierbarkeit). Es sei
F:D(F)CX — R, ug € int D(F) und X ein reeller lokalkonvexer Raum.
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(i) Die n-te Variation von F' im Punkt ug € X in Richtung h € X ist gleich
0 F(uo h) = ¢ (0) = 22

t=0
falls diese Ableitung existiert. Fiir 6, schreiben wir auch dy,.

(i) F ist in ug genau dann GATEAUX-differenzierbar (kurz: G-differenzierbar), wenn ein lineares,
stetiges Funktional a € (X)' existiert, das wir mit F”’(ug) := a bezeichnen, sodass

lim F(UO + th) - F(UQ)
t—0 t

= (F'(u),h) VYheX

gilt. F'(ug) heifit G-Ableitung von F' in ug. Hohere Ableitungen werden sukzessiv erklért.
0F (up; h) := (F'(uo), h) heifit G-Differential von F in ug in Richtung h. Wir schreiben dafiir
auch kurz F'(ug)h.

Wir setzen 6°F := F und erkliren das n-te G-Differential in uo induktiv durch

1
im — (5"_1F(u0 + thn, h,l, ceey hn,1> — 5n_1F(U0; hl, ey hnfl)) .

5nF(u0;h’17 s 7hn) = }—»O t

Dabei soll der Grenzwert fir alle hy, ..., h, € X existieren.
(i) Sei X ein normierter Raum. F' ist in ug genau dann FRECHET-differenzierbar (kurz: F-

differenzierbar), wenn ein lineares, stetiges Funktional b € (X) existiert, das wir wiederum
mit F’(ug) := b bezeichnen, sodass

F(ug+ h) — F(ug) = (F'(ug), h) + o(||h])), h—0,

fiir alle h in einer gewissen Nullumgebung gilt. F”(ug) heifit F-Ableitung von F in ug. Hohere
Ableitungen werden sukzessiv erklart. dF'(ug; h) := (F'(uo), h) heifit F-Differential von F in
uo in Richtung h. Wir schreiben dafiir auch kurz F’(ug)h.

Wir setzen d°F := F und erkliren das n-te F-Differential d" F (uo; h1, - .., hy) in ug induktiv.

Existiert d"~'F(ug;h1,...,h,—1) fiir alle u in einer gewissen Umgebung um ug, dann soll
d"F(uo; h1, ..., h,) genau dann existieren, wenn es einen n-linearen, beschrankten Operator
n
M:J[x—R
i=1
gibt mit

dnilF(uO#»hn;hl, .. .,hnfl)fdnilF(Uo; hl, .o .,hnfl) = M(hl, .o ,hn)+0(”hn”), hn — 0.

Wir definieren d" F'(uo; hi, ..., hy) := M(hq,..., hy).

Die obigen Ableitungen und Differentiale konnen nicht nur fiir Funktionale, sondern entsprechend
auch fiir allgemeinere Operatoren erkliart werden, siehe [Zei86, Chapter 4].

Einen Zusammenhang zwischen den eben definierten Begriffen stellt der folgende Satz her, welcher
eine Sammlung von Resultaten aus |[Zei86, Chapter 4], iibertragen auf Funktionale, ist.

Satz A.6.1. Es sei X ein BANACH-Raum, F' : D(F) C X — R ein reelles Funktional und
ug € int D(F).

(i) Die G-Ableitung F'(ug) existiert genau dann, wenn fir alle h € X die erste Variation
8% F(ug; h) existiert und die Abbildung h — 63, F(ug; h) ein lineares, stetiges Funktional auf
X ist. Dann gilt auflerdem

54U F(uo; h) = (F'(uo), h) VheX.

Hierbei kann X ein lokalkonvexer Raum sein.

(it) Fir n > 1 stimmt die n-te Variation 0% F(uo;h) mit dem n-ten G-Differential
0" F(ug; h, ..., h) tberein.

(iii) Jede F-Ableitung F'(ug) ist auch G-Ableitung.
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() Ist die G-Ableitung F' in ug stetig, dann ist F'(ug) F-Ableitung. Aus Letzterem folgt zudem,
dass F' in ug stetig ist.

(v) Die n-te F-Ableitung F(ug) existiert genau dann, wenn das n-te F-Differential
d"F(uo; hi, ..., hy) in ug in Richtung hy,..., h, fir alle hq,...,hy, € X existiert. Dann
existiert auch die n-te Variation von F in ug fir alle h € X und es gilt

6% F(ug; h) = d"F(ug; h, ..., h) = F™ (ug)h ... h = F™ (ug)h™.

(vi) Ist F hinreichend oft F-differenzierbar, dann gilt die TAYLORsche Formel.
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B Transmissionsprobleme und
Steklov-Poincaré-Operatoren

In diesem Abschnitt zitieren wir ein in der Arbeit verwendetes Regularitatsresultat fiir lineare
Transmissionsprobleme und beschreiben, aufbauend auf Regularitatsresultaten fiir das gemisch-
te Randwertproblem, die Abbildungseigenschaften des partiellen STEKLOV-POINCARE-Operators.
Dazu miissen wir einige geometrische Voraussetzungen an die zugrunde liegenden Gebiete stellen.

B.1 Transmissionsprobleme

Wir betrachten das lineare Transmissionsproblem {T9) auf zwei LipSCHITZ-Teilgebieten fiir den
LApPLACE-Operator, also

7T1A’ui = fl in Ql

u, = 0 auf I'; .

o = anf T = 1,2, (B.1)
7r10p,u1 = —T90p,us aufl’

mit r; € RT, Op,uy, i = 1,2, als Normalenableitung von u;, wobei n; die bzgl. Q; duflere Nor-
male bezeichnet und I' = I'1s = T'y;. Die restlichen Bezeichnungen sind wie in Abschnitt BXl zu
verstehen. Weiter gelte 0.B.d.A. ro > r;. Existenz- und Eindeutigkeitsresultate flir schwache Lo6-
sungen u; € V; C HY(Q;), i = 1,2, dieses Problems finden wir beispielsweise in [WIo82, Beispiel
II1.21.8], wobei die dortigen Resultate wortlich auf LiPsSCHITZ-Gebiete iibertragen werden kénnen.
Wir argumentieren dazu iiber die Losung v € H}(Q2) des entsprechenden Gesamtproblems (23
auf Q.

Regularititsresultate, speziell solche globaler Art, sind fiir das obige Problem (auf LIPSCHITZ-
Gebieten) ungleich schwerer zu erhalten. Wir verweisen dazu auf den Artikel [Sav08, Section 5]
und zitieren den

Satz B.1.1. Seien Q, Q1, Qo und I’ wie oben bzw. in Abschnitt[Zdl Insbesondere ist T ein Teilrand
eines LIPSCHITZ-Gebietes. Weiter seiu = (uy,us) € HY(Q) eine Losung von (Bl) mit f; € L*(€),
1 =1,2. Dann gilt u € B;/;(Q’) fiir jede offene Menge Q' C Q mit ¥ N (T NOQ) = O und weiter
folgt fiir beliebiges s € (0, %) aus f € H™5(Q) auch u € H™(Q').

Zudem gelten diese Resultate global, d.h. wir konnen € durch ganz Q ersetzen, falls fiir jedes
o € T NON ein Kegel K = K,(0,n), p,0 > 0 existiert, sodass

K C OP(IL'o) N O;(xo)

gilt, wobei O,(xo) und O;(aco) die Mengen von zuldssigen Richtungen beziiglich Q und 1 sind,
siehe auch Voraussetzung [[.10 auf Seite 10

B.2 Zur Regularitat der Losung des gemischten
Randwertproblems

In diesem Abschnitt wollen wir Aussagen zur Regularitdt der Losung des gemischten Randwert-
problems

—Au = f inQ
u = g aufD (B.2)
Opu = h auf N
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machen. Dabei ist Q C RY zunichst ein beschrinktes LiPSCHITZ-Gebiet, dessen Rand 9 sich in
die zwei Teilrdnder D und N zerlegen lasst und f, g und h entstammen noch zu spezifizierenden
Funktionenrdumen.

Wir betrachten zunéchst den Fall N > 3, wobei N die Dimension des zu Grunde liegenden Problems
ist. Um in diesem Fall Aussagen zur Regularitét des gemischten Randwertproblems machen zu
kénnen, benétigen wir einige geometrische Voraussetzungen an das Gebiet, vergleiche dazu auch
[Bro94]. Wir folgen den Darstellungen in [MM{O7)].

Fiir jeden Punkt z = (z1,...,2y5) € RY sei 2’ := (71,...,2y-1) und 2" := (22,...,7x_1). Damit
gilt insbesondere ' = (x1,2"”) und = = (2/, zn).

Definition B.2.1. Sei  C RY ein beschriinktes LiPSCHITZ-Gebiet. Eine offene Menge I' C 92
heifit zuldssiger Teilrand, falls zum einen fiir jedes z¢ € 9T ein (neues) orthogonales Koordinaten-
system existiert, das aus dem Original durch eine orientierungserhaltende Isometrie hervorgegangen
ist, sodass z¢ der Ursprung des neuen System ist und die folgende Bedingung gilt. Es existiert ein
Wiirfel Q = Q1 x Q2% ... xQn C Rx...xR mit Mittelpunkt Null und zwei L1PSCHITZ-Funktionen

0:Q =Q1x...xQn-1—Qn, ¢(0)=0
P:Q" =Qax...xQn_1— Q1, 1(0)=0,
sodass
rnQ={e)) |2 €Q und ¢(z") < x1},
OQ\T)NQ = {(2',0(z')) | ' € Q" und Y(z") > z1}
sowie

arm Q — {(w(xll)’xll,(‘0(1/](1;//)’:1/_//)) | x/l c Q”}-

Somit ist 92\ T ein zulissiger Teilrand genau dann, wenn I' ein zulissiger Teilrand ist.

Definition B.2.2. Sei {2 ein LiPSCHITZ-Gebiet in I&N. D, N C 2 seien zwei nichtleere, disjunkte
zuléssige Teilrdnder mit DN = 0D = ON und DUN = 0. Q heidt spezielles faltiges LIPSCHITZ-
Gebiet, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es existiert eine LipSCHITZ-Funktion ¢ : R¥V~! — R sodass Q = {(z/,zn) € RN | 2y >
¢(z")}.
(ii) Es exisitert eine LipscHITZ-Funktion ¢ : RV=2 — R sodass N = {(z1,2",zn) € RN | 21 >
P2} NOQ und D = {(z1,2",25) € RN | 21 < p(2”)} N OQ.
iii) Es existieren dp,dny > 0 mit dp + o > 0 sodass
(iif) :

§—¢ > 6y fast iiberall auf {(z1,2”,zn5) € RY | 21 > ¢(2”)}
T

und

§_¢ < —0p fast iiberall auf {(z1,2”,zx) € RY | 21 < ¢(z")}.
Z1

Ist in der letzten Definition nur Bedingung (i) erfiillt, dann sprechen wir von einem speziellen
LIpScHITZ-Gebiet.

Definition B.2.3. Sei Q ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet in RY mit zusammenhingendem
Rand. Des Weiteren seien D, N C 02 zwei nichtleere, disjunkte zuléssige Teilrdnder, derart, dass
DNN =09D = 0N und DUN = 09Q. Q heiit faltiges LiPSCHITZ-Gebiet, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind.

M
(i) Es existieren P, € 9Q,i=1,...,M und r > 0 sodass 92 C U B.(P;).

i=1
(i) Fiir jedes i = 1,..., M existiert ein Koordinatensystem {x1,...,zx} in RY mit Ursprung P;

und eine LIPSCHITZ-Funktion ¢; : RV =1 — R, sodass die Menge Q; := {(2/,2n) € RN | 2y >
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¢(2')} mit Zerlegung des Randes 99; = N; U D; ein spezielles faltiges L1PSCHITZ-Gebiet (s.
Definition [B22) ist und

QU Bo,(P;) = Q; U By (F))
DU By, (P;) = D; U By, (F;)
N U BQT(Pi) =N; U BQT(Pi)

gilt.
Weiter sei H. fiir € € (0, 1] als das Innere des Sechsecks mit den Eckpunkten

(an)’ (570)5 (L% _E)a (1,1), (1—6,1), (0,%—{—5),

definiert. Zudem ist
By (1) == {u e B ,(Q) | yp(u) =0} .

Mit diesen Vorbereitungen formulieren wir nun den folgenden Satz fiir gemischte Randwertproble-
me, siehe [MMQO7].

Satz B.2.1. Sei Q C RN, N > 3, ein beschrinktes faltiges LIPSCHITZ-Gebiet, dessen Rand sich
wie in Definition [B22.3 in die zuldssigen Teilrinder D und N zerlegen ldsst. Dann existiert ein

sl
e = &(Q), sodass das gemischte Randwertproblem (B2) eine eindeutige Losung u € B,,I,"(Q)
1 !

p(Q;D)) , 9 € By (D) und

S

besitzt, welche stetig von den Daten f = Flg mit F € (B,iq
h € By, (N) abhingt, falls (s,+) € He ist und § + 5 =1 gilt.

1 S 1 . .
Wir beachten, dass mit p = 2 die SOBOLEV-Raume H*t2(Q) = BQ,J;Z (Q) als Spezialfall im letzten

Satz enthalten sind und die Aussage fiir 0 < s < 1 gilt. Insbesondere wirkt sich e = ¢(2) dann
nicht mehr auf den Bereich von s aus.

Im Fall N = 2 gelten dhnliche Aussagen, siehe [Mit05) [Dau&g]. Fiir Polygone kann die Aussage
des letzten Satzes im Fall p = 2 fiir homogene Probleme mit dem LAPLACE-Operator sogar auf
den Wert s = 1 ausgedehnt werden, sofern der Winkel zwischen den Teilrdndern mit DIRICHLET-
Daten und denen mit NEUMANN-Daten kleiner als 7 ist. Siehe hierzu [CS85]. Im zweidimensionalen
Fall kommen wir in dieser Arbeit mit der Standardregularitit aus, d.h. der Satz [AT.H von LAX-
MILGRAM liefert fiir f € H=1(Q), g € HY/?(T') und h € H-'/?(N) die Existenz einer eindeutigen
Losung u € H*(Q) von (B2).

B.3 Steklov-Poincaré-Operatoren

Sei 2 € RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet mit Rand 9. Als STEKLOV-POINCARE- Operator
oder DIRICHLET-nach-NEUMANN-Abbildung bezeichnen wir den Operator, der die DIRICHLET-
Daten eines homogenen Randwertproblems auf 92 auf die entsprechenden NEUMANN-Daten abbil-
det. Fiir lineare elliptische Differentialoperatoren zweiter Ordnung, deren Koeflizienten geeignete
Bedingungen erfiillen, kann man zeigen, dass der STEKLOV-POINCARE-Operator von H*+= (99) li-
near und beschriinkt nach H5~2 (892), —1 < s < 1 abbildet. Siche beispielsweise [McL(), Theorem
4.25] oder [Cos88| Lemma 3.7]. Wir interessieren uns hauptséchlich fiir inverse partielle STEKLOV-
PoINCARE-Operatoren und betrachten dazu speziell das gemischte homogene Randwertproblem

—Au = 0 inQ
u = 0 aufdQ\T (B.3)
Opou = h aufl.

Fiir beliebiges h € H(;OUQ(F) existiert mit dem Satz von LAX-MILGRAM eine eindeutige
Losung u € H (Q9Q\T) = {v € H'(Q) | 7pqp(v) = 0}. Fir diese Losung gilt mit dem

Spursatz vp-(u) € HééQ (T). Als inversen partiellen STEKLOV-POINCARE-Operator bezeichnen wir
die Abbildung

ST H001/2(F) - H&é2(r)a h= p(u),
wobei u die eindeutige Losung von ([B3) ist. Es gilt der
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Satz B.3.1. Sei Q C RY ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet und T echter Teilrand. Dann ist
s74e £ (Hy (1), Hy (D))
bijektiv.

Beweis. Die Abbildungseigenschaften sowie die Linearitdt und Beschranktheit sind mit den Aus-
fiihrungen vor dem Satz klar. Weil harmonische Funktionen vollstdndig durch ihre Randwerte
bestimmt sind liefert S~!(h) = 0 sofort v = 0 und damit h = 0, woraus die Injektivitéit folgt.
Fiir die Surjektivitdt betrachten wir zu beliebigem g € H&f (T") die Nullfortsetzung g € H'/?(9Q)
auf den Gesamtrand. Anschlieend setzen wir g harmonisch zu w € H'(;0Q \ T') fort, womit
% insbesondere (B3) erfiillt. Wir bezeichnen die Normalenableitung von @ auf 9Q als 92%u und
definieren h € H&Jl/ *(I') durch

= (9%, o) Vo e HiA(T).

<h, ’U> (Héoﬂ(p))’xfléé?(r) H1/2(6Q)),><H1/2(ag)

Dann gilt S~1(h) = g. O

Fir N > 3 und faltige LIPSCHITZ-Gebiete konnen wir den letzten Satz mit den Ergebnissen des
letzten Abschnittes ausweiten.

Satz B.3.2. Sei Q C RN, N >3, ein beschrinktes faltiges LIPSCHITZ-Gebiet und I' ein zuldssiger
Teilrand. Dann ist

1
S~terL(H=(T),Hy °(I)), 0<e< 3

bijektiv.

Beweis. Die Linearitiat und Beschranktheit folgen mit Satz [B2.], wobei zu beachten ist, dass die
Bezeichnung e doppelt verwendet wurde. Wegen H¢(T") C H&Jl/ 2(1") folgt die Injektivitat aus
Satz [B30) Fiir die Surjektivitit betrachten wir zu beliebigem g € Hy ¢(T') die Nullfortsetzung
g € H'=5(09) auf den Gesamtrand. AnschlieBend setzen wir § harmonisch zu@ € H3/272(Q; 0Q\T')
fort, womit 7 insbesondere (B3)) erfiillt. Mit der Normalenableitung 029 € H¢(9Q) von @ auf 0%,
wobei an die am Anfang des Abschnittes gemachten Bemerkungen zu den Abbildungseigenschaften
des STEKLOV-POINCARE-Operators erinnert sei, definieren wir h € H~¢(T") durch

— 0 ~ —
<hvv>(H€(F))’><HE(F) T <an u’v>(H€(BQ))/><HE(BQ) Vv e Ha(r) - HS(F)

Dann gilt S~1(h) = g. O
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C Einige Resultate der Optimierung in
Banach-Raumen

In diesem Abschnitt sammeln wir einige Resultate beziiglich der Optimierung in BANACH-R&umen.
Hierunter fallen insbesondere auch die von uns betrachteten optimalen Kontrollprobleme mit Ne-
benbedingungen, die durch partielle Differentialgleichungen beschrieben werden.

C.1 Das implitite Funktionentheorem

Satz C.1.1 (implizites Funktionentheorem). Seien X,Y,Z BANACH-Rdume und sei F : G — Z
eine stetig FRECHET-differenzierbar Abbildung von einer offenen Menge G C X x Y nach Z. Sei
weiter (T,7) € G mit F(T,y) = 0 und habe F(Z,7) € L(Y, Z) eine beschrinkte Inverse.

Dann ezistiert eine offene Umgebung Ux(T) x Uy (g) C G von (Z,y) und eine eindeutige stetige
Funktion w : Ux (T) — Y, sodass

(i) w(@) =7,

(i1) Fir alle x € Ux(T) existiert genau ein y € Uy (g) mit F(z,y) =0, namlich y = w(zx).

Weiterhin ist die Abbildung w: Ux(T) — Y stetig FRECHET-differenzierbar mit Ableitung

w'(z) = Fy(o, w(z)) ™ Fo(z, w(z)).

Der Beweis findet sich z.B. in [Zei86), Theorem 4.B.] oder [Zei9%, Theorem 4.8.4.E, S. 250].

C.2 Folgenunterhalbstetige Funktionale

Wir benétigen zuerst einige Begrifflichkeiten.
Definition C.2.1. Sei X ein Banachraum und F': M C X — R ein Funktional.
(i) F heifit unterhalbstetig in u € M genau dann, wenn gilt:
Ve>03d=060(u,e) >0: F(u) < F(v)+e VoveMmit |v—uly <é.
(ii) F heift schwach folgenunterhalbstetig in uw € M genau dann, wenn gilt:

Up, — u fiir n — 00, (Un)n C M = F(u) < liminf F(u,).

(iii) F heifit folgenunterhalbstetig in u € M genau dann, wenn gilt:

Up, — u fir n — o0, (up)n C M = F(u) < liminf F(uy,).

n—oo
(iv) F heifit schwach folgenstetig in u € M genau dann, wenn gilt:

U, = u flir n — o0, (up)p C M = F(u) = lim F(u,).

n—oo

Wir formulieren das einfache

Lemma C.2.1. Sei X ein BANACH-Raum und seien Fy, Fo : M C X — R schwach folgenunter-
halbstetig in w € M. Dann ist auch Fy + Fy schwach folgenunterhalbstetig in u € M.
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Beweis. Es sei (uy), C M eine beliebige Folge mit u,, — u fiir n — oo. Dann haben wir

Fi(u) + Fo(u) < liminf Fy (uy,) 4+ lminf Fs(uy,) < liminf(F) (u,) + Fo(uy)).

n—oo n—oo n—oo

Der folgende Satz findet sich beispielsweise in [Zei85, Chapter 38].

Satz C.2.2 (unterhalbstetige Funktionale auf BANACH-RAumen). X sei ein BANACH-Raum und
F: M C X — R ein Funktional. Dann gilt:

(i) F stetig = F,—F unterhalbstetig.

(i) F unterhalbstetig < F folgenunterhalbstetig fir alle u € M.

(iii) Ist F konvex, M abgeschlossen und konvex, dann gilt:
F unterhalbstetig <= F schwach folgenunterhalbstetig fur alle u € M.

C.3 Ein Existenzresultat fuir semilineare Probleme

Wir halten uns an die Notation in [HPUU(O9] und betrachten das folgende semilineare optimale
Kontrollproblem

min  Js(y,u) bezlglich Ay+ Bu=h, y€ Yy, u€ Ui, (C.1)
(y,u) €Y xU

wobei
]
To(y,w) = I (y.u) + 5 [lullf

gilt. Die Optimierungsvariable w := (y, u) wurde in zwei Teile gesplittet. y bezeichnet die Zustdinde
und w stellt die Kontrollvariable dar. Die Abbildung J : Y x U — R sei stetig und nichtnegativ
und weiter gelte A € L(Y,Z), B € L(U,Z) und h € Z, wobei Z ein BANACH-Raum ist und
U,Y reflexive BANACH-R&ume bezeichnen. Js bezeichnet man als Zielfunktional und Ay + Bu = h
als Zustandsgleichung. Das Zielfunktional kann nichtlinear sein, die Zustandsgleichung ist aber
offensichtlich affin linear, weshalb hier von semilinearen Problemen gesprochen wird. Die Niitzlich-
keit des Regularisierungsterms & ||uH2U im Zielfunktional wird im néchsten Satz deutlich. Zunéchst
wollen wir definieren, was wir unter einer Losung verstehen wollen.

Definition C.3.1 (optimale Losung von (). Ein Zustands-Kontroll-Paar (7,u) € Yaq X Usq
heifit (global) optimal fiir [CTI), falls

Jé(ya U) < Jé(y7u)
fir alle (y,u) € Yaq X Uyq mit Ay + Bu = h gilt.
Wir sammeln einige Voraussetzungen, unter denen die optimale Losbarkeit des obigen Modellpro-
blems beweisbar ist.

Voraussetzung C.1. Es gelte:

1. § >0, Uyg C U ist konvex, abgeschlossen und im Fall § = 0 beschrénkt.

2. Y,q C Y ist konvex und abgeschlossen, sodass ([Cl) einen zuldssigen Punkt besitzt.
3. A€ L(Y,Z) besitzt eine beschrinkte Inverse.

4. Das Zielfunktional Js5 ist schwach folgenunterhalbstetig.

Ein Existenzresultat fiir die Losbarkeit von ([Cl) enthalt der

Satz C.3.1. Unter Voraussetzung[Cl hat das Problem (Cl) eine (global) optimale Losung (3, u).
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Beweis. Der Beweis ist im Wesentlichen eine Mischung aus den Beweisen zu [HPUU(OY, Theorem
1.43] und [HPUUNY, Theorem 1.45] und wird nachfolgend ausgefiihrt.

Wir bezeichnen die zulédssige Menge mit
Fad :={(y,u) €Y xU | (y,u) € Yoq X Upg, Ay + Bu=h}.
Da Js > 0 und die zuléssige Menge F,4 nicht leer ist, existiert das Infimum

Ji:= inf  Js(y,u
0 (yvu)e}-ad 6<y )

und wir finden eine minimierende Folge (yx, ug)r C Faq mit
Hm Js(yg, ur) = J;.
k—oo

Die Folge (ug)g ist beschrankt, da im Fall § = 0 U,q nach Voraussetzung beschrénkt ist und im
Fall § > 0 mit der geforderten Nichtnegativitdt von J offenbar

1)
B ||Uk||?J < Js (Y, ur)

gilt, was die Beschrénktheit liefert. Da wir A € L(Y,Z),B € £ (U, Z) und nach Voraussetzung
A=Y € L(Z,Y) haben, liefert dies auch die Beschrinktheit der Zustandsfolge (yx)x, da dann
yr = A7Y(h — Buy) gilt. Weiter ist Y x U reflexiv, sodass nachfolgendes Lemma die Existenz
einer schwach konvergenten Teilfolge (yg,, ux, )i C (Y&, ur)r und eines Punktes (7,%) € Y x U mit
(Yk,, uk, )i — (7, u) fir i — oo liefert. Um zu zeigen, dass (§,w) € Fuq gilt, beachten wir, dass fiir
hinreichend grofles r > 0

(ks uk)k C Faa N (BY,T(O) X BU,T(O)) =M

gilt, wobei By,-(0), By,(0) die abgeschlossen Kugeln mit Radius 7 in Y bzw. U bezeichnen. Da nach
Voraussetzung Y,q x U,q abgeschlossen und konvex ist, gilt selbiges auch fir F,4. Folglich ist die
Menge M beschrankt, abgeschlossen und konvex, woraus, erneut mit nachfolgendem Lemma, die
schwache Folgenkompaktheit von M folgt. Zusammengefasst existiert eine schwach konvergente
Teilfolge (yg,,uk; )i C (yk,ur)r und ein Punkt (§,u) € Feq mit Foq D (Yr,,uk, )i — (g,u) fur
i — oo. Die vorausgesetzte schwache Folgenunterhalbstetigkeit von Js liefert nun, dass (g,u) das
Minimierungsproblem (CJ) 16st. O

Wir merken an, dass die strenge Konvexitit des Zielfunktionals die eindeutige Losbarkeit liefern
wiirde.

Lemma C.3.2 (schwache Folgenkompaktheit). Sei X ein refleziver BANACH-Raum. Dann gilt:

(i) Jede beschrinkte Folge (x) C X enthalt eine schwach konvergente Teilfolge, d.h. es gibt eine
Teilfolge (zx,;); C (zx)r und ein x € X mit g, — .

(ii) Jede beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Teilmenge M C X ist schwach folgenkompakt,
d.h. jede Folge (xr)r C M enthdlt eine schwach konvergente Teilfolge (xy,); C (xk)r mit
Tk, — =, wobei x € M.

Beweis. Siehe [HPUUQO9, Theorem 1.17] oder [Zei95], Proposition 2.8.6, Corollary 2.8.7, S. 64] oder
[Yos&0, Theorem V.2.1]. O

C.4 Ein Existenzresultat fuir nichtlineare Probleme

Wir halten uns wieder an die Notation in [HPUUQO9] und verallgemeinern das Resultat des letzten
Abschnittes auf eine gréfiere Problemklasse. Wir fordern nun nicht mehr die affine Linearitét der
Zustandsgleichung und betrachten das folgende nichtlineare optimale Kontrollproblem

min  J(y,u) Dbeziiglich e(y,u) =0, y € Yy, u€ Uyq. (C.2)
(y,u)€Y XU
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Die Optimierungsvariable w := (y, u) wurde in zwei Teile gesplittet. y bezeichnet die Zustdnde und
u stellt die Kontrollvariable dar. Die Abbildungen

J:YXU—-R und e:YxU—Z

seien stetig, wobei Z ein BANACH-Raum ist und U,Y reflexive BANACH-Radume bezeichnen. J
bezeichnet man als Zielfunktional und e als Zustandsgleichung.

Definition C.4.1 (optimale Losung von {C2)). Ein Zustands-Kontroll-Paar (g,%) € Yaq X Uaq
heifit (global) optimal fiir [C2), falls

J(@,u) < J(y,u)

fiir alle (y,u) € Yaq X Ugqg mit e(y,u) = 0 gilt.

Wir sammeln einige Voraussetzungen, unter denen die optimale Losbarkeit des obigen Modellpro-
blems beweisbar ist.

Voraussetzung C.2. Es gelte:

1. Uuq C U ist konvex, beschrankt und abgeschlossen.

2. Y,q C Y ist konvex und abgeschlossen, sodass ([C2) einen zuldssigen Punkt besitzt.

3. Die Zustandsgleichung e(y,u) = 0 besitzt einen beschriankten Losungsoperator U,q 3 u —
y(u) €Y.

4. Die Abbildung Y x U 3 (y,u) — e(y,u) € Z ist stetig beziiglich schwacher Konvergenz.

5. Das Zielfunktional J ist schwach folgenunterhalbstetig.

Ein Existenzresultat fiir die Losbarkeit von ([(C2)) enthalt der
Satz C.4.1. Unter Voraussetzung[CA hat das Problem (CA) eine (global) optimale Losung (7, w).

Beweis. Der Beweis findet sich in [HPUU09, Theorem 1.45]. O

C.5 Reduzierte Probleme und Bestimmung der Ableitungen

Wir folgen den Darstellungen in [HPUUQOY, Chapter 1.6] und betrachten erneut das nichtlineare
optimale Kontrollproblem (C2). Zusétzlich nehmen wir an, dass J und e stetig F-differenzierbar
sind und dass die Zustandsgleichung e(y, u) = 0 fiir jedes u € U eine eindeutige Losung y(u) € Y
besitzt, wir folglich einen Losungsoperator U 3 u +— y(u) € Y haben. Weiter nehmen wir an, dass
ey(y(u),u) € L(Y,Z) stetig invertierbar ist. Dann sichert der Satz iiber die implizite Funk-
tion, dass y(u) stetig differenzierbar ist und differenzieren der Gleichung e(y(u),u) = 0 beziiglich
u liefert

ey(y(u),w)y' (u) + eu(y(u), u) = 0. (C.3)
Setzen wir y(u) in [C2) ein, so erhalten wir das reduzierte Kontrollproblem
min M (u) == J(y(u),u)  beziiglich u € Uag = {tt € Uga | y(u) € Yaq}. (C.4)

Um die Ableitung des reduzierten Zielfunktionals M zu bestimmen, gibt es im Wesentlichen zwei
Ansétze, einerseits den Ansatz iiber die Sensitivitdten, das sind Richtungsableitungen, und ande-
rerseits den Ansatz iiber die Adjungierten.

Der Ansatz liber die Sensitivitdten lauft folgendermafien ab. Fiir v € U und eine Richtung s € U
liefert die Kettenregel fiir die Sensitivitat von M

dM (u; s) = <MI(U)a5>(U)’xU = (Jy(y(u),u),y’(u)s>(y),xy + (Ju(y(u),u),s>(U),XU.

In diesem Ausdruck tritt die Richtungsableitung dy(u;s) = y'(u)s auf. Differenzieren von
e(y(u),u) = 0 in Richtung s liefert andererseits

ey (y(u), w)y'(u)s + eu(y(u), u)s = 0.

166



Folglich ist die Sensitivitat dsy = dy(u; s) als Losung der linearisierten Zustandsgleichung
€y (y(u)a u)ésy = 7€u(y(u)ﬂ U)S (05)

gegeben. Um die Richtungsableitung dM (u;s) = (M’(u), s)ry«p 2zu bestimmen, sind also die
beiden folgenden Schritte nétig. Zuerst bestimmen wir die Sensitivitat d,y = dy(u; s) durch Losen
von ((ZH). Anschlieflend berechnen wir dM (u; s) = (M'(u), 8) g7y iy Via

dM (u;s) = <Jy(y(u)’u)vésy>(y)’xy + <Ju(y(u>au)75>(U)/><U'

Falls neben der Richtungsableitung die ganze Ableitung M’(u) bestimmt werden muss, ist obiges
Vorgehen nicht mehr effizient. In diesem Fall miissen die Richtungsableitungen dM (u;v) fiir alle
Elemente v einer Basis von U berechnet werden, wobei jede dieser Berechnungen eine Losunng der
linearisierten Zustandsgleichung ({(C5) mit s = v erfordert. Somit steigt der Aufwand linear mit
der Dimension von U.

Die Repréasentation der Ableitung von M ist mit dem Ansatz liber die Adjungierten viel effizienter
moglich. Mit

(M), )y = (uly(),0), ' (08 ey + (Tu (), 0), ) gy
= <y’(u)*Jy(y(u),u), S>(U)’><U + <Ju(y(u)7u)’ S>(U)’><U ’

wobei y'(u)” € L ((Y)', (U)") den adjungierten Operator zu y'(u) € £ (U,Y’) bezeichnet, haben wir
sofort
M (u) = y'(u)" Jy(y(u), u) + Ju(y(u), u).
Somit wird statt des Operators y'(u) € £ (U,Y) nur der Vektor y/(u)*J, (y(u),u) € (U)" bendtigt.
Wegen ([C3) gilt
y/(u)*Jy (y(u)7 U) = —€y (y(u)v U)*ey (y(u)a u)il*‘]y (y(u)a U),

woraus
y' ()" Jy(y(u),u) = eu(y(u),u) p(u)
folgt. Dabei ist der adjungierte Zustand p = p(u) € (Z)" als Losung der adjungierten Gleichung
ey(y(u),u)p = —Jy(y(u), u) (C.6)

gegeben. Insgesamt kann die Ableitung M’(u) durch die beiden folgenden Schritte berechnet wer-
den. Zuerst bestimmen wir den adjungierten Zustand p € (Z )/ durch Losen der adjungierten
Gleichung (CH). AnschlieBend berechnen wir M’(u) via

M (u) = eu(y(u),u)"p + Ju(y(u), u). (C.7)

Die Représentation der Ableitung von M iiber die Adjungierten kann auch auf andere Weise
hergeleitet werden. Dazu betrachten wir wieder das nichtlineare optimale Kontrollproblem ([C2)
und definieren das LAGRANGE-Funktional

L:Y xUXx (Z)/ - R? (yvuap) = L(yauvp) = J(yau) + <pae(yau)>(Z)’><Z .

Einsetzen von y = y(u), womit e(y(u),u) = 0 gilt, liefert fiir beliebiges p € (Z)’
M(“) = J(y(u>7 u) = J(y(u>7 u) + <p7 e(y(u>> u)>(Z)’><Z = L(y(u)7 va)~

Differenzieren wir dies, erhalten wir

<M’(U), 5>(U)’><U = <Ly(y(u)7 uap)v y/(u)5>(y)'><y + <Lu(y(u)a u7p)a 5>(U)’><U . (08)
Nun wéhlen wir p = p(u) so, dass

Ly(y(u),u,p) =0 (C.9)
gilt. Letzteres ist gerade die adjungierte Gleichung ([C8), denn wegen
<Ly(y, va)a d>(y)'><y = <Jy(y, u), d>(y)’><y + <pa ey(l!v u)d>(z)’ <7
= <Jy(y7u) +ey(y7u)*pa d>(y)/><y
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gilt natiirlich auch
Ly (y(u),u,p) = Jy(y(u), u) + ey (y(u), u) p.
Insgesamt erhalten wir mit ([C8), wenn p = p(u) so gewahlt ist, dass ([C3) gilt,

M’ (u) = Lu(y(u), u, p(w)) = Ju(y(u), u) + eu(y(u), u) p(u),
welches gerade (C1) entspricht.

Den LAGRANGE-Funktional basierten Ansatz konnen wir auch benutzen, um die zweite Ableitung
von M zu bestimmen. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass M zweimal stetig F-differenzierbar ist.
Wie bereits im letzten Absatz erwihnt, gilt fiir alle p € (Z)' die Identitét

M(u) = J(y(u),u) = L(y(u),u,p).

Differenzieren wir dies zunachst in Richtung s; € U, dann in Richtung se € U und wihlen weiterhin
p = p(u) so, dass [CA) gilt, erhalten wir insgesamt

M"(u) = y'(u) Lyy(y(u), u, p(w)y' (w) +y'(u)" Lyu(y(u), u, p(u))
+ Ly (y(w), u, p(u))y' (w) + Luu(y(uw), u, p(u))
= T(u)*wa(y( ), t, p(u))T'(u)

T(u) = (y'[(U)> CLW,YXU), Luw= (fyy fzz) ,

uy

wobei Iy € L(U,U) die Identitat in U bezeichnet und w = (y,u) ist. Wir erinnern daran, dass
y'(u) = —ey(y(u),w) teu(y(u),u) gilt. Statt den gesamten Operator M”(u) zu bestimmen, ver-
wenden wir die obige Repréasentation von M” (u) gewohnlich dafiir, das Operator-Vektor-Produkt
M" (u)s zu berechnen. Dazu berechnen wir zunéchst die Sensitivitit

—1

dsy = y/<u)s = —ey(y(u),u) eu(y(u),u)s,

was eine Losung der linearisierten Zustandsgleichung erfordert. AnschlieSlend berechnen wir

<Zl> _ <£yygygu§,u,p(U))5sy + Lyu(y(u),
2 uy (y(w), u, p

und damit
hs = y’(u)*hl = —eu(y(u),7vL)*ey(y(u),u)_1 h1,

wobei Letzteres eine Losung der adjungierten Gleichung erfordert. Am Schluss setzen wir
M”(U)S = h2 + h3.

Die eben durchgefiihrten Prozeduren kénnen wir beispielsweise dazu benutzen, um die wiahrend
des NEWTON-Verfahrens auftretende Gleichung

M//(uk)sk _ 7M/(uk)

effizient zu 16sen.
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Modellprobleme, Verfahren und
Voraussetzungen aus Kapitel

Lineares Modellproblem (siehe Seite [M):

PDu = f inQ
v = 0 aufl

mit P(D)u = P;(D) ulg auf Q; und
Py(D) = —div(A;(z) - V) + (bi(x), V) + ¢ci(x) auf Q; , i=1,...,m
Schwache Form des linearen Modellproblems (siehe Seite [T):

Finde u € HJ(2) mit
a(u,v) = (f,v)r2(q) Vv € Hj(Q)

mit

a(u,v) = /Q(A -Vu, Vv) + (b, Vu) v + cuv dx

Lineares Transmissionsproblem (siehe Seite [[H):

Pi(D)yu; = f; in Q;
u; = 0 auf T'; 1
u = uj auf I';; , j € N(4) P e
op,u; = 78pj’u,j auf Iij,Jj¢€ N(Z)

Schwache Form des linearen Transmissionsproblems (siche Seite [[H):
Finde u; € V;,i =1,...,m, mit

a’i(.uivvi) = (fi’vi)Lz(Qi) V’Ui € H&(QZ)
vfiy (ul) - ,ylz‘jl(u]) in Hl/Q(Fij)v JE N(l)
(Opuispy = —{(Opuj,p) Ve Hoyy (Tij), § € N()

ai(vi,wi) = / (Az -V, V’U}i) + (bi, V’Ul) w; + c;v;w; dx,
Q;

Weitere schwache Formen des linearen Transmissionsproblems (siehe Seite 21I):
Finde u; € V;,i =1,...,m, mit

g

g

ai(ui,vi) = (fi,vi)2q,) Vo, € HH ()
{ (Opui+ TNk () ) = (=0mu;+ TNyl (ug) 1) Y € Hof*(T), j € N (D)
i)
Finde u; € V;,i=1,...,m, mit

ai(ui,v;) —+ Z <ZOO)\ij’Yli“,-j(Ui)77%ij(vi)>

JEN(3)

= (fovi)paan + D <f8pjuj +I°°Aij7%ij(uj)ﬁﬁj(vi)> Vv € VP

JEN(3)
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Verfahren aus Kapitel

Nichtiiberlappende SCHWARZsche Methode (siche Seite E3): Seien beliebige Startwerte ul € V;,i =
1,...,m, gegeben. Fiir n > 0 16sen wir sukzessive die Probleme:

u?Jrl = 0 auf I'; i=1,....m €33
Gpiu?“ + )\iju?"'l = —c’)pju;? + )\iju? auf Fij , J € N(’L)

Schwache Formulierungen der nichtiberlappenden SCHWARZschen Methode (siehe Seite Z3)):
Finde u]™' € V;,i =1,...,m, mit

ai(u?Jrlan) = (fi’vi)LZ(Qi) Vv € H&(QZ)
<8piu;‘+1 + TNk, (ul ) ,u> = <78p]. ul + I\, (uh) ,u> Ve Hop*(Tiz),
JjeN()
(239
Finde u?* € V;,i=1,...,m, mit
)+ S (TN, () b () )
JEN () }

= (fov)pp@n+ D <—3Pju;-‘ +I%Nij7,, (uf) ,vfij(vi)> Vv € VO

JEN(4)
Z35)

Verallgemeinerte nichtiberlappende SCHWARZsche Methode (siehe Seite BH): Seien beliebige gioj €

H&JI/Q (Ty5),i=1,...,m,j € N(i), gegeben. Fiir n > 0 16sen wir sukzessive die Probleme:
up = 0 auf T'; i=1,...,m. 233
Gpiu? + )\qu = g;(zj auf Fij , J € N(’L)

Anschlieflend datieren wir die ROBIN-Daten der Transmissionsbedingungen wie folgt auf:
g?j“ = (Nij + Nji)uf —gf; auf Iy, j € N (i) Z39)

Schwache Formulierungen der verallgemeinerten nichtiberlappenden SCHWARZschen Methode (sie-

he Seite EZ):
Finde u} € Vi,i=1,...,m, mit
ai(uf,vi) = (fi,vi)p2, Vi€ Ho() o
n i n n 1/2 . .
<aPiUi +IOO)‘ij7FU(Ui ) ’M> = <gijﬂu> Ve HO(g (Fij)’ J€ N(l)
Finde u} € Vi,i =1,...,m, mit

aiulv) + S (TN, () 2k, ()
JEN (i) )
= (vdpay+ Y (950, (0)) Vo eV
JEN (@)

g;}'i'l = IOO()\U‘ + )\ji)’yf;ij (U?) — g;li n H&)l/Q(Fij) , J € N(’L) (m
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Voraussezungen aus Kapitel

Die Voraussetzungen an die Gebiete befinden sich am Anfang des Abschnitts Bl auf Seite

Voraussetzungen an das Problem

Firi=1,...,m erfillle P;(D):

Voraussetzung 2.1. (siehe Seite [[)) A; sei elliptisch, d.h. es existiert ein «; > 0, sodass
(A - €,6) > oy|€> VEERN fii auf Q.

Voraussetzung 2.2. (siche Seite [[Tl) Es existiert ein v; > 0, sodass

a;(w, w) zui/ (A; - Vw,Vw)dr YwéeV,.
Q

i

IAn den nachsten Voraussetzungen bezeichne fi den inneren Teilrand des Gebietes €;, d.h.
T :=00Q; \ 99, und 7% ist der Spuroperator aus Satz AZ2T10

Voraussetzung 2.3. (siehe Seite [[A) Es gelten die Regularitatsforderungen divb; € L>°(£2;) und
vlé_bi € L*(T;). Weiterhin gelte fiir fast alle x € §;

1 . . - falls 2; echten Auflenrand besitzt,
—=div(b;(x)) + ¢;(x) > n; , wobei n; > @
2 0 sonst.

Dabei ist a; die Elliptizitatskonstante aus VoraussetzungZIlund Cgq, die Konstante der POINCARE-
Ungleichung auf ;. Siehe auch Abschnitt A2l Satz Die Regularititsforderung an die
Divergenz von b; zusammen mit b; € L>(Q;) impliziert natiirlich insbesondere b; € H(div, €2;).

Voraussetzung 2.4. (siehe Seite[[) Es gelte Voraussetzung 23 mit n; > 0, falls ; keinen echten
Auflenrand besitzt.

Voraussetzung 2.5. (siehe Seite [[A) Es gelte divb; € L (€);), d.h. insbesondere b; € H(div, ),
und mit I'; = 9Q; \ 900

* 7 + + 1/2 A. . . A.
<7ﬁ_bz,u ><Hé/2(fi)),><Hé[§2(fi) >0 Vute {u e HYAT) | u() > 0 £t auf rz}.

0

Falls die Spur von b; auf fl als Funktion aufgefasst werden kann, z.B. wenn b; hinreichend regular
ist, wie in Voraussetzung Z3 folgt diese Bedingung aus der Forderung

bi(x) - ng(x) > 0 fiir fast alle z € T;.
Dabei bezeichnet n;(-) den duBleren Normaleneinheitsvektor beziiglich €2;. Siehe Abschnitt [A2Tl

Voraussetzung 2.6. (siche Seite [[A) Es gelte die Regularitéatsforderung 'ylé_bi € LQ(fi) und fast
iiberall auf Q; )

div(b;) = 0 und (2.10)

3¢ > 0 mit ¢;(x) > ¢ fir fast alle x € Q. (2.11)

Falls Q; einen echten Auflenrand besitzt ist ¢; > _gé

Voraussetzung 3] bezeichnet sind. Insbesondere impliziert ([ZI0) natiirlich divb; € L™ ().

zuléassig, wobei die Konstanten wie in
i

Voraussetzung 2.7. (siehe Seite [[2) Es gelte Voraussetzung B8 mit ¢;(-) > 0 f.4. auf Q;, anstatt

1)
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Voraussetzungen an die Methode

Die nachfolgenden Voraussetzungen sichern die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten
ScHWARZschen Methode.

Voraussetzung 2.8. (siche Seite 2Il) Fiir \;; € L>(Ty;), i = 1,...,m, j € N (i), gelte

€

esslipf [ Aij(z)]| >0

und weiter
essinf | Agj () + Aji(z) | > 0,
xzel'yy;

d.h. sowohl )\;; als auch die Summe A;; + Aj; seien fast iiberall von der Null weg beschrankt.

Voraussetzung 2.9. (siche Seite ER) Fiir i = 1,...,m, j € N (1), gelte

essinf A;; () = Ay; > 0.

el

Voraussetzung 2.15. (siehe Seite ) Fiir die konvektionsrelevanten Koeffizienten b; = b, €
(L)Y, i =1,...,m, des Differentialoperators €3 gilt divb; € L>°(€;) und zusitzlich

A (b)) = = (b) = 77 () = = (b) € L®(Tyy), § € N(0),

mit dem Spuroperator aus Satz [AZ2.I0. Die hinreichend reguliren Spuren springen also nicht zwi-
schen den Teilgebieten bzw. b € (L°°(Q))Y ist stetig auf den Réndern der Teilgebiete.

Voraussetzungen technischer Natur

Die nachfolgenden Voraussetzungen werden aus beweistechnischen Griinden benétigt.
Voraussetzung 2.10. (siehe Seite B3) Fir i = 1,...,m, j € N(4), ist A;; + Aj; ein Multiplikator
fiir Hy)?(Ty;), d.h. es gilt

(Nij + Nji)p € Hob*(Dig) ¥ € Hof*(Tyj),

Voraussetzung 2.11. (siche Seite B3) Fiir die Losung u = (u;)1<i<m € HE () € H' des linearen
Modellproblems (E3) bzw. des Transmissionsproblems @I9) gelte dp,u; € L*(I';;), i = 1,...,m,
j € N(i), d.h. samtliche Konormalenableitungen auf den Schnittstellen der Teilgebiete sind als
quadratintegrierbare Funktionen interpretierbar.

Voraussetzung 2.12. (siehe Seite Bl) Firi = 1,...,m, j € N (i), gelte

essinf(Ay; () + Aji(z)) = mi; > 0.

zETy;
Insbesondere ist A;; 4+ Aj; fast iiberall positiv.
Voraussetzung 2.13. (siche Seite B7) Fiir j = 1,...,m gelte
Z / (Nij — )\ji)%{” (v7) do < C aj(vj,v;) — Nj(v;) Vo, € ker Pj(D) C Vj.
ieN () " T
Dabei sei N;(v;) > 0 fiir alle v; € ker P;(D) C V; und 0 < C' < 2.

Voraussetzung 2.14. (siche Seite B7) Fiir alle v = (v;)1<i<m € [[|", ker P,(D) C H' gelte

m

0 <a(v,v) = Zai(vi,vi).

i=1
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Modellprobleme, Verfahren und
Voraussetzungen aus Kapitel

Probleme aus Kapitel

Quasilineares Modellproblem (siehe Seite EH):

{P(D)u = f inQ
v = 0 auf 90
mit
(P(D)u)(@) = > (=1)*IDAq (2, Du(x))

laf<1

Schwache Formulierung des quasilinearen Modellproblems (siehe Seite Bl):
Finde ein v € H(Q) mit
a(u,v) = (f,0)pai) Vv € Hy(Q)
mit
a(u,v) :/1 Z Aq(x, Du(z)) D% (x) dx
% Jal<1

Quasilineares Transmissionsproblem (siehe Seite B2):

u; = 0 auf T'; 1
U = Uy aufFij,jEN(i) E=heenm
8Piui = —(’)pjuj auf Fij , J € N(Z)

mit
(Pi(Dyui)(x) =Y (=1)!*I DA (z, Dus(x)), i =1,...,m

laf <1

Schwach formuliertes quasilineares Transmissionsproblem (siehe Seite B3)):
Finde u; € V;,i =1,...,m, mit

ai(ui,vi) = (fi,0)p20,) Vi € Ho()
T, W) =, (uy) in H'/2(Ty;), j € N(i)
(Opui ) = —(Opujp) Y€ Hy (Tig) j € N (i)

a;(ui, v;) ::/Q Z Al (2, Dui(x))D%;(x) dz

¢ lal<l

Weitere schwache Formulierungen des quasilineares Transmissionsproblem (siehe Seite Bf):

g

B

g

g

Finde u; € V;,i=1,...,m, mit
ai(”ivvi) = (fiavi)L2(Qi) Yo € H&(QZ)
<6Piui + %N, (ui) »H> = <*5'Pjuj + %N, (ug) »H> Y € Hop*(Diy), j € N (i)
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Finde u; € V;,i =1,...,m, mit
ai(us,vi) + Y <ZOO)\iﬂ1iy]. (ui) Ve, (Ui)>
JEN(4) ‘
= (fi,Ui)Lz(Qi) + Z <—5pjuj —I—IOO)\iﬂ%U(Uj) a%zyj(vi)> Vv € V2O

JEN(3)
EIR)

Verfahren aus Kapitel

Verallgemeinerte nichtiberlappende SCHWARZsche Methode (siehe Seite BEX): Seien beliebige g?j €

H&JI/Q (Tij),i=1,...,m,j € N(i), gegeben. Fiir n > 0 16sen wir sukzessive die Probleme:
up = 0 auf T'; i=1,...,m B&=Z1)
Gpiu? + )\qu = g% auf Fij , J € N(l)

Anschlieflend datieren wir die ROBIN-Daten der Transmissionsbedingungen wie folgt auf:
gfjﬂ = (Nij + Nji)uf —gf; auf Iy, j € N (i) B22)

Schwache Formulierungen der verallgemeinerten nichtiberlappenden SCHWARZschen Methode (sie-

he Seite BR):
Finde v} € V;,i =1,...,m, mit
ai(uf,vi) = (fi,vi)paiq, Yvi€Hj()
n i n n 1/2 . . (B:B)
<8Piui JFIOO)‘ij'YFij(Ui ) ,,U> = <9ijvﬂ> Ve HO({ (Fij), J € N(z),
Finde u} € Vi,i =1,...,m, mit

ai(u,v) + Y <Ioo>\iﬂf¥”(u?)ﬁﬂj(vi)>
JEN(3) E&=)
= Uty + . (9590,@)) VuieV®,
JEN ()

n i m no. ~1/2 ) .
gij“ =7%\i; + )\ji)’y%ij (u]) — g} in Hpyg / (Tij) , 7€ N(i). B3
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Voraussezungen aus Kapitel

Die Voraussetzungen an die Gebiete befinden sich am Anfang des Abschnitts Bl auf Seite

Voraussetzungen an das Problem

Voraussetzung 3.1 (Carathéodory Bedingung). (siehe Seite E) Die Funktionen A, : Q x RM —
R haben fiir alle o mit |o| < 1 die folgenden beiden Eigenschaften:

(i) =+ Au(x, D) ist messbar auf € fiir alle D € RM

(ii) D — Au(x, D) ist fiir fast alle x € € stetig auf RM.
Im Zusammenhang mit den auf die Teilgebiete Q; C € eingeschriinkten Funktionen A! = Aalg,;
geniigt es, wenn Voraussetzung BZI(ii) fiir A?, gilt.

Voraussetzung 3.2 (Wachstumsbedingung). (siehe Seite BEd) Fiir € Q und alle D € R und
| < 1 existiert ein C' > 0 und ein nichtnegatives g € L*(2) mit

| Aa(z,D)| < C | gx) + > | D?|

1BI<1

Voraussetzung 3.3 (Monotoniebedingung). (siehe Seite @) Fiir # €  und alle D, D’ € RM gilt

> (Aa(@,D) — Ag(x,D")) (D* = D'*) > 0.

jal<1

Voraussetzung 3.4 (Koerzivititsbedingung). (siche Seite Ed) Fiir z € Q und alle D € RM
existiert ein ¢ > 0 und h € L*(Q) mit

Y Aa(@.D)D* > ¢ Y | D P~ h(a).

laf<1 18]=1

Voraussetzung 3.5 (gleichmiifige Monotonie). (siehe Seite Ed) Fiir € Q und alle D, D’ € RM
existiert ein d > 0 mit

3" (Au(@,D) ~ Aa(e, D) (D* =Dy >d 3 | D’ — D" |".
la|<1 18]=1

Voraussetzung 3.6 (Degeneriertheit). (siehe Seite Ed) Alle Funktionen A, héngen nur von u ab,
nicht von den partiellen Ableitungen von u.

Voraussetzungen an die Methode

Die nachfolgenden Voraussetzungen sichern die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten
ScHWARZschen Methode.

Voraussetzung 3.7. (siehe Seite Bfl) Fiir \;; € L>®(Ty;), i = 1,...,m, j € N (i), gelte
ssinf | A5 >0
essind | Aij () |

und weiter
essinf | >\ij (SC) + )\ﬂ(x) | > 0.
xzel'y,;

Voraussetzung 3.8. (siehe Seite Bl Fur i = 1,...,m, j € N (i), gelte

essinf A;; () = Ai; > 0.

xzel'yy;

175



Voraussetzungen technischer Natur

Die nachfolgenden Voraussetzungen werden aus beweistechnischen Griinden benotigt.

Voraussetzung 3.9. (siche Seite Bl) Fir i = 1,...,m, j € N (i), ist A;; + Aj; ein Multiplikator
fiir Hy)?(Ty;), d.h. es gilt

(Nij + Ao € Hoy*(Ti) ¥ e Hob*(Ty).

Voraussetzung 3.10. (siehe Seite B) Fiir die Losung u = (u;)i<i<m € HL(Q) € H' des
quasilinearen Modellproblems B3)) bzw. des quasilinearen Transmissionsproblems [BX) gelte
opu; € L*(Ty;), i = 1,...,m, j € N(i), d.h. simtliche Konormalenableitungen auf den Schnitt-
stellen der Teilgebiete sind als quadratintegrierbare Funktionen interpretierbar.

Voraussetzung 3.11. (siehe Seite Bd) Firi = 1,...,m, j € N (i), gelte

eses,%nf(Aij (@) + Aji(x)) = m4; > 0.

Voraussetzung 3.12. (siche Seite B7) Sei u = (u;)1<i<m € HA(Q) € H' schwache Lésung von
B3) bzw. BY). Fir j =1,...,m gelte
; 2
> / (Aij =i, (v —uy)™ do < C (a;(vj,v;—uy)—a;(uz, v;—u;))—Nj(v;—u;)  Vv; € K.
ieN(j) O T
Dabei sei N;(v;) >0 fir alle v; € K; C V; und 0 < C < 2.

Voraussetzung 3.13. (siche Seite BR) Sei u = (u;)1<i<m € H(Q) € H' schwache Lésung von
B3) bzw. BR). Fir alle v = (v;)1<i<m € [[1", K; C H', siche [§39), gelte

0<a(v,v—u)—a(u,v—u)= Z(ai(vi,vi —u;) — a;(ug, v; — uy)).
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Modellprobleme und Voraussetzungen aus
Kapitel 4

Probleme aus Kapitel @4

Nichtmonotones quasilineares Modellproblem mit springenden Nichtlinearititen (siehe Seite [Z8):

{P(D)p = f inQ @D

p = 0 aufdQ
mit
POt i= { i)t )
wobei

PADYo() = — div(ki (v(@)Vo()) , i = 1,2, 2
die quasilinearen Differentialoperatoren auf den Teilgebieten bezeichnen

Schwache Form des michtmonotonen quasilinearen Modellproblems mit springenden Nichtlineari-
taten (siehe Seite [70):
Finde p € H}(Q) mit

g

b(p, U) = (f’U)LZ(Q) Vv e HOl(Q)

mit der Form

g

b(p,v) := (k(p)Vp, V) 12 (q)

und

L kl( ) , X € O
k(p) T { kQ(];) , L S QQ

Nichtmonotones quasilineares Transmissionsproblem mit springenden Nichtlinearitdten (siche Seite

rar|B

P,(D)p; = fi in Q;
pi = 0 auf T -
p1 = p2 auf T i=1,2 @3
Opp1 = —Opp2 aufl
mit
P;(D)pi = —div(k;(p:)Vps) D)

Schwache Form des nichtmonotonen quasilinearen Transmissionsproblems mit springenden Nicht-
linearititen (siehe Seite [[R):
Finde p; € V;,7 = 1,2 mit

bi(pi,vi) = (fi,vi)peqq, Vi € Ho()
Wp) = ARp2)  in Hyf’(D) @I
Oppr,i) = —(p,pa,p) V€ Hoh (D)
mit
bi(ui,vi) = (kz(uz)vuzavvz)[ﬂ(gz) ’L = 1,2 (m)

177



Springendes Transmissionsproblem (siche Seite BY):

—Aui = f in Qz
u; = 0 auf T'; 19
ki (uy) = ky'(uz) aufT T
oa,u1 = —0a,ug auf I

Schwache Form des springenden Transmissionsproblems (siehe Seite BY):
Finde u; € V;,i = 1,2 mit

ai(uivi) = (fi,vi)2(,) Yvi € Ho()
ya(kr () = (k3 t(u2))  in Hg (D)
(Oayur,p) = —(Oagus,p) Vp e Hyp (D)

mit

Hilfsprobleme (siehe Seite [@I):

—Aui = fl in Qz
u; = 0 auf T'; i=1,2
on,u; = (=1)*lg  aufT

Schwache Formen der Hilfsprobleme (siche Seite [II):
Finde u; € V;,i = 1,2 mit

ai(ui;vi) = (fi;vi)L2(Qi) Vv, € H&(QZ)
. , — _1)i+1 , 1/2
<8A,L-’U,“/,L> <H362(F)) ><H362(F) - ( 1) <g7l’[’> <H362(F)) ><H362(F) V/L € HOO (F)

Finde u; € V;,i = 1,2 mit

a;(ui, v;) = (fi,vi) 2, + (=1 <g"yli“(vi»(H&éZ(F))/xH(}({Z(F) Vo, €V

Restringiertes Minimierungsproblem (siehe Seite [@3)):

\7(”1;”2)9) ;mll’l
(Ul,UQ,g) € ]:ad

1, _ _ 2
J(ur,uz,9) = 3 (|7 (v () — k3 1(7%(“2))||L2(p)
Fod == {(ul,uQ,g) e Vi x Vo x (V]"), | (u1,us,g) geniigt (M)}

Regularisiertes restringiertes Minimierungsproblem fiir 6 > 0 (siehe Seite [@5):

!
Js(u1,u2,g) = min
(u1,u2,9) € Faa

1, _ _ 2 )
Js(ur,uz,9) = 3 k1 (v (ua)) = k3 1(71%(U2))\!L2(F) +3 gy

E33)

E32)

Freies Minimierungsproblem bzw. reduziertes Minimierungsproblem fiir § > 0 (siehe Seite [@5):

{ M;s(g) < min
g€ ()

Md(g) = j5(u1(g)ﬂ UQ(g)vg)

mit

ui(+) H&)l/Q(F) — Vi, ui(g) = A7 (Fi(g), i=1,2
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Voraussezungen aus Kapitel [

Die Voraussetzungen an die Gebiete befinden sich am Anfang des Abschnitts LTl auf Seite [[6

Voraussetzungen an das Problem

Voraussetzung 4.1. (siehe Seite [[d) Das Modellproblem ETl) besitze eine eindeutige (schwache)
Losung p € H}(Q).

Voraussetzung 4.2. (siehe Seite Bd) Die Nichtlinearititen k; € L>®(R), ¢ = 1,2, die als Kerne
der KIRCHHOFF-Transformation {ETH) auf 2, fungieren, erfiillen k; > o > 0 fast {iberall auf R.

Voraussetzungen technischer Natur

Voraussetzung 4.3. (siche Seite [¥) Es gelte Voraussetzung und zusétzlich k; € WL (R),
i=1,2.

Voraussetzung 4.4. (siche Seite [IY) Es gelte Voraussetzung und zusétzlich k; € W2 (R),
i=1,2.

Voraussetzung 4.5. (siehe Seite [[¥) Es gelte Voraussetzung und zusétzlich k; € W3 (R),
i=1,2.

Voraussetzung 4.6. (siehe Seite [[¥) Es gelte Voraussetzung und zusétzlich k; € W2 (R),
i=1,2.

Voraussetzung 4.7. (siehe Seite [[T0) Die Teilgebiete ; C R3, i = 1,2, seien faltige LIPSCHITZ-
Gebiete, siehe Definition

Voraussetzung 4.8. (siche Seite [T) Es gelte (k; ')” € B3 o(R) mit s > 3.

Voraussetzung 4.9. (siche Seite [T0) Es gelte (x; )" € Bj o (R) mit s > 2.

Voraussetzung 4.10. (siche Seite [TH) Fiir jedes xp € 9Q N T existieren zwei Kegel K' :=
K,,(0i,v:), pi,0; > 0, sodass gilt

Kic Opi(l'o) N O;h (mo), 1 =1,2,

wobei O, (x9) und O, (o) die Mengen von zuléssigen Richtungen beziiglich Q und Q;, i = 1,2,
sind.

Voraussetzung 4.11. (siche Seite [TJ) Die eindeutige Losung (p1,p2) = p € H}(Q) C Vi x Vs
des Modellproblems [Tl) aus Voraussetzung Bl erfiille die zusétzliche Regularitétsforderung p; €
H%JFT(QZ-), i =1,2, wobei 7 > 0 beliebig klein gewahlt werden kann. Weiterhin gelte ki € C*(R),
i=1,2, mit s >3 +7.

Voraussetzungen an die Losungsverfahren
Voraussetzung 4.12 (zuléssige Suchrichtungen). (siche Seite [Z7)

<f/(”k)’dk>(vyxv k
W, et = ey o

Voraussetzung 4.13 (zuliissige Schrittweiten). (siehe Seite [28) Fiir alle k € Ny gilt f(v* +
ordF) < f(v*) und zusitzlich:

1(0.k dk ,
f(vk+okdk)*f(vk)°——%0 e <f(v ) >(V)XV

P F =
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Index

Abstiegsrichtung,
zuléssige,
Abstiegsverfahren,
adjungierte Gleichung, [[67
ARMIIO-Regel,

BEsov-Raum, 44

Bilinearform, [40
beschrankte, [[40
definite, [0
elliptische, 4]
indefinite, [[40]
koerzive, [[Z1]
semidefinite, [0
stetige, 40
symmetrische, [0

C™-Regularitatsbedingung

gleichméBige,
CARATHEODORY-Funktion,
CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung, [0
CFX_Regularititsbedingung,

Dualraum,

Einbettungssatze, 41
EULERsche Gleichung,

F-Differential, [57
faltige L1PSCHITZ-Gebiete,

Fehler
der VSAM, B0,
Folgenstetigkeit

schwache,
Folgenunterhalbstetigkeit,

schwache,
Fortsetzung

harmonische,
FRECHET-Ableitung, 57
FRrIEDRICHS-Ungleichung, [[44]
Funktionenraum, [[4]

G-Differential, 11
GATEAUX-Ableitung, 37
GELFAND-Dreier,
GREENsche Formeln, [21]

Hilfsprobleme, @]

Kegelbedingung, [[Z1]

Kettenregel, B3 24

KIRCHHOFF-Transformation,
fiir Funktionen,

punktweise,
Kompositionsoperator, [H4
Kontrollfunktional, @1
Kontrollproblem

optimales nichtlineares, [[63

optimales semilineares, [G4

reduziertes,
Kontrollvariable,
Konvergenz

schwache,
Kreuzungpunkt, @
Kreuzungspunkt,

LipscHITZ-Bedingung
lokale, 1]
LipscHITZ-Gebiete, [[],
faltige,
spezielle,

Minimierer,
Minimierungsproblem
freies,
reduziertes,
restringiert,
Modellproblem
linear, M0

nichtmonoton und quasilinear mit sprin-
gender Nichtlinearitat, 76

quasilinear, E9

NEMYTSKI1J-Operatoren,
NEWTON-Verfahren, [32

Operator
NEMYTSKIJ-,
demistetiger,
Fortsetzungs-,
gleichméfig monotoner,
hemistetiger,
koerziver,
Kompositions-, [24]
monotoner, [A1]
schwach koerziver,
Spur-,
stabiler,
stark monotoner,
stark stabiler,
stark stetiger,
streng monotoner,
Superpositions-, [[53

optimale Losung,



PoINCARE-Ungleichung, [[44]
Punktweise Produkte,

RiESz-Isomorphismus,
ROBIN-Substrukturierungsmethode,

Satz
von GREEN, [[21]
von LAX-MILGRAM, [[Z]]
Divergenz-, [51]
von HAHN-BANACH,
Schrittweite, 21
ARMIJO-,
zuléssige,
Schrittweitenregel,
schwache Konvergenz,
SCHWARZsche Methode
nichtiiberlappend,
verallgemeinert nichtiiberlappend, 28,
Segmentbedingung, 4]
SOBOLEV-Raum,
Spursatz, [49
STEKLOV-POINCARE-Operator, [[G1]
inverser partieller, [G1]
Superpositionsoperator,

Transmissionsbedingungen, [[G]
Transmissionsproblem,

lineares, [0

nichtmonoton quasilinear springend, [[7]

quasilinear,

springendes,
TRIEBEL-LIZORKIN-Raum, [[45

Unterhalbstetigkeit,

Variation

n-te, (x4

Zielfunktional, [[G4]
zulassiger Teilrand,
Zustand

adjungierter, 61
Zustandsgleichung, [[64
Zustandsvariable,
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