Berichte des Instituts fiur Mechanik

Bericht 1/2010






Benjamin Kurnatowski

/weiskalensimulation von mikroheterogenen Strukturen
aus spréden Faserverbundwerkstoffen

kassel .

university
press



Die vorliegende Arbeit wurde vom Fachbereich Maschinenbau der Universitat Kassel als Dissertation zur
Erlangung des akademischen Grades eines Doktors der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.) angenommen.

Erster Gutachter:  Prof. Dr.-Ing. Anton Matzenmiller
Zweiter Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Friedel Hartmann

Tag der Einreichung: 30. Januar 2009
Tag der mindlichen Priifung: 23. November 2009

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet (iber
http://dnb.d-nb.de abrufbar

Zugl.: Kassel, Univ., Diss. 2009
ISBN 978-3-89958-462-2

© 2010, kassel university press GmbH, Kassel
www.upress.uni-kassel.de

Umschlaggestaltung: Heike Arend, Unidruckerei der Universitat Kassel
Druck und Verarbeitung: Unidruckerei der Universitat Kassel
Printed in Germany


http://dnb.ddb.de/

Vorwort

Die vorliegende Dissertationsschrift beinhaltet die zusammenhéngende Darstellung
der Ergebisse meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter im Rahmen der
DFG-finanzierten Forschungsvorhaben zu den Themen Mikromechanisch basierte
FEM-Berechnung von sproden Faserverbundstrukturen und Zweiskalensimulation von
Schadigungsprozessen in Faserverbundstrukturen auf Basis mikromechanischer Kon-
stitutivmodelle fir die FE-Analyse. Die Arbeit entstand am Institut fiir Mechanik an
der Universitat Kassel in der Zeit von Mérz 2004 bis Dezember 2008. Fiir die Finan-
zierung der genannten Forschungsvorhaben danke ich der Deutschen Forschungsge-
meinschaft.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Professor Dr.-Ing. Anton Matzenmiller fiir die
mir gebotene Gelegenheit zu wissenschaftlicher Arbeit und Weiterqualifikation, die
betreuende Begleitung bis zur Promotion und die Anfertigung des Hauptberichts.
Herrn Professor Dr.-Ing. Friedel Hartmann danke ich fiir die Ubernahme des Korre-
ferats. Frau Professorin Dr. Rita Jeltsch-Fricker bin ich zu Dank fiir die sorgfiltige
Durchsicht des umfangreichen Manuskripts und die Bereitschaft zur Mitwirkung in
der Priifungskommission verpflichtet. Das rege Interesse von Professor Dr.-Ing. Ralf
G. Cuntze am Fortgang des Forschungsvorhabens iiber die gesamte Projektlaufzeit
hat in konstruktiver Form zum Gelingen der Arbeit beigetragen.

Den zahlreichen Mitgliedern, die im Laufe der Jahre das wechselnde Gesicht des
Instituts fiir Mechanik gepragt haben, gebiihrt mein Dank fiir die angenehme, un-
terstiitzende und mitunter freundschaftliche Atmosphére dies- und jenseits des Ar-
beitsplatzes.

Meiner Frau Farina danke ich fiir das sorgfaltige Korrekturlesen der Arbeit und den
freien Riicken in der Schlussphase des Promotionsverfahrens. Unserer Tochter Lina
Madita bin ich fiir die Gewahrung schlafreicher Néchte und relativierender Ablen-
kungen im Verlauf ihrer ersten Lebensmonate dankbar.

Kassel, im Dezember 2009 Benjamin Kurnatowski



meiner Familie und meinen Eltern



Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation behandelt die Zweiskalensimulation von mikrohetero-
genen Faserverbundwerkstoffstrukturen. Die Berechnung von Bauteilen aus inho-
mogenen Werkstoffen wird als Mehrskalenaufgabe betrachtet. Im Gegensatz zum
Stand der Technik, der im Allgemeinen von der Betrachtungsweise des Werkstoffs
als homogenes Kontinuum ausgeht, berticksichtigt der in dieser Arbeit verfolgte,
methodische Ansatz den inhomogenen Materialaufbau aus verschiedenen Werkstoft-
phasen. Die Auslegung von Faserverbundbauteilen hinsichtlich des Ausfalls durch
Versagen ist ein Modellierungs- und Simulationsproblem auf mehreren Skalen, da
die Veranderungen im Werkstoff infolge mechanischer Belastung in Prozesszonen mit
einer Grofsenordnung von Mikro- und Nanometern stattfinden. Als Folge der Aus-
breitung der inelastischen Materialvorgénge auf der Mikroebene des heterogenen
Verbundwerkstoffs kann auf der Makroebene das globale Strukturversagen grofier
Bauteilgruppen eingeleitet werden.

Das Konzept des représentativen Volumenelements (RVE) bildet die Grundlage der
mikromechanischen Modellierung. Unter einem RVE wird das Teilvolumen auf der
Mikroskala des Werkstoffs verstanden, das als statistisch repréasentativ fiir den Ge-
samtwerkstoff angesehen werden kann. Fiir das Gebiet des RVEs wird eine Anfangs-
Randwertaufgabe formuliert. Im Rahmen dieser Arbeit werden homogene sowie pe-
riodische Verschiebungsrandbedingungen behandelt. In der Zweiskalensimulation er-
geben sich die benotigten Randwerte in Abhéngigkeit des makroskopischen Verzer-
rungsfelds.

Die Naherungslosungen fiir die Randwertaufgabe am RVE werden mittels der nu-
merisch effizient formulierten Methode der Zellen und ihrer Weiterentwicklung, der
hochauflésenden Methode der Zellen, erzielt. Aus der im Allgemeinen prozessab-
héngigen Spannungsantwort der Werkstoffphasen im RVE errechnen sich die effekti-
ven Spannungen als Volumenmittelwerte der mikroskopischen Spannungsfelder. Die
konstitutive Beziehung zwischen den Makroverzerrungen und Makrospannungen be-
schreibt das effektive mechanische Verhalten des homogenisierten Werkstoffs.

Die mathematische Abbildung der Werkstoffphasen im RVE erfolgt durch Model-
le der linearen und physikalisch nichtlinearen Elastizitatstheorie sowie der linearen
Viskoelastizitétstheorie. Der Einfluss des nachgiebigen Verbunds der Phasen auf das
effektive Materialverhalten wird durch die Einbeziehung von Konstitutivmodellen
der Bruchmechanik ermoglicht. Die Beschreibung der Schédigung in der Matrixpha-
se gelingt durch deterministisch eingefithrte Mikrobruchflachen im Zellenmodell der
Mikrostruktur. Die Schédigung auf Mikroebene wird durch den gewéhlten Ansatz
in Bruchflichen lokalisiert, wodurch die Randwertaufgabe auf der Mikroebene im
mathematischen Sinne gut gestellt bleibt.



Summary

The thesis at hand deals with simultaneous two-scale analyses of micro-heterogeneous
fibre reinforced composite structures. The mechanical design calculation of com-
ponents made of inhomogeneous media is esteemed as a multi-scale task. In contrast
to state of the art approaches, which usually apply the idea of a homogeneous con-
tinuum, a methodology is pursued herein that explicitly takes the composition of
different phase materials into account. The subject-matter of the thesis is given by
the demand for a computationally efficient approach, which will allow to describe
the constitutive behaviour of composites in elastic and inelastic regimes as well as
to determine initial and final failure modes in laminate structures with increased
physical accurateness than state of the art techniques. The design of fibre-reinforced
structures against failure represents a problem of simulation and modelling on dif-
ferent length-scales, for the stiffness and strength reducing processes, located on a
level which is to be characterized in terms of micro- or even nanometers, are caused
by loadings on the structural or lamina level. The propagation of inelastic, irreversi-
ble processes on the micro-scale might causally prelude the global loss of structural
integrity and load bearing capacity on the macro-scale.

In this work, micromechanical material modelling is predicated upon the concept
of the so-called Representative Volume Element (RVE). This means an adequately
chosen sample of the heterogeneous material representing the microstructure as a
whole. The RVE defines the subregion on which a micro-scale initial boundary va-
lue problem can be formulated. The appropriate Dirichlet boundary conditions are
imposed in terms of either periodic or homogeneous conditions on surface displace-
ments. In connection with two-scale simulations, the boundary values are derived
from the macroscopical strain tensor at the integration points of the large-scale fini-
te element discretization. The approximate solution of the boundary value problem
imposed on the RVE domain is obtained by the numerically efficient Generalized Me-
thod of Cells or its more sophisticated descendant named High-Fidelity Generalized
Method of Cells. The volume averages of the process dependent stress-fields inside
the RVE are taken as the effective large-scale stresses. The constitutive mapping of
the rate of the macro-strain tensor onto the rate of the macro-stress tensor states
the effective, mechanical behaviour of the computationally homogenized composite.

The mathematical representation of the several phases within the RVE is supplied
by the theories of linear and physically nonlinear elasticity as wells as by linear visco-
elasticity. The influence of the fibre-matrix-bond on the effective material properties
is described by constitutive interface models based on elastic and viscoelastic ass-
umptions. The damage of the bonding is described by formulations borrowed from
fracture mechanics. The damage of the matrix phase is implemented by introducing
microcracks along subcell boundaries of the discrete micromechanical model. Hence,
damage is occurring localized at micro fracture surfaces such that the micro-scale
boundary value problem remains mathematically well posed.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

In der Ingenieurpraxis kommen zunehmend Werkstoffe zum Einsatz, die fiir den je-
weiligen Anwendungszweck zugeschnittene Eigenschaftsprofile aufweisen. Durch die
geeignete Kombination verschiedener Grundwerkstoffe mit unterschiedlichen mecha-
nischen Eigenschaften in zweckorientierter geometrischer Anordnung lassen sich Ver-
bundwerkstoffe mit gewiinschten Materialeigenschaften entwerfen. Eine besondere
Bedeutung besitzen Faserverbundwerkstoffe, die meist in Form von Laminaten zum
Einsatz kommen. Ein Laminat ensteht durch den kraftschliissigen Verbund mehrerer
diinner Einzelschichten. Die Einzelschicht wird ihrerseits durch die Einlagerung von
Fasern mit hoher Festigkeit und Steifigkeit wie z. B. aus Glas, Aramid oder Carbon
in ein meist weniger festes und weniger steifes Matrixmaterial wie Epoxidharze gebil-
det. Durch die Ausrichtung des Faserverlaufs in den Einzelschichten lassen sich die
effektiven Steifigkeiten und Festigkeiten des Verbundwerkstoffs den mechanischen
Beanspruchungen in einem Bauteil bedarfsgerecht anpassen.

So grofs die Vorteile des Einsatzes von Verbundwerkstoffen in der Konstruktion von
Ingenieurstrukturen sind, so bedeutsam ist die Herausforderung, die diese Werk-
stoffe fiir die numerische Strukturanalyse im Vergleich zu homogenen Materialien
darstellen. Das kennzeichnende Merkmal der Verbundwerkstoffe ist ihr heterogener
Aufbau auf mehreren Grofsenskalen. Oberhalb der molekularen Nanoebene ist die
Mikroebene der einzelnen Laminatschicht angesiedelt. Die mikroheterogene Einzel-
schicht ist durch die mechanischen Eigenschaften des verwendeten Matrixmaterials,
die Art und Form sowie die Ausrichtung der Verstarkungseinlagen und die Charakte-
ristik und Giite des Verbunds zwischen Faser und Fiiller gepréagt. Auf der Mesoebene
werden die einzelnen, homogen angesehenen Schichten zum Laminatwerkstoff kom-
biniert. Unter der Makroebene im Sinne der vorliegenden Arbeit wird die Ebene der
Ingenieurstrukturen verstanden.

Ubliche Ansitze zur Beschreibung des konstitutiven Verhaltens von Laminaten ba-
sieren auf den effektiven Eigenschaften der Einzelschichten und deren Verbund-
charakteristik, siehe z. B. Herakovich (1998). Die effektiven Materialkennwerte der
Schichten sind entweder im Experiment zu bestimmen oder werden aus klassischen
analytischen Homogenisierungsanséitzen abgeleitet, wie den Schranken nach Voigt
(1889) und Reuss (1929), Hashin and Shtrikman (1963), der Losung nach Eshelby
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(1957), der Mori-Tanaka-Theorie und anderen.

Zur Beurteilung und Untersuchung des inelastischen Materialverhaltens unter Be-
riicksichtigung von Schadigungsprozessen sind die oben erwahnten analytischen Ho-
mogenisierungsmethoden aufgrund ihrer Einfachheit ungeeignet. Sie liefern nicht
hinreichend detaillierte Informationen iiber die mikroskopischen Spannungs- und
Dehnungszusténde. Die komplexen Vorgéange bei der Ausbildung der verschiedenen
Versagensmechanismen auf der Mikroebene wie Faser-Matrix-Verbundschédigung,
Faserbruch und Matrixschidigung kénnen nicht abgebildet werden. Die fehlende
Unterscheidbarkeit der einzelnen Konstituenten stellt eine wesentliche Schwierigkeit
dar, wenn Schadigungsvorgénge realitdtsnah abzubilden sind.

Neben aufwendigen experimentellen und phénomenologischen Ansétzen gewinnt da-
her die numerische Analyse der mikroheterogenen Feinstruktur im Rahmen einer
gekoppelten Mehrskalensimulation zunehmend an Bedeutung. Grundlage der mi-
kromechanisch basierten Konstitutivmodelle ist das repréisentative Volumenelement
(RVE) des heterogenen Materials, siche Hashin (1983) und Nemat-Nasser and Hori
(1993). Das RVE zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, dass in ihm alle wesentli-
chen Inhomogenititen des Werkstoffes auf der Mikroebene angemessen beriicksich-
tigt werden.

In jiingerer Zeit sind Ansétze entwickelt worden, siehe z. B. Fish and Wagiman
(1993), Gosz et al. (1992) oder Geers et al. (2001), die die konstitutiven Eigenschaf-
ten fiir die Strukturanalyse aus FE-Modellen des repriasentativen Volumenelements
der Feinstruktur gewinnen. Diese Ansétze geben je nach Diskretisierungsaufwand
detailliert Aufschluss iiber die Spannungs- und Verformungszustinde auf der Mi-
krostrukturebene. Die mit diesen Analysen verbundenen hohen Anforderungen im
Hinblick auf Rechenzeit und Speicherbedarf diirften aber auf absehbare Zeit einer
kommerziellen Umsetzung in Form einer zur FE-Makrostrukturanalyse simultan ab-
laufenden, FE-basierten Homogenisierung an jeder Stiitzstelle der numerischen In-
tegration entgegenstehen.

Die vorliegende Arbeit greift zur Homogenisierung auf die mikromechanische Metho-
de der Zellen (Generalized Method of Cells: GMC) und ihre Weiterentwicklung zur
hochauflésenden Methode der Zellen (High Fidelity Generalized Method of Cells:
HFGMC) zuriick. Im Kontext der GMC und HFGMC wird das RVE durch die
Einfithrung von Unterzellen diskretisiert, die als Tréger linearer bzw. nichtlinea-
rer Verschiebungsanséitze zur Approximation des mikroskopischen Verformungsfelds
dienen. Aufbauend auf der Forderung nach Verschiebungskontinuitdt und Kréfte-
gleichgewicht zwischen den Unterzellen wird die Losung fiir die Freiheitsgrade der
Verschiebungsansétze gewonnen.

Der Ansatz der vorliegenden Arbeit stellt einen Kompromiss dar, zwischen der hoch-
auflosenden aber numerisch aufwendigen finite Elemente Simulation der Mikrostruk-
tur einerseits und den einfachen, klassischen Betrachtungsweisen andererseits. Die
lokalen Mikrofelder der Spannungen und Verzerrungen auf der Ebene von Matrix
und Fasern werden soweit aufgelost, wie es fiir eine hinreichende Beantwortung der
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Frage nach den mittleren konstitutiven Eigenschaften an einem materiellen Punkt
der makroskopischen Ebene erforderlich erscheint. Die mikromechanischen Modelle
werden als Materialroutinen in die FE-Analyse integriert. Sie liefern die effektiven,
prozessabhéngigen Steifigkeiten und Spannungen an jeder Stiitzstelle der numeri-
schen Integration simultan zur FE-Berechnung der Bauteilstrukturen.

1.2 Stand der Forschung

Die Auslegung von Bauteilen aus Faserverbundwerkstoffen zielt darauf ab, grofse-
re Betriebslasten zu erméglichen, FEigengewicht bei mobilen Systemen einzusparen,
hohere Traglasten zu gestatten, langere Laufzeiten bei ermiidungsgefahrdeten Kom-
ponenten zu erzielen oder zuverlassigere Lebensdauer- und Sicherheitsabschatzungen
zu gewinnen. Diesen Zwecken dienen kontinuumsmechanische Berechnungsmodelle,
deren Gleichungen mittels der finiten Elementmethode (FEM) ndherungsweise gelost
werden. Die Grundlage der Materialmodellierung fiir die Strukturanalyse ist bislang
die Mechanik des homogenen Kontinuums. Selbst wenn der eingesetzte Werkstoff he-
terogen ist, wie z. B. ein Faserverbundmaterial, so wird mit einem homogenisierten
Ersatzkontinuum gerechnet, dessen Materialparameter durch Mittelung der Werk-
stoffeigenschaften aus einem mikromechanischen Modell gewonnen werden - siehe z.
B. Christensen (1979), Aboudi (1991).

Fiir die nichtlineare Strukturanalyse von faserbewehrten Verbundbauteilen geniigt es
zwar, die effektive Materialantwort zwischen den Makrodehnungen und Makrospan-
nungen zu kennen, jedoch hiangt diese vom Prozessverlauf ab und édndert sich bei in-
elastischem Verhalten der Werkstoffphasen mit dem Beanspruchungszustand. Stand
der Technik zur Beschreibung des Konstitutivverhaltens von Verbundwerkstoffen ist
die bestmogliche Anpassung der Materialparameter geeigneter kontinuumsmecha-
nischer Materialtheorien an die Versuchsdaten aus Materialproben des heterogenen
Verbundwerkstoffs. Das im Versuch festgestellte Materialverhalten der Verbundpro-
be ist jedoch héaufig vollig anders als das der einzelnen Konstituenten. Aufgrund
der anisotropen Eigenschaften von langfaserig verstiarkten Verbundwerkstoffen sind
einerseits viele Versuchsreihen fiir jeden Faservolumengehalt zur experimentellen Be-
stimmung des mechanischen Verhaltens in den einzelnen Beanspruchungszustdanden
notwendig und andererseits komplizierte Modelle der phidnomenologischen Konti-
nuumsmechanik als Folge davon erforderlich, um alle auftretenden Richtungseigen-
schaften mit der Kontinuumstheorie fiir den homogenen Ersatzwerkstoff zu erfassen.
Abhilfe kénnen mikromechanische Konstitutivimodelle schaffen, die das effektive Ma-
terialverhalten fiir die FE-Methode zur Strukturberechnung liefern.

Die Wahl des mikromechanischen Modells unterliegt dem Kompromiss zwischen ei-
nem einfachen Homogenisierungsverfahren, das die effektive Materialantwort des
Verbunds aus dem linearen oder nichtlinearen Verhalten von Fasern, Matrix und
Grenzschicht bereitstellt und der vollstéandigen Auflésung der Spannungs-, Dehnungs-
und Schadigungsverteilungen auf mikromechanischer Ebene. Fiir die unidirektional
bewehrte Matrix werden beispielsweise das Composite Cylinder Assemblage Modell,
die Mori-Tanaka-Theorie oder das verallgemeinerte selbstkonsistente Verfahren als
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Vertreter von analytischen Homogenisierungsverfahren eingesetzt, um die benotig-
ten makroskopischen Spannungs-Dehnungsbeziehungen darzustellen — siehe Hashin
(1990), Hashin (1991), Benveniste et al. (1989). Aufgrund ihrer Einfachheit liefern
diese Theorien jedoch zu gering genaue mikroskopische Spannungs- und Dehnungs-
informationen.

Auf der anderen Seite liefern FEM-Auswertungen der repriasentativen Elementarzel-
le bei ausreichender Netzdichte detaillierte Spannungs- und Dehnungsverteilungen
auf der Mikroebene von Fasern, Matrix, Grenzschicht und Verbund, allerdings auf
Kosten der Rechenzeiten — siche Wu et al. (1989), Gosz et al. (1992) oder Fish and
Wagiman (1993). Eine simultane Multiskalenmodellierung auf Basis der FEM wurde
von Geers et al. (2003) unternommen. In letztgenannter Arbeit wird eine Kinematik
hoherer Ordnung auf Basis des Lagrange Gradienten des Deformationsgradienten
verwendet. Der Ansatz fiihrt auf ein Kontinuum hoherer Ordnung, das mit Ma-
terialsteifigkeitstensoren sechster Stufe verkniipft ist. Der Vorteil dieses Ansatzes
ist die Vermeidung pathologisch netzabhingiger Verzerrungslokalisierungen, welche
durch den Verlust der Elliptizitéit der partiellen Differentialgleichungen bei Material-
modellen mit Entfestigung verursacht werden. Eine Zweiskalensimulation mittels der
FEM von Schiadigungsprozessen in Verbundwerkstoffproben bestehend aus langfa-
serig verstiarkten Keramikmatrixlaminaten wurde in Luo et al. (2005) unternommen.

Die verallgemeinerte Methode der Zellen nach Paley and Aboudi (1992), Aboudi
(1993), Aboudi and Arnold (2000) oder Pindera et al. (1990) ist von Bednarcyk
and Arnold (2000a) und Bednarcyk and Arnold (2000b) in den NASA eigenen Mi-
cromechanics Analysis Code (MAC) implementiert worden. Zur Homogenisierung
langfaserig verstarkter Werkstoffe unter Beachtung der Verbundschédigung wird ein
ratenabhéngiges Grenzflichenmodell verwendet; im Englischen als Evolving Compli-
ant Interface-Modell (ECI) bezeichnet. Ebenfalls auf Basis des ECI-Modells wird der
Faserbruch simuliert. Die Implementierung der GMC in den NASA Code greift auf
eine von Pindera and Bednarcyk (1999a) weiterentwickelte Fassung der GMC zu-
riick. Im Unterschied zur Originalfassung benutzt die modifizierte Fassung die Span-
nungen und nicht die Verzerrungen im Volumenelement als primére Variablen. Die
Weiterentwicklung der GMC, welche ohne Genauigkeitseinbufsen erfolgt, wird durch
die fehlende Kopplung von Schub- und Normaldehnungszustinden im Zellenmodell
ermoglicht: Makroschubdeformationen erzeugen keine Normalverzerrungen im RVE
der Mikroebene, Normalverzerrungen auf der Makroebene erzeugen keine Schubde-
formationen in der Mikrostruktur. Die fehlende Kopplung der Schub- und Normal-
dehnungszustdnde in Verbindung mit den Spannungskontinuitédtsbedingungen der
Zellenmethode fiihrt zu a priori bekannten Unterzellgruppen im Volumenelement
mit gleichen Spannungskomponenten. Letztere benutzen Pindera and Bednarcyk
(1999a) als primére Variablen. Hierdurch wird die Zahl der Freiheitsgrade reduziert
und die numerische Effizienz der GMC wesentlich erhoht.

Von Pahr and Arnold (2002) werden die Ergebnisse der GMC basierten Homogeni-
sierung von kurzfaserverstarkten Verbundwerkstoffen mit der finiten Elementlésung
verglichen. Den theoretischen Zusammenhang der GMC mit der FE-Methode unter-
suchen Teply and Reddy (1990). Eine umfassende Ubersicht iiber die Anwendungs-
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moglichkeiten und die Leistungsfihigkeit der GMC wird in Aboudi (2004) gegeben.

In Aboudi et al. (2002) wird das Auflsungsvermogen der GMC hinsichtlich der
Mikrofelder der Spannungen und Verzerrungen im reprasentativen Volumenelement
verbessert. Die erweiterte Entwicklungsstufe der Zellenmethode wird im Englischen
als High-Fidelity Generalized Method of Cells ( HFGMC) bezeichnet. Der Ansatz ba-
siert auf dem Konzept der asymptotischen Homogenisierung, vgl. Bensoussan et al.
(1978). Bei dieser Homogenisierungstechnik wir das Verschiebungsfeld beziiglich des
Langenverhaltnisses der Makro- zur Mikroskala asymptotisch entwickelt. In Verall-
gemeinerung der GMC werden im HFGMC-Ansatz Polynome héherer Ordnung fiir
die Entwicklung der Mikrofelder beriicksichtigt, wodurch eine Kopplung von Schub-
und Normaldehnungszustédnden bewirkt wird.

In Bednarcyk et al. (2004) wird die HFGMC zu Modellierung von Metallmatrixver-
bundwerkstoffe unter Beachtung der Faser-Matrix-Verbundschiadigung verwendet.
Arnold et al. (2004) haben eine im Hinblick auf die numerische Effizienz verbes-
serte Fassung der HFGMC unter Beriicksichtigung nachgiebiger Grenzflachen in
den NASA Micromechanics Analysis Code (MAC) implementiert. Aboudi and Gilat
(2005) benutzen die HFGMC zur mikromechanischen Analyse von hohlraumbehaf-
teten Werkstoffen (z. B. Metallschdume) mit Gitterstruktur.

Eine zur HFGMC alternative Variante der Zellenmethode, welche ebenfalls eine
Kopplung der Normal- und Schubfelder besitzt, liefern Williams (2005a) und Wil-
liams (2005b). Die Methode wird als Elasticity-based Cell Model (ECM) bezeichnet.
Die Approximation des Mikroverformungszustands fiir elastische und inelastische
Materialien baut auf Legendre-Polynome nullter bis fiinfter Ordnung auf. Der An-
satz nach Williams lasst sich auf die originale GMC-Formulierung reduzieren, wenn
alle nichtlinearen Verschiebungsterme unterdriickt werden.

1.3 Gliederung

Im Kapitel 2 werden die konstitutiven Modelle dargestellt, die in den spéateren mi-
kromechanischen Analysen dazu dienen, dass Materialverhalten von Fasern und Ma-
trix zu beschreiben. Die Modelle werden fiir die Umsetzung in Rechneralgorithmen
hinsichtlich der numerischen Zeitintegration bei ratenabhéangigen und der Lineari-
sierung bei nichtlinearen Ansétzen fiir das Newtonverfahren aufbereitet.

Die konstitutiven Ansétze zur Beschreibung des Verbunds von Fasern und Matrix,
sowie der Entstehung von diskreten Rissen in der Matrixphase und des Faserzug-
bruchs werden im Kapitel 3 behandelt. Es erfolgt die Linearisierung der inelastischen
Ansétze und die numerische Zeitintegration des ratenabhéngigen Verbundmodells.
Kapitel 4 diskutiert einleitend die wesentlichen Grundlagen und Grundbegriffe der
Mechanik mikroheterogener Materialien. Es folgt die ausfiihrliche Darstellung der
mikromechanischen Anséitze zur Homogenisierung von Faserverbundwerkstoffen mit-
tels der Methode der Zellen und der hochauflésenden Methode der Zellen. Der Ver-
gleich der Ergebnisse der Zellenmethode mit den Resultaten der mikromechanischen
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Analyse der repriasentativen Zelle mittels der FEM dient zur Verifikation der Zellen-
methode bei der Anwendung auf elastische Verbundwerkstoffe.

Im Kapitel 5 dienen die Methode der Zellen und die hochauflésende Methode der
Zellen als Konstitutivmodelle fiir die FE-Analyse von Faserverbundstrukturen. Die
Homogenisierung viskoelastischer Faserverbundwerkstoffe ist Gegenstand des Kapi-
tels 6. Der Verbund von Faser und Matrix wird dabei wahlweise als starr oder als
viskoelastisch angenommen.

Das Kapitel 7 behandelt die Verwendung der Zellenmethode im Zusammenhang mit
einem nichtlinear elastischen Kontinuumsmodell fiir die Matrixphase sowie der Ein-
bindung bruchmechanischer Modelle zur konstitutiven Beschreibung des Verbunds
von Faser und Filler sowie dem Bruch der Matrix.

Im Kapitel 8 werden die Werkstoffparameter fiir das in Kapitel 7 vorgestellte Zellen-
modell anhand experimenteller Daten identifiziert und diskutiert. Die Zweiskalensi-
mulationen in Kapitel 9 demonstrieren die Anwendbarkeit der vorgestellten Model-
lierung bei Verbundwerkstoffen mit Schadigung.

Die Zusammenfassung der Arbeit und einen Ausblick liefert Kapitel 10. Die Dar-
stellung eines Teils der notwendigen Definitionen sowie einfacher Matrixoperationen
werden im Anhang gebracht, um den Hauptteil der Dissertation zu entlasten.



Kapitel 2

Materialmodelle der
Kontinuumsmechanik

Die Bilanzgleichungen der Thermomechanik fiir Masse, Krafte, Momente, Energie
und Entropie sind allgemeingiiltige Naturgesetzte, denn sie gelten fiir jede Materie
und jeden materiellen Korper gleichermafsen. Im Unterschied dazu stehen die Ma-
terialgleichungen, welche unverzichtbar notwendig sind, um die konstitutiven Bezie-
hungen zwischen den Kraft- und Weggrofen in der Mechanik herzustellen. Hierbei
handelt es sich nicht um allgemeingiiltige Gesetze, sondern um konsistente, ma-
thematische Modelle, die das beobachtbare, phinomenologische Materialverhalten
qualitativ und quantitativ so zutreffend wie notig beschreiben sollen. Die Modell-
vorstellungen der Kontinuumsmechanik gehen in der Regel von einer homogenen
Verteilung der Materialeigenschaften aus und vernachlassigen die auf hinreichend
kleiner Langenskala vielfaltig gestorte Homogenitat und Unstetigkeit der Materie.
Die konstitutiven Gleichungen unterscheiden sich fiir jeden Werkstoff zumindest im
Hinblick auf die Werte der enthaltenen Parameter. Fiir ein und dasselbe Material
kénnen je nach Beanspruchungsregime oder Fragestellung verschiedene Modellan-
sitze sinnvoll sein. Die Wahl des Modells héngt davon ab, welche Detailgenauigkeit
von der Losung der Anfangs-Randwertprobleme erwartet wird. Die existierenden,
klassischen Materialmodelle fiir Festkorper lassen sich den folgenden vier Kategori-
en zuordnen, Haupt (2002):

e FElastizitatstheorie: Beschreibung ratenunabhangigen Verhaltens ohne Hyste-
rese

e Plastizitatstheorie: Beschreibung ratenunabhangigen Verhaltens mit Hysterese

e Viskoelastizitdtstheorie: Beschreibung ratenabhéngigen Verhaltens ohne Gleich-
gewichtshysterese

e Viskoplastizitatstheorie: Beschreibung ratenabhéangigen Verhaltens mit Gleich-
gewichtshysterese

Durch die Kombination der drei Grundelemente elastische Feder, viskoser Ddmp-
fer und Coulomb’sches Reibelement konnen die vier Kategorien des beobachtba-
ren Werkstoffverhaltens veranschaulicht werden. In Abbildung 2.1 sind einfachste
Modelle fiir die vier Theorien dargestellt. Kompliziertere Kombinationen mit z. B.
mehreren Dampfern sind moglich. Zwei alternative Ansétze zur Beschreibung des
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viskoelastischen Materialverhaltens werden in Kapitel 2.3 behandelt. Fiir die mikro-
mechanische Materialmodellierung werden in dieser Arbeit die linear und nichtlinear
elastische sowie die linear viskoelastische Theorie bei kleinen Verzerrungen herange-
zogen. Die Beschrankung auf Modelle fiir kleine Dehnungen ist im Rahmen dieser
Arbeit kein Nachteil, da Werkstoffe behandelt werden, die aufgrund ihrer geringen
Bruchdehnungen keine grofsen Verzerrungen erleiden konnen.

AWWWWWWA - IR~

Elastizitat Plastizitat

AVWWWA - IR~
AN PWWE

Viskoelastizitat Viskoplastizitat

Abbildung 2.1: Grundmodelle fiir die vier Kategorien materiellen Verhaltens

2.1 Lineare Elastizitat

Fiir den ideal elastischen Festkorper nach Hooke nimmt die konstitutive Beziehung
zwischen Spannungen und Verzerrungen die einfache Form einer linearen Abbildung
des Spannungstensors 0 auf den Verzerrungstensor € an:

oc=C:e€ (2.1)
Die zu (2.1) dquivalente inverse Abbildung lautet
€E=S:0. (2.2)

Die vierstufigen Materialtensoren C und S enthalten im allgemeinen Fall 3* = 81
unabhéngige Koordinaten. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Spannungs-
und Verzerrungstensoren

oij =05 und €y = €y (2.3)
unterliegen die konstitutiven Tensoren C und S ebenfalls Symmetriebedingungen:

Cijit = Cijit = Cjitg = Clan

2.4
Syt = Sin = Soiet = S (2:4)
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Durch die Anforderung (2.4) reduziert sich die Zahl der unabhéngigen Gréfen von 81
auf 36. Von den jeweils 9 Gleichungen der linearen Abbildungen (2.1) und (2.2) ver-
bleiben aufgrund der Symmetriebedingungen (2.3) sechs unabhéngige Gleichungen.
Diese schreiben sich in Vektor-Matrix-Notation (VOIGT Notation) als:

c = C €
o11 ) [ C11 C1p Ci3 Cra C15 Chig | €11 )
022 U1 Oy Cag Coy Cas Cag €22
033 | Cs1 Csp Cs3 O3y C35 Czg €33 (2.5)
023 | Cu Cue Cy3 Cuy Cu5 Cig 2€93
031 Cs1 Csy Csz Csy Css Csg 2€31
L 021 ) | Cs1 Co2 C3 Coa Ces Cos |\ 2€21
€ = S o
(€11 ) [ S11 Si2 Shig Sia S15 Sie| (o1
€22 So1 Saa S23 S24 Sas Sae 022
€33 | S31 S32 S33 S34 S35 S36 033 (2.6)
2¢€93 B Sur Saz Sa3 Saa Sus Sas 023
2€31 Ss1 Ss2 Ss3 Ss4 Ss5 Sse 031
\ 2621 ) | S61 Se2 Se3 Sea Se5 Se6 |\ 21

Die unabhéngigen Koordinaten des Spannungstensors o und des Verzerrungstensors
€ werden als Spaltenvektoren 6 € R® und € € RS dargestellt, wobei die Schubver-
zerrungen in Form der Ingenieurgleitungen v;; = 2¢;; mit ¢ # j vorliegen. C und
S € R%*® symbolisieren die Koeffizientenmatrizen der vierstufigen Steifigkeits- und
Nachgiebigkeitstensoren C und S. Aus der geforderten Potentialeigenschaft der elas-
tischen Formé#nderungsenergie folgt die Symmetrie der Matrix C = C' und ihrer
Inversen S = S*, was mit der Verminderung der Zahl unabhéngiger Konstanten auf
21 einhergeht. Eine weitere Reduktion der unabhéngigen elastischen Parameter ist
gegeben, wenn der Werkstoff Symmetrieebenen beziiglich seiner elastischen Eigen-
schaften aufweist. Wichtige Fille stellen die orthotropen, transversalisotropen und
isotropen Werkstoffe dar. Bei orthotropen Werkstoffen existieren drei senkrecht auf-
einander stehende Symmetrieebenen. Ein Beispiel hierfiir sind unidirektional lang-
faserverstéarkte Materialien mit quadratischer Faseranordnung wie in Abb. 2.2 a)
dargestellt. Die Steifigkeitsmatrix eines orthotropen Werkstoffs besitzt in hauptach-
senbezogener Darstellung folgende Form:

[Ci11 Ci2Ci3 0 0 0
Ci2CpCys 0 0 0
C | CisCsCs3 0 0 O
Othe ™1 0 0 0 Cy 0 0
0 0 0 0 Cs O
L0 0 0 0 0 Cg.

(2.7)

Die Zahl der unabhéngigen Groéfsen liegt bei 9. Die orthotrope Nachgiebigkeitsma-
trix Sorho besitzt die gleiche Struktur wie Copho. Ein transversalisotroper Werkstoff
zeichnet sich durch die Existenz einer ausgezeichneten Richtung der Materialeigen-
schaften aus. In einer Ebene senkrecht dazu sind die Eigenschaften richtungsun-
abhéngig; bei einer Drehung des Bezugskoordinatensystems um die ausgezeichnete
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Abbildung 2.2: a) orthotroper Faserverbundwerkstoff, b) ndherungsweise transver-
salisotroper Verbundwerkstoff, ¢) isotroper Werkstoff

Richtung dndern sich die Elemente der Steifigkeitsmatrix nicht. Ein transversaliso-
troper Werkstoff ist durch fiinf unabhéngige elastische Parameter eindeutig definiert.
Mit x; als der ausgezeichneten Richtung besitzt die Matrixdarstellung des transver-
salisotropen Steifigkeitstensors die Gestalt:

Cia Oy Cos 0 0 0
Cha Caz Cy 0 0 0
Cn= 00 0 Ca ; Cas 0 (2.8)
0 0 O 0 Css 0
| 0 0 0 0 0 Css |

Ein Beispiel fiir einen ndherungsweise transversalisotropen Werkstoff sind unidirek-
tional verstarkte Materialien mit unregelméfig verteilten Langfasereinlagen, siehe
Abb. 2.2 b). Die ausgezeichnete Richtung wird als axiale Richtung, die Ebene senk-
recht dazu als transversale Ebene bezeichnet. Die Ingenieurkonstanten hangen mit
den Elementen von Ct) wie folgt zusammen:

. 207,
axialer E-Modul: E,=C;; — ——=—
Cog + Cas c c
transversaler E-Modul:  E; = [C11(Ca + Ch3) — 20122]22—232
- C11Csy — Cf,
ial dehnzahl: v, = ——2>
axiale Querdehnza v Cor + O (2.9)

0110y — CF,
C11Cy — CF,

axialer Schubmodul: G, = Css

Oy — O3

B 2

transversale Querdehnzahl: v,

transversaler Schubmodul: G,

Ein isotroper Werkstoff besitzt keine ausgezeichnete Richtung, jede beliebige Schnitt-
ebene ist zugleich eine Symmetrieebene. Fiir jedes willkiirlich im Raum orientierte
kartesische Koordinatensystem sind die Elemente der isotropen Elastizitdtsmatrix
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gleich und von zwei Parametern, den Lamé’schen Konstanten A und u, abhéngig:

A +2u A A 0 0 0]
A A2 A 0 00
B A A A+210 0 0
Ciso = 0 0 0 400 (2.10)
0 0 0 0 p O
| 0 0 0 00 u|

Die Zusammenhénge zwischen den elastischen Parametern Querdehnzahl v, Elasti-
zitdtsmodul F, Schubmodul G, Kompressionsmodul K und den Lamé’schen Kon-
stanten A und p lauten:

(3N +2p) _ 2 E _._ __FE
E="S0n o B=2rse=sp—oy O r=301y
(2.11)
. EG _ 9K _ vE
K =938 E=sgtao A= T =2

2.2 Physikalisch nichtlineares Kontinuumsmodell

Ein wesentlicher Aspekt der vorliegenden Arbeit ist die Homogenisierung von Faser-
verbundmaterialien, bei denen Epoxidharze als Fiiller zum Einsatz kommen. Diese
Epoxidharze zeichnen sich in Experimenten durch eine vornehmlich unter Schubde-
formationen ausgepragt nichtlineare Spannungsantwort aus, siehe z. B. Hinton et al.
(2004). Eine Moglichkeit, die nichtlineare Materialantwort mathematisch abzubil-
den, bieten Potenzansétze fiir die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen. In Hahn and
Tsai (1973) wird die Herleitung nichtlinear elastischer Materialgleichungen aus einem
elastischen Potential gezeigt. Der folgende eindimensionale Ansatz ist in Ramberg
and Osgood (1943) zu finden:

o ogfo0o

€ = E + E (0_—0) (2.12)
Hierin stellt F den Elastizitdtsmodul des Werkstoffs dar. Der Spannungsparameter
oo und der Exponent n definieren das nichtlineare Verhalten und sind aus Experi-
menten zu bestimmen. Der eindimensionale Ansatz (2.12) kann zur Beschreibung
plastischer Beanspruchungsvorgéinge genutzt werden, wenn keine Entlastungs- oder
Wiederbelastungsvorgénge betrachtet werden sollen, denn der Entlastungspfad folgt
dem Belastungspfad, d.h. es gibt keine verbleibenden Dehnungen nach Riicknahme
einer Lastbeanspruchung.
Die isotrope, dreidimensionale Erweiterung des Ramberg-Osgood Ansatzes ist durch
die folgende Gleichung gegeben, siehe z. B. Aboudi (1991):

14+v v
Eij = TUU — Eakkéij + wﬁsij

Der dimensionslose Faktor = ist definiert als:

= (aeq> o (2.14)

(2.13)
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Die Vergleichsspannung o, berechnet sich aus den deviatorischen Spannungen s;; =

Okk .
Uij — T(SU Zu:

3
Oeq = Esij Sij (215)

Fiir die numerische Losung der nichtlinearen Materialgleichungen wird in dieser
Arbeit das Newtonverfahren verwendet, im Zuge dessen die Linearisierung der kon-
stitutiven Gleichungen erforderlich ist. Zu diesem Zweck werden zunéchst die Deh-
nungen nach Gl. (2.13) als Summe der linear elastischen Dehnungen € und des
nichtlinearen Anteils € geschrieben:

1+v v 3 1
G =g %" Fo'kkdij t+w <ﬁ%’ - ﬁakk%) (2.16)

R

J/

el
ij e

ij

€

Die Differentiation der Verzerrungen nach den Spannungen liefert den konsistenten
Tangentenoperator S mit den Komponenten:

~ 861']' 1 +v 3 1% 1
.. e — — b0 — [ — — 4.5
Szynm ao_nm ( E. + w2E) mYim (E + w2E) nmvi)
Ow 3 1
+ aanm (ﬁd’i]‘ — ﬁgkkéij) (2.17)

Die Differentiation von w nach den Spannungen o;; fiihrt auf:

. (n—3)
8@ _ 3(” 1) Oeq ((Snr(sms o 15r35mn> (218)

ao.nm 9 J(()71—1) Srs 3

Die konstitutiven Gleichungen (2.16) koénnen in symbolischer Schreibweise darge-
stellt werden:

e=S0):0=(8"+w(0)S"): 0 (2.19)

Die Art der additiven Zusammensetzung der Gesamtdehnungen aus den linear elas-
tischen und nichtlinearen Anteilen nach Gl. (2.16) ermoglicht es, den Materialtensor
S(o°) aus der Summe des isotropen, linear elastischen Nachgiebigkeitstensors S¥ und
des w-fachen nichtlinearen Nachgiebigkeitstensors S™ zu bilden. Die Linearisierung
von (2.19) fithrt auf den konsistenten Tangentenoperator Sin symbolischer Notation:

~ o€ Ow

Si=— = § o)s" + (S":0)® — 2.20
o Fw(0)§" 4 (8" 0) @ o (2:20)

Fiir die numerische Umsetzung des Materialmodells werden die Komponenten des

konstitutiven Tensors S in Gl. (2.19) als Elemente der konstitutiven Matrix S € R®*®

geschrieben:

1 —v—v 0 0 0 2—-1-1000

) —v 1 —v 0 0 0 ) -1 2—-1000

1|1 0 0 0 1 l-1-1 2000
SO =%10 0 01+vr 0 0 |T%E| 0 0 0300| 2V

000 0 1+v 0 0 0 0030

000 0 0 1+v 0 0 0003

Sel wsnl
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Die konstitutive Gleichung (2.19) nimmt mit € = {e1; €29 €33 €23 €13 €10 } und GI.
(2.21) folgende Form an:

e =S(c)6 (2.22)
Den Tangentenoperator S erhilt man in Matrixform als:
S =59+ w(6)S" + (S"'o)m} (2.23)

mit

T
ma::{aw Oow Ow Ow Ow aw} (2.24)

do11 O09p Oosz Jogg 0oz 0o

Die Komponenten von @y € R® liefert die Gl. (2.18) unter Beachtung der Symmetrie
des Spannungsdeviators sy = S:

2-1-10 0 0 $11
-1 2-10 0 O 522

maz(n—l)aé’;_3) 11 20 0 0| [ss .
2 "Y1 00 06 0 0 523
00 00 6 0 513
000 00 0 6| |si2)

2.3 Lineare Viskoelastizitat

Viskoelastische Materialien vereinen elastische und viskose Eigenschaften. Vor al-
lem langkettige Polymerwerkstoffe wie verschiedene harte und weiche Kunststoffe,
Kunststoffschmelzen oder natiirliche und kiinstliche Gummimaterialien zeigen vis-
koelastisches Verhalten. Das Antwortverhalten dieser Werkstoffe zeichnet sich durch
einen zeitabhéngigen und einen zeitunabhédngigen Anteil aus. Die viskoelastischen
Materialphanomene erklaren sich durch Umordnungen der Mikrostruktur. Dazu sind
nach Winemann and Rajagopal (2000) zu z&hlen: die Streckung und Entflechtung der

a) b) <)

o = const. € = const.
e(t) a(t) €, 0
AL

\ o

\ / \

T Il 1
\\ / Zeit t

e(t) N\’
Zeit t Zeit t

Abbildung 2.3: a) Kriechen unter konstanter Spannung. b) Relaxation unter kon-
stanter Dehnung. ¢) harmonische Belastung
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Abbildung 2.4: Inkremente der Spannungsantwort auf gestufte Verzerrungsbean-
spruchung

Makromolekiilnetzwerke, die lokalen Streckungen einzelner Makromolekiile und die
Neuausrichtung von Bindungen auf atomarer Ebene. Fiir die angefiihrten Vorgénge
ist Zeit erforderlich, die fiir ein wahrnehmbar verzégertes Eintreten der vollstandigen
Wirkung als Antwort auf die Ursache sorgt. Die viskoelastischen Antworteigenschaf-
ten werden in Kriech- und Relaxationsversuchen oder unter harmonischer Anregung
bestimmt. Unter einer sprungartig aufgebrachten und im Weiteren konstant gehalte-
nen Last ist zunéchst eine spontane Deformation zu beobachten, die in einem zeitlich
verzogerten Prozess wichst, der als Kriechen bezeichnet wird, siche Abb. 2.3 a). Bei
einer zeitlich konstant eingepragten Deformation nehmen die Spannung mit der Zeit
ab. Dieser Vorgang wird Relaxation genannt und ist qualitativ in Abbildung 2.3 b)
dargestellt. Bei der harmonischen Dehnungsanregung eines viskoelastischen Werk-
stoffs folgt die Spannungsantwort phasenverschoben, wie Abbildung 2.3 c) zeigt.

Die Theorie der linearen Viskoelastizitat geht von der heuristischen Annahme des
Boltzmannschen Superpositionsprinzips aus. Dieses besagt, dass der gegenwértige
Spannungs- oder Verzerrungszustand die Folge aller Verdnderungen der Spannun-
gen oder Verzerrungen in der Vergangenheit ist. Der aktuelle Zustand héngt also von
allen vorausgegangenen Zustanden ab. Die gegenwértigen Wirkungen der einzelnen
Ursachen in der Vergangenheit iiberlagern sich additiv und unabhéngig voneinan-
der. Diese Aussage wird in Abb. 2.4 illustriert; die Gesamtspannung o(t) zur Zeit
t ergibt sich aus der Summe der Spannungsinkremente Aoc;(t), welche die Span-
nungsantworten auf die Verzerrungsinkremente Ag; sind. Die Reihenfolge der Last-

e(t) a(t)

GQ(t) = k‘Gl(t) O'Q(t) = ]CO'l (t)

e1(t) %

t t

Abbildung 2.5: Proportionalitdt von Spannungen und Dehnungen
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aufbringung spielt im Rahmen der linearen Theorie keine Rolle. Die inkrementellen
Spannungsantworten sind unabhéngig voneinander. Unter der Annahme der Giil-
tigkeit des Superpositionsprinzips fiihrt ein Verzerrungsvorgang es(t) = ke (t) zur
Spannungsantwort os(t) = koy(t), wobei k einen konstanten Faktor darstellt, sie-
he Abb. 2.5. Die Spannungsantwort veréndert sich proportional zum vorgegebenen
Dehnungsprozess. Analoges gilt bei Vorgabe eines Spannungsprozesses.

2.3.1 Eindimensionale rheologische Modelle der Viskoelasti-
zitat

Das konstitutive Verhalten linear viskoelastischer Werkstoffe kann durch geeignete

Kombinationen von Feder- und Démpferelementen modelliert werden. Die zeitun-

abhéngige Komponente der Materialantwort wird im eindimensionalen Fall durch
elastische Federn beschrieben, fiir die die Hookesche Elastizitatsbeziehung gilt:

oc=Fe (2.26)

Die zeitabhingige Komponente wird durch Dampfer abgebildet, die die reine Vis-
kositédt eines Newtonschen Fluids beschreiben, bei der die Spannungen nur von der
Dehnungsgeschwindigkeit ¢ und der Viskositdtszahl n abhéngen:

o(t) =net) (2.27)

Durch die Parallelschaltung einer Feder mit einem Dampfer entsteht als Grundele-
ment das sogenannte KELVIN-Modell. Die Reihenschaltung einer einzelnen Feder mit
einem Dampfer wird als MAXWELL-Modell bezeichnet, siehe Abb. 2.6. Im Folgen-
den werden die Elemente KELVIN-Ko6rper, MAXWELL-Ko6rper und elastische Feder
benutzt, um rheologische Modelle zu konstruieren, mit deren Hilfe das Kriech- und
Relaxationsverhalten viskoelastischer Werkstoffe beschrieben werden kann.

m
o, € o, € o, € n o, €
. o EAAATR
E,
By
Kelvin-Modell Maxwell-Modell

Abbildung 2.6: Grundlegende rheologische Modelle

Modellierung des Kriechverhaltens

KELVIN-KoOrper. Im KELVIN-Modell addieren sich die Teilspannungen or und
op der Feder und des Dampfers zur resultierenden Spannung o:

0:0F+0D:E1€F+ﬁ1éD (228)

Die Dehnungen ez und €p sind gleich und entsprechen der Gesamtdehnung des
Korpers:

€e=¢ep=¢€p (2.29)
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Die Differentialgleichung (2.28) des KELVIN-Modells lautet unter Beachtung der Gl.
(2.29):

() + Zjl {(t) = éla(t) (2.30)

Gibt man den Spannungsverlauf o(t) in Form der Heaviside-Sprungfunktion H vor:

0 Vt<O

1 Vi>0 (2.31)

o(t) =09 H(t) mit H(t) = {

so erhdlt man mit der Anfangsbedingung €(0) = 0 als Losung der Dgl. (2.30):

e(t) = El (1 - e‘gft) o0 (2.32)

Nach der Definition der Kriechzeit 7

A

PO T
1= =
Ey

folgt die Kriechfunktion J(¢) des KELVIN-K&rpers unmittelbar aus Gl. (2.32) zu:

(2.33)

J(t) = 48 _ 1 (1 - e’%) (2.34)
00 E1

Der KELVIN-Korper eignet sich nicht fiir die Beschreibung des viskoelastischen Ver-
haltens realer Festkorper, denn zum einen ist die Anfangsnachgiebigkeit J(0) iden-
tisch Null und zum anderen hidngen die Dehnungen nicht von der Spannungsge-
schwindigkeit ¢ ab, wie die rechte Seite der Dgl. (2.30) erkennen ldsst. Allerdings
dient der KELVIN-Korper fiir die Dynamik als bevorzugtes Modell fiir die Beschrei-
bung geddmpfter Schwingungen. Fiir die Modellierung des Kriechverhaltens von
Festkorpern wird daher das KELVIN-Modell um eine zweite Feder erweitert. Der
dabei gebildete sogenannte Standardkorper vom KELVIN-Typ besteht aus der Rei-
henschaltung eines KELVIN-K&rpers mit einer Feder, siehe Abbildung 2.7.

Linearer Standardkorper vom KELVIN-Typ. Die Gesamtdehnung e des Stan-
dardkorpers vom KELVIN-Typ setzt sich aus der elastischen Dehnung €, der Feder
mit der Steifigkeit Ej und der inelastischen Dehnung ¢; im KELVIN-Element mit der
Steifigkeit £, und der Viskositit 7; zusammen:

€=¢€. +E€ (2.35)
Fiir die elastische Spannung gilt:

0. = Ege. (2.36)
Die Spannungen im KELVIN-Element addieren sich zu:

o;=FEi e+ é; (2.37)
Da die Kontinuitdtsbedingung o = 0. = o; erfiillt werden muss, gilt ferner:

g = EO € = El € + ?71 61 (238)
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m
o, € o, €
-— —_—
Eq
Ey
€ €e

@)

Abbildung 2.7: Linearer Standardkorper vom KELVIN-Typ

Aus den Gln. (2.35) und (2.36) folgt mit o = o:

ei:e—? und él-:é—? (2.39)
Ey Ey

Durch Einsetzen der Beziehungen (2.39) in die Gl. (2.38) ergibt sich die Differential-
gleichung fiir den linearen Standardkoérper vom KELVIN-Typ:

~ E E ~
e—l—?zlé: (1+A10+ AmA o
Ey Eo Ey Ey By
Die homogene Losung der Dgl. (2.40) lautet mit der Integrationskonstanten C:

(2.40)

(h=Ce m (2.41)

Fiir die Berechnung der Kriechfunktion J(¢) wird als Belastungsfunktion o(t) zur
Zeit t = 0 sprunghaft eine konstante Spannung o, aufgebracht.

: 0 V<O
o(t) =09 H(t) mit H(t) := { 1 Vi>o0 (2.42)
Als partikuldre Losung der Dgl. (2.40) erhdlt man mit Gl. (2.42) fir ¢ > 0:
Ey+ B
€t)p=—F—=—0o0 2.43
( )p Ey B, 0 ( )

Die allgemeine Losung ergibt sich durch Addition der Gln. (2.41) und (2.43) zu:
B, B+ E
()= Cemty 20 F 2

Ey Ey

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung €(0) = ¢/ E kann die Integrations-
konstante C' bestimmt werden und es folgt:

e(t) = {;0 + él (1 - e‘%t)] o0 (2.45)

Folglich lautet die Kriechfunktion:

o) (244)

1 1 _B
J(t) = =— + = <1—e i ’f) (2.46)
Ey By

Die Betrachtung der Gl. (2.46) zeigt, dass die Kriechfunktion J(t) des linearen Stan-
dardkorpers vom KELVIN-Typ die Summe der elastischen Nachgiebigkeit der Feder
1/Eqy und der Kriechfunktion des KELVIN-Modells nach Gl. (2.34) ist.
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Verallgemeinerter Standardkorper vom KELVIN-Typ. Das Modell des li-
nearen Standardkorpers ist geeignet, das viskoelastische Kriechverhalten von Fest-
korpern qualitativ wiederzugeben. Die Zahl der 3 freien Parameter ist jedoch ge-
ring, wenn es darum geht, die Modellvorhersagen quantitativ mit der Antwort realer
Werkstoffe in Einklang zu bringen. Abhilfe schaffen hier verallgemeinerte Modelle
wie in Abbildung 2.8 dargestellt, die iiber eine wéahlbare Anzahl freier Parameter
verfiigen. Beim verallgemeinerten Modell vom KELVIN-Typ handelt es sich um die

Tin M2 il
11 11 11
Ey
E, By Ey

Abbildung 2.8: Verallgemeinertes KELVIN-Modell

Reihenschaltung des linearen Standardkorpers mit n— 1 weiteren KELVIN-Modellen.
Demzufolge ergibt sich die Dehnung € des (2n+ 1)-parametrigen Gesamtmodells aus
der elastischen Federdehnung ¢, und der Summe der inelastischen Dehnungen ¢; in
den n KELVIN-Elementen.

€(t) = e + i €k (2.47)

Da in der linearen Viskoelastizitatstheorie das Boltzmannsche Superpositionsprinzip
gilt, folgt die Kriechfunktion des verallgemeinerten Modells durch Uberlagerung der
Kriechfunktion des linearen Standardkorpers nach Gl. (2.46) und der Losungen J(t)
geméh G1.(2.34) mit k = 2,...,n fiir die zusétzlichen (n — 1) KELVIN-Elemente:

n

1 1 _t
Jt)=—+> = (1—e m) (2.48)
Die Kriechzeiten berechnen sich zu:
LTk
F o= 2.49
=g (2.49)

Die Nachgiebigkeiten 1/ E, lassen sich durch die Retardationsstirken .J; ersetzen:

J(t) = Jo + zn: T <1 - e*%> (2.50)

Das diskrete Kriechspektrum
L(7): {Jx,Tx; k=1,2,n} (2.51)

legt die rheologischen Eigenschaften des verallgemeinerten KELVIN-Modells fest. Die
Gleichgewichtsnachgiebigkeit .J,, im Grenziibergang tlim J(t) lautet:

Jo=To+ > J (2.52)
k=1
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Modellierung des Relaxationsverhaltens

MAXWELL-Ko6rper. Im MAXWELL-Modell nach Abbildung 2.6 addieren sich die
Teildehnungen e und €p zur resultierenden Gesamtdehnung e.

e=¢ep+ep (2.53)
Die Spannungen o und op sind aus Kontinuitétsgriinden gleich:
c=op=0p = o=Fep=mnép (2.54)

Durch Kombination der Gl. (2.53) mit Gl. (2.54) folgt die Differentialgleichung des
MAXWELL-Korpers:

o(t) + L o(t) = me(t) (2.55)
Gibt man den Dehnungsverlauf €(¢) in Abhéngigkeit der Heaviside-Sprungfunktion
H vor

0 Vt<0

1 V>0 (2.56)

€(t) = e H(t) mit H(t) := {

so findet man als Losung der Differentialgleichung (2.55) mit der Anfangsbedingung
o(0) = E €:

_EB,
o(t) = <E1 e m > €0 (2.57)
Mit Einfiihrung der Relaxationszeit

Ui
_ 2.58
1 E ( )

ergibt sich die Relaxationsfunktion Gy(t) des MAXWELL-Kérpers aus Gl. (2.57) zu:

Gy =W g (2.59)

Linearer Standardkorper vom MAXWELL-Typ. Der lineare Standardkdrper
vom MAXWELL-Typ besteht aus der Parallelschaltung einer Feder mit einem MAX-
WELL-Korper, siehe Abbildung 2.9. Erst die Kombination des MAXWELL-Korpers
mit der Feder ermoglicht die konstitutive Beschreibung eines viskoelastischen Fest-
stoffs, da die Steifigkeit des MAXWELL-Ko6rpers im Grenziibergang lim¢ — oo gegen
Null geht, wie an Gl. (2.59) abzulesen ist. Die Gesamtdehnung ¢ des MAXWELL-
Elements ergibt sich aus der Summe der inelastischen Dehnungen im Dampfer und
der elastischen Dehnung in der Feder mit der Steifigkeit Fj:

E=€ +¢ (2.60)
Die Gesamtspannung

o=01+ 09 (2.61)
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resultiert aus der Spannung o in der Feder mit der Steifigkeit Fj, die die Gesamt-
dehnung e erfahrt, sowie der inelastischen Spannung oy im MAXWELL-Korper:

oy = E()E (262)

. . ) . 0 — Eyé
gy = FEiee=mé&=m(é—¢é)=m(é——=)=m(é— 0 ) (2.63)
E1 El

Die rechte Seite der Gl. (2.63) folgt mit Hilfe der Beziehungen (2.60) und (2.61). Die
Summe der Gln. (2.62) und (2.63) liefert die Differentialgleichung des Standardkor-
pers vom MAXWELL-Typ:

02

E
a+g—1la:m <1+E?)é+Eoe (2.64)
Im Grenzfall Ey — 0 geht die Differentialgleichung (2.64) iiber in die Dgl. (2.55) des
MAXWELL-Korpers. Fiir Fy — oo erhdlt man die Dgl. (2.30) des KELVIN-Korpers.
Bei einer sprungartigen Dehnungsbeanspruchung

e(t) = eo H(t) mit H(t) ;:{? ji;g , (2.65)

verhélt sich der Dampfer im MAXWELL-Korper quasistarr und die Anfangsspannung
0(0) setzt sich zusammen aus:

O'(O) = (E() + E1)€0 (266)
Die allgemeine Losung der Dgl. (2.64) lautet
o(t) = (EO o e—%) € (2.67)
mit der Relaxationszeit
i
= —. 2.68
1 B, ( )

Die Relaxationsfunktion G(t) des linearen Standardkorpers vom MAXWELL-Typ
folgt aus Gl. (2.67) zu:

cty=2Y _ gy B (2.69)

€0
Das Ergebnis nach Gl. (2.69) entspricht der Summe aus der Federsteifigkeit und der
Relaxationsfunktion G(t) des MAXWELL-Elements in Gl. (2.59).

€

01

o, €

:'_02

By m

€e €

Abbildung 2.9: Linearer Standardkoérper vom MAXWELL-Typ
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Abbildung 2.10: Verallgemeinerter Standardkérper vom MAXWELL-Typ

Verallgemeinerter Standardkorper vom MAXWELL-Typ. Der lineare Stan-
dardkorper vom MAXWELL-Typ kann in dhnlicher Weise wie der Standardkorper
vom KELVIN-Typ verallgemeinert werden, um eine grofere Zahl freier Parameter fiir
die Identifikation der Modellvorhersagen mit den experimentellen Daten zur Verfi-
gung zu haben. Der verallgemeinerte Standardkorper vom MAXWELL-Typ entsteht,
wie in Abbildung 2.10 dargestellt, durch die Parallelschaltung von n-MAXWELL-
Elementen mit einer elastischen Feder. Der Vergleich der Losungen in den Gln.
(2.59) und (2.69) zeigt, dass die Steifigkeit des MAXWELL-Elements zur Steifigkeit
der Feder addiert werden muss, um die Relaxationsfunktion des Standardkorpers
zu erhalten. Die Relaxationsfunktion G(¢) des verallgemeinerten Standardkorpers
vom MAXWELL-Typ erhélt man aufgrund der Giiltigkeit des Superpositionsprin-
zips, wenn die Federsteifigkeit Ey mit den Relaxationsfunktionen Gy(t) aller n-
MAXWELL-Elemente iiberlagert wird:

ciy=2W _p o an Epe (2.70)

€
0 k=1

2.3.2 Dreidimensionales Modell der isotropen Viskoelastizi-
tat

Im Rahmen der Theorie der linearen Viskoelastizitat kann die konstitutive Beziehung
zwischen den Spannungen und den Dehnungen in Form einer Differentialgleichung
geschrieben werden, wie im vorangegangenen Abschnitt 2.3.1 fiir den eindimensio-
nalen Fall gezeigt worden ist.

Eine gleichwertige Darstellung ist die Beschreibung des viskoelastischen Verhaltens
durch Faltungsintegrale. Dann lautet die viskoelastische Verzerrungsantwort €(t)
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zur gegenwartigen Zeit t:

€(t) = / S(t—r7): dad—(T)dT (2.71)

T

T=—00

Analog berechnet sich die viskoelastische Spannungsantwort o (t) zur Zeit ¢:

o(t) = / C(t—f);dz(:)df (2.72)

T=—00

In Gl (2.71) stellt der aktuelle Verzerrungstensor €(t) ein lineares Funktional der
Spannungsgeschichte 0 (7)|,«; in der Vergangenheit 7 < ¢ und des zeitabhéngigen
Nachgiebigkeitstensors S(¢) dar. In der Darstellung (2.72) erscheint die Spannungs-
antwort o (t) als Funktional der Verzerrungsgeschichte €(7)|,; und des viskoelasti-
schen Steifigkeitstensors C(t). Die konstitutiven Gleichungen (2.71) und (2.72) sind
aquivalent.

Die vorliegende Arbeit geht im Weiteren von der Annahme isotroper Viskoelastizitat
aus. Mit Hilfe der volumetrischen und deviatorische Spannungstensoren

1
Sy = gtf(ﬂ')l und Sp = O — sy (273)

sowie der Zeitableitung () = <(-) lautet die Gl. (2.71) fiir einen isotropen visko-

elastischen Festkorper:

t t
€(t) = / J(t — 7)spdT + / k(t —)tro'dr 3 1. (2.74)

Die zeitabhéngigen Materialfunktionen J(-) und k() sind die Schub- und Kom-
pressionskriechfunktionen des Materials. Sie geben die Gestalt- und Volumenénder-
ungsantwort des Materials auf einen Einheitsspannungssprung an. Analog kann die
viskoelastische Spannungsantwort o (t) zur Zeit ¢ mit Hilfe der deviatorischen und
volumetrischen Verzerrungstensoren

1
ey = gtr(e)l und ep = € — ey (275)

berechnet werden:
t

o(t) = / 2u(t — 7)epdr + / K(t—7)tr€'dr ;1 (2.76)

T=—00 T=—00

Die Schub- und Kompressionsrelaxationsfunktionen p(-) und K(-) beschreiben die
Spannungsantworten auf Einheitsverzerrungsspriinge. Im Weiteren wird nur noch
die konstitutive Gleichung (2.74) verfolgt, da die Darstellung der Verzerrungen als
Funktional der Spannungsgeschichte die Basis der numerisch effizienten Umsetzung
der mikromechanischen Methode der Zellen bildet. Die Verwendung der Gleichung
(2.76) fiir die urspriingliche Formulierung der Zellenmethode ist u.a. zu finden in
Gerlach (2003).
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Wenn man von einer ratenunabhéngigen, rein elastischen Volumenénderung ausgeht,
dann ergibt sich der volumetrische Anteil ey des Dehnungstensors mit tr€ = %tra
und dem Kompressionsmodul K zu:

1
= 2.
ev 9K‘cr(O’)l (2.77)
Aus Gl. (2.74) wird somit:

t

€(t) = QLKtr(O')l + / J(t — 7)spdr. (2.78)

—00

Der volumetrische Anteil ey des Verzerrungstensors € héngt nur noch vom Span-
nungstensor o zum aktuellen Zeitpunkt ¢ und dem Kompressionsmodul K ab. Der
deviatorische Verzerrungsanteil in Gl. (2.78) lautet:

t

en(t) = / J(t — 7)sydr (2.79)

—00

Als Kernfunktion J(-) kann die fiir das verallgemeinerte KELVIN-Modell hergeleitete
DIRICHLET-PRONY-Reihe in Gl. (2.50) angesetzt werden.

J(t) = Joo — Z Jke_% i Joo = Jo Z Ji (2.80)
k=1 k=1

Das (2n+1)-Parametermodell (2.80) wird durch das diskrete Kriechspektrum L(7) :
{Jg, Tk, k = 1,...,n} definiert. Der Parameter Jo, = 1/(2/) lésst sich durch den
Langzeitschubmodul G, = jis im Gleichgewichtszustand bestimmen. Es wird davon
ausgegangen, dass die Spannungsgeschichte in der Zeit 7 < 0 identisch Null verlaufen
ist. Dann gilt:

t

ep(t) = / {JOO — Zn: Jke_t;i;} spdr . (2.81)

0

Mit dem Ansatz der Kernfunktion in Gl. (2.80) und den Beteiligungsfaktoren
Dy = T/ T (2.82)
wird aus Gl. (2.81)
¢ n
ep(t) = Ju / {1 -y ﬁke‘tﬂf} shdr . (2.83)
9 k=1

Die néherungsweise Losung der Integralgleichung (2.83) gelingt durch Anwendung
des numerischen Zeitintegrationsalgorithmus’ nach Taylor et al. (1970). Wendet man
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das rekursive Integrationsschema zur Zeit t = ¢, = t,+At auf die Faltung der Rate
des Spannungsdeviators sp mit der Kernfunktion J(¢) an, so ergibt sich zunéchst:

tn
ntAt—T1
"ep = J /{1—2%6 N }s{)dT
tn+At
_tnt+At—T
/ {1 - Z e } spdr| (2.84)
t

n

Das urspriingliche Integral fOt”JrAt(-) erscheint als Summe zweier Integrale, die den

Verzerrungsdeviator "ep = fot”() zum vorhergehenden Zeitpunkt ¢ = ¢,, und einen

inkrementellen Zuwachs A"*'ep = tt:+At(-) beschreiben. Durch einfache algebrai-

sche Umformungen erhélt man aus Gl. (2.84) schlieflich:

" tn N tn+At
tn+At T _tn+At T
n+1eD — Joo nJrlsD _Ze_ ‘;; ﬁk/e?—ksde — Ze :; ﬁk / €+kS{3dT
k=1 0 k=1 e
(2.85)
Unter Zuhilfenahme der Definitionen
tn
"dp = e % /e;ksde (2.86)
0
tnt+At
n+1 —ntlt =/
A"dy, = e T / ek spdr (2.87)
tn
und der Anfangsbedingung
Odk = 0SD (288)
wird aus Gl. (2.85) der Ausdruck:
nHlep = J. ["HSD =) i (e*%f"dk + A"“dk>] (2.89)
k=1

Wenn man die Zeitableitung des Spannungsdeviators ndherungsweise durch den fi-
nite Differenzenquotienten

, 1

So ¥ A7 — (""'sp —"sp), (2.90)

ersetzt, dann kann das Integral in Gl. (2.87) analytisch berechnet werden und man
erhélt:

A~

ai

At

A"dy, = l1—e Tk] ("*'sp — "sp) (2.91)
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Damit kann der aktuelle Spannungsgeschichtstensor "*'d; zur Zeit "*'t aus dem
Wert "d; zum vorhergehenden Zeitpunkt "t und dem Inkrement in Gl. (2.91) ge-
wonnen werden. Fiir den aktuellen Verzerrungstensor erhélt man dann:

L n+1
ot ("Mo) 1+ Jx

n+1€ —

n+1SD — Z ﬁk n+1dk] (292)
k=1

Die Gl. (2.92) kann auch in Abhiingigkeit des Spannungsinkrements A"*'g" und des
Verzerrungsgeschichtstensors ™y geschrieben werden:

"tle =S, A"lo + "y (2.93)

Der instantane, viskoelastische Nachgiebigkeitstensor Sye ist mit dem vierstufigen
Tensor II = %(5%5]’1 + 040k;) € ® e @ e, @ e; definiert als:

. 1 1 " _ A 1
Spe= ——1®1 +——|1— A—(l— +> M- -1®1| (2.04
9K ) ®1 + i [ - YkAy e ] [ 3 ® ] (2.94)

Der Verzerrungsgeschichtstensor "y berechnet sich aus:

: Z" 5 A,
Sp — Ve "k dk
k=1

1
"y = —tr("o) 1+ J

2.95
oK (2.95)

Matrix-Vektor-Notation. Fiir die numerische Umsetzung des viskoelastischen
Materialmodells ist die Vektor-Matrix-Schreibweise vorteilhaft. Die Koordinaten des
Spannungstensors O = 0;;€; ® €; und des Verzerrungstensors € = ¢ e, ® €; konnen
als Spaltenvektoren geschrieben werden:

011 €11
022 €22
033 €33
0923 ’ €23 ( )
031 €31
012 €12

Der Deviator sp und der volumetrische Anteil sy des Spannungstensors erscheinen
in Vektornotation als:

4 A
o1 — Oki/3

1
02 — Oki/3 ” 1
Sp = { 033 — Okk/3 ; Sy = % (1) (2.97)
023 0
031 0
\ 012 J

Der viskoelastische Materialtensor Sve = S;’fklei ®e; ®e, e in Gl (2.93) ldsst sich
als 6 x 6 Matrix darstellen:

111000 9.1-10 0 0

C|rrroool o f-12-10 00

- 111000 |- 1-1 2000
S, — — Lve 2.08
9k 1000000 73| 0 0 03 00 (2.98)

000000 00 00 30

000000 00 0003
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Verzerrungsalgorithmus
1. Initialisierung der Geschichtsvariablen:
0d, =° sp
2. Bestimmung des Spannungsinkrements AG(t,, 1) = A"10 zur Zeit "t = "t + At

3. Berechnung der Tangentenmatrix Sye:

111000 2-1-10 0 0
111000 -1 2-10 00
§ — L 111000 he|-1-1 20 00
79K [000000 3 00 03 00
000000 0O 0 00 30
000000 0O 0 00 0 3
mit
Jom 2 12302 (1- )
Y = YAt ¢

4. Berechnung des Vektors der Verzerrungsgeschichte

1 1 i N
g g e et e

5. Berechnung der aktuellen Verzerrungen
n+16 — gve An+16+ ny

6. Auswertung der Rekursionsgleichung

An+1dk = % [1 — e_ﬁ_lz] (n+1SD — nSD)

_ At
n+1dk —e T ndk —|—An+1dk

7. Speicherung fiir den folgenden Zeitschritt

n+1dk n+lo.
)

8. Nichster Zeitschritt t = "T1¢ + At
Falls ¢ < tpyozess. gehe zu 2.
Falls ¢ = tp,ozess, Ende des Verzerrungsalgorithmus'

Abbildung 2.11: Verzerrungsalgorithmus: Berechnung der Verzerrungsantwort eines
linear-viskoelastischen Materials auf einen gegebenen Spannungsprozess



2.3 Lineare Viskoelastizitat 27

Der Ausdruck Sy in Gl. (2.98) stellt eine Matrix mit zeitlich konstanten Eintra-
gen dar, solange die Lange des diskreten Zeitschritts nicht geandert wird. Der vom
Zeitinkrement abhéngige, isotrope Schubnachgiebigkeitsfaktor J,. berechnet sich zu:

oo = 2%00 [1 - Zykg—’ft (1 - ei)] . (2.99)

Die Vektorform "y des Verzerrungsgeschichtstensors "y in Gl. (2.95) lautet:

ny = Z))iK”sV + 2%00 [”sD - ; e T "dj (2.100)

Die Gleichungen (2.88) und (2.91) erscheinen in Vektornotation als:
°d, = Osp (2.101)
AT, = % [1 - e*%f} ("lsp — "sp) (2.102)

In Abb. 2.11 ist der Algorithmus zur Berechnung der viskoelastischen Verzerrungs-
antwort auf einen gegebenen Spannungsprozess in Form eines Ablaufschemas zu-
sammengefasst.
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Kapitel 3

Mechanik und konstitutive
Modellierung von Grenzschichten

Bei der Entwicklung und dem Einsatz von Faserverbundwerkstoffen hat sich gezeigt,
dass der Ubergangsbereich zwischen Matrixmaterial und Verstidrkungseinlage ent-
scheidenden Einfluss auf das Eigenschaftsprofil des Verbundmaterials ausiiben kann.
Ausgelost durch chemische oder physikalische Verdnderungen besitzt die Interphase
abweichende mechanische Eigenschaften, die sich erheblich von denen des Matrix-
materials oder der Faser unterscheiden kénnen. Je nach Werkstoffkombination und
Faseroberflichenbehandlung ist eine Zu- oder Abnahme der Steifigkeiten und Fest-
igkeiten zu beobachten. Die physikalischen oder chemischen Reaktionen, die z. B.
durch den Einsatz von Haftverbesserern oder Mitteln zur Optimierung der Verarbeit-
barkeit entstehen, fiihren zu gradierten Materialeigenschaften in der Grenzschicht,
sieche Drzal (1986). Die Interphase stellt folglich keine klar abgegrenzte Zone dar,
vielmehr findet ein allméhlicher Ubergang vom reinen Faserwerkstoff zum reinen
Matrixmaterial statt. Eine mogliche Verteilung der Materialeigenschaften wie E-
Modul oder Schubmodul ist in Darstellung 3.1 nach Wacker (1996) wiedergegeben.
Ein Verbundwerkstoff stellt somit in Wahrheit keinen zweiphasigen Werkstoff dar,
sondern die mehr oder weniger ausgedehnte Ubergangszone vom einen zum anderen
Werkstoff muss als dritte Komponente angesehen werden, welche die effektiven Mate-
rialeigenschaften wesentlich beeinflussen kann. Die Berticksichtigung der Interphase
bei der rechnerischen Ermittlung effektiver Materialeigenschaften gelingt durch zwei

TIQ E,G

;

. — x3 .
Faser Matrix Faser Matrix
Grenzschicht Grenzschicht

xs3

Abbildung 3.1: Elastische Eigenschaften von Faser, Grenzschicht und Matrix
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unterschiedliche Modellierungsvarianten. Der erste Ansatz beriicksichtigt die Grenz-
schicht als dritte, rdumlich ausgedehnte Phase, fiir die gradierte oder vereinfacht
konstante konstitutive FEigenschaften angenommen werden. Die Grenzschicht wird
als dreidimensionales Kontinuum aufgefasst. Der zweite Ansatz approximiert die
reale Grenzschicht aufgrund ihrer relativen Diinne als zweidimensionale Grenzflache
zwischen den verbundenen Phasen Faser und Matrix, fiir die Ubergangsbedingungen
formuliert werden. Aus Griinden der numerischen Effizienz wird in dieser Arbeit nur
der zweite Ansatz naher verfolgt.

3.1 Grenzschicht und Grenzflache

In den Abbildungen 3.2 a) und b) sind Ausschnitte aus der Ubergangszone zwi-
schen zwei unterschiedlichen Werkstoffen schematisch dargestellt. In der unter a)
dargestellten Vorstellung befindet sich eine rdumlich klar definierte Grenzschicht
der konstanten Dicke A; zwischen den Phasen 1 und 2. Die Abbildung 3.2 b) zeigt
die Modellvorstellung einer Grenzflache, entlang der die Phasen im unbelasteten
Zustand miteinander verhaftet sind. Die kinematischen Grofen fiir die Grenzschicht
und die Grenzflache werden in einem lokalen, kartesischen Koordinatensystem {e;}
mit ¢ = n, t, b dargestellt. Der Einheitsvektor e, steht senkrecht auf der Grenzflache,
bzw. zeigt in Richtung der geringsten Dicke der Grenzschicht. Die tangentialen und
binormalen Einheitvektoren e, und e, spannen die Tangentenebene an die Grenzfla-
che auf.

Phase 1, QT €nb

Phase 2, )~

Phase 2, )~

Abbildung 3.2: Gegeniiberstellung von Grenzschicht und Grenzflache
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Der Deformationszustand der Grenzschicht wird durch den infinitesimalen Verzer-
rungstensor € ausgedriickt. Aufgrund der geringen Dicke A; der Grenzschicht im
Vergleich zum Gebiet des umgebenden Materials kann néherungsweise von einem in
Dickenrichtung e,, konstanten Verzerrungsfeld ausgegangen werden. In einem Volu-
menelement der Grenzschicht mit den infinitesimal kleinen Abmessungen d; und d,
und der endlichen Hohe A; soll der ebene Verzerrungszustand herrschen:

€nn €nt €nb
6 = 6tn 0 0

ebnO 0

ei®ej Z,] :n,t,b (31)

Es treten also per Annahme weder Normaldehnungen noch Schubdeformationen in
der Ebene der Grenzschicht auf. Der Spanungstensor im ebenen Verzerrungszustand
lautet:

Ot oy 0O
om 0 oy

Onn Ont Onp
o= [ e ® e, 1,j=mn,t,b (3.2)

Die Auffassung der realen Grenzschicht als adhésive Kontaktfliche legt zwischen
Matrix (2F) und Faser (©27) eine singuldre Fliche I' = 0Q% U 0927, in der das
Verschiebungsfeld u(x) unstetig sein kann:

[u(x)] = }\in(l) [u(x 4+ A0x) —u(x — Aox)] , Vx € T’ (3.3)
Mit den Grenzwerten u(x") := }\il’%ll(X + A0x) und u(x") = ;in(l)u(x — A0x) gilt

wegen der Stetigkeit des Verschiebungsfelds innerhalb der Phasen:
[u(x)] = u(x") —u(x") (3.4)

Die beiden Punkte x~ € 92~ und x* € 90" sind in der Ausgangskonfiguration
bei perfektem Verbund mit dem Punkt x € I" identisch.

Unter der oben gemachten Annahme eines in Dickenrichtung konstanten, ebenen
Dehnungszustands in der Grenzschicht kann ein Zusammenhang der Weggrofen bei-
der Betrachtungsweisen hergestellt werden:

[u] = Ar{emnen + 2ener + 26p€0} = A {€mm€n + Ynt€: + Ynp€s (3.5)

Im Gegensatz zum Verschiebungsfeld u wird vom Spannungsfeld o gefordert, dass
es iiber die Grenzfliche hinweg stetig ist. Der Spannungszustand in der Grenzflache
wird durch die Spannungsvektoren t* und t~ in den Punkten x* und x~ beschrie-
ben. Sie ergeben sich mit den Normalenvektoren n* und n~ aus den Spannungsten-
soren in den Phasen zu:

tt=o0"(x"n", t-=0"(x")n" (3.6)

Die Kontinuitat der Spannungen iiber die Phasengrenze hinweg erfordert die Ein-
haltung der Bedingung:

tT+t" =0. (3.7)

Die Adhésion zwischen Faser und Matrix wird durch konstitutive Gleichungen be-
schrieben. In allgemein gehaltener Formulierung wird der Spannungsvektor t in der
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Grenzfliche durch ein Funktional des Verschiebungssprungs [u], der Vergangenheit
7 und interner Variabler q ausgedriickt.

t(t) = Fr<([u],q,7) (3.8)

Alternativ kann der Verschiebungssprungvektor als Funktional des Spannungsvek-
tors t, der Vergangenheit 7 und interner Variabler p geschrieben werden.

[[u(t)]] - grﬁt(ta | oF 7_) (39)

Die konkrete Gestalt der Funktionale F und G wird in den folgenden Abschnitten
fiir verschiedene Konstitutivmodelle angegeben. Die Ansétze dienen der Berticksich-
tigung des nachgiebigen Verbunds und der Entstehung von Rissen innerhalb einer
Werkstoffphase im Rahmen der mikromechanischen Materialmodellierung.

3.2 Elastisches Verbundmodell

Abgesehen von der Annahme eines perfekten Phasenverbunds ohne Relativverfor-
mung stellt die linear elastische Spannungs-Separationsbeziehung die einfachste Be-
schreibung der Haftung zwischen Faser und Matrix dar. Der Verschiebungssprung-
vektor [u] wird proportional zum wirkenden Spannungsvektor t angenommen:

t = F,o([u],q 7) == Eq [u] (3.10)

Unter der Voraussetzung eines nicht-gradierten Grenzschichtmaterials der Dicke Aj
mit dem Elastizitdtsmodul £; und dem Schubmodul G; nimmt die Beziehung (3.10)
in Vektor-Matrix-Notation bezogen auf das lokale, kartesische n,t, b-Koordinaten-
system folgende Form an:

tn ) Er 0 0 [un]
I N I 3.11)
t = E. [u]
Fiir die inverse Beziehung (3.9) erhélt man:
[u] = G-<: (t,p,7) :==Sa t (3.12)

Mit den elastischen Nachgiebigkeiten Sy, = 1/E; und Sy = 1/G; ergibt sich im
lokalen n,t, b-Koordinatensystem der Grenzflache die Vektor-Matrix-Notation der
Gl (3.12) zu:

[un] Srp 00 tn
[w] p = Ar| O Sy 0 t,
[us] 0 0 Sy ty (3.13)

[[U]] = SeI t
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3.3 Viskoelastisches Verbundmodell

Zur Beschreibung des ratenabhingigen Verbundverhaltens wird der Verschiebungs-
sprungvektor [u] als lineares Funktional der Spannungsgeschichte und der Zeit ge-
schrieben. Der aktuelle Verschiebungssprungvektor zur Zeit ¢ ergibt sich durch die
Auswertung des Faltungsintegrals iiber die Grenzflachenkriechfunktion S.e(t — 7)
und die Rate des Grenzflachenspannungsvektors t(7):

t

[u®)] = G,<:(t,p,7) == / Sve(t — T)(Cil—:dT (3.14)
Die tensorwertige Kriechfunktion S..(t) ldsst sich, dhnlich wie im Falle des drei-
dimensionalen Materialmodells geméf Gl. (2.81), durch eine endliche DIRICHLET-
PRrRONY-Reihe dargestellen. Unter der Annahme, dass nur die tangentialen Kompo-
nenten des Sprungvektors [u] explizit zeitabhéngig sind, ergeben sich die Kompo-
nenten von Se(t) zu

N
Spn = Sp1 und Sy =Sy = Seo — Y _ S e (3.15)
k=1

Hierin bedeuten & die Kriechzeiten, Sy die Spektrumsstarken und S, ist die elas-
tische Nachgiebigkeit in Normalenrichtung. Fiir die iibrigen Koeffizienten des sym-
metrischen Tensors Sye(t) gilt S, = Spp = Sy = 0. Durch Einsetzen der Funktionen
(3.15) in die Gl. (3.14) folgt:

t

[u(t)] = Sri tuen + /

—0o0

N _t=7 dtt
Seo — Z S e & | —dre,
k=1

Die Integralgleichung (3.16) wird durch den Integrationsalgorithmus’ nach Taylor
et al. (1970) gelost. Fiir die Schubdeformationsanteile Ju;] und Ju,] des Verschieb-
ungssprungvektors erhdlt man zur Zeit ¢ zunéchst:

tr N
_t=7 dt
()] = S — E & | —d =1t,b 1
[u;(t)] = Soo i /LZlSke k]dT T, 1 , (3.17)

Die Inkrementierung der Zeitachse t liefert zum aktuellen Zeitpunkt ¢ = ¢,,, =
t, + At die additive Zerlegung des Verschiebungssprungs aus Gl. (3.17) in einen
Geschichts- und einen Zuwachsanteil:

tn

N
_tatat—r | di;
ST oon+1ti_/ E —q
" w] =5 kEISke k 47

0
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Beim Ubergang von Gl. (3.17) auf Gl. (3.18) wird fiir die Anderung der unteren
Integrationsgrenze vorausgesetzt, dass die Spannungsgeschichte t(7) fir 7 < 0 iden-
tisch Null verlduft. Die konstanten Faktoren in Gl. (3.18) kénnen vor die Integrale
gezogen werden.

tn

[ = S iv: g, e / & dtid
Uil = POo P e €Sk —AT
g d

-
k=1 0
tn+AL
—is —mge g (319
k€ etk —dr (3.
k=1 ;
Wenn in Gl (3.19) die Abkiirzung
P ood
_tn = di;
ngk . o7 &% —'d 2
4 ek/edeT (3.20)

0

eingefiihrt wird und man die Zeitableitung der Schubspannungskomponente ¢; im
zweiten Integral derselben Gleichung durch den Differenzenquotienten

dtz N n+1ti _ ntz

— = 3.21
dr At ( )
annéhert, so fiihrt dies auf:
N N tnt+At +1t y
At tn+At s . N4,
Al =9 " N Se @k —N S, e % & ———"dr (3.22
[[ uz]] (%) 7 kz_; k€ kO (g; kz_; k€ k €~k At T ( )

tn

Vermoge der Ersetzung (3.21) kann das Integral in Gl. (3.22) analytisch berechnet
werden. Es ergibt sich eine Rekursionsformel zur Bestimmung der Komponenten
["™'u;] des aktuellen Verschiebungssprungvektors:

N
At
41m 41 Atk
"] = 9" ti_g Sge &g,
=1

gk — ot n+ly — ng. .
= ’;SkE (1= %) (") =t (3.23)
n+1

Die Gleichung (3.16) kann mit A" t; = ", — "t unter Beachtung des Ergebnisses
(3.23) als Vektor-Matrix-Gleichung geschrieben werden:

[ Sr 000 A", U
[w] p=1 0 Sy 0 AT Ty, (3.24)
[[nHUbﬂ 0 0 Sy An+1tb "y
oder kurz
[u) = SeA" e+, (3.25)
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Diskontinuitatsalgorithmus

1. Initialisierung der Geschichtsvariablen:

0 0
q, ="t

2. Bestimmung des Spannungsinkrements A"t zur Zeit "t1t = "t + At

3. Berechnung der Tangentenmatrix See:

Sr. 0 0
Sve = 0 SIH 0
0 0 Sy

mit
_ At
S]”:SoofszzlskZ—kt(lfe 5k) und Su_:%—;

4. Berechnung des Geschichtsvektors der Verschiebungsspriinge

"tn 0
N _ At
"v=._5r1 0 + S0 q "t ¢ =2 pm1 Ske T Tay
0 "t

5. Berechnung des aktuellen Sprungvektors
|In+1u]] — gveAn—i-lt 4 Ty

6. Auswertung der Rekursionsgleichung

0 0 O
_At
An“% — £_kt (1 —e & ) 0 1 0 |A™t
0 0 1

7. Speicherung fiir den folgenden Zeitschritt
n+1qk , n+1t
8. Nichster Zeitschritt ¢t = "1t + At

Falls ¢ < tpyozess: gehe zu 2.
Falls t = tp,gzess. Ende des Diskontinuitatsalgorithmus'’

Abbildung 3.3: Diskontinuitétsalgorithmus: Berechnung der Verschiebungssprun-
gantwort einer linear-viskoelastischen Grenzflache auf einen gegebenen Spannungs-

prozess
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Die Diagonalmatrix S,e € R**® enthilt die elastischen und viskoelastischen Nach-
giebigkeiten

Ay at
Sp=, und Sy =S D Sk (1—e &) (3.26)

der Grenzfliche. Der Geschichtsvektor "v € R3 der Verschiebungsspriinge in Gl.
(3.25) ist gegeben durch:

n

tn 0 N

n n _At

V=518 0 p4+SxS " p— ) Ske & gy (3.27)
0 ntb k=1

Die Geschichtsvariablen q, € R werden wie folgt initialisiert:
q, ="'t (3.28)

Die Aktualisierung der Geschichtsvariablen erfolgt durch:

n _At p n
qu — e & q, + A qu (3.29)

mit dem Inkrement

n _At
AHq _ S (1—6 €k)

n+1
£= A (3.30)

o o O

0
1
0

_ o O
>
(o

In Abb. 3.3 ist der Algorithmus zur Berechnung des viskoelastischen Sprungvektors
als Antwort auf einen gegebenen Spannungsprozess als Ablaufschema dargestellt.

3.4 Ratenunabhangige Verbundmodelle mit Scha-
digung

Zur Beschreibung der irreversiblen Schidigungsentwicklung (Faserablosungen und
Matrixrisse) im RVE der mikromechanischen Modellbildung werden in dieser Ar-
beit ratenunabhénge Modelle aus der Bruchmechanik verwendet. Die Ansétze haben
gemeinsam, dass nach dem Erreichen der Festigkeit eine Entfestigung, also eine Ab-
nahme der Spannung bei Zunahme der Separation, stattfindet. Die Grenzflichenmo-
delle unterscheiden sich im Hinblick auf das Verhalten bei geringer Beanspruchung
und hinsichtlich des qualitativen und quantitativen Verlaufs der Entfestigung.

3.4.1 Verbundschadigungsmodell mit anfinglicher Nachgie-
bigkeit
Das Konstitutivimodell nach Chaboche et al. (1997) beschreibt die Beziehung zwi-

schen Spannungs- und Separationsvektor durch ein nichtlineares Funktional der De-
formationsgeschichte, wobei schon bei geringer Beanspruchung eine Nachgiebigkeit
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), lu(m) — b)

1.0 -1
1,0 1 -V

[ [
Lt T Lt

Zeit Tt 0 1 d

Abbildung 3.4: a) Evolution der Schiadigungsvariablen d in der Vergangenheit 7 < ¢
in Abhéngigkeit der Geschichtsfunktion ||[u(7)|| b) Grenzflachensteifigkeitsfunktion
F(d)

der Grenzfliche vorhanden ist. Die Steifigkeit in Normalenrichtung wird bei einer
Druckbeanspruchung der Phasentrennflache so hoch angesetzt, dass es nicht zu ei-
nem Durchdringen der Phasen kommt. Die Komponenten des Verschiebungssprung-
vektors [u] werden durch Bezug auf die charakteristischen Langen w;; und uy in
dimensionslose Groéfen umgewandelt. Die Parameter u;; und wuy beschreiben un-
ter reiner Beanspruchung normal zur Faseroberfliche beziehungsweise unter reiner
Schubbeanspruchung der Grenzflache diejenige Diskontinuitét, bei der der Verbund
vollsténdig zerstort ist. Auf Basis der normierten Diskontinuitdten wird eine Ge-
schichtsfunktional in Form der gewichteten Norm ||u(7)| des Verschiebungssprungs
[u] fir 7 € [—o0,t] definiert:

() oze = \/ (ol ”“"(””})2 ; (M) " (M) (331)

Ury ug) ug||

Der Ausdruck max {0, [u,(7)]} bewirkt, dass nur eine positive Separation in Nor-
malenrichtung [u,] > 0 (Zugbeanspruchung) einen Beitrag zur Norm leistet, d.h.:

Uyl Up, 0
maX{O,[[un]]}:{[[ P b =00 (3.32)

0 , Ju,)<0
Durch diese Einschrankung wird verhindert, dass eine Kompression der Grenzfliche
die Schédigung des Verbunds vorantreibt. Aufgrund der Prozessabhingigkeit wird
die Schéadigungsvariable d € [0,1] mit d > 0 als Geschichtsfunktional der Norm
(3.31) des Separationsvektors [u(7)] definiert:

d(t) = F ([u(r)]) =l = min{max|lu(r)| , 1} (3.33)

T>—00

Per Definition ist die Schiadigungsvariable d gleich dem maximal aufgetretenen Be-
trag des normierten Diskontinuitéitsvektors in der Belastungsgeschichte 7 < t, siehe
Abb. 3.4. Der Wert d = 0 steht fiir die ungeschiadigte Ausgangskonfiguration. Wenn
d den Wert 1 erreicht, ist der vollstdndige Bruch des Verbunds zwischen den Phasen
eingetreten. Die Festigkeit des Verbunds unter reiner Beanspruchung senkrecht zur
Grenzflache wird mit R, bezeichnet, vgl. Abb. 3.5. Analog wird unter reiner Schub-
beanspruchung die Schubfestigkeit Ry eingefiihrt. Der aktuelle Spannungsvektor t
ist allgemein durch das Funktional F([u], d) gegeben, das wie folgt spezifiziert wird:

t = Fr<([u], d) = Ec(d) [u] (3.34)
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Mit Hilfe der Steifigkeitsrelation o) = w1 jaytet die Vektor-Matrix-Notation

ur

Rry up
der Gl. (3.34) (fiir Zug in Normalenrichtung) bezogen auf die Grenzflachenkoordi-
naten e;, i = n,t,b:

tn P 1 0 0 [un]
t, b = Fc(d)?iL 0 ay 0 [] (3.35)
t 0 0 ay [us]
t = Ec(d) [u]

Die Grofe F(d)c in der Steifgkeitsmatrix Ec(d) € R3**3 des Chaboche Modells,
welche explizit von der Schidigungsvariablen d abhéngt, ist als

Fe(d) = % (1—d)’ (3.36)
definiert. Der Faktor 27/4 in Gl. (3.36) bewirkt, dass die normierte Spannungs-
Separations-Beziehung im Fall der reinen Beanspruchung normal zur Grenzflache
sowohl den Maximalwert 1 aufweist, als auch eine horizontale Tangente (lokales Mi-
numum) fiir die normierte Separation w,/u;; = 1 besitzt, vgl. Ab. (3.5). Die Grofe
Fc(d) kann als Sekantensteifigkeit des Grenzflichenmodells interpretiert werden. Im
Falle der Erstbelastung héngt die Steifigkeit Fc(d) explizit vom aktuellen Diskon-
tinuitétsvektor [u] ab, denn d(t) entspricht ||u(t)| geméaf Gl. (3.33), vgl. Abb. 3.4
a. Unter Entlastungsbedingungen ist d eine Konstante (d = 0) und die Steifigkeit
Fc(d) definiert die Sekante, entlang welcher entlastet wird. Eine Wiederbelastung
folgt zunéchst ebenfalls dieser Sekante, bis die Separation [u] soweit angewachsen
ist, dass d sich wieder geméR Gl. (3.33) entwickelt, d.h. es gilt d > 0.
Im Fall einer Grenzflaichenkompression ist die physikalisch unrealistische Durchdrin-
gung der Phasen zu vermeiden. Fiir die numerische Umsetzung schlagen Chaboche
et al. (1997) vor, fiir den Steifigkeitsmodul K, des Grenzflachenmaterials einen ver-
niinftig hohen Zahlenwert anzusetzen, der die rechnerische Durchdringung praktisch
verhindert ohne numerische Schwierigkeiten zu verursachen. Fiir die Normalkompo-
nente des Spannungsvektors ¢, nach Gl. (3.35) ist demnach eine Fallunterscheidung

tn
Rriy
1,0 4

1,0 [un]
urL
Haftungsentwicklung Bruch

Abbildung 3.5: Spannungs-Separations-Modell nach Chaboche
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zu treflen:

K,Ju,] Vdfalls t,<0

ty = . 3.37
Fe(d) B, [u.] Vdfalls t, >0 (3:37)
Ur

Linearisierung fiir die iterative Losung. Das nichtlineare Grenzflachenmodell
wird bei seiner spiteren Verwendung in der mikromechanischen Modellierung auf
ein nichtlineares Gleichungssystem fiihren. Zu dessen Losung mittels des Newton-
Raphson-Verfahrens wird die Linearisierung der Spannungs-Separationsbeziehung
(3.34) benotigt. Aus der Anwendung des Nablaoperators

0 0 0

Vi = men + ] e; + o] ey (3.38)
auf den Spannungsvektor t in Gl. (3.34) folgt der Gradient von t:
gradt =t ® V[u]] = (EC [[u]]) ® V[[u]] (3.39)

Die Komponentenmatrix t Vi, € R**? des Spannungsgradienten erhélt man aus Gl
(3.35) mit Vi := { 0 0 0 } im Fall einer gekoppelten Zug- und Schubbe-

Oun] Olue] Ofus]
anspruchung zu:

tV[[uﬂ = Ec(d) + Ec = %
dFc(d) OFc(d ) aF( )
W bl o (Gl F C(d)) i a[[c il
_ Oun%[[%]] | a;&d]])[[m]] | (a;&d]])[[%]] Fe(d )) _

(3.40)

Im Fall einer gekoppelten Druck- und Schubbeanspruchung ergibt sich:

tVM = Ec(d) + EC =

;;IJ_K 0 0
Bl oo (GEm e @) 0u e (3.41)
0 B8] ey (G g + )

Die Grenzflichenfunktion F¢(d) héngt implizit von den Verschiebungsspriingen ab
und wird geméfs der Kettenregel nach den Komponenten des Diskontinuitatsvektors
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[u(t)] zur aktuellen Zeit ¢ differenziert:

aFc . (9FC od 8HuH 8Fc GFC od 8Hu||

Oun] |, 0d Ollufl 8[un] |, "~ Ofw]l, Od Ol Ofw] |, 3.4
3.42

8Fc B aFc od 8HuH

ow]l, ~ od ou]aw]|,”

Die beiden ersten partiellen Ableitungen auf der rechten Seite von Gl. (3.42) lauten:

OFc 27

od |, 5 (1=d) (3.43)
od | 0d(t) _ [ 1 falls d(t) = [u(t)]

Olull |, dl|u(t)|| { 0 sonst (3.44)

Wegen Gl. (3.33) degradiert die Steifigkeitsfunktion Fc(d) mit den aktuellen Ver-
schiebungsspriingen im Fall einer Erstbelastung — vgl. Abb. 3.4 b). Anderenfalls be-
sitzt Fc(d) einen konstanten Wert, denn wegen Gln. (3.42) und (3.44) gilt 0F¢/0[w:] =
0. Wéhrend eines Entlastungsprozesses oder einer Wiederbelastung besitzen die Ma-
trizen (3.40) bzw. (3.41) demzufolge nur konstante und von Null verschiedenen
Eintrage entlang der Hauptdiagonalen. Somit erfolgen Entlastungs- und Wieder-
belastungsprozesse entlang der Sekante vom Koordinatenursprung zu demjenigen
Punkt der Spannungs-Verschiebungs-Kurve, der zu der bislang maximal aufgetre-
tenen Verschiebungsdiskontinuitéat in der Belastungsgeschichte gehort, s. Abb. 3.5.
Die partiellen Ableitungen der Norm des Sprungvektors ||u|| in Abhéngigkeit der
Komponenten von [u] sind durch die nachstehenden Ausdriicke gegeben:

Ollal _ max{0, [u,]} ~ llufl _ — [u] Ol _ [l
Oun] — wila®l "~ Olw]  wfylla®l” Ofw]  wjylla®)

(3.45)

3.4.2 Verbundschadigungsmodell ohne anfangliche Nachgie-
bigkeit

Lissenden (1996) fiihrt wie Chaboche et al. (1997) die Duktilitdtsparameter u;; in

Normalenrichtung und wy in den tangentialen Richtungen des Interface’ ein, um

das Geschichtsfunktional ||[u(7)|/;<; in Abhéngigkeit der normierten Komponenten
des Veschiebungsdiskontinuitatsvektors fiir —oo < 7 < ¢ zu formulieren:

[a(7)[lr< = \/(max {0, HU”MT)})Q + (M)z + ([[“”H(T))Q (3.46)

Ury ur| ug)

Die Verbundfestigkeit fiir reine Zugbeanspruchung senkrecht zur Grenzfliche be-
tragt R;.. Die Schubfestigkeit wird mit Ry bezeichnet. Als Kriterium zur Beur-
teilung einer kombinierten Beanspruchung der Grenzfliche wird die dimensionslose
Vergleichsspannung ¢, eingefiihrt

t, := min {max||t(7)], 1} , (3.47)
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Ry

Abbildung 3.6: Graphische Darstellung des Spannungskriteriums (3.47)

die durch das Maximum der Spannungsnorm ||t(7)||,<; gegeben ist.

o - (Y (Y (S

Die Norm in Gl. (3.48) misst den Betrag des mit den Festigkeiten R;; und R nor-
mierten Spannungsvektors in der Vergangenheit 7 bis zum gegenwartigen Zeitpunkt
t. Erreicht max||t(7)||,<: zu einer Zeit t* < t den Wert 1, so wird ¢, = 1 fiir alle 7 > ¢*
konstant gehalten. Falls die kombinierte Beanspruchung einen Wert ¢, < 1.0 liefert,
so ist der Verbund ungeschidigt und das Verschiebungsfeld in der Grenzfléche stetig,
d.h. fiir den Sprungvektor gilt Ju] = 0. Erreicht die Vergleichsspannung den Wert
t, = 1.0, so setzt die Entfestigung des Verbunds irreversibel in Abhéangigkeit des
Verschiebungssprungvektors [u] ein. Die Abbildung 3.6 veranschaulicht das Span-
nungskriterium. Solange der Spannungsvektor t(7)|,<; zu keiner Zeit 7 die Grenze
des grau eingeféarbten Bereichs beriihrt, ist der Verbund perfekt. Spannungszustéande
auferhalb der gefarbten Flache konnen nicht eingenommen werden, da sie jenseits
der Festigkeit des Verbunds ldgen. Eine endliche Druckfestigkeit der Grenzschicht
ist nicht gegeben. Der aktuelle Spannungsvektor t berechnet sich aus:

t = Fr<i([u], d) := By (d) [u] (3.49)
Unter Verwendung der Steifigkeitsrelation oy = %%‘: lautet die Vektor-Matrix-
notation der Gl. (3.49) fiir den Fall [u,] > 0:

tn B 1 0 0 [un]

t = F(d==] 0 ay 0

t L( )UIJ_ L] [[ut]] (350)

t 0 0 ay [us]

t = EL(d) [u]

Der Steifigkeitsausdruck Fi (d) in der Steifigkeitsmatrix Ej(d) € R3*? des Lissenden
Ansatzes wird durch das Polynom
132+ 2

Fi(d) P

(3.51)
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in der Schiadigungsvariablen d € (0, 1] beschrieben, welche auf Basis von Gl. (3.46)
definiert ist:

d(t) = F([u(r)])7= e = min{max|lu(7)|| , 1}

Fiir den Fall einer auftretenden Grenzflachenkompression kann die Phasendurchdrin-
gung behindert werden, indem die konstitutive Annahme fiir die Normalspannung
t, in GL (3.50) durch den Ausdruck ¢, = Kp[u,] ersetzt wird. Der Steifigkeits-
modul K, der Grenzfléche ist mit einem sinnvoll hohen Zahlenwert anzusetzen. In
sinngeméfser Weise wird in der numerischen Umsetzung des Grenzflichenmodells
fiir Spannungszustiande t des ungeschidigten Bereichs (¢, < 1.0 und d = 0) als
konstitutive Annahme vorgegeben:

(3.52)

tn K, 0 0 [un]
t, S=10 K, 0 ] (3.53)
tb 0 0 Kp HUb]]

Somit bleibt die Kontinuitét des Verschiebungsfelds (d.h. |ju|| = 0) numerisch né-
herungweise gewahrleistet.

Linearisierung fiir die iterative Losung. Durch Anwendung des Nablaopera-
tors nach Gl. (3.38) auf den Spannungsvektor t der Gl. (3.49) folgt unter Beachtung
der Gleichung (3.50) die Matrixnotation des Gradienten t ® Vi

tVig =E(d)+E = ]:”“ X
[ (OF,(d) OF (d) OR(d), |
< o] [u.] +FL(d)> 3T [un] o] [u.]

aFL( ) aFL( ) aFL( )
oF, 8 L ok,
B a}[f (nﬂ)” ! o) (u)” a e aﬁ& <]]) ki )>_
(3.54)
Im Fall einer Druckbeanspruchung gilt:
tV[[u] = EL(d) -+ EL =
RLiKp 0 0
oF, oF (d
Bl ooy (G @) eGP (3.5)
0 Q| 8;&2(? [us] (8[[ (]]) [us] + Fi(d ))
In der nur-nerischen Umsetzung gilt im Fall des ungeschadigten Verbunds -
K, 0 0
tV[[u]] = 0 Kp 0 (3.56)

0 0 K,
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Die partiellen Ableitungen

JOF (d) OFL 0d O|ul| :
ol |~ od ool T o
in den Gln. (3.54) und (3.55) ergeben sich aus:
ok, 4d® — 3d* — 1
od |, P
od | 0d(t) _{ 1 falls  d(t) = |Ju(t)|
ulll, — Iu(®)l 0 sonst
Ol[ull max {0, [un]}
owll, ~ i O] )
o[ [u]
Ou |, u%” [ (t)]]
ol [u
Ous] |, u%” [ (?)]]

3.4.3 Gemischt modaler Ansatz der Bruchmechanik

Fiir die Beschreibung der sproden Rissentstehung in Beton oder zur Formulierung
der Delamination von Laminatschichten wird das bruchmechanische Modell nach
Camanho and Davila (2002) mit Erfolg angewendet, siehe Fiolka (2007). Prinzipiell
ist der Ansatz ebenfalls geeignet, die Entfestigung des Faser-Matrix-Verbunds zu
beschreiben, sowie die Entstehung von Rissen in der Matrixphase entlang vordefi-
nierter Bruchflachen. Bei der Entstehung von Rissen wird im Allgemeinen zwischen
drei Modi unterschieden, die in Abbildung 3.7 zur Veranschaulichung dargestellt
sind. Der Modus I beschreibt die Rissentstehung und Rissoffnung infolge einer Nor-
malspannung. Die Risse in den Modi IT und III werden durch Schubspannungen
hervor gerufen. In der Modellvorstellung bildet der Werkstoff vor Rissbeginn ent-
lang der spéateren Rissufer ein Kontinuum. Die Feststellung des Schiadigungsbeginns
erfolgt im mathematischen Modell durch die Auswertung des gemischt modalen
Spannungskriteriums:

o) < (7)< (7)) 2

o= ) + (=) +(5-) =1 3.59

\/(Ru Ry Ry /) = (3:59)
Modus | Modus Il Modus Il

Abbildung 3.7: Zug- und Schubbruchmodi
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alte Rissspitze
I
]

Prozesszone

Abbildung 3.8: Rissfortschritt unter Modus I Bedingungen

Erreicht ¢, erstmalig den Wert 1, so ist die Bedingung fiir den Beginn der Entfes-
tigung erfiillt. Die Festigkeiten in den Modi I und II/III werden mit R;, und Ry
bezeichnet. Die Anwendung der MACCAULEY Klammer (-) auf die Normalspan-
nungskomponente t, in Gl. (3.59) bewirkt, dass nur Zugspannungen einen Beitrag
zum Spannungskriterium liefern:

(h) = t, fallst, >0
"o falls ¢, <0

Der konstitutive Ansatz zur Beschreibung der Prozessflache lautet mit der ,, penaltyf‘-
Steifigkeit K:

tn (1= H([u])d) 0 0 [un]
t v = K, 0 1-d) 0 [u] (3.60)
t 0 0 (1-d [ws]
t = Ecwa(d) [u]

Die Funktion H ([u,]) liefert die Fallunterscheidung zwischen den Zustdnden Rissoff-
nung oder Druckkontakt senkrecht zu den Rissufern. Somit kann verhindert werden,
dass es zu einer unrealistischen Durchdringungen der Bruchufer bei der Rissschlief-
ung kommt.

1 falls Ju,] >0
0 falls fu,] <0

([unl)

H([un]) = =~ = { (3.61)

[[Un]] B

Der sinnvoll hoch zu wéhlende Steifigkeitsparameter K, verhindert in der numeri-
schen Modellbildung das Offnen der Risse bevor das Spannungskriterium t, = 1
erfiillt wird. Solange fiir die gemischt modale Vergleichsspannung nach Gl. (3.59)
t, < 1 gilt, liegt kein Riss vor und die Schadugungsvariable d € [0, 1] besitzt den
Wert d = 0. Die Spannungsseparationsbeziehungen sind in Abbildung 3.9 graphisch
fiir den reinen Modus I und den reinen Modus II dargestellt. Die Parameter ¢, und
qs beschreiben das Verhaltnis der Separationen bei vollstandiger Schadigung zu de-
nen bei Entfestigungsbeginn. Die Separationen bei Entfestigungsbeginn im Modus
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tn Modus | 12 Modus I

Rri1- Ry 1-

Gr. Grre

_q ue
[un] ot .

Grre

; [ue]

e
qt ut

e
gnlUy,

S0

-1 &

Abbildung 3.9: Bilineares Entfestigungsmodell

I beziehungsweise bei reiner Schubbeanspruchung lauten:

e _ 3.62
= (3.62)
ul = uf =up = — (3.63)

R

Im Entfestigungsbereich bestimmt sich die Schédigungsvariable nach Camanho and
Davila (2002) bei gemischt modaler Beanspruchung der Bruchfliche zu:

I )

(gm — 1) uppee

In Gl (3.64) bezeichnet u'** = max {u,,(7)|r<:} das in der Belastungsgeschichte
T < t aufgetretene Maximum der gemischt modalen Separation wu,,, die definiert ist

als:

(3.64)

tm = v/ ([wal)? + Tued® + [wn]® = v/([un])? + [us]? (3.65)

Hierin stellt [us] = \/[ue]? + [us]? die resultierende Schubkomponente dar. Die Gro-
fse u¢, beschreibt die gemischt modale Separation bei Beginn der Entfestigung. Der
Parameter ¢,, in Gl. (3.64) setzt die gemischt modale Separation bei vollstdndiger
Schadigung ins Verhéltnis zur gemischt modale Separation wuf, bei Entfestigungs-
beginn. Die Abbildung 3.10 zeigt das gemischt modale Bruchmodell in graphischer
Darstellung. Fiir die Bestimmung von ¢, und ¢, wird (im Fall [u,] > 0) das ge-
mischt modale Verformungsverhéltnis 3 nach Gl. (3.66) eingefiihrt.
[us]

3= il (3.66)

Die Zug- und die resultierende Schubkomponente des Spannungsvektors bestimmen
sich im Bereich ¢, < 1 aus t,, = K,[u,] und t; = K,[us] mit ¢ = t? +¢2. Durch das
Einsetzen dieser Ausdriicke fiir die Spannungen in das Spannungskriterium (3.59)
folgt unter Beachtung der Gln. (3.62) und (3.63):

(CREI
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Spannung

Rro Modus |

Abbildung 3.10: Gemischt modales Bruchmodell

Die Gl. (3.67) stellt das Ergebnis der dquivalenten Reformulierung des Spannungs-
kriteriums (3.59) in ein Verformungskriterium fiir den Entfestigungsbeginn dar. Die
Gl. (3.66) erlaubt, die Schubdeformation [us] = f[u,] als Funktion der Zugdefor-
mation zu schreiben. Beachtet man dies in den Gln. (3.65) und (3.67), so kénnen
selbige jeweils nach [u,] aufgelost werden. Durch Gleichsetzen und anschliessende
Auflésung der entstehenden Gleichung nach wu,, folgt die gemischt modale Separation
bei Entfestigungsbeginn:

2
up, = u, uz\/(ue);j—_(ﬂﬁuef < [u,] >0 (3.68)

Fir den Fall Ju,] < 0 ist in Gl (3.64) uf, = u¢ zu setzen, im reinen Modus I
([us] = 0) gilt u¢, = uf. Zur Bestimmung von ¢, wird der Potenzansatz

(ngl)n - (Qg)n =1 (3.69)

nach Whitcomb (1986) ausgewertet. Die Bruchenergien G;. und G,. ergeben sich
durch Integration der Bruchflichenspannungen ¢, und t; = \/t7 + 7 entlang des
jeweiligen Separationswegs bis zum vollstdndigen Bruch:

qn Ug,

1
g[c - / tn dﬂun]] - §RIL An qu
0 (3.70)

qs US

1
gsc = / 2fs dﬂus]] = §RI|| qs U,i
0
Die Bruchenergie des gemischt modalen Zustands lautet:
1
gmc - EQmuanKp (371>
Die Energiefreisetzungsraten aus der Schub- bzw. Zugbeanspruchung G, und G; er-
geben sich zu:

gs: /tsdus und gI: /tndun (372)

0 0
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— — reiner Schubmodus
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7N

[un] 4 \
N
\
% AN
Ggg N
L ] \
qnufz (] I
Um = [un]|2 + [us]|2 + Ui* q:ug* [ué]
n
- :
- -
* €% H
gy} - 7 . — —reiner Modus |
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Abbildung 3.11: Gemischt modale Beanspruchung. Links: Pfad w,, im Raum des Ver-
schiebungssprungvektors. Rechts: Spannungs-Separations-Beziehungen fiir Schub-
bzw. Zugkomponente des Spannungsvektors

Wird die Bruchbedingung (3.69) von den Energien Gf und G; erfiillt, so liefern
die Integrale in Gl. (3.72) mit den zugehorigen oberen Integrationsgrenzen [ul] =

e*

¢us* und Jul] = ¢iué* unter Beachtung des bilinearen Spannungs-Separations-
Beziehung, vgl. Abb. 3.11, folgende Energien:

[uz] [ur]
1 1
0 = [ o= 3Ky wd G = [ tadu,= Kyt 87
0 0

Nach Gl. (3.66) kann hierin u¢* = fu* und ¢iut* = Bqiut* gesetzt werden, s. a.

Abb. 3.11 links. Durch die Zusammenfiihrung der Energieausdriicke in Gl. (3.73)
und der Bruchbedingung (3.69) erhdlt man dann:

(;qu:;u;ﬂ)" Kgl) . ( gjc)"] _1 -

Wegen der Gln. (3.65) und (3.66) kann man ¢,ul, = qiut*\/1+ (4% und ué, =
ut*y/1 4+ 32 schreiben, so dass der Ausdruck ¢*u*? in Gl. (3.74) durch ¢,,u¢,%/(1+5?)
ersetzt werden kann. Die Umstellung der Gleichung (3.74) nach g, fiihrt auf die
gesuchte Grofe:

2 n 2N\ " »
2 (2]

Linearisierung fiir die iterative Losung. Die Linearisierung der Gleichung
(3.60) fiihrt fiir Ju,] > 0 auf den Gradienten des Grenzflachenspannungsvektors in
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Matrixnotation:

t Vo = Ecma(d) + Equs =

[1- @+ o] -l glel
od od od
K| gl [1—<d+mﬂutﬂ>} ol (3.76)
od od od
T A " g ] P*d*mﬂ“bﬂ) |

Im Fall Ju,] <0 ergibt sich:

t Viy = Ecms(d) + Ecmg =

1 0 0 _
ad od
K, |0 1—%d+5fjhﬂﬂ —arjhﬂ (3.77)
_ 0 a[[ t]] —w)] {1 (d+ * ol HM)}

Fiir die in den Gln. (3.76) und (3.77) enthaltenen partiellen Ableitungen muss zwi-
schen den Fillen [u,] > 0 und Ju,] < 0 unterschieden werden. Die Ableitungen der
Schidigungsvariablen d nach den Diskontinuitéten [u;] in (3.76) berechnen sich mit
GL (3.64) zu

od  m ( up,  Oup® 1 8u§1) B 1 ( oy, > O,
Olw]l  gm —1 \(uge=)? 0w upper Ofui] (gm —1)° upe® ) Ofui]
(3.78)

Im Fall Ju,] > 0 ergibt die Differentiation der gemischt modalen Lénge u¢, nach Gl.
(3.68), bei der die Entfestigung einsetzt:

ous,  Busus [(us)? — (uS)’] 98

ofu] \/ 1+ Oui] (3.79)
(ug)” + (Bug)’
mit
_ [us] n
95 _ ) [l
oal [u] o (3.80)

[us] [un]

Die Ableitung der maximalen gemischt modalen Separation u;;** = max {u, (1)},
nach den aktuellen Komponenten des Separationsvektors [[u]] liefert mit Gl. (3.65):

[[uz]]
dume® falls  um®™ = uy,(t)
m _ max m 81

0 sonst
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Die Differentiation des Parameters ¢, in Gl. (3.75) nach [u;] ergibt:

Iy Oy, OB
3“%]] N B 3[[%]]

(3.82)

mit

e (@) ()
aﬁ B Kp(u%f glc gsc

1—

L A 1 el (0
g () ()

Im Fall Ju,] < 0, d.h. wenn eine reine Schubbeanspruchung oder eine Schubbean-
spruchung in Kombination mit Druck normal zur Grenzflache vorliegt, erhdlt man

aus Gl. (3.75):

qs (U5 — ug)
d=-——: 52 3.84
(@0 — 1w (3.84)
mit
2G..
= 3.85
q Ry (3.85)

nach Gl. (3.70)y und w2***(t) = max {\/[[w(T)]]2 + [[ub(T)]]Q} _ Die Anderung der
T<t
Schiadigungsvaribalen d mit den Schubdiskontinuitéiten [u;] ist gegeben durch:

od qs us our™
= — 2 > i=1,b (3.86)
Oud (g = 1) (uper)® Ou]
Die Ableitung der maximalen Schubdiskontinuitdt ' nach den aktuellen Schub-
diskontinuitaten [u;] ergibt:

[u:]
oulr —  falls 4" = uy,(t)
s — mazx s 3.87
ofui] Us (3.87)
0 sonst

Die Ausdriicke (3.86) und (3.87) sind in die Gleichung (3.77) des Spannungsgradi-
enten fiir den Fall Ju,] < 0 einzusetzen.
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Kapitel 4

Mechanik mikroheterogener
Materialien

4.1 Allgemeines

Jedes reale Material besitzt eine nicht-stetige Struktur. Selbst Werkstoffe, die ma-
kroskopisch homogen erscheinen, sind nicht frei von Heterogenitiaten. Als ungewoll-
te Inhomogenitiaten oder materielle Imperfektionen treten beispielsweise Mikrorisse,
Hohlrdume oder Fehlstellen auf, die bereits bei der Fertigung entstehen kénnen. Die
Mikrostruktur geschdumter Materialien ist durch einen hohen Porenanteil und diinne
Zellwande gepragt. Die Gruppe der metallischen Werkstoffe besitzt bei mikroskopi-
scher Betrachtung eine kornige Struktur mit Korngrenzen und Fremdeinschliissen.
Bei weiterer Vergroferung werden die Kristallgitter sichtbar, die ihrerseits Fremd-
atome enthalten konnen.

Eine géngige Annahme der Modellbildung mit Hilfe der klassischen Kontinuums-
mechanik basiert auf der Idealisierung der Materie als eine dichte Punktmenge,
die eine ortsunabhéngige Verteilung der charakteristischen Eigenschaften besitzen
soll. Folglich haben alle materiellen Punkte unter gleichen Bedingungen die glei-
chen physikalischen Eigenschaften. Spétestens auf der molekularen oder atomaren
Ebene gilt die Annahme einer stetigen Verteilung der Materie nicht mehr. Um den-
noch die Methoden der Kontinuumsmechanik mit Erfolg anwenden zu kénnen, sind
geeignete Ansétze notwendig, die die heterogene Mikrostruktur durch ein fiktives,
homogenes Medium ersetzen. Das Ersatzkontinuum soll makroskopisch die gleichen
mechanischen Eigenschaften wie der reale Werkstoff aufweisen. Die Mehrzahl der
Materialien wird phanomenologisch beschrieben, d.h. ihr im Versuch zu beobachten-
des, makroskopisches Verhalten wird durch ein geeignetes System mathematischer
Modellgleichungen abgebildet. Der reale Aufbau auf den unterhalb der Makroebene
angesiedelten Grofenskalen wird dabei nicht betrachtet. Irreversible geschichtsab-
héangige Prozesse werden unter Zuhilfenahme innerer Variabler beschrieben.

Eine besondere Gruppe heterogener Materialien bilden gezielt entworfene Kompo-
sitwerkstoffe. Hierbei werden unterschiedliche Phasen im Verbund angeordnet, um
spezielle und dem Anwendungszweck angepasste Eigenschaften zu erhalten. Die He-
terogenitdt des Aufbaus ist bei diesen Werkstoffen offenkundig. Fiir die rechne-
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rische Analyse von Bauteilen aus Verbundwerkstoffen wird dennoch in der Regel
von einem homogenen Kontinuum ausgegangen. Hierzu miissen die makroskopi-
schen mechanischen Eigenschaften der Kompositwerkstoffe ermittelt werden. Dies
kann mit zum Teil erheblichem experimentellen Aufwand im Versuch geschehen.
Fiir inelastische Prozesse, bei denen irreversibel Schiadigungsmechanismen wie Ver-
bundentfestigung, Rissentstehung- und Entwicklung oder auch Abhéngigkeiten von
der Beanspruchungsgeschichte eine Rolle spielen, wird der Untersuchungsaufwand
umfangreich. Hinzu kommt, dass die Tests an den Probekérpern fiir jede verdnder-
te Materialkombination und réumliche Strukturierung erneut durchgefiihrt werden
miissen. Parameterstudien beim Entwurf von geeigneten, den Beanspruchungen an-
gepassten Werkstoffkombinationen, werden somit kostenintensiv.

Eine Alternative zur experimentellen Bestimmung der makroskopischen mechani-
schen Eigenschaften stellen die mathematischen Homogenisierungsmethoden dar.
Das Ziel dieser Ansétze ist es, das mechanische Verhalten des Materials im Mittel
durch die rechnerische Modellierung zutreffend zu beschreiben. Dabei finden sowohl
die mikrostrukturelle Anordnung als auch die Werkstoffeigenschaften der einzelnen
Konstituenten explizit Beachtung. Homogenisierungsverfahren fiir Beanspruchungs-
regime im elastischen Bereich sind vielfiltig entwickelt worden. Die einfachsten An-
séitze in Form unterer und oberer Grenzwerte fiir die elastischen Eigenschaften gehen
auf Voigt (1889) und Reuss (1929) zuriick. Die Anwendung des Variationsprinzips
nach Hashin and Shtrikman (1963) fiihrt ebenfalls auf Schranken fiir die Elastizi-
tatsparameter inhomogener Medien, die jedoch eine engere Eingrenzung liefern als
die Ansitze nach Voigt und Reuss. Fiir inelastische Prozesse werden hauptséch-
lich numerische Methoden erfolgreich eingesetzt. Tan et al. (2005) benutzen die
Mori-Tanaka-Methode zur Untersuchung des nichtlinearen Verbundverhaltens von
Kompositwerkstoffen.

4.2 Grundlagen

4.2.1 Das reprasentative Volumenelement

Die zentrale Rolle bei der Homogenisierung von heterogenen Werkstoffen spielt das
Konzept des repréasentativen Volumenelements (RVE), denn das RVE schliagt die
notwendige Briicke iiber die Grenze zwischen der Mikroebene des heterogenen Werk-
stoffgefiiges und der Makroebene der Ingenieurstrukturen. Der Begriff des Repréasen-
tativen Volumenelements geht auf Hashin (1983) und Nemat-Nasser and Hori (1993)
zuriick. Unter der Annahme eines linearelastischen Werkstoffverhaltens und nicht-
gradierter Materialeigenschaften steht das RVE stellvertretend fiir die Mikrostruk-
tur an jedem beliebigen materiellen Punkt P mit dem makroskopischen Ortsvektor
Xomakro, VEl. Abb. 4.1.

Damit die Unabhéngigkeit des RVEs vom Ort X410 gewahrleistet ist, muss das Vo-
lumenelement hinreichend grof gewahlt werden, so dass alle wesentlichen Inhomoge-
nitdten der Mikrostruktur erfasst werden konnen. Daraus lasst sich ableiten, dass das
RVE mit zunehmender Regellosigkeit des Mikrostrukturaufbaus einen wachsenden
Ausschnitt des Gefiiges umfassen muss. Die charakteristische Lange d (Durchmesser
oder Kantenlénge) des Volumenelements muss entsprechend grofer sein, als die cha-
rakteristische Liange der Mikrostruktur [, welche durch die Gréfse und die Abstédnde



4.2 Grundlagen 53

RVE der Mikrostruktur
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Abbildung 4.1: Charakteristische Léngen auf unterschiedlichen Skalen

der Defekte oder Storungen des homogenen Aufbaus gegeben ist.

Gleichzeitig unterliegt das RVE der Bedingung, dass seine Abmessungen einen hin-
reichenden Abstand zur makroskopischen Léngenskala L einhalten miissen. Ande-
renfalls wire die ndherungsweise Auffassung des RVEs als ausdehnungsloser Punkt
der Makrostruktur unzuléssig und hinféllig. Die mafgebliche Lénge L der Makro-
struktur leitet sich aus deren geometrischer Gestalt, der rdumlichen Veranderung der
Belastung und den Gradienten der makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsfel-
der ab. Die Grofenwahl des RVEs unterliegt somit einer beidseitigen Beschrankung:

l<d<L (4.1)

Durch die limitierende Bedingung (4.1) kann es im Einzelfall unmdglich sein, ein
RVE sinnvoll zu definieren. Diese Situation liegt zum Beispiel dann vor, wenn die
makroskopischen Strukturabmessungen klein gegeniiber den Inhomogenitiaten wer-
den. Mitunter erzwingt die Unordnung der Mikrostruktur zur Sicherstellung der sta-
tistischen Représentativitit ein so ausgedehntes RVE, dass die Auffassung des RVEs
als Punkt der Makrostruktur nicht mehr vertretbar ist. Als allgemein anerkanntes
Kriterium fiir die Représentativitdt des Volumenelementes gilt die Makrohomoge-
nitétsbedingung nach Hill (1963), welche verlangt, dass der Volumenmittelwert der
mikroskopische Forménderungsarbeit (U) im RVE gleich der makroskopischen For-
méamderungsarbeit ist:

1
|Vrvel

2U) = /e@ya@ywéugwa> X € Qe (4.2)

Vrve
Der makroskopische Spannungtensor (o) und der makroskopische Verzerrungsten-
sor (€) sind als Volumenmittelwerte der jeweiligen Mikrofelder innerhalb des RVEs
definiert:

(€)=

|Vrvel

/q@w, wpw;ﬂ/ﬂmw (4.3)

Die Gleichungen (4.3) gelten unter der Voraussetzung eines stetigen Mikroverschie-
bungsfelds und abwesender Volumenkrifte. Fiir den Fall eines heterogenen Korpers
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mit perfektem Verbund der Phasen existieren in Abwesenheit von Volumenkréften
zwei wichtige Arten von homogenen Randbedingungen, die dazu fiihren, dass die
Makrohomogenititsbedingung erfiillt wird. Mit der konstanten Verzerrung €° und
dem Ortsvektor x € Qgye lautet die lineare Verschiebungsbedingung auf dem Rand
0Qrve des RVEs:

Uloope = €% X € Irve (4.4)

Die uniforme Spannungsrandbedingung lasst sich mit dem konstanten Spannungs-
tensor o schreiben als:

t|8QRVE = O-OTn (45)

Die beiden Randbedingungen (4.4) und (4.5) fithren zu makroskopischen Feldgréfen
(€) und (o), die den Tensoren €° und o entsprechen, d.h. es gilt:

(€)=€" und (o)=0". (4.6)

Die Gln. (4.6) stellen die Kernaussagen der average strain und average stress Theo-
reme dar.

Das ,,average strain* Theorem

Wird das Volumen €2 = Q; U Q, , bestehend aus den Phasen €2; und 5 auf dem
duferen Rand 09 den reinen Verschiebungsrandbedingungen ulsq = €°x unterwor-
fen, so entspricht der Volumenmittelwert (€) dem vorgegebenen, konstanten Tensor
€’, siche Wriggers and Zohdi (2005). Der Beweis dieser Aussage startet mit der
Definitionsgleichung (4.7) der Makrospannungen:

€) = Iﬁ1|Q/eom _ ﬁg/ (Vu+ (Vu)") 0 (A7)

Durch Aufspaltung in Integrale tiber die Teilvolumina €2; und €25 folgt:

(€) = ﬁ / <Vu + (vu)T) a0 + / <Vu + (Vu)T> a0 (4.8)

1 Qo

Die Umwandlung der Volumenintegrale in Oberflichenintergrale liefert! mit den
jeweils nach aussen weisenden Normalenvektoren nl!l und n® der Gebiete €, und

QQZ

1

(€) = 219 / (u@nlV + 0l ©u)dA + / (u@n? +n?@u)dA| (4.9)

0 002

!siehe Malvern (1969), S. 197 f.f.
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[3)9]

Abbildung 4.2: Zweiphasiges Volumenelement 2

Das Verschiebungsfeld auf dem duferen Rand 02 = 0 \ 095 ist durch die Rand-
bedingung u|sq = €°x gegeben.

(€) = ﬁ / ((€x) ®n + nlV @ (e%)) dA

+ / (ulon, @ 0" + 0" @ ulso, + ulon, @ n? + 0P @ ujsn,) dA|  (4.10)

0021 NONs

Mit n = nl) = —nl@ auf 9Q; N 9N, und der Diskontinuitit [u] = ulso, — ulan,
entlang der inneren Grenzflachen der Phasen erhélt man:

1

(€) = 370 /((GOX) ®n+n® (%)) dA

+ / (ul @n+n®[u])dA| (4.11)

Die Riickwandlung des ersten Oberflichenintegrals in ein Volumenintegral ergibt:

+ / ([ul @n+n®[u])dA| (4.12)
901M9Q2

Wegen V (€'x) = € folgt nach Auswertung des ersten Intgrals

€ = e°+ﬁ / ([u] @ n+n® [u]) dA (4.13)
001NN
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Die Aussage der Gleichung (4.13) ist, dass der Volumenmittelwert des Verzerrungs-
felds identisch mit dem Tensor € aus der Verschiebungsrandbedingung ist, solange
keine Verschiebungsdiskontinuitdten entlang der Phasengrenzen auftreten. Anderen-
falls sind die Spriinge geméf Gl. (4.13) zu beriicksichtigen - siehe Kapitel 7.

Das ,,average stress* Theorem

Das ,,average stress* Theorem besagt, dass der Mittelwert des Spannungungsfelds
im Inneren des Volumenelements dem Tensor o aus der Randbedingung

t|BQRVE = O-OTn (414)

entspricht. Ausgehend von der Definitionsgleichung der Makrospannung

o) = ﬁ / o (x)d0 (4.15)

erhélt man mit dem Vektor f der Volumenlasten wegen
Vi(ioox)=(V-o)x+0 -Vx=—-fx+0 (4.16)

aus Gl. (4.15) zunéchst

\Q\/ (o ®x)+f®x]dQ (4.17)

Durch die Umwandlung des ersten Summanden in ein Randintegral ergibt sich aus

Gl (4.17)

1
/ (o ®x) -ndA + — [ f®xdQ (4.18)

(o) = 0]/

1

In der Abwesenheit von Volumenlasten verschwindet der Volumenlastvektor f = 0
und es verbleibt

(o) = / (0 ®x) ndA. (4.19)

19
o0

Da die Spannungen t|soq, = o' n auf dem Rand 99 durch den konstanten Span-
nungstensor o’ beschrieben werden, gilt:

—o0" [ x-ndA (4.20)
“m

und es folgt der Nachweis der Behauptung nach Riickwandlung in ein Volumeninte-
gral:

(o) = |Q|0' /deQ o’ (4.21)
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4.2.2 Konzentrationstensoren nach Hill und effektive elasti-
sche Materialeigenschaften
Das Ziel der Homogenisierung elastischer Mehrphasenverbunde ist die Bestimmung

der effektiven konstitutiven Tensoren C* und S*, die die Verkniipfung zwischen den
Makrospannungen und Makroverzerrungen herstellen:

(o) = C":(€) (4.22)
() = S : (o) (4.23)
Die mittleren Dehnungen und Spannungen eines N-phasigen, elastischen Mediums

ergeben sich durch die Volumenintegration der Mikrofelder der Spannungen und
Verzerrungen in den konstituierenden Phasen i mit den Teilvolumina V ®:

) 1 . )
V(@)

. 1 . )
V(@)

Durch die mit den Phasenvolumenanteilen v = 7/® /VrvE gewichteten Summen

N N

(@) => v () ud (€)=> vW(e?) (4.26)

=1 =1

kénnen die makroskopischen Spannungen (0°) und Verzerrungen (€) ermittelt wer-
den. Die konstitutiven Tensoren C¥ der Phasenmaterialien verkniipfen die mittleren
Phasenverzerrungen mit den mittleren Phasenspannungen:

(o)) = 9. () (4.27)
Durch Einsetzen der Gl. (4.27) in die erste Gl. (4.26) ergibt sich:

N

(@) = > oC?: () (4.28)

i=1

Der mittlere Phasenverzerrungstensor (€™) kann mit Hilfe des vierstufigen Phasen-
verzerrungskonzentrationstensors A nach Hill (1963) als Funktion der Makrover-
zerrung (€) formuliert werden:

€y = AW (€ (4.29)

Die mittleren Phasenkonzentrationstensoren A® miissen die Identititsbedingung
N
I = ) o: A0 (4.30)
i=1

erfiillen, damit die Gleichung (4.26), ihre Giiltigkeit behélt. Der Tensor I ist der
vierstufige Einheitstensor mit den Komponenten [;y, = %((Mékm + 0imdx). Die
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Kombination der Gleichungen (4.29) mit (4.28) fiithrt auf die konstitutive Beziehung
zwischen den makroskopischen Spannungs- und Verzerrungstensoren:

(o) = ZN:U(i)(C(i) A - (€) (4.31)

i=1

Der effektive konstitutive Tensor C* ergibt sich folglich zu:
N
C = ) oc?: AV (4.32)
i=1

In Analogie zu Gl. (4.29) kénnen die mittleren Phasenspannungen (o @) durch den
Spannungskonzentrationstensor B in Abhéngigkeit des makroskopischen Span-
nungstensors (0) geschrieben werden:

() = BY: (g) (4.33)

Der effektive elastische Nachgiebigkeitstensor S* berechnet sich durch die volumen-
anteilig gewichtete Summe der Anwendung der Spannungskonzentrationstensoren
B auf die Phasennachgiebigkeitstensoren S®:

N
s = > vWs®:BY (4.34)

=1

Die Ergebnisse (4.32) und (4.34) zeigen, dass der Weg der Homogenisierung mit dem
Ziel der Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften tiber die Ermittelung der
phasengemittelten Konzentrationstensoren A® oder B® fiihrt.

4.3 Analytische Naherungslosungen

Zur analytischen Homogenisierung heterogener Materialien existieren im Schrifttum
eine Reihe von Ansétzen. Die Methoden gelten unter bestimmten Voraussetzungen
und vereinfachenden Annahmen meist nur fiir elastische Werkstoffe. An dieser Stelle
sei ohne Anspruch auf Vollstéandigkeit auf die wichtigsten und bekanntesten Verfah-
ren hingewiesen. Fiir detaillierte Darstellungen der Ansétze wird auf Christensen
(1979), Aboudi (1991), Nemat-Nasser and Hori (1993) oder Bogdanovich and Pas-
tore (1996) verwiesen.

Der Eshelby-Ansatz beschreibt die effektiven Eigenschaften eines unendlich aus-
gedehnten, elastischen, homogenen Mediums mit einem Einschluss in Form eines
Ellipsoids, sieche Nemat-Nasser and Hori (1993). Die Eshelby Losung basiert auf der
Auswertung Greenscher Funktionen G(x,y), die den Einfluss einer Stérung b im
Punkt y auf den Wert einer Grofse a am Punkt x beschreiben. Die Losung fiir das

Feld a erhélt man durch die Bestimmung des Integrals iiber das unberandete Gebiet
Q

a(x) = /G(x, y)b(y)dQ (4.35)
Q
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Der Ansatz nach Eshelby nutzt das Konzept der dquivalenten Eigendehnung. Hierbei
wird der inhomogene Korper gedanklich zundchst durch ein homogenes Material er-
setzt. An den Stellen der nun fehlenden Einschliisse wird ein Eigendehnungszustand
angenommen, der dazu fiihrt, dass im homogenen Werkstoff der gleiche Dehnungs-
und Spannungszustand herrscht, wie im eigenspannungsfreien heterogenen Material
unter sonst gleichen Randbedingungen.

Die diinne Verteilung (dilute distribution) gilt fiir heterogene Medien mit einem ge-
ringen Anteil von Einschliissen, denn sie geht davon aus, dass die eingeschlossenen
Partikel so weit voneinader entfernt sind, dass es zu keiner Wechselwirkung kommt.
Ist diese Grundannahme zuléssig, so darf ein einziger Einschluss betrachtet werden,
der in ein unendlich ausgedehntes, homogenes Medium eingebettet ist. Fiir den Fall
eines ellipsenférmigen Partikels kann die Losung der diinnen Verteilung mit Hilfe
des Eshelby-Ansatzes analytisch gefunden werden.

Weitere wichtige Losungen sind die Schranken nach Voigt (1889) und Reuss (1929)
sowie Hashin and Shtrikman (1963), denn sie liefern obere und untere Grenzwerte
der effektiven elastischen Eigenschaften, welche in den folgenden Abschnitten ange-
geben werden. Sie sollen spéter dazu dienen, die auf numerischem Weg gewonnenen,
homogen elastischen Eigenschaften zu bewerten.

4.3.1 Schranken der elastischen Eigenschaften nach Voigt und
Reuss

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die Kenntnis der phasengemittelten Kon-
zentrationstensoren nach Hill die effektiven Materialtensoren unmittelbar verfiigbar
macht. Die einfachsten Annahmen zur Gestalt der Konzentrationstensoren gehen
auf Voigt (1889) und Reuss (1929) zuritick.

Voigt geht von der Annahme aus, dass im RVE ein homogener Verzerrungszustand
herrscht, der identisch mit dem makroskopischen Verzerrungen ist. Dann werden die
Verzerrungskonzentrationstensoren zu Einheitstensoren I

€Dy = AW :(€)=1: (€ (4.36)

und es gilt:

N N

C;, = Z 20CH .= Z ROlel0 (4.37)

i=1 i=1

Der effektive Steifigkeitstensor C* wird so zum Volumenmittelwert der Steifigkeiten

C(x):

1
C, = / C(x)dV (4.38)
’VRVEl

VRvE

Reuss geht im Gegensatz zu Voigt von der Annahme aus, dass im RVE ein homogener
Spannungszustand herrscht, der identisch mit dem makroskopischen Spannungen ist.
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Dann sind die Spannungskonzentrationstensoren B Einheitstensoren I

(") = BY:(o)=1:(0) (4.39)
und es gilt:
N N
Z NOINOI Z ROINO (4.40)
=1 =1

Der effektive Nachgiebigkeitstensor S* ist identisch mit dem Volumenmittelwert der
Nachgiebigkeiten S(

SR -

4.41
|vRVEy (4.41)

Vrve
Die Tensoren Cj, und Sy, liefern die oberen und unteren Schranken der effektiven
elastischen Eigenschaften, was wie folgt gezeigt werden kann. Laut der Makrohomo-
genitidtsbedingung nach Hill in Gl. (4.2) betrégt die elastische Formanderungsener-
gie:

1 11
_lie ot ey 21 L ; ; 4.42
v = 5000 = s [ €)1 Cx) s el (4.42)
v
Die Voigtsche Annahme eines konstanten Verzerrungsfelds €(x) = €° liefert die
makroskopische Forméanderungsarbeit:
11 [,
v=-— [ €:C 0dV— C(x)dV : 4.43
v 2[V1J (x): € |V|/ (4.43)

Aus der Gegeniiberstellung der Gln. (4.43) und (4.38) folgt:

vy = 5(€) 1 Cy i (€) (4.44)

Da zur exakten Losung € des Verzerrungsfelds das Minimum der Forménderungs-
energie gehort, gilt:

Yy >yt — Cy > C” (4.45)

Somit stellen die Steifigkeiten Cj, nach Voigt obere Grenzwerte dar. Analog kann
gezeigt werden, dass der Ansatz nach Reuss die unteren Schranken fiir die elastischen
Eigenschaften definiert. Die Komplementérenergie

1w 11

~ 3T o(x) : S(x) : o(x)dV (4.46)

berechnet sich unter der Annahmen eines konstanten Spannungsfelds o (x) = o
nach Reuss zu:

o :S(x) : %AV = S(x)d 4.47
Vi = 2|V\/“ V= |V|/ v (4.47)
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Der Vergleich der Ausdriicke (4.47) und (4.41) zeigt unmittelbar:

w1 S
Uh=50) Sy ()

(4.48)
Da zur exakten Losung o des Spannungsungsfelds das Minimum der Komplemen-
tarenergie gehort, gilt:

V>0t Sp>S (4.49)
Somit stellen die Nachgiebigkeiten Sj nach Reuss Maximalwerte dar, was wegen
Cj = S gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass der Tensor Cj die unteren
Schranken fiir die elastischen Parameter festlegt.

4.3.2 Variationsprinzip nach Hashin & Shtrikman

Die Grenzen der homogenisierten elastischen Eigenschaften eines mehrphasigen Ma-
terials nach Voigt und Reuss, die im vorigen Abschnitt eingefiihrt worden sind, lassen
sich durch die Anwendung des Variationsprinzips nach Hashin & Shtrikman enger
ziehen. Details hierzu kénnen Christensen (1979) entnommen werden. Als Ergebnis
findet man die nachfolgend angegebenen Grenzwerte fiir die Ingenieurkonstanten
eines zweiphasigen, elastisch transversalisotropen Werkstoffs:

U1

G2 + 1 v (ka+2G2)

G1—Go + 2G2(k2+02)
U1

Cot T

V2
G1—G2 2Go

v1p(vy — V2)(é ~ %)

vy vz 4 1
k2+k‘1+G2

4U1U2(V1 — V2)2

v1 oy w2 4 1
k2+k1+G2

<Gr <
<Gr<

< vr— vy — vay <

< B, —vE —vks <

V2

1 + v1(k1+2G1)
Ga—G1 2G1(k1+G1)

(%
Gl + 1 2 V1
G2—G1 ' 2G;
Ulﬂg(yl — 1/2)(% — k:_ll)
1
mTh e
41)1’02(1/1 — V2)2

v1 oy w2 4 1
k2+k‘1+G1

G+

(4.50)

Die Gln. (4.50) gelten fiir die Schubmoduln G > G» und Kompressionsmoduln
Ky > K,. Die Variable k = K + GG/3 stellt den Kompressionsmodul eines isotropen
Materials im ebenen Spannungszustand dar. Die Volumenanteile der Phasen sind
mit v; und vy bezeichnet.

4.4 Numerische Homogenisierungsmethoden

Die numerische Homogenisierung von Faserverbundwerkstoffen wird im Rahmen die-
ser Arbeit vornehmlich mit der verallgemeinerten Methode der Zellen (GMC: Ge-
neralized Method of Cells) und der hochauflésenden Methode der Zellen (HFGMC:
High Fidelity Generalized Method of Cells) nach Aboudi (1991), Pindera and Bednar-
cyk (1999b) und Aboudi et al. (2002) durchgefiihrt. Fiir die Verifikation der Ergeb-
nisse von GMC und HFGMC werden Vergleichsrechnungen zur Homogenisierung
elastischer Verbundwerkstoffe mittels der Methode der finiten Elemente Methode
angestellt.
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4.4.1 Randbedingungen

Eine besondere Bedeutung kommt der Wahl der Randbedingungen zu. Homogene
Randbedingungen fiihren in der Regel zu einer Uberschitzung der effektiven elasti-
schen Steifigkeiten, denn sie stellen eine starkere Restriktion des Verschiebungsfelds
im RVE dar als periodische Randbedingungen. In Abb. 4.3 ist ein Ausschnitt aus
einem doppelt-periodisch faserverstarkten Werkstoff dargestellt. Wird dieser einem
makroskopisch konstanten (homogenen) Schubfeld e%' unterworfen, so stellt sich mi-
kroskopisch das Verschiebungsfeld

ui(X,y) = e + Ui(y) (4.51)

ein, das sich aus dem homogenen Anteil e%-'xj in den Makrokoordinaten x und den
Fluktuationen ;(y) in den Mikrokoordinaten y des RVEs zusammensetzt.

Die Periodenlidnge der Fluktuationen ist durch die Abmessungen d = (2d», 2d3) der
Einheitszelle bestimmt, d.h.:

ay(y) = ;(y +d) (4.52)

Der Unterschied zwischen homogenen und periodischen Randbedingungen besteht
darin, dass die Fluktuationen auf dem Rand der Einheitszelle zugelassen werden
oder nicht. Die homogenen Randbedingungen

Ui’BQ = le‘ﬂxjeaﬂ (4-53>
und
ﬁi(l/% d3) = ﬂ/i(y% —d3) = ﬂi(d27y3) = ai(_d% y3) =0 (4-54>

zwingen der verformten Einheitszelle die Kontur eines Rhomboids auf. Die periodi-
schen Randbedingungen

(12, d3) — U;i(y2, —ds) =

0
- - 4.55
Ui(d27 ys) - Uz‘(—dza ys) =0 ( )

3
2dy

[ B
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Abbildung 4.3: Homogene und periodische Randbedingungen. Links: doppelt-
periodisch faserverstiarkter Werkstoff. Mitte: makroskopische Schubdeformation
eM = M. Rechts: Einheitszelle mit homogenen (gestrichelten) und periodischen

(durchgezogenen) Verschiebungsrandbedingungen
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xs3

I/ us(da,x3)

Abbildung 4.4: Links: Einheitszelle mit materiellen Linien. Mitte: Deformierte Ein-
heitszelle bei homogenen RB. Rechts: Deformierte Einheitszelle bei periodischen RB

fordern, dass die Verschiebungsfluktuationen auf gegeniiberliegenden Randpunkten
gleich sind, was die Kompatibilitdt des Verschiebungsfelds sicherstellt: zwischen be-
nachbarten Einheitszellen entstehen keine Klaffungen oder Durchdringungen. Die
Verschiebungen u; der Eckpunkte P; bis P, werden wie folgt vorgeschrieben

ulr = ei.\;.'xfn , (4.56)
um mittlere Verzerrungen des RVEs zu erhalten, die den Makrodeformationen ent-
sprechen. Der Betrag der Fluktuationen auf den Réndern ist nicht vorgeschrieben,
sondern stellt sich in Abhéngigkeit der Steifigkeitsverhéltnisse innerhalb der Zel-
le und des Deformationsprozesses so ein, dass die Formé&nderungsenergie minimal
wird. Je grofer die Steifigkeit des Einschlusses und sein Volumenanteil sind, desto
grofer sind i.d.R. die Fluktuationen u, d.h. die lokalen Stérungen des mittleren Ver-
schiebungsfelds €Mx innerhalb der Einheitszelle und damit auch auf dem Rand. Die
homogenen Randbedingungen zwingen den Rand zu einem linearen Verformungsver-
lauf, was nur durch die Wirkung zusétzlicher Randspannungen At moglich ist, die
bei periodischen RB nicht auftreten. Diese Randspannungen leisten eine zuséatzliche
auflere Arbeit, weswegen die im RVE gespeicherte, elastische Forménderungsenergie
bei homogenen RB gegeniiber periodischen RB ebnenfalls erhoht ist. Da die effek-
tiven Steifigkeiten von der gespeicherten Verzerrungsenergie abhédngen, werden die
effektiven Steifigkeiten bei homogenen RB zu hoch berechnet.

Die periodischen RB spielen vor allem bei Schubdeformationen eine Rolle, denn
hier konnen die Verschiebungen u auf dem Rand wesentlich werden, wie Abb. 4.3
erkennen ldsst. Aus Symmetriegriinden stellen sich dagegen kaum Fluktuationen u
auf dem Rand der Zelle ein, wenn z. B. die makroskopische Normaldehnung (e33) # 0
vorgegeben wird. Die Abb. 4.4 verdeutlicht dies an einem symmetrischen RVE. Ent-
lang des oberen und unteren Rands miissen die Verschiebungen w3 zur gleichzeitigen
Wahrung der Symmetrie und der Kompatibilitdt verschwinden. Ebenso tritt weder
am rechten noch am linken Rand eine Fluktuation uy auf. Allerdings sind Fluktua-
tionen ug parallel zu den vertikalen Rédnder mdoglich. Die Zelle in Abb. 4.4 ist im
unverformten Zustand mit dquidistanten Linien iiberzogen. Bei homogenen Rand-
bedingungen bleiben die Schnittpunkte der Linien mit dem linken und rechten Rand
wahrend der Verformung dquidistant in es-Richtung, denn es wird die auf den seit-
lichen Réndern linear verlaufende Randverschiebung ug = (e33)xs vorgeschrieben.
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Im Fall periodischer Randbedingungen ist dies nicht mehr der Fall. Ergénzend zum
linear verlaufenden Anteil (e33 23) der Randverschiebung aus den homogenen Rand-
bedingungen (gestrichelter Verlauf in Abb. 4.4 rechts) tritt der fluktuierende Anteil
ug(zs) (Differenz zwischen durchgezogener und gestrichelter Linie) auf. Die Auswir-
kung der Wahl der Randbedingung auf die effektiven Eigenschaften ist bei reinen
Zug- und Druckdeformationen meist vernachlassigbar gering.

4.4.2 Die verallgemeinerte Methode der Zellen

Die urspriingliche Idee zur Formulierung der Methode der Zellen (Generalized Me-
thod of Cells, GMC) geht auf Aboudi (1991) zuriick. Die Grundannahme der Me-
thode besteht in der Vereinfachung, dass unendlich lange Fasern doppelt-periodisch
in ein homogenes Matrixmaterial eingebettet vorliegen. Unter dieser Voraussetzung
besteht das reprasentative Volumenelement aus einer einzigen Faser und der sie
umgebenden Matrix. Das diskrete Modell des RVEs der Originalformulierung der
Zellenmethode besteht aus vier rechtwinkligen Unterzellen, von denen eine die Faser
darstellt.

In spéteren Arbeiten wird die Methode dahingehend verallgemeinert, dass eine be-
liebige Anzahl von Unterzellen gewdhlt werden kann. Durch die geeignete Wahl
der Unterzellgeometrie sind so verfeinerte Approximationen des runden Faserquer-
schnitts moglich. Die dreidimensionale Diskretisierung des repréasentativen Volumen-
elements erlaubt die Beschreibung von Werkstoffen mit Kurzfasern oder Partikeln
als Verstarkungseinlagen.

Die erste Fassung der verallgemeinerten Methode der Zellen nach Paley and Aboudi
(1992) besitzt das Potential einer numerisch wesentlich effizienteren Darstellung. Die
Voraussetzung hierfiir ist, dass die konstitutiven Modelle fiir die Phasenwerkstoffe in
einer Form vorliegen, die die Verzerrungen als Funktional der Spannungen darstel-
len. Der urspriinglich verschiebungsbasierte Ansatz wandelt sich durch die Refor-
mulierung in eine spannungsbasierte Formulierung. Der Effizienzgewinn liegt darin
begriindet, dass die Kontinuitit der mittleren Spannungen iiber die Unterzellgrenzen
hinweg verlangt wird. Da die Spannungen innerhalb einer Unterzelle ortsunverander-
lich sind, konnen die Unterzellspannungen in bestimmten Zellclustern des diskreten
Modells a priori gleichgesetz werden. Dadurch wird es im Ergebnis moglich, den
Spannungszustand innerhalb der Einheitszelle allein durch die Randspannungen auf
der Oberflache auszudriicken, was die Zahl der Unbekannten wesentlich reduziert.

Diskretisierung des RVEs

Das reprasentative Volumenelement der Zellenmethode ist ein Quader mit den Kan-
tenldngen d/h/l. Die Einheitsvektoren des mikroskaligen, kartesischen Koordinaten-
systems €; weisen parallel zu den Kanten des RVEs, sieche Abb. 4.5.

Das Gebiet Q2rye des RVEs wird in N, x Ng x N, quaderférmige Elemente Qs
Qrve, die sogenannten Unterzellen, unterteilt. Der Kopfzeiger (a/37) stellt die durch-
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Abbildung 4.5: Radumliche Diskretisierung des RVEs durch Unterzellen. Links: RVE.
Rechts: Unterzelle Q@)

laufende Numerierung der Zellen in den drei Raumrichtungen dar:
a = 1,2,...,N, = 1, , N, = Anzahl in e;
8 = 1,2,...,Ng := 1,Ng , Ng=Anzahline, (4.57)
v = 1,2,...,N, .= 1,N, , N,=Anzahlines

&

—_

Fiir das mikroskopische Verschiebungsfeld u innerhalb des RVEs wird unterzellen-
weise ein trilinearer Verschiebungsansatz gewahlt. Zu diesem Zweck werden kartesi-
sche Elementkoordinatensysteme y @87 = y{®? 7)e§a6 " in den geometrischen Schwer-
punkten jeder Unterzelle vereinbart, deren Einheitsvektoren in Richtung und Ori-
entierung mit den Vektoren e; ibereinstimmen. Das angendherte Verschiebungsfeld

in Abhéngigkeit der Elementkoordinaten lautet:

(afy) _ wz(aﬂv) + o0 ygaﬁ'y) + \I,Z(aﬁv) y(aﬁv) + =(aby) , (efy) . _ 1,2,3 (4.58)

Uu; i 2 i Y3

Die Variablen w§“5 ") beschreiben die drei Translationen des geometrischen Schwer-

punkts der Unterzelle Q(#7: die Mikrovariablen ®*” ¥{*" und 2 definieren

die lineare Verdnderlichkeit des Verschiebungsfelds ugaﬁ ") innerhalb der Zelle. Die
infinitesimalen Verzerrungen

(aBy) (aB7)
o _ L (00T 0y (4.59)
K 2 8yj 8%

im Inneren einer Unterzelle folgen unmittelbar aus dem Verschiebungsfeld (4.58) zu:

[0 e [0 1 (0% (e
Eglﬁv) _ <I>§ 87) E%BV) _ _(qjg 8) + q)é Bv))

Y

2
o o o 1, _(a o
B s B 3 3
6%2 M — \I/g ”) ) eé3 M — 3 (:é ”) + \I/:(3 7)) (4.60)
« — « 1 « —(Q
6%357) — H:(J) 87) ’ 6glﬁv) _ _(@g B3v) _g ﬁv))

2

Aufgrund des trilinearen Verschiebungsansatzes sind die Verzerrungen nach Gl.
(4.60) im Gebiet der Unterzelle rdumlich konstant und daher mit dem Volumen-
mittelwert
(afy)y _ 1 / (aB)
€. = e P qv 4.61
= [ (461
Vg(a@"/)
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identisch:

(™) = e (4.62)

Mittelung der Verformungen iiber die Unterzellridnder

Durch die Integration der diskreten Verschiebungsfelder uz(-aﬁ " iiber die Randfl-
chen 905 der Unterzellen Q%7 erhilt man die mittleren Verschiebungen

(ﬂ)<u§aﬁ v)>7 i = 1,2, 3 auf den sechs Unterzelloberflachen:
/2 4 /2
(£1) g, (aBY)y _ 1 / / (ef7) du- d 4.63
W) =5 wY) dysdy) (4.63)
—hg/2—1y/2
(£2) 1, (@B7)y _ 1 / / @B () du= d 4.64
<u'1, > dalv u’L (y) y3 yl yg::thg/Q ( : )
—da/2 —1y/2
+da/2+hﬁ/2
(£3) /, (aBY)y _ 1 / (aBy) dus d 4.65
W = e [ ) dan (4.65)
—de/2 —hg/2

Der vordere Kopfzeiger (44i) identifiziert den #uferen Normalenvektor F)n(@87) =
+e! der jeweiligen Randfliiche =990 Die gemif den Gln. (4.63) bis (4.65)
gemittelten Oberflichenverschiebungen berechnen sich zu:

(D) ((00) (@8 igb(aﬁv)d_a

(2 (2 (2 2

(0% (6% « h .
E2)(20y = ) 4 g W?ﬁ . i=1,2,3 (4.66)
(9) (007 (@) L (e by

(2 (2 K3 2

Im Weiteren sollen Diskontinuitdten des Verschiebungsfelds innerhalb des diskreti-
sierten RVEs nicht von vornherein ausgeschlossen werden, da diese spéater zur Mo-
dellierung von Unstetigkeiten entlang der Phasengrenzen oder der Entstehung von
Rissen im Werkstoff herangezogen werden. Es wird so moglich sein, die Nachgie-
bigkeit und auch die bei hinreichend hoher Beanspruchung auftretende Schéadigung
des Verbunds von Matrix und Fasereinlagen zu beschreiben. Die mittleren Verschie-
bungsdiskontinuitéten zwischen benachbarten Zellen ergeben sich aus den Differen-
zen der gemittelten Oberflichenverschiebungen nach Gl. (4.66);_3:

[[(1)u(aﬁv)]] .: (—1)<u((a+1)ﬁw)> _ (+1)<u(aﬁw)>
H(Q)ul(aﬂ’v)]] — (*2)<u§a(5+1)7)> _ (+2 <uz(aﬂ’y)> i=1,2,3 (4.67)
[[(3)%(,0/37)]] — (—3)<u§a5(7+1))> _(43) <ul(ozﬁv)>

Fiir die Berechnung der unbekannten Mikrofeldvariablen in Abhéngigkeit der ma-
kroskopen Verzerrungen wird das diskrete RVE den homogenen Verschiebungsrand-
bedingungen

o0, = €'Y (4.68)
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in Abhéngigkeit des RVE Koordinatensystems y (s. Abb. 4.5) unterworfen. Dem
average strain-Theorem zu Folge stellt der in den Randbedingungen (4.68) enthalte-
ne Verzerrungstensor €” den Makroverzerrungszustand dar. Ausgeschrieben lauten
die Randbedingungen (4.68) in den RVE-Koordinaten als Funktion der Makrodeh-
nungen:

Uilgi—o = €Bys + €43

Uilg—a = e?{'d + ei“ggQ + €My,

U’i|l72=0 = 'ngl + 623@3 .

ui|§2:h - zlyl + 622h + €z3y3 ' 1’ 2’ k (469>
Uilgg=0 = z1yl + €z2yz

Uilgsmt = €M1+ €502 + €yl

Herleitung der Verschiebungsgleichungen unter Beachtung der Randbe-
dingungen

Die notwendigen kinematischen Gleichungen zur Berechnung der unbekannten Mi-
krofelder des Zellenmodells konnen aus den mittleren Oberflichenverschiebungen
nach Gl. (4.66) und den Ubergangsbedingungen (4.67) in Verbindung mit den Rand-
bedingungen (4.69) hergeleitet werden. Zu diesem Zweck werden zunéchst die Bezie-
hungen (4.66) in die Gleichungen (4.67) eingesetzt und diese umgestellt. Dies fithrt
auf die folgende Darstellung der Verschiebungen w; in den geometrischen Schwer-
punkten der Unterzellen:

[e3% Q, Q dOé Q (03 da

wZ(( +1)8y) w§ 87) q)l( ﬁv)_ + H(l)u( ﬂv)]] + CID(-( +1)ﬁv)T+1 (4.70)
« [ « h (o o h

wz( (B+1)1y) w( 67) \I/( B7) 2@ +[[ ﬁV)]] + ‘If( (B+1)y ﬂ2+1 (4'71)
fe « a l CV l

w0 o (@8 | @ty 13), (e8] 4 =(eft+1) 72“ (4.72)

Die Gleichungen (4.70) bis (4.72) beschrelben den Verlauf des Verschiebungsfelds
vom Schwerpunkt der Einheitszelle bis zu jenem des Nachbarn in Richtung der drei
Koordinatenachsen ;. Die Unbekannten w; mit 4 = 1,2, 3 in den Zellen Q(e+157)
Q@B+ ynd Q@O+ berechnen sich laut Gl. (4.70) bis (4.72) rekursiv aus den
Mikrovariablen der jeweils vorhergehenden Zelle Q(@%7) zuziiglich eines Zuwachses,
der durch die Mikrovariablen der aktuellen Zelle festgelegt ist. Die rekursive Be-
rechnungsweise kann genutzt werden, um die Verschiebungen w; in den Randzellen
QWaBn) - OeNsy) und QPN des diskretisierten RVEs in Abhingigkeit der w; in
den Randzellen Q%7 Q1) ynd Q@D auszudriicken. Fiir die Entwicklung der
Verschiebungsfelder entlang derjenigen Zellen, die in 7;-Richtung aneinander an-
grenzen, siehe Abbildung 4.6, gilt:

No—1 No—1
(Nafy) _ , (187) ! (187) dl ! (aBy) d, aﬁv) (I)(Naﬂv ) AN, 4.73
w! w4 5+ Z + ) [+ S5 (473)

a=1

Fiir die in g»-Richtung benachbarten Zellen folgt:

B
(@Ngy) _  (aly) | glaimia (aB7) @), (@B, v (ansy) N
w, = w7+ S U hg+ Y [P+ - (A7)
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Abbildung 4.6: Randzellen Q%) und Qs mit gleichen Indizes 3 und

und schlieklich fiir eine Reihe von Nachbarzellen in y3-Richtung:

N,—1 Ny—1

(aﬂN'y) (aﬂl) = ‘a,Bl aﬁ'y)l a,@"y ocﬁny) ZN“/ 4.75
w! +EYV+ Z + Z[[ S (475)

Die mittleren Verschiebungen geméf den Gln. (4.66) auf den #duferen Randfld-
chen der dufkeren Unterzellen miissen den homogenen Verschiebungsrandbedingun-
gen (4.69) geniigen:

d
(+1)<u£Naﬁ’7)> — wiNaﬁ’Y)_i_(pENaﬁﬂ/) ]2Va — uz|g1:d
d
_ 1 1 1 1
( 1)<u§ ﬁv)> _ w( By _ (I)( ﬁv)E _ ui|g1:0
« (6% a h
(+2)< E Nm)> _ Z(Nm + 0! Nsv) ]2\’5 _ Ui|g2:h
h (4.76)
(2)< (alv)> _ (alv) \I,(oalv_l _ U| .
i w; 1 2 1 gjo=
l
(+3)<u£aﬁN'y)> — Z(OCBN'Y)_i__(OCﬂN’Y) J;f'y _ ui‘%:l
— afl afl —(afl) ll
T = WV =D =l

Die Randbedingungen (4.76); 2 lassen sich nach dem jeweiligen w; auflésen und an-
schliefend in die Gleichungen (4.73) einsetzen. Dies fiihrt nach einfacher Umordnung
der Terme und Einbeziehung der Gln. (4.69); 2 auf das folgende Ergebnis:

uz|y1 =d uz =0 — Z(I) OéﬁW)d -+ Z H 04,37 dezl (477)

Die Kombination der Gleichungen (4.69)34, (4.76)34 und (4.74) ergibt:

Ns—1

N
af af
Uil gy — tilyo = Y U hg+ 3 [Pul*] = hel) (4.78)
8=1 A=1
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Durch Beachtung der Gleichungen (4.69)56 und (4.76)5 6 wird zuletzt aus Gl. (4.75):

Ny—1

Uil — Wil g = Z s +Z[{ w0 = 1 (4.79)

y=1

Die insgesamt 3(NgN, + N, N, + N,Ng) Gleichungen (4.77) bis (4.79) beschreiben
die kinematischen Beziehungen zwischen den Randverschiebungen des RVEs, wel-

che durch die makroskol?lschen Verzerrungen €V gegeben sind, und den Variablen

o gl ynd = sowie den Diskontinuitéten [£1(** ) ] des diskreten Mi-

kroverschiebungsfelds innerhalb des Volumenelements. Die Unbekannten wZ( ) sind

durch die Einbeziehung der Randbedingungen eliminiert worden. Die Zahl der Glei-
chungen und der Unbekannten kann reduziert werden, wenn die Beziehungen in Gl.
(4.60) zwischen den Unterzellverzerrungen egj **) und den Mikrovariablen beriick-
sichtigt werden.

Fiir ¢ = 1 folgt aus Gl (4.77) mit Gln. (4.60) und (4.62) ein System aus Ng x N,
linearen Gleichungen, die den kinematischen Zusammenhang zwischen der makro-

skopischen Verzerrung e} und den Verzerrungen <e§15 7)) in den Unterzellen sowie

den Verschiebungsdiskontinuitéten [[<1>u§°‘[’ 7)]] herstellen:

N, Nqo—1
Z Egolzﬁw d, + Z [[(1 aﬁv = deM B=1,Nsz,v=1,N, (4.80)
a=1

Aus der Gl. (4.78) wird unter Beachtung der Gln. (4.60) und (4.62) fiir den Fall
i = 2 ein System von N, x N, Gleichungen:

Ng Ns—1
Z(egm Yhs + Z [[(2>u§‘”57)]] = hedh a=1,N,,y=1,N, (4.81)
B=1

Die Gl. (4.79) mit ¢ = 3 fithrt unter Beachtung der Gln. (4.60) und (4.62) auf N, x
N Beziehungen zwischen den Makroverzerrungen ey und den Mikrofeldvariablen

< E%Bw)> und [[ aﬁv)]]

N, Ny—1
> (el + Z[[ WO =1 a=1N,,8=1,N, (4.82)
v=1

Die Umformung der kinematischen Gleichungen fiir die Schubdeformationen des
RVEs erfordert mehrere Schritte. Zunéchst wird in Gl. (4.77) ¢ = 2 und in Gl. (4.78)

© = 1 gesetzt, so dass sich folgende Gleichungssysteme ergeben:

No—1

Z@“‘”d +Z[[ ] = 4 B=T,N;,y=1N, (4.83)
Nﬁl

Zwﬁ”h +Z[[ ©B] = pM  a=T, N, ,y=1,N, (4.84)

Fiir ein beliebiges aber festgehaltenes v verbleiben Ng Gleichungen (4.83) mit 3 =
1, N3, die beidseitig mit dem jeweiligen hs multipliziert und anschliefend iiber den
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Zellindex 3 summiert werden konnen. Fiir wieder losgelassenes « erhélt man sodann:

Ng Nqo—1

ZhﬁZcp“ﬁ”d +Zh Z[[U)ugaﬁ’”]] = dhel 4y =T,N,  (4.85)

In entsprechender Weise sind die Gln. (4.84) fiir beliebiges « beidseitig mit d, zu
multiplizieren und nachfolgend iiber den Zellindex « zu summieren. Als Ergebnis
gewinnt man:

Ns—1

Zd Z\y“‘“h +Zd Z[M O] = dne, 4 =T,N,  (4.86)
a=1 a=1

Aufgrund der Symmetrie des Verzerrungstensors e}y = €)1 ergibt die Addition der
Gleichungen (4.85) und (4.86) mit gleichem Index ~:

Ng  No Ng No—1
Zzh d 0457) _i_\Ij(a,B“{ +Z Z h [[ Q/B'Y)]]
pA=1 a=1 /=1 a=1
Nq Nﬁfl
£ [P = 2dnely =T N, (487)
a=1 p=1

Der Zusammenhang (4.60) zwischen den Unterzellverzerrungen und den Mikrova-
riablen ermoglicht es, die Gln. (4.87) weiter zu vereinfachen:

NB Na NB Na_l h
>3 )+ 3 3 B
B=1 a=1 =1 a=1
Na Ng 1
* Z Z [® aﬂv]] = dheyy v=1N, (488)
a=1 (=1

Das Gleichungssystem (4.88) beschreibt die kinematische Verkniipfung der Makro-

deformation €)% mit den Unterzellverzerrungen <e§25 7)) sowie den Diskontinuitdten

[@u{] und [Mul*] des Mikroverformungsfelds.

Fir die beiden welteren Schubdeformationszustinde €} und €3} kénnen zu Gl. (4.8
analoge Beziehungen hergeleitet werden. Aus Gl. (4.77) mit ¢ = 3 und Gl. (4.7
mit ¢ = 1 kann abgeleitet werden, dass gelten muss:

8)
9)

Ng  Na Ny No— 1
ZZZ d 61?;57) +Z Z ’7[[(1) (a/B’y
v=1 a=1 y=1 a=1

Ny Ny— 1

+> Z u)=dity  B=TN; (4.89)

a=1 ~v=1



4.4 Numerische Homogenisierungsmethoden 71

Die Kombination der Gln. (4.78) fiir ¢ = 3 mit den Gln. (4.79) fiir ¢ = 2 ergibt unter
Beriicksichtigung der Gln. (4.60) und (4.62):

Ns N, Ng Ny—1

[ h «a
DD e+ S0
B=1 y=1 p=1 ~y=1
N, Ng—1 ]
F20 2SI = =T NG (190)
y=1 p=1

Kontinuitat der Mikrospannungsfelder

Die No(Ng + 1) + No(N, + 1) + N, (N + 1) kinematischen Gleichungen (4.80)
bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) liefern allein noch keine eindeutige Losung fiir die
6N, NsN, unbekannten Mikroverzerrungen (e;;)(*#" und 3(N, —1)(Nz —1)(N, — 1)
zu bestimmenden Diskontinuititen ﬂ(i)ugaﬁ M]. Als zusitzliche Bedingung wird von

Aboudi (1991) die Kontinuitdt der mittleren Unterzellspannungen

(B) 1 / (aB)

o = oAV 491

< i > "7Q(0<5’Y)| i ( )
VQ(GB’Y)

zwischen benachbarten Zellen gefordert:

<0§ga+1)ﬁv)> = <g§?ﬂv)> a=1,N,—1,3=1 Ng, v=1,N,
<U§?(5+1)7)> _ (U%ﬂw)) a=1,N,, B=T,Ns—1,v=1,N, (492
<U§?ﬁ(v+l))> — <U§§éﬁv)> a=1N,, B =1,Ng, y=1,N, -1

Die Verschiebungsgleichungen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) liefern mit den
Spannungskontinuitdtsbedingungen (4.92) ein vollstédndiges Gleichungssystem zur
eindeutigen Bestimmung der Unterzellverzerrungen, solange keine Diskontinuitéiten
[[(i)u§-a’g "] # 0 auftreten. Die Forderungen nach der Kontinuitéit der mittleren Zell-
spannungen ermoglicht eine numerisch wesentlich effizientere Fassung der GMC als
die in Aboudi (1991) gegebene. Die effiziente Reformulierung beruht darauf, die
Einhaltung der Spannungskontinuitatsbedingungen analytisch in die Verschiebungs-
gleichungen einzuarbeiten, und so die Zahl der Gleichungen, die numerisch zu l6sen
sind, erheblich zu reduzieren. Zu diesem Zweck definieren Pindera and Bednarcyk
(1999b) ausgehend von den Kontinuitétsgleichungen (4.92) die Spannungsvariablen
Ti(j)7 die als Randspannungen auf den RVE-Oberflichen interpretiert werden kénnen.
Die Gln. (4.92); mit j = 1 liefern die Definition

1 2 Na
T = (o) = 08y = = (o) B=T1,Ny, y=1,N, (4.93)
der Spannungsterme T\, die stellvertretend fiir die Spannungen (¢{*”") in den
Unterzellen mit gleichem (§ und 7 aber unterschiedlichem « stehen. Aus den Gln.
(4.92)5 mit j = 2 folgen die Spannungsterme T2(§ ",

« al a2 alN,
T = (o5 = (09" = ... = (o™)  a=T,N,, y=1,N, (4.94)
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Die Kontinuitéatsbedingungen (4.92)3 ermoglichen fiir j = 3 die Definition der Span-
nungen T3(§ p
« afl a2 aBN, T AT T AT
Ty” = (o) = (055) = ... = 055"")  a=TNa, B=TN,.(49)
Die Gln. (4.92), fiir ¢ = 3 und (4.92); fiir ¢ = 2 fithren mit der Symmetrie des

Spannungstensors (o;; (ab7)y — <a§?ﬂ My auf:

(al7) (a27) (aNgv)
o = (o
O L R B Lo
(0537 = (o™ = = (™)
Auf Basis der Gln. (4.92); fiir ¢ = 3 und (4.92)3 fiir i = 1 lassen sich die Spannungen

T1(§ ) vereinbaren:

(187) (2687) (NafBv)

o = (o =...= {0

Tl(gﬁ) = < (1351)> < 13ﬁ2)> < 1(3BN )> B=1,Ng (4.97)
(‘73? > = <‘73? > L= <‘73?LY ! >

Die Spannungen Tl(;) ergeben sich mit Gl. (4.92); fiir ¢ = 2 und Gl. (4.92), fir i = 1:

1 2 Nq
o <0§2ﬁ7)> (o 52ﬁv)> I (0( 67)> 1w (4.98)
2T ety _ gglerny _ Ny |
(031 ") = (o ") = = (oy )

Der weitere Gang der Rechnung ist stark abhéngig von den konstitutiven Annah-
men, die den Zusammenhang zwischen den Unterzellspannungen und den Unterzell-
verzerrungen herstellen. Das prinzipielle Vorgehen besteht darin, die Verzerrungen
(€ Z(;w 7)> und die Diskontinuitéten [[(i)ugaﬁ 7)]] anhand der Konstitutivmodelle durch
spannungsbasierte Ausdriicke zu ersetzen. Der Effizienzgewinn liegt darin begriin-

det, dass nicht die Unterzellspannungen (afjaﬁ 7)) in die konstitutiven Gleichungen

eingehen, sondern die Spannungsterme zg) deren Anzahl wesentlich geringer ist.
Im folgenden Abschnitt wird die effiziente Reformulierung und Loésung des mikro-
mechanischen Zellenmodells fiir elastische Werkstoffe behandelt. Die Darstellung bei
viskoelastischen Werkstoffen, bei nichtlinear elastischem Verhalten sowie irreversi-
blen Schidigungsprozessen ist den Kapiteln 6 und 7 vorbehalten.

Losung des mikromechanischen Modells fiir linear elastisches Material-
verhalten

Unter der Voraussetzung linear elastischen Werkstoffverhaltens in den Unterzellen
Q@A) sind die Unterzellverzerrungen mit den Unterzellspannungen durch den linear
elastischen Nachgiebigkeitstensor S(*%) — siehe Kapitel 2.1 — verkniipft:

(e = S o ™) (4.99)
Da die Materialtensoren S(*??) als bekannt vorausgesetzt werden, kénnen die ins-
gesamt im GMC-Modell auftretenden 6(/N, x Nz x N.,) unbekannten Verzerrungen
(@A) durch die N, (Ns+1)+Nz(N,+1)+ N, (N,+1) unbekannten Spannungen T()
ausgedriickt werden. Dadurch reduziert sich die Anzahl der Unbekannten um fast
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eine Dimension (~ N? statt ~ N3, fiir N Zellen je Raumrichtung). Die konstitutiven
Gleichungen (4.99) lauten in Vektor-Matrix-Schreibweise unter Beriicksichtigung der
Definitionen (4.93) bis (4.98):

\ - -

@) [srse e 00 o | (1)

( Gg;ﬁv)> Sé{fﬁv) Ségﬂv) Ségﬁv) 0 0 0 Tz(zav)

<€§§5’Y)> [ _ Séclxﬁv) S:ggﬁv) S?()gzﬁv) 0 0 0 ng(gzﬂ) (4.100)
(e{2P)y o 0 0 S o o0 i) '
(elady 0 0 0 0 S o Ty
) Lo o 0 0 o s ()

Uber das elastische Spannungs-Separationsmodell nach Gl. (3.12) in Kapitel 3.2 sind
die Verschiebungsspriinge [[(i)ug-aﬁ 7)]] mit den Grenzflichenspannungsvektoren

£ — (@B Ty (4.101)

verkniipft. Fiir die Grenzflichen mit den Normalen n = €;, n = €; und n = ée3
erhalt man:

[ [ ] (s o g || T \

[Vl b =A, [ 0 S5 0 T (4.102)
R I B
(@) [sem o o ] [75)

[Du] b =A 0 S50 T (4.103)
\ H(Q)ugaﬂv)]] ) I 0 0 S}ﬁm) Il Tl(;)
[ (@] ) (5@ o g | (709 )

[Dul®] b =A, [ 0 S50 T (4.104)
| [u™] 00 S}ﬁﬁ”)_ T

Das Einsetzen der Gln. (4.100) und (4.102) bis (4.104) in die Verschiebungsbezie-
hungen (4.80) bis (4.82) fithrt auf deren spannungsbasierte Reformulierung:

Na
S [daSE + (1= ban) ArSi| T
a=1
Nq
> [SETEY + SETEY | —adl B=T N, v =T, (4.105)

a=1
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Ng
> [resE™ + (1= ) ArSE | TS
=1

I
\.)—‘
82
2

I
\')—‘
=
—

=

[a—y

o
(=)
SN—

Ng
£ [SEPT 4 SETTEY | < el a
=1

Noy

> [BSE™) + (1 = d A T

7=1

N’Y
+3 1, [ngﬁ”Tff” + S?E;“WTQ‘;”)} — M a=T,N,, f=1,N; (4.107)
y=1

Das Kronecker-Delta d;; in den Gleichungen (4.105) bis (4.107) beriicksichtigt die
Tatsache, dass die Summierung iiber die Grenzflichenterme nicht iiber den gesamten
Bereich der Summationsindizes auszufiihren ist, siehe z.B. Gl. (4.80). Die N3N, +
NoN, + N,N3 Gleichungen (4.105) bis (4.107) bilden ein lineares Gleichungssystem

S11 Si2 Si3 'i'u K €1M1
Sa1 S92 Sos -i-22 = Ko €2M2 7 (4.108)
S31 S32 Sa3 'i'gg Kss 6?':/:;

Sy Tx = Ky ey

dass die makroskopischen Normalverzerrungen €} € R? in Beziehung zu den mi-
kroskopischen Normalspannung Ty € RVsNy+NaNy+NelNs ozt Die Eintrdge der
Submatrizen in Gl. (4.108) sind im Anhang dieser Arbeit gegeben. Die Losung des
linearen Gleichungssystems nach den NgN, + N, N, + N, Nz unbekannten Spannun-
gen

=T 11 B (NgNy)

Tll = T].(l ) P T].(l 'Y) P T].]. B

=T 11 o NaN.

T,, = {78V plen) et (4.109)
=T ) 11 af (NaNg)

T33 . T3(3 ) P T3(3 ) e T33 A

lautet

fooA 0 p M
Tas Cs1 Cs2 Cs3 €33

Ci1 Cip Cyi3 Si1 Si2 Si3 K
Cy Cyy Cos | = | S21 S22 Sa3 Koo (4.111)

1-11 Cn 612 Cl3 EM
1-22 = é21 CQQ C23 63A2 (4.110)
mit
|:C31 Cs, Cis S31 S32 Ss3 Kas
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Die Elemente Cij der Hypermatrix in Gl. (4.111) sind Spaltenvektoren, deren Lén-

gen mit der jeweiligen Anzahl der Komponenten TZ(]) der Spannungsvektoren nach
Gl. (4.109) tbereinstimmen.

Die Berechnung der Normalspannungen Tl(J) mit ¢ = j in den Unterzellen der GMC
macht die Losung des linearen Gleichungssystems (4.108) notwendig. Dieses besitzt
mit N3N, + NoN, + N,Ng unbekannten Spannungen einen wesentlich geringeren
Umfang als das Gleichungssystem der Originalfassung mit 6 N,/NgN,, zu berechnen-
den Unterzelldehnungen zuziiglich der Verschiebungsdiskontinuitdten. Besonders ef-
fizient berechnen sich in der reformulierten Fassung die Schubspannungen TZ(J) mit
i # 7, denn die Bestimmungsgleichungen kénnen auf analytischem Wege gefunden
werden. Durch Einsetzen der konstitutiven Beziechungen (4.100) fiir die Zellen sowie
den Gln. (4.102) bis (4.104) fiir die Grenzfldchen in die Schubdeformationsgleichun-

gen (4.88), (4.89) und (4.90) ergeben sich deren spannungsbasierte Formulierungen:

N, Ng Ny—1 h
(ap « B af
> S h ST + 30 Y s
B=1 =1 B=1 =1
N, Ng— 1
+> 3 ”Alsﬁﬁ‘* ) =1hedy  a=TN, (4.112)
y=1 p=1
Ny Ng Ny Na_l
af aﬁ
>3t + Y S By
y=1 a= =1 a=1
+Z Z ZASYITS = diedy,  B=TN; (4.113)
a=1 ~y=1
Ng  Na Ng Nol
(ap 5 aBy)
>3 hadaSET + Y 3 sy ey
/=1 a=1 /=1 a=1
No Ng— 1
+>° Z ZASEITY =dhely 4y =TN, (4.114)
a=1 [=1

Offensichtlich sind die Gleichungen (4.112) bis (4.114) vollstédndig voneinander ent-
koppelt und kénnen direkt nach den unbekannten Spannungen aufgelost werden:

(a) o lheg/'?)
15 N, N, S(O‘M)AI (4.115)
[} I
Z Z [hﬁl'ysz&ﬁw + ”T (hﬂ<1 - 57Nw) + lv(l - 55Nﬁ))]
[B=1 ~v=1
M
70 dicys (4.116)

(aBy)

ZZ [l G S”‘ 2 (1 = bar) + dal —cw)]

v=1 a=1
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dhel
Ng N, (aBy)

S A
S5 | hedasie™ + I”TI (hs(1 = ban.) + da(1 — O5x,))

f=1 a=1

iy -

(4.117)

Fiir den Fall, dass in einer Grenzfliche zwischen benachbarten Unterzellen keine
Diskontinuitéten zugelassen werden sollen, sind in den Gln. (4.105) bis (4. 107) und

(4.115) bis (4.117) die entsprechenden Nachgiebigkeiten sl T (@57 und S}ﬁ“ﬁ " zu Null
zu setzten.

Ermittlung des makroskopischen Spannungstensors

Die Bestimmung des makroskopischen Spannungstensors erfolgt nach Gl. (4.3),
durch die Mittelung der Mikrospannungsfelder iiber das Gebiet des RVEs. Die Span-
nungen im diskreten GMC-Modell des RVEs sind durch die Spannungsgrofsen 7.
in den Gln. (4.110) und (4.115) bis (4.117) vollstdndig beschrieben. Somit ergeben
sich die Makrospannungen aus folgenden Mittelungsgleichungen:

hsl Yo d
(o) = ZZ ﬂvTﬁv , (o) = ZEO‘T;?)
a=1

17—
Na Ng
a h
(022) = ZZ 7T2(27) , (o) = Zle(gﬁ) (4.118)
a= 17 1 =1
% d hﬂ (aB) = l’Y )
(033) = ZZ I3 , (o) = 7T12

Ermittlung des effektiven Materialtensors

Die Differentiation der Makrospannungen nach den Makroverzerrungen liefert die
Komponenten des effektiven Materialtensors C*:

. _ 9oy)

i = e (4.119)
Da im GMC-Modell sowohl die makroskopischen Normalspannungen von den makro-
skopischen Schubverzerrungen entkoppelt sind, als auch die Schubspannungen und
-deformationen untereinander unabhéngig sind, besitzt das makroskopische Kon-
stitutivmodell fiir elastische Werkstoffkomponenten in Matrix-Vektor-Schreibweise
folgende Gestalt:

(

(o11) ) (i ChCly 00 0] (M)
(022) Cy CHC3y 0 0 0 M
(033) C; C5C5H 0 0 0 M
) [ |0 0 0Cy, 0 0 M (4.120)
(013) 000 0 0 Cs 0 M
| (012) ] 00 0 0 0 G| L)

(o) = C eM
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Wegen der vertauschbaren Reihenfolge von Summation und Differentiation erge-
ben sich die Elemente der effektiven Steifigkeitsmatrix C* fiir die Abbildung der
Normaldehnungen auf die Normalspannungen aus den Gleichungen (4.110), (4.118)

und (4.119) zu

No (B7)
* hﬂl OTy, hﬁlw (B7)
Cr = ZZ T ZZ B el (4.121)
[B=1 ~v=1 ﬁ 1 =1
No (B7)
* hﬂl aTll hﬂlw (B7)
Cry = ZZ T ZZ SEkalg /s (4.122)
[B=1 =1 ﬁ 1 =1
Ns (B7)
* hﬂl aT11 hﬂlw (B7)
Cy = ZZ TR ZZ SEkalg s (4.123)
/=1 ~v=1 [B=1 v=1
No Ny (ay) No Ny
. d L, OT doly ~(a
Cy = W =3y dl”cgﬂ (4.124)
a=1 y=1 611 a=1 y=1
R dl Ty X L di, e
C, = " =33 dl”céﬂ (4.125)
a=1 y=1 622 a=1 y=1
N
* 3 daly 8T2(§w o daly Afar)
Chy = ZZ oo = >N s (4.126)
a=1 =1 33 1 =1
NN Aol TS SN dahis o)
Ci=>_ Z o = => Z 0% (4.127)
a=1 f=1 1 o= 1ﬂ 1
Ncy NB (OZ,B) a
x dahp T3 dalip A(ap)
Cr=> Y. o = => Z (% (4.128)
a=1 B=1 22 a=1 ﬂ 1
Na NB (OZ,B) a
. dohg 0155 dohg Aap)
Ciz=> Y TR —ZZ (% (4.129)
a=1 =1 =1 =1

Die effektiven Schubsteifigkeiten kénnen auf rein analytische Weise aus den Glei-
chungen (4.115) bis (4.117) fiir die Schubspannungen in Kombination mit (4.118)

und (4.119) abgeleitet werden:

da

a=1 6% I
Z Z haly S137" + HT (ha(L = dy,) +15(1 =

S aﬁW)AI

(4.130)
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dl hs
_ %Z — — (4.131)
e (L1 = fan) + da(1 - 5%))]

17
=T W 5 (4.132)

= iy SSTA,
7=1 ZZ [hﬁdaséﬁﬁ’y) + IHT (hﬁ(l — 5O¢No¢) + da<1 - 5ﬁNﬁ))]

f=1 a=1

Anwendungsbeispiel der Methode der Zellen auf elastische Verbundwerk-
stoffe

Das Homogenisierungsverfahren der effizient reformulierten GMC wird nachfolgend
auf ein unidirektional glasfaserverstirktes Epoxidharz angewendet. Der Verbund
von Faser und Matrix soll sich starr verhalten. Die elastischen Materialparameter
fiir die Komponenten sind in Tab. 4.1 angegeben. Abb. 4.8 zeigt die untersuchten
diskreten RVE-Modelle. Die Netze besitzen eine unterschiedliche Anzahl der Zellen
in der transversalen Ebene (xg,23). In Faserrichtung z; kann aufgrund der uni-
direktionalen Verstarkung auf eine Auflosung der Geometrie mit mehreren Zellen
verzichtet werden, d.h. es gilt N, = 1. Bei den regelméfig vernetzten Modellen QR
besitzen alle Zellen die gleichen Abmessungen hg = [, fiir beliebige # und . Die
RVEs QA verfiigen iiber eine an die runde Fasergeometrie angepasste abgestufte
Unterzellgeometrie. Die Homogenisierung auf Basis der QA und QR Modelle fiihrt
auf orthotrope Materialeigenschaften, denn diese Modelle gehen von einer quadrati-
schen Anordnung der Fasern im Werkstoff aus, vgl. Abb. 4.7. Das Modell HR5230
unterstellt eine hexagonale Anordnung der Faser. Die Homogenisierung anhand des
Modells HR5230 fiihrt ndherungsweise auf transversalisotrope Eigenschaften, wie
sie bei einer unregelméfigen Verteilung der Fasern zu erwarten sind. Der Faser-
volumengehalt V; wird zwischen Null und dem maximal moglichen Gehalt variiert.
Fiir die Modelle vom Typ QR und QA betragt das Maximum V" =7 /4 ~ 0.78,

E-Modul Schubmodul

Material b oyipal G [MPal
Glasfaser 68940 28725
Epoxidharz 3420 1276

Tabelle 4.1: Elastische Werkstoffdaten fiir Glasfasern und Epoxidharzmatrix nach
Aboudi (1991)
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Abbildung 4.7: Links: quadratische Faseranordnung, rechts: hexagonale Faseranord-
nung

QR36

B

QA24 HR5230

Abbildung 4.8: Diskretisierung der Einheitszelle fiir V; = 0.5: Quadratische Faser-
anordnung und regelméfige Zellgrofen (QR), quadratische Faseranordnung und an-

gepasste Zellgrofen (QA), hexagonale Faseranordnung und regelmébige Zellgroken
(HR)

bei dem die exakt runde Fasern den Rand des RVEs gerade beriihrt. Der Faserge-
halt von 78% entspricht der dichtesten Packung bei quadratischer Anordnung der
Fasern. Die hexagonale Packung erlaubt einen hoheren maximalen Fasergehalt von
Ve =g/ (24/3) &~ 0.91. Die Annahme der quadratischen Faseranordnung fiihrt auf
einen Materialtensor C* nach Gl. (4.225) mit orthotropen Symmetrieeigenschaften.
Durch die Drehung des orthotropen Materialtensors um den Winkel 0 < ¢ < 7 mit
der Faserrichtung x; als Drehachse ergeben sich mit der Transformationsmatrix

1 0 0
[T;] = |0 cos(¢) sin(¢) (4.133)
0 —sin(¢) cos(¢)

naherungsweise die Koordinaten des transversal isotropen Materialtensors als Mit-
telwerte aus:

™

1
*Tl __ /EpjjqukrﬂsC*orthodqﬁ (4134)

ijkl — ; pqrs
0



80 Mechanik mikroheterogener Materialien

Die transversalisotropen Ingenieurkonstanten kénnen dann aus den Gln. (2.9) und
den transversalisotropen Steifigkeiten

Cif' = e

Cly' = CRme

Cyy' = 0.75 C33™ 4 0.25 C39™ + 0.5 O3
C33' = 0.25C52™° 4 0.75 C39™ — 0.5 C3P""°
Cia' =05 (C3;' = G35)

*Tl *Ortho
055 - 055

(4.135)

berechnet werden. Die anhand der diskreten Modelle nach Tab. 4.8 ermittelten In-
genieurkonstanten des transversalisotropen Glasfaserverbundwerkstoffs sind in den
Abbildungen 4.9 (a) bis (f) als Funktionen des Faservolumengehalts V} aufgetragen.
Der axiale Elastizitatsmodul E? wird von allen Modellierungen identisch in linea-
rer Abhéngigkeit vom Fasergehalt vorhergesagt. Die berechneten Werte decken sich
in Abb. 4.9 (a) mit der oberen (HS™) und unteren (HS~) Schranke nach Hashin-
Shtrikman. Die Verlaufe des transversalen Elastizitatsmoduls E; der RVEs QR und
QA sind weitgehend deckungsgleich. Zu einer Abweichung voneinander kommt es
erst in der unmittelbaren Nahe zum maximalen Fasergehalt Vy = 0.78. Die vorher-
gesagten Werte liegen sehr dicht an der unteren Grenze HS~. Das RVE H R5230
weist eine etwas geringere effektive Steifigkeit E; als die {ibrigen diskreten Modelle
aus. Fiir den axialen Schubmodul G7 lassen sich vergleichbare Aussagen treffen wie
fiir den E-Modul E; mit dem Unterschied, dass das Modell mit hexagonaler Faser-
anordnung einen deutlicher zu erkennenden, kleineren Wert liefert als die anderen
Modelle. Der Modul G}, des RVEs HR5230 fillt in einem weiten Bereich des Faser-
gehalts unter die Schranke HS™.

Der transversale Schubmodul G = 0.5 (C35' — C34') der Modelle QA und QR deckt
sich mit der unteren Schranke nach Hashin-Shtrikman. Der Modul G} des Modells
H R5230 ist hingegen fiir alle Faservolumenanteile identisch mit der unteren Schranke
nach Reuss. Diese exakte Ubereinstimmung ist eine Eigenschaft des Zellenmodells,
die man an Gl. (4.130) ablesen kann. Unter der Annahme eines starren Verbunds
der Faser mit der Matrix und N, = 1 wird aus Gl. (4.130):

1

Cii= —v— i (4.136)

B
el 00 S
was offensichtlich nichts anderes ist als die Reuss-Approximation:

*Reu 1 *

GtRe ss __ 7 v — 044 (4137)

GF am
(B7)

Der Grund hierfiir ist die Forderung nach der Spannungskontinuitét fiir (oy; ') zwi-
schen benachbarten Zellen, was zu einem vollstédndig homogenen Spannungsfeld o3
im RVE fiihrt, denn es gilt Tz(él ) = <a§§ﬁ w) fir alle f und v. Fiir o = 1 exis-
tiert im Modell somit nur eine einzige transversale Schubspannungsvariable T53. Bei
unidirektional verstirkten Werkstoffen bleibt diese Tatsache auch fiir N, # 1 unver-
andert, denn in allen Ebenen « liegt die gleiche Geometrie vor, woraus 7. 2(31) = TQ(? =
oo=T Q(év ) folgt. Die Homogenitét des Schubspannungsfelds ist keine Konsequenz
der effizienten Reformulierung.
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Abbildung 4.9: Vergleich der elastischen Kennwerte der diskreten GMC-Modelle
nach Tabelle 4.8 mit den oberen und unteren Schranken der transversalisotropen
Elastizitdtsparameter nach Hashin-Shtrikman



82 Mechanik mikroheterogener Materialien

Die Spannungskontinuitét wird schon in der Originalfassung eingefordert. Die effi-
ziente Formulierung besteht in der analytischen Umformung der Gleichungen unter
Ausnutzung der Spannungskontinuitatsbedingungen, wodurch sich die Zahl der Glei-
chungen verringert: ein Teil des Losungswegs wird vorab analytisch beschritten. Es
geht in der effizienten Formulierung keine Information verloren, die in der Origi-
nalfassung vorhanden gewesen wére. Die Begriindung dafiir, dass die transversalen
Schubmodule G fiir die Modelle QA und QR tiber der Schranke HS™ liegen und
somit vom G des RVE-Typs H R5230 abweichen, ist, dass diese aus den Steifigkei-
ten C5, und C3; berechnet werden, vgl. Gl. (2.9) und Gerlach (2003). Die Werte
G; = % (C’SQT e ') sind daher nicht allein abhéngig vom konstant vorhergesagten
Schubspannungsfeld o,3. Die Konsequenz aus dem homogenen, transversalen Schub-
spannungsfelds ist, dass bei der Wahl eines diskreten RVEs (z. B. H R5230), welches
ohne Mittelung nach Gl. (4.134) auf transversalisotrope Materialeigenschaften fiihrt,
die Gleichheit Gy = Cj' = 1 (C37' — C3]") verletzt wird.

Die axiale Querdehnzahl v} nach Abb. 4.9 (e) ergibt sich fiir die RVEs QR und QA
im weiten Bereich in Hohe der oberen Schranke HS™. Erst in der Nihe des maxi-
mal moglichen Fasergehalts kommt es fiir die Modelle mit wenigen Unterzellen zu
einer Abweichung von bis zu 10%. Fiir die Querdehnzahl v/ ergibt sich eine grofere
Abweichung von der oberen Grenze HS™ als fiir v*. Im Verlauf von v fiir das RVE
H R5230 spiegelt sich der diskutierte, zu geringe Schubmodul G} dieses RVEs wider.
Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die Feinheit der Diskretisierung
keine wesentlichen Auswirkungen auf die Giite der GMC-Voraussagen iiber die effek-
tiven Materialeigenschaften hat. Die effektiven Parameter sollten anhand der Net-
ze QA oder R mit anschliefender Umrechnung in transversalisotrope Parameter
bestimmt werden, um die nachteiligen Auswirkungen des homogenen transversalen
Schubspannungsfelds zu umgehen. Der im néchsten Abschnitt dargestellte HFGMC-
Ansatz besitzt ein hoheres Auflésungsvermégen der Spannungsfelder.

4.4.3 Die hochauflosende Methode der Zellen

Die hochauflosende Methode der Zellen (High Fidelity Generalized Method of Cells,
HFGMC) nach Aboudi et al. (2001), Aboudi (2004) oder Aboudi et al. (2002) ist
zu den asymptotischen Homogenisierungsverfahren zu zéhlen, die u. a. auf Arbeiten
von Bakhalov (1974), Bakhalov and Panasenko (1989), Bensoussan et al. (1978) und
Sanchez-Palenzia (1980) zuriick gehen.

Die HFGMC geht von der Annahme aus, dass die mikroheterogene Struktur des
Werkstoffs durch die doppelt-periodische Anordnung von Verstéarkungseinlagen im
Verbund mit der homogenen Matrixphase bestimmt ist. Dann kann eine Einheits-
zelle nach Abb. 4.10 als repréasentatives Volumenelement angesehen werden. Fiir
die Beschreibung der Makrostruktur wird das kartesische Koordinatensystem x =
(Z1, T2, T3) vereinbart, wobei die Koordinatenachsen parallel zu den Kanten der Ein-
heitszelle angenommen werden. Die Achsen 5 und Z3 liegen in einer Ebene mit der
rechtwinkeligen Einheitszelle, die Achse Z; steht senkrecht dazu. Der Aufbau der Mi-
krostruktur soll in Z;-Richtung unveranderlich sein, d.h. eine Periodenléange von Null
aufweisen. Die Abmessung der Einheitszelle in dieser Richtung wird zu 1 gesetzt.
Mit Hilfe des Skalierungsfaktors
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Abbildung 4.10: Doppelt-periodischer Aufbau der Mikrostruktur und Einheitszelle

l

A= — 1 4.138
< (4.138)
lassen sich die schnellen Koordinaten
1

und die langsamen Koordinaten

definieren. Die Attribute schnell und langsam sind als begriffliche Anlehnung an
Bezeichnungen zu verstehen, die bei physikalisch gekoppelten Vorgidngen auf unter-
schiedlichen Zeitskalen Verwendung finden. Der Skalierungsparameter A charakte-
risiert das Grofenverhéltnis von Mikrostruktur zu Makrostruktur. Einer Verschie-
bung der Grofe 1 in den schnellen Koordinaten y entspricht eine Verschiebung < 1
in den langsamen Koordinaten x. Das langsame Koordinatensystem dient zur Be-
schreibung der Makrostruktur, wiahrend das schnelle Koordinatensystem die Basis
fiir die Mikrostrukturanalyse innerhalb der Einheitszelle bildet. Somit lassen sich bei
der Analyse von Randwertaufgaben, die sich {iber mehrere Grofenskalen erstrecken,
die schnellen und die langsamen Losungskomponenten voneinander trennen, was im
Schrifttum auch mit dem Begrift Separation der Skalen umschrieben wird, siehe z.B.
Gelli and Royer-Carfagni (2004).

Im Kontext der asymptotischen Homogenisierungsmethoden wird das Verschiebungs-
feld u}(x) am Ort x der Makroebene in Form einer Reihenentwicklung in den schnel-
len und langsamen Koordinaten beschrieben:

ul(X) = ui(X,y) = uoi(X) + Mg (%, y) + Mg (x,y) + . ... (4.141)

Der Summand nullter Ordnung wug; stellt den sogenannten homogenen Anteil des
Verschiebungsfelds dar, welcher sich nur mit den langsamen Koordinaten x dndert.
Die Terme u,; mit n > 0 beschreiben die mikroskaligen Fluktuationen des Ver-
schiebungsfelds, welche durch die Inhomogenitéit der Steifigkeitsverteilung bedingt
sind. Die unterstellte Periodizitat der Mikrostruktur stellt an die Ausdriicke w,; der
Ordnung n in Gl. (4.141) die Periodizitatsanforderung:

Uni (X, ¥) = Upi(x,y +d) (4.142)
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Die Bedingung (4.142) unterwirft die fluktuierenden Verschiebungsfelder periodi-
schen Randbedingungen entlang der Begrenzung der Einheitszellen. Dies bedeutet
einen wesentlichen Unterschied zur GMC, bei der homogene Verschiebungsrandbe-
dingungen gestellt werden. Die Grofe d enthélt die Abmessungen der Einheitszelle,
die der Periodenldnge der Mikrostruktur entsprechen. Die Differentiation des Ver-
schiebungsfelds w;(x) fithrt unter Beachtung der Kettenregel auf:

Ouj(X)  Oui(x,y) Orp  Oui(X,y) Oy

= 4.14

Aufgrund der Vereinbarungen nach Gl. (4.139) und Gl. (4.140) vereinfacht sich Gl.
(4.143) zu:

Folglich gilt fiir die Differentiation einer makroskopischen Feldgrofse nach dem Ort
X:
0 0 10
— + —

(4.145)

Die infinitesimalen Verzerrungen e;;(X) bestimmt sich wegen Gl. (4.144) geméf der
Vorschrift:

Loy 1L four(x)  Ou(x)
€ij (x) = 2 ( oz, + oz,
1 foui(x,y) | Oui(x,y)\ 11 (Oui(x,y)  Oui(xy)\
_2( or, | om ) oy, ow = €;(%,y)
(4.146)

Durch Einsetzen des Reihenansatzes (4.141) in die Gl. (4.146) erhélt man mit den
Abkiirzungen u; := up;(x) und u} := uy;(X,y)

(X, y) == - : O\ 4.147
Die GI. (4.147) geht nach Einfiihrung der mittleren und fluktuierenden Verzerrungen
1 [(0u; Ou, 1 [ou, Ouj
&i(x) = = : d €. =_ : J 4.148

in die folgende Darstellung des Verzerrungsfelds iiber:
€ij(x,y) = €;(x) + €;(x,y) + O()) (4.149)

Die Mittelung des Verzerrungsfelds (4.149) iiber das Volumen der Einheitszelle er-

folgt bei Vernachlissigung der Terme O(\) geméak:

1
’VQRVE|

(635) (%) / (65(0) + € (x.y)) AV, = & (x) (4.150)

Vogrve
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Die Ausfiihrung der Integration in den schnellen Koordinaten der Einheitszelle liefert
(€i;) = €, denn der Anteil €; ist unabhéngig von y; und die Volumenintegration
des Anteils €/;(x,y) liefert keinen Beitrag, was durch die Anwendung des Gaufischen
Intergalsatzes auf das Volumenintergal iiber der fluktuierenden Anteil €;(x,y) des
Verzerrungsfelds und die Beachtung der Periodizitétsbedingung (4.142) fiir u}(x,y)
gezeigt werden kann. Der mittlere Verzerrungstensor (€) entspricht dem Anteil € des
Verzerrungsfelds €. Die HFGMC wird nachfolgend fiir ein stetiges Verschiebungsfeld
ohne Diskontinuitdten im Inneren des RVEs formuliert, so dass der Mittelwert (€)
identisch mit dem Makroverzerrungstensor € ist.

Diskretisierung der Einheitszelle

Fiir die Diskretisierung der ebenen Einheitszelle wird analog zur Vorgehensweise
der GMC eine Unterteilung in N x N, rechtwinklige Unterzellen Q%) vorgenom-

men, deren Abmessungen 1\hg\l, betragen. Im geometrischen Schwerpunkt jeder

Unterzelle wird ein schnelles, kartesisches Koordinatensystem y(ﬁ ) vereinbart, das

achsenparallel zum langsamen Koordinatensystem x; ausgerichtet und gleich orien-

tiert ist. Wegen der in x;-Richtung unverdnderlichen Mikrostruktur wird y§5 M = 1

gesetzt, wodurch die Verschiebungsfluktuationen zu Funktionen in yé’g " und yéﬁ ”)
werden. Der assymptotische Verschiebungsansatz lautet unter Vernachlédssigung der

Terme hoherer Ordnung O(A\?) fiir die Zelle (57):
ugﬁv) = w(x) + )\ug(ﬁ’Y (yéﬁv)yyéﬁv),x) (4.151)

Die Fluktuationen u; des Verschiebungsfelds sind abhéngig von den Inhomogenitéten
in der Einheitszelle und verschwinden folglich fiir ein homogenes Material identisch
Null. Als Ansatz fiir die Komponenten der Verschiebungsfluktuationen u; wird in-
nerhalb jeder Unterzelle die Summe von Legendre-Polynomen nullten bis zweiten
Grades gewahlt:

O I L L N L e

#(00) i(10) T Y3 i(01)
(o2 hBN e 1 (0?2 B 6
5 <3y2 By Wio) T 5 5 3Y3 vy Wioz) (4.152)

Die Faktoren Wi((i Zr)b)

satzes in 7). Diese hingen vom Ort x ab, an dem sich das RVE befindet. Die
Differentiation der Verschiebungsgleichungen (4.151) liefert zusammen mit den Gln.
(4.147), (4.148), (4.150), (4.152) und (e;;) = e} das Verzerrungsfeld ;" im Gebiet
der Unterzelle:
(B7) M

sind die unbekannten Mikrovariablen des Verschiebungsan-

= fn (4.153)
&) = M+ Wi + 3w (4.154)
e’ = e+ e + 3us WG (4.155)
€ty = 6?”2+; Wity + s (4.156)
o m +; Wl(g)vl) +3y(ﬂv)W((02))] (4.157)
e = +; ngf]l) + 3y Wy + Wi + 38 Wil (4.158)
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Das Spannungsfeld O'z-(jﬂ " innerhalb einer Unterzelle ergibt sich unter der Annahme

der linearen Elastizitdtstheorie durch Anwendung des konstitutiven Tensors Cz'(ﬁgz)
(By
kl

auf das Verzerrungsfeld e ), dessen Komponenten durch die Gleichungen (4.153)

bis (4.158) gegeben sind:

ol = ) (4.159)

i 7,
Der Materialtensor ngﬁ,f soll innerhalb einer Unterzelle ortsunabhéngig sein. Der
Spannungszustand in den Unterzellen ist laut den Gln. (4.153) bis (4.159) abhéngig
B7)

von den unbekannten Mikrovariablen W.((

i(nm) und dem aufgebrachten makroskopi-

schen Verzerrungszustand EZI

Zur Berechnung der Mikrovariablen werden die Spannungsfelder und Verschiebungs-
fluktuationen tiber die Randflichen der Unterzelle gemittelt. Als Zwischenergebnis
gewinnt man die konstitutive Beziehung zwischen den gemittelten Randspannungen
und dem gemittelten, fluktuierenden Anteil der Randverschiebungen einer jeden Un-
terzelle sowie den Makroverzerrungen. Die dabei gewonnenen Elementsteifigkeitsma-
trizen werden zur Gesamtsteifigkeitsmatrix der Einheitszelle addiert. Die priméren
Variablen der Strukturgleichungen sind die fluktuierenden Anteile der Randverschie-
bungen der Unterzellen. Nach deren Bestimmung kénnen die Mikrovariablen aller
Unterzellen berechnet werden aus denen sich die Mikrofelder der Spannungen und
Verzerrungen ergeben.

Elementsteifigkeitsmatrizen

Fiir die Formulierung der konstitutiven Gleichungen auf Unterzellebene werden zu-
niichst die mittleren Spannungsvektoren t** (k = 2,3) auf den Oberflichen gk

mit den Flichennormalen n*+®?” berechnet. Die Randspannungsvektoren kx5
folgen mit der Cauchyschen Formel aus den Unterzellspannungen o ??) zu:

k+(8 8 (B7)
{EEO 03(4- ) nh* (4.160)
Die Normalenvektoren n+""” entsprechen den positiven und negativen Einheits-
vektoren e,(f " des Elementkoordinatensystems, vgl. Abb. 4.11. Die Mittelungen der
Randspannungen {iber die Unterzelloberflichen reduziert sich in der ebenen Theorie
auf die Integration in es-Richtung fiir

+ly /2

. 1
e - / o (hs /2, 4477) n2dyP (4.161)
2l

—1,/2
und in es-Richtung fiir

-‘rhg/?

) 1

g - L / o (7, 41, /2) nEdy®) (4.162)
thﬁ/z
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g3t wit
n’t =e;
_ (Bv)

t2, 0% e3 B2+ g2t

~ ’

(Bv)
S\/ €2 M* = e
N2~ = —e, egﬁv),

/ n’~ = —e3

t3—, a3~

Abbildung 4.11: Mittlere Verschiebungen u und Spannungen t auf den Oberflichen
90>, 00%, 93 und 993~ der Unterzelle Q77

Die Mittelungen fithren mit den Gln. (4.153) bis (4.159) auf die folgenden Gleichun-
gen fiir die Normalspannungskomponenten:

S (B7) 3hgs (B7) (B7)
&' o | b2 2(10) G ) 1VaOD
S = Ch 3h + 023
5~ 1 Tﬁ Wa20) —Ws01)
3
+y oY L (4163)
i=1 —€5
und
. (B7) . 3L, W (B7) W (B7)
l3 - 3(01) 2(10)
_ = 053" o + g
ty -1 77 W302) —Wao)

3 e;\f
+> oY (4.164)
=1
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Die Schubspannungskomponenten in der transversalen Ebene (y,y3) ergeben sich
zZu:

L (B7) 3L, (B7) (Bv)
" o | b2 ) Moy o ) V300
5 = Clyy 3] + Ciy
- _1 7” Wao2) —Ws10)
€33
+20) [ (4.165)
—€23
und
(B7) 3hg (B7) (B7)
%Jr (B) L 2 Waao) (B7) W
S = Clyy 3h + Cliy
i3~ -1 Tﬂ Wi3(20) —Wa(on)
€33
+20) L ( (4160)
—€a3

Die mittleren Schubspannungen in Léngsrichtung (z;-Richtung) lauten:

(B7) 3h (B)
v o | US| W o ] i
= "~ + 2047 y (4.167)
f%f -1 Tﬁ Wi (20) —€qy
(B7) 3l (B7)
+ 1 = Wi €1’
1 13
) o el o +207 ¢ b (4168)
i -1 77 Wio2) —€3

In Analogie zur Bestimmung der mittleren Spannungen in den Gleichungen (4.161)
und (4.162) werden die Fluktuationen u;(ﬁ ") des Verschiebungsfelds iiber die Seiten-
flachen der Unterzellen gemittelt. Die Notation geht aus Abb. 4.11 hervor.

+1y/2

22 li / !B (R /2, 4P )dy P (4.169)
Tl
+hg/2

@ hi u;(m)(yéﬁw,ilv/Q)dyém) (4.170)
ﬁ_hﬁ/z

Nach Ausfiihrung der Integrationen in den Gln. (4.169) und (4.170) erhédlt man die
in den Gleichungen (4.171) bis (4.176) angegebenen Mittelwerte der fluktuierenden
Verschiebungen.

(BY) hg h3 (Bv) (Bv)
utt - — Wi0) Wi(o0)
- 2 4 i (4.171)
ﬂ%_ . % % W1(20) Wl(OO)

2 4
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f (6v) L2 (Bv) (87)
at % ZW Wi 1(00)
= : + (4.172)
ﬂi’_ _ l_v l_v W1(02) Wl(OO)
L 2 4
( y (87) ha h% ] B y (B
uzt 75 Zﬂ Waao Wao0)
b = : + (4.173)
ﬂg_ _ @ % W2(20 Wz(oo)
\ Vs B 2 4 | \ \ /
( y (B7) ha h% 7 ¢ (B7) ( \ (B7)
a3 ?ﬂ ZB W30 W300)
= g + (4.174)
ﬁ?{ N @ @ W3(20 WS(OO)
\ Vs L 2 4 ] \ \ Vs
) (B7) L l% i (87) (B7)
s 7 1 Waon) 2(00)
_ : + (4.175)
ﬂ%’ _ l_”/ l_v W2(02) WZ(OO)
) "2 4
(87) l 2 ] (87) (87)
THe % i W01 W300)
— : + (4.176)
uy- ly l_v W02 W3(00)
L 2 4

Um die Gleichungen (4.171) bis (4.176) der gemittelten Fluktuationen mit den Glei-
chungen (4.163) bis (4.168) fiir die mittleren Randspannungen kombinieren zu kon-
nen, werden die Verschiebungsgleichungen (4.171) bis (4.176) nach den Mikrovaria-
blen Wiy mit n # m aufgeldst:

(B7)
Wiao)
Wi (20)

(B7)
Wi
Wio2)

(B7)
Waao)
W20

(B7) (B7)
4 0
T 72
hﬁ W1(00)
(B7) (B7)
4 0
T2
5 Wi(o0)
(67) (B7)
0
72
his Waoo)

(4.177)

(4.178)

(4.179)
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(87) 11 20) (87)
Wi(10) hs  hg aﬁ* 4 0
=1 9 9 ~ (4.180)
W3(20) h_2 ﬁ ﬂg_ B W3(00)
| s B
(87) 11 2] (87)
W) Lo ] wt 4] 0
=| 5 o N -5 (4.181)
Wao2) 7 7 s v | Waoo)
- ’Y ,Y -
(87) 1 1 (8v) (87)
W) L1 us " 4 0
=| 9 o N -5 (4.182)
W02 = 7 s v | Ws00)
- ’Y ’Y -

Fiir die Berechnung der Variablen Wjq), ¢ = 1,2, 3 werden drei weitere Gleichungen
bendtigt. Diese lassen sich aus den lokalen Gleichgewichtsbedingungen in Abwesen-
heit von Volumenlasten gewinnen:

05 =0, i,j=1,2,3 (4.183)

Die Gleichungen (4.183) lauten im Volumenmittel iiber die Unterzelle Q(%7);
ol gy =0, i,j=1,2,3 (4.184)

Die Spannungen o;; in Gl. (4.184) erhélt man durch Einsetzen der Mikrovariablen
Winm) aus den Gln. (4.177) bis (4.182) in die Bestimmungsgleichungen (4.153) bis
(4.158) fiir die Verzerrungen und die anschliefende Anwendung der Elastizitétsglei-
chungen zur Ermittlung des Spannungstensors nach Gl. (4.159). Nach der Ausfiih-
rung der Volumenintegration erhélt man auf dem Wege algebraischer Umformungen
die gesuchten Mikrovariablen:

ol

W(ﬁ“f) _ it w2t 4 a2 (ﬁ7)+ . T B7) (4.185)
1(00) 20%@( 1 1 ) 2[30%7)( 1 1 )
0(57) (37) h2 CZEEW) (54)
wim = 22 (@2t 4w )" 2 (@t ) (4.186)
2(00) 202(57) ( 2 2 ) 21302(57) ( 2 2 )
(B7) 12087
B _ Css 34+ | —3-\(B7) y“a4 or 2 N(BY)
Waon = 205" (" a7 212055 (" + ) 15T

Die auftretenden Abkiirzungen C’Z(f " stehen fiir:
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_ h2

o = o)+ lfcﬂ” (4.188)
~(B7) (B7) hﬂ ﬁ'y

_ z

CiY = o+ héC i (4.190)

Um abschliefsend den gesuchten konstitutiven Zusammenhang zwischen den gemit-
telten Randwerten der Verschiebungsfluktuationen u(’g 7 und den Randspannungen
EEB 7 herzustellen, werden die Beziehungen (4.185) bis (4.187) zunéchst in die Glei-
chungen (4.177) bis (4.182) eingesetzt. Diese sind dann nur noch von den mittleren
Fluktuationen abhéngig und kénnen mit den Gleichungen (4.163) bis (4.168) kombi-
niert werden. Als Ergebnis gewinnt man zwei entkoppelte Matnxglelchungen Fiir die
mittleren Unterzellrandspannungen in der transversalen Ebene (yéﬂ w,yé ) erhélt
man folgende konstitutive Beziehung zwischen den Komponenten der gemittelten
Oberflachenspannungsvektoren ffi, den mittleren Verschiebungsfluktuationen auf

dem Rand #** und den Makroverzerrungen €™:
7 ()

()7 [KuKe 00 K K K K] ((a2e)"”
t5 Koi K3y 0 0 Kos Kog Ko7 Kog Tha
Gt 0 0 Ks3 K34 K35 K36 K37 K3s ut
G 0 0 Ky3 Kyy Kys Kyg Ka7 Kas T
& - Ks1 K5y Ksz K54 K5 K56 0 0 iyt
& Ke1 Koz Koz Koy K5 Kgg 0 0 T
G Kn Kqp K73 K7y 0 0 Ko7 Krs iyt
G | K1 Kso Kgg Kga 0 0 Kgr K | \ The
[ Cly Cw Cu 0] 7
—Cig —Coy —Ca3 0
0 0 0 20 (M)
M
+ 3 g 8 _2206;14 Eij (4.191)
33
0 0 0 —2Cu | e
Ciz3 Cos Oz 0
| —Cis —Ca3 —Cs3 0|

Die Eintrage K;; der Zellsteifigkeitsmatrix sind im Anhang A.2 in den Gleichungen
(A.2.2) bis (A.2.17) gegeben. Fiir die Schubspannungen in axialer Richtung erhélt
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man auf Unterzellebene die konstitutive Gleichung (4.192).

( 3\

(B)

Lyy Lyg Lys Lag
Loy Loy Loz Log
L3y L3y Lz L3a
Ly Lyp Lz Lag

BY) ¢ 90 )
Uy
_l9__

i3y
Uy

_/3_

U
)

(Bv) r
! Cos 0
Ly | G O
0  Css
0 —Css

(B)

M
€12

M
€13

(4.192)

Die Elemente L;; der Steifigkeitsmatrix sind im Anhang A.2 unter Beriicksichtigung

von C? nach Gl. (4.188) gegeben.

Steifigkeitsmatrizen der Einheitszelle

Fiir die Berechnung der unbekannte Verschiebungsfluktuationen @, werden zwei ent-
koppelte lineare Gleichungssysteme gebildet, die durch die Kombination der Ele-
mentgleichungssysteme (4.191) bzw. (4.192) entstehen. Um zu den Mikrostruktur-
gleichungssystemen zu gelangen, werden zunéchst die nachfolgend beschriebenen
Kontinuitdtsbedingungen an die Verschiebungsgrofsen benachbarter Unterzellen ge-

stellt:

/a,?"!‘(ﬂ_lv’Y) — ,a,?_(ﬁﬂ/) =

)

(B)

) )
: 1 i=1,2,3
ag(ﬁ77+2)
T sBa ) !
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7+ — — !
I | I
: ﬂg(BﬁH) : :
I 1 t | { |
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= & o o

é 1 ﬁg(ﬂ—lﬁ) %m ag(ﬂﬁ) \;g ag(ﬂﬂﬁ) g
Y S oné—e IS ¢—» N ng—> IS

IS [IS] [IS]

ag(ﬂﬁ)
I - =3(8,7) | - !
! U | I
I
' [
' [
v=1 — — [
I _ ] I
Ys 0D | |
Y2 _ ____ Lv ]
ﬂg(ﬂ,'y—l)
g—1 B B+1

E?(ﬂwn)

(4.193)

Abbildung 4.12: Freiheitsgrade ﬂf(') in der (y2,y3) Ebene der diskretisierten Ein-
heitszelle in der Spalte g und der Zeile ~
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TR Iy G I G S W (4.194)
Die aus der Identlﬁkatlon der Verschiebungen benachbarter Zellen hervor gehenden
Weggrohen i, "B mit k = 2,3 nach Gln. (4.193) und (4.194) konnen als Struktur-
frelheltsgrade der diskretisierten Einheitszelle aufgefasst werden. Die Kontinuitats-
gleichungen in der (ys,y3) Ebene werden durch die Abb. 4.12 veranschaulicht. Die
periodischen Randbedingung nach Gl. (4.142) verlangen, dass die Verschiebungs-
fluktuationen u) am linken und am rechten Rand der Einheitszelle fiir beliebiges ys
identisch sind. Fiir die Randzellen Q47 und Q@Ws?) mit v = 1,..., N, bedeutet
dies, dass folgende Bedingungen einzuhalten sind:

ar e = gt e 20 2123 (4.195)
In y3 Richtung gilt, dass die Fluktuationen am unteren und oberen Rand fiir belie-
biges 1, gleich sein miissen. Fiir die Zellen Q@Y und QW) mit 8 =1,..., Ns gilt
entsprechend:

7 . % ) ’

g PPN = BN (B i=1,2,3 (4.196)

An die gemittelten Oberflichenspannungen ffi benachbarter Unterzellen werden
ebenfalls Kontinuitatsbedingungen gestellt. Sie lauten in den Schnittebenen senk-
recht zu y, fir alle y =1,..., Ny:

e e — g i=1,2,3 (4.197)

)

In den Schnittebenen senkrecht zu ys gilt fiir alle 3 =1,..., Ng:

FEHEm | =Bt _ i=1,2,3 (4.198)

)

Bei den Spannungen auf den dufseren Réndern der Einheitszelle handelt es sich wie
bei den Randverschiebungen um periodische Randwerte. Fiir das diskrete HFGMC-
Modell bedeutet dies, dass zusétzlich zu den Kontinuitdtsbedingungen (4.197) und
(4.198) im Inneren der Einheitszelle folgende Spannungsbedingungen von den Rand-
zellen zu erfiillen sind:

O g e — g i=1,2,3 (4.199)
oD BN — g =1,2,3 (4.200)

Nach der Einfiihrung der Kontinuitdtsbedingungen entlang der inneren Unterzell-
grenzen und den periodischen Randbedingung auf den dufleren Réndern der Ein-
heitszelle verbleiben 4 N3N, unbekannte Weggrofen in der transversalen Ebene, die
zu folgenden Hypervektoren zusammengefasst werden:

62 = {ﬁ'zz(nj__‘,ﬁ'?z(w} it ufzz(v) _ {Jz(m N Nm}
"y

mit

2o

mit 3

i = {550, a2 {'ww ) W}
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Das lineare Mikrostrukturgleichungssystem zur Bestimmung der transversalen Weg-
grofen in Gl. (4.201) bis (4.204) ergibt sich aus den Elementgleichungen (4.191)
Zu:

-K11 0 Ky K14- ( u/22T ) -Acn AC;; AC3 0 ] ( 6% )
0 K22 K23 K24 [_,lg,?T [ 0 0 0 AC24 Eg/lz
K31 K32 K33 0 |__,|/23T 0 0 0 AC34 Eg/zl))
_K41 K 0 K44_ \ ﬁ;’T ) _AC41 ACp ACy3 0 1\ €y ]
K ar = AC el
(4.205)
Mit Hilfe der Location-Matrizen
RN R 16
my (%) ﬁ+(’y—1—(55)N5+1 )
my B+ (y—1)Ng
ms N5N7+ﬁ+(7—1—55)N3+1
m N3N, —1)N,
VTGN _ [ NeNy 5+ (v = 1)Ns (4.206)
ms 2NN, + v+ (B —1—=90v)N, +1
me 2NN, + 7+ (B —1)N,
my 3NﬁNy+7+(ﬂ—1—5y)N +1
_mg_ _3N5N7—|—7+(ﬂ ) ]
der Zellen Q) sowie
1, falls B =N, 1, fallsy =N
5y L s T=Ns g, 2 fallsy =0 (4.207)
0, falls 8 < Ng 0, fallsy < N,

kénnen die acht Elementfreiheitsgrade in Gl. (4.191) den Strukturfreiheitsgraden
u’, zugeordnet werden. Unter Beachtung und Zuhilfenahme von Gl. (4.207) wer-
den die Freiheitsgrade auf den Rédndern schon beim Zusammenbau des LGS (4.205)
derart gekoppelt, dass die periodischen Verschiebungsrandbedingungen (4.195) und
(4.196) automatisch eingehalten werden. Die Steifigkeitsmatrix K = [Kmmj] €
RANsNyx4ANs Ny entsteht durch direktes Addieren der Elementsteifigkeiten K Z(f ") nach
Gl (A.2.2) bis (A.2.17):

Ng Ny

Konyom, ZZK[’” ij=1,...,8 (4.208)
=1 v=1

Die Elemente der Spaltenvektoren AC;; € R*V#™r auf der rechten Seite von GI.
(4.205) folgen aus der Addition der Steifigkeiten C’i(f ") auf den rechten Seiten der
Gln. (4.191) in analoger Weise zur Berechnung von K nach Gl. (4.208).
Im Gegensatz zu den Elementgleichungen treten in den Strukturgleichungen keine
Randspannungen auf. Dies ist die Konsequenz der Kontinuitéats- und Periodizitéts-
bedingen (4.197), (4.198), (4.199) und (4.200), die beim Addieren der Elementglei-
chungen (4.191) zu den Strukturgleichungen (4.205) fiir die Aufhebung der Span-
nungsterme sorgen.
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Die Schubdeformationen der Mikrostruktur in axialer Richtung werden ebenfalls zu
Hypervektoren zusammengefasst:

02 = {a'f(”, o ﬁ'f(N“} mit a7 = {a'f“”), . ,a’f(N"’”)} (4.209)
0l = {a'f(”, o a'f’(N")} mit @ — {@’13<ﬁ’”, . ,a’li”(ﬁ’N“} (4.210)

Durch Addition der Steifigkeiten aus den Elementgleichungen (4.192) erhélt man
das lineare Gleichungssytem (4.211) fiir die 2NN, Unbekannten u}? und u;’.

Li; Lo ull2T B Acy; 0 5%
Lo Ly TR 0 Acy eM (4.211)
i_ Uy = Ac 8!\4/'

Die Zuordnung der vier Unterzellfreiheitsgrade (s. Gl. (4.192)) zu den 2NN, Mikro-
strukturfreiheitsgraden (4.209) und (4.210) geschieht tiber die Location-Matrizen:

(B7) Bt (y—1—08;)Ns+1 (B7)
m —-1)N,
VT RCH I B AR (4.212)
mg NgN,+~v+(—1—07)N,+1
My NN, 47+ (8 = 1)N,
mit
1, falls 3 = N, 1, fallsy =N
dg=14 ' alls 5 7 und 6, ={ " — i (4.213)
0, falls B < Nj 0, fallsy < N,
Die Steifigkeitsmatrix L = [Ly, ;] € R2NoN*2NsNy folgt durch Addition der Ele-

mentsteifigkeiten L(m) nach Gl. (A.2.18) bis (A.2.23):

v

N
Loy m, iZL ij=1,...,4 (4.214)

=1 =1

Die Elemente der Spaltenvektoren Ac;; € R?¥s™r auf der rechten Seite von GI.

(4.211) ergeben sich durch die Addition der Steifigkeiten ¢ und ¢ in den
Gln. (4.192) in analoger Weise zur Berechnung von L nach Gl (4.214).

Die linearen Gleichungssysteme (4.205) und (4.211) besitzen singuldre Matrizen
K und i_, denn es sind noch Starrkérperbewegungen in ihnen enthalten. Um die
eindeutige Losbarkeit der Gleichungssysteme herzustellen, miissen geeignete Rand-
werte der Verschiebungsfluktuationen zu Null gesetzt werden. Nach Aboudi et al.
(2002) werden alle Randverschiebungen einer Eckzelle, sowie alle Verschiebungen
jeweils eines Randes zweier weiter Eckzellen gesperrt, siche Abb. 4.13. Aufgrund der
erzwungenen Periodizitat sind dann auch die gestrichelt eingezeichneten Lagerungen
vorhanden. Es ist zu betonen, dass nur der fluktuierende Anteil der Verformungen
der Einheitszelle durch die Zwangsbedingungen behindert wird, und nicht der Anteil
ug;(x) des Verschiebungsfelds nach Gl. (4.141). Im Modell wird die Lagerung durch
die Streichung der zu den gesperrten Freiheitsgraden gehorigen Zeilen und Spalten
der Matrizen K und L realisiert. Die Zahl der Unbekannten in den Gleichungssyste-
men (4.205) und (4.211) sinkt auf (4NgN, — 8) bzw. (2NzN, — 4).
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Abbildung 4.13: Lagerung der Einheitszelle zur Vermeidung von Starrkérperbewegungen

Effektiver Materialtensor

Zur Berechnung des effektiven Materialtensors werden zunéchst die mittleren Ver-
zerrungskonzentrationstensoren A% fiir eine Unterzelle aus dem mikroskopischen
Verzerrungsfeld bestimmt. Mit Hilfe der Verzerrungskonzentrationstensoren A7
lassen sich die makroskopischen Verzerrungen €™ auf die mittleren Unterzellverzer-
rungen (€} abbilden. Die Volumenmittelung der Verzerrungen iiber die Unterzelle

+1y/2 +hg/2 1

(ﬁv) (87) B7) 1,,(87)
(e ) 1hgl / / / dzidys " dys (4.215)

—1,/2 —hg/2 0

liefert fiir die Komponenten el(jm) nach Gl. (4.153) bis (4.158):

(€7 = i (4.216)
<5£7)> = 622+VV 10) (4.217)
(e557) = e+ Wien) (4.218)
(537 =6%+%Wf )+ e, (4.219)
(€5 = s+ WW (4.220)
() = eh+3 WM (4.221)

2

Die Mikrovariablen Wi((i L)L) berechnen sich aus den Losungen der Gleichungssysteme
(4.205) und (4.211) durch Einsetzen derselben in die Gleichungen (4.177) bis (4.182)
und (4.185) bis (4.187). Die mikromechanischen Gleichungen sind fiir sechs Lastfélle
zu l6sen, die dadurch gegeben sind, dass je eine Makroverzerrungskomponente zu 1
gesetzt wird, wahrend die iibrigen fiinf Verzerrungswerte Null sind. Aus jedem Last-
fall ergibt sich je eine Spalte der Matrixdarstellung der Verzerrungskonzentrations-
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tensoren. Die Matrixdarstellung des Verzerrungskonzentrationstensors A lautet:

16} 16}
ETN YL TEDY T ETY ] ]| 5
I6; I B8v) 162 I6; I
(™ | 1| 1) | [ | | ™y | | (e
Ié; I} 15} I}
L TEN | )] [ | [ ] | (e
AP = L L Y| |y | ey || )
Ié; I} I} B B I
N 1YL TEY T EY ] | €™y ]| (8
() | L™ | LB ] ey ] [ | [ ]
L LFe'iAl:l LFeg’E:l LFELI\,)A?’—I LFE%:I LFe'i"SZI LFe’iAZ:l i
(4.222)

Die Mittelwerte der Unterzellspannungen (6(°)) ergeben sich mit Hilfe der Verzer-
rungskonzentrationsmatrizen AP aus den Makroverzerrungen €™ und der elasti-
schen Materialsteifigkeitsmatrix C??) der Unterzelle zu:

(o-(ﬂv)) — C(Bw)<€(ﬁ'y)> — CWB pB7eM (4.223)

Die gewichtete Summe der mittleren Unterzellspannungen fiihrt auf die mittleren
Spannungen in der Einheitszelle, die den makroskopischen Spannungszustand dar-
stellen:

'Y

Ng
=7 ZZhgl CAIABNEM (4.224)

y=1 pg=1

Die Langen H und L ergeben sich aus H = > _ s hgund L = 3__[,. Mit der effektiven
Steifigkeitsmatrix

Ny Np
=7 Z > hgl, CEAFY (4.225)

v=1 g=1

ist die konstitutive Beziechung zwischen den makroskopischen Spannungen und Ver-
zerrungen gefunden:

(6) = C'eM (4.226)

Anwendungsbeispiel der hochauflésenden Methode der Zellen auf elasti-
sche Verbundwerkstoffe

Nachfolgend wird der gleiche Glasfaserverbundwerkstoff, der zuvor schon mit der
GMC analysiert worden ist, mit Hilfe der HFGMC homogenisiert. Das Ziel ist, die
Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden mikromechanischen Ansétze zu er-
kennen. Es werden die Materialdaten nach Tab. 4.1 auf Seite 78 sowie die diskreten
RVE-Modelle in Abb. 4.8 verwendet. Die Ermittlung der transversalisotropen Inge-
nieurkonstanten fiir die Modelle QR und QA erfolgt wie im Anwendungsbeispiel der
GMC.



98 Mechanik mikroheterogener Materialien

—~
Q
~—
—~

O
~—

70000 \ 70000 \
QA8  —+— QA8 —+—
QAl6  —x— QAL6  ——x-— j
60000 [ 3p2q - 60000 Fop2s  ox
_ QR8 s g QR8 o
& 50000 | QRI6 - - = 50000 fQR16 =
=3 QR24  --o-- ] QR24 - |
* @© -
w | QR36  -~~e | 3 | QR36 e i
3 40000 " iR5230 s 2 40000 " iR5230 o
2 HS- Ul HS-
T 30000 fHs+ - & 30000 |Hs+ 1
]
5 i
2 20000 - S 20000 -
3 2
g
10000 b 10000 b
<
0 L L L L O L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Faservolumengehalt V; Faservolumengehalt V;
() (d)
30000 ‘ ‘ 30000 ‘ ‘
QA8  —+— QA8 —+—
QAl6  —x— : _ QA16  ——x— |
25000 | QA24 - xooe & 25000 QA24 - *
= QRS B ; = QR8 @ i
= QR16 --=-- ) QR16  --=--
*(Dm 20000 F Qr24 - % 20000 F QR24  --o-- ;,
5 QR36 e S QR36 e i
3 HR5230 S HR5230 o
E 15000 | ys. 1 2 15000 g, e S
O : ;
2 HS+ 0 HS+ ;
3 )
~ 10000 R ® 10000 b
o &
< (]
.% H
5000 | 1 & 5000 | 1
=
0 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Faservolumengehalt V; Faservolumengehalt V;
(e) (f)
0.36 \ \ 0.5
QA8 —
0.34 s QA16 e T
_ A QA24  xo £ o4 |
£ o032 QR8 o Z2
= QR16 = 3
*>¢5 03 ©° (EG
— ST . 7 N | J
£ 028 1 ° QAL6
=T Sl o
[0 . = =) =
0.26 :
& ) E QR16 =
[} o S
S o024t \ . 3 QR24 o
8 & o1 QR36 . ]
@ HR5230 -~
0.22 + 7 ha HS- e
R HS+ E—
02 L L L L — 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Faservolumengehalt V¢ Faservolumengehalt V¢

Abbildung 4.14: Vergleich der elastischen Kennwerte der diskreten HFGMC-Modelle
nach Abb. 4.8 mit den oberen und unteren Schranken der transversalisotropen Elas-
tizitdtsparameter nach Hashin-Shtrikman
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Die Diagramme in Abb. 4.14 (a) bis (f) zeigen die Ergebnisse der HFGMC-Analyse
des glasfaserverstiarkten Epoxidharzes, die mit den Kurvenverlaufen in Abb. 4.9 (a)
bis (f) auf Seite 81 zu vergleichen sind. Die GMC und die HFGMC liefern fiir den
axialen Elastizitdtsmodul E identische Werte. Beim transversalen Elastizitatspa-
rameter F; zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Modell QA, QR und
HR5230 in der HFGMC-Berechnung, wéhrend die GMC fiir den Modul E; des
RVEs HR5230 in Abb. 4.9 (b) kleinere Wert voraussagt, die fiir Faservolumenan-
teile V¢ < 0.70 unterhalb der Hashin-Shtrikman Grenze H S~ bleiben.

Fiir den axialen und transversalen Schubmodul G} und Gy liefern alle RVE-Modelle
der HFGMC fast identische Werte, die etwas dichter an der unteren Schranke HS™
liegen als in der GMC-Berechnung fiir die Modelle QR und QA. Im Gegensatz zur
GMC fiithrt das hexagonale Modell H R5230 bei der HFGMC-Analyse zu Werten
fir G; und G, die oberhalb der Grenze HS~ angesiedelt sind. Die aus den ortho-
tropen Modellen QA und Q)R berechneten transversalisotropen Schubsteifigkeiten
G} stimmen fiir die GMC und HFGMC gut tiberein. Die axialen Querdehnzahlen
vy der HFGMC-Modelle entsprechen fiir einen weiten Bereich des Fasergehalts der
oberen Schranke HS* und liegen dichter beieinander als in der GMC-Berechnung.
Im Gegensatz zur GMC fallen die transversalen Querdehnzahlen v; der HFGMC
fiir alle RVE-Diskretisierungen zwischen die Grenzen nach Hashin-Shtrikman. Im
Abschnitt 4.4.1 ist bereits diskutiert worden, dass die effektiven Steifigkeiten von
der Wahl der Randbedingungen beeinflusst werden. Periodische Randbedingen fiih-
ren bei ansonsten gleicher Modellierung zu geringeren Steifigkeiten als homogene
Verschiebungsrandbedingungen, da letztere eine stiarkere Restriktion des Deforma-
tionsfelds darstellen. Die Einschrankung der Deformationsfreiheit wird bei der GMC
noch zusétzlich verscharft, da der Verschiebungsansatz nur linear ist, wahrend das
mikroskopische Verformungsfeld von der HFGMC mit iiberlagerten Legendre Poly-
nomen nullten bis zweiten Grades approximiert wird.

Der Vergleich der Vorhersagen der HFGMC (periodische RB) mit denen der GMC
(homogene RB) bestétigt im Prinzip die Existenz versteifender Effekte im GMC-
Ansatz. Das Ausmals ist jedoch nicht stark ausgeprigt, da die Spannungskontinui-
tatsbedingungen der GMC relativ homogene Spannungsfelder erzwingen. Die An-
nahme eines vollstdndig homogenen Spannungszustands liefert nach Reuss die un-
teren Grenzwerte der elastischen Parameter. Die den versteifenden Effekten entge-
genwirkende geringe Verénderlichkeit der Spannungen im GMC-Modell zeigt sich
deutlich beim effektiven Schubmodul G} des Modells H R5230. Hier wird der Schub-
modul nicht aus den Steifigkeiten C3, und C5; des transversalisotropen effektiven
Materialtensors berechnet, sondern folgt direkt durch Differentiation des Schubspan-
nungsfelds nach den Schubdeformationen. Wegen der vollstdndigen Homogenitéit des
transversalen Schubspannungsfelds wird die Schubsteifigkeit nicht iiberschétzt, son-
dern fallt mit der Reuss-Schranke zusammen und ist damit wesentlich geringer als
die Steifigkeit, die anhand der HFGMC ermittelt wird.

4.4.4 Homogenisierung mittels der FEM und Vergleich mit
Ergebnissen der GMC und HFGMC

Die Methode der finiten Elemente kann ebenso wie die Methode der Zellen fiir
die Homogenisierung von Verbundwerkstoffen angewendet werden. Die Basis hierfiir
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Abbildung 4.15: Homogene Randbedingungen am RVE

stellt wie schon bei der GMC und der HFGMC das repréasentative Volumenelement
dar, welches im Allgemeinen durch finite Volumenelemente oder im Sonderfall unidi-
rektional langfaserverstiarkter Verbundwerkstoffe durch Scheibenelemente im ebenen
Verzerrungszustand diskretisiert wird. In diesem Abschnitt sollen die Berechnungen
der GMC und der HFGMC mit der FE-Losung als Referenzlosung verglichen wer-
den. Die effektiven Steifigkeiten ergeben sich bei der Homogenisierung mittels der
FEM aus der Forménderungsenergie des diskreten RVE-Modells. Ein Werkstoff mit
quadratischer Anordnung der Fasern besitzt 6 unabhéngige Kennwerte:

Chy, Oy = Csg, Cha = C3, Cag, Cu, Cs5 = Cig (4.227)

Fiir die Bestimmung aller Komponenten C;; in Gl. (4.227) sind als Beanspruchungen
die sechs Verschiebungslastfille nach Abb. 4.15 vorzugeben. Bei homogenen Rand-
bedingungen werden die Verschiebungen aller Knoten auf dem Rand so vorgeschrie-
ben, dass die gezeigten Verformungsbilder entstehen. Zur Erzeugung periodischer
Verschiebungsrandbedingungen werden nur die Betrdge der Verschiebungen fiir die
Eckknoten des diskretisierten RVEs vorgegeben. An die iibrigen Randknoten wird
die abgeschwéchte Forderung nach der Periodizitdt des Verschiebungsfelds gestellt,
vgl. Kapitel 4.4.1. Fiir den Vergleich der FEM mit der GMC und HFGMC wird
der transversale Schnitt durch das RVE mit finiten Scheibenelementen (Plane42
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in ANSYS) diskretisiert. Aus Griinden der Einfachheit wird von einer rechtwink-
ligen Fasergeometrie ausgegangen, denn das Ziel der hier angestellten Rechnung
ist nicht die moglichst genaue Vorhersage der realen effektiven Eigenschaften, son-
dern die Beurteilung der Giite der GMC und HFGMC Analysen im Vergleich zur
FEM-Berechnung unter gleichen Bedingungen. Das Element Plane42 wird als reines
isoparametrisches Element sowie als Element mit zusétzlichen, inkompatiblen Ver-
schiebungsansétzen (EDS: extra displacement shape functions, Wilson et al. (1973))
im ebenen Verzerrungszustand (EVZ) verwendet. Der Faservolumengehalt betréigt
in allen Simulationen V; = 0.5. Die FE-Losung fiir die Spannungs- und Verzerrungs-
felder liefert die Niherung (U") fiir die mittlere elastische Forminderungsenergie im

RVE:

1
Uhy = — / Y 4.228
< > 2|VRVE| J =] ( )

VRvE

Das homogene Ersatzmaterial, in welchem der makroskopische Spannungstensor (o)
und der makroskopische Verzerrungstensor €M = (€) wirken, besitzt die Formiinde-
rungsenergiedichte U*, die sich iiber die noch unbekannten effektiven Steifigkeiten
Cy berechnet:

2

. 1
U =3 <‘7w> C]klekl EU (4.229)
Im Sinne der Makrohomogenitétsbedingung nach Hill lassen sich die Energiedichten

U* und (U") gleichgesetzen:

1
2 z]klel'l/llelz\;l:2|VRVE| /Uzyez]dv (4230)

VRVE

Von den sechs unbekannten Komponenten in Gl. (4.227) konnen die Steifigkeiten
Coy = (33 sowie Cyy wie folgt am zweidimensionalen RVE-Modell berechnet werden:

1. 2
. M2
205,65 |Lriv = <Uh>}LFIV (4.232)

Die elastischen Materialparameter der transversalisotropen Kohlefasern betragen
G, = 10.3 GPa, G, = 6.9 GPa, E; = 72.4 GPa, E, = 220.7 GPa sowie v, = 0.25.
Das isotrope Epoxidharz ist charakterisiert durch F = 3.2 GPa und G = 1.2 GPa.
Die Materialdaten sind Altenbach (1996) entnommen und stammen urspriinglich aus
Willway and White (1989). Untersucht werden Diskretisierungen wie in Abb. 4.16
dargestellt, d.h. das RVE wird mit einem regelméfigen Netz rechtwinkliger Elemen-
te tiberzogen. In allen Modellen (FEM, GMC und HFGMC) wird ein quadratischer
Faserquerschnitt angenommen. Die HFGMC und GMC approximieren zusétzlich die
runde Fasergeometrie anhand der RVE-Typen QR nach Abb. 4.8 auf Seite 79. Die
Ergebnisse der Simulationsrechnungen am RVE sind in den Diagrammen der Abbil-
dungen 4.17 und 4.18 graphisch iiber der Elementanzahl aufgetragen. Der Vergleich
der Berechnungsergebnisse in Abb. 4.17 zeigt, dass die FEM-Analyse bei homoge-
nen Randbedingungen unabhéngig davon, ob EDS verwendet werden oder nicht, die
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Abbildung 4.16: FE-Modell des RVEs im Lastfall IV, €} # 0. Links: homogene
Randbedingungen. Rechts: periodische Randbedingungen

héchsten Werte fiir die Steifigkeit C5, liefert und die Losung fiir beide Elementformu-
lierungen (mit und ohne EDS) zum selben Grenzwert konvergiert. Der FEM-Ansatz
mit periodischen Randbedingungen fiithrt auf eine etwas geringere Steifigkeit. Die
HEFGMC sagt fiir hinreichend feine, auskonvergierte Vernetzungen eine Steifigkeit
(5, vorher, die zwischen den Ergebnissen der FEM bei homogenen und bei peri-
odischen R.B. liegt. Die GMC liefert im Vergleich dazu die geringste transversale
Steifigkeit C5,. Die Approximation des realen, runden Faserquerschnitts anhand der
QR Modelle geméafs Abb. 4.8 auf S. 79 bewirkt sowohl in der GMC- als auch in der
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Abbildung 4.17: Vergleich der Vorhersagen fiir die transversale Steifigkeit C, fiir
verschiedene Berechnungsmethoden in Abhéngigkeit der Diskretisierung
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Abbildung 4.18: Vergleich der Vorhersagen fiir die transversale Schubsteifigkeit C7,
fiir verschiedene Berechnungsmethoden in Abhéngigkeit der Diskretisierung

FEM, periodische RB FEM, homogene RB

Steifigheit  HFGMC mit EDS ohne EDS GMC mit EDS ohne EDS
Cs, [MPa]  8716.0 8693.6 8694.8 8520.0  8739.8 8741.0
Cso | %] 100.3 100.0 ~100.0 98.0 100.5 100.5
Ci, [MPa]  2118.0 2096.2 2096.5 2044.0  2268.0 2269.8
Ciy %] 101.0 100.0 ~100.0 97.5 108.2 108.2

Tabelle 4.2: Gegeniiberstellung der Simulationsergebnisse (auskonvergierte Netze:
36 x 36 Elemente fiir alle Modelle mit quadratischem Faserquerschnitt)

HFGMC-Analyse eine kleinere effektive Steifigkeit gegeniiber der Annahme einer
quadratischen Faser. Dieser Unterschied ist bei der HFGMC deutlicher ausgepragt
als bei der GMC. In Abb. 4.18 sind die Ergebnisse fiir die transversale Schubsteifig-
keit C'}, des Verbundwerkstoffs dargestellt. In deutlich ausgepragterer Weise als im
Lastfall des transversalen Zugs ergibt die FEM-Simulation bei homogenen Schub-
randbedingungen die grofite effektive Steifigkeit. Die zweithochste Steifigkeit C7,
erhdlt man mit dem HFGMC-Modell gefolgt vom Ergebnis der FEM-Analyse mit
periodischen Randbedingungen. Der Einfluss der Gestalt des Faserquerschnitts auf
die effektive Steifigkeit ist fiir das HFGMC-Modell von untergeordneter Grofe. Die
GMC liefert die geringste Schubsteifigkeit im Vergleich der Modelle. Die Resultate
fiir die quadratische und die runde Fasergeometrie sind identisch.

In Tab. 4.2 sind die absoluten effektiven Steifigkeiten C3, und Cj, fiir die unter-
schiedlichen Modellansétze bei quadratischem Faserquerschnitt nochmals angege-
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Abbildung 4.19: Spannungsfelder oo, im Lastfall ey = 1 fiir runde und quadratische
Faser

ben. Zusétzlich sind prozentuale Steifigkeiten aufgefiihrt, wobei die FEM-Losung fiir
periodische Randbedingungen und mit EDS als Referenzlosung (=100%) dient. Die
Prozentangaben lassen erkennen, dass sich die HFGMC-Lésung in sehr guter Uber-
einstimmung mit der FEM-Losung befindet. Die Steifigkeiten des GMC-Modells un-
terschreiten diejenigen des FEM-Ansatzes mit periodischen Randbedingungen. Die
Erklarung dafiir, dass die GMC trotz homogener Randbedingungen geringere Stei-
figkeiten als die Modelle mit periodischen Randbedingungen liefert ist im geringeren
Auflésungsvermdgen der Spannungsfelder zu suchen. Im GMC-Modell des RVEs sind
die Spannungsfelder bereichsweise homogen, was zu geringeren Steifigkeiten und im
Falle der Schubsteifigkeit sogar auf die Reuss-Approximation fiihrt, s. Gl. (4.136).
Die rdaumlich konstanten Spannungsverteilungen der GMC in grofsen Bereichen des
RVEs iiber mehrere Unterzellen hinweg bewirken eine Uberkompensation des Ver-
steifungseffekts der homogenen Randbedingungen.
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Abbildung 4.20: Spannungsfelder o3 im Lastfall ed = 1 fiir runde und quadratische
Faser

In Abbildung 4.19 sind die Spannungsfelder o, dargestellt, die sich im Lastfall
eM = 1 fiir Netze mit 36 x 36 Elementen ergeben. Den Spannungsverteilungen auf
der linken Seite liegt eine quadratische Fasergeometrie zugrunde wéhrend in den
Verteilungen auf der rechten Seite eine runde Faser approximiert wird. Fiir das RVE
mit quadratischer Faser sind im HFGMC- und FEM-Modell (mit periodischen RB)
deutliche Spannungskonzentrationen am oberen und unteren Rand der Faser zu er-
kennen, die durch die scharfen Ecken der Fasern induziert sind. Die Spannungsfelder
der FEM und der HFGMC stimmen qualitativ sehr gut {iberein. Das GMC-Modell
16st die Konzentrationen nicht auf, vielmehr herrscht im gesamten Bereich der Faser
der gleiche Spannungszustand.

Die Spannungsverteilungen bei einer runden Faser im RVE weisen qualitativ deut-
liche Unterschiede gegeniiber der Verteilung bei einer quadratischen Faser auf. Das
Spannungsmaximum liegt nicht am Rand der Faser, sondern in Fasermitte vor. Im
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Gegensatz zur HFGMC ist es mit der GMC nicht méglich, die Verénderlichkeit der
Spannungen oy in xo-Richtung aufzulésen; der Randspannungszustand setzt sich in
9 unveranderlich durch das RVE fort.

In Abbildung 4.20 sind die Spannungsfelder o3 fiir den Lastfall e}} = 1 graphisch
dargestellt. Unabhéngig von der Faserform liefert die GMC ein vollstandig homo-
genes Spannungsfeld. Die HFGMC 16st die Spannungsfelder dagegen gut auf. Die
mit der HFGMC erzielbare Spannungsverteilung im RVE mit quadratischer Faser
stimmt mit der Verteilung laut FEM-Losung weitgehend iiberein. Die numerisch
hochste Effizienz, ausgedriickt in der Zahl der Unbekannten, besitzt die GMC. Fiir
die feinste Vernetzung mit 36 x 36 x 1 Elementen belduft sich die Zahl auf 1441.
Das zu l6sende, lineare Gleichungssystem besitzt sogar nur 1368 Unbekannte, da die
Gleichungen fiir die Schublastfélle linear unabhéngig sind und mit geringem numeri-
schen Aufwand analytisch losbar sind — siche Gln. (4.130) bis (4.132) auf S. 77. Die
Konsequenz ist die schlechte Auflésung der Spannungsfelder, die erzielbaren homo-
genisierten Stefigkeiten sind dennoch zufriedenstellend genau. Die HFGMC erfordert
die Losung zweier linearer Gleichungssysteme. Bei ebenfalls 36 x 36 x 1 Elementen
belduft sich die Zahlen der Unbekannten auf 5176 bzw. 2588. Die FEM erfordert
zur Bestimmung aller Komponenten des effektiven Steifigkeitstensors die Verwen-
dung von Volumenelementen. Fiir die Ermittlung der hier betrachteten Steifigkeiten
reicht das vierknotige Scheibenelement aus. Unter periodischen Randbedingungen
und einer Vernetzung durch 36 x 36 x 1 vierknotigen Scheibenelementen ergeben
sich 2590 Unbekannte. Die Zahl der Freiheitsgrade der FEM ist folglich geringer als
bei der HFGMC. Es ist anzumerken, dass der Verschiebungsansatz der FEM ledig-
lich bilinear ist, wihrend die Ansatzfunktionen der HFGMC quadratische Polynome
sind.



Kapitel 5

Elastische
Verbundwerkstoffstrukturen

5.1 Einbettung der Zellenmethode in die Technik
der finiten Elemente

Fragestellungen der Kontinuumsmechanik lassen sich mathematisch als Anfangs-
Randwertproblem formulieren. Die gesuchte Verschiebungsfunktion u muss im all-
gemeinen ein partielles Differentialgleichungssystem (mit dem Differentialoperator
D) auf dem Definitionsgebiet

Du(x(t),t)] =p(t) Vx € Q, Vit €[ty,t] (5.1)

unter Beachtung gewisser Anfangs- und Randbedingungen zur Zeit to bzw. auf dem
Rand I' = I'y U Ty erfiillen. Fiir die Verschiebungen und Spannungen auf dem Rand
mit der Normalen n gilt fiir die Verschiebungsmethode in der Elastizitéatstheorie:

u(x,t) L= u(t) ob(x, t)n(x,t) L= t(t) (5.2)
Die Anfangsbedingungen lauten:
d
u(x,0) =ug bzw. ugz, 0) =1, (5.3)

Die exakte Losung des Problems erfiillt auch die mit den Variationen w gebildete
schwache Form:

/Du-wdQ:/p-wdQ (5.4)
Q Q

Im Falle einer strukturmechanischen Aufgabe lautet die schwache Form der lokalen
Gleichgewichtsaussage mit dem Spannungstensor o und dem Volumenlastvektor p:

/(div o) wdQ = —/pT w dQ (5.5)
Q Q

Mit € = Lu = 1 (Vu+(Vu)") und der Ersetzung w = du erhilt man nach
partieller Integration und Annahme eines linear elastischen Kontinuums die Inte-
gralgleichung

/56:C:edQ:/équdQ+/5uTtds (5.6)

Q Q o
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oder allein in den Verschiebungen u ausgedriickt

/5uTLT :C :Lud2 = /5uT p dQ + /6uT t ds, (5.7)
Q Q T2

worin t der Oberflichenlastvektor und L der kinematische Operator sind. Die fini-
ten Elemente mit den Knotenwerten u® ersetzen das gesuchte Verschiebungsfeld u
naherungsweise durch einen Reihenansatz mit N als Matrix der Formfunktionen.

u~u,=Nu" und Lu"=:Bu” (5.8)

Dieser Ansatz fithrt auf das folgende Gleichungssystem fiir die diskretisierten Ver-
schiebungen:

/(BTCBdQ)u’“:/diQJr/Ntds (5.9)
Q Q Iy

Zur numerischen Integration der Gleichungen (5.9) werden die Steifigkeiten C des
Kontinuums in jedem Stiitzpunkt bendtigt, welche von den simultan zur FE-Analyse
ablaufenden Homogenisierungsalgorithmen der GMC und HFGMC geliefert werden.
An die Stelle des Steifigkeit C tritt die effektive Steifigkeit C* des Verbundmaterials.

5.1.1 Anmerkungen zur Implementierung mikromechanisch-
er Modelle in den FE-Code FEAP

Die Implementierung der mikromechanischen Zellenmodelle als User-Materialroutine
wird in das FE-Paket FEAP in der Version 8.1 vorgenommen worden — siehe hierzu
auch Taylor and Zienkiewicz (1989). Die Einbindung von User-Materialmodellen in
die FE-Codierung von FEAP geschieht {iber die Routinen umati und umatl. Wih-
rend umati zum FEinlesen der Modellparameter gedacht ist und nur einmalig zum
Beginn der FE-Analyse aufgerufen wird, dient umatl dem Aufruf der Materialsub-
routinen, in denen der konstitutive Tensor und die Spannungen an den Integrations-
stellen berechnet werden. Somit wird umatl fiir jede Stiitzstelle und bei transienten
Berechnungen in jedem Zeit- bzw. Iterationsschritt aufgerufen. Die Implementierung
der elastischen Modelle und spéater auch des viskoelastischen GMC-Modells ist auf
zwei Arten moglich. Die erste Variante, welche fiir die Homogenisierung von Werk-
stoffen mit prozessabhéngiger Schadigungsentwicklung die allein mogliche ist, fithrt
den Homogenisierungsalgorithmus fiir jeden Stiitzpunkt der numerischen Integrati-
on und jeden Zeitschritt wiederholt durch. Hier wird das GMC-Modell durch umatl
aufgerufen. Alternativ kann die Homogenisierung bei linear elastischem und visko-
elastischem Werkstoffverhalten (bei konstanter Zeitschrittgrofse) schon beim Aufruf
von umati geleistet werden. Die effektiven Steifigkeiten werden dann nur einmalig
und nicht mehr separat fiir jeden Integrationspunkt und jeden Zeitschritt ermittelt.
Der effektive Materialtensor ist im Arbeitsspeicher vorzuhalten. Es kann dann von
umatl auf die gespeicherten Materialdaten zugegriffen werden. Im einzelnen Integra-
tionspunkt sind lediglich die aktuellen Spannungen zu ermitteln. Auf diesem Wege
lasst sich eine erhebliche Rechenzeitersparnis erzielen, da der betriebene numerische
Aufwand zur Homogenisierung bei dieser Variante der Implementierung unabhéngig
von der Zahl der FE-Freiheitsgrade ist.
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5.1.2 Beriicksichtigung der Faserausrichtung

Um die Verlaufsrichtung der Fasern im Bauteil abweichend von der globalen -
Richtung wahlen zu kénnen, ist die Transformation der makroskopischen Verzerrun-
gen €M der Spannungen (6) und der Steifigkeitsmatrix C* notwendig. Die Transfor-
mation zwischen zwei kartesischen Koordinatensystemen {e;} und {€;} wird durch
die Transformationsmatrix T vermittelt:

t11 t12 113
[Ti;] = | ta1 taz ta3 (5.10)
t31 t32 t33

Die Komponenten t;; = e; - €; = cos(a;;) entsprechen den Richtungscosinus’ der
eingeschlossenen Winkel «;; zwischen den Einheitsvektoren e; und e;. Mit den Ko-
effizienten ¢;; transformieren sich ein Tensor a zweiter Stufe gemafs a;; = tit G-
Fiir einen Tensor B vierter Stufe gilt Biju = tirtjst;mtlmgmnm. Folglich ergeben sich
unter Beriicksichtigung der Symmetrie 0;; = 0;; sechs Transformationsgleichungen
des Spannungstensors in Vektornotation:

T
{011 022 033 023 013 012} =

[ ti1t11 tiatie tistis 2t12t13 201113 2t11t12 1 (7))
to1lo1 Toolon  Toglos 2t90t23 2to1t93 21129 0922
t31t31 t32lsa t33tss 2t39t33 231133 231132 033
to1l31 Toolsz loglsz loolsz + tostsn to1tss + tostsr  tortss + tootsy 023
L1131 tiol3e  ti3tss Tiolsz + ti3lse  ti1tss + tistsr t1ilse + tiotsn 013

L t11ta1 tioloe  ti3toz Tioloz + f13lon  ti1fog + tistar  t11fos + tiotar 1\ O12 )
=T
(5.11)

Die Transformation des Verzerrungstensors in Voigt-Notation lautet mit der Trans-
formationsmatrix T

T
{ e en €3 263 263 265 ) =

[ttt tiotie tistis t12l13 t11t13 t11t12 1( &1 )
to1fo1  tootas  tostos loalo3 to1l23 to1l22 €22
l31lsr  tsalz2  t33tss L3233 3133 31132 €33
2to1t31  2footzn  2fo3t3z  toolzz + tazlza ta1l3s + logtsr  Tortss + footan 263
2011t31  2t19t3p  2013t33 Tiatzz + ti3lsa  ti1f3z + tigfsr  fiitse + fiatan 2€13

L 2t11t91  2t1otae  2ti3ta3 tiales + fi3tas  tiifoz + tigtor  fiiles + fioter | || 2612 )
=T
(5.12)

Stellen 6 und & den Spannungs- und den Verzerrungszustand in den Hauptachsen
des Werkstoffs dar, so ergeben sich die konstitutiven Gleichungen im kartesischen
Koordinatensystem {€;} der Makrostruktur mit Hilfe der Gln. (5.11) und (5.12):
c = C'e
Tc = C'Te (5.13)
6 = T°'C'Te
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Die Steifigkeitsmatrix C in den Koordinaten der Makrostruktur lautet folglich:
C=T'C'T* (5.14)

Die Drehmatrix T fiir eine Rotation des kartesischen Basissystems im dreidimensio-
nalen Raum kann auf verschiedene Weisen durch drei Drehwinkel dargestellt werden.
Die Eulerwinkel beschreiben jeweils eine Rotation um eine bestimmte Achse, welche
die Transformation zwischen zwei kartesischen Koordinatensystemen festlegt. Die
direkte Vorgabe der Richtungscosinus’, also der Komponenten ¢;; in Gl. (5.10), ist
ebenfalls moglich.

x-Konvention

In der x-Konvention (siehe z.B. Meywerk (2007)) erfolgt zunéchst eine Drehung W
um die e3-Achse des Ausgangssystems. Es folgt eine Rotation 6 um die neue e;-Achse
und schliefllich um ® um die aus den beiden vorangegangen Drehungen entstehende
es-Richtung. Die Drehmatrix T lautet:

T:

(cos W cos @ — sin W cos fsin @) (— cos ¥sin® — sin W cosf cosP)  (sin ¥ sin )
(sin W cos @ + cos ¥ cosOsin®) (cos W cosfcosP — sin ¥Usin®) (— cos ¥sinb)
(sin 0 sin @) (sin 0 cos P) (cos0)

(5.15)

y-Konvention

In der y-Konvention erfolgt zunéchst eine Drehung ¥ um die es3-Achse des Aus-
gangssystems. Es folgt eine Rotation 6§ um die neue es-Achse und schlieflich um
® um die aus den beiden vorangegangen Drehungen entstehende es-Richtung. Die
Drehmatrix T lautet:

T =
(—sin Usin ® 4 cos ¥ cos 0 cos @) (—sin W cos  — cos ¥ cos fsin @) (cos U sin 6)
(cos Usin® +sin Wcosfcos®) (cosWcoshcosd —sinWsin®) (sin ¥sinb)

(—sin 6 cos D) (sin @ sin D) (cosf)
(5.16)

Die Bestimmung der Transformationsmatrix in Abhéangigkeit der Eulerwinkel besitzt
kritische Punkte, in denen die Abbildung nicht eindeutig umkehrbar ist. Dies tritt
bei der x- oder y-Konvention auf, falls der Winkel der zweiten Drehung Null ist,
denn in diesem Fall stimmt die Drehachse der ersten Drehung mit der Drehachse
der dritten Drehung tiberein. Folglich ergibt sich die Gesamtdrehung a@ = ¥ + &
als Summe aus zwei Drehungen um die gleiche Achse, die durch unendliche viele
Kombinationen der zwei Drehwinkel ¥ und ¢ darstellbar ist.
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5.2 Finite Elemente Berechnung von linear elasti-
schen Faserverbundstrukturen

Im Folgenden werden die Ergebnisse durchgefiihrter FE-Analysen strukturmechani-
scher Aufgaben vorgestellt und diskutiert, die der Verifikation und Validierung der
HFGMC- und GMC-Implementierung in den FE-Code FEAP dienen.

5.2.1 Zweischichtige Laminatzugprobe

Im Rahmen eines von Soden and Hinton (1998) initiierten Wettbewerbs (,World-
Wide Failure Ezxercise®) zur Prognose des Versagens von Faserverbundkunststoffen
werden in Soden et al. (1998) fiir verschiedene Materialkombinationen experimentell
gewonnene Werkstoffkennwerte sowohl fiir ein Verbundmaterial aus unidirektional
verstarktem Glasfaser /Epoxidharz als auch fiir die einzelnen Konstituenten angege-
ben. Diese Daten werden der folgenden Vergleichsrechnung zu Grunde gelegt. Da die
Werkstoftkennwerte sowohl fiir die einzelnen Phasen als auch fiir den Verbundwerk-
stoff vorliegen, ist neben der Verifizierung der GMC und HFGMC-Implementierung
in das FE-Programm auch die Validierung der Zellenmodelle moglich. Zur Verifi-
kation wird die Elastizitdtsmatrix fiir das Ersatzkontinuum zunéchst vor der FE-
Berechnung der strukturmechanischen Aufgabe mit Hilfe der GMC und der HFGMC
bestimmt und sodann als Werkstoffmatrix dem FE-Programm iibergeben. Verglei-
chend werden in einem zweiten Rechenlauf die Materialparameter der beiden Phasen
und der Faservolumengehalt vorgegeben; der Homogenisierungsalgorithmus ist dann
simultan zur FE-Analyse und fiir jede Stiitzstelle der numerischen Integration zu
durchlaufen. Bei der Validierung wird die Elastizitdtsmatrix des Ersatzkontinuums
aus den experimentellen Daten, die am Verbundwerkstoff gewonnen wurden, be-
stimmt. Diese Grofe liegt dann der Materialformulierung im FE-Modell zu Grunde.

Als strukturmechanisches Beispiel dient die Zugprobe nach Abbildung 5.1. Sie be-
steht aus einem zweischichtigen Winkelverbundlaminat [+45°/ —45°], dessen Einzel-
schichten aus dem unidirektional glasfaserverstarkten Epoxidharz gebildet werden.
Die Materialkennwerte sind in Tab. 5.1 angegeben. Der Faservolumengehalt liegt bei
V¢ = 0.62. Die anhand der GMC und HFGMC berechneten Ingenieurkonstanten fiir
einen orthotropen Werkstoff mit Fsy, = E33 und G152 = G3 sind in Tab. 5.2 aufge-
fiihrt. Die diskreten Modelle der GMC und HFGMC-Analysen bestehen aus der je-
weils 20 x 20 Elemente umfassenden Vernetzung des RVEs mit einer einzelnen runden

E1 Eo G2 Gas V12 Va3

|GPa|] [GPa] [GPa] [GPa] [ -]

E-Glass 80.0 80.0 33.3 33.3 0.2 0.2
Epoxidharz  3.35 3.35 1.24 1.24  0.35 0.35
Komposit  53.48 17.70 5.83 — 0.278 04

Material

Tabelle 5.1: Elastische Eigenschaften der Komponenten E-Glass 21 x K43 Gevetex,
LY556/HT907/DY063 epoxy und homogene Materialparameter aus Experimenten
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Abbildung 5.1: Zweischichtige Laminatzugprobe

Faser. Die aus den Phasensteifigkeiten berechneten Verbundsteifigkeiten weichen fiir
Vi = 0.62 von den im Experiment gemessenen Eigenschaften in unterschiedlich star-
kem Mafe ab. Hierbei ist anzumerken, dass die Materialdaten der Glasfasern nach
Tab. 5.1 invers identifiziert wurden; sie stammen aus der Anwendung von nicht né-
her konkretisierten Mischungsregeln auf die experimentell bestimmten Steifigkeiten
der Einzelschicht. Daher sind die Fasereigenschaften vom angewendeten mikrome-
chanischen Modell abhéngig und reproduzieren nur in Verbindung mit diesem die
richtigen homogenen Eigenschaften. Statt die Fasereigenschaften (zur Verbesserung
der Vorhersagen) mittels des HFGMC- oder GMC-Modells invers zu identifizieren,
wird der Faservolumengehalt, dessen experimentelle Bestimmung ebenfalls mit Un-
genauigkeiten verbunden ist, geringfiigig erhcht. Mit einem angenommenen Gehalt
von V; = 0.65 liefert die GMC bessere und die HFGMC sehr gut tibereinstimmen-
de homogene Kennwerte. Im FE-Modell des zweischichtigen Winkelverbundlaminats
[-+45°/ — 45°] wird jede Laminatschicht in Dickenrichtung durch ein 8-knotiges, iso-
parametrisches Volumenelement abgebildet; Lénge und Breite der Platte werden
durch 12 bzw. 6 Elemente in einer Richtung diskretisiert. Der Winkel « definiert die
Richtung der ersten Hauptachsenrichtung (Faserrichtung x;) einer Schicht bezogen
auf die z-Richtung des FE-Modells. Die Zugkraft P, = 10 kN wird als konstant

En E G2 Gias V12 Va3

|GPa] |[GPa| |GPa| |[GPal] [ -]
GMC (0.62) 50.89 15.21 4.30 3.08 0.25 0.26
GMC (0.65) 53.19 16.68 4.71 3.31  0.25 0.25
HFGMC (0.62) 51.33 16.11 4.82 3.42  0.26 0.25
HFGMC (0.65) 53.65 17.89 5.35 3.72 0.25 0.24

Materialmodell

Tabelle 5.2: Orthotrope elastische Materialparameter aus GMC- bzw. HFGMC-
Berechnungen
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FEM/GMC, V;=0.65 ———
FEM/GMC, V;=0.62 -
35 FEM/HFGMC, V;=0.65 - -
FEM/HFGMC, V;=0.62 o
2 FEM/Exp., V{=0.62 - = -

Verschiebung u, [mm] am Probenende
o

1t
2 F
-3 F
-4 1 1 I
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Breite y [mm]
Modell FE/HFGMC FE/GMC FE FE/GMC FE/HFGMC
gekoppelt gekoppelt  Experiment vorab hom. vorab hom.
Vi 0.62 065 0.62 0.65 0.62 0.62 0.62
max|u,| 2.85 251 3.06 2.75 2.52 3.06 2.85
rel. |u,| 1.13 099 1.21 1.09 1.0 1.21 1.13

Abbildung 5.2: Uberhohte Darstellung der Deformationsfigur und Verlauf der Quer-
verschiebungen ug [mm| am Ende der Laminatplatte

verteilte Oberflichenlast p, an beiden Probenenden in entgegengesetzter Orientie-
rung eingeleitet. An den beiden Enden (z = £200mm) der Zugprobe sind jeweils
die Knoten mit den weiteren Koordinaten y = z = 0 in vertikaler z-Richtung un-
verschieblich gelagert. Die Knotenpunkte mit z = y = 0 und 2z = £1.6 mm sind in
y-Richtung gehalten. Die Starrkorperverschiebung in x und die Rotation der Probe
um 2z wird durch die Lagerung der Knoten mit den Koordinaten x = 0, y = +50
und z = 0 in z-Richtung verhindert. Aufgrund der Anordnung der Laminatschichten
iiber die Dicke der Zugprobe kommt es unter reiner Zugbelastung zur Verwindung
der ebenen Platte. Die rechnerischen Torsionsverformungen der Enden der Zugprobe
fiir sowohl experimentell als auch fiir die auf Basis der GMC und HFGMC homoge-
nisierten Werkstoffkennwerte sind in Abbildung 5.2 graphisch und tabellarisch dar-
gestellt. Die Ergebnisse der Berechnung fiir den vorab numerisch homogenisierten
Verbundwerkstoff stimmen mit denen bei simultaner Homogenisierung in jedem Inte-
grationspunkt iiberein, wodurch die Implementierung der elastischen Zellenmodelle
als Materialroutine verifiziert ist. Fiir die Validierung sind die Ergebnisse basierend
auf den numerisch homogenisierten und den experimentell bestimmten, homogenen
Materialparametern zu vergleichen. Fiir den in Soden et al. (1998) angegebenen
Faservolumengehalt V; = 0.62 zeigt sich eine Abweichung der Vorhersagen unter
Verwendung der numerisch und experimentell bestimmten Materialparameter. Die
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auf die Referenzlosung fiir experimentell bestimmte homogene Eigenschaften bezoge-
nen Verschiebungen rel. u, weisen fiir die GMC einen Fehler von rund 20% aus. Das
HFGMC-Modell liefert mit einer Abweichung von 13% ein besser iibereinstimmen-
des Ergebnis. Die Verwendung des HFGMC-Modells mit einem Faservolumengehalt
von V¢ = 0.65 fiihrt auf Verformungen, die mit jenen aus der Berechnung mit den
experimentell ermittelten Verbundwerkstoffdaten {ibereinstimmen.

5.2.2 Einaxiale Zugversuche an Laminaten aus UD-Schichten

In Karandikar and Chou (1993) werden mehrere, mit Silikon-Carbid-Langfasern ver-
starkte Keramikmatrixlaminate in einaxialen Zugversuchen bis zum Bruch belastet.
Ziel der Tests ist es unter anderem, die Anderungen der Materialsteifigkeiten, wel-
che durch die Entstehung von Mikrorissen in der Matrixphase der Einzelschichten
verursacht werden, experimentell zu erfassen. Die dabei gewonnenen Daten des li-
near elastischen Teilbereichs der Spannungs-Dehnungs-Kurven kénnen zur Verifika-
tion und Validierung der elastischen GMC/FEM und HFGMC/FEM Modelle her-
angezogen werden. Entsprechende Zugversuche bilden Luo et al. (2005) numerisch
in einer Zweiskalen-FE-Simulation nach, bei der die Homogenisierung des Werk-
stoffs von der FEM geleistet wird. Der E-Modul der Fasern liegt bei £y = 193.2
GPa, die Querdehnzahl betragt vy = 0.310. Die elastischen Matrixeigenschaften
sind durch E,, = 98 GPa und v,, = 0.255 charakterisiert. Der Faservolumengehalt
aller Einzelschichten liegt bei V; = 0.35. Die FE-Modellierung der Zugproben mit
50 x 5 x n = 250 x n achtknotigen Volumenelementen ist in Bild 5.3 gegeben.

Y
A
Pz
- | E
-— i | E
- I =
4—’ il I~
i / ol
- =

[ =100 mm T

Abbildung 5.3: FE-Modell der Zugprobe

Die n Einzelschichten mit einer Dicke von ¢t = 0.2 mm, werden jeweils mit einem
Element in Dickenrichtung modelliert. Fiir die UD-Probe [0g] verlaufen alle Fasern
in Richtung der Zugbeanspruchung. Das Kreuzverbundlaminat [03/903/03] besteht
aus neun Einzelschichten.

Die Ergebnisse der FE-Analyse sind in Bild 5.4 dargestellt. Die mittlere Normal-
spannung o,, in Lastrichtung entspricht der auf die Anfangsquerschnittsfliche der
Probe bezogenen, gemessenen Zugkraft des weggesteuerten Experiments. Die linear
elastische FE-Simulation wird ebenfalls weggesteuert durchgefiihrt. Die Langsver-
zerrung €., in der experimentellen Untersuchung wurde mit Dehnmessstreifen auf
der Oberfliche der Zugproben ermittelt. Als Dehnung der FE-Analyse wird der Quo-
tient aus der Verschiebung u, des Knotenpunktes P und der Probenlange [ = 100
mm angenommen. Der Homogenisierung des Werkstoffs liegt ein diskretes RVE mit
20 x 20 Unterzellen zur Approximation einer runden Faser zugrunde. Die GMC-
und HFGMC-Algorithmen werden vom FE-Programm als Materialroutine aufgeru-
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Experiment [05/905/05] <
0 1 1 1 1 1 1
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Abbildung 5.4: Vergleich der Spannungs-Dehnungs-Kurven des elastischen
GMC/FEM Models (RVE-Typ 1) mit experimentellen Daten

fen, wobei die Berechnung der effektiven Steifigkeiten nicht an jedem Integrations-
punkt durchgefiihrt wird, sondern sie erfolgt nach dem Einlesen der Modelldaten.
Der graphische Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den experimentellen Da-
ten in Abb. 5.4 zeigt eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der Modellvoraussa-
gen mit den experimentellen Daten im elastischen Bereich. Als Ursache fiir die ab
ca. €, > 0.02% einsetzende Abweichung der Messwerte fiir das Kreuzverbundla-
minat [03/903/03] von der anfinglich linearen Spannungs-Dehnungs-Relation haben
Karandikar and Chou (1993) die Bildung erster Matrixrisse in den 90° Schichten
festgestellt.
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Kapitel 6

Viskoelastische
Verbundwerkstoffstrukturen

Der Gegenstand des vorliegenden Kapitels ist die Homogenisierung unidirektional
langfaserverstarkter Verbundwerkstoffe mit viskoelastischem Matrixmaterial. Zu-
nachst werden die viskoelastischen Materialgleichungen der Kapitel 2.3.2 und 3.3 in
die Gleichungen der effizient reformulierten GMC eingearbeitet. Anschliefsend wird
die GMC als Konstitutivmodell in die FEM integriert. Einfache strukturmechanische
Aufgaben kénnen dann auf Basis der GMC gelost werden, um das Materialmodell
zu verifizieren und zu validieren.

6.1 Homogenisierung viskoelastischer Werkstoffe mit-
tels der Zellenmethode

Den Ausgangspunkt der Homogenisierung viskoelastischer Verbundwerkstoffe an-
hand der mikromechanischen Methode der Zellen bilden die kinematischen Gleichun-
gen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.89), die im Kapitel 4.4.2 hergeleitet worden
sind. Da im Weiteren nur unidirektional langfaserverstiarkte Werkstoffe betrachtet
werden, kann die dreidimensionale Diskretisierung des RVEs in Faserrichtung auf
N, = 1 Unterzelle mit d = d; = 1 beschrankt werden. Wenn keine Anderung der
Steifigkeits- oder Materialverteilung in einer Achsenrichtung des Zellenmodells auf-
tritt, so hat die Anzahl der Unterzellen in dieser Richtung keinen Einfluss auf die
erzielbaren Ergebnisse. Aus der kinematischen Gleichung (4.80) wird mit N, = 1:

<E§€’Y)> = E% /6 = 17Nﬁ V= 17N’y (61)

Die Unterzellverzerrungen (eﬁw)) sind fiir alle verbliebenen Ng x N, Zellen gleich

und entsprechen im Wert den makroskopischen Dehnungen ). Die kinematischen
Gleichungen (4.81) und (4.82) gehen tiber in:

Ng Ng—1
S hs+ D [Pu] =hedy v =TN, (6.2)
B=1 B=1
N, Ny—1

ST + Y [Pu] =1y B=T,N; (6.3)
v=1

=1
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Die Schubdeformationsgleichungen (4.88) bis (4.90) vereinfachen sich zu:

Ng— 1
Zh (i) + Z O =t 4 =TN, (6.4)
Ny—1 ]

1 (2P 2713), (BN — 1M ~ TN 6.5

Z (€13 ;2[[ up ] €13 B y 1V (6.5)
Ng Ny—1 b N, Ng— 1

ZZW G+ S0 3T IO + Y DT 2] = b 6
B=1 v=1 B=1 v=1 =1 p=1

Wie im Fall der elastischen Werkstoffe werden die Verzerrungen und Diskontinuité-
ten in den kinematischen Gleichungen durch Ausdriicke in den Spannungen ersetzt.
Zu diesem Zweck werden die konstitutiven Gleichungen fiir die Zellen Q%) sowie die
Grenzflachen herangezogen, die in den Kapiteln 2.3.2 und 3.3 hergeleitet wurden.
Mit den in den Gln. (4.93) bis (4.98) definierten Zellspannungen

)

) el
Ty G
I I A (6.7)
T G
L[] )
\ Tl(;) J L <U§§7)> )
ergibt sich die konstitutive Gl. (2.93) fiir die Phasenwerkstoffe in der zeitlich diskre-

tisierten Form:
<n+1e(ﬁv)> — g\(,fw)A(”HT(ﬁ”’)} + ny(ﬂw) (6.8)

Die viskoelastische Nachgiebigkeitsmatrix g\(/fv) wird nach Gl. (2.98) und (2.99) fiir
alle Zellen aufgestellt. Der Deviator (S(D’6 7)> und der volumetrische Anteil (ss,ﬁ 7)) des
mittleren Spannungstensors (g(?)) der Zelle Q%) kénnen anhand der Definition

(6.7) in vektorieller Schreibweise angegeben werden:

( T( T(BV)/B

T - 10 /3 !
@) _ ) T
<SI(357)> _ T(Dﬂ'y) _ ) Tz TTk:k: /3 (s&,ﬁw)) — Ts,m) = % (1) (6.9)
23
7 0
31
\ Tl(;) Ve

mit T = 7Y + 7 + T Der Geschichtsvektor der Unterzellverzerrungen nach
Gl. (2.100) berechnet sich unter Beriicksichtigung von GI1.(6.9) zu:

1 1 n __At
ny(89) _ - B N 50, gy
YU =gge vty [T ’;:Vk e Wy (6.10)
o0 -1
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Die Gleichungen (2.88) und (2.91) erscheinen in Vektornotation fiir alle Zellen als:

Odl(fW) — OT(D»B’Y) (611)
~(87) At (B7)
An-i—ldl(cﬁ’Y) TkAt |:1 _ e_Tkt :| (n-i-lTI(Dﬁ’Y) _ nT(Dﬁ’Y)) (612)
__At
n+1dl(€57) — e +,(f”) ndl(f’Y) + An-l-ldl(f’Y) (613)

Die Komponenten der Spannungs- und Verschiebungsvektoren fiir die Grenzflachen
mit dem Normalenvektor n || x5 sind gegeben durch:

[[TL-H() é )]] An+17_, v)
Y = &) b und ATT@R = § AT » (6.14)
[[n—i-l() g )]] An+17_, )
Fiir n || x5 gilt:
[[nJrl() é )]] A’rL-HT )
TOWED = L TP b und AT = & AT (6.15)
[ Ou] AT

Die inkrementelle konstitutive Gleichung (3.24) kann mit A3 = "B (87
unter Beachtung von (6.14) und (6.15) geschrieben werden als:

LB — S(M)A"Ht(ﬂv) + "y (6.16)

Die Diagonalmatrix 5\ e ! enthilt die elastischen und viskoelastischen N achgiebig-
keiten

S(ﬂ’Y) — S(ﬁ’y) S B’Y (BW (Aﬁfv) d S(ﬁ’Y) _ AI 17

o= Z —e %) und 57 = Z0D (6.17)

I

der Grenzfliche. A bezeichnet die physikalische Dicke der Grenzschicht. Der Ge-
schichtsvektor "v(®?) der Verschiebungsspriinge in Gl. (3.27) ist gegeben durch:

"4(67) 0
n N __At
nv(ﬁw) _ S}i"/) 0 + S(ggq/) ntgﬁ»y) o ZSIEB’Y) e 5](;37) nq]g/B’Y) (618)
0 ntl()/gw) k=1

(67)

Die vektoriellen Geschichtsvariablen q; " werden mit den Schubspannungskompo-

nenten des Vektors t(0)®) initialisiert
T
Oqéﬁv) _ {0 Otgﬁv) Otl()ﬁ'y)} (6.19)
Die Aktualisierung der Geschichtsvariablen erfolgt durch:

At
n+1 - n n+1
+ q](f’)/) —e §,<f7> q](cﬁ“/) + A + ql(f’Y) (620)



120 Viskoelastische Verbundwerkstoffstrukturen

mit dem Inkrement

0 0 0

n+1
0 1 0 [A"T ¥, (6.21)
0 0 1

Losung der mikromechanischen Gleichungen fiir die Normalspannungen

Zunichst wird die Gl. (6.8) fiir (" eﬁw) in die kinematischen Gleichungen (6.1) fiir
die Verschiebungen in Faserrichtung x; eingesetzt:

n—i—lell\/l1 _ <n+1€g€7)> _ S (B7) A”"‘lTH/@W S’r(ﬁ“/) A"'HTQ(;) (6.22)

16} n+1 3
Sg:ﬂ) A T33 < ?A 7)>

Die N3 x N, Gln. (6.22) ermoglichen die Berechnung der Normalspannungsinkre-

mente AnHTl(lﬁ ") ciner jeden Unterzelle Q24

n+1 M n, (B7) S(ﬁ nal )

ntl o (By) — (""" n+1
A T = — A T — — AT
Sﬁ;w S S(BV) 33

S(ﬁ’Y)

(6.23)

Die Inkremente AnHTl(lﬁ " der Normalspannung in Faserrichtung hdngen von den

totalen Makrodehnungen "M zur Zeit nHt, den Verzerrungsgeschichtsvariablen

(”ygﬂ 7)) fiir die 11-Komponenten zum vorhergehenden Zeitschritt "t und den Nor-

malspannungsinkrementen A7) und AT in der transversalen x5, z3-Ebene
ab. Die Gln. (6.23) werden in Matrixschreibweise fiir alle Unterzellen zusammenge-

fasst:

n+la

A T 11 — 611K11 — 512 A T22 — SlgAnJrngg — xll (624)

Die bei der Aufstellung der Gln. (6.24) verwendeten Matrizen sind im Anhang dieser
Arbeit zu finden.

Die Verschiebungsgleichungen (6.2) fiir die xo-Richtung kénnen derart umformuliert
werden, dass keine kinematischen Mikrovariablen explizit in Erscheinung treten. Fiir
die Neufassung der Gleichungen (6.2) miissen die Verzerrungen ("*'e$a”) mit Hilfe
der Gleichungen (6.8) und die Verschiebungsdiskontinuititen “["+1uy] 7 auf Basis
der Gln. (6.14) und (6.16) eliminiert werden. Das Ergebnis der Umformung von (6.2)
sind die folgenden N, Gleichungen:

Zhﬁ [ 5’7 AnJrlT(ﬁ’Y + SQﬂV)AnJrsz(;’) + S’égﬁ’)An+1T3(§) <ny§5’¥)>]

Z [(2) A™TY 4 m@?(fw] —h"e, 4y =T1TN, (6.25)



6.1 Homogenisierung viskoelastischer Werkstoffe mittels der Zellenmethode 121

Die Verkniipfung der Normalspannungsinkremente A"“Tl(lﬁ " in den Gln. (6.23) mit
Gl. (6.25) fiihrt auf:

No n n, (B Q &

E h g(ﬂw) +1€l1\/ll — < y§ 7)> . Sgw An-l—lT('y) B Sg” An—i-lT(g)
e 367) 37 2 56 38

B=1 11 11 11

LGBV AMTY 4+ §EV AT 4 <ny§m)>}

Ng -
+ Z ((2)5«}?_’7) A”+1T2(27) + mQ)U,(f’Y)> —h n+1€g/|27 v = 1, ]\77 (626)
B=1

Durch die Zusammenfassung der Koeffizienten aller inkrementellen Normalspan-
nungskomponenten A™17. in den Gln. (6.26) und aller A" T auf der linken
Seite des Gleichungssystems ergibt nach der Division durch die Gesamthohe A die
nachstehende Vereinfachung der Gl. (6.26):

Ng

c() AntlL cB7) Antl n n_(7)

Sy A TQ(;)+ZSQ3 A TS(??) - +153A2— X22
p=1

+ Sy M LN =T N, (6.27)

Die iiberstrichenen Vorfaktoren in Gl. (6.27) sind definiert als:

Ng ~ ~
s . 1 h <g(6'y) _ S&fﬂ S§§7)> n (2)S(ﬁ7)]
2 B\ P22 &(67) IL
B=1 11
~ ~ Ng ~
g(ﬁv) — @ &(Bv) _ Séfw ng) . g(V) - _l Zh Séfﬁ) (6.28)
23 h 23 g(ﬁfy) ) 21 h ﬁg(ﬁfy) '
11 B=1 11
Np No o &(By)
n_(v) 1 n n(2) n__ 1 S. n. (8
Xog = 7 Z [hﬁ ( y§ﬂ7)> + ’Ur(zﬂv)i| ) Xg{) = h Z hg g?;h)< yi 7)>
B=1 B=1 11

Analoge Uberlegungen fiihren zur Formulierung der kinematischen Gln. (6.3) in x3-
Richtung mit 8 =1, N :

33 X33

N'V
q n+l ra n+1 n
Ség) A" T3(§) + Z Séﬁ”) AT T;g) nt+1 M __(5)
=1

S
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Die Hilfsterme lauten:

By) a(B
Z ﬁv) S:’Slw Sf:fy) + <3)S(ﬁw)
33 1 (67 L

11

&(B7) o(BY) Ny
U Sz S
58 77 (sggw _ 315<—m>12> S -7 Z (6.30)
11

Ny &(B7)
n__(B) 1 n n(3) n S n
X33 "= 7 Z [l'y< y§67)> + 37’7(167)] ; :(3? =7 Z >

y=1

Die (Ng + N,) Gleichungen (6.27) und (6.29) werden in Matrixform zusammen
gefasst:

n+1 _M

n+la €11 Nag€
[522 523] A Ty | _ [Kﬂ] n+1 M _{ X22} (6.31)
Ss2 Ssz] | A", Kol ), ;e "Xss
€33

Die Matrizen, die fir die Aufstellung der Gl. (6.31) verwendet werden, sind im
Anhang A.3.2 gegeben. Die Losung des linearen Gleichungssystems (6.31) nach den
Spannungsinkrementen An+1-’|\-22 und An+1'f33 wird mit Gl. (6.24) kombiniert, so
dass man als Ergebnis erhalt:

n+la PN A A n+l M na
A 1Tll Cii Ci2 Gy €11 X1,
n+ls — | ¢.. . F n+l M ) ng
A 1T22 = | Ca1 Cop Cy3 €99 X1, (6.32)
n+ls s 2 ~ n+1_M Ny
A 1'I'33 Cs1 Cs C3 €33 X1,

Die Spannungsinkremente in Gl. (6.32) gewinnt man nach einigen elementaren Ma-
trixoperationen, die im Anhang A.3.2 dargestellt sind. Die Spaltenvektoren C;; =

{Oz(j)} enthalten die mittleren Steifigkeiten Oi(ji) der Unterzellspalten v und Reihen
[ des diskreten RVEs.

Losung der mikromechanischen Gleichungen fiir Schub

Da die drei Schubverzerrungsfelder sowohl untereinander als auch von den Normal-
dehnungen entkoppelt sind, konnen die Schubspannungskomponenten des makrosko-
pischen Verzerrungstensors analytisch aus den kinematischen Gleichungen fiir Schub
unter Beachtung der konstitutiven Gleichungen fiir die Zellen und die Grenzflachen
hergeleitet werden. Die Kombination der konstitutiven Gleichungen (6.8) fiir die
axialen Schubverzerrungen <eg’ ) und Gl (6.16) fiir die Diskontinuitéiten “[u,]®
mit den kinematischen Gleichungen (6.4) fithrt auf:

Ng

~ n+1 n
> ha(Si” AT + (™))
B=1

Ng
( ) n+1 ”( ) n T AT
+ (P AT + Py = h e v =TN, (6.33)



6.1 Homogenisierung viskoelastischer Werkstoffe mittels der Zellenmethode 123

Das Ergebnis (6.33) kann unmittelbar nach dem Inkrement der axialen Schubspan-
nHn(y) .
nung A" T}, umgestellt werden:

n N n ™2)
vy B = 052 [ty + ")

A T1(;) = Zgil [hﬁgég,y) o (2)‘9%7)] ;v =1, N7 (6.34)
Mit Hilfe der unabhéngigen mittleren Schubsteifigkeiten
O = — h , v=1,N, (6.35)
5
Z [hﬂ S 4 @ S}ﬁv)]
p=1

der Unterzellen in Spalte v und der zugehdrigen Geschichtsterme:

N n
R v L R i R o
X1, = N ~ 5 o Y=L Ny .
S [ + o5

kénnen die Gln. (6.35) in Kurzform geschrieben werden:

n+1

AT = O e -k L v =TN, (6.37)

Das Resultat (6.37) lautet in Matrixschreibweise:
ntla PO .
A" Ty = Ces "Tleb) — X7, (6.38)

Die Spaltenvektoren An+1f12, €6 und ”f(Tm enthalten als Elemente die Spannungs-

inkremente A”“Tf;), die Steifigkeiten éﬁ(g) und die Geschichtsvariablen ”)A(gl der
Unterzellen. Die Eintrége sind jeweils nach dem Index ~ geordnet.

Analog zu Gl. (6.34) ergeben sich die Spannungsinkremente AnHT?flﬂ ) durch die Ver-
kntipfung der kinematischen Gleichung (6.5) mit den konstitutiven Gln. (6.8) und
(6.16):

n N. n (B n3) (B
o [ + ]

Ty = . B=T1,N, (6.39)

A
N- l ,8 3 ,8’)/

Mit Hilfe der mittleren Schubsteifigkeit C’ég) der Spalten (3

. I -
& (3)
S 1580 + s
y=1
n.(8)

und den Variablen X7, der Spannungsgeschichte:

N n, (B ns) (B8
Xtis = N [ a0 L wgen] 0 0= L (6.41)
>0l [l7555 + 5] ]
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kénnen die Gl. (6.39) geschrieben werden als:

n+1 A n .
AT = O e -y =T, N (6.42)
Die Matrixnotation von (6.42) lautet:
n+la A n
AT Ty = Cos "y — "Xy, (6.43)

Zuletzt sind die transversalen Schubspannungsinkremente AT b3 zu berechnen.
Das Einsetzen der konstitutiven Gln. (6.8) fiir <eg§7)> sowie der Gln. (6.16) fiir die
Verschiebungsspriinge in der Faser-Matrix-Grenzfliche in die kinematische Bezie-
hung (6.6) ergibt genau eine Gleichung fiir das Inkrement An+1T23:

N,

Z(hﬁz (S A" Ty ] 1, [P AT Ty = "™

iy [OS{ A Ty =) =l (6.44)
Die analytische Losung von Gl. (6.44) nach An+1T23 ist gegeben durch:

. [ Z s 2 [ ,Ynyz(lﬁ'Y) L, m)v(,@v) 1 "‘%}f”)}
AT, = o — (6.45)
Z,@ilz [h L,Sis "+ (1 + h) 51|| }

Mit dem mittleren Steifigkeitsausdruck
hl

Cu NN (6.46)
SN b S8+ VR + g VR
B=1 y=1
und der Geschichtsvariablen der transversalen Schubspannung
Z _ v — v
. ngl ZN [ ’ynyz(f’Y Z,YW(Q) IS/B’Y) h 3) (5’7)}
XTQ?, = 6 IB (6.47)
Z =1 Z [hﬂl ( ” + (lv +h )(3)SI||7 }
vereinfacht sich die Gl. (6.45) zu
n+1 PN N
A - T23 = C44 +1€g/|3 - nXT23 (648)

In der Absicht sémtliche inkrementellen Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen in ein-
heitlicher Darstellung anzugeben, wird die einzelne Gl. (6.48) in Matrixschreibweise
angegeben:

n+la N
N Ty = Cyy "Hely — XT23 (6.49)
Die Zusammenstellung der Ergebnisse (6.38), (6.43) und (6.49) ergibt:
An—i_l-,l\—23 C44 0 0 n+1€gﬂ3 nxTzs
ﬂJrl-’I‘-13 - 0 A55 0 n—Heq/Zli B nxT13 <65O>
An-l—l.l_12 0 0 C66 n+162/|2 nxT12
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Makroskopische Spannungen

Die Normalspannungskomponenten A(""'6)y des inkrementellen Spannungsten-
sors in Vektorschreibweise A("*'6) erhilt man durch die Mittelung der Inkremente
A"T, der unabhéngigen Mikrospannungen in den Unterzellen nach Gl. (6.32):

o f: Z hal A"HTIM

=1 ~v=1

A<n+1011>
A(lo)y = A(loy) o =4 > LAY (6.51)

A" o) =

\ p=1 Y,

Die ersten drei Komponenten des gemittelten Spannungsgeschichtstensors in Vektor-
notation ("X, ) werden aus den entsprechenden Elementen der Vektoren "ﬁTij nach
Gl. (6.32) fiir die Unterzellen berechnet:

n.~(87)
hl Z Z hal" i)
pB=1 y=1
<n)A(C1f1> 1 Ny ( )
("o)n = q ("X32) ¢ = 7L, (6.52)
("X33) =1
1 & 8)
E Z hﬁnXTss
\ p=1 J

Die totalen Normalspannungen im aktuellen Zeitschritt "'t belaufen sich auf:
("o)n = ("o)n + A{"To)N (6.53)

wobei ("6) y die Spannungen zum vorhergehenden Zeitpunkt "¢ darstellt. Das Inkre-
ment A(""'6)y ist durch Gl. (6.51) gegeben. Die makroskopischen Schubspannun-
gen berechnen sich aus der gewichteten Summe der Komponenten des Spaltenvektors

AT = {A”“T } in GL(6.50):

]

AnHTz:a
Nﬂ
A<n+10_23> Z h An_'_lTl(g
A("o)s =< A("o) p = (6.54)

A<n+10'12>

ﬁ 1
1 N~

721 AT

L J

Die totalen Schubspannungen zum gegenwértigen Zeitpunkt "+t lauten:

("e)s = ("6)s + A" o) (6.55)
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mit den Spannungen ("6)s zum vorhergehenden Zeitpunkt "t und den entspre-
chenden Zuwiichsen A("*16)g. Die entsprechende Mittelung der Geschichtsvariablen
"ﬁTij in GL. (6.50) liefert die makroskopischen Geschichtsvariablen fiir die Schubspan-
nungen:

( nXTzs A
("X33) Z hg " Agfz
C)s =4 () b =4 h (6.56)
("X72)
Zl "X T12
\ y,

Homogenisierter instantaner Steifigkeitstensor und inkrementelle Formu-
lierung der konstitutiven Gleichung

In dhnlicher Weise wie die Berechnung der Makrospannungen A("*!'@) und der Ma-
krogeschichtsvariablen (") in den Gl. (6.51), (6.52), (6.54) und (6.56), kann der
homogenisierte instantane Steifigkeitsstensor des Verbundwerkstoffs in Matrixform
C" berechnet werden. Die Struktur der konstitutiven Matrix entspricht je nach RVE
derjenigen des transversalisotropen oder orthotropen Materials in Hauptachsendar-
stellung. Die Submatrix é}k\, € R33, die die aktuellen Normaldehnungen auf die
Normalspannungsinkremente abbildet, berechnet sich aus Gl. (6.32) durch Mitte-

lung der Elemente der Spaltenvektoren éij = {CA'Z(j)} mit 7, j < 3:

[ Ng Ny Ng Ny Ny
1 1
hl Z Z hﬁl O(BV) Z Z hgl C(ﬁv) Z Z hgl C (B7)
=1 =1 =17=1 B Ly=1
1 1 1
Co=| 72 hey DI 7 Z LG | (657)
y=1 y=1 y=1
1 1 1
’ > el ’ > heCy) 7 > el
i B=1 B=1 B=1 |

Die drei effektiven Schubsteifigkeiten C%,, Cz, und Ci; bilden die Hauptdiagonale
der Matrix Cy € R3 x 3:

Cua 0 0
- 1 Np
. G 00 0 52%@5@3) 0
Cs=1]0C, 0 |= A=1 (6.58)
0 0 Ci 1
0 0 72@06(;.’)
L =1 J

Man erhélt die Steifigkeiten durch Mittelung der entsprechenden Vektorelemente
C, = {CZS)} mit ¢ = j > 4 in den Gln. (6.35), (6.40) und (6.46) tiber die Spalten
v und Zeilen 5 des RVE-Modells. Auf Basis der Matrizen, die in den Gln. (6.58)
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und (6.57) gegeben sind, ergibt sich die Vektornotation der makroskopischen Span-

nungsinkremente wie folgt:
A n+1 ~* ng
<n+16>N _ CN ~O* <n+1e> o <nxAJ>N (659)
A{" o) 0 Cg {("Xo)s

Ohne Unterscheidung zwischen Normal- und Schubkomponenten lautet die Gl. (6.59):

A<n+16> _ é* ntlgM <nio> (660)

Somit berechnen sich die totalen Spannungen ("*'6) = ("6) + A("*'G) des homo-
genisierten Kontinuums unter Beriicksichtigung der Inkremente in Gl. (6.60) zu

(") = ("6) + C Mg — ("%, (6.61)

Die totalen Spannungen héngen an dieser Stelle noch formal von den totalen Deh-
nungen, der Matrix C der unabhéngigen Moduln, den Spannungen des vorange-
gangenen Zeitpunkts und den Variablen der Spannungsgeschichte ab. Durch die
Aufspaltung der Makrospannungen "M = "gM + An*1gM kann die Gl. (6.61) in
eine inkrementelle Darstellung iiberfithrt werden:

<n+1o.> _ C* An+1eM _ <nxg> (662)

wobei die Komponenten des neu entstehenden, mittleren Spannungsgeschichtsten-
sors in Vektordarstellung ("y,) wie folgt definiert sind:

(") = ("6) + C "™ — ("%, (6.63)

6.1.1 Herleitung des Verzerrungskonzentrationstensors

In der Theorie zur Homogenisierung linearelastischer Verbundwerkstoffe wird der
gemittelte Verzerrungstensor (€Y) der Phase (i) innerhalb des RVEs durch den
Verzerrungskonzentrationstensor A nach Hill (1963) beschrieben:

(€V) =AW . eM (6.64)

Die Gl. (6.64) stellt eine lineare Abbildung der Makrodehnungen auf die mittlere
Phasenverzerrungen dar. Im Fall des zeitabhingigen Materialverhaltens sind die
Phasendehnungen (€®) ein Tensorfunktional der Makroverzerrungsgeschichte:

(€V(t)) = A€M 7] (6.65)

T>—00

Das Funktional A fiir viskoelastische Werkstoffe wird aus dem Losungsvektor AT
des mikromechanischen Modells geméf (6.32) und (6.50) bestimmt.

n+laT n+la n+la n+la n+la n+la n+la
AT AT AR AT, AT, AT AT | (6.66)

Zu diesem Zweck werden die Inzidenzmatrizen B e ROX(WNaNy+2(Ns+Ny)+1) - o
ren Elemente im Anhang A.3.1 angegeben sind, eingefiihrt. Sie dienen dazu, die
Komponenten der mittleren Spannungsvektoren (6(*")) einer Unterzelle aus dem
Hypervektor aller Mikrospannungen T zu bilden. Die Matrizen B®?) diirfen nicht
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mit den Spannungskonzentrationstensoren B verwechselt werden, die die Makross-
pannungen auf die mittleren Phasenspannungen abbilden. Die Inkremente der Un-
terzellspannungen lauten:

n+1

A6y = BB A"TT (6.67)

Die symbolische Zusammenfassung der konstitutiven Gleichungen (6.32) und (6.50)
fiir die Inkremente der Unterzellspannungen N ergibt:

AT = ErtigM g (6.68)

Die Spannungszuwéchse nach Gl. (6.67) lassen sich mit der konstitutiven Gleichung
(6.8) fiir alle Unterzellen Q¥ sowie der Gl. (6.68) kombinieren, so dass die tota-
len Unterzellverzerrungen zum aktuellen Zeitpunkt in Abhéngigkeit der aktuellen
Makrodehnungen geschrieben werden koénnen:

(riglny = g% [wa) A”“-i—] + (my(B)
y (6.69)
— S(VZ) [B(ﬁv) (CntigM — nﬁT)} + (y ()

Alsdann stellen die Unterzellverzerrungen ein lineares Funktional der Makroverzer-
rungen dar:

(") = A [eM, 7] Zt_oo = AP nHigM _ 5(57) (6.70)

Die aktuelle Konzentrationsmatrix ist gegeben durch:

(67)

AP .— s VBA € (6.71)

Die Geschichtsvariable lautet:

a™ = §UVgBN ng  (ny(5) (6.72)
Die 6 x 6 Matrizen A®" sind durch die RVE-Geometrie, sowie die Materialeigen-
schaften in den Unterzellen bestimmt. Fiir die Diskretisierung der Zeitachse mit dem
konstanten Inkrement At sind die Elemente der Matrizen A" ebenfalls konstante
Grofsen. Fiir linear-elastische Phasenwerkstoffe und einen starren Verbund ist die
Matrix AP identisch mit der Matrixreprasentation des Konzentrationstensors AW
bei elastischen Konstituenten. Solange der Zeitschritt At konstant bleibt, wird die
Zeitabhangigkeit der Unterzelldehnungen allein durch den Geschichtsvektor aéﬁ )
bestimmt.

6.2 Zweiskalensimulationen viskoelastischer Verbund-
werkstoffstrukturen

Der finite Elemente Code FEAP wird fiir die nachfolgenden makroskopischen Ana-
lysen eingesetzt. Das GMC-Modell wird fiir das 8-knotige Volumenelement SOLIdS,
das auf linearen Ansatzfunktionen N beruht, implementiert. An jedem Stiitzpunkt
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Makroskala

1. Initialisierung de FE-Modells
> Zeit °t

> Setze
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Makroanfangsbedingun-

> Modellierung eines RVEs je In-
tegrationspunkt

>> Schleife uber alle Integrations-
punkte p:

Setze 081'\,/'

Speichere Oé;, %a),
> Ende der Schleife iiber p

2. Zeitschritt: "T1t ="t + At

> AuBerer Lastvektor "1,

> Aufstellen des makroskopischen in-
neren Lastvektors und der Steifik-

keitsmatrix
"fin {B:," (0)»}
K= {Ni,Nk,”C;}

> Berechne

A = KT (T er — i)
n+1uk nuk +n+1 Auk
— Schleife iiber Intergrations-
punkte p
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1.
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p

Mikroskala

Initialisierung des GMC-Modells

> Initialisiere innere Variablen und
Geschichtsvektoren

> Aufbringen der Randbedingun-
gen 08'1\,/'

> Berechne effektive Steifigkeiten
OC: und Spannungen °(a),

> Aufbringen der Randbedin-
gungen ""'182,/'

>> Berechne mittlere Steifigkei-
ten und Steifigkeitsmatrix
e, a),

> Update der Geschichtsvaria-
blen

Abbildung 6.1: Ablaufschema der quasi-statischen Zweiskalensimulation von Struk-

turen aus Faserverbundmaterialien
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der numerischen Integration der FE-Vernetzung wird ein diskretes RVE-Modell ver-
einbart. Der makroskopische infinitesimale Verzerrungeszustand 82/' am Integrations-
punkt p definiert die Randbedingungen der GMC-Berechnungen fiir diesen Punkt
p. Die volumengemittelten Spannungen (6) und die effektive Steifigkeitsmatrix C;
werden an das FE-Programm zuriick gegeben und gehen in den Vektor der inneren
Krafte f;, und die Steifigkeitsmatrix K der Makrostruktur ein. Das Ablaufschema
der mikromechanisch basierten Zweiskalensimulation ist in Abb. 6.1 skizziert.

Falls das Zeitinkrement At wéhrend des Rechenlaufs nicht verdndert wird, kann
die wiederholte Berechnung der Matrix K und ihrer Inversen entfallen. Dies liegt
daran, dass die Steifigkeitsmatrizen der Phasen und der Grenzflachen fiir ein festes
Zeitinkrement unverdnderlich sind, siche Gl. (2.98) und (3.24). Daher konnen die
Verschiebungsinkremente Au* mit der Anfangssteifigkeitsmatrix °K = "K]| ,, ;.. €r-
mittelt werden. Die GMC dient dann in den weiteren Lastschritten nur noch zur
wiederholten Bestimmung und Aktualisierung der geschichtsabhéngigen makrosko-
pischen Spannungen (6),, welche fiir alle Integrationsstellen p und zu jedem Zeit-
schritt n fiir die Aufstellung des Vektors der inneren Kréfte f;, bendtigt werden.
Za diesem Zweck miissen die zeitabhéangigen Zustandsvariablen d,(f " und (i)qff " fiir
alle Unterzellen und Grenzflachen fiir den néchsten Zeitschritt sowie die Komponen-
ten des Hypervektors T gespeichert werden. Die kinematischen Variablen wie (51(]6 W)>
und “[u;]®) treten nicht ausdriicklich in der spannungsbasierten Formulierung der
GMC auf und miissen daher auch nicht im Speicher abgelegt werden.

6.3 Finite Elemente Berechnung von linear visko-
elastischen Faserverbundstrukturen

Gegenstand des vorliegenden Abschnitts ist die Verifikation und Validierung des
mikromechanischen GMC-Ansatzes als konstitutives Modell fiir viskoelastische Fa-
serverbundwerkstoffe. Unter Verifikation wird im Rahmen dieser Arbeit die Priifung
der Implementierung verstanden: d.h. es wird untersucht, ob die Gleichung des Mo-
dells in der numerischen Umsetzung richtig gelost werden. (Are the equations solved
right?). Die Validierung vergleicht die erzielten Vorhersagen mit experimentellen Da-
ten: d.h. es wird der Frage nachgegangen, ob die Modelle geeignet sind, das reale
Werkstoffverhalten abzubilden. (Are the right equations solved?).

6.3.1 Viskoelastisches Verifikationsbeispiel 1: Dickwandiges
Rohr unter Innendruck

Das dickwandige Rohr unter Innendruck dient als erstes Beispiel zur Verifikation der
Implementierung der Zellenmethode als Konstitutivmodell fiir die FE-Berechnung.
Die exakte analytische Losung der Aufgabe im ebenen Verzerrungszustand ist Lek-
hnitskii (1981) entnommen. Die Verteilung der Spannungen in axialer, tangentialer
und radialer Richtung des Rohrs ist zeitlich invariant, obwohl das Materialverhal-
ten zeitabhéngig ist, denn die AIRY-Spannungsfunktion der Ebenen Aufgabe hingt
nicht von den Materialparametern ab — siehe Findley et al. (1981). Das finite Element
Modell des radialsymmetrischen Feldproblems besteht aus einem a = 5° messenden
Segments des Zylinders, welches in Abb. 6.2 dargestellt ist. Die Materialparameter
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=
\_ | ;

Abbildung 6.2: Dickwandiges Rohr unter Innendruck p = 1 MPa, FE-Modell eines
5° Segments

fiir die Glasfaserverstiarkung und das Harzsystem sind in Tabelle 6.1 gegeben Der
innere und der dufsere Radius des Rohrs betragen r; = 2 cm und r, = 4 cm. Die ra-
diale Richtung wird mit vierzig achtknotigen, isoparametrischen Volumenelementen
aufgelost. In Umfangs- und Léngsrichtung besteht die Modellbildung aus je einem
finiten Element. Diese Elementanzahl ist ausreichend, da das Rohr unter Innendruck
mathematisch ein eindimensionales Problem darstellt, dessen Losung nach der Ver-
schiebungsmethode den Radius r = [r;,r,] als einzige Ortsvariable enthélt. Der In-
nendruck (Uberdruck) wird zu p = 1 MPa gesetzt. Als Verschiebungsrandbedingung
werden die Freiheitsgrade der Knoten in den beiden freigeschnittenen Flachen des
Rohrsegments senkrecht zu der jeweiligen Schnittflache gesperrt. Verschiebungen in
Richtung der Rohrlangsachse sind ebenfalls nicht moglich. Die radialsymmetrische
Aufweitung des Bauteils wird nicht behindert. Die Verschiebungsrestriktionen im
FE-Modell fiihren auf einen ebenen Verzerrungszustand in allen Integrationspunk-
ten.

Das Kriechverhalten des Zylinders wird anhand zweier unterschiedlicher, visko-
elastischer Konstitutivmodelle untersucht. Zunéchst wird das linear viskoelastische
Materialmodell in FEAP verwendet. In diesem Ansatz ist der Relaxationsmodul des
homogenen Materials wie folgt definiert:

N
Q) = 26w +2Y Gien (6.73)
=1

Der Kompressionsmodul K ist ratenunabhéngig. Im Anschluss an die Berechnung
mit dem homogenen Materialmodell wird die GMC als Konstitutivmodell verwen-
det. Die Unterzellen sind unnachgiebig miteinander verbunden und mit dem glei-
chen viskoelastischen Werkstoff belegt, der in der homogenen Analyse angesetzt

p ¢ F K Goo G1 T1 Joo Jl 7§1
AT 1GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [h]  [1/GPa] [1/GPa] [h]
Glasfaser 68.94 3830 28.725 - - 1.74-1072 - -

Epoxidharz 3.412 3.56  0.893 0.383 10 1.679-10"! 5.597-10"! 14.286

Tabelle 6.1: Elastische und viskoelastische Materialparameter
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wird. Die numerischen Ergebnisse fiir Spannungen und Verformungen beider An-
siatze werden miteinander verglichen. Hierdurch soll abgesichert werden, dass die
Implementierung des viskoelastischen GMC-Algorithmus in das FE-Programm frei
von Fehlern ist. Vergleiche des homogenen Modellansatzes mit verschieden feinen
RVE-Diskretisierungen sollen Aufschluss iiber den zu erwartenden Rechenzeitzu-
wachs liefern. Die Kriechfunktion des GMC-Modells lautet:

Jt) = Jo+Y Je(l—ew) (6.74)

=1

Offensichtlich sind die beiden Ansétze (6.73) und (6.74) nicht unmittelbar zu ver-
gleichen, denn die Beschreibung des Kriechens beruht bei homogenen Werkstoffen
auf der Relaxationsfunktion G(t), wohingegen das mikromechanische Modell auf der
Kriechfunktion J(¢) aufbaut. Um die Verifikation des GMC-Ansatzes dennoch leis-
ten zu konnen, miissen die beteiligten Kriech- und Relaxationsspektren ineinander
umgerechnet werden: sie haben bestimmte Kriterien zu erfiillen, um zu gleichen Er-
gebnissen zu kommen, siche z.B. Gross (1968). Fiir die Laplace Transformierten!
J(s) und G(s) der Kriech- und Relaxationsfunktionen J(¢) und G(¢) gilt mit der
komplexen Laplace Variablen s fiir N = 1 in den Gln. (6.73) und (6.74):

N Goo(%+5)+G18 B s(%—f—s)
Gls) = s2J(s) 2 s(% + 5) —s2[(Jy + Jl)(% +5) — J19] (6.75)

Anhand der Gl. (6.75) kann das diskrete Kriechspektrum aus dem gegebenen Re-
laxationsspektrum berechnet werden, denn durch algebraische Umformung erhélt
man beidseits des Gleichheitszeichens je ein Polynom 3 Grades in s, was durch den
Vergleich der Koeffizienten auf folgende Beziehungen fiihrt:

1 1 G,

DY) =~ M= (14—
2(Go +G1) Gy 0 =g on (6.76)

Jo =
Dariiber hinaus gilt Jo, = Jy + J1, vgl. Gl (6.74). Die Werte, die fiir die Parameter
des rheologischen Modells gewahlt werden, sind in Tabelle 6.1 angegeben. Die Ent-
wicklung der Verschiebungen u(r,t) in radialer Richtung am inneren (r = r;) und
dukeren (r = r,) Rand des dickwandigen Rohrs sind im Diagramm in Abb. 6.3 iiber
der logarithmischen Zeitachse aufgetragen. Offensichtlich ergibt das GMC-Modell
mit dem regelmafigen Netz aus vier gleich groken Unterzellen das gleiche Ergebnis
wie das homogene, viskoelastische Materialmodell in FEAP. Die Diagramme in Abb.
6.4 zeigen die rdumliche Verteilung der auf den Druck p bezogenen Radialspannung
|- /p| und der Umfangsspannung |og/p| zu den Zeiten ¢ = 0 h und ¢ = 200 h. Wegen
der statischen Bestimmtheit des Rohrs &ndern sich die Spannungen des linear vis-
koelastischen Modells nicht mit der Zeit. Die Vorhersagen des homogenen und des
GMC Materialmodells sind identisch und entsprechen praktisch der analytischen
Losung fiir einen elastisch isotropen Werkstoff.

Die analytischen Losung fiir die Spannungen ist durch die Formel (6.77) gegeben,

LL{f(0)} = F(s) = [y f(t)e *"dt
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Abbildung 6.3: Verifikation der Verschiebungen in radialer Richtung. FEM/GMC
versus FEM /homogen

die in Lekhnitskii (1981) zu finden ist.

M k—1 —(k+1)
o, 1 — 2k (p - P )
[09] - P Kkt k—1 —(k+1) 670
1 — 2k (p + p )

Die in der analytischen Losung benutzten Abkiirzungen sind definiert als:
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—— =L k=42 6.78
p Ta Ta ﬁ22 ( )
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Abbildung 6.4: Verifikation der Radial- und Umfangsspannung. FEM/GMC versus
FEM /homogen und analytische Losung (isotroper Werkstoff)
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Die Werte 3;; des Parameters k£ hangen von den Komponenten S;; des Nachgiebig-
keitstensors S ab:

Si3S}
By = Sy — —oL2 (6.79)
S33
Die Nachgiebigkeiten S;; berechnen sich aus den Ingenieurkonstanten zu:
1 1 —V13 Va3
BT > S o ¥ By 650

Nach erfolgreicher Verifikation des GMC-Modells fiir einen homogenen Werkstoff
sind heterogene Faserverbundmaterialien zu betrachten. Der Verbund der Glasfa-
sern mit dem Epoxidharz soll in der ersten Untersuchung starr sein. Die elastischen
und rheologischen Eigenschaften sind in der Tabelle in Abb. 6.2 zusammengestellt.
Der Volumengehalt der Fasern wird mit V; = 0.3 angesetzt. Die Fasern verlaufen
in Umfangsrichtung des Rohrs, was im FE-Modell ndherungsweise durch die Aus-
richtung parallel zu e; umgesetzt wird. Um die Implementierung des numerischen
Zeitintegrationsalgorithmus’ zu verifizieren, werden die Spannungen in Radial- und
in Umfangsrichtung mit der analytischen Losung nach Gl. (6.77) fiir ein nichtiso-
tropes Material verglichen. Der Homogenisierungsalgorithmus fiihrt auf folgenden
konstitutiven Tensor in Matrixschreibweise:

8036 3387 3477 0 0
3387 25050 3387 0 0
C*— | 3477 3387 8036 0 0
0 0 0 2015 O
0 0 0 0 2015 O
0 0 0 0 0 1764

0
0
0
0 (6.81)

Die Komponenten der Matrix C sind in Bezug auf das globale Koordinatensystem
des FEM-Modells gegeben — vgl. Abb. 6.2. Der Faktor k£ der analytischen Losung
in Gl (6.77) berechnet sich auf Basis der homogenisierten Materialparameter zu

1 T T T 22 T T T
FEM/GMCt=200 h —— [\ FEM/GMC, t =200 h ——
FEM/GMCt=0h —---- 2 1\ FEM/GMC, t =0 h —---- 7
—_ 08I analytisch ------ ] — 1.8 " analytisch ------ -
< S o16f
= 06 =
= E 14
€ 1
a0 oY) 1.2
S 04 g
5 = L
c c
@ [s]
Qo o
C 02 M
0.6 -
0 0.4 ] ] ]
2 2 25 3 35 4
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Abbildung 6.5: Verifikation der Spannungen in radialer und in Umfangsrichtung.
FEM/GMC vs. analytische Losung (orthotroper Werkstoff)
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Abbildung 6.6: Entwicklung der Rechenzeit bei wachsender Zellenzahl

k = 1.7656. Die Diagramme in Abb. 6.5 zeigen die Verteilung der normierten Nor-
malspannungen |0, /p| und |oy/p| entlang des Radialschnitts durch die Wandung des
Rohrs. Die Spannungsfelder aus der gekoppelten FEM /GMC-Rechnung zeigen eine
gute Ubereinstimmung mit den analytischen Losungen. Lediglich in der Nihe des
inneren Rands, wo der Druck p aufgebracht wird, kommt es zu einer geringfiigigen
Abweichung der Ergebnisse fiir |op/p|.

Zur Beurteilung der Rechenzeiten werden diskrete RVEs mit unterschiedlich feiner
Vernetzung betrachtet. Die Zunahme der relativen Rechenzeiten des FEM/GMC-
Ansatzes (in Bezug auf die Rechenzeit des homogenen Materialmodells) kann in
Abb. 6.6 abgelesen werden. Die Steigerung der Rechenzeit als Funktion der Unter-
zellanzahl ist fiir die effiziente GMC-Implementierung ungefahr linear. In der Berech-
nung, die der Ermittelung der Rechenzeiten zugrunde liegt, ist zu jedem Zeitschritt
in jedem Integrationspunkt des FE-Netzes homogenisiert worden. Wie einleitend
erwahnt worden ist, ist dieses Vorgehen fiir einen konstanten Zeitschritt nicht erfor-
derlich. Der angegebene Zuwachs der Rechenzeit mit der Zellenzahl entspricht daher
einem oberen Grenzwert, der bei einmaliger Homogenisierung im ersten Zeitschritt
deutlich geringer ausfiele. Die Zahl der Unbekannten héngt in der effizienten For-
mulierung der GMC linear von der Anzahl der Zellen ab. Dariiberhinaus ist nur fiir
die Normalspannungen ein gekoppeltes lineares Gleichungssystem zu l6sen. Die Zahl
der unbekannten Variablen in der Originalformulierung der Zellenmethode wéchst
in zweiter Potenz mit der Unterzellanzahl.

6.3.2 Viskoelastisches Verifikationsbeispiel 2: Gelochte Zug-
probe

In Abb. 6.7 ist die Vernetzung eines Viertels einer gelochten Scheibe mit finiten
Volumenelementen dargestellt. Die Fasern verlaufen unter einem Winkel o bezo-
gen auf die langere Seite der Scheibe. Die Dickenrichtung der Scheibe ist mit einem
Element diskretisiert. Die unidirektional faserbewehrte Probe wird sprunghaft mit
einer einachsigen Zugbeanspruchung p, = 1 MPa zur Zeit ¢ = 0 beansprucht. Die



136 Viskoelastische Verbundwerkstoffstrukturen
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Abbildung 6.7: Gelochte Zugprobe unter einachsiger Lastbeanspruchung p,

Last wird iiber die Zeit von 100 Stunden hinweg konstant gehalten. An alle Kno-
ten auf den Symmetrieachsen mit x = const. = 0 und y = const. = 0 werden
die Freiheitsgrade senkrecht zu den Schnittkanten gesperrt. Fiir die Zugprobe wird
niaherungsweise der ebene Spannungszustand angenommen. Die Grenzflichenpara-
meter werden vereinfacht in Abhéngigkeit der Eigenschaften der Matrixphase sowie
des Faserdurchmessers dy und dem Verhéltnis ry; der Grenzschichtdicke zum Faser-
durchmesser angenommen:

T’fidf Tfidf Tfidf Jl

B, T a. T AL T
Das Verhéltnis von Scheibenhdhe zur Scheibenlénge betriagt h/l = 1/2. Der Radius
des kreisformigen Lochs ist r = 1/5 h. Fiir die Zweiskalenberechnung werden die Ma-
terialparameter nach Tab. 6.2 verwendet. Die Fasern verhalten sich linearelastisch,
die Matrix viskoelastisch. Das Verbundverhalten der Phasen hangt in tangentialer
Richtung (unter Schub) von der Zeit ab. Senkrecht zur Faser wird von einem Verbund
mit elastischer Nachgiebigkeit ausgegangen. Der Fasergehalt liegt bei V; = 0.30. Die
numerische Berechnung wird fiir die Faserwinkel @ = 0 und o = 90° durchgefiihrt,
wobei drei unterschiedliche Diskretisierungen des RVEs, die in Abb. 6.8 zu sehen
sind, herangezogen werden. Die Verschiebung des Knotenpunkts P, siehe Abb. 6.7,
ist im linken Diagramm der Abbildung 6.9 fiir den Faserwinkel a = 0° dargestellt.
Das Kriechen der Zugprobe ist kaum ausgepréigt, denn die steifen elastischen Fa-
sern verlaufen in Richtung der Zugbeanspruchung. Das rechte Diagramm in Abb.

Sy = (6.82)

AAETGPa] [GPa] [GPa] [GPa] [h  [1/GPal [1/GPa] [L]
Glasfaser 68.94 38.30 28.725 - - 1.74 - 1072 - -

Epoxidharz 3.412 3.56 0.893 0.383 10 1.679-10"' 5.597-10"' 14.286

&1 Sri Soo S reo dy
] [#m/GPa] [um/GPa| [um/GPa] ||  [um]
Grenzfliche 14.286 4.88-1072 1.86-10"! 6.22-107! 1/30 5

Parameter

Tabelle 6.2: Parameter fiir Fasern, Matrix und Grenzflache
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Q2: 2% 2 Q5:5 x5

QT:7Tx7

Abbildung 6.8: RVEs fiir eine quadratische Packung der Fasern

6.9 zeigt die Normalspannungsverteilung entlang des Schnitts x = const = 0. Es ist
offenkundig, dass die Spannungen kaum von der Feinheit der RVE-Diskretisierung
abhéngen. Die rdumliche Verteilung der Normalspannung o, entlang des Schnitts
andert sich mit der Zeit so gut wie nicht. Das Spannungsfeld o, zeigt eine geringe
Erhchung der Spannungsintensitatsfaktors, d.h. des Verhéltnisses der Normalspan-
nung o,, am Rand des Lochs zur duferen Randbelastung p,. Die Ergebnisse fiir
die Kriechverschiebung u, des Punkts P und der Normalspannung o,, entlang des
vertikalen Schnitts z = 0 sind in Abb. 6.10 graphisch aufgetragen. Die anfingliche
Verschiebung fiir den Faserwinkel o = 90° ist ungefdhr dreimal gréfser als die Ver-
schiebung fiir den Faserwinkel @ = 0°. Dies stimmt qualitativ mit der Erwartung
iiberein, denn die steifen und elastischen Fasern verlaufen fiir = 90° senkrecht
zur Beanspruchungsrichtung, so dass die viskoelastische Matrix und der nachgiebi-
ge Verbund die effektive Steifigkeit dominieren. Die Deformation, die fiir das grobe
Mikromodell @2 mit nur 4 Unterzellen berechnet wird, fithrt auf ein weniger steifes
effektives Material als die Modelle @5 und Q7 mit 25 und 49 Zellen. Dieser Ef-
fekt tritt nicht so offensichtlich auf, wenn die Fasern in Lastrichtung ausgerichtet
sind. Die im Diagramm auf der rechten Seite der Abb. 6.10 gezeigten Spannungs-
verldufe konzentrieren sich weniger im Bereich der Lochung. Die zeitliche Anderung
des Spannungsintensitétsfaktors am Rand des Lochs ist klein aber feststellbar. Die
Spannungen héngen nicht signifikant von der Zahl der Unterzellen ab, die zur Dis-
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0.0005 = ] 3 RVE Q2, t =100 -----
RVEQ2,t=0 ~------
RVE Q7, t = 100 -+
0.0004 — 25 RVEQ7,t=0 -—-—— —
= ZX RVE Q5,t=100-----
. 0.0003 - 4 £ 2
5 &
0.0002 |~ - 15+
RVE Q2 —_—
00001 — RVE Q5 77777 = 1 —
RVEQ7  ------
0 L ol L L L 05 | | | | | | |
1 10 100 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Zeit t [h] y/R

Abbildung 6.9: Spannungs- und Verschiebungsverlaufe fiir & = 0°. Links: Verschie-
bung u, des Punkts P. Rechts: Knotenpunktprojektion der Normalspannung o,
entlang des Schnitts x = const = 0
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Abbildung 6.10: Spannungs und Verschiebungsverlaufe fiir « = 90°. Links: Verschie-
bung u, des Punkts P. Rechts: Knotenpunktprojektion der Normalspannung o,
entlang des Schnitts x = const = 0

kretisierung der Mikrostruktur verwendet werden. Die Abb. 6.11 und 6.12 zeigen
die Verteilung der Normalspannung o,, zu Beginn und Ende des Kriechversuchs. Es
ist eine gewisse Reduktion der Spannung in gréferer Entfernung zur Lochung zu er-
kennen. Der Bereich der Scheibe, in dem die Normalspannung o, der aufgebrachten
Randspannung p, = 1 MPa entspricht, vergrofert sich.
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Abbildung 6.11: Normalspannungsverteilung o, zur Zeit ¢t = 0 h fiir den Faserwinkel
a=0°
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Abbildung 6.12: Normalspannungsverteilung o,, zur Zeit t = 100 h fiir den Faser-
winkel av = (°

6.3.3 Viskoelastisches Validierungsbeispiel 1: Einaxialer Re-
laxationstest,

Masuko and Kawai (2004) untersuchen das zeitabhéngige Verhalten von symmetri-
schen Winkelverbunden sowie von unidirektionalen Laminaten aus einem karbonfa-
serverstiarkten Epoxidharz (T800H/3631) bei hoheren Temperaturen (7" = 100°C').
Die Experimentaldaten stammen aus uniaxial weggesteuerten Relaxationsversuchen.
Die elastischen Anfangseigenschaften der einzelnen UD-Schicht sind ebenfalls in
(Masuko and Kawai 2004) gegeben. Sie sind in Tab. 6.3 aufgefiihrt und den GMC-
Vorhersagen gegeniibergestellt. Die vier RVE-Modelle der GMC-Rechnungen zeigt
Abb. 6.3.3. Die ersten drei Diskretisierungen der Mikrostruktur gehen von einer qua-
dratischen Packung der Fasern aus und nutzen die Symmetrie des RVEs aus. Die
gewonnen Steifigkeiten sind die Parameter eines orthotropen Materials und werden
durch die Mittelung nach Gl. (4.134) in transversalisotrope Parameter umgerechnet.
Das vierte RVE unterstellt eine hexagonale Anordnung der Fasern und zielt unmittel-

-

Q2: 2 x 2 Q10: 10 x 10 Q50: 50 x 50 H30: 30 x 52

Abbildung 6.13: Diskretisierte RVEs fiir quadratische und hexagonale Faseranord-
nung
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Vf Ea Ga Et Gt Vg

Material [l [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] []
Epoxid-Matrix - 3.2 1.16 3.2 1.16 0.35
Kohlefaser - 288 24 16 6.7 0.35
UD-Exp. ~0.52 151.0 3.5 7.3 - -
GMC Q2 0.52 151.30 2.98 8.05 290 0.36
GMC Q10 0.52 151.30 3.01 7.98 2.86 0.36
GMC Q50 0.52 151.30 3.02 7.99 2.87  0.36

GMC HR5230 0.1 149.31 236  6.53  2.22 0.36

Tabelle 6.3: Vergleich experimentell bestimmter, elastisch transversalisotroper Inge-
nieurkonstanten mit Vorhersagen der GMC

bar auf die transversalisotropen Parameter ab. Die elastischen Anfangssteifigkeiten
zeigen nur eine geringe Abhéngigkeit von der Netzverfeinerung. Im Unterschied zu
den Berechnungen in den Kapiteln 4.4.2 und 4.4.3 wird die Symmetrie des RVEs
ausgenutzt. Es geniigt dann, nur ein Viertel der reprasentativen Elementarzelle zu
betrachten. Die gesamte Zelle muss abgebildet werden, wenn periodische Randbe-
dingungen aufgebracht werden. Um nicht verschiedene RVEs fiir den Vergleich von
GMC und HFGMC zu verwenden, wurde im Kapitel 4.4.2 auf die Nutzung der
Symmetrie verzichtet. Das RVE H R5230 fithrt zu etwas geringeren elastischen Stei-
figkeiten als die RVEs fiir die quadratische Faseranordnung. Dies liegt hauptséchlich
daran, dass der Faservolumengehalt von V; = 0.52 geringfiigig unterschritten wird
(Vy = 0.51).

Die Modellierung des hexagonalen RV Es geschieht numerisch derart, dass das gesam-
te Volumen zunéchst mit einem regelméfigen Netz quadratischer Zellen iiberzogen
wird. Nachfolgend werden fiinf Kreisflichen mit dem Radius der Fasern definiert,

Yy To
Alumini Lasch xl\, ~
uminium-Laschen le% o
T I
50 ) 100 ) 50 ‘
o~y g
) k3
. l, =100 .
— Auy
6$(E - lx =
E ly =20

Abbildung 6.14: Probekorpergeometrie (in mm) und finite Elemente Vernetzung der
freien Probenlénge zwischen den beidseitigen Einspannungen
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Abbildung 6.15: Experimentelle und berechnete Spannungsrelaxationskurven o, ()
fiir das Karbonfaser/Epoxidharz. Ergebnisse fiir die Winkel o = 60° und o = 45°
unter zeitlich konstanter Dehnung €,

deren Mittelpunkte in den vier Eckpunkten und dem Zentrum des RVEs liegen. Al-
len Unterzellen, deren Mittelpunkte in diese Kreisflachen fallen, werden dann die
Materialeigenschaften des Faserwerkstoffs zugewiesen. Aufgrund der diskreten Ver-
netzung sind bei diesem Vorgehen nicht alle Faservolumengehalte exakt einstellbar,
sondern sie sind in ebenfalls diskreten Schritten variabel.

Die Konformitat der Vorhersagen in Tab. 6.3 erlaubt es im Sinne einer ausgewoge-
nen Balance zwischen numerischer Effizienz und Modellierungsfehlern, das RVE Q)2
fiir die nachfolgenden Zweiskalensimulationen zu verwenden. Die Probekdrper mit
den Abmessungen [/w/t = 200/20/2 mm sind an beiden Enden mit aufgeklebten
Aluminiumlaschen versehen und eingespannt. Die freie Lénge zwischen den Ein-
spannungen betragt 100 mm. Der Winkel zwischen den Fasern und der Richtung
der aufgebrachten Last wird mit « bezeichnet. Fiir die mikromechanisch gestiitzte
FE-Analyse wird die freie Lange der unidirektional bewehrten Proben mit 50 x 10 x 1
achtknotigen isoparametrischen Volumenelementen diskretisiert. Die fiir eine Zug-
probe hohe Zahl von Elementen wird gewéhlt, da sich fiir Faserwinkel 0° < o < 90°
eine Biegedeformation der Probe einstellt. Die Knotenverschiebungen an den End-
knoten des FE-Modells werden so vorgeschrieben, dass die mittlere Langsdehnung
€ze = Au, /1, vorliegt. Die zugehorige mittlere Langsspannung o,, = P/A wird aus
der Resultierenden P der Knotenkréfte an den eingespannten Enden der Probe und
dem anfénglichen Probenquerschnitt A berechnet.

Die Kriechfunktion des Epoxidharzes wird mit den Anfangswerten J(0) = 1/2G,
[GPa™!| und G = 1.16 |GPa] angenommen als

J(t) = 1.079 - 1073(1 — 0.025 ¢ 0% — 0.55 ¢~ 5755 — 0.025 ¢~ 007 )[MPa~'] (6.83)

Das Kriechspektrum L(7) ist so gewéhlt, dass die experimentellen Relaxationskurven
qualitativ reproduziert werden kénnen. Als Grenzflichenkriechfunktion Sy (t) wird
die k-fache und mit der Grenzschichtdicke t®) ~ @ pyser /30 = 0.2 pm multiplizierte
Kriechfunktion der Matrixphase angenommen:

Sty =tD kJt) , Sp=t? r

T (6.84)
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Die tangentiale Steifigkeit Sy des Verbunds tendiert gegen Unendlich, wenn x gegen
Null geht. Die Steifigkeit der Grenzflache in Normalenrichtung S;, wird proportio-
nal zum Elastizitdtsmodul E,, = E, = E; = 3.2 GPa der isotropen Matrix gewéhlt.
Den Vergleich der numerischen Ergebnisse der Zweiskalensimulation mit den expe-
rimentell bestimmten Kurvenverldufen zeigt Abb. 6.15. Die Lénge des Zeitschritts
betrigt At = 0.01h. Die Versuchsdauer von 5 Stunden wird in 500 Zeitschritte un-
terteilt, deren Berechnung jeweils eine Zeit von ca. 5 Sekunden bendtigt. Die numeri-
schen Ergebnisse zeigen, dass die Annahme eines perfekten Verbunds zu einer Uber-
schétzung der makroskopischen Steifigkeiten und daher zu zu hohen Spannungen in
Lastrichtung fiihrt. Unter Ansatz eines nachgiebigen Verbunds mit xk = 1,...,2 ist
es moglich, die Modellvorhersagen gut an die Relaxationsdaten anzupassen.

6.3.4 Viskoelastisches Validierungsbeispiel 2: Diinnwandiges
Rohr unter axialem Zug

In Robinson et al. (2003) werden diinnwandige Rohrproben aus einem Verbundmate-
rial der axialen Zugbeanspruchung p = 28 MPa bei Raumtemperatur ausgesetzt. Die
einschichtigen Testkorper bestehen aus einem glasfaserverstiarkten Epoxidharz mit
einem hohen Fasergehalt von V; = 0.6. Die inneren und dufseren Radien des Rohrs
betragen r; = 16.5 mm und r, = 18.5 mm bei einer Rohrldnge von [ = 100 mm. Der
Winkel der Faserwicklung gegeniiber der Zylinderachse x3 wird zu © = 45° gewéhlt.
Die Enden des Probekorpers sind in die lastgesteuert gefahrene Testmaschine einge-
spannt. Fir die numerische Simulation wird die Nachgiebigkeit des Verbunds von
Fasern und Matrix — wie im vorangegangenen Beispiel — als k-faches der Nachgie-

p =28 MPa

°)

AR
HENERE

)
A,

{ =100 mm

Abbildung 6.16: FE-Modell des diinnwandigen Rohrs

K Goo T T T3 7 Uy 2
[MPa| [MPa] [h] [h] [b] ] -] -]
Epoxidharz 3471 976 0.1 1.0 10.0 0.005 0.010 0.005
Glasfaser 47625 32786 - - - - - -

Material

Tabelle 6.4: Materialdaten fiir elastische Glasfasern und viskoelastisches Epoxidharz
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Abbildung 6.17: Kriechanteil der Dehnungen vs. Zeit. Links: starrer Verbund, x = 0.
Rechts: Verbund mit matrixdaquivalenten Eigenschaften, x = 1

bigkeiten der Matrixphase unter Beriicksichtigung der physikalischen Grenzschicht-
dicke t® & 0.2um beschrieben. Das Makromodell des Rohrs besteht aus 36 x 11 x 1
isoparametrischen, achtknotigen Volumenelementen — siehe Abb. 6.16. Am rechten
Ende sind alle Knotenfreiheitsgrade in Rohrléngs- und in Umfangsrichtung gesperrt.
Am linken Ende wirkt die Last P als gleichméfig verteilte Beanspruchung p = 28
MPa. Die Verschiebungen in radialer Richtung sind verhindert. Die experimentellen
Ergebnisse der Kriechversuche sind in Form des inelastischen Anteils der Kriech-
normaldehnung €33 in Richtung der Rohrléngsachse und des inelastischen Anteils
der Torsionsverzerrung -y, = g%ﬁ (d.h. €e1(t) = €orar(t) — €crast) als Funktionen der
Zeit gegeben. Die Diagramme in Abb. 6.17 und 6.18 zeigen die Kriechantwort fiir
starren Verbund (x = 0), Matrix dquivalente Grenzflacheneigenschaften (k = 1)
und Verbund mit erhéhter Nachgiebigkeit (x = 2). Erwartungsgeméf verstérkt sich
das Kriechen in Richtung der Rohrachse, wenn die Grenzflichennachgiebigkeit er-

k=2
. 0.008 T T T T
§‘ FEM/GMC, €33
e 0007 FEM/GMC, 75 --—-- 1
%D 0.006 Experiment, v, +
= Experiment, €33 X
& 0.005 - .
g
= —
g 0.004 R K XX XX
X 0.003 |- X —
2
¢ 0.002 —f -
B f A+ A+
8o 4 T T -
o LT
0 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Zeit [h]

Abbildung 6.18: Kriechdehnungen vs. Zeit fiir Verbund mit erhchter Nachgiebigkeit
mit K = 2
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hoht wird. Die Zunahme der Torsionsverformung, die sich aufgrund des Faserwinkels
von 45° einstellt, zeigt kaum eine erkennbare Beeinflussbarkeit durch die Grenzfla-
chenparameter. Die Kriechdehnungen in Léngsrichtung des Rohrs wird mit Ma-
trixdquivalenten Grenzflacheneigenschaften am besten wiedergegeben. Bei starrem
Verbund ist der inelastische Anteil der Langsdehnung €33 zu gering, bei xk = 2 fillt
der Kriechanteil der Verformung zu stark aus.



Kapitel 7

Nichtlinear elastische
Verbundwerkstoffe mit Schadigung

Gegenstand des folgenden Kapitels ist die prozessabhédngige Homogenisierung von
Faserverbundwerkstoffen, bei denen sich der Fiiller nichtlinear elastisch verhélt. Die
Grenzflichen der Phasen erleiden im Verlauf der Beanspruchung eine Schiadigung,
die die Steifigkeit des Verbunds bis zum vollstindigen Verlust der Adhésion von
Fasern und Matrix degradieren lasst. Die Fasern verhalten sich linear elastisch. Die
Schédigung der Matrix und der Faser wird mit Hilfe der Bruchmechanik beschrie-
ben. Als Orte der Rissentstehung werden die Randflachen benachbarter Unterzellen
verwendet. Der konstitutive Zusammenhang zwischen den Spannungsvektoren auf
den Bruchfldchen (vor dem vollsténdigen Bruch) und den Diskontinuitéten des Ver-
schiebungsfelds wird durch die ratenunabhingigen Schadigungsmodelle aus Kapitel
3.4 beschrieben.

7.1 Einbeziehung der Verbundmodelle in die verall-
gemeinerte Methode der Zellen

Die Homogenisierung von Faserverbundwerkstoffen mit Schadigung basiert auf den
in Kapitel 4.4.2 hergeleiteten Grundgleichungen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis
(4.90) der effizient reformulierten Methode der Zellen. Die genannten Verschiebungs-
gleichungen sind in Vektor-Matrix-Schreibweise zu iiberfithren, im Zuge dessen die
Verzerrungsgrofen der Unterzellen durch Einbeziehung der konstitutiven Gleichun-
gen der Phasenwerkstoffe durch Spannungsterme ersetzt werden sollen. Diese Er-
setzung fiithrt auf die effizient formulierte Fassung der GMC. Die Definitionen der
vektoriellen und matriziellen Grofen, die zu diesem Zweck nachfolgend Verwendung
finden, sind im Anhang A.4 dieser Arbeit ab Seite 195 angegeben.

In den Verschiebungsgleichungen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) ab S. 69 sind
neben den unbekannten Verzerrungen <e§j‘ﬂ Y in den Unterzellen Q%) noch alle

N, = 3[(Na = 1)NsN, + No(Nj — 1)N, + NoNa(N, — 1)] (7.1)

Koordinaten [[(i)u§-aﬂ ] der potentiell vorhandenen (d.h. vom Nullvektor verschiede-
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nen) Diskontinuitétsvektoren TICRY enthalten, die zum Hypervektor

u= {(Z)u‘gaﬁ’}/)} 2’] = 1a2737 @ = 17N0u 5 = LN,@? = 17N’Y (72)

zusammengefasst werden, (s. Anhang A.4.2). Die Gleichungen (4.80) bis (4.82) und
(4.88) bis (4.90) gehen folglich vom allgemeinen Fall aus, in dem Diskontinuitéten
des mikroskopischen Verschiebungsfels an allen Unterzellrdndern innerhalb des RVEs
auftreten konnen. Nicht alle Unterzellrander )9Q(@57) des RVE-Modells stellen je-
doch Phasengrenzflichen dar oder dienen der Definition von Matrixbruchflachen.
Die Zahl der Flachen, die im Laufe des Belastungsvorgangs eine Schadigung erfah-
ren konnen, fiir die also Mu(®#7) £ 0 gelten kann, betrigt:

N]:N[1—|—N]3+N]3, 3N; < N, (73)

Die Grofken Ny, Ny und Nj3 beschreiben die Anzahl der nachgiebigen Unterzell-
grenzen mit den Flachennormalen in -, x5- und x3-Richtung. Die Zahl N; hiangt
von der Anordnung moglicher Bruchflachen durch den Anwender der Zellenmethode
ab und kann nicht allgemeingiiltig aus der Anzahl der Unterzellen abgeleitet werden.
Die von Null verschiedenen Komponenten des Hypervektors u mit N, Elementen
werden durch die Inzidenzmatrix D" auf die Untermenge @ mit 3N; Elementen
reduziert:

G=D"u (7.4)

Die Bildung der Matrix D" ist im Anhang A.4.3 dargestellt. In den Gleichungen
(4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) sind die Mikroverzerrungen in den Unterzellen
anhand des jeweiligen Konstitutivinodells durch Ausdriicke in den Unterzellspan-
nungen zu ersetzen, wobei die eingeforderte Kontinuitdt der Spannungsfelder iiber
die Unterzellgrenzen hinweg ausgenutzt wird. Als Folge der Spannungskontinuitéts-
bedingungen ist der mittlere Spannungszustand (6(*%)) einer Unterzelle unter Be-
achtung der Gln. (4.93) bis (4.98) durch die Spannungen T darstellbar:

(7] [l
Ty (057)
Tesn . ) Tss” Ny (08577 (75)
by G
7 G
ny ) Les™)

\

Das nichtlinear elastische Verhalten der Matrix wird durch das konstitutive Modell
in Kapitel 2.2 abgebildet. Die konstitutive Gleichung (2.19) nimmt mit

()T = L) (™) () (™) (™) (€57) (7.6)
und Gl. (7.5) folgende Form an:

<e(a5-y)> _ <Sel(045’7) + w(aﬁ’y)snl(o‘ﬁfy)> T(aﬂ’Y) (77)
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Die Variable @(*#) berechnet sich laut Gl. (2.14) zu:

Slesm\ Y
@t = [ 2L __ (7.8)

U(()aﬁv)
Die Vergleichsspannung

o é«;ﬁv) —

3 By 2 B 2 @B 2 B 2 By 2 By 2
V2 (65 4 (7 4 (57 4 265 4 2065 4 24657)) (19

ergibt sich aus den Komponenten des deviatorischen Spannungstensors <s(Daﬁ 7)> der
Unterzelle:

( o 3\ ( )
(s1777) Ty =T 3
(s557) Tys" =T /3
af3 af af3
(aBy)\ _ <Si(§3 7)> I T3(3 ) - Tk(lk 7)/3 710
<SD > - <S(aﬂ’y)> T T(a) ( ° )
23 23
(s5777) T
(aBv)
REUN R U S

mit Té,‘jﬁ M = Tl(lﬁ M4 T2(2a M T?f? ) Den Tangentenoperator S erhélt man in Matrix-
form gemaf Gl. (2.23) als:

~(a a 8(04/37) o a « e T
g@s _ ( ) _ gel @) | (apyngni@fn) | (Snl( ﬂv)-l-(oaﬁv))mg BN (7.11)

OT(@b7)

mit

T
N 9w @B §(@B7) Gg(aBr) §eo(@Br) Geg(abr) Hrp(eb)
e e T o e e ey (7.12)

Die Komponenten von m(g‘ﬁ ") € RO liefert die G (2.18):

2-1-10 0 0] ((sl)
-1 2-10 0 0 (s
m(@aw:(n;l)aéz“’”:j S EEICIUNUE B KC 0l QR
o8 000 06 0 0| (sl
00 00 6 0] [ (siem
000 00 0 6| | (s3]

Die konstitutive Annahme linearelastischen Verhaltens der Fasern lautet mit den
Spannungen T(@7):

gy = glad (Tl (7.14)
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Durch Einsetzen der rechten Seiten der konstitutiven Gln. (7.7) und (7.14) in die
Verschiebungsgleichungen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) erhélt man unter
Beachtung der Gl. (7.4) das folgende nichtlineare Gleichungssystem:

SMHT + Da = KeM (7.15)

Der Hypervektor T umfasst alle Unterzellspannungen Ti(jaﬁ "), Die Matrix S enthilt
die von den Spannungen T abhéngigen Nachgiebigkeiten der Phasenwerkstoffe so-
wie die Unterzellabmessungen. Die sechs makroskopischen Verzerrungen g™ werden
iiber die Matrix K, die von den Kantenldngen des RVEs abhingt, in die Matrixform
der Verschiebungsgleichungen (4.80) bis (4.82) und (4.88) bis (4.90) einbezogen. Die
Matrix D enthélt als Eintrdge die Abmessungen der Unterzellen und ordnet die Ver-
schiebungsdiskontinuitdten @i den einzelnen Verschiebungsgleichungen zu.

Die Vektoren Du@) der Verschiebungsdiskontinuititen werden durch die konstitu-
tiven Beziehungen (3.35), (3.50) oder (3.60) der ratenunabhéngigen Grenzflachen-
modelle mit Schidigung auf die Spannungsvektoren Jt(*#7) abgebildet:

(D) ¢(aBy) — EI((i)d(aﬂv)) (@) y(@Br) (7.16)
Zur Wahrung der Spannungskontinuitdt haben die Spannungsvektoren nach GI.
(7.16) die Bedingung zu erfiillen, dass gilt:

Db — (g @Ay (7.17)

Beriicksichtigt man die Gl (7.5), so bestimmen sich die Grenzflichenspannungen
nach Gl. (7.17) aus den Zellspannungen T%") zu:

B B B
Tl(l ) T2(2 v) T?EZS )
D g(aBy) . 2)p(aBy) . 3)g(afy) .
glasr) .— Tl(;m) ’ 2)glab) .— TQ(;W) 7 glasr) .— Tl(gm) (7.18)
af « Q
rig? rig? rig?

Die zu den Diskontinuitaten @ in Gl. (7.4) konjugierten Spannungen im Hypervektor
t= {(i)tE.aﬁ “’)} werden durch die Zuordnungsmatrix D unter Beachtung von Gl. (7.5)

aus dem Hypervektor T-= {7}(]-0”3 7)} aller Unterzellspannungen extrahiert, denn die

Normalenvektoren n fallen gerade mit den Einheitsvektoren e; zusammen:
t=DT (7.19)

Die matrizielle Zusammenfassung der konstitutiven Gleichungen (7.16) fiir alle N;
Grenzflachen lautet mit Gl. (7.19) in impliziter Form:

t—Eda=DT-Eda=0 (7.20)

Der Vektor d stellt die Zusammenfassung der N; Schidigungsvariablen )d(57)
dar. In der Hypermatrix E mit Diagonalstruktur werden die konstitutiven Matrizen
E.(d), Ec(d) oder Egug(d) der Grenzflichenmodelle zusammengefiihrt. Die nichtli-
nearen Verschiebungsgleichungen (7.15) und die Spannungsbedingungen (7.20) bil-
den zusammen das nichtlineare Gleichungssystem des Zellenmodells:

S(H T+ Do = Ke"

. .. (7.21)
DT - Eda= 0
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das fiir einen gegebenen makroskopischen Verzerrungszustand €V iterativ zu 16sen
ist.

7.2 Zur inkrementellen, iterativen Losung des nicht-
linearen Zellenmodells

Zur iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (7.21) in Abhéngigkeit
der makroskopischen Verzerrungen wird das Newton-Verfahren in Kombination mit
einem Kurvenverfolgungsalgorithmus eingesetzt, siehe Ramm (1980). Die Anwen-
dung des Newton-Verfahrens ohne Kurvenverfolgungsalgorithmus fiihrt nicht fiir
alle Kombinationen von Modellparametern zu einem robusten Losungsverfahren.
Da das GMC-Modell eine weggesteuerte Berechnung von Spannungs-Verzerrungs-
Bezichungen darstellt, bereitet eine Entfestigung, d.h. einen Abnahme der Makro-
spannung bei wachsenden Makroverzerrungen keine Schwierigkeiten bei der Anwen-
dung des Newton-Verfahrens. Jedem Verzerrungszustand ist (bei Kenntnis des ak-
tuellen Schiadigungszustands) eindeutig ein Spannungszustand zugeordnet.

Es zeigt sich jedoch, dass fiir bestimmte Parameterkombinationen ein instabiler Ver-
lauf der Schadigungsentwicklung in Form eines so genannten ,,snap back* Verhaltens
auftritt, sieche Abb. 7.1. Hier geht die Eindeutigkeit der Losung verloren. Zu ei-
ner Verzerrung €V gehéren bis zu drei verschiedene Spannungszustinde (6). Die

instabile
Entfestigung

Makrospannung (o)

snap back

\

Makrodehnung €M

Abbildung 7.1: Instabile Entfestigung

Berechnung des Losungspfads in diesem Bereich gelingt nur durch die Umschaltung
auf einen Kurvenverfolgungsalgorithmus, bei dem das Makrodehnungsinkrement mit
einem Skalierungsfaktor A versehen wird. Nach der Uberwindung des instabilen Ent-
festigungsbereichs kann wieder auf das Newton-Verfahren zuriickgewechselt werden.
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7.2.1 Newton-Raphson-Verfahren

Die exakte Losung des Gleichungssystems (7.21) erfiillt offensichtlich zu allen Zeiten
die Forderung nach dem Verschwinden des Residuums R, das durch
Ry S(MT + Da - Ke“
R — = ( )A R =0 (7.22)
R, DT - E()d
definiert ist. Fiir die iterative Losung der mikromechanischen Gleichungen zu einem
Verzerrungsprozess €V (¢) wird die Zeitachse t in Inkremente At so unterteilt, dass
der Gesamtprozess durch die Losungen fiir eine Abfolge makroskopischer Verfor-
mungszustande

(nFDgM — (MgM 4 \(n+1) AgM (7.23)
zu den diskreten Zeitpunkten
(D — M 1 At (7.24)

beschrieben wird. Der Faktor A betragt im Fall des Newton-Raphson-Verfahrens
A = const = 1. Fiir den Kurvenverfolgungsalgorithmus wird A als zusétzliche Unbe-
kannte behandelt, zu deren Bestimmung das nichtlineare Gleichungssystem (7.21)
um eine Gleichung in Form einer Nebenbedingung erweitert wird. Fiir den makrosko-
pischen Verzerrungszustand ™MeM zur Zeit Mt sollen der Schidigungszustand ™ q,
das mikroskopische Spannungsfeld T sowie die Verschiebungsspriinge ™ bekannt
sein. Die Grofen ™ T und ™a werden zum Vektor (W& zusammengefasst:
©OF o

Mg = (7.25)
OF

Die Schédigungvariablen d der einzelnen Grenzflichen werden in der Spaltenmatrix
(Md abgelegt. Gesucht ist der mikroskopische Zustand {*tD&, ("1 d} fiir den vor-
gegebenen makroskopischen Verzerrungszustand *+YeM zum Folgezeitpunkt V¢,
Die iterative Losung baut auf der Linearisierung Ry des Residuumvektors R um den

Punkt {X’, az} auf:
R.(%,d) = R + DR’ [A%] (7.26)

Der Startpunkt {X°, ao} der Tteration (i = 0) ist gleich der Losung {™&, ™d} des
vorangegangenen Zeitschritts. Der Residuumvektor im Iterationsschritt ¢ lautet:

S(TYT + Do — KM+eM

R' = R (7.27)
DT - E(d)d
Die Bildung des Gateaux-Differentials DR'[A%] des Residuums fiihrt auf:
DR'[AR] =
d A _'I~_z ~1 D A
4R +gag)| = |S(T)FS D AT L er (rag)
di 1=0 D _(B@)+E)| | Aa
OR! A%
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KeM
A

K(n+1)8M l _ _

K(m)gM L _

NS AR?

OF -& %! g2 (n+hg %

\

Abbildung 7.2: Veranschaulichung des Newton-Raphson-Verfahrens

Die Elemente der Matrizen S und E berechnen sich zu:

S = [S’nm] = {%Tr} und E = [Ekl] = (7.29)

86@- aﬁz .

0F 0d; . ]

Die Bildung der Matrizen E, E(d) und S ist im Anhang dargestellt. Die Submatri-

zen D und D in der Fréchet-Ableitung OR’/0x sind konstant. Die Spaltenmatrix d
der inneren Schidigungsvariablen d der Grenzflichenmodelle, welche aus dem Ite-
rationsalgorithmus heraus bestimmt werden muss, ist eine von der Geschichte der
Diskontinuitéten @t abhéngige Grofte. Im Hinblick auf eine wegunabhéngige Iteration
ist zu beachten, dass der iterative Schidigungszustand d* einer jeden Grenzfliche,
nicht im Vergleich mit dem Wert d*~! des vorangegangenen iterativen Zustands be-
rechnet wird, sondern mit dem Wert (Md des letzten konvergenten Zustands, siehe
Matzenmiller (1988):

g fiir d' < ™Mq
d' = Fiuer(d(7))7g = { ' fiix d' > "d (7.30)
1.0 fiir d° > 1.0

Somit wird erreicht, dass die Schidigungsvariablen ®+Yd zum Ende der Iteration
nicht vom Verlauf des Iterationsweges iiber die Zwischenzustidnde @i abhédngen.
Durch das Aufsuchen der Nullstelle der linearisierten Form (7.26) des Residuums er-

halt man ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung des Verformungsinkrements

Af(H—l:
OR’
0x

i1—-1
AR = R — AR = {aa'; } R’ (7.31)

Mit dem Zuwachs AX""' nach Gl. (7.31) wird die Zustandsvariable &' iterativ ver-
bessert.

A

XH_1 = )’EZ + A)A(Z-H (732)
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Abbildung 7.3: Berechnung eines makroskopischen Deformationsprozesses €™ (¢). An-
wendung des Newton-Verfahrens

Liegt die euklidische Norm ||R|| = VR™ R des Residuumvektors R™" der neu be-
rechneten Konfiguration X' unterhalb einer vorgegebenen Toleranzschwelle ¢, so
ist mit X" die gesuchte Losung ("*V&, gefunden. Der vollstindige Ablaufplan der
Newton-Iteration ist in Abb. 7.3 gegeben. Gelingt mit dem ,lastgesteuerten” Newton-
Verfahren die Losung des Gleichungssystems innerhalb einer gewahlten Anzahl von
N Tterationen nicht, so wird auf die im Folgenden dargelegte Anwendung eines Kur-

venverfolgungsalgorithmus’ automatisch umgeschaltet.
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7.2.2 Kurvenverfolgungsalgorithmus

Der Unterschied des Kurvenverfolgungsalgorithmus’ zum , lastgesteuerten“ Newton-
Verfahren besteht darin, dass die rechte Seite des zu l6senden nichtlinearen Glei-
chungssystems (7.21), d.h. im vorliegenden Fall der makroskopische Deformations-
prozess €¥(t), innerhalb des Iterationsalgorithmus’ variabel gemacht wird. Auf diese
Weise ist es moglich, auch solche Abschnitte des Losungspfades zu konstruieren, die
durch einen , snap back® charakterisiert sind, vgl. Abb. 7.1. Der erste Schritt besteht
darin, die zeitliche Entwicklung des makroskopischen Verzerrungszustands €™ (¢) als
lineare Funktion der Variablen A um den Zustand ™eM zur Zeit t = (™t mit dem
Inkrement mit "*YAgM = (»+1DgM _ (MeM uszudriicken:

eV(\) = MM 4 \ (MDA (7.33)

Zum Makrozustand "TVeM des Zeitpunkts ¢ = "Dt gelangt man offensichtlich mit
A = 1. Die Losung W% fiir den Makrozustand eM ist bekannt. Gesucht wird die
Losung ™tVx fiir den Makrozustand (**DgM.

Fiir die rechte Seite des Gleichungssystems (7.21) in Abhéngigkeit des Skalierungs-
faktors A wird im Folgenden unter Beachtung von Gl. (7.33) die Abkiirzung

Kg(\ K [™eM 1 )\ (D AeM
AN = 0( ) = [ . ] (7.34)

verwendet und fiir den darin enthaltenen inkrementellen Anteil die Groke

(n+1) M
An =K OAE (7.35)

eingefithrt. Der Ausdruck A(A) nach Gl (7.34) kann mit Gl. (7.35) auch wie folgt
dargestellt werden:

AN =Ahoo +AAA = WALNAA (7.36)

Der Kurvenverfolgungsalgorithmus durchlduft den Losungsweg im Raum {A (M), X}.
Startpunkt ist der letzte bekannte Punkt {(™ A, (W&} zur Zeit ¢ mit dem Startwert
A = 0. Gesucht ist der Punkt {"*DA, (D%} mit dem Wert A = 1 fiir den Folge-
zeitpunkt *TD¢. Mit dem Verfolgungsalgorithmus wird punktweise der Losungspfad
innerhalb des aktuellen Zeitschritts konstruiert, wobei ein vorangestellter, oberer
Index k den Losungspunkt {¥A,*&} = {A(*)),*&} bezeichnet. Zu beachten ist, dass
mit £ nur echte Losungspunkte gekennzeichnet werden, welche nicht die gesuchte Lo-
sung des Zeitpunkts »*¢ sind, sondern vielmehr Zwischenzustinde mit 0 < ¥\ < 1
auf dem Weg vom bekannten Losungspunkt {A, &} zum gesuchten Lsungs-
punkt {"TV A ("D markieren, sieche Abb. 7.4. Die Losungen {*¥A, *&} dienen also
lediglich der punktweisen Verfolgung des instabilen Lésungspfades im aktuellen Zeit-
schritt (Mt — (1,

Zum i-ten Zwischenschritt der Iteration auf dem Weg vom Punkt {¥A,*%} nach
{F+1A FH1%} gehort der Punkt {A’ X'}, welcher in der Regel nicht auf dem Lo-
sungspfad liegt.
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Die zusétzliche Variable A macht die Einfiihrung einer weiteren Gleichung erforder-
lich. Sie wird in Form der Nebenbedingung

g(&,A) =0 (7.37)

gegeben, welche zu den Gleichungen des mikromechanischen Modells hinzukommt.
Der Residuumvektor R des um Gl. (7.37) erweiterten Gleichungssystems (7.21) lau-
tet unter Beachtung von Gl. (7.33) im Punkt {A’ X'}

ST + Dt - K[MeM A (DA
R=¢ Dt - @) (7.38)
g(x', ')

7.2.3 Inkrementelle, iterative Losung des nichtlinearen Glei-
chungssystems fiir das RVE

Mit der Einfiithrung des Gateaux-Differentials des erweiterten Residuums R':

~ 7

d ~i . -
DR [A%X, AN = d_T]R (X' + nAX, A 4+ nAN)

n=0
i ~i 4 )
S(T)+S D K ("D AgM AT
_ D ) —(E(a’) +TEZ) 0 AG (7.39)
dg" dg" dg"

ot di ) | A\

) v~i Y
OR = AX

T o

erhélt man die linearisierte Darstellung des Residuums R, um den Zustand i:

~ ~ 8|~?i
R; =R
L * %

A% (7.40)

Die Suche nach der Nullstelle der Linearisierung R;, = 0 liefert das Gleichungssystem

OR' ’ ~

— AX"' = —R, 7.41

0% (7.41)
aus dem sich die Inkremente A%X'*' berechnen lassen. Mit den Zuwichsen AX™
ergibt sich formal der verbesserte Iterationsvektor zu:

=%+ AT (7.42)

Das erweiterte System (7.41) kann auf ein System der urspriinglichen Grofe reduziert
werden. Dazu wird das erweiterte System (7.41) partitioniert. Zunéchst folgt aus den
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A A
A(1)
. / \Q
A
A\ 2 —
A(k"'l)\) P
A(RX —
) AN ARY
)\ Bl Lt
A0) T
%0 & %
kg k+1g
O)'E — (n))’e (’n+1))’2

Abbildung 7.4: Punktweise Konstruktion der Losungskurve innerhalb des Zeit-
schritts t* — t"*1 Tteration auf aktuellen Normalenebenen

beiden oberen Gleichungsblocken des Systems:

s(t) +§' D AT i J KO

) Aﬁi+1 0

S(TVT + D& — K [(MeM 4 \i () AgM
_ ST + D -K et [
DT — E@)d

Durch das Umstellen nach den unbekannten Verformungsinkrementen erhélt man:

-1

AT i S(t)+§' D K () AgM
Al D —(Ed)+E) 0
AL OR\; -1 AVA
e
) ' -1 NS ;
§ +s(t) D S(THT +Da' — K [MeM 4 A7 (D AeM]
D (E@d)+E) DT — Ed)a
R =R},
%

(7.44)

Hier tritt zweimalig die Inverse der Fréchet-Ableitung OR' /0% des Newton-Verfahrens
auf. Das Residuum R}, entspricht fiir A = 1 dem Residuumvektor R* des Newton-
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Verfahrens. Fiir die Bestimmung der abhingigen Schadigungvariablen d’ gilt sinn-
gemafs Gl. (7.30) mit:

kd fir d° < *d
d' = Fuer(d(T)) g =< d' fiir d' > *d (7.45)
1.0 fir > 1.0

Mit Hilfe der Teilinkremente

i1-1
AR = B': } AA
(7.46)
s = - [R] e,
kann die Gl. (7.44) kompakt geschrieben werden:
AR = ANTTAR + ARG (7.47)

Der inkrementelle Faktor A\ ist an dieser 'Stelle noch unbekannt. Er wird aus der
linearisierten Form der Zusatzgleichung g(X', \Y)) = 0 gewonnen. Nach Vereinbarung
der Definitionen

dg
_ 99 _Jof _ 99
g:= i dg und g, = B\ (7.48)
o

erhdlt man aus der letzten Gleichung des Systems (7.41) mit Gl. (7.39) und Gl
(7.38):

gLAKT + AXNTlg = —¢' (7.49)
i+1

Fiir das unbekannte Verschiebungsinkrement A% wird die rechte Seite von Gl.

(7.47) eingesetzt und es resultiert:
85 (ANTTAR + AR + AXNTlg, = —¢' (7.50)

Das Inkrement des Skalierungsfaktors folgt nun unmittelbar durch Auflésen von GI.
(7.50) zu:

g g A%

AN — . 7.51
g+ 83 AR (7:51)
Der aktualisierte Skalierungsfaktor lautet dann:
AL = N AN (7.52)

Der Kurvenverfolgungsalgorithmus bendtigt im Unterschied zum Newton-Raphson-
Verfahren einen Pradiktorschritt, an den sich eine Korrektoriteration anschliefst. Im
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ANFTAKH
A A
AR
Ai:O —
<
<
=
4
kA

Abbildung 7.5: Iteration auf aktuellen Normalenebenen. Letzte Iterierte {A7 %)
Bestimmung des Punktes {A™™ &'}

Pradiktorschritt wird zunsichst das Inkrement AX) gemif Gl. (7.46); berechnet. Es
liefert einen Tangentenvektor

AZRY
t = (7.53)
AA

an den Pfad im letzten Konvergenzpunkt {*A,*%}. Der Tangentenvektor t wird mit
dem Faktor AX? so skaliert, dass sich ein Vektor t® — vgl. Abb. 7.4 — errechnen lésst,
mit der Eigenschaft, dass dessen als ,Bogenldngeninkrement“ bezeichneter Betrag
|t°] ein vorzugebendes Ma |As| annimmt:

As| = [t = AAO\/ (AR)TAR) + AATAA) (7.54)
Der Skalierungsfaktor des Pradiktorschritts bestimmt sich aus Gl. (7.54) zu
AN = + 25| . (7.55)
\/ AROTAR) + AATAA

Fiir die Nebenbedingung g(X, A) = 0 sind im Schrifttum — siehe z.B. Wagner (1991)
oder Schweizerhof (1989) — eine Vielzahl linearer und nichtlinearer Ansétze gege-
ben. Verschiedene lineare Nebenbedingungen kénnen zur Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems herangezogen werden, wie die ’Iteration auf konstanten Norma-
leneben’ oder die ’Iteration auf angepassten Normaleneben’. Da sich zeigt, dass die
Gradienten der Losungskurven je nach Wahl der Grenzflichenparameter sehr grofs
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Mikro Makro
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"R s+*S D K+ AgM
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Abbildung 7.6: Ablaufschema Kurvenverfolgungsalgorithmus
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werden konnen, muss mit den oben genannten Ansétzen fiir die Nebenbedingung g
das Bogenlangeninkrement sehr klein gewahlt werden, was durch eine automatisierte
Reduktion des Inkrements bei verfehlter Konvergenz nach einer gewissen Anzahl an
Korrektoriterationsschritten bewirkt wird. Dieses Vorgehen macht das Losungsver-
fahren jedoch vergleichsweise langsam und fiithrt nicht immer zum Erfolg. Ein be-
sonders giinstiges, robustes Konvergenzverhalten des Verfolgungsalgorithmus’ wird
durch eine Zwangsbedingung erwirkt, welche dazu fiihrt, dass man sich moglichst
orthogonal auf die Losungskurve zubewegt. Eine solche Nebenbedingung liefert die
orthogonale Trajektorienmethode nach Fried (1984), s.a. Wagner (1991). Hier ist
der Normalenvektor der Iterationsebene durch den aktuellen Tangentenvektor t an
die Losungskurve gegeben, vgl. Abb. 7.5. Die Iterationsebene wird entsprechend als
aktuelle Normalenebene oder Tangentenebene bezeichnet. Die Richtung des Tan-
gentenvektors t ist durch

i+l
AKX}

AA

t=

definiert. Alle Punkte des {A,%}-Raumes sind relativ zum aktuellen Zwischenzu-
stand {A", X'} durch einen Vektor t' gegeben:

vl X% (7.56)
A—A

Ausgehend vom Punkt {A’, X'} verlduft der Weg der Zwischenzustéinde niherungs-
weise orthogonal auf die Losungskurve zu, wenn als Nebenbedingung ¢ die Ortho-
gonalitdt der beiden oben definierten Vektoren gewahlt wird:

;T

g&FAN) =t t= & - )TALT) + (A - AHYTAA =0 (7.57)

Die Ableitungen von g geméfs Gl. (7.48) liefern:

dg ~i
gx = & = AXIH
(7.58)
_0g  0g oA T
gxn = 8)\_8A6)\_AA AA

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass eine lineare Nebenbedingung g = 0 in
jedem Iterationsschritt exakt erfiillt wird, folgt das gesuchte Inkrement AN*! gemif
Gl (7.51) zu:

sitl sitl

AN = — : — .
AA - AA + AR AR

(7.59)

Bei der Beendigung des Verfolgungsalgorithmus’ ergibt sich folgende Schwierigkeit:
Um die eigentlich gesuchte Losung fiir den Zustand ™+Y(€) zu berechnen, miisste
man den Lésungspunkt {*A,*x,} mit einem *\ = 1 finden. Da A aber eine Variable
ist, deren Wert im Zuge der Iteration bestimmt wird, wird dieser Punkt fast nie exakt
getroffen. Vielmehr wird man den gesuchten Losungspunkt durch zwei Losungen
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X < 1 und ¥\ > 1 eingrenzen. Die Losung fiir den Faktor A = 1 konnte dann
durch Interpolation gewonnen werden:

k
(HDg = K(\)|pe1 = *& + ﬁ (A% — %) (7.60)
Eine weitere Moglichkeit ist die Zuriickschaltung auf das Newton-Verfahren, nach-
dem **'\ den Wert 1 iiberschritten hat. Der Startpunkt fiir die Newtoniteration
nach Abb. 7.3 ist dann der Vektor X = ¥& mit dem Schidigungszustand d’ = *d.
Da mit diesem Losungspunkt erfahrungsgemaéifs der kritische Bereich der Losungs-
kurve bereits iiberwunden ist, und man sich mit ihm in der Umgebung der gesuchten
Losung (1% befindet, fithrt die abschliekende Newtoniteration zum Ziel. Das Ab-
laufschema des Kurvenverfolgungsalgorithmus’ ist in Abb. (7.6) gegeben.

7.3 Bestimmung des makroskopischen Spannungs-
tensors

Im Anschluss an die vom Iterationsweg unabhéngige Berechnung der Losungsvek-
toren T|,, und |, des nichtlinearen Gleichungssystems (7.21) zu einem Zeitpunkt
t,, kann der makroskopische Spannungstensor als Mittelwert der Spannungstensoren
in den Unterzellen Q(®#") berechnet werden:

No Ng Ny

’tn dhl Zzzd hﬁl a67)>

a=1 =1 =1

(7.61)

tn

Die Komponenten des Makrospannungstensors im kartesischen Koordinatensystem

des GMC-Modells ergeben sich unter Beachtung der Gl. (7.5) aus den Unterzell-

spannungen T (),

2 S gl Yo d
) = SR o) = 3 ety
a=1

p=1 y=1
a N’Y NB
'y (o) hﬂ (8)
(022) = ZZ — 15 (o13) = ZWTB (7.62)
a=1 y=1 ﬂ—l
Yoo &, doh
(o3) = ZZ ﬁT(aﬁ (012) = Z VT(W
a=1 g=1

7.4 Bestimmung des effektiven Tangentenoperators

Fiir die Verwendung der Zellenmethode als Konstltutlvmodell fiir die nichtlineare
FE-Analyse ist die konsistente Stelﬁgkeltstangente C" des homogenisierten Ersatz-
werkstoffs zu bestimmen. Der Tensor C' verkniipft die Rate der makroskopischen
Verzerrungen mit der Rate des makroskopischen Spannungstensors:

dlo) -« deM
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Im GMC-Modell ist die momentane Rate der Makrospannungen (6) zum Zeitpunkt
t,, durch

(o)

| _ do"
dt a

OeM

d(e)

i (7.64)

tn tn tn

gegeben. Die konsistente tangentiale Steifigkeitsmatrix zum Zeitpunkt ¢,, ist definiert

S do; .
. = [C’ij} = [869/'] , i,j=1,..,6 (7.65)
Im Folgenden soll aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den Zeitindex ¢, verzichtet
werden. Um C* explizit angeben zu kénnen, miissen die Makrospannungen nach den
Makroverzerrungen differenziert werden. Da sich die Makrospannungen gemafs den
Gln. (7.62) aus den Unterzellspannungen T bestimmen, gewinnt man die effektiven
tangentialen Steifigkeiten durch Ableitung der Zellspannungen nach den Makrover-
zerrungen und anschlieffende Mittelung des Ergebnisses tiber alle Unterzellen. Durch
Differentiation des oberen Teils des Gleichungssystems (7.21) nach den Makrover-
zerrungen erhélt man in Indexschreibweise:
0 ~ .

DMt Sii T+ Dilul] = P

Die Laufbereiche der Indizes in Gl. (7.66) sind:

[Kimém) (7.66)

i.j,k = 1,...,No(Ng+1) 4+ Ng(Ny + 1)+ Ny (N, + 1)
nm = 1,...,6 (7.67)
I = 1,....3N;

Die Ausfiihrung der Differentiation der Gln. (7.66) ergibt:

08, 0T}, - T ot

8Sij | 9T iy
Sik + —T;| =— + Dyy=—= = K;n, 7.69
é{ o j}aehﬁ el (09
oder in symbolischer Notation:
< a1 0T i
[S(T) + s} o7 + D = K (7.70)

Der untere Teil des Gleichungssystems (7.21) lautet in Indexschreibweise:

ID,;T; — Epyity = 0 (7.71)
mit

Jj = 1,...,No(Ng+1) + Ng(Ny + 1) + Ny(Ny + 1)

p.g = 1,....3N; (7.72)

1{01 02 03 04 05 06} = {Ull 022 033 023 013 012} ) {61 €2 €3 €4 €5 66} = {611 €22 €33 €23 €13 612}
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Die Differentiation

0 s oA
5ex 1Dy T; = Bty =0 (7.73)
fihrt auf:
T, 0K, dd, dt, . - 0,
Ol o _f Yt _ 7.74
M9M " od. 0, 0w e~ Lrigan =0 (7.74)
T, |~  0E,dd, | 0
ID,, =3 — |E L) 5 = .
= LDp; DeM ps od, i, uq] DeM 0 (7.75)

Die GlIn. (7.75) lauten nach der Uberfiihrung in die symbolische Schreibweise:

OT (o~ =1 OB
i [E(d) + E} i =0 (7.76)

Das Ergebnis

ot

e {A OeM

!
i~ [E@+E] D 777
o= [E@ (1.77)
der Auflésung von Gl. (7.76) wird in das Gleichungssystem (7.70) eingesetzt, aus
welchem sodann die gesuchten Ableitungen der Mikrospannungen nach den Makro-
dehnungen berechnet werden konnen:

oT S R T

= [S(T) +§+D [E(d) + E} D] K (7.78)
Das Ergebnis (7.78) stellt eine [N, (Ng + 1) + Ng(N, + 1) + N, (N, + 1)] x 6 Matrix
dar, die die Ableitung der Spannungen Ti(jaﬁ " nach den makroskopischen Verzerrun-
gen €M enthilt. Die Anordnung der Matrixelemente 87}(;43 v /Oe) ist im Anhang

A.4.6 gegeben. Unter Beachtung der Gleichungen (7.62) zur Berechnung der Makro-
spannungen folgen die Elemente der effektiven Tangentensteifigkeitsmatrix (offf

-3<011> o) Oon) o) o) Oou)
oM Ol 0eM  0elt 9N el
0{099) O(022) O{099) O(022) O{09) O{092)
oM oM 0eM Ol oM Ol
O{os3) O{os3) O(o33) O{o33) O{o33) O{033)

F [C‘*} _ oM O oeM ol oM Ol

O{o93) O{o93) O(o23) O{0o23) O(023) O{023)
oM 0l O O Ol D€l

0{o13) O{o13) O(o13) O{o13) O{o13) O{o13)
oM oM 0eM Ol oM Ol

8<012> (9(012> (9(012> 8(012> 8<012> 8<012>

| o) 0y, Oy Oy Oty Oell |

(7.79)
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durch die gewichtete Summierung der entsprechenden Zeilen der Matrix in Gl. (7.78):

No Ny (87)
hly —(8v) 0(011> hgly 0Ty
(o) Z Z T oM Z Z Wl OM
=1 vy=1 L) =1 y=1 7]
a N’Y N Oé’y
fy (o) 8<0'22> d l 8T22
(02) Z Z a2 oM Z Z dl - e
a=1 y=1 v a=1 y=1
No Npg Na Nﬁ (aB)
dohg (o 0(o 8T
(r55) ZZ ﬂT( 9) é&@ _ -
=1 4=1 Yoo eslasl 9ei (7.80)
Na a)
(a) 3(023> . d 8T
(o23) Z _T - 86%! B Z d 86%-'
hﬁ 8(013> 2 hﬁ 8T(ﬂ)
{o1a) = Z h T — M Z h 861'-3-'
,8 1 ij 5=1 ij
Ny )
() 0(012> l 8T
(o12) Z T — B = 27 e
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Kapitel 8

Parameteridentifikation fiir das
nichtlinear elastische Composite mit
Schadigung

Die Identifikation der Modellparameter fiir faserverstarkte Matrixmaterialien ge-
schieht in mehren Stufen. Als Basis fiir die Identifikation der Parameter des reinen
Harzmaterials dient das Zellenmodell aus 2 x 2 x 2 gleich grofsen Elementen und
den &dufereren Abmessungen d = h = [ = 1lum. Die konstitutive Beschreibung
aller acht Zellen geniigt dem nichtlinear elastischen Ansatz aus Kapitel 2.2. Das
Zellenmodell wird makroskopischen Zug- und Druckprozessen unterworfen. Die Pa-
rameter des Kontinuumsmodells werden kalibriert, so dass die berechneten effektiven
Spannungsantworten mit den Spannungs-Dehnungs-Beziehungen des unverstéarkten
Epoxidharzes, die im Rahmen der World-Wide Failure Ezercise erhoben worden
sind, siche Hinton et al. (2004), in moglichst guter Ubereinstimmung stehen. Als
Erweiterung der Modellbildung fiir das reine Harz werden Briiche entlang der Un-
terzellrdnder im Inneren des RVEs zugelassen. Zur konstitutiven Beschreibung der
Bruchflachen dienen die Anséatze aus Kapitel 3.4. Die zu identifizierenden Parame-
ter der Grenzflichenmodelle legen die Vorhersagen iiber die Festigkeiten und die
Duktilitdt des Entfestigungsvorgangs fiir das Harz fest. Im letzten Schritt wird das
Epoxidharz durch unidirektional angeordnete, unendlich lange Glasfasern bewehrt.
Der Verbund der Phasen Harz und Glasfaser wird ebenfalls durch die Konstituti-
vansatze des Kapitels 3.4 beschrieben, deren Parameter anhand von experimentellen
Daten aus der World-Wide Failure Fxercise festgelegt werden. In Ergdnzung zum
einfachen 8-Zellenmodell wird die Geometrieapproximation durch ein 2 x 12 x 12
Zellen umfassendes Modell des RVEs verfeinert.

8.1 Vorbemerkung zur Prozesssteuerung

Die Parameter der Konstitutivmodelle sind anhand von Spannungsantworten im ebe-
nen Spannungszustand (ESZ) zu identifizieren, da die experimentelle Bestimmung
der Spannungsdehnungskurven ebenfalls im ESZ erfolgt. Um das Zellenmodell un-
ter Zug in den ebenen Spannungszustand zu versetzen, ist zu bedenken, dass das
GMC-Modell die Makroverzerrungen (€(t)) als Eingangsgrofe besitzt, die Prozessbe-
rechnungen also weggesteuert erfolgen. Als Zug- und Schubbeanspruchungen werden
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zunachst folgende Makrodehnungsprozesse gewahlt:

("H)e'QV'Z = (")6'2\/'2 +(1- a)A("H)EgAQ

(8.1)
DM — M o AFDM

(8.2)

Der Prozess €, schreibt die Normaldehnung senkrecht zur Faserrichtung vor, (trans-
versaler Zugprozess). Durch die Vorgabe von e)4(#) entsteht eine Schubbeanspru-
chung in Richtung der Fasern, (axialer Schubprozess). Uber den Parameter o kann
die kombinierte Zug-/Scherbeanspruchung Verzerrungsprozesse bestimmt werden,
d.h. a = 0 ergibt einen reiner Normalspannungszustand, o = 1 bedeutet einen
reinen Schubbeanspruchungsprozess. Fir 0 < a < 1 erzielt man eine kombinier-
te Beanspruchung. Neben den Verzerrungsgrofsen nach Gl. (8.1) sind auch die vier
iibrigen Verzerrungskomponenten vorzugeben. Diese konnen nicht unabhingig von
den Prozessen (8.1) gewéhlt werden, wenn alle Spannungen — (092) und (ojs) aus-
genommen — identisch Null bleiben sollen, sondern miissen unter Einbeziehung der
aktuellen Steifigkeit € nach Gl. (7.79) berechnet werden. Die Erzwingung des ESZ
kann naherungsweise auf Basis der Beziehung zwischen den Spannungs- und Verzer-
rungsinkrementen erfolgen:

A<Uij>‘tn+At = ;jkl’t:t AeI'l/l| tn+At (83)

Fiir vorgegebenes Ae), und Ae), und unter Einhaltung der Bedingungen
Afon) = Aozz) = Afogs) = Afo13) =0 (8.4)

berechnen sich die tibrigen vorzugebenden Verzerrungskomponenten durch Kombi-
nation der Gl. (8.3) und AgM ~ S A(6) mit S* = C ~! aus:

Ay—1 A A A Al
11 12 13 14 -
Ay Agx—1 Ay Az Aegy
Az Ay Ags—1 Ay Aedl

Ay Ago Az A —1 AM
Aqg Ay
A A
1446 1442

mit
oSl
[A-»] S§2 S;:ﬁ Cékl 052 053 54 055 C;G (8 6)
1) - '

Ox QO el et e Y at i at
S42 S46 CV61 062 063 064 065 066
O*x QO
552 S56
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8.2 Parameteridentifikation fiir das Epoxidharz

In Tab. 8.1 sind ausgewahlte Werkstoffkennwerte nach Hinton et al. (2004) fiir das
Epoxidharz MY750 aufgefiihrt. Die experimentell bestimmten Verlaufe der Spann-
ungs-Dehnungs-Beziehung fiir das Harz unter einaxialem Zug und unter Schub sind
ebenfalls an genannter Stelle zu finden. Die Parameter des physikalisch nichtlinearen
Kontinuummodells nach Kapitel 2.2 zur mathematischen Beschreibung des Harzes
werden am Zellenmodell mit acht gleich grofsen Unterzellen identifiziert. Die dufseren
Abmessungen des RVEs betragen d=h=I=1. Die héandisch identifizierten Modellpa-
rameter sind in Tab. 8.2 aufgefiihrt. Die Werte fiir den Elastizitdtsmodul £, und
den Schubmodul G,, werden in Ubereinstimmung mit den Angaben angesetzt, die
im Rahmen der World-Wide Failure FExercise ermittelt wurden. Die Wahl der Ver-
gleichsspannung o¢ = 107.5 MPa und des Exponenten n = 9 fiihrt zu rechnerischen
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen, die in Abb. 8.1 im Vergleich mit den experimen-
tellen Datenpunkten graphisch aufgetragen sind. Die Parameter, die das nichtlineare
Antwortverhalten des GMC-Modells fiir den unverstéirkten Harzwerkstoff steuern,
sind fiir die Simulation der Schubantwort optimiert, denn die Nichtlinearitat unter
Schub ist deutlich ausgepragter als unter Zug. Die berechneten Spannungsverlaufe
nach Abb. 8.1 stimmen im Schubfall praktisch exakt mit allen Messdaten iiberein,
im Zugfall kommt es gegen Ende des Belastungsprozesses zu einer geringfiigigen Ab-
weichung der berechneten Kurve von den Experimentaldaten.

Die durch Einkreisung hervorgehobenen Datenpunkte in Abb. 8.1 markieren das
Schub- bzw. Zugversagen des reinen Harzwerkstoffs im Versuch. Das nichtlinear elas-
tische Konstitutivmodell allein erlaubt es nicht, die Festigkeiten des Werkstoffs und
das Entfestigungsverhalten abzubilden, weshalb die Spannungs-Dehnungs-Verlaufe
des GMC-Modells iiber die jeweiligen Versagenspunkte des Werkstoffes hinaus an-
wachsen. Mit dem Ziel, das GMC-Modell um die Moglichkeit zu erweitern, das Werk-
stoffversagen unter Zug- und Schubbeanspruchung darzustellen, werden die Rand-
flichen der Unterzellen im Inneren des RVEs als Entstehungsorte fiir potentielle
Bruchflichen angesehen. Jeweils vier dieser Bruchfldchen bilden eine der drei ortho-

Matrixmaterial MY 750

E-Modul E,, |GPa 3.35
Schubmodul G, |GPal 1.24
Querdehnzahl v, | 0.35
Zugfestigkeit Rf, [MPa] 80
Druckfestigkeit RS, [MPal 120
Schubfestigkeit R? [MPal] 54
Zugbruchdehnung € [%] 2.7
Druckbruchdehnung €S, [%] 5

Schubbruchgleitung~s, |%] 6

Tabelle 8.1: Experimentell bestimmte Materialparameter aus Hinton, Soden and
Kaddour (2004)
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Parameter fur MY 750

E-Modul E,, |GPa| 3.35
Schubmodul G,,, |GPal 1.24
Exponent n [-| 9

Vergleichsspannung oy [MPa] 107.5

Tabelle 8.2: Identifizierte Materialparameter des Ramberg-Osgood Ansatzes fiir das
Epoxidharz MY750

gonal aufeinander stehenden, randparallelen Schnittebenen durch das RVE. Die kon-
stitutive Beschreibung des Bruchgeschehens in Form von Spannungs-Separations-
Beziehungen auf den Unterzellrandflichen erfolgt anhand der Grenzflachenmodelle
in Kapitel 3.4. Die Identifikation der Festigkeitsparameter R;; und Ry, die in allen
Grenzflachenmodellen auftreten, erweist sich als einfach, denn sie konnen in Hohe
der Werkstofffestigkeiten R, und RS geméfs Tab. 8.1 angenommen werden:

Ry =80MPa und Ry = 54MPa (8.7)

Die fehlende experimentelle Datenbasis fiir das Werkstoffverhalten im Entfestigungs-
bereich erlaubt keine Identifikation der Parameter, die die Duktilitdt der bruchme-
chanischen Modelle steuert. Zwar sind Werte fiir die Bruchenergien von Epoxidhar-
zen in der Literatur zu finden, die makroskopische, effektive Duktilitét der Entfesti-
gung héngt jedoch entscheidend von der Grofe des RVEs ab. Die Abb. 8.2 verdeut-
licht, dass die berechneten makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Verlaufe bei der
Verwendung von Grenzfachenmodellen zur Beschreibung des Materialversagens von
der absoluten Grofte des RVEs abhéngig sind. Bei sonst gleichen Parametern ergibt
sich fiir das grofere RVE (d=h=1=2a) ein makroskopisch sproderes Entfestigungs-
verhalten als fiir das kleinere RVE (d=h=1=2b), denn der Beitrag der Diskontinuitét
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Abbildung 8.1: Experimentell und rechnerisch ermittelte Spannungs-Dehnungs-
Beziehungen fiir das reine Harzmaterial MY 750
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[u,]/2a zur Makrodehnung €™ ist bei gleicher mittlerer Spannung (o) (und somit
gleichem [u,,]) geringer als der Beitrag [u,]/2b. Um die effektiven makroskopischen
Spannungsantworten unabhéngig von der Grofe der RVEs zu halten, werden drei
Skalierungsfaktoren 7; zur Modifikation der Parameter der Bruchmodelle eingefiihrt:

Uri ) =naurty Grerre = 1aGere ¥V O0A) mit n = e;
ari =mnurry Grerre =M Grere ¥V NP mit n = e, (8.8)
Upy,) = MurL, Grexre = M Grerre ¥V 0P mit n = ey

Werden die Duktilitdtsparameter der Grenzflichenmodelle fiir ein Referenz-RVE
Qyey mit den Abmessungen d,.f, hy.y und l,.; festgelegt, so ergeben sich fiir das
RVE €2 mit den Abmessungen d, h und [ folgende Mafstabsfaktoren zur Anpassung

2a
2b
a>b
%b
2a
2b
2a
T (o), M T (o), eM
T e@q T @p
a b
I | [ I | il
a b
""""""" Dy F T | T ey
l (o), M M l (o), M
(o) = oM =@ =¢, (o) = oW =@ —¢
1 1 [un] 1 1 [wn]
M_ Z.(1) 4 2 (2 4 1Pl M_ 2.1 2.2
TRt Ty, AR TS

Abbildung 8.2: Einfluss der absoluten Grofe des RVEs auf die effektive Spannungs-
Dehnungs-Beziehung
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der Modellparameter fiir die Grenzfliche an das RVE:

d h l
Nh = ) nl:l

Ma =7 (8.9)

ref7 href ref

Die Skalierung der Grenzflichenparameter nach Gl. (8.8) fiihrt fiir die RVEs €.
und €2 zu identischen, makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Verlaufen.

Zum Zweck der besseren Vergleichbarkeit der drei konstitutiven Ansétze zur Be-
schreibung der Bruchflachen, weisen alle Modelle die gleichen Energiefreisetzungs-
raten in den Modi I und IT auf. Das gemischt modale Bruchmodell besitzt die Frei-
setzungsraten als unmittelbare Eingangsparameter. Die Langenparameter fiir die
kritische Risséffnung u;; und uy) in den Modellen nach Chaboche (Kapitel 3.4.1)
und Lissenden (Kapitel 3.4.2) kénnen so gewéhlt werden, dass sie zu den gleichen
Bruchenergien

1 261, :
ur s sRiiup, — un = r (Lissenden)
2 Rro
1
0 %Rmuu — up = gi%gflj (Chaboche)
und
1 2G11¢ .
ury §R1||uIH — up = Ry (Lissenden)
Gr1e = /tt dlue] = (8.11)
16G11c
0 %R[U}H — up = 96;% (Chaboche)

fithren, wie sie das gemischt modale Bruchmodell aufweist. Die gewéahlten bzw.
berechneten Parameter der Grenzflaichenmodelle sind in Tab. 8.3 aufgefiihrt. Die
Bruchenergien sind so angesetzt worden, dass die Langen der Entfestigungsbereiche
in den makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Diagrammen, vgl. Abb. 8.3, etwa den
ein- bis zweifachen Langen der elastischen Bereiche entsprechen. Typische, aus Ex-
perimenten stammende Werte fiir die Bruchenergien des reinen Epoxidharzes sind

Parameter Gemischt modales Modell nach Modell nach
Bruchmodell (GMBM) Lissenden (ML) Chaboche (MC)
Ry, [MPal 0 30 0
Ry [MPa] 54 54 54
urs |um] - 0.040 0.035
u|  [Mm] - 0.090 0.079
Ore  [J/m?| 1.60 _ )
Grie [J/m?| 2.43 ; )
K, [GPa 500 500 500

Tabelle 8.3: Eingangsparameter der Grenzflichenmodelle mit endlicher Festigkeit
nach Kapitel 3.4
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Abbildung 8.3: Experimentell und rechnerisch unter Beriicksichtigung von Bruch-

flichen ermittelte Spannungs-Dehnungs-Bezichungen fiir das reine Harzmaterial
MY750

Gre = 240 J/m? und Gy = 1500 J/m?. Aufgrund des in Abb. 8.2 und GIl. (8.8)
diskutierten Mafsstabeffekts, fiilhren diese Werte am RVE mit der Kantenldnge 1
zu sehr langgestreckten Entfestigungskurven, wenn die makroskopischen Spannun-
gen iiber den makroskopischen Dehnungen aufgetragen werden. Die ndherungsweise
Erzeugung eines ebenen Spannungszustands im RVE bei weggesteuerter Zugbean-
spruchung macht nach Gl. (8.6) die Berechnung der Inversen der tangentialen Stei-
figkeitsmatrix erforderlich. Diese Berechnung geht fehl, wenn der Beanspruchungs-
prozess den Entfestigungsbereich erreicht, denn hier ist die effektive Tangentenstei-
figkeitsmatrix nicht mehr positiv definit. Die Berechnungen der Nomalspannungs-
antwort werden daher so durchgefiihrt, dass im verfestigenden Bereich wie zuvor
nidherungsweise ein ebener Spannungszustand erzeugt wird. Nachdem die Zugfes-
tigkeit des Werkstoffs erreicht ist, werden die makroskopischen Querdehnungen mit
ihrem aktuellen Wert festgehalten und nur die fithrende Normaldehnungskomponen-
te €M) des Beanspruchungsprozesses wird weiter erhoht. Die Diagramme in Abb. 8.3
zeigen die erzielten Spannungsantworten des 8-Zellenmodells auf monoton wachsen-
de Schub- und Zugdehnungsprozesse. Zur Beschreibung der Bruchflichen dienen die

Matrix GMC/GMBM _GMC/ML GMC/MC
Zugfestigkeit R [MPa] 80 80 80
Schubfestigkeit R?, |MPal 54 54 54
Zugbruchdehnung €’ [%)] 2.6 2.6 3.6
Schubbruchgleitung 2, [%] 6.0 6.0 9.6

Tabelle 8.4: Berechnete/identifizierte effektive Werkstoffkennwerte fiir das Harz
MY750
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Spannungs-Separations-Modelle nach Chaboche (MC), Lissenden (ML) sowie das ge-
mischt modale Bruchmodell (GMBM). Den drei Formulierungen ist gemeinsam, dass
sie die gleiche Schub- sowie Zugfestigkeit des Harzes vorhersagen, welche mit den
experimentell ermittelten Festigkeiten iibereinstimmen. Unterschiede ergeben sich
bei den Verzerrungsgrofsen: Wahrend das Modell nach Lissenden und der gemischt
modale Ansatz die Dehnung bei Erreichen der Festigkeit richtig wiedergeben, wer-
den bei Verwendung des Modells nach Chaboche die Zug- und Schubfestigkeiten erst
unter deutlich gréferen Deformationen erreicht. Dies ist durch die von Belastungsbe-
ginn an vorhandene endliche Nachgiebigkeit des Chaboche Ansatzes begriindet. Bei
gleichen anliegenden Makrodehnungen sind folglich die Makrospannungen geringer.
Die anhand der GMC-Simulation berechneten Festigkeiten sowie die zugehorigen
Makrodehnungen sind in Tab. 8.4 angegeben.

8.3 Parameteridentifikation fiir die UD-Schicht aus
E-Glass/MY750

8.3.1 Parameteridentifikation und Validierung des nichtline-
ar elastischen Modells fiir den Verbund

Als Beispiel fiir einen Verbundwerkstoff wird das glasfaserbewehrte Epoxidharz
MY750 untersucht. Die elastischen Ingenieurkonstanten E-Modul und Schubmodul
fir den Faserwerkstoff sind in Hinton et al. (2004) mit £y = 74 GPa und Gy = 30.8
GPa angegeben. Der Faservolumengehalt liegt bei V; = 0.60. Den nachfolgenden

_ MY 750

Material Parametersatz I Parametersatz II E-Glass
E-Modul E [GPal 3.35 4.9 74
Schubmodul G [GPa| 1.24 1.9 30.8
Exponent n [-| 9 9 -
Vergleichsspannung o, [MPa) 107.5 117.5 -

Tabelle 8.5: Eingangsparameter fiir das Zellenmodell

QA12-3D QA2-3D

Abbildung 8.4: RVE-Vernetzungen QA12-3D (d=h=1=2) und QA2-3D (d=h=1=1)
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Abbildung 8.5: Glasfaserepoxidharz E-Glass/MY750. GMC-Simulation ohne Sché-
digung vs. Experiment

GMC-Berechnungen liegen die Elastizitdtsparameter nach Tab. 8.5 als Eingangsda-
ten fiir die Konstitutivmodelle der Phasenwerkstoffe zugrunde. Fiir das Epoxidharz
werden zwei verschieden Parametersidtze I und II verwendet. Der Parametersatz I
umfasst die im vorigen Abschnitt (Tab. 8.2) identifizierten Kennwerte fiir das nichtli-
neare Kontinuumsmodell. Der Parametersatz II enthélt modifizierte Kennwerte, wel-
che der verbesserten Vorhersage der Spannungsantworten auf die betrachteten mo-
noton wachsenden axialen Schub- und transversalen Zugprozesse v und €5, dienen.
Die Berechnungen erfolgen fiir den RVE-Typ QA2-3D, der aus 2 x 2 x 2 Unterzellen
besteht und der verfeinerten Vernetzung QA12-3D mit 2 x 12 x 12 Elementen, siehe
Abb. 8.4. In den Simulationen wird, wie zuvor schon beim reinen Harzwerkstoff,
zunachst keine Schadigung der Matrix oder des Verbunds beriicksichtigt, um den
Einfluss der Elastizitatsparameter fiir das Faser- und Matrix-Kontinuum isoliert zu
untersuchen. Die Diagramme in Abb. 8.5 zeigen zweierlei: Die mit dem Paramtersatz
I erzielten Spannungsantworten des Zellenmodells unter Schub- und Zugdehnungsbe-
anspruchungen (im ESZ) ergeben etwas (15%) zu geringe effektive Steifigkeiten und
Spannungen, vgl. Tab. 8.6. Die berechneten Spannungsverldufe éndern sich nicht
wesentlich, wenn die Netzfeinheit von 8 (QA2-3D) auf 288 (QA12-3D) Elemente
erhoht wird. Die Verbesserung der Fasergeometrieabbildung verbessert die Vorher-

GMC/QA2-3D

Parameter Poram. 1 Param. 11 Experiment
Faservolumengehalt V; |%] 0.6 0.6 0.6
transversaler E-Modul E3 [GPa] 14.6 16.7 16.2
axialer Schubmodul G7, [GPa| 4.0 6.17 5.83T

T Anfangsmodul

Tabelle 8.6: Effektive Steifigkeiten des Verbundwerkstoffs E-Glass/MY 750
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sagegiite nicht. Dieses Feststellung steht im Einklang mit den in Kapitel 5.2.1 dis-
kutierten Ergebnissen. Zwar stimmen die mit dem unmodifizierten Parametersatz I
ermittelte Schubspannungsentwicklung nach Abb. 8.5 a) in qualitativer Hinsicht gut
mit Versuchsergebnissen iiberein, in quantitativer Hinsicht jedoch fallen die Schub-
spannungen 72 bei der Gleitung ;2 = 4% um rund 12% zu gering aus. Mit den
modifizierten Werten des Parametersatzes II lassen sich sehr gute Reproduktionen
der Spannungs-Dehnungsverlaufe erwirken.

Fiir die Differenz zwischen Experiment und Rechnung mit dem Parametersatz I
kommen die Ursachen aus zwei Quellen in Frage. Zum Ersten fiithrt das Auflésungs-
vermogen der GMC hinsichtlich der mikroskopischen Spannungsfelder im RVE ten-
denziell zur Unterschéatzung der effektiven Steifigkeiten. Zum Zweiten entstammen
die in Hinton et al. (2004) angegebenen Materialdaten fiir die Fasern nicht einer
direkten Bestimmung aus Versuchen, sondern sie werden invers unter Ansatz nicht
spezifizierter, mikromechanischer Modellvorstellungen anhand der effektiven Eigen-
schaften des Verbundwerkstoffs identifiziert. Folglich sind mit den in dieser Weise
ermittelten Daten auch nur unter Verwendung des gleichen mikromechanischen Mo-
dells die zutreffenden effektiven Steifigkeiten vorhersagbar. Eine weitere Unsicherheit
besteht in der Ermittlung des Faservolumengehalts. Die Steifigkeiten und Festigkei-
ten der Matrixphase im Ubergang zur Faser stehen zudem unter dem starken Einfluss
der Faseroberflichenbehandlung durch Haftverbesserer, siche Wacker (1996).

8.3.2 Parameterbestimmung fiir das Verbundmodell mit Scha-
digung

Zur Simulation des Versagens des Verbundmaterials unter transversalem Zug so-
wie axialem Schub sind die Modellansétze fiir den Faser-Matrix-Verbund (FMV)
sowie die Matrixbruchflichen (MBF) in die diskreten RVE-Modelle zu integrieren.
Fir das RVE QA2-3d bedeutet dies, dass alle Unterzellrandflachen innerhalb des
RVEs mit Ausnahme der Kontaktflache zwischen den beiden Faserzellen entfestigen
konnen. Die gewéhlten Parameter der drei ratenunabhéngigen Grenzflichenmodelle
mit Schidigung fiir die Matrixbruchflichen sowie den Faser-Matrix-Verbund sind in
Tab. 8.7 zusammengestellt. Die darin aufgefiihrten Werte fiir die Festigkeiten des
Harzes sind gegeniiber jenen in Tab. 8.3 neu identifiziert worden - siehe Tab. 8.7
unten -, um das Versagen des Verbundwerkstoffs an die experimentellen Ergebnis-
se der World-Wide Failure Exercise besser anzupassen. Die Energiefreisetzungsra-
ten und die charakteristischen Léngen u;, und uy sind aufeinander abgestimmt
und so festgelegt worden, dass plausible Entfestigungsverlaufe fiir den Verbund-
werkstoff erzielt werden. Durch die Implementierung der drei konstitutiven Ansétze
(GMBM, ML,MC, s. Tab. 8.7) fiir die beiden betrachteten Arten von Schiadigung
(Matrixbruch und Verbundschidigung) sind 32 potentielle Kombinationsmoglich-
keiten fiir die Versagensmodellierung des Faser-Matrix-Verbunds und des Bruchs
zwischen Matrix-Matrix-Unterzellen denkbar. Die unternommenen Rechnungen be-
schranken sich auf die Kombination des jeweils gleichen Modellansatzes (bei unter-
schiedlicher Parameterwahl, s. Tab. 8.7) fiir die Spannungs-Separations-Beziehung
der Matrixbruchflichen sowie des Faser-Matrix-Verbunds. Auf weitere Kombinatio-
nen, wie z.B. die Verwendung des Modells nach Chaboche fiir den Faserverbund und
des gemischt modalen Ansatzes fiir den Matrixbruch, wird nicht eingegangen.
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RVE QA2-3D Gemischt-modales Modell nach Modell nach
Faser/Matrix  Bruchmodell (GMBM) Lissenden (ML) Chaboche (MC)
Ry [MPa 48 48 48
Ry [MPa] 7 77 77
ur;  |um] - 0.004 0.006
ur)| [um] - 0.12 0.107
Gre  [J/m?| 0.096 - _
Grre  |J/m?| 4.62 _ _
K, |GPal 500 500 500
RVE QA2-3D Gemischt-modales Modell nach Modell nach
Matrix/Matrix Bruchmodell (GMBM) Lissenden (ML) Chaboche (MC)
Ry [MPal 60 60 60
ur;  |um] - 0.004 0.006
Uy [um] - 0.12 0.107
Gre [J/m?] 0.03 - -
QHC [J/m2] 3.60 - -
K, |GPal 500 500 500

Tabelle 8.7: Eingangsparameter der Grenzflichenmodelle fiir das RVE QA2-3D

Die anhand des RVEs QA2-3D berechneten Spannungs-Dehnungsverldufe sind in
den Diagrammen in Abb. 8.6 a) und b) dargestellt. Es ist abzulesen, dass fiir die
gewahlten Grenzflichenparameter mit allen drei Ansétzen eine sehr gute Abbildung
der effektiven Zug- und Schubfestigkeiten R = 40 MPa und Rin = 73 MPa des
Composite-Werkstoffs moglich ist. Den Vergleich der Zahlenwerte fiir die Festigkei-
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Abbildung 8.6: Effektive Spannungsantworten des RVEs QA2-3D mit Verbundent-
festigung und Matrixschidigung
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Abbildung 8.7: Beispielhafte Darstellung der Spannungs-Dehnungskennlinie (ML)
fiir den Verbundwerkstoff mit Matrixschiadigungsparametern nach Tab. 8.3

ten und Bruchdeformationen ermdoglicht Tab. 8.8. Die aus Experimenten abgeleitete
Zugbruchverzerrung ¢, = 0.24% und die Schubbruchgleitung v, = 4% werden nur
bei der Verwendung des gemischt modalen Bruchmodells (GMBM) und des Mo-
dells nach Lissenden (ML) zufriedenstellend wiedergegeben, da diese keine Anfangs-
nachgiebigkeit besitzen. Der Einsatz des Modells nach Chaboche fiihrt fiir beide
Beanspruchungsprozesse auf wesentlich grofsere Deformationen beim Erreichen der
Festigkeiten.

Die angesetzten Festigkeiten fiir das Matrixmaterial als Komponente im Verbund-
werkstoff nach Tab. 8.7 weichen von den Werten in Tab. 8.3, die fiir das reine Harz-
material gilt, ab. Berechnet man die Spannungsantworten mit den hohen Festigkeiten
nach Tab. 8.3, so erhélt man keine monotone Abnahme der Makrospannungen nach
Ausschopfung der makroskopischen Festigkeit, sondern es kommt nach vollstandi-
ger Entfestigung des Faser-Matrix-Verbunds zu einer unrealistisch erscheinenden,
erneuten makroskopischen Verfestigung bis die Spannungen im RVE die Festigkeit
des Harzes erreichen, siche Abb. 8.7. Die Festigkeit des bewehrten Harzes gegen-
iiber dem homogenen Harzwerkstoff herabzusetzen erscheint {iberdies gerechtfertigt,
da die Schadigung des Verbunds im realen Verbundwerkstoff die Rissentstehung im
Harz aufgrund von Spannungsspitzen an den Rissspitzen begiinstigen diirfte.

Die Form der Entfestigungsentwicklung ist aufgrund der Unkenntnis des tatséchli-
chen Entfestigungsverlaufs eine Annahme, die durch die angesetzten Duktilitatspa-
rameter festgelegt ist. Auf die Darstellung der erzielbaren Ergebnisse fiir das ver-
feinerte Modell QA12-3D mit Schiadigung wird an dieser Stelle verzichtet. Wie aus
den Diagrammen in Abb. 8.5 zu ersehen ist, unterscheiden sich die berechneten
Spannungs-Dehnungsverldaufe im Verfestigungsbereich ohne Beriicksichtigung einer
moglichen Schidigung fiir unterschiedlich feine Diskretisierungen nicht. Die Zahlen-
werte fiir die am RVE QA2-3D identifizierten Verbundfestigkeiten nach Tab. 8.7
ergeben am RVE QA12-3D, siche Abb. 8.4, geringere makroskopische Festigkeiten.
Der Grund hierfiir ist, dass die Verbundspannungen im Scheitel der Faser die Festig-
keit des Verbunds schon bei kleineren Makrodehnungen erreichen als im RVE QA2-
3D. Hierdurch kommt es zu einem verfrithten Abfall der effektiven Steifigkeiten und
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Parameter GMgllt/[/I C/%?JQ_BDM . Experiment
transversale Zugfestigkeit RY [MPa| 39.91  39.97 40.47 40
axiale Schubfestigkeit R’ [MPa] 72.64  72.83 73.08 73
transversale Zugbruchdehnung €} [%]  0.233  0.241 0.442 0.246
axiale Schubbruchgleitung 77 [%] 4.02 426  8.10 4

Tabelle 8.8: Vergleich berechneter effektiver Festigkeiten und Bruchdehnungen des
Verbundwerkstoffs E-Glass/MY750 mit Versuchsdaten

folglich zu einem zu geringen Anwachsen der Spannungen vor der makroskopischen
Entfestigung. Demnach wéren bei erhdhter Netzfeinheit die Festigkeitsparameter des
Verbunds ebenfalls zu vergrofern, um die gleichen makroskopischen Festigkeiten zu
erzielen. Unterschiede in den Ergebnissen der Modelle QA2-3D und QA12-3D er-
gaben sich dann aber nur noch fiir den berechneten Verlauf der Entfestigung, der
jedoch aufgrund fehlender experimentellen Daten nicht validiert werden kann. Der
mit der verfeinerten Vernetzung einhergehende numerische Zusatzaufwand scheint
daher nicht gerechtfertigt, zumal der Effizienz des Zellenmodells als Konstitutivmo-
dell fir die FE-Analyse besondere Bedeutung zukommt.

8.4 Kombinierte Beanspruchung des mit Glasfasern
bewehrten Epoxidharzes MY 750

Im Teil A der World-Wide Failure Ezercise werden experimentelle Daten beziig-
lich der Festigkeiten und Steifigkeiten fiir verschiedene Matrix- und Faserwerkstoffe
sowie flir die daraus hergestellten Verbundwerkstoffe zur Verfiigung gestellt. Die-
se bereitgestellten Daten liegen der Parameteridentifikation im vorigen Abschnitt
zugrunde. Im Teil B der World-Wide Failure Ezercise werden unter anderem Ver-
suchsergebnisse zu kombinierten Beanspruchungszustinden in Rohrproben geliefert.
Die mit Hilfe des Zellenmodells vorhergesagten Festigkeiten fiir kombinierte Bean-
spruchungen des Werkstoffs E-Glass/MY750 durch transversalen Zug und axialen
Schub kénnen mit den Ergebnissen aus den Experimenten verglichen werden. Die
GMC-Berechnungen erfolgen am Zellenmodell QA2-3D im ESZ, welches kombinier-
ten Dehnungsprozessen nach Gl. (8.1) mit variierten Werten fiir o unterworfen wird.
Die Gegeniiberstellung der berechneten Bruchkurven im Spannungsraum 75, 099 fiir
die Spannungs-Separations-Ansétze nach Lissenden (ML), Chaboche (MC) sowie
dem gemischt modalen Bruchmodell (GMBM) mit experimentellen Ergebnissen gibt
Abb. 8.8. Die als geschwérzte Quadrate eingezeichneten Festigkeiten fiir unidirektio-
nal verstérkte Probekorper des Werkstoffs E-Glass/MY750 (V; = 0.60) entsprechen
den Angaben aus dem Teil A der World-Wide Failure Exercise und stammen aus
Krauss and Schelling (1969). Die durch weifse Quadrate dargestellten Datenpunkte
geben die Festigkeiten des Kompositwerkstoffs E-Glass/LY556 (V; = 0.62) unter
kombinierten, biaxialen Spannungszustédnden nach Hiitter et al. (1974) wieder. Bei-
de Datensétze werden von Hinton et al. (2004) gemeinsam in einem Diagramm dar-
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Schubspannung 14, [MPa]
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Abbildung 8.8: Berechnete Bruchkurven im Vergleich mit experimentellen Ergebnis-
sen

gestellt, um die experimentelle Bruchkurve des Verbundwerkstoffs E-Glass/LY556
unter kombinierter Beanspruchung zu beschreiben. Die berechneten Festigkeiten fiir
einaxialen Zug und reinen Schub entsprechen den Werten nach Krauss and Schel-
ling (1969). Fiir die Grenzflichenmodelle sind die Parameter nach Tab. 8.7 ver-
wendet worden, die so festgelegt sind, dass die Festigkeiten des Komposits unter
axialem Zug und reinem Schub nach Krauss and Schelling (1969) erzielt werden.
Die Parameter fiir den Faser- und Matrixwerkstoff (Parametersatz II) sind Tab. 8.5
zu entnehmen. Fiir die kombinierten Beanspruchungen ergibt die Berechnung ei-
ne Uberschiitzung der Festigkeiten nach Hiitter et al. (1974). Die Verwendung des
Spannungs-Separations-Ansatzes nach Lissenden liefert sehr dhnliche Ergebnisse wie
das gemischt modale Bruchmodell. Die auf Basis des Chaboche-Ansatzes ermittelte
Bruchkurve weist die hochsten Festigkeiten im Vergleich der Rechenmodelle unter
kombinierter Beanspruchung aus.



Kapitel 9

Berechnung mikroheterogener
Verbundstrukturen mit der
Zellenmethode

9.1 Finite Elemente Analyse von Faserverbundstruk-
turen mit endlichen Festigkeiten

Die Entfestigung eines Materials ist durch die Abnahme der Spannung bei gleichzei-
tiger Zunahme der Dehnungen gekennzeichnet. Bei mehrdimensionalen Spannungs-
zustdnden geht die Entfestigung mit dem Verlust der positiven Definitheit der in-
krementellen Steifigkeitsmatrix einher. Aus der Sicht der Mathematik bedeutet ein
Abfallen der Spannungen bei zunehmender Dehnung im Zusammenhang mit raten-
unabhéngigen Materialmodellen, dass sich der Typ der partiellen Differentialglei-
chungen, die das strukturmechanische System beschreiben, éndert. In statischen Be-
trachtungen werden mit einsetzender Entfestigung aus elliptischen Differentialglei-
chungen hyperbolische, in dynamischen Berechnungen werden aus hyperbolischen
Differentialgleichungen ultra-hyperbolische, Garabedian (1999). Die Folge ist, dass
die strukturmechanische Aufgabe im Entfestigungsfall schlecht gestellt ist, denn die
Rand- und Anfangsbedingungen des einen Differentialgleichungstyps sind nicht fiir
den anderen geeignet. Bei ratenunabhéngigen Modellen mit Entfestigung kann es
zu keiner Ausbreitung oder Ausweitung der Schiadigung (d.h. der entfestigenden
Zone) innerhalb des ausgedehnten Definitionsgebiets der Problemstellung kommen.
Wird ein solches Materialmodell ohne weitere Mafahmen als Konstitutivannahme
der FE-Analyse zugrunde gelegt, so bricht die iterative Berechnung bei einsetzender
Entfestigung entweder wegen Konvergenzproblemen ab, oder lauft in pathologisch
netzabhéngiger Weise in nicht beliebig genau reproduzierbare Naherungslosungen
im Sinne der Methode der finiten Elemente weiter. Die Berechnung fiihrt dann zu
Resultaten, die davon abhingen, ob die Schidigung in Abhéngigkeit numerischer
Ungenauigkeiten im iterativen Losungsalgorithmus in einem, mehreren oder allen
Elementen auftritt.

Um die Losung bis in den Entfestigungsbereich hinein zu verfolgen, existieren ver-
schiedene Ansétze. Eine Moglichkeit besteht darin, den Schéadigungsprozess in einer
Flache zu lokalisieren, in der das Verschiebungsfeld Unstetigkeiten aufweisen kann
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und darf. Diesem Ansatz folgt die Implementierung der Matrixschadigung in die
Methode der Zellen. Die Randwertaufgabe des GMC-Modells bleibt damit gut ge-
stellt. Dennoch ist die Anwendung der Zellenmethode als Konstitutivmodell fiir die
FE-Analyse ohne die Ergreifung weitere Mafinahmen aus den geschilderten Griinden
nur solange moglich, wie das effektive Materialverhalten als verfestigend charakte-
risiert werden kann.

Alternativ zur geschwindigkeitsunabhéngigen Lokalisierung der Schiadigung in Bruch-
flachen konnen Materialmodelle ratenabhéngig gemacht werden, siehe Valanis (1985)
oder Needleman (1988). Dabei ist es nicht wesentlich, ob die Ratenabhéngigkeit phy-
sikalisch begriindet ist oder aus rein numerischen Griinden kiinstlich eingefiihrt wird.
Ein weiterer Ansatz zur Umgehung des schédlichen Verlusts der Elliptizitéit besteht
darin, die Spannungen an einem Punkt nicht allein von den Dehnungen, sondern
auch vom Gradienten des Verzerrungstensors abhéngig zu machen, siehe z.B. Aifan-
tis (1987), Kouznetsova et al. (2002) oder Geers et al. (2003).

Dem gegenwartigen Implementierungsstand der GMC in den FE-Code FEAP fehlen
die angesprochenen notwendigen Mafnahmen, um Strukturen bis in den postkriti-
schen Versagensbereich hinein zu analysieren. Die nachfolgend dargestellten Simu-
lationen enden aus diesem Grund an der Stelle, wo am ersten Integrationspunkt
des jeweiligen FE-Netzes eine Entfestigung einsetzt. Die Strukturen koénnen also
nur bis zum Erreichen der Werkstofffestigkeiten an der ungiinstigst belasteten Stelle
berechnet werden.

9.2 Zweiskalige Berechnung des diinnwandigen Rohrs

Als Strukturbeispiel dient das diinnwandige Rohr aus einschichtigem Verbundwerk-
stoff nach Abb. 9.1. Die inneren und &duferen Durchmesser des Rohrs betragen
r; = 16.5 mm und r, = 18.5 mm bei einer Rohrldnge von [ = 100 mm. Der Winkel
der Faserwicklung gegeniiber der Zylinderachse x3 wird mit © bezeichnet. Als Ver-
bundwerkstoff kommt das glasfaserverstiarkte Epoxidharz E-Glass/MY750 mit einem
Faservolumengehalt von Vy = 0.60 zum Einsatz. Die Tab. 9.1 enthalt die Materi-

us(l = 100)
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Abbildung 9.1: FE-Modell des diinnwandigen Rohrs
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E G 09 n

Phasenwerkstoff (GPa] [GPa] [MPa] |

E-Glass V; = 0.6% 74 30.8 - -

Epoxidharz MY750 4.9 1.9 117.5 9
. Rp. Ry ury o oug)
Crensiliche [MPa] [MPa] [pn] [
Faser-Matrix-Verbund (ML) 48 7 0.004 0.12
Matrixbruchflichen (ML) 15 60 0.004 0.12

Tabelle 9.1: Materialparameter des Zellenmodells QA2-3D

alparameter fiir die Phasenwerkstoffe sowie das Grenzflichenmodell nach Lissenden
(ML) fir den Faser-Matrix-Verbund und den Matrixbruch. Die Zahlenwerte ent-

stammen der Parameteridentifikation des

vorigen Abschnitts. Das FE-Netz besteht

aus 36 Elementen in Umfangsrichtung, einem Element iiber die Rohrdicke und 10
Elementen in Rohrldngsachse. Am Rohrende bei x3 = 0 sind die Freiheitsgrade us
und u, gesperrt, so dass weder die Verschiebung in Richtung der Rohrlangsachse
noch die Torsion des Rohrs mdglich sind. Die betrachteten Lastfille sind in Tab. 9.2

zusammengestellt.
Lastfall Faserwinkel © Vorgabe
LF 1 90° ug(zs = 1) = 0.3 mm
LF 2 90° Upy(rs =1) =4 mm

Tabelle 9.2: Lastfalle

Im Lastfall 1 verlaufen die Fasern in Umfangsrichtung. Das freie Ende des Rohrs wird
in 100 Lastschritten weggesteuert um 0.3 mm in Achsrichtung x3 verschoben. Der
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Abbildung 9.2: a) Zugspannungsantwort
Tp3 im LE 2

b)

Torsionsspannung Tp3 MPa
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Torsionsdrehwinkel ug/r
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o33 im LF 1. b) Schubspannungsantwort
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Werkstoff unterliegt im LF 1 einer Zugheanspruchung o33 senkrecht zu den Fasern.
In Abb. 9.2 a) ist die Normalspannung o33 in Rohrléngsrichtung tiber der aufgebrach-
ten Rohrendverschiebung us(l)/l aufgetragen. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
verhalt sich bis zum Werkstoftversagen bei der Maximalspannung o53** = 40.5 MPa
naherungsweise linear. Der Vergleich der Abb. 9.2 mit Abb. 8.6 b) und Tab. 8.8 veri-
fiziert die Implementierung der GMC in den FE-Code, denn sowohl die Zugfestigkeit
senkrecht zur Faser als auch die Bruchdehnung wird tibereinstimmend vorhergesagt.
Das Normalspannungs-Dehnungs-Diagramm fiir den Bereich nach Erreichen der Fes-
tigkeit weicht in der FE-Simulation von den Verldufen in Abb. 8.6 (rechts) ab: Statt
einer Entfestigung zeigt sich eine nahezu konstant bleibende Spannung. Die Griinde
fiir das zu erwartende abweichende Verhalten (pathologische Netzabhéngigkeit der
Losung, unvorhersagbare Lokalisierung der Schiadigung in wenigen Elementen) sind
einleitend erlautert worden.

Im Lastfall 2 verlaufen die Fasern ebenfalls in Umfangsrichtung des Rohrs. Als Be-
anspruchung wird eine Torsionsverdrehung u, am freien Rohrende weggesteuert auf-
gebracht. Die Simulation umfasst 100 Zeitschritte. Am Ende des letzten Lastschritts
liegt ein Torsionsdrehwinkel von 0.25 rad vor. Die aufgebrachte Enddeformation be-
wirkt einen homogenen Torsionsspannungszustand im Rohr, der fiir den Werkstoff
aufgrund des Faserverlaufs eine axiale Schubbeanspruchung bedeutet. Die Entwick-
lung der Torsionsschubspannung ist in Abb. 9.2 b) als Funktion der Torsionsver-
drehung am Ende des Rohrs aufgetragen. Der nichtlineare Verlauf der Spannungs-
antwort erreicht die Festigkeit des Werkstoffs in Hoéhe von rund 70 MPa bei einer
Verdrehung von u,/r,, = 0.228, welche einer Schubgleitung von 4% entspricht. Da-
mit reproduziert die Berechnung am Rohr die Schubspannungs-Gleitungs-Beziehung
nach Abb. 8.6 a).

9.3 Kreuzverbundlaminat unter einachsiger Belas-
tung

Im Rahmen der World-Wide Failure Ezercise sind Zugversuche an Kreuzverbund-
laminaten [0/90/90/0] durchgefiihrt worden, siche Soden et al. (2002). Als Werk-
stoff dient das glasfaserverstirkte Epoxydharz E-Glass/MY750 mit V; = 0.62. Die
Probekorper besitzen eine Lange von 200 mm, eine Breite von 25 mm und eine Ge-
samtdicke von 4x0.475=1.9 mm. Die Faserrichtung in den duferen Lagen stimmt
mit der Wirkungsrichtung der Beanspruchung tiberein.

Fiir die Zweiskalensimulation der Zugversuche wird das FE-Modell nach Abb. 9.3
mit drei Elementen verwendet. Die Probe ist derart gelagert, dass die Querdehn-
ungen nicht behindert sind. Als Materialmodell fungiert das Zellenmodell QA2-3D
mit 8 Elementen. Die Berechnung wird weggesteuert durchgefiihrt.

In Abb. 9.4 ist der experimentelle Verlauf der mittleren Zugspannung o, im Laminat
sowohl iiber der positiven Langsdehnung e, als auch iiber der negativen Querdeh-
nung €, in Rot aufgetragen. Bei einer mittleren Zugspannung von o, = 116 MPa
stellen sich im Experiment erste Risse in den eingebetteten 90° Schichten ein, mit
deren Entstehung die Abnahme der Laminatsteifigkeit einhergeht. Folglich verlau-
fen die Spannungs-Dehnungslinien bei weiterer Laststeigerung geringfiigig flacher.
Bei einer Langsspannung o, von ca. 325 MPa entstehen Léngsrisse (parallel zur
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Abbildung 9.3: FE-Modell des Kreuzverbundlaminats

Kraftrichtung) in den &ufseren 0° Schichten. Diese Risse werden durch Zugspan-
nungen o, verursacht, die ihrerseits Folge der Querdehnungsbehinderung der Deck-
schichten durch die eingebetteten Schichten sind. Unter der mittleren Spannung
o, ~ 600 MPa kommt es zum Zugversagen der 0°-Schichten.

Die griinen Kurven in Abb. 9.4 stellen das Ergebnis der Zweiskalensimulation dar,
wenn fiir das Zellenmodell die Materialparameter der UD-Schicht aus der Identi-
fikation in Kapitel 8.3, sieche Tab. 8.5 (Parametersatz II) und Tab. 8.7 angesetzt
werden. Die rechnerische Entfestigung der eingebetteten Schicht fiihrt zu einer ver-
frithten Abnahme der Laminatsteifigkeit ab ca. 80 MPa. Es ist bekannt, dass sich
das Verhalten eingebetteter Schichten im Allgemeinen von dem der isolierten Ein-
zelschicht unterscheidet, siehe z.B. Cuntze (2006). Im Experiment erweist sich, dass
eine eingebettete Schicht in der Lage ist, hohere Lasten aufzunehmen als eine iso-
lierte Einzelschicht. Demzufolge geschieht es nicht unerwartet, dass die Parameter,
die an Versuchsdaten der Einzelschicht identifiziert wurden, zur Unterschatzung der
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Abbildung 9.4: Spannungs-Dehnungskennlinien des Winkelverbundlaminats unter
einachsiger Zugbeanspruchung in x-Richtung
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in situ Festigkeit der Schicht als Bestandteil eines Laminats fiihrt.

Rechnerische Léngsrisse (dargestellt durch entfestigendes Verhalten) treten in den
Deckschichten ebenfalls verfritht ab ca. 0, = 300 MPa auf und gehen mit dem
Konvergenzverlust der FE-Simulation einher. Ungeachtet der beschriebenen Abwei-
chungen kann das konstitutive Verhalten des Kreuzverbundlaminats im Zugversuch
in zufriedenstellender Naherung vorhergesagt werden.

Setzt man fiir die Zug- und Schubfestigkeiten sowohl der Matrixphase als auch des
Fasermatrixverbunds die Festigkeitswerte des reinen Harzwerkstoffes an, vgl. Tab.
8.1, so ergeben sich die in Blau eingezeichneten Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
fiir den Kreuzverbund. Der Einfluss der Querrissbildung (Entfestigung) in den einge-
betteten Schichten auf das Laminatverhalten wird besser getroffen als unter Ansatz
der UD-Schicht-Parameter. Insgesamt zeigt die Rechnung einer sehr gute Uberein-
stimmung mit dem Experiment. Das finale Laminatzugversagen im Experiment wird
in der Rechnung nicht abgebildet, da die hierzu notwendige Modellerweiterung Teil
zukiinftiger Arbeiten ist.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Das vornehmliche Ziel der vorliegenden Arbeit ist die simultane Bereitstellung des
homogenisierten Materialtensors mikroheterogener Faserverbundwerkstoffe fiir die
FE-Simulation von Ingenieurstrukturen. Die Homogenisierung verschiebt die rein
phanomenologische Betrachtungsweise von Werkstoffen auf eine niedrigere Grofen-
skala. Das makroskopische Konstitutivverhalten, wie es in der FE-Berechnung be-
riicksichtigt wird, ergibt sich aus der Losung von Anfangsrandwertaufgaben, die auf
dem Gebiet des mikroskopischen RVEs definiert sind. Zur konstitutiven Beschrei-
bung der Phasenwerkstoffe werden linear elastische, nichtlinear elastische sowie li-
near viskoelastische Anséitze verwendet. Wéahrend der Fiiller ausschliefslich isotrop
beschrieben wird, konnen die Verstarkungsfasern transversalisotrope Materialeigen-
schaften aufweisen.

Die kontinuumsmechanischen Modelle werden fiir die Implementierung in die Zellen-
methode aufbereitet. Zur Losung der Faltungsintegrale des viskoelastischen Mate-
rialmodells kommt ein Zeitintegrationsalgorithmus zum Einsatz. Die Linearisierung
des physikalisch nichlinearen Konstitutivmodells wird fiir die iterative Losung des
nichtlinearen mikromechanischen Gleichungssystem bereitgestellt.

Die als Interphase bezeichnete Ubergangszone vom Faser- zum reinen Matrixwerk-
stoff, deren Materialeigenschaften von denen der Faser und der Matrix abweichen,
wird vereinfachend durch Grenzflachen idealisiert. Die mathematische Formulierung
des Verbundverhaltens geschieht durch elastische oder viskoelastische Grenzflachen-
modelle. Die Zeitintegration der Faltungsintegralform des viskoelastischen Konsti-
tutivansatzes wird dargelegt.

Die irreversible Entfestigung des Verbunds zwischen Faser und Matrix sowie die
Schédigung der Matrixphase geschieht lokalisiert in Grenz- und Bruchflachen. Ent-
lang dieser Fldachen treten Unstetigkeiten des Mikroverschiebungsfelds auf. Die kon-
stitutive Beschreibung der Schiadigung basiert auf drei verschiedenen Spannungs-
Separationsbeziehungen der Bruchmechanik. Das Modell nach Chaboche besitzt den
Vorteil der stetigen Differenzierbarkeit der Grenzflichenspannungen nach den Ver-
schiebungsdiskontinuititen (den Ubergang vom Zug- in den Druckbereich ausgenom-
men), was allerdings durch den Nachteil einer endlichen Steifigkeit schon zu Beginn
der Beanspruchung erkauft wird. Das Modell nach Lissenden und das gemischt-
modale Bruchmodell erlauben es dagegen, einen quasistarren Ausgangszustand ab-
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zubilden, was diese Modelle fiir die Beschreibung der Matrixbruchflichen prédesti-
niert.

Nach kurzer Darstellung der mikromechanischen Grundlagen werden die Gleichun-
gen der verallgemeinerten Methode der Zellen (GMC) sowie der hochauflésenden
Methode der Zellen (HFGMC) ausfiihrlich hergeleitet. Bei elastischem Werkstoff-
verhalten zeigt der Vergleich der Homogenisierungsergebnisse der GMC, HFGMC
und FEM eine gute Ubereinstimmung hinsichtlich der vorhergesagten elastischen
Ingenieurkonstanten. Die deutlich verbesserte Auflosung der Mikrospannungsfelder
durch die HFGMC gegeniiber der GMC spiegelt sich nicht in wesentlich anderen
Werten fiir die gemittelten elastischen Steifigkeiten wider. Die rechnerisch bestimm-
ten effektiven Ingenieurkonstanten stehen dariiberhinaus in guter Ubereinstimmung
mit den experimentell ermittelten Werten. Die simultane Anwendung der GMC und
der HFGMC in der FE-Berechnung einfacher elastischer Strukturen verifiziert deren
Implementierung in den FE-Code und validiert die mikromechanischen Modelle.

Die Implementierung der Zellenmethode fiir viskoelastische Matrixwerkstoffe wird
in effizient formulierter Fassung vorgenommen. Dabei ist es moglich, den Phasenver-
bund als starr oder ebenfalls als viskoelastisch zu beschreiben. Die FE-Berechnung
auf Basis der simultanen Homogenisierung viskoelastischer Werkstoffe verifiziert die
Einbindung des mikromechanischen Modells in die Zweiskalensimulation. Eine zu-
friedenstellende Validierung der Zellenmethode ist bei kleinen Verzerrungen maoglich.
Die Vorhersagegiite der Spannungsantworten viskoelastischer Epoxidharze bei gro-
Keren Dehnungen konnte in zukiinftigen Arbeiten durch die Verwendung nichtlinear
viskoelastischer Konstitutivansitze verbessert werden. Die Betrachtung der anfal-
lenden Rechenzeiterhéhung durch den Einsatz der Zellenmethode zeigt, dass der
Zuwachs als eher gering anzusehen ist, so dass simultane Zweiskalenberechnungen
von groferen Bauteilen durchaus realistisch sind.

Das Kapitel 7 ist der Entfestigung des Faser-Matrix-Verbunds sowie der bruchme-
chanischen Formulierung der Matrixschidigung gewidmet. Der physikalisch nicht-
lineare, dreidimensional verallgemeinerte, elastische Ansatz vom Ramberg-Osgood
Typ wird als Konstitutivmodell fiir die Harzphase im Zellenmodell verwendet. Es
zeigt sich, dass die makroskopisch resultierende Entfestigung je nach Wahl der Pa-
rameter instabil werden kann, was die iterative Losung der Modellgleichung mittels
des last- oder verschiebungsgesteuerten Newton-Verfahrens unmoglich macht. Statt
dessen muss im Falle instabiler Prozesse auf numerisch aufwendigere Kurvenverfol-
gungsalgorithmen zuriick gegriffen werden, wodurch die Bestimmung der Losung
gelingt.

Die Identifikation der Parameter fiir das Zellenmodell mit Schadigung beinhaltet
Kapitel 8. Besondere Schwierigkeiten entstehen bei der FE-Berechnung von Struk-
turen mit entfestigendem Werkstoffverhalten, was in Kapitel 9 aufgezeigt wird. Der
Verlust der Elliptizitéit der partiellen Differentialgleichungen des statischen Systems
verbietet die Verfolgung bis in den Nachbruchbereich ohne die Ergreifung besonde-
rer Mafnahmen. Die Einbindung von Losungsansétzen in die Zweiskalensimulation
wird ein zentraler Punkt fiir zukiinftige Arbeiten sein. Der am einfachsten umzu-
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setzende Ansatz diirfte darin bestehen, die in die Zellenmethode implementierten
Grenzflaichenmodelle zur Beschreibung der Schidigungsvorgéinge ratenabhéngig zu
formulieren. Die Eingriffe wiirden sich so auf die Ebene der Materialmodellierung be-
schrinken. Aufwindige Anderungen im FE-Code, wie die Einfithrung von makrosko-
pischen Bruchfldchen oder die Formulierung der Spannungstensors in Abhéngigkeit
des Gradienten des Makroverzerrungstensors kénnten so umgangen werden.



188 Zusammenfassung und Ausblick




Anhang A

Matrizen und Hypervektoren der
GMC und HFGMC

A.1 Matrizen der Zellenmethode fir elastische Ver-
bundwerkstoffe

Die rechte Seite des Gleichungssystems (4.108) auf Seite 74 wird mit Hilfe folgender
Matrizen gebildet:

d00 0RO 001
K11 - . K22 = . K33 == (Al].)

d 00 NgNyx3 0 h 0 Nao Ny X3 00 [ NoaNgx3

Die Eintrage d,h und [ stellen die Kantenlangen des RVEs dar. Die Gesamtnachgie-
bigkeitsmatrix S in Gl. (4.108) des elastischen GMC-Modells erhélt man die direkte
Addition der Zellnachgiebigkeiten:

Doa=1,N,
Do 8 =1, Ng

Do~y =1,N,

ny =B+ Ng(y—1)

ng = NgN, +a+ No(1 —7)

ng = NgN, + NoN, + o+ No(1 — )

Spiny = Onymy T dasﬁym)

Sm ng — Sm ny 1 dasigﬁv)

Sing = Snyny + daS\5""
S”Q ny — S”Q n T hﬁséiﬁw
Snans = Snymy + hgSs3””
Snz ng = Ongng T hﬁségﬂv)

Sn3 ny — Sna n t lvsig?m)
Sns ny = Pnzny T l'ysiggm)
Sna ns = Ongng 1T lvségﬁv)
End Do

End Do

End Do
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A.2 Hochauflosende Methode der Zellen

Die Elemente der Steifigkeitsmatrix K nach Gl. (4.191) lauten:

E

K -

B
K§37) =

K

(Bv)
K357 =

K =

K =

K -

B
KEESW)

B
K5(6 v)

B
K§17) =

B p
Kégw) _ 02(27) <4 . 302(27)>

hs i)
o _ O (o
2L ~(67)
B B
BY) _ 7B _ g (By) C§2V)Oz§47)hﬁ
Kig" =Ky " = Kyg' = =3——75—
0(57)12
22 Yy
C(?W)
_ngv) _ _Kégv) _ Kégv) _ 35
.
(87)
Bv) _ @ _ l?yc44v
Ka™ = =3 =
hs h3Css
(87)
B _ Cﬁw o 53(1447
K™ = 2 ~(67)
hs h3Csy"
0(5’7)
I = e = e = G0
¥
(B B
B By B 2 Cha O
Ky =K' =Ky = —3————
h C(ﬂv)
BY33
(B7) ~(B7)
G _ o) _ oo 2O Cly
K = Kg " =K' = =3——7-—
I C(ﬁ’v)
722
(B7)
8 8 sy _ C
R N A

C(ﬁw) B2 0(5’7)
K§g) =4 (4322

Ly Z%C_'Q(SW)
(B7)
ey O (o RO
Kes ™ = 2= 3
Ly 530227

Cs5”

B B B
S = < i = O

(A2.2)

(A.2.3)

(A.2.4)

(A.2.5)

(A.2.6)

(A.2.7)

(A.2.8)

(A.2.9)

(A.2.10)

(A.2.11)

(A.2.12)

(A.2.13)

(A.2.14)
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() _ gl _ g0 _ et _ _gCan Ot
(87) (87)
(NS ey 3(5?2 : (A.2.16)
Ly Cys”
B )
KU = g0 = =288 9 g8 (A.2.17)
l C(ﬁv)
g 33
die Elemente der Steifigkeitsmatrix L nach Gl. (4.192) ergeben sich zu:
C«(/@W) C«(/@W)
L = ¢ = 26 43 _6(27) (A.2.18)
s Ch
OB oral
L = L = 26 9 _ 3% (A.2.19)
s Ch
30 By,
L) =L = 1) = [P = _557(/3—7)6626 (A.2.20)
30(5”/)0(/37)
Léf’” _ Léﬁ ) ngw — Lg” = _% (A.2.21)
Cir "y
Perial C(ﬁv)hz
LE =L ==y 375(5‘#)5 (A.2.22)
Ly Cll’y l%
Porial C(ﬂv)hz
T i PR a2
L OB 2
11 y

A.3 Matrizen der Zellenmethode fir viskoelastische
Verbundwerkstoffe

A.3.1 Zusammenfassung der Zellspannung in Hypervektoren

Die Spannungen TZ(]) aller Unterzellen werden in folgenden Spaltenmatrizen abgelegt:

11 1 1
it g )
. T(21) R T(Z) R T(Q)
T11 = u y T22 = ) 2 y T33 = ) 33 <A324)
Tl(iVﬂN'y) T(Nw) T(Nﬁ)

(NBNV) 22 Ny 33 Ng
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1 1
Tis) T},
(2) (2)
T A T
Togo={Tos} , Tiz:=4 13 , Ti=o0 12 (A.3.25)
(Np) (Np)
Ty3" Ny T," N,
Der Hypervektor T vereinigt die Vektoren in Gl. (A.3.24) und (A.3.25)
R AT AT AT T aT oT\7T
LESRE L L S S S (A.3.26)

Um die Komponenten des Zellspannungstensors in Matrixnotation (6/*)) (Gl. (6.7)
aus dem Hypervektor T zu extrahieren, wird die 6 x (N3N, 4+ 2(Nz + N,) + 1)
Inzidenzmatrix B fiir jede Unterzelle Q") mit Hilfe des Kronecker Symbol d;;
definiert:

[ {01 = jni }] ny = Ng(y—=1)+ 8
{bgj = 5jn2} No = NﬁN’y + Yy
b.:,} ' n3 = NgN, + N, +
BO) = [p,] = {b3; Jns th 3 B v A.3.27
[ J] {b4j:(5jn4} Wi 714:N,5N7+N»Y+N/8+1( )
{bs; = 0jns } n5 = NgNy 4+ Ny + Ng + 1+
[ {b6; = Gjng } ng = NoNy + Ny +2Ng + 147

Der Definitionsbereich des Spaltenindex’ jist j = 1,2,..., (NgN,+2(Ng+N,)+1)
fiir alle Unterzellen Q(¥). Es ergeben sich die Zellspannungen zu (6(°7)) = TEY —
B T

A.3.2 Matrizen des gekoppelten Gleichungssystems fiir die
Normalspannungsinkremente

Die Vektoren in Gl. (6.24) auf Seite 120 sind definiert als:

s,y ‘ [ ()Y
n (21 21
- ) 11 - o
NBN’Y n NBN’Y (NgN~)
1/5 7 (NgNy) . < >/S 7 (NgNy)
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Die nicht-quadratischen Matrizen lauten

11) ; &(11
(2 )/S& )
N@l /S (Ng1)
12)/S 12)
Siz = “(N32) ) 5(Na2 (A.3.29)
S§2ﬂ )/S B8 )
SSN'Y /S(IN’Y)
&(NgNy) / G(NgNy)
- 812 /S 4 (Ng-Ny)X Ny
und
[ 11) , &(11) T
S5V /845
21) ; &(21
Chriire
Nﬁl /S (Ng1)
12) ; &(12
S /557
22) ; &(22
S /85
N52 /S (N32)
1N’v /S(le)
21\7W /S (2N,)
NBN'Y /S (NpN~)
L 4 (NgNy)xNg

Die Eintrdge der folgenden Matrizen, die zur Aufstellung der Gl. (6.31) (S.122)
bendtigt werden, sind durch die Definitionen in den Gln. (6.28) und (6.30) gegeben,
siehe Seite 121. Die Nachgiebigkeitsmatrix S mit den Submatrizen Sss, Sao3, S32 und
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Si3 lautet:
§.— {522 523}
S32 S33
[ =) <11 =(21) c(Ng1) ]
Sas Sy Sss  --- Sag”
=2 c(12)  =(22) =(Ns2)
Sos Soz " Spz ... Szzﬁ
(V) 2(N) 2@Ny)  (NoNy)
_ Sy’ Sys Sy .. Sy (A.3.31)
(1)  =(12) c(1Ny) =) o
Ssa” Sz - Sz Sa
<2 =(22) c(2Ny) <=2
Ssa Sz oo Sz S33
(1) 2(Vs2) (NN &)
_532 532 532 533 i (Nﬁ+N'y)X(Nﬁ+N'y)
Die rechte Seite der Gl. (6.31) wird gebildet mit:
SR sV 01
K21 = s K31 = (A332)
S g S 01
und
n_ (1 n_(1 n__(1 n__(1
ng) - Xgl) XéS) - Xél)
X2 = : o Xay = : (A.3.33)
n_(N. n_(N. n_(N, n_(N
Xézv) - Xélﬁ Xé:sﬁ) - Xélﬂ)

Die Losung der Gl. (6.31) nach Gl (6.32) héngt von den sechs Spaltenmatrizen C;;
ab:

c::21 c::22 c::23 — |:S22 523:| o { K21 } (A334)
C31 C32 C33 532 S33 K31

Die Spannungsinkremente An+1'i'11 berechnen sich mit den Steifigkeiten:

Ci = Kii—S12Cy—S15Cy
Cia = —S512Cy» —S543Cy (A.3.35)
Ciz = —S512Cy —Sy3Cs3

Der Geschichtsvektor in Gl. (6.31) ist gegeben durch:
Ny —1 nae
Ko U [S” 523} X2 (A.3.36)
X1y, S32 Ss3 Ass

nﬁTll = "Y1 — Si2 ")ZTQQ —Si3 nﬁng (A.3.37)

und
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A.4 Matrizen der Zellenmethode fur Verbundwerk-
stoffe mit Schadigung

A.4.1 Hypervektor der Unterzellspannungen

(aBy)

Die Unterzellspannungen T werden zum Vektor T zusammengefasst:

AT

N AT AT oT AT oT AT
T = {Tll Ty Tyy Toy Ty le} (A.4.38)

mit den Untervektoren

Tho= {70 T )L T e
Tho= {oy L o ) o |
Too= {0 )
-i-;rza = { )...TZ(éVa)}
-i-lTS = { )...Tl(évﬁ)}
f1T2 = {Tlg) Tl(éV”)}

A.4.2 Hypervektor der Verschiebungsdiskontinuitaten

Die Vektoren der Verschiebungsdiskontinuititen an den Unterzellgrenzen lauten:

([P ([T
(1) ylaBy) — @ ugaﬁv)]] — [[“)ugaﬂ”]] (A.4.39)
B ap
[Ou™] ) L [Vus™]
( o ( a )
[[( u?(l Bw)]] [[(Q)ug 57)]]
2)yleBr) — [[( ugaﬂv)]] - [[(2)u§)057)]] (A.4.40)
a3 «
[V ) ([Pu™™] )
( o \ ( a 3
[Duls1] [Bul]
Buleh) = L ey 4 = & @), em) 5 (A.4.41)
af af
[Ou™™] ) L [®us™]

Die Komponenten der Vektoren nach Gl. (A.4.39) bis (A.4.41) werden zum Hyper-
vektor u zusammengefasst:

T
ul = {1u"1f 267 3T a7l 2gT 'l %@’ 2GT 3U;F} (A.4.42)

Die Elemente 7u; des Hypervektors u sind ihrerseits Vektoren, die die Diskontinui-
titen [Du*""] der Grenzfliichen mit dem Normalenvektor in z;-Richtung zusam-
menfassen. Die n-ten Komponenten der Vektoren 'u; (i = 1,2, 3) bestimmen sich in
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Abhéngigkeit der Unterzellindizes a =
mit n=a+ (N, —1)(6—1)+ (N, —

\

1), (Na—1)N3Ny)
[u I

L....,(No—1), 6=

1)Ng(y — 1) zu:

(1), (Na—1)11)
[Mu |

[“
[[(1)

)uz(nl)]]
u5221)]]

(1), (Na—1)21)
[Mu |

)

2

I,..,Ngundy=1,..., N,

i=1,2,3 (A.4.43)

Fiir die Grenzflichen senkrecht zur xo-Richtung folgen die n-ten Komponenten der
Vektoren 2u; (i = 1,2,3) in Abhingigkeit der Unterzellindizes o = 1,..., N,, 8 =
L...,(Ng—1)und y=1,...., Ny mit n =a+ No(f — 1) + No(Ng — 1)(y — 1) zu:

20, = {an = [[(2)%(‘15”]]} =

\

@y Ma DN |

(2

i=1,2,3 (A.4.44)

Die n-ten Komponenten der Vektoren ?u; (i = 1,2, 3) fiir die Grenzflichen senkrecht
zur x3-Richtung folgen in Abhédngigkeit der Unterzellindizes o = 1,...,N,, B =
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L,.,Ngund y=1,...,(Ny — 1) mit n = a+ No(f — 1) + NoNs(y — 1) zu:

A.4.3 Inzidenzmatrizen

[@u™]
[[(3)u§211)]:|

i=1,2,3

(A.4.45)

Bei der Definition des Zellenmodells werden diejenigen Oberflichen 9087 der
Unterzellen Q%) mit i = 1,..., N; durchnummeriert, die im Verlauf der Belastung
eine Schiadigung erfahren kénnen. Im zweidimensionalen Feld A der Grofe Ny x 4

sind die Werte der Indizes «, # und = sowie die Richtung des Normalenvektors
der Grenzfliche derjenigen Zelle (@7 abgelegt, deren Oberfliche die Bruchfliche

Nummer n darstellt.

Nll

Npi+ Npo

N;

afBye,
[1231]

N
W =~
CODD --
N —

(G20 \V]
W Ot

. CO QY v
W N

15353

(A.4.46)

Die Matrix A in Gl. (A.4.46) definiert die erste Bruchfliche auf der Oberflache
M%) die letzte fiir 9Q0%). Die in Gl. (7.4) eingefiihrte Matrix D" kann mit
Hilfe der Matrix A aufgestellt werden:
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Doi=1,N;
a= A
B = Az
v =Ais
n==A.

falls n = 1:

np=a+ (No—1)(B—1)+ (Na—1)Ng(y = 1)

ng =mny + (Ny — 1)N5Nﬂ, + (Ng — 1)NaN7 + (NW — 1)N,Np
ns =ny + 2(N, — 1)]\/5]\77 + 2(Ng — 1)]\7(1]\/7 + (N7 — 1)N,Nj

falls n = 2:

ny = (Na — 1)N5N—Y + o+ Na(ﬂ — 1) + Na(Ng — 1)(’7 — 1)

Ng = N1 + (Ng — 1)NaN'y + (]\f,y — 1)NaNg + (Na — 1)N5N,Y

nsg = ni + Q(Ng — 1)NaN'y + 2(]\77 — 1)NQN5 + Q(Na — 1)NﬁN,Y

falls n = 3:

= (Na — I)NN, + (N5 — DNaN, + o+ Na(f — 1) + NaNs(y — 1)
Ng = N1 + Q(Na — 1)N,3N’y + (Ng — 1)NaN’y —+ (N’Y — 1)NaNg

ng =ny + 2(Na - 1)N/3N'y + Z(Ng - 1)NQN7 + Q(N,Y - 1>NQNB

Dy =1

mi1ny

Der Hypervektor u der Verschiebungsdiskontinuitdten wird iiber die Matrix D in
das nichtlineare Gleichungssystem (7.21) der Zellenmethode eingebunden. Die von
Null verschiedenen Eeintrige werden in einer Schleife iiber alle N; Flachen in die
Matrix D geschrieben:

Do i = 1, N]
a=A4A;,
B = A
v = A3
n=2A.4

ny =0+ Ng(y—1)

ne = NgN, + a+ No(1 —7)

ng = NgNy + No N, + o + No(1 — 5)

na = NyN, + NN, + NoNjs + o

ns = NgNy + NoN, + NoNg + Ny + 3

Ng = NﬁN’Y + NQNW —f-NaNg + N, +N5 + 7y
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m=3(i—1)
falls n = 1:
Dn1(m+1) =1

D ng(my2)y = hp/2
Dns(m+3) = l'y/Q

falls n = 2:

falls n = 3:

Dn3 (m+1) = 1

DN5 (m+2) — da/2

Dy, (m+3) = hg/2
End Do

Die von Null verschiedenen Eintrige der Matrix D zur Abbildung der Unterzell-
spannungen T auf den Hypervektor t der Grenzflichenspannungsvektoren geméif
Gl (7.19) lauten mit Hilfe der Matrix A:

Do = 17 N]
a=A4A;,
B = Ai,2
v =Ais
n = Ai,4

ny =03+ Ng(y—1)

Ng = N,@N'y —|—Oz—|—Na(1 —"y)

ng = NgNy + No N, + a4+ No(1 = B)

ng = NgNy, + No Ny + NoNg + «

Ny = NBN'y —I'_Nany +NOZN,6 + ND& +/6

neg = NgNy + NoNy + NoNg + Ny + Ng +

m=3(i—1)
falls n = 1:
ID(m+1) ny — 1
ID(m+2) ne — 1
[D(m+3) ng — 1
falls n = 2:
ID(m+1) ng — 1
ID(m+2) ng — 1

[D(m+3) neg — 1
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falls n = 3:

ID(m—I—l) ng — 1

ID(m-{—Q) ns — 1

]D(m+3) na — 1
End Do

Die rechte Seite der Gleichung (7.21) wird mit der Matrix

K, 0 0 0 0O
0K, 0 000
|0 0K;0 00
K= 000K, 0 O (A.4.47)
0 00 0K;O0
|0 0 0 0 0 K|

gebildet, deren Elemente die RVE-Abmessungen enthalten:

Ki={d ... dyy,.n Ki={hl . hi}y
Ky ={h ... hiyon, Ks={dl ... dl}y, (A.4.48)
Ki={l .. Dyon, Kg={dh ... dh}y

A.4.4 Strukturnachgiebigkeitsmatrix

Der Zusammenbau der Strukturnachgiebigkeitsmatrix S des nichtlinearen Zellenmo-
dells erfolgt durch dreifach geschachtelte Schleifen iiber alle Unterzellen. Die Kompo-
nenten Sl(]a 7 der linearen bzw. nichtlinear elastischen Nachgiebigkeitsmatrizen nach
Gl (7.14) bzw. Gl. (7.7) werden mit den entsprechenden Unterzellabmessungen mul-
tipliziert und unter Beachtung der Anordnung der Unterzellspannungen ﬂ(jaﬁ " im

Hypervektor T zur Matrix S aufaddiert:

Do a=1,N,
DOﬁZI,Nﬁ
Do~y =1,N,

ny =+ Ng(y—1)

ne = NgN, + a+ No(1 —7)

ng = NgN, + No N, + o+ No(1 — )

ng = NgNy, + No N, + NoNg + «

ns = NgN, + NoN,, + NoNg + N, + 3

Ng = N/(;Nﬁ, + NaNﬂy + NaNg + Na + Ng + v

S my = Sy g + daSLe?
Spins = Suyng + daSLe7
Sping = Snyng + daSie7
Spany = Sy + hgSsY
Spang = Snyng + hSss™Y
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n

n5 ns

Sn(; ne
End Do
End Do
End Do

= Spyny + hﬂsggfﬁ”
S?’Lg . S(aﬂ"f

= Spyny + z SWV
Sn3 ns + S(aﬁ“/

= Spins + hsly 54“57
= Spong + dal, S
= Sheng + dahg S

Die Linearisierung (7.28) macht die Berechnung der Matrix S erforderlich. Thre Ex-
zeugung erfolgt analog zur eben beschriebenen Aufstellung der Matrix S mit dem
Unterschied, dass nicht die Terme der Nachgiebigkeitsmatrix der Unterzellen assem-
bliert werden, sondern der Anteil

o L ni(aB) o (ap )T
ds(@sn) .— (S T ﬁv))ma v

(A.4.49)

der linearisierten Matrix geméf Gl. (7.11) auf Seite 147. Fiir die Zellen, die die linear
elastischen Fasern darstellen ist dS®®) eine Nullmatrix.

Do a=1,N,
Doﬁzl,Nﬁ
Do~y =1,N,

=B+ Ng(y—1)

ng = NgN, +a+ Ny(1—7)

ng = NgN, + No Ny + o+ No(1 — )

ny = NgN, + NoN, + NN + o

ns = NgNy + NoN, + NoNg + Ny + 3

ng = ]Vg]\f,y + Nany + NaNg + N, + Ng + 7y

Berechne dS(“?") .= @

O‘m (8™ PV 1 (ep) )¥ nach Gl (7.11)

nyn; nl g + d ds aﬂ')’
aﬁ
na2n; nan; +h dSZ g

n3 n; n3 n; + l'Y dS3(ilﬁ’y

End Do
End Do
End Do

ngn; ~n4 n; + hﬁ Ly dS (?ﬁv)
nsmi = Sngn; + ol dS§; (a7)
neni = Pngn; T da h dSGaB’y
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A.4.5 Hypermatrix der Grenzflachenmodelle
Die einzelne Grenzflichen wird durch die konstitutive Gleichung der Art
t = E(d)[u] (A.4.50)

beschrieben, siche Gl. (3.35), (3.50) oder (3.60). Die Hypermatrix Ein Gl (7.20)
besitzt Diagonalstruktur und enthélt als Elemente alle Matrizen E(z)(d) der i =
1,..., N; Grenzflachen:

EMVa@) 0 ...
0 EP®@ ... .. 0
E= - : (A.4.51)
0 0 ... EXN(d) |
Die Gradientenmatrizen
tV,=E(d) +E (A.4.52)

derselben Grenzflichenmodelle liefern die Hypermatrix E(d) 4 E, die bei der Linea-
risierung (7.28) des nichtlinearen Gleichungssystems (7.21) auftreten.

Ed) + E = : : N : (A.4.53)
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A.4.6 Konsistente Materialtangente

Anordnung der Ableitungen Ti(fﬁ " in der Matrix 9T /9e™ nach GL (7.78):

M M M
ey Oeyy Oegs

oty orth  erGY  ortM  ariY  or\Y
oM el OeM O oM O
aTl({ifﬁNv) aTl(iVl;Nv) 8T1(iVﬂNv) 8T1(iVﬁNw) aTl(iVBNv) aTl(iVBNv)
OeM o et oM e oM
ariy arLV  erhY  erhY  arhY  oriVY
oM oM oM

0Ty 0Ty ™™ 9Ty 91y o1y 0Ty

oM el DeM

(96'1“1 863"2 66% ('363"3 86'1\% 86%
aTiay arhY  arhY  arhY  arhY  arlY
OeMt el el

OTL N grilNeNe) oiNeNo) gp(NeNo) gp(NaNo)  gp(NeNs)

ﬂ B OeM e OeM oM oM oM
M 1 1 1 1 1 1
o8 oy ory  omy  omy  oTy)  OTy
OeM oM e Ol oM oeM
(N.. Na N Na Na Na
oT™ org™  ory”  oTg”  oryt)  oTy”
OeM oM OeM Ol oM oM
ory  ary  ary)  ary)  ary)  orW
oM Ol e el oM oM
oy or? gl or) orgy ory
OeM oM OeM oM oM oM
or®  or® o o) a1y orY
OeM e e Ol oM oM
o ar o oM HTd o)
oM el e Ol oM oM,

(A.4.54)
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Anhang

B

Verzeichnis wesentlicher Symbole
und Abkiirzungen

Abkiirzungen

GMC Generalized Method of Cells
HFGMC High-Fidelity Generalized Method of Cells
RVE Repréasentatives Volumenelement
Operatoren

div Divergenz

® dyadisches Produkt

0ij Kronecker-Delta

\% Nabla-Operator

tr Spur

4] Variation

(o) Volumenmittelwert der Grofse o
Tensoren

1 Einheitstensor 2. Stufe

A Verzerrungskonzentrationstensor
B Spannungskonzentrationstensor
C elastischer Steifigkeitstensor

ep Verzerrungsdeviator

ey volumetrischer Verzerrungstensor

Basisvektor
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€ Verzerrungstensor

eM makroskopischer Verzerrungstensor
I Einheitstensor 4. Stufe

n Normalenvektor

innere Variable

q innere Variable

Sb Spannungsdeviator

Sy volumetrischer Spannungsstensor

S elastischer Nachgiebigkeitstensor

S Tangentenoperator

o Spannungstensor

t Spannungsvektor

[u] Verschiebungssprungvektor

u fluktuierender Anteil des Mikroverschiebungsfelds
X Ortsvektor

y Geschichtstensor des Verzerrungsdeviators

Matrizen und Spaltenvektoren

A € R%*6 Verzerrungskonzentrationsmatrix

Cc € R5%6 Komponentenmatrix des elastischen Steifigkeitstensors
C € R%%6 effektive Steifigkeitsmatrix des Verbundwerkstoffs

AC € RUNsN-)x() HEGMC-Matrix der Zelldifferenzsteifigkeiten
Ac e RNsN)x(2) HEGMC-Matrix der Zelldifferenzsteifigkeiten

D € RWaNg+NaNy+NgNy+NatNg+N2)x3N Matrix zur Einbindung

der Verschiebungsdiskontinuitdten in die kinematischen Glei-
chungen des Zellenmodells

D" € R3Nr<Nu Inzidenzmatrix der Verschiebungsdiskontinuitts-
vektoren
D € R3N1x(NaNp+NaNy+NgNy+Nat+Ns+N+) Tnzidenzmatrix zur Ein-

bindung der Grenzflichenspannungsvektoren

€ € R% Spaltenmatrix der Komponenten des Verzerrungstensors

ep € RS Spaltenmatrix der Komponenten des Verzerrungsdevi-
ators

ey € RS Spaltenmatrix der Komponenten des volumetrisch Ver-

zerrungstensors
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E. € R3*3 Steifigkeitsmatrix des elastischen Verbundmodells

Ec € R3*3 Steifigkeitsmatrix des Verbundmodells nach Chaboche

E, € R3*3 Steifigkeitsmatrix des Verbundmodells nach Lissenden

Ecvs € R3*3 Steifigkeitsmatrix des gemischt-modalen Bruchmodells

E € R33N Hypermatrix der Sekantensteifigkeitsmatrizen aller
Grenzflachen

K € RWaNg+NaNy+ NNy +Na+Ns+N)x6 Natrix der RVE-Geometrie

K € RUNsN)X(UNsNy) transversale HFGMC-Struktursteifigkeits-
matrix

L € RNsN)X@NsNY) axiale HFGMC-Struktursteifigkeitsmatrix

c € R% Spaltenmatrix der Komponenten des Spannungstensors

SD € R% Spaltenmatrix der Komponenten des Spannungsdeviators

Sv € R% Spaltenmatrix der Komponenten des volumetrisch Spann-
ungstensors

S € R%*6 Komponentenmatrix des elastischen Nachgiebigkeits-
tensors

S € R5<6 Komponentenmatrix des Tangentenoperators

Se € R3*3 Nachgiebigkeitsmatrix des elastischen Verbundmodells

S.e € R*? inkrementelle Nachgiebigkeitsmatrix des viskoelasti-
schen Verbundmodells

S('i') € RWaNs+NaNy+NgNy+Na+Ng+Ny) % (Na Ng+Na Ny +NgNy+No+Ng+N-)
Strukturnachgiebgkeitsmatrix des nichtlinearen Zellenmodells

giebg
T € R(N‘(INBJ)FN“N7+N5Nw+N“+NB+Nw) Spaltenmatrix aller Spannun-
afy

gen T3

T € R%*6 Spannungstransformatrionsmatrix

T € R5%6 Verzerrungstransformatrionsmatrix

T(a67) € R% Spaltenmatrix des Zellspannungsstensors der GMC

u € RV Hypervektor aller Verschiebungsdiskontinuitéitsvektoren

] € R reduzierter Hypervektor aller Verschiebungsdiskonti-
nuitatsvektoren

v € R3 Spaltenmatrix des Geschichtsvektors der Verschiebungs-
diskontinuitéiten

XTZ-' viskoelastische Spannungsgeschichtsvariable

Xi; viskoelastische Verzerrungsgeschichtsvariable

y makroskopische Spannungsgeschichtsvariable
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y makroskopische Spannungsgeschichtsvariable
Skalare
6] gemischt-modale Verhaltniszahl
C € R%*6 Elemente der effektiven Steifigkeitsmatrix des Verbund-
werkstoffs
A physikalische Dicke der Grenzschicht
Schidigungsvariable
Aoy hg, 1y Abmessungen der Unterzelle Q(¢%7)
e, Zugbruchdehnung der Matrixphase
e Druckbruchdehnung der Matrixphase
€e elastische Dehnung
€ ineastische Dehnung
el effektive transversale Zugbruchdehnung des Verbundwerkstoffs
E Elastizitatsmodul
E, axialer Elastizitatsmodul
E; Elastizitatsmodul des Grenzschichtmaterials
b, transversaler Elastizitatsmodul
n Viskositat
vz, Schubbruchgleitung der Matrixphase
gt effektive axiale Schubbruchgleitung des Verbundwerkstoffs
G Schubmodul
G, axialer Schubmodul
Gy transversaler Schubmodul
G(t) Relaxationsfunktion
Gre,Grre, Grrre  kritische Energiefreisetzungsraten Mode 1 bis 111
Gme kritische gemischt-modale Energiefreisetzungsrate
Gse kritische Energiefreisetzungsrate Schub
J(t) Kriechfunktion
Joo Gleichgewichtsnachgiebigkeit
Ji Kriechstéirke k des Kriechspektrums
K Kompressionsmodul

Penalty-Steifigkeit
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Querdehnzahl

axiale Querdehnzahl

transversale Querdehnzahl

Beteiligungsfaktor

Exponent des Ramberg-Osgood Ansatzes
Elementierung des RVEs in z1-, x5- und z3-Richtung
Lamé Konstanten des isotrop elastischen Werkstoffs
Nichtlinearitétsfaktor des Ramberg-Osgood Ansatzes
Duktilitatsparameter Zug

Duktilitatsparameter gemischt-modale Beanspruchung
Duktilitdtsparameter Schub

Schubfestigkeit der Grenzflache

Zugfestigkeit der Grenzflache

Druckfestigkeit der Matrixphase

Schubfestigkeit der Matrixphase

Zugfestigkeit der Matrixphase

effektive transversale Zugfestigkeit des Verbundwerkstoffs
effektive axiale Schubfestigkeit des Verbundwerkstoffs
Spannungsparameter des Ramberg-Osgood Ansatzes
Vergleichsspannung

Federspannung

Déampferspannung

Gleichgewichtsnachgiebigkeit

Federnachgiebigkeit im Kelvinmodell

elastische Federnachgiebigkeit in Normalenrichtung
Kriechzeit

Relaxationszeit

Vergleichsspannung

mittlere Zellspanungen

Schubduktilitdtsparameter der Grenzflache
Zugduktilitatsparameter der Grenzflache

Grenzwert der elastische Separation unter Zug

Grenzwert der elastische Separation unter Schub
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us, Grenzwert der elastische Separation bei gemischt-modaler
Beanspruchung

(i Maximalwert der elastische Separation unter Zug

U Maximalwert der Separation bei gemischt-modaler Bean-
spruchung

U Forméanderungsarbeit

v Volumenanteil der Phase ¢

|VRvE| Volumen des RVEs

Vi Faservolumenanteil

& Kriechzeit

elastische Forménderungsenergie
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