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Einleitung

Eines der bemerkenswertesten Resultate der algebraischen Zahlentheorie ist die analy-
tische Klassenzahlformel [Neu92, S. 488]. Sie stellt eine Verbindung her zwischen wich-
tigen algebraischen und analytischen Invarianten eines Zahlkorpers IV, wie zum Beispiel
der Klassenzahl und des Regulators, und dem Wert der Dedekindschen Zeta-Funktion
an der Stelle 0. Diese Klassenzahlformel fithrt bis heute zu zahlreichen allgemeine-
ren und feineren Vermutungen. Zu nennen ist die Tamagawazahlvermutung von Bloch
und Kato [BK90], die mit den Arbeiten von Fontaine und Perrin-Riou in [FPR94] und
[Fon92| eine Neuformulierung und Verallgemeinerung findet. Die dquivariante Tamaga-
wazahlvermutung von Burns und Flach [BF01, Conj. 4], mit der wir uns im Spezialfall
des Paares (h°(Spec(NV)), Z|G]) beschéftigen, ist wiederum eine Verallgemeinerung der

Vermutung von Fontaine und Perrin-Riou.

Sei N/K eine galoissche Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G und S eine genii-
gend grofie endliche Menge von Stellen von N. Fiir einen C-wertigen Charakter y von GG
bezeichnen wir die reduzierte Artinsche L-Reihe mit Lg(N/K, x, s) und den fithrenden
Koeffizienten in ihrer Taylorreihe bei s = 0 mit LE(N/K, x,0). Sei Irr(G) die Menge

der absolut irreduziblen Charaktere von G. Wir setzen

L= (L5(N/K,X,0))ery € 11 € = ((CIG),
x€lrr(GQ)

wobei ((C[G]) das Zentrum von C[G] bezeichne. Es gilt sogar £ € ((R[G])*. Sei nun
Ko(Z|G],R) die relative K-Gruppe. Diese sitzt in einer exakten Sequenz

1 0
8Z[G],]R az[c],m{

K (Z[G]) — Ki(R[G]) — Ko(Z[G], R) — Ko(Z[G]) — Ko(R[G]).

4



EINLEITUNG 5

Sei S%[G},R der von Burns und Flach in [BF01] definierte kanonische Homomorphismus
Oy r : C(RIG)* = Ko(Z[G], R).

Seien nun Ug die S-Einheiten von N, Yy die freie abelsche Gruppe tiber S und Xg der

Kern der Augmentationsabbildung

YS — Z
Z AU > Z Ay
veES veS

dann heifit eine exakte Sequenz
0—=>Us — Ag — Bs — Xg — 0,

Tate-Sequenz, wenn sie eine vorgegebene Klasse in Exté(Xg, Ug) reprasentiert. Mit
Hilfe dieser Sequenz konstruiert man zur Erweiterung N/K ein Element RQ(N/K) in
der relativen K-Gruppe. Wir definieren

TQ := RA(N/K) — 0}y o (L)

Die dquivariante Tamagawazahlvermutung fiir das Paar (h°(Spec(NV)), Z[G]) lautet nun
TQ = 0. Burns zeigt in [Bur01], dass dies dquivalent zur gelifteten Wurzelzahlvermu-
tung von Gruenberg, Ritter und Weiss ist ((GRW99, S. 69]) und dass T2 € Ky(Z[G], Q)
dquivalent zur Stark-Vermutung bei s = 0 ([Tat84, Ch. I, Conj. 5.1]) ist und 72 ge-
nau dann in der Torsionsuntergruppe von Ky(Z[G], Q) liegt, wenn die ,,Strong-Stark-
Conjecture” ([Chi83, Conj. 2.2]) gilt. Des weiteren impliziert T2 = 0 Chinburgs 23-
Vermutung ([Chi85, Conj. 3.1]).

Gegenstand dieser Arbeit ist ein Algorithmus, der fiir jedes Fallbeispiel N/Kdie dquiva-
riante Tamagawazahlvermutung fiir das Paar (h°(Spec(V)), Z[G]) numerisch verifiziert,
falls es eine Stelle vy von N gibt mit G,, = G. Ist zudem K = Q und gilt fiir jeden

irreduziblen Charakter y der Gruppe wenigstens eine der beiden Eigenschaften:
(1) Der Charakter x ist abelsch.

(2) Es gilt x(G) € Q und x ist eine Linearkombination von induzierten trivialen

Charakteren mit ganzen Koeffizienten.
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Dann liefert der Algorithmus einen Beweis.

Da die Berechnung der L-Werte durch die Arbeiten von Dockchitser ([Dok04]) abge-
deckt ist und Bley und Wilson in [BW09] Algorithmen entwickelt haben, mit denen
man in den relativen K-Gruppe Ky(Z,[G], Q,) rechnen kann, lag die grofite Schwierig-
keit in der algorithmischen Berechnung der Tate-Sequenz bzw. eines Repréasentanten
in der Gruppe Ext%(Xg, Us).

Zunéchst haben wir versucht die Ergebnisse von Navilarekallu in [Nav06] algorithmisch
umzusetzen. Er beweist in dieser Arbeit die dquivariante Tamagawazahlvermutung fiir
eine einzige As-Erweiterungen und benutzt dabei zur Konstruktion der Tate-Sequenz
eine Idee von Chinburg. Nach dieser Idee konstruiert man zu jeder Stelle v € S mit

v # vy eine exakte Sequenz
0— Xy(—2) > A, > B, > Z — 0,

von Z[G,]-Moduln, in der A, und B, frei sind und einen G,-Homomorphismus
f: Xy(=2) — Usg, der gewissen lokalen Bedingungen gentigt. Sei (ay,...,q,) ein Er-
zeugendensystem von X,(—2), dann sind S-Einheiten uy,...,u, zu finden, so dass f
durch die Zuordnung «o; — u;, 7 = 1,...,r gegeben ist. Leider stellte sich heraus, dass
die Bedingungen an die S-Einheiten, die Navilarekallu in seiner Arbeit angibt, nicht
ausreichend sind, um die lokalen Vorgaben an die Abbildung f zu erfiillen. Die lokalen

Vorgaben bestehen darin, dass fiir eine weitere Stelle w € S die Abbildung
Xv(—2) — Ug — Nu:(

die lokale Fundamentalklasse bzw. die triviale Klasse in Extf; o (Z, N.) reprisentie-

ren soll. Folgende Probleme mussten gelost werden
(1) Wie berechnet man lokale Fundamentalklassen?

(2) Wie kodiert man die lokalen Bedingungen in ein Gleichungssystem fir die S-
Einheiten?

(3) Wie gewdhrleistet man, dass die Abbildung f ein G,-Homomorphismus ist?

Zur Berechnung der lokalen Fundamentalklasse haben wir fiir hochstens zahm ver-
zweigte, d.h. unverzweigte oder zahm verzweigte, Erweiterungen wieder eine Idee von
Chinburg ([Chi85]) aufgegriffen, die auf den Arbeiten von Serre ([Ser]) beruht. Fiir



beliebige lokale Erweiterungen wurde von Debeerst ([Debl11]) ein Algorithmus zur Be-
rechnung der lokalen Fundamentalklasse entwickelt. Dieser basiert ebenfalls auf der
Arbeit von Serre. Im Fall einer héchstens zahm verzweigten Erweiterung ist dieser
allerdings langsamer, als der von uns implementiere Algorithmus. Zur Losung der Fra-
gestellung (2) verweisen wir auf den Abschnitt 3.2.2. Die Fragestellung (3) konnten
wir durch die Entwicklung eines Algorithmus 16sen der ein Z-Erzeugendensystem von
Homyq, (A, B) berechnet, wenn A und B endlich erzeugte Z[G,]-Moduln sind und A
zudem Z-frei ist. Als unbeabsichtigten Zusatz konnten wir mit diesem Algorithmus den
bestehenden Algorithmus zur Berechnung von Q[G]-linearen Schnitten verallgemeinern
und zwar durch einen Algorithmus der nicht nur Q[G]-lineare Schnitte berechnet, son-
dern auch Z|G|]-lineare Schnitte, sofern sie existieren.

Implementiert haben wir bislang einen Algorithmus in das Computeralgebrasystem
MAGMA, der die Vermutung fir As-Erweiterungen numerisch verifiziert. Eine Im-

plementierung fiir beliebige Gruppen ist noch mit erheblichem Zeitaufwand verbunden.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut.

Im ersten Kapitel stellen wir einige Grundlagen aus der analytischen Zahlentheorie,
der algebraischen K-Theorie und der homologischen Algebra zusammen. Des Weite-
ren definieren wir Tates kanonische Klasse. Im zweiten Kapitel gehen wir noch mal
auf die Problemstellung dieser Arbeit ein, formulieren die Vermutung und sagen etwas
zum aktuellen Forschungsstand. Im dritten Kapitel kommen wir zur algorithmischen
Umsetzung. Dabei beschéftigen wir uns erst mit der lokalen Fundamentalklasse und
anschliefend mit der Konstruktion von Tates kanonischer Klasse. Die Theorie, die
wir dabei benutzt haben, stellen wir jeweils voran. Im dritten Abschnitt von Kapitel
3 gehen wir darauf ein, wie wir die Algorithmen von Bley und Wilson aus [BW09]
benutzt haben, um die Vermutung numerisch zu verifizieren, und zeigen, dass unser
Algorithmus unter gewissen Voraussetzungen die Vermutung beweist. Im vierten Ab-
schnitt stellen wir ausfiihrlich ausgewéhlte Algorithmen vor, die wir implementiert ha-
ben. Unter anderem den Algorithmus zur Berechnung eines Z-Erzeugendensystems der
G,-Homomorphismen, den Algorithmus zur Berechnung von Z[G]-linearen Schnitten
sowie einen Algorithmus der zu einem Kozykel den Repriasentanten in der Ext-Gruppe
berechnet. Im letzten Kapitel stellen wir die Beispiele zusammen, fiir die wir die Ver-

mutung numerisch verifiziert haben.



Kapitel 1
Grundlagen

Wir setzen in dieser Arbeit Kenntnisse iiber Darstellungstheorie voraus, wie sie etwa

in [CR81, §9] zu finden sind.

1.1 Artinsche L-Reihen

Wir definieren in diesem Abschnitt die Artinschen L-Reihen und fassen ihre wichtigsten
Eigenschaften zusammen. Mehr Details und Beweise der einzelnen Aussagen koénnen
im Buch [Neu92, Kap. VII, §10] von Neukirch nachgelesen werden, sofern wir nichts
anderes schreiben.

Sei N/K eine galoissche Zahlkoérpererweiterung mit Galoisgruppe G und x ein Charak-
ter von G. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und 7, : G — Autc(V) eine
Darstellung von G zum Charakter y. Sei nun p ein Primideal von K und ‘B ein iiber
p liegendes Primideal von V. Mit Gy bezeichnen wir die Zerlegungsgruppe von 3 und
mit Iy die Tragheitsgruppe von B. Sei o € G ein Lift des Frobeniusautomorphismus.

Dann ist o ein Endomorphismus auf V¥ via
o3(v) = (T (o)) (v).
Das charakteristische Polynom
det(1 — opX | V) € C[X]

ist unabhéngig von der gewéhlten Stelle P tiber p. Wir bezeichnen die Normabbildung
von N/K mit Ny g.
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Definition 1.1.1. Die Bezeichnungen seien wie oben und zusdtzlich sei Ok der Ganz-
heitsring von K. Fir s € C mit Re(s) > 1 heifit die Reihe

—1
L(N/K,x,s) =[] det (1—ogNggp)* | V')
p<Oxk

Artinsche L-Reihe zum Charakter x.

Die Schreibweise der Artinschen L-Reihe ldsst vermuten, dass sie nicht von der

Darstellung sondern vom Charakter abhdngt und dies ist in der Tat so (sieche [Neu92]).

Eigenschaften

(1) Die Artinsche L-Reihe konvergiert absolut und gleichméBig in der Halbebene
Re(s) > 1.

(2) Ist x der Einscharakter, dann gilt
L(N/K, x,s) = Ck(s),
wobei (x die Zetafunktion zum Zahlkérper K bezeichnet.
(3) Sind y; und x2 zwei Charaktere von G, so ist

L(N/K7X1 + X?as) = L(N/K7X17s> : L(N/K7X2>S>'

(4) Die Artinsche L-Reihe besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf C und geniigt
einer Funktionalgleichung ([Neu92, Kap.VII, §12, Th. (12.6)]).

Definition 1.1.2. Sei S eine endliche Menge von Primidealen von K. Die reduzierte
Artinsche L-Reihe zu x ist definiert durch

—1
Ls(N/K,x,s) == [ det (1 — oxNgo(p) ™ | VI¥) .
pgs

Den fithrenden Koeffizienten in der Taylorreihenentwicklung bei s = 0 bezeichnen wir
mit LE(N/K, x,0).
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1.2 Algebraische K-Theorie

In diesem Abschnitt wiederholen wir die hier relevanten Definitionen und Eigenschaften
der algebraischen K-Theorie wie sie zum Beispiel in [Swa68] und [CR81] zu finden sind.
Sei im Folgenden A ein Ring mit 1. Sofern nichts anderes gesagt wird, verstehen wir
unter einem A-Modul einen Links-A-Modul. Mit P(A) bezeichnen wir die Kategorie
der endlich erzeugten projektiven A-Moduln.

1.2.1 Die Grothendieckgruppe K;(A)

Fir P € P(A) bezeichnen wir mit (P) die Isomorphieklasse von P. Sei F die freie
abelsche Gruppe, die von diesen Isomorphieklassen erzeugt wird. In F betrachten wir

die Untergruppe R, die erzeugt wird von der Menge
{(P) — (P") — (P") | es gibt eine exakte Sequenz 0 — P’ — P — P" — 0 von A-Moduln}
und definieren die sogenannte GROTHENDIECKgruppe durch

Ko(A) .= F/R.

Die Klasse von (P) in Ky(A) bezeichnen wir mit [P].

1.2.2 Die Whiteheadgruppe K;(A)

Hier betrachten wir Tupel (P,¢), wobei P € P(A) und ¢ ein Automorphismus
von P ist. Unter einem Morphismus f : (P,¢) — (Q,v) verstehen wir einen A-
Modulhomomorphismus f : P — @ der mit ¢ und ¢ vertriglich ist, d.h. es gilt
fop=1of. Sei((P,¢)) die Isomorphieklasse von (P, ¢). Wir nennen 0 — (', ¢’) —
(P,¢) — (P",¢") — 0 eine kurze exakte Sequenz, wenn 0 — P* — P — P" — 0
eine kurze exakte Sequenz ist. Sei F die freie abelsche Gruppe, die von den Iso-
morphieklassen erzeugt wird. Mit R bezeichnen wir die Untergruppe, die erzeugt
wird von den Elementen ((P,¢)) — ((P',¢")) — ((P",¢")), fir die es eine kurze ex-
akte Sequenz 0 — (P,¢') — (P,¢) — (P",¢") — 0 gibt, und den Elementen
(P,po)) — ((Po) — (Py)) fur alle P € P(A) und ¢,¢ € Auty(P). Wir defi-
nieren

Ky(A) = F/R.



1.2. ALGEBRAISCHE K-THEORIE 11

Die Klasse von ((P,¢)) in K;(A) bezeichnen wir mit [P, ¢]. Die Gruppe K;(A) heifit
WHITEHEADgruppe. Eine vielleicht bekanntere Definition dieser Gruppe ist die folgen-
de: Sei Gl,(A) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrdgen in A. Die

Einbettung
Gl (A) — Gl,11(A)

M = M0
0 1
induziert Einbettungen Gl,,(A) — Gl,,(A) fir alle n,m € N mit n < m. Wir definieren

GI(A) := lim Gl,(A).

Nach [CR87, (40.6)] gilt
Ki(A) = GI(A)/[GL(A), GI(A)],

wobei [G1(A), GI(A)] die Kommutatoruntergruppe bezeichnet.

1.2.3 Die relative K-Gruppe Ky(A, f)

Sei B ein Ring mit 1 und f : A — B ein Ringhomomorphismus. Vermége f betrachten
wir B als Rechts-A-Modul. Hier betrachten wir Tripel (P, ¢, Q) mit P,Q € P(A) und
einem Isomorphismus ¢ : B®4 P — B ®4 @ von B-Moduln. Sind « : P — P’ und
B : @ — @ Homomorphismen, dann nennen wir (a, ) : (P, ¢,Q) — (P’',1,Q’) einen

Morphismus, wenn das Diagramm

Bo, P YL Bg, P

o

B®sQ e B ®a Q)
kommutiert. Die Isomorphieklasse von (P, ¢, Q) bezeichnen wir mit ((P, ¢, ()). Eine
Sequenz 0 — (P, ¢, Q") — (P,¢,Q) — (P",¢",Q") — 0 heifit exakt, wenn 0 —
P—-P—=P —-0und 00— Q — Q — Q" — 0 exakt sind. Die Definition von
Ko (A, f) ist analog zu der von K;(A), d.h. in der freien abelschen Gruppe F, die von
den Isomorphieklassen erzeugt wird, betrachten wir die Untergruppe R, die erzeugt
wird von den Elementen ((P,¢,Q)) — (P, ¢,Q")) — ((P",¢",Q")), fir die es eine
kurze exakte Sequenz 0 — (P, ¢/, Q') — (P, ¢,Q) — (P",¢",Q") — 0 gibt, und den
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Elementen ((P, 1o ¢, P')) — ((P, ¢, P")) — ((P",v, P")) fir alle P, P', P" € P(A), sowie
Isomorphismen ¢ : B&, P — B®4 P’ und ¢ : By P" — B®4 P'. Wir definieren

Ko(A, f) == F/R.

Die Gruppe Ko(A, f) heifit relative K-Gruppe. Wie zuvor bezeichnen wir die Klasse
von ((P,¢,Q)) in Ko(A, f) mit [P, ¢, Q).

Sind R und S Ringe und A bzw. B der Gruppenring R[G] bzw. S[G] fiir eine endliche
Gruppe G und ist f : R[G] — S|G] induziert von einer natiirlichen Inklusion ¢ : R — S,
dann ist S[G] @gig) P = S ®pg P fiir alle P € P(A) und wir schreiben statt Ko(A, f)
einfach Ko(R[G],S) und sehen in [P, ¢, Q] den Isomorphismus ¢ als Isomorphismus
zwischen S ®g P und S ®g Q.

1.2.4 Die exakte Sequenz

Sei wie zuvor f : A — B ein Ringhomomorphismus. Die folgende Sequenz ist exakt.

* ol o9
Ky (A) L Ky (B) =L Ko(A, f) == Ko(A) —> Ky (B),

wobei die Abbildungen auf den Erzeugern wie folgt definiert sind:

(P ¢l) = [B®aPidp®d],

([P0, Q) = [PI-1Q,

Ohs([B".¢]) = [A" ¢, A" mit): By A" = B" 5 B" = By A",
F(P)) = [B®aP].

Dabei ist zu beachten, dass nach [CR87, §38B] jedes Element in K;(B) reprasentiert
wird von [B™, ¢|, mit einem geeignetem n € N. Fiir einen Beweis der Exaktheit der
Sequenz siehe etwa [Swa68, Th. 15.5].

Bemerkung 1. Ist G eine endliche Gruppe und A = Z|G] sowie B = R[G], dann
bezeichnen wir fir i = 0,1 die Abbildungen 0% ; mit Oy und fir A = Z,|G] und
B = Qy[G] bzw. B = C,[G] mit 0}, o, b2w. 9} ¢, Dabei bezeichnet C,, die Kom-

plettierung eines algebraischen Abschlusses von Q.
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1.2.5 Die reduzierte Norm

Sei A eine zentral einfache K-Algebra. Dann gibt es einen Schiefkérper D iiber K mit
A =M, (D), wobei M,,(D) den Ring der n x n-Matrizen mit Eintragen aus D bezeichne.
Wir identifizieren im Folgenden A mit M, (D). Sei weiterhin E ein Zerfallungskorper
zu D, d.h. es gibt ein m € N und einen Isomorphismus h : £ ®x D — M,,(E). Wir

definieren die Einbettungen

| D = E®gD — My,(E)
1l a = 1®a ~ h(1®a)

und
A { Mo(D) = Myn(E)
| (ay) = (o)

Definition 1.2.1. Der Homomorphismus

A — K

nry /g (a) 3{ a + det(\(a))

heifst reduzierte Normabbildung.

Diese lasst sich wegen Gl,.(A) = Gl,,,(D) fiir alle » € N vermoge A auf K;(A) fortsetzen
([CR81, Ex. 7.3], [CR87, (45.3)]). Die Fortsetzung bezeichnen wir ebenfalls mit nr,,x
und nennen sie reduzierte Normabbildung.

Ist A eine halbeinfache K-Algebra, dann induziert die reduzierte Normabbildung iiber
die Wedderburnzerlegung von A eine reduzierte Normabbildung auf K;(A). Sei dazu
A = @], A; die Wedderburnzerlegung von A. Jedes A, ist eine zentral einfache Algebra
tiber ihrem Zentrum K; und fiir das Zentrum ((A) von A gilt ((A) = @;_, K;. Nach
[CR87, (38.29)] ist

Fy(A) = D Fi(4A).
i=1
Fir M € GI(A) sei M, & ... @& M, die von der Wedderburnzerlegung induzierte Zerle-
gung.
Definition 1.2.2. Der Homomorphismus

i) & () = DK

nru :
M = (nrAi/Ki<Mi))i:1 T

-----

heifit reduzierte Normabbildung von K;(A).
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Im Spezialfall lasst sich die reduzierte Norm nr,4 iiber Determinantenfunktionen be-
schreiben, die zu Charakteren assoziiert werden. Sei dazu G eine endliche Gruppe, e
der Exponent von G und K eine endliche Erweiterung von Q, die eine primitive e-te
Einheitswurzel enthélt. Wir betrachten den Fall A = K[G]. Sei Irr(G) die Menge der

absolut irreduziblen Charaktere von G.

Satz 1.2.3. Mit den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen gilt

1) KIG) = @ K.

x€lrr(G)

2) K[G]= @ My

x€lrr(G)

Beweis. Die Aussage 1) folgt aus [Lor97, §33, Satz 15] in Verbindung mit [Lor97, §33,
Satz 2]. Die Aussage 2) folgt aus [Lor97, §33, Satz 15| mit [Lor97, §33, F12]. O

Fir einen Charakter x € Irr(G) sei Ty, : G — Gly1)(K) eine zugehorige Darstellung.

Die lineare Fortsetzung von T}, auf K[G] bezeichnen wir ebenfalls mit 7.
Lemma 1.2.4. Der von den Darstellungen T, induzierte K -Algebrenhomomorphismus

K[G] — @ M, 1) (K
T : x€Irr(G)
A = (TX(A))XGIH‘(G)

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Fiir jedes x € Irr(G) ist die Abbildung T, : K[G] — M, )(K) surjektiv. Dies
folgt aus [Lor97, §33, F12 u. F5]. Die Bijektivitat von 7" folgt nun aus

dimgK[G] = |G| = > X(l)zzdimK( S, qu)(K))»

x€lrr(GQ) Xx€lIrr(G)

wobei das zweite Gleichheitszeichen nach [Lor97, §33, F12] gilt. O

Zu jedem x € Irr(G) definieren wir nun den Homomorphismus

DetX:{K[G] — K~
A = det (T(N)) .
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Abkiirzend setzen wir Ay := M, (1)(K). Fiir alle A = (Ay) o) € P A, gilt somit
xE€Irr(G@)

nr g, /k (Ay) = Dety (A).

Sei nun S = (s;;) € Gl,(K[G]) ein Reprasentant von 0 € K;(K[G]) und T,(S) :=
(TX<Sij))i,j € Glnx(l)(K) Mit DetX(Q) = det(TX(S)) gilt

an[G}(e) = (DetX(Q»)(EIrr(G) € @ K

x€lrr(G)

1.2.6 Der Homomorphismus Sé[G} R

)

Sei G eine endliche Gruppe.

Wir definieren hier den von Burns und Flach in [BF01, 4.2] eingefiihrten kanonischen
Homomorphismus S%[G’},R : ((R[G])* — Ko(Z]|G],R). Er ist eine Fortsetzung des Ho-
momorphismus 0z z © nrﬂg[lG] s im(nrgjg) — Ko(Z[G],R) und fiir die Formulierung der
Vermutung von zentraler Bedeutung. Die Idee der Fortsetzung ist grob gesprochen, die
folgende.

Elemente x € ((R[G])* die nicht im Bild der reduzierten Norm liegen, werden mittels
einem (nicht eindeutigem) A € ((Q[G])* in das Bild , geschiftet“ und diese Nichtein-
deutigkeit durch eine ,lokale Differenz“ relativiert.

Sei ((R[G])** das Bild der reduzierten Normabbildung nrgig) : K1 (R[G]) = ((R[G])*.

Nach ([Bre04, Prop. 2.2]) ist nrgj¢) injektiv. Der kanonische Homomorphismus

s CRIG)*T = Ko(Z[G],R)*
Han A = O3 © g (A)

ist also wohldefiniert. Nach [Bre04, Lemma 2.3] kann man das Bild der Abbildung
nrgjq) © K1 (R[G]) — C(R[G])* C ((C[G])* = [Tyeme(q) C* wie folgt beschreiben

{(%)6 II ¢

ay = a, fur alle x € Irre(G) und o, > 0 fiir alle }
x€lrre(G)

symplektischen y € Irre(G)

Nach dem schwachen Approximationssatz gibt es also zu jedem z € ((R[G])*, welches
nicht im Bild der reduzierten Normabbildung liegt ein A € ((Q[G])*, so dass Az €
C(R[G])*T gilt.
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Um die ,lokale Differenz“ zu beschreiben miissen wir etwas ausholen. Nach [CR87,
(40.19),(49.12)] haben wir fir Ky(Z[G], Q) die folgende kanonische Zerlegung

K0<Z[G]7@> = @ KO(ZP[GLQP)

P prim
via
[P, 0, Q) = ([P ®z Zy, ¢ g Qp, Q @z Zy)), -
Vermége dieser Zerlegung sehen wir Ko(Z,[G], Q) in Ko(Z[G], Q) eingebettet.

Fiir eine Primzahl p ist die reduzierte Normabbildung

nro,a) - K1(Qy[G]) — ¢(Qy[G])*

ein Isomorphismus ([Bre04, Prop. 2.2]). Wir definieren

W{WMW% Koz Gl Q)
g A — 05 71610, © Dg, [G]()\)

Ist nun Az wie oben, dann setzen wir

A

3%[0],112{( ) —5Z[G]R (Az) Z O

p pri

Dabei ist 5p als das Kompositum

CQIGIN* —=> ¢(Q,G))* —2 K1(Z,]G), Q,) =~ K1(Z[G], Q)

zu verstehen.

1.3 Homologische Algebra

1.3.1 Ext und Yext

In diesem Abschnitt wiederholen wir die Definitionen und einige Eigenschaften der
Gruppen Ext™ und Yext”, in dem Umfang, wie sie in dieser Arbeit benotigt werden
und zeigen, dass sie isomorph sind. Im Folgenden sei R ein Ring und A, B seien R-
Moduln. Sei



1.3. HOMOLOGISCHE ALGEBRA 17

eine projektive Auflosung von A. Setzen wir @, := ker(d,_1) so ist die Sequenz
05 Quay 5P ™ . 5% A0 (1.2)
exakt, wenn ¢ die Einbettung bezeichnet. Die Abbildung ¢ induziert einen Gruppenho-

momorphismus
Homg(P,-1,B) — Homg(Q,-1,B)
Ly
g — golt

und wir definieren Ext};(A, B) als den Quotienten

HOII]R<Qn_1, B)
L« (Homg(P, 1, B))’

Exth(A, B) :=

Die Darstellung der Elemente in Ext;(A, B) ist natiirlich abhédngig von der gewahlten
projektiven Auflosung (1.1), aber die Gruppe ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeu-
tig. Haben wir einmal eine projektive Auflosung des Moduls A gewéahlt, dann denken
wir uns Ext’z(A, B) immer tber diese Auflosung gegeben. Mit [¢] sei die Klasse von
¢ in Ext,(A, B) bezeichnet. Einen anderen und tblicheren Zugang zu den Gruppen
Ext", ndmlich als rechte Ableitung des Funktors Hom, und mehr Details finden sich in
[HS71].

Um Yext (A, B) zu definieren, mussen wir etwas weiter ausholen. Eine exakte Sequenz
(E) : 0O-+B—E,—...>E—-A—=0

von R-Moduln heifit n-Erweiterung von A mit B. Auf der Menge dieser n-
Erweiterungen definieren wir nun eine Aquivalenzrelation. Zwei n-Erweiterungen (E)

und (F') heifien in Relation stehend (in Zeichen (F) ~~ (F')), wenn es ein kommutatives

Diagramm
(E): 0 B E, e Ey A 0
(F) : 0 B F, e F A 0

gibt. Die n-Erweiterungen (F) und (F') heiflen dquivalent, wenn es eine Kette von
n-Erweiterungen (E) = (Ey), (E4),...,(E,) = (F) gibt, die in Relation stehen (etwa
(Eo) ~ (Ey) e (E3) ¢~ ...~ (E,)). Mit [(E)] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse
von (E). Wir definieren Yextp(A, B) als die Menge

Yexth (A, B) :={ [(£)] | (E) ist eine n-Erweiterung von A mit B}.
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Die Gruppenstruktur auf Yext;(A, B) wird durch eine bijektive Abbildung von Ext™
nach Yext” induziert. Wir geben diese Abbildung nur auf den Repriasentanten an. Einen
Beweis der Wohldefiniertheit und Bijektivitét findet sich etwa in [HS71, IV.9)].

Sei [¢] € Extly(A, B). Wir betrachten dazu das kommutative Diagramm

OHQn—lépn—l Pn PO A 0
i
(E) : 0 B P P, Py A 0,

wobei die obere Zeile die Zeile (1.2) aus der projektiven Auflésung von A ist und P der
Pushout von ¢ mit ¢, d.h. P = (P,_1 ® B) /{(¢«(a),—p(a)) | a € @Q,_1}. Wir definieren
das Bild von [¢] in Yexth(A, B) als die Klasse [(F)]. Fir die andere Richtung sei
(E):0—=B—=E,—...— E — A— 0] € Yext(A, B) vorgegeben. Da die Moduln

P; in (1.1) projektiv sind, konnen wir R-Modulhomomorphismen ¢y, .. ., ¢, finden, so
dass
(571 5n—1
Poia P, Pny E Py A 0
l@n l@nl i@(}
0 B E, e E, A 0

kommutiert. Wir setzen @) := ker(d,—1) = im(d,) und bestimmen ¢ : Q — B, so dass
©n = @ o 6,. Die Klasse [¢] ist dann das Bild von [(E)].

Wir wollen jetzt noch diskutieren, was beim Wechsel des Moduls B in Yexty(A, B)
passiert. Jeder R-Modulhomomorphismus ¢ : B — C' induziert einen Gruppenhomo-

morphismus

. @ Yexth(A, B) — Yexti(A, C)

via Pushout. Expliziter: Sei [(E): 0 — B = E,, — ... = E; — A — 0] € Yext}(4, B),

dann liefert der Pushout P von ¢ mit ¢ das kommutative Diagramm

0 B——=E, E. 1 E; A 0
o
(E,) : 0 C P E, 1 E, A 0

und wir setzen ¢.([(E)]) = [(E,)].
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Lemma 1.3.1. Ist

B): o0—=p-oB,up, g A0 (13)
lﬂp l‘ﬁn l@n—l l‘ﬂl
(F):  0—>C—>Cp—Cpy "o = O = A——0

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln, dann ist p.([(E)]) = [(F)].

Beweis. Per Definition wird ¢, ([(F)]) reprisentiert von
0sCSPSB " 5B AAs0

mit P = (C'& By) /{(—¢(b), B(b)) | b € B}, 1(c) = (¢,0) und 7 ((c,5)) = Bu(b).

Um die Behauptung zu zeigen, gentigt es zu zeigen, dass

O C L P T Bn,]_ ﬂnfl L ‘B1 ﬁl A O
P e g
0 C—>C, - Chy O A 0

mit ¥ ((c,b)) = v(c) + ¢, (b), ein kommutatives Diagramm ist.
Zuerst zeigen wir die Wohldefiniertheit der Abbildung ¢ : P — C,,. Fiir alle b € B gilt

P((=(b), 6(0))) = =7(p(b)) + ¢n(B(b)) = 0,

wobei letzteres Gleichheitszeichen gilt, da das Diagramm (1.3) kommutiert.

Wir zeigen nur die Kommutativitat von

P — anl

L

Tn
Cn - > Un—1,

der Rest ist dann klar. Sei (¢, b) € P, dann gilt

Pn-1(7((¢,0))) = ©n-1(Bn(b)) = ym(@n(b)) und

T(((c,0))) = Am(v(c) +©n(b) = 1 (v(c) +rm(pn(b)).
-0
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
Bemerkung 2. Ist R = Z[G], dann schreiben wir statt EthZ‘[G](A, B) (bzw.

Yexty (A, B)) einfach Ext (A, B) (bzw. Yextg (A, B)).
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1.3.2 Tate-Kohomologie

Die folgenden Definitionen haben wir aus [Neu69, Teil I, §2] entnommen.
Sei G eine endliche Gruppe und A ein G-Modul. Wir definieren ¢"(G,A) =
¢ NG, A) = {y: G" — A} fir n > 1 und €°(G, A) = ¢€(G,A) = A. Wir
werden jetzt Abbildungen 97 : €" (G, A) — ¢"(G, A) definieren, so dass

an
) ==

e a, A) B e (@A) s @, 4) B (G, A) —

ein Komplex ist, d.h. fiir alle n € Z gilt 0% 0 9% = 0. Wir definieren

di(a) = Ne(a) =) ga,

geG
A
o) = {G -
g — ga—a,
It y) = D9 'y(g) —y(9)),
geG
G" - A
) = § (g1,--.90) = 9y(92,---,9n) + (=1)"y(91,- - - gn-1)
+ 3N =D (915 - 5 Gio1, GiGit1s Giv2y - - -5 Gn) T 0> 1,
Gn — A
0" y) = S (91,-.00) = Ygecld (9,915, 90) F (1) y(g1s -, G0y 9)
+Z ( ) (.917'"Jgifl7gigug_lugi+17'"7gn)] furnzo

Wir setzen

"G, A) ==ker(95T) und  B"(G, A) :=im(0%).

Die Elemente aus 27" (G, A) heiflen n-Kozykel und die Elemente aus £"(G, A) heifien
n-Kordnder. Die Faktorgruppe

HY(G, A) == 2(G, A) ) B"(G, A)

heif3t n-te Kohomologiegruppe mit Werten in A oder auch Kohomologiegruppe der Di-

mension n.
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1.3.3 Der Verbindungshomomorphismus und die exakte Ko-
homologiesequenz

Sei
0A5BA 0S50

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Dann gibt es zu jedem n € Z einen kanonischen

Homomorphismus
5, - HY(G,C) — H"™ (G, A)

und die hieraus entstehende Sequenz
- H'(G, A) —>H"(G, B) —> H'(G,C) " W™ (G, A) —> - (14)

ist exakt. Der Homomorphismus d,, heifit Verbindungshomomorphismus und die Se-
quenz (1.4) heilt exzakte Kohomologiesequenz.

Wir gehen noch kurz darauf ein, wie man den Verbindungshomomorphismus konstru-
iert, da wir dies an spéterer Stelle in dieser expliziten Form brauchen. Wir betrachten

dazu das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

¢"(G,A)|#" (G, A) —=¢"(G, B)/%B"(G, B) LN ¢ (G,C)/ PG, C)—=0
e | e

0 FH(G, A) o "G, B) >(@E, O),

wobei die Abbildungen als die induzierten Abbildungen zu verstehen sind. Es gilt
ker (83“) = H"(G, C) und coker (aﬁ“) = H""Y(G, A).

Das Schlangenlemma liefert uns dann den Verbindungshomomorphismus
6, - H'(G,C) — H"™ (G, A). Dem Beweis des Schlangenlemmas folgend kon-
struiert man 6, wie folgt. Sei [y] € H"(G,C) mit y € ¥"(G,C). Finde
] € ¢"(G,B)/%#"(G,B) mit $(y) = y und berechne 9% (y'). Bestimme
y' € 271G, A) mit a(y”) =y und setze

on(ly]) == [¥"]-

Definition 1.3.2. Ein G-Modul A heifit kohomologisch trivial, wenn H'(H, A) = 0 fiir
alle i € Z und alle Untergruppen H von G gilt.
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Bemerkungen 1.3.3. (1) Die Figenschaft eines Moduls kohomologisch trivial zu

(2)

(3)

sein, wird meist in folgender Situation benutzt. Sei

0 A B C 0

eine exakte Sequenz von G-Moduln. Ist der Modul B kohomologisch trivial, dann
impliziert die exakte Kohomologiesequenz, dass H' (G, A) = H" (G, C) fir alle
1 € 7 gilt. Ist der Modul A bzw. C' kohomologisch trivial, dann gilt mit dem selben
Argument H'(G,C) = H'(G, B) bzw. H(G, A) = H'(G, B) fiir alle i € Z.

Ist A ein endlich erzeugter Z-freier Z|G]-Modul, dann gilt
A ist kohomologisch trivial < A ist Z|G|-projektiv.

FEinen Beweis dieser Aussage findet sich in [Nak57, Th.1].

Ein G-Modul A mit eindeutiger und uneingeschrankter Division ist kohomolo-
gisch trivial ([Neu69, Kor. (3.17)]), dabei heifit A von eindeutiger und uneinge-
schriankter Division, wenn die Gleichung nx = a fir jede natirliche Zahl n und
jedes a € A eine eindeutige Lisung v € A besitzt. Insbesondere ist also jeder

Korper F' kohomologisch trivial.

1.3.4 Die Invariantenabbildung

Sei N/K eine Galoiserweiterung lokaler Kérper mit Galoisgruppe G. Wir werden in

diesem Abschnitt die sogenannte Invariantenabbildung

invy/x 1 H(G, N*)= Z]Z

[N : K]

definieren. In der Klassenkoérpertheorie ist diese Abbildung von zentraler Bedeutung.

Wir folgen hier den Ausfithrungen in [Neu69].

Sei zundchst N/K als unverzweigt vorausgesetzt. Die Invariantenabbildung ist in die-

sem Fall definiert als das Kompositum von drei Isomorphismen

invy/x : H3(G, N¥) -5 HX(G, Z) 2 HY(G,Q/Z) £+

[N : K]Z/Z’

die wir im Folgenden definieren.

Definition von w:
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Sei v die normierte Bewertung auf N und sei Uy die Einheitengruppe des Bewer-
tungsringes von N. Wir betrachten Uy und N* als G-Moduln mit der natiirlichen
G-Wirkung. Zusammen mit Z als G-Modul mit trivialer Wirkung sitzen diese Moduln

in der exakten Sequenz

1 Un N~ Z 0.

Da der Modul Uy kohomologisch trivial ist ([Neu69, Teil II, Satz (4.3)]) induziert v
einen Isomorphismus

H*(G,N*) — H*(G, 7).

Definition von ;"

Wir betrachten die exakte Sequenz

0 Z Q Q/Z 0

von G-Moduln, wobei Q,Z und Q/Z mit der trivialen G-Wirkung ausgestattet seien.
Nach Bemerkung 1.3.3 ist Q kohomologisch trivial und somit ist der Verbindungsho-

momorphismus

o, : HY(G,Q/Z) — H*(G,7Z)

ein Isomorphismus.
Definition von ¢:

Direktes Berechnen der 1-Kozykel und 1-Korédnder zeigt
H'(G,Q/Z) = Homz(G,Q/Z).

Da wir die Erweiterung N/K als unverzweigt vorausgesetzt haben, ist G zyklisch
mit dem Frobeniusautomorphismus ©n/k als kanonischen Erzeuger. Fiir alle x €
Homyz(G,Q/Z) ist also x(G) C [N ] Z]Z eine zyklische Untergruppe deren Ordnung
ein Teiler von |G| ist. Da es in Q/Z zu jedem n € N genau eine Untergruppe der Ord-
Z]Z|. Der

nung n gibt, namlich die von & + Z erzeugte, ist [Homz (G, Q/Z)| = \[NK

Homomorphismus
o { H'(G,Q/Z) — FgZ/Z
X =X (SDN/K)7
ist demnach wohldefiniert und ein Isomorphismus.

Fiir unverzweigte Erweiterungen N/K ist damit die Invariantenabbildung definiert.
Sei nun N/K nicht notwendig unverzweigt. Der Schliissel zur Definition von invy,x ist
der
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Satz 1.3.4. Sei L/K die unverzweigte Erweiterung mit [L : K| = [N : K|. Dann gibt

es einen kanonischen Isomorphismus
a: H* (G, N*) = H*(Gal(L/K), L™).
Beweis. [Neu69, Teil 11, Satz (5.2)] O

Wir definieren

inVN/K = inVL/K o Q.
Insgesamt haben wir damit die Invariantenabbildung fiir lokale Erweiterungen definiert.

Definition 1.3.5. Das eindeutig bestimmte Element v € H*(G, N/K) mit invy/r(7) =

[TlK] + 7 heifst lokale Fundamentalklasse.

Sei nun N/ K eine normale Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G. Fiir eine Stelle p
von NN sei IV, die Komplettierung von NN nach p. Fiir das Bild von a € N in N, schreiben
wir a. Sei Cy die Idelklassengruppe von N, d.h. Cy ist die Faktorgruppe Jy/t(N*),
wobei Jy 1= {(ay), € [I, N | ap € Uy, fiir fast alle p} die Idelgruppe ist und ¢+ : N* —

Jy die Diagonaleinbettung. Auch hier definiert man eine Invariantenabbildung

invy/ i HA(G, On) = Z]Z.

1
[N : K]

Definition 1.3.6. Das Element o € H*(G, Cx) mit invy/x (o) = [N%IK]JrZ heifit globale

Fundamentalklasse.

Da wir nur bei der Definition von Tates kanonischer Klasse die globale Fundamental-
klasse bendtigen (aber keine weiteren Eigenschaften von ihr) und die Definition der
Invariantenabbildung im globalen Fall relativ kompliziert ist, verzichten wir in dieser

Arbeit darauf und verweisen stattdessen auf [Neu69, Teil IIT].

1.3.5 Die Isomorphie Yext%(Z,C) = H*(G,C)

Sei GG eine endliche Gruppe und C ein G-Modul. Wir stellen hier einen konstruktiven
Beweis der Isomorphie Yext%(Z,C) & H*(G, C) vor, da wir dies spéter benstigen und

uns kein Literaturhinweis fiir diesen konstruktiven Beweis bekannt ist.

Satz 1.3.7. Es gibt einen Isomorphismus

U : Yext(Z,C) = H*(G, C).
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Beweis. Sei [E:0— C = A 4B57 0] € YextZ(Z,C). Die Sequenz zerfillt in

die beiden kurzen exakten Sequenzen

“e7—>0 und 0 C——A—%im($) —o0.

0 — ker(g) B
Die erste Sequenz induziert den Verbindungshomomorphismus
8o : H(G,Z) — H'(G  ker(e))

und die zweite

6, : HY(G, ker(e)) — H*(G, C).

Wir definieren die Abbildung ¥ : Yext}(Z,C) — H*(G, C) als V([E]) := [61(do(1 +
|G|Z))]. Die Wohldefiniertheit sehen wir wie folgt. Ist

)

B, 0 C B A 7 0
Es 0 C B A7 0

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und setzen wir x := ker(y) und ' :=

ker(¢’), dann sind auch

0 C B K 0 0

| |l

0 C B’ K 0 0 K A Z 0

kommutative Diagramme mit exakten Zeilen. Aus [Neu69, I. Satz 3.5] folgt, dass

(@, 7) -2 HY(G, k) —= HA(G, O)

|

L HY(G, K) — H2(G, O)

kommutativ ist. Dies zeigt die Wohldefiniertheit.

Sei nun [d] = v € H*(G,C). Wir definieren zunéchst wie in [NSW08, Ch.III, §1] den
Z-Modul C(v) := C @© @, Zb, mit formalen Symbolen b,. Wir setzen by := c(1,1)
und definieren auf C(v) eine G-Wirkung durch

gby, :=bgr, — by + (g, h).
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Wir erhalten damit eine exakte Sequenz
E,: 05C5C() 372G SZ—0,

wobei ¢ die Inklusion, ¢ die Augmentation und (b,) = g — 1 fir g # 1, ¢(c¢) = 0 fir
c € C, ist. Wir definieren

@_{HQ(G,(J) — Yexti(Z,C)
' g = [E,].

Um die Wohldefiniertheit zu zeigen, zeigen wir dass C(7y) bis auf Isomorphie nicht vom
Repréisentanten abhéngt. Sei also [¢] = [¢/], d.h. es gibt einen 1-Korand y € #'(G, C)
mit ¢ = ¢ +y. Sei C(c) := C @& @,.1Zb,; der G-Modul mit der von ¢ induzierten
G-Wirkung und C(c') := C @ @, Zb, entsprechend definiert. Man rechnet nun ohne
Miihe nach, dass

c+ Z Agbg — c+ Z )\gb; — Z)\gy(g),
g#1 g#1 g#1

{ C(c) — c(d)

ein Isomorphismus von G-Moduln ist.

Wir zeigen nun, dass die Abbildungen invers zueinander sind.

Sei [F :0 — C — A 4B 57 > 0] € Yexts(Z,C). Wir berechnen zunéchst
einen Reprisentanten von ®([F]). Das Element 8o(1+|G|Z) € H'(G, ker(¢)) wird nach

Definition von dy reprasentiert von

G —  ker(e
8}3(b):{ ()
g +— gb—0,

wobei £(b) = 1 ist. Sei nun y € €' (G, A) mit
o(y(g)) =gb—0>b furalleg € G,
dann wird v := ®([E]) = §,(do(1 + |G|Z)) € H*(G, C) reprisentiert von

GxG — C
(g;h) = gy(h) —y(gh) +y(g).

A(y) : {

Wir berechnen nun einen Repréisentanten von ®(y). Wir setzen B’ := @,Zb, und

C(v) := C @ B’ mit G-Wirkung

gbn = bgn — by + gy(h) — y(gh) +y(9).
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und by := y(1). Daraus ergibt sich als Reprisentant von ®() die exakte Sequenz

0—>C—C(y) > Z[G] —> 7 —0, (1.5)

mit ¢(c) =0, falls c € C, und ¥ (b,) = g — 1.
Die Sequenzen E und (1.5) reprisentieren in Yext%(Z,C) das gleiche Element, denn

das Diagramm

0—C—C(y) > Z[6) —Z—>0

i¢2 1

0——>C A" .p-*.7 .o,

mit
¢1(1) = b7
P2 (C+ Z)‘gbg) = c+ Z)‘gy<g)a
g#1 g#1

ist kommutativ. Dies zeigt ® o ¥ = id. Sei nun [c] = v € H*(G, C). Wir betrachten

dazu die iibliche Sequenz
0= C—Cl)BZGSZ 0,

die ® () reprasentiert, und konstruieren dazu 0,(do(1+ |G|Z)). Die Klasse do(1+ |G|Z)
wird reprasentiert von

G — Z[G]

g = g-1

{G—»Cm
y:
g — b

gilt ¥(y(g)) = g — 1 fur alle g € G und demzufolge wird d;(do(1 + |G|Z)) reprasentiert

von

9 GxG — C
30(7) (y) : :
(g9:h) = gy(h) —y(gh) +y(g)
Dies ist aber gerade der 2-Kozykel c. Damit ist auch ¥ o ® = id gezeigt.

Wir zeigen nun noch, dass ® ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Homomorphieeigen-
schaft von U ergibt sich dann aus dem bereits Gezeigtem. Da wir die Gruppenstruktur
auf YextZ,(Z, C) iiber die Gruppenstruktur von ExtZ(Z, C) definiert haben, betrachten
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wir ® als Abbildung von H*(G, C) nach ExtZ(Z, C). Die Gruppe G werde erzeugt von
{g1,-..,9-}. Wir wihlen die Sequenz

0—>Q—>Z[G]T£>Z[G]—>Z—>O,

mit ((SgeaA;Vg: - - Loeary9)) = Loearg(or — 1) + ..+ ZgeaA9(g, — 1), zux
Berechnung von Ext%(Z, C). Sei nun [¢] = v € H*(G,C) und

P

0—C—=C(v) Z|G] Z 0

die Sequenz, die das Bild von « in Yext%(Z, C') reprasentiert. Mit

Z[G) — C(v)
Oy S AVg, 3 0Ag) s S AWgh, o+ A gy,
geG geG geqG geG
und f, := ¢,|¢ ist das Diagramm
0—>Q—Z[G] —2~7Z[G] 7 0
ify im
0—>C—>Cly) —=>Z[C] —7—>0

kommutativ. In ExtZ(Z, C') wird also ®(v) représentiert von f,.

Da f, die Einschrdnkung von ¢, ist, ist fiir ¢ = (deg)\g)g, ey ZQGG)\gT)g) € @ das
Element ¢.(q) € C, d.h. es gibt ein nur von g abhéngiges y, € Z mit deg)\gl)gbgl +...+
Y geaAVgby, = pc(1,1), also f,(q) = pee(1,1). Seien nun [d] = v, [e1] = v € H*(G, C).
Dann gilt fur alle g € @

f’Y(q) + f’Yl(q) = :uqc(la 1) + chl(lﬁ 1) = :uq(c(lv 1) + C/(1> 1)) = f'Y+’Yl‘

Es gilt also
(I)(7) + (I)(’Yl) = [f'y] + [f’n] = [f’y—&-'n] = q>(7 + 71)'

]

Bemerkung 3. Ist o € H*(G, N*) die lokale Fundamentalklasse bzw. ihr Inverses,

~Y

dann nennen wir das Bild von o unter den angegebenen Isomorphismen H?(G, N*) =
Ext2(Z, N*) = YextZ(Z, N*) ebenfalls die lokale Fundamentalklasse bzw. ihr Inverses.
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1.4 Tates kanonische Klasse

Sei N/K eine endliche galoissche Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G und S

eine endliche Menge von Stellen von N mit den Eigenschaften

—_

S enthélt die unendlichen Stellen,

w N

G wirkt auf S und

die endlichen Stellen in S erzeugen die Idealklassengruppe.

)
) S enthalt die iiber K verzweigten Stellen,
)
4)

Definition 1.4.1. Wir nennen eine endliche Stellenmenge S mit den Eigenschaften 1)
- 4) zuldssig fiir N/K. Ist aus dem Kontext klar erkennbar, welche Kérpererweiterung

gemeint ist, dann nennen wir S nur zuldssig.

Fir v € S bezeichnen wir die Komplettierung von N bei v mit N, und die Einheiten-

gruppe des Bewertungsringes von N, mit Uy,. Wir definieren folgende G-Moduln:
Definition 1.4.2.

Ys sei die freie abelsche Gruppe tiber S mit G-Wirkung

g <Z M}) =3 Algv) = A 10,

vES vES veS
Xg sei der Kern der Augmentation € : Yo — 7,5 AU — > Ay

Js sei die Gruppe der S-Idele, d.h.

JS:HNUXXHUNU
veS vgS

Us seien die S-FEinheiten, also Us = {a € N* | v(a) = 0 fa. v ¢ S} mit der
offensichtlichen G-Wirkung.

Cys sei die S-Idelklassengruppe, d.h. mit der Diagonaleinbettung ¢ : Us — Jg,a +—
(a)v 15t st ::tlg/b(lfs).

Wir haben also zwei exakte Sequenzen

a])si 0— L&;—% Jé — C&;—% 0
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(X)s: 0 Xg—=Ys—>Z—0

von G-Moduln. In [Tat66] vergleicht Tate die Galoiskohomologie dieser beiden Sequen-

zen und zeigt, dass es Gruppenisomorphismen o}, = 1,2,3,r € N gibt, so dass

- ——H(G, X) H'(G,Ys) H'(G,Z) ——=H" (G, Xg) —

= H"(G, Us) —H"(G, Js) — H""*(G, Cs) —H""(G, Us) — -+

kommutativ ist. Dazu gibt er Elemente

o € H2(G,H0mz(Z,CS)
Qg € HQ(G7H0mZ(Y5,JS

)7
)
a3 € HZ(G, Homz(XS; US))

und

an, die dann via Cupprodukt (vgl. [Neu69, Teil I, §5]) die Isomorphismen liefern.
Wir bemerken an dieser Stelle, dass fiir einen Z-freien G-Modul M und einen G-Modul
N nach [Bro94, Ch. III, Prop. (2.2)] gilt

H?(G, Homgz(M, N)) = ExtZ (M, N),

wobei die G-Wirkung auf Homgz (M, N) gegeben ist mit ga: M — N, m — ga(g~tm).
Definition von ay:

Sei C die Idelklassengruppe und Clg(N) die S-Klassengruppe, d.h. Clg(N) ist die
Klassengruppe CI(N) modulo der Untergruppe, die von den Klassen der endlichen
Stellen von S erzeugt wird. Zu einer endlichen Stelle v bezeichne 3, das zugehorige
Primideal.

Der surjektive Homomorphismus
c - CI(N)
[(av)s] +— [ H ‘Bﬁ(a”)]

Poufoo

induziert einen surjektiven Homomorphismus C' — Clg(N). Zusammen mit der natiir-

lichen Inklusion C's — C erhalten wir eine exakte Sequenz

0—Cs— C — Clg(N) — 0.
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Aus dem Homomorphiesatz folgt C/Cs = Clg(N). Da nach Eigenschaft 4) an
die Stellenmenge S gilt Clg(N) = {1}, ist also C = Cgs. Wir definieren a; €
H?(G,Homgy(Z,Cys)) als die globale Fundamentalklasse in H?*(G, C) unter dem Iso-
morphismus

H*(G,C) = H*(G, Homy(Z, Cs)).

Definition von am:

Zunachst zeigen wir den

Satz 1.4.3. Ist Sy ein Reprdsentantensystem der G-Orbits in S und M ein G-Modul,
dann gilt
P H'(G,, M) = H' (G, Homy(Ys, M)).

VESH

Beweis. Es ist
Vs =@ Zv = P Indg, Z.

vES VESH
Definieren wir Y, := Ind§ Z und sei {07, ..., 0,} ein Reprisentantensystem der Rechts-
nebenklassen von G/G,, dann ist
n
Indg M = Po:M — Homy,(Y,, M)
i=1
L n Y, = M
om; — ) -
; v Zaizi — Zzlal(mz)
i=1 i=1

ein Isomorphismus von G-Moduln. Unter Benutzung dieser Tatsache und dass Koho-

mologie mit Produkten kommutiert, sowie Shapiro’s Lemma gilt also

H'(G, Homg(Ys, M)) = P H (G, Homgz(Y,, M)) = P H(G,Ind& M))

VESH vESy

~ P H(G,, M).

vESH

O

Sei der Isomorphismus fir ¢ = 2 und M = Jg mit ¢ bezeichnet und fir v € S sei
iy @ N — Jg die natiirliche Inklusion. Diese induziert Gruppenhomomorphismen
iyt H(Gy, NX) — H*(G,, Js). Mit a,, € H*(G,,, NX) sei die lokale Fundamentalklasse

bezeichnet. Wir definieren

Qg = A(Boegivy()) € HA(G, Homy(Ys, Js)).
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Definition 1.4.4. Die Klasse oy € H*(G, Homy(Ys, Js)) heifit semi-lokale Fundamen-

talklasse.

Definition von as:
Sei Hom((X)g, (U)g) die Gruppe aller Tripel (fs, f2, f1), so dass

(X)s 0 Xs Ys Z 0
lf:’, lfz ifl
(U)s 0 Us Js Cs 0

kommutiert. Sei m;((f3, f2, f1)) = fi die Projektion und 7, ; die induzierte Abbildung in
der Kohomologie. Tate zeigt in [Tat66], dass es genau ein o € H*(G, Hom((X)g, (U)s))

gibt mit 7, 1(a) = a3 und 7, 2(a) = ay. Wir definieren

az = T, 3(a) € H*(G, Homg(Xs, Us)).

Definition 1.4.5. Das Element oz € H*(G,Homyz(Xg, Us)) heifit Tates kanonische
Klasse.

Bemerkung 4. Wie wir schon gesehen haben gilt
H?(G, Homgz (X, Us)) = ExtZ(Xg, Us) = Yextz (X, Us).

Das Bild der lokalen Fundamentalklasse as unter diesen Isomorphismen nennen wir

ebenfalls Tates kanonische Klasse.



Kapitel 2
Problemstellung

Ziel dieser Arbeit war es, einen Algorithmus zu entwickeln, der die dquivariante
Tamagawazahlvermutung fiir Zahlkorper an der Stelle s = 0 numerisch verifiziert,
nach Moglichkeit beweist, und diesen Algorithmus in ein Computeralgebrasystem zu
implementieren. Zum groBiten Teil ist dies auch gelungen. Ist N/K eine galoissche
Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G und gibt es eine Stelle vy mit G,, = G,
dann kénnen wir zeigen, dass es einen Algorithmus gibt, der die Vermutung fiir jedes
Fallbeispiel numerisch verifiziert. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Charak-
tere der Gruppe G (vgl. Satz 3.3.5) konnen wir zeigen, dass es einen Algorithmus
gibt, der die Vermutung fiir jedes Fallbeispiel iiber Q, welches die Voraussetzungen
erfiillt, beweist. In das Computeralgebrasystem MAGMA haben wir jedoch bislang nur
einen Algorithmus implementiert, der die Vermutung fiir hochstens zahm verzweigte
As-Erweiterungen numerisch verifiziert. Allerdings erfiillen die Charaktere der A, die
zusétzlichen Voraussetzungen. Dies zeigen wir auch im Kapitel Beispiele. Mit diesem
Algorithmus haben wir fiir 27 Erweiterungen die Vermutung numerisch verifiziert.

Die groite Schwierigkeit bei der Umsetzung lag dabei in der Konstruktion einer
sogenannten Tate-Sequenz (siche Lemma (2.1)). Wir sind dabei nach Ideen von
Chinburg ([Chi89]) vorgegangen, die u.a. auch von Navilarekallu in [Nav06] zur
Verifikation der Vermutung herangezogen wurden. Schwierig ist die Konstruktion einer
Tate-Sequenz nach den Arbeiten von Chinburg unter anderem deswegen, weil lokale
Fundamentalklassen (zur Definition der lokalen Fundamentalklasse siehe Abschnitt
1.3.4) berechnet werden miissen. Fur hochstens zahm verzweigte Erweiterungen
sind wir dabei den Ausfithrungen von Chinburg in [Chi85] gefolgt, die auf den

Arbeiten von Serre [Ser| basieren. Fur beliebige Erweiterungen ist die algorithmische

33
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Berechnung von lokalen Fundamentalklassen durch die Arbeit von Debeerst ([Debl11])
abgedeckt. Dieser Algorithmus benutzt ebenfalls die Arbeiten von Serre. Da der von
uns implementierte Algorithmus im hochstens zahm verzweigten Fall schneller ist, ist

dieser dem anderen vorzuziehen.

Dass es sich bei dem Algorithmus in erster Linie um eine numerische Verifikati-
on handelt, liegt daran, dass wir von gewissen reellen Zahlen zunachst nicht wissen,
ob sie algebraisch sind. In bestimmten Féllen konnen wir dies jedoch zeigen und die
algebraischen Zahlen berechnen. Unter diese Félle fallen auch die A,-Erweiterungen.
Da wir aber die exakte Berechnung dieser Zahlen noch nicht in den Algorithmus
implementiert haben, sind unsere Beispiele bisher nur numerische Verifikationen.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Vermutung formulieren und im darauf folgenden
Abschnitt kurz darauf eingehen, in welchen Fallen die Vermutung bewiesen ist. Auf die

algorithmische Umsetzung gehen wir erst im nachsten Kapitel ein.

2.1 Die aquivariante Tamagawazahlvermutung fiir
Zahlkorper an der Stelle s =0

2.1.1 Formulierung der Vermutung

Zu einer endlichen galoisschen Zahlkorpererweiterung N/K assoziiert man zum einen
auf algebraischem Wege und zum anderen auf analytischem Wege jeweils ein Element
in der relativen K-Gruppe Ky(Z[G],R). Die Vermutung ist, das diese Elemente gleich
sind. Im Folgenden formulieren wir dies genauer.

Sei N/K eine endliche galoissche Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G und S
eine zuldssige Stellenmenge fiir N/K (vgl. Definition 1.4.1).

Wir bezeichnen mit Ug die S-Einheiten von N und mit Xg den Kern der Augmentation

Yy — Z
Z)\vv — Z)‘v ’
veS veES

wobei Yg der G-Modul {},cs A\yv | Ay € Z} mit der von G auf S induzierten Wirkung
sei und die Wirkung von G auf Z trivial sei.
Das folgende Resultat wird von Tate in [Tat66, Ch.II, Th. 5.1] gezeigt.
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ZAHLKORPER AN DER STELLE S =0
Lemma 2.1.1. Es gibt eine exakte Sequenz
0—>Ug—>Ag — Bg— Xg—0 (2.1)

die Tates kanonische Klasse as(S) € Yexts(Xs, Us) reprisentiert und in der Ag und

Bg endlich erzeugt und kohomologisch trivial sind.

Wir nennen so eine Sequenz Tate-Sequenz. Man kann zeigen, dass der Komplex C* :
Ag — Bg perfekt ist, d.h. es gibt einen beschréankten Komplex P® von endlich erzeugten
projektiven Z[G]-Moduln der quasi isomorph zu C* ist. Mit Hilfe des Komplexes P*
konstruiert man zur Sequenz (2.1) ein Element in der relativen K-Gruppe Ky(Z[G],R),
die sogenannte Euler Charakteristik (vgl. [BB07, 4], [Bur01, §2 insbesondere Th. 2.1.2]
und [BB05, 5]). Wir fithren diese Konstruktion nur in unserem Spezialfall durch. Fiir
den allgemeinen Fall verweisen wir auf [Bur01, 1.2] und [BFO1].

Aus unserer spiateren Konstruktion der Tate-Sequenz, erhalten wir ein Diagramm

0 0 (2.2)

0— X(—2) FO—2s 1 Xs 0
Bg Xg

0

0 0

mit exakten Zeilen, wobei die untere Zeile die Sequenz (2.1) ist und die Z[G]-Moduln
F° F' und « projektiv sind. Zu einem Z[G]-Modul M definieren wir den R[G]-Modul
Mg := M ®zR. Sei nun W das Bild der Abbildung o : F* — F! und seien s; : Xsr®
Wr — Fj, 82 : X(—2)r & Wg — FJ sowie s3 : kg @& Usg — X (—2)g Isomorphismen’,

die von Schnitten der exakten Sequenzen

0— Wg — Fg = Xgr — 0,
0— X(-2)g = F = Wg -0 und
O—)HR—>X<—2)R—>US,R—>O

!Da R[G] halbeinfach ist, sind alle R[G]-Moduln projektiv, demnach existieren diese Schnitte.
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induziert werden. Die Dirichletsche Regulatorabbildung

US — XS,R
u — =Y loglul,v

veES

Ag

induziert einen Isomorphismus Ugr = Xggr, den wir ebenfalls mit Ag bezeichnen. Sei

nun 6 das Kompositum der Isomorphismen

id,s7 ! i i 83,1 s
rr ® Fg ) @ Xsr @& Wr (20 p @ Usgr © Wr (22 X(-2r®Wr 3 R,
dann ist [k F*, 0, F°] € Ko(Z|G],R). Damit ist die algebraische Seite der Konstruktion
abgeschlossen.
Sei Irr(G) die Menge der irreduziblen C-wertigen Charaktere von G und S(K) die
Menge der Stellen von K unter den Stellen von S. Zu einem Charakter x € Irr(G)

definieren wir die reduzierte Artinsche L-Reihe
-1
Ls(N/K,x,s) == T] det (1 —FrobyNgo(p) V™)
pES(K)

wobei B jeweils eine gewahlt Stelle iiber p sei. Mit LE(N/K, x,0) sei der fithrende
Koeffizient in der Taylorreihenentwicklung um s = 0 von Lg(N/K, x, s) bezeichnet.
Wir setzen

L= (LZ'(N/K7 X 0))X€Irr(G) = C(C[G])X

Nach [Bur01, Th. 2.1.2] liegt £ bereits in der multiplikativen Gruppe des Zentrums von
R[G]. Sei nun (%G],R : ((R[G])* — Ko(Z|G],R) der Homomorphismus aus Abschnitt
1.2.6. Wir definieren

TQ(N/K,0):=[r® F',0,F° — 5%[@],1&(/3)‘

Nach [Bur01, Th. 2.1.2 (i)] bzw. [BF01, Lemma 5] hingt TQ2(N/K,0) nur von der
Erweiterung N/K ab.

Vermutung 2.1.1. (1) TQ(N/K,0) € K¢(Z|G],Q).
(2) TQ(N/K,0) =0 in Ko(Z[G],R).

Bemerkungen 2.1.2. (1) Die Vermutung 2.1.1 (1) werden wir als Rationalitdts-

vermutung bezeichnen und die Vermutung 2.1.1 (2) bezeichnen wir kurz mit
ETNC(0).
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(2) ETNC(0) ist die Tamagawazahlvermutung von Burns und Flach ([BF01, Conj.
4 (iii) u. (iv)]) fiir das Paar (h°(Spec(N)),Z[G]) ([Bur03, Th. 2.4.1]).

(8) In [Bur01] zeigt Burns folgende Zusammenhdinge der Vermutung 2.1.1 zu anderen

wichtigen Vermutungen der Zahlentheorie.

(a) Die Rationalititsvermutung ist dquivalent zur Stark-Vermutung bei s = 0, in
der Formulierung von Tate in [Tat84, Ch. I, Conj. 5.1] ([Bur01, Th.2.2.4]).

(b) Falls TQ(N/K,0) in KoZ[G],Q) gilt, so liegt TQ(N/K,0) genau dann
in der Torsionsuntergruppe von Ko(Z[G],Q), wenn die ,Strong-Stark-
Conjecture® in der Formulierung von Chinburg in [Chi83, Conj. 2.2] wahr
ist ([Bur01, Th. 2.2.4]).

(¢) ETNC(0) ist genau dann wahr, wenn die geliftete Wurzelzahlvermutung von
Gruenberg, Ritter und Weiss ([GRW99, S. 69]) wahr ist ([Bur01, Th. 2.3.3]).

2.2 Forschungsstand

Fir eine Primzahl p sei T2, das Bild von T} in der p-ten Komponente unter der

[somorphie

KO<Z[G]7 @) = @ KO(ZQ[GL Qq)

Unter der Voraussetzung, dass die Rationalitdtsvermutung gilt, gilt offensichtlich T2 =
0 & T, = 0 fur alle p. Fiir die dquivariante Tamagawazahlvermutung fiir Zahlkorper

an der Stelle s = 0 ist bislang folgendes bekannt

(1) Fir N/Q abelsch ist 72, = 0 fir alle p # 2 bewiesen von Burns und Greither
([BGO3]). Mit anderen Methoden wurde dies auch von Ritter und Weiss in [RW02]
bewiesen. Schlielich zeigt Flach in [Fla04] T2, = 0 auch fur p = 2.

(2) Fiir unendlich viele Quaternionenerweiterungen N/Q ist 72 = 0 von Burns und
Flach in [BFO01] bewiesen.

(3) Sei K/Q eine imaginir-quadratische Erweiterung und p eine Primzahl die in
K zerfallt und die kein Teiler der Klassenzahl von K ist. Sei nun L/K eine
abelsche Erweiterung. Bley beweist in [Ble06] 72, = 0 fiir diese p und das Paar
(h°(Spec(L)), ZIGal(L/ ).
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(4) Navilarekallu beweist in [Nav06] 72 = 0 fiir eine A4-Erweiterung.
Zur Rationalitdtsvermutung gibt es bislang folgende Resultate.

(1) Fir G = {1} ist dies die bekannte analytische Klassenzahlformel ([Tat84, Chap.
I, 1.2 Cor.)).

(2) Formuliert man die Rationalitdtsvermutung charakterweise (dies tun wir im Be-
weis zu Satz 3.3.5), dann gilt die Rationalitdtsvermutung fur Charaktere, die
sich als Summen von induzierten trivialen Charakteren mit ganzen Koeffizienten

schreiben lassen.

(3) Aus der Theorie der zyklotomischen Einheiten folgt die Rationalitdtsvermutung
fir N/Q abelsch.

(4) Sei K/Q eine imaginar-quadratische Erweiterung. Ist N/K abelsch, dann zeigt

man mit elliptischen Einheiten die Rationalitdtsvermutung.

Die entscheidenden Argumente fiir die Aussagen (2) - (4) gibt Tate in seinem Buch
[Tat84], allerdings formuliert er die Aussagen nicht als eigenstdandige Sétze. Im Satz
3.3.5 haben wir (2) und (3) detailiert bewiesen.



Kapitel 3
Algorithmische Umsetzung

Im ersten Abschnitt stellen wir einen Algorithmus vor, der einen Reprasentanten der lo-
kalen Fundamentalklasse in der Ext-Gruppe berechnet. Fiir hochstens zahm verzweigte
Erweiterungen sind wir dabei nach Ideen von Chinburg in [Chi85] vorgegangen, welche
auf Arbeiten von Serre in [Ser| aufbauen. Fiir wild verzweigte Erweiterungen benut-
zen wir einen Algorithmus von Debeerst ([Deb11]), der ebenfalls auf den Arbeiten von
Serre beruht.

Im zweiten Abschnitt stellen wir einen Algorithmus vor, der einen Représentanten
f von Tates kanonischer Klasse (vgl. Definition 1.4.5) in ExtZ(Xg, Us) berechnet. Sei
f € Homg (X (—2),Us) und ist a, . . ., v, ein Erzeugendensystem von Xg, dann miissen
S-Einheiten uq, . .., u, so bestimmt werden, dass die Zuordnung «; — u; die Abbildung
f induziert, wobei die Einheiten noch gewissen lokalen Bedingungen geniigen miissen.
Diese Konstruktion geht auf Chinburg zuriick ([Chi89]). Besondere Schwierigkeiten

lagen dabei in den Punkten
(1) Wie garantiert man das f ein Z[G]-Homomorphismus ist?

(2) Wie kodiert man die Bedingungen an die S-Einheiten in ein lineares Gleichungs-

system.

Alle Fragen konnten zufriedenstellend beantwortet werden. (1) wird mit dem Algo-
rithmus 3.4.11 gelost. Dieser berechnet zu einem Z-freien und endlich erzeugten Z[G]-
Modul A und einem endlich erzeugten Z[G]-Modul B ein Z-Erzeugendensystem von
Homgz (A, B). Mit Hilfe dieses Algorithmus konnten wir einen bestehenden Algorith-

mus zur Berechnung von Q[G]-linearen Schnitten (vgl. etwa [BB08, 4.2.4]) verallgemei-
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nern. Der Algorithmus 3.4.12 berechnet zu einer kurzen exakten Sequenz

0A—-B—=C—=0

von Z|G]-Moduln, in der C projektiv ist, einen Z[G]-linearen Schnitt s : C' — B.

Im letzten Abschnitt zeigen wir dann, wie wir die Algorithmen von Bley und Wilson
([BW09]) zur numerischen Verifikation der Vermutung heranziehen und dass es unter
gewissen Voraussetzungen an die Charaktere der Galoisgruppe der Erweiterung einen

Algorithmus gibt, der die Vermutung beweist.

Die Namen der Algorithmen entsprechen den Namen in der Implementierung.

3.1 Die lokale Fundamentalklasse

Sei N/ K eine endliche galoissche Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G, v sei eine
endliche normierte Stelle bzw. Bewertung von N und w eine Stelle von K unter v. Die
zugehorige lokale Erweiterung bezeichnen wir mit N, /K, und ihre Galoisgruppe mit
G,. Um die Idee von Chinburg zur Konstruktion von Tates kanonischer Klasse nutzen
zu konnen (siehe nichsten Abschnitt), miissen wir die lokale Fundamentalklasse als
Element in ExtZ, (Z, N)) berechnen. Dafiir benutzen wir im wild verzweigten Fall Re-
sultate von Serre in [Ser| und fiir hochstens zahm verzweigte Erweiterungen Resultate
von Chinburg in [Chi85]. Zwar kann man die Ergebnisse von Serre auch auf hochstens
zahm verzweigte Erweiterungen anwenden, aber vom algorithmischen Standpunkt aus
ist fiir hochstens zahm verzweigte Erweiterungen die Methode von Chinburg fiir unsere
Belange vorzuziehen. Sei K" die maximal unverzweigte Teilerweiterung von N, /K,
mit den Graden e := [N, : K] und d := [K]'** : K,]. Die maximal unverzweigte
Erweiterung von K,, bezeichnen wir mit K. Es ist dann Ny := N, K., die maximal
unverzweigte Erweiterung von N,. Mit F' bezeichnen wir den Frobeniusautomorphis-
mus von K.,/ K,. Der Frobeniusautomorphismus auf K.,/ K'*" ist dann F 4 Seine

Fortsetzung auf Ny/N, bezeichnen wir ebenfalls mit F¢. Wir betrachten also folgende
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Situation:
w0
N, e
e y Koo
Kmaz

) o)

Ky
Definieren wir N, := Ky ®K, Ny, dann wird N,,., in natiirlicher Weise zu einem

(Gal(K o/ Kyw) X Gy)-Modul. Das Element F' x 1 wirkt auf K., wie der Frobenius-

automorphismus und trivial auf N,. Fir o € G, wirkt 1 x ¢ trivial auf K, und wie

o auf N,. Fiir unsere Berechnungen ist die folgende Beschreibung des Moduls N,

ginstiger.
a® e (FHa)8, F**(a)B, ... F(a)B, ap)

induziert einen Isomorphismus von K,,-Algebren

d
Knrw ®Kw NU = @NO

=1

Die (Gal(K/Kyp) X Gy)-Wirkung auf @2, Ny ist wie folgt gegeben:

1.Fall: Wirkung von (F? x o) mit FV = ¢ auf K"

Dann ist

(FI x o)(xy,...,1q) = (T(21),...,7(xa)),

wobei 7 € Gal(Ny/K,,) ist mit 7|, = F? und 7|5, = 0.
2.Fall: Wirkung von (F' x 1)
Es ist

(F x 1)(21,...,2q) = (Fd(a:d),xl, ce L)

3.Fall: Wirkung von (1 x o)
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Sei F* eine Fortsetzung von o|gmes. Dann ist (1 x o) = (F~* x 1)(F" X ) und aus dem

ersten Fall ergibt sich
(I x o) (@1, ) = (F7 x 1)(7(21), - .., 7(2a))

mit 7|k, = F* und 7|y, = 0. Der Rest entspricht dann dem 2. Fall.

Sei nun «, die lokale Fundamentalklasse in Yext (Z,N)) und w: N, — Z,

nrv

(21, .., 24) = 2% v(x;). Nach Serre [Ser, XIII, §2, Ex. 2] gilt: Die Sequenz

0 NX NX (F—1)><1N>< I S (3.1)

v nrv nrv

reprasentiert —a,, € YextQGv (Z,N)). Fihrt man nun die Konstruktion im Beweis zu
Yextg, (Z,N)) = H*(G,, NJ) (vgl. 1.3.5) mit dem Startwert —1 durch, erhilt man
einen Kozykel, der die lokale Fundamentalklasse reprasentiert.

Es gibt ein kohomologisch triviales Gitter X C N, so dass N/ X endlich erzeugt ist
([BBO0S, 4.2.3]). Nach 1.3.3 gilt

H*(G,,NJ) = H*(G,, N} /X).

Diese Tatsache ermoglicht erst die algorithmische Umsetzung. Ist die Erweiterung
N,/ K, hochstens zahm verzweigt, dann konnen wir X = U ](V}v) wahlen (vgl. [BB03,
Prop. 4.3]), wobei U ](\}U) die Einseinheiten von N, bezeichnen. Fiir die Wahl eines ge-
eigneten Gitters im wild verzweigten Fall verweisen wir auf [BB08, 4.2.1]. Einen Algo-
rithmus zur Berechnung des Kozykels findet sich in der Arbeit von Debeerst [Debl1].
Dieser wurde auch in MAGMA implementiert. Der Algorithmus 3.4.13 berechnet dann
zum Kozykel einen Reprisentanten in Extf, (Z,NJ/X) unter dem Isomorphismus
H*(G,, N)/X) = ExtZ, (Z,N)/X). Expliziter bedeutet dies: Die Gruppe G, werde

erzeugt von den Elementen gy, ..., g,. Dann wird die exakte Sequenz *

0— X, (-2) —=Z[G, ) >~ Z[G,) =—>27Z—0
mit §(z1,...,2,) = Y wi(g — 1) und (X, eq,A9) = Xyeq,Ag berechnet, so-
wie eine Abbildung f, : X,(—2) — NJ/X, die die lokale Fundamentalklasse in
Extg (Z, N /X) reprisentiert.

!Die Bezeichnung X, (—2) fiir den Kern von § hat in dieser Arbeit keine besondere Bedeutung. Sie
wurde lediglich von Chinburg ([Chi85]) tbernommen.
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Fir hochstens zahm verzweigte Erweiterungen gibt Chinburg in [Chi85, VI] eine
andere Moglichkeit an, um einen Reprasentanten der lokalen Fundamentalklasse in
Extg. (Z, NY/U ](Vlv)) zu berechnen. Dabei benutzt er ebenfalls die Sequenz (3.1). Wir
gehen im Folgenden naher auf diese Konstruktion ein.

Sei also N, /K, hochstens zahm verzweigt. Die Galoisgruppe G, wird dann von zwei
Elementen erzeugt. Als Erzeuger kénnen wir einen Erzeuger von Gal(N,/K["**) wéh-
len, den wir mit a bezeichnen und ein Element b € G, welches in Gal(K"**/K,,) den
geometrischen Frobeniusautomorphismus induziert? und von maximaler Ordnung ist.

Zur Berechnung der Elemente in Ext7, (Z, N)) benutzen wir die exakte Sequenz

0—> X, (—2) —= Z[G, > 2= Z[G,] =7 0 (3.2)

mit ¢ als die Augmentation, also £(3 cq, Ag9) = Zgea, Ag und 0((7,y)) = z(a — 1) +
y(b— 1), sowie X,(—2) := ker(§). Wir definieren N(V := NUX/U](VIB. Wie schon erwahnt

induziert dann die Projektion N — N einen Isomorphismus
h: Ext?, (Z, N;) — Ext?, (Z, Ngﬂ) .

Bezeichnen wir die lokale Fundamentalklasse in ExtQGv (Z,N)) mit an,/k,, dann ge-
niigt es demnach h(ay, k,) zu berechnen. Chinburg gibt in [Chi85] eine Abbildung
f3 1 X,(=2) = NV an, die —h(ay,/x,) reprasentiert, wenn wir Ext?, (Z, N,) bzgl.
der Sequenz (3.2) berechnen. Bevor wir die Abbildung f; angeben, stellen wir zwei
Lemmata voran, die wir zur Berechnung der Abbildung benotigen. Obwohl man den
Beweis des ersten Lemmas in [Lor97, §25, F5] und den Beweis des zweiten Lemma in
[Chi85, Lemma 6.4] finden kann, geben wir sie hier an, weil sie die Algorithmen zur

Berechnung dieser Elemente liefern.
Lemma 3.1.1. Es gibt ein Primelement Ily € N, mit
1) N, = Koo (Tly)
2) 11§ € K.
Beweis. Sei Il bzw. 7 ein Primelement von N, bzw. K"**. Dann gilt

II¢ = urm

2d.h. das Inverse des Frobeniusautomorphismus
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mit einer FEinheit u € N,. Sei nun ¢ die Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers
Kmaz yon K™ Da die Erweiterung rein verzweigt ist, ist K% = N, und die (¢ — 1)-
ten Einheitswurzeln von K'** bilden ein vollstandiges Reprasentantensystem von N,
Es gibt also eine (¢ — 1)-te Einheitswurzel ¢ von K'** und eine Einseinheit u; von N,
mit
u = Cuyq.

Aufgrund der zahmen Verzweigung hat das Polynom f := X —wu; mod II eine einfache
Nullstelle bei 1 mod II. Ist nun c ein Lift dieser Nullstelle, dann gilt u; = ¢°. Setzt man
Iy := ¢ 1, so gilt

I = uytur = (€ KM
und N, = K" (Ily). O
Damit ergibt sich fiir die Berechnung von Il folgender Algorithmus.
Algorithmus 3.1.2. (pGoodUniformizingElement)

Input: FEine rein und zahm verzweigte Erweiterung N, /K" vom Grad e.
Output:  Ein Primelement Ily € N, mit N, = K**(Ily) und 11§ € KJ'**.

(1) Berechne ein Primelement I1 € N,,. Ist 11¢ € K" dann gib I aus.
(2) Berechne ein Primelement m € K.

(3) Berechne die endliche Menge T der Einheitswurzeln von N, (z.B. mit dem Algo-
rithmus 4.9.9 in [Coh93]).

(4) Setze u :=11¢/m und suche t € T, so dass uy := u/t eine Einseinheit ist.

(5) Berechne eine Nullstelle ¢ von X¢ —wuy und gib Iy := 11/c aus.

Lemma 3.1.3. Seien a und b wie oben gewdhlt, d.h. a ist ein Erzeuger wvon
Gal(N,/K™®) ynd b=" induziert auf K™ /K, den Frobeniusautomorphismus. Mit
q sei die Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers von K" bezeichnet. Es gibt
dann ein Primelement m € N, so dass u := 7! eine e-te primitive Einheitswurzel
in N, ist und eine Einheitswurzel uy € N,, mit zu q teilerfremder Ordnung, so dass

b—1 —

™ u; mod UJ(\}U) gilt.

Insbesondere sind u,u; € K.
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Beweis. Nach Lemma 3.1.1 konnen wir ein 7 € N, wahlen mit 7¢ € K" und N, =
K™ (7). Dann ist u := 7%~! eine e-te primitive Einheitswurzel. Wegen v(m?~!) = 1,

=1 ¢ine Einheit. Bezeichnen wir mit u(N,) die Einheitswurzeln von N, mit zu ¢

ist 7
teilerfremder Ordnung, dann ist Uy, /U ](vlv) = u(N,). Es gibt also ein uy € u(N,) mit
7~ = u; mod U](\}U)

Da die Ordnungen von u und wu; teilerfremd zu ¢ sind und die Erweiterung N, /K"

rein verzweigt ist, sind u,u; € K. O

Die algorithmische Berechnung von w ist mit dem Algorithmus 3.1.2 klar, wenn man
einen Erzeuger a von Gal(N,/K"**) berechnet hat. In unserer Implementierung heifit
der Algorithmus zur Berechnung von u ComputeU. Die Berechnung von u; erfolgt mit

dem

Algorithmus 3.1.4. (ComputeU1)

Input: Fine héchstens zahm verzweigte endliche Galoiserweiterung N, /K, lokaler

Korper.

Output:  Das Element uy aus dem Lemma 3.1.5.

(1) Berechne die mazimal unverzweigte Teilerweiterung K.

(2) Berechne mit dem Algorithmus 3.1.2 das Primelement .

(3) Berechne die Einheitswurzeln T von N,,.

(4) Berechne einen Lift b vom geometrischen Frobeniusautomorphismus.
(5) Suchet € T mit wo=1 - t71 € UJ(\}U)

(6) Setze uy =t und gib uy aus.

Wir fithren nun noch eine Reihe von Bezeichnungen und Abbildungen ein. Seien U ](Vlo) die
Einseinheiten von Ny und N(!) = @leNOX/U](\}O). Die Abbildung 7V : NV — N
sei die Diagonaleinbettung und w® : NV — Z sei induziert von der Summe der
Bewertungen, d.h. (77,...,73) — 2%, v(z;). Seien u und u; wie im Lemma 3.1.3 und
v bzw. 41 seien (¢¢ — 1)-te Wurzeln aus u bzw. u;. Dann sind «,~; Einheitswurzeln in

K, und es gilt der
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Satz 3.1.5. Das Diagramm

0 Xu(-2) Z[G)? —— 7G| — 7 0 (3.3)
f3 f2 fi

hat exakte Zeilen, ist kommutativ und fs reprasentiert —h(an, k., ), wenn wir die ver-

tikalen Abbildungen wie folgt wdhlen

i) = (m,1,...,1),

1
f£(1,0) = (@7, --.m),
£(0,1) = (v,
f3 = f2|X(—2)-
Beweis. [Chi85, Lemma 6.3, Cor. 6.1] O

Die Elemente v und 7; kénnen natiirlich in der unverzweigten Erweiterung vom Grad
(qd — 1) von K, berechnet werden, aber im Allgemeinen wird ein kleinerer Grad ge-
niigen. Das folgende Lemma gibt Auskunft dariiber, wie wir den Grad der Erweiterung

wahlen miissen.

Lemma 3.1.6. Seiu’ eine primitive n-te Finheitswurzel in K'** und " eine Nullstelle
von X~ —/ in einem geeigneten Erweiterungskorper L von K['**. Sei weiter q die
Anzahl der Element des Restklassenkirpers von K,,. Mit m := ord(q? mod n(q? — 1))

und L definiert als die unverzweigte Erweiterung von K’ vom Grad m gilt v € L.

Beweis. Wegen v/ = 1 und (7’)qd_1 — o/ ist 7' eine Nullstelle von X™@"~1) — 1. Wir
nehmen an, dass 7" die maximal mégliche Ordnung hat, also n(¢?—1). Die Behauptung

folgt nun direkt aus
[Ke(y') 1 K29 = ord (g mod n(g” — 1)) = m.
O

Sind m,m; zu v und y; bestimmt wie im Lemma, dann wéhlen wir die Erweiterung
in der wir v und ~; berechnen, als die unverzweigte Erweiterung von K'** vom Grad
kgV(m,my). Die lokale Fundamentalklasse in Extf, (Z, N)) kann man also fiir héchs-

tens zahm verzweigte Erweiterungen N, /K, mit folgendem Algorithmus berechnen.
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Algorithmus 3.1.7.

Input: Fine héchstens zahm verzweigte endliche Galoiserweiterung N, /K, lokaler

Korper.

Output:  Ein Reprisentant der lokalen Pundamentalklasse in Extg, (Z, N)).

(1) Berechne mit dem Algorithmus 3.4.4% die exakte Sequenz

0— Xy(=2) —=Z[G,]? —=Z[Gy] — =7 —0. (3.4)

(2) Berechne die Elemente vy und 7.

(3) Berechne fiir ein Erzeugendensystem aq, . .., a, von X,(—2) die Bilder f3(a;),i =

1,...,7r.
(4) Gib die Abbildung fs und die Sequenz (5.4) aus.

Der Algorithmus ist in dieser Form noch nicht implementiert. Fiir die von uns getes-
teten Ay-Erweiterungen und zyklischen Erweiterungen haben wir Erzeuger des Mo-
duls X, (—2), als Z-Linearkombinationen von a und b, sowie die Bilder unter f;, als
Z|G]-Linearkombinationen in m,+ und 7; per Hand berechnet und an die Programme
iibergeben. In Kapitel 4 sind diese Rechnungen ausgefiihrt.

Um den Rechenaufwand insgesamt zu verringern, was insbesondere noch kommende
Rechnungen betrifft, sollte das Erzeugendensystem von X, (—2) klein sein. Einen naiven
Algorithmus zur Berechnung eines Z|G, |-Erzeugendensystemes liefert der Algorithmus
3.4.7. Fiir die von uns getesteten Beispiele geniigte diese naive Herangehensweise. Im
Anhang von [Ble03] findet man einen Algorithmus von D. Kusnezow der auf nicht
naivem Wege ein kleines Erzeugendensystem von Z[G,]-Gittern berechnet, wenn G,
abelsch ist.

3.2 Tates kanonische Klasse

3.2.1 Chinburgs Idee

Wir stellen hier Chinburgs Idee aus [Chi89] zur Konstruktion von Tates kanonischer

Klasse vor, die wir algorithmisch umgesetzt haben.

3Dieser wird in Abschnitt 3.4 beschrieben.
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Sei N/K eine galoissche Zahlkoérpererweiterung mit Galoisgruppe G. Fiir eine Stelle w
von N bezeichnen wir die Komplettierung nach w von N mit NV,,. Sei S eine zuldssige
Stellenmenge fir N/K (vgl. Def. 1.4.1). Wir stellen an die Erweiterung die folgende

Voraussetzung:

»Es gibt ein vy € S mit G, = G*.

Dies ist eine wirkliche Einschrinkung an die Erweiterung bzw. Anwendbarkeit des
Algorithmus. Zunéchst einmal kommen nur noch Galoiserweiterungen N/K mit auf-
losbarer Galoisgruppe in Frage und nicht jede Galoiserweiterung muss diese Bedingung
erfiillen. Leider konnen wir keine Aussage dariiber treffen, wie dicht die Menge der Ga-
loiserweiterungen mit dieser Eigenschaft und vorgegebener Galoisgruppe in der Menge
aller Galoiserweiterungen zu gegebener Gruppe liegt.

Mit Ug bezeichnen wir die S-Einheiten von N und mit Jg die S-Idele (vgl. Def. 1.4.2).
Sei Sy ein Reprasentantensystem der G-Orbits der Stellen in S. Fir v € Sy \ {vo} sei
S(v) ein Reprasentantensystem der G,-Orbits in S mit Sy C S(v). Sei w € S(v). Wir

betrachten folgende Situation

lfv

Us

|-

NX /Uy

wobei die obere Zeile eine exakte Sequenz von Z[G,]-Moduln ist, in der A, und B, frei
sind, f, ein Z[G,]-Modulhomomorphismus ist und 7, von der natiirlichen Inklusion
N — N, induziert sei. Chinburgs Idee besteht nun darin zu jedem v € S mit v # vy
die Abbildung f, € Homgg, (X, (—2),Us) so zu konstruieren, dass fiir jedes w €
S(v) die Abbildung 7, o f, gewissen lokalen Bedingungen geniigt. Induzieren wir nun
die Sequenz und die Abbildung nach G, dann reprasentiert Inng (fy) ein Element in
Extg,(Indg (Z),Us). Zur Abkiirzung setzen wir

Y, :=Ind§ (Z).
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Bevor wir expliziter auf die Konstruktion eingehen, betrachten wir die injektive Abbil-

dung
v H3(G,, Us) = Ext (Y, Us) < Exts(Ye, Js) = H*(G,,Js) (3.5)
~ P H (G, NGy, NY).
weS(v)
Erlauterungen

(1)

Die Isomorphien H*(G,,, Us) = ExtZ(Y,, Us) und Ext(Y,, Js) = H*(G,, Js) fol-

gen aus dem

Lemma 3.2.1. Mit den Bezeichnungen von oben gilt: Ist M ein G,-Modul, dann
18t
Ext(Y,, M) = H*(G,, Us).

Beweis. Da 'Y, ein Z-freier Modul ist gilt zundchst nach [Bro94, Ch. III, Prop.

(2.2)]
ExtZ (Y, M) = H*(G, Homg(Y,, M)).

Sei nun {oy,...,0,} ein Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von
G/G,. Dann ist Ind$, (M) = @}_,0;M und die Abbildung

PBoM — Homy(Y,, M)
i=1

Y, — M

n

Z om; L L

=1 Zaizi — Zazzzmz
=1 =1

ist ein Isomorphismus von G-Moduln. Wenden wir jetzt noch Shapiros Lemma
an [Neu69, Teil I, §4, Satz (4.19)], dann folgt die Behauptung. O

Die Injektivitét von Extg (Y, Us) < Extg(Y,, Js) sicht man wie folgt ein. Nach
(1) ist ExtZ(Y,, Us) & H*(G,, Us) und Ext (Y, Js) = H*(G,, Js). Sei nun C die
Idelklassengruppe und C's die S-Idelklassengruppen. In Abschnitt 1.4 haben wir
gesehen, dass C' = (g gilt. Aus der exakten Sequenz

0—Ug—Jg—C—0
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erhalten wir die unendliche exakte Sequenz
... — HY(G,, Js) - H(G,,C) — H*(G,,Us) = H*(G,, Js) — H*(G,,C) — ...

Da H'(G,, C) trivial ist, ist H*(G,,Us) — H?*(G,, Js) injektiv und somit auch
ExtZ(Y,, Us) — ExtZ(Y,, Js).

(3) Die letzte Isomorphie folgt aus [Neu69, Teil III, §3, Satz (3.2)] und Shapiros

Lemma.

Sei nun

inv(Gy N Gy, w) : H (G, N Gy, NJ) — Z)7 C Q/Z

b
Gy NGl

die Invariantenabbildung von H*(G, N Gy, NX) (vgl. Abschnitt 1.3.4). Nach [AT6S,
Ch.7, §3, Th.8] besteht das Bild der Abbildung ¢ aus allen 5 € EBweS(y)HZ(GUﬁGw, NX)

mit

> inv(G, N Gy, w)(B) = 0in Q/Z. (3.6)

weS(v)

Fiir eine Stelle u € S(v) bezeichnen wir mit ¢, das Kompositum

Ext (Y, Us) = @ HA(GyN Gu, NY) = H(G, NG, NY).
weS(v)

Wir kommen nun zuriick zur Konstruktion. Sei

die induzierte Sequenz (*) und f, € Homg(X,(—2), Ug) ein Repriasentant der eindeutig
bestimmten Klasse 3, € Ext% (Y, Us) mit

|G}U| fiir w = v,
inv(G, NGy, w)(tw(5y)) =< — ‘lel fir w = vy,
0 sonst.

Summieren wir die Sequenzen (3.7) tber alle v € Sy \ {vo} und setzen

X(=2) == Boeso\ fvo} Xo(—2), dann erhalten wir eine exakte Sequenz von G-Moduln

0 I X(_Q) I ®’U€SO\{’UO}AU — GB’UES()\{’UQ}B'U — @UES()\{’U()}}/U — O
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Wir identifizieren die freie abelsche Gruppe Ys = {>,cs A¥ | Ay € Z} mit @peg,Ys
und Y, mit Zvy. Der Kern der Augmentation € : Yg — Z, > \,v — > A, ist dann Xg.

Sei nun

A @ Y, — XS
vES\{vo}

wie folgt definiert: Fir y € Y, und v € Sy \ {vo} sei A(y) dasjenige Element in Yg,
dessen Komponente bei v gerade y ist und bei vy gerade —e(y)vy und sonst 0. Dann

ist A ein Isomorphismus.

Mit f := @yeg\{uo} fo erhalten wir das kommutative Diagramm von Z[G]-Moduln

00— X(—2) L 6917650\{110} AU — > ®U€SO\{UO} Bv [ XS —0

] |

1 US P @’UES{)\{’UO} BU — XS - 07

wobei P den Pushout von f und ¢ bezeichnet. Von grofler Bedeutung ist der folgende

Satz 3.2.2. Die Abbildung f = @,es\ (v} v € Homea(X(—2),Us) reprisentiert Tates
kanonische Klasse in Ext%(Xg, Us).

Beweis. [Chi89, I11.2, Prop. 3.2.1] ]

3.2.2 Ein Algorithmus zur Berechnung von Tates kanonischer

Klasse

Der Algorithmus zur Berechnung von Tates kanonischer Klasse ist fiir den gesamten
Algorithmus von zentraler Bedeutung.

Wir tibernehmen die Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt.

Da es zunachst geniigt die Abbildung f, und die mit dieser Abbildung verbundene
Sequenz zu berechnen, verzichten wir zur Vereinfachung im Folgenden auf die
yunterstrichene“ Notation der beiden Moduln und der Abbildung. Wir gliedern die
Beschreibung des Algorithmus in die folgenden Schritte:
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Schritt 1: Berechnung der Stellenmenge S.

Schritt 2: Zu jedem v € Sy mit v # vy berechnen wir eine exakte Sequenz
0= X,(-2)— A4, >B,—-Z—0 (3.8)

von Z[G,)-Moduln und einen Z[G,]-Modulhomomorphismus
fo 1 Xp(—=2) = Ug mit der Eigenschaft: Ist S(v) ein Reprasentan-
tensystem der G,-Orbits der Stellen in S mit Sy C S und ist

w € S(v) mit w # vy, sowie

0— Xu(—2) Ap By, 7 0 (3.9)
-]
0— X,(—2) A, B, Z 0

ein kommutatives Diagramm von G, N G,,-Moduln mit exakten
Zeilen, dann reprasentiert m, o f, o ¢, eine vorgegebene Klasse in
H*(G, N Gy, NY) = Extg nq. (Z, NY). Genauer soll gelten, dass
fir w = v die Abbildung =, o f, die lokale Fundamentalklasse in
H?*(G,, NX) reprisentiert und fiir w # v reprisentiert m, o f, © Py
die triviale Klasse in H*(G, N Gy, NX). Wegen der Gleichheit (3.6)
reprasentiert m,, o f, 0@, dann automatisch das Inverse der lokalen
Fundamentalklasse in H*(G, N).
Schritt 3: Berechnung der Sequenz

0—x(-2)— D A D By,
veSo\{vo} v€So\{vo}

und der Abbildung f = @ fo-
UESO\{U()}

Zu Schritt 1:
Wir gehen davon aus, dass die Erweiterung N/K durch ein primitives Element und
dem Minimalpolynom dieses Elementes gegeben ist. Weiterhin gehen wir davon aus,

dass die Galoisgruppe G der Erweiterung bereits berechnet ist* und die Erweiterung

4Die Berechnung der Galoisgruppe ist im Allgemeinen ein groSes Problem. Der in Magma imple-
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die Voraussetzung

»Es gibt eine Stelle vy mit G,, = G.*,

erfillt. Dies lasst sich algorithmisch testen, denn ist die Galoisgruppe nicht abelsch
(und uns interessieren nur diese Fille) und ist vy unverzweigt, dann ist G,, zyklisch,
also von G verschieden. Wir brauchen vy demnach nur unter den endlich vielen
verzweigten Stellen suchen.

Die komplexen Nullstellen des Minimalpolynomes, und damit die unendlichen Stellen,
lassen sich mit dem Algorithmus 3.6.6 in [Coh93] berechnen. Zur Berechnung der ver-
zweigten Stellen verweisen wir auf den Algorithmus 4.8.21 in [Coh93] und Algorithmus
2.3.22 in [Coh00]. Ersterer berechnet die Differente eines Zahlkoérpers und der zweite
eine Primfaktorzerlegung der Differente. Um die Stellenmenge jetzt noch grofi genug
zu machen, kann man den Algorithmus 6.5.9 in [Coh93| zur Berechnung der Klassen-
gruppe und den Algorithmus 7.4.6 in [Coh00] zur Berechnung der S-Klassengruppe

heranziehen.

Zu Schritt 2:
Sei v € Sy und S(v) ein Repréisentantensystem der G,-Orbits mit Sy C S(v). Sei

weiterhin

00— X,(—2) A, B, Z 0,

die exakte Sequenz (3.8) von G,-Moduln in der A, und B, frei seien. Ist G, trivial,

dann wahlen wir als Sequenz
0—-+0—-0—-2—7Z—0.

Der Modul X,(—2) werde iiber Z|G] erzeugt von den Elementen oy, ..., a,. Die Se-
quenz konnen wir mit dem Algorithmus 3.4.4 berechnen und die Erzeuger mit dem
Algorithmus 3.4.5 bzw. 3.4.7. Sei weiterhin

Us = (e1) X (g2) X ... X (&),

wobei € die Torsionsuntergruppe der Ordnung ¢ erzeuge. Diese Zerlegung kann man
mit dem Algorithmus 7.4.8 [Coh00] berechnen.

mentierte Algorithmus basiert auf den Methoden von R. Stauduhar [Sta73], die von J. Kliiners und
K. GeiBler in [GK], [Gei03] erweitert wurden.
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Wir wollen S-Einheiten uq, ..., u, bestimmen, so dass

XU(—Q) — Us
Z)\iai — Huz)\l> AiGZ[GUL

i=1 =1

o

ein Z[G,]-Modulhomomorphismus ist und gewissen lokalen Vorgaben geniigt. Wir ma-
chen den Ansatz R
ui:H&?jj mitxg-i)eZ,i:l,...,r.
j=1

Wohldefiniertheit und damit Z[G,]-Linearitat bekommen wir erfillt, indem wir garan-
tieren, dass aus >./_; A;; = 0 mit \; € Z[G,] immer auch [T}_; u) = 1 folgt. Wie man
diese Bedingung in einer lineares Gleichungssystem umwandelt wird im Algorithmus
3.4.11 beschrieben und wir gehen hier nicht noch einmal darauf ein.

Wir beschranken uns hier auf den Fall, dass die Erweiterung N/K fiir alle v € S mit
v # vy hochstens zahm verzweigt ist. Auf den wilden Fall gehen wir spater kurz ein. Zu
einer Stelle w bezeichnen wir das zugehorige Primideal mit 3,,. Wie wir schon erwahnt
haben, geniigt es im hochstens zahm verzweigten Fall mod 1 + 3, zu rechnen. Wir
haben der Allgemeinheit wegen alles mod 1 + 37, n € N4, beschrieben.

Wir beschreiben jetzt in Abhéangigkeit davon, ob v eine endliche oder unendliche Stelle
ist, wie man zu einem linearen Gleichungssystem gelangt, dessen Losungsmenge die

gewiinschten Potenzen der S-Einheiten liefert.

Der Fall: v ist eine endliche Stelle

Fir w € S(v) unterscheiden wir die drei Falle
1. w ist eine endliche Stelle mit G, N G, = G,,.
2. w ist eine endliche Stelle mit G, NG, = H, H # G,.
3. w ist eine unendliche Stelle mit G, N G, = Cs.

Ist w eine Stelle mit G,, = (', dann ist nichts zu tun.

1. Fall

In diesem Fall sind die obere und untere Zeile in (3.9) identisch und damit ¢,, = id.
Selen nun €y 1, ..., Cyr € Nyt s0 dass my(fo(e)) = Cuii = 1,...,r im Fall w = v die
lokale Fundamentalklasse in Extg, (X,(—2), NJ/U J(\}U)) reprasentiert und im Fall w # v
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die triviale Klasse in Extg, (X,(—2), NS /U ](\}3)) reprasentiert. Im ersten Fall berechnen
wir die Elemente ¢, 1, ..., Cy, mit dem Algorithmus 3.1.7 und im zweiten Fall wéhlen
wir ¢,,; = 1,2 = 1,...,r. Mit dieser festen Wahl der lokalen Elemente konnen wir
nicht garantieren, dass unser Algorithmus immer eine Losung berechnet, da wir uns
auf einen Repréasentanten festgelegt haben. In unseren Beispielen, mit einer Ausnahme,
hat der Algorithmus eine Losung berechnet. Bei der Ausnahme war offensichtlich wie
man die Werte ¢,,; dndern musste. Der Algorithmus ist bislang auch nur in dieser
Weise implementiert. Wir werden am Ende noch einmal auf dieses Problem eingehen

und schildern, wie man vorgehen muss, damit der Algorithmus immer eine Losung

berechnet.
Abkiirzend setzen wir ¢; := 4,2 =1,...,7r. Selen ¢q,...,¢, € N mit

w(é) =w(e) und w(é —¢;) > nfiir ein n € N,
Die S-Einheiten w4, ..., u, missen dann der Bedingung

U; = C; mod ].+(;BZ)

geniigen. Sei (On/P7)* = 17 (w;) und ¢; = w(e;), e = w(e),j = 1,...,8,i =
1,...,r, sowie 7 € N mit w( ) = 1. Seien weiterhin m,(;),akj e Z,k=1,...,d,i =
1,...,7", so dass

i Z)
e = Hwk mod B,

em4 = H wp¥ mod PB1.

Die Zerlegung von (Ox/%7)” kann man mit dem Algorithmus 4.2.17 aus [Coh00] be-
rechnen und der Algorithmus 4.2.18 aus [Coh00] 16st das diskrete Logarithmusproblem

in (On/P1)*. Zu l6sen ist dann das lineare Gleichungssystem

Zaijgi) —ord(wk)y,(:) = mg), k=1,....,d,i=1,...,r, (3.10)
j=1
el = @ i=1,..m (3.11)
j=1
in den Unbestimmten xgl) y,(f),i = 1,....,nk = 1,...,d,5 = 1,...,s, denn ist
(acgl), o ,xgl)w?), O ,a:g’"), o xm) y§1), o ,yc(lr)) eine Losung, dann gilt mit

S

=11
j=1
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gerade
(i) S (#)
e RO e\ %
U; = ’ = <5j7r J)
J=1 J=1
S d (4) d s (2) d (4)
ap;T Z-: Akj 5 m _eli
= [[I[w:' "’ =]Jw 77 =[[Jw* =car " mod By
j=1k=1 k=1 k=1
Also gilt
u; = ¢; mod 1 4B .
2. Fall
Sei

00— Xu(—2) Ay By Z 0,

die mit dem Algorithmus 3.4.4 berechnete exakte Sequenz von H-Moduln. Wie im
Algorithmus 3.4.8 beschrieben berechnen wir Abbildungen ¢ und ¢,,, so dass das Dia-

gramm
00— Xu(—2) Ay B, Z 0
0— X,(—2) A, B, Z 0

kommutiert. Der Modul X,,(—2) werde erzeugt von den Elementen i, ..., 5,. Um

das Verwenden von noch mehr Indizes zu vermeiden, beschranken wir uns darauf, zu

zeigen, was fiir einen gewéhlten Erzeuger 5y von X, (—2) zu tun ist. Sei

u(Br) = (Z Ag”g) a; mit \DezZi=1,...,r

i=1 \geG
Die S-Einheiten uq, ..., us miissen dann der Bedingung

- NOATE .

H Hg(uz) 9| =1mod 1+ B

i=1 \geG
geniigen. Fiir alle ¢ € G und ¢ = 1,...,s berechnen wir ganze Zahlen e;(g,7),j =
1,...,s mit

o) = [T
j=1

Sei w(e;) = e; und (On/PB1)* =[1¢_,(w,). Ist 7 € N mit w(n) = 1, dann bestimmen

wir wie eben natiirliche Zahlen a,;,n =1,...,d,j =1,...,s mit

d
Y B Anj n
g% = ][] wiv mod P
n=1
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Ist nun (xgl), ot :CEZ), I ,xY), oz oy ) eine Losung des linea-
ren Gleichungssystemes

j=1i=1 \I=1 geG

(ZZ%M( el(g, j)) ()—ord(wn)yn =0, n=1,...,d, (3.12)

j=1i=1 \1=1geG

>y (Z > ebkéi’eb(g,j)) 2 =0, (3.13)

dann gilt

A2

HHg(uz‘))‘g’i) = HHHg £5) A (l): - HHI;[ er(g.7)

i=1geG i= 1g€Gj 1 i=1 geG j=1
(%)
. OH Z; DI ] dec)‘ ei(9.9)
= &
=1

_ 77'_ Zf:l € (Zj:l 22:1 xy) deG Aéi)eb(gd)) . - gzjzl Z::l I;_i) ZgEG el (9:4)

l

200

=1
d
( —el)Z] 121 1 J ZgEG)\ elg] f[ H a”ZE] 121 1 ;l) ZQGG)\(z)el(g‘])

D1 @nl ) Dy j)zgegx\()w(gj)

11
% d
H =[] wy = 1 mod B

Insgesamt gilt also
fo(Pw (Br)) =1 mod 1+ B7.
3. Fall

Sei o ein Erzeuger von Cy. Wie vorhin bestimmen wir eine Abbildung ¢ : Z[Cy] — A,,

so dass das Diagramm

0 Z ot Z]Cs] 7= Z|Cyl —=Z—0
=
00— X,(—2) A, B, 7 0

kommutiert. Die Abbildung f, : X, (—2) — Us bzw. die S-Einheiten uy, . .., u, miissen

dann so bestimmt werden, dass f,(¢,(1)) die triviale Klasse in

Ext?, (Z, N JUR) & H2(Cy, C) = HY(C, ©) = (C*) 7 /N, (C¥) = R* /Ry
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représentiert. Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy bedeutet dabei N¢,(2) = 22+ y*. Wir
gehen dabei folgendermaflen vor. Sei x + A der affine Losungsraum der S-Einheiten fiir
die Bedingungen aus den endlichen Stellen. Sei nun ¢,,(1) = >7_; (deG’ /\(gi) g) «; mit
)\(gi) € 7, dann wenden wir salopp gesprochen, auf  + A die entsprechende G-Wirkung
an und bestimmen in diesem Raum ein Element, dass unter der Einbettung w grofier
als Null ist. Das machen wir jetzt expliziter.

Sei nun x + i apz(k) mit z = (xﬁ”, ) :vg ), o) (k) =
(xgl)(k), oz (k), xgz)(k), ..,z (k) und a; € Z, der Losungsraum von z + A, d.h.
mit

2+ Y avey )
=1I¢ )

erfillen uq,...,u, die Linearitdtsbedingung und die Bedingungen aus den vor-
herigen Fallen. Sei ¢,(1) = >I, (deg )\éi)g) a;, dann bestimmen wir zu
x,x(k),k = 1,...,1, Elemente T = (xgl),...,a:gl),mgm (J)) und z(k) =
@k, . 2Pk, 2P k), . 2D k), k=1,...,1, so dass

geqG j=1 j=1
<;'>
i (©) s ()
z;” (k) (k)
[Lg|Ils = s i=tnk=1..1
geG j=1 j=1

gilt. Dies ist die Anwendung der G-Wirkung auf  + A. Dann ist

)\(l)
y s (), (@) ¢ 2O (1)
2@ T +Zk:1akxj (k) x +Zk 1akz; (k)
L g)* = Tlg|l1le ZH]
geG e j=1 j=1
und somit

fv (@w(l)) = H Hg(ui)kg — HngJ +Zk:1 kT (k)

i=1gcQ i=1j=1

T G) ()
_ H 2 i f+2k 1“’“211 JI
J

ag
i S )
= 6 . .
=11 (H z

k=1 \j=1
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Da f,,0p,, insbesondere ein Co-Modulhomomorphismus ist, liegt f, (¢, (1)) im Fixkorper
F := N und damit ebenso die Elemente

S s )
D
[T
j=1

5 T
und Héjz’:l g (), k=1,...,r
j=1

Sei nun

F — {0,1}
XFiy o 1, falls w(z) <0,
0, falls w(z)> 0.

S e

Wir unterscheiden zwei Félle. Sei im ersten Fall w <Hj e ) > 0, dann muss

v 200\
w (Hk 1 (Hj 1 5Z’ vy )> ) > 0 gelten. Fiir jede Losung (aq, . . ., ag, y) des linearen

Gleichungssystems

l s 'r (z)(k)
> xr Hé“ = ar —2y =0
k=1 7j=1

gilt die Ungleichung

w@gjsz H(H]fw ))>o.

k=1

Sl
J

Sei nun w | [[j_; € ) < 0. Dann gilt fiir jede Losung (aq, ..., ax,y) des linearen

Gleichungssytemes

T @ (g,
ZXF(HE =t J())ak—2y:1

die Ungleichung

7‘ (1) l s LGOI o
(He -H(Ha?w”) )<0.

k=1 \j=1

Der Fall: v ist komplex unendlich
Sei G, = Cy = (o). Wir wéhlen als Sequenz

0= Z X Z]Cy) = Z[Cy) S Z — 0.
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Da Z von einem Element erzeugt wird, mufl nur eine S-Einheit u bestimmt werden, so
dass f, : Z — Us, 1 — u gewissen Bedingungen geniigt. Fir w € S(v) miissen wir die
Einheit u so bestimmen, dass 7, o f, die lokale Fundamentalklasse in Extzcz(Z, NJY) re-
prasentiert und m,, o f, die triviale Klasse in ExtQCQ(Z, N). Notwendige und hinreichen-
de Bedingung dafiir, dass f, ein Z[Cy]-Modulhomomorphismus ist, ist u € F := N2,

Wir bestimmen v also gleich in Ug p. Sei dafiir

Usp = (01) X ... X (Om),

wobei ¢; die Torsionsuntergruppe der Ordnung ¢z erzeuge. Sei zunéchst w € S(v) eine

unendliche Stelle mit G, = G,. Die Einheit u muss den Bedingungen
v(u) <0 und w(u) >0

gentigen. Wir machen wieder den Ansatz
m
_ z;
u= 19
Jj=1

und definieren Abbildungen xr, und Xz, analog zur Abbildung xr aus dem vorherigen
Abschnitt. Das zu losende lineare Gleichungssystem ist dann

v

> Xro(d)z;—2y = 1

j=1
ZXF,w(éj)xj_QZ = 0
7j=1

in den Unbestimmten z4,...,x,,v, 2.

Sei nun w eine endliche Stelle mit G, = G,. Die Einheit © muss die Bedingungen
v(u) <0 und uw=1mod1+ P!,

erfiillen. Das zu losende lineare Gleichungssystem erhalten wir fiir die erste Bedingung
wie eben und fiir die zweite Bedingung wie im zuerst beschriebenen Fall mit ¢ = 1 und

01:1.

Zu Schritt 3:
Die induzierten Moduln kann man mit dem Algorithmus 3.4.9 berechnen. Die Ab-
bildungen zu induzieren und die Sequenzen zu addieren ist einfache lineare Algebra.
Sei

0— X(-2) —Z|G" — Z|G]" — Y —0,
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die so entstandene Sequenz.

Der Modul Y ist isomorph zu Xg und wird durch diesen ersetzt.

Wir zeigen nun, wie man den Algorithmus modifizieren muss, damit immer eine Losung
berechnet wird, falls es ein vy € G gibt mit G,, = G.
Sei die Erweiterung zunédchst an allen Stellen # vy hochstens zahm verzweigt. Wir

betrachten die Situation

00— X, (—2) ——= A4, B, 7 0

E

Us f
;
% /770
Ny /Uy,
Wir haben uns Elemente ¢,; € N, ,¢ = 1,...,r vorgegeben, so dass m, o f, eine
vorgegebene Klasse in Extg. o (Z, N /U ](\,13) repriasentiert. Seien wie oben ay, ..., ,

Erzeuger von X,(—2), dann repréisentiert (m, o f,)+ (f o7) dieselbe Klasse. Dies haben
wir bislang nicht beriicksichtigt und holen es an dieser Stelle nach.

Die Grundidee ist dabei folgende. Bislang haben wir Ax = b gelost. Nun miissen wir
Ax € b+ B lésen.

Da der Modul A, endlich erzeugt und frei ist und der Modul NJ/U ;\}i end-
lich erzeugt, konnen wir mit dem Algorithmus 3.4.11 ein Z-Erzeugendensystem
von Homgq,) (A, Ng/UJ(\;L) bestimmen. Genauer gilt: Sei wvy,...,v, ein ,gelif-
tetes“ Erzeugendensystem von NJ/U ](\;ju in N* und X', az(l) mit z(l) =
(xgl)(l), o atD(D), x§2)(l), nz20), e € Z, das Z-Erzeugendensystem  von
Homgzc, (A, Nuf/Uj(\;;), d.h. die Zuordnung a; — I[}_, vjzlealx;n(l), i=1,...,r ver-
mittelt einen Z[G,]-Homomorphismus von A, nach N*. Haben wir bislang im Fall einer

endlichen Stelle v und gleichen Zerlegungsgruppen von v und w fiir ein ¢ die Kongruenz
u; = ¢; mod 14,

gelost, so hdatte man auch
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l6sen konnen. Wir erinnern kurz daran, welches Gleichungssystem im oberen Fall zu
16sen war. Sei w ein Erzeuger von (Uy/%B,)” und 7 € N, mit w(w) = 1. Sei weiterhin

Ejﬂ'_w(aj) = w% und ¢;m () = w™. Zu lésen war dann das lineare Gleichungssystem
Zijj ord(w)y = m,

Z w(ej)r;, = w(a).

g
Sei nun ¢ := [, v’

b v und ¢~ = my;, dann gilt

¢
c; H C;lzﬂ.fw(ciq...ct) = wm+2§:1 QWM 1 6d st'
Zu losen ist demnach das Gleichungssystem

t
Zs]x] ord(w = m+Zalml,
=1

Swlepz; = wie)+ Y aw(q),

j=1 =1

in den Unbestimmten z;,7 =1,...,s,a;,l =1,...,t, denn mit

gilt

s
¢ .\
ul,ﬂ_—w(cZ > g awla) I l gjg —w(cZ g =g ww(cr) l [ Ef;cj’ﬂ' > =1 w(ep)Tp

j=1
S T S s t
= H (€j7T_W(€j)> = H W = wzjil ST = (MY iy

t

C; H C?lﬂ-_w(ci)_zle alw(cl) mod SB’LU
=1

und somit .

U = ciHc;” mod 1+ B,,.

Sind die Zerlegungsgruppen von v und w verschieden und sind beides endliche Stellen,

dann dndert sich die rechte Seite des Gleichungssystemes (3.12) analog.
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Fiir die unendlichen Stellen ist nichts weiter zu beachten, da die Bedingung w(u) > 0
notwendig und hinreichend ist.

Wir gehen jetzt noch kurz darauf ein, was zu tun ist, wenn w eine wild verzweigte
Stelle ist. Wie schon erwiahnt, gibt es dann einen kohomologisch trivialen Modul X,
so dass es geniigt die lokalen Elemente mod X, zu bestimmen. Des Weiteren gibt es
cin n € N mit U C X, ([BB08, 4.2.3]). Also gilt Uy, /U — Uy, /X, Nun ist

Uy, /U = (Oy/$7)° und

Un,/UN) . (On/%B0)"
Xu/UR) 1 (Xu/UD)

12

Un,, /X

Wie man den Modul X, berechnet, wird in [Ble03, Rem. 3.6] beschrieben. Eine Zerle-
gung

(ON/mZ)X — ﬁ<w>

L (XW/U](\?u);) i=1

kann dann mit den Algorithmen 4.2.17 (berechnet ((’)N/‘Bgy))x), 4.1.18 (l6st das dis-
krete Logarithmenproblem) und 4.1.7 (berechnet den Quotienten zweier Gruppen) aus
[Coh00] berechnet werden.

Insgesamt haben wir bewiesen

Satz 3.2.3. Ist N/K eine galoissche Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G und
gibt es ein vg € G mit G,, = G, dann gibt es einen Algorithmus der einen Reprisen-

tanten von Tates kanonischer Klasse berechnet.

3.3 Ein Algorithmus zur numerischen Verifikation

der Vermutung

Im letzten Abschnitt haben wir einen Algorithmus vorgestellt, der zu einer galoisschen
Zahlkorpererweiterung N/K mit Galoisgruppe G einen Représentanten von Tates ka-
nonischer Klasse berechnet, falls es ein vy € G gibt mit G, = G.

In diesem Abschnitt erlautern wir, wie wir die Algorithmen von Bley und Wilson in
[BW09] zur numerischen Verifikation von ETNC(0) heranziehen. Des Weiteren werden

wir zeigen, dass es unter zusatzlichen Voraussetzungen an die Charaktere von G einen
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Algorithmus gibt, der die Vermutung fiir jedes Fallbeispiel iiber QQ, welches die Voraus-
setzungen erfiillt, beweist. Dies ist der Hauptsatz des Abschnittes. Dieser ist bislang
jedoch nicht implementiert.

Um die Algorithmen von Bley und Wilson anwenden zu kénnen miissen wir uns zuerst
mit der Rationalitdtsvermutung beschéaftigen. Bevor wir dies tun, erinnern wir an die
Definition von T€2.

Mit dem Algorithmus aus dem letzten Abschnitt haben eine exakte Sequenz

B

00— X(—2)+— 025 1 Xs 0,

von Z|G]-Moduln berechnet und eine Abbildung f € Homg(X(—2),Us) die Tates
kanonische Klasse repréasentiert. Wir konnen ohne Einschriénkung annehmen, dass
die Abbildung f surjektiv ist, denn ist f nicht surjektiv, dann addieren wir zu den
Moduln X (—2) und F° einen geniigend groBen Modul Z[G]'. Wir setzen  := ker(f)

und erhalten das Diagramm

0 0 (3.14)
K K
00— X(-2) =025 1 Xg 0
f
0 Us P F! Xs 0,
0 0

wobei P der Pushout von f mit ¢ ist. Dies ist gerade das Diagramm (2.2). Um dies
einzusehen, miissen wir uns davon iiberzeugen, dass die Moduln F°, F'* und « projektiv
sind. Fiir die Moduln F° und F! ist dies klar, weil sie als freie Moduln konstruiert
sind. Der Modul & ist Z-frei, da er Untermodul des Z-freien Moduls X (—2) ist. Wir

betrachten nun die exakte Sequenz

0 K FO P 0. (3.15)

Da die untere Zeile im Diagramm Tates kanonische Klasse repréasentiert, ist der Modul
P kohomologisch trivial. Der Modul FV ist als freier Modul ebenfalls kohomologisch
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trivial. Aus der exakten Kohomologiesequenz zur Sequenz (3.15) folgt, dass auch k
kohomologisch trivial ist, also nach Bemerkung 1.3.3 projektiv.
Wir setzen W := ker(F' — Xg). Seien s1 : Xgr @ Wg — Fj, 80 : X(—2)g & W — FJ

und s3 : kpBUgr — X (—2)g Isomorphismen, die von Schnitten der exakten Sequenzen

0— Wg — Fi = Xgr — 0,
0— X(-2)r - Fg - Wr -0 und
0— kg = X(—2)g = Usg — 0

induziert werden. Sei weiter

Usp — Xsr
u = = log(|ul,)v,

vES

)\,5‘3

der von der Dirichletschen Regulatorabbildung induzierte Isomorphismus und 6 das

Kompositum

KR D Flé (Ki) KR D XS,R P WR (id’/\—sfd) KR D US,R b WR (ﬂl}) X(—2)]R D W]R 3 Fﬂg
Wir definieren £ := (LE(N/K,X,0))yem(c) € C(R[G])*, wobei Lg(N/K,X,0) der fith-
rende Koeffizient in der Taylorreihenentwicklung der reduzierten Artinschen L-Reihe
zum Charakter X sei (vgl. Abschnitt 1.1). Es war

TQ =[xk & F',0,F"] — 0} (L),

wobei 5}[6;]& der Homomorphismus aus 1.2.6 ist.

Wie man die Schnitte und Isomorphismen berechnet, beschreiben wir im néachsten
Abschnitt. Wir bemerken lediglich, dass die Abbildungen aus diesen Algorithmen durch
Matrizen mit Eintragen in Z bzw. Q représentiert werden, mit Ausnahme der Matrix
die durch die Regulatorabbildung induziert ist; diese hat Eintrége in R.

Wie schon erwahnt benutzen wir zur Verifikation von T2 = 0 die Algorithmen von Bley
und Wilson in [BWO09] mit denen man explizit in den Gruppen Ky(Z,[G], Q,) rechnen
kann. Damit wir sie anwenden kénnen, muss 7€) die Rationalitatsvermutung erfiillen.
Auf den folgenden Seiten werden wir zeigen, dass T'C2 die Rationalitatsvermutung erfiillt

ist, wenn gilt:
(1) K=Q,

(2) jeder absolut irreduzible Charakter von G erfiillt eine der Bedingungen
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(a) x ist abelsch,
(b) x(G) C Q und y ist ganzzahlige Linearkombination von irreduziblen trivia-

len Charakteren.

Dariiber hinaus wird der Beweis zeigen, dass wir in diesem Fall exakt rechnen konnen
und der Algorithmus einen Beweis fiir ETNC(0) liefert.

Wir zeigen nun, dass es zum Beweis der Rationalitatsvermutung gentigt zu zeigen, dass
gewisse Quotienten Einheiten im Zentrum von Q[G] sind.

Sei A € Gli(R[G]) eine Koordinatenmatrix von 6 bzgl. R[G]-Basen. Wir erinnern an

das Diagramm

C(RIG])™ (3.16)

5%[@] R
HI'R[G]

8%[@],11@

Ki(Z[G]) — K1(R[G]) — Ko(Z]G], R) — Ko(Z[G]) — Ko(R[G)),
wobei Oy g ([R[G]", ¢]) = [Z[G]", ¢, Z|G]"] war und
3%[0],11@ © NIR[G) = a%[c],m

gilt.

In den néchsten beiden Lemmata wird sich zeigen, dass die Betrachtung des Quotienten
nrgig(A)/L
geniigt.
Lemma 3.3.1. Sei £ € ((R[G])*. Dann gilt
Ohar(€) € Ko(Z[G),Q) = ¢ € ¢(Q[a)™.
Beweis. [Ble, Lemma 2.4] O

Satz 3.3.2. Sei (v ®1,...,v,® 1) bzw. (w; ® 1,...,wg ® 1) eine Q|G]-Basis von
(k ® F')q bzw. FY, wobei v; € k ® F'yw; € F° fiiri = 1,...,d gelte und sei A €
Gli(R[G]) die Koordinatenmatriz von 6 bzgl. dieser Basen. Es gilt

nrpe(A)/L € CQG))* = TQ € Ky(Z[G), Q).
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Beweis. Wir setzen X 1= Z[Glv1 & ... ®Z[G|vg und Y := Z[Glw & . . . & Z[G]w,. Dann
gilt

[X,A,Y] - [K@FlaeaFo]
= [k®FL A FY — ke F'id, X] - [Y,id, F°] — [s @ F', 0, F°]
= KOFL 0 ' 0A KD F - [k® F'id, X] - [Y,id, F°] € K(Z[G], Q).

Damit gilt

TQ € Ko(Z]|G],Q)

rree

nrgig)(A)/L£ € ((QIG])™

Wir werden jetzt zeigen, dass unter den oben genannten Voraussetzungen an die Cha-
raktere von G die Rationalitdtsvermutung gilt, also T2 € Ky(Z[G],Q) und wir in
diesem Fall das Element nrgig(A)/L exakt berechnen konnen. Bevor wir dazu kom-

men, erinnern wir an den Induktionssatz von Artin.

Satz 3.3.3. Sei G eine endliche Gruppe und x ein absolut irreduzibler Charakter von
G mit x(G) € Q. Fir eine Untergruppe H von G sei 1y der triviale Charakter auf H.

Es gibt dann eine natirliche Zahl m und ganze Zahlen nyg mit

mx = Y nyndf(1y).
H<G

Beweis. [Tat84, Ch. II, Prop. 1.2] O

Um den Beweis des Hauptsatzes aus diesem Kapitel tibersichtlicher zu halten, beweisen

wir an dieser Stelle folgendes

Lemma 3.3.4. Fir eine Untergruppe H von G sei ey = ﬁZheHh und F = NH |
Die Stellenmenge von F unter den Stellen in S bezeichnen wir ebenfalls mit S und die
S-FEinheiten von F' mit Upg. Es gilt

(1) enUsc = Upsc.

(2) enXsc = Xrpsc.
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Beweis. Zu (1): Es gilt U = Upg und mit tg == Y,cpy b gilt HO(H, Us) = UY /tyUs.
Diese Gruppe ist nach [Neu69, Teil I, Satz (3.16)] endlich. Betrachten wir nun die
exakte Sequenz

0—tyUs — U — Ul JtyUs — 0,

und beachten, dass tensorieren mit C Exaktheit erhalt, dann folgt die Behauptung.

Zu (2): Der Isomorphismus ist induziert vom Isomorphismus

{eH(YS®C) — Yrs®C

eFgw — Vi,
wobei v,, die Stelle von F unter w bezeichnet. O
Kommen wir nun zum Herzstiick des Abschnittes.

Satz 3.3.5. Sei K = Q und A € Gl(R[G]) ein Reprisentant der Abbildung 6. Fiir
jeden absolut irreduziblen Charakter x von G gelte eine der beiden folgenden FEigen-

schaften:
1. x(G) € Q und der Induktionssatz von Artin gilt mit m = 1,
2. x ist abelsch.

Dann gilt
nrrig(4)/L € ¢(Q[G])*

und dieser Quotient lafit sich exakt berechnen.

Beweis. Die Abbildung 6! war definiert als ein Kompositum von Isomorphismen
FR = X(—2)r ®Wr = kr ® Usr ® Wr — kp ® Xgp & Wr — kg @ Fy,

die von Schnitten und der Regulatorabbildung induziert waren. Da R[G]|? = Ff =
kg @ Fi gilt, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Matrix A bzgl.
der kanonischen Basis die Abbildung 0! reprisentiert. Genauer: Sei eq,...,eq die
kanonische Basis von R[G]? und fiir k = 1,...,d sei 07 (ex) = 2L, ae; mit ag €
R[G]. Fiir ein beliebiges Element Y¢_, z1e; in R[G]¢ gilt dann

d d d d
- (z ) _ Zxkzcmez S mpaer
k=1

k=1 =1 I=1k=1
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Reprisentieren wir R[G]? durch Zeilenvektoren, dann représentiert A := (ag)i<ki<d
die Abbildung =1 durch Multiplikation von rechts.

Wie wir im Abschnitt 1.2.5 gesehen haben, geniigt es Det,(A) fir jeden Charakter
X € Irr(G) zu berechnen. Wir unterscheiden dabei 2 Fille.

1. Fall:

Sei x € Irr(G) mit x(G) € Q und

X= > ngind%(ly) mit ny € Z.

H<G
Dann gilt
Det,(A) = ][] Detyqe 1,,)(A)"™  und
H<G "
L*S(N/Q7Y7O) = H C;/H,S(O)nHv
H<G

wobei (yr die Zetafunktion zum Zahlkérper N bezeichnet und die S- und *-Notation
analog zu der bei LE(N/Q, X, 0) zu verstehen ist. Also gilt

Det, (A) _ H <Detindg(1H)(A)>nH
Ls(N/Q,x,0)  pog Gy 5(0)

Es geniigt also fiir jede Untergruppe H den Quotienten

DetindguH) (A)
Cym 5(0)

zu berechnen.
Fir H < G sei ey = ‘%'ZheH h. Die Matrix A induziert einen C-
Vektorraumisomorphismus

enC[G]?* % exC[G)%.

Wir werden jetzt zeigen, dass
Detinqc (1,,)(A) = detc(p) (3.17)

gilt.
Es gilt
Detindg(lH)(A) = det(T' () 1<k 1<d;
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wobei T : G — G1.(C) mit r := |G/H| eine Darstellung zum Charakter ind% (1)
ist bzw. seine Fortsetzung auf C[G]. Wir berechnen jetzt die Darstellung 7. Nach
Definition wird 7" von der regularen Darstellung auf A induziert. Sei also G = U;_; Hg;
eine disjunkte Zerlegung von G in Nebenklassen. Fiir jedes ¢ € G definieren wir die

Permutation

Wg:{ {1,....,70} — {1,....r}

1 > 7, falls Hg;g = Hg,.
Fiir jedes g € G ist dann

1, falls m (i) =

T(g) = (€i)1<ij<r mit €;; = { 0. somst

Sei nun oy = X e rigg, dann gilt T'(ow) = Y eq argT'(g), also

T(Ckkl) = (5§f?l)>1§i,j§r Hllt (S,L(Jk’l) = Z akl,g = Z akl,g-

9EG,my(i)=7 gEgi_ngj

Insgesamt erhalten wir

_ (k1)
Detindg(lH)(A) - det(c <(6W >1§i,j§r)

1<k,1<d

Wir berechnen jetzt detc(yp) bzgl. der C-Basis
€ggdgi€i, ..., €ggr€1,...,€gg1€q,...,€HgrEq.
Das Bild von egg;e, unter ¢ wird repréasentiert von (0,...,0,eg9;,0,...,0)A, wobei

der Eintrag ey g; an k-ter Stelle steht. Wir rechnen

(0,...,0,€x9:,0,...,00A = (emgiom)i<i<a = (€ngi Y Wi gg)i<i<d

geG
= (Z akz,gengg)lngd = (Z akl,geHgﬂg(i))lglgd
geG geG

= O > amwgengi)i<i<a

J=1geG,my(i)=j

= Q.0 X amgengi<ica

i— -1
J=l gegr ' Hg,
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Damit erhalten wir

T

olepgier) = Z( Z akl,g)eng€1+--‘+Z( Z Qd,g)€HJj€d

J=1 gngngj J=1 969{1H9j
= Z ak1,g€gg1€1 + ...+ Z ar1,g€pgrer + ...
g€g; "Hg g€g; 'Hgr
+ Y aragengicat ...+ > arigengreq.
9€9; " Hagn 9€g; "Hgr

Die Darstellungsmatrix von ¢ ist also gleich der Matrix ((55“ 7l)>1§i7j§7-)1§]€7l§d und somit
ist (3.17) gezeigt.

Es gentigt also detc(p) zu berechnen. Da ¢ das Kompositum von

(€H(C[G])d — €HF(8 — BHX(—2)(C D EHW(C — egkc D eHUS,(C 7] eHW(C

— epkc ®egXsc ®egWe — epkc @ egFt — (enC[G])*
ist und bis auf die von der Dirichletschen Regulatorabbildung induzierte Abbildung
A tepUsc — enXgc,

alle anderen Abbildungen tiber Q definiert sind, gentigt es die Abbildung Ay zu be-
trachten.

Wir setzen F' := K*. Die Stellenmenge von F bzw. Q unter den Stellen in S bezeichnen
wir mit S(F') bzw. S(Q). In zweifelsfreien Féllen, wie zum Beispiel Up g(r),c, verzichten
wir auf die Nennung des Koérpers bei der Stellenmenge und schreiben kurz S. Wir

betrachten nun die von der Regulatorabbildung von F' induzierte Abbildung
A Upsc — Xrsce-

Mit Lemma 3.3.4 zeigen wir nun, dass es geniigt die Determinante von Ag zu berechnen.

Dazu betrachten wir das nicht-kommutative Diagramm

AH
erUsc ——enXsc

©

Ursc e, Xrsc.
Die Abbildung « ist dabei wie folgt definiert: Sei w eine Stelle von F und v(w) eine
Stelle von N iiber w, dann ist

a(w) = egv(w).
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Wir werden jetzt zeigen, dass
A = [N : F]iimeUrse) o Ap
gilt. Sei egu € egUgc, dann ist

Au(enu) = =) loglegul,v und a(Ap(egu)) =— > loglenul, env(w).
ves weS(F)

Es gilt

veS ves weS(F) \vjw

— 2(: | (log (1|_[ |eHu|v)) ege(w)

Wir miissen also nur den Unterschied zwischen log (Hv‘w |eHu|U) und log |egyul,, be-

> loglegul,v = Y loglegul, env = > (Zlog|egulv> egv(w)

stimmen.
Zunachst nehmen wir an, dass w eine endliche Stelle iiber der Primzahl p ist. Mit 3,
bzw. p,, bezeichnen wir das Primideal zu v bzw. w, mit ey/r den Verzweigungsindex

und mit fn/q, fn/F, fr/o die entsprechenden Restklassengrade. Damit gilt

log (H |€HU’1;> = log (H NN/@ (mv)_v(eh{u)) = log (prN/QU(eHu))

v|w v|w v|w

= log (H p—fN/FfF/@eN/Fw(EHU)) = log (p—[NiF]fF/Qw(EHU))
v|w

= —[N: F]fF/Qw(eHu) log(p)

und

log |6Hu|w = IOg (NF/Q(pw)—w(eHU)) — lOg (p_fF/Qw(eHu)) = _fF/Qw(eHU) log(p)

Fiir jede endliche Stelle w von F' bekommen wir also den Faktor [N : F].

Sei nun w eine unendliche Stelle. Sind w und v reelle Einbettungen, dann gilt

log (H \eHu|v) = log (H ]v(eHu)]) = log (H ]w(eHu)]) = [N : F]log |lw(egu)|

vjw v|w v|w
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und log |eyul,, = log |w(eyu)|, d.h. auch in diesem Fall ist der Unterschied der Faktor

[N : F]. Seien nun beides komplexe Einbettungen, dann gilt

log (H |eHu]U> = log (H \v(eHu)|2> = log (H \w(eHu)|2>

v|w v|w v|w

= log|w(egu)®™ ™ = 2[N : F]log|w(egu)],

sowie log |egyul,, = 2log|w(egu)|. Im letzten Fall sei w eine reelle Einbettung und v

eine komplexe Einbettung. Dann ist

log (H ]eHu]U) = log (H |U(eHu)]2) = log (H \w(eHu)\Q)

v|w v|w v|w

= log |w(egu)|V = [N : Fllog |w(egu)]

und log |eyul,, = log|w(emu)|.
In jedem dieser Félle haben wir demnach den Faktor [V : F| hinzubekommen. Insge-

samt ergibt sich somit
A = [N : F]dimelUrsc) o 0 \p.

Sei nun &, ..., &, ein System von Fundamentaleinheiten von F', dann ist {{; ® 1| i =

1,...,r} eine C-Basis von Ur g c. Sei vy € S(F'). Dann ist {(v—uvo)®1 | v € S(F)\{vo}}
eine Basis von Xpgc. Mit dieser Wahl gilt

det(c()\p) = :I:RF75,

wobel Rpg den S-Regulator von F bezeichne (vgl. [Tat84, Ch.I, §2]). Sei nun e die
Ordnung der Gruppe der Einheitswurzeln von F' und hg die S-Klassenzahl von F.
Nach [Tat84, Ch.I, Cor. 2.2] gilt

. hs - Rrs
Gis0) = 1o Hins

Damit haben wir gezeigt, dass bis auf einen rationalen Faktor, entstanden durch Ba-

siswechsel und dem Ubergang von Ay zu Ap, gilt

Deti“fff(lH)M) —+° cq
Crs(0) hs
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2. Fall:

Sei nun y abelsch, d.h. x : G — C* ist ein Homomorphismus. Ohne Einschrénkung
sei x nicht der triviale Charakter (das ist mit dem obigen Fall schon abgehandelt).
Wir setzen H := ker(x), F := N¥ und e, := ﬁ > gec X(971)g. Wie eben kénnen wir

uns auf die Berechnung der Determinante von
A exUS,(C — exXS,(C

beschrianken, denn alle anderen Abbildungen sind iiber Q(x) := Q({x(9) | ¢ € G})
definiert. Wir wollen dies noch weiter einschranken. Sei dazu g die Restklasse von g in

G/H. Es gilt

1 B 1 _
ex = g Xlog=17 > > x((gh) )gh
| |g€G | |§eG/HheH
1 _
= > x(g7Hg > h
| |§€G/H heH

Mit ey := ﬁ Ygec/m x(g~")g und e = ﬁ Shem b gilt also
ey = €x €H.
Mit Lemma 3.3.4 erhalten wir das nicht-kommutative Diagramm

exUsc=ex enUsc = exUrsc

: g

GXXS,(C =€x eHXS,(C = eYXRS,(C.
Wie eben gentigt es die Determinante von
)\F : eyUp,S,(c — eyxgs’(c

zu berechnen, wobei Ap wie im vorherigen Fall definiert ist.

Wir fithren noch weitere Bezeichnungen ein. Fiir die endlichen Stellen einer Stellen-
menge 1" schreiben wir Ty und fir die unendlichen T7,. Die Galoisgruppe von F/Q
bezeichnen wir mit G. Da G = G /H und H = ker(y) gilt, induziert x einen Charakter

auf G. Diesen bezeichnen wir mit ¥.
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Zu p € S(Q) betrachten wir

F Wp
FGwP Up
Q p-

Ist v, eine endliche Stelle, dann sei p,, das Primideal zu v,. Wir wéhlen nun zu jedem
p € S(Q) das kleinste n,,, € N mit der Eigenschaft:

puo.? st ein Hauptideal.

Sei my, € F' Gup ein Erzeuger dieses Hauptideales.
Wir bestimmen jetzt eine C-Basis von eyUpgc. Sind €1, ..., x5, (r)—1 Fundamental-

einheiten von F', dann ist

{1, epsnim 1} U{TY, | p€SyQ),g € G/Gu,}

eine Q-Basis von Ur,sq. Wegen exmy, = X(g)exTu, ist {exmd, ,exmy, } linear abhéngig

iber C. Ein Erzeugendensystem von ey U F,8;.C ist also

{exmu, | p € Sp(Q)}.

Wir berechnen eqm,,,. Es gilt

1 o 1 N _
EXTw, = fZX(g 1)g7Twp = —Q= Z ( Z X((gh) 1)gh71'wp)
a2 [
1 o o
= — > X ( > X(h 1)) 9wy
|G| geé/Gwp hEGwp

Fir Xla,, =1ist Xheq,, X(h7') = |Gy, | und fir |, # 1 folgt aus der Allgemeinen

A

Orthogonalitétsrelation >scq,, {(h™') = 0. Es ist also

1
[

Yo Gy IR(g ) gmw, falls Xla,, =1

EXTw, = GG /Gy

0 , sonst.
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Aus der Existenz einer Minkowski Einheit ([Was97, Lemma 5.27]) schlieflen wir

1, falls F total reell,

dim(cexUsomgc =
0 sonst.

Dies zeigt:

Ist F//Q rein imaginér, dann ist

{exmu, | P € Sp(Q), Xlc., = 1}

eine C-Basis von e3Ur s, c = e;Ursc. Nun fehlt uns noch ein geeigneter Erzeuger von
exUrs..(p)c fir den Fall, dass F//Q total reell ist. Die Idee zur ,richtigen* Wahl des
Erzeugers, holen wir uns aus der L-Reihe. Sei dazu f(X) der Fithrer von { und ( eine
f(X)-te primitive Einheitswurzel. Mit H' bezeichnen wir die Galoisgruppe von Q(¢)/F.

Wir haben also die Situation:

Q(¢)
g
F
G
Q

Die Galoisgruppe der zyklotomischen Erweiterung Q(¢)/Q bezeichnen wir mit G und
sehen ¥ via Inflation als Charakter von G bzw. (Z/f(R)Z)".
Ist F//Q total reell, dann ist Y(—1) = 1 und nach [Was97, Th. 4.9] gilt

L(FJQ,2,1) = — Efo

wobei 7(X) := A X( )¢* eine Gauss-Summe. Unter Benutzung der Funktionalglei-

X(a)log|1 — ¢,

—
i Mg

chung im ersten Schritt berechnen wir

=
e

A 1R .
LN(F/Qx,0) = =352 X(a )logll—Cl——*Zx ) log |1 — (¥
a=1 gGg
1 .
— §ZX Z x(h log‘l—ggh‘ ZX Z log‘l—(gh‘
geG heH’ geG heH'
1 N
= -3 Ax(g)log\(N@m/F(l—O)g\.

Q
m
Q
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Wir setzen £ := Ng(¢)/r(1 — ¢) und wéhlen als C-Basis von eyUp s c im Fall, dass F//Q

total reell ist
{exét Uiexmu, | p € S5(Q), Xla,, = 1}

Wir berechnen jetzt die Bilder der Basisvektoren unter dem Regulator

exUrsc — exXpsc

exu = —eg Y loglul,w
weS(F)

)\Fi

Sei we, eine unendliche Stelle von F. Zu jeder Primzahl ¢ € Sy(Q) wéhlen wir eine

Stelle w, von F' iiber ¢ und bezeichnen diese Menge von Stellen mit M. Es gilt

Ar(exmw,) = —eg Z log ‘ﬂ'wp JF= ey Z log ’ﬂ'wp A Z log ‘Wwp K
z€S(F) 2€S00 (F) z2€Sf(F)
= —5210g’7rw ) g, EXIWo0 — Z Z log‘ww ‘ - ey gy,
gel wg€M gEG/qu
wobei

) 1 Jfalls F/Q total reell,
] 0 falls F/Q rein imagindr.

Da log ‘ﬂ'wp‘gw = 0 fiir p # ¢ und log ‘Wwp‘ oy 0 fiir g # id, ist

Ar(ex) = =6 3 log |m, |

gEG

_ CxWos — log ‘Wwp‘wp exWp.

Sei nun B,,, das Primideal zu w,, fr/o(w,) der Restklassengrad und ep/g(wy) der
Verzweigungsindex. Wir erinnern daran, dass (7,,) = pg;” " war, wobei p,,, das Primideal

von F%wr unter P, ist. Damit ist

—Wp(Twp)
Ar(egmy,) = =6 log|m,, o, IWo0 = log (NF/@ pe ) eqwy
ge@
= -9 Z log 7Twp g ef(gwoo - g (p fF/Q ) Wwp)) e)ZwP

gedd

= =0 Z log |y, exJWs — log

g
g

fp/@(wp) ( )
e (wp) Up\Twp
e ) ExWp

_tr/etwp)
ep (wp) R
/Q ex Wy

= —0 Z log |y, e gWeo — log

> JWoo
geG

= —6> log|my, €5 gWoo + JCFL)nw log (p) exw,.

25 Bl I oty
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Fir F/Q total reell berechnen wir jetzt noch das Bild von eg. Es ist

Ar(eg) = —ex D loglél,2=—ex Y loglél, 2=~ logl¢,, esgwe

z€S(F) 2€800(F) ge@
1 N
= =) log ’59 ’ R(9)esWoo-
geG

Als C-Basis von ey Xp g c wahlen wir

{exwWoo} U{egmu, | p € S§(Q) mit X|g,, =1} , falls F//Q total reell ist,

{exmu, | p € S§(Q) mit X|g,, =1} , falls F//Q rein imaginér ist.

Die Darstellungsmatrix von Ap bzgl. der gewahlten Basen ist also (im Fall F//Q rein

imaginér ist die erste Zeile und Spalte zu streichen)

~Shealoz|e| (o) 0 - 0
N Nawy, f (w ) IOg(p)
=2 gec 0g |, g X(9) - Z?@(uljp) 0
: 0 . :
- Ny, fr/g(wp) log(p)
— 2ge 108 |, Jwoo x(9) 0 0 ’ Z?@@ZP)

Hierbei werden bei den endlichen Stellen zeilenweise die p € S¢(Q) mit X|g,, = 1
durchlaufen. Damit ergibt sich

_ Z log ‘59 ! )2 9) H nwpfF/@(wp) log(p)

geC PESH(Q), %Gy =1 eF/Q(wp)

, falls F//Q total reell,

Det,%()\p) =

10 N, fr/0(wp) log(p)

, falls F//Q rein imaginér.
pes;@Rlea=t  CF/a(Wp)

Wir berechnen jetzt L5(F/Q, X, 0). Sei zunichst F/Q total reell. In diesem Fall haben

wir schon gesehen, dass

L*(F/Qvia = _7ZX lOg‘fg
gEG
ist. Also gilt
L(F/Q,%,0) = —= Z R logle?l  II  X@loglp)  II A —X(p)
geG peS;(Q),x(p)=1 peSF(Q),x(p)#1

= —Z Z x(g)log |€7] 11 log(p) II (1=X(p))

geG peSf(Q).x(p)=1 €S (Q),x(p)#1
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Ist F//Q rein imaginér, dann gilt nach [Was97, Th. 4.9]

~

(x)

T(X)
F
( /Q X? )2 =

—_

Aus

LF/Q 1Y) = TR L(F/Q. 7.0

(siche [Was97, S.35]) folgt

JF(X)
L(F/@7§> O) == 2?((1)& - - Zg?(fﬁg

Fir F/Q rein imaginér ist also

Ly(F/Q.X,0)==> X9 I  log» I 1-%x0)

gel@ p€SF(Q),x(p)=1 p€SF(Q),x(p)#1

Damit ergibt sich insgesamt im Fall F'/Q rein imaginér

0 N, fr/o(wp) log(p)

Dety(A\p) PESHQ) RG, =1 er/q(tp)
L5(F/Q,X,0) —> X9)g Il  loglp) I (@-=3xWm)
9€g peS;(Q),x(p)=1 peSF(Q),x(p)#1
_ 1 nwpfF/Q(wp> H £
ZQ X Y pes;(@)x(p)=1 er/a(tp) PESF(Q).X(P)#1 (1= %(»))
ge

Und fir F//Q total reell ist

10 N, fry0(wp) 10g(p)

—Zlog‘ﬁgl )Zg e (w)
Detfc(ki) _ ge@d PGSf(Q)JAdep:l F/Q\™p _ '
Ly(F/Q.X.0) =5 loglef|x(¢7)  II  logw II  (1—x(p)
geG peS;(Q),x(p)=1 peSF(Q),x(p)#1
= 9 nwpfF/@(wp) H £
pes;@am=1 CFR(Ws) e gz (1= X(P))
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Bemerkung 5. Die Voraussetzung im obigen Satz an die absolut irreduziblen Charak-
tere von G, ist eine echte Voraussetzung. So erfillt zum Beispiel die Quaternionen-

gruppe Qg diese Voraussetzung nicht.

Wenn wir nicht wissen, dass T'C) die Rationalitdtsvermutung erfiillt, dann nehmen wir
dies einfach an. Mit Hilfe des folgenden Lemmas (siehe etwas [Ble]) kénnen wir zumin-

dest in Abhangigkeit der Genauigkeit der Rechnungen unsere Annahme unterstiitzen.

Lemma 3.3.6. Sei Q C F' C C und sei o = (ay)yenr(@ € [yenre) C = ((C[G])*.
Dann gilt
a € ((F[G])* <= agoy = ()

fir alle x € Irr(G) und alle 0 € Aut(C/F).

Insbesondere gilt fiir ' = Q

a € ((Q[G]) <= o, € Q(x) und ayoy, = o(0ry)

fir alle x € Irr(G) und alle o € Gal(Q(x)/Q).

Dies konnen wir effektiv testen, wenn wir eine gute Approximation der komplexen
Zahlen «a,, und eine Abschétzung fiir die Nenner haben.

Zur Berechnung der L-Werte benutzen wir den Algorithmus von Dokchitser [Dok04] der
auch in MAGMA implementiert ist. Fiir die Berechnung des fiihrenden Koeffizienten
der Taylorreihenentwicklung um s = 0 der reduzierten Artinschen-L-Reihen benutzen
wir den von Bley in MAGMA implementierten Algorithmus.

Jetzt erlautern wir kurz, wie wir den Algorithmus von Bley und Wilson in [BW09]
zur Verifikation verwenden. Dafiir geben wir eines der Hauptresultate dieses Artikels
wieder.

Im Folgenden sei N entweder eine endliche galoissche Korpererweiterung von Q (dies
bezeichnen wir als globalen Fall) oder eine endliche galoissche Erweiterung von Q,
fir eine Primzahl p (dies bezeichnen wir als lokalen Fall). Sei weiter Oy der Ring
der ganzen Zahlen von N. Ist L endliche direkte Summe von solchen Koérpern,
also L=N; & ...® N,, dann sei Op die maximale Ordnung Oy, & ... & Oy, von
L. Mit I(L) bezeichnen wir die Gruppe der gebrochenen Ideale von Op, also ist
I(L) = I(Ny) @ ... I(N,). Sei A eine On-Ordnung in einer halbeinfachen N-Algebra
A und sei M eine Maximalordnung in A die A enthélt. Sei f ein volles zweiseitiges Ideal
von M, das in A enthalten ist. Sei weiter C' das Zentrum von A und g := O¢ N §. Fiir
ein Primideal p < Oy und einen On-Modul M setzen wir M, := M ®o, Oy,.
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Wir betrachten das Diagramm mit exakter Zeile

) a0

K (A) L K (A) 2 KA N) P Ky (A) — Ko(A)

mit f*([A", ¢]) = [A® A", ida® ], 04([A", ¢]) = [A", ¢, A"] und O4([P, ¢, Q]) = [P]-
[Q]. Im lokalen Fall induziert nry o (0%)~" einen Isomorphismus zwischen 0% (K(A))
und C* /nr,(f*(K;1(A))). Diesen bezeichnen wir mit Ti4.

Lemma 3.3.7. (1) Die reduzierte Norm von A induziert einen Homomorphismus
p: Ki(Aff) = (Oc/a)”.

(2) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
Ko(A, N)ors — cok(p).
Im lokalen Fall ist er von der Abbildung T4 induziert.
Beweis. [BW09, Th. 2.6] O

Sei nun N wieder global. Seien ey, ..., e, die primitiven Idempotenten von C. Wir
setzen A; := Ae;, dann gilt
A:Al@...@AT,

mit den unzerlegbaren Idealen A; von A. Jedes A; ist eine N-Algebra mit Einselement
e; und Zentrum Z(A;) =: N; sind endliche Erweiterungen von N. Die Wedderburnzer-
legung von A induziert Zerlegungen C = Ny & ... & N, und O¢c = On, & ... B Oy,.
Fir ein Primideal p < Oy gilt

T

Co =P PNy, (3.18)
=1 P
wobei B iiber alle Primideale von Oy léuft, die p teilen. Dieser Isomorphismus
induziert einen Isomorphismus I(Cy) = @;_; @ I (Nsp). Sei nun g;, der p-Anteil von
gi- Dann gilt (Ocp/gy)* = D=1 (On,/8ip) ™
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Lemma 3.3.8. Sei A = On|[G] fiir eine endliche Gruppe G. Fir jedes Paar (i,*5) wie
in (3.18) wdahlen wir ein Element m; 3 € On, welches in N; g eine Uniformisierende ist
und kongruent zu 1 modulo gy fir jedes andere Primideal ' diber p in N;/N. Dann

gibt es einen Isomorphismen
Ko(Ay, N, ) e Gy /nr(A)) N I(Cy) x cok(pp),

wobei My, von Nry, o ((9}%’%)_1 induziert ist und die Abbildung P induziert ist von

, . { Cy - I(Cy) x (Ocp /)"
=, ) = ((Hmm”‘ﬁ('ﬁ))i,(m,...,m)),

mit 4; := [T 7 “om(v),

Sei nun [P, ¢, Q| € Ko(Z,[G],Q,). Nach [Ble, Rem. 2.6 a)|] kénnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dass P und @ frei sind. Sei (vy,...,v4) bzw. (wy,...,w,) eine
Z,|G]-Basis von P bzw.  und S € Gl (Q,[G]) die Koordinatenmatrix von ¢ bzgl.
dieser Basen. Sei nun nrg, ¢ (S) =n = (7, . . ., 7,). Dann représentiert n das Bild von

[P, ¢, Q] unter der Abbildung 7izs). Insbesondere gilt

vgp(n;) =0, fiur allei € {1,...,7} und B|p
[P,p,Q] =0<= ¢ und (3.19)
(70,5 7r) € im(pp),
wobei 7; das Bild von 7); unter der Projektion Oy, , — (On, /i) bezeichnet.
Bemerkung 6. Ist p kein Teiler der Ordnung von G, dann ist die Torsionsuntergruppe

von Ko(Z,|G],Q,) trivial (siehe [Bre04, Prop. 2.6]). In (3.19) ist fiir diese p die zweite

Bedingung also immer erfillt.

Im néchsten Satz zeigen wir, warum und wie wir die Programme von Bley und Wilson
auf TQ = [k & F', 0, F°] — 5%[G]7R(£) anwenden konnen. Sei dazu T2, das Bild von T2
unter der Abbildung

Fof @Ko Gl,Qq) — Ko(Zy[G], Qy)

und j : R — C, eine Einbettung, wobei C, die Komplettierung eines algebraischen

Abschlusses von Q,, sei. Weiter sei

7 C(QIG])™ = ((Q[G])™



3.3. EIN ALGORITHMUS ZUR NUMERISCHEN VERIFIKATION DER
VERMUTUNG

83

Satz 3.3.9. Sei (v, ...,vq) eine Z,[G]-Basis von (k® F') @ Z, und (wy, ..., wy) eine
Z,|G]-Basis von F' ® Z,. Sei A ein Reprdasentant von 0 bzgl. dieser Basis. Es gelte

n =g (A)/L € ((Q[G])™.

Dann reprisentiert 7,(n) das Element T€Y,,.

Beweis. Wir bemerken, dass nach Satz 3.3.2 TQ in K(Z[G], Q) liegt.
Sei d¢, = 0 GG, © nre ! a1 C(Cy[G])* = Ko(Z,|G],C,). Diese Abbildung ist wohlde-
finiert, denn nach [Bre04, Prop. 2.2] ist die reduzierte Normabbildung nrc ¢ ein Iso-

morphismus. Das Diagramm

C(R[G])* —L—¢(C,[G])*
ic%m,R |
KO(Z[G} ) R) *]> KO(ZP[G]’ Cp)

ist kommutativ [Bre04, Prop. 2.9], wobei die Abbildungen j von der Einbettung j
induziert sind. Weiterhin gilt

J(Ko(Z]G1,Q)) € Ko(Z,[G], Qy)

und
T, = j(TQ)=j(x® F',0,F°] = by p(L)) = j([n @ F', 0, F]) — j(byc)r(L))
= J(lk® F',0,F°]) = 6c,(§(£)) = [Z,[G]", A, Z,[G]"] = bc, (5(L)).
Nach [CR87, (40.31)] gibt es eine Matrix A" € Glg(C,[G]) mit nrc,i¢)(A’) = j(L). Also
gilt
J(TQ) = [Z,[G)", A, Z,|G)"] = d¢c,(§(L)) = [Z,[G]", A, Z,[G") = [Z,]G]", A", Z, [G]"]
= [Z,[G),(A) " 0 A, Z,[G)"] € Ko(Z,[G), Q)-
Wieder nach [CRST, (1031)] gibt es cine Mawix B € GL(Q[G]) mit
nre, (¢ (B) = nre, ¢ ((A’) o A). Nach [Bur04, Lemma 2.2] gilt nun
J(TQ) = [Z,[G]", B, Z,[G)].
Des Weiteren gilt

an nre, (A)
nre,(¢)(B) = nre,[q) ((A) Yo A) = % =7, <£
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Insgesamt ergibt sich daraus folgender Algorithmus.

Algorithmus 3.3.10.
Input: Das Tripel [k ® F',0, F°] und das Tupel L.
Output:  Wahr, falls TS) = 0 numerisch verifiziert, sonst falsch.

(1) Verifikation von T = 0 in K(Z,|G],Q,) fir alle Primzahlen p, die die Grup-

penordnung nicht teilen.

(a) Berechne eine R[G]-Basis von (k & FY)gr und FY, so dass diese Basis fiir
jedes pt #G auch eine Z,[G]-Basis von (k@ F1)®zZ, und F°®,Z, darstellt

(Vergleiche Bemerkungen unten).
(b) Berechne einen Reprasentanten A € Gla(R[G]) von 0 bzgl. dieser Basen.

(¢) Berechne nrrig)(A)/L = (m,...,n,) exakt, wenn die Voraussetzungen aus

Satz 3.3.5 erfillt sind, ansonsten runde.

(d) Firi=1,...,r bestimme eine Primfaktorzerlequng von n; im entsprechen-
den Charakterkorper und teste, ob nur Ideale mit Trager in {q | q|#G}

vorkommen. Ist dies nicht der Fall, dann ¢ib falsch aus.

(2) Verifikation von T = 0 in K(Z,|G],Q,) fir alle Primzahlen p, die die Grup-

penordnung teilen. Fiir jedes solches p tue folgendes

(a) Berechne vy,...,vq € k@ F' und wy,...,wg € F°, so dass {v; @1 | i =

d} bzw. {w; ® 1| i =1,...,d} eine Z,|G]-Basis (und damit auch

R[G]-Basis) von (k & F')®zZ, bzw. F°®77Z, ist (Vergleiche Bemerkungen
unten).

(b) Berechne einen Reprasentanten A € Gla(R[G]) von 0 bzgl. dieser Basen.

(c¢) Berechne n := nrpig)(A)/L = (m,...,n,) evakt, wenn die Voraussetzungen
aus Satz 3.3.5 erfillt sind, ansonsten runde.

(d) Liesn in Ko(Z,[G], Q,) und teste, obn = 0 gilt. Ist dies nicht der Fall, dann
gib falsch aus.

(3) Gib wahr aus.
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Bemerkungen 3.3.11. (1) Die Existenz solcher Basen folgt aus einem Resultat von
Swan ([CR81, Th. 32.11]), welches garantiert, dass unsere Moduln lokal frei sind.
Die Berechnung der Basen ist ein nicht triviales Problem. Im Fall p t #G kann
man den Algorithmus von Bley und Johnston in [BJ, 6.4] benutzen. Dort werden
unter gewissen Voraussetzungen Basen tiber Mazimalordnungen berechnet und
fir p t #G sind dies Z,|G]-Basen. Die Voraussetzungen sind z.B. im Fulle des
Gruppenringes Z,[G] fir Gruppen bis Ordnung 31 erfillt ([BJ, Prop. 4.6]). Im
Fall p|#G berechnet man Z,|G]-Basen wie in [BW09, 4.2] beschrieben.

Bei Gruppen grofferer Ordnung kann man wie folgt vorgehen. Sei (v1®1,...,04®
1) bzw. (wy ®1,...,wg ® 1) eine Q[G]-Basis von (k& F')q bzw. FY), wobei v; €
k@ FlLw € FOi =1,...,d gelte. Sei weiter n := [Z[G] : (v1,...,va)zc)] und
m = [Z[G] : (wn, ..., wa)ziq). Fir alle p{nm ist dann (v ® 1,...,04® 1) bzw.
(w1 ®1,...,wa ® 1) auch eine Zy[G]-Basis von (k @ F')z, baw. I} . Fir die
anderen endlich vielen p verfahrt man wieder wie in [BW09, 4.2].

() Do KolZylGLQy) = KolZylGLQ)y © Ko(ZolGlQpiors gilt, wobei
Ko(Z,|G),Qy)s die freie Untergruppe und Ko(Z,|G],Qp)iors die Torsions-
untergruppe bezeichne, kann man Schritt (2) (d) in zwei Teile aufteilen. Den
»Nulltest in der freien Untergruppe macht man wie in (1) (d). In den folgenden
Fidllen gibt Bley in [Ble, 2.3] expliziete Kongruenzen an, die das Tupel (n1,...,n,)
erfillen muss, damit (%[G]’R(m, o) =0 in Ko(Z,[G], Qp)tors gilt:

(a) G zyklisch von Primzahlordnung p # 2.
(b) G = Dy, mit p+ 2.
(¢) G= Ay und p € {2,3}.

Der Nulltest kann in diesen Fdillen also auch durch prifen dieser Kongruenzen

erfolgen. Fiir As-Erweiterungen geben wir diese Kongruenzen im Kapitel 4 an.

Fir As-Erweiterungen iiber Q haben wir den Algorithmus zur numerischen Verifikation
von T2 in MAGMA vollstandig implementiert. Dies ist der Algorithmus NumProofETNC
aus der Datei NumETNC auf der beigefiigten CD.
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3.4 Algorithmen fiir Z|G]-Moduln

Sei GG eine endliche Gruppe. Wir stellen hier die fiir diese Arbeit wesentlichen Algo-
rithmen zum rechnen mit Z[G]-Moduln vor, die von uns in MAGMA implementiert
wurden. Die MAGMA Implementierung dieser und weiterer Algorithmen ist auf der
beiliegenden CD zu finden.

Wir setzen an dieser Stelle Kenntnisse der algorithmischen linearen Algebra voraus,
wie das Berechnen von Kernen, der hermiteschen Normalform etc. Solche Algorithmen
findet man z.B. in [Coh93, Chap. 2]. Zur Berechnung von ganzzahligen Lésungen von
Gleichungen tiber Z haben wir den Algorithmus von Matthews implementiert, wie er
in [Mat01] beschrieben ist, da die Losungen aus dem Standardalgorithmus in unseren
Anwendungen zu grofie Eintridge haben. Der Algorithmus von Matthews brachte eine
signifikante Verbesserung.

Eine endliche Gruppe G denken wir uns tiber eine Liste der Elemente und eine gespei-
cherte Multiplikationstabelle gegeben. Ein Z-freier Z[G]-Modul M ist bei uns gegeben
durch ein Paar (A, ), wobei A eine Matrix in hermitescher Normalform ist und die
Zeilen der Matrix ein Z-Erzeugendensystem des Moduls bilden und ¢ die Gruppen-
ist

v :G— Gl,(Z)

ein Gruppenhomomorphismus, so dass

g(aila e 7ain> - (a/il? v 7ain)gp<g)t

gilt.
Zur Vereinfachung unterscheiden wir fortan nicht mehr zwischen dem Modul M und
der Matrix A und sprechen einfach von dem Modul A oder dem Modul (A, ¢).

Notationen

Mit E, bezeichnen wir die n-reihige Einheitsmatrix und mit e; den ¢-ten kanonischen
Einheitsvektor. Die Nullmatrix mit n Zeilen und m Spalten bezeichnen wir mit O,,,.
Sind Aj,..., A, Matrizen, dann bezeichnen wir mit diag(Ay,...,A,) die Matrix mit

den Matrizen Ay, ..., A, auf der Hauptdiagonalen und sonst Nullen.

Um eine Ubersicht in den Algorithmen zu gewéihrleisten, ist die Beschreibung einzelner
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Schritte in groferen Algorithmen weniger detailliert. Die Namen in den Klammern
entsprechen den Namen der Algorithmen in der Implementierung.
Als erstes geben wir einen Algorithmus an, der das Paar (A, ¢) zum Gruppenring Z|G]

berechnet.
Algorithmus 3.4.1. InitZG

Input: FEine endliche Gruppe G = [g1, ..., qn]-
Output:  FEin Paar (A, p), welches den Gruppenring Z[G] reprisentiert.

(1) Setze A := E,. Die j-te Zeile von A reprisentiert g;.
(2) (Bestimme ). Fir g € G tue folgendes

(a) Firj e {l,...,n} tue folgendes
e Bestimme k € {1,...,n} mit gg; = gx.
o Setze die j-te Spalte in p(g) als ey.
(3) Gib (A, p) aus.

Seien (A, ) und (B,v) zwei Z-freie Z|G]-Moduln und f : A — B eine Matrix mit
Eintridgen in Z die eine Z[G]-lineare Abbildung von repréisentiert. Mit dem folgenden
Algorithmus kann man ker(f) und die Inklusion ker(f) < B berechnen.

Algorithmus 3.4.2. MapToKernel

Input: Zwei Z-freie Z[G]-Moduln (A, ) und (B,v), eine Matriz f mit Eintragen
in Z, die eine Z[G]-lineare Abbildung von A nach B reprisentiert.

Output:  Der Z[G]-Modul ker(f) und die Inklusion v : ker(f) — A.

(1) Berechne den Kern der Matriz f. Sei etwa (vi,...,v;) eine Basis von ker(f),

wobel die v; Zeilenvektoren sind.

'UIA
(2) Setze T := : und ¢ = (vy,..., )
UZA

(3) Gib (T, ¢) und v aus.

Es folgt ein Algorithmus der die direkte Summe zweier Z-freier Z|G]-Moduln berechnet.
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Algorithmus 3.4.3. ZGModuleDirectSum

Input: Zwei Z-freie Moduln (A, ) und (B, ).
Output:  Der Modul (A& B,y @& ).

A0
1) Setze A® B = )
(1) Setze A @ (03)

(2) Fir alle g € G tue folgendes

a elze = 90(9) 0
(0) Setze (p ) : ( . M).

(3) Gib (A® B, ® ) aus.
Wir wollen jetzt zu einer endlichen Gruppe G die Sequenz

f

0— > X(=2) “=Z[G] L ~12Z[G] =7 —0 (3.20)

berechnen. Dabei ist ¢ die Augmentation, X (—2) der Kern von f, r die Anzahl von
Erzeugern von G und f die Abbildung (A1,...,A) —= A(g1 — 1)+ ...+ A\(g- — 1),
wobei g1, ..., g, die Gruppe G erzeugen.

Algorithmus 3.4.4. InitSequenz

Input: Fine endliche Gruppe G = [g1,. .., qn]-

Output: (X (=2),1),¢, (Z[G]", 02), f, (Z|G], ©3), €, (Z, ¢4)), so dass 0 — X (=2) =

Z|G]" EN Z|G] 5 Z — 0 eine exakte Sequenz von Z|G]-Moduln ist.
(1) Initiiere (Z,p,) durch Z = Ey und ¢4 = Ej.

(2) Berechne (Z|G], ps3) mit dem Algorithmus 3.4.1.

(3) Setze e :=(1,...,1)".
———

|G|—mal
(4) Berechne Erzeuger [g1,...,gr] von G.

(5) Berechne (Z[G]", p2) mit dem Algorithmus 3.4.3.

(6) (Berechne f). Setze f:=(—=FE,,...,—E,).

r—mal
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(a) Fir s € [s1,...,S,] tue folgendes
i. Bestimme k € {1,...,n} mit g;s; = gy.
ii. Setze flk,j+n(j—1)] =1.
(7) Berechne (ker(f),p1) mit dem Algorithmus 3.4.2.

(8) Gib ((X(_2)7 901)7 L (Z[G]T7 @2)? f> (Z[G]> 903)7 & (Z> 904)) aus.

Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, eine Gleichung mit Koeffizienten aus Z[G] zu
losen. Sei dazu G = {g1,...,9,}. Zu gegebenen ay,...,an, f € Z[G] berechnen wir
T1y..., Ty, € Z[G] mit Y0, x;a; = B, falls § eine Z[G]-Linearkombination der o/s ist.
Sei o =Yg Mg, B =31 bjg; mit b;, A\l € Z. Es gilt

)3 (Z fffé“g) (Z Aé“g) )3 ( > xgug)) 6= (Z > fé“Aﬁf)) 9

i=1 \geG gelG 1=1j=1 \gh=g; j=1 \i=1 gh=g;

Zu l6sen ist demnach das lineare Gleichungssystem

i=1 \gh=g1
s (x won) = n
i=1 \gh=g2

3

s
I
—

(Z xw) = b,
gh=gr

Algorithmus 3.4.5. TesteAufLinKombi

Daraus ergibt sich der

Input: Elemente Yy AXVg, ... Y 0eq A9, 31 bjg; € ZIG], wobei G eine end-
liche Gruppe der Ordnung r sei.

Output:  Fine Matriz A und ein Vektor b, so dass Ax = b genau dann ber Z losbar
ist, wenn Y5, bjg; eine Links-Z|G|-Linearkombination der ¥ cq Mg ist.
Genauer gilt: Ist (xy,...,%,.) eine Losung von Az = b, dann gilt mit
i = Z;Zl T(r(i—1)45) 9 firt=1,...,n die Gleichheit 37", ju; 27]7:1 )\é?gj =

210595



90 KAPITEL 3. ALGORITHMISCHE UMSETZUNG

(1) Setze A := Opxnp-
(2) Firj=1,...,r tue folgendes

e Firi=1,...,r tue folgendes

o Firl=1,...,n tue folgendes

o Setze Ali,j+ (I —1)r] :== A
(3) Setze b:= (by,...,b.)".
(4) Gib A und b aus.

Jetzt kénnen wir auch ohne Probleme Links-Z[G]-Linearkombinationen von Elementen
aus Z|G]" mit r € N berechnen.
Algorithmus 3.4.6. TesteAufLinKombi

Input: Elemente a; = (agi),...,agi)) mit ag-i) € Z[Gl,i = 1,...,n § und
(b,...,b,) € Z|CT.

Output:  Matriz A und Vektor b, so dass Ax = b genau dann tber Z lésbar ist, wenn

(b1, ...,b.) eine Links-Z|G]-Linearkombination der a; ist.
(1) Firj=1,...,r tue folgendes
(a) Zu agi) und b; berechne mit dem Algorithmus A; und c;.
(2) Gib A:=(Ay,...,A) und b:= (c1,...,¢)" aus.

Das Berechnen von Links-Z|G]-Linearkombinationen ist auch moglich, wenn der Mo-
dul als Paar (A, ) gegeben ist. Seien etwa vq,...,v,,w € A gegeben. Wir suchen
Yyec g € Z[G), D i =1,... n mit

Zn: (Z :Eéi)viso(g)t) = w.

i=1 \geqG
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Algorithmus 3.4.7. TesteAufLinKombiZ

Input: Z-freier Z|G)-Modul (A, @) und Elemente vy, ..., v,,w € A die von Zeilen-

vektoren reprdsentiert werden.

Output:  Matriz B und Vektor b, so dass Bx = b genau dann lésbar ist, wenn
w eine Links-Z|G]-Linearkombination von vy, ..., v, ist. Genauer gilt: Ist
(x1,...,Tpy) eine Losung von Bx = b, wobei r die Ordnung von G

set, dann gilt mit p; = Z;Zl T(r(i—1)+5)9; fir i = 1,...n die Gleichheit
i (vip(pa)")-
(1) Firj=1,...,n tue folgendes

(a) Firl=1,...r tue folgendes
o Setze die ((j — 1)r — )-te Spalte von B als vjp(gr)*.

(2) Gib B und b aus.

Mit Hilfe der letzten beiden Algorithmen kénnen wir jetzt auf naivem Wege Z[G]-
Erzeuger eines Z-freien Z[G]-Moduls bestimmen, indem wir einfach sukzessive testen,
ob sich ein Vektor im Erzeugendensystem als Linearkombination der anderen dar-
stellen lasst und wenn ja, diesen Vektor aus dem Erzeugendensystem streichen. Fiir
nachfolgende Rechnungen kann dies von Vorteil sein, weil sich die Anzahl der Erzeu-
ger stark reduzieren kann. Implementiert ist dieser Algorithmus unter dem Namen
ZGGenerators.

Zu einer endlichen Gruppe G mit Erzeugern ¢y, ..., gs betrachten wir nun die exakte
Sequenz von Z[G]-Moduln

0—= Xa(—2) 2= Z[G]* 29~ Z[G] <%~ 7, —0,

wobei dg(z1,...,2s) = 371 7j(9; — 1) und &g die Augmentation sei. Ist nun H eine
Untergruppe von G mit den Erzeugern hq, ..., h, und

hz—lzz%z(g]—l) mit&jiEZ[G]7i:1,...,T,
j=1

dann ist das Diagramm von Z[H]-Moduln

0—= Xp(—2) s z[H] 2 z(H] 27, 0 (3.21)

o)

0—= Xg(—2) 4= Z[G) 22~ 7Z[G] S5~ 7,—~0,
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mit der natiirlichen Inklusion « und @ (21, ..., 2,) = (X zjau;, . .., X% Tj0;) kom-
mutativ
Der folgende Algorithmus berechnet dieses Diagramm. Wir iibernehmen dabei die Be-

zeichnungen von oben.

Algorithmus 3.4.8. KommDiag
Input: Endliche Gruppe G =g}, ...,4q,] und eine Untergruppe H = [h},...,h! ].

Output:  Fin kommutatives Diagramm, wie oben.

(1) Berechne die Zeilen im Diagramm mit dem Algorithmus 3.4.4.
(2) (Berechne die Abbildung ) Setze ¢ := Oy

(a) Firi=1,...,r tue folgendes
i. Bestimme j mit g; = h;.
it. Setze 1[j,i] = 1.
(3) (Berechne die Abbildung p) Berechne mit dem Algorithmus 3.4.5 Elemente oj; =

> i1 )\,(fj)gk € Z[G], so dass hy — 1 =375_  a;i(g; — 1) fiiri=1,...,r gilt. Sei v
die G-Wirkung auf Z|G].

(4) Firi=1,...,r tue folgendes

(a) Firk=1,...,n tue folgendes
i. Setze die ((i — 1)m + k)-te Spalte in ¢ als

AN A A e A A ().

n n

(5) (Berechne die Abbildung f) Berechne eine Losung X von 7¢ - X = ¢ - Ty und
setze f = X.

(6) Gib die Sequenzen und die Abbildungen v, und f aus.

Nun folgt ein Algorithmus zur Berechnung von induzierten Moduln. Sei A ein Z-freier
H-Modul und H Untergruppe der endlichen Gruppe G. Es ist Ind$;(A) = Z[G] @z A.
Sind nun vy,...,v, mit v; € Z" die Zeilen von A und ist {ly,...,l;} ein Linksvertre-

tersystem von G \ H, dann ist {[; ® v; | ¢ =1,...,¢,j =1,...,r} eine Z-Basis von
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Ind%(A). Wir kénnen also als Matrix fiir Ind%(A) die Matrix

A 0 O
0o . 0
0 0 A

wahlen, wobei A genau t-mal vorkommt. Das Element /; ® v; entspricht dann der
(n(i—1)+44)-ten Zeile in Ind% (A). Sei ¢(g) := ¢(g) fiirr g € H und ¢(g) := 0 fiir g ¢ H.
Dann ist die Gruppenwirkung auf Ind%(A) gegeben durch den Homomorphismus
G — Gl,(2)
N9~ (el)

1<i,5,<t

Denn sei g € G mit gl; = l,,h fur ein h € H und 1,,, € {l4,...,1;}, dann gilt

9l @ ;) = lh @ v; = L, @ hvj = 1, @ (1, gli)v;

und
Pl gh)t @y tgh)t oo @l gh)!
p(litgl)t oy gly)t .o @(l glh)
g(l2®1)]) = (O,...,O,vjl,...vjn,O,...,O)- -
n(i—1)—mal =v;
p(gl)t o gl - @l gl)!

= (vl vl gl)!) = (1 0,...,0 yu;0(L 1 gl)', 0, ..., 0)

n(m—1)—mal

Daraus ergibt sich der

Algorithmus 3.4.9. ModuleInduction

Input: FEin Z-freier H-Modul (A, ¢) und eine endliche Gruppe G mit H < G.
Output:  Der Modul (Ind% (A), ).

A 0 O
(1) SetzeInd%(A):=| o . 0
0 0 A

(2) Berechne ein Linksvertretersystem {li,...,l;} von G\ H.
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(3) (Berechne @) Fir g € G tue folgendes

(a) Setze v(g) := (2(1"gly))
¢(g9) =0.

(4) Gib (Ind%(A), ) aus.

wobei p(g) = w(g), falls g € H und sonst

1<i,j,<t’

Als néchstes stellen wir einen Algorithmus vor, der zu einem Z-freien Z[G]-Modul
A und einem beliebigen Z[G]-Modul B ein Erzeugendensystem von Homgg (A, B)
berechnet. Dieser Algorithmus ist einer der wichtigsten, da er es {iberhaupt erst moglich
gemacht hat, die Tate-Sequenz algorithmisch zu berechnen. Sei also A ein Z-freier
Z[G]-Modul und (o, ..., q,) ein Z[G]-Erzeugendensystem von A. Weiterhin sei B ein

beliebiger Z[G]-Modul und (vy, ..., v,) ein Z-Erzeugendensystem, wobei vy, ..., v, die
Torsionsuntergruppe erzeugen mit den Ordnungen ¢y, ..., t7. Wir suchen by, ... b, € B,
so dass

A — B

[ S A — S AL mit € Z[G,
i=1 i=1

wohldefiniert und damit ein Z[G]-Modulhomomorphismus ist. Wir beweisen zunéachst

das

Lemma 3.4.10. Mit den Bezeichnungen von oben gilt: Die Abbildung f ist genau dann

wohldefiniert und damit ein Z[G]-Modulhomomorphismus, wenn gilt:
i=1 i=1

Beweis. Sei YI_ Ny = Y0 ey, dann gilt ST (A, — pi)oy = 0. Also gilt nach
Voraussetzung -7, (A; — p;)b; = 0. Und somit gilt Y0, \ib; = >oT_; pibi. ]

Wir fithren dieses Problem auf das Losen eines linearen Gleichungssystemes zurtick.
Sei

k . .
b; = ng-z)vj fire=1,...,r und xg-l) € 7.
j=1
Fiir alle g € G und alle ¢ = 1,. .., k schreiben wir

gvi =Y e;(g,i)v; it e;(g,7) € Z.
j=1
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Dann ist
,

ok
x§” Z 61(9 J)Uz

1=1 =1

Ist nun

(Z Al g) a; =0 mit AlY € Z eine Relation der ofs,
i=1 \geG

dann soll gelten

el i(mﬁ (zxﬁ»“zexg,m))

i=1 geG i=1 \geG 7=1 =1
k k
=1 \j=1li=1 geG

Unter Beachtung der Torsion ist also fiir eine Relation das lineare Gleichungssystem

j=1 geG

i(ix”(Z)\ elgj))—i-tlyl = 0

-

ng'i) Z)\éi)et<gvj)))+ttyt =0

j=1 \i=1 gelG
k r ) )
)P DY A_S,”em(g,j))) = 0
j=1 \u=1 9eq
k
(e (2 a0e =0
j=1 \u=1 9eC
in den k-r+t Unbestimmten xgi), Y1, - - .,y und mit k-Zeilen, zu 16sen. Der Koeffizient

bei x ) in der I-ten Zeile ist also 3 e )\( ei(g, 7). Da der Modul A nach Voraussetzung
Z- frel ist, liefert uns der Algorithmus 3.4.5 alle Relationen die wir zu beachten haben.
Um dies effektiv zu implementieren stellen wir noch folgende Uberlegung an. Ist G =
(g1, .., 9,) und ist fir I = 1,...,r die Matrix A; definiert durch

¢j(91,1) ¢j(g2,1) .. €i(gn,1)
€j(91,2) €j(92:2) .. €(gn;2)

ej(g1,r) ej(g2,7) o €j(gn,7)
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dann gilt fiir das zu 16sende Gleichungssystem

NE

| Agmet(gm: 1) |
A m=1 Koeffizient vor z\" in der I-ten Zeile
p AL S AD ey(gim, 2) Koeffizient vor 23 in der l-ten Zeile
1 ) e m=1 —
AL no Koeffizient vor z(!) in der I-ten Zeile
- Agnei(gms )

3
Il

Algorithmus 3.4.11. RelationenMatrix

Input: Z-freier Z|G|-Modul (A, ¢), ein Z|G|-Erzeugendensystem ay,
und ein Z|G)-Modul (B, ).

o0 von A

Output:  Fine Matriz M, dessen homogener Lisungsraum 7Z[G)-Homomorphismen

von A nach B liefert.

(1) Erstelle eine Liste L mit den e/(g,7). Ist G = [g1, ..., gn), dann setze

L := [[61(91, 1)762(917 1)7 63(917 1)7 R eT(glv 1)]7
[61(9172)>€2<91a 2)7 63(9172)7 s 767‘(9172)]7

[61 (gna 7“), 62(9717 1”), e3<gn: T)v R e?‘(gnv T)H

(2) Firj=1,...,r definiere Matrizen A; durch A;[i, k] := L[(k —1)-r+4|[1, 5] fir
t=1,....,rund k=1,...,n.

(3) Bestimme mit dem Algorithmus 3.4.5 bzw. 3.4.7 ein Z-Erzeugendensystem aller

Z|G]-Relationen von g, . ..,«a,. Sei s die Linge des Erzeugendensystems.
(4) Reprisentiert (A, ..., XD A2 X")Y) die m-te Relation, dann definiere die
Matrixz M,, durch

und T, := (t1, ..., t,0,...,0)".
———

(k—t) -mal
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(5) Gib die Matrix
Mat1 T1
Mat2 TQ

Mat, T,
zurick.

Jetzt konnen wir auch einen Algorithmus angeben der Z[G]-lineare Schnitte berechnet,

wenn sie existieren.
Algorithmus 3.4.12. ZGSection

Input: Z-freie Z|G]-Moduln (A, ) und (B,1)) sowie eine Matriz f, die eine Z|G|-

lineare Abbildung von A nach B reprdisentiert.

Output:  Fine Matriz s, die einen Z|G]-linearen Schnitt zu f reprisentiert, wenn ein

solcher existiert.

(1) Sei Ag die Matriz aus dem Algorithmus 3.4.11.
(2) Setze M := B"- f.

(3) Setze Ag := diag(M, ..., M), wobei die Matriz M so oft auftaucht, wie der Z-
Rang von B ist.

(4) Setze Ag := (Ar, As)".

(5) Sei B; die i-te Zeile von B wund r der Z-Rang wvon B. Setze b =
( 0,...,0 ,Bi,...,B)".
———

Anzahl der Spalten von AR

(6) Sei k der Z-Rang von A und (", ... 210 2 2@ 2 2 eine

Lésung von Agx = b, dann setze die i-te Zeile in der Matriz s als (xgi), STy

(7) Gib die Matriz s zuriick.

Wir stellen jetzt einen Algorithmus vor, der zu einer gegebenen Klasse [y] € H*(G, O)
eine Abbildung f berechnet, welche die Klasse von v in ExtZ(Z, C) reprisentiert, wenn

wir die Standardsequenz

0— X(—2) = Z[G]" % Z|G] = Z — 0, (3.22)
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zur Berechnung von Ext%(Z, C') heranziehen. Seien gi, ..., g, Erzeuger der Gruppe G
und G ={g1,..., 9, h1,...,hs}, wobei hy = idg sei. Die Abbildung d¢ ist dann gegeben
mit dg (71, ..., 2,) = 35, 7;(g; —1). Im Abschnitt 1.3.5 haben wir schon gesehen, dass
die Klasse von  unter dem Isomorphismus H*(G, C) = YextZ(Z, C) auf die Klasse der
Sequenz

0= C =0 32ZGl—Z -0,

abgebildet wird. Es war dabei
Cly)=Ca® @ Zb,,
c€G,0#1

mit formalen Symbolen b, und G-Wirkung 7b, = b, — b, + (7, ), wobei biq = v(1, 1)
gesetzt wird. Die Abbildung v ist gegeben mit ¥ ((c, >X,.1 Asbs)) = Yoi1 Ao(0 — 1).

Fiir nachfolgende Rechnungen schreiben wir jetzt
i=1 j=2

Im Abschnitt 1.3.1 haben wir gesehen, dass wir eine Abbildung ¢ konstruieren miissen,

so dass das Diagramm

0—= X(—2) —=Z[G] ¢~ Z|G] —=7—=0
Pk
0 C C(v) Z|G) —=Z—=0

kommutiert, damit die Abbildung f = ¢|x(_» die Klasse von v in ExtZ(Z, C) repri-

sentiert. Setzen wir
o(x,...,x.) = (0, Er:lxzbl) und  f = ¢|x(—2),
dann kommutiert das Diagramm. Im nachfolgenden Algorithmus iibernehmen wir die
Bezeichnungen von oben.
Algorithmus 3.4.13. H2ToExt

Input: Kozykel v: G x G — C.

Output:  Die Sequenz 3.22, Z|G|-Erzeuger aq,...,a4 des Moduls X (—2) und FEle-
mente ¢y, ..., ck, so dass [ : X(—2) = C,a; — ¢; € C die obige Figenschaft
hat.
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(1) Berechne mit dem Algorithmus 3.4.4 die Sequenz 3.22.

(2) Berechne mit dem Algorithmus 3.4.5 Z|G|-Erzeuger «q,...,qr des Moduls
X(=2). Sei etwa o; = (X, e (0)gn + 351 67 (M)A, ..., X0y €D (n) gy +
S 109D (m)hy),i=1,... k.

m=1"r

(3) Berechne die Elemente c1, ..., cy. Zu g; sei gy = gj_l. Berechne firi=1,...,k

=2 ( &5 (190 97) + 32 871 g5) + €57 (1 (L, 1)) :
1 m=2

j:l n—=

(4) Gebe die Sequenz, die Elemente o, ..., o und cy,. .., cp zurick.

Bemerkung 7. Den nicht Z-freien Z[G]-Modul Ug haben wir ebenfalls durch eine Ma-
trix A dargestellt, wobei die erste Zeile ey ist und einen Erzeuger der Torsionsunter-
gruppe reprasentiert. Die Gruppenwirkung wird auch hier durch einen Homomorphis-
mus ¢ : G — Gl,,(Z) reprasentiert, wobei bei jeder Anwendung die Torsion zu beachten
ist, d.h. im Zeilenvektor ist im ersten Fintrag modulo der Ordnung der Torsion zu
rechnen.

Ist A ein Z-freier Z|G|-Modul und f : B — A eine Z[G]-lineare Abbildung, wobei
B Z-frei ist, dann kann man den Kern von [ etwa wie in [Ble03, 3.4] beschrieben,

berechnen.



Kapitel 4
Beispiele

Wir stellen hier die absoluten Aj-Erweiterungen zusammen, fiir die wir die dquivari-
ante Tamagawazahlvermutung mit unserem Algorithmus numerisch verifiziert haben.
Getestet haben wir den Algorithmus an einigen zyklischen Erweiterungen.

Bevor wir auf die einzelnen Beispiele eingehen, zeigen wir, dass wir auf Ay-
Erweiterungen den Satz 3.3.5 anwenden koénnen.

Wie schon erwéhnt, ist der Algorithmus noch nicht allgemein implementiert. Wir zei-
gen hier auch, an welcher Stelle diese Spezialisierung statt findet und welche Werte wir

berechnet, und an den Algorithmus iibergeben haben.

Sei (3 eine 3-te primitive Einheitswurzel. Die Charaktertafel der A, ist dann

14(G) | (12)34) | 123)] (132
vl 1 1 1 1
xe| 1 1 € G
X3 1 1 G G
| 3 1 0 0

Die ersten drei Charaktere sind offenbar abelsch und fiir y,4 gilt
x4 = Indg! 1o, — Indjily,,

wobei V, die Kleinsche Vierergruppe bezeichnet, C; fiir ¢ = 2,3 zyklisch der Ordnung
7 sind und 1y den trivialen Charakter der Gruppe H bezeichne. Dies zeigt, dass wir
Satz 3.3.5 anwenden konnen.

Die Elemente die wir berechnet haben und an den Algorithmus iibergeben haben, sind
die Bilder der Abbildung — f3 aus dem Satz 3.1.5 und die Erzeuger des Moduls X, (—2)

100
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aus demselben Satz und zwar in den Féllen G, € {V}, Cy, C3}. Die Berechnung der
Elemente fiihren wir etwas genauer aus.

Wir beziehen uns mit unseren Bezeichnungen auf den Abschnitt 3.1 ohne diese noch-
mals neu einzufithren.

Sei zunéchst v eine Stelle mit G, = V4. Dann sind N,/ K** und K'**/ K,, zyklisch der
Ordnung 2. Sei a ein Erzeuger von Gal(N,/K™*) und b ein Lift vom geometrischen
Frobeniusautomorphismus auf K'* /K,,. Die Gruppe V; wird dann erzeugt von a und
b. Der Modul X, (—2) aus der exakten Sequenz

0= Xo(=2) = Z[Vi2 > Z[Vi] S Z — 0,

mit € als Augmentation und §((1,0)) = b—1,0((0,1)) = a — 1, wird erzeugt von den
Elementen (1 + 0,0),(0,1 4 a) und (=1 — ab,1 + ab). Wir berechnen nun die Bilder
dieser Elemente unter der Abbildung f, aus Satz 3.1.5. Es war f5((1,0)) = (7%v1, 1)
und f5((0,1)) = (v,7), wobei 7,7 und ~; wie im Abschnitt 3.1 seien. Sei nun F
der Frobeniusautomorphismus der maximal unverzweigten Erweiterung von K,,. Wir
erinnern daran, dass v,y € K" galt. Fur die Bilder der Erzeuger von X,(—2) unter
fo gilt dann:

£(A+6,0) = (75, 7)(@7,7) P = (75, 70) (7" F (), F (7)Y
(79, ) (F2(F~H ), mF () = (7" F(n), mF~H (n)m).

£0,1+a) = (1,0 = (3%,77).
(
(

o (1xb) «
fl(=1=ab14ab) = (@y,m)7" (@90 ") (L))

P, ) (o), P o))

(
(
(1) (FH (), FH ()
= (@) (@ F ), o )) )
(L NET (), F T (y ))F“)
= (', 7)) (FAHF T (), 7 E T ()™
(VN (EXHEH(7), FH ()
= (@n,m) " (F ( ) F () (nn)(F(R), F()

)

(

( F () ') >
() 717T“F H(7)

Wir haben neben den Erzeugern des Moduls X,(—2) die Werte (%4, F(71)7v1) ™%, 772)

U F ’Yl
und YE(7)

an das Programm tibergeben.
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Sei nun G, zyklisch der Ordnung n > 2 und v verzweigt!. Es ist dann K% = K,,. Sei

weiter a ein Erzeuger von N,,/K"**. Als Sequenz haben wir die Sequenz
0= Xo(=2) = Z[G,)? > Z]G,] = Z — 0,

mit ¢ als Augmentation und §((1,0)) =a — 1 =6((0,1)) gewéhlt.
Der Modul X,(—2) wird erzeugt von den Elementen (1+a-+...+a""!,0),
(0,1+a+...+a" ') und (—1,1). Fiir die Bilder unter f, gilt:

Bl oo+ 0)) = (poqg)0X0serrat ™) _ (risear =ty
P01 +a+.. +a"h)) = (txrerta = (om),

A1) = (),

M
Die Tabellen sind wie folgt zu verstehen. Die Nummer des Polynoms bezieht sich auf
die Datei AdMipos.m, die auf der beigefiigten CD ist. Polynom Nr. 4 ist das 4-te Poly-
nom in dieser Liste. Die getestete A4-Erweiterung wird von diesem Polynom erzeugt.
Die Signatur gibt die Anzahl der reellen und komplexen Einbettungen wieder. Mit d
bezeichnen wir die Diskriminante, mit Sy die endlichen Stellen fiir zulassiges S, mit
h die Klassenzahl und die Zeit gibt an, wie lange der Algorithmus zur Verifikation
benotigt, hat nachdem die Stellenmenge berechnet wurde. Die Zeitangabe soll nur eine
grobe Vorstellung geben.
In der Spalte Qapprox stehen die berechneten komplexen Zahlen des Quotienten
(DIR[G](A)/£>>@ fir i = 1,2,3, wobei der Zusatz Z,|G|-Basen fiir p # 2,3 bedeutet,
dass nrgjg)(A) bzgl. Z,[G]-Basen fiir p # 2,3 berechnet wurde. Der Zusatz Z,[G]-Basen
bzw. Z3|G]-Basen ist analog zu verstehen. Da fiir y3 immer das konjugierte zu x, be-
rechnet wurde, haben wir darauf verzichtet dies in die Tabellen aufzunehmen.
Wir geben jetzt genauer an, wie der ,Nulltest® im Falle einer As-Erweiterung aussieht.
Der Leser kann diesen Test mit den berechneten Zahlen aus den Beispielen dann auch
ohne Computeralgebrasystem priifen. Sei dazu (nrR[G](A) / £) = (m,m2,n3) bzgl. einer
Z,[Ay)-Basis. In (3.21) haben wir gesehen, dass man fir den ,Nulltest* die beiden
Bedingungen

(1) vp(n;) fir alle Plp und i =1, 2, 3,

!Der Fall G, zyklisch und v unverzweigt tritt bei unseren A4-Erweiterungen nicht auf, da wir
nur voll zerlegte Stellen zu S dazugenommen haben, wenn die verzweigten Stellen zur Erzeugung der

Idealklassengruppe nicht geniigten.
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(2) (7,72, 73) € im(uy),

priifen muss. Ebenso haben wir gesehen, dass im Falle p # 2, 3 die Torsionsuntergruppe
von Ko(Z,[A4], Q,) trivial ist. Es geniigt dann also die Bedingung (1) zu priifen. Fir p €
2,3 gibt Bley in [Ble, 2.3] explizite Kongruenzen an, die das Tripel (11,72, 7n3) erfiillen
muf, damit (77,72, 73) € im(p,) gilt. Sei dazu (5 eine dritte primitive Einheitswurzel.
Ist p = 2 dann gilt

(71,72, M3) € im(pp) <= 11 Ng(ey)/0(n2) = 13 mod 4.

Und fir p = 3 gilt

(71,72, 7)€ im(pp) <= m1 = mp mod 1 — G,

In der Spalte Q,ouna stehen die algebraischen Zahlen, zu denen wir die berechneten
gerundet haben (im Algorithmus 3.3.10 ist dies jeweils Schritt (¢)) und mit denen im

Algorithmus weiter gerechnet wurde. (3 — €27/3

gibt die jeweilige Einbettung an.

Ab Polynom Nr. 61 haben wir die Klassenzahl und Klassengruppe mit der Bachkon-
stante berechnen lassen. Es wurden nattirlich nur As-Erweiterungen getestet, die der
Bedingung

»Es gibt eine Stelle vy mit G,, = G

geniigen. Daher sind die Beispiele nicht durchgehend nummeriert.



104 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 4

f(z) = 212 — 62 — 30210 + 1822% + 1732® — 143227 + 62825 + 14722° — 1732 —
65023 — 23822 — 30z — 1

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 . 56 138 {2,5,13} 2 ~ 5 min.
K mt i a3 ai pop3 3 opi
Ay
Q 2 ) 13
Qapprox Qround : (3 — e2m/3
Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
1.00000000000000000000000000000 1
0.499999999999999999999999999983 —(3, Genauigkeit: 10~%°
—0.8660254037844386467637231707541
0.99999999999999999999999999996 1 1
Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
—15.0000000000000000000000000000 —15
13.500000000000000000000000000 —3(3 + 12, Genauigkeit: 10729
—2.598076211353315940291169512264
72.9999999999999999999999999972 73
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—424.000000000000000000000000000 —424
—16.0000000000000000000000000000 32¢3, Genauigkeit: 10728
+27.7128129211020366964391414641:
—75775.9999999999999999999999971 75776
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Polynom Nr. 7

f(z) = 22 + 8z — 12210 — 19429 — 2102 + 82627 + 13782% — 3662° — 19272 —

142423 — 43022 — 50x — 1

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 . 78. 136 {2,7,13} 2 ~ 4 min.
K m? i 93 a3 p? p3 p3 pi
Ay
Q 2 13 7
Qapprox Qround : (3 e2mif3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000

Zy|G]-Basen, p # 2,3
-1

0.50000000000000000000000000000
+0.866025403784438646763723170751¢

(3 + 1, Genauigkeit: 10727

—0.999999999999999999999999999983

—1

Z2|G]-Basen
—17.0000000000000000000000000000

Z>|G]-Basen
—17

—2.0000000000000000000000000000
—1.73205080756887729352744634150¢

—2(3 — 3, Genauigkeit: 10729

—90.9999999999999999999999999985 -91
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—67.0000000000000000000000000000 —67

—13.0000000000000000000000000000
+1.73205080756887729352744634150¢

2(3 — 12, Genauigkeit: 10728

—53535.9999999999999999999999991

—53536



106 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 17

f(z) = 22 + 1021 — 16210 — 25229 + 2502® + 135027 — 66225 — 231425 + 1372% +
136423 + 25222 — 1967 — 49

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 . 75 . 996 {2,7,29} 2 ~ 8 min.
K mt pi P op3 a9 a3 qi
Ay
Q 2 29 7

Qapprox Qround : (3 — e2m/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999998 1
0.499999999999999999999999999998 (3 + 1, Genauigkeit: 10727
+0.866025403784438646763723170856¢

—0.999999999999999999999999999979 —1

Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
357.000000000000000000000000000 357
201.000000000000000000000000027 —196¢3 + 103, Genauigkeit: 1072
—169.740979141749974765689741472i

—37968590.999999999999999999992 —37968591

Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
954.999999999999999999999999998 955
535.000000000000000000000000071 —512¢3 + 279, Genauigkeit: 1072
—443.405006737632587143026234352

—563378632.000000000000000000088 —563378633
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Polynom Nr. 25

flx) = 2" 4 22" — 11620 — 3982” + 33152° + 1695027 + 76962° — 543882° —
95878x* — 6426823 — 197702 — 26502 — 125

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 . 78. 416 {2,7,41} 2 ~ 22 min.
K m? pi p3 p3 a 93 a3 qi
Ay
Q 2 41 7
Qapprox Qround : (3 e2mif3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—0.999999999999999999999999999998

Z,|G]-Basen, p # 2,3
-1

0.999999999999999999999999999978
—8279876388142594333817230797264 - 10730

1

—1.00000000000000000000000000002

—1

Z2|G]-Basen
—17541.0000000000000000000000000

—3262.4999999999999999999999999992
+1154.41186324465671613604298661%

Z>|G]-Basen
—17541
1333(3 — 2596, Genauigkeit: 10725

184096484307.000000000000000003 184096484307
Z3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
158156.000000000000000000000000 158156

27231.4999999999999999999999994
+6071.70410593269935246046314979¢

—21047203381132.0000000000000003

7011(5 + 30737, Genauigkeit: 10722

—21047203381132



108 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 35

flx) = 2" — 62" — 78210 + 3642 4 15662° — 579627 — 996825 + 207062 +
341972* + 1823 — 141122 — 3726z + 243

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.36. 738 {2,3,73} 2 ~ 4 min.
K m'  gfadadafaial  pT P p5 pi
Q 2 3 73

Qapprox Qround : (3 > e¥™/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
1.00000000000000000000000000000 1
5.00000000000000000000000000000 (3, Genauigkeit: 1072
+0.866025403784438646763723170755¢

0.999999999999999999999999999965 1

Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
1.00000000000000000000000000000 1
—0.50000000000000000000000000001 (3, Genauigkeit: 10728
—5.448853807017499299706330099761

—98.9999999999999999999999999965 99

Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
11.0000000000000000000000000000 11
—14.5000000000000000000000000000 19¢3 — 5, Genauigkeit: 1027
+16.45448267190433428851074024441

89914.9999999999999999999999968 89915
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Polynom Nr. 37

f(z) = 22 + 621 — 90210 — 72029 + 11462® + 2086027 + 340802° — 13364225 —
4734712* — 36427423 + 19980822 + 2823541 + 62631

Signatur d Sy Zeit
(12,0) 218.56. 678 {2,5,67} 2 ~ 4 min.
K m? A g3 a3 I A
; / \
Q 2 5 67
Qapprox Qround : (3 e2mi/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—0.999999999999999999999999999998

Zy|G]-Basen, p # 2,3
-1

0.999999999999999999999999999997
+5.95445371938376129452437598621i - 10~30

1

—1.00000000000000000000000000001

—1

Z2|G]-Basen
0.999999999999999999999999999998
—0.500000000000000000000000000014
+2.59807621135331594029116951225¢

Zs|G]-Basen
1

3(3 + 1, Genauigkeit: 10728

—5.00000000000000000000000000006 -5
Qapprox Qround : CS = 627ri/3
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen

—0.999999999999999999999999999998

—1

0.999999999999999999999999999997
+5.95445371938376761294524375986213 - 10730

1

—1.00000000000000000000000000001

—1
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KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 39

f(z) = 22 4+ 42 — 15620 — 2242° + 657128 + 951427 — 1093302° — 21527425 +
6099142 + 172438823 + 58164422 — 6790422 — 8281

Signatur d Sy Zeit

(12, 0) 218 . 78.1136 {2, 7,113, 197} 2 ~ 14 min.
K m4 q?) ’qi p%j ’pg [17 7[12
Q 2 7 113 197

Qapprox Qround : C?)  e2mi/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000

Z,|G]-Basen, p # 2,3
-1

0.999999999999999999999999999998
+4.71080806155299856837850318619i - 10~3°

1

—1.00000000000000000000000000002

—1

Z2|G]-Basen
—3.0000000000000000000000000000
—2.99999999999999999999999999997
—3.464101615137754587054892683021

Z»|G]-Basen
-3
—4(3 — 5, Genauigkeit: 10728

—'7.00000000000000000000000000018 —7
Z3|G]-Basen Z3[G]-Basen
—37.0000000000000000000000000001 —37

—33.9999999999999999999999999998
—25.9807621135331594029116951227¢

—129787.000000000000000000000003

—30(3 — 49, Genauigkeit: 10~%7

—129787
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Polynom Nr. 41

f(z) = 212 — 221 — 138210 — 1502° + 651728 + 2469227 — 7081225 — 6190262° —
13650662* — 8080562° + 110855422 4+ 16806161 + 575177

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 .78 . 1276 {2,7,127} 1 ~ 5 min.
K m'  gfadadafaial  pT P p5 pi
Q 2 127 7

Qapprox Qround : (3 > e¥™/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000 -1
0.499999999999999999999999999991 —(3, Genauigkeit: 10728
—0.8660254037844386467637231707761
—1.00000000000000000000000000003 —1

Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
—82798.9999999999999999999999999 —82799
—6663.50000000000000000000000055 —29395(3 — 21361,
—25456.81674424357402161964260461 Genauigkeit: 1072
—41187964171237.000000000000011 —41187964171237

Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—421489.000000000000000000000000 —421489
—33922.0000000000000000000000028 —149636(3 — 108740,
—129588.5773206882613471364803801 Genauigkeit: 10723
—5433389545384784.00000000000014 —5433389545384784




112 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 50

f(z) = 2! + 62!t — 244210 + 10742 + 23632° — 2139427 + 168402° + 1005682° —
168294x* — 7481222 4+ 216938x2 + 15502 — 57829

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.116.618 {2,11,61} 1 ~ 13 min.
K mtoaf, e bl pd
Q 2 11 61
Qapprox Qround : (3 > e¥™/3
Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999 1
—0.499999999999999999999999999994 —(3 — 1, Genauigkeit: 10728
—0.866025403784438646763723170760¢
1.00000000000000000000000000000 1
Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
0.999999999999999999999999999999 1
—0.499999999999999999999999999994 —(3 — 1, Genauigkeit: 10728
—0.866025403784438646763723170760¢
93.0000000000000000000000000004 93
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
49.9999999999999999999999999999 50
0.499999999999999999999999999994 (3 + 1, Genauigkeit: 10728
+0.8660254037844386467637231707602
18590.0000000000000000000000001 18590
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Polynom Nr. 61

f(z) = 22 — 22" — 354210 — 14702° + 3114228 + 30273427 + 79270425 — 48486425 —
3839975x% — 109723023 + 295355222 — 840840z + 42133

Signatur d Sy h Zeit

(12, 0) 218 . 78.136.296 {2, 7,13, 29} 16 ~ 26 min.
K m Cl?, ’qi p%’ ’pg [%7 ’[g
Q 2 7 13 29

Qapprox Qround : <3 — €2m/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999991

Zy|G]-Basen, p # 2,3
1

0.500000000000000000000000000125
+0.866025403784438646763723170718¢

(3 + 1, Genauigkeit: 10727

—0.999999999999999999999999999979

—1

Z2|G]-Basen
—42906.9999999999999999999999999

Z>|G]-Basen
—42907

13767.5000000000000000000000015
+8538.14445591078061844354673899¢

9859(3 + 18697, Genauigkeit: 10~22

2832083871019454.99999999999994 2832083871019455
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—1415768.00000000000000000000000 —1415768

495597.999999999999999999999949
—532733.795087189864679410781122¢

—615148¢3 + 188024, Genauigkeit: 1072

—399069715912807210879.999999991

—399069715912807210880
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KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 62

f(x) = 21?2 — 221 — 258210 — 7002° + 2221828 + 16010427 — 2234122°% — 68164822° —
3356686721 — 8003945023 — 9819681222 — 526594182 — 4942441

Signatur d Sy h Zeit

(12, 0) 218 . 78.136.296 {2, 7,13, 29} 1 ~ 28 min.
K m Cl?, ’qi p%’ ’pg [%7 ’[g
Q 2 7 13 29

Qapprox Qround : C?)  e2mi/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999

Z,|G]-Basen, p # 2,3
1

1.00000000000000000000000000028
+4.05520660899782032313423525418i - 10~30

1

0.999999999999999999999999999940

1

Z2|G]-Basen
—55674.9999999999999999999999999

—135.999999999999999999999999936
—122.97560733790287840448690314:

Z»|G]-Basen
—55675

—142(¢3 — 207, Genauigkeit: 10724

367590159407670346.999999999978 367590159407670347
Z3|G]-Basen Z3[G]-Basen
2248708.0000000000000000000000000 2248708

—880.999999999999999999999998844
—2249.933999031971604292152798041

—9464907660817252640655.99999943

—2598(3 — 2180, Genauigkeit: 10723

—9464907660817252640656
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Polynom Nr. 66

f(x) = 21?2 — 221 — 266210 — 9682° + 1590328 + 1164142" + 653382° — 13683582 —
3579014z 4 45591023 + 1222771222 + 158495402 + 6337611

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.36.76.738 {2,3,7,73} 8 ~ 22 min.
K m a2, - 02 p2, - p2 B, ... B
: \ / \ /
Q 2 3 7 73
Qapprox Qround : (3 e2mif3

Zp|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

—0.499999999999999999999999999974
+0.866025403784438646763723170771¢

(3, Genauigkeit: 10~2®

—1.00000000000000000000000000003

1

Z-|G]-Basen
36.9999999999999999999999999999

Z-|G]-Basen
37

—36.5000000000000000000000000064
—196.587766659067572815365159760¢

—227(3 — 150, Genauigkeit: 10726

—412767205.000000000000000000011 —412767205
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
—290.000000000000000000000000000 —290

379.000000000000000000000000036
+1075.60355150027299280544178074

—16464184712.0000000000000000004

1242(3 + 1000, Genauigkeit: 1072

16464184712



116 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 67

f(z) = 2'2 — 22020 4 170582% — 5939742° + 978499321 — 7229321422 + 190357209

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.36.76. 738 {2,3,7,73} 16 ~ 16 min.
K m 92, -+ 92 P2, o p3 [(‘137 ’[2
Q 2 3 7 73

Qapprox Qround : G > >3

Zp|G)-Basen, p # 2,3 Zp|G)-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999 1
0.499999999999999999999999999991 —(3, Genauigkeit: 10728
—0.866025403784438646763723170748¢

1.00000000000000000000000000008 1

Z2|G]-Basen Z2|G]-Basen
0.999999999999999999999999999999 1
2.49999999999999999999999999999 —11¢3 — 3, Genauigkeit: 10~27
—9.526279441628825114400954878241

17241449.0000000000000000000014 17241449

Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
10988.0000000000000000000000000 10988
—103.000000000000000000000000028 1062¢3 + 428, Genauigkeit: 1072
+919.718978819073842863074007335¢

—179139539445440.000000000000015 —179139539445440
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Polynom Nr. 68

flz) = 21?2 — 274210 + 1783928 — 28633225 + 4250072 — 16821022 + 39697
Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218 .36.76. 738 {2,3,7,73} 8 ~ 14 min.
K 7 ’q3 ph ’p6 [
b \ / \ / \ /
Q
Qapprox Qround (3 e2mi/3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999

Zy|G]-Basen, p # 2,3
1

—1.00000000000000000000000000000
+7.68671627903438763785655168517i - 10730

—1

1.00000000000000000000000000015

1

Z-|G]-Basen
227.000000000000000000000000000

126.500000000000000000000000000
+142.894191624432376716014323175¢

Z5|G]-Basen
227
165¢3 + 209, Genauigkeit: 10727

—141096249.000000000000000000022 —141096249
Zs3|G]-Basen Z3|G]-Basen
757.999999999999999999999999999 758

—111.999999999999999999999999999
+1751.10336645213494375624825127¢

137930752450.000000000000000021

2022(3 + 899, Genauigkeit: 1072

137930752450
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KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 70

f(z) = 2% — 8z — 408210 + 326027 + 70642 — 11098827 + 2421802° 4 2114002° —
12259322 + 8965602 + 87032822 — 1245888z + 344952

Signatur d Sy h Zeit

(12, 0) 218.36.116.618 {2, 3,11, 61} 8 ~ 15 min.
K m q%) ’q% p%’ ’pg [?7 ’[i
Q 2 3 11 61

Qapprox Qround : <3 — €2m/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000

Zy|G]-Basen, p # 2,3
-1

0.499999999999999999999999999991
—0.866025403784438646763723170776¢

—(3, Genauigkeit: 10728

—1.00000000000000000000000000003

—1

Z2|G]-Basen
—82798.9999999999999999999999999

Z>|G]-Basen
—82799

—6663.50000000000000000000000055
—25456.8167442435740216196426046¢

—29395(3 — 21361, Genauigkeit: 10724

—41187964171237.000000000000011 —41187964171237
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—421489.000000000000000000000000 —421489

—33922.0000000000000000000000028
—129588.577320688261347136480380¢

—149636¢3 — 108740, Genauigkeit: 10723

—5433389545384784.00000000000014

—5433389545384784
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Polynom Nr. 71

f(z) = 22 — 188210 4 120662® — 3311422° + 38057292* — 1547191822 + 4052169

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.36.116.618 {2,3,11,61} 16 ~ 15 min.
K m4 q%7 ’qg p%7 ’pg [‘137 7[131
Q 2 3 11 61
Qapprox Qround : C3 — €2m/3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1.00000000000000000000000000000

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

0.50000000000000000000000000002
+0.866025403784438646763723170755¢

(3 + 1, Genauigkeit: 10729

1.00000000000000000000000000013

1

Z-|G]-Basen
—1629.00000000000000000000000000

Z-|G]-Basen
—1629

7.50000000000000000000000000002
—4.33012701892219323381861585379¢

—5C3 + 5, Genauigkeit: 10728

—59875335.0000000000000000000079 —59875335
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
—35332.0000000000000000000000000 —35332

8.00000000000000000000000000005
+48.4974226119285642187684975623¢

56(3 + 36, Genauigkeit: 10727

7452305707016.00000000000000097

7452305707016



120 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 72

f(x) = 2" + 82 — 6462 4 61942 4 93112® — 460078z" 4 28060962° — 66400802° +
25161422 4 1145557823 — 8113770x% — 3142800 + 1609875

Signatur d Sy h Zeit
(12,0) 218.36.116.618 {2,3,11,61} 8 ~ 19 min.
K mé q%) ’q% p%, ,p% [?7 ’[i
Q 2 3 11 61
Qapprox Qround : (3 > €2™/3
Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
1.00000000000000000000000000000 1
0.499999999999999999999999999998 (3 + 1, Genauigkeit: 10727
+0.866025403784438646763723170755¢
1.00000000000000000000000000003 1
Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
—809.000000000000000000000000000 —809
1810.00000000000000000000000000 6663 + 2143, Genauigkeit: 1072
+576.7729189204361387446396317284
144354607113.000000000000000004 144354607113
Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—48603.9999999999999999999999999 —48604
113618.000000000000000000000000 25264(3 + 126250, Genauigkeit: 10724
+21879.265801210057971838702186317
—3814229326907734208.00000000010 —3814229326907734208
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Polynom Nr. 102

f(z) = 2'2 — 4627 + 4342® — 116227 + 194225 — 124625 + 15612* — 35623 + 245022 +

1050z + 875
Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 21878136 {2,7,13} 16 ~ 4 min.
K L O SRS o ML
Ay
Q 2 7 13

Qapprox Qround : {3 = *™/3
Zp|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000 -1
0.999999999999999999999999999994 1
+3.731480877898780179538625290104 - 10~3°
1.00000000000000000000000000002 1

Z-|G]-Basen Z5[G]-Basen
—1.00000000000000000000000000000 —1
0.499999999999999999999999999994 (3 + 1, Genauigkeit: 10729
+0.8660254037844386467637231707507

—1.00000000000000000000000000002 —1

Zs3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—34.0000000000000000000000000000 —34
22.9999999999999999999999999996 78(3 + 62, Genauigkeit: 1027
+67.5499814951862144475704073183¢

104480.000000000000000000000002 104480




122 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 107

f(z) = 212 — 221 + 62210 + 4429 + 14862% — 17227 + 2548125 + 421627 + 4162 —
354423 4 148822 + 1152z + 216

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 .78 . 296 {2,7,29} 16 ~ 6 min.
K m4 q?7 ’qi p%7 ’pg
Ay \ /
Q 2 7 29
Qapprox Qround : (3 = e2mif3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
-1

G+1

, Genauigkeit: 10728

Zy|G]-Basen, p # 2,3
—0.999999999999999999999999999998

0.500000000000000000000000000003
+0.8660254037844386467637231707544

—1.00000000000000000000000000003

-1

Zs|G]-Basen Z5|G]-Basen
—0.999999999999999999999999999997 -1
0.499999999999999999999999999994 —3(3 — 1, Genauigkeit: 10729
—2.59807621135331594029116951226¢

—43.0000000000000000000000000014 —43

Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
—1.99999999999999999999999999999 —2
43.0000000000000000000000000001 —2(3 + 42, Genauigkeit: 10727

—1.732050807568877293527446341611%
—290104.000000000000000000000010 —290104
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Polynom Nr. 108

f(z) = 212 4+ 942° + 93828 + 256227 + 244625 — 46342° — 43192 + 686823 + 793822 —

124742 + 5103
Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 .78 . 296 {2,7,29} 16 ~ 6 min.
K m4 q:i)’7 ’qi p%7 ’pg 0017 7006
Ay \ /
Q 2 7 29 o0
Qapprox Qround : (3 = e2mif3

Zp|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999998

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

0.50000000000000000000000000000
—0.866025403784438646763723170757¢

—(3, Genauigkeit: 10~%°

—0.999999999999999999999999999978

-1

Z-|G]-Basen
—9803.00000000000000000000000000

Z-|G]-Basen
—9803

47.5000000000000000000000000009
—317.8313223188888983362286403668¢

—367(3 — 136, Genauigkeit: 10724

56226972714704.9999999999999987 56226972714705
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
'78400.0000000000000000000000000 78400

—15866.0000000000000000000000000
—40952.6092941585347281629412988:

—47288(3 — 39510, Genauigkeit: 10724

6004779708806403199.99999999986

6004779708806403200



124 KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 109

f(z) = 212 4+ 221 + 10210 — 2022° + 6972 — 76027 + 141082% — 7950425 +
202371z* — 29080223 + 24928222 — 1213427 + 26531

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 21878 . 416 {2,7,41} 128 ~ 5 min.
K L O A PR
Q 2 7 41

Qapprox Qround : (3 > e¥™/3

Zy|G]-Basen, p # 2,3 Zy|G]-Basen, p # 2,3
—0.999999999999999999999999999998 -1
0.499999999999999999999999999984 —(3, Genauigkeit: 10728
—0.866025403784438646763723170762¢

—1.00000000000000000000000000005 -1

Z2|G]-Basen Z>|G]-Basen
40.9999999999999999999999999999 41
9.49999999999999999999999999994 —3(3 + 8, Genauigkeit: 10727
—2.59807621135331594029116951243¢

1128153.00000000000000000000005 1128153

Z3|G]-Basen Z3|G]-Basen
981.999999999999999999999999998 982
21.9999999999999999999999999984 —100¢3 — 28, Genauigkeit: 10727
—86.6025403784438646763723170757¢

150138608.000000000000000000007 150138608
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Polynom Nr. 110

f(z) = 22 4+ 56210 — 21429 + 21142® — 502627 + 1905028 — 1423825 + 46809z* +

14823 + 4968622 + 70982 + 15379

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 .78 . 416 {2,7,41} 16 ~ 5 min.
K m4 q:i)’7 ’qi p%7 ’pg
Ay \ /
Q 2 7 41
Qapprox Qround : (3 = e2mif3

Zp|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999998

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

0.500000000000000000000000000001
—0.866025403784438646763723170754¢

—(3, Genauigkeit: 10~%°

0.999999999999999999999999999980

1

Z2|G]-Basen
0.999999999999999999999999999998

Z2|G]-Basen
1

0.500000000000000000000000000001
+0.866025403784438646763723170753¢

(3, Genauigkeit: 1072

—2.999999999999999999999999999994 -3
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
—31.9999999999999999999999999999 —421489

16.0000000000000000000000000000
—51.9615242270663188058233902452¢

—60(3 — 14, Genauigkeit: 10727

2959.99999999999999999999999994

2960
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Polynom Nr. 114

f(x) = 212 + 62 + 6552° + 258025 + 3903z* + 266222 + 625

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 . 1638 {2,163, 37} 64 ~ 4 min.
K m? ai, - ai P, o b2
Q 2 163 37
Qapprox Qround : G > >3
Zp|G)-Basen, p # 2,3 Zp|G)-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000 1
—0.50000000000000000000000000002 —(3 — 1, Genauigkeit: 10729
—0.866025403784438646763723170750¢
—1.00000000000000000000000000003 1
Z-|G]-Basen Z-|G]-Basen
—1.00000000000000000000000000000 -1
1.99999999999999999999999999999 —2(3 + 1, Genauigkeit: 10728
—1.73205080756887729352744634151¢
41.0000000000000000000000000012 41
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
—23.0000000000000000000000000000 —23
26.4999999999999999999999999998 —47¢3 + 3, Genauigkeit: 10727
—40.7031939778686163978949890255¢
406327.000000000000000000000012 406327
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Polynom Nr. 115

f(z) = 2'2 + 3421° + 20528 + 726502° + 11702* + 129622 + 729

Signatur d S; " T
(0,6) 218.1638 {2,163,5} 198 =3 min.
K m4 qi ;Qi P1, - P12 o1, - ,Xg
Q 2 163 5 5
Qapprox Qround : C3 s 627Ti/3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
—1.00000000000000000000000000000

Zp|G)-Basen, p # 2,3
-1

0.499999999999999999999999999985
—0.866025403784438646763723170804¢

—(3, Genauigkeit: 10~%7

0.999999999999999999999999999977

-1

Z-|G]-Basen
—1469.00000000000000000000000000

Z-|G]-Basen
—1469

—609.499999999999999999999999893
+3399.14970985392168854761344535¢

3925(3 + 1353, Genauigkeit: 10724

2714192044834.9999999999999994 2714192044835
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
—4190.00000000000000000000000000 —4190

—1735.99999999999999999999999969
+9694.28836996300621187311717382¢

11194¢3 + 3861, Genauigkeit: 10724

62962987478749.9999999999999985

62962987478750
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KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 116

f(z) = 22 — 32210 + 4502% — 19262% — 125512 + 15941422 + 26569

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 . 1638 {2,163, 13} 128 ~ 6 min.
K m4 qf7 7qi P1, - P12
Q 2 163 13
Qapprox Qround : (3 = e2mi/3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999998

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

0.499999999999999999999999999916
—0.866025403784438646763723170727¢

—(3, Genauigkeit: 10728

—1.00000000000000000000000000001

1

Z-|G]-Basen

Z>|G]-Basen
2797.00000000000000000000000000 5707
854.499999999999999999999999966 T o5

_ 407¢5 + 1058, Genauigkeit: 10

+352.4723393402665292328353304227

127964408523
127964408523.000000000000000001
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
8218.99999999999999999999999999 8219

2509.99999999999999999999999990
+1034.03433211861974423588546566

3243289135537.00000000000000003

11943 + 3107, Genauigkeit: 10724

3243289135537
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Polynom Nr. 117

f(z) = 22 — 62 + 46210 — 16627 + 5412% — 173627 + 663625 — 973425 + 70382 +

81223 + 38622 + 28z + 1

Signatur d Sy h Zeit
(0,6) 218 . 1638 {2,163, 31} 512 ~ 5 min.
K m4 q:i)’7 ’qi p17 7p12
Ay \ /
Q 2 163 31
Qapprox Qround : (3 = e2mif3

Zp|G]-Basen, p # 2,3
0.999999999999999999999999999999

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

—0.499999999999999999999999999992
+0.866025403784438646763723170751¢

(3, Genauigkeit: 10~%°

0.999999999999999999999999999998

1

Z2|G]-Basen
13.0000000000000000000000000000

—30.4999999999999999999999999998
—8660254037844386467637231705601

Z-|G]-Basen
13
—(3 — 31, Genauigkeit: 10727

43379 43379
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
699.999999999999999999999999999 700

159.999999999999999999999999999
17.3205080756887729352744634139:

—728573631.99999999999999999999

20(3 + 170, Genauigkeit: 1026

—728573632
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KAPITEL 4. BEISPIELE

Polynom Nr. 120

f(z) = 22 — 11620 4 57902® — 941462 — 15559672 + 7607641822 + 16999129

Signatur d Sy h Zeit

(0,6) 218.198.316 {2,19,31,7,11} 128 ~ 63 min.
K m* qiﬁ ,qZ p%, ,pg L, - ko ng, ... ,Ny9
Q 2 19 31 7 11

Qapprox Qround : C3 — 627”/3

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1.00000000000000000000000000000

Zp|G)-Basen, p # 2,3
1

0.500000000000000000000000000185
—0.866025403784438646763723170693¢

(3 + 1, Genauigkeit: 10727

0.999999999999999999999999999982

1

Z-|G]-Basen
229.000000000000000000000000000

Z-|G]-Basen
229

261.499999999999999999999999674
—1771.021950739177032631813884311%

—2045(3 — 761, Genauigkeit: 10724

12470898.9999999999999999999998 —41187964171237
Zs3|G]-Basen Zs3|G]-Basen
35383.9999999999999999999999999 35384

90350.0000000000000000000000222
+98020.2193019379037953052433452¢

113184¢3 + 146942, Genauigkeit: 10722

3847557303487.99999999999999993

3847557303488
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