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Einleitung

Die Theorie der Modulformen wurde im 19. Jahrhundert eingeführt und spielt seitdem
eine wichtige Rolle im Bereich der Zahlentheorie.
In der Vergangenheit wurde hierbei unter anderem die Verbindung zwischen Modulfor-
men und elliptischen Kurven untersucht. Diese Verbindung war von zentraler Bedeutung
für den Beweis des letzten Satz von Fermat und findet Ausdruck in dem im Jahr 2001
in [BCDT] bewiesenen Modularitätssatz. Dieser besagt, dass jede rationale elliptische
Kurve modular ist. Somit existiert zu jeder elliptischen Kurve eine Spitzenform vom
Gewicht 2 zur Γ0(N), deren L-Reihe gleich der L-Reihe der elliptischen Kurve ist.
Da eine solche Verbindung bereits zuvor vermutet und für spezielle elliptische Kurven
bekannt war, wurde in der Literatur der Raum der Spitzenformen vom Gewicht 2 zur
Kongruenzuntergruppe Γ0(N) betrachtet. Zur Berechnung dieses Raums stellte sich die
Beschreibung durch sogenannte Modulsymbole als äußerst nützlich heraus.

In der vorliegenden Arbeit wird in Analogie zum Raum der Spitzenformen auf der
oberen Halbebene der Raum H 2

! (B,C)Γ spezieller harmonischer 2-Koketten auf dem
Bruhat-Tits-Gebäude der PGL(3) über Funktionenkörpern betrachtet. Eine Frage ist
hierbei, ob und wie sich die Theorie der Modulsymbole auf diesen Fall übertragen lässt.

Im Rahmen der Einleitung wird zunächst kurz der Raum der Spitzenformen und seine
Beschreibung durch Modulsymbole im klassischen Fall behandelt. Im Anschluss daran
wird erläutert, wie die Theorie der Spitzenformen und Modulsymbole in der Litera-
tur im Fall der Dimension 2 auf Funktionenkörper übertragen wurde. Ausgehend von
diesen Erklärungen kann für den Funktionenkörperfall der Dimension 3 die Analogie
zwischen Spitzenformen und den speziellen harmonischen 2-Koketten aufgezeigt wer-
den. Abschließend werden die Ergebnisse und der Ablauf der Arbeit angegeben.

Klassischer Fall

Eine Modulform vom Gewicht k für eine Kongruenzuntergruppe Γ der SL2(Z) ist eine
holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene

H := {τ ∈ C | Im(τ) > 0} ,

die für alle Elemente
(
a b
c d

)
∈ Γ der Funktionalgleichung

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ)
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Einleitung

genügt und holomorph an den Spitzen ist. Verschwindet sie an den Spitzen, so wird sie
Spitzenform genannt. Als Spitzen werden hierbei die Γ-Äquivalenzklassen der Menge
Q ∪ {∞} bezeichnet.

Wie anfangs erwähnt, ist besonders der endlich-dimensionale Raum der Spitzenformen
vom Gewicht 2 zur Γ0(N) von Interesse. Es zeigt sich, dass dieser Raum von Spitzen-
formen dual zur ersten Homologie der Riemannschen Fläche X0(N) = Γ0(N)\H∗ ist ,
wobei H∗ die erweiterte obere Halbebene H∗ = H ∪Q ∪ {∞} bezeichnet.
Zur Berechnung dieser Homologie erweisen sich, wie in [Cr] erläutert, die von Manin
1972 in [Ma] eingeführten Modulsymbole als äußerst hilfreich. Als Modulsymbole wer-
den hierbei Homologieklassen von Wegen zwischen Γ0(N)-äquivalenten Punkten der
erweiterten oberen Halbebene bezeichnet. Es stellt sich heraus, dass die Gruppe der
Modulsymbole mit Linearkombinationen von Elementen des Quotienten Γ0(N)\SL2(Z)
modulo gewisser Relationen identifiziert werden kann. Diese Darstellung ermöglicht die
Berechnung der Homologie sowie des Raums der Spitzenformen.

Funktionenkörperfall der Dimension 2

Die Theorie der Spitzenformen und Modulsymbole wurde in der Literatur für die Di-
mension 2 auf den Funktionenkörperfall übertragen.

Statt des Rings Z der ganzen Zahlen wird hierbei der Polynomring Fq[T ] über dem
endlichen Körper Fq verwendet. Dem Körper Q der rationalen Zahlen entspricht dann
der rationale Funktionenkörper K := Fq(T ). In Analogie zum Körper R, der Ver-
vollständigung der rationalen Zahlen bezüglich des Absolutbetrags, wird der Körper
K∞ := Fq(( 1

T )), die Komplettierung des rationalen Funktionenkörpers K bezüglich der
Stelle ∞, betrachtet.
Es bleibt zu klären, was in diesem Fall dem Definitionsbereich der Modulformen, der
oberen Halbebene H, entspricht. Auf der klassischen oberen Halbebene H operiert die
Gruppe GL+

2 (R) der invertierbaren Matrizen mit positiver Determinante durch lineare
Transformation, d.h. eine Matrix

(
a b
c d

)
∈ GL+

2 (R) wirkt auf einem Element τ ∈ H
durch (

a b
c d

)
τ :=

aτ + b

cτ + d
.

Aufgrund der Transitivität dieser Operation istH isomorph zum Quotienten der GL+
2 (R)

modulo der Fixgruppe eines Elementes von H, beispielsweise der komplexen Einheit i.
Modulformen können daher als Funktionen auf dem Quotienten

GL+
2 (R)/SO2(R) · R×

aufgefasst werden.
Im Funktionenkörperfall tritt an die Stelle der Gruppe GL+

2 (R) die allgemeine lineare
Gruppe GL2(K∞). In Analogie zu den Modulformen werden spezielle Funktionen auf
dem Quotienten

GL2(K∞)/Γ∞ ·K×∞
betrachtet. Der Quotient GL2(K∞)/Γ∞ ·K×∞ entspricht hierbei der Menge der gerich-
teten Kanten des Bruhat-Tits-Baums T .
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Einleitung

Nach der Wahl des Definitionsbereich bleibt zu erklären, welche Art von Abbildungen
im Funktionenkörperfall der Dimension 2 betrachtet werden.
Wie in [Gel] beschrieben, lässt sich im klassischen Fall der Raum der Spitzenformen
vom Gewicht 2 der Gruppe Γ0(N) mit einem gewissen Raum von automorphen For-
men der Gruppe GL2(AQ) identifizieren. In [Ge] wird in Analogie dazu ein Isomor-
phismus zwischen einem Raum bestimmter automorpher Formen der Gruppe GL2(AK)
und einem Raum H !

1 (T ,C)Γ0(N) spezieller Funktionen auf den gerichteten Kanten des
Bruhat-Tits-Baums angegeben. Die Elemente des Raums H 1

! (T ,C)Γ0(N) sind hierbei
komplexwertige harmonische 1-Koketten, die unter der Operation der Kongruenzunter-
gruppe Γ0(N) invariant sind und nur auf endlich vielen Kanten des Quotientengraphens
Γ0(N)\T Werte ungleich Null annehmen.

Dieser Raum H 1
! (T ,C)Γ0(N) ist, ähnlich wie die Spitzenformen im klassischen Fall, zur

Parametrisierung von elliptischen Kurven überK von Interesse. So lässt sich nach der im
Funktionenkörperfall von Drinfeld bewiesenen Vermutung von Taniyama-Weil durch Be-
trachtung von Hecke-Operatoren auf H 1

! (T ,C)Γ0(N) eine 1-1-Korrespondenz zwischen
Isogenieklassen bestimmter elliptischer Kurven und Neuformen aus H 1

! (T ,C)Γ0(N), die
ein gewisses Verhalten unter Operation der Hecke-Operatoren zeigen, nachweisen.

Der Raum H 1
! (T ,C)Γ0(N) steht, wie in [GR] gezeigt, in Bijektion zur ersten Homologie

des Quotientengraphens Γ0(N)\T . Somit kann jede dieser harmonischen 1-Koketten mit
einem geschlossenen Weg im Quotientengraphen identifiziert werden. Die geschlossenen
Wege wiederum werden von Teitelbaum in seinem 1992 erschienenen Artikel „Modu-
lar symbols for Fq(T )“ [Te] durch Modulsymbole beschrieben. Die Modulsymbole sind
in diesem Fall Linearkombinationen von Elementen der projektiven Geraden P1(K).
Indem Teitelbaum das Verhalten des Bruhat-Tits-Baums T unter Operation arithme-
tischer Untergruppen der GL2(Fq[T ]) näher betrachtet, gelingt es ihm, die Gruppe der
Modulsymbole durch Erzeuger und Relationen zu beschreiben. So erhält er ein hilfrei-
ches Werkzeug, um den Raum H 1

! (T ,C)Γ0(N) und dessen Hecke-Struktur algorithmisch
zu untersuchen.

Funktionenkörperfall der Dimension 3

In Analogie zum Fall der Dimension 2 werden in der vorliegenden Arbeit spezielle
Funktionen, sogenannte harmonische 2-Koketten, auf dem Quotienten

GL3(K∞)/I∞ ·K×∞
betrachtet, die ein gewisses Invarianzverhalten unter der Operation von Kongruenzun-
tergruppen der GL3(Fq[T ]) besitzen. Der Quotient GL3(K∞)/I∞ ·K×∞ kann dabei mit
der Menge der markierten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes B der PGL3(K∞), der
Entsprechung des Bruhat-Tits-Baums im 3-Dimensionalen, identifiziert werden.

Ähnlich zum Fall niedrigerer Dimension kann, wie in [Am] für beliebige Dimension n
nachgewiesen, auch der Raum H 2

! (B,C)Γ der Γ-invarianten harmonischen 2-Koketten
mit endlichem Träger modulo Γ mit einem durch die Darstellungstheorie bestimmten
Raum von automorphen Formen der GL3(AK) identifiziert werden.

Wie auch zuvor ist es das Ziel, eine endliche Basis des Raums H 2
! (B, C)Γ zu bestim-

men. Es stellt sich hierbei die Frage, ob auch in diesem Fall eine Verallgemeinerung von
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Einleitung

Modulsymbolen zur Bestimmung dieses Raums von Nutzen sein könnte. Dabei ist insbe-
sondere zu klären, wie eine solche Verallgemeinerung von Modulsymbolen zu definieren
ist.

Es zeigt sich, dass der Raum H 2
! (B,C)Γ mit einem Raum H!(B,C)Γ von Funktio-

nen auf den nicht-geordneten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes identifiziert wer-
den kann. Basierend auf Untersuchungen der Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes sowie
der Struktur des Quotientenkomplexes wird in der Arbeit zunächst ein Isomorphismus
zwischen H!(B,C)Γ und einem Raum GCΓ spezieller endlicher C-Linearkombinationen
von 2-Simplizes des Quotientenkomplexes Γ\B, sogenannter geschlossener Flächen, her-
geleitet. Zur Bestimmung einer Basis von GCΓ kann auf die Gruppe GZΓ der geschlos-
senen Flächen über Z übergegangen werden. Jede dieser geschlossenen Flächen wird
auf eine Teilsumme spezieller 2-Simplizes reduziert. Die anschließende Zerlegung dieser
Teilsummen in Differenzen von 2-Simplizes des Quotientenkomplexes mit einer spezi-
ellen gemeinsamen Kante motiviert die Definition der Modulsymbole als Differenz von
2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes, die ebenfalls eine gewisse gemeinsame Kante
besitzen. Es erweist sich dabei als sinnvoll, zwei verschiedene Arten von Kanten zu be-
trachten. Ausgehend von diesen Überlegungen werden die Gruppen M1 bzw. M2 der
Modulsymbole erster bzw. zweiter Art eingeführt. Da eine Basis des Raums H!(B,C)Γ

einer Basis eines gewissen Z-Untermoduls der Projektion des Schnittes M1 ∩M2 auf
den Quotientenkomplexen entspricht, liefert die im Anschluss erfolgende Darstellung
der Gruppen M1 bzw. M2 durch Erzeuger und Relationen ein wichtiges Hilfsmittel zur
Bestimmung des Raums H!(B,C)Γ bzw. H 2

! (B,C)Γ.

Wie auch im Fall niedrigerer Dimension können die gewonnenen Erkenntnisse zur Be-
schreibung von H!(B,C)Γ0(N) zur Untersuchung von Hecke-Operatoren genutzt werden.
Mithilfe des zuvor hergeleiteten Isomorphismus zwischen dem Raum H!(B,C)Γ0(N) der
Γ0(N)-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten mit endlichem Träger mo-
dulo Γ0(N) und dem Raum GCΓ0(N) der geschlossenen Flächen über C wird die Theorie
der Hecke-Operatoren auf den Raum der geschlossenen Flächen übertragen. Dies ermög-
licht die Bestimmung von Abbildungsmatrizen der Hecke-Operatoren auf H!(B,C)Γ0(N)

durch die Auswertung auf den geschlossenen Flächen.

Die Verfahren zur Bestimmung von Basen von GCΓ sowie zur Berechnung von Hecke-
Operatoren wurden für den Fall Γ = Γ0(N) mit irreduziblem Polynom N in Mathe-
matica 8 umgesetzt und finden sich als Datei in der Anlage. Der Schwerpunkt dieser
Arbeit liegt jedoch auf den theoretischen Grundlagen. Es wird daher nicht der Anspruch
erhoben, dass die vorgestellten Verfahren bzw. deren praktische Umsetzung optimiert
sind.
Im Anhang der Arbeit werden für verschiedene Werte q und verschiedene irreduzible
Polynome N die entsprechenden durch diese Verfahren bestimmten Basen sowie Bei-
spiele für Abbildungsmatrizen von Hecke-Operatoren aufgeführt. Durch Betrachtung
genügend vieler Hecke-Operatoren gelingt es, eine Zerlegung von H!(B,C)Γ in unter
Hecke-Algebra invariante Unterräume über Q anzugeben.
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Einleitung

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel werden die für den weiteren Verlauf benötigten Ergebnisse der Arbeit
„Zu Bruhat-Tits-Gebäuden der GL(3) über Funktionenkörpern“ [Mü] zusammengestellt
und ergänzt. Nach Einführung der nötigen Notationen kann das Bruhat-Tits-Gebäude
B als Simplizialkomplex definiert und eine Repräsentation der Simplizes als Äquivalenz-
klassen von Matrizen der GL3(K∞) angegeben werden. Für die anschließende Betrach-
tung der Operation von Kongruenzuntergruppen Γ auf B werden Ergebnisse der Arbeit
[Mü] aufgegriffen. In dieser wurde nachgewiesen, dass ausgehend von einem Vertreter-
system von Γ\GL3(Fq[T ]) der Quotientenkomplex Γ\B in endlicher Zeit algorithmisch
bestimmt werden kann. Den Abschluss des Kapitels bilden Aussagen über die Struktur
des Bruhat-Tits-Gebäudes B und des Seitenkomplexes Γ\B, welche Art und Anzahl von
Nachbarsimplizes verschiedener Simplizes beschreiben.

Zu Beginn des zweiten Kapitels wird ausgehend von der Arbeit [Sh] der Raum H k
! (B,C)Γ

der Γ-invarianten harmonischen k-Koketten mit endlichem Träger modulo Γ definiert.
Im Fall k = dim(B) = 2 kann jedes Element aus H 2

! (B,C)Γ eindeutig mit einer
Funktion auf den nicht-geordneten 2-Simplizes S2(B) identifiziert werden. Der Raum
H!(B,C)Γ dieser Funktionen wird als Menge der ungeordneten Γ-invarianten harmoni-
schen 2-Koketten mit endlichem Träger modulo Γ bezeichnet. Mittels der in Kapitel 1
gewonnenen Strukturaussagen kann nachgewiesen werden, dass der Träger jeder Funk-
tion ϕ aus H!(B,C)Γ in einem Bereich S2(Bn) liegt. Der Unterkomplex Bn ist dabei
nicht von der Funktion ϕ, sondern allein vom Grad n des minimalen normierten Po-
lynoms N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ abhängig. Weiter ist der Quotient Γ\Bn endlich.
Aus der Existenz dieser Obermenge des Träger jeder Funktion aus H!(B,C)Γ folgt die
Endlich-Dimensionalität von H!(B,C)Γ.

Die Γ-Invarianz der Funktionen aus H!(B,C)Γ ermöglicht es zu Anfang des dritten Ka-
pitels, jeder dieser Funktionen genau eine Funktion auf den 2-Simplizes S2(Γ\B) des
Quotientenkomplexes Γ\B zuzuordnen. Anschließend wird jede dieser Funktionen mit
genau einer Abbildung auf S2(Γ\B) mit vereinfachter Harmonizitätsbedingung identifi-
ziert. Ist ϕ eine solche Funktion mit vereinfachter Harmonizitätsbedingung, so wird ihr
eindeutig eine endliche C-Linearkombination von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) zugeordnet,
indem als Koeffizient des 2-Simplex [s] der Funktionswert ϕ([s]) verwendet wird. Diese
C-Linearkombinationen von Elementen aus S2(Γ\B) lassen sich als Kern einer Abbil-
dung δC, welche einem 2-Simplex aus S2(Γ\B) die Summe seiner Kanten zuordnet,
beschreiben und werden im weiteren Verlauf der Arbeit als Gruppe GCΓ der geschlosse-
nen Flächen über C bezeichnet. Die Eigenschaft, dass die Summe der an einer Kante
anliegenden 2-Simplizes gleich Null ist, wird dabei Geschlossenheitsrelation genannt.
Zur Bestimmung einer Basis von GCΓ wird anschließend die Einschränkung von δC auf
die Menge ZS2(Γ\Bn) betrachtet, deren Kern GZΓ als Gruppe der geschlossenen Flächen
über Z bezeichnet wird. Jede Basis von GZΓ ist zugleich eine Basis von GCΓ und liefert
mittels des in diesem Kapitel gewonnenen Isormorphismus zwischen H!(B,C)Γ und GCΓ
eine Basis von H!(B,C)Γ.

Im ersten Abschnitt des vierten Kapitels kann durch Analyse des Aufbaus der Ele-
mente aus GZΓ eine Abbildung Υ definiert werden, die jeder Z-Linearkombination von
2-Simplizes aus SC2(Γ\Bn) vom Niveau C2 derart ein Element aus ZS2(Γ\Bn) zuordnet, so

7



Einleitung

dass GZΓ im Bild von Υ enthalten ist. Die Aufgabe der Bestimmung einer Basis von GZΓ
wird somit auf die Bestimmung einer Basis des Urbildes U = Υ−1(GZΓ) zurückgeführt.
Im weiteren Verlauf des Kapitels werden genau Bedingungen angegeben, unter welchen
ein Element aus ZSC2 (Γ\Bn) unter Υ auf eine geschlossene Fläche abgebildet wird. Auf-
grund dieser Kriterien werden diejenigen Elemente von ZSC2 (Γ\B) betrachtet, welche die
Geschlossenheitsrelation an den Kanten vom Niveau C10 bzw. C12 erfüllen. Es zeigt sich,
dass jedes dieser Elemente als Summe von Differenzen von jeweils zwei Simplizes mit
gemeinsamer Kante vom Niveau C10 bzw. C12 darstellbar ist. Dies motiviert die Unter-
suchung der GruppeM1 bzw.M2 der Summe von Differenzen von 2-Simplizes aus S2(B)
mit gemeinsamer Kante vom Niveau C10 bzw. C12, den sogenannten Modulsymbolen,
sowie der größten unter Γ invariante Quotienten MΓ

1 bzw. MΓ
2 von M1 bzw. M2. Die

Projektion dieser Quotienten auf den Quotientengraphen entsprechen gerade der Menge
der Elemente aus ZSC2 (Γ\Bn), die an den Kanten C10 bzw. C12 der Geschlossenheitsre-
lation genügen. Die Quotienten MΓ

1 bzw. MΓ
2 werden anschließend durch die Gruppe

Z[Γ\GL3(Fq[T ])] modulo gewisser Relationen repräsentiert. Abschließend werden die
Resultate des Abschnittes für den Fall Γ = Γ0(N) aufgeführt.

Nachdem im vorigen Kapitel die Bestimmung des Urbildes U theoretisch behandelt wur-
de, wird im fünften Kapitel erläutert, wie ausgehend von einem Vertretersystem von
Γ\GL3(Fq[T ]) algorithmisch in endlich vielen Schritten eine Basis der Gruppe U berech-
net werden kann. Hierbei wird auf die programmiertechnische Umsetzung eingegangen
und einzelne Zwischenschritte werden an einem Beispiel illustriert.

Im sechsten Kapitel wird der Raum H!(B,C)Γ mittels des Petersson-Skalarproduktes zu
einem unitären Raum ergänzt. Auf diesem Raum werden anschließend spezielle Endo-
morphismen, sogenannte Doppelnebenklassenoperatoren, auf H!(B,C)Γ eingeführt und
ihre Adjungierten bezüglich des Petersson-Skalarproduktes bestimmt. Die im Kapitel
3 nachgewiesene Dualität zwischen H!(B,C)Γ und GCΓ ermöglicht es, das Konzept der
Doppelnebenklassenoperatoren auf die Gruppe GCΓ der geschlossenen Flächen zu über-
tragen. Im Anschluss wird für den Fall Γ = Γ0(N) eine von speziellen Doppelneben-
klassenoperatoren erzeugte C-Algebra, die Hecke-Algebra, betrachtet, deren Elemente
als Hecke-Operatoren bezeichnet werden. Neben dem Nachweis der Kommutativität
der Hecke-Algebra wird gezeigt, dass die Adjungierte jedes Hecke-Operators wieder ein
Element der Hecke-Algebra ist. Folglich ist jeder Hecke-Operator normal.

Gegenstand des siebten Kapitels ist die praktische Bestimmung von Hecke-Operatoren
für den Fall irreduzibler Polynome N ∈ Fq[T ]. Ausgehend von einer Basis BU des Ur-
bildes U kann in endlich vielen Schritten eine Abbildungsmatrix des gewählten Hecke-
Operators bezüglich der zur Basis BU gehörenden Basis Υ(BU ) von GZΓ berechnet wer-
den. Zum Abschluss wird das in Kapitel 5 verwendete Beispiel fortgesetzt.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

Das erste Kapitel widmet sich der Definition und Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes,
dessen Beschreibung durch Äquivalenzklassen von Matrizen, sowie dessen Verhalten
unter Operation gewisser Untergruppen der GL3(Fq[T ]). In weiten Teilen beruht dieser
Abschnitt auf den Erkenntnissen von [Geb] sowie meiner 2010 verfassten Diplomarbeit
„Zu Bruhat-Tits-Gebäuden der GL(3) über Funktionenkörpern“ [Mü]. An einigen Stellen
wurden die Aussagen ergänzt.

1.1 Definition des Bruhat-Tits-Gebäudes

Wir beginnen mit einigen Notationen. Sei p eine Primzahl und

k := Fq

der Körper mit q = pn Elementen und Charakteristik p. Weiter sei

K := Quot(Fq[T ])

der zum Polynomring über Fq gehörende Quotientenkörper.
Auf diesem definieren wir durch

v∞ : K → Z ∪ {∞}
f

g
7→ degT (g)− degT (f)

die zur Stelle ∞ gehörende normierte Bewertung. Als Primelement wählen wir 1
T , wel-

ches wir zukünftig mit

π∞ :=
1

T

bezeichnen werden. Die Komplettierung von K bezüglich dieser Bewertung ist durch

K∞ := Fq((π∞))

gegeben.
Mit

O∞ := {x ∈ K∞ | v∞(x) ≥ 0} = Fq[[π∞]]

11



1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

bezeichnen wir den zugehörigen Bewertungsring, dessen Einheitengruppe

O×∞ = {x ∈ O∞ | v∞(x) = 0}

ist.
In der folgenden Definition betrachten wir freie O∞-Moduln vom Rang r ∈ N.

Definition 1.1 Sei (b1, . . . , br) eine Basis des Kr
∞. Dann heißt der freie O∞-Modul

〈b1, . . . , br〉O∞ = b1O∞ ⊕ . . .⊕ brO∞

Gitter in Kr
∞.

Auf der Menge der Gitter können wir eine Operation vonK×∞ betrachten. Für ein Gitter
L = 〈b1, . . . , br〉O∞ und ein Element x ∈ K×∞ sei hierzu

xL := 〈xb1, . . . , xbr〉O∞ .

Die folgende Definition beschäftigt sich mit den unter dieser Operation auftretenden
Äquivalenzen.

Definition 1.2 Zwei Gitter L1 und L2 heißen äquivalent, wenn ein x ∈ K×∞ existiert
mit

xL1 = L2.

Die Äquivalenzklasse eines Gitters L unter der Operation von K×∞ heißt Gitterklasse
von L und wird mit

[L] :=
{
xL | x ∈ K×∞

}
bezeichnet.

Bevor wir das Bruhat-Tits-Gebäude einführen können, benötigen wir noch den Begriff
des Simplizialkomplexes.

Definition 1.3 Ein Simplizialkomplex D = (V,S) besteht aus einer Menge V sowie
aus einer Menge S von endlichen nicht-leeren Teilmengen von V, so dass die folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

(i) Jede einelementige Teilmenge aus V gehört zu S.

(ii) Falls s ∈ S und t ⊆ s eine nicht-leere Teilmenge von s ist, so gilt t ∈ S.

Die Elemente aus V heißen Knoten, die Elemente aus S heißen Simplizes.
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1.1 Definition des Bruhat-Tits-Gebäudes

Die Knotenmenge eines Simplizialkomplexes D werden wir im weiteren Verlauf der
Arbeit mit V(D) sowie die Simplexmenge mit S(D) bezeichnen.

Die in einem Simplizialkomplex enthaltenen Simplizes können durch ihre Mächtigkeit
kategorisiert und so zusammengefasst werden. Dies ermöglicht es, einen Begriff der Di-
mension für Simplizialkomplexe zu definieren.

Definition 1.4 Sei D = (V,S) ein Simplizialkomplex und s ein Simplex aus D. Die
Dimension von s ist definiert durch

dim (s) := |s| − 1.

Simplizes mit Dimension i heißen i-Simplizes und werden in der Menge Si(D) zusam-
mengefasst.
Das Supremum der Dimensionen aller Simplizes aus D

dim (D) := sup {dim (s) | s ∈ S(D)}

definiert die Dimension des Simplizialkomplexes D.

Simplizes der Dimension 1 werden im Weiteren auch als Kanten bezeichnet.
Es wurden nun alle benötigten Begriffe eingeführt, um das Bruhat-Tits-Gebäude der
PGLr(K∞) zu definieren.

Definition 1.5 Sei r ∈ N. Der Simplizialkomplex B = (V,S) mit der Knotenmenge

V = {[L] | L O∞-Gitter in Kr
∞}

und der Simplexmenge

S =
{
{[L0], . . . , [Lk]} | für i ∈ {0, . . . , k} ∃L̃i ∈ [Li] : L̃0 ) L̃1 ) . . . ) L̃k ) π∞L̃0

}
heißt Bruhat-Tits-Gebäude der PGLr(K∞).

Für das Bruhat-Tits-Gebäude B der PGLr(K∞) lässt sich leicht nachweisen, dass jeder
Simplex aus S(B) maximal Dimension r−1 besitzt. Es gilt somit dim(B) = r−1. Daher
nennen wir B auch Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension r − 1.

Betrachten wir die Definition der Simplizes in S(B) genauer, so erkennen wir, dass durch
die Inklusionskette

L̃0 ) L̃1 ) . . . ) L̃k ) π∞L̃0

bereits eine gewisse Anordnung der Gitterklassen eines Simplex gegeben ist. Da jedoch
aus dieser Inklusionskette für jedes i ∈ {1, . . . , k} die Inklusionen

L̃i ) . . . L̃k ) π∞L̃0 ) . . . ) π∞L̃i

folgen, ist diese nicht eindeutig. Erst die Auswahl der ersten Gitterklasse führt zu einer
eindeutigen Anordnung der Knoten. Diese Überlegungen führen uns zu der Definition
der sogenannten markierten Simplizes, welche im Gegensatz zu den bisher betrachteten
Simplizes nicht als einfache Knotenmengen sondern als Tupel aufgefasst werden.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

Definition 1.6 Seien L0, . . . , Lk O∞-Gitter mit L0 ) . . . ) Lk ) π∞L0. Dann heißt
das Tupel ([L0], . . . , [Lk]) markierter k-Simplex in B. Die Menge der markierten k-
Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes bezeichnen wir mit Smk (B).

Die markierten Simplizes gleicher Dimension lassen sich durch die Dimension der Quo-
tienten der in der Inklusionskette auftretenden Gitter weiter klassifizieren. Diese Eintei-
lung ist Bestandteil der nächsten Definition und wird im nächsten Kapitel zur Definition
der uns interessierenden Funktionen benötigt.

Definition 1.7 Seien L0, . . . , Lk O∞-Gitter mit L0 ) L1 ) . . . ) Lk ) π∞L0. Der
Typus des markierten Simplex s = ([L0], . . . , [Lk]) ist definiert durch

Typus(s) = (dim(L0/L1), . . . ,dim(Lk/π∞L0)).

Die Menge der markierten Simplizes mit Dimension i mit Typus (d1, . . . , di) bezeichnen
wir mit S(d1,...,di)

i (B).
Für die Summe der Elemente des Typus eines Simplex s = ([L0], . . . , [Lk]) ergibt sich

dim(L0/L1) + . . .+ dim(LK/π∞L0) = r.

Somit besitzt jeder Knoten den Typus (r) sowie jeder r-Simplex den Typus (1, . . . , 1).

1.2 Beschreibung von B durch Äquivalenzklassen
von Matrizen

Das Hauptaugenmerk der Arbeit liegt auf dem Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension 2.
Für den Rest des Kapitels bezeichne daher B das Bruhat-Tits-Gebäude der PGL3(K∞).
Zu Beginn dieses Abschnittes führen wir einige Standardobjekte von B ein.

Definition 1.8 Sei (e1, e2, e3) die Standardbasis des K3
∞. Es seien

(i) C00 := [〈e1, e2, e3〉O∞ ] der nullte Standardknoten,

(ii) C01 := [〈e1, e2, π∞e3〉O∞ ] der erste Standardknoten,

(iii) C02 := [〈e1, π∞e2, π∞e3〉O∞ ] der zweite Standardknoten,

(iv) C10 := {C00, C01} , C11 := {C01, C02} , C12 := {C02, C00} die Standardkanten,

(v) C2 := {C00, C01, C02} der Standard-2-Simplex,

(vi) Cm2 := (C00, C01, C02) der markierte Standard-2-Simplex.
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1.2 Beschreibung von B durch Äquivalenzklassen von Matrizen

Ziel dieses Abschnittes ist die Angabe einer Bijektion zwischen den Mengen Si(B) bzw.
Smi (B) und Äquivalenzklassen von Matrizen der GL3(K∞). Hierzu führen wir zunächst
eine Abbildung ein, welche jeder Matrix aus GL3(K∞) einen markierten 2-Simplex
zuordnet.

Definition 1.9 Wir definieren die Abbildung

Θm
2 : GL3(K∞)→ Sm2 (B)

durch

Θm
2 (B) := ([〈b1, b2, b3〉O∞ ] , [〈b1, b2, π∞b3〉O∞ ] , [〈b1, π∞b2, π∞b3〉O∞ ]) ,

wobei b1, b2 und b3 die Spalten von B bezeichnen.

Bilden wir unter Θm
2 die Einheitsmatrix ab, so erhalten wir den markierten Standard-

simplex Cm2 aus Definition 1.8.
Analog können wir für i ∈ {0, 1, 2} Abbildungen

Θi : GL3(K∞)→ Si(B)

einführen, welche jeweils der Einheitsmatrix den entsprechenden Standard-Simplex C00,
C10 bzw. C2 zuordnen.
Das nächste Lemma zeigt, dass jeder Simplex aus Sm2 (B) mittels Θm

2 durch eine Matrix
aus GL3(K∞) beschrieben werden kann. Eine solche Matrix werden wir zukünftig als
Basis des Simplex bezeichnen.

Lemma 1.10 Die Abbildung Θm
2 ist surjektiv.

Beweis: Siehe [Mü].
�

Da jeder Knoten sowie jede Kante als Seite eines markierten 2-Simplex auftritt, lässt
sich dieses Ergebnis auf die Abbildungen Θ0,Θ1 und Θ2 übertragen.
Wir haben bisher surjektive Zuordnungen zwischen Matrizen der GL3(K∞) und den
Simplizes des Bruhat-Tits-Gebäudes beschrieben, welche jedoch nicht injektiv sind. Um
festzustellen, welche Matrizen auf gleiche Simplizes abgebildet werden, betrachten wir
die Operation der GL3(K∞) auf den Simplizes.
Sei L ein O∞-Gitter mit Basis B = (b1, b2, b3) und g ∈ GL3(K∞). Dann sei

gL = g〈b1, b2, b3〉O∞ := 〈gb1, gb2, gb3〉O∞

das Gitter mit Basis gB. Durch

g {[L0], . . . , [Lk]} := {[gL0], . . . , [gLk]}
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

führen wir die Operation auf der Menge der Simplizes fort.
Für jede Abbildung Θ ∈ {Θ0,Θ1,Θ2,Θ

m
2 } sowie Matrizen g,B ∈ GL3(K∞) gilt die

Gleichheit
gΘ(B) = Θ(gB).

Aus der Surjektivität von Θ folgt daher die Transitivät der Operation von GL3(K∞)
auf Si(B) bzw. Sm2 (B). Aufgrund der Bahnengleichung folgt somit die Isomorphie

GL3(K∞)/FixGL3(K∞)(Θ
((

1 0 0
0 1 0
0 0 1

))
) ' Im(Θ).

Die entsprechenden Fixgruppen der Standardsimplizes wurden in [Geb] bzw. [Mü] be-
stimmt. Wir möchten jedoch an dieser Stelle einige der in den Fixgruppen auftretenden
Gruppen und Elemente erklären sowie auf den Zusammenhang der Fixgruppen der
Standard-Simplizes C2 und Cm2 eingehen.

Die in den folgenden Definitionen genannten Gruppen sind Bestandteile der in [Mü]
bestimmten Fixgruppen des markierten Standard-2-Simplex bzw. der Standardkante
C10.

Definition 1.11

(i) Die Gruppe

I :=

M ∈ GL3(O∞) | M ≡

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 0 ∗

 mod π∞


heißt Standard-Iwahorigruppe.

(ii) Die Gruppe

P1 :=

M ∈ GL3(O∞) | M ≡

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 mod π∞


heißt erste Standard-Parahorigruppe.

Weiter existiert eine zweite Standard-Parahorigruppe, welche ein Bestandteil der Fix-
gruppe der zweiten Standardkante ist. Diese werden wir jedoch im Weiteren nicht be-
nötigen.

Wir möchten an dieser Stelle zudem den Zusammenhang der Fixgruppe des markier-
ten Standard-2-Simplex Cm2 und der Fixgruppe des ungeordneten Standard-2-Simplex
C2 erläutern. Hierfür betrachten wir, wie aus einer Basis B = (b1, b2, b3) eines unge-
ordneten 2-Simplex s Basen der drei markierten 2-Simplizes s1, s2 und s3 mit gleicher
Knotenmenge gewonnen werden können. Diese Simplizes sind gegeben durch

s1 = ([〈b1, b2, b3〉], [〈b1, b2, π∞b3〉], [〈b1, π∞b2, π∞b3〉]),
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1.2 Beschreibung von B durch Äquivalenzklassen von Matrizen

s2 = ([〈b1, b2, π∞b3〉], [〈b1, π∞b2, π∞b3〉], [〈b1, b2, b3〉]),
= ([〈π∞b3, b1, b2〉], [〈π∞b3, b1, π∞b2〉], [〈π∞b3, π∞b1, π∞b2〉]),

s3 = ([〈b1, π∞b2, π∞b3〉], [〈b1, b2, b3〉], [〈b1, b2, π∞b3〉])
= ([〈π∞b2, π∞b3, b1〉], [〈π∞b2, π∞b3, π∞b1〉], [〈π∞b2, π2

∞b3, π∞b1〉]).

Für

R :=

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0


besitzen s1, s2 bzw. s3 die Basen B,BR bzw. BR2. Da R3 = π∞

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
gilt, erhalten

wir durch eine weitere Multiplikation der Matrix R die Matrix Bπ∞, welche wieder den
markierten 2-Simplex s1 ergibt. Somit überführt die Matrix R die Basen markierter
2-Simplizes mit gleicher Knotenmenge ineinander. Mithilfe dieser Überlegungen lässt
sich aus FixGL3(K∞)(Cm2 ) = IK×∞ die Gleichheit FixGL3(K∞)(C2) = 〈R〉IK×∞ folgern.

Die in [Mü] gewonnene Kenntnis der Fixgruppen führt uns zu der zuvor erwähnten
Abbildung zwischen Matrizenklassen und Simplizes.

Satz 1.12 Die Abbildungen

GL3(K∞)/GL3(O∞)K×∞ → V(B)

g ·GL3(O∞)K×∞ 7→ g · C00,

GL3(K∞)/P1 ·K×∞ → S1(B)

g · P1K
×
∞ 7→ g · C10,

GL3(K∞)/〈R〉IK×∞ → S2(B)

g · 〈R〉IK×∞ 7→ g · C2.

GL3(K∞)/IK×∞ → Sm2 (B)

g · IK×∞ 7→ g · Cm2 .

sind bijektiv.

Beweis: Siehe [Mü].
�

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir Simplizes teils nur durch die entsprechen-
den Matrizenklassen bzw. Vertreter angeben. Vertretersysteme dieser Äquivalenzklassen
sind in der zu Anfang des Kapitels erwähnten Arbeit [Mü] zu finden.

Auch die markierten Kanten lassen sich durch Äquivalenzklassen von Matrizen be-
schreiben, jedoch muss hierbei nach dem Typus unterschieden werden. Dies ist nötig,
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

da die Operation der GL3(K∞) den Typus eines Simplex unverändert lässt und somit
die Gruppe nicht transitiv auf der Menge der markierten Kanten operiert. Da jeder
ungeordnete Kante aus S1(B) eindeutig sowohl eine markierte Kante mit Typus (1, 2)
als durch Vertauschen der Knoten auch eine Kante mit Typus (2, 1) zugeordnet werden
kann, steht S1(B) sowohl zu S(1,2)

1 (B) als auch zu S(2,1)
1 (B) in Bijektion.

Satz 1.13 Die Abbildungen

GL3(K∞)/P1 ·K×∞ → S(1,2)
1 (B)

g · P1 ·K×∞ 7→ g · (C00, C01),

GL3(K∞)/P1 ·K×∞ → S(2,1)
1 (B)

g · P1 ·K×∞ 7→ g · (C01, C00)

sind bijektiv.

Beweis: Siehe [Mü].
�

1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Wie bereits zu Beginn erwähnt, wurde auch das Verhalten des Bruhat-Tits-Gebäudes
unter Operation gewisser Gruppen in [Mü] untersucht, den sogenannten Kongruenzun-
tergruppen, welche in der folgenden Definition erklärt werden.

Definition 1.14 Sei N ein Polynom in Fq[T ] . Die Hauptkongruenzuntergruppe Γ(N)
sei der Kern der komponentenweisen Reduktionsabbildung

GL3(Fq[T ]) −→ GL3(Fq[T ]/(N))

und somit
Γ(N) =

{
γ ∈ GL3(Fq[T ])) | γ ≡

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
( mod N)

}
.

Eine Untergruppe von GL3(Fq[T ]), die Γ(N) für ein N ∈ Fq[T ] enthält, heißt Kongru-
enzuntergruppe.

Im späteren Verlauf der Arbeit werden wir spezielle Kongruenzuntergruppen der Form

Γ0(N) :=
{
γ ∈ GL3(Fq[T ]) | γ ≡

(
a b c
0 e f
0 0 i

)
( mod N)

}
mit a, b, c, e, f, i ∈ Fq[T ] betrachten.
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Die Kongruenzuntergruppen sollen hierbei, wie im vorigen Abschnitt für GL3(K∞) er-
klärt, durch Linksmultiplikation operieren. Die Menge der Äquivalenzklassen der Sim-
plizes unter Operation einer Kongruenzuntergruppe bezeichnen wir zukünftig mit Γ\B.
Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden wir diese Äquivalenz genauer untersu-
chen.

In [Geb] wurde zunächst die größtmögliche Kongruenzuntergruppe, die GL3(Fq[T ]),
betrachet. Es zeigt sich, dass der Quotient GL3(Fq[T ])\B in Bijektion zu einem Un-
terkomplex von B steht, der sogenannten Standardweylkammer, welche im Folgenden
definiert wird.

Definition 1.15 Der bezüglich Inklusion maximale Unterkomplex W von B mit

V(W) =
{

[j, k] := [〈e1, π
j
∞e2, π

k
∞e3〉O∞ ] | j, k ∈ N0, j ≤ k

}
heißt Standardweylkammer.

Zu einer Basis B = (b1, b2, b3) bezeichnen wir analog den maximalen UnterkomplexWB

mit
V(WB) :=

{
[〈b1, πj∞b2, πk∞b3〉O∞ ] | j, k ∈ N0, j ≤ k

}
als Weylkammer zu B.

Nach voriger Argumentation gilt die Gleichheit

S(B) =
⋃

g∈GL3(Fq [T ])

gS(W)

mit gS(W) := {gw | w ∈ S(W)}. Das Bruhat-Tits-Gebäude entspricht also den Über-
lagerungen der Weylkammern gW := (gV(W), gS(W)).
Wir werden daher im Folgenden vermehrt die Standardweylkammer betrachten. Be-
ginnen werden wir mit der Einführung einer Quasiordnung auf den Simplizes von W.
Mittels der natürlichen Ordnung auf N0 können wir zunächst eine Halbordnung auf den
Knoten der Standardweylkammer W definieren.

Definition 1.16 Seien [j, k], [̃j, k̃] ∈ V(W) zwei 0-Simplizes. Gilt [j, k] = [̃j, k̃], so
heißen die Knoten [j, k] und [̃j, k̃] gleich bezüglich W. Sind [j, k] und [̃j, k̃] verschieden,
so heißt der Knoten [j, k] kleiner bezüglich W als [̃j, k̃], falls j ≤ j̃, k ≤ k̃ und j̃ − j ≤
k̃ − k gilt. Wir schreiben [j, k] <W [̃j, k̃].

Wir möchten diese Ordnung auf Simplizes aus W mit höherer Dimension erweitern.
Hierfür definieren wir für einen Knoten [j, k] ∈ V(W) die Menge

W≥([j, k]) :=
{

[̃j, k̃] ∈ V(W) | [j, k] ≤W [̃j, k̃]
}
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

der bezüglich W größergleichen Knoten. Durch

W≥({v0, . . . , vr}) :=
r⋃
i=0

W≥(vi)

können wir auch für Simplizes höherer Dimension die Menge der bezüglich W größer
gleichen Knoten definieren. Wir veranschaulichen die Menge W≥(t) am Beispiel der
Kante t = {[1, 4], [2, 4]}.

Abb. 1.1: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der Menge W≥({[1, 4], [3, 4]})

Diese Menge ermöglicht uns die Übertragung der Halbordnung ≤W auf alle ungeordne-
ten Simplizes der Standardweylkammer.

Definition 1.17 Seien s, s̃ ∈ S(W). Der Simplex s heißt kleiner bezüglich W als s̃,
wenn

W≥(s̃) (W≥(s)

gilt. Wir schreiben dann s <W s̃. Gilt

W≥(s̃) =W≥(s),

so sagen wir, dass s und s̃ bezüglich W gleich sind.

Im Gegensatz zur zuvor definierten Halbordnung auf den Knoten von W, handelt es
sich bei der Relation ≤W auf S(W) lediglich um eine Quasiordnung.

Nachdem wir zuvor die Operation der GL3(Fq[T ]) betrachtet haben, untersuchen wir
im Weiteren die Operation einer beliebigen Kongruenzuntergruppe Γ. Da für g1, g2 ∈
GL3(Fq[T ]) aus Γg1 = Γg2 für alle w ∈ W die Gleichheit Γgw1 = Γgw2 und somit auch

Γg1W = Γg2W
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folgt, muss nur noch untersucht werden, welche Simplizes der Menge
⋃
x∈X xS(W) für

ein Vertretersystem X der Menge Γ\GL3(Fq[T ]) äquivalent sind. Im folgenden Lemma
geben wir ein Vertretersystem bezüglich der Hauptkongruenzuntergruppe an.

Lemma 1.18 Die Menge

X(N) = {A ∈ GL3(Fq[T ]) | deg(aij) < deg(N) für 1 ≤ i, j ≤ 3}

ist ein vollständiges Vertretersystem der Γ(N)\GL3(Fq[T ]).

Beweis: Siehe [Geb].
�

Aus der Endlichkeit des Körpers Fq folgt auch die Endlichkeit des Vertretersystems.
Da jede Kongruenzuntergruppe eine Hauptkongruenzuntergruppe Γ(N) enthält, ist ein
Vertretersystem bezüglich dieser Kongruenzuntergruppe in X(N) enthalten und daher
ebenfalls endlich. Es bleiben also nur endlich viele Überlagerungen von Weylkammern
zu untersuchen.

Da Γ eine Teilmenge der GL3(Fq[T ]) ist, können zwei Simplizes offensichtlich nur dann
modulo Γ äquivalent sein, falls sie bereits unter der Operation der GL3(Fq[T ]) zusam-
mengefallen sind. Um diejenigen Simplizes zu kennzeichnen, die unter der GL3(Fq[T ])
äquivalent sind, führen wir den Begriff des Niveaus ein.

Definition 1.19 Sei w ∈ S(W). Ein Simplex s aus B hat Niveau w, falls s in der Bahn
von w unter GL3(Fq[T ]) liegt. Man schreibt

Niveau(s) = w.

Somit können nur Simplizes gleichen Niveaus unter der Operation von Γ miteinander
identifiziert werden.

Der Begriff des Niveaus ermöglicht die Übertragung der zuvor definierten Quasiordnung
≤W auf den gesamten Simplizialkomplex.

Definition 1.20 Seien s, s̃ ∈ S(B). Wir sagen, s ist bezüglich W kleiner als s̃, wenn

Niveau(s) <W Niveau(s̃)

gilt.

Weiter ist es uns mittels des Niveaus möglich, im nächsten Satz ein genaues Kriterium
anzugeben, wann zwei Simplizes aus S(B) unter der Operation von Γ äquivalent sind.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

Satz 1.21 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]) und X ein Vertretersys-
tem von Γ\GL3(Fq[T ]). Dann sind zwei Simplizes x1w, x2w ∈ S(B) für x1, x2 ∈ X
und w ∈ S(W) genau dann unter Γ äquivalent, wenn ein g ∈ FixGL3(Fq [T ])(w) mit
x2gx

−1
1 ∈ Γ existiert.

Beweis: Siehe [Mü].
�

Die Fixgruppen der Knoten der Standardweylkammer W unter der Operation der
GL3(Fq[T ]) wurden in [Geb] bestimmt. Die Fixgruppe eines Simplex aus W unter der
Operation der GL3(Fq[T ]) erhalten wir als Schnitt der Fixgruppen seiner Knoten.

Lemma 1.22 Sei [j, k] ∈ V(W). Dann gilt

FixGL3(Fq [T ])([j, k]) =



GL3(Fq), falls 0 = j = k,

∗ ∗ {k}∗ ∗ {k}
0 0 ∗

 , falls 0 = j < k,

∗ {j} {j}0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 , falls 0 < j = k,

∗ {j} {k}
0 ∗ {k − j}
0 0 ∗

 , falls 0 < j < k,

wobei ∗ {i} {j}0 ∗ {k}
0 0 ∗


die Menge aller Matrizen in GL3(Fq[T ]) bezeichnet, deren Einträge die folgenden Be-
dingungen erfüllen:

∗ : Eintrag aus Fq,
{i} : Eintrag aus Fq[T ] mit Grad in T kleiner oder gleich i.

Beweis: Siehe [Geb].
�

Der vorherige Satz hat gezeigt, dass im Fall FixGL3(Fq [T ])(w) ⊆ FixGL3(Fq [T ])(w̃) aus
der Äquivalenz der Simplizes x1w und x2w auch immer die Äquivalenz der Simplizes
x1w̃ und x2w̃ folgt. Dies motiviert die Einführung einer weiteren Quasiordnung auf den
Simplizes.
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Definition 1.23 Seien s, s̃ ∈ S(B). Der Simplex s heißt kleiner bezüglich der Fixgruppe
als s̃, falls

FixGL3(Fq [T ])(Niveau(s)) ( FixGL3(Fq [T ])(Niveau(s̃))

gilt. Wir schreiben dann s <F s̃. Gilt

FixGL3(Fq [T ])(Niveau(s)) = FixGL3(Fq [T ])(Niveau(s̃)),

so heißt s bezüglich der Fixgruppe gleich s̃.

Eine Untersuchung der Fixgruppen liefert erste Aussagen über die neu eingeführte Ord-
nung.

Lemma 1.24 Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Seien s, t ∈ S(W). Existiert zu jedem Knoten vt von t ein Knoten vs von s mit
vs ≤F vt, so ist s bezüglich der Fixgruppe kleiner gleich als t.

(ii) Der Standard-2-Simplex ist kleiner bezüglich der Fixgruppe als jeder andere Sim-
plex der Standardweylkammer.

(iii) Jeder Simplex s ∈ S(W)\{C00, C10, C11, C12, C2} ist größer bezüglich der Fixgruppe
als die erste Standardkante C11.

Beweis: Siehe [Mü].
�

An dieser Stelle möchten wir einen Bezug zwischen der Quasiordnung ≤F bezüglich
der Fixgruppe und der zuvor eingeführten Quasiordnung ≤W bezüglich W herstellen.
Hierbei werden wir feststellen, dass die Relationen auf weiten Teilen des Bruhat-Tits-
Gebäudes übereinstimmen. Wir führen dafür zunächst eine Unterteilung von S(B) in
innere und äußere Simplizes durch. Wir beginnen hierbei mit der Standardweylkammer.

Definition 1.25 Sei s ∈ S(W).

(i) Existiert ein j ∈ N0 mit s = [0, j] oder s = [j, j], so heißt s äußerer Knoten.

(ii) Existiert ein j ∈ N0 mit s = {[0, j], [0, j + 1]} oder s = {[j, j], [j + 1, j + 1]} , so
nennen wir s äußere Kante.

(iii) Erfüllt s keine der in (i) und (ii) genannten Bedingungen, so bezeichnen wir s als
inneren Simplex.

Um diese Unterteilung auf das gesamte Bruhat-Tits-Gebäude zu erweitern, führen wir
einen Simplex s ∈ S(B) auf sein Niveau zurück. So nennen wir einen Simplex s ∈ S(B)
genau dann innerer Simplex, wenn Niveau(s) ein innerer Simplex ist. Die folgende Zeich-
nung veranschaulicht die Unterteilung anhand der Standardweylkammer.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

Abb. 1.2: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der äußeren Simplizes

Mittels dieser Unterteilung können wir exakt angeben, in welchen Fällen die Relation
≤W der Relation ≤F entspricht.

Lemma 1.26 Seien s, s̃ ∈ S(B).

(i) Sei s <F s̃ bzw. s =F s̃. Dann gilt s <W s̃ bzw. s =W s̃.

(ii) Sei s <W s̃ bzw. s =W s̃. Dann gilt s <F s̃ bzw. s =F s̃ genau dann, wenn s
ungleich dem ersten Standardknoten C00 = [0, 0] und mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfüllt ist:

(I) s ist ein innerer Simplex.

(II) s̃ ist ein äußerer Simplex.

Beweis: Die Behauptung kann durch Betrachtung der Fixgruppen der Simplizes der
Standardweylkammer leicht nachgewiesen werden.

�

Mithilfe der Quasiordnung ≤F lässt sich auch die zuvor beschriebene Folgerung aus Satz
1.21 formulieren.

Satz 1.27 Sei Γ ≤ GL3(Fq[T ]) eine Kongruenzuntergruppe und X ein Vertretersystem
der Γ\GL3(Fq[T ]) und seien x1w ∈ S(x1W), x2w ∈ S(x2W) für x1, x2 ∈ X.
Sind zwei Simplizes x1w ∈ S(x1W), x2w ∈ S(x2W) unter Γ äquivalent, so sind auch
jeweils die bezüglich der Fixgruppen größergleichen Simplizes gleichen Niveaus aus x1W
und x2W äquivalent.

Beweis: Siehe [Mü].
�

Basierend auf diesen Überlegungen werden diejenigen Simplizes ausgezeichnet, deren
Äquivalenz nicht durch eine Identifikation bezüglich der Fixgruppen kleineren Simplizes
oder durch die Äquivalenz einer Seite bedingt werden.

24



1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Definition 1.28 Sei Γ ≤ GL3(Fq[T ]) eine Kongruenzuntergruppe und X ein Vertre-
tersystem der Γ\GL3(Fq[T ]) und seien x1w ∈ S(x1W), x2w ∈ S(x2W) für x1, x2 ∈ X.
Dann heißt das Tupel (x1w, x2w) erstidentifizierbar (bezüglich Γ), falls die folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

(i) Die Simplizes x1w und x2w sind unter Γ äquivalent.

(ii) Es existieren keine Simplizes x1w̃, x2w̃ mit w̃ <F w, die unter Γ äquivalent sind.

(iii) Es existieren keine Simplizes x1w̃, x2w̃ mit w̃ =F w und dim(w̃) < dim(w), die
unter Γ äquivalent sind.

Zur Untersuchung des Verhaltens des Bruhat-Tits-Gebäudes unter Operation einer Kon-
gruenzuntergruppe genügt es offensichtlich, die erstidentifizierbaren Tupel zu ermitteln.
In [Mü] wurde nachgewiesen, dass alle erstidentifizierbaren Tupel in einem endlichen
Bereich liegen, dessen Größe vom Grad des minimalen normierten Polynoms N mit
Γ(N) ⊆ Γ abhängig ist. Um diesen Bereich zu beschreiben, führen wir einen endlichen
Unterkomplex der Standardweylkammer ein.

Definition 1.29 Sei n ∈ N. Mit Wn bezeichnen wir den maximalen Unterkomplex von
W mit

V(Wn) = {[j, k] | 0 ≤ j ≤ k ≤ j + n− 1 und j ≤ n− 1} .

Wir nennen den Unterkomplex Wn Standardweylkammer der Größe n.

In der folgenden Zeichnung visualisieren wir die Standardweylkammer der Größe n = 4.

Abb. 1.3: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der Weylkammer der Größe 4

Mittels der vorhergehenden Definition können wir den zuvor erwähnten endlichen Be-
reich angeben.
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Satz 1.30 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe und N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ. Weiter
sei n := max {2, degN} . Dann gilt für jedes erstidentifizierbare Tupel (x1w, x2w) die
Inklusion

w ∈ S(Wn).

Beweis: Wir werden an dieser Stelle nur das Grundprinzip des Beweises erläutern.
Genauere Ausführungen finden sich in [Mü].
Sei w ∈ S(W) \ S(Wn). Sind zwei Simplizes x1w und x2w unter der Operation von Γ
äquivalent, so gibt es nach Satz 1.21 ein Element g ∈ FixGL3(Fq [T ])(w) mit x2gx

−1
1 ∈ Γ.

Bezeichnet g ∈ GL3(Fq[T ]) die Reduktion von g moduloN , so gilt weiterhin x2gx
−1
1 ∈ Γ.

Daher existiert ein w̃ ∈ S(Wn) mit g ∈ FixGL3(Fq [T ])(w̃) und w̃ ≤F w.
�

In [Mü] wurde die Menge der zu untersuchenden Simplizes weiter eingeschränkt. Sei n
der Grad des minimalen normierten Polynoms N mit Γ(N) ⊆ Γ. Dann muss nur die
Äquivalenz der Simplizes überprüft werden, deren Niveau einer der folgenden Bedin-
gungen genügt:

(i) w ∈ {[j, k] | 0 ≤ j ≤ n− 1, j ≤ k ≤ j + n− 1},

(ii) w ∈ {{[0, k], [1, k + 1]} |0 ≤ k ≤ n− 1},

(iii) w ∈ {{[j, j], [j, j + 1]} |0 ≤ j ≤ n− 1},

(iv) w ∈ {{[j, k], [j + 1, k]} |0 ≤ j < k ≤ n− 1},

(v) w = {[0, 0], [0, 1], [1, 1]}.

Wir sehen, dass 2-Simplizes nur genau dann erstidentifizierbar sein können, wenn sie
Niveau C2 besitzen. Erneut kennzeichnen wir die entsprechenden Simplizes in einer
Zeichnung.

Abb. 1.4: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der zu betrachtenden Niveaus für n = 4
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Nach vorigem Satz genügt es, zur Bestimmung des Quotienten Γ\B die Menge⋃
x∈X

xS(Wn)

zu betrachten, wobei X ein Vertretersystem der Menge Γ\GL3(Fq[T ]) bezeichne. Dieses
Vertretersystem ist nach Lemma 1.18 endlich. Aus der Endlichkeit von Fq folgt zudem
die Endlichkeit der Fixgruppen der Simplizes aus Wn. Daher kann nach Satz 1.21 die
Äquivalenz zweier Simplizes gleichen Niveaus in endlich vielen Schritten getestet wer-
den.
Insgesamt zeigen somit die bisherigen Überlegungen, dass es für eine Kongruenzun-
tergruppe Γ unter Angabe eines Vertretersystems der Γ\GL3(Fq[T ]) möglich ist, die
Elemente von Γ\B algorithmisch in endlich vielen Schritten zu bestimmen.

Wir möchten im Folgenden die mathematische Struktur des Quotienten Γ\B beschrei-
ben.

Der Quotient Γ\B besteht aus der Menge der Äquivalenzklassen der Simplizes unter der
Operation der Kongruenzuntergruppe Γ. Die Äquivalenzklasse eines Simplex s ∈ S(B)
werden wir hierbei mit

[s]Γ := Γs

bezeichnen. Ist aus dem Kontext ersichtlich, bezüglich welcher Kongruenzuntergruppe
die Äquivalenz betrachtet wird, schreiben wir auch [s] statt [s]Γ.
Möchten wir den Quotienten Γ\B als Simplizialkomplex auffassen, so ist es naheliegend,
als Knotenmenge die Menge

Ṽ := {[v] | v ∈ V(B)} ,

d.h. die Menge der Äquivalenzklassen der Knoten von B, zu wählen. Im Allgemeinen ist
jedoch die Äquivalenzklasse eines Simplex nicht gleich der Menge der Äquivalenzklassen
seiner Knoten, d.h. für einen Simplex {v0, . . . , vk} ∈ S(B) kann die Ungleichheit

[{v0, . . . , vk}] 6= {[v0], . . . , [vk]}

gelten. Daher ist die Äquivalenzklasse eines Simplex im Allgemeinen keine Teilmenge
von Ṽ. Folglich kann Γ\B nicht als Simplizialkomplex mit Knotenmenge Ṽ aufgefasst
werden.

Um dieses Problem zu umgehen, führen wir den Begriff des Seitenkomplexes ein.

Definition 1.31 Ein Seitenkomplex D besteht aus disjunkten Mengen Sj(D) mit j =
0, . . . , n und einer Familie von Abbildungen, den sogenannten Seitenabbildungen,

Φi
j : Sj(D)→ Sj−1(D),

wobei i zwischen 0 und j läuft. Die Menge Sj(D) wird Menge der j-Simplizes genannt
und die Vereinigung dieser Mengen wird mit S(D) bezeichnet. Ein Element t ∈ Sj−1(D)
heißt Seite eines j-Simplex s, falls eine Seitenabbildung Φi

j mit Φi
j(s) = t existiert.
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Das Konzept des Seitenkomplexes unterscheidet sich vom Simplizialkomplex durch die
Wahl der Simplizes der Dimension größer gleich 1. Beim Simplizialkomplex dürfen die-
se Simplizes lediglich aus Elementen der zugrundeliegenden Knotenmenge bestehen.
Dahingegen wird für die Simplizes höherer Dimension des Seitenkomplexes lediglich
die Existenz einer Abbildung von ihnen auf die Simplizes niedriger Dimension gefor-
dert.Offensichtlich ist der Begriff des Seitenkomplexes eine Verallgemeinerung des Sim-
plizialkomplexes. Denn ist D ein Simplizialkomplex, so können durch

Φ̃i
j : Sj(D) → Sj−1(D),

{v0, . . . , vj} 7→ {v0, . . . , v̂i, . . . , vj}

entsprechende Seitenabbildungen definiert werden. Der Simplex {v0, . . . , v̂i, . . . , vj} ent-
steht dabei aus {v0, . . . , vj} durch Entfernen des Knotens vi.

Um den Quotient Γ\B als Seitenkomplex zu interpretieren, müssen wir die Mengen
Sj(Γ\B) sowie die Seitenabbildungen Φi

j festlegen.

Definition 1.32 Wir definieren

Sj(Γ\B) := { [s] | s ∈ Sj(B)}

sowie

Φi
j : Sj(Γ\B) → Sj−1(Γ\B),

[s] 7→ [Φ̃i
j(s)].

Wir werden auch hier die Begriffe Knoten bzw. Kanten für 0- bzw. 1-Simplizes verwen-
den. Da unter Γ zueinander äquivalente Simplizes aus S(B) stets das gleiche Niveau
besitzen, können wir auch den Begriff des Niveaus durch

Niveau([s]) := Niveau(s)

fortführen. Offensichtlich sind damit auch die Relationen ≤W sowie ≤F auf die Simplizes
des Quotientengraphens übertragbar. Weiterhin können wir mittels des Niveaus auch
die Unterteilung in innere und äußere Simplizes übernehmen. Die Projektionsabbildung
von S(B) nach S(Γ\B) werden wir zukünftig mit πΓ bezeichnen.

1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes

In diesem Abschnitt möchten wir einige Strukturaussagen für das Bruhat-Tits-Gebäude
sowie den Quotientenkomplex Γ\B treffen. Unsere erste Aussage gibt für B die Anzahl
der Simplizes an einem festen Knoten bzw. an einer festen Kante an.
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Lemma 1.33 Es gelten folgende Aussagen:

(i) Jeder Knoten v ∈ V(B) ist Seite von genau 2(q2 + q + 1) Kanten.

(ii) Jeder Knoten v ∈ V(B) ist Seite von genau (q2 + q + 1)(q + 1) 2-Simplizes.

(iii) Jede Kante s ∈ S1(B) ist Seite von genau (q + 1) 2-Simplizes.

Beweis: Siehe [Geb].
�

Da nach vorigem Satz jeder Knoten Seite von 2(q2+q+1) Kanten ist, besitzt somit jeder
Knoten 2(q2+q+1) Nachbarknoten. Diese wollen wir im folgenden Lemma beschreiben.

Lemma 1.34 Sei g ∈ GL3(K∞) und sei v ∈ V(B), derjenige Knoten, der durch die
Nebenklasse gGL3(O∞)K×∞ repräsentiert wird.
Dann sind die Nachbarknoten von v gegeben durch gαGL3(O∞)K×∞ mit

α ∈


π∞ a b

0 1 0
0 0 1

 | a, b ∈ Fq

 ∪


1 0 0

0 π∞ c
0 0 1

 | c ∈ Fq


∪


π∞ 0 b

0 π∞ c
0 0 1

 | b, c ∈ Fq

 ∪


π∞ a 0

0 1 0
0 0 π∞

 | a ∈ Fq


∪


1 0 0

0 1 0
0 0 π∞

 ∪


1 0 0

0 π∞ 0
0 0 π∞

 .

Beweis: Siehe [KW].
�

Das vorhergehende Lemma ermöglicht es uns, die 2-Simplizes an einer festen Kante
bezüglich der im letzten Abschnitt eingeführten Relation ≤W zu untersuchen. Hierbei
unterscheiden wir erneut zwischen inneren und äußeren Kanten.

Lemma 1.35 Es gelten folgende Aussagen:

(i) Ist t ∈ S1(B) eine innere Kante, so ist t Seite eines 2-Simplex s mit

t =W s

sowie von q 2-Simplizes s1, . . . , sq mit

si <W t

für i = 1, . . . , q.
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(ii) Ist t ∈ S1(B) eine äußere Kante, so ist t Seite von q + 1 2-Simplizes s1, . . . , sq+1

mit
t =W si

für i = 1, . . . , q + 1.

Beweis: Da der Quotient GL3(Fq[T ])\B der Standardweylkammer entspricht, genügt
es, die Aussage für die Kanten der Standardweylkammer nachzuweisen.
Zum Beweis der ersten Aussage verwenden wir Lemma 1.34, in welchem wir alle Nach-
barknoten eines beliebigen Knotens aus V(B) angegeben haben. Mittels dieses Lemmas
können alle an einer festen Kante von S1(W) liegenden 2-Simplizes aus S2(B) bestimmt
und die Behauptung nachgewiesen werden.
Die zweite Ausage ist trivial.

�

Nachdem wir im letzten Lemma die (q+1) 2-Simplizes an einer Kante näher betrachtet
haben, untersuchen wir im folgenden Lemma die Operation der Fixgruppe der Kante
bezüglich der GL3(Fq[T ]) auf diesen anliegenden 2-Simplizes.

Lemma 1.36 Es gelten folgende Aussagen:

(i) Sei t ∈ S1(B) eine innere Kante. Weiter sei s ∈ S2(B) der 2-Simplex mit t ⊆ s
und t =W s. Dann lässt FixGL3(Fq [T ])(t) den Simplex s fest und operiert transitiv
auf den anderen q 2-Simplizes mit Seite t.

(ii) Sei t ∈ S1(B) eine äußere Kante. Dann operiert FixGL3(Fq [T ])(t) transitiv auf den
(q + 1) 2-Simplizes mit Seite t.

Beweis: Erneut ist es ausreichend, die Aussage für die Kanten der Standardweyl-
kammer nachzuweisen. Wir werden uns im Beweis auf innere Kanten der Form t =
{[j, k], [j, k + 1]} beschränken, da die Argumentation für die übrigen Kanten analog
verläuft.
Nach Lemma 1.26 folgt aus t =W s die Relation t =F s und somit die Gleichheit

FixGL3(Fq [T ])(t) = FixGL3(Fq [T ])(s).

Hieraus folgt der erste Teile der Aussage (i).
Für den zweiten Teil der Aussage betrachten wir die Wirkung eines Elementes der
Fixgruppe FixGL3(Fq [T ])(t) auf den Simplex s1 = {[j − 1, k], [j, k], [j, k + 1]}. Wie in Ka-
pitel 1 erklärt, lässt sich s1 durch einen Vertreter einer Äquivalenzklasse des Quotienten
GL3(K∞)/〈R〉IK×∞ darstellen. Dieser Vertreter ist durch 0 1 0

πj∞ 0 0
0 0 πk∞


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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes

gegeben. Die Gruppe FixGL3(Fq [T ])(t) lässt sich schreiben als die Menge der Matrizena π−j∞ b π−k∞ c

0 e πj−k∞ f
0 0 i


mit a, e, i ∈ F×q , b, c, f ∈ O∞ sowie dπ∞(b) ≤ j, dπ∞(c) ≤ k und dπ∞(f) ≤ k− j. Hierbei
sei

dπ∞(

∞∑
n=m

anπ
n
∞) := max {n | an 6= 0} .

Um herauszufinden, welche Simplizes wir unter Operation der Fixgruppe FixGL3(Fq [T ])(t)
aus s1 erhalten, betrachten wir das Produkt einer Matrix g aus FixGL3(Fq [T ])(t) und
der zu s1 gehörenden Matrix und bestimmen einen unter der Operation der Gruppe
〈R〉IK×∞ äquivalenten Vertreter. Die Äquivalenz unter 〈R〉IK×∞ kennzeichnen wir durch
das Symbol ∼. Es gilt

g ·

 0 1 0

πj∞ 0 0
0 0 πk∞

 =

a π−j∞ b π−k∞ c

0 e πj−k∞ f
0 0 i

 ·
 0 1 0

πj∞ 0 0
0 0 πk∞


∼

 b a c

πj∞e 0 πj∞f
0 0 πk∞i

 ·
1 0 −e−1f

0 a−1 0
0 0 1


∼

 b 1 c− e−1fb

πj∞e 0 0
0 0 πk∞i

 ·
1 0 0

0 1 −c+ e−1fb
0 0 1


∼

 b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞i

 ·
1 0 0

0 1 0
0 0 i−1


=

 b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞

 .

Ist v∞(b) = 0, so folgt weiter b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞

 ∼
 b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞

 ·
e−1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

be−1 1 0

πj∞ 0 0
0 0 πk∞

 .

Mithilfe der Überlegungen aus Kapitel 1.2 können wir den zu dieser Matrix gehörenden
2-Simplex als Knotenmenge darstellen:

1 0 0

0 πj∞ 0
0 0 πk∞

 ,

1 0 0

0 πj∞ 0
0 0 πk+1

∞

 ,

1 π−1
∞ a 0

0 πj−1
∞ 0

0 0 πk∞


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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

mit a ∈ F×q . Ist v∞(b) > 0, so gilt b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞

 ∼
 b 1 0

πj∞e 0 0
0 0 πk∞

 ·
 e−1 0 0
−e−1b 1 0

0 0 1

 =

 0 1 0

πj∞ 0 0
0 0 πk∞

 .

In diesem Fall erhalten wir somit die folgende Repräsentation des 2-Simplex als Kno-
tenmenge 

1 0 0

0 πj∞ 0
0 0 πk∞

 ,

1 0 0

0 πj∞ 0
0 0 πk+1

∞

 ,

1 0 0

0 πj−1
∞ 0

0 0 πk∞

 .

Diese Rechnungen zeigen, dass wir durch Operation der Fixgruppe FixGL3(Fq [T ])(t) auf
s1 genau q verschiedene Simplizes ungleich s = {[j, k], [j, k + 1], [j + 1, k + 1]} mit Seite
{[j, k], [j, k + 1]} erhalten.

�

Das vorangegangene Lemma ermöglicht es uns, auch für den Quotientenkomplex Γ\B
Aussagen über die Anzahl der an einer Kante anliegenden 2-Simplizes zu treffen.

Lemma 1.37 Es gilt:

(i) Jede innere Kante [t] ∈ S1(Γ\B) ist Seite genau eines 2-Simplex [s] ∈ S2(Γ\B) mit
[t] =W [s] und Seite von höchstens q 2-Simplizes [si] ∈ S2(Γ\B) mit [si] <W [t].

(ii) Jede äußere Kante [t] ∈ S1(Γ\B) ist Seite von höchstens q + 1 2-Simplizes [si] ∈
S2(Γ\B) mit [t] =W [si].

Beweis: Beginnen wir mit dem Beweis von Aussage (i):
Sei [t] ∈ S1(Γ\B) eine innere Kante und seien t1, t2 ∈ [t]. Weiter seien s1, s2 ∈ S2(B)
mit t1 ⊆ s1 bzw. t2 ⊆ s2 und t1 =W s1 und t2 =W s2. Aus der Relation t1 =W s1 bzw.
t2 =W s2 folgt nach Lemma 1.26 die Relation t1 =F s1 bzw. t2 =F s2 und somit aus
[t1] = [t2] die Gleichheit [s1] = [s2].
Sei weiter s′1 ∈ S2(B) mit Seite t1 und s′1 <W t1. Wir wollen die Existenz eines Simplex
s′2 <W t2 mit Seite t2 und [s′1] = [s′2] nachweisen.
Hierzu betrachten wir die Simplizes t̃ := Niveau(t1) und s̃ := Niveau(s′1) ausW. Sei g1 ∈
GL3(Fq[T ]) mit g1s̃ = s′1 und somit g1t̃ = t1 sowie g2 ∈ GL3(Fq[T ]) mit g2t̃ = t2. Aus
der Gleichheit [t1] = [t2] ergibt sich die Existenz eines γ ∈ Γ mit γg1t̃ = g2t̃. Folglich gilt
die Inklusion g−1

2 γg1 ∈ FixGL3(Fq [T ])(t̃). Da nach Lemma 1.36 die Fixgruppe transitiv
auf den an t̃ anliegenden bezüglich W kleineren 2-Simplizes operiert, ist ŝ := g−1

2 γg1s̃
ein 2-Simplex mit Seite t̃ sowie ŝ <W t̃. Der Simplex s′2 := g2ŝ erfüllt somit t2 ⊆ s′2,
s′2 <W t2 sowie

[s′2] = [g2ŝ] = [γg1s̃] = [s′1].

Der Beweis von Aussage (ii) verläuft analog zum Nachweis des zweiten Teiles der ersten
Aussage.

�
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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Menge der erstidentifizierbaren
Simplizes in einem Bereich endlichen Niveaus liegt. Mittels dieser Aussage sowie der
Relation ≤F können wir die Anzahl der 2-Simplizes an bestimmten inneren Kanten
außerhalb dieses Bereiches exakt angeben.

Satz 1.38 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe und N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ. Weiter sei
n := max {2,deg(N)} und [t] eine innere Kante aus S1(Γ\B) mit

Niveau([t]) ∈
{
{[j, k], [j, k + 1]} | n− 1 < j ≤ k

}
∪
{
{[j, k], [j + 1, k + 1]} | n− 1 < k − j

}
∪
{
{[j, k], [j + 1, k]} | n− 1 ≤ j < k oder n− 1 < k − j

}
.

Dann existiert genau ein 2-Simplex [s1] mit Seite [t] und [s1] <W [t] sowie genau ein
2-Simplex [s2] mit Seite [t] mit [t] =W [s2].

Bevor wir uns dem Beweis der Aussage zuwenden, visualisieren wir die im Satz erwähnte
Kantenmenge am Beispiel. Die entsprechenden Kanten sind hierbei rot hervorgehoben.
Weiterhin ist die Standardweylkammer der Größe n blau gekennzeichnet.

Abb. 1.5: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der Kanten aus Satz 1.38 für n = 4

Beweis: Für den Beweis nutzen wir erneut die Darstellung von Γ\B als Überlagerungen
der Weylkammern gW mit g ∈ GL3(Fq[T ]).
Zu Beginn des Beweises stellen wir eine Konsequenz der Wahl der Kante [t] heraus.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebäude

Sei t̃ := Niveau([t]) und sei s̃ ∈ S2(W) ein 2-Simplex mit Seite t̃ und s̃ <W t̃. Es lässt
sich leicht nachweisen, dass aufgrund der Wahl von [t] für alle s ∈ S(Wn) mit s <W t̃
stets s <W s̃ folgt. Da nach Wahl der Kante [t] der Simplex s̃ ein innerer Simplex ist,
ergibt sich für jeden inneren Simplex s ∈ S(Wn) mit s <F t̃ auch s <F s̃.
Wenden wir uns dem Fall zweier unter Γ äquivalenten Kanten mit Niveau t̃ zu.
Seien g1, g2 ∈ GL3(Fq[T ]) mit [g1t̃] = [g2t̃]. Wie in Beweis zu Satz 1.30 kann die Existenz
eines inneren Simplex s ∈ S(Wn) mit s <F t̃ und [g1s] = [g2s] nachgewiesen werden.
Nach Wahl von [t] folgt aus s <F t̃ die Relation s <F s̃ und somit die Äquivalenz der
Simplizes g1s̃ und g2s̃ unter der Operation der Kongruenzuntergruppe Γ.
Der zweite Teil der Aussage wurde bereits in Lemma 1.37 bewiesen.

�

Zum Abschluss dieses Kapitels möchten wir die vorangegangenen Aussagen bezüglich
des Quotienten Γ\B an einem Beispiel veranschaulichen. Hierfür stellen wir einen Aus-
schnitt des Quotientenkomplexes Γ\B für den Fall q = 2,Γ = Γ0(N) mit N = T 2+T+1
dar. Der in der Zeichnung blau hervorgehobene Bereich kennzeichnet diejenigen Sim-
plizes deren Niveau in W2 enthalten ist.

Abb. 1.6: Ausschnitt von Γ\B

Die nächsten Abbildungen dienen der besseren Visualisierung des in Abbildung 1.6
dargestellten Graphens. Sie zeigen weitere Perspektiven des Komplexes.
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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebäudes

Abb. 1.7: Weitere Perspektive des Ausschnittes von Γ\B

Abb. 1.8: Weitere Perspektive des Ausschnittes von Γ\B
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2. Harmonische k-Koketten

Nachdem wir im vorigen Kapitel das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension r definiert
haben, möchten wir im Folgenden spezielle Funktionen auf den Simplizes des Bruhat-
Tits-Gebäudes untersuchen. Hierbei werden wir für festes k ∈ N0 mit k ≤ r Abbildun-
gen auf Smk (B) mit gewissen Eigenschaften betrachten. Diese Eigenschaften werden sich
unter anderem auf das Verhalten der Funktionen unter der Operation einer Kongruenz-
untergruppe beziehen.
Wir werden uns anschließend dem uns in dieser Arbeit interessierenden Fall r = k = 2
zuwenden und werden sehen, dass in diesem Fall einige der zuvor an die Funktionen
gestellten Bedingungen trivialerweise erfüllt sind. Weiterhin wird es uns gelingen, allein
in Abhängigkeit zur Kongruenzuntergruppe eine Obermenge des Trägers jeder entspre-
chenden Funktion anzugeben.

2.1 Definition harmonischer k-Koketten

Die folgende Definition der harmonischen Koketten entstammt der Arbeit „Residues on
buildings, and de-Rham cohomology of p-adic symmetric domains“ von Ehud de Shalit
[Sh].

Definition 2.1 Sei B das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension r sowie k ∈ N0 mit
0 ≤ k ≤ r. Eine Abbildung ϕ : Smk (B) → C heißt harmonische k-Kokette, falls sie die
folgenden Bedingungen erfüllt:

(1) Sind s = (v0, . . . , vk) ∈ Smk (B) und s′ = (v1, . . . , vk, v0) zwei Simplizes, die sich nur
in ihrer Anordnung unterscheiden, so gilt

ϕ(s′) = (−1)kϕ(s).

(2) Sei t ∈ Smk−1(B) sowie d ein Typus markierter k-Simplizes. Die Menge C(t, d) sei
gegeben durch

{s ∈ Smk (B) | t ⊆ s, s und t besitzen denselben ersten Knoten ,Typus(s) = d} .

Dann gilt ∑
s∈C(t,d)

ϕ(s) = 0.
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2. Harmonische k-Koketten

(3) Sei k ≥ 1 und sei s = ([L0], . . . , [Lk]) ∈ Smk (B). Für 0 ≤ j ≤ k sei die Menge
D(s, j) definiert durch{(

[L′0], . . . , [L′k]
)
∈ Smk (B) | L′i = Li für i 6= j, L′j ⊆ Lj , dimL′j/Lj+1 = 1

}
.

Dann gilt
ϕ(s) =

∑
s∈D(s,j)

ϕ(s′).

(4) Sei s = (v0, . . . , vk+1) ∈ Smk+1(B) ein markierter (k + 1)-Simplex sowie sj =
(v0, . . . , v̂j , . . . , vk+1) eine k-Seite von s. Dann gilt

k+1∑
j=0

(−1)jϕ(sj) = 0.

Die Menge der harmonischen k-Koketten mit Werten in C wird mit H k(B,C) bezeich-
net.

Ist k gleich der Dimension des betrachteten Bruhat-Tits-Gebäudes, so reduzieren sich
offensichtlich die in dieser Definition aufgeführten Bedingungen, denn in diesem Fall
sind die Bedingungen (3) und (4) trivial bzw. leer. Weiterhin vereinfacht sich auch die
Bedingung (2), da sich für d lediglich die Möglichkeit d = (1, . . . , 1) ergibt.
Betrachtet man weiter die Bedingung (1) im Fall k ≡ 0 mod 2, so erkennt man, dass in
diesem Fall der Funktionswert der harmonischen Kokette unabhängig von der Ordnung
des Simplex ist.
Zusammengenommen motivieren diese Überlegungen die folgende Definition.

Definition 2.2 Sei B das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension k. Eine Abbildung ϕ :
Sk(B)→ C heißt ungeordnete harmonische k-Kokette, falls für alle (k − 1)-Simplizes t
und die dazugehörige Menge

C(t) := {s ∈ Sk(B) | t ⊆ s}

die Gleichheit ∑
s∈C(t)

ϕ(s) = 0

gilt. Die Menge der ungeordneten harmonischen k-Koketten wird mit Hk(B,C) bezeich-
net.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir die Bedingung∑
s∈C(t)

ϕ(s) = 0

als Harmonizitätsbedingung bezeichnen. Die vorigen Bemerkungen zeigen, dass in be-
stimmten Fällen die harmonischen Koketten zu den ungeordneten harmonischen Koket-
ten in gewisser Weise äquivalent sind. Dies wird im folgenden Lemma beschrieben.
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Lemma 2.3 Sei B das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension k mit k ≡ 0 mod 2. Es gilt

(i) Ist ϕ : Sk(B)→ C eine ungeordnete harmonische k-Kokette, so ist die durch

ϕ̃ : Smk (B)→ C, (v0, . . . , vk) 7→ ϕ({v0, . . . , vk})

definierte Funktion eine harmonische k-Kokette.

(ii) Ist ϕ : Smk (B)→ C eine harmonische k-Kokette, so ist die durch

ϕ̃ : Sk(B)→ C, {v0 . . . , vk} 7→ ϕ((v0, . . . , vk))

definierte Funktion eine ungeordnete harmonische k-Kokette.

Somit müssen wir in dem uns interessierenden Fall k = dim(B) = 2 lediglich ungeord-
nete harmonische 2-Koketten untersuchen.

Im weiteren Verlauf möchten wir spezielle harmonische k-Koketten betrachten. Diese
beschreiben wir in der folgenden Definition.

Definition 2.4 Sei B das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension r sowie Γ eine Kon-
gruenzuntergruppe der GLr(Fq[T ]). Für k ∈ N0 mit 0 ≤ k ≤ r sei

H k(B,C)Γ :=
{
ϕ ∈H k(B,C) | ϕ(γs) = ϕ(s) für alle γ ∈ Γ, s ∈ Smk (B)

}
die Menge der Γ-invarianten harmonischen k-Koketten sowie

H k
! (B,C)Γ :=

{
ϕ ∈H k(B,C)Γ | ϕ besitzt modulo Γ endlichen Träger

}
die Menge der Γ-invarianten harmonischen k-Koketten mit endlichem Träger modulo
Γ.

Diese Definition übertragen wir auf die Menge der ungeordneten harmonischen 2-Koketten.

Definition 2.5 Sei B das Bruhat-Tits-Gebäude der Dimension 2 sowie Γ eine Kon-
gruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]). Es sei

H(B,C)Γ :=
{
ϕ ∈ H2(B,C) | ϕ(γs) = ϕ(s) für alle γ ∈ Γ, s ∈ S2(B)

}
die Menge der Γ-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten sowie

H!(B,C)Γ :=
{
ϕ ∈ H(B,C)Γ | ϕ besitzt modulo Γ endlichen Träger

}
die Menge der Γ-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten mit endlichem
Träger modulo Γ.

39



2. Harmonische k-Koketten

2.2 Träger der Funktionen aus H!(B,C)Γ

Nach Definition nimmt jedes Element ϕ aus H!(B,C)Γ nur auf einem endlichen Be-
reich des Quotientengraphen Γ\B Werte ungleich Null an. Ziel dieses Abschnittes ist
es, nachzuweisen, dass dieser Bereich nicht von der Funktion ϕ, sondern lediglich von
der Kongruenzuntergruppe Γ, genauer vom Grad des Polynoms N minimalen Grades
mit Γ(N) ⊆ Γ, abhängt.
Hierzu erinnern wir an den in Kapitel 1 eingeführten Unterkomplex Wn der Standard-
weylkammer, welcher durch die Angabe der Knotenmenge

V(Wn) = {[j, k] | 0 ≤ j ≤ n− 1 und j ≤ k ≤ j + n− 1}

definiert wurde. Ausgehend vonWn zeichnen wir einen von n abhängigen Unterkomplex
des Bruhat-Tits-Gebäudes aus.

Definition 2.6 Sei n ∈ N. Mit Bn bezeichnen wir den maximalen Unterkomplex von
B mit

V(Bn) := {v ∈ V(B) | Niveau(v) ∈ Wn} .

Mittels der vorigen Definitionen können wir für Γ den Bereich, der den Träger jeder
harmonischen k-Kokette aus H!(B,C)Γ enthält, angeben. Der Beweis des folgenden
Satzes beruht hierbei maßgeblich auf Satz 1.38, in welchem wir nachgewiesen haben,
dass an bestimmten inneren Kanten in Γ\B lediglich zwei 2-Simplizes anliegen.

Satz 2.7 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]) und sei N ∈ Fq[T ] mit
Γ(N) ⊆ Γ. Weiter sei n := max {2, degN}. Dann gilt für alle ϕ ∈ H!(B,C)Γ die
Inklusion

Supp(ϕ) ⊆ S2(Bn).

Beweis: Für den Beweis verwenden wir die Darstellung des Bruhat-Tits-Gebäudes als
Überlagerungen von Weylkammern. Es gilt

S(B) =
⋃

g∈GL3(Fq [T ])

gS(W).

Wir betrachten zunächst zwei Zerlegungen der Standardweylkammer in Folgen von be-
nachbarten 2-Simplizes. Dabei werden zwei 2-Simplizes als benachbart bezeichnet, wenn
sie eine gemeinsame Seite der Dimension 1 besitzen.
Bei der ersten Zerlegung betrachten wir für e ∈ N unendliche Folgen der Form

we =
{
se0,1, s

e
0,2, s

e
1,1, s

e
1,2, s

e
2,1, s

e
2,2, . . .

}
mit

sei,1 = {[e− 1, i+ e− 1], [e− 1, i+ e], [e, i+ e]} ,
sei,2 = {[e− 1, i+ e], [e, i+ e], [e, i+ e+ 1]} .
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Abb. 2.1: Ausschnitt von W mit Zerlegung in die Folgen we

Die zweite Zerlegung besteht aus unendlichen Folgen der Form

w̃e =
{
s̃e0,1, s̃

e
0,2, s̃

e
1,1, s̃

e
1,2, s̃

e
2,1, s̃

e
2,2, . . .

}
mit

s̃ei,1 = {[i, i+ e− 1], [i, i+ e], [i+ 1, i+ e]} ,
s̃ei,2 = {[i, i+ e], [i+ 1, i+ e], [i+ 1, i+ e+ 1]} .

Abb. 2.2: Ausschnitt von W mit Zerlegung in die Folgen w̃e

Für g ∈ GL3(Fq[T ]) betrachten wir zunächst die Funktionswerte an den Simplizes gsei,1
bzw. gsei,2. Die Simplizes gsei−1,2 und gsei,1 sind durch die Kante

t = g {[e− 1, i+ e− 1], [e, i+ e]}

verbunden. Nach Satz 1.38 existiert für i ≥ n zur Kante [t] im Quotientenkomplex Γ\B
genau ein 2-Simplex [s] ∈ S2(Γ\B) mit Seite [t] und [s] <W [t]. Dies bedeutet, dass die q
2-Simplizes s1, . . . , sq ∈ S2(B) mit Seite t und si <W t unter der Operation der Gruppe
Γ äquivalent sind. Daher existieren γ1, . . . , γq−1 ∈ Γ, so dass sich die Menge C(t) der
an t anliegenden 2-Simplizes als

C(t) =
{
gsei,1, gs

e
i−1,2, γ1gs

e
i−1,2, . . . , γq−1gs

e
i−1,2

}
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schreiben lässt. Aus der Harmonizitätsbedingung sowie der Γ-Invarianz von ϕ folgt die
Gleichheit

0 =
∑
s∈C(t)

ϕ(s) = ϕ(gsei,1) + ϕ(gsei−1,2) +

q−1∑
l=1

ϕ(γlgs
e
i−1,2) = ϕ(gsei,1) + qϕ(gsei−1,2).

Somit gilt für i ≥ n die Identität

ϕ(gsei−1,2) = −q−1ϕ(gsei,1).

Analog folgt mittels Satz 1.38 für i ≥ n− 1 die Gleichheit

ϕ(gsei,1) = −q−1ϕ(gsei,2).

Da ϕ modulo der Gruppe Γ einen endlichen Träger besitzt, existiert ein j ∈ N mit
ϕ(gsei,1) = ϕ(gsei,2) = 0 für alle i ≥ j. Mittels der gerade gezeigten Identitäten folgt
somit

ϕ(gsei,1) = ϕ(gsei,2) = 0

für alle i ≥ n− 1.
Analog lassen sich für i ≥ n− 1 die Gleichheiten

ϕ(gs̃ei,1) = ϕ(gs̃ei,2) = 0

nachweisen.
�
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3. Bestimmung einer Basis von
H!(B,C)Γ

In diesem Kapitel möchten wir mit der Bestimmung einer Basis des C-Vektorraums
H!(B,C)Γ beginnen. Hierzu werden wir H!(B,C)Γ mit einem C-Vektorraum GCΓ spe-
zieller C-Linearkombinationen von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) identifizieren. Wir werden
nachweisen, dass eine endliche Basis von GCΓ existiert, die nur aus Z-Linearkombination
von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) besteht. Die Bestimmung einer solchen Basis ist Inhalt
des vierten Kapitels.

3.1 Endlichkeit der Dimension von H!(B,C)Γ

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass das Niveau des Trägers jeder Funktion aus
H!(B,C)Γ in einem endlichen Bereich der Standardweylkammer liegt, dessen Größe
allein von der Kongruenzuntergruppe Γ abhängt. Aus der Γ-Invarianz der Funktionen
aus H!(B,C)Γ folgt somit die Endlichkeit der Dimension von H!(B,C)Γ. Wir möchten
dieses Ergebnis im nächsten Satz noch einmal herausstellen.

Satz 3.1 Es gilt
dimC(H!(B,C)Γ) <∞.

Beweis: Sei ϕ ∈ H!(B,C)Γ. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass für jeden 2-
Simplex s ∈ Supp(ϕ) die Inklusion Niveau(s) ∈ S(Wn) gilt, wobei n den Grad des
minimalen normierten Polynoms N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ sowie Wn den maximalen
Unterkomplex von W mit

V(Wn) = {[j, k] | 0 ≤ j ≤ k ≤ j + n− 1, j ≤ n− 1}

bezeichne. Wie in Satz 2.7 gezeigt, ist der Träger jedes Elementes aus H!(B,C)Γ daher
eine Teilmenge des maximalen Unterkomplexes Bn von B mit

V(Bn) = {s ∈ V(B) | Niveau(s) ∈ V(Wn)} .

Sei D2(Bn,C)Γ die Menge aller Γ-invarianten C-wertigen Funktionen auf S2(Bn). Nach
den soeben ausgeführten Überlegungen können wir H!(B,C)Γ als C-Untervektorraum
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3. Bestimmung einer Basis von H!(B,C)Γ

von D2(Bn,C)Γ auffassen. Aus der Γ-Invarianz der Funktionen aus D2(Bn,C)Γ und der
Endlichkeit des Index [GL3(Fq[T ]) : Γ] folgt

dimC(D2(Bn,C)Γ) <∞

und somit
dimC(H!(B,C)Γ) <∞.

�

3.2 Harmonische Koketten als Funktionen auf
Γ\B

Wie anfangs erklärt, möchten wir jeder Funktion aus H!(B,C)Γ eine C-Linearkombina-
tion von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) zuordnen. Der erste Schritt hierbei ist die Identifika-
tion einer Funktion aus H!(B,C)Γ mit einer C-wertigen Funktion auf S2(Γ\B), die einer
speziellen Harmonizitätsbedingung genügt. Im darauffolgenden Schritt werden wir die
Harmonizitätsbedingung vereinfachen.
Die Ideen dieses Abschnittes beruhen hierbei auf Ideen der Arbeit „Jacobians of Drin-
feld Modular Curves“ [GR] von E.-U.Gekeler und M.Reservat, in welcher harmonische
Koketten auf Bruhat-Tits-Bäumen, somit Bruhat-Tits-Gebäuden der Dimension 1, be-
handelt werden.
Für eine gegebene Funktion ϕ ∈ H!(B,C)Γ erhalten wir eine Funktion auf dem Quoti-
entengraphen, indem wir für ein Element [s] ∈ S2(Γ\B) die Funktion durch

ϕΓ([s]) := ϕ(s)

definieren. Da ϕ Γ-invariant ist, erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung, welche wir
ungeordnete harmonische 2-Kokette auf Γ\B nennen. Die Menge dieser Abbildungen
bezeichnen wir mit H!(Γ\B,C).
Nach Definition der Menge H!(Γ\B,C) erhalten wir als ersten Schritt eine C-lineare
Bijektion

ρ1 : H!(B,C)Γ → H!(Γ\B,C)

ϕ 7→ ϕΓ.

Vor dem nächsten Zwischenschritt möchten wir die Funktionen aus H!(Γ\B,C) näher
beschreiben.
Aus der Endlichkeit des Trägers der Abbildung ϕ ∈ H!(B,C)Γ folgt die Endlichkeit des
Trägers der Funktionen aus H!(Γ\B,C).
Weiter möchten wir untersuchen, wie sich die Bedingung∑

s∈C(t)

ϕ(s) = 0 für alle t ∈ S1(B)
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3.2 Harmonische Koketten als Funktionen auf Γ\B

auf den Quotientenkomplex übertragen lässt.
Hierzu bestimmen wir für eine Kante t ∈ S1(B) und einen 2-Simplex s ∈ S2(B) mit
t ⊆ s die Anzahl der 2-Simplizes mit Seite t, die unter Γ zu s äquivalent sind. Dazu
betrachten wir die Operation der Gruppe

Γt := FixΓ(t)

auf dem Simplex s. Diese Fixgruppe operiert transitiv auf den zu s äquivalenten 2-
Simplizes mit Kante t. Nach der Bahnengleichung gilt daher

| {s̃ ∈ S2(B) | t ⊆ s̃ und [s] = [s̃]} | = |Γt · s| =
|Γt|

|FixΓt(s)|
=
|Γt|
|Γs|

,

wobei Γs die Fixgruppe FixΓ(s) bezeichne.
Ist nun [t] ∈ S1(Γ\B) eine Kante im Quotientenkomplex und [s] ∈ S2(Γ\B) ein 2-
Simplex mit Seite [t], so muss i.A. nicht t ⊆ s gelten. Aber auch hier beschreibt

mt(s) :=
|Γt|
|Γs|

die Anzahl der zu s äquivalenten 2-Simplizes aus S2(B) mit Seite t. Denn:
Nach dem Beweis von Lemma 1.37 existiert ein 2-Simplex s̃ mit t ⊆ s̃ sowie [s] = [s̃].
Hieraus folgt die Existenz eines Elementes γ ∈ Γ mit s̃ = γs. Für die Mächtigkeit der
Fixgruppen ergibt sich folglich

|Γs̃| = |Γγs| = |γΓsγ
−1| = |Γs|.

Da nach voriger Überlegung der Quotient

mt(s̃) =
|Γt|
|Γs̃|

die Anzahl der zu s̃ äquivalenten 2-Simplizes aus S2(B) mit Seite t angibt und [s] = [s̃]
gilt, ist

mt(s) =
|Γt|
|Γs|

=
|Γt|
|Γs̃|

= mt(s̃)

gleich der Anzahl der 2-Simplizes aus S2(B) mit Seite t, die zu s äquivalent sind.
Bezeichnet

C̃([t]) :=
{

[s] ∈ S2(Γ\B) | ∃i ∈ {0, 1, 2} : Φi
2([s]) = [t]

}
die Menge der 2-Simplizes aus S2(Γ\B) mit Seite [t], so folgt insgesamt

0 =
∑
s̃∈C(t)

ϕ(s̃) =
∑

[s]∈C̃([t])

mt(s)ϕ(s) =
∑

[s]∈C̃([t])

mt(s)ϕΓ([s]).

Wir können somit an dieser Stelle auch ungeordnete harmonische 2-Koketten auf dem
Quotientengraphen charakterisieren.
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3. Bestimmung einer Basis von H!(B,C)Γ

Lemma 3.2 Sei ϕ : S2(Γ\B) → C eine Funktion mit endlichem Träger. Dann liegt ϕ
genau dann in H!(Γ\B,C), wenn für alle [t] ∈ S1(Γ\B) die Gleichheit∑

[s]∈C̃([t])

mt(s)ϕ([s]) = 0

gilt.

Als nächsten Zwischenschritt werden wir jeder Funktion aus H!(Γ\B,C) eine Funkti-
on mit einer vereinfachten Harmonizitätsbedingung zuordnen. Diese Funktionen sind
Gegenstand der nächsten Definition.

Definition 3.3 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe. Mit F (Γ\B,C) bezeichnen wir die
Menge der Abbildungen ϕ : S2(Γ\B)→ C, die folgende Eigenschaften besitzen:

(i) |Supp(ϕ)| <∞

(ii) Für alle [t] ∈ S1(Γ\B) gilt die Gleichheit∑
[s]∈C̃([t])

ϕ([s]) = 0.

Wie bereits zuvor erwähnt, möchten wir eine Verbindung zwischen den Elementen aus
F (Γ\B,C) und den ungeordneten harmonischen 2-Koketten aus H!(Γ\B,C) herstellen.
Dies geschieht im folgenden Satz.

Satz 3.4 Für s ∈ S2(Γ\B) bezeichne Γs die Fixgruppe FixΓ(s). Dann ist die durch

ρ2 : H!(Γ\B,C) → F (Γ\B,C),

ϕ 7→ ϕ∗

mit
ϕ∗([s]) :=

1

|Γs|
ϕ([s])

definierte Funktion eine wohldefinierte bijektive C-lineare Abbildung.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass ϕ∗ ein Element des C-Vektorraums F (Γ\B,C) ist.
Da für jedes s̃ ∈ S2(B) mit [s] = [s̃] für die Mächtigkeit der Fixgruppen die Gleichheit
|Γs| = |Γs̃| gilt, ist die Definition von ϕ∗ unabhängig von der Wahl des Vertreters.
Die Endlichkeit des Trägers von ϕ∗ ergibt sich direkt aus der Endlichkeit des Trägers
von ϕ. Somit bleibt lediglich die vereinfachte Harmonizitätsbedingung zu überprüfen.
Für [t] ∈ S1(Γ\B) gilt

|Γt|
∑

[s]∈C̃([t])

ϕ∗([s]) = |Γt|
∑

[s]∈C̃([t])

1

|Γs|
ϕ([s]) =

∑
[s]∈C̃([t])

|Γt|
|Γs|

ϕ([s])

=
∑

[s]∈C̃([t])

mt(s)ϕ([s]) = 0.

Somit ist die Abbildung ρ2 wohldefiniert.
Die C-Linearität ist trivial. Für die Bijektivität betrachten wir die Abbildung
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σ2 : F (Γ\B,C) → H!(Γ\B,C)

ϕ 7→ ϕ̃

mit
ϕ̃([s]) := |Γs|ϕ([s]).

Mit analogen Rechnungen wie im Fall ρ2 lässt sich leicht die Wohldefiniertheit der
Abbildung σ2 nachweisen. Weiter gilt

σ2 = ρ−1
2 .

�

3.3 Übergang zu geschlossenen Flächen

Wie anfangs beschrieben, streben wir an, Elemente aus H!(B,C)Γ mit C-Linearkom-
binationen aus 2-Simplizes des Quotientengraphens zu identifizieren. Hierzu definieren
wir zunächst eine Art Randabbildung.

Definition 3.5 Bezeichne CSi(Γ\B) für i ∈ {1, 2} den C-Vektorraum der endlichen C-
Linearkombinationen von Elementen aus Si(Γ\B). Die Abbildung

δC : CS2(Γ\B) → CS1(Γ\B)

sei durch die lineare Fortsetzung von

δC([s]) :=
2∑
i=0

Φi
2([s])

definiert.

Einen einzelnen Simplex [s] ∈ S2(Γ\B) bildet die Funktion δC also auf die Summe seiner
1-Seiten ab. Wir möchten in der nächsten Definition diejenigen Elemente von CS2(Γ\B)

näher betrachten, die auf Null abgebildet werden.

Definition 3.6 Sei G :=
µ∑
κ=1

aκ[sκ] ∈ CS2(Γ\B). Liegt G im Kern von δC, so heißt G

geschlossene Fläche. Den C-Vektorraum der geschlossenen Flächen bezeichnen wir mit
GCΓ .
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Eine C-Linearkombination von 2-Simplizes ist genau dann ein Element des Kerns von
δC, wenn sich an jeder Kante die Koeffizienten der angrenzenden 2-Simplizes zu Null
addieren. Diese Eigenschaft werden wir im Weiteren als Geschlossenheitsrelation be-
zeichnen.
Diese Bedingung erinnert an die vereinfachte Harmonizitätsbedingung aus der Defini-
tion der Funktionen F (Γ\B,C). Wir stellen diesen Zusammenhang im nächsten Satz
heraus.

Satz 3.7 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]).

(i) Sei ϕ ∈ F (Γ\B,C). Dann ist

Gϕ :=
∑

[s]∈S2(Γ\B)

ϕ([s])[s]

eine geschlossene Fläche.

(ii) Sei G :=
µ∑
κ=1

aκ[sκ] ∈ GCΓ . Dann ist die durch

ϕG([s]) =

{
ak, falls [s] = [sk],

0, sonst

definierte Funktion ein Element von F (Γ\B,C).

Beweis: Für den Nachweis von Aussage (i) betrachten wir die Gleichheiten

δC(Gϕ) = δC(
∑

[s]∈S2(Γ\B)

ϕ([s])[s]) =
2∑
i=0

∑
[s]∈S2(Γ\B)

ϕ([s])Φi
2([s]).

Somit wird für jede Kante [t] ∈ S1(Γ\B) für jeden Simplex [s] ∈ S2(Γ\B), der [t] als
Seite besitzt, die Kante ϕ([s])-mal hinzuaddiert. Aus diesen Überlegungen folgt mit der
Harmonizitätsbedingung

δC(Gϕ) =
∑

[t]∈S1(Γ\B)

(
∑

[s]∈C̃([t])

ϕ([s])) · [t] =
∑

[t]∈S1(Γ\B)

0 · [t] = 0.

Wenden wir uns dem Beweis der Aussage (ii) zu. Da G eine endliche Linearkombina-
tion ist, besitzt die Funktion ϕG einen endlichen Träger. Es bleibt somit lediglich die
Harmonizität zu zeigen.
Hierzu sei t ∈ S1(Γ\B) eine Kante im Quotientengraphen. Existiert kein 2-Simplex,
der einen Funktionswert ungleich 0 sowie t als Seite besitzt, so ist die Harmonizität an
dieser Kante offensichtlich.
Betrachten wir also den Fall, dass an [t] 2-Simplizes mit Funktionswerten ungleich Null
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3.4 Übergang zu geschlossenen Flächen über Z

anliegen. Seien [sk1 ], . . . , [skl ] ∈ S2(Γ\B) alle Elemente mit ϕG([ski ]) 6= 0, so dass eine
Seitenabbildung Φji

2 mit Φji
2 ([ski ]) = [t] existiert. Da G im Kern von δ liegt, gilt

l∑
i=1

ϕG([ski ]) =
l∑

i=1

aki = 0.

Aus der Gleichheit ϕG([s]) = 0 für alle anderen 2-Simplizes in Γ\B mit Seite [t] folgt

∑
[s]∈C̃([t])

ϕG([s]) =
l∑

i=1

ϕG([ski ]) = 0.

�

Betrachtet man die in den letzten beiden Sätzen gegeben Abbildung, so ist leicht er-
kennbar, dass diese zueinander invers sind. Wir haben also die Existenz einer C-linearen
Bijektion

ρ3 : F (Γ\B,C) → GCΓ ,
ϕ 7→ Gϕ

nachgewiesen.

3.4 Übergang zu geschlossenen Flächen über Z

In den letzten Abschnitten haben wir die Existenz C-linearer bijektiver Abbildungen
ρ1, ρ2 und ρ3 mit

H!(B,C)Γ ρ1−→ H!(Γ\B,C)
ρ2−→ F (Γ\B,C)

ρ3−→ GCΓ

nachgewiesen. Wir haben somit jeder Funktion aus H!(B,C)Γ eine geschlossene Fläche
mit Koeffizienten in C zugeordnet. Dieses Ergebnis möchten wir im folgenden Satz
herausstellen.

Satz 3.8 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe. Dann ist die durch

ρ : H!(B,C)Γ → GCΓ ,
ϕ 7→ Gϕ

mit
Gϕ :=

∑
[s]∈S2(Γ\B)

1

|Γs|
ϕ(s)[s]

definierte Funktion eine wohldefinierte C-lineare bijektive Abbildung.
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3. Bestimmung einer Basis von H!(B,C)Γ

Beweis: Die Abbildung ρ entspricht der Abbildung ρ3 ◦ ρ2 ◦ ρ1.
�

Wir haben somit die Bestimmung einer C-Basis von H!(B,C)Γ auf die Bestimmung
einer C-Basis von GCΓ zurückgeführt.

In Kapitel 2 haben wir gezeigt, dass der Träger einer Funktion ϕ ∈ H!(B,C)Γ in dem
von Γ abhängigen Unterkomplex

Bn = {s ∈ S(B) | Niveau(s) ∈ S(Wn)}

enthalten ist. Hierbei bezeichnet Wn die Standardweylkammer der Größe n. Durch die
Abbildung ρ ist es möglich, dieses Ergebnis auf die Gruppe GCΓ zu übertragen.

Lemma 3.9 Sei N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ und sei n := max {2,degN}. Dann gilt

GCΓ ⊆ CS2(Γ\Bn).

Somit können wir GCΓ als Kern der Einschränkung δ̃C der Abbildung δC auf CS2(Γ\Bn)

auffassen.
Im folgenden Satz werden wir nachweisen, dass eine Basis von GCΓ existiert, welche ein
Erzeugendensystem der Gruppe GZΓ ist, wobei GZΓ der Kern der Einschränkung δZ von
δC auf die freie abelsche Gruppe ZS2(Γ\B) sei. Die Gruppe GZΓ werden wir zukünftig als
Gruppe der geschlossenen Flächen über Z bezeichnen.

Satz 3.10 Es gilt
GCΓ = GZΓ ⊗Z C.

Beweis: Analog zum vorigen Lemma können wir GZΓ als Kern der Einschränkung δ̃Z
der Abbildung δZ auf ZS2(Γ\Bn) auffassen. Die Z-lineare Abbildung δ̃Z kann durch eine
endlich-dimensionale MatrixM

δ̃
mit ganzzahligen Einträgen dargestellt werden. Da jede

Basis der freien abelschen Gruppe ZS2(Γ\Bn) eine Basis von CS2(Γ\Bn) ist, repräsentiert
die Matrix M

δ̃
ebenfalls die Abbildung δ̃C. Hieraus folgt

Kern(δ̃Z)⊗Z C = Kern(δ̃C)

und somit die Behauptung.
�

Die Überlegung dieses Kapitels zeigen, dass jede Basis von GZΓ mittels der Abbildung
ρ−1 eine Basis des C-Vektorraums H!(B,C)Γ liefert. Unsere Aufgabe ist es im nächsten
Kapitel daher, eine Basis der freien abelschen Gruppe GZΓ der geschlossenen Flächen
über Z zu ermitteln.
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4. Geschlossene Flächen über Z

4.1 Gestalt

In diesem Abschnitt möchten wir den Aufbau geschlossener Flächen analysieren. Wir
werden zeigen, dass eine geschlossene Fläche allein durch ihre Summanden vom Niveau

C2 = {[0, 0], [0, 1], [1, 1]}

bestimmt ist.
Im 1.Kapitel haben wir in Lemma 1.35 gesehen, dass an jeder inneren Kante t ∈ S1(B)
genau q 2-Simplizes si ∈ S2(B) mit si <W t, aber nur ein Simplex s mit t =W s anliegt.
Somit lässt sich jeder Simplex aus S2(B) vom Niveau C2 eindeutig zu einer Weylkammer
in B fortsetzen. Da zudem für innere Simplizes aus der Gleichheit =W stets auch die
Gleichheit =F bezüglich der Fixgruppe folgt, liegt, wie in Lemma 1.37 gezeigt, auch
im Quotientengraphen an jeder inneren Kante [t] nur ein 2-Simplex [s] ∈ S2(Γ\B) mit
[t] =W [s]. Daher kann auch im Quotientenkomplex jeder 2-Simplex vom Niveau C2

eindeutig fortgesetzt werden.
Diese Eindeutigkeit motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1 Sei [s] = [gC2] mit g ∈ GL3(Fq[T ]) ein 2-Simplex aus S2(Γ\B) vom
Niveau C2. Die Menge

FΓ([s]) := {[gw] | w ∈ S2(W)}

heißt Fortsetzung von [s] bezüglich Γ.

Im nächsten Lemma wird die besondere Stellung der Simplizes vom Niveau C2 her-
vorgehoben. So werden wir sehen, dass jeder in einer geschlossenen Fläche auftretende
Simplex in der Fortsetzung eines Summanden vom Niveau C2 liegt.

Lemma 4.2 Sei G =
µ∑
κ=1

aκ[sκ] ∈ GZΓ eine geschlossene Fläche. Dann existiert zu jedem

κ ∈ {1, . . . , µ} ein λ ∈ {1, . . . , µ} mit

(i) Niveau([sλ]) = C2,

(ii) [sκ] ∈ FΓ([sλ]).
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Beweis: Ist [sκ] vom Niveau C2, so kann trivialerweise λ = κ gewählt werden. Betrach-
ten wir also den Fall Niveau([sκ]) 6= C2. Sei [tκ] ∈ S1(Γ\B) eine innere Kante und Seite
von [sκ] mit [tκ] =W [sκ]. Nach Lemma 1.37 liegt an [tκ] kein weiterer 2-Simplex vom
gleichen Niveau wie [sκ], sondern lediglich 2-Simplizes [s̃] mit [s̃] <W [tκ] an. Da G
eine geschlossene Fläche ist, existiert somit ein ι ∈ {1, . . . , r} mit [sι] <W [sκ] sowie
ein i ∈ {0, 1, 2} mit Φi

2([sι]) = [tκ]. Die induktive Fortsetzung dieses Verfahrens liefert
einen Simplex [sλ] mit Niveau([sλ]) = C2 und [sκ] ∈ FΓ([sλ]).

�

Nach vorigem Lemma lässt sich jede geschlossene Fläche in Summen über Fortsetzungen
von C2 aufteilen. Somit ist jede geschlossene Fläche G nach eventueller Umsortierung
und Aufsplittung von der Form

ν∑
λ=1

∑
[s]∈FΓ([sλ])

bs[s]

mit bsλ 6= 0 für alle Simplizes [sλ] mit Niveau([sλ]) = C2. Hierbei ist zu beachten, dass
ein Simplex [s] durchaus in der Fortsetzung mehrerer Simplizes vom Niveau C2 liegen
kann und daher mehrfach als Summand auftaucht.

Im Folgenden möchten wir den Summationsbereich weiter einschränken. Ist N ∈ Fq[T ]
mit Γ(N) ⊆ Γ, so gilt nach Lemma 3.9 für n := max {2,degN} die Inklusion

GZΓ ⊆ ZS2(Γ\Bn),

wobei Bn den Unterkomplex von B mit

S(Bn) := {s ∈ S(B) | Niveau(s) ∈ S(Wn)}

bezeichnet. Daher erscheint es sinnvoll, die Fortsetzung ebenfalls auf diesen Bereich zu
beschränken.

Definition 4.3 Sei [s] ∈ S2(Γ\B). Die Menge

FnΓ ([s]) = {[s̃] ∈ FΓ([s]) | Niveau([s̃]) ∈ Wn}

heißt Fortsetzung der Größe n.

Wir können also den Summationsbereich auf die Fortsetzungen der Größe n begrenzen.
Somit ist jede geschlossene Form nach eventueller Umsortierung von der Form

ν∑
λ=1

∑
[s]∈FnΓ ([sλ])

bs[s]

mit bsλ 6= 0 für alle Simplizes [sλ] mit Niveau([sλ]) = C2.
Zu Beginn des Kapitels haben wir als Ziel angegeben, nachzuweisen, dass jede geschlos-
sene Fläche schon durch die Summanden vom Niveau C2 bestimmt ist. Im letzten Schritt
betrachten wir die Koeffizienten bs. Es wird sich zeigen, dass die Koeffizienten bs für
[s] ∈ FnΓ ([sλ]) bis auf das Vorzeichen dem Koeffizienten bsλ entsprechen.
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Lemma 4.4 Sei

G =

ν∑
λ=1

∑
[s]∈FnΓ ([sλ])

bs[s]

eine geschlossene Fläche über Z. Der Wert εs sei definiert durch

εs :=

{
1 ∃j, k ∈ N0 : Niveau(s) = {[j, k], [j, k + 1], [j + 1, k + 1]} ,
−1 ∃j, k ∈ N0 : Niveau(s) = {[j, k], [j + 1, k], [j + 1, k + 1]} .

Dann gilt

G =
ν∑

λ=1

bsλ
∑

[s]∈FnΓ ([sλ])

εs[s].

Beweis: Sei [t] Seite eines in G auftretenden Simplex. Nach Lemma 1.37 liegen an der
Kante [t] genau ein 2-Simplex [s], der bezüglich W gleich [t] ist, sowie endlich viele
bezüglich der Weylkammer kleinere 2-Simplizes [s1], . . . , [sk]. Seien [si1 ], . . . , [sil ] dabei
diejenigen Simplizes, die in der geschlossenen Fläche G als Summanden auftreten. Um
die Geschlossenheitsrelation zu erfüllen, muss der Koeffizient von [s] gerade das additive
Inverse der Summe der Koeffizienten von [si1 ], . . . , [sil ] sein. Dies wird durch die Wahl
von εs erreicht.

�

Durch das vorige Lemma haben wir unsere zu Beginn des Abschnittes getätige Aus-
sage, dass jede geschlossene Fläche durch ihre Summanden vom Niveau C2 eindeutig
festgelegt sei, bewiesen. Wir möchten dieses Ergebnis noch einmal im folgenden Satz
zusammenfassen.

Satz 4.5 Sei N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ und n := max {2, degN}. Weiter sei

SC2(Γ\B) := {[s] ∈ S2(Γ\B) | Niveau([s]) = C2}

und εs definiert wie in Lemma 4.4. Dann ist die durch

Υ : ZSC2 (Γ\B) → ZS2(Γ\Bn)

ν∑
λ=1

aλ[sλ] 7→
ν∑

λ=1

aλ
∑

[s]∈FnΓ ([sλ])

εs[s]

definierte Z-lineare Abbildung injektiv. Es gilt

GZΓ ⊆ Im Υ.

Beweis: Die Aussage folgt aus den bisherigen Überlegungen dieses Abschnittes.
�

Nach Wahl der zur Definition von Υ verwendeten Koeffizienten εs erfüllt jedes Element
aus Im Υ bereits die Geschlossenheitsrelation an denjenigen Kanten, deren Niveau im
Inneren der Standardweylkammer der Größe n liegen. Diese Menge der Kanten wird in
der folgenden Graphik für den Fall n = 4 veranschaulicht.
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4. Geschlossene Flächen über Z

Abb. 4.1: Innere Kanten von W4

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels möchten wir das Urbild U := Υ−1(GZΓ) der geschlos-
senen Fläche über Z unter der Abbildung Υ bestimmen. Nach Definition der geschlosse-
nen Flächen entspricht U dem Kern der Abbildung δZ ◦Υ, wobei δZ diejenige in Kapitel
3 eingeführte Abbildung bezeichnet, die jedem 2-Simplex aus S2(B) die Summe seiner
Kanten zuordnet.

4.2 Bedingungen für geschlossene Flächen

Ziel dieses Abschnittes ist die nähere Beschreibung des Urbildes U = Υ−1(GZΓ) von GZΓ
unter der zuvor eingeführten Abbildung Υ.
Da eine geschlossene Fläche G an jeder Kante vom Niveau C10 = {[0, 0], [0, 1]} sowie
vom Niveau C12 = {[0, 0], [1, 1]} die Geschlossenheitsrelation erfüllt, gilt dies ebenfalls
für Υ−1(G). Daher zeichnen wir in der folgenden Definition all diejenigen Elemente von
ZSC2 (Γ\B) aus, welche an den Kanten vom Niveau C10 bzw. C12 der Geschlossenheitsre-
lation genügen.

Definition 4.6 Sei

A :=
ν∑

λ=1

aλ[sλ]

mit aλ ∈ Z und [sλ] ∈ S2(Γ\B) mit Niveau([sλ]) = C2. Weiter sei Φ0
2([sλ]) die Seite vom

Niveau C10 = {[0, 0], [0, 1]} sowie Φ1
2([sλ]) die Seite vom Niveau C12 = {[0, 0], [1, 1]}. Gilt

ν∑
λ=1

aλΦ0
2([sλ]) =

ν∑
λ=1

aλΦ1
2([sλ]) = 0,

so nennen wir A Anfangsfläche.
Die Menge der Anfangsflächen bildet bezüglich der Addition eine Gruppe, welche wir
mit AΓ bezeichnen.

Nach den vorherigen Bemerkungen gilt

U ⊆ AΓ.

Mittels der in Kapitel 1 erläuterten Relation „bezüglich der Fixgruppe kleiner gleich“
ist es uns möglich, im nächsten Satz genaue Kriterien angeben, wann eine Z-Linear-
kombination von 2-Simplizes vom Niveau C2 im Urbild U von GZΓ liegt.
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4.2 Bedingungen für geschlossene Flächen

Satz 4.7 Sei N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆ Γ und sei n := max {2, degN}. Gegeben sei die
Summe

U :=
ν∑

λ=1

aλ[sλ]

mit aλ ∈ Z, [sλ] ∈ S2(Γ\B) und Niveau([sλ]) = C2. Dann ist U genau dann in U =
Υ−1(GZΓ) enthalten, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) U ∈ AΓ,

(ii)
ν∑

λ=1

aλ[tλ,1] = 0, wobei [tλ,1] ∈ S1(FnΓ ([sλ])) die Kante vom Niveau {[0, n− 1], [1, n]}

bezeichne,

(iii)
ν∑

λ=1

aλ[tλ,2] = 0, wobei [tλ,2] ∈ S1(FnΓ ([sλ])) die Kante vom Niveau {[n− 1, n− 1],

[n− 1, n]} bezeichne.

Beweis: Ist G eine geschlossene Fläche, so ist die Summe der Koeffizienten der an
einer Kante [t] ∈ S1(Γ\B) auftretenden 2-Simplizes stets Null. Dies gilt selbstverständ-
lich auch für die Kanten vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} , {[0, 0], [1, 1]} , {[0, n− 1], [1, n]} und
{[n− 1, n− 1], [n− 1, n]}.
Wenden wir uns als der umgekehrten Beweisrichtung zu. Hierbei unterscheiden wir be-
züglich des Niveaus der Kanten.

(1) Kanten, deren Niveau am „äußeren Rand“ von Wn liegt:

Wir werden sehen, dass die Geschlossenheitsrelation an diesen Kanten aus Bedin-
gung (i), also der Inklusion

ν∑
λ=1

aλ[sλ] ∈ AΓ

folgt.
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4. Geschlossene Flächen über Z

(2) Kanten, deren Niveau im Inneren von Wn liegt:

Es wird sich zeigen, dass sich die Geschlossenheitsrelation bereits aus der Wahl der
Abbildung Υ, genauer gesagt der Wahl der Faktoren εs ergibt.

(3) Kanten, deren Niveau am „inneren Rand “von Wn liegt:

Für diese Kanten benötigen wir zum Nachweis der Geschlossenheitsrelation die
Bedingungen (ii) und (iii), d.h. die Voraussetzung

ν∑
λ=1

aλ[tλ,1] =
ν∑

λ=1

aλ[tλ,2] = 0.

Betrachten wir diese Arten im Detail.

(1) Beginnen wir mit den Kanten vom Niveau {[0, k], [0, k + 1]} für 0 < k. Seien
[s1], [s2] ∈ S2(Γ\B) mit Niveau([s1]) = Niveau([s2]) = C2 und einer gemeinsamen
Seite

[t] = Φ0
2([s1]) = Φ0

2([s2])

vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}.
Sind [s̃1] ∈ FnΓ ([s1]) und [s̃2] ∈ FnΓ ([s2]) 2-Simplizes mit

Niveau([s̃1]) = Niveau([s̃2]) = {[0, k], [0, k + 1], [1, k + 1]} ,

sowie Φ0
2([s̃1]) und Φ0

2([s̃2]) die Seiten vom Niveau {[0, k], [0, k + 1]}, so gilt

[t] ≤W Φ0
2([s̃1]) und [t] ≤W Φ0

2([s̃2])

Da [t],Φ0
2([s̃1]) sowie Φ0

2([s̃2]) äußere Kanten sind, folgt hieraus die Relation

[t] ≤F Φ0
2([s̃1]) und [t] ≤F Φ0

2([s̃2])
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4.3 Bestimmen der Anfangsflächen

und somit die Gleichheit
Φ0

2([s̃1]) = Φ0
2([s̃2]).

Bezeichnet also [s̃kλ] für k = 1, . . . , n−2 den 2-Simplex [s̃kλ] ∈ FnΓ ([sλ]) mit Niveau([s̃kλ]) =
{[0, k], [0, k + 1], [1, k + 1]}, so folgt aus

ν∑
λ=1

aλΦ0
2([sλ]) = 0

für k = 2, . . . , n− 2 die Gleichheit

ν∑
λ=1

aλΦ0
2([s̃kλ]) = 0.

Offensichtlich lässt sich für Kanten vom Niveau {[j, j], [j + 1, j + 1]} analog argu-
mentieren.

(2) Ähnlich zum Beweis von Lemma 4.4, in welchem die Koeffizienten εs eingeführt
wurden, lässt sich zeigen, dass bereits jedes Element aus Im Υ die Geschlossen-
heitsrelation an diesen Kanten erfüllt.

(3) Wenden wir uns den Kanten vom Niveau

{[k, n− 1 + k], [k + 1, n+ k]} bzw. {[n− 1, n− 1 + k], [n− 1, n+ k]}

mit k ∈ {1, . . . , n− 2} zu. Aufgrund der Relationen

{[0, n− 1], [1, n]} ≤W {[k, n− 1 + k], [k + 1, n+ k]}

und
{[n− 1, n− 1], [n− 1, n]} ≤W {[n− 1, n− 1 + k], [n− 1, n+ k]} .

sowie der Voraussetzung

ν∑
λ=1

aλ[tλ,1] =
ν∑

λ=1

aλ[tλ,2] = 0

kann die Argumentation aus (1) auch auf diese Fälle übertragen werden.

�

4.3 Bestimmen der Anfangsflächen

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass das Urbild der Gruppe GZΓ der geschlossenen
Flächen unter der Abbildung Υ in der Gruppe AΓ der Anfangsflächen enthalten ist. Da-
her möchten wir in diesem Abschnitt die Gruppe der Anfangsflächen näher beschreiben.
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4. Geschlossene Flächen über Z

Die Überlegungen im folgenden Absatz zeigen, dass sich jede Anfangsfläche als Sum-
me von Differenzen zweier Simplizes mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}
schreiben lässt.

Sei
ν∑

λ=1

aλ[sλ] eine Anfangsfläche. Diese lässt sich weiter in Teilsummen
ϑi∑
η=1

aiη [siη ] von

2-Simplizes [siη ] mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} zerlegen. Für diese

gilt aufgrund der Geschlossenheitsrelation die Gleichheit
ϑi∑
η=1

aiη = 0 und somit ai1 =

−
ϑi∑
η=2

aiη . Damit gilt

ϑi∑
η=1

aiη [siη ] =

ϑi∑
η=2

aiη([siη ]− [si1 ]).

Durch Aufsummieren dieser Summen erhält man die Aussage des vorigen Absatzes.
Offensichtlich lässt sich analog zeigen, dass sich jede Anfangsfläche auch als Summe von
Differenzen jeweils zweier Simplizes mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [1, 1]}
darstellen lässt.

Die vorigen Überlegungen motivieren die Einführung einer Bezeichnung der kleinsten
Untergruppe von ZSC2 (Γ\B), welche alle Differenzen von 2-Simplizes aus S(Γ\B) mit
gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} bzw. {[0, 0], [1, 1]} enthält.

Definition 4.8 Für [s1], [s2] ∈ S2(Γ\B) mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}
bzw. {[0, 0], [1, 1]} nennen wir die Differenz

[s2]− [s1]

einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter Art für Γ\B.
Die Z-lineare HülleM1 bzw.M2 der Mengen einfacher Modulsymbole erster bzw. zwei-
ter Art bezeichnen wir als Gruppe der Modulsymbole erster bzw. zweiter Art für Γ\B.

Nach Definition erfüllt jedes Element aus M1 die Geschlossenheitsrelation an jeder
Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}. Ebenso genügt jedes Element aus M2 der Geschlos-
senheitsrelation an Kanten des Niveaus {[0, 0], [1, 1]}.
Mittels der soeben eingeführten Bezeichnungen lässt sich eine alternative Beschreibung
der Gruppe der Anfangsflächen angeben. Hierbei verwenden wir die zuvor nachgewie-
sene Darstellung der Anfangsflächen als Summe von Differenzen.

Satz 4.9 Es gilt
AΓ =M1 ∩M2.

Beweis: Die Überlegungen vor der Definition der Modulsymbole für Γ\B haben ge-
zeigt, dass sich jede Anfangsfläche sowohl als Summe von Differenzen von 2-Simplizes
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4.3 Bestimmen der Anfangsflächen

mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} als auch durch Differenzen von 2-
Simplizes mit gemeinsamer Seite vom Niveau {[0, 0], [1, 1]} darstellen lässt. Somit ist
jede Anfangsfläche inM1 sowie inM2 enthalten.
Ist andererseits eine Summe von C2-Simplizes ein Element vonM1 sowie vonM2, so
genügt diese Summe der Geschlossenheitsrelation an allen Kanten sowohl vom Niveau
{[0, 0], [0, 1]} als auch vom Niveau {[0, 0], [1, 1]} und ist somit eine Anfangsfläche.

�

Im bisherigen Verlauf dieses Abschnittes haben wir somit die Bestimmung eines Erzeu-
gendensystems der Gruppe AΓ der Anfangsflächen auf die Bestimmung eines Erzeugen-
densystems der GruppenM1 undM2 zurückgeführt. Zur Untersuchung dieser Gruppen
werden wir zunächst das Konzept der Modulsymbole für den Quotientengraphen Γ\B
auf das Bruhat-Tits-Gebäude B übertragen.

Definition 4.10 Für s1, s2 ∈ SC2(B) mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}
bzw. {[0, 0], [1, 1]} bezeichnen wir

ds1, s2e := s2 − s1

als einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter Art für B.
Die Z-lineare Hülle M1 bzw. M2 der Menge dieser Elemente bezeichnen wir als Gruppe
der Modulsymbole erster bzw. zweiter Art für B.

Ein einfaches Modulsymbol ist also eine Differenz zweier Simplizes aus S1(B). Im ersten
Kapitel haben wir auf den Simplizes eine Operation der GL3(Fq[T ]) definiert, welche
wir auf die Modulsymbole ausweiten können.
Sei g ∈ GL3(Fq[T ]) und ds1, s2e ∈ M1 ein einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter
Art. Durch lineare Fortsetzung von

gds1, s2e = gs2 − gs1

erhalten wir eine Operation der GL3(Fq[T ]) auf der Gruppe der Modulsymbole erster
bzw. zweiter Art.
Da unser Interesse den Modulsymbolen für Γ\B gilt, möchten wir den größten Quoti-
enten von M1 bzw. M2 betrachten, der unter der Operation von Γ invariant bleibt.

Definition 4.11 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]). Wir bezeichnen
die Menge

MΓ
1 := M1/〈m− γm | m ∈M1, γ ∈ Γ〉

bzw.
MΓ

2 := M2/〈m− γm | m ∈M2, γ ∈ Γ〉

als Modulsymbole erster bzw. zweiter Art für Γ.
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4. Geschlossene Flächen über Z

Um schlussendlich die GruppeM1 bzw.M2 zu erhalten, betrachten wir die Projektion
πΓ von MΓ

1 bzw. MΓ
2 nach Z[S2(Γ\B)]. Hierbei können wir die in Abschnitt 1.3 einge-

führte Abbildung πΓ auf Vertreter anwenden. Dies ist offensichtlich wohldefiniert. Wir
erhalten

M1 = πΓ(MΓ
1 ) sowieM2 = πΓ(MΓ

2 ).

Es ergibt sich eine weitere Darstellung der Gruppe der Anfangsflächen.

Korollar 4.12 Es gilt
AΓ = πΓ(MΓ

1 ) ∩ πΓ(MΓ
2 ).

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.9.
�

4.4 Modulsymbole erster Art

Ziel diese Abschnittes ist es, die Gruppe M1 durch Erzeuger und Relation darzustellen.
Die Ideen dieses Abschnittes beruhen dabei zu großen Teilen auf der Arbeit „Modu-
lar Symbols for Fq(T )“ [Te] von Jeremy T. Teitelbaum sowie den Ausführungen aus
„Modulsymbole für Funktionenkörper “ [Tr] von Matthias Traulsen, in welchen Modul-
symbole für den Fall GL2(Fq[T ]) behandelt werden.
Hierzu wenden wir uns erneut der zuvor erwähnten Operation der GL3(Fq[T ]) auf der
Gruppe der Modulsymbole erster Art zu. Mittels dieser werden wir eine Abbildung der
GL3(Fq[T ]) in die Gruppe M1 definieren. Wir werden jedem Element aus GL3(Fq[T ])
hierbei ein Modulsymbol zuordnen, das durch seine Operation auf einem festen ein-
fachen Modulsymbol entsteht. Dieses feste Modulsymbol besteht zum einen aus dem
Standard-2-Simplex C2 sowie dem zur Nebenklasse0 1 0

1 0 0
0 0 1

 · 〈R〉 · I ·K×∞
gehörenden 2-Simplex C̃2. Der 2-Simplex C̃2 besteht somit aus den Knoten [0, 0], [0, 1]
sowie aus dem zum Vertreter π∞ 0 0

0 1 0
0 0 π∞


gehörenden Knoten.

Definition 4.13 Sei g ∈ GL3(Fq[T ]). Wir setzen

(g)1 := gdC2, C̃2e = dgC2, gC̃2e.

Ferner bezeichne Ψ1 : Z[GL3(Fq[T ])] → M1 den Homomorphismus, der von der Abbil-
dung g → (g)1 induziert wird.
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Im folgenden Lemma wird die Surjektivität der Abbildung nachgewiesen.

Lemma 4.14 Die Abbildung Ψ1 ist surjektiv.

Beweis: Sei ds1, s2e ein einfaches Modulsymbol erster Art. Da die Komponenten s1, s2

vom Niveau C2 sind, sowie eine gemeinsame Seite vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} besitzen,
existiert ein g ∈ GL3(Fq[T ]) mit gds1, s2e = dC2, se, wobei s die Kante {[0, 0], [0, 1]}
besitzt. Die Gruppe FixGL3(Fq [T ])(C2) lässt den Simplex C2 fest und operiert transitiv
auf den anderen Simplizes mit Kante {[0, 0], [0, 1]}. Daraus folgt die Existenz eines
g̃ ∈ FixGL3(Fq [T ])(C2) mit g̃dC2, se = dC2, C̃2e. Insgesamt gilt daher

(g−1g̃−1)1 = g−1g̃−1dC2, C̃2e = g−1dC2, se = ds1, s2e.

�

Aufgrund des ersten Isomorphiesatzes genügt es nach vorigem Lemma, zur Bestimmung
von M1 den Kern von Ψ1 zu kennen. Das nachfolgende Lemma zeigt, dass es hierbei
ausreichend ist, den Kern der Einschränkung von Ψ1 auf die Fixgruppe der Kante
{[0, 0], [0, 1]} zu berechnen.

Lemma 4.15 Sei

G
(1)
0,0 := FixGL3(Fq [T ])({[0, 0], [0, 1]}) =


∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

0 0 ∗

 ∈ GL3(Fq)


die Fixgruppe der Kante {[0, 0], [0, 1]}. Weiter sei I1 � Z[G

(1)
0,0] das Annulatorideal des

einfachen Modulsymbols erster Art dC2, C̃2e. Dann gilt

Kern(Ψ1) = Z[GL3(Fq[T ])]I1.

Beweis: Die Inklusion Z[GL3(Fq[T ])]I1 ⊆ Kern(Ψ1) ist trivial.
Sei g ∈ Kern(Ψ1) und sei X ein Vertretersystem des Quotienten GL3(Fq[T ])/G

(1)
0,0. Dann

existieren gx ∈ Z[G
(1)
0,0] mit

g =
∑
x∈X

xgx.

Da jedes gx eine Summe von Elementen des Stabilisators der Kante C10 = {[0, 0], [0, 1]}
ist, berühren die Elemente gx[C2, C̃2] jeweils die Kante C10 als einzige vom Niveau C10,
d.h. jeder in der Summe gxdC2, C̃2e vorkommende 2-Simplex besitzt die Seite C10 und
keine andere Kante dieses Niveaus. Die Symbole xgxdC2, C̃2e berühren daher jeweils
genau eine Kante vom Niveau C10.
Da der Quotient GL3(Fq[T ])/G

(1)
0,0 isomorph zur Menge der Kanten vom Niveau C10

ist, wird jede Kante vom Niveau C10 von höchstens einem solchen Symbol berührt. Die
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Summanden xgxdC2, C̃2e berühren somit paarweise verschiedene Kanten.
Nach Voraussetzung gilt

gdC2, C̃2e =
∑
x∈X

xgxdC2, C̃2e = 0.

Aus den vorigen Überlegungen folgt

xgxdC2, C̃2e = 0

für jeden einzelnen Summanden. Somit muss bereits

gxdC2, C̃2e = 0,

also gx ∈ I1 und folglich g ∈ Z[GL3(Fq[T ])]I1 gelten.
�

Unser nächstes Ziel ist es daher, das Ideal I1, den Kern der auf Z[G
(1)
0,0] eingeschränkten

Abbildung Ψ1, zu bestimmen. Hierzu führen wir zunächst die Matrix

A1 :=

0 1 0
1 0 0
0 0 1


ein. Es gilt A2

1 = 1 sowie
A1dC2, C̃2e = dC̃2, C2e.

Somit gilt für g ∈ GL3(Fq[T ]) die Gleichheit

(gA1)1 = −(g)1.

Weiter benötigen wir die Matrix

B1 :=

 0 1 0
−1 1 0
0 0 −1

 .

Diese erfüllt B3
1 = −1 und bildet den Simplex C2 auf den Simplex C̃2 ab. Erneute

Multiplikation mit B1 liefert einen von C2 und C̃2 verschiedenen 2-Simplex s. Wendet
man auf diesen ein weiteres Mal die Matrix B1 an, so erhält man den Standard-2-
Simplex C2. Für ein einfaches Modulsymbol (g)1 = ds1, s2e gelten also die Gleichheiten

(gB1)1 = ds2, s3e, (gB2
1)1 = ds3, s1e sowie (gB3

1)1 = ds1, s2e = (g)1

mit s3 ∈ S2(B) und somit
(g)1 = −(gB1)1 − (gB2

1)1.

Mithilfe dieser Elemente ist es uns möglich, das Ideal I anzugeben.

Lemma 4.16 Das Ideal I1 wird erzeugt von
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(i) den Elementen 1− S mit S ∈ FixGL3(Fq [T ])(C2) ∩ FixGL3(Fq [T ])(C̃2) =
( ∗ 0 ∗

0 ∗ ∗
0 0 ∗

)
,

(ii) dem Element 1 +A1,

(iii) dem Element 1 +B1 +B2
1 .

Beweis:
Sei J das von den gegebenen Elementen erzeugte Ideal von Z[G

(1)
0,0].

Die Inklusion J ⊆ I1 folgt durch einfaches Nachrechnen und mittels der Bemerkungen
zu den Matrizen A1 und B1.
Wir wollen nun die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei hierfür

α =
∑
g∈G(1)

0,0

λgg ∈ I1

und sei seine Länge durch
l(α) =

∑
|λg|

definiert. Wir werden im Verlaufe dieses Beweises ein zu α bezüglich J äquivalentes Ele-
ment geringerer Länge bestimmen. Induktiv kann dann insgesamt ein zu α äquivalentes
Element der Länge 0 bestimmt werden. Folglich ist α bezüglich J zu 0 äquivalent, liegt
daher in J .
Als ersten Schritt werden wir nachweisen, dass α zu einem Element

∑
λ̃gg äquivalent

ist, für welches aus λ̃g 6= 0 die Gleichheit λ̃gA1S = 0 für alle S ∈ Fix(C2)∩Fix(C̃2) folgt.
Hierfür betrachten wir für λg 6= 0 6= λgA1S die Äquivalenzen

λgg + λgA1SgA1S ≡ λgg + λgA1SgA1 − λgA1SgA1(1− S) (mod J)

≡ λgg − λgA1Sg + λgA1Sg(1 +A1) (mod J)

≡ (λg − λgA1S)g (mod J).

Modulo J können wir somit den Koeffizienten λg durch λg − λgA1S ersetzen und den
Summanden λgA1SgA1S entfernen. Induktiv liefert uns dieses Verfahren das gesuchte
Element

∑
λ̃gg.

O.B.d.A. können wir also für λg 6= 0 die Gleichheit λgA1S = 0 für alle S ∈ Fix(C2) ∩
Fix(C̃2) annehmen.
Sei g ∈ G(1)

0,0 mit λg 6= 0 und sei

g[C2, C̃2] = ds1, s2e.

Nach Voraussetzung liegt α in I und erfüllt somit die Gleichheit (α)1 = 0. Daher muss
ein s3 ∈ S2(B) sowie g′ ∈ G(1)

0,0 mit λg′ 6= 0, sgn(λg′) = sgn(λg) und

g′[C2, C̃2] = ds2, s3e

existieren. Da nach Annahme g′ 6= gA1S gilt, sind s1 und s3 verschieden.
Unser nächstes Ziel ist es, ein Element τ ∈ G(1)

0,0 mit

τs1 = C2, τs2 = C̃2 = B1C2 und τs3 = B1C̃2 = B2
1C2
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4. Geschlossene Flächen über Z

zu bestimmen. Hierbei müssen speziell diejenigen Fälle beachtet werden, in welchen ein
si dem Standard-2-Simplex C2 entspricht.
Wir setzen

τ =



z − x y(x− z) 0

z − y x(y − z) 0

0 0 1

 , falls s1 =
(
x 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s2 =

(
y 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s3 =

(
z 1 0
1 0 0
0 0 1

)
,

1 −y 0

0 z − y 0

0 0 1

 , falls s1 = C2, s2 =
(
y 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s3 =

(
z 1 0
1 0 0
0 0 1

)
,

0 z − x 0

1 −x 0

0 0 1

 , falls s1 =
(
x 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s2 = C2, s3 =

(
z 1 0
1 0 0
0 0 1

)
,

1 −y 0

1 −x 0

0 0 1

 , falls s1 =
(
x 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s2 =

(
y 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, s3 = C2.

Man rechnet direkt nach, dass dieses τ die Anforderungen erfüllt. Es gilt also

τg[C2, C̃2] = [C2, C̃2] und τg′[C2, C̃2] = B1[C2, C̃2].

Somit liegen τg und B−1
1 τg′ in Fix(C2)∩Fix(C̃2), d.h. es existieren Elemente S1, S2 dieser

Gruppe mit τg = S1 und τg′ = B1S2. Diese Überlegungen führen uns zu folgenden
Äquivalenzen:

α ≡ α− τ−1(1 +B1 +B2
1) (mod J)

≡ α− τ−1(1− S1)− τ−1S1 − τ−1B1(1− S2)− τ−1B1S2 − τ−1B2
1 (mod J)

≡ α− τ−1τg − τ−1τg′ − τ−1B2
1 (mod J)

≡ α− g − g′ − τ−1B2
1 (mod J).

Da sowohl g als auch g′ Bestandteil von α sind sowie sgn(λg) = sgn(λg′) gilt, haben wir
die Länge im Fall λg > 0 um mindestens 1 reduziert. Ist λg < 0 betrachten wir analog
die Äquivalenz

α ≡ α+ τ−1(1 +B1 +B2
1) (mod J)

≡ α+ g + g′ + τ−1B2
1 (mod J).

Induktiv können wir auf diese Weise die Länge auf 0 reduzieren und somit α ∈ J
nachweisen.

�

Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf die Gruppe der Modulsymbole erster Art bezüg-
lich Γ übertragen.
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Satz 4.17 Die Gruppe MΓ
1 ist isomorph zum Quotienten der freien abelschen Gruppe

Z[Γ\GL3(Fq[T ])] modulo der Relationen

Γg − ΓgS = 0,

Γg + ΓgA1 = 0,

Γg + ΓgB1 + ΓgB2
1 = 0.

Dabei durchläuft S die Elemente von Fix(C2) ∩ Fix(C̃2).

Beweis: Da für g ∈ GL3(Fq[T ]) und γ ∈ Γ die Gleichheit γ(g)1 = (γg)1 gilt, ist dies
eine direkte Folgerung aus Lemma 4.16.

�

Der vorige Satz liefert uns eine Möglichkeit, ein Erzeugendensystem der GruppeMΓ
1 und

somit durch Projektion auch ein Vertretersystem der Gruppe M1 der Modulsymbole
erster Art für den Quotientenkomplex Γ\B zu bestimmen. Aus der Endlichkeit der
Menge Γ\GL3(Fq[T ]) folgt auch die Endlichkeit dieses Erzeugendensystems.

4.5 Modulsymbole zweiter Art

Da sich die Gruppe der Anfangsflächen als Schnitt der Gruppen M1 und M2 ergibt,
möchten wir auch die Modulsymbole zweiter Art weiter untersuchen und diese Gruppe
ebenfalls durch Erzeuger und Relationen beschreiben. Hierbei werden wir feststellen,
dass sich die Ideen des vorigen Abschnittes leicht übertragen lassen.
Wie auch bei den Modulsymbolen erster Art definieren wir ein Standardsymbol, welches
aus dem Standard-2-Simplex C2 und einem weiteren Simplex vom Niveau C2 besteht.
Hierfür betrachten wir den durch die Nebenklasse1 0 0

0 0 1
0 1 0

 · 〈R〉 · I ·K∞
gegebenen 2-Simplex Ĉ2, welcher sich aus den Knoten [0, 0], [1, 1] und dem zur Matrix1 0 0

0 π∞ 0
0 0 1


gehörendem Knoten zusammensetzt.

Sei g ∈ GL3(Fq[T ]). Wir setzen

(g)2 := dgC2, gĈ2e

und bezeichnen mit Ψ2 : Z[GL3(Fq[T ])] → M2 den Homomorphismus, der von der
Abbildung g 7→ (g)2 induziert wird. Diese Abbildung besitzt dieselben Eigenschaften wie
die im vorigen Abschnitt eingeführte Abbildung Ψ1. Wir werden diese in den folgenden
Lemmata angeben.
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Lemma 4.18 Die Abbildung Ψ2 ist surjektiv.

Beweis: Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 4.14.
�

Somit kann die Gruppe M2 mit dem Quotienten von Z[GL3(Fq[T ])] modulo des Kerns
von Ψ2 identifiziert werden. Auch im Fall von Ψ2 kann der Kern durch Betrachtung
einer Teilmenge der GL3(Fq[T ]) bestimmt werden.

Lemma 4.19 Sei

G
(2)
0,0 := FixGL3(Fq [T ])({[0, 0], [1, 1]}) =


∗ ∗ ∗0 ∗ ∗

0 ∗ ∗

 ∈ GL3(Fq)


die Fixgruppe der Kante {[0, 0], [1, 1]}. Weiter sei I2 � Z[G

(2)
0,0] das Annulatorideal des

einfachen Modulsymbols erster Art [C2, Ĉ2]. Dann gilt

Kern(Ψ2) = Z[GL3(Fq[T ])]I2.

Beweis: Die Aussage kann auf die selbe Weise wie Lemma 4.15 bewiesen werden.
�

Zur Angabe des Ideals I2 müssen erneut zwei Matrizen eingeführt werden. Dies ist zum
einen die Matrix

A2 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

welche A2
2 = 1 sowie für alle g ∈ GL3(Fq[T ]) die Gleichheit

(gA2)2 = −(g)2

erfüllt. Des weiteren führen wir die Matrix

B2 =

−1 0 0
0 0 1
0 −1 1


ein, für welche B3

2 = −1 gilt. Sei (g)2 = ds1, s2e ein einfaches Modulsymbol. Dann
gelten die Gleichheiten

(gB2)2 = ds2, s3e, (gB2
2)2 = ds3, s1e sowie (gB3

2)2 = ds1, s2e = (g)2

mit s3 ∈ S2(B) und somit
(g)2 = −(gB2)2 − (gB2

2)2.

Diese Matrizen ermöglichen es uns, das Ideal I2 zu beschreiben.
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Lemma 4.20 Das Ideal I2 wird erzeugt von

(i) den Elementen 1− S mit S ∈ FixGL3(Fq [T ])(C2) ∩ FixGL3(Fq [T ])(Ĉ2) =
( ∗ ∗ ∗

0 ∗ 0
0 0 ∗

)
,

(ii) dem Element 1 +A2,

(iii) dem Element 1 +B2 +B2
2 .

Beweis: Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 4.16, lediglich die dort
auftretende Matrix τ muss abgeändert werden. So setzen wir in diesem Falle

τ =



1 0 0

0 z − x y(x− z)
0 z − y x(y − z)

 , falls s1 =
(

1 0 0
0 x 1
0 1 0

)
, s2 =

(
1 0 0
0 y 1
0 1 0

)
, s3 =

(
1 0 0
0 z 1
0 1 0

)
,

1 0 0

0 1 −y
0 0 z − y

 , falls s1 = C2, s2 =
(

1 0 0
0 y 1
0 1 0

)
, s3 =

(
1 0 0
0 z 1
0 1 0

)
,

1 0 0

0 0 z − x
0 1 −x

 , falls s1 =
(

1 0 0
0 x 1
0 1 0

)
, s2 = C2, s3 =

(
1 0 0
0 z 1
0 1 0

)
,

1 0 0

0 1 −y
0 1 −x

 , falls s1 =
(

1 0 0
0 x 1
0 1 0

)
, s2 =

(
1 0 0
0 y 1
0 1 0

)
, s3 = C2.

�

Somit können wir auch die Gruppe der Modulsymbole zweiter Art bezüglich Γ beschrei-
ben.

Satz 4.21 Die Gruppe MΓ
2 ist isomorph zum Quotienten der freien abelschen Gruppe

Z[Γ\GL3(Fq[T ])] modulo der Relationen

Γg − ΓgS = 0,

Γg + ΓgA2 = 0,

Γg + ΓgB2 + ΓgB2
2 = 0.

Dabei durchläuft S die Elemente von Fix(C2) ∩ Fix(Ĉ2).

Beweis: Siehe Beweis zu Satz 4.17.
�
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4. Geschlossene Flächen über Z

4.6 Modulsymbole für Γ0(N)

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir vermehrt spezielle Kongruenzuntergruppen
der Form

Γ0(N) =

γ ∈ GL3(Fq[T ]) | γ ≡

a b c
0 e f
0 0 i

 (modN)


mit a, b, c, e, f, i ∈ Fq[T ] betrachten. Daher möchten wir in diesem Abschnitt die Grup-
pen der Modulsymbole für besagte Gruppen betrachten.

Für die Bestimmung der Modulsymbole benötigen wir ein Vertretersystem der

Γ0(N)\GL3(Fq[T ]).

Hierzu zitieren wir zunächst ein Lemma aus [Mü], welches angibt, unter welchen Be-
dingungen zwei Elemente der GL3(Fq[T ]) unter der Operation der Γ0(N) äquivalent
sind.

Lemma 4.22 Sei A =

(
a b c
d e f
g h i

)
∈ GL3(Fq[T ]). Für eine Matrix Ã =

(
ã b̃ c̃
d̃ ẽ f̃

g̃ h̃ ĩ

)
∈

GL3(Fq[T ]) gilt Ã ∈ Γ0(N)A genau dann, wenn ein Polynom y ∈ Fq[T ] sowie zu N
teilerfremde Polynome x, z ∈ Fq[T ] mit(

x y
0 z

)
·
(
d e f
g h i

)
≡
(
d̃ ẽ f̃

g̃ h̃ ĩ

)
mod N

existieren.

Beweis: Siehe [Mü].
�

Das vorangegangene Lemma zeigt uns, in welcher Weise wir eine Matrix abändern kön-
nen, ohne die jeweilige Äquivalenzklasse zu verlassen. Insbesondere sehen wir, dass die
erste Zeile beliebig gewählt werden kann, so lange die so entstandene Matrix weiterhin
über Fq[T ] invertierbar ist. Mithilfe dieser Bedingungen ist es uns möglich, im Falle,
dass N irreduzibel ist, ein vollständiges Vertretersystem anzugeben.

Lemma 4.23 Sei N ∈ Fq[T ] irreduzibel und sei X ein vollständiges Vertretersystem
von Fq[T ]/(N). Dann ist die Menge

X0(N) :=
{(

1 0 0
d 1 0
g h 1

)
| d, g, h ∈ X

}
∪
{(

0 1 0
1 0 0
g h 1

)
| g, h ∈ X

}
∪
{(

1 0 0
d 0 1
g 1 0

)
| d, g ∈ X

}
∪
{(

0 0 1
1 0 0
g 1 0

)
| g ∈ X

}
∪
{(

0 1 0
0 e 1
1 0 0

)
| e ∈ X

}
∪
{(

0 0 1
0 1 0
1 0 0

)}
ein vollständiges Vertretersystem von Γ0(N)\GL3(Fq[T ]).
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Beweis: Da N irreduzibel ist, ist Fq[T ]/(N) ein Körper. Somit ist jedes Element aus
Fq[T ]\{0} modulo N invertierbar. Wir können jeweils den letzten nichttrivialen Eintrag
der dritten Zeile durch Multiplikation mit dem Inversen modulo N normieren. Wir
erhalten somit für die untere Zeile die Möglichkeiten(

g h 1
)
,
(
g 1 0

)
und

(
1 0 0

)
,

wobei g und h ein Vertretersystem von Fq[T ]/(N) durchlaufen.
Die Normierung eines Eintrages der letzten Zeile ermöglicht es uns immer, durch Addi-
tion eines entsprechenden Vielfachens der dritten Zeile zur zweiten Zeile, einen Eintrag
der mittleren Zeile zu eliminieren. Anschließend können wir auch schon zuvor bei der
unteren Zeile auch in der zweiten Reihe den letzten nichttrivialen Eintrag normieren.
Insgesamt ergeben sich somit für die unteren beiden Zeilen folgende Möglichkeiten(

d 1 0
g h 1

)
,

(
1 0 0
g h 1

)
,

(
d 0 1
g 1 0

)
,

(
1 0 0
g 1 0

)
,

(
0 e 1
1 0 0

)
,

(
0 1 0
1 0 0

)
,

wobei d, e, g und h ein vollständiges Vertretersystem von Fq[T ]/(N) durchlaufen.
Wie man leicht überprüfen kann, können die unteren beiden Zeilen jeweils durch eine
der Zeilen (

1 0 0
)
,
(
0 1 0

)
oder

(
0 0 1

)
zu einer Matrix mit Determinante ±1, also einem Element der GL3(Fq[T ]) ergänzt
werden.

�

Wir haben gesehen, dass die Äquivalenzklasse einer Matrix modulo Γ0(N) unabhängig
von der Wahl der oberen Zeile ist. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 4.24 Sei
(
a b c
d e f
g h i

)
∈ GL3(Fq[T ]).Wir definieren das Manin-Symbol

(
d e f
g h i

)
N

als (
d e f
g h i

)
N

:= Γ0(N)

a b c
d e f
g h i

 .

Nach den Erkenntnissen der letzten beiden Abschnitte lassen sich die Gruppen MΓ0(N)
1

und MΓ0(N)
2 mithilfe der Manin-Symbole beschreiben.

Lemma 4.25 a) Die GruppeMΓ0(N)
1 ist isomorph zur freien abelschen Gruppe auf den

Manin-Symbolen modulo der Relationen(
d e f
g h i

)
N

−
(
αd γe βd+ δe+ εf
αg γh βg + δh+ εi

)
N

= 0,(
d e f
g h i

)
N

+

(
e d f
h g i

)
N

= 0,
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(
d e f
g h i

)
N

+

(
−e d+ e −f
−h g + h −i

)
N

+

(
−d− e d f
−g − h g i

)
N

= 0,

für α, γ, ε ∈ F×q und β, δ ∈ Fq.

b) Die GruppeMΓ0(N)
2 ist isomorph zur freien abelschen Gruppe auf den Manin-Symbolen

modulo der Relationen (
d e f
g h i

)
N

−
(
αd βd+ δe γd+ εf
αg βg + δh γg + εi

)
N

= 0,(
d e f
g h i

)
N

+

(
d f e
g i h

)
N

= 0,(
d e f
g h i

)
N

+

(
−d −f e+ f
−g −i h+ i

)
N

+

(
d −e− f e
g −h− i h

)
N

= 0,

für α, δ, ε ∈ F×q und β, γ ∈ Fq.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.17 und Satz 4.21.
�
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

Im vorigen Kapitel haben wir die Bestimmung der Gruppe GZΓ theoretisch behandelt.
Genauer gesagt wurden die zugehörigen Summen von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) vom Ni-
veau C2, d.h. das Urbild U = Υ−1(GZΓ), beschrieben.
Wir werden ausgehend von diesen Überlegungen des letzten Kapitels erläutern, wie aus
einem Vertretersystem von Γ\GL3(Fq[T ]) algorithmisch in endlicher Zeit eine Basis der
Gruppe U berechnet werden kann. Durch Abbilden dieser Basis mittels der Funktion Υ
erhalten wir eine Basis der Gruppe GZΓ der geschlossenen Flächen über Z.
Dieses Verfahren zur Bestimmung einer Basis von U wurde im Zuge der Arbeit für
den Fall Γ = Γ0(N) für irreduzible Polynome N ∈ Fq[T ] im Computer-Algebra-System
Mathematica implementiert. Daher gehen wir an einigen Stellen ebenfalls auf die pro-
grammiertechnische Umsetzung ein. Die entsprechende Mathematica-Datei findet sich
in der Anlage zur Arbeit.
Die einzelnen Zwischenschritte werden wir anhand eines Beispieles für den Fall q = 2
erläutern.

5.1 Ablauf des Verfahrens

Bevor wir das Verfahren im Detail betrachten, beschreiben wir zunächst den groben
Ablauf dessen. Wir werden dafür im Folgenden die einzelnen Schritte aufführen, welche
bei der Bestimmung Basis von Υ−1(GZΓ), ausgehend von einem Vertretersystem VΓ von
Γ\GL3(Fq[T ]), durchlaufen werden.

Eingabe

• Vertretersystem VΓ von Γ\GL3(Fq[T ])

Ablauf

(1) Bestimmen einer Basis der Gruppe MΓ
1 bzw. MΓ

2

(1.1) Reduktion von VΓ bezüglich der Relation

Γg + ΓgA1 = 0 bzw. Γg + ΓgA2 = 0
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

(1.2) Reduktion des in (1.1) reduzierten Vertretersystems bezüglich der Relation

Γg − ΓgS = 0,

wobei S alle Elemente des Schnittes FixGL3(Fq [T ])(C2)∩FixGL3(Fq [T ])(C̃2) bzw.
FixGL3(Fq [T ])(C2) ∩ FixGL3(Fq [T ])(Ĉ2) durchläuft

(1.3) Reduktion des in (1.2) reduzierten Vertretersystems bezüglich der Relation

Γg + ΓgB1 + ΓgB2
1 = 0 bzw. Γg + ΓgB2 + ΓgB2

2 = 0

(1.4) Erstellen von Basen der GruppenMΓ
1 bzw.MΓ

2 mittels der Zuordnung (g)1 =

dgC2, gC̃2e bzw. (g)2 = dgC2, gĈ2e

(2) Bestimmen einer Basis der GruppeM1 bzw.M2 mittels der Projektion πΓ

(3) Bestimmen einer Basis der Gruppe der Anfangsflächen mittels AΓ =M1 ∩M2

(4) Bestimmen einer Basis der Gruppe U = Υ−1(GZΓ)

(4.1) Bestimmen einer Basis der kleinsten Untergruppe U (1) ≤ AΓ, welche alle
Elemente

∑
aλ[sλ] mit

∑
aλ[tλ,1] = 0 enthält, wobei [tλ,1] ∈ FΓ([sλ]) die

Kante vom Niveau {[0, n− 1], [1, n]} bezeichne
(4.2) Bestimmen einer Basis der kleinsten Untergruppe U ≤ U (1), welche alle Ele-

mente
∑
aλ[sλ] mit

∑
aλ[tλ,2] = 0 enthält, wobei [tλ,2] ∈ FΓ([sλ]) die Kante

vom Niveau {[n− 1, n− 1], [n− 1, n]} bezeichne

Ausgabe

• Basis (U1, . . . , Ur) der Gruppe U = Υ−1(GZΓ)

Wir werden die einzelnen Punkte in den folgenden Abschnitten näher erklären.

5.2 Bestimmen der Modulsymbole MΓ
1 bzw. MΓ

2

für Γ

In diesem Abschnitt möchten wir die Bestimmung eines Erzeugendensystems der Grup-
pe MΓ

1 der Modulsymbole erster Art erläutern. Für die Gruppe MΓ
2 der Modulsymbole

zweiter Art kann analog verfahren werden.
In Satz 4.17 haben wir die Gruppe MΓ

1 durch Erzeuger und Relationen beschrieben. So
haben wir gesehen, dass MΓ

1 isomorph zur freien abelschen Gruppe Z[Γ\GL3(Fq[T ])]
modulo der Relationen

(1) Γg + ΓgA1 = 0,

(2) Γg − ΓgS = 0,
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5.2 Bestimmen der Modulsymbole MΓ
1 bzw. MΓ

2 für Γ

(3) Γg + ΓgB1 + ΓgB2
1 = 0

ist. Dabei durchläuft S die Elemente von FixGL3(Fq [T ])(C2) ∩ FixGL3(Fq [T ])(C̃2).
Das zu reduzierende Vertretersystem der Γ\GL3(Fq[T ]) können wir als Liste VΓ abspei-
chern. Aufgrund der Endlichkeit von VΓ kann in endlich vielen Schritten stets zu jeder
Matrix g ∈ GL3(Fq[T ]) ein Element gv ∈ VΓ mit Γg = Γgv bestimmt werden.
Für den Fall Γ = Γ0(N) mit irreduziblem N ∈ Fq[T ] haben wir in Lemma 4.23 ein Ver-
tretersystem bestimmt. Der Beweis zu Lemma 4.23 zeigt weiter, wie in diesem Fall zu
jeder Matrix g ∈ GL3(Fq[T ]) algorithmisch ein kanonischer Vertreter der Nebenklasse
aus VΓ bestimmt werden kann.

5.2.1 Reduktion bezüglich der ersten Relation

Zum Auswerten der ersten Relation bestimmen wir für das erste Element g der Liste
VΓ den kanonischen Vertreter g̃ von gA1. Gilt g = g̃, so speichern wir g in einer neu
angelegten Liste M (0)

1 , der zu Null äquivalenten ab. Anderenfalls fügen wir einer neu
angelegten Liste M (1)

1 das Paar

((g, 1) , (g̃,−1))

hinzu. Anschließend entfernen wir die Elemente g und g̃ aus der Liste VΓ und beginnen
erneut mit der Untersuchung des ersten Elements der gekürzten Liste VΓ.

5.2.2 Reduktion bezüglich der zweiten Relation

Bei der Auswertung der zweiten Relation verfahren wir nahezu analog zur Auswertung
der ersten Relation. Beginnend beim ersten Element g des ersten Paares der Liste M (1)

1

berechnen wir die kanonischen Vertreter der Produkte gS für alle

S ∈ FixGL3(Fq [T ])(C2) ∩ FixGL3(Fq [T ])(C̃2) =
( ∗ 0 ∗

0 ∗ ∗
0 0 ∗

)
und erhalten so Elemente g̃1, . . . , g̃m. Anschließend vereinigen wir all diejenigen Paare
aus M (1)

1 , welche eines der Elemente g̃i enthalten, samt Koeffizienten zu einer Menge.
Ist eines der Elemente g̃1, . . . , g̃m in der Liste der zu Null äquivalenten Elemente ent-
halten, so fügen wir die Matrizen der zuvor bestimmten Menge dieser Liste hinzu.
Anderenfalls speichern wir die Vereinigungsmenge als Eintrag einer neu angelegten Lis-
te M (2)

1 ab.
Anschließend löschen wir die in der Vereinigungsmenge vorkommenden Paare aus der
Liste M (1)

1 und wiederholen das Verfahren mit dem ersten Eintrag des ersten Paares
der verkürzten Liste.
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

5.2.3 Reduktion bezüglich der dritten Relation

Wenden wir uns der Reduktion bezüglich der dritten Relation zu. Unser Vorgehen ba-
siert hierbei auf der bereits zuvor erwähnten Arbeit „Modulsymbole für Funktionen-
körper“ [Tr] von Matthias Traulsen, in der Modulsymbole für den Fall der GL2(Fq[T ])
untersucht werden.
Sei M (3)

1 die Liste der jeweils ersten Elemente der Einträge der Liste M (2)
1 . Weiter sei l

die Länge der Liste M (3)
1 .

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem, das wir erhalten, in dem wir für jedes
g ∈M (3)

1 in der Gleichung
g + gB1 + gB2

1 = 0

die Elemente gB1 und gB2
1 durch die unter der ersten und zweiten Relation äquivalen-

ten Elemente aus M (3)
1 mit entsprechendem Vorzeichen ersetzen. Ist hierbei eines der

Elemente von gB1 und gB2
1 zu Null äquivalent, so wird der entsprechende Summand

gestrichen.
Das so entstandene lineare Gleichungssystem können wir durch eine l × l-Matrix mit
Einträgen darstellen, welches wir beispielsweise mittels des Gauß-Algorithmus reduzie-
ren. Sei NPS die Menge der Nicht-Pivotstellen der reduzierten Matrix.
Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Menge{

gi ∈M (3)
1 | i ∈ NPS

}
eine Basis des Quotientenmoduls 〈M (3)

1 〉Z/R3 ist, wobei R3 den Untermodul bezeichnet,
welcher von den zuvor durch die Gleichungen beschriebenen Relationen erzeugt wird.
Es ist offensichtlich, dass die Mächtigkeit der Basis von 〈M (3)

1 〉Z/R3 der Anzahl der
Nicht-Pivotstellen entspricht. Es bleibt die lineare Unabhängigkeit der Menge zu zeigen.
Seien bi ∈ Z mit ∑

i∈NPS

bigi +R3 = 0 +R3.

Dann ist die Summe
∑
bigi durch die Relation in R3 bwz. somit die Gleichung

∑
bigi =

0 durch die zuvor aufgeführten linearen Gleichungen darstellbar. Da es sich jedoch bei
den Indizes i aus NPS um Nicht-Pivotstellen handelt, ist dies nur für bi = 0 möglich.

5.2.4 Erstellen einer Basis von MΓ
1

Bezeichnet (g)1 das zu einer Matrix g ∈ GL3(Fq[T ]) gehörende Modulsymbol erster Art,
so erhalten wir mit {

(gi)1 | gi ∈M (3)
1 , i ∈ NPS

}
ein Vertretersystem der Basis der GruppeMΓ

1 der Modulsymbole erster Art bezüglich Γ.
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5.3 Bestimmen der ModulsymboleM1 bzw. M2 für Γ\B

5.2.5 Ein erstes Beispiel

Wie zuvor erwähnt, möchten wir ein erstes Beispiel betrachten, welches wir im weiteren
Verlauf dieses Kapitels wiederholt aufgreifen werden.

Beispiel 5.1 Es sei q = 2 und Γ = Γ0(N) mit N = T 2 + T + 1 ∈ Fq[T ]. In diesem
Fall besitzt die freie abelsche Gruppe Z[Γ0(N)\GL3(Fq[T ])] ein Erzeugendensystem der
Mächtigkeit 105. Nach Anwendung der ersten Reduktion zur Bestimmung der Gruppe
MΓ

1 der Modulsymbole erster Art, reduziert sich die Liste auf 49 Elemente. Die weitere
Reduktion nach der zweiten Relation ergibt eine Liste von 15 Elementen. Durch die
abschließende Reduktion modulo der dritten Relation erhalten wir

MΓ
1 = 〈

((
1 0 0
0 1 0
0 0 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
0 1 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
0 T 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
1 0 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
T T 1

))
1
,((

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

))
1
,
((

1 0 0
1 1 0
0 T 1

))
1
,
((

1 0 0
1 1 0
1 T 1

))
1
,
((

1 0 0
T 1 0
0 1 1

))
1
〉Z.

Die Mächtigkeit der Listen nach Reduktion modulo der Relationen zur Bestimmung der
Gruppe MΓ

2 verhalten sich analog. Der Algorithmus liefert

MΓ
2 = 〈

((
1 0 0
0 1 0
0 0 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
1 0 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
1 T 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
T 1 1

))
2
,
((

1 0 0
1 1 0
0 0 1

))
2
,((

1 0 0
1 1 0
1 T+1 1

))
2
,
((

1 0 0
1 1 0
T 1 1

))
2
,
((

1 0 0
T 1 0
0 0 1

))
2
,
((

1 0 0
T 1 0
1 T 1

))
2
〉Z.

Für i ∈ {1, 2} und g ∈ GL3(Fq[T ]) bezeichnet hierbei (g)i die Nebenklasse des Elements
(g)i ∈Mi bezüglich der Gruppe 〈m− γm | m ∈Mi, γ ∈ Γ〉Z.

5.3 Bestimmen der Modulsymbole M1 bzw. M2

für Γ\B

Zur anschließenden Bestimmung der Anfangsflächen AΓ als Schnitt der Gruppen

M1 = πΓ(MΓ
1 ) undM2 = π(MΓ

2 )

projizieren wir das Erzeugendensystem von MΓ
1 bzw. MΓ

2 auf Γ\B.
Hierzu bringen wir zunächst all diejenigen im Erzeugendensystem von MΓ

1 bzw. MΓ
2

vorkommenden Simplizes, die im Quotientenkomplex Γ\B zueinander äquivalent sind,
auf einen gemeinsamen Vertreter. Diese Anpassung geschieht im Hinblick auf die fol-
gende Bestimmung der Anfangsflächen gleichzeitig für die Erzeugendensysteme vonMΓ

1

und MΓ
2 .

In der programmiertechnischen Umsetzung liegt an diesem Punkt die Gruppe MΓ
1 bzw.

MΓ
2 als Liste der Form

{ ((gi1, 1), (gi2,−1)) | i = 1, . . . , k}
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

vor, wobei die Matrix gij ∈ GL3(Fq[T ]) den Simplex gijC2 ∈ SC2(B) repräsentiert.
Um zu überprüfen, ob für zwei Matrizen g1, g2 ∈ GL3(Fq[T ]) die Gleichheit [g1C2] =
[g2C2] gilt, erinnern wir an Satz 1.21, nach welchem die Simplizes g1C2 und g2C2 genau
dann unter der Operation der Kongruenzuntergruppe Γ äquivalent sind, wenn ein g ∈
FixGL3(Fq [T ])(C2) mit g2gg

−1
1 ∈ Γ existiert. Da die Gruppe FixGL3(Fq [T ])(C2) endlich

ist, kann die Äquivalenz der Elemente g1C2 und g2C2 somit in endlich vielen Schritten
entschieden werden.
Dies ermöglicht es uns, die Liste

{ ((gi1, 1), (gi2,−1)) | i = 1, . . . k}

durch eine Liste
{ ((g̃i1, 1), (g̃i2,−1)) | i = 1, . . . k}

mit [g̃ijC2] = [gijC2] zu ersetzen, so dass die Matrizen g̃i1j1 und g̃i2j2 genau dann gleich
sind, wenn die zugehörigen Simplizes unter Γ äquivalent sind. Diese Liste spiegelt dann
die projizierte Basis der Gruppe MΓ

1 bzw. MΓ
2 wider.

Die projizierten Erzeugendensysteme liefern uns Auskunft darüber, welche 2-Simplizes
in Γ\B an einer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} bzw. {[0, 0], [1, 1]} zusammenhän-
gen. Wir erhalten so eine Liste von Listen von 2-Simplizes, die eine gemeinsame Seite
vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} bzw. {[0, 0], [1, 1]} besitzen. Indem wir für jede solche Liste
{[s1], . . . , [sm]} die Differenzen [s1]− [si] für i = 2, . . . ,m bilden, erhalten wir eine Basis
vonM1 bzw.M2.

Wir führen an dieser Stelle Beispiel 5.1 fort.

Beispiel 5.2 Durch das oben beschriebene Verfahren können wir aus den in Beispiel
5.1 bestimmten Gruppen MΓ

1 und MΓ
2 die Gruppen M1 und M2 ermitteln. Die Sim-

plizes aus SC2(B) werden hierbei durch Matrizen der GL3(Fq[T ]) repräsentiert. Die
Rechnungen liefern

M1 = 〈
[(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
0 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T 0 1

)]
,[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
,[(

1 0 0
1 1 0
0 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,
[(

1 0 0
T 1 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 T 0
1 0 1

)]
〉Z

sowie

M2 = 〈
[(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T 0 1

)]
,[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 0 1
T 1 1

)]
,
[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
,
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
,
[(

1 0 0
T 1 0
0 0 1

)]
−
[(

1 0 0
T 1 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
〉Z.
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5.4 Bestimmen der Anfangsflächen AΓ

5.4 Bestimmen der Anfangsflächen AΓ

Wie zuvor erwähnt, ist die Gruppe AΓ der Anfangsflächen der Schnitt der GruppenM1

undM2. Zur Vereinfachung der Rechnung beschränken wir uns bei der Schnittbildung
auf das Erzeugnis derjenigen Modulsymbole des Erzeugendensystems, welche aus 2-
Simplizes bestehen, welche sowohl inM1 sowieM2 auftauchen. Wir bestimmen AΓ als
den freien Untermodul vonM1, der durch die so reduzierte Menge von Modulsymbolen
erzeugt wird. Hierzu nutzen wir das aus der linearen Algebra bekannte Verfahren zur
Bestimmung einer Basis eines Untermoduls eines freien Moduls.

Kommen wir zurück zu unserem Beispiel.

Beispiel 5.3 Die oben beschriebene Berechnung des Schnittes der in Beispiel 5.2 be-
stimmten GruppenM1 undM2 liefert

AΓ = 〈
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,

−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
,

+
[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
〉Z.

Die Matrizen repräsentieren hierbei erneut Simplizes aus SC2(B).

5.5 Bestimmen der Gruppe U

In Kapitel 4 haben wir das Urbild U = Υ−1(GZΓ) als Untermodul des freien Z-Moduls
AΓ der Anfangsflächen beschrieben. Eine Anfangsfläche

ν∑
λ=0

aλ[sλ] ∈ AΓ

liegt dabei genau dann in U , wenn

ν∑
λ=0

aλ[tλ,1] = 0 =

ν∑
λ=0

aλ[tλ,2]

gilt, wobei [tλ,1] ∈ FΓ([sλ]) die Kante vom Niveau {[0, n− 1], [1, n]} sowie [tλ,2] ∈
FΓ([sλ]) die Kante vom Niveau {[n− 1, n− 1], [n− 1, n]} bezeichne.
Die Bestimmung erfolgt in zwei Schritten. So ermitteln wir zunächst die Basis eines Un-
termoduls U (1) von AΓ, der all diejenigen Anfangsflächen beinhaltet, die die Bedingung∑
aλ[tλ,1] = 0 erfüllen. Anschließend bestimmen wir durch Untersuchung des Verhal-

tens an den Kanten vom Niveau {[n− 1, n− 1], [n− 1, n]} eine Basis der Gruppe U als
Untermodul des zuvor bestimmten freien Moduls U (1).

77



5. Berechnung einer Basis von GZΓ

5.5.1 Bestimmen einer Basis von U (1)

Sei
{A1, . . . , Am}

die zuvor bestimmte Basis der Gruppe AΓ. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass
jedem 2-Simplex [s] ∈ S2(Γ\B) vom Niveau C2 durch Fortsetzung genau eine Kante
[ts] ∈ S1(Γ\B) vom Niveau t := {[0, n− 1], [1, n]} zugeordnet werden kann. Auf diese
Weise ordnen wir jeder Anfangsfläche

Ak :=

νk∑
λ=1

askλ [skλ]

die Summe
νk∑
λ=1

askλ [tskλ ]

von Kanten zu.

Bei der erfolgten programmiertechnischen Umsetzung liegt die bisher bestimmte Basis
{A1, . . . , Am} der Gruppe der Anfangsflächen als Liste der Form{

{(gkλ, akλ) | λ = 1, . . . , νk} | k = 1, . . . ,m
}

vor, wobei die Matrix gkλ den Simplex [gkλC2] ∈ SC2(Γ\B) repräsentiert.
Nach Satz 1.21 sind für g1, g2 ∈ GL3(Fq[T ]) die Simplizes g1t und g2t genau dann unter
Γ äquivalent, wenn ein g ∈ FixGL3(Fq [T ])(t) mit g2gg

−1
1 ∈ Γ existiert. Die Äquivalenz

zweier Simplizes g1t und g2t kann daher in endlich vielen Schritten getestet werden.
Aus der Liste {

{ (gkλ, akλ) | λ = 1, . . . , νk} | k = 1, . . . ,m
}

kann daher in endlicher Zeit eine Liste

{ { (gkλ, g̃kλ, akλ) | λ = 1, . . . , νk} | k = 1, . . . ,m}

mit [g̃kλt] ∈ FΓ([gkλC2]) gewonnen werden, wobei zwei Einträge g̃k1λ1 und g̃k2λ2 genau
dann gleich sind, wenn [g̃k1λ1t] = [g̃k2λ2t] gilt.

Anschließend erstellen wir eine Liste aller im fortgesetzten Erzeugendensystem vorkom-
menden Kanten

{[t1], . . . , [tr]}

vom Niveau {[0, n− 1], [1, n]} und stellen die Summen

νk∑
λ=1

askλ [tskλ ]
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5.5 Bestimmen der Gruppe U

als Koeffizientenvektoren bezüglich der Basis {[t1], . . . , [tr]} dar.
Wir haben somit jeder erzeugenden Anfangsfläche Ak einen Vektor vk ∈ Zr zugeordnet,
der ihr Verhalten an den Kanten vom Niveau {[0, n− 1], [1, n]} widerspiegelt.
Nach dem aus der linearen Algebra bekannten Verfahren zu Bestimmung von Basen
von Untermoduln freier Moduln, suchen wir für k = 1, . . . ,m, falls vorhanden, eine
Z-Linearkombination

k∑
i=1

bikAi mit
k∑
i=1

bikvi = 0

mit nichttrivialem und betragsmäßig minimalen bkk.
Wir berechnen daher für k = 1, . . . ,m die Lösungsmenge L des homogenen Gleichungs-
systems

(v1 . . . vk) = 0

und bestimmen, falls vorhanden, ein Element

(b1k, . . . , bkk) ∈ L

mit bkk 6= 0 sowie |bkk| minimal. Existiert ein solches Element, so liegt die Summe
k∑
i=1

bikAi in einer Basis von U (1).

Beispiel 5.4 Ausgehend von der in Beispiel 5.3 bestimmten Basis der Anfangsflächen
ergibt sich

U (1) = 〈
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,

−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
〉Z.

5.5.2 Bestimmen einer Basis von U

Zur Bestimmung einer Basis der Gruppe U verfahren wir analog wie im vorigen Ab-
schnitt, beginnen jedoch diesmal mit dem Erzeugendensystem von U (1) und betrachten
die Fortsetzung an den Kanten vom Niveau {[n− 1, n− 1], [n− 1, n]}.

Mithilfe des soeben vorgestellten Verfahrens können wir aus dem in Beispiel 5.3 gewon-
nenen Erzeugendensystem von AΓ eine Basis der Gruppe U des Urbildes der geschlos-
senen Flächen über Z bestimmen.

Beispiel 5.5 Jede der Flächen der in Beispiel 5.4 bestimmten Basis aus U (1) erfüllt in
diesem Fall die zweite Bedingung. Es gilt somit

U = U (1).
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

5.6 Zusammenfassung

Insgesamt haben wir in diesem Kapitel beschrieben, wie ausgehend von einem Vertreter-
system des Quotienten Γ\GL3(Fq[T ]) in endlich vielen Schritten eine Basis des Urbildes
U = Υ−1(GZΓ) bestimmt werden kann. Die Anwendung der Abbildung Υ auf diese Basis
liefert eine Gruppe GZΓ der geschlossenen Flächen über Z.

Im Verlauf dieses Kapitel haben wir zur Verdeutlichung der einzelnen Zwischenschritte
das Beispiel der Kongruenzuntergruppe Γ0(N) mit N = T 2 + T + 1 für den Fall q = 2
mehrfach aufgegriffen.
Wir möchten an dieser Stelle noch einmal die einzelnen Ergebnisse aufführen. Hierbei
orientieren wir uns an dem in Abschnitt 5.1. angegebenen Verlauf des Verfahrens.
Für eine Matrix g ∈ GL3(K∞) bezeichne hierbei [g] den 2-Simplex [Θ2(g)] ∈ S2(Γ\B),
wobei Θ2(g) der zur Matrix g gehörende 2-Simplex aus S2(B) sei.

(1) Basis der Gruppe MΓ
1 :((

1 0 0
0 1 0
0 0 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
0 1 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
0 T 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
1 0 1

))
1
,
((

1 0 0
0 1 0
T T 1

))
1
,((

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

))
1
,
((

1 0 0
1 1 0
0 T 1

))
1
,
((

1 0 0
1 1 0
1 T 1

))
1
,
((

1 0 0
T 1 0
0 1 1

))
1

Basis der Gruppe MΓ
2 :((

1 0 0
0 1 0
0 0 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
1 0 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
1 T 1

))
2
,
((

1 0 0
0 1 0
T 1 1

))
2
,
((

1 0 0
1 1 0
0 0 1

))
2
,((

1 0 0
1 1 0
1 T+1 1

))
2
,
((

1 0 0
1 1 0
T 1 1

))
2
,
((

1 0 0
T 1 0
0 0 1

))
2
,
((

1 0 0
T 1 0
1 T 1

))
2

(2) Basis der GruppeM1:[(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
0 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T 0 1

)]
,[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
,[(

1 0 0
1 1 0
0 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,
[(

1 0 0
T 1 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 T 0
1 0 1

)]
Basis der GruppeM2[(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T 0 1

)]
,[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 0 1
T 1 1

)]
,
[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
,
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
,[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
,
[(

1 0 0
T 1 0
0 0 1

)]
−
[(

1 0 0
T 1 0
0 1 1

)]
,
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
(3) Basis der Gruppe AΓ:[(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
0 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
1 0 1

)]
,

80



5.6 Zusammenfassung

[(
1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]

(4) Basis der Gruppe U

[(
0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]

Bilden wir die so bestimmte Basis mittels der Abbildung Υ ab, so erhalten wir die
geschlossenen Flächen

G1 :=
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
+
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
,

G2 :=
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
+
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
.

Eine Untersuchung der Äquivalenz der Simplizes liefert[(
0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
=
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)(
1 0 0
0 0 1
0 π∞ 0

)]
und somit

G1 =
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
.

Da wir von einer Basis des Urbildes Υ−1(GZΓ) ausgegangen sind, gilt

GZΓ = 〈G1, G2〉Z.

Zum Abschluss dieses Beispieles möchten wir die geschlossenen Flächen im Quotien-
tenkomplex für den Fall q = 2,Γ = Γ0(N) und N = T 2 + T + 1 visualisieren. Eine
erste Zeichnung eines Ausschnittes des Quotientenkomplexes Γ\B findet sich bereits in
Abschnitt 1.4. dieser Arbeit.

In der ersten Graphik heben wir die geschlossene Fläche G1 rot hervor. Weiter kenn-
zeichnet der in der Zeichnung blau hervorgehobene Bereich diejenigen Simplizes, deren
Niveau in der Weylkammer W2 der Größe 2 enthalten ist.
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5. Berechnung einer Basis von GZΓ

Abb. 5.1: Visualisierung von G1

G1 besitzt die kleinstmögliche Form einer nichttrivialen geschlossenen Fläche. Sie be-
steht aus zwei 2-Simplizes [s1], [s2] ∈ S2(Γ\B) vom Niveau C2, für die Φi

2([s1]) = Φi
2([s2])

für i ∈ {0, 1, 2}, jedoch [s1] 6= [s2] gilt. Die Simplizes [s1] und [s2] besitzen somit zwar
die gleichen Kanten, sind jedoch selbst voneinander verschieden.

Abschließend möchten wir in einer weiteren Graphik die geschlossene Fläche G2 dar-
stellen. Sie ist in der folgenden Abbildung ebenfalls rot gekennzeichnet. Zur besseren
Visualisierung verwenden wir verschiedene Perspektiven.

Abb. 5.2: Visualisierung von G2
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6. Hecke-Operatoren

Zu Beginn des Kapitels werden wir H!(B,C)Γ durch eine positiv-definite hermitesche
Sesquilinearform zu einem unitären Raum ergänzen. Im weiteren Verlauf werden wir
auf diesem Raum gewisse Endomorphismen, sogenannte Doppelnebenklassenoperato-
ren, definieren und die adjungierten Abbildungen dieser Endomorphismen bezüglich
der zuvor eingeführten Sesquilinearform bestimmen. Mittels der in Kapitel 3 nachge-
wiesenen Dualität zwischen H!(B,C)Γ und GCΓ können wir anschließend auch Doppel-
nebenklassenoperatoren auf GCΓ einführen. Zum Abschluss des Kapitels betrachten wir
für den Fall Γ = Γ0(N) eine von speziellen Doppelnebenklassenoperatoren erzeugte
C-Algebra, die sogenannte Hecke-Algebra. Hierbei werden wir nachweisen, dass jedes
Element der Hecke-Algebra normal ist.

Große Teile dieses Kapitels beruhen auf Ideen aus dem Buch „A First Course in Modular
Forms“ von Fred Diamond und Jerry Shurman [DS], in welchem Hecke-Operatoren für
den Fall der SL2(Z) betrachtet werden.

6.1 Petersson-Skalarprodukt

Wir führen zunächst die besagte Sesquilinearform auf H!(B,C)Γ ×H!(B,C)Γ ein.

Definition 6.1 Für ϕ,ψ ∈ H!(B,C)Γ definieren wir das Petersson-Skalarprodukt be-
züglich Γ durch

〈ϕ,ψ〉Γ :=
∑

[s]∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(s)
1

|Γs|

mit Γs = FixΓ(s).

Es lässt sich leicht nachweisen, dass das Petersson-Skalarprodukt eine hermitesche
positiv-definite Sesquilinearform ist. Somit ist durch (H!(B,C)Γ, 〈·, ·〉Γ) ein unitärer
Raum gegeben.

Für jede Kongruenzuntergruppe Γ̃ mit Γ̃ ⊆ Γ gilt die Inklusion H!(B,C)Γ ⊆ H!(B,C)Γ̃.
Daher lässt sich das Petersson-Skalarprodukt 〈·, ·, 〉

Γ̃
bezüglich Γ̃ ebenfalls auf Funktio-

nen aus H!(B,C)Γ anwenden. Wie sich das Produkt 〈·, ·〉
Γ̃
zum Petersson-Skalarprodukt

〈·, ·〉Γ bezüglich der Gruppe Γ verhält, ist Gegenstand des nächsten Lemmas.
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6. Hecke-Operatoren

Lemma 6.2 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe und seien ϕ,ψ ∈ H!(B,C)Γ. Weiter sei
Γ̃ eine Kongruenzuntergruppe mit Γ̃ ⊆ Γ. Dann gilt

〈ϕ,ψ〉
Γ̃

= [Γ : Γ̃]〈ϕ,ψ〉Γ.

Beweis: Im Beweis des Lemmas werden wir vorrangig das Verhalten des Faktors 1
|Γs|

beim Übergang der Kongruenzuntergruppen untersuchen.
Für [s]Γ ∈ S2(Γ\B) bezeichne

{
[s̃]

Γ̃
7→ [s]Γ

}
die Menge der 2-Simplizes in S2(Γ̃\B), die

nach [s]Γ ∈ S2(Γ\B) projiziert werden.

Behauptung: Es gilt ∑
{[s̃]Γ̃ 7→[s]Γ}

1

|Γ̃s̃|
= [Γ : Γ̃]

1

|Γs|
.

Beweis der Behauptung: Der Beweis der Behauptung entstammt zu großen Teilen der
Arbeit „Ein Algorithmus zum Berechnen von Hecke-Operatoren auf Drinfeldschen Mo-
dulformen“ von Ralf Butenuth [Bu]. Für s ∈ S2(B) definieren wir eine Operation der
Gruppe Γs auf Γ̃\Γ durch

Γs × Γ̃\Γ → Γ̃\Γ
(g, Γ̃γ) 7→ Γ̃γg.

Da Γ̃\Γ endlich ist, existiert ein endliches Vertretersystem Γ̃γ1, . . . , Γ̃γl der Bahnen von
Γs in Γ̃\Γ. Aus der Bahnengleichung folgt

[Γ : Γ̃] =

l∑
i=1

|Γs|
|FixΓs(Γ̃γi)|

.

Im nächsten Schritt bestimmen wir die Fixgruppe der Vertreter Γ̃γi der Bahnen unter
Γs. Es gilt

FixΓs(Γ̃γi) =
{
g ∈ Γs | Γ̃γig ⊆ Γ̃γi

}
=
{
g ∈ Γs | g ∈ γ−1

i Γ̃γi

}
= Γs ∩ γ−1

i Γ̃γi.

Somit folgt nach voriger Überlegung

[Γ : Γ̃] =
l∑

i=1

|Γs|
|FixΓs(Γ̃γi)|

=

l∑
i=1

|Γs|
|Γs ∩ γ−1

i Γ̃γi|

und daher

[Γ : Γ̃]
1

|Γs|
=

l∑
i=1

1

|Γs ∩ γ−1
i Γ̃γi|

.

Unser nächstes Ziel ist es daher, die Mächtigkeit von Γs∩γ−1
i Γ̃γi zu bestimmen. Es gilt

|Γs ∩ γ−1
i Γ̃γi| = |γiΓsγ−1

i ∩ Γ̃| = |Γγis ∩ Γ̃| = |Γ̃γis|.
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6.1 Petersson-Skalarprodukt

Bisher haben wir also die Gleichheit

[Γ : Γ̃]
1

|Γs|
=

l∑
i=1

1

|Γs ∩ γ−1
i Γ̃γi|

=

l∑
i=1

1

|Γ̃γis|

nachgewiesen. Es bleibt noch eine Verbindung zwischen den Vertretern der Bahnen
Γ̃γ1, . . . , Γ̃γl unter Operation der Γs sowie der Menge

{
[s̃]

Γ̃
7→ [s]Γ

}
herzustellen.

Sei s ∈ S2(B) und seien γ, γ′ ∈ Γ. Nach den Erläuterungen im dritten Abschnitt des
ersten Kapitels besitzen γs und γ′s genau dann das gleiche Bild in Γ̃\B, wenn ein γ̃ ∈ Γ̃
mit γ−1γ̃γ′ ∈ FixGL3(Fq [T ])(s) existiert. Da alle drei Faktoren in Γ enthalten sind, ist
dies äquivalent zu γ−1γ̃γ′ ∈ Γs. Dies wiederum entspricht der Existenz eines γs ∈ Γs
mit γ̃γ′ = γγs. Insgesamt zeigen diese Überlegungen, dass zwei Simplizes γs und γ′s
genau dann modulo Γ̃ miteinander identifiziert werden, wenn Γ̃γ und Γ̃γ′ in der selben
Bahn bezüglich der zuvor erklärten Operation von Γs liegen. Es existiert somit eine
Bijektion zwischen Vertretern der Bahnen und Elementen der Menge

{
[s̃]

Γ̃
7→ [s]Γ

}
.

Hieraus ergibt sich

∑
{[s̃]Γ̃ 7→[s]Γ}

1

|Γ̃s̃|
=

l∑
i=1

1

|Γ̃γis|
= [Γ : Γ̃]

1

|Γs|
.

2

Mithilfe der obigen Behauptung erhalten wir

〈ϕ,ψ〉
Γ̃

=
∑

[s̃]
Γ̃
∈S2(Γ̃\B)

ϕ(s̃)ψ(s̃)
1

|Γ̃s̃|
=

∑
[s]Γ∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(s)
∑

{[s̃]Γ̃ 7→[s]Γ}

1

|Γ̃s̃|

=
∑

[s]Γ∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(s)
[Γ : Γ̃]

|Γs|
= [Γ : Γ̃]

∑
[s]Γ∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(s)
1

|Γs|

= [Γ : Γ̃]〈ϕ,ψ〉Γ.

�

In Kapitel 3 haben wir einen Isomorphismus

ρ : H!(B,C)Γ → GCΓ

zwischen dem Raum der harmonischen 2-Koketten und dem C-Vektorraum der ge-
schlossenen Flächen eingeführt. Diese Dualität ermöglicht es uns, aus dem Petersson-
Skalarprodukt eine Paarung auf H!(B,C)Γ × GCΓ zu gewinnen.

Definition 6.3 Sei ϕ ∈ H!(B,C)Γ sowie G ∈ GCΓ eine geschlossene Fläche. Wir defi-
nieren

(ϕ,G)Γ := 〈ϕ, ρ−1(G)〉Γ.
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6. Hecke-Operatoren

Betrachten wir die Paarung (·, ·)Γ genauer.
Offensichtlich ist (·, ·)Γ eine nicht-ausgeartete C-Sesquilinearform auf H!(B,C)Γ × GCΓ .
Ist

G =

µ∑
κ=1

aκ[sκ]

eine geschlossene Fläche, so ergibt sich

(ϕ,G)Γ = 〈ϕ, ρ−1(G)〉Γ =
∑

[s]∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ρ−1(G)(s)
1

|Γs|
=

µ∑
κ=1

aκϕ(sκ).

Die Paarung (·, ·)Γ entspricht somit der Summe der Funktionswerte ϕ(sk) der Vertreter
der in G auftretenden 2-Simplizes unter Berücksichtigung der konjugierten Koeffizi-
enten aκ. Die komplexe Konjugation ist hierbei der Positiv-Definitheit des Petersson-
Skalarproduktes geschuldet.

6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

In diesem Abschnitt möchten wir für Kongruenzuntergruppen Γ1,Γ2 ⊆ GL3(Fq[T ]) li-
neare Abbildungen zwischen den Räumen H!(B,C)Γ1 und H!(B,C)Γ2 von ungeordneten
Γ1- bzw. Γ2-invarianten 2-Koketten mit endlichem Träger modulo Γ1 bzw. Γ2 einfüh-
ren. Für Γ = Γ1 = Γ2 erhalten wir so die eingangs erwähnten Endomorphismen auf
H!(B,C)Γ.
Zur Definition der gesuchten Abbildungen betrachten wir für α ∈ GL3(Fq(T )) die Dop-
pelnebenklasse Γ1αΓ2 und stellen diese als Vereinigung von Γ1-Nebenklassen dar. Da
wir für die Definition der gesuchten Abbildung zwischen H!(B,C)Γ1 und H!(B,C)Γ2

über ein Vertretersystem dieser Nebenklassen summieren werden, weisen wir zunächst
dessen Endlichkeit nach.

Lemma 6.4 Seien Γ1,Γ2 zwei Kongruenzuntergruppen. Weiter sei α ∈ GL3(Fq(T )).
Dann existieren β1, . . . , βm ∈ Γ1αΓ2 mit

Γ1αΓ2 =

m⋃
i=1

· Γ1βi.

Beweis: Im ersten Schritt des Beweises betrachten wir die durch

Γ2 × Γ1\Γ1αΓ2 → Γ1\Γ1αΓ2

(γ̃2,Γ1αγ2) 7→ Γ1αγ2γ̃2

definierte Operation der Gruppe Γ2 auf Γ1\Γ1αΓ2. Aus der Transitivität der Operation
folgt mithilfe der Bahnengleichung die Isomorphie

FixΓ2(Γ1α)\Γ2 ' Γ1\Γ1αΓ2.
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6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

Kennen wir also ein Vertretersystem {γ2,i} von FixΓ2(Γ1α)\Γ2, so erhalten wir durch
{βi} = {αγ2,i} ein Vertretersystem von Γ1\Γ1αΓ2. Hierfür bestimmen wir zunächst die
Fixgruppe FixΓ2(Γ1α).
Ist γ2 ∈ FixΓ2(Γ1α), so gilt Γ1αγ2 = Γ1α. Somit existiert ein γ1 ∈ Γ1 mit γ1αγ2 = α.
Hieraus folgt die Inklusion γ2 = α−1γ−1

1 α ∈ α−1Γα ∩ Γ2 und daher FixΓ2(Γ1α) ⊆
α−1Γ1α ∩ Γ2. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. Es gilt somit

FixΓ2(Γ1α) = α−1Γ1α ∩ Γ2.

In den folgenden zwei Schritten weisen wir die Endlichkeit des Quotienten

(α−1Γ1α ∩ Γ2)\Γ2

nach. Zuerst werden wir zeigen, dass der Index [Γ2 : Γ ∩ Γ2] für jede beliebige Kon-
gruenzuntergruppe Γ endlich ist. Es bleibt also im zweiten Schritt nachzuweisen, dass
α−1Γ1α ∩GL3(Fq[T ]) die Definition einer Kongruenzuntergruppe erfüllt. Beginnen wir
mit dem ersten Schritt.

1.Behauptung: Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe. Dann gilt

[Γ2 : Γ ∩ Γ2] <∞.

Beweis der 1.Behauptung: Sei N2 ∈ Fq[T ] mit Γ(N2) ⊆ Γ2 sowie N ∈ Fq[T ] mit Γ(N) ⊆
Γ. Weiter sei Ñ das kleinste gemeinsame Vielfache von N2 und N . Dann gelten die
Inklusionen Γ(Ñ) ⊆ Γ(N2) ⊆ Γ2 sowie Γ(Ñ) ⊆ Γ(N) ⊆ Γ und somit

Γ(Ñ) ⊆ Γ2 ∩ Γ.

Da der Index [GL3(Fq[T ]) : Γ(Ñ)] nach Lemma 1.18 endlich ist, gilt dies auf für den In-
dex [Γ2 : Γ(Ñ)]. Mit voriger Überlegung folgt hieraus die Endlichkeit von [Γ2 : Γ∩Γ2]. 2

Es bleibt also nachzuweisen, dass α−1Γ1α∩GL3(Fq[T ]) eine Kongruenzuntergruppe ist.

2.Behauptung Es existiert ein N ∈ Fq[T ] mit

Γ(N) ⊆ α−1Γ1α ∩GL3(Fq[T ]).

Beweis der 2.Behauptung: Da α ein Element der GL3(Fq(T )) ist, existiert ein Polynom
Ñ ∈ Fq[T ] mit Γ(Ñ) ⊆ Γ1 sowie Ñα ∈ M3(Fq[T ]) und Ñα−1 ∈M3(Fq[T ]). Wir setzen
N := Ñ3. Dann gilt

αΓ(N)α−1 ⊆ α
((

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+ Ñ3M3(Fq[T ])

)
α−1

=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+ αÑ3M3(Fq[T ])α−1

=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+ Ñ(Ñα)M3(Fq[T ])(Ñα−1)
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6. Hecke-Operatoren

⊆
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+ ÑM3(Fq[T ]).

Weiter gilt für jedes Element γ ∈ Γ(N) die Gleichheit det(γ) = 1 und somit det(α−1γα) =
1. Zusammengenommen mit der zuvor gezeigten Inklusion erhalten wir

αΓ(N)α−1 ⊆ Γ(Ñ)

und somit
Γ(N) ⊆ α−1Γ(Ñ)α ⊆ α−1Γ1α.

Da Γ(N) eine Untergruppe der GL3(Fq[T ]) ist, ergibt sich

Γ(N) ⊆ α−1Γ1α ∩GL3(Fq[T ]).

2

Durch Kombination der bisherigen Überlegungen erhalten wir

|Γ1\Γ1αΓ2| = [Γ2 : FixΓ2(Γ1α)] = [Γ2 : (α−1Γ1α ∩GL3(Fq[T ])) ∩ Γ2] <∞.

�

Die gerade gezeigte Existenz eines endlichen Vertretersystems ermöglicht es uns, die
gesuchte Abbildung auf H!(B,C)Γ1 zu definieren.

Definition 6.5 Seien α, β1, . . . , βm ∈ GL3(Fq(T )) mit

Γ1αΓ2 =
m⋃
i=1

· Γ1βi.

Weiter sei ϕ ∈ H!(B,C)Γ1 eine ungeordnete Γ1-invariante 2-Kokette mit endlichem Trä-
ger modulo Γ1 sowie s ∈ S2(B) ein 2-Simplex. Wir definieren den Nebenklassenoperator
TΓ1αΓ2

auf H!(B,C)Γ1 durch

TΓ1αΓ2
ϕ(s) :=

m∑
i=1

ϕ(βis).

Aus der Γ1-Invarianz der Funktionen aus H!(B,C)Γ1 folgt die Unabhängigkeit der Defi-
nition des Doppelnebenklassenoperators von der Wahl des Vertretersystems {β1, . . . , βm}
und es ist leicht nachzuweisen, dass TΓ1αΓ2

eine C-lineare Abbildung ist.
Weiter gilt für λ ∈ Fq(T )× und α̃ ∈ Γ1αΓ2 die Gleichheit

Γ1λα̃Γ2 = λΓ1α̃Γ2 = λΓ1αΓ2

und somit

TΓ1λα̃Γ2
ϕ(s) =

m∑
i=1

ϕ(λβis) =

m∑
i=1

ϕ(βi(λs))
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6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

für s ∈ S2(B). Aus der Gleichheit λs = s folgt weiter

TΓ1λα̃Γ2
ϕ(s) =

m∑
i=1

ϕ(βi(λs)) = TΓ1αΓ2
ϕ(s).

Somit gilt für alle λ ∈ Fq(T )× und alle α̃ ∈ Γ1αΓ2 die Identität

TΓ1λα̃Γ2
= TΓ1αΓ2

.

Zu Beginn des Abschnittes haben wir eine Abbildung zwischenH!(B,C)Γ1 undH!(B,C)Γ2

gesucht. Der nächste Satz zeigt, dass der Doppelnebenklassenoperator TΓ1αΓ2
das Ge-

wünschte leistet.

Satz 6.6 Seien Γ1,Γ2 zwei Kongruenzuntergruppen der GL3(Fq[T ]) und sei α ∈ GL3(Fq(T )).
Weiter sei ϕ ∈ H!(B,C)Γ1 . Dann gilt

TΓ1αΓ2
ϕ ∈ H!(B,C)Γ2 .

Beweis: Zum Beweis interpretieren wir TΓ1αΓ2
als Summe

TΓ1αΓ2
=

m∑
i=1

ϕi

von Abbildungen ϕi mit
ϕi(s) := ϕ(βis)

für s ∈ S2(B). Wir werden die Endlichkeit des Trägers modulo Γ2 sowie die Harmoni-
zität jeder der Funktionen ϕi nachweisen. Für die Γ2-Invarianz jedoch müssen wir die
komplette Summe der ϕi betrachten.
Beginnen wir mit der Endlichkeit des Trägers modulo Γ2.
Nach Voraussetzung ist der Träger von ϕ modulo Γ1 endlich. Dies gilt trivialerweise
auch für den Träger von ϕi. Da die Kongruenzuntergruppe Γ1 eine Untergruppe der
GL3(Fq[T ]) ist, ist der Träger von ϕi ebenfalls modulo der GL3(Fq[T ]) endlich. Aus
der Endlichkeit des Indexes [GL3(Fq[T ]) : Γ2] folgt die Endlichkeit des Trägers von ϕi
modulo Γ2. Da TΓ1αΓ2

ϕ der endlichen Summe
∑
ϕi entspricht, ist somit der Träger von

TΓ1αΓ2
ϕ modulo Γ2 endlich.

Wenden wir uns der Harmonizität zu.
Für jede Kante t ∈ S1(B) gelten aufgrund der Harmonizität von ϕ die Gleichheiten∑

s∈C(t)

ϕi(s) =
∑
s∈C(t)

ϕ(βis) =
∑

s∈C(βit)

ϕ(s) = 0.

Da die Summe harmonischer Funktionen stets wieder harmonisch ist, ist somit TΓ1αΓ2
ϕ

harmonisch.
Es bleibt abschließend die Γ2-Invarianz zu zeigen.
Hierfür betrachten wir für ein festes Element γ2 ∈ Γ2 die Abbildung
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Γ1\Γ1αΓ2 → Γ1\Γ1αΓ2

Γ1β 7→ Γ1βγ2.

Diese ist wohldefiniert und bijektiv. Ist also {β1, . . . , βm} ein Vertretersystem von
Γ1\Γ1αΓ2, so gilt dies ebenfalls für {β1γ2, . . . , βmγ2}. Daher ergeben sich für jedes
γ2 ∈ Γ2 die Gleichheiten

TΓ1αΓ2
ϕ(γ2s) =

m∑
ß=1

ϕ(βi(γ2s)) =
m∑
i=1

ϕ((βiγ2)s) = TΓ1αΓ2
ϕ(s).

�

In diesem Abschnitt haben wir insgesamt eine C-lineare Abbildung

TΓ1αΓ2
: H!(B,C)Γ1 → H!(B,C)Γ2

definiert.

6.3 Adjungierte Abbildung von TΓαΓ

Ab diesem Abschnitt möchten wir uns auf den Fall Γ = Γ1 = Γ2 identischer Kongru-
enzuntergruppen beschränken. In dieser Situation ist der zuvor eingeführte Doppelne-
benklassenoperator TΓαΓ somit ein Endomorphismus auf dem Raum H!(B,C)Γ.
Wir möchten zunächst für diesen Fall Doppelnebenklassen ΓαΓ bzw. Vertretersysteme
dieser näher betrachten.
Im bisherigen Verlauf diese Kapitels haben wir bereits gesehen, dass sich die Doppel-
nebenklasse ΓαΓ als endliche Vereinigung

⋃
· Γβi schreiben lässt. Das nächste Lemma

zeigt, dass die βi derart gewählt werden können, dass sie sowohl als Vertreter von Γ\ΓαΓ
als auch von ΓαΓ/Γ dienen.

Lemma 6.7 Sei α ∈ GL3(Fq(T )).Dann existieren β1, . . . , βm ∈ ΓαΓ mit

ΓαΓ =

m⋃
i=1

· Γβi =

m⋃
i=1

· βiΓ.

Beweis: Zu Beginn des Beweises werden wir eine technische Aussage nachweisen, welche
sich auch in weiteren Beweisen dieses Abschnittes nützlich erweisen wird.

Behauptung: Für α ∈ GL3(Fq(T )) gilt

[Γ : α−1Γα ∩ Γ] = [Γ : Γ ∩ αΓα−1].
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6.3 Adjungierte Abbildung von TΓαΓ

Beweis der Behauptung: Wir betrachten die Abbildung

ς : (α−1Γα ∩ Γ)\Γ → (Γ ∩ αΓα−1)\Γ
γΓ 7→ αγα−1Γ.

Die folgenden Äquivalenzen weisen die Wohldefiniertheit von ς nach:

γ1 ≡ γ2 mod α−1Γα ∩ Γ ⇔ ∃g ∈ α−1Γα ∩ Γ : gγ1 = γ2

⇔ ∃g ∈ α−1Γα ∩ Γ : (αgα−1)(αγ1α
−1) = αγ2α

−1

⇔ ∃g̃ ∈ Γ ∩ αΓα−1 : g̃(αγ1α
−1) = αγ2α

−1

⇔ αγ1α
−1 ≡ αγ2α

−1 mod Γ ∩ αΓα−1.

Es bleibt die Bijektivität der Abbildung ς nachzuweisen. Dies geschieht durch die An-
gabe der Umkehrabbildung

ς−1 : (Γ ∩ αΓα−1)\Γ → (α−1Γα ∩ Γ)\Γ
γΓ 7→ α−1γαΓ,

welche nach obiger Argumentation wohldefiniert ist. 2

Nach der gerade gezeigten Aussage existieren γ1, . . . , γm, γ̃1, . . . , γ̃m ∈ Γ mit

Γ =

m⋃
i=1

· (α−1Γα ∩ Γ)γi =

m⋃
i=1

· (Γ ∩ αΓα−1)γ̃−1
i .

Wie im Beweis zu Lemma 6.4 folgt mit Γ = Γ1 = Γ2 die Gleichheit

ΓαΓ =
m⋃
i=1

· Γαγi.

Analog ergibt sich mit Γ = Γ1 = Γ2 für α−1 die Identität

Γα−1Γ =
m⋃
i=1

· Γα−1γ̃−1
i .

Im nächsten Schritt werden wir hieraus die Gleichheit

ΓαΓ =
m⋃
i=1

· γ̃iαΓ

folgern.
Da jedes γ̃i in Γ enthalten ist, ist die Inklusion

ΓαΓ ⊇
m⋃
i=1

γ̃iαΓ

trivial. Für die umgekehrte Inklusion seien γ̂1, γ̂2 ∈ Γ. Dann existiert ein i ∈ {1, . . . ,m}
sowie ein γ ∈ Γ mit

γ̂1αγ̂2 = (γ̂−1
2 α−1γ̂−1

1 )−1 = (γα−1γ̃−1
i )−1 = γ̃iαγ

−1 ∈ γ̃iαΓ.
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Somit erhalten wir auch die umgekehrte Inklusion

ΓαΓ ⊆
m⋃
i=1

γ̃iαΓ.

Es bleibt die Disjunktheit nachzuweisen. Angenommen für i, j ∈ {1, . . . ,m} mit i 6= j
sei der Schnitt γ̃iαΓ ∩ γ̃jαΓ nicht leer. Dann existiert ein γ ∈ Γ mit γ̃iαγ = γ̃jα und
somit γ−1α−1γ̃−1

i = α−1γ̃−1
j . Also wäre der Schnitt Γα−1γ̃−1

i ∩Γα−1γ̃−1
j ebenfalls nicht

leer, was der Wahl der Menge {γ̃1, . . . , γ̃m} als Vertretersystem widerspricht.
Als nächsten Schritt werden wir für alle i, j ∈ {1, . . . ,m} die Ungleichheit

Γαγi ∩ γ̃jαΓ 6= ∅

nachweisen.
Angenommen der Schnitt sei leer. So folgt für alle i ∈ {1, . . . ,m} die Inklusion

Γαγi ⊆
m⋃
k=1
k 6=j

γ̃kαΓ

und somit

ΓαΓ ⊆
m⋃
k=1
k 6=j

γ̃kαΓ,

was einen Widerspruch zur zuvor gezeigten Aussage

ΓαΓ =
m⋃
i=1

· γ̃iαΓ

darstellt.
Nach bisheriger Argumentation können wir also für jedes i ∈ {1, . . . ,m} ein

βi ∈ Γαγi ∩ γ̃iαΓ

wählen. Für diese gilt

ΓαΓ =

m⋃
i=1

· Γβi =

m⋃
i=1

· βiΓ.

�

Die Darstellung ΓαΓ =
⋃
· βiΓ, ermöglicht es uns, im nächsten Lemma ein Vertreter-

system der Menge Γ\Γα−1Γ anzugeben.

Lemma 6.8 Seien α, β1, . . . , βm ∈ GL3(Fq(T )) mit

ΓαΓ =
m⋃
i=1

· βiΓ.

Dann gilt

Γα−1Γ =
m⋃
i=1

· Γβ−1
i .
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Beweis: Wir zeigen zunächst die Inklusion

Γα−1Γ ⊆
m⋃
i=1

Γβ−1
i .

Für γ1, γ2 ∈ Γ gilt (γ1α
−1γ2)−1 = γ−1

2 αγ−1
1 . Somit existiert ein γ ∈ Γ sowie ein i ∈

{1, . . . ,m} mit (γ1α
−1γ2)−1 = βiγ. Es folgt die Gleichung γ1αγ2 = γ−1β−1

i und somit
die Inklusion

γ1α
−1γ2 ∈

m⋃
i=1

Γβ−1
i .

Für die umgekehrte Inklusion betrachten wir ein Element γ ∈ Γ sowie ein i ∈ {1, . . . ,m}.
Nach Voraussetzung existieren γ1, γ2 ∈ Γ mit

(γβ−1
i )−1 = βiγ

−1 = γ1αγ2

und somit
γβ−1

i = γ−1
2 α−1γ−1

1 ∈ Γα−1Γ.

Es bleibt die Disjunktheit der Vereinigung zu zeigen. Angenommen für i 6= j existiert
ein γ ∈ Γβ−1

i ∩ Γβ−1
j , so gibt es γ1, γ2 ∈ Γ mit

γ = γ1β
−1
i = γ2β

−1
j

und daher
γ−1 = βiγ

−1
1 = βjγ

−1
2 .

Es folgt die Inklusion
γ−1 ∈ βiΓ ∩ βjΓ,

was der Disjunktheit der Nebenklassen widerspricht. �

Unter Zuhilfenahme der vorigen Lemmata werden wir im folgenden Satz die adjungierte
Abbildung des Doppelnebenklassenoperators TΓαΓ unter dem Petersson-Skalarprodukt
bestimmen.

Satz 6.9 Sei Γ eine Kongruenzuntergruppe der GL3(Fq[T ]) und sei α ∈ GL3(Fq(T )).
Für ϕ,ψ ∈ H!(B,C)Γ gilt

〈TΓαΓϕ,ψ〉Γ = 〈ϕ, TΓα−1Γψ〉Γ.

Beweis: Nach Lemma 6.7 existiert ein Vertretersystem {β1, . . . , βm} mit

ΓαΓ =
m⋃
i=1

· Γβi =
m⋃
i=1

· βiΓ.

Für dieses gilt zudem nach Lemma 6.8 die Gleichheit

Γα−1Γ =
m⋃
i=1

· Γβ−1
i .
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Wir erhalten somit

〈TΓαΓϕ,ψ〉Γ =
m∑
i=1

∑
[s]∈S2(Γ\B)

ϕ(βis)ψ(s)
1

|Γs|

sowie

〈ϕ, TΓ−1
α Γψ〉Γ =

m∑
i=1

∑
[s]∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(β−1
i s)

1

|Γs|
.

Im Folgenden werden wir die Gleichheit der inneren Summen nachweisen.
Hierbei werden wir auf die Untergruppen Γi := β−1

i Γβi ∩ Γ bzw. Γ̃i := βiΓiβ
−1
i =

Γ∩βiΓβ−1
i übergehen. Da der Schnitt zweier Kongruenzuntergruppen stets wieder eine

Kongruenzuntergruppe ist, sind nach dem Beweis zu Lemma 6.4 die Gruppen Γi und
Γ̃i ebenfalls Kongruenzuntergruppen. Analog zum Beweis von Lemma 6.2 können wir
die Gleichheiten∑

[s]Γ∈S2(Γ\B)

ϕ(βis)ψ(s)
1

|Γs|
= [Γ : Γi]

∑
[s]Γi∈S2(Γi\B)

ϕ(βis)ψ(s)
1

|(Γi)s|

sowie ∑
[s]Γ∈S2(Γ\B)

ϕ(s)ψ(β−1
i s)

1

|Γs|
= [Γ : Γ̃i]

∑
[s]

Γ̃i
∈S2(Γ̃i\B)

ϕ(s)ψ(β−1
i s)

1

|(Γ̃i)s|

herleiten.
Wie im Beweis von Lemma 6.7 gezeigt, gilt für die Faktoren

[Γ : Γi] = [Γ : β−1
i Γβi ∩ Γ] = [Γ : Γ ∩ βiΓβ−1

i ] = [Γ : Γ̃i].

Es bleibt somit die Gleichheit der Summen nachzuweisen. Hierfür betrachten wir die
durch

S2(Γi\B) → S2(Γ̃i\B)

[s]Γi 7→ [βis]Γ̃i

gegebene Abbildung. Es lässt sich leicht zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert und
bijektiv ist.
Weiter betrachten wir für s ∈ S2(B) das Verhältnis der Mächtigkeiten |(Γi)s| und
|(Γ̃i)βis|. Es gilt

(Γi)s = FixGL3(Fq [T ])(s) ∩ Γi

= β−1
i (βiFixGL3(Fq [T ])(s)β

−1
i ∩ βiΓiβ

−1
i )βi

= β−1
i (FixGL3(Fq [T ])(βis) ∩ βiΓiβ−1

i )βi

= β−1
i Fix

Γ̃i
(βis)βi.

Somit erhalten wir
|(Γi)s| = |(Γ̃i)βis|.
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Zusammengefasst ergeben sich die Gleichheiten∑
[s]Γi∈S2(Γi\B)

ϕ(βis)ψ(s)
1

|(Γi)s|
=

∑
[s]Γi∈S2(Γi\B)

ϕ(βis)ψ(β−1
i (βis))

1

|(Γ̃i)βis|

=
∑

[βis]Γ̃i
∈S2(Γ̃i\B)

ϕ(βis)ψ(β−1
i (βis))

1

|(Γ̃i)βis|

=
∑

[s]
Γ̃i
∈S2(Γ̃i\B)

ϕ(s)ψ(β−1
i s)

1

|(Γ̃i)s|
.

Insgesamt liefern die Überlegungen die Identität

〈TΓαΓϕ,ψ〉Γ = 〈ϕ, TΓα−1Γψ〉Γ.

�

6.4 Doppelnebenklassenoperatoren auf geschlos-
senen Flächen

Wir möchten in diesem Abschnitt ausgehend von Doppelnebenklassen der Form ΓαΓ
mit α ∈ GL3(Fq(T )) Endomorphismen auf dem Raum der geschlossenen Flächen be-
trachten. Hierzu verwenden wir die in Kapitel 3 nachgewiesene Isomorphie zwischen
den Räumen H!(B,C)Γ und GCΓ , welche durch die Abbildung

ρ : H!(B,C)Γ → GCΓ
ϕ 7→

∑
[s]∈S2(Γ\B)

1

|Γs|
ϕ(s)[s]

gegeben ist.
Ausgehend von den Doppelnebenklassenoperatoren auf H!(B,C)Γ liegen zwei Möglich-
keiten zur Definition der von Doppelnebenklassen abhängigen Endomorphismen auf GCΓ
nahe:

(1) Für jedes α ∈ GL3(Fq(T )) ist durch

ρ ◦ TΓαΓ ◦ ρ−1

ein Endomorphismus auf GCΓ gegeben.

(2) Zu Beginn des Kapitels haben wir ausgehend vom Petersson-Skalarprodukt 〈·, ·〉Γ
mittels des Isomorphismus ρ eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform (·, ·)Γ auf dem
Produkt H!(B,C)Γ × GCΓ definiert. Somit existiert für jedes α ∈ GL3(Fq(T )) eine
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eindeutig bestimmte Rechtsadjungierte von TΓαΓ bezüglich (·, ·)Γ, d.h es gibt einen
eindeutigen bestimmten Endomorphismus T G auf GCΓ mit

(TΓαΓϕ,G)Γ = (ϕ, T GG)Γ

für alle ϕ ∈ H!(B,C)Γ und alle G ∈ GCΓ . Nach Definition der Paarung (·, ·)Γ gilt

(TΓαΓϕ,G)Γ = 〈TΓαΓϕ, ρ
−1(G)〉Γ = 〈ϕ, T̃ΓαΓ ◦ ρ−1(G)〉Γ = (ϕ, ρ ◦ T̃ΓαΓ ◦ ρ−1(G))Γ.

Die Rechtsadjungierte von TΓαΓ bezüglich (·, ·)Γ ist somit durch

ρ ◦ T̃ΓαΓ ◦ ρ−1

gegeben, wobei T̃ΓαΓ die Adjungierte von TΓαΓ bezüglich des Petersson-Skalarpro-
duktes bezeichnet.

Wir werden im Folgenden die zweite Variante zur Definition der von Doppelneben-
klassen abhängigen Endomorphismen auf GCΓ nutzen. Statt jedoch für eine allgemeine
geschlossene Fläche G ∈ GCΓ das Bild ρ◦ T̃ΓαΓ ◦ρ−1(G) direkt zu bestimmen, werden wir
im weiteren Verlauf des Abschnittes ausgehend von ΓαΓ intuitiv einen Endomorphis-
mus T GΓαΓ auf GCΓ definieren, und anschließend nachweisen, dass T GΓαΓ rechtsadjungiert
zu TΓαΓ bezüglich (·, ·)Γ ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Rechtsadjungierten folgt
dann

ρ ◦ T̃ΓαΓ ◦ ρ−1 = T GΓαΓ.

Beginnen wir mit der Definition der Abbildung T GΓαΓ.

Definition 6.10 Seien α, β1, . . . , βm ∈ GL3(Fq(T )) mit

ΓαΓ =

m⋃
i=1

· Γβi.

Weiter sei

G :=

µ∑
κ=1

aκ[sκ] ∈ GCΓ

eine geschlossene Fläche. Wir definieren die Abbildung T GΓαΓ auf GCΓ durch

T GΓαΓ(G) :=

µ∑
κ=1

aκ

m∑
i=1

[βisκ].

Die Wohldefiniertheit der Abbildung ergibt sich hierbei wie zuvor bei den Doppelne-
benklassenoperatoren aus der Summation über das gesamte Vertretersystem.
Denn seien s, s̃ ∈ S2(B) mit [s] = [s̃]. Dann existiert ein γ ∈ Γ mit γs = s̃. Da die
Elemente {β1γ, . . . , βmγ} ein neues Vertretersystem der Menge ΓαΓ bilden, existiert
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zu jedem i ∈ {1, . . . ,m} ein γ̃i ∈ Γ und ein ji ∈ {1, . . . ,m} mit βiγ = γ̃iβji sowie
{j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m}. Somit gilt

m∑
i=1

[βis̃] =
m∑
i=1

[βiγs] =
m∑
i=1

[γ̃iβjis] =
m∑
i=1

[βjis] =
m∑
i=1

[βis].

Weiter ist leicht zu zeigen, dass T GΓαΓ unabhängig von der Wahl des Vertretersystems
{β1, . . . , βm} sowie C-linear ist.
Um nachzuweisen, dass T GΓαΓ ein Endomorphismus auf dem Raum der geschlossenen
Flächen ist, bleibt zu zeigen, dass das Bild von GCΓ unter T GΓαΓ wieder in GCΓ enthalten
ist. Dies ist Gegenstand des nächsten Lemmas.

Lemma 6.11 Sei G ∈ GCΓ eine geschlossene Fläche und sei α ∈ GL3(Fq(T )). Dann gilt

T GΓαΓG ∈ GCΓ .

Beweis: Nach Definition 6.10 ist die Summe T GΓαΓG endlich. Es bleibt somit lediglich
die Geschlossenheitsrelation zu prüfen.
Da G :=

∑
aκ([sκ]) eine geschlossene Fläche ist und somit im Kern von δC liegt, gilt

µ∑
κ=1

aκ

2∑
j=0

Φj
2[sκ] = 0.

Aus dieser Identität soll die Gleichheit
µ∑
κ=1

aκ

2∑
j=0

m∑
i=1

Φj
2([βisκ]) = 0

und somit die Inklusion T GΓαΓG ∈ Kern(δC) gefolgert werden.
Zum Beweis dieser Gleichheit genügt es, zu zeigen, dass für zwei 2-Simplizes s, s̃ ∈ S2(B)
und Indizes j1, j2 ∈ {0, 1, 2} aus

Φj1
2 ([s]) = Φj2

2 ([s̃])

die Identität
m∑
i=1

Φj1
2 ([βis]) =

m∑
i=1

Φj2
2 ([βis̃])

folgt.
Da für jedes g ∈ GL3(K∞) und jeden Simplex s ∈ S2(B) für die Seitenabbildung Φ̃j

2

des Bruhat-Tits-Gebäudes die Gleichheit

Φ̃j
2(gs) = gΦ̃j

2(s)

gilt, folgt für die Seitenabbildung Φj
2 des Quotientenkomplexes

m∑
i=1

Φj
2([βis]) =

m∑
i=1

[Φ̃j
2(βis)] =

m∑
i=1

[βiΦ̃
j
2(s)].
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Aus
Φj1

2 ([s]) = Φj2
2 ([s̃])

und der daraus resultierenden Gleichheit

[Φ̃j1
2 (s)] = [Φ̃j2

2 (s̃)]

folgt mit analoger Argumentation wie zum Nachweis der Wohldefiniertheit von T GΓαΓ die
Identität

m∑
i=1

Φj1
2 ([βis]) =

m∑
i=1

[βiΦ̃
j1
2 (s)] =

m∑
i=1

[βiΦ̃
j2
2 (s̃)] =

m∑
i=1

Φj2
2 ([βis̃]).

Somit überträgt sich die Geschlossenheitsrelation von G auf die Summe T GΓαΓG.
�

Wie zu Beginn des Abschnittes erwähnt, wollen wir einen Endomorphismus auf GCΓ
definieren, welcher bezüglich der Paarung (·, ·)Γ rechtsadjungiert zu TΓαΓ ist. Der nächste
Satz zeigt, dass T GΓαΓ dies bereits nach Definition erfüllt.

Satz 6.12 Sei G ∈ GCΓ eine geschlossene Fläche und ϕ ∈ H!(B,C)Γ. Weiter sei α ∈
GL3(Fq(T )). Dann gilt

(ϕ, T GΓαΓG)Γ = (TΓαΓϕ,G)Γ.

Beweis: Die Paarung (ϕ,G)Γ entspricht der Summe der Funktionswerte unter ϕ der in
G auftretenden 2-Simplizes unter Berücksichtigung der konjugierten Koeffizienten. Für

G :=

µ∑
κ=1

aκ[sκ]

und β1, . . . , βm ∈ GL3(Fq(T )) mit

ΓαΓ =

m⋃
i=1

· Γβi

erhalten wir somit

(ϕ, T GΓαΓG)Γ = (ϕ,

µ∑
κ=1

aκ

m∑
i=1

[βisκ])Γ

=

µ∑
κ=1

aκ

m∑
i=1

ϕ([βisκ])

=

µ∑
κ=1

aκTΓαΓϕ([sκ])

= (TΓαΓϕ,G)Γ.

�
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Mittels der zu Beginn des Abschnittes geführten Überlegungen zur Rechtsadjungier-
ten sowie der im vorigen Abschnitt erlangten Kenntnis der Adjungierten bezüglich des
Petersson-Skalarproduktes können wir im folgenden Korollar mittels der in Kapitel 3
eingeführten Abbildung

ρ : H!(B,C)Γ → GCΓ
den Zusammenhang zwischen T GΓαΓ und dem Doppelnebenklassenoperator auf H!(B,C)Γ

beschreiben.

Korollar 6.13 Für α ∈ GL3(Fq(T )) gilt

T GΓαΓ = ρ ◦ TΓα−1Γ ◦ ρ−1.

Beweis: Wie zu Beginn des Abschnittes erklärt, gilt für alle ϕ ∈ H!(B,C)Γ und alle
G ∈ GCΓ die Gleichheit

(TΓαΓϕ,G)Γ = (ϕ, ρ ◦ T̃ΓαΓ ◦ ρ−1(G))Γ

und somit aufgrund der Eindeutigkeit der Rechtsadjungierten

T GΓαΓ = ρ ◦ T̃ΓαΓ ◦ ρ−1.

Mittels Satz 6.12 ergibt sich

T GΓαΓ = ρ ◦ TΓα−1Γ ◦ ρ−1.

�

6.5 Hecke-Operatoren

Wie zu Beginn des Kapitels erwähnt, möchten wir spezielle Doppelnebenklassenope-
ratoren, genauer gesagt eine von speziellen Doppelnebenklassenoperatoren erzeugte C-
Algebra, betrachten. So gelte im Folgenden stets Γ = Γ0(N) für ein normiertes Polynom
N ∈ Fq[T ].
Beginnen wir mit der Definition der erwähnten Doppelnebenklassenoperatoren.

Definition 6.14 Sei N ∈ Fq[T ] normiert. Es sei

PN := {P ∈ Fq[T ] | P normiert, irreduzibel und ggT(P,N) = 1}

die Menge der normierten irreduziblen Polynome, die zu N teilerfremd sind. Für P ∈
PN bezeichne T(1,1,P ) den zur Doppelnebenklasse

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

sowie T(1,P,P ) den zur Doppelnebenklasse

Γ0(N)
(

1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
Γ0(N)

gehörigen Doppelnebenklassenoperator.
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In den folgenden beiden Lemmata werden wir die für die Berechnung der Hecke-Operatoren
T(1,1,P ) bzw. T(1,P,P ) benötigten Vertretersysteme der zugehörigen Doppelnebenklassen
bestimmen.

Lemma 6.15 Seien N und P zwei normierte Polynome aus Fq[T ]. Weiter sei P irre-
duzibel sowie N und P teilerfremd. Dann gilt

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

= Γ0(N)
(
P 0 0
0 1 0
0 0 1

)
∪·

⋃
SmodP

· Γ0(N)
(

1 S 0
0 P 0
0 0 1

)
∪·

⋃
S,T modP

· Γ0(N)
(

1 0 S
0 1 T
0 0 P

)
.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass jedes Element der Menge

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

in einer der oben angegebenen Nebenklassen liegt.
Hierfür betrachten wir zunächst die Doppelnebenklasse

GL3(Fq[T ])
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
GL3(Fq[T ]).

Aufgrund der Irreduzibilität von P gilt

GL3(Fq[T ])
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
GL3(Fq[T ])

= GL3(Fq[T ])
(
P 0 0
0 1 0
0 0 1

)
∪·

⋃
SmodP

· GL3(Fq[T ])
(

1 S 0
0 P 0
0 0 1

)
∪·

⋃
S,T modP

· GL3(Fq[T ])
(

1 0 S
0 1 T
0 0 P

)
.

Die Disjunktheit dieser Zerlegung induziert die Disjunktheit der Zerlegung bezüglich
Γ0(N).
Wir werden nachweisen, dass sich dieses Vertretersystem auf die Doppelnebenklasse
bezüglich Γ0(N) übertragen lässt. Seien γ1, γ2 ∈ Γ0(N). Da die Kongruenzuntergruppe
Γ0(N) in der GL3(Fq[T ]) enthalten ist, existiert ein g ∈ GL3(Fq[T ]) sowie ein

β ∈
{(

P 0 0
0 1 0
0 0 1

)}
∪
{(

1 S 0
0 P 0
0 0 1

)
| SmodP

}
∪
{(

1 0 S
0 1 T
0 0 P

)
| S, T modP

}
mit

γ1

(
1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
γ2 = gβ.

Wir werden zeigen, dass g bereits in Γ0(N) enthalten ist. Multipliziert man zwei Matri-
zen aus GL3(K∞), deren Einträge unterhalb der Diagonale durch N teilbar sind, so sind
auch die Einträge des Produktes unterhalb der Diagonale modulo N zu Null kongruent.
Damit besitzt die Matrix

g = γ1

(
1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
γ2β

−1
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unterhalb der Diagonale nur durchN teilbare Elemente. Da g ein Element der GL3(Fq[T ])
ist, liegt g somit in der Kongruenzuntergruppe Γ0(N).
Es bleibt nachzuweisen, dass jedes der Elemente aus{(

P 0 0
0 1 0
0 0 1

)}
∪
{(

1 S 0
0 P 0
0 0 1

)
| SmodP

}
∪
{(

1 0 S
0 1 T
0 0 P

)
| S, T modP

}
in

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

enthalten ist.
Dabei können die Einträge oberhalb der Diagonale durch Spaltenoperationen, d.h. durch
Rechtsmultiplikation mit Elementen aus Γ0(N), eliminiert werden. Somit bleibt die
Inklusion nur noch für die Diagonalmatrizen(

P 0 0
0 1 0
0 0 1

)
,
(

1 0 0
0 P 0
0 0 1

)
und

(
1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
zu untersuchen. Hierbei ist letztere trivialerweise in

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

enthalten. Für die übrigen beiden Matrizen werden wir die Teilerfremdheit der Polyno-
me N und P und somit die Existenz zweier Polynome a, b ∈ Fq[T ] mit

1 = aP + bN

nutzen. Mit dieser Wahl von a und b gilt(
a 0 −b
0 1 0
N 0 P

)(
P 0 0
0 1 0
0 0 1

)(
1 0 0
0 1 0
−N 0 1

)(
1 0 b
0 1 0
0 0 1

)
=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
sowie (

1 0 0
0 a −b
0 N P

)(
1 0 0
0 P 0
0 0 1

)(
1 0 0
0 1 0
0 −N 1

)(
1 0 0
0 1 b
0 0 1

)
=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
.

Wir sehen also, dass beide Matrizen in

Γ0(N)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 P

)
Γ0(N)

enthalten sind.
�

Nahezu analog lässt sich ein Vertretersystem der zu T(1,P,P ) gehörenden Doppelneben-
klasse ermitteln.

Lemma 6.16 Seien N und P zwei normierte Polynome aus Fq[T ]. Weiter sei P irre-
duzibel sowie N und P teilerfremd. Dann gilt

Γ0(N)
(

1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
Γ0(N)

= Γ0(N)
(
P 0 0
0 P 0
0 0 1

)
∪·

⋃
SmodP

· Γ0(N)
(
P 0 0
0 1 S
0 0 P

)
∪·

⋃
S,T modP

· Γ0(N)
(

1 S T
0 P 0
0 0 P

)
.
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Beweis: Wie schon im Beweis des letzten Satzes betrachten wir zunächst die Doppel-
nebenklasse

GL3(Fq[T ])
(

1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
GL3(Fq[T ]).

Aus der Irreduzibilität von P sowie dem Elementarteilersatz folgt

GL3(Fq[T ])
(

1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
GL3(Fq[T ])

= GL3(Fq[T ])
(
P 0 0
0 P 0
0 0 1

)
∪·

⋃
SmodP

· GL3(Fq[T ])
(
P 0 0
0 1 S
0 0 P

)
∪·

⋃
S,T modP

· GL3(Fq[T ])
(

1 S T
0 P 0
0 0 P

)
.

Analog zum Beweis des letzten Satzes folgt hieraus

Γ0(N)
(

1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
Γ0(N)

⊆ Γ0(N)
(
P 0 0
0 P 0
0 0 1

)
∪·

⋃
SmodP

· Γ0(N)
(
P 0 0
0 1 S
0 0 P

)
∪·

⋃
S,T modP

· Γ0(N)
(

1 S T
0 P 0
0 0 P

)
.

Für die umgekehrte Inklusion brauchen wir erneut lediglich die Diagonalmatrizen(
P 0 0
0 P 0
0 0 1

)
,
(
P 0 0
0 1 0
0 0 P

)
und

(
1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
zu überprüfen. Wie auch im Beweis des letzten Satzes ermöglicht die Teilerfremdheit der
Polynome N und P und die daraus resultierende Existenz von Polynomen a, b ∈ Fq[T ]
mit aP + bN = 1 ein Vertauschen der Einträge 1 und P auf der Diagonalen.

�

Die Kenntnisse der Vertretersystem der Doppelnebenklassen ermöglicht es uns, im fol-
genden Lemma nachzuweisen, dass die Operatoren T(1,1,P ) und T(1,P,P ) bezüglich des
Petersson-Skalarproduktes zueinander adjungiert sind.

Lemma 6.17 Sei N ∈ Fq[T ] normiert und P ∈ PN. Dann gilt

T̃(1,1,P ) = T(1,P,P ).

Beweis: Nach Satz 6.9 gilt für jeden Doppelnebenklassenoperator TΓαΓ die Gleichheit

T̃ΓαΓ = TΓα−1Γ,

wobei T̃ΓαΓ die Adjungierte von TΓαΓ bezüglich 〈·, ·〉Γ bezeichne. Für P ∈ PN folgt daher

T̃(1,1,P ) = TΓ0(N)α1Γ0(N)

mit
α1 :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 P−1

)
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In Abschnitt 6.2 haben wir gezeigt, dass für jedes λ ∈ Fq(T )× die Gleichheit

TΓαΓ = TΓλαΓ

gilt. Wir erhalten somit
T̃(1,1,P ) = TΓ0(N)α̂1Γ0(N)

mit
α̂1 := Pα1 =

(
P 0 0
0 P 0
0 0 1

)
.

Da für jedes α̃ ∈ ΓαΓ die Gleichheit

TΓα̃Γ = TΓαΓ

gültig ist, folgt aus der in Lemma 6.16 gezeigten Inklusionen(
1 0 0
0 P 0
0 0 P

)
∈ Γ0(N)α̂1Γ0(N)

die Identität
T̃(1,1,P ) = T(1,P,P ).

�

Wie anfangs beschrieben, möchten wir die von der Operatoren T(1,1,P ) und T(1,P,P ) er-
zeugte C-Algebra betrachten, wobei P alle Elemente von PN durchläuft.

Definition 6.18 Sei N ∈ Fq[T ] ein normiertes Polynom. Die minimale C-Unteralgebra
HN von EndC(H!(B,C)Γ) mit

T(1,1,P ) ∈ HN und T(1,P,P ) ∈ HN für alle P ∈ PN

heißt Hecke-Algebra bezüglich N . Die Elemente von HN nennen wir Hecke-Operatoren
bezüglich N .

Aus der in Lemma 6.17 gezeigten Gleichheit

T̃(1,1,P ) = T(1,P,P )

folgt, dass die adjungierte Abbildung eines Hecke-Operators bezüglich des Petersson-
Skalarproduktes wieder ein Hecke-Operator ist.

Mithilfe der in Lemma 6.15 bzw. 6.16 gewonnenen Erkenntnisse über die zu den erzeu-
genden Hecke-Operatoren T(1,1,P ) bzw. T(1,P,P ) gehörenden Doppelnebenklassen können
wir die Kommutativität der Hecke-Algebra nachweisen.

Satz 6.19 Die Hecke-Algebra HN ist kommutativ.

Beweis: Die Kommutativität muss lediglich für die Erzeuger nachgewiesen werden.
Hierzu seien P, P̃ ∈ PN zwei irreduzible normierte zu N teilerfremde Polynome aus
Fq[T ]. Es sind folgende Gleichheiten zu zeigen:
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(i) T(1,1,P ) ◦ T(1,1,P̃ ) = T(1,1,P̃ ) ◦ T(1,1,P ),

(ii) T(1,1,P ) ◦ T(1,P̃ ,P̃ ) = T(1,P̃ ,P̃ ) ◦ T(1,1,P ),

(iii) T(1,P,P ) ◦ T(1,P̃ ,P̃ ) = T(1,P̃ ,P̃ ) ◦ T(1,P,P ).

Dies kann durch einfaches Nachrechnen und Vergleichen geschehen. Hierbei wird bei
verschiedenen Polynomen P und P̃ die Teilerfremdheit dieser und die daraus resultie-
rende Darstellung der 1 genutzt.

�

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt eine kommutative C-Algebra von Endomor-
phismen auf H!(B,C)Γ0(N) definiert, welche für jeden solchen Endomorphismus eben-
falls die adjungierte Abbildung bezüglich des Petersson-Skalarproduktes enthält. Somit
kommutiert insbesondere jeder Hecke-Operator T ∈ HN mit der Adjungierten T̃ . Dieses
Ergebnis wollen wir zum Abschluss des Kapitels herausstellen.

Korollar 6.20 Jeder Hecke-Operator T ∈ HN ist normal bezüglich des Petersson-
Skalarproduktes.
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Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel möchten wir uns mit der praktischen Berechnung von Doppelne-
benklassenoperatoren beschäftigen. Wir möchten zu einer Basis der Gruppe GZΓ der
geschlossenen Flächen die Abbildungsmatrix eines Doppelnebenklassenoperators T GΓαΓ

bestimmen.
Unser Ausgangspunkt wird hierbei jedoch nicht eine Basis von GZΓ sein, sondern eine
Basis des Urbildes U := Υ−1(GZΓ) unter der in Kapitel 4 eingeführten Abbildung

Υ : ZSC2 (Γ\B) → ZS2(Γ\Bn)

ν∑
λ=1

aλ[sλ] 7→
ν∑

λ=1

aλ
∑

[s]∈FnΓ ([sλ])

εs[s].

Hierbei bezeichne für n := max {2,deg(N)} und einen Simplex sλ = gλC2 mit gλ ∈
GL3(Fq[T ]) die Menge FnΓ ([sλ]) die Fortsetzung

FnΓ ([sλ]) = FnΓ ([gλC2]) = {[gλω] | ω ∈ S2(Wn)}

der Größe n sowie εs den Wert

εs :=

{
1 ∃j, k ∈ N0 : Niveau(s) = {[j, k], [j, k + 1], [j + 1, k + 1]} ,
−1 ∃j, k ∈ N0 : Niveau(s) = {[j, k], [j + 1, k], [j + 1, k + 1]} .

Ein Verfahren zur Bestimmung einer Basis des Urbilds U haben wir in Kapitel 5 erklärt.

Das in diesem Kapitel beschriebene Verfahren zur Berechnung einer Abbildungsmatrix
wurde für irreduzible Polynome N ∈ Fq[T ] und Hecke-Operatoren T G(1,1,P ) bzw. T G(1,P,P )

im Computer-Algebra-System Mathematica umgesetzt. Daher bildet die programmtech-
nische Umsetzung einen Schwerpunkt dieses Kapitels. Die entsprechende Mathematica-
Datei findet sich in der Anlage.

7.1 Ablauf des Verfahrens

In diesem Abschnitt möchten wir zunächst den groben Ablauf des Verfahrens angeben.
Hierbei bezeichne T den Doppelnebenklassenoperator T GΓαΓ.
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Eingabe

• Basis (U1, . . . , Ur) des Urbilds U = Υ−1(GZΓ)

• β1, . . . , βm ∈ GL3(Fq(T )) mit ΓαΓ =
m⋃
l=1

· Γβl

Ablauf

(1) Bestimmen von GT,i := T (Υ(Ui))

(1.1) Bestimmen von Gi := Υ(Ui)

(1.2) Bestimmen von GT,i = T (Gi)

(2) Bestimmen von UT,i := Υ−1(GT,i)

(2.1) Bestimmen des Niveaus der in GT,i auftretenden Simplizes

(2.2) Aufsummieren der Simplizes vom Niveau C2

(3) Darstellen von UT,i als Z-Linearkombination der Elemente U1, . . . , Ur

Ausgabe

• Abbildungsmatrix MB
B (T ) zur Basis B = (Υ(U1), . . . ,Υ(Ur))

Wir werden die einzelnen Schritte in den folgenden Abschnitten detailliert erklären und
dabei sehen, dass das Verfahren terminiert.

7.2 Bestimmen von T (Υ(Ui))

In Kapitel 5 haben wir erläutert, wie ausgehend von einem Vertretersystem der Menge
Γ\GL3(Fq[T ]) algorithmisch eine Basis des Urbilds U = Υ−1(GZΓ) berechnet werden
kann. Die Elemente Ui der berechneten Basis (U1, . . . , Ur) von U liegen nach Durchlaufen
des Algorithmus in der Form

{ (g̃iλ, ãiλ) | λ = 1, . . . , νi}

mit g̃iλ ∈ GL3(Fq[T ]) sowie ãiλ ∈ Z vor. Die Matrizen g̃iλ repräsentieren die Simplizes
[g̃iλC2], wobei gleiche 2-Simplizes aus S2[Γ\B] durch gleiche Matrizen dargestellt werden.
Ausgehend von dieser Darstellung möchten wir für jedes Element Ui die geschlossene
Fläche GT,i = T (Υ(Ui)) ermitteln. Beginnen werden wir mit der Bestimmung der zur
Ui gehörigen geschlossenen Fläche Gi = Υ(Ui).
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7.2.1 Bestimmen von Υ(Ui)

Für eine Anfangsfläche

Ui =

νi∑
λ=1

ãiλ[s̃iλ]

ist das Bild unter der Abbildung Υ die geschlossene Fläche

Υ(Ui) =

νi∑
λ=1

ãiλ
∑

[s]∈FnΓ ([s̃iλ])

εs[s].

Die Fortsetzung FnΓ ([s̃iλ]) eines Simplex [s̃iλ] = [g̃iλC2] ∈ SC2(Γ\B) mit g̃iλ ∈ GL3(Fq[T ])
ist hierbei durch

FnΓ ([s̃iλ]) = {[g̃iλω] | ω ∈ S2(Wn)}

gegeben.
Nach den Überlegungen aus Kapitel 1 kann jeder Simplex ω ∈ S2(Wn) durch eine Matrix
gω ∈ GL3(Fq(T )) repräsentiert werden. Um also aus der Anfangsfläche Ui gehörenden
Liste

{(g̃iλ, ãiλ) | λ = 1, . . . , νi}

eine Darstellung von Υ(Ui) zu erhalten, bilden wir für jedes Tupel (g̃iλ, ãiλ) die Menge

{(g̃iλgω, εωãiλ) | ω ∈ S2(Wn)}

und vereinigen diese Mengen anschließend. Hierbei bezeichnet gω eine Matrix aus GL3(K∞),
die den Simplex ω ∈ Wn repräsentiert.
Auf diese Weise haben wir die geschlossene Fläche Gi = Υ(Ui) ebenfalls durch eine
Liste der Form

{(giκ, aiκ) | κ = 1, . . . , µi}

mit aiκ ∈ Z dargestellt. Die Matrizen giλ sind hierbei Elemente der GL3(Fq(T )) und
repräsentieren 2-Simplizes [siλ] ∈ S2(Γ\B). Es ist dabei jedoch möglich, dass identische
Simplizes aus S2(Γ\B) durch unterschiedliche Matrizen dargestellt sind.

7.2.2 Bestimmen von T (Gi)

Ist

ΓαΓ =

m⋃
l=1

· Γβl

mit βl ∈ GL3(Fq(T )), so ist das Bild von

Gi =

µi∑
κ=1

aiκ[siκ]
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unter der Abbildung T GΓαΓ die geschlossene Fläche

GT,i = T GΓαΓ(Gi) =
m∑
l=1

µ∑
κ=1

aiκ[βlsiκ].

Ausgehend von der zuvor erstellten Liste

{(giκ, aiκ) | κ = 1, . . . µi} ,

welche die geschlossene Fläche Gi repräsentiert, erhalten wir durch die Menge

{(βlgiκ, aiκ) | l = 1, . . . ,m, κ = 1, . . . , µi}

eine Darstellung von GT,i. Hierbei können jedoch erneut unterschiedliche Matrizen glei-
che Simplizes aus S2(Γ\B) repräsentieren.

7.3 Bestimmen von UT,i

Da in den bisher gewonnenen Darstellungen der geschlossenen Flächen Gi sowie GT,i
gleiche Simplizes aus S2(Γ\B) durch unterschiedliche Matrizen repräsentiert werden
können, lässt sich noch keine Darstellung von GT,i als Z-Linearkombination der ge-
schlossenen Flächen G1, . . . , Gr ablesen.
Statt jedoch die Repräsentation der Gi und GT,i zu vereinheitlichen, werden wir im
Folgenden die zu den geschlossen Flächen GT,i gehörenden Urbilder UT,i = Υ−1(GT,i)
bestimmen und für diese anschließend eine zur Basis (U1, . . . , Ur) kompatible Darstel-
lung ermitteln.

7.3.1 Bestimmen des Niveaus der in GT,i auftretenden Sim-
plizes

Zum Bilden der Anfangsfläche UT,i müssen zunächst die inGT,i auftretenden 2-Simplizes
vom Niveau C2 herausfiltern. Hierfür stellen wir den zur Matrix βlgiκ gehörenden 2-
Simplex sliκ aus S2(B) zunächst als Produkt

sliκ = xliκωliκ

mit xliκ ∈ GL3(Fq[T ]) und ωliκ = Niveau(sliκ) ∈ W dar. Anschließend speichern wir
statt des Tupels (βlgiκ, aiκ) das Tupel

(xliκ, wliκ, aiκ)

ab, wobei wliκ ∈W ∪· WQ mit

W =


1 0 0

0 πm1
∞ 0

0 0 πm2
∞

 | m1,m2 ∈ N0, m1 ≤ m2


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und

Q =

0 π−1
∞ 0

1 0 0
0 0 1


die zum 2-Simplex ωliκ gehörende Matrix ausW ∪· WQ bezeichne. Die zu ωliκ gehöende
Matrix aus W ∪· WQ ist hierbei eindeutig.
Zur Bestimmung der Matrizen xliκ und wliκ wird eine optimierte Version eines in [Mü]
vorgestellten Algorithmus verwendet. Diese Version wird zum Abschluss des Kapitels
in Abschnitt 7.5 im Detail erläutert.

7.3.2 Summation der Simplizes vom Niveau C2

Die im vorigen Unterabschnitt gewonnene Beschreibung von GT,i ermöglicht es uns, die
Untermenge der Simplizes vom Niveau C2 zu ermitteln. Wir erhalten somit für UT,i eine
Liste der Form

{(xij , bij) | j = 1, . . . , ri} ,

wobei die Elemente xij ∈ GL3(Fq[T ]) Simplizes aus S2(Γ\B) vom Niveau C2 sowie
bij ∈ Z die entsprechenden Koeffizienten repräsentieren. Es ist anzumerken, dass in
dieser Darstellung weiterhin gleiche Simplizes aus S2(Γ\B) durch verschiedene Matrizen
beschrieben sein können.

Nach Aufbau des in Kapitel 5 erläuterten Algorithmus zur Bestimmung einer Basis der
Gruppe U sind die in den Anfangsflächen U1, . . . , Ur auftretenden 2-Simplizes durch
Matrizen der GL3(Fq[T ]) gegeben, wobei hier bereits gleiche Simplizes aus S2(Γ\B)
durch gleiche Matrizen beschrieben werden. Um eine zur Basis (U1, . . . , Ur) kompatible
Darstellung von UT,i zu gewinnen, prüfen wir daher für jedes Element xij der Liste

{(xij , bij) | j = 1, . . . , ri)} ,

ob xijC2 zu einem in der Anfangsfläche U1, . . . , Ur auftauchenden Simplex äquivalent
ist und ersetzen gegebenenfalls das Element xij durch den Vertreter aus GL3(Fq[T ]) des
entsprechenden 2-Simplex.

Zur Überprüfung der Äquivalenz zweier Simplizes x1C2 und x2C2 mit x1, x2 ∈ GL3(Fq[T ])
unter Operation der Kongruenzuntergruppe Γ nutzen wir erneut Satz 1.21, nach wel-
chem genau dann [x1C2] = [x2C2] gilt, wenn ein g ∈ FixGL3(Fq [T ])(C2) mit x2gx

−1
1 ∈ Γ

existiert. Da die Gruppe FixGL3(Fq [T ])(C2) endlich ist, kann die Äquivalenz in endlicher
Zeit entschieden werden.

Da UT,i das Urbild einer geschlossenen Fläche ist, ist UT,i eine Z-Linearkombination
der Anfangsflächen U1, . . . , Ur. Daher müssen sich die Koeffizienten derjenigen Simpli-
zes, welche keinem der in U1, . . . , Ur auftretenden 2-Simplizes gleichen, jeweils zu Null
aufsummieren. Diese Simplizes bedürfen daher keiner weiteren Beachtung und können
somit samt ihrer Koeffizienten aus der Liste entfernt werden.
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Indem wir für die restlichen Elemente die Koeffizienten gleicher Simplizes addieren,
erhalten wir eine Liste

{(x̃ik, cik) | k = 1, . . . , li} ,
in welcher für festes i zu jedem Simplex aus S2(Γ\B) höchstens ein x̃ik gehört.

7.4 Bestimmen der Abbildungsmatrix

Mithilfe der im vorigen Abschnitt gewonnenen Beschreibung von UT,i können wir eine
Darstellung

UT,i =
r∑
j=1

dijUj

von UT,i als Z-Linearkombination von U1, . . . , Ur ermitteln. Aufgrund der Z-Linearität
von Υ folgt

GT,i =
r∑
j=1

dijΥ(Uj) =
r∑
j=1

dijGj .

Indem wir dieses Verfahren für alle Basiselemente U1, . . . , Um durchführen, erhalten wir
eine Abbildungsmatrix von T GΓαΓ zur Basis (G1, . . . , Gr).
Wir möchten an dieser Stelle das Beispiel aus Kapitel 5 fortführen.

Beispiel 7.1 Sei q = 2, N = T 2 + T + 1 und Γ = Γ0(N). Für die in Beispiel 5.5
bestimmte Basis B von GZΓ erhalten mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren
für P = T ∈ Fq[T ] die Abbildungsmatrizen

MB
B (T G(1,1,P )) =

(
−1 −4
1 0

)
und MB

B (T G(1,P,P )) =

(
0 4
−1 −1

)
.

7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

Wie zuvor erwähnt, möchten wir zum Abschluss des Kapitels erklären, wie wir für einen
Simplex s ∈ S2(B) algorithmisch ein x ∈ GL3(Fq[T ]) sowie ein ω ∈ W mit

s = xω

bestimmen. Bei den hier vorgestellten Algorithmen handelt es sich um Verfahren aus
der Arbeit „Zu Bruhat-Tits-Gebäuden der GL(3) über Funktionenkörpern“ [Mü], wel-
ches zum Teil weiter optimiert wurden.
In Satz 1.12 haben wir gesehen, dass jedem 2-Simplex s ∈ S2(B) eindeutig eine Neben-
klasse von GL3(K∞)/〈R〉IK∞ mit

R =

 0 1 0
0 0 1
π∞ 0 0


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und

I =

M ∈ GL3(O∞) | M ≡

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 0 ∗

 mod π∞


zugeordnet werden kann. Unser Ziel ist es zunächst für einen durch eine Matrix A ∈
GL3(K∞) gegebenen 2-Simplex s einen kanonischen Vertreter AV der Nebenklasse
A〈R〉IK∞ zu bestimmen.
Hierzu betrachten wir einen Satz aus der zuvor erwähnten Arbeit [Mü], in welcher
ein vollständiges Vertretersystem der Menge GL3(K∞)/〈R〉IK×∞ angegeben wird. Wir
werden den Beweis an dieser Stelle nicht komplett wiederholen, sondern uns auf die
algorithmische Bestimmung des kanonischen Vertreters beschränken.
Für die Darstellung des Vertretersystems erinnern wir an dieser Stelle an eine weitere

Notation. Für ein Element α =
∞∑
i=r

aiπ
i
∞ mit ai = 0 für fast alle i ≥ r ist der Wert

dπ∞(α) durch
dπ∞(α) = max {i | ai 6= 0}

definiert.

Satz 7.2 Sei

V =


πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1

 | m1,m2 ∈ Z, dπ∞(α) < m1, dπ∞(β) < m1, dπ∞(γ) < m2

 .

Dann ist
V ∪· V Q

ein vollständiges Vertretersystem der GL3(K∞)/〈R〉IK×∞.

Beweis: Sei A =

(
a b c
d e f
g h i

)
∈ GL3(K∞). O.B.d.A. können wir annehmen, dass v∞(i) <

v∞(g), v∞(h) gilt. Anderenfalls kann dies durch Multiplikation mit R bzw. R2 erreicht
werden. Durch

A

 1 0 0
0 0 0

−g
i −

h
i 1

i−1 0 0
0 i−1 0
0 0 i−1

 =:

a1 b1 c1

d1 e1 f1

0 0 1

 =: A1

erhalten wir eine zu A unter der Operation der 〈R〉IK×∞ aq̈uivalente Matrix, in welcher
die vorderen beiden Einträge der dritten Zeile gleich Null sind. An dieser Stelle müssen
wir eine Fallunterscheidung bezüglich der Relation von v∞(d1) und v∞(e1) durchführen.
1. Fall: v∞(d1) > v∞(e1)
In diesem Fall können wir das Element d1 durch Operation der Standard-Iwahorigruppe
I eliminieren. Wir erhalten durch

A1

 1 0 0

−d1
e1

1 0

0 0 1

 =:

a2 b2 c2

0 e2 f2

0 0 1

 =: A2
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eine zu A äquivalente Matrix in oberer Dreiecksgestalt.
2. Fall: v∞(d1) ≤ v∞(e1)
Ist die Bewertung des Eintrages d1 kleiner-gleich der Bewertung des Eintrages e1, so
können wir den Eintrag e1 durch

A1

1 − e1
d1

0

0 1 0
0 0 1

 =:

â b̂ ĉ

d̂ 0 f̂
0 0 1

 := Â

eliminieren und erhalten eine zu A äquivalente Matrix, welche noch nicht obere Dreiecks-
gestalt besitzt. Da ein Spaltentausch nicht durch Elemente der Gruppe I realisierbar ist,
operieren wir mit der Matrix Q−1. Multiplizieren wir Â von links mit Q−1, so erhalten
wir

ÂQ−1 = Â

 0 1 0
π∞ 0 0
0 0 1

 =

π∞b̂ â ĉ

0 d̂ f̂
0 0 1

 =:

a2 b2 c2

0 e2 f2

0 0 1

 =: A2.

Wir erhalten somit in beiden Fällen eine obere Dreiecksmatrix. Es ist jedoch anzumer-
ken, dass die im 2. Fall erhaltene Matrix unter der Operation der Gruppe 〈R〉IK∞ nicht
zu A äquivalent ist.
Die Einträge a2 und e2 besitzen Darstellungen der Form a2 = πm1

∞ ua2 und e2 = πm2
∞ ue2

mit m1 := v∞(a2) und m2 := v∞(e2) sowie ua2 , ue2 ∈ O×∞. Diese Darstellung ermög-
licht es uns, eine zu A2 äquivalente Matrix anzugeben, deren Diagonaleinträge nur aus
Potenzen von π∞ bestehen:

A2

u−1
a2

0 0
0 u−1

e2 0
0 0 1

 =:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1

 =: A′.

Das Element γ lässt sich als
γ = γ0 + γ1π

m2
∞

mit dπ∞(γ0) < m2 schreiben. Dies ermöglicht es uns den Eintrag γ bezüglich πm2
∞ durch

die Multiplikation

A′

1 0 0
0 1 −γ1

0 0 1

 =:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ0

0 0 1

 =: A′′

zu reduzieren. Die Elemente α und β besitzen ebenfalls Darstellungen der Form

α = α0 + πm1
∞ α1,

β = β0 + πm2
∞ β1

mit dπ∞(α0), dπ∞(β0) < m1. Wie zuvor können wir die Einträge α und β bezüglich πm1
∞

durch

A′′

1 −α1 −β1

0 1 0
0 0 1

 =:

πm1
∞ α0 β0

0 πm2
∞ γ0

0 0 1

 =: Ã

112



7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

reduzieren.
Die bisherige Argumentation liefert ein i ∈ {0, 1, 2} sowie eine Matrix g1 ∈ IK×∞ mit
ARig1 ∈ V bzw. zwei Matrizen g2, g3 ∈ IK×∞ mit ARig2Q

−1g3 ∈ V .
Da wir an den Nebenklassen bezüglich der Operation der Gruppe 〈R〉IK∞ interessiert
sind, werden wir im nächsten Schritt die Existenz einer Matrix g̃3 mit Q−1g3 = g̃3Q

−1

nachweisen. Hierzu bestimmen wir für eine Matrix

B =

â b̂ ĉ

d̂ ê f̂

ĝ ĥ î

 ∈ GL3(K∞)

Kriterien für die Existenz einer Matrix B̃ ∈ I mit Q−1B = B̃Q−1.
Die Gleichheit Q−1B = B̃Q−1 ist äquivalent zur Gleichheit

B̃ = Q−1BQ =

 ê π−1
∞ d̂ f̂

π∞b̂ â π∞ĉ

ĥ π−1
∞ ĝ î

 .

Die Matrix B̃ liegt genau dann in I, wenn die Bedingungen

(i) â, b̂, ê, f̂ , î ∈ O∞, (ii) v∞(d̂), v∞(ĥ) ≥ 1, (iii) v∞(ĝ) > 1, (iv) v∞(ĉ) ≥ −1

sowie
(v) det(B̃) = det(Q−1BQ) = det(B) ∈ O×∞

erfüllt sind.
Betrachten wir die im zuvor erklärten Algorithmus aufgeführten Matrizen, deren Pro-
dukt die Matrix g3 ergibt, so sehen wir, dass jede dieser Matrizen g′ diese Kriterien
erfüllt und somit eine Matrix g̃′ ∈ I mit Q−1g′ = Q−1g̃′ existiert. Das Produkt dieser
Matrizen liefert ein Element g̃−1

3 mit Q−1g3 = g̃3Q
−1. Somit erhalten wir

ARig2Q
−1g3 = ARig2g̃3Q

−1 ∈ V

und daher
ARig2g̃3 ∈ V Q.

Wir können somit für jede Matrix A ∈ GL3(K∞) eine unter der Operation der 〈R〉IK×∞
äquivalente Matrix aus V ∪· V Q bestimmen. Für den Nachweis der Nicht-Äquivalenz
der Elemente aus V ∪· V Q unter 〈R〉IK×∞ verweisen wir auf [Mü].

�

Ausgehend von diesem Vertretersystem lässt sich ein Vertretersystem der

GL3(Fq[T ])\GL3(K∞)/〈R〉IK×∞

bestimmen. Auch hier werden wir im Beweis lediglich die algorithmische Bestimmung
der Nebenklasse behandeln.
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Satz 7.3 Sei

W =


1 0 0

0 πm1
∞ 0

0 0 πm2
∞

 | m1,m2 ∈ N0,m1 ≤ m2

 .

Dann ist
W ∪· WQ

ein vollständiges Vertretersystem der GL3(Fq[T ])\GL3(K∞)/〈R〉IK×∞.

Beweis Sei B ∈ V . Wir werden zunächst die Existenz von Matrizen g1, g2 ∈ IK×∞
nachweisen, für welche g1Bg2 eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleinträge aus π∞-
Potenzen besteht.
Bevor wir die hierzu benötigten Schritte im Detail beschreiben, geben wir zunächst
einen Überblick des Ablaufes. Sei

B =

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1


mit m1,m2 ∈ Z. Im ersten Abschnitt reduzieren wir den Exponenten m2 soweit, bis die
Relation m2 ≤ max {1, v∞(γ)} erfüllt ist. Dies ermöglicht es uns, den Eintrag γ durch
Zeilen- und Spaltenoperationen zu eliminieren. Insgesamt liefert der 1. Abschnitt eine
zu A äquivalente Matrix B(1) mit

B(1) =

π
m

(1)
1∞ α(1) β(1)

0 π
m

(1)
2∞ 0

0 0 1


mit m(1)

1 ,m
(1)
2 ∈ Z. Im Verlauf des 2. Abschnittes wird solange m(1)

1 schrittweise redu-
ziert, bis m(1)

1 die Relation m(1)
1 ≤ min

{
1,m

(1)
2

}
erfüllt. Diese Relation ermöglicht die

Eliminierung der Elemente α(1) und β(1). Wir erhalten somit im 2. Abschnitt eine zu
B(1) äquivalente Matrix

B(2) =

π
m

(2)
1∞ 0 0

0 π
m

(2)
2∞ 0

0 0 1


mit m(2)

1 ,m
(2)
2 ∈ Z.

Bevor wir den Algorithmus im Detail beschreiben, fügen wir noch einen kurzen Ab-
schnitt zur Notation ein.
Aufgrund des Aufbaus des Algorithmus durch Schleifen werden wir aus Gründen der
Übersichtlichkeit die Elemente α, β, γ,m1 sowie m2 als Variablen behandeln.
Da K∞ ein lokaler Körper ist, lässt sich jedes Element x ∈ K×∞ als Produkt x = π

v∞(x)
∞ u
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mit u ∈ O×∞ schreiben. Den zu einem Element x ∈ K×∞ gehörenden Faktor u ∈ O×∞
bezeichnen wir innerhalb des Beweises mit ux.
Weiter bezeichne das Symbol ∼ die Äquivalenz zweier Matrizen bzw. zweier Produkte
von Matrizen unter der linksseitigen Operation der GL3(Fq[T ]) und der rechtsseitigen
Operation der IK×∞.
Im Folgenden erklären wir detailliert den Algorithmus.

1. Abschnitt

Sei

B =

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1


mit m1,m2 ∈ Z. Inhalt dieses Abschnittes ist die Bestimmung einer zu B äquivalenten
Matrix der Form

B(1) =

π
m

(1)
1∞ α(1) β(1)

0 π
m

(1)
2∞ 0

0 0 1


mit m(1)

1 ,m
(1)
2 ∈ Z.

Reduktion von γ
Ziel dieses Schrittes ist es, das Element γ durch ein Element γ0 mit positiver Bewertung
und dπ∞(γ0) < m2 zu ersetzen. Hierzu verwenden wir die Darstellung

γ = Pγ + γ0 + πm2
∞ γ1

mit Pγ ∈ Fq[T ], 0 < v∞(γ0), dπ∞(γ0) < m2 sowie 0 ≤ v∞(γ1). Die Summanden Pγ und
πm2
∞ γ1 können durch folgende Operationen entfernt werden:πm1

∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1

 ∼

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ Pγ + γ0 + πm2
∞ γ1

0 0 1

1 0 0
0 1 −γ1

0 0 1


∼

1 0 0
0 1 −Pγ
0 0 1

πm1
∞ α β − αγ1

0 πm2
∞ Pγ + γ0

0 0 1


∼

πm1
∞ α β − αγ1

0 πm2
∞ γ0

0 0 1


=:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ0

0 0 1

 .

Die Relation dπ∞(γ0) < m2 gewährleistet, dass, sobald m2 ≤ max {1, v∞(γ)} ist, die
Gleichheit γ0 = 0 gilt und somit γ vollständig durch Zeilen- und Spaltenoperationen
eliminiert werden kann.

115



7. Berechnung der Hecke-Operatoren

Reduktion von m2

Wie zuvor erwähnt, möchten wir in diesem Abschnitt m2 reduzieren, um so durch
wiederholte Anwendung die Relation m2 ≤ max {1, v∞(γ)} zu erreichen. Die Reduktion
erfolgt durch folgende Operationen:πm1

∞ α β
0 πm2

∞ γ0

0 0 1

 ∼

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ0

0 0 1

1 0 0
0 1 0

0 −πm2
∞ γ−1

0 1


∼

πm1
∞ α− πm2

∞ βγ−1
0 β

0 0 γ0

0 −πm2
∞ γ−1

0 1

γ−1
0 0 0

0 γ−1
0 0

0 0 γ−1
0


∼

1 0 0
0 0 1
0 1 0

πm1
∞ γ−1

0 αγ−1
0 − πm2

∞ βγ−2
0 βγ−1

0

0 0 1

0 −πm2
∞ γ−2

0 γ−1
0



∼

πm1
∞ γ−1

0 αγ−1
0 − πm2

∞ βγ−2
0 βγ−1

0

0 −πm2
∞ γ−2

0 γ−1
0

0 0 1


u
−1

γ−1
0

0 0

0 −u−2

γ−1
0

0

0 0 1



∼

π
m1−v∞(γ0)
∞ −π−v∞(γ0)

∞ αu−1

γ−1
0

+ π
m2−2v∞(γ0)
∞ β βγ−1

0

0 π
m2−2v∞(γ0)
∞ γ−1

0

0 0 1


=:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ γ
0 0 1

 .

Der Eintrag γ kann anschließend erneut wie zuvor beschrieben abgeändert werden.
Dam2 in jedem Schritt echt reduziert wird, wird in endlich vielen Schritten die Relation
m2 ≤ max {1, v∞(γ)} erreicht.

2. Abschnitt

Ziel des Abschnittes ist es, eine zu B(1) äquivalente Matrix

B(2) =

π
m

(2)
1∞ 0 0

0 π
m

(2)
2∞ 0

0 0 1


mit m(2)

1 ,m
(2)
2 ∈ Z zu bestimmen.

Reduktion von α und β

Zunächst möchten wir die Elemente α und β durch Elemente α0 und β0 mit m2 <
v∞(α0) und 0 < v∞(β0) sowie dπ∞(α0), dπ∞(β0) < m1 ersetzen. Hierzu nutzen wir
Darstellungen der Form

α = α−1 + α0 + πm1
∞ α1

116



7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

mit dπ∞(α−1) ≤ m2,m2 < v∞(α0), dπ∞(α0) < m1 und 0 ≤ v∞(α1) sowie

β = Pβ + β0 + πm1
∞ β1

mit Pβ ∈ Fq[T ], 0 < v∞(β0), dπ∞(β0) < m1 und 0 ≤ v∞(β1). Die Reduktion erfolgt
durch folgende Schritte:πm1
∞ α β
0 πm2

∞ 0
0 0 1

 ∼

πm1
∞ α−1 + α0 + πm1

∞ α1 Pβ + β0 + πm1
∞ β1

0 πm2
∞ 0

0 0 1

1 −α1 −β1

0 1 0
0 0 1


∼

1 −π−m2
∞ α−1 −Pβ

0 1 0
0 0 1

πm1
∞ α−1 + α0 Pβ + β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1


∼

πm1
∞ α0 β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1


Wie zuvor können wir aus den geforderten Relationen für α0 und β0 im Fall m1 ≤
min {1,m2} die Gleichheit α0 = β0 = 0 folgern. Im umgesetzten Algorithmus wurde
zusätzlich berücksichtigt, dass, falls in der vorangegangenen Bestimmung des Vertreters
in V die Matrix Q−1 verwendet wurde, innerhalb des Algorithmus zur Bestimmung des
Vertreters in W Matrizen der Form

C =

â b̂ ĉ

d̂ ê f̂

ĝ ĥ î


mit â, b̂, ê, f̂ , î ∈ O∞, v∞(d̂), v∞(ĥ) ≥ 1, v∞(ĝ) > 1, v∞(ĉ) ≥ −1 und det(C) ∈ O×∞
verwendet werden können. Dies ermöglicht es uns, β sogar durch einen Vertreter mit
dπ∞(β0) < m1 − 1 zu ersetzen.

Reduktion von m1

Wie im Abschnitt zur Reduktion von α und β erläutert, möchten wir die Relation
m1 ≤ min {1,m2} erreichen, um so eine vollständige Elimination von α und β zu
ermöglichen. Für die Reduktion müssen wir ausgehend von der Relation von α und
β eine Fallunterscheidung durchführen.

1. Fall: 0 < v∞(β0) < v∞(α0)
In diesem Fall erfolgt die Reduktion durchπm1

∞ α0 β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1

 ∼

πm1
∞ α0 β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1

 1 0 0
0 1 0

−πm1
∞ β−1

0 0 1


∼

 0 α0 β0

0 πm2
∞ 0

−πm1
∞ β−1

0 0 1

β−1
0 0 0

0 β−1
0 0

0 0 β−1
0


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∼

 0 α0β
−1
0 1

0 πm2
∞ β−1

0 0

−πm1
∞ β−2

0 0 β−1
0

1 0 0
0 1 0

0 −α0β
−1
0 1


∼

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 0 0 1

0 πm2
∞ β−1

0 0

−πm1
∞ β−2

0 −α0β
−2
0 β−1

0



∼

−πm1
∞ β−2

0 −α0β
−2
0 β−1

0

0 πm2
∞ β−1

0 0
0 0 1


−u

−2

β−1
0

0 0

0 u−1

β−1
0

0

0 0 1


∼

πm1−2v∞(β0)
∞ −π−v∞(β0)

∞ α0β
−1
0 β−1

0

0 π
m2−v∞(β0)
∞ 0

0 0 1


=:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ 0
0 0 1


Da die Bewertung von β0 positiv ist, wirdm1 durch diese Schritte echt reduziert. Weiter
folgt aus der Positivität der Bewertung von β0, dass durch die Reduktion die Differenz
m1 −m2 echt verringert wird.

2. Fall: m2 < v∞(α0) ≤ v∞(β0)
Zur Reduktion werden folgende Schritte verwendet:

πm1
∞ α0 β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1

 ∼

πm1
∞ α0 β0

0 πm2
∞ 0

0 0 1

 1 0 0

−πm1
∞ α−1

0 1 0
0 0 1


∼

 0 α0 β0

−πm1+m2
∞ α−1

0 πm2
∞ 0

0 0 1

1 0 0

0 1 −α−1
0 β0

0 0 1


∼

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 0 α0 0

−πm1+m2
∞ α−1

0 πm2
∞ −πm2

∞ α−1
0 β0

0 0 1


∼

−πm1+m2
∞ α−1

0 πm2
∞ −πm2

∞ α−1
0 β0

0 α0 0
0 0 1


−u

−1

α−1
0

0 0

0 u−1
α0

0
0 0 1


∼

πm1+m2−v∞(α0)
∞ πm2

∞ u−1
α0
−πm2
∞ α−1

0 β0

0 π
v∞(α0)
∞ 0

0 0 1


=:

πm1
∞ α β
0 πm2

∞ 0
0 0 1

 .
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7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

Die Relation m2 < v∞(α0) zeigt, dass durch diese Schritte zum einen die Bewertung
von m1 und zum anderen die Differenz m1 −m2 echt verringert wird.

Wie zuvor erklärt verringern sich in beiden Fällen sowohl m1 als auch die Differenz
m1 − m2, so dass in endlich vielen Schritten die Relation m1 ≤ min {1,m2} erreicht
wird.
Die bisherigen Schritte liefern zusammen mit dem Beweis von Satz 7.2 für eine beliebige
Matrix A ∈ GL3(K∞) somit Matrizen g1 ∈ GL3(Fq[T ]), g2, g3 ∈ IK×∞ sowie i1 ∈
{0, 1, 2} und j1 ∈ {0, 1} mit

g1AR
i1g2Q

−j1g3 =

πm1
∞ 0 0
0 πm2

∞ 0
0 0 1


mit m1,m2 ∈ Z. Durch Zeilentausch, Multiplikation mit einer geeigneten π∞-Potenz
sowie der Operation der Matrizen Q−1 und R können wir diese in eine Matrix der Formπm1

∞ 0 0
0 πm2

∞ 0
0 0 1


mit 0 ≤ m1 ≤ m2 umwandeln. Wir erhalten somit eine Matrix g̃1 ∈ GL3(Fq[T ]) sowie
i2 ∈ {0, 1, 2} und j2 ∈ {0, 1} mit

g̃1AR
i1g2Q

−j1g3R
i2Q−j2 ∈W.

Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass Matrizen g ∈ GL3(Fq[T ]) und g̃ ∈ 〈R〉IK×∞ mit

gAg̃ ∈W ∪· WQ

existieren.
Betrachten wir die Matrix g3, welche ein Produkt der im bisherigen Beweis verwendeten
Matrizen ist, so können wir nach den Überlegungen des Beweises zum vorherigen Satz
die Existenz einer Matrix g̃3 ∈ IK×∞ mit

g1AR
i1g2g̃3Q

−j1Ri2Q−j2 ∈W

voraussetzen. Die Matrix R kommutiert mit allen Elemente der Gruppe IK×∞. Daher
erhalten wir mittels der Relationen

Q−1R = R2Q−1

π−1
∞ 0 0
0 1 0
0 0 1


und

Q−1R2 = RQ−1

1 0 0
0 1 0
0 0 π∞


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7. Berechnung der Hecke-Operatoren

durch eventuellen Zeilentausch sowie Multiplikation einer geeigneten π∞-Potenz Matri-
zen g ∈ GL3(Fq[T ]) und g̃ ∈ 〈R〉IK×∞ mit

gAg̃ ∈W ∪· WQ.

Wir haben somit gezeigt, wie zu jedem Element A ∈ GL3(K∞) algorithmisch ein kano-
nischer Vertreter aus W ∪WQ unter der linksseitigen Operation der GL3(Fq[T ]) sowie
der rechtsseitigen Operation der Gruppe 〈R〉IK×∞ bestimmt werden kann.
Für den Nachweis der Nicht-Äquivalenz der Elemente aus W ∪· WQ verweisen wir er-
neut auf die Arbeit [Mü].

�
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A. Beispiele

In diesem Abschnitt werden für verschiedene Werte q sowie verschiedene irreduzible
Polynome N ∈ Fq[T ] weitere Beispiele für Hecke-Operatoren angeben. Diese wurden in
Mathematica 8 mittels der in Kapitel 5 und 7 vorgestellten Verfahren bestimmt.

Basis von U
Im vierten Kapitel wurde die Abbildung Υ eingeführt, welche Z-Linearkombinationen
von 2-Simplizes aus S2(Γ\B) vom Niveau C2 zu Z-Linearkombinationen von 2-Simplizes
aus S2(Γ\Bn) fortsetzt. Hierbei bezeichnet Bn das Bruhat-Tits-Gebäude der Größe
n := max{2,deg(N)}. Nach Konstruktion der Abbildung Υ ist die Gruppe GZΓ der
geschlossenen Flächen über Z im Bild von Υ enthalten. Zu jedem Wert q und jedem
Polynom N wird daher eine Basis BU = {U1, . . . , Ur} des Urbildes von U = Υ−1(GZΓ)
angegeben.
Für eine Matrix g ∈ GL3(Fq[T ]) bezeichnet hierbei [g] den 2-Simplex [Θ2(g)] ∈ S2(Γ\B),
wobei Θ2(g) der zur Matrix g gehörende 2-Simplex aus S2(B) sei.

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) bzw. MB

B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren ers-
ter bzw. zweiter Art
Durch Fortsetzung der Basis BU mittels der Abbildung Υ erhalten wir eine Basis BG der
Gruppe GZΓ der geschlossenen Flächen über Z. Das Abbild B = {ϕ1, . . . , ϕr} := ρ−1(BG)
der Basis BG unter dem im dritten Kapitel hergeleiteten Isomorphismus ρ−1 zwischen
GCΓ und H!(B,C)Γ ist eine Basis des Raums H!(B,C)Γ der Γ-invarianten ungeordne-
ten harmonischen 2-Koketten mit endlichem Träger modulo Γ. Bezüglich dieser Basis
werden zu verschiedenen zu N teilerfremden Polynomen P die Abbildungsmatrizen der
Hecke- Operatoren T(1,1,P ) bzw. T(1,P,P ) erster bzw. zweiter Art aufgeführt.
Zur Berechnung der Abbildungsmatrizen der Hecke-Operatoren erster bzw. zweiter
Art genügt jedoch die Kenntnis der Basis BG . So wurde im sechsten Kapitel nach-
gewiesen, dass für jedes zu N teilerfremde irreduzible Polynom N die Gleichheiten
MB
B (T(1,1,P )) = M

BG
BG

(T G(1,P,P )) und MB
B (T(1,P,P )) = M

BG
BG

(T G(1,1,P )) gelten.
Zusätzlich zu den Abbildungsmatrizen wird jeweils das zugehörige charakteristische Po-
lynom angegeben. Dieses ist hierbei in seine irreduziblen Faktoren über Q zerlegt.

Zerlegung in invariante Unterräume über Q
Wir möchten weiter über Q die Zerlegung von H!(B,C)Γ in unter der Hecke-Algebra
invariante Unterräume betrachten. Dabei folgen wir dem unter anderem aus [Tr] be-
kannten Vorgehen.
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A. Beispiele

Hierfür betrachten wir zunächst einen festen Hecke-Operator T1 und dessen charakte-
ristisches Polynom χ.
Ist χi ein Linearfaktor von χ mit Vielfachtheit 1 und λi der zugehörige Eigenwert, so
ist jeder Eigenvektor von T1 zu λi auch Eigenvektor zu jedem anderen Hecke-Operator.
Denn: Ist T2 ∈ HN ein beliebiger Hecke-Operator und vi ein Eigenvektor von T1 zum
Eigenwert λi, so gilt aufgrund der Kommutativität der Hecke-Algebra

T1 ◦ T2(vi) = T2 ◦ T1(vi) = T2(λivi) = λiT2(vi).

Somit ist T2(vi) ebenfalls ein Eigenvektor von T1 zum Eigenwert λi. Aus der Eindimen-
sionalität des Eigenraumes von λi zu T1 folgt die Existenz eines λ̃i ∈ Cmit T2(vi) = λ̃ivi.

Ist χi ein Faktor höheren Grades mit Vielfachheit 1 und Vi der zugehörige unter T1 in-
variante unzerlegbare Unterraum von H!(B,C)Γ, so ist Vi unter allen Hecke-Operatoren
invariant.
Denn: Sei T2 ∈ HN . Aus der Irreduzibilität von χi über Q ergibt sich die Separabilität
des Faktors χi. Somit zerfällt χi über C in verschiedene Linearfaktoren. Da χi nach
Voraussetzung Vielfachheit 1 besitzt, existiert mindestens ein Linearfaktor, welcher in
der Faktorisierung des charakteristischen Polynoms über C nur einmal auftaucht. Ist
λi der zu einem solchen Linearfaktor zugehörige Eigenwert mit Eigenraum Ei, so gilt
Ei ⊆ Vi ⊗ C und nach voriger Argumentation ebenfalls Ei ⊆ T2(Vi ⊗ C). Somit ist der
Schnitt von Vi und T2(Vi) nicht trivial. Aus der Vertauschbarkeit der Hecke-Operatoren
folgt weiter

T1 ◦ T2(Vi) = T2 ◦ T1(Vi) ⊆ T2(Vi)

und somit die Invarianz von T2(Vi) unter T1. Folglich ist der Schnitt Vi ∩ T2(Vi) T1-
invariant. Da Vi als unzerlegbar vorausgesetzt wurde, folgt Vi ∩ T2(Vi) = Vi und somit
T2(Vi) = Vi.

Durch Betrachtung genügend vieler Hecke-Operatoren und ihres charakteristischen Po-
lynoms gelingt es, für jedes betrachtete Paar (q,N) eine Zerlegung von H!(B,C)Γ0(N)

in unter der Hecke-Algebra invariante Räume anzugeben.
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A.1 Beispiele für q = 2

A.1 Beispiele für q = 2

A.1.1 N = T 2 + T + 1

Basis von U :

BU = {U1, U2}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
T 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+1 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art:

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

(
0 4
−1 −1

)
X2 +X + 4

T + 1

(
−1 −4
1 0

)
X2 +X + 4

T 3 + T + 1

(
−3 −8
2 −1

)
X2 + 4X + 19

T 3 + T 2 + 1

(
−1 8
−2 −3

)
X2 + 4X + 19

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art:

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

(
−1 −4
1 0

)
X2 +X + 4

T + 1

(
0 4
−1 −1

)
X2 +X + 4

T 3 + T + 1

(
−1 8
−2 −3

)
X2 + 4X + 19

T 3 + T 2 + 1

(
−3 −8
2 −1

)
X2 + 4X + 19

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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A. Beispiele

A.2 Beispiele für q = 3

A.2.1 N = T 2 + 1

Basis von U

BU = {U1, U2, U3}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

T+1 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 T+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+2 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

3 1 −3
0 0 9
0 1 0

 (X − 3)2(X + 3)

T + 1

 0 3 10
−3 −2 −6
−1 −1 −1

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 2

−4 −4 −7
3 1 −3
1 0 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T 2 + T + 2

 5 8 14
−6 −5 6
−2 0 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + 2T + 2

−3 −6 −20
6 1 12
2 2 −1

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)
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A.2 Beispiele für q = 3

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

3 1 −3
0 0 9
0 1 0

 (X − 3)2(X + 3)

T + 1

−4 −4 −7
3 1 −3
1 0 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 2

 0 3 10
−3 −2 −6
−1 −1 −1

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T 2 + T + 2

−3 −6 −20
6 1 12
2 2 −1

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + 2T + 2

 5 8 14
−6 −5 6
−2 0 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) = 〈ϕ1 − 3ϕ2 + ϕ3〉C ⊕ 〈ϕ1, 3ϕ2 + ϕ3〉C
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A. Beispiele

A.2.2 N = T 2 + T + 2

Basis von U

BU = {U1, U2, U3}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

2T 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

T+2 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+2 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

−2 −3 −6
3 0 10
−1 −1 −1

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 1

 1 3 −3
−4 −4 −7
0 1 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 2

0 0 9
1 3 −3
1 0 0

 (X − 3)2(X + 3)

T 2 + 1

 1 6 12
−6 −3 −20
2 2 −1

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + 2T + 2

 1 6 12
−6 −3 −30
2 2 −1

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)
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A.2 Beispiele für q = 3

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

 1 3 −3
−4 −4 −7
0 1 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 1

−2 −3 −6
3 0 10
−1 −1 −1

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 2

0 0 9
1 3 −3
1 0 0

 (X − 3)2(X + 3)

T 2 + 1

−5 −6 6
8 5 14
0 −2 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + 2T + 2

 1 6 12
−6 −3 −20
2 2 −1

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) = 〈−3ϕ1 + ϕ2 + ϕ3〉C ⊕ 〈ϕ2, 3ϕ1 + ϕ3〉C
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A. Beispiele

A.2.3 N = T 2 + 2T + 2

Basis von U

BU = {U1, U2, U3}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

T+1 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 T+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+2 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+2 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

 0 4 −3
−3 −3 7
1 0 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 1

 2 −1 −4
−1 2 −4
−1 −1 −1

 (X − 3)2(X + 3)

T + 2

−3 −3 7
4 0 −3
0 1 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T 2 + 1

 3 6 −14
−8 −3 6
0 −2 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + T + 2

−3 −8 6
6 3 −14
−2 0 3

 X2 − 2X + 61)(X + 5)
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A.2 Beispiele für q = 3

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T

−3 −3 7
4 0 −3
0 1 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T + 1

 2 −1 −4
−1 2 −4
−1 −1 −1

 (X − 3)2(X + 3)

T + 2

 0 4 −3
−3 −3 7
1 0 0

 (X2 + 4X + 19)(X − 1)

T 2 + 1

−3 −8 6
6 3 14
−2 0 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

T 2 + T + 2

 3 6 −14
−8 −3 6
0 −2 −3

 (X2 − 2X + 61)(X + 5)

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) = 〈ϕ1 + ϕ2 + ϕ3〉C ⊕ 〈−4ϕ1 + ϕ3,−ϕ1 + ϕ2〉C
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A. Beispiele

A.3 Beispiele für q = 4

Der Körper F4 wird im folgenden durch die Elemente {0, 1, α, α+ 1} repräsentiert,
wobei α eine Nullstelle des über F2 irreduziblen Polynoms X2 + 1 bezeichne.

A.3.1 N = T 2 + T + α

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

T+α+1 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 T+α+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+T+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


−2 0 −2 15
−3 0 0 −6
5 3 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


0 0 −3 −6
2 0 2 17
0 −3 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


3 3 3 −3
−2 −4 −5 −8
−3 0 0 −6
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


−2 0 −2 15
−3 0 0 −6
5 3 1 −3
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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A. Beispiele

A.3.2 N = T 2 + T + α + 1

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[( 0 1 0

1 1 0
(α+1)T 1 1

)]
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

T+α+1 1 1

)]
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 T+α+1 1

)]
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


0 0 −3 −6
2 0 2 17
0 −3 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


3 3 3 −3
−2 −4 −5 −8
−3 0 0 −6
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


−2 0 −2 15
−3 0 0 −6
5 3 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


3 3 3 −3
−2 −4 −5 −8
−3 0 0 −6
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


0 0 −3 −6
2 0 2 17
0 −3 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


−2 0 −2 15
−3 0 0 −6
5 3 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−2 −3 2 −6
3 3 3 −3
−2 0 −2 15
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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A. Beispiele

A.3.3 N = T 2 + αT + 1

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
αT 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+α+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


0 2 2 17
0 0 −3 −6
−3 0 0 6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


3 3 3 −3
−3 −2 2 −6
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


−4 −2 −5 −8
3 3 3 −3
0 −3 0 −6
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


0 −3 0 −6
0 −2 −2 15
3 5 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


−4 −2 −5 −8
3 3 3 −3
0 −3 0 −6
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


0 −3 0 −6
0 −2 −2 15
3 5 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


0 2 2 17
0 0 −3 −6
−3 0 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


3 3 3 −3
−3 −2 2 −6
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.

135



A. Beispiele

A.3.4 N = T 2 + αT + α

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
αT 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+α 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+1 1

)]
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]
}

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


3 3 3 −3
−3 −2 2 −6
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


0 2 2 17
0 0 −3 −6
−3 0 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


0 −3 0 −6
0 −2 −2 15
3 5 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−4 −2 −5 −8
3 3 3 −3
0 −3 0 −6
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


0 −3 0 −6
0 −2 −2 15
3 5 1 −3
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


−4 −2 −5 −8
3 3 3 −3
0 −3 0 −6
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


3 3 3 −3
−3 −2 2 −6
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


0 2 2 17
0 0 −3 −6
−3 0 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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A. Beispiele

A.3.5 N = T 2 + (α + 1)T + 1

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0
αT 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


0 0 −3 −6
3 1 5 −3
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


0 2 2 17
−3 0 0 −6
0 −3 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


−4 −5 −2 −8
0 0 −3 −6
3 3 3 −3
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


3 3 3 −3
0 −2 −2 15
−3 2 −2 −6
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


3 3 3 −3
0 −2 −2 15
−3 2 −2 −6
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


−4 −5 −2 −8
0 0 −3 −6
3 3 3 −3
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


0 2 2 17
−3 0 0 −6
0 −3 0 −6
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


0 0 −3 −6
3 1 5 −3
0 −2 −2 15
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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A. Beispiele

A.3.6 N = T 2 + (α + 1)T + α + 1

Basis von U

BU = {U1, U2, U3, U4}

:= {
[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

αT+α 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 1 0

αT+α+1 1 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
−
[(

1 0 0
1 1 0
1 αT+α 1

)]
,[(

0 1 0
1 0 0

T+α+1 T 1

)]
+
[(

1 0 0
0 1 0
T T 1

)]
−
[(

0 1 0
1 0 0
T T 1

)]
−
[(

1 0 0
0 1 0
T T+α+1 1

)]

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,1,P )) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


−2 −2 0 15
5 1 3 −3
−3 0 0 6
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


3 3 3 −3
−3 0 0 −6
−2 −5 −4 −8
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


0 −3 0 6
0 0 −3 −6
2 2 0 17
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−2 2 −3 −6
−2 −2 0 15
3 3 3 −3
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171
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A.3 Beispiele für q = 4

Abbildungsmatrizen MB
B (T(1,P,P )) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom

T


−2 2 −3 −6
−2 −2 0 15
3 3 3 −3
1 0 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + 1


0 −3 0 −6
0 0 −3 −6
2 2 0 17
−1 −1 −1 −1

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α


3 3 3 −3
−3 0 0 −6
−2 −5 −4 −8
0 0 1 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

T + α+ 1


−2 −2 0 15
5 1 3 −3
−3 0 0 −6
0 1 0 0

 X4 +X3 + 11X2 − 69X + 171

Zerlegung in invariante Unterräume über Q:

H!(B,C)Γ0(N) ist über Q nicht weiter in invariante Unterräume zerlegbar.
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