Modulsymbole und
Bruhat-Tits-Gebaude der PGL(3)
uber Funktionenkorpern

Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades
eines Doktors der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)
am Fachbereich Mathematik und Naturwissenschaften der
Universitat Kassel

vorgelegt von
Dipl.-Math. Jennylee Miiller

geboren in Korbach

Institut fir Mathematik
Universitat Kassel
2014



Tag der Disputation
Mittwoch, der 3.Dezember 2014

Erstgutachter
Prof. Dr. Hans-Georg Riick
Universitat Kassel

Zweitgutachter
Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler
Universitat des Saarlandes



Erklarung

Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Dissertation selbststdndig, ohne
unerlaubte Hilfe Dritter angefertigt und andere als die in der Dissertation ange-
gebene Hilfsmittel nicht benutzt habe. Alle Stellen, die wortlich oder sinngeméf
aus veroffentlichten oder unverdffentlichten Schriften entnommen sind, habe ich
als solche kenntlich gemacht. Dritte waren an der inhaltlich-materiellen Erstel-
lung der Dissertation nicht beteiligt; insbesondere habe ich hierfiir nicht die Hilfe
eines Promotionsberaters in Anspruch genommen. Kein Teil dieser Arbeit ist in
einem anderen Promotions- oder Habilitationsverfahren verwendet worden.

Kassel, den







Fir meinen Dad.

Danke fiir die Startbahn.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1. Das Bruhat-Tits-Gebaude

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1

Definition des Bruhat-Tits-Gebdudes . . . . . .. . ... ... ... ...
Beschreibung von B durch Aquivalenzklassen von Matrizen . . . . . . . .
Die Operation von Kongruenzuntergruppen . . . . . .. .. .. .. ...

Struktur des Bruhat-Tits-Gebaudes . . . . . . . . . . . . . ... .. ...

Harmonische k-Koketten

Definition harmonischer k-Koketten . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

2.2 Triger der Funktionen aus Hy(B,C)Y . . . . .. ... ... ... ... ..

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Bestimmung einer Basis von #,(3,C)"

Endlichkeit der Dimension von H,(B,C)* . . . .. ... ... ... ...
Harmonische Koketten als Funktionen auf I'NB . . . . .. ... ... ..
Ubergang zu geschlossenen Fliachen . . . . . .. .. .. ... ... ....

Ubergang zu geschlossenen Flichen iiber Z . . . . . . . . ... ... ...

Geschlossene Flachen iiber Z

Gestalt . . . . . .
Bedingungen fiir geschlossene Flachen . . . . .. ... .. ... .. ...
Bestimmen der Anfangsflichen . . . . . ... ... ... 0oL
Modulsymbole erster Art . . . . . . .. ... ..
Modulsymbole zweiter Art . . . . . . . ...
Modulsymbole fiir To(N) . . . . . ... o

11
11
14
18
28

37
37
40

43
43
44
47
49



Inhaltsverzeichnis

5. Berechnung einer Basis von GZ
5.1 Ablauf des Verfahrens . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..
5.2 Bestimmen der Modulsymbole M{ bzw. M} fir T . .. ... ... ...
5.3 Bestimmen der Modulsymbole M bzw. My fir T\B . . . . . ... ...
5.4 Bestimmen der Anfangsflachen Ar . . . . . .. ... 0L
5.5 Bestimmen der Gruppe U . . . . . . ...

5.6 Zusammenfassung . . . ... ..o Lo

6. Hecke-Operatoren
6.1 Petersson-Skalarprodukt . . . . . . . ... ... oL
6.2 Doppelnebenklassenoperatoren . . . . .. ... 0000
6.3 Adjungierte Abbildung von Trar - .« .« . o oo
6.4 Doppelnebenklassenoperatoren auf geschlossenen Flachen . . . . . . ..

6.5 Hecke-Operatoren . . . . . . . . . . .. . L L

7. Berechnung der Hecke-Operatoren
7.1 Ablauf des Verfahrens . . . . . . . . ... ...
7.2 Bestimmen von T(Y(U;)) . . . . . . . ..o
7.3 Bestimmen von Ur; . ... ... ... ... ... ... .. ... ...,
7.4 Bestimmen der Abbildungsmatrix . . . . . .. ... 0oL

7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau . . . . . . . . . . . .. ... ....

A. Beispiele
A.l Beispielefirg=2 . ... . . . . . ... ...
A2 Beispiele fiirg=3 . . .. . .. ...

A3 Beispieleflirq=4 . . . . . .. ...

Literaturverzeichnis

71
71
72
75
7
7
80

83
83
86
90
95
99

105
105
106
108
110
110

121
123
124
130

143



Einleitung

Die Theorie der Modulformen wurde im 19. Jahrhundert eingefiihrt und spielt seitdem
eine wichtige Rolle im Bereich der Zahlentheorie.

In der Vergangenheit wurde hierbei unter anderem die Verbindung zwischen Modulfor-
men und elliptischen Kurven untersucht. Diese Verbindung war von zentraler Bedeutung
fiir den Beweis des letzten Satz von Fermat und findet Ausdruck in dem im Jahr 2001
in [BCDT| bewiesenen Modularititssatz. Dieser besagt, dass jede rationale elliptische
Kurve modular ist. Somit existiert zu jeder elliptischen Kurve eine Spitzenform vom
Gewicht 2 zur I'g(N), deren L-Reihe gleich der L-Reihe der elliptischen Kurve ist.

Da eine solche Verbindung bereits zuvor vermutet und fiir spezielle elliptische Kurven
bekannt war, wurde in der Literatur der Raum der Spitzenformen vom Gewicht 2 zur
Kongruenzuntergruppe I'g (V) betrachtet. Zur Berechnung dieses Raums stellte sich die
Beschreibung durch sogenannte Modulsymbole als duflerst niitzlich heraus.

In der vorliegenden Arbeit wird in Analogie zum Raum der Spitzenformen auf der
oberen Halbebene der Raum #%(B,C)" spezieller harmonischer 2-Koketten auf dem
Bruhat-Tits-Gebéude der PGL(3) iiber Funktionenkorpern betrachtet. Eine Frage ist
hierbei, ob und wie sich die Theorie der Modulsymbole auf diesen Fall {ibertragen lésst.

Im Rahmen der Einleitung wird zunéchst kurz der Raum der Spitzenformen und seine
Beschreibung durch Modulsymbole im klassischen Fall behandelt. Im Anschluss daran
wird erldutert, wie die Theorie der Spitzenformen und Modulsymbole in der Litera-
tur im Fall der Dimension 2 auf Funktionenkorper iibertragen wurde. Ausgehend von
diesen Erkldarungen kann fiir den Funktionenkoérperfall der Dimension 3 die Analogie
zwischen Spitzenformen und den speziellen harmonischen 2-Koketten aufgezeigt wer-
den. Abschliefend werden die Ergebnisse und der Ablauf der Arbeit angegeben.

Klassischer Fall

Eine Modulform vom Gewicht k fiir eine Kongruenzuntergruppe I' der SLy(Z) ist eine
holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene

H:={r € C | Im(7) > 0},

die fiir alle Elemente (‘CL Z) € I' der Funktionalgleichung

F(E5) = e v atseo)
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geniigt und holomorph an den Spitzen ist. Verschwindet sie an den Spitzen, so wird sie
Spitzenform genannt. Als Spitzen werden hierbei die I'-Aquivalenzklassen der Menge
Q U {oo} bezeichnet.

Wie anfangs erwéhnt, ist besonders der endlich-dimensionale Raum der Spitzenformen
vom Gewicht 2 zur T'g(N) von Interesse. Es zeigt sich, dass dieser Raum von Spitzen-
formen dual zur ersten Homologie der Riemannschen Flache Xo(IN) = Io(N)\H* ist ,
wobei H* die erweiterte obere Halbebene H* = HU Q U {oo} bezeichnet.

Zur Berechnung dieser Homologie erweisen sich, wie in |Cr| erldutert, die von Manin
1972 in [Ma] eingefiihrten Modulsymbole als duferst hilfreich. Als Modulsymbole wer-
den hierbei Homologieklassen von Wegen zwischen I'g(IV)-dquivalenten Punkten der
erweiterten oberen Halbebene bezeichnet. Es stellt sich heraus, dass die Gruppe der
Modulsymbole mit Linearkombinationen von Elementen des Quotienten I'g(N)\SL2(Z)
modulo gewisser Relationen identifiziert werden kann. Diese Darstellung ermoglicht die
Berechnung der Homologie sowie des Raums der Spitzenformen.

Funktionenkorperfall der Dimension 2

Die Theorie der Spitzenformen und Modulsymbole wurde in der Literatur fiir die Di-
mension 2 auf den Funktionenkorperfall ibertragen.

Statt des Rings Z der ganzen Zahlen wird hierbei der Polynomring F,[T] iiber dem
endlichen Korper F, verwendet. Dem Korper Q der rationalen Zahlen entspricht dann
der rationale Funktionenkérper K := F (7). In Analogie zum Korper R, der Ver-
vollstdndigung der rationalen Zahlen beziiglich des Absolutbetrags, wird der Kérper
Ky = }Fq((%)), die Komplettierung des rationalen Funktionenkorpers K beziiglich der
Stelle oo, betrachtet.

Es bleibt zu kldren, was in diesem Fall dem Definitionsbereich der Modulformen, der
oberen Halbebene H, entspricht. Auf der klassischen oberen Halbebene H operiert die
Gruppe GL; (R) der invertierbaren Matrizen mit positiver Determinante durch lineare
Transformation, d.h. eine Matrix (¢%) € GLj (R) wirkt auf einem Element 7 € H

durch
a b . at +b
c d) T et +d

Aufgrund der Transitivitit dieser Operation ist H isomorph zum Quotienten der GLJ (R)
modulo der Fixgruppe eines Elementes von H, beispielsweise der komplexen Einheit 3.
Modulformen koénnen daher als Funktionen auf dem Quotienten

GL (R)/SO2(R) - R*

aufgefasst werden.
Im Funktionenkdrperfall tritt an die Stelle der Gruppe GLj (R) die allgemeine lineare
Gruppe GL3(K ). In Analogie zu den Modulformen werden spezielle Funktionen auf
dem Quotienten

GL2(Ko)/Too - K

betrachtet. Der Quotient GLa (Koo )/T'so - KX entspricht hierbei der Menge der gerich-
teten Kanten des Bruhat-Tits-Baums 7.
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Nach der Wahl des Definitionsbereich bleibt zu erklaren, welche Art von Abbildungen
im Funktionenkorperfall der Dimension 2 betrachtet werden.

Wie in [Gel| beschrieben, lésst sich im klassischen Fall der Raum der Spitzenformen
vom Gewicht 2 der Gruppe I'g(N) mit einem gewissen Raum von automorphen For-
men der Gruppe GL2(Aq) identifizieren. In [Ge| wird in Analogie dazu ein Isomor-
phismus zwischen einem Raum bestimmter automorpher Formen der Gruppe GLa(Af)
und einem Raum .} (T, C)To(N) spezieller Funktionen auf den gerichteten Kanten des
Bruhat-Tits-Baums angegeben. Die Elemente des Raums 4! (T, C)To) sind hierbei
komplexwertige harmonische 1-Koketten, die unter der Operation der Kongruenzunter-
gruppe I'o(N) invariant sind und nur auf endlich vielen Kanten des Quotientengraphens
[o(N)\T Werte ungleich Null annehmen.

Dieser Raum 77 LT, (C)FO(N ) ist, dhnlich wie die Spitzenformen im klassischen Fall, zur
Parametrisierung von elliptischen Kurven iiber K von Interesse. So lésst sich nach der im
Funktionenkorperfall von Drinfeld bewiesenen Vermutung von Taniyama-Weil durch Be-
trachtung von Hecke-Operatoren auf 7 YT, C)FO(N ) eine 1-1-Korrespondenz zwischen
Isogenieklassen bestimmter elliptischer Kurven und Neuformen aus ¢ LT, (C)FO(N ), die
ein gewisses Verhalten unter Operation der Hecke-Operatoren zeigen, nachweisen.

Der Raum (T, C)'o) steht, wie in [GR] gezeigt, in Bijektion zur ersten Homologie
des Quotientengraphens I'g(N)\ 7. Somit kann jede dieser harmonischen 1-Koketten mit
einem geschlossenen Weg im Quotientengraphen identifiziert werden. Die geschlossenen
Wege wiederum werden von Teitelbaum in seinem 1992 erschienenen Artikel ,Modu-
lar symbols for F,(T")*“ [Te] durch Modulsymbole beschrieben. Die Modulsymbole sind
in diesem Fall Linearkombinationen von Elementen der projektiven Geraden P;(K).
Indem Teitelbaum das Verhalten des Bruhat-Tits-Baums 7 unter Operation arithme-
tischer Untergruppen der GLa(F,[T]) néher betrachtet, gelingt es ihm, die Gruppe der
Modulsymbole durch Erzeuger und Relationen zu beschreiben. So erhélt er ein hilfrei-
ches Werkzeug, um den Raum 7 LT, (C)FO(N ) und dessen Hecke-Struktur algorithmisch
zu untersuchen.

Funktionenkdrperfall der Dimension 3

In Analogie zum Fall der Dimension 2 werden in der vorliegenden Arbeit spezielle
Funktionen, sogenannte harmonische 2-Koketten, auf dem Quotienten

GL3(Ko)/Ino - K2

betrachtet, die ein gewisses Invarianzverhalten unter der Operation von Kongruenzun-
tergruppen der GL3(IF,[T']) besitzen. Der Quotient GL3(Kwo)/Ioo - K2 kann dabei mit
der Menge der markierten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebdudes B der PGL3(K ), der
Entsprechung des Bruhat-Tits-Baums im 3-Dimensionalen, identifiziert werden.

Ahnlich zum Fall niedrigerer Dimension kann, wie in [Am] fiir beliebige Dimension n
nachgewiesen, auch der Raum J4?(B,C)l' der I'-invarianten harmonischen 2-Koketten
mit endlichem Trager modulo I' mit einem durch die Darstellungstheorie bestimmten
Raum von automorphen Formen der GL3(A) identifiziert werden.

Wie auch zuvor ist es das Ziel, eine endliche Basis des Raums 4%(B, C)!' zu bestim-
men. Es stellt sich hierbei die Frage, ob auch in diesem Fall eine Verallgemeinerung von
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Modulsymbolen zur Bestimmung dieses Raums von Nutzen sein kdnnte. Dabei ist insbe-
sondere zu kldren, wie eine solche Verallgemeinerung von Modulsymbolen zu definieren
ist.

Es zeigt sich, dass der Raum s%2%(B,C)! mit einem Raum #,(B,C)' von Funktio-
nen auf den nicht-geordneten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebéudes identifiziert wer-
den kann. Basierend auf Untersuchungen der Struktur des Bruhat-Tits-Gebdudes sowie
der Struktur des Quotientenkomplexes wird in der Arbeit zunéchst ein Isomorphismus
zwischen Hy(B,C)T' und einem Raum GF spezieller endlicher C-Linearkombinationen
von 2-Simplizes des Quotientenkomplexes I'\ B, sogenannter geschlossener Fliachen, her-
geleitet. Zur Bestimmung einer Basis von Qig kann auf die Gruppe le der geschlos-
senen Flachen iiber Z iibergegangen werden. Jede dieser geschlossenen Flachen wird
auf eine Teilsumme spezieller 2-Simplizes reduziert. Die anschliefsende Zerlegung dieser
Teilsummen in Differenzen von 2-Simplizes des Quotientenkomplexes mit einer spezi-
ellen gemeinsamen Kante motiviert die Definition der Modulsymbole als Differenz von
2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebaudes, die ebenfalls eine gewisse gemeinsame Kante
besitzen. Es erweist sich dabei als sinnvoll, zwei verschiedene Arten von Kanten zu be-
trachten. Ausgehend von diesen Uberlegungen werden die Gruppen M; bzw. My der
Modulsymbole erster bzw. zweiter Art eingefiihrt. Da eine Basis des Raums Hy(B, C)"
einer Basis eines gewissen Z-Untermoduls der Projektion des Schnittes My N My auf
den Quotientenkomplexen entspricht, liefert die im Anschluss erfolgende Darstellung
der Gruppen M; bzw. Ms durch Erzeuger und Relationen ein wichtiges Hilfsmittel zur
Bestimmung des Raums H,(B,C)T' bzw. J4%(B,C)'.

Wie auch im Fall niedrigerer Dimension kénnen die gewonnenen Erkenntnisse zur Be-
schreibung von H, (B, (C)FO(N ) zur Untersuchung von Hecke-Operatoren genutzt werden.
Mithilfe des zuvor hergeleiteten Isomorphismus zwischen dem Raum H, (B, C)T'o®Y) der
I'o(N)-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten mit endlichem Tréger mo-
dulo T'y(N) und dem Raum g;@o (V) der geschlossenen Fléchen iiber C wird die Theorie
der Hecke-Operatoren auf den Raum der geschlossenen Fliachen {ibertragen. Dies ermog-
licht die Bestimmung von Abbildungsmatrizen der Hecke-Operatoren auf (B, C)Fo(V)
durch die Auswertung auf den geschlossenen Flichen.

Die Verfahren zur Bestimmung von Basen von Q’f@ sowie zur Berechnung von Hecke-
Operatoren wurden fiir den Fall I' = I'g(/V) mit irreduziblem Polynom N in Mathe-
matica 8 umgesetzt und finden sich als Datei in der Anlage. Der Schwerpunkt dieser
Arbeit liegt jedoch auf den theoretischen Grundlagen. Es wird daher nicht der Anspruch
erhoben, dass die vorgestellten Verfahren bzw. deren praktische Umsetzung optimiert
sind.

Im Anhang der Arbeit werden fiir verschiedene Werte ¢ und verschiedene irreduzible
Polynome N die entsprechenden durch diese Verfahren bestimmten Basen sowie Bei-
spiele fiir Abbildungsmatrizen von Hecke-Operatoren aufgefithrt. Durch Betrachtung
geniigend vieler Hecke-Operatoren gelingt es, eine Zerlegung von H,(B,C)" in unter
Hecke-Algebra invariante Unterrdume iiber Q anzugeben.
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Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel werden die fiir den weiteren Verlauf benétigten Ergebnisse der Arbeit
»Zu Bruhat-Tits-Gebauden der GL(3) iiber Funktionenkorpern“ [Mii] zusammengestellt
und ergdnzt. Nach Einfiihrung der nétigen Notationen kann das Bruhat-Tits-Gebdude
B als Simplizialkomplex definiert und eine Reprisentation der Simplizes als Aquivalenz-
klassen von Matrizen der GL3(K ) angegeben werden. Fiir die anschlieftende Betrach-
tung der Operation von Kongruenzuntergruppen I' auf B werden Ergebnisse der Arbeit
[Mii] aufgegriffen. In dieser wurde nachgewiesen, dass ausgehend von einem Vertreter-
system von I'\ GL3(F,[T"]) der Quotientenkomplex I"\B in endlicher Zeit algorithmisch
bestimmt werden kann. Den Abschluss des Kapitels bilden Aussagen iiber die Struktur
des Bruhat-Tits-Gebédudes B und des Seitenkomplexes I'\ B, welche Art und Anzahl von
Nachbarsimplizes verschiedener Simplizes beschreiben.

Zu Beginn des zweiten Kapitels wird ausgehend von der Arbeit [Sh] der Raum s (B, C)T
der I'-invarianten harmonischen k-Koketten mit endlichem Tréager modulo I' definiert.
Im Fall ¥ = dim(B) = 2 kann jedes Element aus J#2(B,C)! eindeutig mit einer
Funktion auf den nicht-geordneten 2-Simplizes Sy(B) identifiziert werden. Der Raum
Hi(B,C)'' dieser Funktionen wird als Menge der ungeordneten I'-invarianten harmoni-
schen 2-Koketten mit endlichem Trager modulo I' bezeichnet. Mittels der in Kapitel 1
gewonnenen Strukturaussagen kann nachgewiesen werden, dass der Trager jeder Funk-
tion ¢ aus H;(B,C)' in einem Bereich Sz(B,,) liegt. Der Unterkomplex B,, ist dabei
nicht von der Funktion ¢, sondern allein vom Grad n des minimalen normierten Po-
lynoms N € Fy[T] mit I'(N) C I' abhéngig. Weiter ist der Quotient I'\3,, endlich.
Aus der Existenz dieser Obermenge des Triiger jeder Funktion aus (B, C)" folgt die
Endlich-Dimensionalitit von Hy(B,C)'.

Die I'-Invarianz der Funktionen aus (3, C)" ermoglicht es zu Anfang des dritten Ka-
pitels, jeder dieser Funktionen genau eine Funktion auf den 2-Simplizes So(I'\B) des
Quotientenkomplexes I'\B zuzuordnen. Anschliefend wird jede dieser Funktionen mit
genau einer Abbildung auf Sy(I'\B) mit vereinfachter Harmonizitétsbedingung identifi-
ziert. Ist ¢ eine solche Funktion mit vereinfachter Harmonizitatsbedingung, so wird ihr
eindeutig eine endliche C-Linearkombination von 2-Simplizes aus So(I'\B) zugeordnet,
indem als Koeffizient des 2-Simplex [s] der Funktionswert ¢([s]) verwendet wird. Diese
C-Linearkombinationen von Elementen aus Sy(I'\B) lassen sich als Kern einer Abbil-
dung dc, welche einem 2-Simplex aus Sp(I'\B) die Summe seiner Kanten zuordnet,
beschreiben und werden im weiteren Verlauf der Arbeit als Gruppe Qig der geschlosse-
nen Flachen iiber C bezeichnet. Die Eigenschaft, dass die Summe der an einer Kante
anliegenden 2-Simplizes gleich Null ist, wird dabei Geschlossenheitsrelation genannt.
Zur Bestimmung einer Basis von g{? wird anschliefend die Einschrankung von é¢c auf
die Menge Z52("\Bn) petrachtet, deren Kern g% als Gruppe der geschlossenen Fléchen
iiber Z bezeichnet wird. Jede Basis von QI@ ist zugleich eine Basis von gi@ und liefert
mittels des in diesem Kapitel gewonnenen Isormorphismus zwischen H;(B, C)' und G<
eine Basis von H,(B,C)'.

Im ersten Abschnitt des vierten Kapitels kann durch Analyse des Aufbaus der Ele-
mente aus g% eine Abbildung Y definiert werden, die jeder Z-Linearkombination von
2-Simplizes aus Se, (I'\B,,) vom Niveau Cy derart ein Element aus Z32("\Br) zuordnet, so
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dass QI@ im Bild von T enthalten ist. Die Aufgabe der Bestimmung einer Basis von g%
wird somit auf die Bestimmung einer Basis des Urbildes & = Y~1(GZ) zuriickgefiihrt.
Im weiteren Verlauf des Kapitels werden genau Bedingungen angegeben, unter welchen
ein Element aus Z5¢(M\B») ynter T auf eine geschlossene Fliche abgebildet wird. Auf-
grund dieser Kriterien werden diejenigen Elemente von 7.5¢2(T\B) betrachtet, welche die
Geschlossenheitsrelation an den Kanten vom Niveau C1g bzw. Cyo erfiillen. Es zeigt sich,
dass jedes dieser Elemente als Summe von Differenzen von jeweils zwei Simplizes mit
gemeinsamer Kante vom Niveau Cig bzw. C12 darstellbar ist. Dies motiviert die Unter-
suchung der Gruppe M; bzw. My der Summe von Differenzen von 2-Simplizes aus Sz(B)
mit gemeinsamer Kante vom Niveau Cig bzw. Ci2, den sogenannten Modulsymbolen,
sowie der gréften unter I' invariante Quotienten M| bzw. MY von M; bzw. M. Die
Projektion dieser Quotienten auf den Quotientengraphen entsprechen gerade der Menge
der Elemente aus Z5¢ (F\B"), die an den Kanten Cig bzw. C15 der Geschlossenheitsre-
lation geniigen. Die Quotienten M{ bzw. M) werden anschliefend durch die Gruppe
ZI'\ GL3(F,[T])] modulo gewisser Relationen représentiert. Abschliefend werden die
Resultate des Abschnittes fiir den Fall I' = I'g (V) aufgefiihrt.

Nachdem im vorigen Kapitel die Bestimmung des Urbildes I theoretisch behandelt wur-
de, wird im fiinften Kapitel erldutert, wie ausgehend von einem Vertretersystem von
I'\ GL3(IF,[T']) algorithmisch in endlich vielen Schritten eine Basis der Gruppe U berech-
net werden kann. Hierbei wird auf die programmiertechnische Umsetzung eingegangen
und einzelne Zwischenschritte werden an einem Beispiel illustriert.

Im sechsten Kapitel wird der Raum (B, C)" mittels des Petersson-Skalarproduktes zu
einem unitdren Raum ergénzt. Auf diesem Raum werden anschliefiend spezielle Endo-
morphismen, sogenannte Doppelnebenklassenoperatoren, auf Hy(B, C)" eingefiihrt und
ihre Adjungierten beziiglich des Petersson-Skalarproduktes bestimmt. Die im Kapitel
3 nachgewiesene Dualitiit zwischen H;(B,C)" und Qig ermoglicht es, das Konzept der
Doppelnebenklassenoperatoren auf die Gruppe Qig der geschlossenen Flachen zu iiber-
tragen. Im Anschluss wird fiir den Fall I' = T'g(/V) eine von speziellen Doppelneben-
klassenoperatoren erzeugte C-Algebra, die Hecke-Algebra, betrachtet, deren Elemente
als Hecke-Operatoren bezeichnet werden. Neben dem Nachweis der Kommutativitit
der Hecke-Algebra wird gezeigt, dass die Adjungierte jedes Hecke-Operators wieder ein
Element der Hecke-Algebra ist. Folglich ist jeder Hecke-Operator normal.

Gegenstand des siebten Kapitels ist die praktische Bestimmung von Hecke-Operatoren
fir den Fall irreduzibler Polynome N € F4[T]. Ausgehend von einer Basis By des Ur-
bildes U kann in endlich vielen Schritten eine Abbildungsmatrix des gewéhlten Hecke-
Operators beziiglich der zur Basis By, gehorenden Basis Y (By) von QIZ berechnet wer-
den. Zum Abschluss wird das in Kapitel 5 verwendete Beispiel fortgesetzt.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebaude

Das erste Kapitel widmet sich der Definition und Struktur des Bruhat-Tits-Geb&udes,
dessen Beschreibung durch Aquivalenzklassen von Matrizen, sowie dessen Verhalten
unter Operation gewisser Untergruppen der GL3(F,[T]). In weiten Teilen beruht dieser
Abschnitt auf den Erkenntnissen von |Geb| sowie meiner 2010 verfassten Diplomarbeit
»Zu Bruhat-Tits-Gebduden der GL(3) iiber Funktionenkorpern® [Mii]. An einigen Stellen
wurden die Aussagen erginzt.

1.1 Definition des Bruhat-Tits-Gebaudes

Wir beginnen mit einigen Notationen. Sei p eine Primzahl und
k=T,
der Korper mit ¢ = p” Elementen und Charakteristik p. Weiter sei
K := Quot(Fy[T7)

der zum Polynomring iiber F, gehérende Quotientenkorper.
Auf diesem definieren wir durch

Voo : K — ZU{o0}

g > degy(g) — degr(f)

die zur Stelle co gehdrende normierte Bewertung. Als Primelement wihlen wir %, wel-

ches wir zukiinftig mit
1

Too +— T
bezeichnen werden. Die Komplettierung von K beziiglich dieser Bewertung ist durch
Koo := Fy((mo0))
gegeben.
Mit
Ox :i={2 € Kx | Voo(x) > 0} = Fy[[m00]]

11



1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

bezeichnen wir den zugehorigen Bewertungsring, dessen Einheitengruppe
0% ={z € Ox | vo(x) = 0}
ist.

In der folgenden Definition betrachten wir freie Oso-Moduln vom Rang r € N.

Definition 1.1 Sei (by,...,b;) eine Basis des K. . Dann heif§t der freie Os-Modul
(b1,....b0)0, =010 @ ... 80,0
Gitter in K7 .
Auf der Menge der Gitter konnen wir eine Operation von K2 betrachten. Fiir ein Gitter
L = (b1,...,br)o,, und ein Element z € K2 sei hierzu
xL = (xby, ..., xb)o, .
Die folgende Definition beschéftigt sich mit den unter dieser Operation auftretenden

Aquivalenzen.

Definition 1.2 Zwei Gitter Ly und Lo heiflen dquivalent, wenn ein x € K5 existiert
mat
:L‘Ll = LQ.

Die Aquivalenzklasse eines Gitters L unter der Operation von KX heifst Gitterklasse
von L und wird mit

(L] :={«L | z € KX}

bezeichnet.

Bevor wir das Bruhat-Tits-Gebéude einfiihren koénnen, benotigen wir noch den Begriff
des Simplizialkomplexes.

Definition 1.3 FEin Simplizialkomplex D = (V,S) besteht aus einer Menge V sowie
aus einer Menge S von endlichen nicht-leeren Teilmengen von V, so dass die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) Jede einelementige Teilmenge aus V gehort zu S.

(i1) Falls s € S und t C s eine nicht-leere Teilmenge von s ist, so gilt t € S.

Die Elemente aus V heiffen Knoten, die Elemente aus S heiffen Simplizes.
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1.1 Definition des Bruhat-Tits-Gebdudes

Die Knotenmenge eines Simplizialkomplexes D werden wir im weiteren Verlauf der
Arbeit mit V(D) sowie die Simplexmenge mit S(D) bezeichnen.

Die in einem Simplizialkomplex enthaltenen Simplizes kénnen durch ihre Méchtigkeit
kategorisiert und so zusammengefasst werden. Dies ermoglicht es, einen Begriff der Di-
mension fiir Simplizialkomplexe zu definieren.

Definition 1.4 Sei D = (V,S) ein Simplizialkomplex und s ein Simplex aus D. Die
Dimension von s ist definiert durch

dim (s) := |s| — 1.

Simplizes mit Dimension i heiffen i-Simplizes und werden in der Menge S;(D) zusam-
mengefasst.
Das Supremum der Dimensionen aller Simplizes aus D

dim (D) :=sup{dim (s) | s € S(D)}

definiert die Dimension des Simplizialkomplexes D.

Simplizes der Dimension 1 werden im Weiteren auch als Kanten bezeichnet.
Es wurden nun alle bendtigten Begriffe eingefiihrt, um das Bruhat-Tits-Gebaude der
PGL,(Kw) zu definieren.

Definition 1.5 Sei r € N. Der Simplizialkomplex B = (V,S) mit der Knotenmenge
V ={[L] | L Ox-Gitter in K_}
und der Simplexmenge
S = {{[LO],...,[Lk]} | fiiri€{0,... k}3L;ie[Li]:Lo2L12... 2 Ly ;ﬂoozo}

heifit Bruhat-Tits-Gebdude der PGL, (K).

Fiir das Bruhat-Tits-Gebaude B der PGL, (K ) lasst sich leicht nachweisen, dass jeder
Simplex aus S(B) maximal Dimension r —1 besitzt. Es gilt somit dim(B) = r—1. Daher
nennen wir B auch Bruhat-Tits-Gebéude der Dimension r — 1.

Betrachten wir die Definition der Simplizes in S(B) genauer, so erkennen wir, dass durch
die Inklusionskette B B B B

LoD L1 2...2 Ly 2 7meol
bereits eine gewisse Anordnung der Gitterklassen eines Simplex gegeben ist. Da jedoch
aus dieser Inklusionskette fiir jedes ¢ € {1,...,k} die Inklusionen

folgen, ist diese nicht eindeutig. Erst die Auswahl der ersten Gitterklasse fiihrt zu einer
eindeutigen Anordnung der Knoten. Diese Uberlegungen fithren uns zu der Definition
der sogenannten markierten Simplizes, welche im Gegensatz zu den bisher betrachteten
Simplizes nicht als einfache Knotenmengen sondern als Tupel aufgefasst werden.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Definition 1.6 Seien Ly, ..., Ly Ox-Gitter mit Ly 2 ... 2 L 2 TooLo. Dann heifit
das Tupel ([Lo),...,[Lg]) markierter k-Simplex in B. Die Menge der markierten k-
Simplizes des Bruhat-Tits-Gebdudes bezeichnen wir mit S;*(B).

Die markierten Simplizes gleicher Dimension lassen sich durch die Dimension der Quo-
tienten der in der Inklusionskette auftretenden Gitter weiter klassifizieren. Diese Eintei-
lung ist Bestandteil der nidchsten Definition und wird im néchsten Kapitel zur Definition
der uns interessierenden Funktionen bendtigt.

Definition 1.7 Seien Lo, ..., Ly Ox-Gitter mit Lo 2 L1 2 ... 2 Lg 2 meolg. Der

=

Typus des markierten Simplex s = ([Lo), ..., [Lg]) ist definiert durch

Typus(s) = (dim(Lo/L1),...,dim(Lg /70 Lo)).

Die Menge der markierten Simplizes mit Dimension i mit Typus (dy, ..., d;) bezeichnen
. . (dl,...,di)
wir mit S (B).

i

Fiir die Summe der Elemente des Typus eines Simplex s = ([Lg], ..., [Lx]) ergibt sich
dim(Lo/Ly) + ...+ dim(Lg /7o Lo) = 7.

Somit besitzt jeder Knoten den Typus (r) sowie jeder r-Simplex den Typus (1,...,1).

1.2 Beschreibung von B durch Aquivalenzklassen
von Matrizen

Das Hauptaugenmerk der Arbeit liegt auf dem Bruhat-Tits-Gebdude der Dimension 2.
Fiir den Rest des Kapitels bezeichne daher B das Bruhat-Tits-Gebaude der PGL3(K ).

Zu Beginn dieses Abschnittes fithren wir einige Standardobjekte von B ein.

Definition 1.8 Sei (e1, e, e3) die Standardbasis des K2,. Es seien

(i) Coo := [(e1,e2,€e3)0..] der nullte Standardknoten,
(it) Co1 := [{e1, €2, To€3) 00, ] der erste Standardknoten,
(117) Co2 = [(€1,To€2, Toc€3)0,,| der zweite Standardknoten,
(v) Cio := {Co0,Co1},C11 := {Co1,Co2} ,Ci2 := {Co2,Co0} die Standardkanten,
(v) Ca :={Co0,Co1,Co2} der Standard-2-Simplez,

(vi) C5' := (Coo, Co1,Co2) der markierte Standard-2-Simplex.
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1.2 Beschreibung von B durch Aquivalenzklassen von Matrizen

Ziel dieses Abschnittes ist die Angabe einer Bijektion zwischen den Mengen S;(B) bzw.
S™(B) und Aquivalenzklassen von Matrizen der GL3(K o). Hierzu fiihren wir zuniichst
eine Abbildung ein, welche jeder Matrix aus GL3(K) einen markierten 2-Simplex
zuordnet.

Definition 1.9 Wir definieren die Abbildung
05" : GL3(K) — S5 (B)
durch

egn(B) = ([<b17 ba, b3>ooo] ) [<b17 6277T00b3>ooo] ’ [<b17 Toob2, 7Toob3>(9<>o]) )

wobei by, by und by die Spalten von B bezeichnen.

Bilden wir unter ©3" die Einheitsmatrix ab, so erhalten wir den markierten Standard-
simplex C3" aus Definition 1.8.
Analog koénnen wir fiir ¢ € {0,1,2} Abbildungen

@i : GLg(Koo) — SZ(B)

einfiihren, welche jeweils der Einheitsmatrix den entsprechenden Standard-Simplex Cyg,
Ci0 bzw. Cy zuordnen.

Das néchste Lemma zeigt, dass jeder Simplex aus S3*(B) mittels ©5" durch eine Matrix
aus GL3(K ) beschrieben werden kann. Eine solche Matrix werden wir zukiinftig als
Basis des Simplex bezeichnen.

Lemma 1.10 Die Abbildung ©F ist surjektiv.
Beweis: Siche [Mii.

O

Da jeder Knoten sowie jede Kante als Seite eines markierten 2-Simplex auftritt, ldsst
sich dieses Ergebnis auf die Abbildungen ©g, ©; und O {ibertragen.

Wir haben bisher surjektive Zuordnungen zwischen Matrizen der GL3(K ) und den
Simplizes des Bruhat-Tits-Gebaudes beschrieben, welche jedoch nicht injektiv sind. Um
festzustellen, welche Matrizen auf gleiche Simplizes abgebildet werden, betrachten wir
die Operation der GL3(K ) auf den Simplizes.

Sei L ein On-Gitter mit Basis B = (b1, b2, b3) und g € GL3(K ). Dann sei

gL = g(b1,b2,b3) 0., := (gb1, gb2, gb3)o..

das Gitter mit Basis gB. Durch

g{[Lol, -, [La]} := {lgLo], - -, [gLk]}
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

flihren wir die Operation auf der Menge der Simplizes fort.
Fiir jede Abbildung © € {0, 01,02,05"} sowie Matrizen g, B € GL3(K) gilt die
Gleichheit

90(B) = O(¢B).

Aus der Surjektivitdt von O folgt daher die Transitivit der Operation von GL3(K )
auf S;(B) bzw. S§5*(B). Aufgrund der Bahnengleichung folgt somit die Isomorphie

100

CLy(Koo) /Fixgr, () (© <(8 i 9))) ~ Im(©).

Die entsprechenden Fixgruppen der Standardsimplizes wurden in [Geb| bzw. [Mii] be-
stimmt. Wir mochten jedoch an dieser Stelle einige der in den Fixgruppen auftretenden
Gruppen und Elemente erkldren sowie auf den Zusammenhang der Fixgruppen der
Standard-Simplizes C und Cj* eingehen.

Die in den folgenden Definitionen genannten Gruppen sind Bestandteile der in [Mii]
bestimmten Fixgruppen des markierten Standard-2-Simplex bzw. der Standardkante
Cio.

Definition 1.11

(i) Die Gruppe

x ok ok
I'={ MeGL3(Ox) | M= |0 x x| mod meo
0 0 =
heifst Standard-Iwahorigruppe.
(1) Die Gruppe
ko ok X
Pri=¢(MecGL3(Ox) | M=% * x| mod 7
0 0 =

heif$t erste Standard-Parahorigruppe.

Weiter existiert eine zweite Standard-Parahorigruppe, welche ein Bestandteil der Fix-
gruppe der zweiten Standardkante ist. Diese werden wir jedoch im Weiteren nicht be-
notigen.

Wir mochten an dieser Stelle zudem den Zusammenhang der Fixgruppe des markier-
ten Standard-2-Simplex C§* und der Fixgruppe des ungeordneten Standard-2-Simplex
Co erlautern. Hierfiir betrachten wir, wie aus einer Basis B = (b1, be, b3) eines unge-
ordneten 2-Simplex s Basen der drei markierten 2-Simplizes s1, s3 und s3 mit gleicher
Knotenmenge gewonnen werden konnen. Diese Simplizes sind gegeben durch

s1 = ([{b1,b2,b3)], [{b1, b2, Tcb3)], [(b1, Toob2, Teob3)]),
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1.2 Beschreibung von B durch Aquivalenzklassen von Matrizen

s2 = ([(b1, b2, Toobs)], [(b1, Tooba, Maobs)], [(b1, b2, b3)]),
= ([{(moobs, b1, b2)], [{Toobs3, b1, Teob2)], [(Toob3, Toob1, Teob2)]),
s3 = ([(b1, Toob2, moob3)], [(b1, b2, b3)], [(b1, b2, Toobs)])
= ([{(Toob2, Toobs, b1)], [{(Toob2, Toob3, Toob1)], [(Teoba, Wgob& Toob1)]).

Fiir
0 10
R=10 01
Too 0 0
besitzen s, sy bzw. s3 die Basen B, BR bzw. BR?. Da R? = 714, (é g §> gilt, erhalten

wir durch eine weitere Multiplikation der Matrix R die Matrix B, welche wieder den
markierten 2-Simplex s; ergibt. Somit iiberfithrt die Matrix R die Basen markierter
2-Simplizes mit gleicher Knotenmenge ineinander. Mithilfe dieser Uberlegungen lisst
sich aus Fixgr,k..)(C3') = IKZ die Gleichheit Fixgr, (k.. )(C2) = (R)I K folgern.

Die in [Mii] gewonnene Kenntnis der Fixgruppen fiithrt uns zu der zuvor erwidhnten
Abbildung zwischen Matrizenklassen und Simplizes.

Satz 1.12 Die Abbildungen

GL3(Kx)/ GL3(Ox) KX — V(B)
g-GL3(Ox)KZ — g Coo,
GLy(Kw)/PL- KX — Si(B)
g- PlKgo = g- C107

CLs(Ko) (R)IKS —  Sy(B)

g- (RIKy +— g-Ca.
GL3(Kw)/IKS, — S3'(B)

g-IK3 — g¢g-C3.
sind bijektiv.

Beweis: Siche [Mii.
O

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir Simplizes teils nur durch die entsprechen-
den Matrizenklassen bzw. Vertreter angeben. Vertretersysteme dieser Aquivalenzklassen
sind in der zu Anfang des Kapitels erwiéhnten Arbeit [Mii| zu finden.

Auch die markierten Kanten lassen sich durch Aquivalenzklassen von Matrizen be-
schreiben, jedoch muss hierbei nach dem Typus unterschieden werden. Dies ist notig,
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

da die Operation der GL3(K ) den Typus eines Simplex unverdndert lasst und somit
die Gruppe nicht transitiv auf der Menge der markierten Kanten operiert. Da jeder
ungeordnete Kante aus S1(B) eindeutig sowohl eine markierte Kante mit Typus (1, 2)
als durch Vertauschen der Knoten auch eine Kante mit Typus (2, 1) zugeordnet werden

kann, steht S;(B) sowohl zu Sfl’z)(b’) als auch zu S?’l)(B) in Bijektion.

Satz 1.13 Die Abbildungen

GL3(Kwo)/P1- KX — SMP(B)

g-Pi-KZ — g-(Co,Cor),

GL3(Ko)/Pr - KX S (B)
g-Pi-KZ ~ g-(Co1,Co0)

sind bijektiv.

Beweis: Siche [Mii.

1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Wie bereits zu Beginn erwédhnt, wurde auch das Verhalten des Bruhat-Tits-Geb&audes
unter Operation gewisser Gruppen in |[Mii| untersucht, den sogenannten Kongruenzun-
tergruppen, welche in der folgenden Definition erklart werden.

Definition 1.14 Sei N ein Polynom in Fy[T| . Die Hauptkongruenzuntergruppe I'(N)
sei der Kern der komponentenweisen Reduktionsabbildung

GL3(Fy[T]) — GL3(F,[T]/(N))

und somit
(V) = {7 € GLa(F,[T])) | 7 = (

FEine Untergruppe von GL3(F,[T]), die I'(N) fir ei
enzuntergruppe.

Im spéteren Verlauf der Arbeit werden wir spezielle Kongruenzuntergruppen der Form
b
To(N) := {7 € GL3(F,[T)) | 7 = (§ ‘ 3?) ( mod N)}
7

mit a, b, ¢, e, f,i € Fy[T] betrachten.
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1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Die Kongruenzuntergruppen sollen hierbei, wie im vorigen Abschnitt fiir GL3(K ) er-
klart, durch Linksmultiplikation operieren. Die Menge der Aquivalenzklassen der Sim-
plizes unter Operation einer Kongruenzuntergruppe bezeichnen wir zukiinftig mit I'\ B.
Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden wir diese Aquivalenz genauer untersu-
chen.

In [Geb] wurde zunéchst die groktmogliche Kongruenzuntergruppe, die GL3(F,[T7),
betrachet. Es zeigt sich, dass der Quotient GL3(F,[T])\B in Bijektion zu einem Un-
terkomplex von B steht, der sogenannten Standardweylkammer, welche im Folgenden
definiert wird.

Definition 1.15 Der beziiglich Inklusion maximale Unterkomplex VW von B mit
yw) = {[J' k] = [(e1, mhoea, mhoes)o] | Gk € No,j < k’}

heifst Standardweylkammer.

Zu einer Basis B = (b1, ba, b3) bezeichnen wir analog den maximalen Unterkomplex Wp
mit

VWs) 1= {[(b1,doba, hobs)o. ] | ik € No,j < k}
als Weylkammer zu B.

Nach voriger Argumentation gilt die Gleichheit

sB= U 95w
g€GL3(Fq[T])

mit gS(W) := {gw | w € SOW)}. Das Bruhat-Tits-Gebiude entspricht also den Uber-
lagerungen der Weylkammern gW := (gV (W), gS(W)).

Wir werden daher im Folgenden vermehrt die Standardweylkammer betrachten. Be-
ginnen werden wir mit der Einfiihrung einer Quasiordnung auf den Simplizes von W.
Mittels der natiirlichen Ordnung auf Ny kénnen wir zunéchst eine Halbordnung auf den
Knoten der Standardweylkammer WV definieren.

Definition 1.16 Seien [, k],[}ﬁ] € VW) zwei 0-Simplizes. Gilt [j,k] = [j,k], so
heiflen die Knoten [j, k] und [3, k] gleich beziiglich W. Sind [j, k] und [}, k] verschieden,
s0 heifit der Knoten [j, k] kleiner beziglich W als [,k falls j < j,k <k undj—j <
k —k gilt. Wir schreiben [,k] <w [j, k).

Wir méchten diese Ordnung auf Simplizes aus W mit hoherer Dimension erweitern.
Hierfiir definieren wir fiir einen Knoten [j, k] € V(W) die Menge

Wa (U, k) i= {.F € VOV) | 1. k) <o 5,31}
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1. Das Bruhat-Tits-Gebiude
der beziiglich W grofiergleichen Knoten. Durch

Ws({vo, ..., v }) = U W (vi)
=0

kénnen wir auch fiir Simplizes héherer Dimension die Menge der beziiglich W grofier
gleichen Knoten definieren. Wir veranschaulichen die Menge W-(¢) am Beispiel der
Kante ¢ = {[1,4],[2,4]}.

o °
[5.7]
o <o
[46) [4.7
o pel X
[35] [36) [3.7]
° o 3 X X

124] 12:5] [26] 127
X X X

[14] 8] [16] [1.7)
X X X

Abb. 1.1: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der Menge W-> ({[1,4], [3,4]})

Diese Menge erméglicht uns die Ubertragung der Halbordnung <y auf alle ungeordne-
ten Simplizes der Standardweylkammer.

Definition 1.17 Seien s, s € S(W). Der Simplex s heifit kleiner beziiglich VW als s,
wenn

W2 (3) C Wa(s)
gilt. Wir schreiben dann s <,y §. Gilt

W= (5) = W=(s),
so sagen wir, dass s und s beziiglich YW gleich sind.

Im Gegensatz zur zuvor definierten Halbordnung auf den Knoten von W, handelt es
sich bei der Relation <,, auf S(W) lediglich um eine Quasiordnung.

Nachdem wir zuvor die Operation der GL3(F,[7T]) betrachtet haben, untersuchen wir
im Weiteren die Operation einer beliebigen Kongruenzuntergruppe I'. Da fiir g1, g0 €
GL3(F,[T]) aus I'g; = I'gs fiir alle w € W die Gleichheit I'gw; = I'gws und somit auch

F91W = FQQW
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1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

folgt, muss nur noch untersucht werden, welche Simplizes der Menge (J . x S(W) fiir
ein Vertretersystem X der Menge I'\ GL3(F,[7]) &quivalent sind. Im folgenden Lemma
geben wir ein Vertretersystem beziiglich der Hauptkongruenzuntergruppe an.

Lemma 1.18 Die Menge
X(N) ={A € GL3(Fg[T]) | deg(ay;) < deg(N) fir 1 <i,j <3}

ist ein vollstindiges Vertretersystem der I'(N')\ GL3(Fq[T7).

Beweis: Siehe [Geb|.
O

Aus der Endlichkeit des Korpers I, folgt auch die Endlichkeit des Vertretersystems.
Da jede Kongruenzuntergruppe eine Hauptkongruenzuntergruppe I'(N) enthélt, ist ein
Vertretersystem beziiglich dieser Kongruenzuntergruppe in X (/N) enthalten und daher
ebenfalls endlich. Es bleiben also nur endlich viele Uberlagerungen von Weylkammern
zu untersuchen.

Da I eine Teilmenge der GL3(F,[17]) ist, konnen zwei Simplizes offensichtlich nur dann
modulo I' dquivalent sein, falls sie bereits unter der Operation der GL3(F4[T]) zusam-
mengefallen sind. Um diejenigen Simplizes zu kennzeichnen, die unter der GL3(F,[T7)
dquivalent sind, fiihren wir den Begriff des Niveaus ein.

Definition 1.19 Seiw € S(W). Ein Simplex s aus B hat Niveau w, falls s in der Bahn
von w unter GL3(F,[T]) liegt. Man schreibt

Niveau(s) = w.

Somit kénnen nur Simplizes gleichen Niveaus unter der Operation von I' miteinander
identifiziert werden.

Der Begriff des Niveaus ermdglicht die Ubertragung der zuvor definierten Quasiordnung
<,y auf den gesamten Simplizialkomplex.

Definition 1.20 Seien s,5 € S(B). Wir sagen, s ist beziiglich W kleiner als s, wenn
Niveau(s) <,y Niveau(s)

gilt.

Weiter ist es uns mittels des Niveaus moglich, im néchsten Satz ein genaues Kriterium
anzugeben, wann zwei Simplizes aus S(B) unter der Operation von I' dquivalent sind.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Satz 1.21 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe der GL3(IF4[T]) und X ein Vertretersys-
tem von I'\ GL3(IF¢[T]). Dann sind zwei Simplizes z1w,zow € S(B) fir x1,20 € X
und w € S(W) genau dann unter T' dquivalent, wenn ein g € FiXGL3(Fq[T])(w) mat
xgg:vfl eI existiert.

Beweis: Siche [Mi.
U

Die Fixgruppen der Knoten der Standardweylkammer W unter der Operation der
GL3(F,[T]) wurden in [Geb| bestimmt. Die Fixgruppe eines Simplex aus W unter der
Operation der GL3(F,[T]) erhalten wir als Schnitt der Fixgruppen seiner Knoten.

Lemma 1.22 Sei [j,k] € VOW). Dann gilt

GL3(F,), falls0 =7 =k,
« o« {k} |, falls 0 =7 < k,
0 0 =
Fixqr, e, ) (5 k) = ¢ [+ {i} {j}
0 = x|, falls 0 < j =k,
0 = *

*

{7} {k}
0 x {k—j}|, fallsO<j<Ek,

0 O *

wobei

*

{iy {5}
x {k}
0 0 *
die Menge aller Matrizen in GL3(F4[T]) bezeichnet, deren Eintrige die folgenden Be-
dingungen erfillen:

[an)}

* ©  Eintrag aus [y,
{i} : PEintrag aus Fy[T] mit Grad in T kleiner oder gleich i.

Beweis: Siche [Geb].
(|

Der vorherige Satz hat gezeigt, dass im Fall Fixqr,, ) (w) € Fixgr,e,m) (@) aus
der Aquivalenz der Simplizes 23w und zow auch immer die Aquivalenz der Simplizes
x1w und xow folgt. Dies motiviert die Einfiihrung einer weiteren Quasiordnung auf den
Simplizes.
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1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Definition 1.23 Seien s,s € S(B). Der Simplex s heifit kleiner beziiglich der Fizgruppe
als s, falls
Fixqr, () (Niveau(s)) ¢ Fixgp,r,(77) (Niveau(s))

gilt. Wir schreiben dann s <z 5. Gilt

FiXGLg(Fq [T7) (Niveau(s)) = FiXGLg(]Fq [1]) (Niveau(g)),

so heifit s beziiglich der Fixzgruppe gleich 's.

Eine Untersuchung der Fixgruppen liefert erste Aussagen iiber die neu eingefiihrte Ord-
nung.

Lemma 1.24 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(i) Seien s,t € S(W). Ezistiert zu jedem Knoten vy von t ein Knoten vs von s mit
vs <p U, S0 ist s beztiglich der Fizgruppe kleiner gleich als t.

(1) Der Standard-2-Simplex ist kleiner beziiglich der Fizgruppe als jeder andere Sim-
plex der Standardweylkammer.

(111) Jeder Simplex s € S(W)\ {Coo,C10,C11,Ci2,Ca} ist grofier beziiglich der Fizgruppe
als die erste Standardkante Cqq.

Beweis: Siche [Mi.
(|

An dieser Stelle méchten wir einen Bezug zwischen der Quasiordnung < beziiglich
der Fixgruppe und der zuvor eingefiihrten Quasiordnung <,, beziiglich W herstellen.
Hierbei werden wir feststellen, dass die Relationen auf weiten Teilen des Bruhat-Tits-
Gebéudes iibereinstimmen. Wir fithren dafiir zunéchst eine Unterteilung von S(B) in
innere und duflere Simplizes durch. Wir beginnen hierbei mit der Standardweylkammer.

Definition 1.25 Sei s € S(W).

(i) Existiert ein j € Nog mit s = [0, j] oder s = [, 7], so heifit s duflerer Knoten.

(11) Existiert ein j € No mit s = {[0,7],[0,7 + 1]} oder s = {[j,j],[j + 1,7+ 1]}, so
nennen wir s duflere Kante.

(1ii) Erfillt s keine der in (i) und (ii) genannten Bedingungen, so bezeichnen wir s als
inneren Simplex.

Um diese Unterteilung auf das gesamte Bruhat-Tits-Geb&dude zu erweitern, fithren wir
einen Simplex s € S(B) auf sein Niveau zuriick. So nennen wir einen Simplex s € S(B)
genau dann innerer Simplex, wenn Niveau(s) ein innerer Simplex ist. Die folgende Zeich-
nung veranschaulicht die Unterteilung anhand der Standardweylkammer.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Abb. 1.2: Ausschnitt von W mit Kennzeichnung der dufieren Simplizes

Mittels dieser Unterteilung konnen wir exakt angeben, in welchen Féllen die Relation
<,y der Relation <g entspricht.

Lemma 1.26 Seien s,s € S(B).

(i) Seis <p§ bzw. s =p 5. Dann gilt s <,y 5 bzw. s =, S.

(ii) Sei s <,y S bzw. s =, S. Dann gilt s <p S bzw. s =p S genau dann, wenn s
ungleich dem ersten Standardknoten Coo = [0, 0] und mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfillt ist:

(1) s ist ein innerer Simplex.

(II) s ist ein duferer Simplex.

Beweis: Die Behauptung kann durch Betrachtung der Fixgruppen der Simplizes der
Standardweylkammer leicht nachgewiesen werden.
O

Mithilfe der Quasiordnung <y lésst sich auch die zuvor beschriebene Folgerung aus Satz
1.21 formulieren.

Satz 1.27 SeiI' < GL3(F,[T]) eine Kongruenzuntergruppe und X ein Vertretersystem
der T\ GL3(F,[T]) und seien x1w € S(x1 W), zow € S(z2W) fir x1, 22 € X.

Sind zwei Simplizes x1w € S(x1W), xow € S(x2WV) unter I' dquivalent, so sind auch
jeweils die beziiglich der Fixgruppen grofiergleichen Simplizes gleichen Niveaus aus x1 VW
und oW dquivalent.

Beweis: Siehe [Mii.
O

Basierend auf diesen Uberlegungen werden diejenigen Simplizes ausgezeichnet, deren
Aquivalenz nicht durch eine Identifikation beziiglich der Fixgruppen kleineren Simplizes
oder durch die Aquivalenz einer Seite bedingt werden.
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1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Definition 1.28 Sei I' < GL3(F,[T]) eine Kongruenzuntergruppe und X ein Vertre-
tersystem der T'\ GL3(IF¢[T]) und seien ziw € S(xiW), xow € S(x2W) fiir x1,xz2 € X.
Dann heifst das Tupel (x1w,zow) erstidentifizierbar (beziiglich T'), falls die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) Die Simplizes x1w und xow sind unter I' dquivalent.
(i1) Es existieren keine Simplizes x1wW, xow milt W <p w, die unter I' dquivalent sind.

(1i1) Es existieren keine Simplizes x1W, xow mit w =p w und dim(w) < dim(w), die
unter I' dquivalent sind.

Zur Untersuchung des Verhaltens des Bruhat-Tits-Gebéudes unter Operation einer Kon-
gruenzuntergruppe geniigt es offensichtlich, die erstidentifizierbaren Tupel zu ermitteln.
In [Mii] wurde nachgewiesen, dass alle erstidentifizierbaren Tupel in einem endlichen
Bereich liegen, dessen Grofe vom Grad des minimalen normierten Polynoms N mit
I'(N) C T abhéngig ist. Um diesen Bereich zu beschreiben, fiihren wir einen endlichen
Unterkomplex der Standardweylkammer ein.

Definition 1.29 Sein € N. Mit W, bezeichnen wir den mazimalen Unterkomplex von
W mat
VWy) ={lj,k] | 0<ji<k<j+n—1undj<n-—1}.

Wir nennen den Unterkomplex W, Standardweylkammer der Grifle n.

In der folgenden Zeichnung visualisieren wir die Standardweylkammer der Grofe n = 4.

Z2] 3 4

gl 21 Al

0 1 2

o ° ° ° °

Abb. 1.3: Ausschnitt von VW mit Kennzeichnung der Weylkammer der Grofie 4

Mittels der vorhergehenden Definition kénnen wir den zuvor erwéahnten endlichen Be-
reich angeben.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Satz 1.30 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe und N € F,[T] mit T'(N) C I'. Weiter
sei n := max{2,deg N}. Dann gilt fiir jedes erstidentifizierbare Tupel (ziw,xow) die
Inklusion

w e SW,).

Beweis: Wir werden an dieser Stelle nur das Grundprinzip des Beweises erlautern.
Genauere Ausfithrungen finden sich in [Mi.
Sei w € S(W) \ SW,,). Sind zwei Simplizes z1w und zow unter der Operation Von r
dquivalent, so gibt es nach Satz 1.21 ein Element g € Fixqp, ¥, () (w) mit :pggml el
Bezeichnet g € GL3(F,[T]) die Reduktion von g modulo N, so gilt weiterhin zogz; * € T.
Daher existiert ein w € S(W,) mit g € Fixgr,w, ) (W) und w <p w.

O

In [Mii] wurde die Menge der zu untersuchenden Simplizes weiter eingeschrénkt. Sei n
der Grad des minimalen normierten Polynoms N mit I'(N) C I'. Dann muss nur die
Aquivalenz der Simplizes iiberpriift werden, deren Niveau einer der folgenden Bedin-
gungen genigt:
(i) we {{[0,k],[1,k+1]}|0 <k <n-—1},
(i) w e {{[j, 5], ;5 + 130 <j <n—1},
(iv) we{{lj,kl, [l +LE}0<j<k<n-—1}

) w

(v) w = {[0,0],[0,1], [1, 1]}.

Wir sehen, dass 2-Simplizes nur genau dann erstidentifizierbar sein kénnen, wenn sie
Niveau Cy besitzen. Erneut kennzeichnen wir die entsprechenden Simplizes in einer
Zeichnung.

33 13,4] 13,51 13,6
L — o °

[2,2) 173 [7,4) 12,51
° °

(1) 17,2) 7.3 [7,4]

0] 1] 2] 3]

Abb. 1.4: Ausschnitt von VW mit Kennzeichnung der zu betrachtenden Niveaus fiir n = 4
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1.3 Die Operation von Kongruenzuntergruppen

Nach vorigem Satz geniigt es, zur Bestimmung des Quotienten I'\B die Menge

U zsw)

zeX

zu betrachten, wobei X ein Vertretersystem der Menge I'\ GL3(F,[1]) bezeichne. Dieses
Vertretersystem ist nach Lemma 1.18 endlich. Aus der Endlichkeit von F, folgt zudem
die Endlichkeit der Fixgruppen der Simplizes aus W,. Daher kann nach Satz 1.21 die
Aquivalenz zweier Simplizes gleichen Niveaus in endlich vielen Schritten getestet wer-
den.

Insgesamt zeigen somit die bisherigen Uberlegungen, dass es fiir eine Kongruenzun-
tergruppe I' unter Angabe eines Vertretersystems der I'\ GL3(F,[7]) moglich ist, die
Elemente von I'\ B algorithmisch in endlich vielen Schritten zu bestimmen.

Wir mochten im Folgenden die mathematische Struktur des Quotienten I'\B beschrei-
ben.

Der Quotient I'\ B besteht aus der Menge der Aquivalenzklassen der Simplizes unter der
Operation der Kongruenzuntergruppe I'. Die Aquivalenzklasse eines Simplex s € S(B)
werden wir hierbei mit

[s]r :=Ts

bezeichnen. Ist aus dem Kontext ersichtlich, beziiglich welcher Kongruenzuntergruppe
die Aquivalenz betrachtet wird, schreiben wir auch [s] statt [s]r.

Méchten wir den Quotienten I'\ B als Simplizialkomplex auffassen, so ist es naheliegend,
als Knotenmenge die Menge

Vi={[v] |veV(B)},

d.h. die Menge der Aquivalenzklassen der Knoten von B, zu wihlen. Im Allgemeinen ist
jedoch die Aquivalenzklasse eines Simplex nicht gleich der Menge der Aquivalenzklassen
seiner Knoten, d.h. fiir einen Simplex {vg, ..., vt} € S(B) kann die Ungleichheit

HUO" . 'avk}] # {[UO]’ SR [Uk]}

gelten. Daher ist die Aquivalenzklasse eines Simplex im Allgemeinen keine Teilmenge
von V. Folglich kann I'\B nicht als Simplizialkomplex mit Knotenmenge % aufgefasst
werden.

Um dieses Problem zu umgehen, fiihren wir den Begriff des Seitenkomplexes ein.

Definition 1.31 Ein Seitenkomplex D besteht aus disjunkten Mengen S;(D) mit j =
0,...,n und einer Familie von Abbildungen, den sogenannten Seitenabbildungen,

(I); : SJ(D) — ijl(D),

wobei i zwischen 0 und j liuft. Die Menge S;(D) wird Menge der j-Simplizes genannt
und die Vereinigung dieser Mengen wird mit S(D) bezeichnet. Ein Elementt € Sj_1(D)
heifst Seite eines j-Simplex s, falls eine Seitenabbildung <I>§» mit @2(3) =t existiert.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Das Konzept des Seitenkomplexes unterscheidet sich vom Simplizialkomplex durch die
Wahl der Simplizes der Dimension grofer gleich 1. Beim Simplizialkomplex diirfen die-
se Simplizes lediglich aus Elementen der zugrundeliegenden Knotenmenge bestehen.
Dahingegen wird fiir die Simplizes hoherer Dimension des Seitenkomplexes lediglich
die Existenz einer Abbildung von ihnen auf die Simplizes niedriger Dimension gefor-
dert.Offensichtlich ist der Begriff des Seitenkomplexes eine Verallgemeinerung des Sim-
plizialkomplexes. Denn ist D ein Simplizialkomplex, so kénnen durch

(I); : Sj (D) — ijl(D),
{Uo,...,’[)j} — {Uo,...,l/)\i,...,vj}
entsprechende Seitenabbildungen definiert werden. Der Simplex {vo, ..., ?;,...,v;} ent-
steht dabei aus {vo, ..., v;} durch Entfernen des Knotens v;.

Um den Quotient I'\B als Seitenkomplex zu interpretieren, miissen wir die Mengen
S;(I'\B) sowie die Seitenabbildungen <I>§- festlegen.
Definition 1.32 Wir definieren

Sj(C\B) :={ [s] | s € §;(B)}
sowie
(I); : SJ(F\B) — Sj_l(F\B),

[s] — [®(s)].

Wir werden auch hier die Begriffe Knoten bzw. Kanten fiir 0- bzw. 1-Simplizes verwen-

den. Da unter I' zueinander dquivalente Simplizes aus S(B) stets das gleiche Niveau
besitzen, konnen wir auch den Begriff des Niveaus durch

Niveau([s]) := Niveau(s)

fortfithren. Offensichtlich sind damit auch die Relationen <,,, sowie < auf die Simplizes
des Quotientengraphens iibertragbar. Weiterhin kénnen wir mittels des Niveaus auch
die Unterteilung in innere und duftere Simplizes ibernehmen. Die Projektionsabbildung
von S(B) nach S(I'\B) werden wir zukiinftig mit 7 bezeichnen.

1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebaudes

In diesem Abschnitt méchten wir einige Strukturaussagen fiir das Bruhat-Tits-Gebédude
sowie den Quotientenkomplex I'\ B treffen. Unsere erste Aussage gibt fiir B die Anzahl
der Simplizes an einem festen Knoten bzw. an einer festen Kante an.
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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebdudes
Lemma 1.33 FEs gelten folgende Aussagen:

(i) Jeder Knoten v € V(B) ist Seite von genau 2(¢> + q + 1) Kanten.
(ii) Jeder Knoten v € V(B) ist Seite von genau (¢*> + q+ 1)(q+ 1) 2-Simplizes.

(i1i) Jede Kante s € S1(B) ist Seite von genau (q + 1) 2-Simplizes.

Beweis: Siehe [Geb].
g

Da nach vorigem Satz jeder Knoten Seite von 2(¢?+¢+1) Kanten ist, besitzt somit jeder
Knoten 2(¢q?+¢+1) Nachbarknoten. Diese wollen wir im folgenden Lemma beschreiben.

Lemma 1.34 Sei g € GL3(K«) und sei v € V(B), derjenige Knoten, der durch die
Nebenklasse g GL3(Ooo) KX reprisentiert wird.
Dann sind die Nachbarknoten von v gegeben durch ga GL3(Oso) K2 mit

Too @ b 1 0 0
a € 0 1 0f |abely, U 0 7o c| |c€ely
0 01 0 0 1
Teo 0 b Too @ 0
U 0 7o c]| |byceFyp U 0 1 0| |a€eP,
0 0 1 0 0 7o
1 0 0 1 0 0
U 01 0 U { 0 oo O
0 0 7 0 0 7w

Beweis: Siche [KW].
u

Das vorhergehende Lemma ermdglicht es uns, die 2-Simplizes an einer festen Kante
beziiglich der im letzten Abschnitt eingefiihrten Relation <,, zu untersuchen. Hierbei
unterscheiden wir erneut zwischen inneren und dufseren Kanten.

Lemma 1.35 FEs gelten folgende Aussagen:

(i) Istt € S1(B) eine innere Kante, so ist t Seite eines 2-Simplex s mit

t =w S
sowie von q 2-Simplizes s1,...,5, mit
S; <W t

firi=1,...,q.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

(it) Ist t € S1(B) eine dufere Kante, so ist t Seite von g + 1 2-Simplizes s1,. .., Sqt1
mat

t=w S

firi=1,...,q+1.

Beweis: Da der Quotient GL3(F,[T])\B der Standardweylkammer entspricht, geniigt
es, die Aussage fiir die Kanten der Standardweylkammer nachzuweisen.
Zum Beweis der ersten Aussage verwenden wir Lemma 1.34, in welchem wir alle Nach-
barknoten eines beliebigen Knotens aus V(B) angegeben haben. Mittels dieses Lemmas
kénnen alle an einer festen Kante von S; (W) liegenden 2-Simplizes aus Sz(B) bestimmt
und die Behauptung nachgewiesen werden.
Die zweite Ausage ist trivial.

O

Nachdem wir im letzten Lemma die (¢+ 1) 2-Simplizes an einer Kante néher betrachtet
haben, untersuchen wir im folgenden Lemma die Operation der Fixgruppe der Kante
beziiglich der GL3(F,[T]) auf diesen anliegenden 2-Simplizes.

Lemma 1.36 FEs gelten folgende Aussagen:

(i) Seit € S1(B) eine innere Kante. Weiter sei s € Sa(B) der 2-Simplex mit t C s
und t =, s. Dann ldsst FiXGL3(Fq[T])(t) den Simplex s fest und operiert transitiv
auf den anderen q 2-Simplizes mit Seite t.

(ii) Seit € S1(B) eine dufiere Kante. Dann operiert Fixgy, 1)) (t) transitiv auf den
(q+ 1) 2-Simplizes mit Seite t.

Beweis: FErneut ist es ausreichend, die Aussage fiir die Kanten der Standardweyl-
kammer nachzuweisen. Wir werden uns im Beweis auf innere Kanten der Form ¢t =
{l4, k], [J, k + 1]} beschranken, da die Argumentation fiir die tibrigen Kanten analog
verlauft.

Nach Lemma 1.26 folgt aus t =,y s die Relation ¢ =5 s und somit die Gleichheit

Fixgr,(r, ) (t) = Fixar, e, m) (8)-

Hieraus folgt der erste Teile der Aussage (i).

Fiir den zweiten Teil der Aussage betrachten wir die Wirkung eines Elementes der
Fixgruppe Fixgr,r,[r)) (t) auf den Simplex s; = {[j — 1, k], [4, k], [, k + 1]}. Wie in Ka-
pitel 1 erkliirt, lisst sich s; durch einen Vertreter einer Aquivalenzklasse des Quotienten
GL3(K)/(R)IKZ darstellen. Dieser Vertreter ist durch

0 1 0
e 0 0
0 0 =k
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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebiudes

gegeben. Die Gruppe Fixqr,r, [T])(t) lasst sich schreiben als die Menge der Matrizen

a m;oj b Wgok c
0 e wky
0 0 7

mit a,e,i € F, b, ¢, f € Ou sowie dr (b) < j,dr (c) < k und dr (f) < k—j. Hierbei
sei

dﬂw(z anmy) :=max{n | a, # 0}.

Um herauszufinden, welche Simplizes wir unter Operation der Fixgruppe Fixqr, r, (1)) (t)
aus s; erhalten, betrachten wir das Produkt einer Matrix g aus FiXGLg(]Fq[TD<t) und
der zu s; gehérenden Matrix und bestimmen einen unter der Operation der Gruppe
(R)IKX #quivalenten Vertreter. Die Aquivalenz unter (R)I K kennzeichnen wir durch
das Symbol ~. Es gilt

0 1 0 a mdb ke 0 1 0
g7 0 0| = [0 e #Ff]-[nk 0 0
0 0 wk 0 0 i 0 0 wk
b a ¢ 1 0 —elf
j j -1
~ oot 0 maof 0 a 0
0 0 7k 0 0 1
b 1 c—e lfb 10 0
~ | 7le 0 0 0 1 —cH+elfb
0 0 7k 00 1
b 1 0 10 0
~ [7e 0 o |-[01 0
0 0 7k 0 0 it
b 1 0
= mlee 0 0 |.
0 0 =k
Ist voo(b) = 0, so folgt weiter
b 1 0 b1 0 el 00 bem! 1 0
mee 0 0 | ~|7ke 0 0O 0 1 0]l=1|#xk 0 O
0 0 =t 0 0 nk 0 01 0 0 7&

Mithilfe der Uberlegungen aus Kapitel 1.2 konnen wir den zu dieser Matrix gehérenden
2-Simplex als Knotenmenge darstellen:

1 0 0 1 0 0 1 ngla 0
07 o0 ].lo 7% o |,l0 =5t o
0 0 =k 0 0 k! 0 0 7k
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

mit a € F. Ist veo(b) > 0, so gilt

b 1 0 b 1 0 e ! 0 0 0 1 0
e 0 0 | ~|7ke 0 O - 1 0| =[x 0
0 0 7k 0 0 7k 0 01 0 0 7k

In diesem Fall erhalten wir somit die folgende Représentation des 2-Simplex als Kno-
tenmenge

1 0 0 10 0 1 0 0
0 7 0 ],{0oa o |.,[0o =t o
0 0 =k 0 0 k! 0 0 7k

Diese Rechnungen zeigen, dass wir durch Operation der Fixgruppe Fixgp,r,17)(t) auf
s1 genau q verschiedene Simplizes ungleich s = {[j, k], [j, k + 1], [J + 1, k + 1]} mit Seite
{4, k], [j, k + 1]} erhalten.

(|

Das vorangegangene Lemma ermoglicht es uns, auch fir den Quotientenkomplex I'\ B
Aussagen iiber die Anzahl der an einer Kante anliegenden 2-Simplizes zu treffen.

Lemma 1.37 FEs gilt:

(i) Jede innere Kante [t] € S1(T'\B) ist Seite genau eines 2-Simplez [s] € Sa(T\B) mit
[t] =w [s] und Seite von hichstens q 2-Simplizes [s;] € So(T'\B) mit [s;] < [t].

(11) Jede dufere Kante [t] € S1(I'\B) ist Seite von hichstens g + 1 2-Simplizes [s;] €
So(T\B) mit [t] = [si]-

Beweis: Beginnen wir mit dem Beweis von Aussage (i):
Sei [t] € S1(I'\B) eine innere Kante und seien t1,t2 € [t]. Weiter seien s1,s2 € Sa(B)
mit t1 C s1 bzw. t3 C s9 und t1 =, s1 und to =, so. Aus der Relation t; =, s1 bzw.
to =,y sg folgt nach Lemma 1.26 die Relation ¢ = s1 bzw. t3 = so und somit aus
[t1] = [t2] die Gleichheit [s1] = [s2].
Sei weiter s € Sa(B) mit Seite t; und s} <,y t1. Wir wollen die Existenz eines Simplex
sh <,y to mit Seite to und [s}] = [s5] nachweisen.
Hierzu betrachten wir die Simplizes t := Niveau(t;) und 5 := Niveau(s}) aus W. Sei g; €
GL3(F,[T]) mit ¢15 = s} und somit g1t = t1 sowie go € GL3(F,[T]) mit got = to. Aus
der Gleichheit [t;] = [t2] ergibt sich die Existenz eines vy € T’ mit vyg;t = got. Folglich gilt
die Inklusion g, lygr € FiXGLg(]Fq[T])(’tV)' Da nach Lemma 1.36 die Fixgruppe transitiv
auf den an ¢ anliegenden beziiglich W kleineren 2-Simplizes operiert, ist § := 9y g3
ein 2-Simplex mit Seite ¢ sowie § <,y . Der Simplex sh := go§ erfiillt somit o C sb,
56 <yy tg sowie

[s5] = [928] = [vg13] = [s1]-
Der Beweis von Aussage (ii) verlauft analog zum Nachweis des zweiten Teiles der ersten
Aussage.

O
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Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Menge der erstidentifizierbaren
Simplizes in einem Bereich endlichen Niveaus liegt. Mittels dieser Aussage sowie der
Relation <y koénnen wir die Anzahl der 2-Simplizes an bestimmten inneren Kanten
aufterhalb dieses Bereiches exakt angeben.

Satz 1.38 Sei I eine Kongruenzuntergruppe und N € Fy[T| mit I'(N) C I'. Weiter sei
n = max {2, deg(N)} und [t] eine innere Kante aus S;(I'\B) mit

Niveau([t]) €  {{[j.k]lik+10} [n—1<j<k}
u{{[j K[+ 1,k + 1) yn—1<k—j}
U{{[j,k],[j—i—l,k]} \n—1§j<k0dern—1<k—j}.

Dann existiert genau ein 2-Simplex [s1] mit Seite [t] und [s1] <, [t] sowie genau ein
2-Simplex [sa] mit Seite [t] mit [t] =y [s2].

Bevor wir uns dem Beweis der Aussage zuwenden, visualisieren wir die im Satz erwéhnte
Kantenmenge am Beispiel. Die entsprechenden Kanten sind hierbei rot hervorgehoben.
Weiterhin ist die Standardweylkammer der Grofe n blau gekennzeichnet.

O——

133] 134] 135] 136] /
A S /'//

y / /
[470] 1] 2] 3 ////U

Abb. 1.5: Ausschnitt von VW mit Kennzeichnung der Kanten aus Satz 1.38 fiir n = 4

Beweis: Fiir den Beweis nutzen wir erneut die Darstellung von I'\ B als Uberlagerungen
der Weylkammern gW mit g € GL3(F,[T]).
Zu Beginn des Beweises stellen wir eine Konsequenz der Wahl der Kante [t] heraus.
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1. Das Bruhat-Tits-Gebdude

Sei t := Niveau([t]) und sei 5 € So(W) ein 2-Simplex mit Seite £ und § <,y t. Es lasst
sich leicht nachweisen, dass aufgrund der Wahl von [t] fiir alle s € S(W,,) mit s <), t
stets s <,y s folgt. Da nach Wahl der Kante [t] der Simplex s ein innerer Simplex ist,
ergibt sich fiir jeden inneren Simplex s € S(W,,) mit s <p t auch s < 3.

Wenden wir uns dem Fall zweier unter I' dquivalenten Kanten mit Niveau ¢ zu.

Seien g1, g2 € GL3(Fy[T]) mit [g1t] = [g2t]. Wie in Beweis zu Satz 1.30 kann die Existenz
eines inneren Simplex s € S(W,) mit s <y t und [g15] = [gos] nachgewiesen werden.
Nach Wahl von [t] folgt aus s <, t die Relation s <, 5 und somit die Aquivalenz der
Simplizes g15 und gos unter der Operation der Kongruenzuntergruppe I'.

Der zweite Teil der Aussage wurde bereits in Lemma 1.37 bewiesen.
O

Zum Abschluss dieses Kapitels mochten wir die vorangegangenen Aussagen beziiglich
des Quotienten I'\B an einem Beispiel veranschaulichen. Hierfiir stellen wir einen Aus-
schnitt des Quotientenkomplexes I'\B fiir den Fall ¢ = 2,T' = I'g(N) mit N = T2 4+T+1
dar. Der in der Zeichnung blau hervorgehobene Bereich kennzeichnet diejenigen Sim-
plizes deren Niveau in W, enthalten ist.

Abb. 1.6: Ausschnitt von I'\B

Die néchsten Abbildungen dienen der besseren Visualisierung des in Abbildung 1.6
dargestellten Graphens. Sie zeigen weitere Perspektiven des Komplexes.
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1.4 Struktur des Bruhat-Tits-Gebdudes

Abb. 1.8: Weitere Perspektive des Ausschnittes von I'\B
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2. Harmonische k-Koketten

Nachdem wir im vorigen Kapitel das Bruhat-Tits-Gebdude der Dimension r definiert
haben, moéchten wir im Folgenden spezielle Funktionen auf den Simplizes des Bruhat-
Tits-Gebaudes untersuchen. Hierbel werden wir fir festes & € Ng mit k& < r Abbildun-
gen auf S (B) mit gewissen Eigenschaften betrachten. Diese Eigenschaften werden sich
unter anderem auf das Verhalten der Funktionen unter der Operation einer Kongruenz-
untergruppe beziehen.

Wir werden uns anschlieffend dem uns in dieser Arbeit interessierenden Fall r = k = 2
zuwenden und werden sehen, dass in diesem Fall einige der zuvor an die Funktionen
gestellten Bedingungen trivialerweise erfiillt sind. Weiterhin wird es uns gelingen, allein
in Abhéngigkeit zur Kongruenzuntergruppe eine Obermenge des Tragers jeder entspre-
chenden Funktion anzugeben.

2.1 Definition harmonischer k-Koketten

Die folgende Definition der harmonischen Koketten entstammt der Arbeit ,,Residues on
buildings, and de-Rham cohomology of p-adic symmetric domains“ von Ehud de Shalit
[Sh].

Definition 2.1 Sei B das Bruhat-Tits-Gebdude der Dimension r sowie k € Ny mit
0 < k < r. Eine Abbildung ¢ : S (B) — C heifst harmonische k-Kokette, falls sie die
folgenden Bedingungen erfillt:

(1) Sind s = (vg,...,v;) € SJ*(B) und s" = (v1, ..., v, v0) zwei Simplizes, die sich nur
in ihrer Anordnung unterscheiden, so gilt

p(s") = (=1)*p(s).

(2) Seit € S (B) sowie d ein Typus markierter k-Simplizes. Die Menge C(t,d) sei
gegeben durch

{s € §(B) | t C s,s und t besitzen denselben ersten Knoten , Typus(s) = d}.

Z ©(s) =0.

seC(t,d)

Dann gilt
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2. Harmonische k-Koketten

(3) Sei k > 1 und sei s = ([Lol,...,[Lg]) € S§*(B). Fiir 0 < j < k sei die Menge
D(s,j) definiert durch
{([Lo], -, [Ly]) € S (B) | Ly = L; fiiri # j,L; € Ly, dim L /Ljq = 1}

Dann gilt

s€D(s,7)

(4) Sei s = (vo,...,vpy1) € Sy (B) ein markierter (k + 1)-Simpler sowie s; =

(V0 -5 0j, .., Upy1) eine k-Seite von s. Dann gilt
k+1 '
Y (=1)e(ss) = 0.
§=0

Die Menge der harmonischen k-Koketten mit Werten in C wird mit #%(B,C) bezeich-
net.

Ist k£ gleich der Dimension des betrachteten Bruhat-Tits-Gebaudes, so reduzieren sich
offensichtlich die in dieser Definition aufgefithrten Bedingungen, denn in diesem Fall
sind die Bedingungen (3) und (4) trivial bzw. leer. Weiterhin vereinfacht sich auch die
Bedingung (2), da sich fiir d lediglich die Moglichkeit d = (1,...,1) ergibt.

Betrachtet man weiter die Bedingung (1) im Fall £ = 0mod 2, so erkennt man, dass in
diesem Fall der Funktionswert der harmonischen Kokette unabhingig von der Ordnung
des Simplex ist.

Zusammengenommen motivieren diese Uberlegungen die folgende Definition.

Definition 2.2 Sei B das Bruhat-Tits-Gebdude der Dimension k. Eine Abbildung ¢ :
Sk(B) — C heifit ungeordnete harmonische k-Kokette, falls fir alle (k — 1)-Simplizes t
und die dazugehdrige Menge

C(t) ={seS(B)|tCs}

> els)=0

seC(t)

die Gleichheit

gilt. Die Menge der ungeordneten harmonischen k-Koketten wird mit H* (B, C) bezeich-
net.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir die Bedingung
> e(s)=0
seC(t)

als Harmonizitdtsbedingung bezeichnen. Die vorigen Bemerkungen zeigen, dass in be-
stimmten Féllen die harmonischen Koketten zu den ungeordneten harmonischen Koket-
ten in gewisser Weise dquivalent sind. Dies wird im folgenden Lemma beschrieben.
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2.1 Definition harmonischer k-Koketten
Lemma 2.3 Sei B das Bruhat-Tits-Gebdude der Dimension k mit k = 0mod 2. Es gilt

(1) Ist ¢ : Si(B) — C eine ungeordnete harmonische k-Kokette, so ist die durch

3:SP(B) > C, (v0, s 0x) = o({vos . v})
definierte Funktion eine harmonische k-Kokette.

(it) Ist o : S§;*(B) = C eine harmonische k-Kokette, so ist die durch

©:8(B) = C, {vo...,vx}— @((vo,...,vx))

definierte Funktion eine ungeordnete harmonische k-Kokette.

Somit miissen wir in dem uns interessierenden Fall k& = dim(B) = 2 lediglich ungeord-
nete harmonische 2-Koketten untersuchen.

Im weiteren Verlauf mochten wir spezielle harmonische k-Koketten betrachten. Diese
beschreiben wir in der folgenden Definition.

Definition 2.4 Sei B das Bruhat-Tits-Gebaude der Dimension r sowie I' eine Kon-
gruenzuntergruppe der GL,(F4[T). Fir k € Ng mit 0 < k <r sei

2% (B,C)f = {gp e #%(B,C) | o(vs) = ¢(s) fir alley €T, s e S,:,”(B)}
die Menge der I'-invarianten harmonischen k-Koketten sowie
AF(B,C)F = {gp e #°%(B,C)' | ¢ besitzt modulo T endlichen Triger }

die Menge der I'-invarianten harmonischen k-Koketten mit endlichem Trdger modulo
T.

Diese Definition tibertragen wir auf die Menge der ungeordneten harmonischen 2-Koketten.

Definition 2.5 Sei B das Bruhat-Tits-Gebaude der Dimension 2 sowie I' eine Kon-
gruenzuntergruppe der GL3(IF4[T]). Es sei

H(B,C)' = {o € H*(B,C) | p(vs) = ¢(s) fiir alley € T, s € S2(B)}
die Menge der I'-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten sowie
Hi(B,C)" = { € H(B,C)'' | ¢ besitzt modulo T endlichen Triger }

die Menge der T'-invarianten ungeordneten harmonischen 2-Koketten mit endlichem
Triger modulo T'.
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2. Harmonische k-Koketten

2.2 Trager der Funktionen aus #,(B,C)"

Nach Definition nimmt jedes Element ¢ aus H;(B,C)" nur auf einem endlichen Be-
reich des Quotientengraphen I'\B Werte ungleich Null an. Ziel dieses Abschnittes ist
es, nachzuweisen, dass dieser Bereich nicht von der Funktion ¢, sondern lediglich von
der Kongruenzuntergruppe I', genauer vom Grad des Polynoms N minimalen Grades
mit I'(N) C T, abhéngt.

Hierzu erinnern wir an den in Kapitel 1 eingefiihrten Unterkomplex W,, der Standard-
weylkammer, welcher durch die Angabe der Knotenmenge

VW) ={lj;k] |0<j<n—1undj <k <j+n—1}

definiert wurde. Ausgehend von W, zeichnen wir einen von n abhéngigen Unterkomplex
des Bruhat-Tits-Gebédudes aus.

Definition 2.6 Sei n € N. Mit B,, bezeichnen wir den mazimalen Unterkomplex von
B mit
V(B,) := {v € V(B) | Niveau(v) € W, } .

Mittels der vorigen Definitionen kénnen wir fir I' den Bereich, der den Tréger jeder
harmonischen k-Kokette aus H(B,C)" enthilt, angeben. Der Beweis des folgenden
Satzes beruht hierbei mafgeblich auf Satz 1.38, in welchem wir nachgewiesen haben,
dass an bestimmten inneren Kanten in I'\ B lediglich zwei 2-Simplizes anliegen.

Satz 2.7 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe der GL3(F4[T]) und sei N € Fy[T] mit
I'(N) C T. Weiter sei n := max{2,deg N}. Dann gilt fir alle ¢ € H,(B,C)" die
Inklusion

Supp(yp) C Sa2(By).

Beweis: Fiir den Beweis verwenden wir die Darstellung des Bruhat-Tits-Gebaudes als
Uberlagerungen von Weylkammern. Es gilt

sB) = |J gSW).
9EGLa(Fy[T))

Wir betrachten zunéchst zwei Zerlegungen der Standardweylkammer in Folgen von be-
nachbarten 2-Simplizes. Dabei werden zwei 2-Simplizes als benachbart bezeichnet, wenn
sie eine gemeinsame Seite der Dimension 1 besitzen.

Bei der ersten Zerlegung betrachten wir fiir e € N unendliche Folgen der Form

e e e e e e
we == {8071, 5072, 81’1, 8172, 3271, 82’2, .. }

si1 = {le—Lit+te—1],[e—1i+e]le,i+e]},
sig = {le—1Lji+el,[e;i+e][ei+e+1]}.
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2.2 Triger der Funktionen aus H,(B,C)"

(8,8]
(71 J17.8]

.61 7] [[6.8]

51 61 .71 (58]

4] 51 6] (7] (48]

2] 4] (5] 61 71 [38]
[2,8]
[1,8]

[0,8]

Abb. 2.1: Ausschnitt von W mit Zerlegung in die Folgen we

Die zweite Zerlegung besteht aus unendlichen Folgen der Form

’lI)e = {58717 §8,27 5?,17 532, §§71, 5572, .. }
mit
$i1 = {livi+te—1,[ii+el[i+1i+e]},
Sia = it litLiteli+litet1]}.

[8,8]
(7.8]
[6,8]
[5.8]
7] |[4.8]

.61 71 [[3.8]

el 6] (7] _|[2,8]

4] 51 6] 271 (18]

.31 .41 .51 .61 (71 [[0.8]

Abb. 2.2: Ausschnitt von W mit Zerlegung in die Folgen w,

Fiir g € GL3(Fy[T) betrachten wir zunéichst die Funktionswerte an den Simplizes gs
bzw. gsf,. Die Simplizes gs{_; 5 und gs7, sind durch die Kante

t=g{le—1,i+e—1],[e,i+e]}

verbunden. Nach Satz 1.38 existiert fiir ¢ > n zur Kante [t] im Quotientenkomplex I'\ B
genau ein 2-Simplex [s] € So(I'\B) mit Seite [¢t] und [s] <,y [t]. Dies bedeutet, dass die ¢
2-Simplizes s1, ..., sq € S2(B) mit Seite ¢ und s; <,y t unter der Operation der Gruppe
I' Aquivalent sind. Daher existieren v1,...,7,—1 € I, so dass sich die Menge C(t) der
an t anliegenden 2-Simplizes als

C(t) = {gsf,h93?—1,%7195?—1,2» e ,’Yq7195f—1,2}
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2. Harmonische k-Koketten

schreiben lasst. Aus der Harmonizitdtsbedingung sowie der I'-Invarianz von ¢ folgt die
Gleichheit

q—1
0= Z @(s) = w(gsi1) +p(gsi_12) + Z@(’Y!gsfflﬂ) = p(gsi1) + qp(gsi_12)-
seC(t) =1

Somit gilt fiir ¢ > n die Identitat

o(gs5_ 1) =—q "o(gsy).

Analog folgt mittels Satz 1.38 fiir ¢ > n — 1 die Gleichheit

o(gs51) = —q ' o(gssy).

Da ¢ modulo der Gruppe I' einen endlichen Trager besitzt, existiert ein 7 € N mit
©(gsf1) = w(gsiy) = 0 fiir alle 7 > j. Mittels der gerade gezeigten Identititen folgt
somit

¢(gsi1) = p(gsia) =0

fiur alle ¢ >n — 1.
Analog lassen sich fiir ¢ > n — 1 die Gleichheiten

©(gsi1) = w(gsi2) =0

nachweisen.
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3. Bestimmung einer Basis von

Hi(B,C)F

In diesem Kapitel mochten wir mit der Bestimmung einer Basis des C-Vektorraums
Hy(B,C)' beginnen. Hierzu werden wir H;(B,C)I' mit einem C-Vektorraum GF spe-
zieller C-Linearkombinationen von 2-Simplizes aus So(I'\B) identifizieren. Wir werden
nachweisen, dass eine endliche Basis von gi@ existiert, die nur aus Z-Linearkombination
von 2-Simplizes aus Sa(I'\B) besteht. Die Bestimmung einer solchen Basis ist Inhalt
des vierten Kapitels.

3.1 Endlichkeit der Dimension von H,(B,C)"

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass das Niveau des Tragers jeder Funktion aus
H)(B,C)'' in einem endlichen Bereich der Standardweylkammer liegt, dessen Grofe
allein von der Kongruenzuntergruppe I' abhéngt. Aus der I'-Invarianz der Funktionen
aus H;(B,C)! folgt somit die Endlichkeit der Dimension von (B, C)!. Wir mdchten
dieses Ergebnis im néchsten Satz noch einmal herausstellen.

Satz 3.1 Es gilt
dime (H)(B,C)") < oco.

Beweis: Sei p € H,(B,C)''. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass fiir jeden 2-
Simplex s € Supp(yp) die Inklusion Niveau(s) € S(W,,) gilt, wobei n den Grad des
minimalen normierten Polynoms N € Fy[T| mit I'(N) C I' sowie W,, den maximalen
Unterkomplex von W mit

VW) ={ljik] |0<j<k<j+n-1,j<n—1}

bezeichne. Wie in Satz 2.7 gezeigt, ist der Triiger jedes Elementes aus H;(B,C)'' daher
eine Teilmenge des maximalen Unterkomplexes B,, von B mit

V(B,) ={s € V(B) | Niveau(s) € VW,)}.

Sei Do(B,,,C)' die Menge aller I'-invarianten C-wertigen Funktionen auf Sy(13,,). Nach
den soeben ausgefithrten Uberlegungen koénnen wir H;(B,C)'' als C-Untervektorraum
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3. Bestimmung einer Basis von H,(B,C)"

von Do (B, C)' auffassen. Aus der T-Invarianz der Funktionen aus Do(B,,, C)'" und der
Endlichkeit des Index [GL3(F,[77) : I'] folgt

dimc (Dy(B,, C)F) < o0

und somit

dimc (Hi(B, (C)F) < 0.

3.2 Harmonische Koketten als Funktionen auf

M\B

Wie anfangs erklirt, mochten wir jeder Funktion aus (3, C)" eine C-Linearkombina-
tion von 2-Simplizes aus Sa(I'\B) zuordnen. Der erste Schritt hierbei ist die Identifika~
tion einer Funktion aus H; (B, C)" mit einer C-wertigen Funktion auf Sp(T'\B), die einer
speziellen Harmonizitdtsbedingung geniigt. Im darauffolgenden Schritt werden wir die
Harmonizitatsbedingung vereinfachen.

Die Ideen dieses Abschnittes beruhen hierbei auf Ideen der Arbeit , Jacobians of Drin-
feld Modular Curves* [GR| von E.-U.Gekeler und M.Reservat, in welcher harmonische
Koketten auf Bruhat-Tits-Bdumen, somit Bruhat-Tits-Gebduden der Dimension 1, be-
handelt werden.

Fiir eine gegebene Funktion ¢ € H,(B,C)" erhalten wir eine Funktion auf dem Quoti-
entengraphen, indem wir fiir ein Element [s] € So(I'\B) die Funktion durch

pr(ls]) = @(s)

definieren. Da ¢ I'-invariant ist, erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung, welche wir
ungeordnete harmonische 2-Kokette auf I'\B nennen. Die Menge dieser Abbildungen
bezeichnen wir mit #H,(T'\B, C).
Nach Definition der Menge H;(I'\B,C) erhalten wir als ersten Schritt eine C-lineare
Bijektion

pr: Hi(B.C)Y — H(\B,C)

¥ = $r.

Vor dem néchsten Zwischenschritt moéchten wir die Funktionen aus #,(I'\B, C) néher
beschreiben.
Aus der Endlichkeit des Trigers der Abbildung ¢ € H,(B,C)" folgt die Endlichkeit des

Trigers der Funktionen aus H(I'\B, C).
Weiter mochten wir untersuchen, wie sich die Bedingung

> @(s) =0 fiir alle t € Sy(B)
seC(t)
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3.2 Harmonische Koketten als Funktionen auf T'\B

auf den Quotientenkomplex tibertragen lasst.

Hierzu bestimmen wir fiir eine Kante ¢ € S;(B) und einen 2-Simplex s € Sz(B) mit
t C s die Anzahl der 2-Simplizes mit Seite ¢, die unter I' zu s dquivalent sind. Dazu
betrachten wir die Operation der Gruppe

Iy := Fixp(t)

auf dem Simplex s. Diese Fixgruppe operiert transitiv auf den zu s dquivalenten 2-
Simplizes mit Kante ¢. Nach der Bahnengleichung gilt daher

L I ¥
| Fixp, (s)| - |Ts]’

{5 € S2(B) [t € sund [s] = [3]} | = T - s =

wobei I'y die Fixgruppe Fixp(s) bezeichne.
Ist nun [t] € S;(I'\B) eine Kante im Quotientenkomplex und [s] € S2(I'\B) ein 2-
Simplex mit Seite [t], so muss i.A. nicht ¢ C s gelten. Aber auch hier beschreibt

die Anzahl der zu s dquivalenten 2-Simplizes aus Sa(B) mit Seite ¢. Denn:

Nach dem Beweis von Lemma 1.37 existiert ein 2-Simplex s mit ¢ C s sowie [s] = [3].
Hieraus folgt die Existenz eines Elementes v € T" mit 5 = «ys. Fiir die Méachtigkeit der
Fixgruppen ergibt sich folglich

T3] = |F78‘ = |’YF3’7_1‘ = |Ts].

Da nach voriger Uberlegung der Quotient

my(s) =

die Anzahl der zu s dquivalenten 2-Simplizes aus S2(B) mit Seite ¢ angibt und [s] = [s]
gilt, ist
Tel [T

gleich der Anzahl der 2-Simplizes aus S2(B) mit Seite ¢, die zu s dquivalent sind.
Bezeichnet

={[s] € S(I'\B) | Ji € {0,1,2} : ®h([s]) = [t]}

die Menge der 2-Simplizes aus Sa(I'\B) mit Seite [t], so folgt insgesamt

0= e®= > mls)e(s)= Y muls)er(ls).

3€C(t) [s]eC([t]) [s)eC([H])

Wir kénnen somit an dieser Stelle auch ungeordnete harmonische 2-Koketten auf dem
Quotientengraphen charakterisieren.
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3. Bestimmung einer Basis von H,(B,C)"

Lemma 3.2 Sei ¢ : So(T'\B) — C eine Funktion mit endlichem Triger. Dann liegt ¢
genau dann in Hy(T\B,C), wenn fir alle [t] € S1(T'\B) die Gleichheit

Y mu(s)e(ls]) =0
[sleC ()
gilt.
Als néchsten Zwischenschritt werden wir jeder Funktion aus H;(I'\B,C) eine Funkti-

on mit einer vereinfachten Harmonizitdtsbedingung zuordnen. Diese Funktionen sind
Gegenstand der néachsten Definition.

Definition 3.3 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe. Mit F(T'\B,C) bezeichnen wir die
Menge der Abbildungen ¢ : So(T'\B) — C, die folgende Eigenschaften besitzen:

(1) | Supp(p)| < o0
(11) Fir alle [t] € S1(T\B) gilt die Gleichheit

Y ells)=o0.

[sleC([t])

Wie bereits zuvor erwiahnt, méchten wir eine Verbindung zwischen den Elementen aus
F(I'\B,C) und den ungeordneten harmonischen 2-Koketten aus H;(I'\B, C) herstellen.
Dies geschieht im folgenden Satz.

Satz 3.4 Fiir s € So(T'\B) bezeichne T's die Fizgruppe Fixp(s). Dann ist die durch
p2 : Hi(I\B,C) — F(I'\B,C),
p = @
mat

* . 1
¢ ([s]) = ’Fs‘w([S])

definierte Funktion eine wohldefinierte bijektive C-lineare Abbildung.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass ¢* ein Element des C-Vektorraums F(I'\B, C) ist.
Da fiir jedes 5 € Sa(B) mit [s] = [s] fiir die Méachtigkeit der Fixgruppen die Gleichheit
IT's| = |T'5| gilt, ist die Definition von ¢* unabhéngig von der Wahl des Vertreters.

Die Endlichkeit des Tréagers von ¢* ergibt sich direkt aus der Endlichkeit des Trégers
von . Somit bleibt lediglich die vereinfachte Harmonizitdtsbedingung zu iiberpriifen.
Fir [t] € S1(I'\B) gilt

Y ) = n Y ‘Pﬂms]): > ﬁso([sn
[s]eC([1) sleC() °

= > mus)e((s) =0.
[s1eC (18]

Somit ist die Abbildung ps wohldefiniert.
Die C-Linearitat ist trivial. Fiir die Bijektivitdt betrachten wir die Abbildung
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3.8 Ubergang zu geschlossenen Flichen

oy : F(T\B,C)
¥

H!(F\Bv (C)

%
=o$

mit
&([s]) = |Tsle([s])-

Mit analogen Rechnungen wie im Fall ps ldsst sich leicht die Wohldefiniertheit der
Abbildung o2 nachweisen. Weiter gilt

-1
09 = pgy .

3.3 Ubergang zu geschlossenen Flichen

Wie anfangs beschrieben, streben wir an, Elemente aus H;(B,C)' mit C-Linearkom-
binationen aus 2-Simplizes des Quotientengraphens zu identifizieren. Hierzu definieren
wir zunéichst eine Art Randabbildung.

Definition 3.5 Bezeichne CS:{("\B) fiir i € {1,2} den C-Vektorraum der endlichen C-
Linearkombinationen von Elementen aus S;(T'\B). Die Abbildung

5@ . CSQ(F\B) N Csl(F\B)

set durch die lineare Fortsetzung von

definiert.

Einen einzelnen Simplex [s] € So(I"\B) bildet die Funktion dc also auf die Summe seiner
1-Seiten ab. Wir mochten in der néichsten Definition diejenigen Elemente von CS2(I'5)
ndher betrachten, die auf Null abgebildet werden.

m

Definition 3.6 Sei G := Y ay[s.] € C2I\B). Liegt G im Kern von dc, so heift G
r=1

geschlossene Fliche. Den C-Vektorraum der geschlossenen Flichen bezeichnen wir mat

Ge.
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3. Bestimmung einer Basis von H,(B,C)"

Eine C-Linearkombination von 2-Simplizes ist genau dann ein Element des Kerns von
dc, wenn sich an jeder Kante die Koeffizienten der angrenzenden 2-Simplizes zu Null
addieren. Diese Eigenschaft werden wir im Weiteren als Geschlossenheitsrelation be-
zeichnen.

Diese Bedingung erinnert an die vereinfachte Harmonizitdatsbedingung aus der Defini-
tion der Funktionen F(I'\B,C). Wir stellen diesen Zusammenhang im néchsten Satz
heraus.

Satz 3.7 Sei ' eine Kongruenzuntergruppe der GL3(F,[T7).

(i) Sei ¢ € F(I'\B,C). Dann ist

eine geschlossene Fliche.

I
(ii) Sei G := " ay[sx] € G&. Dann ist die durch

k=1

oo(ls]) = {k falls 5] = [s],

0, sonst

definierte Funktion ein Element von F(I'\B,C).

Beweis: Fiir den Nachweis von Aussage (i) betrachten wir die Gleichheiten

2
(@) =0oc( >, esDlsD= >  e(sha(s))

[s]€S2(T\B) =0 [s]eSa(T'\B)

Somit wird fiir jede Kante [t] € S1(I'\B) fiir jeden Simplex [s] € Sa(I'\B), der [t] als
Seite besitzt, die Kante (([s])-mal hinzuaddiert. Aus diesen Uberlegungen folgt mit der
Harmonizitatsbedingung

(@)=Y (Y elsh-= > o0-[=0.

[t1eS1(T\B) [s]eC([t]) [t]eS1(T\B)

Wenden wir uns dem Beweis der Aussage (ii) zu. Da G eine endliche Linearkombina-
tion ist, besitzt die Funktion ¢g einen endlichen Trager. Es bleibt somit lediglich die
Harmonizitat zu zeigen.

Hierzu sei t € S;(I'\B) eine Kante im Quotientengraphen. Existiert kein 2-Simplex,
der einen Funktionswert ungleich 0 sowie t als Seite besitzt, so ist die Harmonizitéat an
dieser Kante offensichtlich.

Betrachten wir also den Fall, dass an [t] 2-Simplizes mit Funktionswerten ungleich Null
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3.4 Ubergang zu geschlossenen Flichen tiber Z

anliegen. Seien [sg, |, ..., [s,] € S2(I'\B) alle Elemente mit ¢¢([si,]) # 0, so dass eine

S
Seitenabbildung ®%' mit ®¥'([sg,]) = [t] existiert. Da G im Kern von 4 liegt, gilt

l l

> wallse]) = ar, =0.

i=1 =1

Aus der Gleichheit ¢g([s]) = 0 fiir alle anderen 2-Simplizes in T'\B mit Seite [¢t] folgt

l
Y eclls) =Y wallsw)) = 0.
[s]eC([t]) i=1

]

Betrachtet man die in den letzten beiden Sétzen gegeben Abbildung, so ist leicht er-
kennbar, dass diese zueinander invers sind. Wir haben also die Existenz einer C-linearen
Bijektion

p3F(F\Bv(C) - g?v
v = G¥

nachgewiesen.

3.4 Ubergang zu geschlossenen Flichen iiber Z

In den letzten Abschnitten haben wir die Existenz C-linearer bijektiver Abbildungen
p1, p2 und p3 mit

(B, C) 25 #,(T\B,C) £ F(I\B,C) £ &

nachgewiesen. Wir haben somit jeder Funktion aus H,(B, C)" eine geschlossene Fliche
mit Koeffizienten in C zugeordnet. Dieses Ergebnis mochten wir im folgenden Satz
herausstellen.

Satz 3.8 Sei I’ eine Kongruenzuntergruppe. Dann ist die durch

p:H(B.C)" — Gr,
e = Gy,
mat )
G‘P = |F ’90(5)[8]
[s|eS2(T\B) '~ °

definierte Funktion eine wohldefinierte C-lineare bijektive Abbildunyg.
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3. Bestimmung einer Basis von H,(B,C)"

Beweis: Die Abbildung p entspricht der Abbildung p3 o ps o p1.
O

Wir haben somit die Bestimmung einer C-Basis von H,(B,C)'' auf die Bestimmung
einer C-Basis von ng zuriickgefiihrt.

In Kapitel 2 haben wir gezeigt, dass der Triger einer Funktion ¢ € Hy(B,C)! in dem
von I' abhingigen Unterkomplex

B, = {s € 8(B) | Niveau(s) € SW,)}

enthalten ist. Hierbei bezeichnet W,, die Standardweylkammer der Gréfie n. Durch die
Abbildung p ist es mdglich, dieses Ergebnis auf die Gruppe gf? zu libertragen.

Lemma 3.9 Sei N € F,[T] mit I'(N) CT' und sei n := max{2,deg N}. Dann gilt

gg C (CSQ (T\Bn) ]

Somit kénnen wir g$ als Kern der Einschriankung g@ der Abbildung ¢ auf CS2(M\Br)

auffassen.

Im folgenden Satz werden wir nachweisen, dass eine Basis von gf@ existiert, welche ein
Erzeugendensystem der Gruppe QIZ ist, wobei g% der Kern der Einschrédnkung éz von
dc auf die freie abelsche Gruppe Z52(M\B) gei. Die Gruppe g% werden wir zukiinftig als
Gruppe der geschlossenen Fliachen iiber Z bezeichnen.

Satz 3.10 FEs gilt
gf =Gt @z C.

Beweis: Analog zum vorigen Lemma kénnen wir g% als Kern der Einschrankung 5~Z
der Abbildung d7 auf ZS2(F\Br) auffassen. Die Z-lineare Abbildung 67 kann durch eine
endlich-dimensionale Matrix M7 mit ganzzahligen Eintrégen dargestellt werden. Da jede

\Bn)

Basis der freien abelschen Gruppe ZSQ(E\B") eine Basis von C52( ist, représentiert

die Matrix M7 ebenfalls die Abbildung dc. Hieraus folgt
Kern(dz) ®z C = Kern(dc)

und somit die Behauptung.
O

Die Uberlegung dieses Kapitels zeigen, dass jede Basis von QIZ mittels der Abbildung
p~! eine Basis des C-Vektorraums H;(B, C)'" liefert. Unsere Aufgabe ist es im nichsten
Kapitel daher, eine Basis der freien abelschen Gruppe QIZ der geschlossenen Fléchen
iiber Z zu ermitteln.
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4. Geschlossene Flachen uber Z

4.1 Gestalt

In diesem Abschnitt mdchten wir den Aufbau geschlossener Flachen analysieren. Wir
werden zeigen, dass eine geschlossene Flache allein durch ihre Summanden vom Niveau

C2 = {[070]7 [07 1]> [L 1]}

bestimmt ist.

Im 1.Kapitel haben wir in Lemma 1.35 gesehen, dass an jeder inneren Kante ¢t € S1(B)
genau ¢ 2-Simplizes s; € Sa(B) mit s; <,y t, aber nur ein Simplex s mit ¢ =,, s anliegt.
Somit lésst sich jeder Simplex aus So(B) vom Niveau Cy eindeutig zu einer Weylkammer
in B fortsetzen. Da zudem fiir innere Simplizes aus der Gleichheit =,, stets auch die
Gleichheit = beziiglich der Fixgruppe folgt, liegt, wie in Lemma 1.37 gezeigt, auch
im Quotientengraphen an jeder inneren Kante [t] nur ein 2-Simplex [s] € So(T'\B) mit
[t] =w [s]. Daher kann auch im Quotientenkomplex jeder 2-Simplex vom Niveau Co
eindeutig fortgesetzt werden.

Diese Eindeutigkeit motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1 Sei [s] = [gCa] mit g € GL3(F4[T]) ein 2-Simplex aus So(T'\B) vom
Niveau Co. Die Menge
Fr([s]) := {lgw] | w € S2(W)}

heifst Fortsetzung von [s| beziiglich T".

Im néchsten Lemma wird die besondere Stellung der Simplizes vom Niveau Cy her-
vorgehoben. So werden wir sehen, dass jeder in einer geschlossenen Fléche auftretende
Simplex in der Fortsetzung eines Summanden vom Niveau Cy liegt.

o
Lemma 4.2 SeiG = Y ay[s,] € GE eine geschlossene Fliche. Dann ezistiert zu jedem

k=1
ke{l,...,u} ein e {l,...,u} mit

(i) Niveau([sy]) = Ca,
(i) [sx] € Fr([s])-
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

Beweis: Ist [s;] vom Niveau Ca, so kann trivialerweise A = xk gewéhlt werden. Betrach-
ten wir also den Fall Niveau([s,]) # Ca. Sei [tx] € S1(I'\B) eine innere Kante und Seite
von [s,] mit [tx] =W [sk]. Nach Lemma 1.37 liegt an [t.] kein weiterer 2-Simplex vom
gleichen Niveau wie [s,], sondern lediglich 2-Simplizes [s] mit [s] <,y [tx] an. Da G
eine geschlossene Fliche ist, existiert somit ein ¢ € {1,...,r} mit [s,] <,y [sx] sowie
ein i € {0, 1,2} mit ®4([s,]) = [tx]. Die induktive Fortsetzung dieses Verfahrens liefert
einen Simplex [s)] mit Niveau([sy]) = C2 und [sx] € Fr([s,])-

O

Nach vorigem Lemma lasst sich jede geschlossene Flache in Summen iiber Fortsetzungen
von Cy aufteilen. Somit ist jede geschlossene Flache G nach eventueller Umsortierung
und Aufsplittung von der Form

>, 2. bl
A=1 [l Fr (o)

mit bs, # 0 fiir alle Simplizes [s)] mit Niveau([s)]) = C. Hierbei ist zu beachten, dass
ein Simplex [s] durchaus in der Fortsetzung mehrerer Simplizes vom Niveau Cy liegen
kann und daher mehrfach als Summand auftaucht.

Im Folgenden mochten wir den Summationsbereich weiter einschrénken. Ist N € F,[T]
mit I'(NV) C T, so gilt nach Lemma 3.9 fiir n := max{2,deg N} die Inklusion

G C 25 \En),
wobei B, den Unterkomplex von B mit
S(B,) :={s € S(B) | Niveau(s) € SW,)}
bezeichnet. Daher erscheint es sinnvoll, die Fortsetzung ebenfalls auf diesen Bereich zu
beschranken.
Definition 4.3 Sei [s] € So(I'\B). Die Menge
Fr([s]) = {[5] € Fr([s]) | Niveau([s]) € Wi}
heifit Fortsetzung der Grifie n.

Wir kénnen also den Summationsbereich auf die Fortsetzungen der Groéfse n begrenzen.
Somit ist jede geschlossene Form nach eventueller Umsortierung von der Form

d. > bl

A=1[s|leFp ([sA])

mit bs, # 0 fiir alle Simplizes [s)] mit Niveau([s)]) = Ca.

Zu Beginn des Kapitels haben wir als Ziel angegeben, nachzuweisen, dass jede geschlos-
sene Flache schon durch die Summanden vom Niveau Co bestimmt ist. Im letzten Schritt
betrachten wir die Koeffizienten bs. Es wird sich zeigen, dass die Koeflizienten b, fir
[s] € F{([s)]) bis auf das Vorzeichen dem Koeffizienten b,, entsprechen.
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4.1 Gestalt

Lemma 4.4 Sei ,
G=Y_ Y bs
A=1 [s]eFp([sa])

eine geschlossene Fliche tiber Z. Der Wert e, sei definiert durch

_ |t 35k eNy: Niveau(s) = {[j k], [j,k+ 1], [ + 1,k + 1]},
T -1 3, keNo: Niveau(s) = {[j, k], [j + LA, [ + 1,k + 1]} .

Dann gilt

G:Z:bsA Z es[s].

A=1 [s]eFp([sa])

Beweis: Sei [t] Seite eines in G auftretenden Simplex. Nach Lemma 1.37 liegen an der
Kante [t] genau ein 2-Simplex [s], der beziiglich W gleich [t] ist, sowie endlich viele
beziiglich der Weylkammer kleinere 2-Simplizes [s1], ..., [sg]. Seien [s;], ..., [s;] dabei
diejenigen Simplizes, die in der geschlossenen Fliche G als Summanden auftreten. Um
die Geschlossenheitsrelation zu erfiillen, muss der Koeffizient von [s] gerade das additive
Inverse der Summe der Koeffizienten von [s;,],...,[s;] sein. Dies wird durch die Wahl
von €, erreicht.

0

Durch das vorige Lemma haben wir unsere zu Beginn des Abschnittes getéatige Aus-
sage, dass jede geschlossene Fldche durch ihre Summanden vom Niveau Cy eindeutig
festgelegt sei, bewiesen. Wir mochten dieses Ergebnis noch einmal im folgenden Satz
zusammenfassen.

Satz 4.5 Sei N € Fy[T] mit I'(N) CT' und n := max {2,deg N}. Weiter sei
Se, (T\B) := {[s] € So(T'\B) | Niveau([s]) = Ca}

und €4 definiert wie in Lemma 4.4. Dann ist die durch
T 75 (\B)  _ 785(1\Bx)
ZGA[SA] = Za,\ Z €sls]
A=1 A=1 [s]eFE([sa])
definierte Z-lineare Abbildung injektiv. Es gilt

GLCImT.

Beweis: Die Aussage folgt aus den bisherigen Uberlegungen dieses Abschnittes.
O

Nach Wahl der zur Definition von T verwendeten Koeflizienten e, erfiillt jedes Element
aus Im Y bereits die Geschlossenheitsrelation an denjenigen Kanten, deren Niveau im
Inneren der Standardweylkammer der Grofse n liegen. Diese Menge der Kanten wird in
der folgenden Graphik fiir den Fall n = 4 veranschaulicht.
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

Abb. 4.1: Innere Kanten von Wy

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels méchten wir das Urbild & := T~1(GZ) der geschlos-
senen Flache iiber Z unter der Abbildung T bestimmen. Nach Definition der geschlosse-
nen Fliachen entspricht ¢ dem Kern der Abbildung dz o Y, wobei dz diejenige in Kapitel
3 eingefiihrte Abbildung bezeichnet, die jedem 2-Simplex aus Sz(B) die Summe seiner
Kanten zuordnet.

4.2 Bedingungen fiir geschlossene Fliachen

Ziel dieses Abschnittes ist die nithere Beschreibung des Urbildes & = Y~1(GZ) von G%
unter der zuvor eingefithrten Abbildung Y.

Da eine geschlossene Fliche G an jeder Kante vom Niveau Ci9 = {]0,0], [0, 1]} sowie
vom Niveau Ci2 = {[0,0],[1,1]} die Geschlossenheitsrelation erfiillt, gilt dies ebenfalls
fir Y~1(G). Daher zeichnen wir in der folgenden Definition all diejenigen Elemente von
7.5¢2(P\B) aus, welche an den Kanten vom Niveau Ciy bzw. Cio der Geschlossenheitsre-
lation gentigen.

Definition 4.6 Sei .
A= Z ax[sa]
A=1

mit ay € Z und [s)] € So(T\B) mit Niveau([sy]) = Co. Weiter sei ®)([s)]) die Seite vom
Niveau C1o = {[0,0], [0, 1]} sowie ®3([s,]) die Seite vom Niveau C12 = {[0,0], [1,1]}. Gilt

ZGA‘I’Q([SA]) = ZGA‘I’%([S,\]) =0,
=1 =1

so nennen wir A Anfangsfliche.
Die Menge der Anfangsflichen bildet beziiglich der Addition eine Gruppe, welche wir
mit Ar bezeichnen.

Nach den vorherigen Bemerkungen gilt
U C Ar.

Mittels der in Kapitel 1 erlduterten Relation ,beziiglich der Fixgruppe kleiner gleich”
ist es uns moglich, im n&chsten Satz genaue Kriterien angeben, wann eine Z-Linear-
kombination von 2-Simplizes vom Niveau Cy im Urbild ¢ von Q’lz liegt.
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4.2 Bedingungen fiir geschlossene Fldchen

Satz 4.7 Sei N € F,[T] mit I'(N) CI' und sei n := max {2,deg N}. Gegeben sei die
Summe

U .= i a)\[S)\]
A=1

mit ay € Z,[s\] € S2(I'\B) und Niveau([s)]) = C2. Dann ist U genau dann in U =
T*l(g%) enthalten, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) U € Ar,

(it) Y- axlta1] =0, wobei [ty 1] € S1(FE([s)])) die Kante vom Niveau {[0,n — 1],[1,n]}
A=1
bezeichne,

v

(iii) Y axltaz] =0, wobei [ty 2] € S1(F([s)])) die Kante vom Niveau {[n —1,n — 1],
A=1
[n — 1,n]} bezeichne.

Beweis: Ist G eine geschlossene Fliche, so ist die Summe der Koeffizienten der an
einer Kante [t] € S;(I"\B) auftretenden 2-Simplizes stets Null. Dies gilt selbstversténd-
lich auch fiir die Kanten vom Niveau {]0, 0], [0, 1]}, {[0,0], [1,1]}, {[0,n — 1],[1,n]} und
{[n—1,n—1],[n—1,n]}.

Wenden wir uns als der umgekehrten Beweisrichtung zu. Hierbei unterscheiden wir be-
ziiglich des Niveaus der Kanten.

(1) Kanten, deren Niveau am ,duferen Rand* von W, liegt:

[33] |[34] |[35] [36]
°

21 3] 4] 51

Wir werden sehen, dass die Geschlossenheitsrelation an diesen Kanten aus Bedin-
gung (i), also der Inklusion

> axsa] € Ar
A=1

folgt.
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

(2) Kanten, deren Niveau im Inneren von W, liegt:

Es wird sich zeigen, dass sich die Geschlossenheitsrelation bereits aus der Wahl der
Abbildung T, genauer gesagt der Wahl der Faktoren ¢, ergibt.

(3) Kanten, deren Niveau am ,inneren Rand “von W, liegt:

° o o o

[33] |[34] |[35] [36]
°

2] 3] 4] /51

$1] 21 31 £
°

Fiir diese Kanten benétigen wir zum Nachweis der Geschlossenheitsrelation die
Bedingungen (ii) und (iii), d.h. die Voraussetzung

Za)\[t)\,l] = Za)\[t)\g] = 0.
A=1 A=1

Betrachten wir diese Arten im Detail.

(1) Beginnen wir mit den Kanten vom Niveau {[0, k], [0,k + 1]} fir 0 < k. Seien
[s1], [s2] € So(T'\B) mit Niveau([s1]) = Niveau([s2]) = C2 und einer gemeinsamen
Seite

[t] = ®5([s1]) = ®3([s2])

vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}.
Sind [s1] € F*([s1]) und [s2] € F{([s2]) 2-Simplizes mit

Niveau([31]) = Niveau([32]) = {[0, k], [0, k + 1], [1, k + 1]},

sowie ®J([31]) und ®Y([32]) die Seiten vom Niveau {[0, k], [0, k + 1]}, so gilt
[1] <w ®5([51]) und [t] <y ®5([32])

Da [t], ®9([31]) sowie ®Y([32]) #ubere Kanten sind, folgt hieraus die Relation

[t] <r ®5([51]) und [t] <p ®5([52])
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4.8 Bestimmen der Anfangsfldchen

und somit die Gleichheit
D5 ([51]) = @9([52)).

Bezeichnet also [85] fiir k = 1,...,n—2 den 2-Simplex [55] € F([s,]) mit Niveau([s}]) =
{[0, k], [0,k + 1], [1, k + 1]}, so folgt aus

Y ax®i([s\]) =0
A=1
fir k=2,...,n — 2 die Gleichheit
> ax@([sh) =o.
A=1
Offensichtlich lasst sich fiir Kanten vom Niveau {[j, j],[j + 1,/ + 1]} analog argu-

mentieren.

(2) Ahnlich zum Beweis von Lemma 4.4, in welchem die Koeffizienten ¢, eingefiihrt
wurden, lésst sich zeigen, dass bereits jedes Element aus Im Y die Geschlossen-
heitsrelation an diesen Kanten erfiillt.

(3) Wenden wir uns den Kanten vom Niveau
{[k,n—14+k],[k+1,n+Ek]} bzw. {[n—1,n—1+k],[n—1,n+k]}
mit k € {1,...,n — 2} zu. Aufgrund der Relationen
{I0,n = 1], [1,n]} <w {[k;n—1+ k], [k +1,n+ K]}

und
{ln—1,n—1],[n—1,n]} <w{ln—1,n—1+k,[n—1,n+k|}.
sowie der Voraussetzung

v

D axltaa] = aaltas] =0
A=1

A=1

kann die Argumentation aus (1) auch auf diese Félle iibertragen werden.

4.3 Bestimmen der Anfangsflachen

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass das Urbild der Gruppe le der geschlossenen
Flachen unter der Abbildung T in der Gruppe Ar der Anfangsflichen enthalten ist. Da-
her mochten wir in diesem Abschnitt die Gruppe der Anfangsflichen néher beschreiben.
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

Die Uberlegungen im folgenden Absatz zeigen, dass sich jede Anfangsfliche als Sum-
me von Differenzen zweier Simplizes mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}
schreiben lasst.

v 9
Sei ) ay[sy] eine Anfangsfliche. Diese lésst sich weiter in Teilsummen 3 a;, [s;,] von
A=1 n=1

2-Simplizes [s;,] mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0,0], [0, 1]} zerlegen. Fiir diese

¥y
gilt aufgrund der Geschlossenheitsrelation die Gleichheit ) a;, = 0 und somit a;, =
n=1

9
— Y aj,. Damit gilt
n=2

191‘ 191'
Z ain [Sin] = Z air] ([Sin] - [Sil])’

Durch Aufsummieren dieser Summen erhéilt man die Aussage des vorigen Absatzes.
Offensichtlich lasst sich analog zeigen, dass sich jede Anfangsfliche auch als Summe von
Differenzen jeweils zweier Simplizes mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [1,1]}
darstellen lasst.

Die vorigen Uberlegungen motivieren die Einfithrung einer Bezeichnung der kleinsten
Untergruppe von Z5¢ (\B) " welche alle Differenzen von 2-Simplizes aus S (T\B) mit
gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]} bzw. {[0,0], [1,1]} enthélt.

Definition 4.8 Fiir[s1],[s2] € So(T'\B) mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0, 0], [0, 1]}
bzw. {[0,0],[1,1]} nennen wir die Differenz

[s2] — [s1]

einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter Art fir T'\B.
Die Z-lineare Hiille M1 bzw. My der Mengen einfacher Modulsymbole erster bzw. zwei-
ter Art bezeichnen wir als Gruppe der Modulsymbole erster bzw. zweiter Art fiir T\B.

Nach Definition erfiillt jedes Element aus M; die Geschlossenheitsrelation an jeder
Kante vom Niveau {[0,0], [0, 1]}. Ebenso geniigt jedes Element aus My der Geschlos-
senheitsrelation an Kanten des Niveaus {[0,0], [1, 1]}.

Mittels der soeben eingefiihrten Bezeichnungen ldsst sich eine alternative Beschreibung
der Gruppe der Anfangsflichen angeben. Hierbei verwenden wir die zuvor nachgewie-
sene Darstellung der Anfangsflichen als Summe von Differenzen.

Satz 4.9 FEs gilt
Ar = M1 N Mos.

Beweis: Die Uberlegungen vor der Definition der Modulsymbole fiir I'\B haben ge-
zeigt, dass sich jede Anfangsfliche sowohl als Summe von Differenzen von 2-Simplizes
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4.8 Bestimmen der Anfangsfldchen

mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0,0], [0, 1]} als auch durch Differenzen von 2-
Simplizes mit gemeinsamer Seite vom Niveau {[0,0], [1,1]} darstellen ldsst. Somit ist
jede Anfangsfliche in M; sowie in My enthalten.
Ist andererseits eine Summe von Cy-Simplizes ein Element von My sowie von Ms, so
geniigt diese Summe der Geschlossenheitsrelation an allen Kanten sowohl vom Niveau
{10, 0], [0, 1]} als auch vom Niveau {[0, 0], [1,1]} und ist somit eine Anfangsflache.

]

Im bisherigen Verlauf dieses Abschnittes haben wir somit die Bestimmung eines Erzeu-
gendensystems der Gruppe Ar der Anfangsflichen auf die Bestimmung eines Erzeugen-
densystems der Gruppen My und Mo zuriickgefiihrt. Zur Untersuchung dieser Gruppen
werden wir zunéchst das Konzept der Modulsymbole fiir den Quotientengraphen I'\ B
auf das Bruhat-Tits-Gebédude B iibertragen.

Definition 4.10 Fir sy, s2 € Sc,(B) mit gemeinsamer Kante vom Niveau {[0,0], [0, 1]}
bzw. {[0,0],[1,1]} bezeichnen wir

[817 821 =82 — 81

als einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter Art fir B.
Die Z-lineare Hiille M1 bzw. Mo der Menge dieser Elemente bezeichnen wir als Gruppe
der Modulsymbole erster bzw. zweiter Art fir .

Ein einfaches Modulsymbol ist also eine Differenz zweier Simplizes aus S1(B). Im ersten
Kapitel haben wir auf den Simplizes eine Operation der GL3(F,[T]) definiert, welche
wir auf die Modulsymbole ausweiten konnen.

Sei g € GL3(F,[T]) und [s1,s2] € M; ein einfaches Modulsymbol erster bzw. zweiter
Art. Durch lineare Fortsetzung von

gls1,s2] = gs2 — gs1

erhalten wir eine Operation der GL3(F,[T]) auf der Gruppe der Modulsymbole erster
bzw. zweiter Art.

Da unser Interesse den Modulsymbolen fiir I'\ B gilt, méchten wir den groften Quoti-
enten von M7 bzw. My betrachten, der unter der Operation von I' invariant bleibt.

Definition 4.11 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe der GL3(F,[T]). Wir bezeichnen
die Menge
M} = My/(m —~ym | m € My,y€T)

bzw.
M) = My/(m —~ym | m € M,y €T)

als Modulsymbole erster bzw. zweiter Art fir I.
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Um schlussendlich die Gruppe M1 bzw. Ms zu erhalten, betrachten wir die Projektion
7r von MY bzw. M} nach Z[Sy(I'\B)]. Hierbei kénnen wir die in Abschnitt 1.3 einge-
fiihrte Abbildung #r auf Vertreter anwenden. Dies ist offensichtlich wohldefiniert. Wir
erhalten

My = 7p(MF) sowie My = 7p(M3).

Es ergibt sich eine weitere Darstellung der Gruppe der Anfangsflachen.

Korollar 4.12 Es gilt
Ar = TI'F(er) N TI'F(MZF).

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.9.

4.4 Modulsymbole erster Art

Ziel diese Abschnittes ist es, die Gruppe M; durch Erzeuger und Relation darzustellen.
Die Ideen dieses Abschnittes beruhen dabei zu grofsen Teilen auf der Arbeit ,Modu-
lar Symbols for Fy(T)“ [Te| von Jeremy T. Teitelbaum sowie den Ausfithrungen aus
,Modulsymbole fiir Funktionenkérper “ [Tr| von Matthias Traulsen, in welchen Modul-
symbole fiir den Fall GLy(F,[T]) behandelt werden.

Hierzu wenden wir uns erneut der zuvor erwéhnten Operation der GL3(F,[T]) auf der
Gruppe der Modulsymbole erster Art zu. Mittels dieser werden wir eine Abbildung der
GL3(F,[T]) in die Gruppe M; definieren. Wir werden jedem Element aus GL3(F,[T)
hierbei ein Modulsymbol zuordnen, das durch seine Operation auf einem festen ein-
fachen Modulsymbol entsteht. Dieses feste Modulsymbol besteht zum einen aus dem
Standard-2-Simplex Cy sowie dem zur Nebenklasse

010

1 0 0)-(R)-I-KZ

0 01

gehorenden 2-Simplex Co. Der 2-Simplex Cy besteht somit aus den Knoten [0,0],0,1]
sowie aus dem zum Vertreter

Too 0 0
0O 1 0
0 0 7w

gehorenden Knoten.

Definition 4.13 Sei g € GL3(F,[T]). Wir setzen

(9)1 := g[C2,Ca] = [gCa2,9Ca].

Ferner bezeichne V1 : Z[GL3(F4[T])] — M den Homomorphismus, der von der Abbil-
dung g — (g)1 induziert wird.
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4.4 Modulsymbole erster Art

Im folgenden Lemma wird die Surjektivitdt der Abbildung nachgewiesen.
Lemma 4.14 Die Abbildung Wy ist surjektiv.

Beweis: Sei [s1, s2] ein einfaches Modulsymbol erster Art. Da die Komponenten s1, so
vom Niveau Cy sind, sowie eine gemeinsame Seite vom Niveau {[0,0], [0, 1]} besitzen,
existiert ein g € GL3(F4[T]) mit g[s1,s2] = [Ca,s]|, wobei s die Kante {[0,0], [0, 1]}
besitzt. Die Gruppe Fixqy,r,[17)(C2) lésst den Simplex Cy fest und operiert transitiv
auf den anderen Simplizes mit Kante {[0,0],[0,1]}. Daraus folgt die Existenz eines
g € Fixgr,w, ) (C2) mit g[Co, s| = [Cy,Cy]. Insgesamt gilt daher

(7' 1 = 971G [Ca, Co] = g7V [Ca, 5] = [51,52].

O

Aufgrund des ersten Isomorphiesatzes geniigt es nach vorigem Lemma, zur Bestimmung
von M; den Kern von ¥; zu kennen. Das nachfolgende Lemma zeigt, dass es hierbei
ausreichend ist, den Kern der Einschrénkung von W¥; auf die Fixgruppe der Kante
{[0,0],[0,1]} zu berechnen.

Lemma 4.15 Se:

*

G = Fixary e, ([0, 01, [0, 1]}) = + | € GL3(F,)
*

S ¥ ¥
S ¥ ¥

die Fizgruppe der Kante {[0,0],[0,1]}. Weiter sei I; < Z[G&))] das Annulatorideal des
einfachen Modulsymbols erster Art [CQ,CNﬂ, Dann gilt

Kern(¥,) = Z[GLg(Fy[T])]1.

Beweis: Die Inklusion Z[GL3(F,[7T7)]I1 € Kern(¥) ist trivial.
Sei g € Kern(W¥1) und sei X ein Vertretersystem des Quotienten GL3(F,[T)/ G(%. Dann
existieren g, € Z[G(%] mit

g = Z TGz-

zeX

Da jedes g, eine Summe von Elementen des Stabilisators der Kante C19 = {[0,0], [0, 1]}
ist, beriihren die Elemente g, [CQZVCQ] jeweils die Kante C1g als einzige vom Niveau Cyg,
d.h. jeder in der Summe g, [C3,Cs2| vorkommende 2—Simple§ besitzt die Seite C1p und
keine andere Kante dieses Niveaus. Die Symbole xg,[Ca,C2| beriihren daher jeweils
genau eine Kante vom Niveau Cyg.

Da der Quotient GL3(F,[T7)/ G&)) isomorph zur Menge der Kanten vom Niveau Cio
ist, wird jede Kante vom Niveau C1¢ von hochstens einem solchen Symbol beriihrt. Die
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

Summanden zg,[Ca, 521 beriihren somit paarweise verschiedene Kanten.
Nach Voraussetzung gilt

gC2,Co] = Y 2g,[C2,C2] = 0.

zeX
Aus den vorigen Uberlegungen folgt
xgz[Ca, C~ﬂ =0
fiir jeden einzelnen Summanden. Somit muss bereits
92[C2,C2] =0,

also g, € I; und folglich g € Z[GL3(F,[T])]11 gelten.
D

Unser néchstes Ziel ist es daher, das Ideal I, den Kern der auf Z[G&)}] eingeschrénkten
Abbildung ¥y, zu bestimmen. Hierzu fithren wir zunéchst die Matrix
010
Aj:=1[1 0 0
0 01

ein. Es gilt A2 = 1 sowie
A1]Co,Co] = [C2,Ca].

Somit gilt fiir g € GL3(FF,[T]) die Gleichheit

(gA1)1 = —(9)1-

Weiter benotigen wir die Matrix

0 1 0
Bi=-11 0
0 -1
Diese erfiillt B} = —1 und bildet den Simplex Co auf den Simplex 52 ab. Erneute

Multiplikation mit By liefert einen von Co und Cy verschiedenen 2-Simplex s. Wendet
man auf diesen ein weiteres Mal die Matrix B; an, so erhélt man den Standard-2-
Simplex Cy. Fiir ein einfaches Modulsymbol (g); = [s1, s2| gelten also die Gleichheiten

(9B1)1 = [s2,83], (9B7)1 = [s3,51] sowie (gB})1 = [s1,52] = (9)1

mit s3 € Sa(B) und somit
(9)1 = —(gBi)1 — (9B7)1-

Mithilfe dieser Elemente ist es uns moglich, das Ideal I anzugeben.

Lemma 4.16 Das Ideal 17 wird erzeugt von
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4.4 Modulsymbole erster Art

. . . . 5 * 0 %
(i) den Elementen 1 — S mit S € Fixgy,r,17)(C2) N Fixgr,r, 1) (C2) = (8 * I)’
(i) dem Element 1+ Ay,

(i4i) dem Element 1 + By + B3.

Beweis:

Sei J das von den gegebenen Elementen erzeugte Ideal von Z[G(()lg].

Die Inklusion J C I; folgt durch einfaches Nachrechnen und mittels der Bemerkungen
zu den Matrizen A; und Bj.

Wir wollen nun die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei hierfiir

o= Z )\ggell

geGé}&

o) =) Al

definiert. Wir werden im Verlaufe dieses Beweises ein zu « beziiglich J dquivalentes Ele-
ment geringerer Lange bestimmen. Induktiv kann dann insgesamt ein zu « dquivalentes
Element der Lange 0 bestimmt werden. Folglich ist a beziiglich J zu 0 dquivalent, liegt
daher in J.

Als ersten Schritt werden wir nachweisen, dass « zu einem Element ) 5\99 aquivalent
ist, fiir welches aus A, # 0 die Gleichheit A\j4,5 = 0 fiir alle S € Fix(C2) N Fix(Cy) folgt.
Hierfiir betrachten wir fiir Ay # 0 # Aga,s die Aquivalenzen

und sei seine Lange durch

/\99 + )\QAISQAIS = >‘gg + )‘gz‘hS.gAl - /\gAlsgAl(l - S) (mOd J)
= A9 — Aga,89 + Aga,s9(1 + Ar) (mod J)
= (Ag = Agass)g (mod J).

Modulo J koénnen wir somit den Koeffizienten A, durch A\; — Aja, s ersetzen und den
Summanden Ag4,59A415 entfernen. Induktiv liefert uns dieses Verfahren das gesuchte
Element 3 \,g.

O.B.d.A. kénnen wir also fiir Ay # 0 die Gleichheit Ag4,5 = 0 fiir alle S € Fix(C2) N

Fix(Cy) annehmen.
Sei g € Gg}% mit Ay # 0 und sei

9[C2,Ca] = [s1, 82].

Nach Voraussetzung liegt o in I und erfiillt somit die Gleichheit (a); = 0. Daher muss
ein s3 € Sa2(B) sowie ¢’ € G&g mit Ay # 0, sgn(Ay) = sgn(Ay) und

g'[C2,Co] = [s2, 53]

existieren. Da nach Annahme ¢’ # gA1S gilt, sind s; und s3 verschieden.
Unser nachstes Ziel ist es, ein Element 7 € GOIO mit

781 = Co, TSy = C~2 = B1Cy und 753 = 3152 = B%Cg
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

zu bestimmen. Hierbei miissen speziell diejenigen Fille beachtet werden, in welchen ein
s; dem Standard-2-Simplex Co entspricht.
Wir setzen

z—z ylxr—2) 0
z10 y10 210
z—y xz(y—=z) 0], fallbsl—<(1)8(13),52—((1)8?),33_<(1)8(1)>,
0 0 1
1 —y 0
y10 10
0 Z—Y 0 N faHSSl:CQ"Sz:(68?)’83:(28(1))’
0 0 1
T =
0 z—z O
z10 z10
1 -z 0], ﬁﬂssl—»<68?>,@-—c%33_-(égg),
0 0 1
1 —y O
10
1 —x 0], falls31:<:1v68),32—<11/00>,s3:CQ,
001 001
0O 0 1

\

Man rechnet direkt nach, dass dieses 7 die Anforderungen erfiillt. Es gilt also
79(C2, Ca] = [Ca,C] und 74/[C2, Co] = By[Ca, Cal.

Somit liegen 7g und By '7¢’ in Fix(Cy)NFix(Cs), d.h. es existieren Elemente Sy, S5 dieser
Gruppe mit 7g = S; und 7¢ = B1Ss. Diese Uberlegungen fithren uns zu folgenden
Aquivalenzen:

a=a—71 Y1+ By + B} (
=o— 7'_1(1 — Sl) — 7'_151 — T_lBl(l — Sg) — T_1B152 — T_lB% (mod J
=a—71tlrg—rtrg —771B? (
=a-g-¢ -7 'B (
Da sowohl g als auch ¢’ Bestandteil von a sind sowie sgn(\y) = sgn(Ay) gilt, haben wir

die Lange im Fall Ay > 0 um mindestens 1 reduziert. Ist A\; < 0 betrachten wir analog
die Aquivalenz

a=a+71 Y1+ By + B} (mod J)
=a+g+g +7 1B} (mod J).

Induktiv konnen wir auf diese Weise die Lange auf 0 reduzieren und somit a € J
nachweisen.

O

Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf die Gruppe der Modulsymbole erster Art beziig-
lich I iibertragen.
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4.5 Modulsymbole zweiter Art

Satz 4.17 Die Gruppe M{ ist isomorph zum Quotienten der freien abelschen Gruppe
ZI'\ GL3(F4[T1])] modulo der Relationen

'g—TgS = 0,
I'g+T'gA; = 0,
g +TgB,+TgB? = 0.

Dabei durchliuft S die Elemente von Fix(Cy) N Fix(Ca).

Beweis: Da fiir g € GL3(F,4[7T]) und v € T" die Gleichheit v(g)1 = (vg)1 gilt, ist dies
eine direkte Folgerung aus Lemma 4.16.
]

Der vorige Satz liefert uns eine Moglichkeit, ein Erzeugendensystem der Gruppe M. 1F und
somit durch Projektion auch ein Vertretersystem der Gruppe M; der Modulsymbole
erster Art fir den Quotientenkomplex I'\B zu bestimmen. Aus der Endlichkeit der
Menge I'\ GL3(F,[T7) folgt auch die Endlichkeit dieses Erzeugendensystems.

4.5 Modulsymbole zweiter Art

Da sich die Gruppe der Anfangsflichen als Schnitt der Gruppen M; und My ergibt,
mochten wir auch die Modulsymbole zweiter Art weiter untersuchen und diese Gruppe
ebenfalls durch Erzeuger und Relationen beschreiben. Hierbei werden wir feststellen,
dass sich die Ideen des vorigen Abschnittes leicht iibertragen lassen.

Wie auch bei den Modulsymbolen erster Art definieren wir ein Standardsymbol, welches
aus dem Standard-2-Simplex Cy und einem weiteren Simplex vom Niveau Cy besteht.
Hierfiir betrachten wir den durch die Nebenklasse

100
00 1| -(R-T Ky
010

gegebenen 2-Simplex (?2, welcher sich aus den Knoten [0, 0], [1, 1] und dem zur Matrix

1 0 0
0 oo O
0O 0 1

gehorendem Knoten zusammensetzt.

Sei g € GL3(IF¢[T]). Wir setzen

(9)2 := [gCa, gCa]

und bezeichnen mit Uy : Z[GL3(F4[T])] — My den Homomorphismus, der von der
Abbildung g — (g)2 induziert wird. Diese Abbildung besitzt dieselben Eigenschaften wie
die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Abbildung ¥;. Wir werden diese in den folgenden
Lemmata angeben.
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4. Geschlossene Flichen tiber 7

Lemma 4.18 Die Abbildung Vo ist surjektiv.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 4.14.

0

Somit kann die Gruppe Ms mit dem Quotienten von Z[GL3(F,[T])] modulo des Kerns
von V¥, identifiziert werden. Auch im Fall von ¥y kann der Kern durch Betrachtung
einer Teilmenge der GL3(FF,[T]) bestimmt werden.

Lemma 4.19 Se:

* * *
G = Fixgrye, ({0,011, 1}) = [0 * x| € GLy(F,)
0 *x =*

die Fizgruppe der Kante {[0,0],[1,1]}. Weiter sei Ia < Z[G((fg] das Annulatorideal des
einfachen Modulsymbols erster Art [CQ,é\Q]. Dann gilt

Kern(Vy) = Z[GL3(F4[T])] 1.

Beweis: Die Aussage kann auf die selbe Weise wie Lemma 4.15 bewiesen werden.
O

Zur Angabe des Ideals I5 miissen erneut zwei Matrizen eingefiihrt werden. Dies ist zum
einen die Matrix

)

1
A= |0
0

—_ O O

0
1
0
welche A3 = 1 sowie fiir alle g € GL3(F,[T]) die Gleichheit

(gA2)2 = —(9)2

erfiillt. Des weiteren fiihren wir die Matrix

ein, fiir welche B = —1 gilt. Sei (g)2 = [s1,s2] ein einfaches Modulsymbol. Dann
gelten die Gleichheiten

(9B2)2 = [s2, 53], (9B3)2 = [s3,51] sowie (9B3)2 = [s1,52] = (9)2

mit s3 € Sp(B) und somit
(9)2 = —(9B2)2 — (9B3)2.

Diese Matrizen ermdoglichen es uns, das Ideal Is zu beschreiben.
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4.5 Modulsymbole zweiter Art

Lemma 4.20 Das Ideal 15 wird erzeugt von

(i) den Elementen 1 — S mit S € FiXGLg(IFq[T})(CQ) N FiXGLg(Fq[T])(CAQ) = <§ (I) (:))7
(ii) dem Element 1+ As,

(i4i) dem Element 1 + By + B2.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 4.16, lediglich die dort
auftretende Matrix 7 muss abgeéndert werden. So setzen wir in diesem Falle

S O = O O = O O = O O =
@)
)

Somit kénnen wir auch die Gruppe der Modulsymbole zweiter Art beziiglich I' beschrei-
ben.

Satz 4.21 Die Gruppe M3 ist isomorph zum Quotienten der freien abelschen Gruppe
ZI'\ GL3(F,[T1])] modulo der Relationen

'g—-TgS = 0,
Fg + FgA2 = 07
Ig+TgBy+TgB: =

Dabei durchliuft S die Elemente von Fix(Cy) N Fix(Ca).

Beweis: Siehe Beweis zu Satz 4.17.
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4.6 Modulsymbole fiir ['y(N)

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir vermehrt spezielle Kongruenzuntergruppen
der Form

a b c
Fo(N)=<veGL3(Fy[T]) |v=|0 e f| (modN)
0 0 <

mit a,b, ¢, e, f,i € Fy[T] betrachten. Daher méchten wir in diesem Abschnitt die Grup-
pen der Modulsymbole fiir besagte Gruppen betrachten.

Fiir die Bestimmung der Modulsymbole bendtigen wir ein Vertretersystem der
Lo(N)\ GL3(Fy[T1).

Hierzu zitieren wir zunédchst ein Lemma aus [Mii], welches angibt, unter welchen Be-
dingungen zwei Elemente der GL3(F,[T']) unter der Operation der I'og(N) dquivalent
sind.

Q Qe
0
Q1
L SN
[ e

b
e
h

~
~

Lemma 4.22 Sei A = ( > € GL3(F,[T)). Fir eine Matriz A = ( ) €
gha

GL3(F,[T]) gilt A € To(N)A genau dann, wenn ein Polynom y € Fy[T] sowie zu N
teilerfremde Polynome x, z € F,[T] mit

_ (‘Z

9

620G

Beweis: Siehe [Mii.

“f> mod N

o>t O

7

existieren.

O

Das vorangegangene Lemma zeigt uns, in welcher Weise wir eine Matrix abédndern kon-
nen, ohne die jeweilige Aquivalenzklasse zu verlassen. Insbesondere sehen wir, dass die
erste Zeile beliebig gewéhlt werden kann, so lange die so entstandene Matrix weiterhin
iiber F,[T] invertierbar ist. Mithilfe dieser Bedingungen ist es uns mdglich, im Falle,
dass N irreduzibel ist, ein vollstdndiges Vertretersystem anzugeben.

Lemma 4.23 Sei N € F,[T] irreduzibel und sei X ein vollstindiges Vertretersystem
von Fg[T]/(N). Dann ist die Menge

Xo(N) = {(ézg) \d,g,heX}U{(gég) |g,heX}
() 100 X} {(TH) 19)
ol (850) Teextu{(8a)}

ein vollstindiges Vertretersystem von I'o(N)\ GL3(F,[17]).

1
d
9
0
0
1
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4.6 Modulsymbole fiir T'o(N)

Beweis: Da N irreduzibel ist, ist Fy[T]/(N) ein Koérper. Somit ist jedes Element aus
Fy[T]\{0} modulo N invertierbar. Wir konnen jeweils den letzten nichttrivialen Eintrag
der dritten Zeile durch Multiplikation mit dem Inversen modulo N normieren. Wir
erhalten somit fiir die untere Zeile die Moglichkeiten

(g h 1),(g 1 O) und (1 0 0),

wobei g und h ein Vertretersystem von Fy[T]/(N) durchlaufen.

Die Normierung eines Eintrages der letzten Zeile ermoglicht es uns immer, durch Addi-
tion eines entsprechenden Vielfachens der dritten Zeile zur zweiten Zeile, einen Eintrag
der mittleren Zeile zu eliminieren. Anschliefsend kénnen wir auch schon zuvor bei der
unteren Zeile auch in der zweiten Reihe den letzten nichttrivialen Eintrag normieren.
Insgesamt ergeben sich somit fiir die unteren beiden Zeilen folgende Moglichkeiten

d 10 1 00 d 0 1 1 00 0 e 1 010

g h 1)J°’\g h 1)J'\g 1 0/’\g 1 0/°\1 0 0/’\1 0 0/’
wobei d, e, g und h ein vollstdndiges Vertretersystem von F,[T]/(N) durchlaufen.
Wie man leicht iiberpriifen kann, konnen die unteren beiden Zeilen jeweils durch eine

der Zeilen

(1 0 0), (0 1 0) oder (0 0 1)

zu einer Matrix mit Determinante +1, also einem Element der GL3(F,[T]) ergénzt
werden.

O

Wir haben gesehen, dass die Aquivalenzklasse einer Matrix modulo I'g(N) unabhiingig
von der Wahl der oberen Zeile ist. Dies motiviert die folgende Definition.

abc
Definition 4.24 Sei <d e f) € GL3(IF,[T]). Wir definieren das Manin-Symbol (;l N J:)N
ghi
als
a b c
<d ° f) =To(N)|d e f
h 1
g N g h i

Nach den Erkenntnissen der letzten beiden Abschnitte lassen sich die Gruppen er o(M)

und ]\42F o) mithilfe der Manin-Symbole beschreiben.

Lemma 4.25 a) Die Gruppe ero(N) ist isomorph zur freien abelschen Gruppe auf den

Manin-Symbolen modulo der Relationen
d e f\ [(ad ~ve Bd+de+ef _ 0
g h i)y ag Yh Bg+ohtei) 7

d e f e d f _
<9hi>N+<h9i>N_0’
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d e f (e d+e —f n —d—e d f .
g h i)y —h g+h —i), —g9—h g i)y
fiir a,v,e € By und 3,0 € Fy.

b) Die Gruppe M;O(N) ist isomorph zur freien abelschen Gruppe auf den Manin-Symbolen

modulo der Relationen
d e f ad pBd+de ~vyd+ef
‘ - . = 0,
g h i)y ag Bg+oh yg+ei),
doe NN (dhe)y
g h i)y g i h)y
doe Jy (T4 of et fy (4 memfoey
g h i)y —g —i h+i)y g —h—i h),
fiir a,6,e € F7 und B, € Fy.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.17 und Satz 4.21.
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5. Berechnung einer Basis von Q?

Im vorigen Kapitel haben wir die Bestimmung der Gruppe g% theoretisch behandelt.
Genauer gesagt wurden die zugehorigen Summen von 2-Simplizes aus Sy(I'\B) vom Ni-
veau Cp, d.h. das Urbild « = Y~1(GZ), beschrieben.

Wir werden ausgehend von diesen Uberlegungen des letzten Kapitels erliutern, wie aus
einem Vertretersystem von I'\ GL3(FF,[T) algorithmisch in endlicher Zeit eine Basis der
Gruppe U berechnet werden kann. Durch Abbilden dieser Basis mittels der Funktion T
erhalten wir eine Basis der Gruppe g% der geschlossenen Fléachen tiber Z.

Dieses Verfahren zur Bestimmung einer Basis von U/ wurde im Zuge der Arbeit fiir
den Fall I" = I'g (V) fiir irreduzible Polynome N € F,[T] im Computer-Algebra-System
Mathematica implementiert. Daher gehen wir an einigen Stellen ebenfalls auf die pro-
grammiertechnische Umsetzung ein. Die entsprechende Mathematica-Datei findet sich
in der Anlage zur Arbeit.

Die einzelnen Zwischenschritte werden wir anhand eines Beispieles fiir den Fall ¢ = 2
erldutern.

5.1 Ablauf des Verfahrens

Bevor wir das Verfahren im Detail betrachten, beschreiben wir zunichst den groben
Ablauf dessen. Wir werden dafiir im Folgenden die einzelnen Schritte auffiihren, welche
bei der Bestimmung Basis von T*l(g%), ausgehend von einem Vertretersystem Vr von
I'\ GL3(IF4[T]), durchlaufen werden.

Eingabe
o Vertretersystem Vi von I'\ GL3(F,[17)

Ablauf

(1) Bestimmen einer Basis der Gruppe M{ bzw. M3

(1.1) Reduktion von Vi beziiglich der Relation

I'g+TgA; =0bzw. 'g+TgAs =0
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5. Berechnung einer Basis von G&

(1.2) Reduktion des in (1.1) reduzierten Vertretersystems beziiglich der Relation
Tg—TgS =0,

wobei S alle Elemente des Schnittes Fixgp, ,[17)(C2) N Fixgr,(r, [T])(gg) bzw.
FiXGLg(Fq [T])(CQ) N FiXGLg(]Fq [T])(CQ) durchlauft
(1.3) Reduktion des in (1.2) reduzierten Vertretersystems beziiglich der Relation

I'g+TgB; +TgB} =0bzw. g+ TgBy +TgBs =0
(1.4) Erstellen von Basen der Gruppen M} bzw. MJ mittels der Zuordnung (g); =
[9C2, gCa] bzw. (g)2 = [gC2, 9Ca]
(2) Bestimmen einer Basis der Gruppe M bzw. My mittels der Projektion
(3) Bestimmen einer Basis der Gruppe der Anfangsflichen mittels Ap = M; N Mo
(4) Bestimmen einer Basis der Gruppe U = Y~1(G%)

(4.1) Bestimmen einer Basis der kleinsten Untergruppe ") < Ap, welche alle
Elemente ) ax[sy] mit > ay[ta1] = O enthélt, wobei [ty1] € Fr([ss]) die
Kante vom Niveau {[0,n — 1], [1,n]} bezeichne

(4.2) Bestimmen einer Basis der kleinsten Untergruppe U < UV, welche alle Ele-
mente Y ax[sy] mit > ax[ty 2] = 0 enthélt, wobei [ty 2] € Fr([s)]) die Kante
vom Niveau {[n — 1,n — 1], [n — 1,n]} bezeichne

Ausgabe
e Basis (Uy,...,U,) der Gruppe U = T~(G%)

Wir werden die einzelnen Punkte in den folgenden Abschnitten nédher erkléren.

5.2 Bestimmen der Modulsymbole M{ bzw. M;
fur I

In diesem Abschnitt méchten wir die Bestimmung eines Erzeugendensystems der Grup-
pe er der Modulsymbole erster Art erlautern. Fiir die Gruppe M; der Modulsymbole
zweiter Art kann analog verfahren werden.

In Satz 4.17 haben wir die Gruppe er durch Erzeuger und Relationen beschrieben. So
haben wir gesehen, dass M{ isomorph zur freien abelschen Gruppe Z[I'\ GL3(F,[T])]
modulo der Relationen

(1)  Tg+TgA; =0,
(2) Tg—-TgS=0,
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5.2 Bestimmen der Modulsymbole M{ bzw. M fiir T

(3) Tg+TgB +TgB?=0

ist. Dabei durchlauft S die Elemente von FiXGLg(]Fq[TD(CQ) N FiXGLg(]Fq [T])(é;)

Das zu reduzierende Vertretersystem der I'\ GL3(FF,[T]) konnen wir als Liste V- abspei-
chern. Aufgrund der Endlichkeit von Vi kann in endlich vielen Schritten stets zu jeder
Matrix g € GL3(F,4[T) ein Element g, € Vr mit I'g = I'g,, bestimmt werden.

Fiir den Fall I' = I'g(/V) mit irreduziblem N € F,[T] haben wir in Lemma 4.23 ein Ver-
tretersystem bestimmt. Der Beweis zu Lemma 4.23 zeigt weiter, wie in diesem Fall zu
jeder Matrix g € GL3(IF,[T]) algorithmisch ein kanonischer Vertreter der Nebenklasse
aus Vr bestimmt werden kann.

5.2.1 Reduktion beziiglich der ersten Relation

Zum Auswerten der ersten Relation bestimmen wir fiir das erste Element g der Liste
Vr den kanonischen Vertreter g von gA;. Gilt g = g, so speichern wir g in einer neu

angelegten Liste M1(0)7 der zu Null &quivalenten ab. Anderenfalls fiigen wir einer neu
angelegten Liste Ml(l) das Paar

((ga 1) ’ (ga _1))

hinzu. Anschliefsend entfernen wir die Elemente g und g aus der Liste V1 und beginnen
erneut mit der Untersuchung des ersten Elements der gekiirzten Liste V1.

5.2.2 Reduktion beziiglich der zweiten Relation

Bei der Auswertung der zweiten Relation verfahren wir nahezu analog zur Auswertung
(1)

der ersten Relation. Beginnend beim ersten Element g des ersten Paares der Liste M11
berechnen wir die kanonischen Vertreter der Produkte ¢S fiir alle

. ) ~ * 0 *
S e FIXGLS(Fq[T])(CQ) N FlXGLs(Fq[T])(CQ) - (8 0 I)

und erhalten so Elemente g1, ..., ¢y. Anschliekend vereinigen wir all diejenigen Paare
aus Ml(l), welche eines der Elemente g; enthalten, samt Koeffizienten zu einer Menge.
Ist eines der Elemente g1, ..., gy in der Liste der zu Null dquivalenten Elemente ent-
halten, so fiigen wir die Matrizen der zuvor bestimmten Menge dieser Liste hinzu.
Anderenfalls speichern wir die Vereinigungsmenge als Eintrag einer neu angelegten Lis-
te M1(2) ab.

Anschlieftend 16schen wir die in der Vereinigungsmenge vorkommenden Paare aus der
Liste Ml(l) und wiederholen das Verfahren mit dem ersten Eintrag des ersten Paares
der verkiirzten Liste.
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5. Berechnung einer Basis von G&

5.2.3 Reduktion beziiglich der dritten Relation

Wenden wir uns der Reduktion beziiglich der dritten Relation zu. Unser Vorgehen ba-
siert hierbei auf der bereits zuvor erwdhnten Arbeit ,Modulsymbole fiir Funktionen-
korper* [Tr| von Matthias Traulsen, in der Modulsymbole fiir den Fall der GL(FF4[T7)
untersucht werden.

Sei Ml(g) die Liste der jeweils ersten Elemente der Eintrage der Liste MI(Q). Weiter sei [
die Lange der Liste M1(3) .

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem, das wir erhalten, in dem wir fiir jedes
g e Mfg) in der Gleichung

g9+9B1+gB} =0

die Elemente gB; und gB? durch die unter der ersten und zweiten Relation dquivalen-
ten Elemente aus MI(S) mit entsprechendem Vorzeichen ersetzen. Ist hierbei eines der
Elemente von gB; und gB? zu Null dquivalent, so wird der entsprechende Summand
gestrichen.

Das so entstandene lineare Gleichungssystem kénnen wir durch eine | x [-Matrix mit
Eintrégen darstellen, welches wir beispielsweise mittels des Gaufs-Algorithmus reduzie-
ren. Sei NPS die Menge der Nicht-Pivotstellen der reduzierten Matrix.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Menge

{gi eM® |ie NPS}

eine Basis des Quotientenmoduls (M 1(3)>Z /Rs ist, wobei R3 den Untermodul bezeichnet,
welcher von den zuvor durch die Gleichungen beschriebenen Relationen erzeugt wird.
Es ist offensichtlich, dass die Méchtigkeit der Basis von <M1(3)>Z /R3 der Anzahl der
Nicht-Pivotstellen entspricht. Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit der Menge zu zeigen.
Seien b; € Z mit

> bigi+ Rs =0+ Ry,
1ENPS

Dann ist die Summe ) _ b;g; durch die Relation in R3 bwz. somit die Gleichung > b;g; =
0 durch die zuvor aufgefiihrten linearen Gleichungen darstellbar. Da es sich jedoch bei
den Indizes ¢ aus NPS um Nicht-Pivotstellen handelt, ist dies nur fiir b; = 0 mdoglich.

5.2.4 Erstellen einer Basis von M|

Bezeichnet (g); das zu einer Matrix g € GL3(F,[T) gehorende Modulsymbol erster Art,
so erhalten wir mit

{9211 i € (i e NP}

ein Vertretersystem der Basis der Gruppe M 1F der Modulsymbole erster Art beziiglich I'.
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5.3 Bestimmen der Modulsymbole My bzw. My fir I'\B

5.2.5 Ein erstes Beispiel

Wie zuvor erwahnt, méchten wir ein erstes Beispiel betrachten, welches wir im weiteren
Verlauf dieses Kapitels wiederholt aufgreifen werden.

Beispiel 5.1 Es sei ¢ = 2 und I' = Tg(N) mit N = T2 + T + 1 € F,[T]. In diesem
Fall besitzt die freie abelsche Gruppe Z[['o(N)\ GL3(IF4[T])] ein Erzeugendensystem der
Maéchtigkeit 105. Nach Anwendung der ersten Reduktion zur Bestimmung der Gruppe
M7 der Modulsymbole erster Art, reduziert sich die Liste auf 49 Elemente. Die weitere
Reduktion nach der zweiten Relation ergibt eine Liste von 15 Elementen. Durch die
abschlieffende Reduktion modulo der dritten Relation erhalten wir

i = (((@80), (1), (1), (i), (G
(34 0), (GF0)) - (D), (1) =

Die Méchtigkeit der Listen nach Reduktion modulo der Relationen zur Bestimmung der
Gruppe MJ verhalten sich analog. Der Algorithmus liefert
). ((511)
110 )
001 2
0
i .
T

= (), (GER)),- (03 9), (G

(4 8)), (G), ((149), ((139)),)-
Fiiri € {1,2} und g € GL3(F,[T]) bezeichnet hierbei (g); die Nebenklasse des Elements
(9)i € M; beziiglich der Gruppe (m —ym | m € M;,v € I')z.

SO

0
1
T

oo
N~o
=l

| mroo

N~o
OO ’—‘

oo
—_O

OO

5.3 Bestimmen der Modulsymbole M; bzw. M,
fir ['\B

Zur anschlieftenden Bestimmung der Anfangsflichen Ar als Schnitt der Gruppen
My = mp(MF) und My = n(M;)

projizieren wir das Erzeugendensystem von M{ bzw. MJ auf I'\B.

Hierzu bringen wir zunéchst all diejenigen im Erzeugendensystem von er bzw. M{
vorkommenden Simplizes, die im Quotientenkomplex I'\B zueinander dquivalent sind,
auf einen gemeinsamen Vertreter. Diese Anpassung geschieht im Hinblick auf die fol-
gende Bestimmung der Anfangsfliichen gleichzeitig fiir die Erzeugendensysteme von M{
und M2F .

In der programmiertechnischen Umsetzung liegt an diesem Punkt die Gruppe M} bzw.
MY als Liste der Form

{ ((gilal)v(giQa_l)) | 1= 1?"'>k}
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5. Berechnung einer Basis von G&

vor, wobei die Matrix g;; € GL3(F4[T]) den Simplex g;;Co € Sc,(B) représentiert.

Um zu iiberpriifen, ob fiir zwei Matrizen g1, g2 € GL3(F,4[T]) die Gleichheit [g1Ca] =
[g2C2] gilt, erinnern wir an Satz 1.21, nach welchem die Simplizes g1C und g2Co genau
dann unter der Operation der Kongruenzuntergruppe I' dquivalent sind, wenn ein g €
Fixgr, ) (C2) mit 9299+ € T existiert. Da die Gruppe Fixqr,,r))(C2) endlich
ist, kann die Aquivalenz der Elemente ¢;C> und ¢2Co somit in endlich vielen Schritten
entschieden werden.

Dies ermoglicht es uns, die Liste

{ ((gi1,1), (gi2, 1)) | i =1,...k}

durch eine Liste
{ (Gi1,1), (G2, —1)) | i=1,...k}

mit [g;;Ca] = [¢i;C2] zu ersetzen, so dass die Matrizen g¢;,;, und g;,;, genau dann gleich
sind, wenn die zugehorigen Simplizes unter I' dquivalent sind. Diese Liste spiegelt dann
die projizierte Basis der Gruppe M] bzw. M. wider.

Die projizierten Erzeugendensysteme liefern uns Auskunft dariiber, welche 2-Simplizes
in I'\B an einer Kante vom Niveau {]0,0],[0,1]} bzw. {[0,0],[1,1]} zusammenh&n-
gen. Wir erhalten so eine Liste von Listen von 2-Simplizes, die eine gemeinsame Seite
vom Niveau {[0,0], [0,1]} bzw. {[0,0],[1,1]} besitzen. Indem wir fiir jede solche Liste
{[s1],--.,[sm]} die Differenzen [s1] — [s;] fiir i = 2, ..., m bilden, erhalten wir eine Basis
von M1 bzw. Mo.

Wir fiithren an dieser Stelle Beispiel 5.1 fort.

Beispiel 5.2 Durch das oben beschriebene Verfahren kénnen wir aus den in Beispiel
5.1 bestimmten Gruppen M{ und M) die Gruppen M; und My ermitteln. Die Sim-
plizes aus Sc,(B) werden hierbei durch Matrizen der GL3(IF4[T]) représentiert. Die
Rechnungen liefern

M= (e8] - LG LGT] - (Gt [ 3D)] - L]
(08D] - [ED] [ D] - 1G] 1004 D] - 142 8)
GO LGAD] G0 - [G]GTO]- LG

Moo= (((030)] - LT L] - [ (D] - [GD]
(4, )] - (D] [CR80)] - (e8] LG ] - [(Ra)]
(DI G EDLLGED] - [ETD] G D] - [(48)])
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5./ Bestimmen der Anfangsflichen Ar
5.4 Bestimmen der Anfangsflachen Ar

Wie zuvor erwihnt, ist die Gruppe Ar der Anfangsflichen der Schnitt der Gruppen M
und Mas. Zur Vereinfachung der Rechnung beschrianken wir uns bei der Schnittbildung
auf das Erzeugnis derjenigen Modulsymbole des Erzeugendensystems, welche aus 2-
Simplizes bestehen, welche sowohl in M sowie My auftauchen. Wir bestimmen Ar als
den freien Untermodul von M, der durch die so reduzierte Menge von Modulsymbolen
erzeugt wird. Hierzu nutzen wir das aus der linearen Algebra bekannte Verfahren zur
Bestimmung einer Basis eines Untermoduls eines freien Moduls.

Kommen wir zuriick zu unserem Beispiel.

Beispiel 5.3 Die oben beschriebene Berechnung des Schnittes der in Beispiel 5.2 be-
stimmten Gruppen M; und My liefert

A= G AY)] - ()]
()] (G ] [ ED] - 1G4, D)
[CE3)]-[GED] LRI - 1(85D)] + [GED)] + [(GE8)D=

Die Matrizen repréasentieren hierbei erneut Simplizes aus Sc, (B).

5.5 Bestimmen der Gruppe U

In Kapitel 4 haben wir das Urbild U = T*l(g%) als Untermodul des freien Z-Moduls
Ar der Anfangsflichen beschrieben. Eine Anfangsfliche

12
Z ax[sy] € Ar
A=0
liegt dabei genau dann in U, wenn
12 v
Z ax[tr1] =0= ax[tx 2]
A=0 A=0

gilt, wobei [ty1] € Fr([s)]) die Kante vom Niveau {[0,n — 1],[1,n]} sowie [ty2] €
Fr([sy]) die Kante vom Niveau {[n — 1,n — 1], [n — 1,n|} bezeichne.

Die Bestimmung erfolgt in zwei Schritten. So ermitteln wir zunéchst die Basis eines Un-
termoduls ™M) von Ar, der all diejenigen Anfangsflichen beinhaltet, die die Bedingung
Y- ax[ta1] = 0 erfiillen. Anschliefend bestimmen wir durch Untersuchung des Verhal-
tens an den Kanten vom Niveau {[n — 1,n — 1], [n — 1,n]} eine Basis der Gruppe U als
Untermodul des zuvor bestimmten freien Moduls 241,
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5. Berechnung einer Basis von G&

5.5.1 Bestimmen einer Basis von /(!

Sei
{A1,..., An}

die zuvor bestimmte Basis der Gruppe Ar. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass
jedem 2-Simplex [s] € S2(I'\B) vom Niveau Cy durch Fortsetzung genau eine Kante
[ts] € S1(I'\B) vom Niveau t := {[0,n — 1], [1,n]} zugeordnet werden kann. Auf diese
Weise ordnen wir jeder Anfangsflache

Vi
Ap = Z (spx [ska]
A=1

die Summe
U
Z Aspx [tSkx]
A=1

von Kanten zu.

Bei der erfolgten programmiertechnischen Umsetzung liegt die bisher bestimmte Basis
{A41,..., A} der Gruppe der Anfangsflachen als Liste der Form

{{(gkmam)l)\zl,...,uk} |k:1,...,m}

vor, wobei die Matrix ggx den Simplex [gi\Ca] € Sc, (I'\B) représentiert.

Nach Satz 1.21 sind fiir g1, g2 € GL3(F,[T") die Simplizes g1t und got genau dann unter
[’ dquivalent, wenn ein g € Fixqr, (7)) (t) mit g2997 1 e T existiert. Die Aquivalenz
zweier Simplizes g1t und got kann daher in endlich vielen Schritten getestet werden.
Aus der Liste

{{(gkmak,\)!/\zl,...,uk} \k:l,...,m}

kann daher in endlicher Zeit eine Liste

{ {(gkx,g}},amﬂ)\:l,...,uk} |k:1,...,m}

mit [grat] € Fr([geaCz]) gewonnen werden, wobei zwei Eintriige g, x, und gr,x, genau
dann gleich sind, wenn [gg, x,t] = [Gronot] gilt.

Anschlieftend erstellen wir eine Liste aller im fortgesetzten Erzeugendensystem vorkom-
menden Kanten
{[ta], -, [t:]}

vom Niveau {[0,n — 1],[1,n]} und stellen die Summen

Vg
Z NN
A=1
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5.5 Bestimmen der Gruppe U

als Koeffizientenvektoren beziiglich der Basis {[t1],. .., [tr]} dar.

Wir haben somit jeder erzeugenden Anfangsfliche Ay einen Vektor vy € Z" zugeordnet,
der ihr Verhalten an den Kanten vom Niveau {[0,n — 1], [1,n]} widerspiegelt.

Nach dem aus der linearen Algebra bekannten Verfahren zu Bestimmung von Basen
von Untermoduln freier Moduln, suchen wir fiir £k = 1,...,m, falls vorhanden, eine
Z-Linearkombination

k k
Z bzk:Az mit Z bikvi =0
=1 =1

mit nichttrivialem und betragsméfig minimalen bgg.
Wir berechnen daher fiir k = 1,...,m die Losungsmenge L. des homogenen Gleichungs-
systems

(vl...vk):()

und bestimmen, falls vorhanden, ein Element
(blka . 7bkk) clL

mit bgr # 0 sowie |bgr| minimal. Existiert ein solches Element, so liegt die Summe
k

birA; in einer Basis von UM,
=1

(2

Beispiel 5.4 Ausgehend von der in Beispiel 5.3 bestimmten Basis der Anfangsflachen
ergibt sich

5.5.2 Bestimmen einer Basis von U/

Zur Bestimmung einer Basis der Gruppe U verfahren wir analog wie im vorigen Ab-
schnitt, beginnen jedoch diesmal mit dem Erzeugendensystem von ¢(") und betrachten
die Fortsetzung an den Kanten vom Niveau {[n — 1,n — 1],[n — 1,n]}.

Mithilfe des soeben vorgestellten Verfahrens kénnen wir aus dem in Beispiel 5.3 gewon-
nenen Erzeugendensystem von Ar eine Basis der Gruppe U des Urbildes der geschlos-
senen Flachen iiber Z bestimmen.

Beispiel 5.5 Jede der Flichen der in Beispiel 5.4 bestimmten Basis aus (1) erfiillt in
diesem Fall die zweite Bedingung. Es gilt somit

U=u,
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5. Berechnung einer Basis von G&

5.6 Zusammenfassung

Insgesamt haben wir in diesem Kapitel beschrieben, wie ausgehend von einem Vertreter-
system des Quotienten I'\ GL3(IF,[T']) in endlich vielen Schritten eine Basis des Urbildes
U = Y71(GZ) bestimmt werden kann. Die Anwendung der Abbildung Y auf diese Basis
liefert eine Gruppe g% der geschlossenen Fléachen tiber Z.

Im Verlauf dieses Kapitel haben wir zur Verdeutlichung der einzelnen Zwischenschritte
das Beispiel der Kongruenzuntergruppe I'o(N) mit N = T2 + T + 1 fiir den Fall ¢ = 2
mehrfach aufgegriffen.

Wir méchten an dieser Stelle noch einmal die einzelnen Ergebnisse auffithren. Hierbei
orientieren wir uns an dem in Abschnitt 5.1. angegebenen Verlauf des Verfahrens.

Fiir eine Matrix g € GL3(K o) bezeichne hierbei [g] den 2-Simplex [©2(g)] € S2(T'\B),
wobei ©2(g) der zur Matrix g gehorende 2-Simplex aus Sa(B) sei.

(1) Basis der Gruppe M :

(2) Basis der Gruppe Mj:

(B88)] - [CEa8)] - LCE0)] - (R4 [ 18] - [(£39)]
(30)] - LG [T - [Ga8)] 1004 D)) - 1G]
(RO LD AGE D) - LGDL G- (4]
A9 -G 1E0)] - (D] [ 18] - [(£39)]
LG, )] - LG [C8E)] - 1G] (G )] - [(2a )]
(O] 1GEADLLEED] - [ETD] 1G] - [0 1)
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5.6 Zusammenfassung

Bilden wir die so bestimmte Basis mittels der Abbildung T ab, so erhalten wir die
geschlossenen Fléchen

0 10 010 0 10 100 010 100
6 = (LD [GID]- ICEAD GA DI+ [ (A D)
T+1T 1 T11 TH1T 1/ \0 7eo O T11/ \0 7eo O
100 0 10 010 1 0 0
G o= [(039)]+ (A, 20)] - [(F28)] - [(2.5,2)]
TT1 T+1T 1 TT1 TT+11
100 100 0 10 100
—[(010)(001)}—[( 1 00)(001)}
TT1 0 7o O T+1T 1 0 Too O
248) (38 O]+ [(2.0 8 (48
+{<TT1)(Oﬂooo>}+[<TT+ll>(07roo0>}'

LD (LD =[G (B.)]
& =104 08)] - L)

Da wir von einer Basis des Urbildes Y~1(G%) ausgegangen sind, gilt

und somit

GL = (Gy,G9)z.

Zum Abschluss dieses Beispieles mochten wir die geschlossenen Fldchen im Quotien-
tenkomplex fiir den Fall ¢ = 2, = T'o(N) und N = T? + T + 1 visualisieren. Eine
erste Zeichnung eines Ausschnittes des Quotientenkomplexes I'\ B findet sich bereits in
Abschnitt 1.4. dieser Arbeit.

In der ersten Graphik heben wir die geschlossene Flache G rot hervor. Weiter kenn-

zeichnet der in der Zeichnung blau hervorgehobene Bereich diejenigen Simplizes, deren
Niveau in der Weylkammer Wy der Grofse 2 enthalten ist.

81



5. Berechnung einer Basis von G&

Abb. 5.1: Visualisierung von G

(1 besitzt die kleinstmogliche Form einer nichttrivialen geschlossenen Flache. Sie be-
steht aus zwei 2-Simplizes [s1], [s2] € S2(T'\B) vom Niveau Ca, fiir die ®4([s1]) = ®4([s2])
fir ¢ € {0,1,2}, jedoch [s1] # [s2] gilt. Die Simplizes [s1] und [s2] besitzen somit zwar
die gleichen Kanten, sind jedoch selbst voneinander verschieden.

Abschlieffend mo6chten wir in einer weiteren Graphik die geschlossene Fliche Gy dar-
stellen. Sie ist in der folgenden Abbildung ebenfalls rot gekennzeichnet. Zur besseren
Visualisierung verwenden wir verschiedene Perspektiven.

Abb. 5.2: Visualisierung von G2
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6. Hecke-Operatoren

Zu Beginn des Kapitels werden wir Hy(8,C)!" durch eine positiv-definite hermitesche
Sesquilinearform zu einem unitdren Raum ergédnzen. Im weiteren Verlauf werden wir
auf diesem Raum gewisse Endomorphismen, sogenannte Doppelnebenklassenoperato-
ren, definieren und die adjungierten Abbildungen dieser Endomorphismen beziiglich
der zuvor eingefithrten Sesquilinearform bestimmen. Mittels der in Kapitel 3 nachge-
wiesenen Dualitéit zwischen H,(B,C)' und QF kénnen wir anschliefend auch Doppel-
nebenklassenoperatoren auf gi@ einfiihren. Zum Abschluss des Kapitels betrachten wir
fiir den Fall I' = T'o(N) eine von speziellen Doppelnebenklassenoperatoren erzeugte
C-Algebra, die sogenannte Hecke-Algebra. Hierbei werden wir nachweisen, dass jedes
Element der Hecke-Algebra normal ist.

Grofe Teile dieses Kapitels beruhen auf Ideen aus dem Buch ,,A First Course in Modular
Forms* von Fred Diamond und Jerry Shurman [DS]|, in welchem Hecke-Operatoren fiir
den Fall der SLa(Z) betrachtet werden.

6.1 Petersson-Skalarprodukt
Wir fithren zunichst die besagte Sesquilinearform auf H, (B, C)'' x H,(B,C)" ein.

Definition 6.1 Fiir ¢, € H,(B,C)" definieren wir das Petersson-Skalarprodukt be-
ziiglich T' durch

plr= > el

[s]€S2(T\B)
mit I's = Fixp(s).

Es ldsst sich leicht nachweisen, dass das Petersson-Skalarprodukt eine hermitesche
positiv-definite Sesquilinearform ist. Somit ist durch (#;(B,C)', (-,-)r) ein unitédrer
Raum gegeben.

Fiir jede Kongruenzuntergruppe I mit I C T gilt die Inklusion H,(B,C)Y' € Hy(B,C).
Daher lésst sich das Petersson-Skalarprodukt (-, -, >f beziiglich I ebenfalls auf Funktio-
nen aus H, (B, C)'" anwenden. Wie sich das Produkt (-, )z zum Petersson-Skalarprodukt
(-, )r beziiglich der Gruppe I verhélt, ist Gegenstand des néchsten Lemmas.

33



6. Hecke-Operatoren

Lemma 6.2 SeiI' eine Kongruenzuntergruppe und seien ¢, € Hi(B, C)'. Weiter sei
I' eine Kongruenzuntergruppe mit I' C I'. Dann gilt

<§07 ¢>f = [F : f]<90’1/)>F

Beweis: Im Beweis des Lemmas werden wir vorrangig das Verhalten des Faktors ‘Fl |
S

beim Ubergang der Kongruenzuntergruppen untersuchen. B
Fiir [s]p € So(I'\B) bezeichne {[3]z — [s]r} die Menge der 2-Simplizes in Sy(I'\B), die
nach [s|r € Sa(I'\B) projiziert werden.

Behauptung: Es gilt

1 -1
> T:[P:r]w.

'~
{Blg—lslr } ITs]

Beweis der Behauptung: Der Beweis der Behauptung entstammt zu grofien Teilen der
Arbeit ,Ein Algorithmus zum Berechnen von Hecke-Operatoren auf Drinfeldschen Mo-
dulformen“ von Ralf Butenuth [Bu|. Fir s € Sy(B) definieren wir eine Operation der
Gruppe I'y auf f\F durch

[y xT\[ — I\
(9;Ty) — Ty

Da f\f endlich ist, existiert ein endliches Vertretersystem f'yl, . ,ffyl der Bahnen von
I's in I'\I". Aus der Bahnengleichung folgt

l

h |F5|
I': T = _
et ; | Fixp, (I'y:)|

Im néchsten Schritt bestimmen wir die Fixgruppe der Vertreter f’yi der Bahnen unter
T's. Es gilt

Fixrs(f%) = {g el | f%-g C f%} = {g els|ge fyflf%} =TI ﬂv{lf%.

Somit folgt nach voriger Uberlegung
[F'f]—i U] _i T
=1 ’ FiXFs (prl)‘ i=1 ’Fs N ’YZ_IF'}/Z|

und daher

rr :Z

i=1 IT's 07y 1F%|

Unser néchstes Ziel ist es daher, die Méchtigkeit von I'y N+, lfyi zu bestimmen. Es gilt

ITsN 7;11:%| = [yiTsy; 1 N Il = L5 N I|= |f%8|-
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6.1 Petersson-Skalarprodukt

Bisher haben wir also die Gleichheit

l l

Ly 1 B 1
ITs| io [T r T

[T —
sNy Tyl = Dol

nachgewiesen. Es bleibt noch eine Verbindung zwischen den Vertretern der Bahnen
I'71, ...,y unter Operation der T's sowie der Menge {[s]z — [s]r} herzustellen.

Sei s € S2(B) und seien 7,7 € T. Nach den Erlduterungen im dritten Abschnitt des
ersten Kapitels besitzen vs und 7's genau dann das gleiche Bild in I'\B, wenn ein ¥ € T’
mit v 154 € Fixgr,r,(r))(s) existiert. Da alle drei Faktoren in I' enthalten sind, ist
dies dquivalent zu v~ 144/ € T'y. Dies wiederum entspricht der Existenz eines v, € I's
mit 7y = y7s. Insgesamt zeigen diese Uberlegungen, dass zwei Simplizes vs und v's
genau dann modulo I' miteinander identifiziert werden, wenn I'y und I'y/ in der selben
Bahn beziiglich der zuvor erkldrten Operation von I'y liegen. Es existiert somit eine
Bijektion zwischen Vertretern der Bahnen und Elementen der Menge {[3]z — [s]r}.
Hieraus ergibt sich

1 ! 1
2 F =25 ]|Fs|‘

| 725’

Slp[sle } =1
0
Mithilfe der obigen Behauptung erhalten wir
— 1
(o, ) = Z (~)¢(~)|1:|: Z p(s)Y(s) Z o
[?ﬂfESQ(f\B) [slres2(T'\B) {[3]1:'—)[8}1“} s
r:T ~ 1
D DR C IO S B DI OO
[s]r€82(I\B) ° [s]r€S2(T\B)
= [[:TKe, ¢)r.
]

In Kapitel 3 haben wir einen Isomorphismus
p:Hi(B,C)F -GS

zwischen dem Raum der harmonischen 2-Koketten und dem C-Vektorraum der ge-
schlossenen Flichen eingefiihrt. Diese Dualitdt ermdglicht es uns, aus dem Petersson-
Skalarprodukt eine Paarung auf H,(B,C)" x Q{g zZu gewinnen.

Definition 6.3 Sei ¢ € H,(B,C)' sowie G € GS eine geschlossene Fliche. Wir defi-
nieren

(SD’ G)F = <(;07 pil(G»F‘
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6. Hecke-Operatoren

Betrachten wir die Paarung (-, -)r genauer.
Offensichtlich ist (-,-)r eine nicht-ausgeartete C-Sesquilinearform auf Hy(B,C)" x GS.

Ist
o
G= Z A [Sk]
k=1

eine geschlossene Fliche, so ergibt sich

I
(6, @)r = (o, 0~ (G))r = PG o = > amp(si).
[s]€S2(T\B) =1

Die Paarung (-, -)r entspricht somit der Summe der Funktionswerte ¢(sy) der Vertreter
der in G auftretenden 2-Simplizes unter Beriicksichtigung der konjugierten Koeffizi-
enten a,. Die komplexe Konjugation ist hierbei der Positiv-Definitheit des Petersson-
Skalarproduktes geschuldet.

6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

In diesem Abschnitt méchten wir fiir Kongruenzuntergruppen I't,I'y € GL3(F,[T7]) li-
neare Abbildungen zwischen den Raumen (B, C)'* und H,(B, C)''2 von ungeordneten
I'y- bzw. I's-invarianten 2-Koketten mit endlichem Tréger modulo I'y bzw. I’y einfiih-
ren. Flir I' = 'y = I's erhalten wir so die eingangs erwdhnten Endomorphismen auf
Hy(B,C)L.

Zur Definition der gesuchten Abbildungen betrachten wir fiir o € GL3(IF4(T")) die Dop-
pelnebenklasse I';al's und stellen diese als Vereinigung von I';-Nebenklassen dar. Da
wir fiir die Definition der gesuchten Abbildung zwischen H,(B,C)'t und H,(B,C)'
iiber ein Vertretersystem dieser Nebenklassen summieren werden, weisen wir zunéchst
dessen Endlichkeit nach.

Lemma 6.4 Seien I'1,T'y zwei Kongruenzuntergruppen. Weiter sei o € GL3(IFy(T)).
Dann existieren B1,...,Bm € 'ial's mit

m
FlaI‘Q = U Flﬂz
i=1

Beweis: Im ersten Schritt des Beweises betrachten wir die durch

FQXF]_\F]_O[FQ — Fl\FlaFg
(Y2, T1ay2) = Tiavey

definierte Operation der Gruppe I'y auf I'; \I';al's. Aus der Transitivitdt der Operation
folgt mithilfe der Bahnengleichung die Isomorphie

FiXI‘2 (Fla)\I‘g ~ I‘l\Flal“g.
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6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

Kennen wir also ein Vertretersystem {72;} von Fixr,(I'ya)\I'z, so erhalten wir durch
{B8i} = {av2,i} ein Vertretersystem von I'1\I';aI'e. Hierfiir bestimmen wir zunéchst die
Fixgruppe Fixr, (' «).

Ist v € Fixp, (T «), so gilt T'iaye = T'ia. Somit existiert ein vy € I'y mit y1a72 = a.
Hieraus folgt die Inklusion 7o = oz_lvfloz € a 'Ta N Ty und daher Fixr,(Tja) C
o~ TyaNTsy. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. Es gilt somit

FiXFQ (Fla) = ofll“la NTs.
In den folgenden zwei Schritten weisen wir die Endlichkeit des Quotienten
(ofll“la N FQ)\FQ

nach. Zuerst werden wir zeigen, dass der Index [’y : I' N T'y] fiir jede beliebige Kon-
gruenzuntergruppe I' endlich ist. Es bleibt also im zweiten Schritt nachzuweisen, dass
a1 N GL3(Fy[T]) die Definition einer Kongruenzuntergruppe erfiillt. Beginnen wir
mit dem ersten Schritt.

1.Behauptung: Sei I' eine Kongruenzuntergruppe. Dann gilt

[Fg:f‘ﬂrg} < 00.

Beweis der 1.Behauptung: Sei Ny € F,[T] mit I'(N2) C I'y sowie N € F,[T] mit I'(IV) C

. Weiter sei N das kleinste gemeinsame Vielfache von Ny und N. Dann gelten die

Inklusionen I'(N) C I'(IV2) C I'y sowie I'(N) C I'(N) C I" und somit

I'(N) CTynT.

Da der Index [GL3(F,[77]) : I'(/V)] nach Lemma 1.18 endlich ist, gilt dies auf fiir den In-
dex [I'y : T(V)]. Mit voriger Uberlegung folgt hieraus die Endlichkeit von [['y : T'NI'y]. O

Es bleibt also nachzuweisen, dass o 'I';aN GL3(F,[T]) eine Kongruenzuntergruppe ist.

2.Behauptung Es existiert ein N € Fy[T| mit
T(N) C o 'Tya N GL3(F,[T]).
Beweis der 2.Behauptung: Da « ein Element der GL3(IF4(T')) ist, existiert ein Polynom

N € F,[T] mit D(N) C I'; sowie Now € M3(F,4[T]) und Na—t € M3 (Fq[T]). Wir setzen
N := N3. Dann gilt

al'(N)a™!

N
—~oo

) n N3M3(Fq[T])) ol

aN3M;(F,[T])a"?

oor cor _—
oo OO L —
—OO OO oo
~— ~— oo

+ o+

N(Na)Ms(F,[T]) (Na™)
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6. Hecke-Operatoren

< (31 Summ.

Weiter gilt fiir jedes Element € T'(IV) die Gleichheit det(y) = 1 und somit det(a~1ya) =
1. Zusammengenommen mit der zuvor gezeigten Inklusion erhalten wir

ol(N)a~' C I(N)

und somit N
I'(N) C o 'T(N)a C o T a.

Da I'(IV) eine Untergruppe der GL3(FF,[T) ist, ergibt sich

[(N) C a 'Tya N GL3(F,[T]).

Durch Kombination der bisherigen Uberlegungen erhalten wir
IT1\I'1al's| = [['y : Fixr,(Ma)] = [ : (o 'Tia N GL3(F,[T])) NTs] < oc.

0

Die gerade gezeigte Existenz eines endlichen Vertretersystems erméglicht es uns, die
gesuchte Abbildung auf H(B,C)'" zu definieren.

Definition 6.5 Seien o, (1, ..., Bm € GL3(Fy(T')) mit
m
Floérg = U Flﬁz
i=1

Weiter sei ¢ € H,(B,C)'t eine ungeordnete I'y-invariante 2-Kokette mit endlichem Tri-
ger modulo T'y sowie s € So(B) ein 2-Simplex. Wir definieren den Nebenklassenoperator

Tt ar, auf Hy(B,C)'t durch

m

TrlaFQSO(S) = Z ©(Bis)-

=1

Aus der T'y-Invarianz der Funktionen aus H, (B, C)'* folgt die Unabhéngigkeit der Defi-
nition des Doppelnebenklassenoperators von der Wahl des Vertretersystems {51, ..., 5}
und es ist leicht nachzuweisen, dass Tt .r, eine C-lineare Abbildung ist.

Weiter gilt fiir A € Fo(T)* und o € I'yal'y die Gleichheit

Fl)\&l“g = )\Fl&rg = )\Flafg

und somit
m m

Tr rary@(5) = Z P(\B;s) = Z ©(Bi(As))

38



6.2 Doppelnebenklassenoperatoren

fiir s € Sa(B). Aus der Gleichheit As = s folgt weiter

m

TFIAaFQ@(S) = Z ©(Bi(As)) = TrlargSO(S)-

=1

Somit gilt fiir alle A € Fy(T)* und alle & € I';al’y die Identitét

Trl,\arz = TrlaFQ-

Zu Beginn des Abschnittes haben wir eine Abbildung zwischen Hy(B,C)'t und H,(B, C)"?
gesucht. Der nédchste Satz zeigt, dass der Doppelnebenklassenoperator Tr, .-, das Ge-
wiinschte leistet.

Satz 6.6 Seien 'y, 'y zwei Kongruenzuntergruppen der GL3(F,[T]) und sei o € GL3(F4(T)).
Weiter sei o € Hy(B,C)'. Dann gilt

Tt aryp € Hi(B,C)'2.

Beweis: Zum Beweis interpretieren wir Tt ,r, als Summe

m
TrlaFQ = E Pi
=1

von Abbildungen ¢; mit
i(s) := p(Bis)

fir s € So(B). Wir werden die Endlichkeit des Trégers modulo I'y sowie die Harmoni-
zitét jeder der Funktionen ¢; nachweisen. Fiir die I'y-Invarianz jedoch miissen wir die
komplette Summe der ¢; betrachten.

Beginnen wir mit der Endlichkeit des Tragers modulo I's.

Nach Voraussetzung ist der Tréger von ¢ modulo I'; endlich. Dies gilt trivialerweise
auch fiir den Tréger von ;. Da die Kongruenzuntergruppe I'y eine Untergruppe der
GL3(F,[T) ist, ist der Tréger von ¢; ebenfalls modulo der GL3(F4[T]) endlich. Aus
der Endlichkeit des Indexes [GL3(F,[T) : T'9] folgt die Endlichkeit des Trégers von ¢;
modulo I'y. Da Tt ,r,¢ der endlichen Summe ) ¢; entspricht, ist somit der Tréger von
Tt ar, modulo I'y endlich.

Wenden wir uns der Harmonizitat zu.

Fiir jede Kante t € S1(B) gelten aufgrund der Harmonizitét von ¢ die Gleichheiten

ST owils)= D> wBis)= > els)=0.
seC(t) seC(t) seC(p;t)

Da die Summe harmonischer Funktionen stets wieder harmonisch ist, ist somit Tt .r, ¢
harmonisch.

Es bleibt abschliefsend die I'o-Invarianz zu zeigen.

Hierfiir betrachten wir fiir ein festes Element o € I'y die Abbildung
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6. Hecke-Operatoren

Fl\FIOéFQ — Fl\FlaI‘g
g — Tipre.
Diese ist wohldefiniert und bijektiv. Ist also {f1,...,0m} ein Vertretersystem von

[\I'1aly, so gilt dies ebenfalls fiir {$172,...,8m7Y2}. Daher ergeben sich fiir jedes
v € I's die Gleichheiten

m

m
Tryary0(125) = Y @(Bi(125)) = Y @((Bi2)s) = Tr,ar,(s)-
B=1

i=1

In diesem Abschnitt haben wir insgesamt eine C-lineare Abbildung
Tr\or, : Ha(B,C)'F — Hy(B,C)"

definiert.

6.3 Adjungierte Abbildung von Tt

Ab diesem Abschnitt mochten wir uns auf den Fall I' = I'y = I'y identischer Kongru-
enzuntergruppen beschranken. In dieser Situation ist der zuvor eingefiithrte Doppelne-
benklassenoperator Tt somit ein Endomorphismus auf dem Raum #, (B, o).

Wir moéchten zunéchst fiir diesen Fall Doppelnebenklassen I'al’ bzw. Vertretersysteme
dieser ndher betrachten.

Im bisherigen Verlauf diese Kapitels haben wir bereits gesehen, dass sich die Doppel-
nebenklasse I'al’ als endliche Vereinigung () I'3; schreiben ldsst. Das néchste Lemma
zeigt, dass die f5; derart gewahlt werden kénnen, dass sie sowohl als Vertreter von I'\I'al'
als auch von I'aI'/T" dienen.

Lemma 6.7 Sei a € GL3(Fy(T')).Dann existieren B, ..., By € Tal’ mit

=1

=1

Beweis: Zu Beginn des Beweises werden wir eine technische Aussage nachweisen, welche
sich auch in weiteren Beweisen dieses Abschnittes niitzlich erweisen wird.

Behauptung: Fir o € GL3(Fy(T)) gilt

[:a 'Tanl]=[:TNnala™!].

90



6.3 Adjungierte Abbildung von Tr.r

Beweis der Behauptung: Wir betrachten die Abbildung

s: (@ 'TanD)\I' = (TNala )\T'
AT = aya T,

Die folgenden Aquivalenzen weisen die Wohldefiniertheit von ¢ nach:

=7 mod a ' TanT < Jgea 'Tanl: gy =

& Jgea'TanT: (agaH(ama™t) =aypat

& Fgelnalal: glaya™) =apa™t
& owla_l = oz*yzoz_l mod I'Nala™!.

Es bleibt die Bijektivitit der Abbildung ¢ nachzuweisen. Dies geschieht durch die An-

gabe der Umkehrabbildung

sh:Tnala™)\I' = (o 'TanD)\T
AT = o yal,

welche nach obiger Argumentation wohldefiniert ist.

Nach der gerade gezeigten Aussage existieren i, ..., %m,V1,---,¥m € [' mit

3

m
=] (@'TanT)y = U (T Nnala )7,
=1

i

I
—

Wie im Beweis zu Lemma 6.4 folgt mit I' = I'y = I'y die Gleichheit

m
Tal' = U Tary;.
i=1

Analog ergibt sich mit I' = I'y = I'y fiir o~! die Identitét

m
Ta 'T'=J) T !5,
i=1
Im néachsten Schritt werden wir hieraus die Gleichheit
m
Tol' = -] Fiel’
i=1

folgern.
Da jedes 7; in I' enthalten ist, ist die Inklusion

m
Fal 2 7l
=1

trivial. Fiir die umgekehrte Inklusion seien 41,42 € I'. Dann existiert ein i € {1, ...

sowie ein v € I' mit

frode = (5 o) T = (e T = Fia0 7! € ol

?m}
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Somit erhalten wir auch die umgekehrte Inklusion

m
Tol' C | 7ol

i=1
Es bleibt die Disjunktheit nachzuweisen. Angenommen fiir 7,j € {1,...,m} mit i # j
sei der Schnitt y;al' N yjal’ nicht leer. Dann existiert ein v € I' mit 7,y = 70 und
somit 'y_loz_lﬁifl = a_lﬁjfl. Also wére der Schnitt Fa_lﬁfl ﬂI’a‘l%fl ebenfalls nicht
leer, was der Wahl der Menge {71, ...,%m} als Vertretersystem widerspricht.
Als néchsten Schritt werden wir fiir alle 4,7 € {1,...,m} die Ungleichheit

Favy; N7y;al # 0

nachweisen.
Angenommen der Schnitt sei leer. So folgt fiir alle ¢ € {1,...,m} die Inklusion
m
Fay € | Fwal
k=1
K]
und somit

m
Tal C U Fpal,

k=1
k#j

was einen Widerspruch zur zuvor gezeigten Aussage

m
Fal' = (- Fial
i=1
darstellt.
Nach bisheriger Argumentation kénnen wir also fiir jedes i € {1,...,m} ein

Bi € ay; Ny;al’
wahlen. Fiir diese gilt
m m
Fal' = (-) T8 =] BT
i=1 i=1

O

Die Darstellung T'al’ = | £;I", ermoglicht es uns, im néchsten Lemma ein Vertreter-
system der Menge I'\I'a™'T" anzugeben.

Lemma 6.8 Seien «, (1, ..., Bm € GL3(Fy(T")) mit

m

Tol =) BT
=1

(2

Dann gilt

m
To 'T'=) 187"
i=1
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Beweis: Wir zeigen zunéchst die Inklusion

m
Ta'T C T8
i=1
Fiir 71,7 € T gilt (y1a7ty)™ ! = 'y;loz’yfl. Somit existiert ein v € I' sowie ein i €
{1,...,m} mit (y1a1y9)~t = B;y. Es folgt die Gleichung y1ay0 = 7*16;1 und somit
die Inklusion
m
yiaty, € U rgt.
i=1
Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir ein Element v € I" sowie eini € {1,...,m}.
Nach Voraussetzung existieren v1,v2 € I' mit

(V87 =By = mam
und somit
V8 =g taT el T

Es bleibt die Disjunktheit der Vereinigung zu zeigen. Angenommen fiir ¢ # j existiert
ein v € Fﬂi_l N Fﬁj_l, so gibt es 1,72 € I' mit

v =Bt = b
und daher

-1 _ p. -1 _ -1

YT =B = Bivs

Es folgt die Inklusion
v e BTN,

was der Disjunktheit der Nebenklassen widerspricht. ([l

Unter Zuhilfenahme der vorigen Lemmata werden wir im folgenden Satz die adjungierte
Abbildung des Doppelnebenklassenoperators Tt unter dem Petersson-Skalarprodukt
bestimmen.

Satz 6.9 Sei I' eine Kongruenzuntergruppe der GL3(F,[T]) und sei o« € GL3(F,(T)).
Fiir ¢,v € H(B,C)V gilt

<TFaF30> w>F = <907 Troflrd))F-

Beweis: Nach Lemma 6.7 existiert ein Vertretersystem {f1,..., By} mit
m m
Tol' =) T =) BT
i=1 i=1

Fiir dieses gilt zudem nach Lemma 6.8 die Gleichheit

m
To 'T'=) T8
=1
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Wir erhalten somit

T tir =3 Y o(Bis)o0)

=1 [s]€S(I\B L]
K 2 )

sowie

(@7 Tl“gll“wh—‘ = Z Z 90(3)111(5;15) |Fs’ .

i=1 [s]€Sy(T'\B)

Im Folgenden werden wir die Gleichheit der inneren Summen nachweisen.

Hierbei werden wir auf die Untergruppen I'; := f3; 18, N T baw. I = BiliB; 1 =
rngrg; ! iibergehen. Da der Schnitt zweier Kongruenzuntergruppen stets wieder eine
Kongruenzuntergruppe ist, sind nach dem Beweis zu Lemma 6.4 die Gruppen I'; und

I'; ebenfalls Kongruenzuntergruppen. Analog zum Beweis von Lemma 6.2 kénnen wir
die Gleichheiten

> el =0T Y At

, [(T'd)s]
[s]lreS2(T\B) [s]r; €S2(Ti\B)
sowie
= 1 ~ — 1
D, e =l Y v =
[slr€S2(T\B) * (sl €52(T'3\B) |(T)s|
herleiten.

Wie im Beweis von Lemma 6.7 gezeigt, gilt fir die Faktoren
[:0)=[0: 87 08NT] = [0: TN EIBTY = [ : Ty

Es bleibt somit die Gleichheit der Summen nachzuweisen. Hierfiir betrachten wir die
durch
SQ(PZ‘\B) — SQ(fZ\B)
[slp, = [Bislg,
gegebene Abbildung. Es ldsst sich leicht zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert und
bijektiv ist.
Weiter betrachten wir fiir s € Sp(B) das Verhéltnis der Méchtigkeiten [(I';)s| und
|(T':)g,s]- Es gilt
(Ti)s = Fixgryw,mp(s) N T
B (BiFixgry ) ()8 N BB )B;
= B (Fixgryw, () (Bis) N BLiB; B
= B Fixg, (6:5)8:

Somit erhalten wir

[(Ta)s] = 1(T4) gyl
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Zusammengefasst ergeben sich die Gleichheiten

1

-1 -
> eBIEyy = D el (B
[s]r, €S2(T:\B) e [s]r, €52(T';\B) i)Bis

= > so(ﬁis)zwi‘l(ﬂis))fl
[ﬁis]fiesz(fi\B) ¢ i)ﬁis’

= Yo (s s)—=

[s]F, €52 (T:\B)

Insgesamt liefern die Uberlegungen die Identitét

(Trare, )1 = (@, Tra-10¥)T

6.4 Doppelnebenklassenoperatoren auf geschlos-
senen Fliachen

Wir mochten in diesem Abschnitt ausgehend von Doppelnebenklassen der Form I'al’
mit o € GL3(F,(7)) Endomorphismen auf dem Raum der geschlossenen Fléchen be-
trachten. Hierzu verwenden wir die in Kapitel 3 nachgewiesene Isomorphie zwischen

den Réumen H,(B,C)" und g?, welche durch die Abbildung
p: H(B,C)' — GF
1
oo Y ==w(s)s]

[s]€S2(T\B)

gegeben ist.

Ausgehend von den Doppelnebenklassenoperatoren auf H; (5, (C)F liegen zwei Moglich-
keiten zur Definition der von Doppelnebenklassen abhéngigen Endomorphismen auf gi@
nahe:

(1) Fiir jedes o € GL3(IF(T')) ist durch

podraro P_l

ein Endomorphismus auf Q{g gegeben.

(2) Zu Beginn des Kapitels haben wir ausgehend vom Petersson-Skalarprodukt (-, <)t
mittels des Isomorphismus p eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform (-, -)p auf dem
Produkt H,(B,C)T' x GE definiert. Somit existiert fiir jedes o € GL3(F4(T)) eine
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eindeutig bestimmte Rechtsadjungierte von Ty beziiglich (-, -)p, d.h es gibt einen
eindeutigen bestimmten Endomorphismus TY auf gg mit

(TFQFC}Da G)F = ((vagG)F

fiir alle € Hy(B,C)" und alle G € GS. Nach Definition der Paarung (-, -)r gilt

(Trar, G)r = (Trar, p~ ()1 = (9, Trar © p(G))r = (0,9 © Trar 0 p~(G))r.
Die Rechtsadjungierte von Ty, beziiglich (-, -)r ist somit durch

poTrarop !

gegeben, wobei Tfr\;F die Adjungierte von Tt beziiglich des Petersson-Skalarpro-
duktes bezeichnet.

Wir werden im Folgenden die zweite Variante zur Definition der von Doppelneben-
klassen abhéngigen Endomorphismen auf g$ nutzen. Statt jedoch fiir eine allgemeine
geschlossene Fliche G € Qig das Bild po]f}:F op~ (@) direkt zu bestimmen, werden wir
im weiteren Verlauf des Abschnittes ausgehend von 'al’ intuitiv einen Endomorphis-
mus 79 . auf gg definieren, und anschliefsend nachweisen, dass TFgaF rechtsadjungiert

[e3

zu Tror beziiglich (-, -)p ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Rechtsadjungierten folgt
dann

poTrop™ = TFgal"'

Beginnen wir mit der Definition der Abbildung T ...
Definition 6.10 Seien «a, 51, ..., By € GL3(F4(T)) mit
m
Tol = -] I8
i=1

Weiter ses

G := Zan[sﬁ] IS ng

=1

X

eine geschlossene Fliche. Wir definieren die Abbildung TS, .. auf ch durch

12 m
TrgaF(G) = Zan [Bz‘sn}-

k=1 =1

Die Wohldefiniertheit der Abbildung ergibt sich hierbei wie zuvor bei den Doppelne-
benklassenoperatoren aus der Summation iiber das gesamte Vertretersystem.

Denn seien s,5 € Sz(B) mit [s] = [s]. Dann existiert ein v € T' mit vs = 5. Da die
Elemente {£17,...,0m7} ein neues Vertretersystem der Menge I'al’ bilden, existiert
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zu jedem ¢ € {1,...,m} ein 7; € " und ein j; € {1,...,m} mit By = 7;0;, sowie
{j1,--,Jjm} ={1,...,m}. Somit gilt

SIBE =D [Biysl =D [iBisl = > _[Bisl = > _[Bis]-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Weiter ist leicht zu zeigen, dass TrgaF unabhéangig von der Wahl des Vertretersystems
{B1,...,Pm} sowie C-linear ist.

Um nachzuweisen, dass T¢, . ein Endomorphismus auf dem Raum der geschlossenen
Fliichen ist, bleibt zu zeigen, dass das Bild von GS unter 79, wieder in G5 enthalten
ist. Dies ist Gegenstand des ndchsten Lemmas.

Lemma 6.11 Sei G € GS eine geschlossene Fliche und sei o € GL3(Fy(T)). Dann gilt
TS..G € GF.
Beweis: Nach Definition 6.10 ist die Summe 7

Tal’
die Geschlossenheitsrelation zu priifen.
Da G := ) ax([sk]) eine geschlossene Fliche ist und somit im Kern von ¢ liegt, gilt

G endlich. Es bleibt somit lediglich

und somit die Inklusion T¢ .G € Kern(dc) gefolgert werden.
Zum Beweis dieser Gleichheit geniigt es, zu zeigen, dass fiir zwei 2-Simplizes s, s € Sa(B)
und Indizes 71,2 € {0,1,2} aus

' ([s]) = 25 ([3))

die Identitat

Dol ([Bis]) = > @5 ([8:3))
=1 =1

folgt.
Da fiir jedes g € GL3(K) und jeden Simplex s € So(B) fiir die Seitenabbildung &7
des Bruhat-Tits-Gebéudes die Gleichheit

®(gs) = gPi(s)

gilt, folgt fiir die Seitenabbildung <I>% des Quotientenkomplexes

> @5([Bis)) = D_[®5(Bis)] = D_[B:5(s)].
i=1 =1 =
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6. Hecke-Operatoren

Aus A A

o3 ([s]) = ®5°([3])
und der daraus resultierenden Gleichheit

(@] (s)] = [@3(3)]

folgt mit analoger Argumentation wie zum Nachweis der Wohldefiniertheit von T .. die
Identitét

Z o ([Bs]) = Z[ﬂﬁ)él(s)] =) [B:®F(3) Z @2 ([8:3])
=1 =1

Somit iibertrigt sich die Geschlossenheitsrelation von G auf die Summe T¢ .G.
O

Wie zu Beginn des Abschnittes erwdhnt, wollen wir einen Endomorphismus auf g{?
definieren, welcher beziiglich der Paarung (-, -)p rechtsadjungiert zu Ty, ist. Der néchste
Satz zeigt, dass T9. . dies bereits nach Definition erfiillt.

Tal’

Satz 6.12 Sei G € gf@ eine geschlossene Fliche und ¢ € Hy(B,C)'. Weiter sei a €
GL3(Fy(T)). Dann gilt
(‘107TrgarG)F = (Trare, G)r.

Beweis: Die Paarung (¢, G)r entspricht der Summe der Funktionswerte unter ¢ der in
G auftretenden 2-Simplizes unter Berticksichtigung der konjugierten Koeffizienten. Fiir

I
G = Z ay[Sk]
k=1

und B, ..., Bm € GL3(Fy(T)) mit

erhalten wir somit

W m
((PaTFgaFG>F = (Pazamz ﬂzsn

k=1 i=1
— Z?Z@( 6235
n;1 =1
= ZCTTFQFSO([ kl)
k=1
= (Trary, G)
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6.5 Hecke-Operatoren

Mittels der zu Beginn des Abschnittes gefiihrten Uberlegungen zur Rechtsadjungier-
ten sowie der im vorigen Abschnitt erlangten Kenntnis der Adjungierten beziiglich des
Petersson-Skalarproduktes konnen wir im folgenden Korollar mittels der in Kapitel 3
eingefithrten Abbildung

p:Hi(B,C)F — GS

den Zusammenhang zwischen T, . und dem Doppelnebenklassenoperator auf H, (8, C)"
beschreiben.
Korollar 6.13 Fir o € GL3(F(T)) gilt

Trgar =pol,-1p0 P_l-

Beweis: Wie zu Beginn des Abschnittes erklirt, gilt fiir alle o € H(B,C)" und alle
G € GF die Gleichheit

(Trarg: G)r = (¢, p 0 Trar 0 p~H(G))r
und somit aufgrund der Eindeutigkeit der Rechtsadjungierten
TS =poTrarop "
Mittels Satz 6.12 ergibt sich
TS

— -1
tar = PO Tro-1p0p .

6.5 Hecke-Operatoren

Wie zu Beginn des Kapitels erwidhnt, moéchten wir spezielle Doppelnebenklassenope-
ratoren, genauer gesagt eine von speziellen Doppelnebenklassenoperatoren erzeugte C-
Algebra, betrachten. So gelte im Folgenden stets I' = T'g (V) fiir ein normiertes Polynom
N e F,[T7.
Beginnen wir mit der Definition der erwédhnten Doppelnebenklassenoperatoren.
Definition 6.14 Sei N € F,[T] normiert. Es sei

Py :={P € F,[T] | P normiert, irreduzibel und ggT(P,N) =1}

die Menge der normierten irreduziblen Polynome, die zu N teilerfremd sind. Fir P €
Py bezeichne T(, 1 py den zur Doppelnebenklasse

100
Lo(N) (g ! %) Lo(N)
sowie Ti, ppy den zur Doppelnebenklasse

10
Fo(N)(glg

oo

)FO(N)

gehdrigen Doppelnebenklassenoperator.
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6. Hecke-Operatoren

In den folgenden beiden Lemmata werden wir die fiir die Berechnung der Hecke-Operatoren
T,y bzw. T(; p py benotigten Vertretersysteme der zugehorigen Doppelnebenklassen
bestimmen.

Lemma 6.15 Seien N und P zwei normierte Polynome aus Fy[T]. Weiter sei P irre-
duzibel sowie N und P teilerfremd. Dann gilt

TN®n
~—

Il
—
o
—
=
SN—
/N
ocoMNy
oo
=)=}
N—
(c
—
o
=
2
SN—
/N
OO
oo
N—
(c
Pj
o
g
=
S~—
/N
[l
OO

S mod P S, T mod P

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass jedes Element der Menge

To(V) (01 6) To()

in einer der oben angegebenen Nebenklassen liegt.
Hierfiir betrachten wir zunéchst die Doppelnebenklasse

100
GLy(F,[T]) (18 ) GLs(F,[T]).
Aufgrund der Irreduzibilitdt von P gilt

GLy(F,[T]) (010 ) GLa(F,[T])

TN»
~—

= GLyF[1)) (§18) © | GL@ET) (§83) v | GL@, 1)) (

S mod P S, T mod P

oo
oo

Die Disjunktheit dieser Zerlegung induziert die Disjunktheit der Zerlegung beziiglich
Lo(N).

Wir werden nachweisen, dass sich dieses Vertretersystem auf die Doppelnebenklasse
beziiglich T'y(V) iibertragen lasst. Seien v1,7v2 € T'o(NN). Da die Kongruenzuntergruppe
I'o(N) in der GL3(F,[T]) enthalten ist, existiert ein g € GL3(F,[1]) sowie ein

s (G 31) 1 smoar) o{ (337 1 57mear)

(698) — g8
it 3P Y2 = gp.

mit

Wir werden zeigen, dass g bereits in I'g(/V) enthalten ist. Multipliziert man zwei Matri-
zen aus GL3(K ), deren Eintrége unterhalb der Diagonale durch N teilbar sind, so sind
auch die Eintrage des Produktes unterhalb der Diagonale modulo N zu Null kongruent.
Damit besitzt die Matrix

oo

. 1 0 -1
g=m (8 Ig)'yzﬁ
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6.5 Hecke-Operatoren

unterhalb der Diagonale nur durch N teilbare Elemente. Da g ein Element der GL3(F,[17)
ist, liegt g somit in der Kongruenzuntergruppe I'o(N).
Es bleibt nachzuweisen, dass jedes der Elemente aus

{(580)) oA (450) rsmearyu{(31}) 18T modr)

To(N) (01 8) To(V)

in

enthalten ist.

Dabei kénnen die Eintrage oberhalb der Diagonale durch Spaltenoperationen, d.h. durch
Rechtsmultiplikation mit Elementen aus I'g(NN), eliminiert werden. Somit bleibt die
Inklusion nur noch fiir die Diagonalmatrizen

POO 100 100
010 OPO und (010
001 001 00P

zu untersuchen. Hierbei ist letztere trivialerweise in

100

To(N) (918 ) To(N)

enthalten. Fiir die {ibrigen beiden Matrizen werden wir die Teilerfremdheit der Polyno-
me N und P und somit die Existenz zweier Polynome a,b € Fy[T] mit

1=aP +bN

nutzen. Mit dieser Wahl von a und b gilt
a 0-b POO 1 00 100 100
<01 )(010 (010)(010>:<010>
NO 001/ \-No01/\001 00P

10 0 100 1 0 0 100 100
0a —b 0PO 0 1 0 01b)=1(010 |.
ON P 001 0-N1 001 00P

Wir sehen also, dass beide Matrizen in

o

sowie

To(N) (01 8) To(V)

enthalten sind.
O

Nahezu analog ldsst sich ein Vertretersystem der zu T}, p », gehérenden Doppelneben-
klasse ermitteln.

Lemma 6.16 Seien N und P zwei normierte Polynome aus Fy[T]. Weiter sei P irre-
duzibel sowie N und P teilerfremd. Dann gilt

(é
0 0

0
P
0
e (B8« Wren(E) ¢ reni

S mod P S, T mod P

—

0

0
P
PO
01
00

).

o
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6. Hecke-Operatoren

Beweis: Wie schon im Beweis des letzten Satzes betrachten wir zundchst die Doppel-
nebenklasse

100

GLy(F,[T]) (§ £ ) GL(F,[T)).

Aus der Irreduzibilitdt von P sowie dem Elementarteilersatz folgt

100

GLy (F,[T]) (gg §) GLs(F[T])

P00 PO O 18T
=OLs®) (§54) 0 U GLmm(gi5)y U ol (§5)).
S mod P S, T mod P

Analog zum Beweis des letzten Satzes folgt hieraus

100
To(N) (078 ) To(N)
PO0OO PO0OO 1ST
C J |- . . ‘
cro) (§28) v Unw(515) v J nen(5r0)
S mod P S, T mod P

Fiir die umgekehrte Inklusion brauchen wir erneut lediglich die Diagonalmatrizen

P 0O P00 100
(0P0>,(0 1 0) und <0P0>
001 00P 00 P
zu Uberpriifen. Wie auch im Beweis des letzten Satzes ermoglicht die Teilerfremdheit der
Polynome N und P und die daraus resultierende Existenz von Polynomen a,b € F,[T]

mit aP 4+ bN =1 ein Vertauschen der Eintrdge 1 und P auf der Diagonalen.
O

Die Kenntnisse der Vertretersystem der Doppelnebenklassen erméglicht es uns, im fol-
genden Lemma nachzuweisen, dass die Operatoren T, py und T, pp) beziiglich des
Petersson-Skalarproduktes zueinander adjungiert sind.

Lemma 6.17 Sei N € F,[T] normiert und P € Py. Dann gilt

T(LLP) = T(LP,P)-

Beweis: Nach Satz 6.9 gilt fiir jeden Doppelnebenklassenoperator Tr.r die Gleichheit
m = Tra—lrv

wobel m die Adjungierte von Ty, beziiglich (-, -)r bezeichne. Fiir P € Py folgt daher

P

Ta,p) = Trgvyagron
mit
10 0
00p-1
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6.5 Hecke-Operatoren

In Abschnitt 6.2 haben wir gezeigt, dass fiir jedes A € Fy(T')* die Gleichheit

TFaF - TF)\aF
gilt. Wir erhalten somit
Taa,p) = Trgvagroon

mit P00
a1 := Pag = <0P0).
001
Da fiir jedes a € T'al" die Gleichheit
Trar = Trar
giiltig ist, folgt aus der in Lemma 6.16 gezeigten Inklusionen
100 R
(8 P 103) € T'o(N)a1To(IN)

die Identitat

T(LLP) = T(LRP)-
O

Wie anfangs beschrieben, méchten wir die von der Operatoren T\, ; py und T(; p py er-
zeugte C-Algebra betrachten, wobei P alle Elemente von Py durchlauft.

Definition 6.18 Sei N € [F,[T] ein normiertes Polynom. Die minimale C-Unteralgebra
Hy von Endc(Hy(B,C)Y) mit

Taapy € Hy und Ty ppy € Hy fiir alle P € Py

heiffit Hecke-Algebra beziiglich N . Die Elemente von Hy nennen wir Hecke-Operatoren
beztiglich N .

Aus der in Lemma 6.17 gezeigten Gleichheit

Taar =Tarp

folgt, dass die adjungierte Abbildung eines Hecke-Operators beziiglich des Petersson-
Skalarproduktes wieder ein Hecke-Operator ist.

Mithilfe der in Lemma 6.15 bzw. 6.16 gewonnenen Erkenntnisse iiber die zu den erzeu-
genden Hecke-Operatoren T(; ; py bzw. T{; p py gehérenden Doppelnebenklassen kénnen
wir die Kommutativitdt der Hecke-Algebra nachweisen.

Satz 6.19 Die Hecke-Algebra Hy ist kommutativ.

Beweis: Die Kommutativitdt muss lediglich fiir die Erzeuger nachgewiesen werden.
Hierzu seien P, P € Py zwei irreduzible normierte zu N teilerfremde Polynome aus
[F,[T]. Es sind folgende Gleichheiten zu zeigen:
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6. Hecke-Operatoren

(i) T(1,1,P) o T(1,1,15) = T(1,1,15) o T(l,l,P)7
(ii) T(1,1,P) © T(1,15,15) = T(l,ﬁ,ﬁ) o T(1,1,P)a

(iil) Ta.rpy © To,p,p) = Ta,p.5) © Tarp)-

Dies kann durch einfaches Nachrechnen und Vergleichen geschehen. Hierbei wird bei
verschiedenen Polynomen P und P die Teilerfremdheit dieser und die daraus resultie-

rende Darstellung der 1 genutzt.
O

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt eine kommutative C-Algebra von Endomor-
phismen auf H,(B, (C)FU(N ) definiert, welche fiir jeden solchen Endomorphismus eben-
falls die adjungierte Abbildung beziiglich des Petersson-Skalarproduktes enthélt. Somit
kommutiert insbesondere jeder Hecke-Operator T' € Hy mit der Adjungierten T. Dieses
Ergebnis wollen wir zum Abschluss des Kapitels herausstellen.

Korollar 6.20 Jeder Hecke-Operator T € Hpy ist normal beziiglich des Petersson-
Skalarproduktes.
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7. Berechnung der
Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel mochten wir uns mit der praktischen Berechnung von Doppelne-
benklassenoperatoren beschéiftigen. Wir mochten zu einer Basis der Gruppe g% der
geschlossenen Fliachen die Abbildungsmatrix eines Doppelnebenklassenoperators TrgaF
bestimmen.

Unser Ausgangspunkt wird hierbei jedoch nicht eine Basis von le sein, sondern eine
Basis des Urbildes U := Y~(GZ) unter der in Kapitel 4 eingefiihrten Abbildung

T. 75:M\B) _, 75:(\Bn)
Sanl = Do > els)
A=t A=l [sleFp ()

Hierbei bezeichne fiir n := max {2,deg(N)} und einen Simplex sy = ¢)\Co mit gy €
GL3(F,[T]) die Menge F{*([sy]) die Fortsetzung

Fr([sa]) = Fr([oxCal) = {loaw] | w € Sa(Wa)}
der Groke n sowie €5 den Wert
. {1 3j,k € No: Niveau(s) = {[j, k], [j, k + 1], [j + 1,k + 1]},
—1 35,k €Ny : Niveau(s) = {[j, k], [j + 1,k],[j + 1,k + 1]} .
Ein Verfahren zur Bestimmung einer Basis des Urbilds ¢/ haben wir in Kapitel 5 erklart.

Das in diesem Kapitel beschriebene Verfahren zur Berechnung einer Abbildungsmatrix
wurde fiir irreduzible Polynome N & Fy[T] und Hecke-Operatoren T, (gM, Py bzw. Tg P.P)
im Computer-Algebra-System Mathematica umgesetzt. Daher bildet die programmtech-
nische Umsetzung einen Schwerpunkt dieses Kapitels. Die entsprechende Mathematica-
Datei findet sich in der Anlage.

7.1 Ablauf des Verfahrens

In diesem Abschnitt mochten wir zundchst den groben Ablauf des Verfahrens angeben.
Hierbei bezeichne T' den Doppelnebenklassenoperator T ..
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7. Berechnung der Hecke-Operatoren
Eingabe
e Basis (Uy,...,U,) des Urbilds & = Y~1(G%)

o Biy. . B € GLy(Fy(T)) mit TaT = |) T4
=1

Ablauf

(1) Bestimmen von G, := T(Y(U;))

(1.1) Bestimmen von G; := Y(U;)
(1.2) Bestimmen von Gr; = T(G;)

(2) Bestimmen von Ur,; := T_l(GT,Z-)

(2.1) Bestimmen des Niveaus der in G7; auftretenden Simplizes

(2.2) Aufsummieren der Simplizes vom Niveau Co

(3) Darstellen von Ur; als Z-Linearkombination der Elemente Uy, ..., U,
Ausgabe
e Abbildungsmatrix ME(T) zur Basis B = (Y(Uy),..., Y(U,))

Wir werden die einzelnen Schritte in den folgenden Abschnitten detailliert erkldren und
dabei sehen, dass das Verfahren terminiert.

7.2 Bestimmen von T(Y(U;))

In Kapitel 5 haben wir erlautert, wie ausgehend von einem Vertretersystem der Menge
I'\ GL3(F,[T)) algorithmisch eine Basis des Urbilds 4 = Y~1(GZ) berechnet werden
kann. Die Elemente U; der berechneten Basis (Uy, . . ., U,) von U liegen nach Durchlaufen
des Algorithmus in der Form

{(%,C/L—;\) | )\:1,...,1/1'}

mit g;x € GL3(F4[T]) sowie a;) € Z vor. Die Matrizen g;) reprisentieren die Simplizes
[9inC2], wobei gleiche 2-Simplizes aus Sz[I'\B] durch gleiche Matrizen dargestellt werden.
Ausgehend von dieser Darstellung mochten wir fiir jedes Element U; die geschlossene
Flache Gr; = T(Y(U;)) ermitteln. Beginnen werden wir mit der Bestimmung der zur
U; gehorigen geschlossenen Fliache G; = Y(U;).
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7.2 Bestimmen von T(Y(U;))

7.2.1 Bestimmen von Y(U;)

Fiir eine Anfangsflache
vi
Ui = Z aix[si]
A=1

ist das Bild unter der Abbildung T die geschlossene Flache

T(Ui):i:a; > sl
A=1

[sleFr([saa])

Die Fortsetzung F{*([s;3]) eines Simplex [s;3] = [girnCa] € S, (I'\B) mit g;» € GL3(F,[T])
ist hierbei durch
Fr([sia]) = {lginw] | w € S2(Wh)}

gegeben.

Nach den Uberlegungen aus Kapitel 1 kann jeder Simplex w € Sa(W),,) durch eine Matrix
9w € GL3(F4(T)) reprasentiert werden. Um also aus der Anfangsfliche U; gehérenden
Liste

{(g;\,cf;\) ’ )\:1,...,1/1'}

eine Darstellung von Y(U;) zu erhalten, bilden wir fiir jedes Tupel (g;x, a;x) die Menge

{(.@j\gwygwgi;\) ’ w e 82(Wn)}

und vereinigen diese Mengen anschliefend. Hierbei bezeichnet g, eine Matrix aus GL3(K ),
die den Simplex w € W, représentiert.

Auf diese Weise haben wir die geschlossene Fliche G; = Y(U;) ebenfalls durch eine
Liste der Form

{(gimai/i) | k=1,... alui}

mit a;, € Z dargestellt. Die Matrizen g;y sind hierbei Elemente der GL3(F,(7)) und
reprasentieren 2-Simplizes [s;)] € So(I'\B). Es ist dabei jedoch mdoglich, dass identische
Simplizes aus Sa(I"\B) durch unterschiedliche Matrizen dargestellt sind.

7.2.2 Bestimmen von T(G))

Ist
m
Tl = () T8
=1

mit f; € GL3(F4(T')), so ist das Bild von

Hq
G; = Z Qi [Sie)
k=1
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unter der Abbildung T9, . die geschlossene Fliche

Ausgehend von der zuvor erstellten Liste

{(gifi)aiﬁ) | K = 17 . :LL’L}7

welche die geschlossene Fliache G; reprisentiert, erhalten wir durch die Menge

{(Bigirsaix) | L=1,....m, k=1,..., 1}

eine Darstellung von G ;. Hierbei kénnen jedoch erneut unterschiedliche Matrizen glei-
che Simplizes aus Sz(I'\B) représentieren.

7.3 Bestimmen von Urp;

Da in den bisher gewonnenen Darstellungen der geschlossenen Flichen G; sowie G
gleiche Simplizes aus Sa(I'\B) durch unterschiedliche Matrizen représentiert werden
konnen, lésst sich noch keine Darstellung von Gr; als Z-Linearkombination der ge-
schlossenen Flachen Gy, ..., G, ablesen.

Statt jedoch die Repréasentation der G; und Gr; zu vereinheitlichen, werden wir im
Folgenden die zu den geschlossen Flichen G ; gehérenden Urbilder Ur; = T_I(GTJ-)
bestimmen und fiir diese anschliefsend eine zur Basis (U, ..., U,) kompatible Darstel-
lung ermitteln.

7.3.1 Bestimmen des Niveaus der in G7; auftretenden Sim-
plizes

Zum Bilden der Anfangsfliche Uz ; miissen zunéchst die in Gr; auftretenden 2-Simplizes
vom Niveau Co herausfiltern. Hierfiir stellen wir den zur Matrix (§;g;. gehorenden 2-
Simplex sy, aus Sa(B) zunéchst als Produkt

Slik = TlikWiik

mit z;, € GL3(F,[7T]) und wy, = Niveau(sy,) € W dar. Anschliefsend speichern wir
statt des Tupels (B;gix, aix) das Tupel

(wlim Wik, Cbm)
ab, wobei wy;,, € WU WQ mit

1 0 0
W = 0 71'2”01 0 ‘ ml,MQEN(), m1 < mo
0 0 a2
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und
0 n! 0
=11 0 0
0 0 1

die zum 2-Simplex wy;, gehdrende Matrix aus W W (Q bezeichne. Die zu wy;, gehdende
Matrix aus W lJ W@ ist hierbei eindeutig.

Zur Bestimmung der Matrizen zy;,;, und wy;,, wird eine optimierte Version eines in [Mii]
vorgestellten Algorithmus verwendet. Diese Version wird zum Abschluss des Kapitels
in Abschnitt 7.5 im Detail erlautert.

7.3.2 Summation der Simplizes vom Niveau C,

Die im vorigen Unterabschnitt gewonnene Beschreibung von G'7; ermdglicht es uns, die
Untermenge der Simplizes vom Niveau Co zu ermitteln. Wir erhalten somit fiir Ur; eine
Liste der Form

{(@ij, bi5) | 7=1,...,7mi},

wobei die Elemente z;; € GL3(IF4[T]) Simplizes aus Sp(I'\B) vom Niveau Cy sowie
bi; € Z die entsprechenden Koeffizienten reprasentieren. Es ist anzumerken, dass in
dieser Darstellung weiterhin gleiche Simplizes aus So(I'\B) durch verschiedene Matrizen
beschrieben sein konnen.

Nach Aufbau des in Kapitel 5 erlduterten Algorithmus zur Bestimmung einer Basis der
Gruppe U sind die in den Anfangsflichen Uy, ..., U, auftretenden 2-Simplizes durch
Matrizen der GL3(IF4[T]) gegeben, wobei hier bereits gleiche Simplizes aus Sa(I'\B)
durch gleiche Matrizen beschrieben werden. Um eine zur Basis (Uy, ..., U,) kompatible
Darstellung von Ur; zu gewinnen, priifen wir daher fiir jedes Element x;; der Liste

{(ij, bi5) 1 =1,...,m)},

ob z;;Ca zu einem in der Anfangsfliche Uy,..., U, auftauchenden Simplex dquivalent
ist und ersetzen gegebenenfalls das Element x;; durch den Vertreter aus GL3(IF¢[T]) des
entsprechenden 2-Simplex.

Zur Uberpriifung der Aquivalenz zweier Simplizes 21Cs und x9Cs mit 21, 5 € GL3 (Fq[T7])
unter Operation der Kongruenzuntergruppe I' nutzen wir erneut Satz 1.21, nach wel-
chem genau dann [21Ca] = [22Cs] gilt, wenn ein g € Fixgp,w,77)(C2) mit zogryt €T
existiert. Da die Gruppe Fixqr,(,[7])(C2) endlich ist, kann die Aquivalenz in endlicher
Zeit entschieden werden.

Da Ur; das Urbild einer geschlossenen Fliche ist, ist Ur; eine Z-Linearkombination
der Anfangsflichen Uy, ..., U,. Daher miissen sich die Koeffizienten derjenigen Simpli-
zes, welche keinem der in Uy, ..., U, auftretenden 2-Simplizes gleichen, jeweils zu Null
aufsummieren. Diese Simplizes bediirfen daher keiner weiteren Beachtung und kénnen
somit samt ihrer Koeffizienten aus der Liste entfernt werden.
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7. Berechnung der Hecke-Operatoren

Indem wir fiir die restlichen Elemente die Koeffizienten gleicher Simplizes addieren,
erhalten wir eine Liste

{(ﬁcacik) | kzla"'ali}a

in welcher fiir festes ¢ zu jedem Simplex aus Sy(I"\B) hochstens ein x;; gehort.

7.4 Bestimmen der Abbildungsmatrix

Mithilfe der im vorigen Abschnitt gewonnenen Beschreibung von Ur; kénnen wir eine

Darstellung
,
Uri =Y di;Uj
j=1

von Ur,; als Z-Linearkombination von Uy, ..., U, ermitteln. Aufgrund der Z-Linearitét
von T folgt

T T

Gri=Y» dijY(Uj) =) di;Gy.
j=1 j=1

Indem wir dieses Verfahren fiir alle Basiselemente Uy, . .., Uy, durchfiihren, erhalten wir
eine Abbildungsmatrix von 79, zur Basis (G1,...,G,).

Wir moéchten an dieser Stelle das Beispiel aus Kapitel 5 fortfiihren.

Beispiel 7.1 Sei ¢ = 2,N = T2 + T+ 1 und I' = T'x(N). Fiir die in Beispiel 5.5
bestimmte Basis B von QIZ erhalten mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren
fir P =T € F,[T] die Abbildungsmatrizen

—1 —4 0 4
Mg(Tg,l,P)) = < 1 0 > und Mg(T(gl,P,P)) - <_1 _1) :

7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

Wie zuvor erwahnt, méchten wir zum Abschluss des Kapitels erkldaren, wie wir fiir einen
Simplex s € S3(B) algorithmisch ein « € GL3(IF,[T7]) sowie ein w € W mit

S = ITW

bestimmen. Bei den hier vorgestellten Algorithmen handelt es sich um Verfahren aus
der Arbeit ,,Zu Bruhat-Tits-Gebduden der GL(3) tiber Funktionenkorpern® [Mii], wel-
ches zum Teil weiter optimiert wurden.
In Satz 1.12 haben wir gesehen, dass jedem 2-Simplex s € Sy(B) eindeutig eine Neben-
klasse von GL3(K)/(R)I K mit
0 1
R=|0 0
0

S = O

Too
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7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

und
ok %
I=S MecGL3(Ox) | M= |0 % x| mod ms
0 0 =

zugeordnet werden kann. Unser Ziel ist es zunéchst fiir einen durch eine Matrix A €
GL3(K~) gegebenen 2-Simplex s einen kanonischen Vertreter Ay der Nebenklasse
A(RYI K+ zu bestimmen.

Hierzu betrachten wir einen Satz aus der zuvor erwahnten Arbeit [Mi], in welcher
ein vollsténdiges Vertretersystem der Menge GL3(K)/(R)IKZ angegeben wird. Wir
werden den Beweis an dieser Stelle nicht komplett wiederholen, sondern uns auf die
algorithmische Bestimmung des kanonischen Vertreters beschranken.

Fiir die Darstellung des Vertretersystems erinnern wir an dieser Stelle an eine weitere
o

Notation. Fiir ein Element a = Y a;7’, mit a; = 0 fiir fast alle i > r ist der Wert

dr., () durch

i=r

dr. (o) =max{i | a; # 0}

definiert.
Satz 7.2 Se:
Tl a B
V= 0 722 v | mi,me € Z,dr () <mi,dr (B) <mi,dr (7) < mo
0 0 1
Dann st

Vuve
ein vollstandiges Vertretersystem der GL3(Ks)/(R)IKZ .

b
Beweis: Sei A = (g ¢ JC”) € GL3(K ). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass v.(7) <
g (2

Voo(9), Voo (h) gilt. Anderenfalls kann dies durch Multiplikation mit R bzw. R? erreicht
werden. Durch

1 0 0 it 0 0 a b o
Al O 0 0 0 b 0 |=|d e fi] =24
9 _h 4 0o o0 4! 0 0 1

erhalten wir eine zu A unter der Operation der (R)I K2 aduivalente Matrix, in welcher
die vorderen beiden Eintréage der dritten Zeile gleich Null sind. An dieser Stelle miissen
wir eine Fallunterscheidung beziiglich der Relation von v (d1) und v (e1) durchfithren.
1. Fall: voo(d1) > veo(e1)

In diesem Fall kénnen wir das Element d; durch Operation der Standard-Iwahorigruppe
I eliminieren. Wir erhalten durch

1 0 0 as by o
A1 —% 1 0 = 0 €2 f2 =: A2
0 01 0 0 1
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7. Berechnung der Hecke-Operatoren

eine zu A dquivalente Matrix in oberer Dreiecksgestalt.

2. Fall: voo(d1) < voo(er)

Ist die Bewertung des Eintrages d; kleiner-gleich der Bewertung des Eintrages ej, so
kénnen wir den Eintrag e; durch

1 -2 0 a b ¢ )
Ao 1 o]l=1[d o f]:=4
0 0 1 00 1

eliminieren und erhalten eine zu A dquivalente Matrix, welche noch nicht obere Dreiecks-
gestalt besitzt. Da ein Spaltentausch nicht durch Elemente der Gruppe I realisierbar ist,
operieren wir mit der Matrix Q~!. Multiplizieren wir A von links mit @', so erhalten
wir

0 1 0 7TOQIA) a ¢ as bg C9
AQ'=Alne 0 0 = 0 d f =10 e fol = As.
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Wir erhalten somit in beiden Fillen eine obere Dreiecksmatrix. Es ist jedoch anzumer-
ken, dass die im 2. Fall erhaltene Matrix unter der Operation der Gruppe (R)I K, nicht
zu A dquivalent ist.

Die Eintrage as und ey besitzen Darstellungen der Form as = 7 ug, und ea = 72 u,,
mit my 1= veo(az) und mo = veo(€2) sOWie ug,, e, € OF. Diese Darstellung ermog-
licht es uns, eine zu As dquivalente Matrix anzugeben, deren Diagonaleintrige nur aus
Potenzen von 7., bestehen:

ug 0 0 Tt oo B
A 0wt Of=| 0 772 4] =A.
0 0 1 0 0 1

Das Element  lasst sich als
Y =70 + 17T

mit dr_ (70) < ma schreiben. Dies ermdglicht es uns den Eintrag « beziiglich 772 durch
die Multiplikation

10 0 et a B
Ao 1 -y | = 0 7™ ~| =4
0 0 1 0 0 1

zu reduzieren. Die Elemente o und [ besitzen ebenfalls Darstellungen der Form

a = ag+7rtag,
B = Bo+mb

mit dr_ (), dr.. (Bo) < m1. Wie zuvor kénnen wir die Eintrége o und § beztiglich 722!
durch

1 —a1 —f ot o fo 3
Ao 1 0O | = 0 722 | =4
0 0 1 0 0 1
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7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

reduzieren.

Die bisherige Argumentation liefert ein ¢ € {0, 1,2} sowie eine Matrix gy € IKZ mit
AR'g; € V bzw. zwei Matrizen g9, g3 € IKX mit AR'g,Q 1g3 € V.

Da wir an den Nebenklassen beziiglich der Operation der Gruppe (R)I K, interessiert
sind, werden wir im nichsten Schritt die Existenz einer Matrix g3 mit Q@ 1g3 = g3Q "
nachweisen. Hierzu bestimmen wir fiir eine Matrix

a b ¢
B=|d ¢ f| e€GL3(Kx)
g h i

Kriterien fiir die Existenz einer Matrix B € I mit Q'B= EQ‘I.

Die Gleichheit Q~'B = EQ‘l ist dquivalent zur Gleichheit
N é wgola? f
B=Q 'BQ=|n.b & 7wt
h wllg i

Die Matrix B liegt genau dann in I, wenn die Bedingungen
(i) G4,b,8, f,1 € Ono, (i1) Voo(d), v (h) > 1, (iid) veo(§) > 1, (i0) veo(&) > —1
sowie
(v) det(B) = det(Q 'BQ) = det(B) € 0%,

erfiillt sind.

Betrachten wir die im zuvor erklarten Algorithmus aufgefiihrten Matrizen, deren Pro-
dukt die Matrix g3 ergibt, so sehen wir, dass jede dieser Matrizen ¢’ diese Kriterien
erfiillt und somit eine Matrix ¢’ € I mit Q~'¢’ = Q7§ existiert. Das Produkt dieser
Matrizen liefert ein Element g, U mit Q7 1g3 = g3Q . Somit erhalten wir

AR'goQ 'g3 = AR'g23:Q ' €V

und daher
AR'gog3 € VQ.

Wir kénnen somit fiir jede Matrix A € GL3(K ) eine unter der Operation der (R)I KX
Aquivalente Matrix aus V U VQ bestimmen. Fiir den Nachweis der Nicht-Aquivalenz
der Elemente aus V' U VQ unter (R)I K2 verweisen wir auf [Mii].

O

Ausgehend von diesem Vertretersystem lésst sich ein Vertretersystem der
GL3(F,[T])\ GL3 (Koo ) /(R)TK S

bestimmen. Auch hier werden wir im Beweis lediglich die algorithmische Bestimmung
der Nebenklasse behandeln.
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7. Berechnung der Hecke-Operatoren

Satz 7.3 Sei
1 0 0
W = 0 anol 0 ’ mi,mo € Ng,mqp < mo
0 0 nZ2
Dann ist

Wy Wwe
ein vollstindiges Vertretersystem der GL3(F,[T])\ GL3 (K )/(R)IKZ.

Beweis Sei B € V. Wir werden zunichst die Existenz von Matrizen g1,g2 € IKZ
nachweisen, fiir welche g1 Bgo eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintriage aus -
Potenzen besteht.

Bevor wir die hierzu benétigten Schritte im Detail beschreiben, geben wir zunéchst
einen Uberblick des Ablaufes. Sei

™o B
B= 0 =2 v
0 0 1

mit mq, mo € Z. Im ersten Abschnitt reduzieren wir den Exponenten mo soweit, bis die
Relation my < max {1, v ()} erfiillt ist. Dies ermoglicht es uns, den Eintrag v durch
Zeilen- und Spaltenoperationen zu eliminieren. Insgesamt liefert der 1. Abschnitt eine
zu A Aquivalente Matrix B1) mit

) _ o
BY=1 o 2™
0 0 1

1 1) (1)

mit my;’,my’ € Z. Im Verlauf des 2. Abschnittes wird solange m;’ schrittweise redu-

ziert, bis mgl) die Relation mgl) < min {1, mél)} erfiillt. Diese Relation ermdoglicht die

Eliminierung der Elemente o und (V). Wir erhalten somit im 2. Abschnitt eine zu
BW gquivalente Matrix

(@
oot 0 0

(2) — m®
BY = Toor 0
0 0 1

mit mgg), mgz) €.

Bevor wir den Algorithmus im Detail beschreiben, fiigen wir noch einen kurzen Ab-
schnitt zur Notation ein.

Aufgrund des Aufbaus des Algorithmus durch Schleifen werden wir aus Griinden der
Ubersichtlichkeit die Elemente o, 3,7, m1 sowie mq als Variablen behandeln.

Da K, ein lokaler Korper ist, lisst sich jedes Element 2 € K2 als Produkt o = mae® @)y
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7.5 Bestimmen von Vertreter und Niveau

mit v € OF schreiben. Den zu einem Element z € KZ gehorenden Faktor u € O
bezeichnen wir innerhalb des Beweises mit u,.

Weiter bezeichne das Symbol ~ die Aquivalenz zweier Matrizen bzw. zweier Produkte
von Matrizen unter der linksseitigen Operation der GL3(F,[T]) und der rechtsseitigen
Operation der 1K .

Im Folgenden erkldren wir detailliert den Algorithmus.

1. Abschnitt

Sei
e o
B=| 0 w32 vy
0 0 1

mit mq, mg € Z. Inhalt dieses Abschnittes ist die Bestimmung einer zu B dquivalenten

Matrix der Form
o)

Lm0
(1) _ e
BY=1 o 2™
0 0 1

mit mgl), mél) € Z.

Reduktion von ~

Ziel dieses Schrittes ist es, das Element + durch ein Element -~y mit positiver Bewertung
und dr_ (7o) < ma zu ersetzen. Hierzu verwenden wir die Darstellung

v =Py + v + 70

mit Py € Fo[T],0 < vs6(70), dr.. (70) < mg sowie 0 < vg(y1). Die Summanden P, und
w221 kénnen durch folgende Operationen entfernt werden:

Tt f Tl o« B 10 O
0 w52 v ~ 0 @2 Py+0+7m2n 01 —m
0 0 1 0 0 1 00 1

1 0 O TRt a f—am
~ 01 —P, 0 w2 P,+v
00 1 0 0 1
Tl o B—am
~ 0 7
0 0 1
™o B
= 0 U gnoz Yo
0 0 1

Die Relation dr_ (70) < meo gewéhrleistet, dass, sobald ma < max {1, vs(7)} ist, die
Gleichheit v9 = 0 gilt und somit v vollstdndig durch Zeilen- und Spaltenoperationen
eliminiert werden kann.
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Reduktion von mso

Wie zuvor erwahnt, mochten wir in diesem Abschnitt ms reduzieren, um so durch
wiederholte Anwendung die Relation mo < max {1, v ()} zu erreichen. Die Reduktion
erfolgt durch folgende Operationen:

0 7.‘.2102 Yo ~ 0 7T<7>no2 Yo 0 1 0
0o 0 1 0 0 1) \o —rmypt o1
Tt o — 7T<7>n025’yal B %—1 0 0
~ | 0 0 w| [ o w' o
0 —amgt 1) N0 0 4t
10 0\ /175! angl —al2pyg? g
~ o 01 0 0 1
01 0 0 — 2y %o
P! -1 -1 _ _m23~—2 —1 u_’ll 0 0
OO,YU O[")/O Too B,YO B’YO Yo
N 0 —TEN T 0 —wl 0
0
0 0 1 0 0 1
R =0 g,y e n g g
0 0 1
Tt a f
=: 0 7322 v
0o 0 1

Der Eintrag v kann anschliefend erneut wie zuvor beschrieben abgeéndert werden.
Da myg in jedem Schritt echt reduziert wird, wird in endlich vielen Schritten die Relation
mg < max {1,v(7)} erreicht.

2. Abschnitt

Ziel des Abschnittes ist es, eine zu B dquivalente Matrix

e
Moo 0 0
2) = (2)
BZ=1 0 =2 o
0 0 1
mit mgQ), mgQ) € Z zu bestimmen.

Reduktion von v und

Zunéachst mochten wir die Elemente v und 8 durch Elemente ag und By mit my <
Uoo(ap) und 0 < voo(Bo) sowie dr (o), dr. (Bo) < mi ersetzen. Hierzu nutzen wir
Darstellungen der Form

a=oa_1+o)+ 7T
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mit dr (a—1) < ma,ma < Veo(ap), dr, (ap) < mq und 0 < v (1) sowie
B=Ps+ Po+m P

mit P € Fy[T],0 < veo(Bo), dro. (Bo) < m1 und 0 < vo(f1). Die Reduktion erfolgt
durch folgende Schritte:

Tl a f8 Tt a1+ o+l oy P+ o+ wit B 1 —a1 =/
0 a2 o] ~ | 0 a2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 —n a1 —Pg Tt a1 +ag P+ B
~ (o 1 0 0 am 0
0 0 1 0 0 1
Tl ag Bo
~ 0 @2 0
0 0 1

Wie zuvor konnen wir aus den geforderten Relationen fiir cg und Sy im Fall my <
min {1, ms} die Gleichheit ag = By = 0 folgern. Im umgesetzten Algorithmus wurde
zusétzlich beriicksichtigt, dass, falls in der vorangegangenen Bestimmung des Vertreters
in V die Matrix Q! verwendet wurde, innerhalb des Algorithmus zur Bestimmung des
Vertreters in W Matrizen der Form

a b ¢
C=1|d e f
q h 1

mit @,b,é, f,1 € Ouey Voo(d),ve0(h) > 1, 150(§) > 1, v5e(¢) > —1 und det(C) € OF
verwendet werden kénnen. Dies ermoglicht es uns, 8 sogar durch einen Vertreter mit
dr.. (Bo) < mi—1 zu ersetzen.

Reduktion von mq

Wie im Abschnitt zur Reduktion von « und § erldutert, mochten wir die Relation
my < min{l,ms} erreichen, um so eine vollstindige Elimination von « und f zu
ermoglichen. Fiir die Reduktion miissen wir ausgehend von der Relation von « und
B eine Fallunterscheidung durchfiihren.

1. Fall: 0 < v (o) < voo()
In diesem Fall erfolgt die Reduktion durch

Wgnol (7)) 50 ﬂ'gnol (675} 50 1 0 0
0 a2 0 ~ 0 a7 0 0 10
0 0 1 0 0 1 —rmgt 01

0 a0 B\ (Bt 0 0

~ 0 72 0 0 Byt 0

At 0 1) N0 0 gt
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0 aofyt 1 1 0 0
~ 0 2Bt 0 0 1 0
gyt 0 Byt N0 —aeByt 1
001 0 0 1
~ [0 10 0 ) wggwo—; 01
L0 0/ \-m3d'By” —a0By” By
-2
mgst —aoBy? Byt [T Yss 00
~ o 2Bt 0 0 uly 0
Bo
ﬂglo1—2voo (Bo) _ﬂ_o—ovoo(ﬂo)aoﬁo—l B()_l
~ 0 7Tg@oz—vm(ﬁo) 0
0 0 1
Tt oa
=: 0 =722 0
0 0 1

Da die Bewertung von Sy positiv ist, wird m durch diese Schritte echt reduziert. Weiter
folgt aus der Positivitdt der Bewertung von 3y, dass durch die Reduktion die Differenz
m1 — mo echt verringert wird.

2. Fall: mg < voo(ap) < ve0(So)
Zur Reduktion werden folgende Schritte verwendet:

Ty fo Teo' A0 o ol 10
0 7™ 0] ~ 0 mx 0 |-mglag’ 10
0 0 1 0 0 1 00l
0 Q) ,80 L0 0
N —gmatme 1 am2 () 01 —Q IBO
0 0 1 0 0 1
010 0 @0 0
~ [1 00 mmitmegol gme g2t g,
00 1 0 0 !
-1
gmtmzqot gme _pmeqclg, Tt vy
~ 0 QaQ 0 0 u;Ol 0
0 0 1 o0t
7T(T)nol+m2_vo<>(a0) 7.(.0772)2 U_l —7'{‘2102 066160
- 0 mage (o 0
0 0 1
Tl o B
= 0 ngo2 0
0 0 1
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Die Relation ma < vs () zeigt, dass durch diese Schritte zum einen die Bewertung
von my und zum anderen die Differenz m; — mso echt verringert wird.

Wie zuvor erklart verringern sich in beiden Féllen sowohl my als auch die Differenz
mj — mg, so dass in endlich vielen Schritten die Relation m; < min {1, ms} erreicht
wird.

Die bisherigen Schritte liefern zusammen mit dem Beweis von Satz 7.2 fiir eine beliebige
Matrix A € GL3(K) somit Matrizen g € GL3(F4[T]), 92,93 € IKZ sowie i €
{0,1,2} und j; € {0,1} mit

‘ ‘ o2t 0 0
GlAR" ¢Q 'gs=| 0 72 0
0 0 1

mit my, mg € Z. Durch Zeilentausch, Multiplikation mit einer geeigneten 7..-Potenz
sowie der Operation der Matrizen Q! und R konnen wir diese in eine Matrix der Form

a2t 0 0
0 72 0
0 0 1

mit 0 < m; < mg umwandeln. Wir erhalten somit eine Matrix g1 € GL3(IF4[T]) sowie
iy € {0,1,2} und j» € {0,1} mit

GIAR" g2Q 7 g3 R Q™72 € W,
Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass Matrizen g € GL3(F,[T]) und g € (R)IKZ mit
gAge Wu W@

existieren.

Betrachten wir die Matrix g3, welche ein Produkt der im bisherigen Beweis verwendeten
Matrizen ist, so konnen wir nach den Uberlegungen des Beweises zum vorherigen Satz
die Existenz einer Matrix g3 € I KX mit

g1AR" go33Q " R?Q 2 € W

voraussetzen. Die Matrix R kommutiert mit allen Elemente der Gruppe I K. Daher
erhalten wir mittels der Relationen

o 0 0
Q'R=R*Q'| 0 1 0
0 01
und
10 0
Q'RP=RQ'|0 1 0
0 0 7w
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durch eventuellen Zeilentausch sowie Multiplikation einer geeigneten m..-Potenz Matri-
zen g € GL3(F,[T]) und g € (R)IKZ mit

gAGe W U WQ.

Wir haben somit gezeigt, wie zu jedem Element A € GL3(K ) algorithmisch ein kano-
nischer Vertreter aus W U W@ unter der linksseitigen Operation der GL3(F,[T7]) sowie
der rechtsseitigen Operation der Gruppe (R)IKZ bestimmt werden kann.
Fiir den Nachweis der Nicht-Aquivalenz der Elemente aus W U WQ verweisen wir er-
neut auf die Arbeit [Mii.

U
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A. Beispiele

In diesem Abschnitt werden fiir verschiedene Werte ¢ sowie verschiedene irreduzible
Polynome N € F,[T] weitere Beispiele fiir Hecke-Operatoren angeben. Diese wurden in
Mathematica 8 mittels der in Kapitel 5 und 7 vorgestellten Verfahren bestimmt.

Basis von U

Im vierten Kapitel wurde die Abbildung T eingefiihrt, welche Z-Linearkombinationen
von 2-Simplizes aus S2(I"\B) vom Niveau Cy zu Z-Linearkombinationen von 2-Simplizes
aus So(I'\B,) fortsetzt. Hierbei bezeichnet B, das Bruhat-Tits-Gebdude der Grofe
n = max{2,deg(N)}. Nach Konstruktion der Abbildung Y ist die Gruppe GZ der
geschlossenen Fléachen iiber Z im Bild von T enthalten. Zu jedem Wert ¢ und jedem
Polynom N wird daher eine Basis By = {Uy,...,U,} des Urbildes von U = T=(G%)
angegeben.

Fiir eine Matrix g € GL3(IF4[T"]) bezeichnet hierbei [g] den 2-Simplex [©2(g)] € S2(I'\B),
wobei ©2(g) der zur Matrix g gehorende 2-Simplex aus Sa(B) sei.

Abbildungsmatrizen ME (T, , p)) bzw. ME (T, p ) von Hecke-Operatoren ers-
ter bzw. zweiter Art

Durch Fortsetzung der Basis By, mittels der Abbildung Y erhalten wir eine Basis Bg der
Gruppe GZ der geschlossenen Fléichen iiber Z. Das Abbild B = {¢1, ..., ¢} := p~}(Bg)
der Basis Bg unter dem im dritten Kapitel hergeleiteten Isomorphismus p~! zwischen
GE und H,(B,C) ist eine Basis des Raums H;(B,C)I" der T-invarianten ungeordne-
ten harmonischen 2-Koketten mit endlichem Trager modulo I'. Beziiglich dieser Basis
werden zu verschiedenen zu N teilerfremden Polynomen P die Abbildungsmatrizen der
Hecke- Operatoren T{; ; py bzw. T|; p py erster bzw. zweiter Art aufgefiihrt.

Zur Berechnung der Abbildungsmatrizen der Hecke-Operatoren erster bzw. zweiter
Art geniigt jedoch die Kenntnis der Basis Bg. So wurde im sechsten Kapitel nach-
gewiesen, dass fiir jedes zu N teilerfremde irreduzible Polynom N die Gleichheiten
ME(Ti1m) = MpS (TS p.py) und ME(Ty, pp) = M2 (T8, ) gelten.

Zusétzlich zu den Abbildungsmatrizen wird jeweils das zugehorige charakteristische Po-
lynom angegeben. Dieses ist hierbei in seine irreduziblen Faktoren iiber QQ zerlegt.

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q

Wir méchten weiter iiber Q die Zerlegung von H;(B,C)' in unter der Hecke-Algebra
invariante Unterrdume betrachten. Dabei folgen wir dem unter anderem aus [Tr| be-
kannten Vorgehen.
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Hierfiir betrachten wir zunéchst einen festen Hecke-Operator T7 und dessen charakte-
ristisches Polynom .

Ist x; ein Linearfaktor von y mit Vielfachtheit 1 und A; der zugehérige Eigenwert, so
ist jeder Eigenvektor von T zu A; auch Eigenvektor zu jedem anderen Hecke-Operator.
Denn: Ist T5 € Hy ein beliebiger Hecke-Operator und v; ein Eigenvektor von 77 zum
Eigenwert \;, so gilt aufgrund der Kommutativitat der Hecke-Algebra

T1 (¢] TQ('Ui) = TQ o Tl(v,-) = TQ()\Z‘UZ') = )\Z‘TQ(UZ‘).

Somit ist T (v;) ebenfalls ein Eigenvektor von T} zum Eigenwert ;. Aus der Eindimen-
sionalitdt des Eigenraumes von \; zu T} folgt die Existenz eines \; € C mit Ts(v;) = \;v;.

Ist x; ein Faktor hoheren Grades mit Vielfachheit 1 und V; der zugehorige unter 717 in-
variante unzerlegbare Unterraum von (5, (C)F, so ist V; unter allen Hecke-Operatoren
invariant.

Denn: Sei T € Hy. Aus der Irreduzibilitdt von y; iiber QQ ergibt sich die Separabilitit
des Faktors x;. Somit zerféllt y; iiber C in verschiedene Linearfaktoren. Da x; nach
Voraussetzung Vielfachheit 1 besitzt, existiert mindestens ein Linearfaktor, welcher in
der Faktorisierung des charakteristischen Polynoms iiber C nur einmal auftaucht. Ist
A; der zu einem solchen Linearfaktor zugehorige Eigenwert mit Eigenraum Fj;, so gilt
E; CV; ® C und nach voriger Argumentation ebenfalls E; C T5(V; ® C). Somit ist der
Schnitt von V; und T(V;) nicht trivial. Aus der Vertauschbarkeit der Hecke-Operatoren
folgt weiter

Ti o Th(V;) = To o T1 (Vi) C To(V5)

und somit die Invarianz von T5(V;) unter T3. Folglich ist der Schnitt V; N T2(V;) T1-
invariant. Da V; als unzerlegbar vorausgesetzt wurde, folgt V; N T%(V;) = V; und somit

To(V;) = Vi.

Durch Betrachtung gentigend vieler Hecke-Operatoren und ihres charakteristischen Po-
lynoms gelingt es, fiir jedes betrachtete Paar (g, N) eine Zerlegung von (B, C)'o(M)
in unter der Hecke-Algebra invariante Rdume anzugeben.
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A.1 Beispiele fiir q =2
A.1 Beispiele fiir ¢ =2

All N=T24+T+1

Basis von U:

By = {Ui,Us}
- {[(Tglég)}—[(%?)]’ -
1 100 010 1
(o eo)] +[(028)] - 1(a8)] - (2,4, 0)p

Abbildungsmatrizen M5 (T, , »)) von Hecke-Operatoren erster Art:

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
T 0 4 X?+X+4
-1 -1

T+1 <_11 _04> X?+ X +4

3 -3 -8 2
T°+T+1 9 _q X 4+4X 419

3 2 -1 8 2
T°4+T°+1 9 _3 X 44X +19

Abbildungsmatrizen M5 (T}, p )

von Hecke-Operatoren zweiter Art:

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
-1 —4 9
: & XX
T+1 (_01 _41> X2+ X +4
3 -1 8 2
T°+T+1 9 _3 X +4X 419
3 2 -3 -8 2
T°4+T°+1 9 1 X +4X +19

Zerlegung in invariante Unterrdume iiber Q:

Hi(B, (C)FO(N ) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele
A.2 Beispiele fiir ¢ =3

A21 N=T?+1

Basis von U
By = {U,Us,Us}

0 10 0 1
= (A 00)] - [ )]
[( !0
T+2 T
0
T

(s

Abbildungsmatrizen ME(T(LLP)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
3 1 -3
T 00 9 (X —3)%(X +3)
01 0
0 3 10
T+1 -3 -2 -6 (X2 +4X +19)(X — 1)
-1 -1 -1
—4 -4 -7
T+2 31 -3 (X2 +4X +19)(X - 1)
1 0 0
5 8 14
T2+ T +2 -6 -5 6 (X2 —2X +61)(X +5)
-2 0 -3
-3 —6 —20
T? + 2T +2 6 1 12 (X2 —2X +61)(X +5)
2 2 1
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A.2 Beispiele fir q =3

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom

31 -3

T 00 9 (X —3)%(X +3)
01 0
—4 —4 -7

T+1 (3 1 3) (X2 +4X +19)(X — 1)
1 0 0
0 3 10

T+2 (3 -2 6) (X2 +4X +19)(X — 1)
-1 -1 -1

-3 —6 —20
T? +T +2 6 1 12 (X2 —2X +61)(X +5)
2 2 -1

5 8 14
T2 + 2T +2 -6 -5 6 (X2 —2X +61)(X +5)
-2 0 -3

Zerlegung in invariante Unterrdume iiber Q:

H)(B,C)'oW) = (o) — 302 4 w3)c ® (@1, 302 + ©3)c
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A. Beispiele

A22 N=T?24+T+2

Basis von U

Abbildungsmatrizen ME (T, , »)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
-2 -3 —6
T 3 0 10 (X2 +4X +19)(X — 1)
-1 -1 -1
1 3 =3
T+1 -4 -4 -7 (X2 +4X +19)(X - 1)
0 1 0
0 9
T+2 1 3 -3 (X —3)2(X +3)
1 0 0
1 6 12
T2 +1 -6 -3 —20 (X% —2X +61)(X +5)
( 2 2 -1 )
1 6 12
T2 + 2T +2 (6 -3 30) (X2 —2X +61)(X +5)
2 2 -1
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Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

A.2 Beispiele fir q =3

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
1 3 -3
T —4 -4 -7 (X2 +4X +19)(X - 1)
0 1 0
-2 -3 —6
T+1 3 0 10 (X2 +4X +19)(X — 1)
-1 -1 -1
00 9
T+2 13 -3 (X —3)*(X +3)
10 0
-5 —6 6
T2 +1 8 5 14 (X% —2X +61)(X +5)
0 -2 -3
1 6 12
T? +2T + 2 -6 -3 —20 (X? —2X +61)(X +5)
2 2 —1

Zerlegung in invariante Unterridume iiber Q:

H) (B, C)Fo M) = (301 + @2 + 03)c ® (02, 301 + v3)c
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A. Beispiele

A23 N=T2492T+2

Basis von U

Abbildungsmatrizen ME (T, , »)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
0 4 -3
T -3 -3 7 (X2 +4X +19)(X - 1)
1 0 0
2 -1 —4
T+1 -1 2 -4 (X —3)%(X +3)
-1 -1 -1
-3 -3 7T
T+2 4 0 -3 (X2 4+4X +19)(X - 1)
0 1 0
3 6 —14
T2 +1 -8 -3 6 (X2 —2X +61)(X +5)
0 -2 -3
-3 -8 6
T? +T +2 6 3 -—14 X2 —2X +61)(X +5)
-2 0 3




A.2 Beispiele fir q =3

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P | Abbildungsmatrix | charakteristisches Polynom
-3 -3 7

T 4 0 -3 (X2 4+4X +19)(X - 1)
0 1 0
2 -1 —4

T+1 -1 2 -4 (X —3)%(X +3)
-1 -1 -1
0 4 -3

T+2 -3 -3 7 (X2 +4X +19)(X — 1)
1 0 0
-3 -8 6

T2 +1 6 3 14 (X2 —2X +61)(X +5)
-2 0 -3
3 6 -—14

+T+2|[-8 -3 6 (X? —2X 4+ 61)(X +5)
0 -2 -3

Zerlegung in invariante Unterridume iiber Q:

Hi(B,C)YFo M) = (o1 + o + p3)c ® (—4dp1 + 3, —p1 + p2)c
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A. Beispiele

A.3 Beispiele fiir ¢ =4

Der Korper Fyq wird im folgenden durch die Elemente {0,1,a,« + 1} reprisentiert,
wobei a eine Nullstelle des iiber Fy irreduziblen Polynoms X? 4 1 bezeichne.

A31 N=T2+T+a

Basis von U

By {U1

{

7U27U37U4}
0 10 [ 0 10
1 oo)—( 1 10)}7
T+a+1T1 [\ T+a+111
10 /10 0
00) - (1 1 0)],
T+a+1T1 [\1T+a+11
10 (10 0
00) - (1 1 o)},
T+a+1 T1 L\N1 aT+T+1 1
10 [(100 010 10 0
00+010—100—010}
Thad1 1 I\TT1 TT1 T T+a+1 1

Abbildungsmatrizen MZ (T, , r)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
-2 -3 2 -6
3 3 3 -3 PR 2
T o 0 o s | | XXX 69X +171
1 0 0 0
-2 0 -2 15
T+1 3 00 =6 X4+ X3 4 11X2% - 69X 4 171
5 3 1 -3
0 0 1 0
0 0 -3 —6
2 0 2 17 PR .
T+« 0 3 0 _g| | X'HXHI1X2-69X +171
-1 -1 -1 -1
3 3 3 -3
T+a+1 T2 B v X3 11X - 69X + 171
-3 0 0 -6
0 1 0 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
-2 0 -2 15
-3 0 0 -6 4 3 9
T 5 3 1 -3 X 4+ X° 4+ 11X —-69X + 171
0 1 0 O
-2 -3 2 -6
3 3 3 =3 4 3 9
T+1 9 0 -2 15 X 4+ X° 4+ 11X —-69X + 171
1 0 0 O
-2 -3 2 —6
3 3 3 =3 4 3 9
T+« 9 0 -2 15 X4+ X° 4+ 11X —-69X + 171
1 0 0 0
-2 -3 2 -6
3 3 3 -3 4 3 9
T+a+1 9 0 -2 15 X 4+ X° 4+ 11X —-69X + 171
10 0 0

Zerlegung in invariante Unterrdume iiber Q:

Hi(B,C)ToW) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele

A32 N=T°+T+a+1

Basis von U

By

= {'(

/\/‘\/\

NN
o7
oo o+
+ Ot

-

0
1
T+a+1

~
+
o

F
—

[y

{U17 U27 U37 U4}

1 0\]
00)
T1

—
[e=]

No~ o~ No
—OO ROO O
\/ \_/ v

Nor RN

—
s
HHO
—
S
e e L

+

N—o ~

QO
—

—oo é_,_.o +
_l’_
—

[E—
|

)]
)]
)]
(G4 -1t )D

Abbildungsmatrizen MZ (T, , r)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
0 0 -3 -6
2 0 2 17 4 3 9
T 0 -3 0 -6 X*+ X°4+11X° —-69X + 171
-1 -1 -1 -1
3 3 3 -3
T+1 30 0 -6 X*+X°+11X°—-69X + 171
0 1 0 O
-2 0 -2 15
T+ « 3 006 X4+ X3 +11X2% - 69X + 171
5 3 1 =3
0 0 1 0
-2 -3 2 -6
3 3 3 -3 4 3 9
TH+a+1 9 0 -2 15 X*+ X°4+11X°—-69X + 171
10 0 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
3 3 3 =3
-2 -4 -5 -8 4 3 9
T 30 0 -6 X+ X° 4+ 11X —-69X + 171
0o 1 0 O
0 0 -3 —6
2 0 2 17 4 3 9
T+1 0 -3 0 -6 X 4+ X° 4+ 11X —-69X + 171
-1 -1 -1 -1
-2 0 -2 15
T+« 3 006 X4+ X3+ 11X2% - 69X + 171
5 3 1 =3
0 0 1 0
-2 -3 2 -6
3 3 3 =3 4 3 9
T+a+1 9 0 -2 15 X5+ X° 4+ 11X —-69X + 171
1 0 0 O

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q:

Hy (B, C)'oN) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele

A33 N=T?4+aT+1

Basis von U

Bu - {U17U27U37U4}
r 0 10\] /010
= {( 1 00) — (110)},
L\T+ao+1T 1/ L\aT 11
r 0 10\] (/100
( 1 00) — (110)},
T+a+1T 1/ ] I\1aT 1
0 10\] r/1 0 0
G A -10.,08)],
T+a+1T 1/ L\1aT+a+11
0 10\] /100 010 1 0 0
( 1 00)+<010)}—[100)}—[(0 1 0)]}
T+a+1T 1/ ] I\TT1 TT1 T T+a+1 1

Abbildungsmatrizen MZ (T, , r)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
o 2 2 17
0 0 -3 -6 4 3 9
T 3 0 0 6 X*+ X°4+11X° —-69X + 171
-1 -1 -1 -1
3 3 3 -3

_ -3 -2 2 -6 X4+ X34 11X2 - 69X 4171

3 3 3 -3 4, w3 2

T+a 0 3 0 _g| | XTHXTHIIX? 69X 4171
1 0 0 0
0 -3 0 —6

T+a+1 g _52 _12 E; X* 4+ X3 4+11X% — 69X + 171
00 1 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
-4 -2 -5 -8
3 3 3 =3 4 3 9

T 0 -3 0 -6 X5+ X°+11X°—69X + 171
1 0 0 O
0 -3 0 -6

T+1 0 —2 =2 Db X4+ X3 4 11X2% - 69X + 171
3 5 1 -3
0o 0 1 0
0o 2 2 17
0 0 -3 —6 4 3 9

T+a 3 0 0 —6 X*+ X°+11X°—69X + 171
-1 -1 -1 -1
3 3 3 =3

T+a+1 T3 7202 O v X8 11X 69X 4 171
0 -2 -2 15
0o 1 0 0

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q:

Hy (B, C)'oN) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele

A34 N=T*+alT+a«

Basis von U

By

{

(

~
+
Q

T

T 1T 1T |
N T N N

0

0

~
_l’_
Q=
_l’_

—=o

~
+
Q —o
+

1 0
T+a+1T1

—_

[y

[y

{U17 U27 U37 U4}

10

]

—_
[e=]

OO OO O
N N N
L 1L 1L ]

No~ Hjor~ Ho

NoR FEe e

—OoO

N—

Q
o
~
OO oo L—

Q

ﬂ,_.o —EHD i

—=OoOO +
—_

N—o Q

Abbildungsmatrizen MZ (T, , r)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
3 3 3 -3
-3 -2 2 -6 PR -
T 0 _9 o 15| | X'HX7HI11X2 69X +171
0 1 0 0
0 2 2 17
0 0 -3 —6 PR 5
T+1 a0 0 | | XTHXPHIIXZ 69X +171
-1 -1 -1 -1
0 -3 0 —6
T+« 0 -2 -2 15 X4+ X3+ 11X2% - 69X + 171
3 5 1 -3
00 1 0
—4 -2 -5 -8
T+a+1 5003 3 T3 xa x84 11X2 69X 4171
0 -3 0 -6
1 0 0 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
0 -3 0 -6
0 -2 -2 15 4 3 9

T 5 5 1 _3 X5+ X°+11X°—69X + 171
0o 0 1 0
-4 -2 -5 -8

T+1 3 _33 g :2 X4+ X3+ 11X2% - 69X + 171
1 0 0 0
3 3 3 =3

T+a 0 -2 -9 15 X*+ X°+11X°—69X + 171
0o 1 0 O
0 2 17

T+a+1 0 0 =3 =011 xa X3 11x2 — 69X + 171
-3 0 0 -6
-1 -1 -1 -1

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q:

Hy (B, C)'oN) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele

A35 N=T*+(a+1)T+1

Basis von U

BZ/{ — {U17U27U37U4}

i 0 1 0\ [/ 0 10

= {( 1 00)— (110)],
L\T+a+1T 1/ ] L\aT 11
i 0 1 0\ [/1 0 0
( 1 00) - (1 1 0)],
L\T+a+1T 1/ ] L\1aT 1
i 0 1 0\ rrr 0 O
(3 AD]-[0.1 8],
L\T+a+1T1/] L\1aT+11
[ 0 1 0\ (/7100 010 1 0 0
( 1 00) + (O 10 ]—[(100)}—[(0 1 0)}
L\T+a+1T 1/ ] L\T T 1 TT1 TTHa+11

Abbildungsmatrizen ME (T, , ) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
0 0 -3 -6
3 1 5 -3 4 3 2

T 0 -9 -9 15 X+ X°+11X° - 69X + 171
0 1 0 0
o 2 2 17

T41 300 =0 s x84 11X — 69X 4 171

0 -3 0 -6
-1 -1 -1 -1

-4 -5 -2 -8

00 0 =3 —6| | vuva. ies
T+a S s o o] | XXX 60X 4171
1 0 0 0
3 3 3 -3
Trat1 || 0 D0 B XX X7 60X 4171

0 0 1 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
3 3 3 =3
0 -2 -2 15 4 3 9

T 3 9 _9 _g X5+ X°+11X°—69X + 171
0o o0 1 0
-4 -5 -2 -8
0 0 -3 —6 4 3 9

T+1 2 3 3 _3 X 4+ X° 4+ 11X°—-69X + 171
1 0 0 0
0o 2 2 17
-3 0 0 -6 4 3 9

T+a 0 -3 0 —6 X*+ X°+11X°—69X + 171
-1 -1 -1 -1
0 0 -3 —6

T+a+1 315 =3 X4+ X3+ 11X2% - 69X + 171
0 -2 -2 15
0o 1 0 0

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q:

Hy (B, C)'oN) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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A. Beispiele

A36 N=T"+(a+1)T+a+1

Basis von U

BZ/{ — {U17U27U37U4}
i 0 10\ i 0 10
= {( 1 oo> — ( 1 10)],
L\T4+a+1T 1/ ] L\aT+a 11
i 0 10\ 0 10
SRl
T+a+1T 1/ ] al+a+111
0 10\ rr1 0 O
ERHEEEn)
TH+a+1T 1/ | L\1 aT+al
0 1 0\ (/7100 010 1 0 0
1 00 —+ 010 — 100 — 0 1 0
TH+a+1T 1/ ] L\T T 1 TT1 TT+a+11

Abbildungsmatrizen MZ (T, , r)) von Hecke-Operatoren erster Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
-2 -2 0 15
5 1 3 -3 4 3 9
T 3 0 0 6 X*+ X°4+11X° —-69X + 171
0 1 0 O
3 3 3 -3
-3 0 0 —6 4 3 9
T+1 L9 5 _4 _3 X*+ X°4+11X°—-69X + 171
0 0 1 0
0 -3 0 6
0 0 -3 -6 4 3 9
T+« 9 9 0 17 X*+ X°4+11X°—69X + 171
-1 -1 -1 -1
-2 2 -3 -6
T+a+1 _32 _32 g 153 X* 4+ X3 4+11X% — 69X + 171
10 0 0
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A.8 Beispiele fir q =4

Abbildungsmatrizen MZ (T, p ) von Hecke-Operatoren zweiter Art

Polynom P Abbildungsmatrix charakteristisches Polynom
-2 2 -3 —6
-2 =2 0 15 4 9
T s 3 3 _s||X + X3 +11X2 - 69X + 171
10 0 0
0 -3 0 —6
0 0 -3 —6 4 9
T+1 o o9 o 17| X + X3+ 11X? — 69X + 171
-1 -1 -1 -1
3 3 3 =3
-3 0 0 -6 4 9
T+« o 5 4 —s||X + X3 +11X2 — 69X + 171
0O 0 1 0
-2 =2 0 15
5 1 3 -3 4 3 9
T+a+1 X5+ X° 4+ 11X —-69X + 171
-3 0 0 —6
0O 1 0 O

Zerlegung in invariante Unterraume iiber Q:

Hy (B, C)'oN) ist iiber Q nicht weiter in invariante Unterrdume zerlegbar.
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