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Abstrakt

Abstrakt:

Wir betrachten zeitabhéngige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhéngigen
Gebieten, wobei die Bewegung des Gebietsrandes bekannt ist. Die zeitliche Entwicklung des Ge-
bietes wird durch die ALE-Formulierung behandelt, die die Nachteile der klassischen Euler- und
Lagrange-Betrachtungsweisen behebt. Die Position des Randes und seine Geschwindigkeit wer-
den dabei so in das Gebietsinnere fortgesetzt, dass starke Gitterdeformationen verhindert werden.

Als Zeitdiskretisierungen hoherer Ordnung werden stetige Galerkin-Petrov-Verfahren (¢cGP) und
unstetige Galerkin-Verfahren (dG) auf Probleme in zeitabhéngigen Gebieten angewendet. Wei-
terhin werden das C'-stetige Galerkin-Petrov-Verfahren und das C%-stetige Galerkin-Verfahren
vorgestellt. Deren Losungen lassen sich auch in zeitabhéngigen Gebieten durch ein einfaches ein-
heitliches Postprocessing aus der Losung des ¢cGP-Problems bzw. dG-Problems erhalten.

Fiir Problemstellungen in festen Gebieten und mit zeitlich konstanten Konvektions- und Reakti-
onstermen werden Stabilitdtsresultate sowie optimale Fehlerabschiatzungen fiir die nachbereiteten
Lésungen der ¢cGP-Verfahren und der dG-Verfahren angegeben.

Fiir zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhéingigen Gebieten
préasentieren wir konservative und nicht-konservative Formulierungen, wobei eine besondere Auf-
merksamkeit der Behandlung der Zeitableitung und der Gittergeschwindigkeit gilt. Stabilitét
und optimale Fehlerschéatzungen fiir die in der Zeit semi-diskretisierten konservativen und nicht-
konservativen Formulierungen werden vorgestellt.

Abschliefiend wird das volldiskretisierte Problem betrachtet, wobei eine Finite-Elemente-Meth-
ode zur Ortsdiskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhéngigen
Gebieten im ALE-Rahmen einbezogen wurde. Dariiber hinaus wird eine lokale Projektionssta-
bilisierung (LPS) eingesetzt, um der Konvektionsdominanz Rechnung zu tragen. Weiterhin wird
numerisch untersucht, wie sich die Approximation der Gebietsgeschwindigkeit auf die Genauig-
keit der Zeitdiskretisierungsverfahren auswirkt.






abstract

Abstract:

We consider time-dependent convection-diffusion-reaction equations in time-dependent domains
where the movement of the domain boundary is a priori known. The temporal development of
the domain is treated by the arbitrary Lagrangian-Eulerian formulation (ALE) to overcome the
disadvantages of the classical Euler and Lagrangian approaches. The position of the domain
boundary and its velocity are extended into the domain in such a way that strong mesh defor-
mations are prevented.

As higher order time discretizations, continuous Galerkin-Petrov methods (cGP) and disconti-
nuous Galerkin methods (dG) are applied to problems in time-dependent domains. Furthermore,
the C'-continuous Galerkin-Petrov method and the C°-continuous Galerkin methods are pre-
sented. Their solutions could be obtained, also in time-dependent domains, by a simple uniform
post-processing from the solution of the cGP-problem or dG-problem, respectively.

For problems in fixed domain and with temporally constant convection and reaction terms, stabi-
lity results and optimal error estimates for the post-processed solutions of cGP and dG methods
are given.

We present for time-dependent convection-diffusion-reaction equations in time-dependent do-
mains both conservative and non-conservative formulations with special attention to the treat-
ment of the time derivative and the mesh velocity. Stability and optimal error estimates for the
temporally semi-discretized conservative and non-conservative formulations are presented.

Finally, the fully discrete problem with a finite element method as spatial discretization of the
convection-diffusion-reaction equation in time-dependent domains was considered in the ALE
framework. In addition, a local projection stabilization (LPS) is applied to handle the dominant
convection. Furthermore, we investigate numerically how the approximation of the mesh velocity
influences the accuracy of the time discretizations.






1 Einleitung

Das grundlegende Ziel dieser Arbeit ist die Losung von Konvektions-Diffusions-Reaktions-Glei-
chungen in einem zeitabhéngigen Gebiet €, ¢ € (0,7, welche durch das Modell

Ou —eAxu+b-Vyutcu=7f (1.1)

mit einem vorbeschriebenen Rand I'; := 0€0; dargestellt werden. Dabei ist 0 < £ < 1 eine kleine
positive Diffusionskonstante. b und c sind zeitabhéngige Funktionen, die von x abhéngen koénnen
und die Konvektion und die Reaktion bezeichnen. Das Problem wird mit Anfangsbedin-
gungen sowie Randbedingungen versehen.

Die numerische Losung eines solchen Problems in zeitabhidngigen Geometrien bendtigt eine ge-
nauere Betrachtung als die {iblichen kontinuumsmechanischen Betrachtungsweisen von Lagrange
und Fuler, da diese bei einer Ortsdisketisierung mittels der Finite-Elemente-Methode ungeeignet
sind.

In der reinen Euler-Formulierung, die in der Fluiddynamik eine breite Anwendung findet, wird die
Stromung des Kontinuums, die beispielsweise in Rohrleitungen bzw. durch die Schwerkraft ent-
steht, in einem raumfesten Bezugssystem beschrieben. Ein Nachteil der Euler-Betrachtungsweise
liegt z.B. in der Auflésung der sich bewegenden Rénder bzw. freien Oberflichen. Bei einer rei-
nen Lagrange-Formulierung, die vor allem in der Strukturmechanik anzuwenden ist, wird die
Bewegung eines Kontinuums in einem mitbewegten Bezugssystem beschrieben. Somit erlaubt
diese Beschreibung eine einfache Verfolgung von freien Oberflichen. Allerdings konnen bei dieser
Betrachtungsweise starke Gitterdeformationen (Elementverzerrungen) auftreten, wenn die gege-
bene Geschwindigkeit des Gebietsrandes auf die Gittergeschwindigkeit im Inneren des Gebietes
erweitert wird. Dies kann die Stabilitdt und Genauigkeit der Finite-Elemente-Methode stark be-
einflussen [4].

Mit dem Ziel die Méngel beider Formulierungen zu beheben, ist die ALE-Formulierung (Arbitra-
ry Lagrangian-Eulerian Formulation) ein wichtiges technisches Werkzeug, wobei die jeweiligen
Vorteile der beiden klassischen Betrachtungen kombiniert werden. Es wird ein Referenzgebiet
betrachtet, das vom Partikel und dessen raumlicher Konfiguration unabhéngig ist. Demzufolge
werden die bei der Behandlung von freien Oberflichen in einer reinen Euler-Betrachtungsweise
auftretenden Probleme sowie die Gitterdeformationen vermieden. Die ALE-Formulierung stellt
einen Startpunkt fiir die numerische Approximation verschiedener Problemen in zeitabhdngigen
Gebieten dar, vgl. [24] [13] 4].

In diesem Rahmen werden konservative sowie nichtkonservative Formulierungen fiir Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhéngigen Gebieten présentiert, wobei eine besondere
Aufmerksamkeit auf die Behandlung der Zeitableitung und auf die Gittergeschwindigkeit gerich-
tet wird.

Der Kern der vorliegenden Arbeit ist die Verwendung der unstetigen Galerkin-Verfahren (dG)
und der stetigen Galerkin-Petrov-Verfahren (cGP) als variationelle Zeitdiskretisierungen hoherer
Ordnung. Beziiglich der konservativen und der nichtkonservativen Formulierung werden die Kon-
vergenzeigenschaften der dG-Verfahren in zeitabhéngigen Gebieten sowohl analytisch als auch
numerisch analysiert, wohingegen wir uns bei den cGP-Verfahren hauptséchlich auf die numeri-
sche Untersuchung konzentrieren werden.



1 Einleitung

Im Falle eines festen Gebietes werden die Konvergenzeigenschaften der cGP- und dG-Verfahren
in Kombination mit einer lokalen Projektionsstabilisierung (LPS) analytisch und ebenso nume-
risch untersucht.

Nach dieser kurzen Einfithrung folgt nun ein Uberblick der Struktur dieser Arbeit.

In Kapitel 2] werden wir die Grundgedanken der ALE-Formulierung darlegen, zudem werden
wir auf die Zeit-Semidiskretisierung eingehen und fithren die Gauk—Radau- und Gauf—Lobatto-
Quadraturformeln ein, die fiir die gesamte Arbeit, insbesondere fiir eine variationelle Zeitdiskre-
tisierung hoherer Ordnung wesentlich sind. Aufierdem soll eine relevante vergleichende Literatur
helfen den Inhalt dieser Arbeit einzuordnen.

Kapitel 3] dient als Zugang zur variationellen Zeitdiskretisierung hoherer Ordnung in zeitabhén-
gigen Gebieten, wobei wir die von Matthies und Schieweck in [29] neu eingefiihrten Galerkin-
Verfahren auf zeitabhéngige Gebiete verallgemeinern werden. Zudem werden wir zeigen, dass
das in [29] aufgefiihrte Postprocessing ebenso fiir Probleme in zeitabhéngigen Gebieten gilt. Der
abschlieftende Abschnitt widmet sich dem verallgemeinerten einheitlichen Postprocessing fiir die
betrachteten ¢cGP- und dG-Verfahren in zeitabhédngigen Gebieten.

Im vierten Kapitel werden relevante Ergebnisse von Ern und Schieweck in [14] beziiglich der
Stabilitdt und Fehlerabschétzung fiir dG-Verfahren, angewendet auf das betrachtete Problem in
festen Gebieten, auf cGP-Verfahren verallgemeinert. In Bezug auf dG-Verfahren unterscheidet
sich unsere Arbeit von der von Ern und Schieweck zum einen durch das in Kapitel [3] eingefiihrte
Postprocessing und zum anderen durch die definierten Interpolationsoperatoren, die bei unserer
Analyse eine wichtige Rolle spielen. Anschliefsend werden die aus der theoretischen Analyse ge-
wonnenen Resultate numerisch durch Beispiele veranschaulicht.

Das fiinfte Kapitel befasst sich mit der nichtkonservativen und der konservativen schwachen
Formulierung von im ALE-Rahmen. Wir fithren zum einen die zeitdiskrete ALE-Abbildung
und zum anderen die diskrete Gittergeschwindigkeit ein, wobei wir die exakte und approximative
Gittergeschwindigkeit vorstellen. Aufterdem werden wir auf eine weitere wichtige Variante, nam-
lich auf die approximative Gittergeschwindigkeit mit Korrektur, eingehen. Bei der Stabilitéts-
und Fehleranalyse stehen vor allem die dG-Verfahren im Fokus unserer Untersuchung.

Das volldiskrete dG- bzw. ¢GP-Problem im ALE-Rahmen wird in Kapitel [6] betrachtet. Fiir
beide Probleme werden die konservative Formulierung und die nicht konservative Formulierung
zunédchst im Ort mittels der FEM im ALE-Rahmen diskretisiert. Die daraus erhaltenen algebra-
ischen Formulierungen werden sowohl mit ¢cGP- als auch mit dG-Verfahren in der Zeit diskre-
tisiert. Im Anschluss daran wird kurz die Implementierung beschrieben. Abschlieffend werden
wir anhand vergleichender numerischer Untersuchungen sehen, inwiefern sich die konservative
und die nichtkonservative Formulierungen unterscheiden. Desweiteren veranschaulichen wir die
unterschiedlichen Approximationen der Gittergeschwindigkeit und ihren Einfluss auf die Genau-
igkeit der Zeitdiskretisierungsverfahren. Fiir die Implementierung der numerischen Ergebnisse
dient eine auf zeitabhédngige Gebiete angepasste Variante von MooNMD [26], die parallel zu die-
ser Arbeit entwickelt wurde.

Am Ende dieser Ausarbeitung befindet sich eine kurze Zusammenfassung der vorgestellten Er-
gebnisse. Zudem werden mdogliche Fortsetzungen der vorliegenden Arbeit aufgefiihrt.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir sdmtliche Grundlagen, Notationen und Annahmen zusammenfas-
sen. Diese sind fiir eine bessere Versténdlichkeit notwendig und liegen dieser Arbeit zugrunde.
Zunéchst werden wir die ALE-Formulierung (Arbitrary Lagrangian-Eulerian Formulation) und
ihre Konstruktion in der Praxis vorstellen. Da wir eine variationelle Zeitdiskretisierung héhe-
rer Ordnung anstreben, werden wir anschliefend sowohl die Gaufs—Radau- als auch die Gaufs—
Lobatto-Quadraturformeln kennenlernen.

2.1 ALE-Formulierung

Dieser einfithrende Abschnitt befasst sich mit den grundlegenden Konzepten der ALE-Formulier-
ung sowie der Konstruktion und Regularitit der ALE-Abbildung.

2.1.1 Kurze Einfiihrung

Die ALE-Formulierung basiert grundsétzlich auf die Einfiihrung addquater Abbildungen Ay,
die zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0,7] die ALE-Koordinate Y € Q mit der riumlichen Koordinate
x = x(t,Y) € Q; verbinden. Dabei sind €2 und € zwei beschrinkte Gebiete, die sich nicht
unbedingt unterscheiden miissen und 7" > 0. Zu Beginn betrachten wir die folgende Definition:

Definition 2.1. [ALE-Abbildung] Die ALE-Abbildung zwischen den Gebieten Q C RY und Qy €
R? wird definiert durch R
.At Q) — Qt, .At(Y) = X(t,Y).

Q wird in der gesamten Arbeit als Referenzgebiet bezeichnet.

In einiger Literatur wie bei Gastaldi in [2I] und bei Nobile in [32] wird das Gebiet £y an der
Zeit t = 0 als Referenzgebiet bezeichnet. Um einige Ausdriicke vereinfacht darzustellen, setzen
wir I = [0,T]. Mit S bezeichnen wir den Zeit-Raum-Zylinder

{(t,x) e R+ . teI,ert}. (2.1)

Wir nehmen an, dass die ALE-Abbildung A; homéomorph ist, d.h., A; € CO(Q) und die Inverse
AL Qp — Q existiert mit A7 € CO(Q;). Desweiteren sei die Funktion

t—x(t,Y), Y e

fast iiberall in I differenzierbar.
Weiterhin verwenden wir die folgende Notation, um die ALE-Abbildung zwischen zwei Zeitpunk-
ten ¢t1 und t9 in I zu bezeichnen

-1
At1—>t2 : Qtl — QtQ, »Atl—>t2 = .At2 o ‘Atl .

Eine wesentliche Bedingung, auf der die gesamte Arbeit basiert, ist die Voraussetzung, dass die
Beschreibung des Randes 09 zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] bekannt ist, d.h.,

Ao (0Q0) = 00 fur allet € I,

wobei Ag(€) = Q.
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2 Grundlagen

Einen erkldrenden Hintergrund der ALE-Abbildung kénnen wir anhand der folgenden Illustration
veranschaulichen. Wir betrachten hierbei das Referenzgebiet €2 und das zeitabhéngige Gebiet €24
an zwei verschiedenen Zeitpunkten £; und t».

Atl —to

Abbildung 2.1: ALE-Abbildung

Sei nun f: & — R die im Euler-Rahmen definierte Funktion und f = foA: S — R die dazu-
gehorige Funktion, die im ALE-Rahmen definiert ist. Dabei ist S := I x €. Der Zusammenhang
zwischen den Funktionen f und f wird wie folgt erklart:

F:S=R, f(tY) = f(t, A(Y)) = f(t,x),
F:S—=R, flt,x)= f(t, A7 (x)).

Auflerdem ist die Zeitableitung von f im ALE-Rahmen definiert durch

t,Y), Y=A'(x).

X

of | a Of _of
atY.S—HR, 8t‘y(t,x)— ot

Fiir die Analogie benennen wir die rdumliche Zeitableitung %

, zudem definieren wir die Ge-
X
bietsgeschwindigkeit w durch
ox

at

_0x

w(t,x) := . (t,Y) = g

(t, A7 (x)).
Y

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir eine Relation zwischen den Zeitableitungen von f im
ALE-Rahmen und im Euler-Rahmen

of _Of oy O . X
S| w0 =5 w0+ G| v v
— % (t,x) +w(t,x) - Vi f(t,x), (2.2)

wobei Vy die Ortsableitung beziiglich x bezeichnet.
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2.1 ALE-Formulierung

Abschliefend wollen wir noch fiir die ALE-Abbildung A; die Jacobi-Matrix J 4, und ihre Deter-
minante J4, folgendermafen definieren:

OAL
(J-At)i,j = 6Ytj

und  Jy, :=detJ4,.

Wir betrachten die folgende Transformation der Zeitableitungen der Terme in J 4,
g(ﬁAn) i 0 (0./4”) B 6 Z 8W1 8xk
ot \9Y; N Y, \ ot N oxy, OY]

Ta,

Eine ausfiihrliche Entwicklung der Determinante in 0 7 |y fiihrt zu
8.4 I
t — k)J
ot |y Z ( Ox, Av
k=1

d.h., die zeitliche Entwicklung von J4, kann durch die Divergenz der Gebietsgeschwindigkeit
gemif der folgenden Differentialgleichung beschrieben werden (Euler-Expansionsformel) [36]:

aJAt
ot

v (Y) =J4,Vx- W(t, At(Y)) (23)

Hierbei ist erwdhnenswert, dass im Falle Q; = ﬁ, Ja, =1 gilt. Aus (2.3)) folgt
det I 4, (Y) = elo Vew(s:A(X))ds qot 3, (Y). (2.4)

Aus dieser kann man entnehmen, dass det J 4,(Y) ein konstantes Vorzeichen hat und zwar das
von det J 4,(Y). Der Einfachheit halber bezeichnen wir im Folgenden die Zeitableitung im ALE-
Rahmen mit D;f und mit 0y f die gewohnliche Zeitableitung im FKuler-Rahmen, d.h.,

af af
D f = o f = . 2.5
= v = . (2:5)
Versehen mit der aus dem Skalarprodukt (u,v) = th uv dx induzierten Norm || - [|12(q,) ist

der Lebesgue-Raum L?(;) der quadratisch integrierbaren Funktionen ein Hilbert-Raum. Die
partielle Integration im ALE-Rahmen ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz 2.2. [Reynolds-Identitit] Seien u und v zwei Funktionen, die auf dem FEuler-System S
definiert sind. Es gilt

(Dtu,v)Qt =0 (u, U)Qt — (u,DtU)Qt — (u,vi . W) (2.6)

Q°

Beweis. Nach der Transformation auf dem Referenzgebiet liefert eine partielle Integration

Dyuv dx = / Oruv det J 4, dx
Q: Q

0
/uvdetJAt dx—/u@t(vdetJAt)dfc
T ot 0

0 /uvdetJAtdx—/u@tvdetJAtdfc—/uv@tdetJAtdfc
T ot ) )

_8/ uvdx—/ thvdx—/ uvVy - wdx,
ot Ja, o o

wobei wir im letzten Schritt die Euler-Expansionsformel (2.3 verwendet haben. Abschliefend
folgt aus der Riicktransformation auf 2; die Behauptung. O

Im folgenden Unterabschnitt werden wir eine Begriindung fiir die Wahl der ALE-Formulierung
darlegen.
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2 Grundlagen

2.1.2 Warum die ALE-Formulierung?

Bei einer Ortsdisketisierung eines Problems in zeitabhidngigen Gebieten mittels der Finite-Eleme-
nte-Methode in den konventionellen Darstellungen von Lagrange und Euler entstehen gewisse
Nachteile beziiglich des Rechengitters.

Die Lagrange-Formulierung, die vor allem in der Strukturmechanik angewendet wird, besteht
darin, die Partikel in ihrer Bewegung zu folgen. Zu diesem Zweck fiihrt man ein Rechengitter
ein, das dem Partikel in seiner Bewegung folgt. Hierbei sind die Gitterknoten permanent mit
demselben Partikel verbunden. Somit erlaubt die Lagrange-Beschreibung eine einfache Verfol-
gung von freien Oberflachen, jedoch hat diese Sicht den Nachteil nicht die groften Deformationen
des Rechengebietes behandeln zu kénnen. Ohne zuséatzlichen Riickgriff auf neue Vernetzungen
bzw. Netzkorrektur, fithrt dies zu einem Genauigkeitsverlust, vgl. [13] [4].

Bei der reinen Euler-Formulierung, die in der Fluidstromung héaufig verwendet wird, kann man
die oben erwihnten Gitterdeformationen iiberwinden. Die Grundidee der Euler-Sicht ist die Be-
handlung der Bewegung eines Partikels in einem festen Gebiet. Die Materialgeschwindigkeit an
einem gegebenen Gitterknoten entspricht an jeder Zeit ¢ der Geschwindigkeit des Partikels, der
mit dem Knoten verbunden ist. Die Gittergeschwindigkeit wird somit in Bezug auf ein festes
Gitter und ohne Referenz auf die erste Konfiguration beschrieben. Infolge der Entkopplung der
Gitterknoten von den Partikeln erscheinen Konvektionseffekte aufgrund der relativen Bewegung
zwischen dem Partikel und dem Rechengitter. Ein weiterer Nachteil der Euler-Beschreibung ist
in der Auflésung der sich bewegenden Réndern und freien Oberflachen, vgl. [13] [4].

Aufgrund der Defizite der reinen Lagrange- und Euler-Beschreibungen erweist sich die Einfiih-
rung der ALE-Formulierung als eine Kombination beider Ansétze als vorteilhaft, da hierbei nur
die besten Eigenschaften der beiden Formulierungen ausgenutzt werden. Dabei werden sowohl
die Freien-Oberflichen-Probleme geltst als auch die Gitterdeformationen verhindert, indem ein
Referenzgebiet betrachtet wird, das vom Partikel (Lagrange-Sicht) und dessen raumlicher Kon-
figuration (Euler-Sicht) unabhéngig ist, siche [24] 13|, [4]. In diesem Referenzgebiet wird die re-
ferenzielle bzw. die ALE-Koordinate Y der Gitterpunkte definiert. In diesem Zusammenhang
wird die ALE-Abbildung A; eingefiihrt, damit zwischen den unterschiedlichen Konfigurationen
transformiert werden kann.

Die vorliegende Arbeit basiert grundsétzlich auf der ALE-Formulierung, wobei die Gebiets- bzw.
Gittergeschwindigkeit eine besonders grofe Rolle spielt. Das Gebiet {2, lasst sich als das zu Q
durch die ALE-Abbildung A; zugeordnetes Bild darstellen. Insbesondere haben wir die Eigen-
schaft 0 = At(aﬁ), die bei Problemen mit vorbeschriebenen Rander bei der Konstruktion von
Q; ausgenutzt wird.

2.1.3 Konstruktion der ALE-Abbildung in der Praxis

Um die ALE-Abbildung zu konstruieren, betrachten wir das folgende Problem:

Problem 2.3. Gegeben sei die Entwicklung des Gebietsrandes
h:l x 90— 0.
Finde eine ALE-Abbildung Az, sodass an jeder Zeitt € I,
A(Y) =h(t,Y), VY €09,

gilt.
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2.2 Rdume und Normen

Es gibt in der Literatur verschiedene Techniken, die dieses Problem behandeln, wie z.B. Farhat,
Lesoinne und Maman, die in [I7] ein elastisches Problem betrachtet haben, um die Bewegung
des Gebietes zu beschreiben. Dabei stellt die ALE-Abbildung die Deformation des Gebietes dar.
Diese wird konstruiert, indem ein Elastizitéatsproblem gelost wird. Dieselbe Technik wurde von
Gastaldi in [2I] verwendet, wobei das Gebiet als ein elastischer Korper angesehen wird und
die ALE-Abbildung die Umformung zu dem aktuellen Gebiet darstellt. Nobile hingegen hat in
[32] zwei andere Varianten der Konstruktion der ALE-Abbildung vorgestellt. Die erste besteht
darin, ein parabolisches Problem zu betrachten, das die Evolution des Randes I';y entlang der
Seitenflache von S beschreibt. Als vereinfachte Version der ersten wird bei der zweiten Variante
die Position des Randes an der Zeit ¢ durch eine Funktion h : 9Q — 0 beschrieben. Das
aktuelle Gebiet zu der Zeit t ergibt sich dann durch eine harmonische Erweiterung des Randes
auf das gesamte Gebiet. Dies liefert die Losung des Problems:

Problem 2.4. Seien  und h gegeben. Finde x : Q- Qy, sodass
Vy  (kVyx)=0 YeQ,
x(Y)=h(Y) Y € 09,
wobet Kk eine Konstante ist.

Diese Variante wurde beispielsweise in [25, B3] verwendet. Eine weitere Technik, die sich von den
oben genannten Vorgehensweisen unterscheidet und von der beispielsweise beim Bau von Flug-
zeugen und Turbinen (Schwingungen der Fliigel) Gebrauch gemacht wird, wurde von Cesenek
und Feistauer in [I8] beschrieben.

In der gesamten Arbeit konzentrieren wir uns auf den Fall, bei dem die Bewegung des Gebiets-
randes vorbeschrieben ist. Die Position des Randes ist nur an diskreten Stellen bekannt, daher
ist die zweite erwdhnte Methode von Nobile, sieche Problem am geeignetsten fiir diese Arbeit.

2.2 Raume und Normen

In diesem Unterabschnitt definieren wir einige Bochner-Raume und -Normen, die wir in der
gesamten Arbeit fiir das allgemeine Verstédndnis benotigen werden. Mit H" (€2) bezeichnen wir den
Sobolevraum der Funktionen in L?(Q2), deren schwachen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung
7 ebenso in L?(Q) liegen. Fiir einen Multiindex o € N¢ vereinbaren wir |a| := aj + - + a4 und

g0 olaly
U :: m—ad-
ox{"...0z,

Wir definieren durch
1/2

ol = | Y 9%l

|a|=k

r 1/2
o]l == <Z Ivli>
k=0

Halbnormen und Normen. Weiterhin sei J ein Zeitintervall und V' ein Banachraum mit der Norm
| - |lv. Wir definieren die Rdume

C(J,V):={v:J =V, v stetig},

und

L2(J,V) = {v TV, /J||v(t)||2 dt < oo},

a]
H'(J,V) = {v LV, we LA, V), 87;’ cL2(JV), 1<j< r}.
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2 Grundlagen

Abschliefsend bezeichnen wir mit W (V') den Sobolevraum derjenigen Funktionen v € L*>°(V),
deren schwachen Ableitungen bis zur Ordnung r auch im Lebesgue-Raum L>° (V') liegen. Dabei
ist

L>(V) = {v VR, 8161‘13|U(X)’ < oo}

2.3 Regularitat der ALE-Abbildung

Hier werden wir auf die Regularitdt der ALE-Abbildung eingehen. In dieser Arbeit interessie-
ren wir uns fiir Strémungen und elastische Strukturen, deshalb wollen wir mit den Funktionen
v(,t) — V() € H'(SY) arbeiten, die sich in H'(I, H'(};)) befinden. Die ALE-Abbildung
A; wird, wie bereits erwihnt, mithilfe der Randbewegung konstruiert. Wir werden in Kapitel [6]
sehen, dass bei der Ortsdiskretisierung eine Finite-Elemente-Methode herangezogen wird. Dabei
wird A; durch eine Kombination von Basisfunktionen dargestellt, die sich in H'(Q;) befinden
miissen. Im Folgenden werden wir hinreichende Bedingungen an A; vorstellen, die die Regularitét
der Funktionen v = v o A L., — R garantieren, d.h., fiir diese gilt o € H 1(@) genau dann,
wenn v = 9 o At_l € H'(Q;). Dazu benutzen wir die folgenden zwei Sitze, vgl. [19, prop 2.1,
prop 2.2]:

Satz 2.5. Sei ﬁjin beschranktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand. Zu Ay : Q- Q; existiert
eine Inverse auf @, sodass die folgenden Bedingungen fir alle t € I erfiillt sind:

o O = A(Q) ist beschrinkt und besitzt einen Lipschitz-Rand,

o A e Wh=(Q), At e Wh(0y).

Dann gilt v € H'(Y) genau dann, wenn © = vo A, € HY(Q) erfillt ist. Auferdem ist || - HH1
dquivalent zu || - || fiir allev € HY (), d.h. es existiert eine nur von A; abhingige Konstante

C >0 mit

H(©)

1

S0y < 00 AT 2 ) < ClolE g V0 € H@).

Aus diesem Satz kann man schluffolgern, dass wir einen Isomorphismus zwischen H 1(@) und
H'(£;) konstruiert haben. Sei nun 9 € HI(I HY(Q)) mit 9(¢,Y) := o2y vi(t)i(Y), wobei
{1:(Y)} eine orthonormale Basis von H'(Q) ist und v; € H*(I). Dann gilt

/\

Dt’UOAt( Z U ¢z

Unter Anwendung der Norméquivalenz aus Satz ergibt sich, dass die Menge
{¢i:  di(x) :=1b0 A7 1(x)} eine Basis von H'(Q;) darstellt, daher die folgende zeitliche Re-
gularitét:

Satz 2.6. Unter der Annahme x € H'(I, W->°(Q)) folgt, dass wenn & € H (I, H(Q)), dann
auch v =00 A7t € HY(I, H'(S)) und

Dy € L*(I, H'(S%)).

2.4 Geometrische Erhaltungssiatze (GCL)

Beim Umgang mit den partiellen Differentialgleichungen, die auf beweglichen Gebieten zu 16-
sen sind, muss darauf geachtet werden, dass das zu lésende Problem die sogenannten ,(Geome-
trischen Erhaltungssitze* (geometric conservation law (GCL)) erfiillt. Unter Verwendung der
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2.5 Vergleich zur existierenden Literatur

ALE-Formulierung auf einem sich bewegenden Gitter tauchen geometrische Groéfen auf, wie
die Jacobi-Matrix und die Oberflachennormale, die sich an der Berechnung der Positionen und
Geschwindigkeiten beteiligen. Die Nichtbeachtung der (GCL) bedeutet, dass die Stabilitdt der
Zeitintegration nicht gewéhrleistet wird und somit kénnte die Konvergenz nicht beibehalten wer-
den. Die (GCL) sind erfiillt, wenn der Algorithmus eine konstante Losung exakt reproduzieren
kann. Ein Problem ist konservativ, wenn es in Abwesenheit von dufseren Kréften fahig ist, eine
konstante Losung zu reproduzieren. Dementsprechend sind die Konstanten zuldssige Testfunk-
tionen.

Die GCL wurden zum erstem Mal von Thomas und Lombard in [38], von Guillard und Farhat in
[23] und von Farhat in [I6] fiir Finite-Differenzen- und Finite-Volumen-Verfahren als minimales
Kriterium fiir unbedingte Stabilitdt eingefiihrt. Diese GCL sind jedoch nicht notwendig, um Ver-
fahren zu erhalten, deren Stabilitdt von der ALE-Abbildung frei ist, vgl. Geuzaine, Grandmont
und Farhat [22]. Hier wurde zum Beispiel von Geuzaine und Co. ein Finite-Volumen-Verfahren
zweiter Ordung im ALE-Rahmen betrachtet, das dieselben Stabilitdtseigenschaften besitzt, wie
auch das stetige Problem.

2.5 Vergleich zur existierenden Literatur

Bei der Zeitdiskretisierung der Advektions-Diffusionsprobleme auf beweglichen Gebieten wur-
den im Anschluss von Finite-Differenzen- und Finite-Volumen-Methoden verschiedene ALE-
Verfahren bis zur zweiten Ordnung, wie Euler-, Crank—Nicolson- und BDF-Verfahren betrachtet,
vgl. |17, [16], (15, 32]. Hierbei wurden ALE-frei stabile Verfahren bis zur zweiten Ordnung entwi-
ckelt. Beziiglich der FEM-Diskretisierung im ALE-Rahmen wurden in [32, 5] 19} 20, 21| verschie-
dene Verfahren auf Stabilitdt untersucht. Mit ALE-frei wurde nur das Riickwéarts-Euler-Verfahren
nachgewiesen. Hingegen haben Bonito, Kyza und Nochetto die dG-Verfahren als Diskretisierungs-
verfahren hoherer Ordnung in der Zeit eingesetzt. Dabei wurde die ALE-freie Stabilitdt in [7]
und die ALE-freie Fehlerabschétzung in [6] sowohl fiir den stetigen Fall als auch im diskreten
Fall gezeigt, wobei eine ,unpraktische® und ALE-abhéngige Reynolds-Quadraturformel verwen-
det wurde. Die RKR-Verfahren, bei denen eine Radau-Quadratur eingesetzt wird, sind unter
einer milden Bedingung iiber die Zeitschrittweite ALE-stabil. Diese Bedingung ist nach Bonito
und Co. keine CFL-Bedingung.

In dieser Arbeit werden wir denselben Weg von Bonito und Co. folgen, um variationelle Zeit-
diskretisierungen hoherer Ordnung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in
zeitabhingigen Gebieten zu erhalten. Dabei werden wir die Gaufs—Radau- und Gaufs—Lobatto-
Quadratur jeweils mit den dG- bzw. cGP-Verfahren kombinieren. Als Zugang dazu werden wir
die von Matthies und Schieweck in [29] eingefiihrten variationellen Zeitdiskretisierungen hoherer
Ordnung auf zeitabhéngige Gebiete verallgemeinern und auf unser Problem anwenden. Dazu wer-
den wir auf die von Bonito und Co. bzw. von Nobile und Co. betrachteten Bedingung Vx-b =0
verzichten. Stattdessen werden wir in unserem Fall den Reaktionsterm ¢ ausnutzen und die An-
nahme

1
c(t,x)—ivx'b(t,x) >co>0 in Q,tel,

betrachten. Dabei ist ¢y eine Konstante. Dies stellt, wie wir sehen werden, keine Einschrankung
der Allgemeinheit dar. Ein weiterer wichtiger Gewinn ist, dass wir Stabilitdts- sowie Fehlerab-
schatzungen erhalten, die im Gegensatz zu beispielsweise Bonito und Co., den Term % nicht
enthalten.
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2 Grundlagen

2.6 Zeit-Semidiskretisierung

Sei
to=0<ti <...<ty=T

eine nicht notwendig dquidistante Unterteilung des Zeitintervalls I in halboffene Teilintervalle
In = (th—1,tn], n=1,..., N. Wir setzen 7 := maxj<p<n Tp, mit 7, := t,, — t,,—1. 7 wird Zeitdis-
kretisierungsparameter genannt. Wir bezeichnen mit M, := {I,,,n = 1,..., N} das Zeitgitter.
Sei V := R". Unser Ziel ist die Approximation der exakten Lésung u : I — V) mit einer Funktion
ur : I — V, die stiickweise aus Polynomen hdchstens k-ten Grades zusammengesetzt ist. Dazu
definieren wir die Rdume

k
Py(Ip, V) = {'v L, Vi) =3 VI viel, Viev vj'}
7=0

der vektorwertigen Polynome der Ordnung k in der Zeit iiber dem Intervall I,,.
Wir betrachten I := (—1,1] als Referenzintervall und definieren eine affine Referenztransforma-
tion T, : I— I,, durch

ti=Tp(f) = (tn1 +tn)/2 + %”i.

Fiir v € Py.(I,,,V) gilt v(t) = o (T;;1(t)) , wobei & € Py (1, V).

2.7 Quadraturformeln héherer Ordnung

In diesem Unterabschnitt werden wir die Gauf—Radau- und Gaufi—Lobatto-Quadraturformeln
vorstellen. Diese werden in dieser Arbeit bendtigt, um die Integrale, die aus den variationellen
Formulierungen entstehen, mit einem héchstméglichen Genauigkeitsgrad anzundhern.

Die Gauk—Radau- und Gauft—Lobatto-Formeln sind Quadraturformeln, die durch die Gewich-
tungsfunktion W (£) = 1 fiir alle £ € I und die Funktionswerte an speziellen Stiitzstellen konstru-
iert sind. Dabei werden nicht nur die inneren Punkte des Intervalls der Integration verwendet,
sondern ebenso ein oder beide Endpunkte dieses Intervalls. Mit ihren Eigenschaften stellen die
Gaufs—Radau- und Gauf—Lobatto-Quadraturformeln bei der Integration der Differentialgleichun-
gen oder die Losung der Integralgleichungen, die Basis fiir viele Verfahren héherer Ordnung dar.

2.7.1 GauR-Radau-Quadraturformel

Die Gauk-Radau-Quadraturformel unterscheidet sich von der Gaufs-Quadraturformel dadurch,
dass zu den inneren Stiitzstellen noch zusétzlich ein Randpunkt, der Anfangspunkt ¢, (links-
seitige Quadraturformel) bzw. der Endpunkt ¢, (rechtsseitige Quadraturformel), als Quadratur-
punkt des Intervalls hinzugenommen wird. Die beiden Varianten sind fiir Polynome vom Grad
hochstens 2k exakt.

Auf dem Referenzintervall I und fiir & € C (f ) hat die rechtsseitige Gauk—Radau-Quadraturformel,
die in dieser Arbeit verwendet wird, die Form

k+1 1

Qo) = 3" b (i) :/ (i) df — By (2.7)
p=1 -

1

Dabei ist die Stiitzstelle tAu die p-te Nullstelle von
Py(=1) + Piyar (1),

wobei Py das k-te Legendre-Polynom mit Pg(1) = 1 ist. Die Stiitzstellen fu, pw=1...k+1,
werden wie folgt sortiert:
_1§£1<"'<7§k+1:1

20



2.7 Quadraturformeln héherer Ordnung

und die dazugehorigen Gewichte w,, > 0 sind durch

et = 2 und Gy Lt 1
T k4 1)2 PR+ 12 B 1=, (P2

fiir p #k+1

definiert. Sowohl die Stiitzstellen als auch die zugehorigen Gewichte bis £ = 23 kann man z.B.
dem Buch ,Handbook of Mathematical Functions [I] von Abramowitz und Stegun entnehmen.
Der Fehleranteil Ry ist gegeben durch

22 (k4 1)

R = Ty oy [0+ DU (E)

wobei é eine Zwischenstelle aus I ist. Mit @y wird die Gaufi-Radau-Quadraturformel auf dem
Zeitintervall I, bezeichet. Diese Formel lisst sich auf jedem Teilintervall I,, fiir alle v € Py (I, V)

wie folgt definieren:
k+1

Qulv] == " wnpv(tng) = | v(t) dt — R
2
p=1

In

Es gilt dabei t,, ,, := Tn(fu)7 uw=1,...,k+1. Der Fehleranteil R, auf jedem Teilintervall I,, 14sst
sich mit Ry anhand der Referenztransformation T,, gewinnen. Dieser Fehleranteil kann auf jedem
Teilintervall folgendermafen abgeschéatzt werden:

Lemma 2.7. [Quadraturfehler| Sei v : I, — R eine (2k + 1)-mal differenzierbare Funktion. Es
gilt

|Ro| < Crisup |0fv(€)], €€l 0<j<2k+1,
I,

d.h., mit (k4 1) Stiitzstellen hat eine Gauf-Radau-Quadraturformel den hochsten algebraischen
Genauigkeitsgrad 2k.

2.7.2 Gaul—Lobatto-Quadraturformel

Bei der Gaul—Lobatto-Quadraturformel werden die beiden Randpunkte als Stiitzstellen betrach-
tet. Hier werden Polynome vom Grad hochstens 2k — 1 exakt integriert. Die allgemeine Form
lautet:

Ol ::Zwuf;(;):/ o(i) df — By (2.8)

-1

Dabei ist die Stiitzstelle £, die (u— 1)-te Nullstelle von (1—2) P/ (%), wobei Py das k-te Legendre-
Polynom ist. Die Stiitzstellen fp,, uw=0,...,k, werden wir folgendermafsen auflisten:

~

—1:2?0<1?2<"'<tk:1

und die dazugehorigen Gewichte w,, > 0 sind durch

2
k(k + 1)[P(E))?

und @, = firp=1,...,k—1

Wo = Wk+1 = m

definiert. Die Stiitzstellen und die zugehdrigen Gewichte bis k = 9 kann man z.B. dem Buch 1]
von Abramowitz, Stegun entnehmen. Der Fehleranteil Fj ist hier definiert durch

~ =22k 4+ D[k — D)

Be= —aranE 0@

21



2 Grundlagen

wobei é cine Zwischenstelle aus I ist. Die Gauk—Lobatto-Quadraturformel @y, definieren wir auf
jedem Teilintervall I,, durch

T

k
Qule] = 3 (i) = / v(t) dt — By,
n=0

In

wobei t,, , = Tn(fu), pw=0,..., k. Wir erhalten den Fehleranteil F,, mit Hilfe der Referenztrans-

formation T}, auf jedem Teilintervall I,, aus Ek
Weiterhin lésst sich der Fehler der Gaul—Lobatto-Quadraturformel auf jedem Teilintervall I,, wie
folgt abschétzen:

Lemma 2.8. /Quadraturfehler| Sei v : I,, — R eine 2k-mal differenzierbare Funktion. Es gilt

|E,| < Critlsup|dfo(t)], €€, 0<j<2k,
In

demzufolge hat eine Gaufi—Radau-Quadraturformel mit (k + 1) Stiitzstellen den héchsten alge-
braischen Genauigkeitsgrad 2k — 1.
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen hoherer
Ordnung

In diesem Kapitel werden Zeit-Semidiskretisierungen héherer Ordnung mithilfe der Galerkin-
Verfahren geschaffen, indem wir die von Matthies und Schieweck in [29] dargelegten Ergebnisse
fiir die Galerkin-Verfahren und deren Postprocessing auf zeitabhéangige Gebiete verallgemeinern
werden. Infolgedessen ist die Massematrix auch zeitabhéngig. Dabei folgen wir &hnlichen Nota-
tionen und Definitionen.

3.1 Problemstellung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung parabolischer Differentialgleichungen in zeitabhén-
gigen Gebieten. Ebenso wie bei Problemen in festen Gebieten erhélt man hier die Ortsdiskreti-
sierung der Gleichungen, indem man Standardverfahren einsetzt, wie Differenzenverfahren oder
Finite-Elemente-Methoden. Dadurch erhélt man ein Anfangswertproblem fiir ein System gewohn-
licher Differentialgleichungen. Abgesehen davon, dass die Steifigkeitsmatrix bei bewegtem Gitter
zusétzliche Terme enthélt, die von der Gittergeschwindigkeit abhéngig sind, ist die Massematrix
in diesem Fall zeitabhéngig.

Fiir die Herleitung der Galerkin-Verfahren betrachten wir die Anfangswertaufgabe:

9, (M(tu(t)) = F(t,u(t)) Ve (0,T), (3.1)
u(0) = uy,

wobei u(t) = (u;(t)) € V mit V := R™. wg ist der Anfangswert an der Zeit ¢ = 0. M und
F sind jeweils die aus einer Ortsdiskretisierung gelieferten zeitabhéngigen Massematrix und die
rechte Seite. Mit 0; bezeichnen wir die gew6hnliche Ableitung in der Zeit. Ausnahmsweise wird
diese fiir die Basisfunktionen durch einen Strich ersetzt. Die Funktion F : [0,T] x V — V sei
hinreichend glatt und kann nichtlinear sein. In den weiteren Kapiteln wird sich herausstellen,
dass wir genau diese Art von Problemen erhalten werden, wenn wir Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichungen in zeitabhéngigen Gebieten betrachten, deren schwache Formulierung im
ALE-Rahmen herleiten und im Ort diskretisieren.

Um die Ergebnisse aus [29] auf zeitabhédngige Gebiete verallgemeinern zu konnen, schreiben wir
das Problem folgendermaften um:

dv(t) = F(t,v(t)) Vte (0,T), (3.2)
v(0) = vo,

wobei v(t) := M(t)u(t). vo = M(0)ug ist der Anfangswert an der Zeit ¢ = 0 und die neue rechte
Seite ergibt sich mit F(¢, v(t)) := F(t,u(t)) fiir alle t € I.

Im Weiteren betrachten wir die in Kapitel 2| eingefiihrte Zeitdiskretisierung, den Raum Py (1,,V)
der vektorwertigen Polynome von der Ordnung k in der Zeit iber dem Intervall I,, und die Refe-
renztransformation 7T,,. Unser Ziel ist die Approximation der exakten Losung w : I — V mit einer
Funktion w, : I — V, die stiickweise aus Polynomen hochstens k-ten Grades zusammengesetzt
ist. Dazu werden wir sowohl stetige als auch unstetige Verfahren betrachten. Diese unterscheiden
sich grundsétzlich im betrachteten Ansatz- und Testraum. Dazu definieren wir den unstetigen
zeitdiskreten Raum

PL(1,V) = {w € L2(1,V) : w|y, € Pp(l,,V) VI, € MT},
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

den stetigen zeitdiskreten Raum
PS(1,V) = {w e O(LV) : w|y, € Py(ln,V) VI, € MT}
und den C'-stetigen zeitdiskreten Raum
PC(1,V) = {w e CY(I1,V) :wly, € Py(I,,V) VI, € MT}.

In Bezug auf die nicht stetigen Funktionen aus P{(I, V) definieren wir an den Zeitpunkten t,,,n =
0,...,N, die folgenden Werte:

v, = tl}ngl v(t), v = tl{‘rg v(t), [v]p i= v} — v, (3.3)
dabei sind v,;, v;} und [v],, der links-, der rechtsseitige Wert und der Sprung von v bei ¢,,. Des-
weiteren definieren wir den Funktionswert v(t,) fiir n > 1 als den Wert aus dem Teilintervall
I, = (tp—1,ts], d.h. durch v(t,) := v,,, wihrend fiir v(0) der Startwert aufgenommen wird,
d.h. v(0) := vo. Als Zugang zu unseren diskreten Galerkin-Methoden fiihren wir die folgende
Aufgabenstellung ein:

Finde v € CY(1,V), sodass v(ty) = vo und
/T (Bv(t) — F(t,v(t),wt)dt=0  Yw e C(I,V). (3.4)
0

Diese Formulierung erhalten wir durch Multiplikation der Gleichung (3.2)) mit einer Testfunktion
w und Integration iiber das gesamte Zeitintervall. Diese variationelle Formulierung ist dquivalent
zum Problem (3.2)). Dies ldsst sich mit einfachen Argumenten zeigen, siehe dazu [34].

3.2 Stetige Galerkin—Petrov-Verfahren

Der Ausgangspunkt fiir die stetigen Galerkin—Petrov-Verfahren ist die Benutzung des Raumes
P¢(I,V) als Ansatzraum und des Testraumes P¢ | (I,V). Das ,globale ¢GP(k)-Verfahren®
lautet:

Finde v, € P} (I,V), sodass v(0) = vy und

T T _
/0 (Opv- (1), w-(t)) dt:/o (F(t,v.(t),w-(t))dt  Yw, € PL_(I,V). (3.5)

Die Testfunktionen in Pg_l(I , V) diirfen unstetig sein und das globale Problem lasst sich in
eine Folge von zeitlokalen Problemen auf den einzelnen Zeitintervallen I,,, n = 1,..., N, lber-
fiihren. Dementsprechend wird zu einem sukzessiven Zeitschritt-Verfahren umgewandelt.
In diesem Rahmen wihlen wir die Testfunktionen w;(¢) := w1 (t) mit einem zeitunabhéngigen
Vektor w € V. Die skalare Funktion % : I — R ist ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich
k — 1 auf I, und aufserhalb von I, ist sie 0. Auf diese Weise ergibt sich das lokal diskretisierte
Problem in der Zeit:

Finde v;|; € Py(In,V), sodass v-|; (tn-1) =, ; und

/ (D0, (1), w) (1) dt = /I (Bt o, () w)b(t)dt  Vwe Ve y(l),  (36)

In

wobei v, = 'vT|In71 (tn—1) fir allen > 2 und v, := v fir n = 1.
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3.2 Stetige Galerkin—Petrov-Verfahren

Im Allgemeinen, d.h. bei einer nichtlinearen rechten Seite, muss die Funktion F numerisch in-
tegriert werden. Unter der Verwendung einer (k + 1)-punktigen Gauf-Lobatto-Quadraturformel
kénnen Polynome vom Grad kleiner oder gleich 2k — 1 exakt integriert werden. Seien w; und
fj, j=0,...,k, die dazugehorigen Gewichte und Knoten auf dem Referenzintervall (—1, 1]. Das
numerisch integrierte ,,lokale cGP (k)-Problem* lautet:

Finde v,|; € Pi(I,,V), sodass

UT(tn—l) = Un—1,

k k
Za)jatvﬂ'(tn,j)w(tn,j) = ijF(tn,ja UT(tn,j))¢(tn,j) Vi € IP>k—1(In)- (3-7)
j=0 =0
Nun betrachten wir die spezielle Darstellung von v, auf I,:
k .
vr(t) =Y Vign;(t)  Vtel,, (3.8)
§=0

wobei die Koeffizienten V7, in V = R™ enthalten sind. Mit ¢y, ; € Py (I,,, R™) bezeichnen wir die
Lagrange-Basis-Funktionen beziiglich der k£ + 1 Knoten der vorher betrachteten Gauf-Lobatto-
Formel auf I,,. Diesbeziiglich ist tn,0 = tn—1 und ¢, = t,. Demzufolge ist die Anfangsbedingung
in aquivalent zu

vo _ [ vo, falls 1 = 1,
" vl (tn-1),  fallsn > 2.

Ein unmittelbarer Vorteil der betrachteten Lagrange-Basis-Funktionen ist die Eigenschaft V% =
v, (tn, ;). Wir gehen wie in [29] vor und erhalten durch eine affine Referenztransformation aus
Abschnitt Ty:1— I, t= T,.(t) die Basisfunktionen dA)j € ]P’k(f),j =0,...,k, die sich an
den Quadraturknoten fj,j =0,...,k, ergeben. Es gilt

bi(t ; 2 tn +tn .
P j(t) = ;i(f)  mit =T, (t) = —(t B %) ci
Tn

In Bezug auf die Gaufs—Lobatto-Punkte, mit Ausnahme von dem linken Punkt, definieren wir
analog hierzu die Testbasisfunktionen ), ; anhand der Referenzbasisfunktionen 1; € Py_1(J)
durch

Y i(t) == P (T7H(E) Vtel,, i=1,... k
dabei sind die Testfunktionen v, ; € Pr_;(I,) so gewahlt, dass die Beziehung
Yilty) = ("Du)_l‘si,u

fir alle i, u = 1,..., k erfillt ist.
Aus der Definition

ur(t) = M (1), () (3.9)

erhélt man die diskrete Losung w, des urspriinglichen Problems (3.1]) in der Form einer Funktion,
die im allgemeinen Fall kein Polynom mehr ist. Alternativ konnte man sich iiberlegen, w, durch
die Koeffizienten geméfs

VI = M(t, ;)U,

n

zu definieren, wobei hier die Koeffizienten U7, in V = R™ enthalten sind. Dies fiihrt zu einer
anderen Funktion u, der Form

Ed

ur(t) = Ulpn;(t)  Vtel,. (3.10)
j=0
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

Ausgehend von der Darstellung (3.8)) ist die Zeitableitung von v, auf I,, gegeben durch
k
Opv-(t) ==Y _Vid, () Vtel,. (3.11)
7=0

Infolgedessen erhalten wir fiir jede Basisfunktion ¢ € Px_1(I,,) und alle w € V die Formulierung

T k k N
/0 (O~ (1), w)(t) dt = Za’u Z (V%,w) ()Pt

Abschliefsend erhalten wir auf diese Weise eine ,,spezielle Form des numerisch integrierten
cGP(k)-Verfahrens":

Finde die Koeffizienten V2 € V, j = 1,...,k, als Losung des nichtlinearen (k x k)-Block-
Systems:

k
> i Vi = %" {f(tn,i, Vi) + BiF(tno, V%)}, i=1,...k,
7=0

wobei VO := v | der Startwert ist. Die Koeffizienten «; ; bzw. ; definieren sich wie in [29]
durch:

aij = ¢i(l) + Bidi(lo), i = dotilto), i=1,....k j=0,....,k. (3.12)

Man beachte, dass diese Koeffizienten von 7, unabhingig sind. Durch die Ubertragung auf das
urspriingliche Problem (3.1)) ist dies dquivalent zu

Finde die Koeffizienten U7 € V, j = 1,...,k, als Losung des nichtlinearen (k x k)-Block-
Systems:

Za” (tn))U ’—T”{th,Ul)jLﬁ, F(tno, U}, i=1,....k (3.13)

wobei U? := w;,_, der Startwert ist. Fiir eine bessere Verstiindlichkeit der erhaltenen speziellen
Formulierung (3.13)), présentieren wir nun die cGP(k)-Verfahren fiir die Félle £k = 1 und k = 2.
3.2.1 cGP(1)-Verfahren

Die Anwendung der 2-punktigen Gaufi-Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen ¢,, 0 = t,,—1,tp1 = tp
und den Referenzgewichten @wg = @ = 1 liefert die bekannte Trapezregel

M(t,) UL

n

— Mt )U = % {F(ta, UL) + F(ta1,UD)}.

wobei sich die Losung durch u,(t,) = U} ergibt.

3.2.2 cGP(2)-Verfahren

Nun verwenden wir die 3-punktige Gaufs-Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen ¢, o = t,—1, tp1 =
(tn—1+1tn)/2, tn2 = t, und den Referenzgewichten wy = wy = 1/3, @; = 4/3. Hier erhalten wir
die bekannte Simpsonregel

M (tn, 1)Uy, + §M(tn2)Us = SM(tn,0) U5 + 5 {F(tn,1,Uy) + 5F (b0, U3) }
—AM (1)U}, + 2M(tn 2)Uz = —2M(tn,0)Up + 2 {F(tn2,U2) — F(tn0, U}

auf dem Zeitintervall I, = (t,—1,ty], wobei u,(t, ;) = Ul j=1,2
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3.3 Die cGP-C(k)-Verfahren

3.3 Die cGP-C*(k)-Verfahren

Das Ziel in diesem Abschnitt ist eine C'-stetige Losung w., fiir das urspriingliche Problem (3.1)
bzw. v, fiir das dquivalente Problem als Polynom vom Grad k mit k > 3 zu erhalten. Dazu
bendétigen wir auf jedem Teilintervall £ 4+ 1 Bedingungen. Beispielsweise sind v, als Losung der
Differentialgleichung auf I1 und ihre Zeitableitung bei ¢ty = 0 durch v,(0) = vy und

8th(t0) = F(to, ’UT(tQ)) = F(to, ’UO)

bekannt. Eine weitere quasi-explizite Bedingung, die v1 := v.(¢;) und die Zeitableitung dyv,(t1)
koppelt, ist gegeben durch

8tv7(t1) = F(tl, ’UT(tl)).

Demzufolge verbleiben nur noch k — 2 Unbekannten, die implizit gekoppelt sind.
Das ,,cGP-C(k)-Verfahren“ fiir k > 3 lautet :

Finde v, € Pgl (1,V), sodass v-(0) = vy und

T T
/0 (D0, (1), w (1)) dt = /0 (B(t,or(0),wo(t) dt Yoo, € B 4(1,V),

O, (tn) = F(tn,v,(ty)), n=0,...,N.
Analog zum c¢GP(k)-Verfahren ergibt sich das lokale und in der Zeit diskrete Problem:

Finde v;|; € Pi(In,V), sodass

’UT(tnfl) = Un—1,
00+ (tn—1) = F(tn—1,v7(ta-1)),

atv‘r(tn) = F(tnvv‘r(tn))a
/I (0, (1), w)(t) dt = /I (F(t, 0, (0)),w)b(B)dt Vo € Py_s(ly) Ve € V.

Die Anwendung der k-punktigen Gaufs—Lobatto-Quadratur, die Polynome vom Grad kleiner oder
gleich 2k — 3 exakt integriert, liefert das ,numerisch integrierte cGP-C'(k)-Verfahren“:

Finde v,|; € Pi(I,,V), sodass

Ur(tn—l) = Up-1,
Ovr(tn-1) = Fltn_1,v:(tn-1)),

Ovr(tn) = F(tn, ur(tn)),

T
L

(fjj (8tv7(tn7j),w)z/1(tn7j) (fjj (F(tn,ja'Ur(tn,j))aw)w(tn,j) Vw € Pk,;g(fn). (3.14)

I

<
Il

[en]
<
I

o

Aufgrund der Bedingung v-[; . (tn) = v-|;, (tn) =1 v7(tn), erhalten wir aus

Op vr(ty) = 0O "’T‘[n (tn) = ﬁ(tn»vf(tn)) = 0O UT|In+1 (tn) = atJr'UT(tn)-

Darausfolgend ist die Losung v, Cl-stetig.
Die Koeffizienten U7, ergeben sich in der Form

Ul =M(t,;) Vi, j=1,....,k,n=1,...,N.

n

Die Funktion w, wird somit durch die Darstellung (3.10]) geliefert. Eine weitere Moglichkeit wére
die direkte Anwendung der Definition (3.9)).
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

3.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Im Gegensatz zu den cGP-Verfahren entspricht hier der Testraum dem Ansatzraum P¢(I,V).
Das globale ,,dG(k)-Verfahren“ lautet:

Finde v, € P{(1,V), sodass v,(0) = v, = v und

N N
Z/ (G- (), wr () dt + S ([orlu 1,07 )
n=1 In n=1

= /T (F(t,v.(t),w-(t))dt  Vw, € PLIV). (3.15)
0

Fiir eine zeitliche Aufspaltung des Problems betrachten wir die Testfunktionen w,(t) = w(t).
Dabei ist w € V beliebig und zeitunabhéngig. ¢ (t) sei eine skalare Basisfunktion aus Pg(1,),
die man auferhalb I, durch 0 erweitern kann. Anhand der bekannten Werte V% = v,
lasst sich die Losung auf jedem Teilintervall I, nacheinander bestimmen. Das ,lokale dG(k)-

Verfahren“ lautet:

Finde v,|; € Py(I,,V), sodass

/ (Opv7 (1), w)(t) dt + ([vr]n—1, w1 )Y(tn-1)

In

:/ (F(t, v, (t), w)p(t)dt  Yw €V Y € Py(1,). (3.16)
I,

Analog zum c¢GP-Verfahren definieren wir die diskrete Losung v, auf I, durch

k+1
vr(t) =Y Vign;(t) VeI, (3.17)
j=1

wobei die Koeffizienten V7 in V = R™ enthalten sind. Hier bezeichnen wir mit On,j € Pr(In,R™)
die Lagrange-Basis-Funktionen beziiglich der £k + 1 Knoten der in Kapitel |2 betrachteten rechts-
seitigen Gauf-Radau-Formel auf I,,. Diese hat den Genauigkeitsgrad 2k. Es gilt ¢y, j(tn;) = i
fiir alle 7,5 = 1,...,k + 1. Die Anwendung der Quadraturformel auf das Problem auf I,
liefert das ,lokale numerisch integrierte dG(k)-Verfahren*:

Finde v,|; € Pi(In,V), sodass

k+1
%l Z%@%(%JW(%J) + (UT(tn—l) - 'U;_l)w(tn—l)
j=1

Tn =~

= 5 2O F (b vr(tn))¥(tng) Vo € Pr(ln). (3.18)
j=1

Die diskrete Losung des urspriinglichen Problems ist, wie auch im cGP-Fall, durch U’ =
M(tn,j)_lVZL,j =1,...,k+1,n = 1,...,N, zu erhalten. Die Testfunktionen ,; sind mit-
tels der Referenzfunktionen mit 77@, = w; 1&,-,1’ =1,...,k + 1, definiert, wobei @w; die Gewichte
der Gauf-Radau-Formel auf I sind. gﬁl sind Basisfunktionen, die mittels der affinen Referenz-
transformation T, durch ¢, ;(t) := ¢s(£),i = 1,...,k + 1, erhalten werden. Wir setzen in
das Problem (3.18)) ein und transformieren die Integrale auf das Referenzintervall I. Es entsteht
eine ,spezielle Form des lokalen numerisch integrierten dG(k)-Verfahrens":
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3.5 Die dG-C°(k)-Verfahren

Finde die Koeffizienten V2 € V, j = 1,...,k + 1, sodass

k+1
Y i Vi =divo+ %”F(tm, Vi), i=1,... k+1, (3.19)
j=1

wobei «; ; 1= Qgg(fj) +cidi, ¢ = gf)}(—l), di = (&)1 @i(—=1) und V9 =, |, vel [29].
Auch hier sind die Koeffizienten «; ;, ¢; und d; von 7, unabhéngig.
Durch die Ubertragung auf das urspriingliche Problem (3.1)) ist dies dquivalent zu

Finde die Koeffizienten Ufl eV,j=1,...,k+ 1, sodass

k+1
3" @i Mty j)UL = dM(ty—1)UY + T—Q"F(tm, Uy, i=1,....k+1, (3.20)
j=1

wobei U% =u, .

Nach dem Losen des Problems auf I,, wird das Problem auf I,,11 = (t,,tn4+1] auf die
gleiche Weise gelost. Als Startwert setzt man nun U% 41 = u,, . Diesen haben wir bereits auf I,
berechnet. Diesen Vorgang wiederholen wir bis zum letzten Teilintervall. Wir erhalten die Losung
u, auf dem gesamten Zeitintervall I. Im Folgenden werden wir die Schemata fiir die numerisch
integrierten dG(0)- und dG(1)-Verfahren présentieren.

3.4.1 dG(0)-Verfahren

Die Anwendung der 1-punktigen Gauf-Radau-Formel mit der Stiitzstelle ¢,1 = ¢, und dem
Referenzgewicht @; = 2 liefert das bekannte implizite Euler-Verfahren

M(t,)UL — M(t, 1)U = 7,F(t,,UL),

n

wobei wir die diskrete Losung durch UL = w,(t,) € V erhalten.

3.4.2 dG(1)-Verfahren

In dem dG(1)-Verfahren verwenden wir die 2-punktige Gauk-Radau-Formel mit den Stiitzstellen
tn1 = (tn—1 +tn)/3, tn2 = t, und den Referenzgewichten &, = 3/2, Wy = 1/2. Hierbei erhalten
wir das folgende (2 x 2)-Block-System:

n

M(tn 1)UL + SM(tn2)U2 = —~M(t,0) U + 2F(tn2,U?)

M(th)U%L + %M(tnﬁ)UQ = M(tn,O)Ug, + %F(tn,la U%L)a

=[O W

auf dem Zeitintervall I, = (t,_1,t,], wobei u,(t, ) = U?, j = 1,2.

3.5 Die dG-C°(k)-Verfahren

Analog zu dem Ubergang vom cGP(k)-Verfahren zum cGP-C!(k)-Verfahren werden wir hier
die dG-C?(k)-Verfahren konstruieren. Wir werden die variationelle Formulierung der dG(k)-
Verfahren iibernehmen und machen die diskrete Losung um eine Stufe glatter, sodass im Zeit-
prozess weitere Informationen der Losung aus dem vorherigen Zeitintervall in das neue iibertragen
werden. Dabei wurde eine Senkung der Rechenkosten beachtet. Dies bedeutet in unserem Fall,
dass wir die unstetige Losung in den dG-Verfahren durch eine stetige Losung im dG-C°(k)-
Verfahren ersetzen.

Das ,globale dG-C°(k)-Verfahren® fiir das modifizierte Problem (3.2) fiir & > 2 lautet:
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung
Finde v, € P (I,V), sodass v,(0) = vo und

T T _
/ (8th(t),wT(t))dt—/ (F(t, v, (1), w-(t)) dt  Vw, € PL_,(I,V)
0 0

o, =F(ty,v,), n=1,...,N,

wobei Oyv,, = tl}gl o1, (1).

Die Unstetigkeit des Testraumes erméglicht uns das Problem in Teilprobleme auf den Teilinter-
vallen I,, aufzuspalten. Somit erhalten wir das ,lokale dG-C°(k)-Verfahren®:

Finde v,|; € Pi(In,V), sodass

Vr(tn-1) = U1

at'v’r(tn) = F(tna UT<tn));
/ (Do (t), w)(t) dt = / (F(t,v-(t), w)p(t)dt Vo € Py_o(I,) Yw € V.

n n

Die Anwendung der rechtsseitigen k-punktigen Gaufi—Radau-Quadraturformel, die Polynome
vom Grad kleiner oder gleich 2k — 2 exakt integriert, liefern das ,numerisch integrierte dG-
C°(k)-Verfahren:

Finde v,|; € Py(In,V), sodass

Vr(th-1) = v, 1,
8tvr(tn) = f‘(tnp Ur(tn))a
k k
> @0 (000 (tn ), w)(tng) = > @5 (F(tnjs ve(tng)), w)e(tn,) Vo € Pra(ly).  (3.21)
j=1

J=1

Wie auch bei festen Gebieten sind hier die Kosten der Losung eines Blockssystems von
cGP-C(k + 1)- bzw. dG-C°(k + 1)-Verfahren vergleichbar mit denjenigen des cGP(k)- bzw.
dG-(k)-Verfahrens.

Mit diesen einfiihrenden Abschnitten haben wir die Zeit-Semidiskretisierungen héherer Ordnung
mithilfe der Galerkin-Verfahren geschaffen, die in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielen.

3.6 Postprocessing
3.6.1 Verbindung zwischen cGP (k) und cGP-C'(k + 1)

In diesem Unterabschnitt werden wir die wichtige Verbindung zwischen den Losungen des dis-
kreten cGP(k)- und cGP-C!(k + 1)-Problems in der Arbeit [29] auch fiir zeitabhingige Gebiete
bestatigen.

Satz 3.1. Seien UTC und 'Ufl jeweils die Losungen der numerisch integrierten Varianten des
diskreten cGP(k)-Verfahrens (3.7) und des cGP-C'(k + 1)-Verfahrens (3.14). Es sei angenom-
men, dass die Zeitschritte T, ausreichend klein sind, sodass die Probleme beider Verfahren eine
eindeutige Losung fir alle n =1,..., N haben. Dann gilt auf jedem Teilintervall I, = (tn—1, ty]

v (1) = vC () + anlult) VeI,
wobei der Vektor a, € V durch
a, ‘= F(tn, vc(tn)) — 8t'vc(tn)

T T
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3.6 Postprocessing

gegeben ist und

~

Calt) = %"g(f) mit &= T7L(¢).

Dabei ist T, : I — I, die aﬁi@e Referenztransformation und f € Pk+1(f) ist das Polynom,
welches durch die Bedingungen ¢'(1) = 1 und ((t;) = 0 fiir alle j = 0, ...,k definiert ist, wobei
t] die Integrationspunkte der (k + 1)-punktigen Gaufi—Lobatto-Formel aqu sind.

Beweis. Wir definieren z(t) := v¢ + a,(,(t). Da die Losungen des cGP(k)- und cGP-C'(k + 1)-
Problems eindeutig sind, geniigt es zu zeigen, dass z die Bedingungen fiir die Losung des diskreten
cGP-C1(k +1)-Problems in (3.14) erfiillt. Fiir alle Gau-Lobatto-Stiitzstellen ¢, ; gilt ¢, (¢n ;) =
0. Folglich ist

2(tnj) =vE(tn;)  Vi=0,...,k

Aus v7 (tp_1) = v,_1 und tn,o = tp—1 folgt z(tn—1) = vy—1. Nun betrachten wir die numerisch
integrierten variationellen Bedingungen. Sei ¢ € Pr_o([,,) beliebig. Dann gilt

k
Z @jatzf (tn,j)w(tnvj)
7=0

k
@j00E (tn ) (tn ) + > @5anCh(tn )t (tn ;)

J=0

Il
o,
=~ | Mw
=)

wjﬁ(tn,j, o (b)) 0ltn) + —an /I CLB(E) dt, (3.22)

0

wobei vf die Losung des numerisch integrierten Problems (3.7]) ist. In der letzten Gleichung
haben wir die exakte Integrierbarkeit der Polynome vom maximalen Grad 2k — 1 mittels der
Gauf-Lobatto-Formel benutzt. Eine partielle Integration des letzten Terms liefert

s C;l(t)w(t) dt = — s Cn(t)wl(t) dt + Cn(tn)q/}(tn) - Cn(tn—l)q/)(tn—l)
k
— D Galtug ¥ (tng) = 0. (3:23)
j=0

Dabei haben wir die Definition von ¢, verwendet. Die Kombination von ) und (| - ) liefert

k
Zw]atz n )t g) = D @F (b, 0 (b))t g) = D @7 (bn s 2(tn ) (b ).

Daraus kann man schliefen, dass die Funktion z die variationelle Bedingung in (3.14)) erfiillt. Im
weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass z die Differentialgleichung in ¢, erfiillen wird. Aus der
Definition von a, und 0;(,(tn) = 9;¢(1) = 1 folgt

ez (tn) = 8% (tn) + anGy(tn)
= 9,0 (ty) +F(tn,v (tn)) — D€ (t)
= F(tn, 2(ty)).
Um zu beweisen, dass z die Differentialgleichung in t,_1 erfiillt, verwenden wir eine zuséatzliche
Beziehung. Zu diesem Zweck wahlen wir beim diskreten ¢GP(k)-Problem als Testfunktion das

Polynom g, € P,_1, das in allen inneren Gauk-Lobatto-Stiitzstellen ¢, ;,7 = 1,...,k — 1, ver-
schwindet und welches o, (t,) = 1 erfiillt. Man beachte, dass g, eine zuldssige Testfunktion im
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

c¢GP(k)-Problem ist. Infolgedessen erhalten wir aus (3.7) und der Tatsache, dass alle Terme mit
dem Index j =1,...,k — 1 verschwinden, die Gleichung

C:)Oatvf(tn—l)gn(tn—l) + («Dkat’ug(tn)gn(tn)
= w()f‘(tn—la 'Uf(tn—l)) Qn(tn—l) + d)kﬁ(tny Ug(tn)) Qn(tn)-

Diese léasst sich mittels &g = &k # 0 und g, (t,,) = 1 vereinfachen. Es gilt
on(tn-1) {00 (ta-1) = F(tn-1,0 (ta1)) b = F (ta, 05 (1)) 0n(tn) = 00 (ta)0n(t):
Aus der Definition von z und der Definition von a,, folgt

Ohz(tn—1) = 8tv$(tn—1) + anCy(tn-1)
= 0,0% (ta1) + ' (tn_1)0n(tn_1) {eavgxtn_l)-—:ﬁ(tn_l,ugxtn_l))}. (3.24)

Nun werden wir zeigen, dass (/,(t,—1)0n(tn—1) = —1. Aus einer partiellen Integration folgt

T

k
o:;;@MWM%m=L@®MWﬁ

= - . C?lz(t)Qn(t) dt + Cn<tn)9n(tn) - Cn(tn—l)gn(tn—l)

Tn . Tn ~

— _EnwOC;L(tn—l)Qn(tn—l) - ;wk%(tn)gn(tn)
Tn . Tn ~

= — 5 @0 (tnm1)0n(tn1) — G

Dabei haben wir von den Eigenschaften von (, und g, Gebrauch gemacht. Weiterhin folgt aus
Wy = @i # 0, dass (), (th—1)0n(tn—1) = —1. Abschliefiend kann man aus und z(t,—1) =
v¢(t,_1) entnehmen, dass die Differentialgleichung an dem Punkt #, 1 erfiillt wird, was den
Beweis abschliefst. O

Da die Probleme (3.1) und (3.2 dquivalent sind, konnen wir dieses Ergebnis ohne Weiteres auf
das urspriingliche Problem iibertragen, d.h., es gilt auf jedem Teilintervall I,

uC () =uC ) + M (Danta(t)  VtE I, (3.25)

T

wobei € (t) := ML (£)vC () und uC (t) := ML(t)vC" (¢) fiir alle ¢ € I, jeweils die Losungen

der numerisch integrierten Varianten der diskreten cGP(k)- und ¢cGP-C*'(k + 1)-Verfahren fiir
das urspriingliche Problem (3.1 sind und der Vektor a,, € V durch

an = F (tn, ul (t,)) — 0(MuS)(t,)
gegeben ist.

Im néchsten Unterabschnitt werden wir nicht nur eine Verallgemeinerung der Ergebnisse in [29]
vorstellen, sondern ebenso zeigen, dass der Vektor a,, fiir die Verbindung der diskreten dG(k)- und
dG-C9(k +1)-Verfahren geeignet ist, wenn diese mittels der Losungen der numerisch integrierten
Varianten des dG-Verfahrens definiert ist.
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3.6 Postprocessing

3.6.2 Verbindung zwischen dG(k) und dG-C°(k + 1)

Bevor wir uns mit der Ubertragung des Postprocessings aus dem ¢GP-Fall auf die dG-Verfahren
befassen, fiithren wir das folgende Lemma, das wir in unserer nachfolgenden Analyse bendtigen
werden, ein.

Lemma 3.2. Seien v2¢ und v&" jeweils die Losungen der numerisch integrierten Varianten der

diskreten dG(k)-Verfahren (3.18) und dG-C°(k + 1)-Verfahren (3.21). Den Vektor b, definieren

wir durch ~
by = F (tn, v (tn)) — 002 (t,).

Dann gilt
1
b, = ——{v_; — v t,_ 3.26
9 (tn—l){vn_l U, ( 1)} ( )
und
Gty q) —v, | +byOn(tn1) =0, (3.27)
wobel

Op(t) = %”é(i) mit £ :=T-(t)

und T, : I— I, die a[ﬁne Referenztrqnsformation ist. 9 € ]P’k+1(.f) ist das Polynom, welches
durch die Bedingungen 9'(1) = 1 und ﬁ(fj) =0 fir alle j = 1,...,k + 1 definiert ist, wobei t;
die Integrationspunkte der (k + 1)-punktigen rechtsseitigen Gauffi—Radau-Formel auf I sind.

Beweis. Da (3.27) unmittelbar aus (3.26|) folgt, reicht es nur diese zu beweisen. Dazu fithren
wir zunéchst die spezielle Testfunktion g, € Py ein, die mit den Eigenschaften g, (¢,) = 1 und

on(tn;) = 0 fiir alle j = 1,..., k ausgestattet ist. Das Einsetzen von g, als Testfunktion in das
dG(k)-Verfahren (3.18) ergibt
k+1

- ijat'v n,J Qn( n, ) + ('UdG(tn—l) - U;_l)gn(tn—ﬁ

k+1
Tn

= TS 6yt 0"t )
1

+

<.
Il

Nach der Definition von g, und aufgrund von ¢, 11 = ¢, ist diese Gleichung dquivalent zu

%”a;kﬂat “(tn) + (v (t1) — vy_1) 0n(tn—1) = %wkﬂﬁ(tn,vw(tn)). (3.28)

Ein weiterer Nutzen aus den Eigenschaften von 1,, ist

k+1

ij (tnj) 0 (tn,g) = /19 )on(t

_ /I 9 (£)0n () b+ Dn(tn)on(t) — On(but)On(t1)

k+1
= _7Zw] tn,j )on tn i) — Un(tn-1)on(tn-1)

Tn ~
= _?Wk—&-lﬁ (tn)on(tn) — Un(tn—1)on(tn-1).
Daraus folgt
Tn A
ﬁn(tn—l)gn(tn—l) = —?wk_;_l. (329)
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

Nun betrachten wir die folgenden Umformulierungen:
dG -
v (tn—l) — VU, + bnﬁn(tn—l)] Qn(tn—l)

= [0 (tn-1) = v | 0n(tn-1) + b (tn-1)0n(tn-1)

= %@kﬂf‘(tm v™%(t,)) — %n@kﬂatvd (tn) — b %n@kﬂ
_ %"a,kﬂ [ﬁ (tn, 099 (£)) — B0 (1)) — [ﬁ (tn, 099 (1)) — BtvdG(tn)H
= 0.
Aus diesem Ergebnis folgt unmittelbar die Behauptung. O

Satz 3.3. Seien v?¢ und vfo jeweils die Losungen der numerisch integrierten Varianten der dis-
kreten dG(k)-Verfahren und dG-C°(k+1)-Verfahren (3.21)). Es sei angenommen, dass die
Zeitschritte T, ausreichend klein sind, sodass die Probleme der beiden Verfahren eine eindeutige
Losung fir allen =1,...,N haben. Dann gilt auf jedem Teilintervall I, = (tp—1,tn]

v (1) = v (t) + byin(t) V€ I, (3.30)
wobei der Vektor b, € V durch
by = F(tn, v2%(t,)) — 902 (t,) (3.31)
gegeben ist und
Op(t) = %"é(f) mit  f:=T\(t)

Dabei ist T, : I — I, die affine Referenztransformation und Je IPkH(f) das Polynom, welches
durch die Bedingungen ¢ (1) = 1 und ﬁ(fj) =0 fiir alle j = 1,...,k + 1 definiert ist. Hierbei
sind fj die Integrationspunkte der (k + 1)-punktigen rechtsseitigen Gaufi—Radau-Formel auf I.

Beweis. Sei v?¢ die Losung des numerisch integrierten Problems (3-18). Wir definieren z(t) :=
v9% 4 b, 9, (t). Wie bereits im cGP-Fall reicht es zu zeigen, dass z die Bedingungen fiir die
Losung des diskreten dG-C?(k + 1)-Problems in erfiillt. Fiir alle Gaufi—Radau-Stiitzstellen
tn,; gilt ¥, (ty ;) = 0. Daraus folgt

2(tny) = vi%(tny)  Vi=1,...,k+1L (3.32)

Mithilfe von Lemma werden wir zeigen, dass die Funktion z die Differentialgleichung in t,_1
erfiillt. Es gilt

1) + bnﬁn (tn—l)

Z(th_1) = 02t
(tn-1) + {vy_y — v7 (tn-1)}

v (In—
= 07" (tn-

=V, 1
Im weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass z die numerisch integrierte variationelle Bedingung
erfiillt. Sei ¢ € Py_1(I,,) beliebig. Dann gilt

k+1 k+1 k+1
ijatzT nj) ijat” (tn,j)+Za}jbn19;1(tn,j)¢(tn,j)
j=1
k+l 9
—ij g 073 (b )t ) = (0% (tnmy) = 0, )(tnn)
+ —bn 9 (£)(t) dt, (3.33)
Tn I,
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3.6 Postprocessing

wobei v2¢ die Losung des numerisch integrierten Problems (3.18) mit dem dG (k)-Verfahren ist. In
der letzten Gleichung haben wir die exakte Integrierbarkeit der Polynome vom maximalen Grad
2k mittels der (k + 1)-punktigen Gauf—Radau-Formel angewendet. Eine partielle Integration
liefert

; ﬂ%(t)qﬁ(t) dt = — ’ ﬂn(t)q/),(t) dt + ﬂn(tn)q/}(tn) - 'lgn(tnfl)w(tnfl)

k+1

_ —%n D @00t )0 (bng) = On(tn-1)(tn—1)
j=1

= I (tn1)P(tnr), (3.34)

da v, in allen Quadraturstiitzstellen verschwindet und ¢, = t,, 41 eine Quadraturstiitzstelle ist.
Weiterhin liefert die Kombination von (3.33) und (3.34)

k+1 k+1 »
Z wjatz(tn,j)w(tmj) = Z d)jF(tn,jv vgc(tn,j))¢(tn,j)
=1 j=1

_ fn ['UdG(tnfl) —-v, 1+ bn"gn(tn—l):|¢}(tn,1),

Um zu zeigen, dass die Funktion z die variationelle Bedingung in (3.21)) erfiillt, muss bewiesen
werden, dass der letzte Term gleich 0 ist. Dies liefert Lemma [3.2]
Beziiglich der Differentialgleichung in ¢,, haben wir

atz(tn) = at(’UﬁG + Bnﬁn)(tn)
= 0w (t,) + bt (tn)

= 9,09 (t,) + {F(tn, vl (t,,)) — atviG(tn)}
= F(tn, v%(t,)) = F(tn, 2(tn)).

Dies zeigt, dass die Funktion z alle Bedingungen in (3.21]) erfiillt. Aus der Eindeutigkeit der
Lésung folgt, dass z mit ufo iibereinstimmt, infolgedessen ist der Beweis vom Satzvollstéindig
beendet. O

Daraufbauend gilt die Behauptung fiir das urspriingliche Problem (3.1]). Analog zum Satz
erhalten wir auf jedem Teilintervall I,, = (t,—1, t,]

uC’ (1) = uwd(t) + ML (1)by0n(t) Yt E I,

T

wobei wdC (t) := M~ ()02 (¢) und ul” (t) := M~1(t)vC" (¢) fiir alle ¢ € I,, jeweils die Losungen,

T

die aus den numerisch integrierten Varianten der diskreten dG(k)- und dG-C°(k + 1)-Verfahren
stammen und der Vektor b,, € V durch

by = F(tn, u(t,)) — 0, (MvﬁG) (tn) (3.35)
bzw.
 M(tp—1) [ _
by = M{un_l - uﬁG(tn,l)} (3.36)

definiert ist.
In diesem Unterabschnitt wurde gezeigt, dass fiir £ > 2 die numerisch integrierten Versionen
der dG(k)- und der dG-C(k + 1)-Verfahren die gleichen linksseitigen Werte an den Endpunkten
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3 Variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung

der Zeitintervalle erzeugen. Dies impliziert, dass die dG-C°(k + 1)-Verfahren auch A-stabil und
L-stabil sind. Dariiber hinaus kann die numerische Losung auf der Basis der dG-CV(k)-Verfahren
aus der von der dG-Verfahren erzeugten Losung auf einfache Weise berechnet werden, siehe [29]
Remark 6].

Schliefllich haben wir das Ziel erreicht eine einheitliche Postprocessing-Methode fiir die Galerkin-
Verfahren in zeitabhéngigen Gebieten zu beweisen. Diese verallgemeinerte Methode ldsst sich
ebenso fiir Galerkin-Verfahren in festen Gebieten anwenden. Besonders auffillig ist, dass sich
diese einheitliche Variante vom Postprocessing auf andere Probleme, wie beispielsweise auf die
Navier—Stokes-Gleichungen, verallgemeinern lasst.
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4 Zeitabhangige Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichungen in festen
Gebieten

Dieses Kapitel behandelt die zeitabhéngigen Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in
festen Gebieten. Fiir die Zeitdiskretisierung werden wir zum einen die stetigen Galerkin—Petrov-
Verfahren (cGP) und zum anderen unstetigen Galerkin-Verfahren (dG) als variationelle Zeitdis-
kretisierungen hoherer Ordnung anwenden. Die beiden Semidiskretisierungen werden mit einer
Finite-Elemente-Methode (FEM) kombiniert, die durch eine lokale Projektion stabilisiert wird.
Diesbeziiglich untersuchen wir sowohl die Stabilitdt als auch eine a-priori Fehlerabschitzung.
Abschliefsend werden wir die wichtigen Ergebnisse durch Beispiele numerisch illustrieren.

4.1 Problemstellung und Ortsstabilisierung

Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R, d = 2,3, mit Lipschitz-stetigem Rand 9Q und sei I :=
(0, 7] mit T > 0. Wir betrachten das folgende zeitabhéngige Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Problem:

Finde u : I x © — R, sodass

O —eAxu+b-Vyu+cu=f inl xQQ,
u=0 auf ] x 09, (4.1)
u(0,-) =up in Q,

wobei 0 < € < 1 eine kleine positive Diffusionskonstante ist. b und ¢ sind zeitunabhéngige
Funktionen, die von x abhéngen kénnen und die die Bedingung

1
c(x) — gvx ‘b(x) >c >0 ¥xe (4.2)

erfiillen. Hierbei ist cq eine Konstante. Die dufere Kraft f € L?(2) und der urspriingliche An-
fangswert up € H3(Q) sind gegeben. Mit Vy bzw. Ay bezeichnen wir jeweils den Gradienten
bzw. den Laplace-Operator beziiglich der Ortsvariable x. Die gesetzte Bedingung stellt
fiir zeitahéngige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen keine Einschréinkung der Allge-
meinheit dar. Man kann némlich bei Gleichungen, die die Bedingung nicht erfiillen, die Trans-
formation v(t,x) = e*u(t,x) einsetzen. Wir erhalten Vyxv = e®Vyu, Axv = e®Ayxu und
Opv = ae®u + e dyu. So wird folgendermfien umgeschrieben

80 — eAxv + b - Vv + &v = f,
wobei ¢ := ¢+ a und f := e~ f. Wihrend (4.2)) fir diese Gleichung wie folgt aussieht:
- 1 1
é(x) — ivx-b(x) >cp>0&c(x)+a— ivx-b(x) > co > 0.

Diese léasst sich immer fiir ein hinreichend grofes « erfiillen. Allerdings darf « nicht zu groft
gewahlt werden, damit die Kontrolle iiber das Verhalten von v nicht verloren geht.

37



4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Der Einfachheit halber besitzt das Gebiet €2 einen polygonalen (d = 2) bzw. polyhedralen (d = 3)
Rand 02 und das Problem ist mit einer homogenen Dirichlet-Randbedingung ausgestattet. Ein
Zugang zum Losen partieller Differentialgleichungen ist die Uberfithrung in ein Variationspro-
blem. Aus einer Multiplikation der Differentialgleichung mit einer geeigneten Funktion
v € H} (), der Integration der resultierenden Gleichung iiber Q und einer anschliefenden parti-
ellen Integration folgt

(Bru,v) o, + (b Vxu,v), +e(Vxt, Vi) + (cu,v)g = (f,v), Vo € Hy(Q). (4.3)
Dabei ist (u,v), := [quvdx und || - [|o die zugehdrige L*-Norm.
Nun definieren wir die Bilinearform a(u,v) : HE () x H}(Q) — R durch
a(u,v) := e(qu, VXU)Q + (b - Vxu, ’U)Q + (cu,v)q,
somit kann die schwache Formulierung von gemaéls
Finde u € HY(H}(2)) mit u(0) = up, sodass
(Opu,v) o + a(u,v) = (f,v), Yo € L2(H} (Q)) (4.4)

umgeschrieben werden. Sei nun f € L?(L%(2)). Man beachte, dass aus u € H'(H(Q)) die
Stetigkeit von u : I — L?(f2) folgt. Dies garantiert die Wohlgestelltheit der Anfangsbedingung
u(0) = ug. Wir integrieren das Problem (4.4)) iiber I und erhalten das neue Problem

Finde u € HY(H}(2)) mit u(0) = up, sodass

T T
/O ((Btu(t),v(t))Q—|—a(u(t),v(t))>dt:/0 (f(8),0()qdt Vo LX(H(R).  (4.5)

Die Losung des Problems (4.5 erfiillt u € L*(H}(2)) und dyu € L?(H(Q)).
Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden das Skalarprodukt (v, w)n ohne den Index Q
schreiben.

4.1.1 Lokale Stabilisierung (LPS)

Bei der Finite-Elemente-Methode (FEM) wird das Gebiet € in ein Ortsgitter €2, zerlegt. Dabei
sei h 1= maxi<;<p h; mit h; der Durchmesser des i-ten Elements K, welches wir im Folgenden
definieren. Wir bezeichnen mit 7;, eine Triangulierung des Gebietes (2, sodass Q, = UgeT; K.
Seien V, € H'(Q) der Raum von stetigen stiickweise polynomialen Funktionen vom Héchstgrad
r und

Vg = {Uh eV : vh‘ag = 0} C H&(Q)

der Finite-Elemente-Ansatz- und Testraum auf €.

Im Falle einer Konvektionsdominanz (¢ < 1) kénnen in der diskreten Losung durch eine Galerkin-
Diskretisierung von unphysikalische Ostzillationen auftreten. Zur Vermeidung dieses Pro-
blems, betrachten wir eine Stabilisierung durch die lokale Projektion. Dazu seien Dy (K), K € T,
endlichdimensionale Riume und 7g : L?(K) — Dp,(K) die lokale Projektion in Dy, (K). Der Fluk-
tuationsoperator rx : L?(K) — L?(K) ist gegeben durch rxvy := vy — Trv,. Wir definieren
den Stabilisierungsterm

sn(un,vn) = Y Br (kK (Vxun), kx(Vxvn)) (4.6)
KeT
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wobei Bg, K € Tp, nicht-negative und zu hx proportionale Konstanten sind. Dies stellt die Fluk-
tuation des Gradienten dar. Der Fluktuationsoperator wird fiir vektorwertige Funktionen kompo-
nentenweise angewendet. Im Vergleich zum Standard-Galerkin-Verfahren, gibt die lokale Projek-
tionsstabilisierung eine zusétzliche Kontrolle iber die Fluktuation des Gradienten. Eine weitere
Moglichkeit erhélt man, indem man den Gradienten Vuy durch den Gradienten in Stromlinien-
richtung b - Vyuy, ersetzt oder noch besser durch bg - Vyiuy,, wobei bg eine stiickweise konstante
Approximation von b ist, siehe dazu [27] 28]. Man nehme beispielsweise bx = ﬁ [ b(x) dx.
Aus der Definition von s folgt die Symmetrieeigenschaft sy (up,vn) = sp(vn, up).

Fiir mehr Details iiber Stabilitdt, Konvergenz, sowie weitere Varianten der LPS-Methode ver-
weisen wir auf [2] und [3I]. Sei ug, eine geeignete Approximation von ug in VJ, die wir spéter
konkret angeben werden. Anschlieffend erhalten wir die stabilisierte Formulierung von ge-
méfs:

Finde up, € H'(V}) mit up,(0) = ug, sodass

/OT ((&tuh(t),vh)Q + ah(uh(t),vh)) dt = /OT (F(t),vn)qdt Vo € L*(V)), (4.7)
wobei die diskrete Bilinearform a; durch
ap(up,vp) = alup, vy) + sp(up, vy) (4.8)
definiert ist. Die Voraussetzung garantiert die Koerzivitéit der Bilinearform ay. Es gilt
an(v,0) > Jol* Vv € WV, (4.9)

wobei
9 9 1/2
o = {elvf? + collolf + s (u.v) }

Die Stabilitiats- und Konvergenzeigenschaften der lokalen Projektionsverfahren basieren auf den
folgenden Annahmen in Bezug auf den diskreten Raum V), und beziiglich der lokalen Projekti-
onsraume Dy (K), K € Ty, vgl. [30],[35, Theorem 3.74].

Annahme 4.1. Es existiert ein Interpolationsoperator Py : H}(Q) = VN HY (),
sodass fiir alle K € Tp,v € HY(w(K)) und 1 <1 <r+1

lv = Pyollo.xc + hclo = Puvlye < C o]l
gilt, wobei w(K) eine Umgebung von K ist.
Fiir mehr Details tiber solche Operatoren verweisen wir auf [37] 12} [30].

Annahme 4.2. Der Fluktuationsoperator ki erfillt die folgende Eigenschaft:
Irxcallox < Chiklalx VK € Th, Vg€ H'(K),0<I<r
Der Einfachheit halber definieren wir den zur Bilinearform a gehorigen Operator A durch

A HNQ) — HYQ),
(Au,v) == a(u,v) Yo € HY(Q).

Analog ergibt sich der zur Bilinearform aj gehorige diskrete Operator Ay durch

A HY(Q) —» HY(Q),
(Apu,v) == ap(u,v) Vo € HY ().
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Um die Versténdlichkeit der Arbeit zu verbessern, verwenden wir die gleiche Notation fiir den
zur Bilinearform sj gehorigen Operator Sy, durch

Sy HY(Q) — HY(Q),
(Spu,v) := sp(u,v) Yo € Hi(Q).

Somit ist (4.8) dquivalent zu A, = A + Sp. Aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und der
Definition (4.6|) folgt die Stetigkeit des Stabilisierungsoperators Sy. Es gilt

[(Sho, w)| = [sn(v,w)] < (sn(v, )" (sn(w,w))"?
< [lollllwll- (4.10)
Der Operator Ay, erfiillt die folgende Abschétzung:
Satz 4.3. Es gilt
[{(Anu, v)| < Cllulla]lo]- (4.11)
Beweis. Anhand der Definition kann man die Stetigkeit des Operators Ay zeigen. Es gilt
(Apu,v) = e(Vxu, Vxv) + (b - Vxu,v) + (cu,v) + sp(u, v). (4.12)
Die Abschitzung der einzelnen Terme ergibt

|e(Vxu, Vxv)| < €3[| Vxulloe"/?|| Vo]0,
| (cu, )| < llelloollullol[o]lo;
(b Vi, v) | < [[blloo | Vxtllol[0]lo

und anhand der Abschétzung (4.10) und der Annahme lasst sich der letzte Term wie folgt
abschétzen:

[(Shv, w)| = [sn(v, w)| < C[[Vxuloflw].
Die Behauptung folgt aus der Kombination der Abschétzungen der jeweiligen Terme in (4.12). O
In Bezug auf den Interpolationsoperator ﬁh haben wir die folgende Fehlerabschétzung:
Korollar 4.4. [P,-Fehler| Sei o € HL(Q) N H™(Q). Es gilt
|an (Pag — @, 0)| < O+ D)ol lloll Vo € H(Q).
Beweis.
ap, (]Shgo -, v) = E(VX(]thp —¥), va) + (b . Vx(lghgo —©), v)

+ (C(Phgo - 90)7 U) + sp (PhQO 2 ’U). (413)

Wir werden nun die Terme auf der rechten Seite einzeln abschétzen. Aus der Annahme folgt
|e(Vx(Prp — ¢), Vxv)| < V2| Prp — pl1"?|vls
< 20l ralloll (4.14)

Aus der Abschéitzung (4.10]), der Annahme und Bg < Chg < Ch folgt
~ 1/2 ~
[sn(Prp — ,v) <C Y Iyl (ko (VP — ©)) Ml
KeTy,

1/2
<C Y hilPhicleleklivl
KeTy

< O loll. (4.15)
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Aus einer partiellen Integration im Ort folgt

(b- Vx(ﬁhgo —¢),v) = —(b - Vxu, Py — ¢) — (vVx - b, Py — ). (4.16)
Sei nun b die L?-Projektion von b in den Raum der stiickweise konstanten Funktionen. Aus der
L2-Stabililitdt des Operators k, einer inversen Ungleichung und der Identitéit rx (b - Vx)v =

b - kg (Vxv) erhalten wir

|k (b - Vx)v

0.5 < |k ((b—=Db) - Vi)vllox + |[x (b Vi)v|lox
< Chi|bl1 oo,k [IVxvllo, i + [Bllo,00, i |55 (Vxv)]l0, 5
< C|bl1 00,k |[v]lo,x + [IBllo,co, || F K (Vxv)]

0,K>

vgl. [30, Seite 726]. Weiterhin folgt aus den Definitionen der Stabilisierung sj, und der Norm || - ||

(4.16) folgendermafen abschétzen:

die Beziehung 5%2”@”07;( < ||v|lx. Somit lésst sich der erste Term auf der rechten Seite von

‘(b Vv, Py — (p)| = ‘(/‘éK(b . va),ﬁmp - 90)‘
< [lkx (b Vxv)[lol| Page — ¢llo
< (blcollvllo + [I5x (Vx0) o)™ el 41
< CR™ el ([[ollo + 1k (Vxv)lo)
< Ch M @llra(llvflo + 22 ul))
< CH ATl ol (4.17)

Weiterhin gilt

|((c = Vx - B)(Php — ¢),v)| < lle = Vi blloc|| Pae — @llo]lv]lo
< Ch M ollrsallvll- (4.18)

Die Behauptung folgt aus der Kombination der Abschétzungen (4.13)—(4.18]). O

Im Folgenden sei P, die L?-Projektion in den Finite-Elemente-Raum V;,. Um die Glattheit der
Funktionen ¢ +— v(t) zu charakterisieren, fiihren wir den Raum C7(J, W) der j-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen ein, den wir mit der Norm

R k
vllctawy = Jupx, sup 107 v(t)lw

ausstatten. Dabei seien J ein Zeitintervall und W ein Banachraum ausgestattet mit einer Norm
I flw-

Um die schwache Formulierung des volldiskreten Problems herzuleiten, betrachten wir die in Ka-
pitel 2] eingefiihrte Zeitdiskretisierung. Wir werden im Folgenden sowohl stetige als auch unstetige
Galerkin-Verfahren einbeziehen, die sich grundsétzlich im betrachteten Ansatz- und Testraum
unterscheiden. Der Einfachheit halber verwenden wir im Folgenden statt (-, -)q die Notation (-, -)
und w(t) ansatt w(t,x).

4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Aufbauend auf die in der Arbeit von Ern und Schieweck [14] verwendeten Techniken werden wir
in diesem Abschnitt relevante Ergebnisse beziiglich cGP-Verfahren vorstellen.
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

4.2.1 Projektions- und Interpolationsoperatoren

Wir betrachten den Banachraum W. Fiir eine hinreichend glatte Funktion v definieren wir sdmt-
liche Operatoren, die fiir unsere Fehleranalyse notwendig sein werden.

Operatoren auf [ = [—1,1]

Zunichst definieren wir eine L?-Projektion, die wir fiir die Analyse der cGP-Verfahren benétigen
werden.

L?-Projektion 7_q:

Tro1 - LXI W) = P (I, W),
1 N R R 1 N R .
| Gesith @) di= [ (600, 0(0) (4.19)
-1 -1
fiir alle ¢ € Pr_1(I,W).

Gaufsi—Lobatto-Interpolation fg
Weiterhin betrachten wir die folgende Gaufs—Lobatto-Interpolation:

Tgi(d) ==y 0(Fu) Lu(d), (4.20)

wobei fu, w=0,...,k, die (k+ 1) Knoten der Gauf—Lobatto-Quadraturformel auf I sind und
L, die dazugehorigen Lagrange-Basispolynome darstellen.

Hermite/Lagrange-Interpolation Ez I
Nun definieren wir die Operatoren Ly ; durch
Lisr - CHILW) = P (1LW),
L§ yit,) = 0(F), p=0,... .k,
O LG 10(1) = d,0(1).
Hermite/Lagrange-Interpolation j,‘; 4ot
Wir definieren die Hermite/Lagrange-Interpolation f,g 4o CY(I,W) = Pryo(I,W) durch

Dabei sind fu die Gauk-Lobatto-Punkte auf 1.

Spezielle Interpolatoren ﬁz L
Zunéchst fithren wir den speziellen Hilfsoperator ﬁz 41 CYI, W) = Piyp1(I, W) ein, definiert
auf dem Referenzintervall I durch
R 1 0(t,) = 0;000(t,), p=0,....,k,
Ri 10(—1) = Jip0(—1) = v(-1). (4.21)
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Operatoren auf I, = [t,,—1,t,].
Nun definieren wir Operatoren auf jedem Teilintervall I,,, die sich auf I verallgemeinern lassen.

L?-Projektion 7j,_;:

o1 2 LIy, W) — Pr_1 (I, W),
/ (Wk_lv(t),gp(t))wdt:/ (v(t),go(t))wdt (4.22)

n

fiir alle p € Pr_1(In, W).

Gaufti—Lobatto-Interpolation I;:
I : C(I,, W) = Pi(L,, W)

k
Igw(t) =Y v(tny)Lnpu(t) V€I, (4.23)
pn=0
wobei tp ,,u = 0,...,k, die transformierten Gauk-Lobatto-Punkte auf I,, sind und L, , die

dazugehorigen Lagrange-Basispolynome bezeichnen. Die Gauft—Lobatto-Quadraturformel ist, wie
in Kapitel [2 bereits erwahnt wurde, fiir Polynome vom Grad hochstens (2k — 1) exakt, d.h.

k
Qnlp] = %n Zwup(tn,u) = /I p(t) dt Vp € Pop_1. (4.24)
p=0 "

Hermite/Lagrange-Interpolation Jj ,:

Wir definieren die Hermite/Lagrange-Interpolation Jj 4o, sodass Jp yu € IP’,%I_Q(I , W) fiir alle
v € CYI,W) durch

T 1 CHILW) = PYL(ILW),
J,ﬁ_i_zv(tn,l) = v(tn-1),
OrJjov(th—1) = Opv(tn-1),
Ji2v(tn) = v(tn),
Oy Jiy2u(tn) = Or(tn),
Jiopo0(tnp) =v(tnyu), p=1,...,k—1, n=1,...,N.

Dabei sind ¢, ;, die Gauf-Lobatto-Punkte auf I,,. Die globale C L_Stetigkeit folgt unmittelbar aus
der Definition an den Punkten ¢,,.

Spezielle Interpolatoren R :
Zunéachst betrachten wir die speziellen Hilfsoperatoren R}, definiert auf jedem Teilintervall I,
durch
Ry 0 CHInyW) = Prya (I, W),
O R 1 v(tny) = O ov(tny), p=0,...,k,
Ry qv0(tn-1) = Jipv(tn-1) = v(tn-1). (4.25)

Hermite/Lagrange-Interpolation L :
Nun definieren wir den Operator L, auf I, durch

€ CHIn, W) = Prya (I, W),

Lli—i—lv(tn,,u) = v(tn,u)7 w=0,... ,k,
Ot Lj1v(tn) = Orv(tn)- (4.26)
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Globaler Operator Ry | :
Im Weiteren definieren wir den globalen Operator Rf | durch die Operatoren Ry, ;,n =1,..., N,
mit

c . PN
Rk—&-l‘ln e

4.2.2 Eigenschaften der Interpolationsoperatoren

Nach Konstruktion ist Ji, , eine C L_Funktion mit den Werten in W. Dies folgt aus den Bedingun-
gen an den Funktionswerten und den Ableitungen. Da Ry | die Ableitung von Ji_ ,, insbesondere
in den Endpunkten der Intervalle I, abgreift, ist die stiickweise definierte Funktion 0;(Rj_ v|z,)
stetig. Zusétzlich ist Ry ;v selbst auch stetig, da

Riavlt) = Riyolta) + [ ORfo(0) di
= Ry 1v(tn—1) + QulO Ry 1 V]
= R 10(tn-1) + Qn[0: Ji 4 ov]
= Riatlta) + [ (o) di
= R 1v(tn—1) + Jpi2v(tn) — Jiiov(tn-1)

= U(tn—l) + 'U(tn) - U(tn—l)
= v(ty).

Dabei haben wir sowohl die Definition von Ji, , und die von Ry, iiber Jg ,, als auch die exakte
Integrierbarkeit von Oy R} v € Pi(I) und 9y Jg yv € P (I) durch die Gauf-Lobatto-Formel
(Qn aus Kapitel [2, Somit bildet Ry ; auf C'-Funktionen ab.

Im Folgenden machen wir Gebrauch von dem Polynom f S IPkH(f , V), welches durch die Be-
dingungen 856(1) =1 und é(fj) = 0 fir alle 5 = 0,...,k, definiert ist. Dabei sind fj die In-
tegrationspunkte der (k + 1)-punktigen Gauk-Lobatto-Formel auf I. Weiterhin betrachten wir
auf jedem Teilintervall I,, das Polynom ¢, € Pyy1(I, V) durch ¢, (t) := %"g:(f) mit £ := Tj;(¢).
Dabei ist T, die affine Referenztransformation definiert durch

To:I—1,

To(?) = (tno1 +tn)/2 + %"5. (4.27)

Basierend auf die in (4.27) definierte Referenztransformation 7;, konnen wir einen konkreten
Zusammenhang zwischen den auf I definierten Operatoren und den auf I,, definierten Operatoren
herstellen, ndmlich %k_ﬂ:) = mp_1v, If0 = I v und Li“@ = Liﬂv fiir jede hinreichend glatte
Funktion v und ¢ mit 9(t) = v(t).

Lemma 4.5. Sei w € Pyy1(1,,Vy). Es gilt

w(t) = Tiw(t) + lp—1Ca(t) Vt € I,. (4.28)
Weiterhin gilt fiir w € CY(I,,, Vi)

¢ qw(t) = IEw(t) + ln—1Ga(t) Yt E I, (4.29)

Beweis. Durch die in definierte Referenztransformation 7;, kann (4.28) umgeschrieben wer-
den als

w(l) = ILw(f) + IC(E)  viel. (4.30)

44



4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

w und fﬁﬁ) sind Polynome vom Grad < k41, die in den (k+ 1) Gauf—Lobatto-Punkten tiberein-
stimmen. Daher muss ihre Differenz ein Vielfaches von f sein. Dies zeigt die Eigenschaft
und daraus folgt die Behauptung. Es gilt l,,_1 1= w(t,—1) — Ifw(t} ;) = [Ifw],—1. Die zweite
Aussage ldsst sich dhnlich zeigen, indem man sie mithilfe der Referenztransformation 7, in I
schreibt. Diesbeziiglich erhalten wir

~

¢ (D) =T + i) viel (4.31)
Die Terme Lj, W und Iw unterscheiden sich auf I,, nur um ein Vielfaches von (. O

Sei nun v € C*+3(I,,,V,) und r € N, dann erhalten wir fiir den oben definierten Interpolations-
operator Jg , die Fehlerabschitzung

sup |Jg ov(t) — v(t)‘T < O7F 3 sup ‘8f+3v(t)|r (4.32)
teln tel,
und fir die Zeitableitungen von Jg , gilt
sup |0y Jj, 1 ov(t) — 8tv(t)‘r < CtF2sup ‘3f+3v(t)|T (4.33)
tely, tely,
und
sup |07 J v(t) — 3fv(t)‘T < Ot sup ’85+3v(t)|r. (4.34)

tel, tel,

Diese folgen unmittelbar aus den (k + 3) Bedingungen in der Definition von J ,. Aus den
Definitionen von Rf, ; und Ji_, kann man entnehmen, dass O R} v(tn,u) = Or i ov(tn ),
p=20,....k dh OR; , greift 0;J; , an den Stellen ¢, ;,, p =0, ..., k, ab. Wir erhalten somit
die Interpolationsfehlerabschatzung auf I,

sulp 10s T ou(t) — 8tRi+1v(t)H0 < OrhHl squ H@f”v(t)“o. (4.35)
tely, tel,

Im Folgenden definieren wir den zu Rj ; gehdrigen Operator
Riy: O1 (1 H™(Q)) = P (1, H™(Q)
auf dem Referenzintervall I durch
RS . 0(1) == RS o(t)  Viel
und den zu J;__ , gehorigen Operator
Tsg : CH I H™H(Q)) = Prpo (I, HHH(Q))
durch
T o0(f) == RS u(t)  Viel.

Dabei ist ¢ := T),(t) := (ty—1 + t)/2 + Z£. Darausfolgend gilt fiir j = 1,...,k +2

Do () = (T (i) (%”)] viel.

Bei den Endpunkten ¢ = +1 wird nur eine einseitige Ableitung in Betracht gezogen.
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Lemma 4.6. [Rj -Fehlerabschitzung| Fiir allen = 1,...,N seiv € Ck+2(1,, H™T1()). Es
qilt

Seulp | Ry qv(t) — U(t)HrJrl <Crl tseulp H@gv(t)HTH Vi=1,....,k+2. (4.36)

Dariiber hinaus gilt

ts;ljp HRiHv(t)HTH < C||UHC’1(ITL,HT+1(Q)) Yo e CH(I,, H T (Q)). (4.37)

Beweis. Aufgrund der Umrechnung zwischen den Zeitableitungen auf dem Intervall I, und dem
Referenzzeitintervall T ist (4.36)) dquivalent zur Aussage

sup [|Rf 4, 9() — 0(0)||p41 < Csup | 0(D) 1, j=1,....k+2.
tel fel

Nun betrachten wir das Funktional F' : 0 — EEH@ — o auf dem Raum C(I, H"1(Q)). F ist

wohldefiniert und stetig, da ]:?g 41 uber j,‘; 4o definiert ist und f,ﬁ 4o nur auf den Funktionswert
und die erste Ableitung von ¢ zuriickgreift. Es gilt daher

|’F(@)||Co(f,HT+1(Q)) S C‘|@||Cl(j7Hr+1(Q)) S C||@"C](f7HT+1(Q))7

wobei j > 1 ist.
Aus ¢ € Pyy1 (1, H™Y(Q)) und R§ 19 € Py (I, H™H(Q)) folgt weiterhin 9;0 € Py(1, H™+1(Q))
und 8£]§z+1ff) € Pp(I, Ht1(Q)). Aus der Definition von R;H kann man 8£§g+1ﬁ(tnvu) =

65(7,5”17(5#) = 0;i(t,) fiir alle u = 0,..., k entnehmen. Somit sind 9;6 und O;Rj_ v Polynome
vom Grad < k, die an (k + 1) Punkten iibereinstimmen. Dies ergibt 0; R} 0 = 0;0. Daraus-
folgend gilt }A%zﬂﬁ = 0+ ¢, wobei ¢ eine Konstante ist und aus ]/%iJrlﬁ(O) = 0(0) erhalten wir
ﬁz 410 = 0 fiir alle 0 € Piy1 (1, HT1(Q)). Daraufbauend verschwindet das Funktional F auf
allen Polynomen bis zum Grad (k+1). Mithilfe der Arbeit von Bramble-Hilbert, vgl. [9, Kapitel
3], angewendet auf dem Referenzzeitintervall I, erhalten wir die gewiinschte Abschétzung, da die
Norm ||o|| Ci(F 11 () durch die zugehdrige Halbnorm ersetzt werden darf.

Beziiglich der Stabilitatsaussage erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung, sowie (4.36[) mit
j=1

Sup Ry 10()[|lr41 < sup Ry 10(t) — v()]lr41 + sup [o(®)[[r+1
tel, eln

€ln

< C7y sup [|0pv(t)[|r+1 + sup [[v(E)[|r+1
tel, tely,

< Clller g, m+1(02))-

O]
Korollar 4.7. [0, R | —Fehlerabschitzung] Fiir allen =0,..., N und fiir alle
ve CH2(I,, H'TY(Q)) gilt
sup 10, RS v (t) = O (b)), < C7) sup [0 @), Yi=0,.... k+1. (4.38)
Dariiber hinaus gilt
tSeuIIT)l H@Riﬂv(t)HrH < CHchl(IerH(Q)) Yo e CH(I,, H(Q)). (4.39)
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Beweis. Sei L ein Interpolationsoperator (z.B. Lagrange-Interpolation) im Raum
Pyy1 (I, H1(Q)). Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir

|0, R 41 v(t) — 8tv(t)Hr+1 < O Rj,v(t) — 8,5Lv(t)HrH + ||0s Lo(t) — Otv(t)HTH.
Der erste Summand lésst sich mit einer inversen Ungleichung abschitzen. Es gilt

sup [|0y Ry 1v(t) — O Lo(t)|lr+1
tel,
<corn,! sup | Ry qv(t) — Lo(t) |41
tel,

< Crytsup R qu(t) = v(®)lrga + O sup o) = Lo(#) [lrr1,
t

€ln €ln

wobei im letzten Schritt nochmals eine Dreiecksungleichung verwendet wurde. Die Differenz
R; v —w ldsst sich mit (4.36) abschitzen und liefert fiir 0 < j < k42 die Schranke C73|0{ v|y41.
Die gleiche Abschitzung erhalten wir auch fiir v — Lwv. Dies gilt ebenso fiir den verbleibenden
Term ||0;Lv — 0sv||r+1, da dort eine gewdhnliche Interpolation verwendet wird. Zusammengefasst

ergibt sich (4.38)).

Die Stabilitdtsaussage kann wie folgt gezeigt werden:
sup [|0; Ry 1 0(t)[[r+1 < sup [[0: Ry v(t) — Opv(E)[[r1 + sup (|00 (t) |11
tel, tely, tely,
< O sup 9r0]lr1 + C sup [[Bev ]
tel, tely,
< Cllvller(r, mr1(0)-

Den ersten Term haben wir mit (4.38) und j = 0 abgeschétzt. O

Beziiglich der Hermite/Lagrange-Interpolation Lj_ ; gilt die Fehlerabschétzung

sup || Lf., v(t) — v(t)||, < CT 2 sup ||0F 2 (t) - (4.40)

n

4.2.3 Normen
Satz 4.8. Die Ausdricke

([ Iotoi ar) ™ (1.41)

und
. Tn Tn\3 1/2
([ imazo®lRy dt+ Flelie + (3 ) o) ) (1.42)
I,

sind dquivalente Normen auf Pyyq (I, W), wobei die Aquivalenzkonstanten nicht von 7, abhingen
und W einen beliebigen Banachraum darstellt.

Beweis. Mit dem Gebrauch der Transformation 7, ! von I,, auf I ist die Behauptung dquivalent
ZU:

Die Ausdriicke

(] veoni ai)” (1.43)
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und

L Tea (2 a7 N 2 . 5 \1/2
() WFaTio@y di -+ o)y + 10,21y ) (4.44)

sind dquivalente Normen auf dem endlich dimensionalen Raum Py (1, W). Der Ausdruck
ist offensichtlich eine Norm. Zudem erfiillt der Ausdruck nach Konstruktion alle Eigen-
schaften einer Halbnorm. Mit dem Nachweis der verbleibenden Normeigenschaft folgt die Aussage
mittels der Norméquivalenz auf dem endlich dimensionalen Raum IP’k_H(f , W). Es bleibt folglich
zu zeigen, dass sich aus

1
0= /1 71 IE0 (@) [fy di + 015 + 1901 1§y (4.45)

die Folgerung © = 0 ergibt. Aus folgt, dass ?r\k_lf,gﬁ = 0. Da fg@ € ]P’k(.f, W) gilt, ist
fg@ ein Vielfaches des k-ten Legendre-Polynoms Py, d.h. f’,gf)(f) = aPy() auf I. Da o und fg@
nach Definition von fg an den Gaufk-Lobatto-Punkten fﬂ,u = 0,...,k, ibereinstimmen und
b € Ppy1 (I, W) gilt, folgt aus Lemma die dquivalente Form auf [

o(f) = Ito(d) + IC(F)  viel,

wobei ¢ € Pyy1(I,W) an den GauR-Lobatto-Punkten verschwindet und mittels 856 (1) =1
normiert ist. Zusammen ergibt sich hier

Aus 9(1) = 0, Pi(1) = 1 und ¢(1) = 0 folgt nun a = 0. SchlieRlich liefert die Zeitableitung

9;0(f) = 19;C(f).

Aus 9;6(1) = 0 und 9;((1) = 1 ergibt sich [ = 0. Somit haben wir & = 0 erhalten und der
Ausdruck (4.44) ist eine Norm. Die Behauptung folgt unmittelbar daraus. O

4.2.4 Volldiskretes Problem mit Ortsstabilisierung

Das volldiskrete cGP-Verfahren kombiniert mit der Ortsstabilisierung lasst sich folgendermafien
formulieren:

Finde u.p|1, € ]P’k(In,V,?) mit urp(tn—1) = uZ,:l und

/[ <8tu7—h(t) + AhuTh(t), ’l)Th(t» dt = Qn [(f, Urh)] VUT}L € Pk—l(Im Vh) (4.44)

4.2.5 Volldiskretes Problem und Postprocessing

In diesem Abschnitt betrachten wir das Postprocessing aus Kapitel [3] Das Postprocessing wird
nur fiir die volldiskrete Losung u,, bendtigt, damit es iiber die Differentialgleichung definiert
werden kann. Das ¢cGP-Problem formulieren wir geméf:

Finde w41, € Pr(ln, V)) mit u,p(t,—1) = u?; ' und

/] <3tu7h(t) + Ahu.,-h(t), Ufh(t» dt = Qn [(f, 'Urh)] V'I)Th € Pkfl(fn, Vh) (4.45)
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Hierbei wird u,,(0) = Pyug als Approximation an der Anfangsbedingung uy betrachtet. Auf dem
Intervall I,, setzen wir

Urh (t) = Urh (t) + CnCn (t)7 (4'46)

wobei ¢, € V), eine ortsdiskrete Funktion darstellt und ¢, € Pyi1(Ipn, Vp), mit ¢, (tn,) = 0 fiir
alle = 0,...,k und 0¢(y(tn) = 1. Dabei sind ¢, die Gauf-Lobatto-Punkte.

Die nachbereitete Losung @,j, soll im L?-Ortssinne die zeitliche Differentialgleichung an ¢ = ¢,
erfiillen, d.h.,

(Oktirp (tn), vn) = (f(tn) — Aplirn(tn),vn) Von € Vh.

Aufgrund von (,(t,) = 0 ist @,p(tn) = urn(ty), deshalb ist die Forderung dquivalent zu

(Opurn(tn), vn) + (cn, vr)0Cn(tn) = (f(tn) — Apurn(tn), vn) Yup € Vh.
Aus 9yCn(tn) = 1 folgt
(cnvn) = (f(tn) — Antrn(tn) — Opurn(tn), va).
Dies liefert

Cp = th(tn) - AhuTh(tn) - aturh(tn)a

wobei P, die L?-Projektion in den Finite-Elemente-Raum V, darstellt. Man beachte, dass u,4,
und 4,4, in den Gauf—Lobatto-Punkten iibereinstimmen.

4.2.6 Fehleranalyse

Wir beginnen mit dem folgenden Hilfssatz, um die Ergebnisse beziiglich der ¢cGP-Verfahren zu
veranschaulichen.

Lemma 4.9. FEs gilt firm=1,...,N
/ (0eGa(t),p(t)) dt =0 Vp € Py_1(In, Vi)
I
Beweis. Aus einer partiellen Integration folgt

| @00 de =~ [ (G0, 0m0) de+ [t p0)]}

In In
k

= = GuCaltng)Ap(tg) + [(Gal8) )]
p=0
=0.

Dies gilt, da ¢, an allen Gaufi—Lobatto-Punkten verschwindet, insbesondere an den Endpunkten,
die zu den Gauk-Lobatto-Stiitzstellen gehoren. O

Beziiglich der durch Postprocessing nachbearbeiteten Losung ist das folgende Lemma zu betrach-
ten:

Lemma 4.10. Fir allen=1,...,N gilt

/[ (Optrp(t) + Apurp(t), vop(t)) dt = Qn [(f7 vTh)} fiir alle vep, € Pr_1(In, VY).
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Beweis. Aus der Definition vom Postprocessing folgt

/ (Dviizn (), von(8)) dt = / (Ot (£), von () dt + / (CnduCo(E), von (1)) .

In In I"

Da vy, € Pi_1(Ipn, Vp), liefert das Lemma

/ (eniCa(t), v (1)) dt = 0 (4.47)
In
und es folgt unmittelbar die Behauptung. O

Um weitere Ergebnisse beziiglich des volldiskreten Problems zu erldutern, definieren wir auf
jedem Teilintervall I,,, n = 1,..., N, die Bilinearform B,, durch

Bp(w,v) := Qn[(9yw,v)] + Qn [(Apw, v)].
Lemma 4.11. Die nachbereitete Losung erfillt fir allen=1,...,N:
By (trh, vrn) = Qu[(f,vrn)]  Yorn € Pr1(In, Va).

Beweis. Aus der Definition der Bilinearform B, folgt

By (tirh, vrn) = Qn[(Bstirn, vrn)| + Qn [(Antirn, vrn)]-

Im ersten Summanden auf der rechten Seite liegt das Produkt in Pog_1(1,,). Damit ist die Gaufs—
Lobatto-Formel exakt und wir erhalten

Qn [(8ta7'h7 UTh)] = / (ataﬂ'h (t)v ’UTh(t)) dt = / (atu‘rh (t)v Uﬂ'h(t)) dt,

In I,

wobei wir Lemma [£.9] verwendet haben. Fiir den zweiten Summanden ergibt sich

Qn[(AnTrn, von)] = Qn [(Antirn, vop)] :/I (Apurn(t), vep(t)) di,

da u;p und ., in den Gauk-Lobatto-Punkten iibereinstimmen. Der letzte Schritt ist moglich,
da (Aptrn, vrn) € Pok—1(1,) gilt. Die Quadratur ist dementsprechend exakt und es folgt

Bulisns vn) = | @rton(t) + Anurn(®) rn(®) dt = Qu(f.vr0)]

In

fir alle vy, € Py—1(In, Vi). O

Lemma 4.12. [Stabilitit] Sei w € Pkc_tl(l, Vi), dann gilt

1 1 1
By(w, me1 Iiw) 2 5 [[w(tn) g = 5 et g + 5 [ tn-1 g6t} [§ + @n [memr Iieo?].
Dabei ist l,—1 wie in Lemma[{.5

Beweis. Aus der Definition der Bilinearform B,, erhalten wir
B (w, mp—1Ijw) = Qp [(Opw, mp—1Ifw)] + Qn [(Apw, mp—1 I{w)]. (4.48)

Im ersten Summanden auf der rechten Seite liegt das Produkt in Poy_1([},). Somit ist die Gaufi—
Lobatto-Formel exakt. Dies ergibt Q [(Qyw, mp_1I{w)] = fln(atw(t),ﬂk_llgw(t)) dt. Weiterhin
erhalten wir aus Lemma,

Qu [(Orw, w1 [fw)] = /I (O IEw(t), oy Iw(t)) dt + /1 (I 104G (), 752 Tow(t)) dE.  (4.49)

50



4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Einerseits liegt der Term Oy Jjw in P_q (I, V), dementsprechend stellt er eine zulédssige Test-
funktion fiir die L?-Projektion 7j,_; dar, d.h. es gilt

/I (O ICw(t), me_1 ICw(t)) dt = / (O ICw(t), ICw(t)) dt

In
1 C
- 2/1n 0| Igw(t) |2 dt
1 1
= ST t)ll = 31w ()

= Sl - Sl (4.50)

Andererseits folgt aus Lemmafln ((ln=10¢Cn(t), mp—1Ifw(t))) = 0, da w1 Jfw in Py_1 (1, V1)
liegt. Weiterhin haben wir

Qn [(Apw, T Tjw) | = Qn[(Anlfw, T—1Ijw)] + Qn [(Anln—1Gn, Tr—1Ifw)]

- /1 (ApTgw(t), me s Tgw (L)) di, (4.51)

wobei wir erneut die Eigenschaft, dass (, an den Gaufs—Lobatto-Punkten verschwindet, ausge-
nutzt haben. Man beachte dabei, dass Ay, nicht zeitabhéngig ist. Da 7,1 Ifw € Py_; (15, Vy,) und
somit eine zuléssige Testfunktion fiir die L?-Projektion mj,_; ist, gilt

/ (AR ICw(t), w2 Tow(t)) dt — / (1 AnTSw(t), oy ICw(t)) dt
I, In

- / (A 1 Iow(t), Ty IEw(t) dt
In

Z/I I7—1 Zgw (O dt = Qu[llme—1 IZw]?]. (4.52)

Dabei haben wir die Koerzivitét (4.9) des Operators Ay, verwendet. Zusammengefasst ergibt sich
aus der Kombination von (4.48))-(4.52)) die Behauptung. O
Als Zugang zur Fehlerabschitzung zerlegen wir den Fehler é(t) := u(t) — @,4(t), indem wir
n(t) == u(t) — PuRi qu(t),
ern(t) := PrRjyu(t) — trn(t)
setzen. Es folgt daraus
&=1+ém. (4.53)

Lemma 4.13. [Fehlerabschitzung] Es gilt

|Bu(@rns ven)|* < Cro{ B (w) + B3 (w) + B (w) H{ Qulleral®] }, (4.54)
wobei die Fehler im Ort durch

2
E?(U) — h2r+1 tseulg Hu(t)Hr+17

B3 (u) := ("2 + 2202 [ullE g i

gegeben sind, wohingegen der Fehler in der Zeit durch
B () i= 25D sup [|9F2u()[[F + sup [0 Pu(t)5}
tely, tely,

gegeben ist.
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Beweis. Nach Lemma gilt
By (tirh, vrn) = Qu[(f,vrn)] Yvrn € Pr—1(In, V).
Aus Apu = Au + Spu folgt

By (u,vrp) = Qn[{Opu + Apu, vrp)]
= Q. [((%u + Au + Spu, vTh>]
= Qn[(f,vr0)] + Qn[(Shu, vrn)].

Zusammen ergibt sich

Bn(u — Urh, UTh) = Qn [(f’ UTh)] + Qn [<Shu, UTh>] - Qn [(fa UTh)]
= Qn[(Shu,vr)]. (4.55)

Aus der umgestellten Fehlergleichung (4.55)) erhalten wir
By (€rh,vrn) = —Bp(n,v71) + Qn[(Shu, von)].

Um den Fehler é.; nach oben abzuschitzen, betrachten wir die Zerlegung der Terme auf der
rechten Seite

- Bn(na UTh) + Qn [<Shuv U'rh>] ‘ < ‘Qn [(8tu - atRz-Huu vTh)] ‘

+ |Qn [(Ou (R qu — PhRiH“)aUrh)H

+ | Qnlan(( = R pau), o) |
[

+ |Qn an((Ripqu — ]SthHu), vTh)] ‘

+|Qn [Sh(%vrh)]’
=T+ T+ T3+ Ty +Ts.

Im Folgenden werden die Terme T;,7 = 1,...,5, einzeln abgeschétzt. Zunédchst betrachten wir
den Term T7. Mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir

Qul(0r = a5 ). )| < {Qu [0 - aumi ) ]} @ ]
Aus der Definition von Rf , und Ji_, folgt

k

Qu o — iR wlfy] = 32

k

Z

< Ctp1) 2(k+2) Zw sup H8k+3
=0 tel,

— O Ry u(tnu Ho

) = T aulta)lo

®llo-
Hierbei ergibt sich der letzte Schritt aus (4.33). Es folgt die Abschétzung

1/2, k+2 k+3 2
1o < Onln 2 sup o (o)l {@n [[lellE]
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)
In Bezug auf T liefert die Cauchy—Schwarz-Ungleichung

Q[RGB ), 0] | < {Qu 0L — B 2] ) {@ulllon 2]}

wobel

k
Qn[Hat(REHU PyR§ qu) } = Z

(Rjqu(tngu) — Pth+1“(nu Ho

Z WCh> 2|0, R , yult 7M)H12"+1

< CTnh2r+2 Slllp HatRkH“(t)Hzﬂ
€

(In, HT1(Q))"

Dabei haben wir sowohl die Annahme als auch die Fehlerabschitzung (4.39) verwendet.
Daraus folgt

Ty < Orl 2l gn g, s oy {@alon 2]}

Bei der Abschétzung von T3 gilt Folgendes:

k
Tn . .
D) Zwu<Ah(Rk+1U(tn,u) - U(tn,u))a Urh(tn,u»
pn=0

@ [(an(u — B ), em)] | =

1) = ultn ) || lorn (a1l

pu=0

Hierbei wurde die Stetigkeit von Aj; ausgenutzt, siehe (4.11). Aus (4.36) und der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung folgt

< Cy Zw’“”fup\\@’““ a(®) [ Jorn(tn))
©n=0

< C{ %n i G, THk+2) sup [[0F 2 u(t) ”?}1/2 {Q” ['”UT}L‘HQ} }1/2

1=0 tely

1/2
< Cr27i 2 sup |0 2u(®)||, { Qn [Ilo-al?] }
tely,
Weiterhin wird Ty wie folgt abgeschitzt. Aus Korollar [£.4 und der Stetigkeit von Aj folgt

‘Qn [ah((ﬁhRiHu — Rjqu), ”Th)] )

k
Tn N D pC c
D) Z Ou(An(PhRE 1 ultng) — Riqu(tng)), ven(tnp))
pn=0

k
< C%" z:dju(sl/2 + hl/z)hTHRzﬂu(tn,u)Hr+1”|vTh(t"»“)W'
n=0
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Hierbei entsteht der letzte Schritt durch die Fehlerabschitzung von P, im Korollar . Es folgt
aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung weiterhin

k k
n ~ T 2 7, » 1z
T, < C{% E Wy(El/Q + h1/2)2h2 HRkJrlu 29 Hr—l—l} {% E :Wuwvfh(tn,u)WQ}
pu=0

pu=0

. . 1/2
< Omf (&2 + W sup || By {Qn [JomnP] |

Anhand der Stabilitdt von Ry, beziiglich der H LNorm im Ort und der L>°-Norm in der Zeit,
ergibt sich aus (4.37))

1/2
Ty < Cr2 (2 4 BN Jut) e g, s gy 4@ [0 ]

Schliefslich wird die Abschitzung von Ty betrachtet. Hierbei liefert die Cauchy—Schwarz-Ungleich-
ung
1/2

‘Qn [sn(u,vrp)] ’ < {Qn [sn(u, u)] }1/2{Qn [sn(vrhs vrn)] }

Wir erhalten mithilfe des definierten Stabilisierungsterms

Qn [sh(u,u)] = W(tn,pu)s u (tnw))

s (zﬁkuw (Vultn)lox )

Aus Bx = Chix < Ch und der Annahme folgt

Tn
2

k
Qn[sn(u,u)] < C%n Z @, R Hu(tnu) HerLK
n=0

< C1ph? 1 sup Hu

2
el Hr+1,K'

Dies ergibt die folgende Abschétzung fiir T5:

1/2
Ty < C7’1/2hr‘*‘1/2 tsujp Hu Hr+1{Q” [sh(vTh,vTh)]} / .
Abschliefsend erhélt man durch die jeweiligen Teilabschidtzungen die Behauptung. Dabei ergeben
sich die Terme E} aus der Abschitzung von Ty, Ey aus T und Ty und zuletzt ergibt sich
E% aus der Kombination der Fehlerabschatzungen in der Zeit von 77 und 73. Man beachte,
dass [[vrpllo < Cllosnll? bzw. Qp[sh(ven, vrn)] < Qulflv-a]?] fiir alle vy, in PE(L, V) und die
Gauf-Lobatto-Formel fiir Polynome vom Grad hochstens (2k — 1) exakt ist. Daraus kann man
entnehmen, dass

Ao l?] = /1 (01t

gilt. Somit ist der Beweis vollendet. O

Lemma 4.14. [Fehlerabschitzung| Es gilt firm =1,...,N

S

@ (tm) ||0+2Qn I Iennl?) Z{ W+ By () + ()}, (4.56)

wobei E, i =1,...,3, dem Lemma 2u entnehmen sind.
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Beweis. Man setze w = €, in der Stabilititsungleichung in Lemma Urp, = Tp—1lgérp In
der Fehlerabschéitzung in Lemma und kombiniere die Abschitzungen in beiden Lemmata,
dann folgt

1,. 1, ~
slemn(tnllo = 5 lEmn(ta-n|o + Qn lime-rTe I’

1/2 1/2
< Or{ Bf (w) + By (u) + B3 ()} {Qulllmer Fgeral] }

Aus der Young-Ungleichung erhalten wir
1, 2o 1. 2 1 -
len(tall2 — & et + 3 @u i Igenal?
< Cr{ B (w) + B3 (u) + E(w) }. (4.57)
Weiterhin liefert das Aufsummieren der Abschitzung (4.57) fiir n = 1,...,m die Behauptung
(4.56)), wobei wir die Eigenschaft Pyug = u,4(0) ausgenutzt haben.

O

Lemma 4.15. [L?-Fehlerabschitzung] Es gilt firm =1,..., N,
&t I3 < Cron max {CTW(U)TTQL(ICJFQ) + Cgn(u) (Y2 + h1/2)2h27"} + Cly (W) 22,

wobel

2

Orn(u) := sup |95 ()]} + sup [|3;" ()|

Csn(u) = sup @174+ lallen g1y
C/S,m(u) = Hu(tm)Hngl'

Beweis. Unter der Beriicksichtigung des Fehlersplittings (4.53|) betrachten wir die folgenden Ab-
schatzungen fiir 7. Es folgt aus der Annahme [{.1]fiir m =1,..., N

In(tm)lI = lu(tm) = PrRiu(tm)§ < llu(tn) = Prultn) |
< O u(tm) 1744,

dabei wurde in Betracht gezogen, dass R}, u und w in allen Punkten t,,,m = 1,..., N, tber-
einstimmen, siehe Unterabschnitt [4.2.2] Dies kombiniert mit der Abschétzung (4.56)) liefert die
Behauptung. O

4.2.7 Fehlerabschatzung fiir die Zeitableitung

Aus dem Postprocessing fiir die cGP-Verfahren kann man entnehmen, dass die nachbereitete
diskrete Losung @, in CH(I,Vy) NPL, (1, V) liegt, siehe Unterabschnitt in Kapitel
Darausfolgend ist die Zeitableitung von @, iber I wohldefiniert. Es gilt 0yt (t,) € P} (1, Vy).

Lemma 4.16. Sei u,p die volldiskrete Losung und t,p die durch das Postprocessing nachbear-
beitete Losung, dann gilt

Optirp(t) + Apurn(t) = Pl f(t)  Vtel,

wobei I, der in (4.23)) definierte Gauf—Lobatto-Zeitinterpolator ist.
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Beweis. Aus Lemma [£.10] wissen wir fir allen=1,..., N
/ (Ortirn (t) + Apturn(t), von () dt = Qn [(f, vrn)]
In

fir alle vy, € Pr_1(Ip,Vy). Die Quadraturformel @, wertet die zu integrierende Funktion nur
an den Gauf-Lobatto-Punkten aus. Es gilt daher

Qn [(f7 U‘rh)] = Qn [(Lﬁﬁ /UTh)} .

Desweiteren liegt das Produkt (1§ f,v,4) in Pog—1(I,). Wir erhalten somit

/ <ata7'h(t) + Ahu’rh(t)v ’U’rh(t» dt = Qn [(Iﬁf, UTh)] = / (I;éf(t), ’U’rh(t)) dt

In In

- / (PuILf (1), ven(8)) dt = Qu[(PuIifoom)],  (4.58)

n

wobei der vorletzte Schritt aus den Eigenschaften der L?-Projektion Py, folgt. Wir wihlen nun eine
spezielle Testfunktion vyp. Seil € {0,...,k—1} und sei v (tn,) := 0 fiir p € {0,..., k—1}\{l}.
Es folgt einerseits

Tn

Qn[(PIff,ven)] = 5[@ (Podiif(tn), vrn(tng)) + @k (PhIgf (tn), ven(tn))], (4.59)

wobei t,, = 1, und andererseits erhalten wir
/ (O¢tirn () + Aptrn(t), v (2)) dt = Qn [(Ortirn + Aptirh, von)]

In

Tnra -
= ?n [wl <atu7h (tn,l) + Aptrp (tn,l)a U7h>

+ @k <8tﬂ7'h (tn) + AhuTh (tn)v UTh>] . (4'60)

Dabei wurde ausgenutzt, dass (Oitrp, + Aptiry, vrp) € Pog—1(Iy) mit der Gauk—Lobatto-Formel
exakt integriert wird. Nach Konstruktion von @, gilt

(Optirn(tn) + Aptrn(tn), vra) = (f(tn), ven) = (Pudi f(tn), vrn)-

Dies in (4.58)) eingesetzt und mit (4.59) und (4.60) kombiniert liefert

<8ta7h(tn,l) + Ahu’rh(tn,l)a U7h> = (Phllgf(tn,l)a UTh) vie {07 N 1}

Somit stimmen die P;-Polynome P, I} f und 0yt +Apurp in den (k+1) Punkten t,,;,1 =0,...,k,
iiberein, infolgedessen miissen sie identisch sein. Somit ist die Behauptung auf das ganze Intervall
I giiltig. Es gilt

<ata’rh(t) + AhuTh(t)’ UTh> = (Phlgf(t)7 vTh) vtel

Die Bilinearform B,, erfiillt die nachfolgende Abschétzung:

Lemma 4.17. Sei w € Py(1,, V). Es gilt

1 1
Bu(w.micaw) > sl = 5ot + [ meaw)?
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Beweis. Aus der Definition von B,, erhalten wir

B (w, mp—1w) = Qn [((%w, ﬂk,lw)] +Qn [ah(w,wk,lw)].

In den beiden Quadraturformeln liegt der Integrand in Pog_1(1,), daher lassen sich die Terme
als Integrale schreiben. Wir erhalten fiir den ersten Term

QO mew)] = [ Ooto) morwl)de = [ @t w®)dr =5 [ oo
1 1
= 5 lwt)lo = 3llwita-)lo-

Dabei wurde ausgenutzt, dass dyw € Py_1(I,,, V1) eine zulissige Testfunktion fiir die L2-Projektion
71 ist. Weiterhin gilt

Qn [an(w, mp_1w)] = /I (Apw(t), mp_w(t)) dt = /1 (1 A (t), o qw(t) dt

—/ (Aprs w(t), me_w(t)) dt

/ e (®)]? dt.

Wir haben die Zeitunabhéngigkeit von Aj; verwendet. Die beiden Ergebnisse liefern zusammen
die Aussage des Lemmas. O

Herleitung einer Fehlergleichung fiir die Zeitableitung:
Den Fehler bei der Zeitableitung werden wir wie folgt zerlegen. Wir setzen

&(t) := Byu(t) — Oyt (1),
A(t) == Opu(t) — PadRi 4y ult),
Ern(t) := PuOy RS qu(t) — Byt (t),
somit erhalten wir

~ A~

e=1+érm (4.61)
Aus der Definition der Bilinearform B, folgt

Bn(atu, Urh) = Qn [<at2u + Ah&t“» Urh>]
= Qn [<at(atu + Ahu)v UTh>] .
Aus Apu = Au+ Spu folgt
By, (0u, vrp) = Qn [(@((%u + Au + Spu), v.rh)]
= Qn [<at(f + Sh“)? UTh>]
= Qn [(atfa UTh)] + Qn [<Shatua U‘rh>] . (462)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass A bzw. Sp von der Zeit unabhéngig ist und u die Differential-

gleichung (4.7)) erfillt. Andererseits haben wir

By (Olirh, vrn) = Qn [(071 + A0y, vrp)]

= Qn [(0:(Brtirn + Ap(urn + cnn)); vrn))
[(O(
[(

Oy atuTh + Ahurh) UTh>] + Qn [<AhcnatCnv vTh>]
= Qn aPhkavah ]
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

wobei wir (4.47) ausgenutzt und die Beziehung aus Lemma nach der Zeit differenziert
und verwendet haben. Die Terme I, f und L, f unterscheiden sich nur um ein Vielfaches von

Cn € Pryq. Es gilt

Qn [(8tPhI]§fa vTh)] = Qn [(@Iﬁf, UTh)]
= Qn [(8tLi+1fa Urh)] - Qn [(8t<nl~n—la U‘rh)]
= Qn [(athJrlfa UTh)] :

Der letzte Schritt folgt aus Lemma [£.9] Zusammengefasst ergibt sich
B (0(u = trn), vrn) = Qu[(Ocf, vrn)] + Qn[(ShOpu, vrn)| — Qu [(OeLiy1 fsven)].-
Das Umstellen der Fehlergleichung liefert
By (érh,vr1n) = —Bn (1, v71) 4 Qn [(ShOru, ven)| + Qn[(8:(f — Ly f), vrn)]- (4.63)

Im Folgenden betrachten wir fiir die Zeitableitung die gekoppelte Fehlerabschétzung im Ort und
in der Zeit.

Lemma 4.18. [Fehlerabschitzung fir die Zeitableitung| Es gilt
A 2 on mn mn on
|Bu(ernsven)[* < Ora{ B (w) + B3 (u) + B (u) + B3 (F) }Qulvrnl?]
wobei die Fehler im Ort durch

r+1’7

EP(u) := h¥ ! sup H@tuHTH + A2 sup H82u||
teln,

Eg(u) = (51/2 hl/Z hQTH Hcl L, H™+1(Q))

gegeben sind, wihrend die Fehler in der Zeit durch

E(u) =1 (k+1){sup |oF+2u(t Hf +tsél]p HaerSU(t)Hi}’

tely,
Eff(f) = r,%("f“) sup H@f“f(t)“i
tel,

gegeben sind.

Beweis. Um den Fehler nach oben abzuschétzen, betrachten wir die Zerlegung der Terme auf
der rechten Seite

Bn(érn, vrn ‘ ’ 77,Urh ’—I— ‘Qn sp(Opu, vrp) ’4— )Qn 51& (f = L1 f)s th)]
’ (9t oru — PhatRk+1u) Urh) ‘ + ‘Qn (Ap(Opu — Oy Ry, qu), "Urh>] ’
+ ‘Qn (An(OeR v — Padi R4 u), vrn) ‘ + ‘Q" Sh at“’vTh)]‘

+|@ul@(f = Lia ), vmn)]|
=T+ T+ T3+ Ty + Ts.

Im Folgenden werden wir die Terme T;,7 = 1,...,5, einzeln abschétzen. Zunéchst einmal be-
trachten wir den Term T5. Es gilt

Qu[@f ~ i prom)]| < {Qullons -z 1] @[]}
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)
Aus der Fehlerabschiitzung (4.40)) von Lj_; folgt

Tn

Qul01(f = Ea o]

Lk+1f T, Ho

Zwuof ) sup 020
pn=0

< Ctp1 2(k+1) sup H@f“f(t)“o,
tel

somit erhalten wir
1/2,_k+1 Je+2 21 1/2
T, < Orif2ni sup [0 210 {@u o]
€ln

In Bezug auf T7 betrachten wir die Umformulierung
O (O — Proy RS qu) = O2u — Prd?u + Ppd?u — PLo2J¢ ou + Phd?Jg  ou — PLO? RS, yu.

Darauf aufbauend haben wir

‘Qn [(0%u — Pyd?u, v,y)] ‘ < {Qul 03w — Popul] }1/2{Qn [lo-ll3] }1/2

wobel

k

Qn[Hafu— ﬁh&?““(ﬂ Z
k 2
? Z Ch?r+2 tSélIIZ Haz?“(t) Hr—i-l

2
< Cm, hZT“ sup |[9fu(®)][,-

Phat bnp Ho

Wir haben hier die Fehlerabschétzung aus der Annahme [£.1] verwendet.
Das Produkt (Ph@tQJ,‘;JrQu — PhangHu, vrp) liegt in Pog_1(1,), so kann die Quadraturformel
durch das Integral ersetzt werden. Aus einer partiellen Integration folgt

Qn [(Pa0} iy 3u — PhO} Ry yu, vrp)]
= / (Phd2Jg ou(t) — PR RS qu(t), von(t)) dt

n

n—1

- / (PrdyJE oul(t) — PudyRG . qu(t), dpop(t)) dt + [(Prdy L ou — PO RS 1w, vTh)]?

In

=—Qn [(ﬁhatJ,ngQu — ﬁhatRiﬂu, 6tUTh)] + [(IghathHu — ﬁhﬁtRiﬂu, vTh)]jiL1
=0.

Der letzte Schritt folgt unmittelbar aus der Definition von R, tiber J_ ,, dabei stimmen die
Zeitableitungen der beiden Operatoren in allen Gauk—Lobatto-Punkten tiberein. Weiterhin folgt
aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

Qul(Pu0?u — Bl o, v)]| < {Qu[IBioRu - Buopsganl] ) {@ufonal2]}
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Der Interpolationsoperator ]5h lasst sich mit der Zeitableitung vertauschen, da er zeitunabhéngig
ist. Daher erhalten wir anhand der Fehlerabschitzung (4.34) von Ji,, Folgendes:

Qu [ Badu = Bad2 T o|l3| = |02 (Paw) = 25 o( P
k
Tn

= TN 0| (B2 (Prw) — BT o (Prn)) ()|
n=0

\V)

e

TS GO (Pra(t)
n=0

<cCr, 3(k+1) SUP “ﬁhaf+3u(t)}|§
te

IN

0

< O, 241 sup H8k+3

= nTp el Hl

Der letzte Schritt folgt aus ||[Powlo < ||Paw — wllo + |Jwllo < Chllw|1 + [|wllo < Cllwll1, vel.
Annahme daher gilt

1/2_k+1 k+3 21\ /2
T <Cr,/ my, tSEUIEHat “(t)H1{Qn[H”ThH0}}

, 2 1/2
+Or2h +1feuf€ l02u®)], o { @ llomnll5] }

Die restlichen Terme lassen sich wie im Beweis von Lemma behandeln. Bei der Abschéitzung

von 15 gilt

‘Qn [(Ah((?tu — O Ry qu), v7h>} ‘

k
Tn ~ c
) E Wu<Ah(atu(tn,u) - 8tRk+1u(tn,u))’”Th(tmu))‘
p=0

Tn

tou) — 8tRZ+1u(tn,u)H1|||UTh(tn7u)|”‘

=0

Dabei wurde die Stetigkeit des Operators Aj, ausgenutzt, siehe (4.11)). Aus (4.38) und der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung folgt

n<cr Zw“l supua’“” O] v (Ea)
n=0

< o> gt sup oo ) [ [lent?] )

n=0
1/2
1/2_k+1 k+2 2
< O/ sup |0 u(t)!\l{Qn[urwu]}

Weiterhin wird T3 wie folgt abgeschétzt:

‘Qn [<Ah(ﬁhatRi+lu_atRi+lu)7 Urhﬁ ‘

k
Tn ~ D c c
) Zwu<Ah(PhatRk+1U(tn,u) = OiRultn,p)); vrn(tnp))
pn=0

k
Tn ~ r c
< O3 @ule P 4+ WN|ORE yultn ) |,y Born ()
n=0
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Hierbei entsteht der letzte Schritt durch die Fehlerabschatzung aus Korollar [£.4] Es folgt aus der
Cauchy—Schwarz-Ungleichung weiterhin

k
Ty < 2 3 0 4 0P ot ) @[]}
pn=0

, . 1/2
< Orf2(& 2 + W sup 008 )], { @n [ ora ]}

T C 1/2
< Oryf2 (&2 + W sup 908 )], { @nFosal] |

Anhand der Stabilitdt von Ry, beziiglich der H L_Norm im Ort und der L>°-Norm in der Zeit,
vgl. Lemma [4.7], ergibt sich aus

tSélIE @REHU@HTH < CH“HCl(In,Hl(Q))

die Abschitzung

1/2
T3 S 075/2(51/2 + hl/Q)hrHuucl(In7H7‘+l(Q)){QTL |:|H'U7'h”|2i| } °

Schliefslich wird die Abschétzung von T betrachtet. Hierbei liefert die Cauchy—Schwarz-Ungleichung

1/2

Qu i (@0, 0] | < {@ulsn @1 0]} {@u s ve)]}

Mithilfe des definierten Stabilisierungsterms erhalten wir
ok
Qn [sh((‘?tu, &yu)] = ?n Z WuSh (8tu(tnvu), 8tu(tn7u))
n=0

k
=S (Y Brllen (T (O(t)

n=0 KeTy,

2
O,K)’
Aus B = Chy, < Ch und der Annahme [4.2] folgt

k
Tn R r
Qnlsn(Dru, )] < O D uh® ™ 3 V() (bl 7.
1=0 KeT

k
T ~
< O 2 oIl

< Crph? L sup Hatu(t)Hz-s-l'
tely

Dies ergibt die folgende Abschétzung fiir Ty:
1/2 1/2 1/2
T, < CTn/ Bt/ sup Hatu(t)HH_l{Qn [(ShUThvah)]} .
tEI’IL

Dabei lisst sich der Term Q, [sp,(vrh, v7p)] links absorbieren. Man beachte, dass |[v]jo < C|v].
Schlieflich erhélt man durch die jeweiligen Teilabschétzungen die Behauptung. Dabei ergeben
sich die Terme E}" aus der Abschéatzung von Ty, E3 aus T und T3. E¥ liefert die Kombination der
Fehlerabschétzungen von 77 und T5%. Zuletzt erhalten wir die Abschétzung von 75 aus E}. [
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten
Lemma 4.19. [é,,— Fehlerabschitzung| Es gilt firm =1,...,N
m m R N
e (b3 + 3 Qullimicrenl®) < €3 Brw) + By + Byw) + E3(H)}. (160
n=1 n=1

wobes EZ", i =1,...,4, dem Lemma 2u entnehmen sind. Weiterhin erhalten wir die L?-
Abschitzung

N
ernlZaqr iy < CT S mf BY(w) + B3 (u) + B (w) + BL(1)}.

n=1

Beweis. Aus dem Einsetzen von w = é,, in der Stabilitdtsungleichung in Lemma [.17, dem
Einsetzen von v;; = mi_1€;p in der Fehlerabschatzung in Lemma [4.18 und die Kombination der
Abschétzungen in beiden Lemmata folgt

Serm(@l = Slern(tanl2 + Qullmicrénl?

~ ~ ~ ~ 1/2 .
< O {Bp(w) + By (w) + By + B} (1)} { @nllimerécal?] |
Aus der Young-Ungleichung erhalten wir

1 1

. . 1 .
3 eTh(tn)Hé ~3 6Th(tn—1)H(2) + iQn[Wﬂkqemf”z]

< Cr{ B (w) + B3 (w) + By (w) + B} (f)}. (4.65)

1/2

Weiterhin liefert das Aufsummieren der Abschitzung (4.65) fiir n = 1,...,m die Behauptung
(4.64), wobei wir die Eigenschaft Prug = up(0) ausgenutzt haben.
Nun multiplizieren wir die Abschétzung (4.64) mit 7,,, vernachléssigen die nicht-negative Qua-

draturformel auf der linken Seite und summieren die Abschétzungen iiber m = 1,..., N auf. Wir
erhalten
N N m
oot < € (30 ) {(E" )
2 Tllemntmllo < O D m) max, > 7 (")
N ~
< Ty (B )}, (4.66)
n=1

wobei E™(u, f) := EP(u) + E5(u) + E§(u) + E}(f).

Es ist offensichtlich, dass é,j, eine stetige stiickweise polynomiale Funktion in der Zeit vom Grad
kleiner oder gleich k ist. Aus der Norméquivalenz auf dem endlichdimensionalen Raum Py (1, V3,)
erhalten wir

lernlZ2r, 2y < C(@ulllésnli3] + Tallémn(ta)IF)- (4.67)

Aus der Kombination von (4.64)), (4.66]) und (4.67) folgt

N
lernllZeqrz2y = D IemnllZar, z20)
n=1

N

< 03 (Qulllmerénnlld) + mallern(ta) 3)

n=1

< CEN:TH{(E"(u, f)}
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Lemma 4.20. [L?-Fehlerabschitzung] Es gilt firm =1,...,N
e(tm)llf < Crm max { Crn(w)r2®H) 4 G (17204 4 G () (212 4+ 11/2)27 )
+ Cgvm(&gu)h%“,

wobei

Crn(u) i= sup oF2u)||; + sup |oF B ut)]f;,

~

Crn(f) = sup 0F 27 (1),
teln
2 2 2
Csn(u) == HUHC’l(In,HTH(Q)) + f’éllg Hat“(t)HrH + tsél[E ||8t2u(t)Hr+1'
Cé,m ist in Lemma definiert. Weiterhin gilt

el 2y < CT max {Cra(w)r2H) 4 Cra(£)r20H) 4 G (w)(eV2 + B2 .

Beweis. Unter der Beriicksichtigung des Fehlersplittings (4.61]) betrachten wir die folgenden Ab-
schatzungen fiir 7. Es gilt firm=1,...,N
15(tm) 1§ = 18su(tm) — PrhOeREyultm)|
< [0vultm) = Pudyultm)ll5
< CR**2(|0u(tm) 741, (4.68)

dabei wurde in Betracht gezogen, dass 0 Ry _Hu(tm) = Owu(ty,) in allen Punkten t,,,m =
1,..., N. Weiterhin gilt

1911721, 22y = 10cu — PudiRiyull2 s, 120
< |Opu — atRiHUH%mn,m(Q)) + [|0e Ry u — Ph(atRiHU)H%mn,ﬂ(ﬂ))

< [|0vu — O Ry ullfa g, 120y + Crah™? Sup 10 R yullF

< O 72 sup (|0 2 u(t) 7+ O ul[Ea g, s o -

n

wobei wir die Fehlerabschétzung (4.38) und Korollar ausgenutzt haben. Aus dem Aufsum-

mieren iiber n = 1,..., N erhalten wir

N
. 2 , 2
1911227, 120y < C( > :Tn> {Tg(kﬂ) sup [0 u(t)[|} + A +2H“Hcl(1n,m+1(9))}

n=1

< CT s {7200 sup [ 200} 142

prgay b (469)

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung liefert die Kombination der Abschitzungen (4.68])
und (4.69) mit den Ergebnissen aus Lemma die Aussagen. O

Lemma 4.21. [L?(L?)-Fehlerabschitzung] Es gilt

N
Ernla(r 2y < CT D 7l BT (w) + B3 (u) + B (w) }

n=1

N
+ 0Ty m{ BY(w) + By (w) + B§ () + EZ()},  (4.70)
n=1
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

wobei B, i = 1,...,3, und E’Z”, 1 =1,...,4, den Lemmata und zu entnehmen sind

und T := max T,. Weiterhin qilt
1<n<N

1M1/ 12y < CTT**F) max {CT,n(u) + Crn(u) + Crop f)}

1<n<N

FOTE W20 mas {oSn( )+7265,n(u)}, (4.71)

wobei Cr ., Csp, CTn und CSn in den Lemmata und ( definiert sind.

Beweis. Wir betrachten nun die Abschatzungen (4.56)) bzw. (4.64) und vernachléssigen die nicht-
negativen Quadraturformeln auf den linken Seiten der beiden Ungleichungen. Zudem multiplizie-
ren wir den Rest, einerseits der ersten Ungleichung mit 7, andererseits der zweiten Ungleichung
mit 73 . Die Addition der beiden Ergebnisse liefert

N N N m
> tmllemntn) 3+ D llémntn) I3 < (3 ) 3o (B (w) ]
m=1 m=1 m=1 n=1
+C<§:TT?;L) iT { En(u f)}
m=1 n=1
ZN: mf (B }+CTTQZTn{ E"(u, )},
n=1 n=1

(4.72)

wobei E™(u) := EM(u) + E(u) + Ef(u) und E™(u, f) := EP(u) + E2(u) + E2(u) + E2(f).

Aus der Norméquivalenz in Satz auf den endlichdimensionalen Rdumen erhalten wir

leenl2aqr, oy < C{@nllmereanll] + Zlem 3 + (2) lem@R). (@73

Aus der Kombination von (4.56)), (4.72) und (4.73) folgt

||e7'h||L2(I L2( Z HeThHL?(In L2(Q

fj{Qn (imeéenl3] + 2 Nemnen) I3 + () Nemn(en)l3}

n=1
Demzufolge ist
N N R
||57h||%2(1,m(9)) < CTZ Tn{ (En(u)} +CT7? Z Tn{ (En(u, f)}.
n=1 n=1

Weiterhin gilt

1901721, 2y = Ilu = PaRirul iz, 120
2 = 2
< lw = Riqulliz, r2) + 1Ripaw — Pa(BE w721, 12(0)
242 2
hert sup IRy 1ulls g

€ln

< lu = R yulliz g, 120y + Cmn

< Onu {05 sup [0 2ult) [+ Ol g, s oy}
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4.2 Stetige Galerkin-Verfahren (cGP)

Dabei haben wir (4.36)), (4.4]) sowie (4.37) verwendet. Aus dem Aufsummieren iibern =1,..., N
ergibt sich

N
s vy < €32 ) {7242 s 20 0ol e
< o7 max {720 sup 06703+ 1274 ol s -

Mit der Verwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir aus der Kombination der Abschétzung
mit (4.70) die Aussage. O

65



4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

4.3 Unstetige Galerkin-Verfahren (dG)

Im folgenden Abschnitt werden wir die erhaltenen Ergebnisse beziiglich der cGP-Verfahren auf
die unstetigen Galerkin-Verfahren verallgemeinern. Dies erfolgt mit dem gleichen Vorgehen. Hier-
bei muss darauf geachtet werden, dass der Testraum bei den dG-Verfahren mit dem Ansatzraum
iibereinstimmt. Darausfolgend sind einige Anderungen bei der Fehleranalyse zu betrachten, wie
z.B. die L?-Projektion mj,_1, die im dG-Fall nicht mehr bené&tigt wird. Die theoretischen Ergeb-
nisse, die wir im Folgenden vorstellen werden, entsprechen denen von Ern und Schieweck in [14].
Im Gegensatz zu [14] werden wir das Postprocessing auf eine andere Weise definieren. Dartiber
hinaus werden einige der verwendeten Operatoren modifiziert.

Analog zu dem vorherigen Abschnitt werden wir zunéchst sdmtliche Operatoren definieren, die
fiir die Analyse der dG-Verfahren notwendig sein werden. Um Wiederholungen zu vermeiden
werden wir dabei Ergebnisse zusammenfassen, die mit denen im c¢GP-Fall identisch sind.

4.3.1 Projektions- und Interpolationsoperatoren

Sei W ein Banachraum. Fiir eine Funktion v € C1(I,V) definieren wir simtliche Operatoren,
die fiir unsere Fehleranalyse notwendig sind.

Operatoren auf [ = (—1,1] R
Gaufi—Radau-Interpolation Ig:
Zunichst definieren wir die folgende Gaufsi—Radau-Interpolation:

j\—g :CO(IAa W) — ]P)k(ja W)7
k+1

o) = > ot Lu(d), (4.74)

p=1

wobei £, p=1,...,k+1, die (k+ 1) Knoten der Gauk-Radau-Quadraturformel auf [—1, 1] sind
und L, die dazugehorigen Lagrange-Basispolynome darstellen.

Hermite/Lagrange-Interpolation Ei IE

Wir betrachten den Operatoren Engl, den wir mittels
Li, - CHI,W) = P (I, W),
L o(t,) =0, pw=1,....k+1,
OLiL,,0(1) = 9(1) (4.75)

definieren.

Operatoren auf I, = (t,—1, ]
Nun definieren wir Operatoren auf jedem Teilintervall I,,, die sich auf I verallgemeinern lassen.

Gaufi—-Radau-Interpolation Ig:

I8 :C(I, W) = Pi(I,, W)
k+1

o) = v(tnw) Lnu(t), (4.76)
pn=1

wobei ¢, ,, 1 = 1,...,k + 1, die transformierten Gauf-Radau-Punkte auf I,, sind und L, , die
zugehorigen Lagrange-Basispolynome bezeichnen. Die Gaufi~Radau-Quadraturformel ist, wie in
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4.3 Unstetige Galerkin-Verfahren (dG)

Kapitel [2| erwéhnt wurde, fiir Polynome vom Grad hochstens 2k exakt, d.h.

k+1
Tn
=5 prp(tn,u) = /1 p(t)dt  Vp € Py
=1 n

Hermite/Lagrange-Interpolation Jj ,:
Die Hermite/Lagrange-Interpolation J,ff o definieren wir, wie im c¢GP-Fall, durch

Tl o CHILW) = PEL(ILW),
atjk-i—Qv( —1) = O(tp-1),
T av(tn) = v(tn),
By T av(tn) = Bpo(tn),
Jk+2”(nu) v(thy), p=1,...,k, n=1,...,N,

wobei J,?+2v|1n € Piryo(In, W) und t,, , die Gauk-Radau-Punkte auf (t,—1, ] sind. Die globale
C'-Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Definition an den Punkten ¢,,.

Spezielle Interpolatoren R, :
Auf jedem Teilintervall I, definieren wir den Hilfsoperator R} ; durch

v O I, W) = Pryi (In, W)
O RE A V(tnp) = O gv(tny), p=1,....k+1,
RZ+1U(tn71) = Jg+zv(tn71) = U(tnfl). (477)

Hermite/Lagrange-Interpolation Lk It

Wir betrachten desweiteren den Operator L%, ., den wir mittels

k1
Lk+1 : ! (Invw) - Pk+1(In7 W)7

LZ+1v(tn7M) =v(thy), p=1,...,k+1,

LY v(ty) = Op(ty) (4.78)

definieren.

Globaler Operator Rg I
Analog zum Operator R ; bei cGP-Verfahren, kann man zeigen, dass Rz 41, definiert durch

d . pn —
Rk:+1|ln .—Rk+l,n—1,...,N,

stetig ist und auf C'-Funktionen abbildet.

4.3.2 Eigenschaften der Interpolationsoperatoren

Wir definieren das Polynom 9 € Py (1,V},), welches durch die Bedingungen 9;9(1) = 1 und
J(t;) =0 fiir alle j = 1,...,k + 1 definiert ist. Dabei sind #; die Integrationspunkte der (k + 1)-
punktigen rechtsseitigen Gaufi—-Radau-Formel auf I. Weiterhin betrachten wir auf jedem Teilin-
tervall I,, das Polynom v,, € Py, 1(I,V}),) definiert durch 9, (t) := %19(75) mit ¢ := T, (¢). Dabei
ist T;, die in definierte affine Referenztransformation.

Wie im c¢GP-Fall ldsst sich auch hier mithilfe der Referenztransformation 7}, ein Zusammenhang
zwischen den auf I definierten Operatoren und den auf I,, definierten Operatoren herstellen. Es

gilt IAgf) = Iy und Engl@ = Lerl’U fiir jede hinreichend glatte Funktion v und ¢ mit 9(£) = v(t).

Das folgende Lemma kann ebenso wie im ¢GP-Fall bewiesen werden.
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Lemma 4.22. Sei w € Pyy1(L,, V). Es gilt
w(t) = Itw(t) + l,_10,(t)  Vt € I, (4.79)
Weiterhin gilt fiir w € CY(I,,, Vi)
L w(t) = Iw(t) + li—19n(t) V€ I,

Die zweite Aussage bedeutet, wie wir bereits im cGP-Fall feststellen konnten, dass sich Li LW
und Igw auf I, nur um ein Vielfaches von #,, unterscheiden.

Sei nun v eine Funktion aus C¥*3(I,,V;) und r € N, dann erhalten wir fiir den oben definierten
Interpolationsoperator J,‘j o die Fehlerabschitzung

sup |J,‘€i+2v(t) - v(t)’ < O7F 3 sup ’8k+3 (t )}
teln tel,

(4.80)

T

und fiir die Zeitableitungen von J,‘j 1o gilt

sup |8te];€1+21)(t) — atv( )‘ < CTkJrQ sup ’8k+3 ( )‘

tely, tel, "

und

sup |8§J,§+20(t) — J2u(t )‘ < Ot sup ’8k+3 (t )}T
tely, tely,
Diese folgen unmittelbar aus den (k + 3) Bedingungen in der Definition von J; ,‘j 1
Aus der Definition von Riﬂ folgt, dass 3,5Rg+1 und atJ;jH die Funktion v an denselben Stiitz-
stellen t,, ,, = 1,...,k + 1, interpolieren. Darausfolgend erhalten wir die folgende Interpolati-
onsfehlerabschétzung

sup ][(‘9th+21)(75) - 8th+1u(t)HO < CtFtsup HBer?v(t)

tel, tel, HO

Der Beweis der folgenden Fehlerabschitzungen beziiglich Rk 41 folgt wie im ¢GP-Fall, vgl. dazu
Lemma [£.6] und Korollar 7]

Lemma 4.23. [R{ | -Fehlerabschitzung] Fiir allen =1,...,N und alle v € C**2(I,, H" ()
qgilt

sup ||Rz+1v(t) - v(t)HrH < Ot 2 sup H8k+2 Hr+1‘ (4.81)
tel, teln
Auferdem gilt
tsupHRk+11} Wi < Cllvllorr, iy Y€ C(I,, H'(Q)). (4.82)
Korollar 4.24. [OthH—Fehlembschéitzung] Fir allen=1,...,N und alle
v e CH2(1,, H(Q)) gilt
sup (9L 10(0) = Do(1)], < O sup [ 20(0) (4.83)
Dariiber hinaus gilt
tséllp HathJrlv Hr+1 < CH Hcl (I, H™+1(Q)) Vv e Cl( HT—H(Q))- (4.84)

Beziiglich der Hermite/Lagrange-Interpolation Lg 41 gilt die Fehlerabschétzung

sup HL%HU(t) Ho < CTk+2 sup H@’HQ Ho‘
tel,

n
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4.3.3 Normen
Satz 4.25. Die Ausdriicke

(] vy )™ (4.85)

und
T 1/2
([ 1reto)if ae+ G lotea-n) ) (4.86)
sind dquivalente Normen auf Pyy1(I,, W), wobei die Aquivalenzkonstanten nicht von 1, abhingen

und W einen beliebigen Banachraum darstellt.

Beweis. Unter Ausnutzung der Transformation von (t,-1,t,] auf (—1,1] ist die Behauptung
aquivalent zu:

Die Ausdriicke

([ votaiy ai)” (187

und
1 _ A, ~
([ Wiotiyipe ai + -0l ) (4.89)

sind dquivalente Normen auf dem endlich dimensionalen Raum Pk+1(f , W). Der Ausdruck
erfiillt nach Konstruktion alle Eigenschaften einer Halbnorm. Es ist ausreichend die verbleibenden
Normeigenschaften zu zeigen. Die Aussage folgt dann mittels der Norméaquivalenz auf dem endlich
dimensionalen Raum Py (I, W). Es bleibt daher zu zeigen, dass sich aus

1
0= /1 T3y di + [|o(=1) 17 (4.89)

die Folgerung v = 0 ergibt. Aus (4.89)) folgt, dass fgﬁ = 0. Da ¢ und fg@ nach Definition von
I¢ an den Gauf-Radau-Punkten ¢, =1,...,k + 1, iibereinstimmen und ¢(—1) = 0 folgt, dass
0 =0 an den (k + 2) Punkten gilt. Anschliefend ergibt sich aus ¢ € Py (I, W) die erwiinschte
Folgerung © = 0. Damit ist der Ausdruck (4.88]) eine Norm. O
4.3.4 Volldiskretes Problem mit Ortsstabilisierung

Das volldiskrete dG-Verfahren kombiniert mit der Ortsstabilisierung lautet:
Finde up|1, € Pr(In, Vi) mit up(t () = uzgl und
/ (Opurn(t) + Aptrn(t), v(0)) dt + ([wrnln—1, v (1)) = Qu[(fivrn)]  VYorn € Pe(Ln, V).

In,
(4.90)

4.3.5 Volldiskretes Problem und Postprocessing

Sei urp(0) = Pyug eine Approximation an den Anfangswert ug. Mit der Anwendung des Wer-
tes u,p(t" ;) aus dem vorherigen Intervall I,,_; lisst sich das lokale volldiskrete Problem fiir
n=1,..., N folgendermafen formulieren:
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Finde w1, € Pr(Ip, Vi) mit urp (6 ;) =l und

/1 (Opurn (t) + Aptrn (t), vrn(2)) dt + ([urpln—1,vea(ti_1)) = Qu[(f;vrn)]  Yorn € Pi(In, Vi)
' (4.91)

Wir betrachten auch in diesem Abschnitt das Postprocessing aus Kapitel [3] jedoch fiir die dG-
Verfahren. Auf dem Intervall I,, setzen wir

ﬂTh(t) = U'rh(t) + dnﬂn(t)a

wobei d,, € V), eine ortsdiskrete Funktion darstellt und 9, € Pyyq(In, Vi), mit 9p(tn ) =
0 Vu=1,...,k+1, und 9y9,(t,) = 1. Dabei sind t,, ,, die Gauk-Radau-Punkte.

Wie auch schon im c¢GP-Fall soll die nachbearbeitete Losung @,y im L?-Ortssinne die zeitliche
Differentialgleichung in t = t,, erfiillen, d.h.,

(Ortirp(tn),v) = (f (tn) — Antirn(tn), v).
Infolge von ¥, (t,) = 0 ist Grp(tn) = urp(ty), somit ist die Differentialgleichung &quivalent zu
(Orurn(tn), v) + (dn, V)0 On(tn) = (f(tn) — Antizn(tn), v).
Aus 0y, (t,) = 1 erhalten wir
(dpy 0) 000 (tn) = (f(tn) — Apurn(tn) — Opurp(ty), v).
Dies ergibt
dn = Pnf(tn) — Apurn(tn) — Ovurn(ts),

wobei Py, die L?-Projektion in den Finite-Elemente-Raum V}, darstellt. Auch im dG-Fall stimmen
urp, und @,p, in den Gauk—Radau-Punkten tiberein. Weiterhin folgt aus Lemma [3.2] dass

—dn Ot ) = [urh]n_1. (4.92)

4.3.6 Fehleranalyse
Im Folgenden betrachten wir ein wichtiges Ergebnis beziiglich der durch Postprocessing nachbe-
arbeiteten Losung.
Lemma 4.26. Fiir allen=1,...,N gilt
/ (Optirn () + Apurn(t),vrn (1)) dt = Qu[(f.ven)]  fir alle vy, € Pi(In, Vi)
In
Beweis. Aus der Definition vom Postprocessing folgt

/ (Oution (1), von(£)) dt = / (Optirn(t), vrn(t)) dt + / (dnDy9n (£), von () dt (4.93)

In In I”VL

=T
Beim Betrachten des letzten Terms auf der rechten Seite liefert eine partielle Integration
T— / (AuP(t), Dy (8)) dt + (dnBn (), ()]
In
Aus 9, € Pi(1,) und Oyv,p, € Pr_1(I,,) folgt (dyIn, Oyvrp) € Pog—1(I). Dieser Term wird mittels
der (k + 1)-punktigen Gauk-Radau-Quadraturformel exakt integriert. Es gilt
T = _Qn [(dnﬁny 8thh)] + dnﬁn(tn)vfh(tn) - dnﬁn(t;;—_l)vTh(t:_ﬁ
= _dnﬁn(t:—l)vﬁz(t:{—l)

= ([uTh]nflvUTh(t:—l))' (4.94)
Der letzte Term folgt unmittelbar aus (4.92). Die Behauptung erhalten wir aus der Kombination
von (L90), (£:93) und (L99). 0
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Im Folgenden betrachten wir auf jedem Teilintervall I,,, n = 1,..., N, die Bilinearform B,, aus
dem vorherigen Abschnitt definiert durch

By (w,v) = Qn[ (8w, v)] + Qn[an(w,v)].

Lemma 4.27. Die volldiskrete Losung erfillt fir allen=1,..., N

By (tirh, ven) = Qu[(fiven)]  Yorn € Pe(ln, Vi)

Beweis. Aus der Definition der Bilinearform B,, folgt

By, (ﬂ’rhv UTh) = Qn [(8t'a7ha UTh)] + Qn [ah (ﬂ’rha UTh)] .

Im ersten Summanden auf der rechten Seite liegt das Produkt in Pox (1), damit ist die Gaufs—
Radau-Formel exakt und wir erhalten

%WMWWMZ/@%WWMmﬁ

In

f/@%WMM@MHﬂW%%%WLM-

In

Hier ist die letzte Gleichung aus dem Beweis von Lemma [£.26] zu entnehmen. Fiir den zweiten
Summanden ergibt sich

Qnlan(lrn, ven)] = Qn[an(urn, von)] :/ ap(urn(t), von(t)) dt,

In

weil u,p, und ., in den Gaufi—Radau-Punkten {ibereinstimmen. Der letzte Schritt ist moglich,
da ap(trp, vrp) € Pox (1) gilt. Die Quadraturformel ist dementsprechend exakt und es folgt

Bn(afha U‘rh) = /[ (atuﬂ'h(t) + Ahu‘rh(t)a U‘rh(t» dt + ([uTh]n—17 'UTh(t:z_—l)) = Qn [(fa U‘rh)]

fir alle vy, € Pr(I, Vp). O

Lemma 4.28. [Stabilitit] Sei w € P{_,(I,V},), dann gilt

1 1 1
Bu(w, I{w) > 3|w(ta) g = 5 w5 + 5 ltn-r gm0 g + @n [ITwl?],

wobei l,—1 in Lemma definiert ist.

Beweis. Aus der Definition der Bilinearform B,, erhalten wir
B (w, Itw) = Qn[(ﬁtw,lgw)} +Qn [ah(w,lgw)].

Im ersten Summanden auf der rechten Seite liegt das Produkt in Pox(1,). Die Gaufs—Radau-
Formel ist somit exakt. Dies ergibt Qy,[(dyw, Ifw)] = [ 1, (Ow, I dw) dt. Weiterhin erhalten wir
aus (4.79)

Qn[(@pwrn, Ifw)] = /1 (Ow(t), w(t) — L19n(L)) dt

:/ (8tw(t),w(t))dt—/ (8tw(t),ln7179n(t))dt

I In
=3 J, o= f @ttty
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Wir schreiben das letzte Integral folgendermafsen um:

/(8tw(t),ln_1z9n(t))dt—/ (O (Iw(t) + ln—195 (1)), ln—195(t)) dt

In In

1 d
- /In@tfgw(t),zn_mn(t))dt+2Hln-1||§ /IndtHﬂn(wHﬁdt

1
= Qn [(atllgw,ln—lﬁn)] + Q}lln—lH?)(Hﬁn(tn)Hg o Hﬁn(t:{—l)u?))
1
— —iHln—luiuﬁn(tZ_l)H(Q)

Dabei haben wir zum einen ausgenutzt, dass (atfgw,ln_lﬁn) € Por_1(I,) durch die Gauf—
Radau-Formel exakt integriert wird und zum anderen, dass ¥, an allen Gaufs—Radau-Punkten
verschwindet. Es folgt

1 d 1
Q@ tiu)] = 5 [ Ll o l;

1 1 1
= 5 llw)lg = Slwtn-ls + Sln-allGllon@Dlg-— (4.95)
Weiterhin haben wir
Qn [ah(%[}?w)] = Qn [ah(Inggw)] + Qn [ahan—lﬁrwjgwﬂ
= / (ApIw(t), ITw(t)) dt

In

2/ I 5w dt = Qu [[IFw]I?], (4.96)
In

wobei wir erneut die Eigenschaft ausgenutzt haben, dass ¥, an den Gauf~Radau-Punkten 0 ist.
Weiterhin haben wir die Koerzivitat (4.9) des Operators A, verwendet.
Schliefslich ergibt sich aus der Zusammenfassung von (4.95) und (4.96) die Behauptung. O

Die folgenden Lemmata erhalten wir mit denselben Vorgehensweisen wie in den Beweisen von
Lemmata [£.13] - £.15] jedoch werden hier die im dG-Rahmen definierten Operatoren eingesetzt
sowie die erhaltene Stabilititsaussage in Lemma verwendet. Wir betrachten die Fehlerzer-
legung

e(t) = n(t) + éxnlt), (4.97)
wobei wir
n(t) == ult) — PaR{, u(t),
Ern(t) = PaRiy u(t) — Gra(t)
setzen.

Lemma 4.29. [Fehlerabschitzung] Es gilt

|Bu(@on,ven)|* < Cra{ B (w) + B (u) + B3 () H{ Qulloral®] }, (4.98)
wobei die Fehler im Ort durch
Ef (u) = h 1 sup [lu(t)]
B2 (u) = (81/2 + h1/2)2h2r

H“Hél(zn,mﬂ(m)
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4.3 Unstetige Galerkin-Verfahren (dG)
gegeben sind, wohingegen der Fehler in der Zeit durch
Ef(u) := Tg(’““){ sup H@f”u(t)“f + sup H@er?’u(t)H(Q)}
tely, tely,

gegeben ist.

Lemma 4.30. [Fehlerabschatzung| Es gilt firm =1,..., N,

JErn(tm)lF + D" QullIfenl?) < €Y mf Bi(w) + B3 (w) + By ()}, (4.99)
n=1 n=1

wobei E', i =1,...,3, dem Lemma[{.29 zu entnehmen sind. Weiterhin folgt die Abschditzung

N
el paioy) < € D2 mad BY () + B () + B (u) . (4.100)
n=1

Beweis. Die erste Aussage lasst sich mit denselben Argumenten wie im Beweis von Lemma [£.14]
zeigen. Das Einsetzen von w = €, in der Stabilitdtsungleichung in Lemma das Einsetzen
von vy = Igéfh in der Fehlerabschétzung in Lemma und die Kombination der Abschétzun-

gen in beiden Lemmata filhren zur folgenden Abschétzung:

1 1
a2 = Sl tunls + Qa1

< or{ B + B30 + B3} Qullige?] )

Aus der Young-Ungleichung erhalten wir

1/2

%Hém(m!\ﬁ — et + SQulIenl?) < Cru{ B () + B ) + BR )} (4.101)

Weiterhin liefert das Aufsummieren dieser Abschétzung fiir n = 1,...,m die Behauptung (4.99).
Wir haben aus der Eigenschaft Pjuo = up(0) Gebrauch gemacht.

Nun multiplizieren wir die Abschétzung (4.99) mit 7,, und vernachlissigen die nicht-negative

Quadraturformel auf der linken Seite. Das Aufsummieren iiber m = 1,..., N liefert
N N m—1
> tmllémnttn-1)I3 < (30 1) S m{ (B w)}
m=1 m=1 n=1

<CT

WE

Tn{(En<u)}, (4.102)

n=1

wobei E™(u) := ET(u) + EY(u) + Ef (u).
Es ist offensichtlich, dass e, eine stetige stiickweise polynomiale Funktion in der Zeit vom Grad
kleiner oder gleich k ist. Aus der Norméquivalenz in Satz [£.25] erhalten wir
N
”eth%Q(I,LQ(Q)) = Z Heth%Z’(In,LQ(Q))

n=1

N
<O (Qullernlidl + llern(ta)Ii3)

n=1

< CiTn{(E”(u)}
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Das folgende Lemma lasst sich genau wie im ¢GP-Fall beweisen.
Lemma 4.31. [L?-Fehlerabschitzung] Es gilt firm =1,..., N,

&t I3 < O max {Cran(r2+2) + Csu(u)(/? 4+ B2 |+ CG (w2,
wobet

Cran(w) i= sup [0 2u(®)[[; + sup [0 u(®)]l5,

Csn(u) := sup H“(t)HiH + HuH?ﬂ(In,HT“(Q))’
C (1) = [lultm) |7 41-

4.3.7 Fehlerabschitzung fiir die Zeitableitung

Im Gegensatz zum cGP-Fall, liefert das Postprocessing bei dG-Verfahren eine diskrete Losung
in C°(I,V,). Darausfolgend muss die Wohlgestelltheit der Zeitableitung der durch Postproces-
sing nachbereiteten diskreten Losung sicher gestellt werden, um eine Fehlerabschétzung fiir die
Zeitableitung zu erhalten. Wie in [14] erldutert wurde, ist die Zeitableitung von ., im Inneren
des Intervalls (t,—1,t,) wohldefiniert, da ., € P{ ,(I,V) N C°(1, V). Eine Erweiterung von
u,p auf der linken Seite von ¢,, erhdlt man durch den Anzatz

Outirp(tn) i= Jim O (t)  Vn=1,...,N. (4.103)

n

Wir erhalten daher eine Definition von 0y, iiber das gesamte Intervall I. Die Funktion 0ty €
P4(1,V},) ist somit iiber I wohldefiniert.

Das folgende Lemma ist, bis auf die verwendeten Zeit-Interpolatoren und Quadraturformeln,
identisch mit Lemma beim ¢GP-Verfahren und lésst sich auch unter Verwendung der Gaufs—
Radau-Stiitzstellen auf die gleiche Weise zeigen.

Lemma 4.32. Sei u,p, die volldiskrete Losung, dann gilt
Oty () + Apurn(t) = PRI (1) vt eI,
wobei Ig der in ({4.76|) definierte Gaufi—-Radau-Zeitinterpolator ist.

Nun fiihren wir die folgende modifizierte Bilinearform B,, ein:

By (v,w) = Qn [(0v + Apv,w0)] + ([t)n-1,w]4).

Lemma 4.33. Sei w € Py(1,, V). Es gilt

Batw,w) > sty = 5llwn-ally + |[thua [} + @u Il

Beweis. Aus der Definition von B, folgt
-En(w’ w) = Qn [(8tw’ w)] + Qn [ah(w, ’U))] + ([w}n*b w:zrfl)
— [ @ w®)dr+ [ antwle)w©)de+ (- vl

In In

Dabei haben wir ausgenutzt, dass beide (Oyw,w) € Pog_1(I,) und ap(w,w) € Por(l,) mit der
Gaufs—Radau-Formel exakt integriert werden, d.h. in beiden Féllen lassen sich die Quadraturfor-
meln als Integrale schreiben. Weiterhin folgt aus der Identitéit (a—b,a) = ||a—b|[3+1allZ—3|6]?
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4.3 Unstetige Galerkin-Verfahren (dG)

und der Koerzivitdt von Ay, vgl.
~ 1 d 1 1 1
Butww) = 5 [ @\w(t)ﬂidw / o dt + 5 [y = wamally + 5l = llena
1
= 5 [t - DIl + /Ww @I dt + [[[wln-al; + !!nﬂb \Wwﬂﬁ

= St - guw@n-nuo + -+ Qu i),

Dies ist was zu zeigen ist. O

Herleitung einer Fehlergleichung fiir die Zeitableitung:
Wir zerlegen den Fehler bei der Zeitableitung wie im ¢GP-Fall und setzen

é(t) := dpu(t) — Opurp(t),

A(t) := du(t) — Pho R u(t),

érn(t) = Phoy R u(t) — Oyt (1)
Es gilt

e=nN+én (4.104)
Aus der Definition der Bilinearform B, folgt
En(&t“» Vrp) = Qn [<at2u + Apu, UTh>] + ([atu]nfla U;Ll)
= QTL [<at(8tu + Ahu)a UTh>] )

wobei [0;u],—1 = 0, da die exakte Losung u glatt ist. Aus der L2-Projektion folgt Apu = Au+Spu,
somit ist

En(&gu, Urn) = Qn {(@(atu + Adyu + Spu), Urhﬂ
(O0(f + Shw), v
[(Def s vrn)] + Qn [(ShOru, vrn)]. (4.105)

Hier haben wir ausgenutzt, dass A bzw. Sy von der Zeit unabhéngig sind und andererseits haben
wir

@n
= Qn

B (34iirn, vrn) = Qn [(0Ftirn + Apdyiirn, von)| + ([Oriirnln—1, v 1)

= Qn[(0:(O¢tirn + Ap(urp, + dnVn), ven)] + ([Ostrnln—1,v, 1)

= Qn[(9(Bstirn + Anurn), vrn)]| + Qu[{Andndi9n, von)] + ([Brlirnln-1,0,_1)
= Qun[(OPuIl fovrn)] + Qu[(Andnd9n, vr1)] + ([Ositrn)n—1,v,_1),

wobei wir die Beziehung aus Lemma nach der Zeit differenziert und verwendet haben. Aus
der Definition der L?-Projektion P, folgt schlieklich

En(ataﬁu Q]7'h) = Qn [(&fj;jfa U‘rh)] + Qn [<Ahdnat79n7 UTh>] + ([atﬁ‘ﬂ'h]n—17 U:_l) . (4106)
Die beiden Faktoren 0,1, und v, liegen in Py (1, V}) und darausfolgend ist

Qu [(Andndy0n, v1)] = / (Apdnd0n(t), von(t)) dt

In

= —/I (Apdy 05 (t), Opvrp (b)) dt + (Andn Oy (tn), vrn(tn))

— (ApdpIn(ty_y), ven(ty_1))
= Qn [<Ahd ﬂnaatvfrh” - <Ahdn19n(tifl),v,j,1>
—(ApdyOn(tr 1), v ).

» Yn—1
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Dabei haben wir sowohl eine partielle Integration verwendet, als auch den Fakt, dass ¥, an allen
Gaufk-Radau-Punkten verschwindet. Weiterhin folgt aus (4.92))

_Ahdnatﬁn = Ah[uTh]n—].v
somit erhalten wir
Qn [<Ahdn8t19na U’rh” = <Ah [u’rh]nfla U:71>~ (4107)

Aus (4.105)), (4.106)) und (4.107)) ergibt sich

én (&t(u — Urp), UTh) =Qn [(8tf7 Urh)] —Qn [(atlgfa Urh)] + Qn [<Shatua UTh)]
- <Ah[u’rh]nfla U;fﬁ - ([8tﬂ7h]n,1,v:[,1)
= Qn[(Ocf,vrn)] — Qu[(O I f,ven)] + Qu[(ShOru, vrp)] (4.108)

- ([thﬁf]nfhv:h) :

Dabei folgt der letzte Schritt aus Lemma Weiterhin lasst sich der zweite Term auf der
rechten Seite anhand einer partiellen Integration wie folgt formulieren:

c%uaﬁﬁMM]zjka%ﬂ>vm<»w

In

=—/X¢ﬂm@ww»ﬁ+uww>ma>><@ﬂ Davmn (1)

In

= —Qu (£, Bevrn)] + (TEf (tn), vrn(tn)) — (ILF (1), vrn(Eh_1))
= —Qu[(Lis1f, 0vrn)] + (f(tn), ven(tn)) — TR (61 vrn(ty 1)) (4.109)

Wir haben hier den Lagrange-Interpoplator Lg 41 eingefiihrt, der mit / ,‘j an allen Gauf—Radau-
Punkten tbereinstimmt. Eine weitere partielle Integration liefert

—Qul(L 1 fDh0r)]
—— [ (@500 d

In

= / (8tLZ+1f(t), vrp(t)) dt — (Liﬂf(tn% vrp(tn)) + (Lg+1f(t;;1)v ”Th(t;ll))

n

= Qn [(ath+1f, vTh)] - (f(tn)a UTh(tn)) + (f(tn—l)v 'UTh(t:—l))'

Zusammen mit (4.109)) ergibt dies

Qu[(BILf, ven)] = Qu[(OLiir [y vrm)] + (f (tamr)s orn (1)) — TEF (1) ven(ti 1))
= Qn[(atL%Hf? Urh)] (ka( n— 1) Urh(t+_1)) - (Igf(t:—ﬁ»vrh(t:—ﬂ)
= Q” [(atLg—O—lf? UTh)] - ([ka]n—la UTh(t';’L_—l))‘ (4110)

Abschliefsend folgt aus der Kombination von ) und (| m

By (9s(w = tirn), vrn) = Qu[(0ef — atf,ff, vrn)] + Qu[(ShOeu, vrn)]- (4.111)

Diese Umformulierung von B, ist bis auf die verwendeten Quadraturpunkte dhnlich zu der von
B, im c¢GP-Fall, siehe . Somit erhalten wir die gleichen Fehlerabschétzungen, obwohl die
entstandenen volldiskreten Losungen unterschiedlich sind. Mit denselben Vorgehensweisen wie
bei den Beweisen von Lemmata[£.18]- kann man die folgenden Fehlerabschitzungen mithilfe
der entsprechenden Ergebnisse aus dem dG-Fall zeigen.
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Lemma 4.34. [Fehlerabschitzung fiir die Zeitableitung] Es gilt

|Bu(ernsven)[* < Ora{ B () + B3 (u) + B3 (w) + B3 (£) }Quloral?]

wobet die Fehler im Ort durch

Ef (u) := h* " sup |||, +h*+ sup |07l .
tely,

tel, r+1
Eg(u) := ("2 + n' 20 [ullé 1. ey

gegeben sind, wohingegen die Fehler in der Zeit durch

By () = mi®* D {sup [0 a0} + sup 9 (o)}

ER(f) = r2+D ngpr”“”f s

n

gegeben sind.

Lemma 4.35. [é,;,— Fehlerabschitzung| Es gilt firm =1,...,N
leon(tm)I + 2 Qulllensl?) < ch{E" FEj) + By + BR(D)). (a112)

wober B, 1 = 1,...,4, dem Lemma zu entnehmen sind. Weiterhin erhalten wir die L*-
Abschdatzung

E

ernlZaqr 2y < D md Bi(w) + B3 (w) + BE(w) + BL (1)}

n=1

Beweis. Es folgt aus dem Einsetzen von w = é,5, in der Stabilitdtsungleichung in Lemma [4.33
dem Einsetzen von v, = é;p in der Fehlerabschétzung in Lemma und die Kombination der
Abschitzungen in beiden Lemmata

tn)lly -

tn—1 ‘}O+Qn[|||eTh||| ]
< cm{mu) + By + B + B30} Qullennl?]}

1

2

Aus der Young-Ungleichung erhalten wir
L.

[eentallo = 5 llémnta-1)llo + Qn [lennl’]
< Cro{ Br(u) + By (u) + (B3 () + EZ() }.

Weiterhin liefert das Aufsummieren der Abschéatzung (4.101) fiir n = 1,...,m die Behauptung
(4.64)), wobei wir von der Eigenschaft Ppug = u;,(0) Gebrauch gemacht haben.
Die zweite Aussage ldsst sich analog zum Lemma beweisen. O

Die folgenden Lemmata lassen sich wie im ¢GP-Fall zeigen, siehe [£.20] und [£:21]

Lemma 4.36. [L?-Fehlerabschitzung] Es gilt firm =1,...,N
e(tm)llf < Crm max { Cr(w)r2®H) 4 Gy (17204 4 C(w) (212 4+ 1/2)22 )
<n<m

+ CZS',m (ﬁtu) h2r+2 s
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wobei

2

aTm(u) = tsup H@quu(t)Hi + tSequ H(?f+3u(t)‘ 1

n

~ 2
Cran(f) == sup |97 £ (1)1,
tely,
=~ L 2 2 2 2
Com(u) = [ullear, gm0 100y + sup || OFu] -
Cg’m st in Lemma definiert. Weiterhin gilt
lel3a(120y) < OT max {Bra(u)r26+) 4 G (172D 4 B )2 4 B2}

Lemma 4.37. [L?(L?)-Fehlerabschitzung] Es gilt
N
Ernll3ar oy < CT 3 ol BT (w) + B3 (w) + B3 (u) }
n=1
+ T2 Y m{ B (w) + By (w) + By (w) + By ()}, (4.113)

wober B, i =1,...,3, und EZ", 1 =1,...,4, den Lemmata und zu entnehmen sind

und T := max T7,. Weiterhin gilt
1<n<N

HéH%Q(I,[ﬂ(Q)) <crrtt? hax, {CT,n(u) + Crn(u) + aT,n(f)}

+ CT (Y% + nY/2)2p% | nax, {Cg7n(u) + rzég,n(u)}, (4.114)

wobei Cr ., Csp, 5'T,n und és,n in den Lemmata und definiert sind.
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4.4 Numerische Ergebnisse

Wir présentieren in diesem Abschnitt einige numerische Ergebnisse und diskutieren hierbei die
von uns gewonnenen theoretischen Ergebnisse beziiglich der Stabilitdt und der Genauigkeit der
betrachteten Galerkin-Verfahren in Kombination mit einer lokalen Stabilisierung im Ort (LPS).

Um den Fehler berechnen zu kénnen, betrachten wir wissenschaftliche Testsituationen, bei denen
wir eine ausgewahlte exakte Losung u in das Problem einsetzen werden. Die rechte Seite sowie die
Rand- und Anfangsbedingung lassen sich dementsprechend aus der betrachteten exakten Losung
ableiten. Fiir die Implementierung der numerischen Ergebnisse dient MooNMD |[26].

In unseren numerischen Berechnungen haben wir transformierte Finite-Elemente-Raumen ver-
wendet [11], wobei die angereicherten Blasen-Raume auf der Referenzzelle K durch

PPYK) = P (K) + baPr_1 (K), r>1,
QYN(K) := Q.(K) + span {bnz} 1, i=1,2}, r>1, (4.115)

gegeben sind. Dabei sind ba und b die kubische Blasen-Funktion auf dem Referenzdreieck und
die biquadratische Blasen-Funktion auf dem Referenzviereck. Die auf PP!(K) und QP'(K) basie-
renden transformierten Finite-Elemente-Réume werden wir mit PP! und QP! bezeichnen.

Die Kombinationen V), = PP, Dy, (K) = P,_1(K), r > 1, auf Dreiecksgittern und die Kombina-
tionen V, = QP! Dy(K) = P,_1(K), r > 1, auf Vierecksgittern erfiillen die Annahmen und
Weitere Beispiele fiir Ndherungsraume V;, und Projektionsrdume Dy, (K), die die Annahmen
und erfiillen, sind in [30} [35] angegeben. Als Stabilisierungsparameter betrachten wir hier

B = 0.1hg VK € T. (4.116)
Mit

T 1/2
[vllp2(z2) = (/0 Hv(t)H%?(Q)dt) ;

T 1/2
ol = ([ 10 OR )"

[0llge(r2) = Og}?gXNHU(tn)HLQ(Q) (4.117)

definieren wir jeweils die L?(L?)-Norm, die H'(L?)-Norm und die diskrete ¢*°(L?)-Norm in der
Zeit. Dazu betrachten wir die gitterabhédngige Norm

T 1/2
lollzwrsy = ([ ol ar) "
0

Beispiel 1:
Als Modellproblem fiir unsere numerischen Tests wahlen wir als reines Transportproblem in zwei
Dimensionen das rotierende Gauf’sche Benchmark-Problem, |10, 2]. Daher betrachten wir das

Problem (4.1 in
Q:={(z,y) eR?*: 2 +y* < 1}

mit den Daten
e=0,b=(—y,2), c=f=0,T=2n
und der in (0.3,0.3) zentrierten Gauf’schen Anfangsbedingung

uo(z,y) = exp(—10(x — 0.3)% — 10(y — 0.3)?).
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Man beachte, dass die Losung u zu allen Zeiten durch einen entsprechend gedrehten Ausgangs-
zustand gegeben ist.

In diesem Beispiel sind wir an der Konvergenzordnung im Raum interessiert. Zu diesem Zweck
halten wir die Fehler in der Zeit klein, indem wir das ¢GP(3)-Verfahren mit dem Zeitschritt
T = 271 x 1072 verwenden. Daher entsprechen 1000 Zeitschritte einer vollstindigen Umdrehung
des Gauf’schen Benchmarks. Die Berechnungen wurden auf Dreiecksgittern durchgefiihrt, wobei
die Gitter auf den einzelnen Stufen durch sukzessive Verfeinerung mit Randanpassung aufgrund
des krummen Gebietsrandes aus der Anfangstriangulierung erhalten werden. Das Ausgangsgitter
(Stufe 0) und das Gitter nach dreifacher Verfeinerung (Stufe 3) sind in Abb. dargestellt. Um
der krummlinigen Berandung Rechnung zu tragen, wurden isoparametrische Finite-Elemente
verwendet.

Abbildung 4.1: Triangulierung fir Beispiel 1: Ausgangsgitter (links) und Gitter nach dreifacher Verfei-
nerung (rechts).

Bei den LPS-Diskretisierungen verwenden wir fiir das Paar (V3, Dy (K)) die drei folgenden Vari-
anten:

(PYLPo(K)), (P3LPi(K)) und (P3,Py(K))

Die Tabelle zeigt fiir die Zeitdiskretisierung ¢cGP(3) die Fehler und die Konvergenzordnungen
in der L2(LPS)-Norm. Es ist deutlich zu sehen, dass die in Lemmata und vorhergesagte

Konvergenzordnung im Ort bestétigt wird.

Tabelle 4.1: Beispiel 1: Fehler und Konvergenzordnungen fiir ¢cGP(3) im Ort beziiglich der L*(LPS)-

Beispiel 2:

Wir betrachten das Problem (4.1]) in  := (—=1,1)x(—=1,1) mit e = 1078, b = (14z,2—y)?, c =1

Norm.
(BY, Po(K) (PY, Py (K) (PS, P2 (K))
Stufe Fehler Ordnung | Fehler Ordnung | Fehler Ordnung
2 2.525-01 4.404-02 8.091-03
3 8.330-02 1.60 8.378-03 2.39 6.932-04 3.54
4 2.937-02 1.49 1.531-03 2.45 6.143-05 3.49
5 1.033-02 1.51 2.840-04 2.43 5.432-06 3.49
Theorie 1.5 2.5 3.5

und T = 1. Die rechte Seite f und die Anfangsbedingung wug sind so gew&hlt, dass
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4.4 Numerische Ergebnisse

die Losung des Problems (4.1)) ist.

Um die Wirkung der angewendeten Zeitdiskretisierung zu beurteilen und die hierzu hergeleitete
Theorie zu bestétigen, schlielfen wir in diesem Beispiel die rdumlichen Fehler aus. Wir haben
dazu die LPS-Diskretisierung mit Vj, = Qb Dy, (K) = Po(K) gewihlt. Fiir die Triangulierung
wurde ein uniformes Gitter bestehend aus 8 x 8 Quadraten verwendet.

Als Zeitdiskretisierungen hoherer Ordnung wurden ¢cGP(2), cGP(3), cGP(4), dG(1), dG(2) und
dG(3) angewendet.

Wir fithren in den Tabellen die Fehler ¢ = u,; — u und Konvergenzordnungen der Ver-
fahren in der L?(L?)-, der H'(L?)- und der £°°(L?)-Norm auf. Um einen schnellen Vergleich mit
den theoretischen Ergebnissen zu ermoglichen, beinhalten alle Tabellen auch die theoretischen
Konvergenzordnungen.

Die Zahlen in den Tabellen zeigen, dass die ¢cGP(k)-Verfahren fiir £ = 2,3,4 von den
Konvergenzordnungen k + 1 in der L?(L?)-Norm und % in der H'(L?)-Norm sind. Die dG(k)-
Verfahren fiir £ = 1,2,3 sind von den Konvergenzordnungen k + 1 in der L?(L?)-Norm und k
in der H'(L?)-Norm. Aus der Tabelle kann man entnehmen, dass die cGP(k)-Verfahren fiir
k = 3,4 in der ¢*°(L?)-Norm von den Konvergenzordnungen 2k sind. Die dG(k)-Verfahren fiir
k = 2,3 sind in der £°°(L?)-Norm von den Konvergenzordnungen 2k + 1.

Die Tabellen zeigen die Fehler € = ., — v und Konvergenzordnungen der durch das
Postprocessing nachbereiteten Losung i, in der L?(L?)- und H'(L?)-Norm. Man beachte, dass
die nachbearbeiteten Losungen sowohl fiir die ¢GP- als auch fiir die dG-Verfahren die Super-
Konvergenzordnung k + 2 in der L?(L?)-Norm und die Super-Konvergenzordnung k + 1 in der
H'(L?)-Norm besitzen.

Fazit:

Wir haben variationelle Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung durch stetige Galerkin—Petrov-
Verfahren (cGP) und unstetige Galerkin-Verfahren (dG) mit lokaler Projektionsstabilisierung
(LPS) im Ort kombiniert. Aufserdem haben wir die Fehlerabschétzungen fiir die ¢cGP- bzw.
dG-Verfahren angegeben und bewiesen. Es ist deutlich zu sehen, dass die in Lemmata
und fiir die ¢cGP(k)-Verfahren und die in Lemmata und fir die dG(k)-Verfahren
vorhergesagten Konvergenzordnungen durch die numerischen Beispiele bestatigt wurden.

Tabelle 4.2: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(2) und dG(1) in Abhdngigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N.

lu—urnllL2cr2) lw = wrnllm(z2)
cGP(2) dG(1) cGP(2) dG(1)

N Fehler Ordnung  Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 4.562-03 1.709-02 1.099+-00 2.9484-00

40 7.718-04 2.56 4.580-03 1.89 4.184-01 1.39 1.7844-00 0.72
80 1.062-04 2.86 1.095-03 2.06 1.251-01 1.74 9.695-01 0.87
160 1.360-05 2.96 2.576-04 2.08 3.305-02 1.92 4.937-01 0.97
320 1.711-06 2.99 6.180-05 2.05 8.386-03 1.97 2.467-01 1.00
640 2.142-07 2.99 1.509-05 2.03 2.104-03 1.99 1.230-01 1.00
1280 1.094-09 2.99 3.728-06 2.01 5.266-04 1.99 6.136-02 1.00

Theorie 3 2 2 1
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4 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in festen Gebieten

Tabelle 4.3: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(3) und dG(2) in Abhdingigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N .

lu = wrnllr2(r2) lw = wrnllair2)
c¢GP(3) dG(2) cGP(3) dG(2)

N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 9.663-04 4.161-03 3.757-01 1.571+00

40 9.597-05 3.33 7.131-04 2.54 8.185-02 2.19 5.984-01 1.39
80 7.178-06 3.74 9.699-05 2.87 1.272-02 2.68 1.749-01 1.77
160 4.734-07 3.92 1.211-05 3.00 1.697-03 2.90 4.537-02 1.94
320 3.001-08 3.97 1.492-06 3.02 2.157-04 2.97 1.138-02 1.99
640 1.882-09 3.99 1.844-07 3.01 2.709-05 2.99 2.840-03 2.00
1280 1.411-10 3.73 2.289-08 3.01 3.390-06 2.99 7.087-04 2.00

Theorie 4 3 3 2

Tabelle 4.4: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(4) und dG(3) in Abhdingigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N .

lu = wrnllr2(r2) lw = wrnlla1(r2)
cGP(4) dG(3) cGP(4) dG(3)

N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 1.928-04 9.866-04 1.046-01 6.282-01

40 1.060-05 4.18 9.623-05 3.35 1.217-02 3.10 1.327-01 2.24
80 4.114-07 4.68 6.943-06 3.79 9.620-04 3.66 2.001-02 2.72
160 1.370-08 4.90 4.446-07 3.96 6.440-05 3.90 2.620-03 2.93
320 4.357-10 4.97 2.767-08 4.00 4.098-06 3.97 3.298-04 2.98
640 1.490-11 4.87 1.719-09 4.00 2.573-07 3.99 4.118-05 3.00

Theorie 5 4 4 3

Tabelle 4.5: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(3), cGP(4), dG(2) und dG(3) in Ab-
hingigkeit der Anzahl der Zeitschritte N .

llu = wrnllee (r2) lw = wrnlle (r2)
cGP(3) dG(2) cGP(4) dG(3)
N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 5.021-02 1.648-01 4.412-03 1.826-02
40 2.240-03 4.48 1.404-02 3.55 5.472-05 6.33 4.528-04 5.33
80 5.206-05 5.42 6.624-04 4.40 3.327-07 7.36 5.583-06 6.34
160 9.154-07 5.82 2.368-05 4.80 1.505-09 7.78 5.056-08 6.78
320 1.475-08 5.95 7.715-07 4.93
Theorie 6 5 8 7
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4.4 Numerische Ergebnisse

Tabelle 4.6: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(2) und dG(1) in Abhdngigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N fiir die nachbereitete Losung.

flu — ﬂThHLQ(H)

[lw — ﬁThHHl(L?)

cGP(2) dG(1) cGP(2) dG(1)

N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 6.350-03 1.999-02 6.839-01 1.9584-00

40 7.869-04 3.01 3.797-03 2.39 1.499-01 2.18 7.500-01 1.38
80 6.470-05 3.60 5.557-04 2.77 2.327-02 2.68 2.208-01 1.76
160 4.385-06 3.88 7.137-05 2.96 3.101-03 2.90 5.761-02 1.93
320 2.799-07 3.96 8.872-06 3.00 3.942-04 2.97 1.450-02 1.99
640 1.758-08 3.99 1.100-06 3.01 4.947-05 2.99 3.625-03 2.00
1280 1.180-09 3.89 1.367-07 3.00 6.674-06 2.88 9.053-04 2.00

Theorie 4 3 3 2

Tabelle 4.7: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(3) und dG(2) in Abhdingigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N fiir die nachbereitete Losung.

lu — GrnllL2 L2y

lw — Grnll g2y

cGP(3) dG(2) cGP(3) dG(2)

N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung

20 1.235-03 4.433-03 1.754-01 6.831-01

40 7.512-05 4.03 4.792-04 3.20 2.057-02 3.09 1.470-01 2.21

80 2.993-06 4.64 3.616-05 3.72 1.627-03 3.66 2.251-02 2.70
160 1.003-07 4.89 2.361-06 3.93 1.088-04 3.90 2.972-03 2.92
320 3.193-09 4.97 1.483-07 3.99 6.926-06 3.97 3.758-04 2.98
640 1.005-10 4.98 9.249-09 4.00 4.347-07 3.99 4.704-05 2.99
1280 5.855-10 3.98 2.724-08 3.99 5.877-06 3.00

Theorie 5 4 4 3

Tabelle 4.8: Beispiel 2: Fehler und Konvergenzordnungen fir ¢GP(4) und dG(3) in Abhdingigkeit der
Anzahl der Zeitschritte N fiir die nachbereitete Losung.

[lu — ahﬁl'LQ(L?)

flu— ﬂhﬂ'HHl(L%

cGP(4) dG(3) cGP(4) dG(3)

N Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung Fehler Ordnung
20 2.007-04 8.742-04 3.884-02 2.001-01

40 6.167-06 5.02 4.907-05 4.15 2.359-03 4.04 2.277-02 3.13
80 1.232-07 5.64 1.882-06 4.70 9.397-05 4.64 1.768-03 3.68
160 2.066-09 5.89 6.189-08 4.92 3.149-06 4.89 1.171-04 3.91
320 3.633-11 5.82 1.950-09 4.98 1.001-07 4.97 7.417-06 3.98

Theorie 6 5 5 4
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichungen in zeitabhangigen
Gebieten

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Présentation der Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichungen in zeitabhéngigen Gebieten, wobei die Bewegung der Gebietsgrenze vorbeschrieben
ist. Die zeitliche Anderung der Gebiete wird durch die ALE-Formulierung behandelt. Fiir die
Zeitdiskretisierung werden wir die unstetigen Galerkin-Verfahren (dG) als variationelle Zeitdis-
kretisierungen héherer Ordnung anwenden. Dabei untersuchen wir weiterhin sowohl die Stabilitét
als auch eine a-priori Fehlerabschéatzung.

5.1 Problemstellung

Als Motivation betrachten wir fiir v in einem beschrinkten zeitabhingigen Gebiet Q; C R,
d=2,3, wobei t € I := [0, 7], die Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichung:

Ou —eAxu+b-Vyutcu=f, xetel,
u=0, xe€dtel, (5.1)
u=1ug, XE€I§t=0.

0 < € < 1 ist eine kleine positive Diffusionskonstante. b und ¢ sind zeitabhéngige Funktionen, die
von x abhéngen kénnen. Diese bezeichnen jeweils die Konvektion und die Reaktion und erfiillen

c(t,x) — %VX ‘b(t,x) >co>0 VxeQ Vtel. (5.2)

Hierbei ist ¢y eine Konstante. Die dufiere Kraft f und der Anfangswert ug sind gegeben und
erfiillen die folgenden Eigenschaften

feL*S) und wup€ H(Q).

Dabei ist S, der in definierte Zeit-Raum-Zylinder. Der Einfachheit halber haben wir das
Problem mit einer homogenen Dirichlet-Randbedingung ausgestattet. Mit Vi, V- und Ax be-
zeichnen wir jeweils den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator beziiglich der
Ortsvariable x.

Die Bedingung stellt, ebenso wie bei festen Gebieten, keine Einschrankung der Allgemeinheit
dar. Eine ausfiihrliche Erklarung diesbeziiglich kann man dem Unterabschnitt entnehmen.
Diese lasst sich auch auf zeitabhédngige Gebiete und ebenso auf zeitabhéngige Konvektions- bzw.
Reaktionsterme verallgemeinern.

Um die schwache Formulierung im ALE-Rahmen herzuleiten, betrachten wir den Raum y( )=
H} (Q) der zuldssigen Testfunktionen © : Q — R auf dem Referenzgebiet €. Wir transformieren
die Testfunktionen aus y( ) mit dem Homoomorphismus A; und erhalten die Testfunktionen
v="00A" € H'(H}()), mit deren Hilfe wir den Raum

X::{’UIS—)RZ v="00A7", be V), tGI}

der Testfunktionen auf S konstruieren. Im Folgenden verwenden wir fiir die zeit- und ortsab-
héngigen Funktionen die vereinfachte Schreibweise w(t) anstatt w(t,x). Im Laufe dieses Kapitels
werden wir eine Konstante C' verwenden, die je nach Einsatz und auch von Schritt zu Schritt
variieren kann.
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

5.1.1 Stabilitdtsanalyse der Differentialgleichung im ALE-Rahmen

In diesem Unterabschnitt tiberpriifen wir, ob die im ALE-Rahmen geschriebene Differentialglei-
chung die Stabilitatseigenschaften einer Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichung auf einem
festen Gebiet beibehilt. Beziiglich der Konvektionsgeschwindigkeit betrachten wir die Eigen-
schaft .

Bevor wir das Stabilitétsergebnis prisentieren, erldutern wir im Folgenden eine Abschitzung, die
wir bendtigen werden. Diese Abschitzung léasst sich anhand der Cauchy—Schwarz- und Young-
Ungleichung auf [t;,¢;] fiir alle v € X und f € L*(S) in einfachen Schritten zeigen.

tj - 1 tj 9 co [Y 9
/Xﬂwmmmw iW@Mmg%+24|Mﬂm@M8 (5.3)

t; T 2¢0 Jy

fir alle 0 <t < tj <T.
Nach dem Einsetzen von ([2.2)) lasst sich die erste Gleichung in ([5.1)) im ALE-Rahmen folgender-

maflen umschreiben:

D —eAxu+ (b—w) -Vxu+cu=f, xe€Q,tel. (5.4)
Weiterhin erhalten wir aus einer partiellen Integration im Ort die Identitét
b—w 9
(cu,u)q, + ((b—w) - qu,u)Qt = (cu,u)q, + 5 - Vx(u®) dx
Q¢
1
= (cu,u)q, — / (Vi - (b —w))u?dx
2 Ja,
1
+/ (b —w) - nu?dl
2 Joo,

_ 1 2 1 2
= (c— §Vx-b,u ) —|—§(Vx-w,u ), - (5.5)

t

Der letzte Schritt folgt aus [, (b — w) -nu?dl = 0, da u|pg, = 0. Dabei ist n das dufere
Normalenvektorfeld an 9€);.
Nun geben wir das Stabilitdtsergebnis fiir das Problem (5.4) an.

Satz 5.1. [Stabilitit] Die Losung u des Problems (5.4) erfillt

t t
) iy +2¢ [ N, ds+co [ (o), ds
0 0

1 ! 2 2
< @l 1F ()72 () ds + llulto)llz2 ()

Beweis. Wir multiplizieren die Gleichung (5.4)) mit u, integrieren im Ort partiell und erhalten
(Dtu,u)gt +&(Vxu, qu)gt + ((b—w)- qu,u)gt + (cu,u)o, = (f, u)Qt. (5.6)

Aus der Reynolds-Identitat (2.6)) erhalten wir

1 1d 1
(Dru,u)q, = 2/, Dyu? dx = i&HUHQLQ(Qt) - 2/Q u*Vy - wdx. (5.7)

Mithilfe der Identitédten (5.7) und (5.5 ldsst sich (5.6) wie folgt umschreiben:

1d 1 ) )
(f:)a, = 5@”“”%2(9” -5V w,u?) o +elulf g, + <C —5Vx b,u2)9t +5 (Vs w,u?) o,
1d 1
= 5%”””%,2“%) + E‘U|%7Qt —+ (C — ivx . b7u2)Qt
1d
> 5%““”%2(5%) + €‘u|iQt + COHUH%Q(Qt)'
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5.2 Schwache Formulierung im ALE-Rahmen

Die Integration iiber [tg, ] liefert
1
Iz, - Hu(tO)HLQ (o) T € !u i q, ds+co Hu iz, ds

< / (f(s),u(s))a, ds

<o [ 16Ny 5+ [ TatolEag,y

wobei der letzte Schritt aus (5.3]) folgt. Dadurch erhalten wir unmittelbar eine Stabilitétsab-
schatzung, die anstatt des Terms %, der fiir sehr kleine ¢ die Abschétzung zu grob werden l&sst,
nur die Konstante % enthélt, vgl. Bonito und Co. [7]. O

5.2 Schwache Formulierung im ALE-Rahmen

Fiir den Ubergang zur schwachen (variationellen) Formulierung multiplizieren wir die Differenti-
algleichung (5.1)) mit einer zuléssigen Testfunktion v € X. SchlieRlich integrieren wir wie iiblich
iber €; und erhalten

(Opu, v) + (b Vxu, v) o, T e(Vxu, va)Qt + (cu,v)o, = (f, U)Qt Yo e X. (5.8)

Diese Formulierung enthélt Zeitableitungen im FEuler-Rahmen. Die Testfunktionen v miissen
zeitabhéngig sein, da die wesentliche Randbedingung v = 0 auf 9¢); verlangt wird. Es ist daher
sinnvoll, dass alle Variablen der Entwicklung des Gebietes folgen. Dementsprechend wird
im ALE-Rahmen umgeschrieben. Die Wohldefiniertheit der Zeitableitungen der Funktionen in X
folgt aus der Annahme, dass A; ein Homdomorphismus ist. Daraus folgt die Gliatte von v und v.
Die Regularitdt der ALE-Abbildungen garantiert die Existenz einer eindeutigen Losung u € X.

5.2.1 Nichtkonservative ALE-Formulierung

Die nichtkonservative Variante der schwachen Formulierung folgt unmittelbar aus der varia-
tionellen Formulierung. Dabei ersetzen wir die Eulersche partielle Zeitableitung 9, durch die
ALE-Zeitableitung D;. Nachdem wir (2.2)) in (5.8)) eingesetzt haben, ldsst sich das Problem fol-

gendermafsen formulieren:

Finde v € X mit u(0) = g, sodass

(Dtu,v)Qt + e(Vxu, va)Qt + ((b—w)- qu,v)gt + (cu,v)o, = (f, v) Yoe X. (5.9)
Es ist offensichtlich, dass aus u € H'(HE(Q:)) die Stetigkeit von u : I — L2(€) folgt. Dies
garantiert die Wohlgestelltheit der Anfangsbedingung u(0) = uyg.
5.2.2 Konservative ALE-Formulierung

Wir konstruieren hier eine konservative Formulierung, indem wir die verallgemeinerte Reynolds-
Identitét (2.6) verwenden. Durch das Einsetzen der Reynolds-Transportformel (2.6)) in (5.9)
erhalten wir die konservative Variante:

Finde u € X mit u(0) = wup, sodass

0
a(u,v) — ((Vx - W)u, v) +((b—-w)- qu,v)Qt—Fs(qu,va)Qt

+(cu,v)q, — (u,Dtv)Qt = (f’U)Qt Yv e X.
(5.10)
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Man beachte, der einzige Unterschied zwischen den beiden Formulierungen ist, dass der Term
(Dtu, ’U)Qt in der nichtkonservativen Form durch %(u, U)Qt - ((Vx - W)u, ’U)Qt — (U,DtU)Qt in
der konservativen Form ersetzt wird.

Der Einfachheit halber fiihren wir die folgende Notation ein:

Ay = HVYAtn—nHWrHoo(In L@ (VY A, —) ™ 1||Wroo I, L ()" (5.11)

max
r=0,1,2
=0, 1

Um die Bewegung des Gebietes zu behandeln, werden wir im Folgenden die dG-Zeitdiskretisierung
vorstellen. Erwahnenswert ist vor allem, dass hier keine CFL-Restriktionen notwendig sind. Zur
Vermeidung der Komplexitét bei der Gebietsbehandlung verzichten wir vorerst auf die Ortsdis-
kretisierung. Diese werden wir in Kapitel [6] behandeln.

5.3 Zeitdiskrete ALE-Abbildung und Gittergeschwindigkeit

Bevor wir uns mit den dG-Verfahren in zeitabhéingigen Gebieten befassen, diskretisieren wir
zunéichst einmal die ALE-Abbildung A; sowie die Gittergeschwindigkeit w und approximieren
den Raum € in der Zeit.

5.3.1 Exakte Gittergeschwindigkeit

Im Falle einer vorbeschriebenen stetigen Bewegung A; ist die Gitterposition an jedem Zeitpunkt
bekannt. Die Gitter- bzw. die Gebietsgeschwindigkeit ist somit durch eine Ableitung in der Zeit
und dementsprechend auch exakt zu erhalten. Es gilt

w(t,x) = %’t‘ (4700,

5.3.2 Approximative Gittergeschwindigkeit

Wie auch bei der ALE-Abbildung kann in der Praxis die Gittergeschwindigkeit nur an bestimmten
Zeitpunkten berechnet werden, daher wird die Gittergeschwindigkeit beispielsweise durch ein
Interpolationspolynom approximiert. In Bezug auf die dG-Verfahren definieren wir das Polynom
A¢l1,, € Py, durch

k+1

A, = Z Gn,i(t) A, . (5.12)
=1

wobei t,; die Gauk-Radau-Punkte sind. ¢, ; sind hierbei die Lagrange-Basis-Polynome mit
Gni(tng) =0ij, 4,5 =1,...,k+1.

Die Gittergeschwindigkeit ergibt sich durch
W|In = at-/z(thn € Pr_q.

Beachtenswert ist, dass die Beziehung

~ _~ tn
»Atn = Atn,I +/ W(t) dt

tn—1

nicht notwendig erfiillt wird. Dies ist eine Folgerung der moéglichen Unstetigkeit von ﬂt an ty_1.
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5.3 Zeitdiskrete ALE-Abbildung und Gittergeschwindigkeit

5.3.3 Approximative Gittergeschwindigkeit mit Korrektur

Eine bessere Variante erhalten wir, indem wir den Sprung am Zeitpunkt ¢,—; durch eine Stetig-
keitsbedingung korrigieren. Nun definieren wir A;|7, € Py durch

k+1

Ailr, = bnilt)Ar, . (5.13)
=0

wobei t,; die Gauk-Radau-Punkte sind und ¢,0 = t,—1 ist. ¢,; sind die Lagrange-Basis-
Polynome mit ¢n,i(tn,j) = 5i,j7 ,7=0,...,k+ 1.
Somit erhalten wir die Gittergeschwindigkeit durch

W|[n = 615./Zt|[n S Pk

Es gilt die Eigenschaft von Ay

~ ~ tTL
Ai, = At —I-/ w(t)dt.

tn—1

5.3.4 Approximatives Gebiet

Die Einfithrung einer approximativen ALE-Abbildung A, fithrt unmittelbar zu einem approxi-
mativen Gebiet ﬁt, welches das Gebiet €; anndhert. Da die approximative ALE-Abbildung A,
die ALE-Abbildung A; nur an den Gauk-Radau-Stiitzstellen abgreift, stimmen dementsprechend
die Gebiete (NZ,: und 2 nur an diesen Stiitzstellen tiberein. Das approximative (GGebiet §~2t lasst
sich auf jedem Intervall I,, folgendermafien definieren:

k+1
Q= {x eR:x =Y Gi(T, (1) A, (Y), Ye ﬁ} (5.14)
=1

wobei ggi,i =1,...,k+1, die Lagrange-Basis-Polynome zu den Gaufs—Radau-Punkten auf I sind.

Q,=Q,
O =0
anl ﬁn
tO tl t2 57171 7ﬁé

Abbildung 5.1: Zeitdiskretisierung des Gebietes Q; auf I,, mithilfe von dG(1).

Um den Unterschied zwischen dem Gebiet €); und dem approximativen Gebiet S~2t zu illustrieren,
betrachten wir den dG(1)-Fall mit den Stiitzstellen ¢, 1 = (t,—1 + t,)/3 und t,, 2 = t, aus der
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Gauk-Radau-Formel in der Abbildung Aus dieser kann man entnehmen, dass sich die bei-
den Gebiete auch am Anfangspunkt jedes Teilintervalls I,, unterscheiden kénnen, da dieser keine
Interpolationsstiitzstelle darstellt.

Die korrigierte Approximation der ALE-Abbildung in (5.13) garantiert die Ubereinstimmung der

approximativen Gebiete (2, und ?2:_1, die die Definition der Sprungterme sinnvoll macht. Wir

werden in Kapitel 6] durch numerische Beispiele sehen, welchen Einfluss diese Korrektur der ALE-
Abbildung auf die Losung hat. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels ist €; das in ([5.14)) definierte
approximative Gebiet. Als ALE-Abbildung verwenden wir die in (5.13)) definierte Approximation.

5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Wir betrachten die Zeitdiskretisierung wie in Kapitel[2 jedoch im ALE-Rahmen, um das Problem
(5.1) in der Zeit zu diskretisieren. Hier werden wir den approximativen Zeit-Raum-Zylinder

S:= {(t,x) c R4+ . te[,xeﬁt} (5.15)
und den in der Zeit diskreten Raum
X, = {v eX VX)L, =V A X)), € Pe(ly) Vn=1,... ,N} (5.16)

bendtigen, wobei

X::{v:§—>R: v="00A", b e V), tEI}

der Raum der Testfunktionen auf S ist. Nach dieser Definition brauchen die Funktionen aus X
von links an den Zeitpunkten ¢,,n = 1,..., N, nicht stetig zu sein. Sei nun

S, = {(t,x)egzteln},

wobei S in (5.15) definiert ist. Da wir eine Zeitdiskretisierung anstreben, definieren wir den Raum
X (L) == {V:Sn—>]R:V: W|Sn,W€Xk}, n=1,...,N,

als Einschrankung des Raume§ X auf dem Intervall I,. Man beachte, dass der Unterschied
zwischen den Gebieten €; und % zu einer numerischen Losung U fiihrt, die nicht die Losung ue;
in £, sondern die Losung v in £ approximiert. Die exakte Losung ergibt sich dann aus

Uew (t,X) = u(t, Ay 0 ATH(X)) Vx € Q Vit € I,

Fiir die gesuchte Funktion u(t,x) setzt man als Ansatzfunktion auf dem Intervall I,, die zeitlich
diskrete, aber im Ort kontinuierliche Naherung U(+,x) : I,, — Xj([,,) als eine Linearkombination
von Basis-Funktionen aus Xj(I,) an, d.h.

k+1
U(t,x) =Y UL(A(Y)nj(t, A(Y)),  A(Y) =x(t,Y),x € Q. (5.17)
j=1

Die Koeffizienten U € H&(Qtn’ ;) sind ortsabhéngig und die Basis-Funktionen ¢, ; sind definiert
durch R B B
¢n1j(t’x) = ¢n7j(t7At_1(X))a t € In,x € (Y,

wobei g/gn,j € Py(I,) die Lagrange-Basis-Funktionen beziiglich der (k + 1) Knoten der in Kapitel
betrachteten rechtsseitigen Gauk—Radau-Formel auf I,, sind. Die approximative Losung auf 2,
ergibt sich dann aus

Ueo(t, %) := U(A; 0 A7 (X)) Vx € Q.

Der Einfachheit halber verwenden wir im Folgenden die Notation ¢y, ;(t) anstatt ¢, ;(t,x).
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

5.4.1 Schwache Formulierung im ALE-Rahmen

Wir definieren die Bilinearform fiir die nichtkonservative Formulierung durch

anc(s; 9077@ = ((b(S) - W(S)) ’ vx@aw)ﬁs + 5( xP qub) (Cgpﬂl))ﬁsa 5 € Ia
wohingegen die Bilinearform fiir die konservative Formulierung durch
ac(& ®, ¢) = ((b(s) - W(S)) ' VX@?¢)§S - ((vx ' W(S))(Paw)ﬁs ( x5 xw)
+ (ep,¥)g, — (0, D),
- anc(S; 807w) - ((VX ' W(3)>807"¢)§S - ((pa th)ﬁs7 s € Ia

definiert wird. In Bezug auf den nichtkonservativen Fall lasst sich das globale dG-Problem fol-
gendermafsen formulieren:

Finde U € X, mit U(0~) = up und

N N
;/j (DU (), V(1)g, dt+;([U]n1,Vnt1)§nl +/Ianc(t;U, V) dt:/](f(tw(t))ﬁt dt

(5.18)

fiir alle V € Xj. Dabei sind der Sprung [¢],,—1 sowie der rechtsseitige Wert | in (3.3)) definiert.
Wiéhrend das globale dG-Problem beziiglich der konservativen Variante folgendermafen lautet:

Finde U € X, mit U(0™) = up und

N
n;/l O (U (1), V( dt+z In—1,Vil1)g, +/Iac(t;U,V)dt:/I(f(t)7v(t))ﬁt d
(5.19)

fir alle V € Aj. Wie man in Kapitel [3] sehen konnte, lasst sich das globale dG-Problem zeitlich
aufspalten, indem man eine Testfunktion aus Xj(I,) betrachtet und sie auferhalb I,, durch 0
fortsetzt. Anhand der bekannten Werte U_ := U, lisst sich die Losung auf jedem Teilintervall
I, nacheinander bestimmen. Das lokale nichtkonservative dG(k)-Problem lautet:

Finde U € X (I,) mit U? := U, und

n

/ (DU®),V(H)g, dt+ ([Uln-1,V, 1), + /l ane(t; U, V) dt = / (f(®), V(1)) g, dt

In

fir alle V' € X (I,). Das lokale konservative dG(k)-Problem lautet:

Finde U € X(I,) mit U? := U, und

/8t(U(t),V(t))§t dt+([U]n1,Vntl)§nl+/l et U,V)dt:/ (F(0),V(1)g, dt (5.21)

In In

fiir alle V' € Xy (I,,). Die konservative und die nichtkonservative Formulierung sind vollkommen
aquivalent. Dies garantiert die Reynolds-Identitét (2.6)).

Wir definieren die Energienorm anhand von

1/2
loll,g, = {elvlg, + collolZag, | -
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Die Bilinearform ay,, ist beziiglich der Energienorm koerziv. Unter Ausnutzung der Eigenschaft
(5.2) kann man in einfachen Schritten zeigen, dass a,. die Abschéitzung

anc(t;v,0) 2 9lv]2 g, (5.22)
mit y > 0 erfiillt.

Lemma 5.2. [Existenz und Findeutigkeit| Fir allen = 1,..., N existiert eine eindeutige Losung
U € Xi(I,) von (5.20) bzw. (5.21)), die die Anfangsbedingung U(0™) = uqg erfillt.

Beweis. Zunéchst ist der Raum Xj(I,),n = 1,..., N, ausgestattet mit der Norm | - ||.7, =

{ fIn [ - ||§Qt dt}l/ ? ein Hilbert-Raum. Anhand der Aquivalenz von und werden
wir die Behauptung nur fiir ersteres zeigen. Dabei betrachten wir die in diesem Fall definierte
Bilinearform.

Desweiteren fiihren wir die folgende Bilinearform ein:

bdG(@? Y) = / ane(t; p,¥) + (Drp(t), w(t))ﬁt dt + ([(P]n, w:)fzn

In

Die Linearform [9C sei gegeben durch

19w = [ (£ v(e)g, dr
Infolgedessen ist die diskrete nichtkonservative Form dquivalent zu:
Finde U € Xj(I,) mit U(07) = up und
v (U, V) = 195(V) YV € Xu(I,).
Aufgrund von Norméquivalenz auf dem endlichdimensionalen Raum Xy (1,,) der Polynome vom
Grad < k folgen die Koerzivitit sowie die Beschrinktheit der Bilinearform b%¢ aus der Koer-

zivitdt und der Beschranktheit der Bilinearform a,.. Dies zusammen mit der Stetigkeit von
I (f(t), V(t))ﬁ5 dt liefert nach dem Satz von Lax-Milgram die Behauptung. O

Bevor wir uns mit der Stabilitdt der dG-Verfahren beschiftigen, erlautern wir zunéchst die
folgende Identitdt, die wir im Laufe des Kapitels bendtigen werden:

Lemma 5.3. [Diskrete Reynolds-Identitit] Sei V € Xi(I,), n=1,...,N. Es gilt

| (W@, V), ~ (w0 - TV 0.V 0)g,) = 51V g, ) = IV D,
(5.23)

Beweis. Aus ([2.2) folgt

BV (1), V(1)g, dt

/ ((DtV(t), V(t)g, — (W(t) - VxV (1), V(1)) ﬁ) dt =

In

8t||v(t)||12(§t) dt

_ 1
”V(tn)Hiz(ﬁn) - §||V(t:71)Hiz(§n_l)

O
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5.4.2 Stabilitit

Dieser Unterabschnitt befasst sich mit der Untersuchung der numerischen Stabilitdt der varia-
tionellen Zeitdiskretisierung im Falle einer exakten Integration. Im Gegensatz zu den anderen
Untersuchungen, wie beispielsweise von Nobile in [32], Bonito und Co. in [7], enthélt unser Pro-
blem den zusétzlichen Reaktionsterm cu, den wir ausnutzen, um eine bessere Abschatzung
fiir die Stabilitdt erhalten zu kénnen. Als Zugang zur Stabilitédt erldutern wir den folgenden Satz:

Satz 5.4. Sei V € Xy (I,). Es gilt fiir alle 0 <l <m < N:

1 _ 9 tm
VIR~ 5V E g, + 5 Zn il e [V ORg d
tm
te / VO, d
1
tm tm
g/t (DV (1), V dt+z lj—1, V. §j1+/t ((b—w) VxV(t),V(t)g, dt
l l
tm t"’L
e /t (VaV (), VV (1)), + /t OV (£), V(1)g, d. (5.24)
l l
Beweis. Die Betrachtung und das Aufsummieren von [ bis m der Identitaten
1
((b — W) ViV, V) =3 (vx (b —w), V2) . (5.25)
1
2/1]. ((Vx~w(t))V(t),V(t)>ﬁt dt = —/Ij (w(t)~VXV(t),V(t)>§t dt, (5.26)

/(DtV(t),V(t))ﬁt dt+;/ ((V wit ))V(t),V(t))~ dt

I Q
1
8t||V W@ @ = SIVEN @, — HV( D7
(5.27)
und
([V]j—la‘/jt1)§j,1:(v'+ — Vi, Vo )},1
1
= IV )~ IV g )+ 5l Vg, (5:28)
fiihrt zu
tm tm
/ (DeV (1), V dt+2 Jj-1,V, ﬁj_l +/ (b —w) - VxV(t),V(t)g, dt
1] t
tm tm
+5/ (VxV (1), V<V (1)), dt+/ eV (1), V(t)g, dt
t; 17}
= Yven Vit 2 T WR . dt
= IV g, — 5V gy + 5 Zn g, yte | VORg,
fm 1 2
+/tl <(c— 5Vx-b)(1),V (t))m dt.
Dies und das Einsetzen der Eigenschaft (5.2)) liefern die Behauptung. O
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Da die Stabilitat bei der Erlangung der Konvergenz bei dG-Verfahren eine wichtige Rolle spielt,
présentieren wir als Folgerung des Satzes das folgende Ergebnis:

Satz 5.5. [Stabilitit bei exakter Integration] Sei U die Losung von (5.20) bzw. von (5.21]).
Es gilt fiir 1 <l<m < N:

tm tm
G +§]| Ly 2 [ OR[N0, d
l

t

1 [ftm
Wyt o [ 1Oyt 629

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz der konservativen und der nichtkonservativen Form reicht es
aus, wenn wir die Behauptung fiir eine der beiden Formulierungen zeigen. Zunéachst betrachten

wir V' = U in (5.20)) und erhalten

/(DtU(t)yU(t))ﬁt dt+([U]n_1,U;_1)§nl+/ ((b—w)(t)-VxU(t),U(t))ﬁ dt
I, In ‘
+€/ |U dt“‘/ ( ()U(t),V(t))ﬁt dt:/ (f(t)’U(t))ﬁt dt.

In

Aus den Cauchy—Schwarz- und Young-Ungleichungen folgt weiterhin, dass

[ e veNg,de < [ VO, s 5 [ IO, b

Die Behauptung folgt aus Satz [5.4] O

Im Unterschied zu der dhnlichen Stabilitatsabschiatzung in [7] enthélt diese Abschétzung anstatt
des Terms =, der fiir sehr kleine € die Abschitzung zu grob werden lédsst, nur die Konstante =
In den folgenden Ausfiihrungen wollen wir eine Fehlerabschitzung herleiten, fiir die wir d1e
folgende ALE-Projektion benétigen werden:

Definition 5.6. [ALE-Projektion] Wir definieren den ALE-Projektionsoperator
P:C(H},S) — Xy wie folgt: Fiir allen=1,...,N gilt

Pu(ty,, ) = u(tn,-) in Qy (5.30)

und
/I (Pu(t) —u(t),v(t)g, dt =0 Vv € Pr_1(ln). (5.31)

Nun nehmen wir an, dass die ALE-Abbildung die zusétzliche Regularitdtsbedingung
Ap s € LI, W*(Qy,)), n=1,...,N, (5.32)

erfiillt. Dies garantiert einerseits Pu(t) € HL(€;) und andererseits die Existenz sowie die Ein-
deutigkeit der Funktion Pu € Xj, sodass (5.30) und (5.31) fiir alle u € C(I,, Hi(S)) gelten.
Beziiglich der Beweise der Existenz sowie der Wohldefiniertheit der Projektion P verweisen wir
auf die Arbeit von Bonito, Kyza und Nochetto, vgl. [6].
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5.4.3 A-priori Fehleranalyse

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Untersuchung des Fehlers bei einer exakten In-
tegration. Wir spalten den Fehler in einen ALE-Projektionsfehler 4 := u — Pu und in einen
diskreten Fehleranteil 8 := U — Pu auf. Es gilt

U—u=6-34. (5.33)

Als néchstes betrachten wir die folgende Eigenschaft des ALE-Projektionsfehlers, die fiir die
Untersuchung des Fehlers besonders relevant ist.

Lemma 5.7. Seien u und Pu jeweils die Losung von (5.9)) und ihre Projektion in den Raum Xj,.
Der Fehler § = u — Pu erfillt fir allel1 <n <N

/ (Do (1), V())g, dt + ([zS]TH,V(tjb_l))m1 +/1 (5(t)vx-w(t),V(t))§t dt=0 (5.34)

In
fir alle Ve Xy (I,).
Beweis. Aus der Reynolds-Identitét folgt
(Dté, V)ﬁt = —(6, Dtv)ﬁt — (6, va : W)ﬁt + at (6, V)ﬁt

Die Integration iiber I, liefert

/(Dtd(t),V(t))ﬁtdt:—/ (6(t),DtV(t))§tdt—/ (6(1), V(t)Vx - w)g, dt

In In In
T (8(6).Vit))g, — (815 ).V D)g, - (5.35)
Aus (5.30) folgt (J(tg),V(tg))ﬁn =0= (5(25;71),1/(25271))5 _,- Dies und (5.31) in (5.35) ein-
gesetzt liefern die Behauptung. O

Anschlieffend zitieren wir aus [0] fiir die ALE-Projektion P die folgenden Abschéitzungen, die wir
aufgrund der unterschiedlichen Definitionen von I, und A, in (5.11)) in unserem Fall angepasst
haben.

Lemma 5.8. [ALE-Projektionsfehler| Fir alle j = 1,...,k gilt

B > 2j+1 L 1) 12 -
sup = PUO 5y < O™ [ 1DF w0

sup |[Vix(u - Pu)(0)[72,) < Dnrgﬁl/l (\|Dg+ w72, + HVxDi“u(t)Him)) dt,

wobet Cy, und D,, Konstanten sind, die von A, abhdngen. Dabei ist Ay, in (5.11]) definiert.

Beweis. Mit demselben Vorgehen wie in [6] fiihren wir zunéchst die dG-Projektion aus der Arbeit
von Akrivis und Makridakis ein, vgl. [3] 26]. Fiir 1 < n < N betrachten wir €2, als Referenzgebiet
und die dG-Projektion von @ bezeichnen wir mit v, € Vi (I,), wobei

V(I = {@ co=vold;, wve Xk(In)}

und definieren diese Projektion durch

~

Vu(Y, 1) == a(Y,tn), Y €, / (i — Y, V)g dt =0 YV € Vpo1(I).
I "
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Die letzte Bedingung gilt nur fiir £ > 1. Die dG-Projektion @Zu ist wohldefiniert und erfiillt fiir
alle j=1,...,k

sup [|(@ — D) (D30, < ClrQJ“/ 167 a(s) 12, 5 | ds, (5.37)
sup IV (i — thu) (¢ W@, < Cyr2itt /1 ||ag+1a(s)\|L2 @) 45 (5.38)

vgl.[6, Prop. 3.2|. Es ist offensichtlich, dass
Yy = by o A1 € Xy(I). (5.39)
Aus folgt weiterhin
Yu(tn,-) = Pu(ty,-). (5.40)

Aufbauend auf den Eigenschaften (5.39) und ([5.40) von v, kénnen wir ¢, — Pu = (t, — t)W
mit W aus Xj_1(I,) setzen. Aus (5.31]) folgt

A(mﬁ)-ﬂwaW% /<mx>m>vw»@ﬁ W e X (L).

Sei nun V = W. Es gilt einerseits

[ M= POl = [ (= Pu)O) (1~ W ),

<m¢¥mf4mxmwwwmﬁ
=7@K\Wm—uxmﬂdwbjﬁ

<l [ 10 = 0O, ) ([ 1O, @)

(5.41)

und andererseits haben wir

/||V )z, dt—T// V2(t)det J 4, ., dxdt.
I'n. n

Aus der Norméquivalenz auf dem endlichdimensionalen Raum der Polynome vom Grad < 2k —
2 + dq, wobei ¢ der Grad der ALE-Abbildung ist und d die Dimension des Raumes 2; darstellt,
folgt

2 [ IWORg a<c [ G- [ P, dx
<O [ a1 VO

/nv )2, ﬁ<c/t—4wwmu
[ VO d <0 [ 16 - P, d

Wir erhalten somit

Dies ist dquivalent zu
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Daraufbauend folgt aus (5.41])

1/2
= PO e < € [ 10— 00O, @) ([ 10— PO, )

bzw.

1w - Po t<c/ 1w — W)@,

Es gilt die Norméquivalenz

W~ POOIsq, < — | N P

< / | — 0)O2,
C'A
<

(- a)(t)!\;@n) . (5.42)

| A

Dies kombiniert mit ((5.37)) unter Betrachtung von
liefert die erste Behauptung in Lemma [5.8|

Um die zweite Abschitzung zu zeigen, setzen wir U, = ]3u, schreiben die Eigenschaft (5.31)) auf
,, um und erhalten

/I (= Do) (8 det T a,, 0, V(D)5 dt =0 YV € Vp1(L).
Dies ist dquivalent zu

/ /I tjdetJAt%tdtdY—O j=0,...,k—1
Aus der Differenzierung im Ort erhalten wir

/ / Vy ((@ - Up) () det J 4, ) dtdY =0, j=0,....k—1.
Dies impliziert

/ (det J 4, ., Vy (i — Up)(t) + (i — Un)(t)Vy det T4, ., VYV (t))g dt =0 YV € Vi_1(Ln),
In "
jedoch gilt andererseits

~

/I (det T a,, ., Vy (P = Un) (1), V¥ V (1)g, dt = /I (det T, ., Vy (u = 0)(1), Vy V(1)) dt

+/ (i — Un)()Vy det J 4, ., Vy V(t)g dt
I,

n

fiir alle V € Vi—1(1).
Aus Vyo(Y) = Jﬁtn%tv v(x) fiir alle v € H} () und aus Yy — Up = = (t, — 1) W, vel. (6-30),
folgt weiterhin

IV = Un) Ol 2 < 7o /I (det T 4, (VyAr, ) Vy ($u — Un)(), VYW (1)), dt.
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Wir setzen nun V = W. Mit denselben Argumenten wie bereits im Beweis der ersten Aussage
erhalten wir

IV (tou = Un) (D2, SCA%/I Vs (tu = w) (D)1} g, Ot

+0A§;/I [Vx(u = U) (O, g, d

In

Die in ([5.42) stehende Norméquivalenz ldsst sich auch auf den Ortsgradienten tibertragen, somit
erhalten wir

V(0 = POy < O [ IVl = PUOE 5,
Die Dreiecks- und Young-Ungleichung liefern die Behauptung. O

Nun koénnen wir eine Abschitzung optimaler Ordnung fiir den Fehler U — u présentieren. Es
stellt sich heraus, dass keinerlei Einschrankung der Zeitschritte nétig ist, dementsprechend liegt
eine unbedingte Fehlerabschatzung vor.

Satz 5.9. [A-priori Fehlerabschitzung bei exakter Integration] Seien u die Losung von (5.1)) und
U die dG-Léosung von ((5.20) bzw. von (5.21)). Die ALE-Abbildung erfillt (5.32)). Es gilt fir alle
j=0,...,k

(U = )t L2(9)+Zn My + 5 10— 0@, i

o [ 10 =00,
N

Z 2J+2<|| c+ Vx-b)(t)|, (In, )

2 J+1 2

N
+ 3 D b= w2y 4 /I (1D u®)12, 6, + 19xDF ut) 2, g, ) dt

n=1

Dabei sind C,, und D, ALE-abhingige Konstanten.

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz zwischen der nichtkonservativen Form (5.20) und der kon-
servativen Form ([5.21)) werden wir die Aussage lediglich fiir die Gleichung (5.20]) zeigen. Wir
schreiben (5.9)) in €; und integrieren diese iiber I,,. Die erhaltene Gleichung subtrahieren wir von

(5.20), so ergibt sich

/(Dt(U(t)—u(t)),V(t))ﬁtdt+/ ((b—w)(t)-VX(U(t)—u(t)),V(t))ﬁtdt

In In

+ ([Uln-1. V(1) g

n—

et E/zn (VU (1) = u(t), VsV (),
+ [ @) - u0),V(©)g, e =0,
I,

98



5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Das Einsetzen von ([5.33) und (5.34) in die letzte Gleichung liefert

/l ) (DO(), V(1))g, dt + ([0]n1, V(5 1))g , + /I ) ((b—w)(t) - VxO(t), V(1)) g, dt
+ e
— &

In

| (9609 @), de+ [ (ct00). VDGt~ [ (080, V )5, di
In In
/1 (Vxé(t),V V(t))ﬁt dt/ ((b—w)(t)-vxé(t),V(t))ﬁt dt

In

+ /I (3())Vx - w(t), V(1)) dt = 0. (5.43)

Aus einer partiellen Integration im Ort erhalten wir

[ (=w10) 9250, V)5,

n

= [ (G0 —w)0.9xV (1), dt ~ [ (50)7x- (0= w)0). V(D) dr

I, I,
Schlieflich folgt aus dem Einsetzen der letzten Gleichung in ([5.43)):

/1 (D:0(t), V(1)) g, dt + ([0a-1,V(th_1))g, | +/I ((b—w)(t) - VxO(),V(t))g, dt
+e/1n (Vx0(1), V<V (1), dt+/ (c(1)0(t), V(t))g, dt

n

- / (eVxd(t) + 8(t)(b — w) (1), VV (1)) dt + / (8(t)(c + Vi - b)(1), V(1))g, dt.

In In
(5.44)
Nun setzen wir V' = 6 in (5.44)) und erhalten mithilfe des Satzes die Abschétzung
tm tm
100t 5, + Z 160,y +2 O g, deteo [ 100N,
l
< [10(1) %5, + / (£Vx8(1) + 8(1) (b — w) (1), VxB(1))g, dt
+ / (6(t)(c+ Vx - b)(1),6())g, dt. (5.45)
In

Weiterhin erhalten wir aus einer partiellen Integration im Ort Folgendes:
‘(6(b - W), VXB)@‘
= ‘ — (Vxé, (b - W)e)ﬁt — (Vx . (b — W), 60)575‘
< \IfoSlle@)llb - WHLoo(ﬁt)Her(ﬁt) + ||5‘|L2(§t)”vx : (b - W)HLoo(ﬁt)HBHp(ﬁt)' (5-46)
Aufserdem haben wir

(8(c+ V- b),0)g, < 8]l o llc + V- Bl oy, 1] 2 - (5.47)

Der verbleibende Term auf der rechten Seite von (5.45)) lasst sich mithilfe der Young-Ungleichung
folgendermafen abschétzen:

e(Vxd,Vib)g, < 51/215|1,5t51/219|1@
€ <2 €012
< 5"”1@ + §|9|1’§t. (5.48)

Das Einsetzen der Abschétzungen (5.44)—(5.48)) in (5.45)), ¢; = 0 und ¢,,, = T liefert die Behaup-
tung. Dabei haben wir ||6(0)

||L2(Q = 0 ausgenutzt.

O
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Ahnliche Ergebnisse kann man bei Bonito, Kyza und Nochetto in [6] finden, jedoch ohne den
Reaktionsterm cu.

5.4.4 Quadraturformel und Stabilitat

In diesem Abschnitt wollen wir die unbedingte Stabilitdt unter Verwendung der in Kapitel
definierten (k + 1)-punktigen Gauk-Radau-Quadratur @, erzielen.

Nach dem Einsetzen der Quadraturformel ist die konservative Formulierung nicht mehr aquiva-
lent zu der nichtkonservativen Formulierung. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Reynolds-
Identitat ungiiltig wird. Wir werden im Nachfolgenden dennoch sehen, dass sich trotz der feh-
lenden Aquivalenz, die Stabilitit bei beiden Formulierungen mit den gleichen Argumenten zeigen
l&sst.

Um die Stabilitidt unter Verwendung der Gauk-Radau-Quadraturformel zu zeigen, betrachten
wir das Problem in einer nichtkonservativen Form. Sei u € C1(I, H}()) N X die Losung des
stetigen nichtkonservativen Problems (5.9)). Dann gilt

Qn[(Dtu v) ] +Qn[(( w) - Vxu, v) } +€Qn[( <U, va) } +Qn{(cu,v)§t]
= Qu|(fv)g,] (5.49)

fir alle v € {v:v(t,;) € HO( i)} wobei @, die in (2.7) definierte Gauf-Radau-Quadratur-
formel ist.

Sei nun v die Losung des stetigen konservativen Problems , dann erfillt » die ent-
sprechende konservative Form

Qn{at(u v) } Qn{((v “W) u, v) }+Qn[(( w) - Vxu, v) :|+€Qn[( xu,va)ﬁt}
—i—Qn{(cu v)g } Qn[(u,Dtv)ﬁJ :Qn[(f,v)ﬁt} (5.50)

fir alle v € {v : v(ty,;) € H&(Qtnl)} Das dG-Verfahren im nichtkonservativen Fall lésst sich
iber I,,,n=1,..., N, folgendermafsen formulieren:

Finde U € Xj(1,,) mit U(07) = up und

Qu[(DU V)5, ] + (Ulor V(i) + @ [(b = W) VU V)]

+eO, [(VXU, vxv)ﬁt] +Qn [(cU, V)ﬁt} —Q, [(f, V)ﬁt] YV € Xp(I).
(5.51)

Das dG-Verfahren beziiglich der konservativen Variante lautet wie folgt:
Finde U € X¢(L,) mit U(0~) = up und
QU V)] = Qu(Tx-w) UV | = Qu[(0.DV)g | + (War VIED)g,
+ n[( VAU V)g, | +2Qu (ViU 9V g, | +Qu (U, V)g |
Qu|(£:V)a, } VYV € Xy(Ln). (5.52)

Nun betrachten wir den folgenden Quadraturfehler auf jedem Teilintervall I,,:

E (o) :—/I @(t) dt — Qule]. (5.53)
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Im Folgenden werden wir sowohl mit der diskreten Norm @, [HVH2

L2(§t)}
Norm fln V(1) ||L2 &) dt arbeiten. Dazu zitieren wir das folgende Lemma aus [7], das wir in
unserem Fall angepasst haben:

als auch mit der stetigen

Lemma 5.10. [Diskrete und stetige Norm| Es gilt fir allen = 1,..., N und fir alle V € X (I,,)
yi S Qu[IVIg,] < / VI g, dt < 242Qu[IVIZ. g, ) (5.54)

wobet Ay, in (5.11)) definiert ist.

Beweis. Wir gehen hier wie in [7] vor und betrachten Q,, als Referenzgebiet. Aus einer Transfor-
mation auf 2, erhalten wir

/ Vi3, ) dt = / / ()] det J g, L dxdt< A, / / (t)|? dx dt. (5.55)
I

V ist ein Polynom in der Zeit vom Grad kleiner oder gleich k. Darausfolgend ist fﬁn |1A/\2 dX ein
Polynom in der Zeit vom Grad kleiner oder gleich 2k. Somit gilt

~ Tn
| IO, -

Aus der Kombination von (5.55) und (5.56) folgt die erste Ungleichung in (5.54)). Die zweite
Ungleichung in ([5.54)) ldsst sich analog dazu zeigen. O

k+1

2., < An@n [||VH%2@)] (5.56)

Wir zitieren ebenso das folgende Lemma aus [7], das wir an unseren Quadraturfehler angepasst
haben und das sich trotzdem mit denselben Argumenten beweisen lésst, vgl. [7, Lemma 5.1] fir
m = 1.

Lemma 5.11. [Gauf—-Radau-Quadraturfehler| Der Fehler fir die Gauff—Radau-Quadraturformel
Q.. auf I, erfillt

Eu[ve] < Clloll oy lelwoeor,) Yo € Pag1(In), Yo € WX(L,).

Im Folgenden wird die Bedingung 7,42 < ¢q auftreten, die keine Kopplung zwischen der Orts-
und Zeitschrittweite aufweist. Diese ist jedoch keine CFL-Bedingung, sondern stellt nur eine
Abhéngigkeit der Dynamik des Systems dar.

Satz 5.12. [Gauf-Radau-Quadraturformel und Stabilitit] Seien f € L*(S) und die ALE-Ab-
bildung Ay erfillt (5.32). U sei die Losung des Problems ((5.21]). Sei TjAJz < ¢y fir alle j =
m+1,...,n erfillt. Es gilt

JUta) 2, +ZH e Y QIR fa S QIR

j=m+1 Jj=m+1

1 n
<NVt ag,) o D Qi) 0Sm<n<N.

Jj=m+1

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir das konservative dG-Problem ([5.52)). Als néchs-
tes setzen wir V' = U in (5.52) und erhalten

Qu (AU a5,y | = Qu[ (V- WUV | = Qu(U.D0)g, | + (W Ut 1),
+Qu[ (b= W) VU, U)g, | +2Qu[(Val, VxU)g | + Qu (U, U)5 ]
= (103,
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten
Unter Ausnutzung der Identitét ist dies dquivalent zu
QU112 6,] — 5@ (V- ) 00)5 ] ~ @ [(UD V)g,] + (U1, Ui 1)g
n |Vt LQ(ﬁt) 2 n x W ’ Q: n t n—1,Yn_1 Q1
FeQu[ (VU VD)5 ] + @[~ 5V B.0%)5 ] = @[ (1 0)5 ]
Aus und der Identitét
1 1
E, [(U, DtU)ﬁt} tE, [i(v" -wU, U)QJ = >En [at(U, U)ﬁt}

erhalten wir

/atHU W2, /] (Vx-w(t),U2(t))§tdt—/l (U(t), DU(®))g, dt
+ (U1, U 1), +2Qn | (VU VU3, | + Qul (e - %vx b,U%)5 |
= Q1005 + 5Ea 0132

Dies ist aufgrund von ([5.27) und (5.28) dquivalent zu

1 _ 1 _ 1
NTE )~ 50D g, + U1, +2Qu [ (VU VU) g

Qe %vx B0 ] = Qu[(10)5] + %E U2, 657

Im Folgenden betrachten wir das Gebiet (~2n als Referenzgebiet. Der Term in F,, lésst sich fol-
gendermafsen umschreiben:

AL at/ =0 [ Udetdy, iz

_ /{N2 (0.02) det a5, dx+ /f2 02 (0rdetd 5, ) dz

=:T1 + Ts.
Unter Ausnutzung des Lemmas lasst sich der Quadraturfehler wie folgt abschétzen:
E,|T] < CT,%/~ ( PAUGIE dt> dx |detJ 7, | lw2eo(r,)
Qp I,
7312
< CroA, /I O, (5.58)

Dabei folgt der letzte Schritt aus einer inversen Ungleichung und (5.11)). Mit derselben Quadra-
turfehlerabschétzung erhalten wir fiir den zweiten Term

En[TQ] < CT / < ‘U( )|2dt> dx ‘at detJ T |W2’°°(In)

< Oruta [ 100,

Aufgrund von HU 12 2@ € Py ist die Gaufs—Radau-Formel exakt. Anschliefend erhalten wir

mithilfe von und Lemma die Abschatzung

E, [(%(U, U)QJ < CTHAQQTL[HUHL2(Qt }
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Beziiglich der duferen Kraft f wenden wir sowohl die Cauchy—Schwarz- als auch die Young-
Ungleichung auf die Quadratur @, an und erhalten

Q[ (£ 0)g,] < DQuflulZ. ] + 2i0@n[|f|;@)]

Dabei wurde die Positivitdat der Gewichte der Quadraturformel ausgenutzt. Nach der Kombina-
tion von (5.57), (5.2) und den vorherigen Uberlegungen sowie 7,, A2 < ¢o erhalten wir nach dem
Aufsummieren iiber j =m + 1,...,n die Behauptung.

O

Mit derselben Vorgehensweise kann man die Behauptung fiir die nichtkonservative Form zeigen.

Wir setzen V = U in (5.51]), nutzen die Identitét ([5.25) und erhalten

Qu[(D,0)5,] + 300 (T WV 0) | + (W10 ),
+ Q| (VxU, VxU)g, | + Qul(c - %vx b,U%)5 | = Qu[(£.0)5,]

Mithilfe der Definition ([5.53)) ergibt sich

| wweva)g, a5 [ (T wo)v@.v), des (U )g,

+ Q| (VxU, Vi) g, | + Qu| (e - %vx b,U%)5 |
= Qu|(1,U)g, ] + Ba| (DU, V)5, | + Bu| (V- w)U,U) @j .
Mithilfe der Identitéiten und
E, [(DtU, U)QJ o [(wva, U)QJ —E, [@(U, U)ﬁt}

erhalten wir die Gleichung (5.57). Mit den gleichen Argumenten kann man, wie bereits fiir die
konservative Variante dargestellt, weiter vorgehen.
Auch im diskreten Fall ist die Stabilitdtsabschidtzung frei von dem Term %

5.4.5 Quadraturformel und Fehlerabschitzung

Das Ziel hier ist eine unbedingte Fehlerabschitzung unter Verwendung der in Kapitel 2] definierten
(k + 1)-punktigen Gauf-Radau-Quadratur @,, zu erhalten. Wie im vorherigen Unterabschnitt
gesehen, sind die nichtkonservative Formulierung und die konservative Formulierung nicht mehr
aquivalent. Dennoch lassen sich die Fehlerabschatzungen bei beiden Formulierungen mit den
gleichen Argumenten zeigen.

Wir werden fiir das semidiskrete Problem bzw. eine Fehleranalyse préisentieren.
Dabei werden wir Interpolationsoperatoren verwenden, die die Stiitzstellen der Gauf—Radau-
Quadratur nutzen.

Beziiglich der nichtkonservativen Form liefert die Subtraktion der Gleichung (5.49)) von (5.51)
firallen=1,...,N:

Qn| (DU = D, V) | + Qu|anet:U = u, V)| + (U = uln-1, Vi), =0 YV € ul(T).
(5.59)
Als néchsten Schritt betrachten wir den Lagrange-Interpolationsoperator in der Zeit

k+1

Plv](t) == Z Dn,i(D)v(tni),
=1
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

wobei t,,; die Stiitzstellen der betrachteten Gauié Radau-Quadraturformel und ¢,, ; die Lagrange-
Basis-Polynome mit ¢ ;(tn ;) = d;i j, 4,j = ,k + 1, sind.

Wie im vorherigen Abschnitt werden wir den Fehler in einen Interpolationsfehler § := u — P, [u]
und in einen diskreten Fehleranteil 6 := U — P, [u] aufspalten. Es gilt

U-—u=8-34. (5.60)

Das Einsetzen dieser Fehlertrennung in (5.59)) liefert

Qu[(D6. V)5, | + Qulanc(t:0,V)] + ()01, Vi ))g, |

= Qu (D18, V), | + Qn|ane(t:0,V)] + ()01, Vi )g, -
(5.61)

Desweiteren geben wir die folgende Abschétzung fiir den Quadraturfehler an:

Lemma 5.13. Sei Q, die in (2.7) definierte Gaufi-Radau-Quadraturformel.
Seien Ay, sy € WI (L; WL (Qtn)) und § € HIY(I1,;L2(Qy,)). Es gilt fir j = 0,....k und
O Xk(I )

1
|Enl(g,v)g,]] < CA BMHTJHZ/ IDig () L2y I (D)l 2 3, dt: (5.62)
wobei By, jy1 = . (I)na}j{+ HVY*Atn—)tHWroo L2(E0) und C eine Konstante, die nur von k ab-

hingt, sind. Weiter gilt fir alle pp > 0

AnB2 7+1

a0 ]| < F e Y / D) gy o [ g, . (563

Beweis. Mit fk bezeichnen wir die Lagrange-Interpolation an den Gauf-Radau-Punkten auf I;,.
Zunéchst schreiben wir den Term @, [(g,v)] auf das Referenzgebiet Q,, um. Es gilt

k
Qu[(9:0)5, | =D wni(hltns), 5(tn))g, = /I (Bh(t), 5(t)g,
j=0 n
wobei h(t) := det Jz, _,9(t). Weiterhin gilt

i \</| ~ Tih(t). 6(0))g, | di

e N i TP T

Jj+1

<CA TJ“Z/ 1D ()]l 2y, |IDFF " det I 5 dt

Atn _,tHLQ Q) H (t)HL2(§t)

j+1
< OBy 3 / IDig @ oy 00 2 @

Die zweite Behauptung folgt aus der Young-Ungleichung, der Regularitiat von g, der Defintion
der ALE-Abbildung und (5.11]). O

Im Weiteren werden wir eine neue Projektion ]3n bendtigen, die wir wie folgt definieren:
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Definition 5.14. Sei ﬁn der Lagrange-Interpolationsoperator in der Zeit definiert durch

k+1

ﬁn['v] (t) == Z ¢n,i(t)”(tn,i)7
=0

wobei ty, ; die Stitzstellen der betrachteten Gaufi—Radau-Quadraturformel sind und t,o = t,—1
ist. Weiterhin sind ¢ ; die Lagrange-Basis-Polynome mit ¢p, i(tn ;) = 0ij, 4,5 =0,...,k+ 1.

Es gelten die folgenden Fehlerabschitzungen fiir die Interpolation ISn:

/ l(®) = Pald @l 2y dt < O sup 05260l 2 (5.64)
Iy tel,
sup || Pp[u] (¢) — ﬁn[u](t)ﬂm@) < Cmptt Sup 105 ()]l 12 g5,y (5.65)

und

S}lp | Dy Py u)(t) — Dj Py u] (t)HLQ(Qt) < C’T,’j“f’” sup Hﬁfﬂu(t)HLQ@t), r=1,...k+1. (5.66)

n

Als Zugang zur Fehlerabschétzung betrachten wir das folgende Lemma:

Lemma 5.15. Fir alle V € Xy (I,) gilt

Qu|(D18.V)g, | + Qu|anc(t; 8.V)] + (801, ;)

< CT7]§+2 sup H@f+2u(t)”L2(ﬁt) S}lp |V (t) HLQ(@)

n

n—1

+ CATE 250D |0F (1) | 502 1V (020,

n

k
+ C Ay By 1 T2 Z "= sup ||3f“ﬂ(t)”L2(§t) Sup V)@, (5-67)
i=0 n n
Beweis. Wir beginnen mit der Abschétzung der einzelnen Terme auf der linken Seite von (5.61])
und erhalten einerseits
k

Qnlanc(t; 6, V)] =1, Zwiam(tn,i; U(tn,i) — Pplu](tn,:)V (tn:)) =0 (5.68)
i=0

und andererseits
Qu[(Di8,V)g,| = Qu[ (Do, V)5, | = Qu[(DiPalu], Vg, |

Wir kénnen den zweiten Term wie folgt umschreiben:

_Qn[(DtPn[u],V)QJ . / (DyPalul(t), V(t))g, dt + Enl(DiPufu], V)5 . (5.69)

n

Aus einer partiellen Integration erhalten wir

—

. (D P [u](t), V(E))g, dt

/(Pn[u](t)aDtV(t))ﬁtdt_ at<Pn[u](t)7V(t))§tdt+/ (Palu] (1), V() Vx - w(t))g, dt
(Pulul(t), DV

I, I, I,
= /I ul(t), (t))ﬁtdt - (Pn[u] (t;)v Vni)ﬁn + (P"[u] (tjl_—l)’ Vntl)ﬁnfl

+ / (Palul(£), V(1) V- w(t))g, d. (5.70)
I,
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Mithilfe der Definition der Interpolation ﬁn und des Quadraturfehlers haben wir

[ (Palul0). DY ()5t = Qu[ (P, DV, | + En (Pl DV

In
— Q. [(ﬁn[u], DtV)QJ +E, [(Pn[u], DtV)QJ
- /In(ﬁn [6](8), DiV (), dt + En [ (Paful, DiV)g, |
- B[ (Pulul. DiV)g, |

Weiterhin liefert eine partielle Integration

~

/ (Palu)(t), DV (£))g, dt = _/1 (DePalul(t), V(D)g, dt + (Palul(t,), Vi g,

In
= (Pulul(t-1). Viiag, _/1 (Prlul(t), V() Vx - w(t))g, di.
Durch die Transformation des ersten Integrals in eine Quadraturformel erhalten wir

/I (DePulul(t), V(t))g, dt = Qn [(Dtﬁn[u],V)ﬁj +En[(Dt]3n[u],V)§t :

Aus der Definition von P, kann man P,[u](t;) = Pa[u](t;) und
Polu)(tf ) = u(tn—1) = u(t, ;) = Pu_1[u](t,_;) entnehmen. Zusammengefasst erhalten wir

Qu[(Di5,V)g |

= Qn [(Dxu — Pafu)), v>§t] + (Palul (1), Vi )g,, — (Pl ), Vil 1)g,
— DePalt), Vg, | + Bu| (Palu] = Palul, DeV)g, |
/] (Palul(t) - 13[ 1(6), V(1) V- w(t)), dt.

Der Sprungterm in (5.67) ldsst sich wie folgt umschreiben:

([6]71—1"/7:_—1)@”_1

= ([uas. Vi 1)g,, — (Pall(E5 ). Vi) + (Pacalult 1), Vi),
=0

Die Kombination der letzten beiden Gleichungen und ((5.68]) liefert
Qn [(Dtaa V)QJ + Qn {anc(u g, V)} =+ ([6]71—17 Vntl)ﬁnfl

= Qu[(Diu= Pu). V) + [ (Palad(0) = Puful(0). V() Vi w(t) di +
(5.71)

wobei F, := E, {(Dtﬁn[u] — D P, [ul, V)QJ + E, [(Pn [u] — P,[u], DV)g, |- Weiterhin folgt aus
der Cauchy—Schwarz-Ungleichung einerseits, dass

k
Qu| (D= Pule). Vg, | < 7D will Dilultns) = Paltdtai) o, IV (0l e, )
i=0 "

< Crasup || Dy(u(t) - Palu] )l 23, ) Sup VOl 2@,

< C’Tfj+2 sup ||af‘+2u(t)|\L2(ﬁt) Sjl_lp |V (t )HL?(ﬁt) (5.72)

n
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und anderseits, dass
/I (Palu](t) = Pulul(t), V(£) Vi - w(t)) g, dt

< AnasUp [|(Palud (8) = Pl ()l i 502 1V ()25

n

Hierbei haben wir die Regularitidt der ALE-Abbildung ausgenutzt. Daraufaufbauend erhalten
wir mithilfe von ([5.65) die Abschétzung

/I (Pulu](£) — Palul (1), V(£)V - w(t)) dt (5.73)

< CAnTﬁ'*‘? S}lp HV(t)HH(ﬁt) sup ||8f+1u(t) HL2(§~2,5)'

n n

Zuletzt lassen sich die Fehlerterme mithilfe von (5.62)) und von (/5.66|) folgendermafen abschétzen.
Es gilt einerseits

’ E, [(DtPn [u] — Dy Pylul, V)QJ

k+1
< CABuinmi™ Y [ IDHDP (1) ~ DPalul() 2y IV Ol
=0 v "
k .
< OABani ™ 3w~ sup [0 (D) 2y 59 IV ()2 (5.74)
i=0 n n

wobei wir in Betracht gezogen haben, dass Df ™ (DyP,[u] — D,P, [u]) = 0. Andererseits gilt

‘En [(Pulu] = Pulul, DiV)g, |

k
< OBt ST [ D} (Palul(t) = Palul (1) 2 sy | DV (D) 2 g

i=0 7/ 1n
k
< CA,B, k+17'k+2 ZTkJrl i S}lp H8k+1 (t)HLQ(ﬁt) S}lp HDtV(t)HLQ((2 )
i=0 "
< C’Aan7k+17-7’f+2 Z 7§—i s}1p ||atk+1u(t)||L2@t) S}lp |V (t) HLQ(Qt), (5.75)
i=0 n n

wobei wir eine inverse Ungleichung verwendet haben. Die Behauptung folgt aus der Kombination
von (5.71)—(5.75). O

Nun kénnen wir die folgende Fehlerabschétzung angeben:

Lemma 5.16. Seien U die Losung des diskreten Problems (5.49) und u die Losung von ((5.4)).
Es gilt fiir hinreichend kleine 1,, n=1,..., N, Es gilt

T
I = (D)2, g, +”’°’0/0 IV = )02 g, d

< (U = u)(0 )HL2 (@)
+ O (Csup 08P ut)|2, g, + (14 A2) sup [0F (]2, 5 + Brs ),
te[0,T] t€[0,T]
wobet
A%Bik 1
Byt = e, —— = ZT )supllafHU(t)HiQ a

n

Hierbei ist v > 0 die Konstante aus der Koerzivitdt von ane.
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Beweis. Aus Lemma und (5.61]) ergibt sich

Qu[(D16,V)g, | + Qufanc(t:0,V)] + (101, Vi ))g, |

< CTnTﬁ'H sup ||af+2u(t) HLQ(ﬁt) Sup HV(t)HL?(ﬁt)

n

+ CAnTnTT]fJFI sup ||af+1 (t )HL2 sup IV (t )HL?(@)

k
+ CApBp g1t Z Th=i Sup Haf+1u(t)\|L2(ﬁt) Sup VOl 2, (5.76)
i=0 n n

Als néchstes setzen wir V' = 6 in (5.76)) und formulieren die linke Seite davon um. Der erste
Term in (5.76|) lasst sich folgendermafsen umschreiben:

Q.[(D6.0);, ] - / (D6(1),6(t))g, dt—En[wte,O)@j

1
/ 20|25, dt — Bn[(D10.0)g] _2/1 (V- w,0%), dt
_ 1
= 10— 165, ) — B |(D0,0)5,] - 2/} (V- w,0%)5, dt.
Desweiteren gilt
1, 1
([e]n 170: 1) Qn1 H 1” Qn_1) _5”0”_1’@2(5”,1)+§H[9]”71H12(§n,1)'

Somit ergibt sich aus (5.70)
1671, — 1651120, + 18l )+ 200 [ane(t:6.0)]

—25,((Di0,0)5,) — 2E4[(6,6)5,] — /I (V- w(t), 6%())gy dt

n

< Oyl sup [0 (0 2 gy 590 100

n

+ C’AnTnTJjH sup Haerlu(t)HLQ(ﬁt) S}lp HO(t)HLQ@t)

n

k
+ CAwBugrmary ™ Y sup 07 u(®)l 2, sup 10O 2y (5:77)
i=0 n "

Den Fehler

[(DtO 0)5 ] ) wollen wir nach oben abschétzen. Wir schreiben den Term auf das

Referenzgebiet Q,, um und verwenden Lemma [5.11] Somit haben wir

e [(w.0)s )| <ot [ /Inraﬁuwéwdt)dﬁ\atdewt lwea

<ot [ 10801, q @) " ( [ 100G @) "

wobei der letzte Schritt aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung folgt. Weiterhin liefert eine inverse
Ungleichung

2| B, [(D:0.0)g, ]| < Cmd /I CIOT.
und mithilfe von (5.56)) und von Lemma ergibt sich die Abschéitzung

205, [(116,0)5, ] < CruAnQu[IB(1)I2, 5, | < Omt? / 101)12, 5, (5.78)
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Anhand der Koerzivitat der Bilinearform a,. erhalten wir

O [am(t;e,e)} > 7/171 16(t)I 5, dt —7En [(e,a)ﬁt}.

Analog zu ([5.58) gilt nach Lemma die Fehlerabschitzung

2 rYINE
En[(e,e)ﬁt} gcfn/ﬁ < 100 dt> %[0, det I3, |pacer )
rYPNIE
< Orata [ 180N,
Daraus ergibt sich wie in (5.78)) die Abschatzung
(7+2)Ea|(0,0)5,] < CraAnQu|I8(1) 2.5, | < Crrud? / 1012, g, @

Weiterhin erhalten wir anhand der Regularitdt der ALE-Abbildung die Abschétzung
[ (@ew(0). 0205, dt < An [ 16012

Desweiteren ergibt sich aus ((5.63)) und einer inversen Ungleichung

k
CnBgermrk ™ 3 k™ sup |0 )l oy 00 IV O o
i=0 n n

< Crnt2 2 Biiy + mCoyeomn sup VI3,
< Crr™ 2B, 1 + Cyrco /1 100112, 5,

wobei Bjy1 in Lemma definiert ist. Zusammengefasst ergibt sich unter Anwendung der
Young- und einer inversen Ungleichung auf die restlichen Terme auf der rechten Seite von (5.77)
die Abschitzung

— 112 - 2 2 2
165 sy = 10712,y + 18Dl +27 | el g, d

—CT,LA,%/I 161172 s, dt—An/ 19172 a,

< CTnTgk+2 sup]]@f+2 (t )H +C3’>’CO/ |6t ”L2(Q)

n

+ O A2 7, 262 gup (|08t ()|| +C47co/ ||6(t HLQ(Qt

n

+ C7t, 2k+23k+1+02'YCO/ 6t ||L2(Qt dt.

Fiir 7, hinreichend klein gilt ClTnA% < 2. Nun wihlen wir die Konstanten C3, C3 und Cy, sodass
fiir eine hinreichend grofe Konstante ¢y die Beziehung Co + C5 + Cy + % = 1 gilt. Dann folgt

aufgrund von ||0]? |19H2 ~ d1e Abschétzung

L2(n) — C0|

- — 700
16711225,y =~ 16nal3a, )+ 116101122, )+ / 16112

< Crr 242 (sup |0 2 u(t)

n

||L2(Q)+Aisyp|\af“<>|| +Bk+l) (5.79)
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5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Wenn wir die Abschétzung (5.79) iiber n summieren, den positiven Sprungterm vernachlissigen
und 7, < 7 ausnutzen, ergibt sich

I = P sy + 252 [ 100 = PO,
< P2 (sup Haf“ (O + A% 5w 108 u(t) 3, + Bin) + 10 = Palud)g 155,
(5.80)

Beziiglich des Interpolationsfehlers haben wir

/ Jutt) = Pl O], dt < O sup [ u(0)
Das Aufsummieren iiber n und die Anwendung von 7, < 7 liefern

g 2k+2 k+1

| 1) = P02 g, de < 072 2 10Ol g, (5.81)
Die Kombination von (5.80) und (5.81) liefert die Behauptung. O
Die Voraussetzung C17,42 < @ fiir alle n = 1,..., N ldsst sich fiir kleine 7, erfiillen und ist

keine CFL-Bedingung.

Das folgende Lemma liefert eine Fehlerabschétzung in der Supremumnorm.

Lemma 5.17. Seien U die Lisung des diskreten Problems (5.49) und u die Losung von ((5.4)).
Es gilt

s ) ~ U020,
c#k”(b‘upuaf”u(t>||22~ (L A2 sup [0 u) By g + Bur ).
7 L (Qt) T

wobei Byy1 in Lemma[5.1¢ definiert ist und C' eine Konstante ist, die von A, abhdingt.

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion

o(t) := P, ( n 9(t)>.

t—tn—1

Es gilt laut Vlasak und Roos [39, Lemma 5]:

- 1 -
Qu [(Di6.20)5 | + (071,20, )5, = 161206+ —Qu 1012 (552)
Desweiteren folgt aus Koerzivitdt von a,. die Abschitzung
- k+1
0<9Qu 10175, | =7 szue P 5,

k+1

< 7szanc nz (tn z) e(tn z))
k+1

> 72“@ — t 1anc((tn z) o(tn,i) a(tn,z))
k+1

_ %” 3" Gitne((tni), 0(tni) 20(t)) = Qn [am(t; 0, 29)} ,
=1
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5.4 Unstetige Galerkin-Verfahren

Aus (b.55) folgt die Norméquivalenz fiir die diskrete Funktion 6:
A, An
sup 100932, < O / 1001725, 4t < C7Qu 10175, | < €7@ 10125, |-
Somit ergibt sich aus (/5.82))
s 00 ) < Co (-Qu [1B12s5, ] 4165 12, + Qo [atei0.26)] )
-t
—CA, (Qn [ D.0,20 QJ +Qn [ t6 29)} (16)n-1,20, 1),
+(0,-1,20, 1)5,_,)
< CA2 (Qn [ D,9,20)5
(0.2 )
Dabei folgt der letzte Schritt aus (5.10]). Unter Ausnutzung der Fehlergleichung ((5.61) erhalten

wir

I_l

]+ Qua(t:6,20)] + (6),-1.26, )5

n—1

n—1

up [0(1) 3,5, < CA7 (@ [(D16.28)5,| + Qu [a(t:6.20)] + ([8]n-1,20,1)5

_ +
(On 1 2071—1)5”71) .

Nach der Anwendung von Lemma haben wir

Sup 101175 g, < Cri A% sup [0, 2u(®)] 2, Sup 10 263,

n

+CAY Ty sup (107 u(t)| g, sup 10(t)

n

2@,

k

+ CABuiam ™ 3 mi sup 05 u(t) 3 500 1) |2,
=0 n

+ A2 (01; 1» 20n—1)§~)n_1 .

Weiterhin liefern die Young-Ungleichung und ||@||? ||0H2 Folgendes:

L2(Q) — ¢o
up [0(0) 5, < Cradimat ™2 sup [0 u(t) ], ) + Crreo / 10122 55,

+ CAYrr 2 sup [0 Ut 5, + Corco [ 1001,

n

+ C AT 2 By + 03760/ HO(t)HLQ(ﬁt) at

+ C10,_1 12 T CsAull0 413 (5.83)

L2(S L2(Qn_1)’

Desweiteren haben wir

-+
”enfluiz(ﬁn_l) < S;Lp HO( )HL2(Q,5

Nun wéhlen wir die Konstanten C;,i = 1,...,4, mit Zf‘zl C; = 1/2. Daraufaufbauend erhalten
wir aus (5.83) die Abschétzung

up 001255,y <Cra(m2+2sup [0 2u(t) 2,5, + 42722 sup [0} (O], 5, + B

+ Cs An 10,1172, (5.84)

111



5 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Weiterhin liefert das Aufsummieren der Abschétzung (5.79) firn=1,...,k

ty
- YCo
1971226, — 165 122 35, +ZH niliagy t 50 [ 100, d

< CZT 72’“+2<sur> 10 u(®)]12, y AL sup 107 u (t)HiQ(ﬁt) + Bk+1>‘

n=1

Wir nutzen [|@o]|> = 0 und 7, < 7 aus, vernachlissigen die positiven Sprungterme und erhalten
somit

lk
YCo
165 Ve < 10 ey + 57 | 10@IEg, dt
<czw%+2(supua’f“ ult) o,y + A% sup 108 (0 )+ Binr)

n=1

< P2 (sup [0 2ut) ] ) + A7 sup 0F T u(t) 7, +Bk+1) (5.85)

.

Die Aussage wird aus der Kombination von (5.84)), (5.85)) und des Interpolationsfehlers geliefert.
O
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6 FE-Diskretisierung der Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Gleichungen in
zeitabhangigen Gebieten

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in
zeitabhiéingigen Gebieten €; C R?, d = 2,3, mit vorgeschriebenem Rand I'; := 0€); im Rahmen
der Finite-Elemente-Methode (FEM) durchgefiihrt. Das beschréinkte Polygon (d = 2) bzw. Po-
lyeder (d = 3) Q c R? mit dem Rand T := 90 wird als Referenzgebiet betrachtet. Das aktuelle
Gebiet € wird durch eine Transformation (ALE-Abbildung) beschrieben. Die Diskretisierung
dieser Transformation A; wird ein wichtiger Teil unserer Finite-Elemente-Formulierung sein. Fiir
unsere Untersuchungen betrachten wir das Problem und werden sdmtliche Annahmen und
Notationen aus Kapitel |5 iibernehmen.

6.1 FE-Semidiskretisierung im ALE-Rahmen

6.1.1 FE-Semidiskretisierung auf dem Referenzgebiet

Wir bezeichnen mit 7@ eine Triangulierung des Referenzgebietes Q sodass Q= Ure7, K. Dabei

sind K Dreiecke (d = 2) oder Tetraeder (d = 3). Sei Vi(©Q) ¢ HY(Q) der Finite-Elemente-
Ansatzraum auf €2 definiert durch

yh(§)2={$hiﬁ—>Ri 1/%60( ), ¢h\K€]P’z( )W?Eﬁ},

wobei IP’l(I? ) der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich [ ist. Dieser ist auf dem
Element K definiert. Sei A die Menge der Freiheitsgraden des FE-Gitters und N, C N die
Menge, die nur die inneren Freiheitsgraden enthélt. Die Menge der Basisfunktionen auf dem
Referenzgebiet Q wird gegeben durch

{7@ . i€ Vi(Q), i EN}.

Jede Funktion o), € V5 (2 ) lasst sich als eine Linearkombination der nodalen FE-Basisfunktionen
wz schreiben, d.h.

=Y oY), YeQ, #eR. (6.1)
1EN

6.1.2 FE-Semidiskretisierung der ALE-Abbildung

In den meisten Féllen wird die ALE-Abbildung an sich mittels der FEM dargestellt und bei-
spielsweise durch Losen einer geeigneten Differentialgleichung berechnet, die die Bewegung des
Randes beschreibt, siehe Abschnitt [2.1.3] Wie bereits erwéhnt wird die Beschreibung des Randes
I'; als bekannt vorausgesetzt.

Fiir alle ¢t € I berachten wir die FE-Diskretisierung von A; mittels stiickweiser Lagrange-Finite-
Elemente, vgl. [19], die wir mit

Apg: Q= Q (6.2)
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6 FE-Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

bezeichnen. Somit lasst sich x im Ort folgendermafen diskretisieren:

o~

X(tv Y) = Ah,t(Y) = Z Xl(t)¢Z(Y>a
ieN
wobei x;(t) := Ap +(Y;) die Position des i-ten Knotens zur Zeit ¢ bezeichnet. Beachtenswert ist,
dass die Wahl des Finite-Elemente-Raumes die Diskretisierung der verwendeten ALE—ébbildung
beeinflusst. Mit K; bezeichnen wir das Bild des Elements K € T, d.h., K; = A (K). Damit

~

K ein Dreieck (d = 2) bzw. Tetraeder (d = 3) ist, reicht es aus, wenn Ay ; in Py (K) liegt.
Desweiteren setzen wir Ty, ; 1= {Kt = Ap(K), K € 771} und Q; = UKteTh,tE~ Dann stellt 7+
eine Triangulierung von ; bestehend aus konformen Dreiecken bzw. Tetraeder dar.
6.1.3 FE-Rdume und Semi-diskrete Formulierung
Wir betrachten nun den Zeit-Raum-Zylinder

Spi={(t,x) e R™ . xeQ,tel}

Die FE-Basisfunktionen auf der Triangulierung 75 von ) lassen sich unter Anwendung der
ALE-Abbildung wie folgt konstruieren:

Yi=vio Ay, €N,

Der FE-Raum auf Sj, kann mithilfe des diskreten Homéomorphismus (ALE-Abbildung) A,
durch

Xh = {% : Sh —R: ’(ﬁh(t) S Xh(Qt)}

konstruiert werden, wobei
(@) = {un = o Ayl D€ M(D)] (6.3)

ist. Somit stellt die Menge {wi, 1€ N} bzw. {@bi, i€ /\fmt} eine Basis von X}, bzw. von X}? =
X, N HL() dar.

Desweiteren lasst sich jede Funktion v, € A} als eine Linearkombination der nodalen FE-
Basisfunktionen ; schreiben, d.h.

vn(t,x) = Y vt x), x € Q, (6.4)
iEN

wobei vp (¢, x) = 05, (t, A; 1 (x)).
Die Zeitableitung im diskreten ALE-Rahmen ist definiert durch

Dtvh : Sh — Rd7 Dt'Uh(t,X) = 8t®h(t7Y)7 Y = A};% (X)

Die diskrete Gittergeschwindigkeit wy,(¢,x) = Dyx(¢,Y) definieren wir im FE-Raum durch

Wh(ta X) = Z Wz(t)wz (ta X)'
ieN
Weiterhin erhalten wir, wie bereits im stetigen Fall, die Beziehung

Dyvp, = 0o, + Wy, - VxUp,.

Fiir die gesuchte Funktion wu(t,x) setzt man als Ansatzfunktion die ortlich diskrete, aber in
der Zeit kontinuierliche Naherung up : I — X}? als eine Linearkombination von nodalen FE-
Basisfunktionen an, d.h.

uh(t’x) = Z ui(t)¢i(tax)> (65)

ieMnt
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6.2 FE-Approximierung

wobei die Koeffizienten w;,i € N, zeitabingig sind. Als Approximation der Anfangsbedingung
ug wird up g = Phuo betrachtet. Dabei ist der Operator P, in der Annahme definiert. Der
Einfachheit halber verwenden wir im Folgenden die Notation vy (t) anstatt vy, (¢, x)
Um die schwache Formulierung zu erhalten, multiplizieren wir die Differentialgleichung mit
einer zuldssigen Testfunktion vy, € X,?, integrieren wie iiblich iiber €, und erhalten

(Ocunsvn)g, + (bn - Vxtn, vn) g, + €(Vxtun, Vxvn) g + (crnun, va)a, = (frsvn)q, (6.6)

fiir alle vp, € X). Dabei ist (up, vh) = fQ upvp, dX.

6.1.4 Nichtkonservative ALE-Formulierung

Die nichtkonservative Variante der schwachen Formulierung folgt unmittelbar aus der varia-
tionellen Formulierung. Die Eulersche partielle Zeitableitung 0, wird dabei durch die ALE-
Zeitableitung D, ersetzt. Nachdem wir in eingesetzt haben, lasst sich das Problem wie
folgt formulieren:

Finde uy, € X,? mit up(0) = up,0, sodass
(Dyun,¥n) g, + ((br —wn) - Vxtn, ¥n) o, +&(Vun, Vxthn) o,
+ (enun, Yn)o, = (funn)g, Vi € A3 (6.7)

6.1.5 Konservative ALE-Formulierung

Indem wir die verallgemeinerte Reynolds-Identitat (2.6]) in (6.7 einsetzen, konstruieren wir hier
eine konservative Formulierung und erhalten dementsprechend die folgende konservative Varian-
te:

Finde uj, € X mit up,(0) = up 0, sodass
0
a(uhywh)gt + ((bn = W) - Vun, ¥n) o, — (Vi - W) un, ¥n) o, +&(Vatin, Vxtn) o,

— (un, Detpn) o, + (cnun, ¥n)o, = (fastn)g,  Vibn € Xy (6.8)

Man beachte, dass hier alle von Kapitel [5| ibernommenen Notationen ortsdiskret sind.

6.2 FE-Approximierung

6.2.1 Algebraische Formulierung der nichtkonservativen Form

Aus folgt
(Dtuhﬂ/}h)ﬂt = (C{%Uhﬂbh)gt + (wp, - quh7¢h)9t

Wir setzen den Ansatz (6.5) in (6.7) ein und verwenden ¢; aus der Basis von X als Testfunk-
tionen. Fiir den ersten Term erhalten wir

(Dtuh,% / Dy(uit;); dx (6.9)
ieEN
-3 / Dyuitbitsy dx + 3" / WDyt dx
1EN ieEN
= O / vity dx+ 3 ui [ Dy dx.
iEN ieN ISk
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6 FE-Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Mit der iiblichen Schreibweise fiir die Masse- sowie die Steifigkeitsmatrix wird die Gleichung

(6.7) in ein Anfangswertproblem fiir ein System linearer Gleichungen iiberfithrt. Dann lautet die

nichtkonservative Finite-Elemente-Semidiskretisierung von (5.1)):

dU (t)
dt

mit dem Startwert U(0) = up o und der rechten Seite F'. Dabei sind

M(t) + (H(t) — A(t,wp(1))U(t) = F(t) (6.10)

meo) = { [, ixf

iaje-/\/int
H(t) :=

{€/Qt waivij dx —I—/ bhvx@/Jz"Lﬂj dx +/

Qt Qt

entbitby dx + /Q Ditht; dx} ,

iv.j e-/\/"L'n,t

A(t,wy) = { wh - Vit dx} ;

Q 1,jENint

F() :={ [ g dx}

ivje-/\/-'int
und U := {u;},i € Nipe.

6.2.2 Algebraische Formulierung der konservativen Form

Analog zum nichtkonservativen Fall ldsst sich in das folgende algebraische Schema um-
schreiben:

S(MOU®) + (G - Bt w)U() = F() (6.11)

mit dem Startwert U(0) = uyp . Dabei sind
B(t,wh) = { Wy - waiwj dx — / (VX . Wh)wiwj dx}
Qt Qt i,jej\/int

und

G(t) = {8 ViV, dx +/ b, Vi), dX+/ cptbihy dx

Qy Qy Q

+ [ Doy dx — / Dy dx}
Qt Qt

ivjej\/;lnt
In Kapitel [3] haben wir variationelle Zeitdiskretisierungen hoherer Ordnung entwickelt. Diese
wollen wir nun auf unsere semidiskrete Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichung anwenden.

6.3 Implementierung der konservativen Form

Wie bereits dargestellt formulieren wir das aus der Finite-Elemente-Methode erhaltene semidis-
krete nichtkonservative Problem auf I, folgendermafen um:

oV (t) = F(t,V(t)). (6.12)

Dabei sind V(t) = M(£)U(t) und die rechte Seite F(t, V) = F(t) — D(t)M 1 (t)V (t) mit D(t) :=
G(t) — B(t,wy(t)). Als Startwert betrachten wir die Approximation vy, g = M (0)up, 0.
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6.3 Implementierung der konservativen Form

6.3.1 Konservatives cGP-Problem

Das ¢cGP-Verfahren angewendet auf (6.12)) auf I,, lautet:

Finde die Koeffizienten U, € RV nt 5 =1,...,k, sodass

Zam = 5 {Fltnis V(tas)) + BiF (b, V(t0) |

fir alle i = 1,..., k. Die Koeffizienten «; j bzw. 8; definieren sich wie auch in (3.12)) durch

o~

Q5 = ¢; (t:) + Bz¢]( 1), Bi = @01@‘(—1)- (6.13)
Dabei wurde der Startwert V(0) = v, o gewahlt.

Die Losung fiir das urspriingliche Problem ergibt sich schliefslich aus

U), = M(t,;) ' Vi, (6.14)

n

somit lautet das ,konservative cGP-Problem

Finde die Koeffizienten U7, € RNint j=1,...,k, sodass

Zaw (tn) UL = 2 {F(tn) = D{tn) Uy, + BiF (tn0) = BD(tn0) U}

firallei=1,...,k.
Im Folgenden présentieren wir die cGP(k)-Verfahren fiir die Falle k =1 und k = 2.

6.3.2 cGP(1)-Verfahren

Aus der Anwendung der 2-punktigen Gaufi-Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen t,0 = t,_1,
tn,1 = t, und den Referenzgewichten wy = w; = 1 ergibt sich die bekannte Trapezregel

[M(t,) + 3D ()] UL = [M(tn—1) — $D(te1)] U =  {F(tn) + F(ta 1)}

Die Losung wird hier durch u,(t,) = U} geliefert.

6.3.3 cGP(2)-Verfahren

Die Verwendung der 3-punktigen Gaufs—Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen ¢,, 0 = t,,—1, th1 =
(tn—1+1tn)/2, ty2 = t, und den Referenzgewichten &y = Wy = 1/3, &1 = 4/3 liefert die bekannte
Simpsonregel

[M(tn1) + 2D(tn1)] Uy, + Mt ng)UQ

= [3M(tn0) — =D(tn0)| US + 2 {F(tn1) + iF(tno)}
— AM(t,,1)U}, + [2M(t,2) + 2Dt n,Q)] U,

= [~2M(tn,0) + 5 D(tno)] Up + 5 {F(tnz2) — Fltno)},

wobei Ul(t, ;) =U?, j=1,2.
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6 FE-Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

6.3.4 Konservatives dG-Problem

Mit der Approximation V(0) = v an den Anfangswert vg und der Anwendung des Wertes
V(t:{_l) aus dem vorherigen Intervall I,,_; ldsst sich das dG-Problem, angewendet auf (6.12) fiir
n=1,..., N, folgendermafsen formulieren:

Finde die Koeffizienten V‘,jl € RM"t, j=1,...,k+1, sodass

k+1
§ a; j Vi = ?”F(tn,i,V(tn,i)) +d;V?°
Jj=1

fiir alle i = 1,...,k, wobei V' _; := V|, (t,—1) fiir allen >2und V| := vy fiir n =1 der
Startwert ist. Die Koeffizienten «; ; bzw. §; definieren sich wie in (3.19)) durch

Qg4 1= (E;(fj) + dei, Cj = (;;(—1), di = ((Di)flc}z(—l). (6.15)
Mithilfe von (6.14]) ergibt sich das , konservative dG-Problem*:

Finde die Koeffizienten U7, € RNint j=1,...,k+1, sodass

k+1
Tn

ZO&Z'JM(th)UgL = ?F(tn,i) — %D(th)U?n + diM(tmo)U%
Jj=1

fiir alle i = 1,..., k. Dabei ist U, | := U[; _ (t,—1) fiir alle n > 2 und U, :=upo firn=1
der Startwert.

Nun werden wir die Schemata fiir die numerisch integrierten dG(0)- und dG(1)-Verfahren vor-
stellen.

6.3.5 dG(0)-Verfahren

Wir verwenden hier die 1-punktige Gaufs-Radau-Formel mit der Stiitzstelle ¢,,1 = ¢, und dem
Referenzgewicht w; = 2 und erhalten das bekannte implizite Euler-Verfahren

[M(tn) + D (tn1)] Uy, — M(ty—1)US), = 7,F (L),
wobei die diskrete Losung durch UL = U(t,,) € V geliefert wird.

6.3.6 dG(1)-Verfahren

Im dG(1)-Verfahren wird hier die 2-punktige Gauf-Radau-Formel mit den Stiitzstellen ¢, ; =
(tn—1 +tn)/3, tn2 = t, und den Referenzgewichten w; = 3/2, Wy = 1/2 angewendet. Es ergibt
sich das folgende (2 x 2)-Block-System:

[BM(tn1) + Z2D(tn1)| Uy + $M(tn2)U2 = M(tn0)US + 2 F(t,1),
—IM(t, 1)U, + [2M(tn2) + 2D(tn2)| Uz = —M(tn0)US + 2F(t,2),

wobei U(t, ;) = U, j = 1,2.

6.4 Implementierung der nichtkonservativen Form

Wie wir in Unterabschnitt gesehen haben, lasst sich das aus der Finite-Elemente-Methode
erhaltene semidiskrete Problem auf I,, wie folgt formulieren:

oV (t) = F(t,V(t)), (6.16)

wobei V() = M(t)U(t) und die rechte Seite F(t,V) = F(t) — C()M~1(t)V(t) mit C(t) :=
H(t) — A(t,wp(t)) — M'(t). Als Startwert wird die Approximation vy, g = M (0)uyp, o betrachtet.
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6.4 Implementierung der nichtkonservativen Form

6.4.1 Nichtkonservatives cGP-Problem
Unter Verwendung von (6.16)) lasst sich das ,,nichtkonservative cGP-Problem‘, wie bereits

bei dem konservativen Fall, folgendermafsen herleiten:

Finde die Koeffizienten U?, € ]RNW, j=1,...,k, sodass

T

k
> i Mtn ;) UL = o {F(tn) = Cltn i) Uy, + BiF (tno) — BiCltn0)Up }
j=0

fiir alle i = 1,..., k. Dabei sind UY, a;; und B; wie im konservativen Fall.

Fiir eine bessere Verstandlichkeit der erhaltenen speziellen Formulierung (3.13) présentieren wir
nun die ¢cGP(k)-Verfahren fiir die Falle k =1 und k = 2.

6.4.2 cGP(1)-Verfahren

Die 2-punktige Gauf-Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen ¢, o = t,,—1, t5,1 = ¢, und den Refe-
renzgewichten wy = w; = 1 liefert die Trapezregel

[M(tn) + %C(tn)] U711 o [M(tn—l) - %C(tn—l)] U?z = %n {F(tn) + F(tn-1)}

wobei sich die Losung durch u, (t,) = UL ergibt.

6.4.3 cGP(2)-Verfahren

Aus der 3-punktigen Gauf-Lobatto-Formel mit den Stiitzstellen t,, 0 = tp—1, tn1 = (tn—1+1tn)/2,
tn,2 =ty und den Referenzgewichten wy = wy = 1/3, &y = 4/3 erhalten wir die Simpsonregel

[M(tn1) + B-C(tn,1)] Uy, + {M(tn,2)U;,
= [IM(tn0) = 3 C(tn0)] Uy + 5 {F(tn1) + 3F(tn0) }
— AM(t,,1)U; + [2M(tn2) + 2 C(ty2)] U2
= [-2M(tn0) + 2 C(tn0)] U + 5 {F(tnz2) — F(tn0)}
wobei U(t,, ;) = U?, j = 1,2.

6.4.4 Nichtkonservatives dG-Problem
Das ,nichtkonservative dG-Problem* ldsst sich wie auch bei dem konservativen Fall, aller-

dings unter Verwendung von (6.16)), herleiten.

Finde die Koeffizienten U% € RM'M, j=1,...,k+1, sodass

k+1
> i jM(tn,;) U, + E”C(tm)U; = gnF(tn,z‘) + diM(t0) U,
i=1

fiir alle i = 1,...,k + 1. Dabei sind U9, a;; und d; wie im konservativen Fall.
Im Folgenden werden wir die Schemata fiir die numerisch integrierten dG(0)- und dG(1)-Verfahren
prasentieren.

6.4.5 dG(0)-Verfahren

Aus der Anwendung der 1-punktigen Gauf-Radau-Formel mit der Stiitzstelle ¢,, 1 = ¢, und dem
Referenzgewicht w; = 2 ergibt sich das implizite Euler-Verfahren

[M(tn) + 7 C(ta)] Uy, — M(t—1)UY = 1, F (t),
wobei wir die diskrete Losung durch U} = U(t,,) € V erhalten.
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6.4.6 dG(1)-Verfahren

Bei dem dG(1)-Verfahren verwenden wir die 2-punktige Gauf—-Radau-Formel mit den Stiitzstellen
tn1 = (tn—1+tn)/3, tn 2 = t, und den Referenzgewichten wy = 3/2, o = 1/2. Schlieklich erhalten
wir das (2 x 2)-Block-System:

[%M(tn,l) + %C(tn,l)] Uiz + iM(tnﬂ)U% - M(tn,O)Ug + %F(tn,l)a
—IM(tn 1)UL + [3M(tn2) + 2 Cltn2)] U2 = —M(tn0)US + 2 F(t,2),

wobei U(t, ;) = U, j = 1,2.

6.5 Numerische Ergebnisse

Dieser Abschnitt dient zur Verifizierung der implementierten Algorithmen fiir cGP- sowie dG-
Verfahren und zur Veranschaulichung der analytischen Ergebnisse beziiglich des Fehlerverhal-
tens sowie der Konvergenzordnungen der betrachteten dG-Verfahren. Dabei wird die in Kapitel
eingefithrte diskrete Gittergeschwindigkeit betrachtet und numerisch untersucht. Im Anschluss
daran wird auch numerisch iiberprift, ob sich die erhaltenen Resultate auf cGP-Verfahren ver-
allgemeinern lassen. Fiir die Implementierung der numerischen Ergebnisse dient eine auf zeitab-
héngige Gebiete verallgemeinerte Variante von MooNMD [26].

Beispiel 3:
Um einen Vergleich unserer Ergebnisse mit denjenigen von Bonito, Kyza und Nochetto in [6] zu
ermoglichen, betrachten wir dasselbe Problem wie in [6]:

— —Ayu=f, xetel,

u=up, x€u,tel,
u=ug, x€Q,t=0,

wobei I := [0,0.99] und € := (—1,1) x (—1,1) sind. Wir betrachten € als Referenzgebiet €.
Die Entwicklung des Gebietes €, wird durch die ALE-Abbildung

1
Ay Yy — y(l + §T11(t))
beschrieben, wobei T,,(t) := cos(n arccos(t)) das n-te Tschebycheff-Polynom erster Art ist. Das
Gebiet € ergibt sich dann mithilfe der ALE-Abbildung durch €; = A;(Q), t € [0,0.99]. Wei-
terhin sei
u(t,x) := exp(x1t) sin(xaet), x:= (x1,22) € 4,

die exakte Losung des Problems. Die rechte Seite f sowie die Randbedingung up und Anfangs-
bedingung ug lassen sich aus der betrachteten exakten Losung ableiten.

In diesem Beispiel sind wir an der Konvergenzordnung in der Zeit interessiert und betrachten n
dquidistante Zeitschritte. Die Ortsdiskretisierung wurde so gewahlt, dass sie den Fehler in der
Zeit nicht beeinflusst. Fiir die Ortsdiskretisierung haben wir die in definierten transfor-
mierten Finite-Elemente-Rdumen verwendet. Wir haben dazu die LPS-Ortsdiskretisierung mit
Vi, = QY. Dy (K) = Py(K) gewihlt. Wir haben als Stabilititsparameter 35 = 0.1k verwendet
und die exakte Gittergeschwindigkeit. Fiir die Triangulierung des Referenzgebietes Q wurde ein
uniformes Gitter bestehend aus 2 x 2 Quadraten verwendet. An den Quadraturpunkten der Zei-
tintegration wird die Randposition in das Innere des Gebietes fortgesetzt, indem das Problem

gelost wird.
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6.5 Numerische Ergebnisse

Die Fehlerberechnungen werden beziiglich der in (4.117)) definierten L?(L?)-Norm, H'(L?)-Norm
und diskreten £°°(L?)-Norm in der Zeit durchgefiihrt. Als Zeitdiskretisierungen hoherer Ordnung
werden ¢cGP(2), cGP(3), dG(1) und dG(2) angewendet.

Die Fehler der dG(1) und dG(2) in Abhéngigkeit der Anzahl der Zeitschritte N werden in den
Abbildungen [6.1] und [6.2] gezeigt. Diese ermdglichen einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen
aus [8, Fig. 4]. Hier kann man sehen, dass die dG(k)-Verfahren beziiglich der £>°(L?)-Norm sogar
die Super-Konvergenzordnung 2k + 1 haben, wihrend in [§] nur die Konvergenzordnung k + 1
erreicht wird. Ein weiterer Vergleich wird zwischen den konservativen und den nichtkonservativen
dG-Verfahren vorgestellt. Dabei lisst sich feststellen, dass die beiden Verfahren in der ¢>°(L?)-
Norm dieselbe Konvergenzordnung aufweisen.

Die Abbildungen und bieten einen Uberblick der Fehler und Konvergenzordnungen von
dG(1) und dG(2) in der L?(L?)- und H'(L?)-Norm. Es lisst sich feststellen, dass die in Lemma
5.17| gezeigte Fehlerabschétzung auch numerisch bestétigt wurde.

Beispiel 4:
Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel, wobei die Bedingung (5.2) erfiillt wird:

glz—sAqurb-qu—kcu:f, retel,

u=up, x€I,tel,
u=ug, x€Qt=0,

wobei I :=[0,0.99] und Qg := (—1,1) x (—=1,1). Auch in diesem Beispiel betrachten wir g als
Referenzgebiet. Wir wihlen hier die Diffusionskonstante ¢ = 10~%. Fiir die Konvektion nehmen

wir b = (2,0)” und als Reaktionsterm ¢ = 1. Analog zu dem dritten Beispiel ist auch hier die
ALE-Abbildung gegeben durch

1
Aty — y(l + §T11(t)),
wobei T),(t) := cos(narccos(t)) das n-te Tschebycheff-Polynom erster Art ist. Das Gebiet €
ergibt sich dann mithilfe der ALE-Abbildung durch €, = A;(Qp), t € [0,0.99]. Die rechte Seite
f wird so gewéhlt, dass

u(t,x) := exp(x1t) sin(zat), x:= (x1,22) € O,

die exakte Losung des Problems ist. Die Randbedingung up und die Anfangsbedingung ug erge-
ben sich aus der exakten Losung.

Auch in diesem Beispiel interessieren wir uns fiir die Konvergenzordnung in der Zeit und be-
trachten n &dquidistante Zeitschritte. Daher wurde die Ortsdiskretisierung so gewéahlt, dass sie
den Fehler in der Zeit nicht beeinflusst. Fiir die Ortsdiskretisierung haben wir wie im dritten
Beispiel die in definierten transformierten Finite-Elemente-R&umen verwendet und die
LPS-Ortsdiskretisierung mit Vj, = Q®, Dy, (K) = Py(K) gewithlt. Wir haben auch hier als Stabi-
litdtsparameter S = 0.1hx verwendet. Es wurde auch in diesem Beispiel ein uniformes Gitter
bestehend aus 2 x 2 Quadraten fiir die Triangulierung des Referenzgebietes Q verwendet. Die
Randposition wird an den diskreten Zeitpunkten in das Innere des Gebietes fortgesetzt, indem
das Problem [2:4] gelost wird.

Die Fehlerberechnungen werden in Bezug auf die in (4.117) definierten L?(L?)-Norm, H'(L?)-

Norm und diskreten ¢*°(L?)-Norm in der Zeit durchgefiihrt. Hier werden cGP(2), cGP(3), dG(1)
und dG(2) als Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung angewendet.

121



6 FE-Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen in zeitabhédngigen Gebieten

Wir illustrieren in den Abbildungen [6.5H6.14] die Fehler U — w und Konvergenzordnungen der
dG(k)- und ¢GP(k+1)-Verfahren, k = 1,2, im konservativen wie auch im nichtkonservativen Fall
in der L?(L?)-Norm, der H'(L?)-Norm und der ¢*°(L?)-Norm. Ein direkter Vergleich der erhal-
tenen Ergebnisse zeigt, dass die konservative und die nichtkonservative Formulierung dieselben
Konvergenzordnungen besitzen, wiahrend sich die Fehler beider Varianten nur um ein Vielfaches
unterscheiden.

Die Abbildungen und bieten einen Uberblick der Fehler und Konvergenzordnungen der
dG(1) und der dG(2) in der L*(L?)-, der H'(L?)- und der ¢°°(L*)-Norm, wobei eine exakte
Gittergeschwindigkeit verwendet wurde. Daraus kann man entnehmen, dass die in Lemma [5.1
gezeigte Fehlerabschatzung auch numerisch bestatigt wurde.

Nun werden wir sowohl fiir die konservativen als auch fiir die nichtkonservativen dG-Verfahren
numersich zeigen, inwiefern die verwendete Gittergeschwindigkeit w die numerische Losung bzw.
den Fehler beeinflussen kann. Dabei haben wir die exakte Gittergeschwindigkeit, die in
definierte approximative Gittergeschwindigkeit und die in definierte approximative Gitter-
geschwindigkeit mit Korrektur verwendet. Ein Vergleich der Ergebnisse aus diesen drei verschie-
denen Varianten in den Abbildungen[6.9H6.12]zeigt, dass die approximative Gittergeschwindigkeit
die Genauigkeit der dG-Verfahren stark beeinflussen kann. Die approximative Gittergeschwin-
digkeit mit Korrektur hingegen liefert dieselben Ergebnisse wie die exakte Gittergeschwindigkeit.

Die Abbildungen zeigen, dass die ¢cGP(k)-Verfahren fiir £ = 2,3 dieselben Ergebnisse
beziiglich des Fehlers und der Konvergenzordnung wie in festen Gebieten erhalten werden, vgl.
dazu Beispiel 2.

Aus den Abbildungen kann man entnehmen, das die dG(k)-Verfahren fir £ = 1,2 in
der ¢*°(L?)-Norm von den Konvergenzordnungen 2k + 1 sind. Die cGP(k)-Verfahren fiir k = 2,3
sind in der ¢£*°(L?)-Norm von den Konvergenzordnungen 2k. Die Abbildungen zeigen auch, dass
die dG(k)-Verfahren fiir k¥ = 1,2 von den Konvergenzordnungen k -+ 1 in der L?(L?)-Norm und k
in der H'(L?)-Norm sind. Die cGP(k)-Verfahren fiir k¥ = 2,3 sind von den Konvergenzordnungen
k +1 in der L?(L?)-Norm und k in der H'(L?)-Norm.

Fazit:

Zusammenfassend haben wir in den zeitabhéngigen Gebieten variationelle Zeitdiskretisierungen
hoherer Ordnung durch unstetige Galerkin-Verfahren (dG) durchgefiihrt. Wir haben die Feh-
lerabschétzungen fiir die dG-Verfahren angegeben und bewiesen. Es ist deutlich zu sehen, dass
die in Lemmata und fiir die dG(k)-Verfahren vorhergesagten Konvergenzordnungen
durch die numerischen Beispiele bestéatigt wurden. Trotz der fehlenden Theorie hat sich nume-
risch gezeigt, dass fiir die ¢cGP-Verfahren die erwarteten Ergebnisse beziiglich des Fehlers und
der Konvergenzordnung erhalten werden.
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T T
—*— Konservative Form
—+&— Nichtkonservative Form

Fehler

250 500 1000 2000

Abbildung 6.1: Beispiel 3: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(1)-
Verfahrens beziiglich der (>°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.

10 T T
—*— Konservative Form
3 —=&— Nichtkonservative Form

Fehler
S
T

250 500 1000 2000

Abbildung 6.2: Beispiel 3: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(2)-
Verfahrens beziiglich der (>°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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10° —*— CinL%-Norm |
—%— G in H'-Norm
—&— NC in L>-Norm
o —=— NCin H'-Norm
10° | H
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Abbildung 6.3: Beispiel 3: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(1)-
Verfahrens beziiglich der L?(L?)- und der H'(L?)-Norm in Abhdingigkeit der Anzahl der
Zeitschritte N.

0 —#— C in L’-Norm
107 —*—CinH'-Norm |]
—&— NC in L>-Norm
—8— NC in H'-Norm
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Abbildung 6.4: Beispiel 8: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(2)-
Verfahrens beziiglich der L?(L?)- und der H'(L?)-Norm in Abhdingigkeit der Anzahl der
Zeitschritte N .
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T T T
—%— konservative Form

—%¥— nichtkonservative Form

Fehler
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Abbildung 6.5: Beispiel 4: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(1)-
Verfahrens beziiglich der (>°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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Abbildung 6.6: Beispiel 4: Vergleich der Fehler des konservativen (C) und des nichtkonservativen (NC)
dG(1)-Verfahrens beziiglich der L?(L?)- und der H*(L?)-Norm in Abhéingigkeit der Anzahl
der Zeitschritte N.
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10 T T T T
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Abbildung 6.7: Beispiel 4: Vergleich der Fehler des konservativen und des nichtkonservativen dG(2)-
Verfahrens beziiglich der (>°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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Abbildung 6.8: Beispiel 4: Vergleich der Fehler des konservativen (C) und des nichtkonservativen (NC)
dG(2)-Verfahrens beziiglich der L?(L?)- und der H*(L?)-Norm in Abhéingigkeit der Anzahl
der Zeitschritte N.
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—*— w exakt
w approx. ohne Korrektur
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Abbildung 6.9: Beispiel 4: Vergleich der Fehler und Konvergenzordnung des nichtkonservativen dG(1)-
Verfahrens mit einer exakten, einer approrimativen und einer approximativen Gitterge-
schwindigkeit w mit Korrektur beziiglich der L*(L?)-, der HY(L?)- und der £>°(L*)-Norm
in Abhdngigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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Abbildung 6.10: Beispiel 4: Vergleich der Fehler und Konvergenzordnung des nichtkonservativen dG(2)-
Verfahrens mit einer exakten, einer approrimativen und einer approximativen Gitterge-
schwindigkeit w mit Korrektur beziglich der L?(L?)-, der H*(L?)- und der (>°(L?)-Norm
in Abhangigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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Abbildung 6.11: Beispiel 4: Vergleich der Fehler und Konvergenzordnung des konservativen dG(1)-
Verfahrens mit einer exakten, einer approrimativen und einer approximativen Gitterge-
schwindigkeit w mit Korrektur beziglich der L?(L?)-, der H*(L?)- und der (>°(L?)-Norm
in Abhdangigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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Abbildung 6.12: Beispiel 4: Vergleich der Fehler und Konvergenzordnung des konservativen dG(2)-
Verfahrens mit einer exakten, einer approrimativen und einer approximativen Gitterge-
schwindigkeit w mit Korrektur beziiglich der L?(L?)-, der H*(L?)- und der >°(L?)-Norm
in Abhdangigkeit der Anzahl der Zeitschritte N.
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6.5 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 6.13: Beispiel 4: Fehler und Konvergenzordnung des konservativen ¢GP(2)-Verfahrens beziig-
lich der L*(L?)-, der H'(L?)- und der £°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der
Zeitschritte N.
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Abbildung 6.14: Beispiel 4: Fehler und Konvergenzordnung des konservativen ¢GP(3)-Verfahrens beziig-
lich der L*(L?)-, der HY(L?)- und der £>°(L?)-Norm in Abhingigkeit der Anzahl der
Zeitschritte N.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Ein zentraler Aspekt dieser Arbeit ist die Erweiterung der Ausfithrungen von Matthies und
Schieweck [29] mit dem Ziel variationelle Zeitdiskretisierungen hoherer Ordnung in beweglichen
Gebieten zu erhalten. Dabei wurden ¢cGP- und dG-Verfahren entwickelt, die sich auf Probleme in
zeitabhéngigen Gebieten anwenden lassen. Diese Verfahren haben wir in Kapitel [6] auf unser im
Ort semidiskretes Problem angewendet und implementiert. Zudem haben wir eine einheitliche
Postprocessing-Methode fiir die Galerkin-Verfahren in zeitabhéngigen Gebieten bewiesen, die sich
auf andere Probleme, wie beispielsweise auf die Navier—Stokes-Gleichungen verallgemeinern l&sst.

Inspiriert von der Arbeit von Ern und Schieweck [14] beziiglich dG-Verfahren haben wir theo-
retische Ergebnisse hinsichtlich der Stabilitdt sowie Fehlerabschétzung fiir die ¢GP-Verfahren
in festen Gebieten erzielt. Dazu haben wir fiir cGP-Verfahren das in Kapitel [3| eingefiihrte ein-
heitliche Postprocessing und einige modifizierte Interpolationsoperatoren verwendet. Mit einer
Anpassung der Techniken des cGP-Falls haben wir Resultate fiir dG-Verfahren erreicht, die den
Ergebnissen von Ern und Schieweck [14] entsprechen, wobei wir das Postprocessing in anderer
Weise definiert haben.

Fiir ein durch dG-Verfahren diskretisiertes Problem haben wir wichtige Ergebnisse beziiglich der
Stabilitat und Fehlerabschétzung sowohl bei einer exakten Integration als auch bei der Verwen-
dung einer Gaufi—Radau-Quadraturformel gezeigt. Die analytischen Ergebnisse fiir dG-Verfahren,
die erwartete Konvergenzordnung und die Stabilitat bei cGP-Verfahren wurden durch numerische
Beispiele bestétigt. Diesbeziiglich eignet sich das hier vorgestellte ALE-Konzept, aufgrund der
analytischen wie auch der numerischen Resultate, hervorragend fiir die betrachteten variationel-
len Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung. Hinsichtlich der Gittergeschwindigkeit wurde durch
numerische Beispiele gezeigt, inwiefern die verschiedenen Approximationen Einfluss auf die Ge-
nauigkeit der Zeitdiskretisierungsverfahren haben konnen. In diesem Rahmen wurden parallel
zu der numerischen Analyse sidmtliche Tools in MooNMD [26] auf Probleme in zeitabhéngigen
Gebieten verallgemeinert.

Die Durchfiihrung einer Vielzahl numerischer Tests hat gezeigt, dass die cGP-Verfahren die zu
erwartenden Ergebnisse beziiglich der Konvergenzordnung liefern, demzufolge wire eine Uber-
tragung der gewonnenen Ergebnisse im dG-Fall auf den cGP-Fall moglich.

Mit Ausblick auf eine variationelle Zeitdiskretisierung hoherer Ordnung der Navier—Stokes-Gleich-
ungen in zeitabhéngigen Gebieten lassen sich die in dieser Arbeit vorgestellten Techniken in
Hinblick auf Implementierung, Stabilitdt- und Fehleruntersuchung fiir zukiinftige Recherchen
einsetzen.
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