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Kapitel 1

Grundlagen aus der MalStheorie

1.1 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt wird X eine beliebige Menge bezeichnen.

Definition 1.1.1. Eine Funktion u : 2% —> [0, +o00] heilt duBeres MaB, falls

1. u(0) =o0.

2. u(A) < ZM(AJ-), falls A C U A; C X (Subadditivitat).

j=1 j=1
Die Definition impliziert, dass u(A) < u(B) falls AC B C X.
Definition 1.1.2. 1. Eine Teilmenge A C X heilst u-messbar falls
R(S) =u(SNA)+u(SNAY) (1.1)
fiir alle S C X.

2. Eine Teilmenge A C X heilst u-Nullmenge falls w(A) = 0 gilt.

s
G

Abbildung 1.1: Eine u-messbare Menge schneidet alle Teilmengen additiv beziiglich u.
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Bemerkung 1.1.3. A C X ist u-messbhar genau dann, wenn A® u-messbar ist.

Bemerkung 1.1.4. Wegen der Subadditivitat von w gilt, dass A C X genau dann u-messbar
ist, wenn
u(S) > u(SNA) + (SN A (1.2)

firalle S C X mit u(S) < 00, da S C S =(SNA)U(SNA®) = u(S) < u(SNA)+u(SNAS).

Bemerkung 1.1.5. 1. ()ist u-messbar, da u(S) = u(SNO)+u(SNO°) = w(D)+u(SNX) =
wu(S) fir alle S C X.

2. Eine u-Nullmenge A ist u-messbar, denn ANS C A= u(ANS) < u(A) = 0 und somit
gilt u(SNA)+u(SNA°) =u(SNA®) <u(S),daSNA®CS.

Definition 1.1.6. S C 2% heit o-Algebra, falls
1. 0,X €8.
2. Aus Ae S folgt X\ A€S.

3. Aus Ay, Ay, - €S folgt | JA €S

Jj=1

Bemerkung 1.1.7. Aus A, A5, --- € S folgt

éAJ:X\<Q(X\AJ—)> €S

Bemerkung 1.1.8. 1. Seien (Sy)aca C 22" g-Algebren. Dann ist ﬂ S, eine o-Algebra.

acA

2. Sei F C 2X. Die Menge
BIF] = (S €2 : S o-Algebra, F C S} (1.3)

ist wohldefiniert, da S = 2% eine o-Algebra ist.

Definition 1.1.9. Se/ (T, T) ein topologischer Raum. Dann heilst B[T] Borelsche o-Algebra
und A € B[T] heilst Borel-Menge.

Bemerkung 1.1.10. Die Borelsche o-Algebra kann auch von der Familie aller abgeschlossenen
Mengen erzeugt werden.

Lemma 1.1.11. Falls A, As, - -+ € X u-messbar und paarweise disjunkt, gilt
m (5 N < U AJ-)) = w(SNA) (o-Additivitit), (1.4)
j=1 j=1
fiir alle S C X.

Beweis. Ubung. [15, Remark 1.7, p.3] [ |
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Lemma 1.1.12 (Carathéodory). Die Menge
M :={AC X : A u-messbar} (1.5)
Ist eine o-Algebra und enthalt alle u-Nullmengen.

Beweis. Ubung. [15, Lemma 1.6, p.3] [ |

Lemma 1.1.13. Seien A; C X u-messbar und A; C Ajy1. Dann gilt
Jim u(4) = UA) (16)
Jj=

Beweis. Ubung. [I5, 1.8, p.4] u

Lemma 1.1.14. Seien A; C X u-messbar mit Aj1 € A; und so, dass ein j, € N existiert,
mit u(A;,) < oo. Dann gilt
Im u(4) = u<ﬂlAj). (17)
J:

Beweis. Ubung. [I5, 1.9, p.4] u

Definition 1.1.15. Ein dulkeres Maks in X heilst reguldr, falls fiir jede Teilmenge A C X eine
wu-messbare Menge B C X existiert sodass A C B und u(A) = u(B).

Lemma 1.1.16. Seien A; C X mit A; C Aj+1 (nicht unbedingt u-messbar) und w regulér.

Dann gilt
Ilmp,A)— (UA) (1.8)

Beweis. Ubung. [15, Remark 1.10, p.4] [ |

Definition 1.1.17. Ein duleres Mak in einem topologischen Raum (T, T) heilst Borel-regular,
falls:

1. Alle Borel-Mengen sind u-messbar.
2. Fiir jede Teilmenge A C T existiert eine Borel-Menge B O A sodass u(B) = u(A) gilt.

Bemerkung 1.1.18. Fiir die Mengen A und B von oben gilt nicht u(B\ A) = 0, es sei denn
A ist pu-messbar mit u(A) < co.

Definition 1.1.19. Sei (T, 7)) ein topologischer Raum. Eine Funktion u : 2571 — [0, 4]
heilst Borel-Mak falls

1. w(@) =o0.

2. u(UBJ-) = ZM(BJ-), falls By, By, --- € B[T] paarweise disjunkte Borel-Mengen

sind.
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Lemma 1.1.20. Seien (T,T) ein topologischer Raum und wo ein Borel-Mal in T. Dann ist
w:2" — [0, +o00] mit

u(A) = inf{uo(B): AC B, B€B[T]}, (1.9)
ein Borel-regulares duleres Mak in T, und fiir alle B € B[T] gilt uo(B) = w(B).

Beweis. Ubung. [I5, Remark 1.11, p.5]. u
Definition 1.1.21. Sei Y C X und u ein auleres Mals in X. Das durch die Formel
wlLY(Z)=uwulYnZ) fir CX, (1.10)
definierte dulere Malk w Y in X heilst Einschrankung von u auf'Y'.
Lemma 1.1.22. Seien Y C X und W ein duleres Mals in X.
1. Jede u-messbare Menge ist LY -messbar.

2. Seien zusatzlich w Borel-reguldr und Y p-messbar mit u(Y') < oo . Dann uL.Y Borel-
regular.

Beweis. Ubung. [I5, 1.12, p.5]. u

Definition 1.1.23. Fiir einen metrischen Raum (X, d) und A, B C X definiere

dist(A. B) { inf{d(a,b):ac A be B}, fallsA B+ (L11)

+ 00, sonst.

Theorem 1.1.24 (Messbarkeitskriterium von Carathéodory). Seien (X, d) ein metrischer
Raum und w ein duleres Mals in X. Falls

w(AU B) = u(A) + w(B) fiir alle A, B C X mit d(A, B) > 0, (1.12)
dann sind alle Borel-Mengen p-messbar.
Bemerkung 1.1.25. Die Umkehrung ist elementar; siehe Lemma [1.1.11]

Beweis von Theorem [1.1.24] Es reicht zu zeigen, dass alle abgeschlossenen Mengen u-
messbar sind.

(Warum? p-messbare Mengen formen eine o-Algebra; die Borel Mengen formen die kleins-
te o-Algebra die alle abgeschlossenen Teilmengen erhilt, siehe [1.1.10])

Aus Bemerkung reicht es zu zeigen, dass

u(S) > u(SNC)+u(sncCo) (1.13)

fur alle S € X mit u(S) < oo und alle abgeschlossenen Mengen C C X. (Warum nicht
C = X7 Aw: Der Fall ist trivial). Sei C; = {x € X : dist({x}, C) < 1/j}(# 0). Dann gilt
dist (SNCS,SNC) >0, denn fir b e Cf gilt dist({b}, C) > 1/j, d.h. d(b, c) > 1// fiir alle
¢ € C und somit

1
inf{d(b,c):ce SNC.be SNCj} >inf{d(b,c):ceCbe (i} > =,

—
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Abbildung 1.2: Zerlegung ((1.15)) der Menge S N C€.

Aus der Annahme folgt
w(s) > u((Sm c)u (Smc)) — w(SNCS)+u(SNC)
und wir bekommen ([1.13)), falls
lim u(SNC;) =u(SNCe). (1.14)

j—>OO

Da die Menge C abgeschlossen ist, gilt
SNC® ={xe S:dist({x}, C)>O}— SﬁCC (URk =12 ..., (1.15)

wobei Ry = {x € S : ﬁ < dist(x,C) < +}: x € SN C® genau dann, wenn x € S und

x € C¢. Dieses gilt genau dann, wenn x € S und dist({x}, C) > 0, da C abgeschlossen und
somit C° offen ist. Also

XGSU(GRk) und x € <GR/()UCJ(-:,

k=j k=j
da N
R = {x €5 :0<dist({x},C) < 71.}
k=j
gilt.

Weiterhin impliziert die Subadditivitat von u, dass
w(SNC) <p(SNC) <u(SNC)+ Y u(Re).
k=j

Somit ist der Beweis zu Ende, falls > 77 | u(Rx) < oo gilt.
Dazu bemerken wir, dass dist(R;, R;) > 0 falls j > i 4+ 2 und, dass, durch Induktion in N,
fur alle N > 1

iu(RQk) = u( LNJ Rzk) < u(S) <o

k=1 k=1

N N
ZIJ«(RQk—l) = N«( U RQk—l) < u(S) < oo
k=1 k=1

gilt, weil [J,—, Rk C S. [ |
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Definition 1.1.26. Ein Borel-reguldres MaB p in einem topologischen Raum (T,T) heilst
offen o-endlich, falls T = J;Z, O;, wobei O; € T und u(O;) < oo fiir alle j € N.

Bemerkung 1.1.27. Sei i ein Borel-regulares, lokal endliches Mals in einem separablen metri-
schen Raum (X, d) (lokal endlich heiBt fiir jedes x € X gibt p > 0 sodass u(B(x, p)) < 00).
Dann ist u offen o-endlich.

Theorem 1.1.28. Seien (T, T) ein topologischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede abge-
schlossene Teilmenge von T die Schnittmenge einer abzahlbaren Familie offener Mengen ist
(z.B. ein metrischer Raum), und w ein (Borel-reguldres) offenes o-endliches MaB in T .

1. Fiir jede Teilmenge A C T gilt

u(A) =inf {u(0):ACO, O€T}.

2. Flir jede u-messbare Teilmenge A C T gilt

u(A) =sup {u(C) : C C A, C abgeschlossen}.

3. Falls T zuséatzlich Hausdorff (kompakte Mengen sind abgeschlossen) und o-kompakt
(T = U2, K; mit K; kompakt) ist, gilt

u(A) =sup {u(K) : K C A, K kompakt}
fiir jede u-messbare Teilmenge A C T mit u(A) < oc.

Beweis. Ubung. [15, Theorem 1.15, Remark 1.16, p.7]. [ |

Theorem 1.1.29 (Lusin). Seien (T, T) ein topologischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede
abgeschlossene Teilmenge von T die Schnittmenge einer abzahlbaren Familie offener Mengen
ist (z.B. ein metrischer Raum), u ein Borel-requldres Mal in T, A C T eine u-messbare
Teilmenge von T mit w(A) < oo und f : A — R u-messbar (f~*(B) ist u-messbar fiir
irgendeine Borel-Menge B in R). Fiir jedes € > 0 existiert eine abgeschlossene Menge C C A
mit w(A\ C) < g, sodass f|c stetig ist.

Beweis. [15, Theorem 1.17]. [

1.2 Hausdorff-Male

Wie kann die heuristische Beobachtung ,eine Kurve in R® ist ein eindimensionales Objekt"
rigoros werden? Wir brauchen ein auleres Mall ‘H™, was die ,Lange” oder das ,Volumen"
einer m-dimensionalen Menge misst. So ist eine Menge A C R” m-dimensional (m < n), falls
H™(A) € (0, 00).

In diesem Abschnitt wird X einen metrischen Raum mit Metrik d bezeichnen.

Definition 1.2.1. 1. Der Durchmesser einer Teilmenge A C X ist definiert durch:

diam(A) == sup{d(a, b) : a, b € A}. (1.16)
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2. Seien m >0 und T : (0,00) — (0,00) mit [(q) = [ t9te~t dt (die Gammafunkti-
on). Definiere

T
W = 1.17
1) (1)
3. FlirAC X, m>0undé € (0, ] heit
. _ = (diam C;\" ,
HT(A) = w,, inf {Z ( 5 J> :{C}jen C 2% mit
Jj=1
. (1.18)
AC|JG und diam C; < 6 fiir alle j € N}
j=1
das m-dimensionale d-approximierte Hausdorff-Mal von A.
4. Flir AC X und m > 0 heilst
H™(A) = limHg'(A) (1.19)

510
das m-dimensionale Hausdorff-Mal von A.
Bemerkung 1.2.2. 1. Fir m € N gilt w,, = Vol (B(0, 1)).

2. Die Konvention inf{()} = +oo gilt in (1.18]). Dieser Fall tritt nicht auf, falls (X, d)
separabel ist.

3. Da diam C; = diam C; gilt, kann man zusitzlich voraussetzen, dass die Mengen C; in
(1.18]) abgeschlossen sind.

4. Fur jedes € > 0 existiert eine offene Menge O; D C;, sodass diam O; < diam C; +€/2/.
So kann man zusatzlich voraussetzen, dass die Mengen C; in ([1.18]) offen sind.

5. Der Grenzwert in ([1.19) existiert in [0, +00], da die Funktion § — #HJ'(A) monoton
fallend ist.
Satz 1.2.3 (Fundierte Eigenschaften von Hausdorff-MaRen). 1. Fiir jede m > 0 und § >
0, sind H™ und ‘H' aulere Make.
2. H™ ist fiir jedes m > O Borel-regular.
3. Es gilt H° = #, wobei # das ZihlmaR ist.
4. Existiert § > 0 sodass H3'(A) = 0, dann gilt H™(A) = 0.

5. Sei (Y, p) ein metrischer Raum und i : X —> Y eine Isometrie. Fiir A C X gilt H™(A) =
H™(i(A)). (Beispielsweise, fir A C R" gilt H™(A + a) = H™(A) fiir alle a € R".)

6. Falls X zusatzlich ein reeller Vektorraum ist, gilt H™(XAA) = XM H™(A), A >0, AC X.

~

. Seien ACR" und 0 < m; < mp < 0.
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Abbildung 1.3: Je groer die Kriimmung, desto mehrere und kleinere Kugeln werden gebraucht.

(a) H™(A) < oo impliziert H™(A) = 0.
(b) H™(A) > 0 impliziert H™(A) = oc.

Beweis. Ubung. [I, Remark 2.48, Proposition 2.49], [4, Theorem 2.1,2.2, Lemma 2.1,2.2],
[5l Proposition 3.1], [15 Remark 2.3, 2.4, 2.5, 2.6]. [

Bemerkung 1.2.4. Es ist nicht wahr, dass alle Borel-Mengen Hg-messbar fiir alle ¢ > 0 sind:
Es existiert ein § > 0, sodass die Halbebene {(x1, x2) € R? : xo > 0} nicht H}-messbar ist.

Beweis. Ubung. [15 Note, p.10]. u
Hier wird die klassische Konstruktion des aulleren Lebesgue-Malies in R” wiederholt.
Definition 1.2.5. 1. Q" ist die Klasse aller offenen n-dimensionalen Quadern in R", d.h.

Q"= {H(aj, bj) S aj, bj € R, a; < bj} . (120)

=1

2. Fiir @ =TIj_,(a, bj) € Q" definiere |Q| = [[_,(b; — a;.)
3. Fiir A C R" definiere das dulere Lebesgue-Mall von A durch

L"(A) = inf {Z 1Qi| : {Qj}jen € Q" mit AC UQJ} . (1.21)
Jj=1 Jj=1

Satz 1.2.6. Sei A\ ein dulleres Mals in R" mit den Eigenschaften:
1. N(Q) =|Q)| fiir alle @ € Q",
2. N(A) =inf{A(O) : AC O, O offen} fiir alle A C R".
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N4
N

Abbildung 1.4: Steiner-Symmetrisierung einer Menge A beziiglich der Ebene {x; = 0}.

— [ 06

Dann gilt N = L".
Beweis. [15], 2.8], [3, Proposition 1.4.3, p.24]. [ |

Theorem 1.2.7 (Isodiametrische Ungleichung). Fiir jede Teilmenge A C R”" gilt
di AN
L7(A) < w, ( |ar2( )) . (1.22)

Korollar 1.2.8. Unter allen Teilmengen von R" mit Durchmesser r, hat die r-Kugel das grolSte
Lebesgue-Mak.

Beweis von Theorem [I.2.7] Siehe [4, Theorem 2.4, p.89]. Der Beweis erfolgt durch die
sogenannte Steiner-Symmetrisierung.

Sei {ey,..., e,} die Standardbasis von R". Die Steiner-Symmetrisierung einer beschrank-
ten Menge E C R” beziiglich der x,-Koordinatenebene E; := {x = (xq, ..., x,) € R" 1 x; = 0}
ist definiert durch

Si(E) = |J{0j(E. &) : € € E; sodass £;(§) N E # 0}, (1.23)
wobei £;(§) = {€ + t e : t € R} die Linie, die senkrecht durch £ zu E; lauft, ist und
1 1
0/(E.§) ={¢+te: [t < H (L@ NE)}
das Intervall zentriert auf € mit Lange Hl(ﬁj(ﬁ) N E) ist. Definiere

E*:=(S,0---05;)(E).
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Behauptung: L"(E*) = L"(E), diam(E*) < diam(E). Ubung. [4, Theorem 2.3, p.88].

Behauptung: E* ist symmetrisch beziiglich des Ursprungs. Der Beweis erfolgt durch
vollstandige Induktion. Die Menge S;(E) ist symmetrisch beziiglich E;. Sei 1 < k < n
und nehme an, dass (Sx o --- 0 S1)(E) symmetrisch beziiglich Eq, ..., Ey ist. Die Menge
Sk410(Sko---057)(E) ist symmetrisch beziiglich Ex41. Seien 1 < j < k und R; die Reflexi-
on beziiglich E;. Da Rj(Sxo0---051)(E) = (Sko---051)(E) (Induktionsvoraussetzung) und
R; eine Isometrie ist, gilt

H (ko0 SE) eun(©) = H ((Sko -0 SE) en(RE))
fiir £ € Eyy. Somit gilt
tre{teER: 4 texsr € Sks10(Sko---051)(E)}
&g (Sko-0S)(E) und |ty] < %Hl((sk 0++0 S)(E) s (€))
e EeR(Sko-05)(E) und |ti] < %’M((Sk o 0 51)(E)ﬂ£k+1(Rj£))
sthe{tecR:RE+tew € Skr10(Sko---051)(E)}

und dariiber hinaus R;S4+10(Sk0---051)(E) = Sk410(Sko---051)(E). Soist E* symmetrisch
beziiglich Eq, ..., E, und die Behauptung bewiesen.

Sei A C R” sodass diam(A) < 00 (anderenfalls ist (1.22)) trivialerweise erfiillt). Aus der
obigen Behauptung gilt fiir x € A”, dass —x € A", und dariiber hinaus 2|x| < diam(A"). D.h.

A" C B(0, L diam(A")) und somit

L7(A) < L"(A) = L"(A") < £" (B(0, 5 diam(A)) ) = w, (d'amT(Z)>

<w <dian21(2))" w (diar;(A))”

Lemma 1.2.9 (Offene Mengen mit Kugeln fiillen). Seien O C R" offen und § > 0. Es existiert
eine abzahlbare Familie G von paarweise disjunkten, abgeschlossenen Kugeln B C O, sodass

diam B < ¢ fiir alle B € G und
L <O\ U B) =0.
Beg

Beweis. Siehe [4, Theorem 1.26, p.82]. [

Theorem 1.2.10. Fiir alle AC R" und § > 0 gilt L"(A) = H"(A) = HF(A).

Beweis. Als erstes zeigen wir, dass
Hi(A) < L"(A) fiir alle 6 > 0. (1.24)

Sei {Qj}jen C Q, sodass A C |J;Z; Q; (eine solche Familie existiert, da R” = (J;Z,(—J,/)").
Aus Lemma existieren paarweise disjunkte abgeschlossene Kugeln B, j, By, -+ C Q;,
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sodass diam B;; < § und L” (QJ \ Uien ,J) 0. Aus der Definition des d-approximierten
Hausdorff-MaBes folgt, dass H (Q; \ U,y Bij) = 0. Dariiber hinaus gilt

HI(Q)) = <(U B,J) U (Q,» NG B,-,J)) < HQ(U B,,J») +H] (QJ U B,-J-)

(o) o (2562) - Setn - (Y)
— cn((gs,,j) U (Qj \ gs,,j>) —~ ﬁ“(QJ- \ ILE%B,J) =L"(Q)) =|Qjl,
und somit o 0 oo
HY(A) < H:;(L:JIQJ) <3 @)= 10l (1.25)

Ungleichung ([1.24) folgt aus ([1.25), wenn wir das Infimum beziiglich {Q;}jen C Q nehmen.
Seien zunachst Cy, Gy, -+~ C R mit diam(C;) < 6 und A C |J;Z, C;. Die Isodiametrische
Ungleichung impliziert

mmﬁﬁ"(@@) ZE”(C)<Z (d'am(C)>

j=1

und, somit, L"(A) < HJ(A). [ |

1.3 Die Theoreme von Lebesgue und Radon-Nikodym

Auf einem MaBraum (X, S, i) lasst sich mit einer integrierbaren Funktion f, durch

u(A):/Afdp,

ein signiertes Mals v auf (X, §) definieren. Die Funktion f wird dann als Dichte von v beziiglich
u bezeichnet. v ist dann absolut stetig beziiglich i, das heilt jede u-Nullmenge ist auch eine
v-Nullmenge.

Jedes signierte Mals mit einer Dichte f beziiglich u ist folglich absolut stetig beziiglich
w. Der Satz von Radon-Nikodym liefert die Umkehrung: Ist ein signiertes Mals absolut stetig
beziiglich u, so existiert auch eine Dichte f, sodass sich das signierte Mals wie oben darstellen
lasst.

Diese Fragestellung lasst sich nun erweitern: Angenommen v ist nicht absolut stetig be-
zlglich u, kann v in einen absolut stetigen Teil und einen ,singularen” Teil zerlegt werden?
Existieren also signierte Malie v,, vs mit v = v, + vs, sodass v, absolut stetig beziiglich w ist
und vs singular beziglich w ist? Der Zerlegungssatz von Lebesgue beantwortet diese Frage
positiv.

In diesem Abschnitt wird X einen metrischen Raum mit Metrik d bezeichnen. Das Ziel ist
das Radon-Nikodym Theorem zu beweisen.

Definition 1.3.1. Seien u ein duleres Mal in X, A C X und x € X.
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1. Man definiere die obere n-dimensionale Dichte

AN B(x,
O (1, A, x) = imsup M4 (nx 0)
pd0 Wp P

2. Man definiere die untere n-dimensionale Dichte

u(ANB(x,p))
W p"

O™, A, x) = liminf
+(b A, x) = limin

3. Falls ©"(u, A, x) = ©I(u, A, x), definiere die n-dimensionale Dichte

©"(u, A, x) = ©""(u, A, x) = ©(1, A, x).

Bemerkung 1.3.2. w, p" ist das Volumen der n-dimensionalen Kugel mit Radius p.

Satz 1.3.3. Die Funktionen x — ©*"(u, A, x) und x — ©7(u, A, x) sind unter- beziehungs-
weise oberhalbstetig und somit Borel-messbar.

Beweis. Ubung. [15, Remark 3.2, p.13], [11, p.12] J.Jost Riemmanian Geometry p.449. W

Satz 1.3.4 (Obere-Dichte-Theorem). Seien u ein Borel-reguldres duBeres Mal in X und
A C X u-messbar mit u(A) < oo. Dann gilt ©*"(u, A, x) = 0 fiir H"-f.a. x € X \ A.

Beweis. [15 Theorem 3.6]. [
Korollar 1.3.5. Sei A C R" L"-messbar.

1. ©*"(L", A, x) existiert L"-f.i. in R".

2. ©"(L", A, x) =0 L"-f.i. inR"\ A.

3. ©*"(L", A x) =1 L"-f.ii. in A.
Beweis. [15], Corollary 3.8] [

Definition 1.3.6. Seien w, wo Borel-regulare dulere Male in X und sei wq lokal endlich, d.h.
fiir jedes x € X existiert p > 0, sodass uO(B(x, p)) < o0. Seien

Up = {x € X : 3p > 0 sodass uo(B(x,p)) =0} und
Vo = {x € X :3p > 0 sodass u(B(x,p)) =0}.

Man definiere die obere Dichte von u beziiglich .o durch

B
lim sup M fiir x € X\ (Up U W)
sy | (B )
’ + o0, fiir x € Uy \ Vo

0, fiir x € \,
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die untere Dichte von 1 beziiglich .o durch

B(x,
jiminf (B0 fiir x € X\ (Up U V%)
oy | (B
Y + o0, fiir x € Uy \ W
0, flir x € W,

und, falls ©*#o(y, x) = ©Ho(u, x), die Dichte von u beziiglich w, durch
O (u, x) = O™ (U, x) = O (1, x).

Bemerkung 1.3.7. Seien x € X und po > p > 0, sodass wo(B(x, po)) = u(B(x,p)) = 0.
Da w, o Borel-reguldre duBere Male sind, existiert fiir jedes y € B(x, p) ein p, > 0, sodass
o (B(x, py)) = n(B(x, py)) = 0. Somit sind Uy, V% offene Mengen.

Definition 1.3.8. Ein duleres Maks g hat die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft, falls fiir jede
Familie B = {B(x, ,o)}X’p mit

1. inf{p > 0: B(x,p) € B} =0 fiir alle x € C(B) = {x € X : 3p > 0 sodass B(x, p) €
B}

eine Teilfamilie B' = {B(x;, p;) : j € N} C B mit B(x;, p;) N B(x;, p;) = 0 falls i # j existiert,
sodass o (C(B) \ U;en B(x. ) = 0.

Bemerkung 1.3.9. Jedes Borel-regulare aulkere Malk w in R”, mit der Eigenschaft, dass
w(K) < +oo fiir alle kompakten K,__hat die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft. Der Bewelis ist
nicht elementar: Man braucht das Uberdeckungslemma von Besicovitch (siehe [15, Remark
3.11(3))).

Satz 1.3.10. Seien w, uo offen o-endliche Borel-regulare aulere Make, A C X, t > 0. Falls
Wwo die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, gilt:

O™ (u, x) >t fiir alle x € A= u(A) > t ug(A).
Beweis. [15, Theorem 3.13] [
Definition 1.3.11. Sei u ein Borel-regulares duleres Mak in X.

1. Eine Funktion f : X — R heift lokal integrierbar, falls f € Li (X, u), wobei

loc

Li,c(X, )= {f : X — R : u-messbar, Vx € X 3p > 0 sodass / If] du < +oo} .
B(x,p)
2. Ein Punkt x € X heilt Lebesgue-Punkt einer Funktion f € L}, (X, ), falls
f(x)= Iim][ fdu,
PO JB(xp)

1
wobei ][ fdu:= —/ fdu.
A w(A) Ja
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Bemerkung 1.3.12. Der Raum L},_ enthilt keine Aquivalenzklassen, sondern Funktionen.

Theorem 1.3.13 (Differenzierbarkeitssatz von Lebesgue). Seien u ein offenes o-endliches

Borel-regulares duBeres Mal mit der Symmetrischen-Vitali-Eigenschaft und f € Lj,.. Dann

sind u-fast alle x € X Lebesgue-Punkte von f.
Beweis. [15], Corollary 3.17] [

Definition 1.3.14. Seien u, ug o-endliche dulere MaBe (X ist eine abzahlbare Vereinigung
messbarer Mengen mit endlichem Mal). Dann ist u absolut stetig beziiglich o (4 < o),
falls wo(A) = 0 = wu(A) =0 fiir alle A C X.

Lemma 1.3.15. Seien u, wo Borel-regulare dulere Make, und sei u zusatzlicho-endlich. Dann
existiert eine Borel-Menge B C X, sodass uo(B) =0 und L (X \ B) < Lo.

Beweis. [15, Lemma 3.19] [
(Erinnerung: pL (X \ B)(A) = u(AN(X\ B)))

Satz 1.3.16. Seien u, ug offen o-endliche Borel-regulare dulere Male, t > 0 und A C X,
sodass ©¥°(u, x) < t fiir alle x € A.

1. Falls u die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, gilt u(A) < t uo(A).

2. Falls uy die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, gilt u(A\ B) < tuo(A), wobei B
durch Lemma gegeben ist.

Beweis. [15, Theorem 3.21] [
Satz 1.3.17. Seien u, uo offen o-endliche Borel-regulare dullere Make.

1. Falls u die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, existiert eine Borel-Menge B mit
w(B) = 0, sodass x — ©*o(u, x) in X \ B wohldefiniert ist.

2. Falls ug die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, existiert eine Borel-Menge B mit
wo(B) = 0, sodass x — ©Ho(u, x) in X \ B wohldefiniert und endlich ist.

In beiden Fillen ist x — ©H°(u, x) eine Borel-messbare Funktion in X \ B.
Beweis. [15, Theorem 3.23] [

Theorem 1.3.18 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Seien w, ug offen o-endliche Borel-regulare
aulere Make und habe o die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft.

1. (Radon-Nikodym) Falls u < o (somit hat auch u die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft),
gilt

H(A) = [ €% x) diao(x) (1.26)
A
fiir jede Borel-Menge A C X.

2. (Lebesguescher Zerlegungssatz) Es existiert eine Borel-Menge Z C X mit uo(Z) = 0,
sodass

W(A) = foc + s = /A 040 (11, X) diso(x) + L Z(A) (1.27)

fiir jede Borel-Menge A C X.
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3. Falls u die Symmetrische-Vitali-Eigenschaft hat, gilt (1.27]) mit
Z={xeX:0"(u, x)=+oo}. (1.28)
Bemerkung 1.3.19. 1. Nach der Bemerkung folgt, dass die Menge Z in (|1.28)) eine
wo-Nullmenge ist.

2. Nach der Bemerkung|1.3.9folgt, dass (1.28)) fiir X = R" auch fiir u ohne die Symmetrische-
Vitali-Eigenschaft gilt.

3. Die Male u,. und us heilBen absolut stetiger und singularer Teil von u bezliglich pg.

Beweis von Theorem [1.3.18 Da u, o offen o-endlich sind, kdnnen wir ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass u(X), uo(X) < +oo (Ubung). Sei B die Borel-uo-
Nullmenge aus Theorem [1.3.17| Fiir eine Borel-Menge A C X \ B definiere

(A) = [ ©(3.%) do()
A
und fiir eine beliebige Teilmenge A C X \ B setze v wie folgt fort:
v(A) = inf{v(S): AC S, S Borel-Menge}.

Somit ist v ein Borel-regulares dauleres Mak (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals und Lem-
ma . Fir eine Borel-Menge A, m € Z und t > 1 setze A, = {x e A:th <
OHo (1, x) < t'"“}. Da x — ©*°(u, x) Borel-messbar ist, ist A,, eine Borel-Menge und somit
w- und wo-messbar, da beide w, wo Borel-regular sind. Es gilt

A\ U An={xe X :0"(ux)=0}U{x e X :0"(u, x)=+oo}U{x € X : A" (u,x)}

mezZ

und Upnez Am A\ Upmez Am sind Borel-Mengen. Aus Satz [1.3.17}2. folgt, dass
po({x € X 1 ©"(u, x) = +o0}) = po({x € X : AO* (1, x)}) =0
und somit
u({x € X :0"(u,x)=+o00}) =pn({xeX:A0"(ux)}) =0,

da p < po. AuBerdem folgt aus Satz 1., dass uo({x € X : ©*(u,x) = 0}) = 0.

Somit gilt
w(A) :u( U Anu (AN | Am)) =u< U Am>.

meZ meZ

Somit liefert Satz[1.3.10| dass

w(A) = u( U Am) =3 wlAn) =) t"uo(An)

meZ mezZ meZ

IS (A = S (A = L ua)

meZ mezZ
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da v Borel-regular ist. Mit Satz [1.3.16}1. gilt, dass

w(A) = /z( U Am) =Y u(An) <Dt uo(Ay)

meZ meZ meZ
=t t"uo(An) <Y v(An) = tu(A),
meZ meZ

da v Borel-regular ist. Somit gilt
1
7 V(A) < u(A) < tv(A),

und wir erhalten ([1.26)) fir t | 1.

Um den Zerlegungssatz zu beweisen, argumentieren wir wie folgt: Aus Lemma [1.3.15
existiert eine Borel-Menge B C X, sodass po(B) =0 und pL (X \ B) < . Somit kdnnen
wir das obige Argument auf das Mal w L (X \ B) anwenden und erhalten, dass

WA\ B) = / 0 (1, x) dpiol(x)

A

fir jede Borel-Menge A C X. So bekommen wir (1.27)) mit Z = B.

Zu 3.: Aus Satz [1.3.16}1. folgt, dass puo(A) = 0= u(A) =0 firalle AC X\ Z, d.h.
pwl (X \ Z) < po. Somit kénnen wir (1.26]) auf w L (X \ Z) anwenden und erhalten die
Aussage. [ |

1.4 Radon-Malse

In diesem Kapitel wird X ein lokalkompakter Hausdorffraum mit Topologie T sein.
Definition 1.4.1. Ein topologischer Raum (X, T) heilst lokalkompakter Hausdorffraum falls:

1. (Hausdorff) Fiir jede x,y € X, x # y existieren U,V € T, sodass x € U, y € V und
unv=490.

2. (lokale Kompaktheit) Fiir jedes x € X existieren V C X und U € T mit U CV (V ist
eine Umgebung von x) und V' kompakt.

Oft werden wir fiir X folgende Eigenschaft voraussetzen:

Voraussetzung 1.4.2. Jede offene Menge des lokalkompakten Hausdorffraumes X ist eine
abzahlbare Vereinigung kompakter Teilmengen.

Jeder zweitabzahlbare lokalkompakter Hausdorffraum (z.B. R") erfillt [1.4.2]

Definition 1.4.3. Ein Radon-Mak in X ist eine duleres Mals u mit folgenden Eigenschaften:
1. w ist Borel-reguldr und u(K) < +oo fiir K € X kompakt.
2. Fiir jede Teilmenge A C X gilt u(A) = inf {u(O) : AC O, O offen}.
3. Fiir jede offene Teilmenge O C X gilt u(O) = sup {u(K) : K € O, K kompakt}.
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Theorem 1.4.4. Erfiille X Voraussetzung [1.4.2 Ein duBeres Mak in X ist ein Radon-Mak
genau dann, wenn . Borel-regular ist, und u(K) < 4+oco fiir K C X kompakt gilt.

Beweis. [15, Lemma 4.9, p.31] [

Radon-Male sind in gewisser Weise kompatibel mit der Topologie des Raumes. Im folgenden
wird C.(X,Y) den Raum aller stetigen Funktionen f : X — Y mit kompaktem Trager
bezeichnen, wobei Y eine Teillmenge eines topologischen Vektorraumes Z ist, und 0 € Y.
Erinnerung: supp f := X \ {x € X : 30 € 7 sodass x € O und f|p = 0}.

Theorem 1.4.5 (Rieszer Darstellungssatz fiir nicht-negative Funktionale). Sei
A Ce(X, [0, 400)) — [0, 4+00)
linear in Cc(X, [0, +00)). Dann existiert ein Radon-MaB p in X, sodass \(f) = [, f du.
Beweisidee [15, Theorem 4.12, p.33]. Fiir O C X offen, definiere
u(O) = sup {X(f) : f € C(X,[0,+0)),f < 1,suppf C O} (1.29)
und fir beliebige A C X definiere
u(A) = inf{u(0): AC 0,0 €T} (1.30)

Zunachst, wird gezeigt, dass u__ein aulberes Mal ist. Dazu verwendet man eine Zerlegung der
Eins beziglich einer endlichen Uberdeckung des Tragers einer Funktion f.

Als nachstes wird gezeigt, dass p ein Radon-MaB ist. Da w aus ([1.29))-(1.30) Eigen-
schaften 2. und 3. der Definition erfillt , verwendet man folgendes Lemma: Sei u ein

auleres Mals, sodass Eigenschaften 2. und 3. der Definition erfiillt sind. Dann ist u ein
Radon-Mak, falls
p(K1 U Ks) = u(Ki) + p(K2) < +oo (1.31)

fur alle K1, K> kompakt und disjunkt.

Fir f € Cc(X,[0,+00)) und € > O wahle 0 =ty < t; < -++ < ty_1 < supf < ty mit
t;— tio1 < e und setze U; = (-1, )}, j=1,..., N. Aus der Definition von w, der
Definition eines Radon-Males, der Linearitat von A und der Abschatzung

N N
D tu(U) < / fdu<> tu)
j=1 X

Jj=1

folgt

N
—& (u(supp ) +supf) < — Z(tj —ti)u(U;) —esupf
j=1
< [ fau-xn
X

N
< Z(L‘J —ti)w(U;) +esupf <e(u(suppf) +supf).

Jj=1

Mit € | O wird der Beweis beendet. n
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Zunachst zitieren wir den klassischen Darstellungssatz von Riesz fiir LP-Raume.

Theorem 1.4.6. Seien p € [1,+00), g € (1, 4+0o¢], sodass 1/p+ 1/qg = 1. Die durch

gHTg(f):/fgdu
X

definierte Abbildung T : L9(u) — (LP (p,))>k ist eine Isometrie. Sie ist zusatzlich ein Isomor-
phismus, falls (i) p € (1, 00), oder (i) p =1 und w ist o-endlich, oder (iii) p =1 und X ist
zusatzlich eine topologische Gruppe.

Beweis. Siehe [3, Proposition 3.5.5] und weitere Diskussion auf S.108. [

Fiir einen Vektor x € R” sei |x| = /X + -+ + x2.

Theorem 1.4.7 (Rieszer Darstellungssatz). Sei X zusatzlich entweder eine topologische
Gruppe oder ein o-kompakter Hausdorffraum und sei L : C, (X , IR”) —> R linear, mit

sup {L(F):f € C(X,R"),|f| <1,suppf C K} < +o0 (1.32)

fiir jede K C X kompakt. Dann existiert ein Radon-Mals 1 in X und eine u-messbare Funktion
v:X —R"mit |v| =1 p-fi.in X, sodass L(f) = [, f-v du.

Beweisidee [15, Theorem 4.14, p.35]. Definiere X : C.(X, [0, +o0)) —> [0, +00) durch
A(F) = sup {|L(w)] : w € Cc(X,R"), |w| < f}.

Aus folgt, dass A(g) < +oo fir alle g € C.(X,[0,+00)) (setze K = suppg in
(1.32)). Bemerke auBerdem, dass A(c f) = cA(f) und X(f + g) > X(f) + A(g) fir f,g €
Cc(X, [0, 400)) und ¢ > 0 gilt, denn |wy| < f und |w,| < g impliziert |wy + wo| < f + g und
somit A(f +g) > L(w;) + L(w-). Fiir die umgekehrte Ungleichung zerlegt man ein beliebiges
lw| < f+ginw=w;+ ws, sodass |wi] < f, |wa| < g. Somit gilt L(w) = L(wy) + L(ws) <
)+ X(9).

So erfiillt A die Voraussetzungen des Theorems [1.4.5 und somit existiert ein Radon-Mal3
u sodass A(f) = [, f du und dariiber hinaus

sup {|L(w)| 1w € Cc(X,R"), lw| < f} :/ fdu (1.33)
X
fiir alle f € C.(X, [0, +00)).

Fir j = 1,..., nund f € C.(X,R) definiere \;(f) = L(f¢), wobei {¢}j=1
kanonische Basis in R” ist. Aus (|1.33)]) folgt

, die

IN(F)] = [L(f &)
<sup{|L(w)]: w € C(X,R), |w| < If[}

:Mm):/xm .

Somit kann X, zu einem linearen und stetigen Funktional auf L*(u) fortgesetzt werden (mit-
hilfe von Hahn-Banach-Theorem). Aus Theorem existiert v; € L*°(u), sodass

)\J(f) = L(f eJ-) = / fl/j d/.l,, (134)
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fir alle f € C.(X,R). Sei jetzt f = Y7 fie; € C(X,R"). Aus (1.34) existiert v €
(L>=(w))", sodass

n

L(f):ZL(zj-ej):/Xf-udp,. (1.35)

Der Beweis von |v| =1 u-f.i. folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und aus einem
Approximationsargument. [

Definition 1.4.8. Das Mal p aus Theorem heiSt TotalvariationsmaB beziiglich des
Funktionals F. Es ist fiir eine offene Menge O C X durch

u(O) =sup {L(f): f € C(X,R"),|f| < 1,suppf C O}
definiert.

Mithilfe des Darstellungssatzes von Riesz sind wir in der Lage eine wichtige Kompaktheits-
aussage fir Radon-Malse zu beweisen.

Theorem 1.4.9 (de la Vallée-Poussin). Sei X zusatzlich ein o-kompakter Hausdorffraum und
sel {ux }ken €ine Folge von Radon-Maken mit der Eigenschaft

sup ux(K) < 4oo fiir alle K € X kompakt. (1.36)
keN

Dann existiert ein Radon-Ma# w in X und eine Teilfolge {1 }ien, Sodass

lim / fdu, :/ f du fir jede f € C.(X,R). (1.37)
X X

1—00

Beweis. Seien Ki, K>, ..., sodass X = UjeN K. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
konnen wir annehmen, dass K; C Kj;1 (wenn nicht, definiere K} := UJ/':1 K;). Definiere
Fix: C(K;,R) — R durch F(f) = [, f dux. Somit ist die Folge {F;x}xen C (C(K;,R))"
aus gleichmalkig beschrankt. Einje rekursive Anwendung des Theorems von Alaoglu
ergibt Teilfolgen {Fjx}wen,cn mit Nip1 € N; und F; € (C(K;, R))", sodass

lim F(F) = F(F) (1.38)

K'EN;

fir alle f € C(K;,R). Fiir j € N setze k; := min{k’ € N, : ki_;1 < k’'} wobei kg := 1, und
bemerke, dass k; wohldefiniert ist, da N, eine unendliche Teilmenge von N ist.

Fir f € C.(X,R) existiert j € N, sodass supp f C Kj. Definiere j¢ als das Minimum aller
dieser j. Definiere das Funktional F : C.(X,R) — R durch F(f) := F;,(f). Da supp(cf) =
supp f fir c e Rqilt F(cf) = F,(cf)=cF;,(f) =cF(f). Fir f,g € C.(X,R) gilt

F(F+9) = Fi(f +9) = B, (1) + Fi(9)

- klinoo Fjﬂrg'k/(f) + k!inoo ij+g,k/(g)
KENz. g k€Nt
k' =00 k'—oo  Jk.

K'
’ . JF+ / . Jf+
k G/ij g 9 k GNJf g 9
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k!'—00 supp f k!'—00 supp g

k/eNjH—g k’eNng

= |im f d,U,k/ 4+ lim g d,u,k/
k!'—00 K; k!'—o00 K;
K'eNj,, f K'ENj, g

= F(f) + F,(9) = F(f) + F(9).

da Jjryg = Jr.Jg und somit N; - C N, N;.
Seien € > 0, f € C(X,R). Aus ([1.38)) folgt, dass {Fj«}wen, eine Cauchy-Folge ist, und

somit jo > jr und k{ € N; C N, existieren, sodass fiir alle j > jo und k' > ki, k" € N,

/ fd/J,kJ_/ fd/j,k/
K; K;

J J

<g und

[ f e~ Fi(n)| <
K

Jf

N ™

wobei die zweite Ungleichung fiir j = jr wieder aus ([1.38)) folgt. Somit gilt

[ o F0) = | [ 7 duy -0
X K

Jf

/ fd,u,kj—/ fd/J'k'
K K;

Jf J

IN

+

/ f d,U,k/ — FJF(f)
K

J

= / fdu'kj_/ fduw|+ / fdue — F(f)] <e,
K; K; K;
das heildt
lim / fduy = F(f). (1.39)
J—0 X

Voraussetzung (1.36]) erlaubt uns Theorem auf F anzuwenden, und die Existenz eines
Radon-MaRes u zu beweisen, sodass F(f) = fx f du fir alle f € C.(X,R). Somit ergibt sich

aus (1.39) letztlich, dass
lim / fdukj:/ fdu.
J—00 X X



Kapitel 2

Grundlagen aus der Analysis

2.1  Funktionen beschrankter Variation

Definition 2.1.1. Sei Q C R" offen. Eine Funktion u € L} _(Q) (beziehungsweise L*(2))

loc

hat (lokal) beschrankte Variation, d.h. u € BV|,.(QQ) (beziehungsweise BV (2) ), falls fiir jede
offene Menge E CC Q, d.h. E C Q relativ kompakt (beziehungsweise E = Q)

|Du|(E) = sup {/ udivgdL":ge CHE,R"),|g| < 1} < 400 (2.1)
E

gilt.

Satz 2.1.2. Seiu € BV,(Q2). Dann existiert ein Radon-Mak u. und eine u-messbare Funktion
v:Q — R", sodass |v| =1 u-f.i. in Q und

/udivgdﬁ”:—/g-udu
Q Q

Beweisidee [4, Theorem 5.1, p.194]. Fiir E CC Q definiere das Funktional F : C}(E,R") —
R durch

fir alle g € CL(Q2, R™).

F(g) = —/ udivg dL”
E

und setze F mithilfe von (2.1) und dem Hahn-Banach-Theorem auf C.(2, R") fort. Der
Darstellungssatz von Riesz liefert dann den Bewels. [ |

Bemerkung 2.1.3. 1. Das TotalvariationsmaR w erfiillt u = |Dul.
2. Fir u e WLL(S) gilt [Du| = |[Vul im Sinne von |Dul(E) = [z |Vu| dL", und

loc
Oju
0 fir [Vu| = 0.

fur |Vu| # 0,

3. Der distributionelle Gradient Du = (D u, . . ., D,u) von u € BV,,(2) (beziehungsweise
BV(Q)) ist ein vektorwertiges Radon-MaR in E CC 2 (beziehungsweise in €2).

25
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4. Es qilt [ d|Du| = |Dul|(E).

Definition 2.1.4 (Konvergenzbegriffe in BV). 1. Eine Folge {u;}jen C BV(S2) konver-
giert schwach-x gegen eine Funktion u € BV (Q), falls u; — u in L* und Du; = Du,
d.h.

lim / g dDu; = / g dDu fiir alle g € C.(2, R").
Q Q

J—o0

2. Eine Folge {u;}jen C BV/(S2) konvergiert strikt gegen eine Funktion u € BV (Q), falls
up — u in LY und |Duj|(2) — |Du|(X).

Satz 2.1.5 (Eigenschaften von BV). 1. Strikte Konvergenz impliziert schwach-x Konver-
genz. Die Umkehrung ist generell falsch.

2. Falls u € BVj,(Q2) (beziehungsweise u € BV(Q2)) mit Du = 0 (beziehungsweise
|Dul(2) = 0), so ist u in jeder zusammenhangenden Komponente von Q L"-f.i. kon-
stant.

3. BV(Q2) ist ein Banachraum mit der Norm |ul|g, = |lull,» + |Du|(§2). Er ist nicht
separabel.

4. |Du|(Q) ist die Operatornorm von Du € D'(QQ,R").

5. BV(Q2) ist der Dualraum eines separablen Banachraumes. Die duale schwach-+ Topo-
logie induziert die oben definierte schwach-x Konvergenz.

6. WH(Q) C BV(Q) und ||ullgy = l|ullys fiir alle u € W),

7. Sei {u;j}jen C BVioc(Q2) (beziehungsweise BV (QQ)) und u € L, .(S2), sodass u; — u

loc
in L},.. Dann gilt |Du|(E) < liminf;_. |Du;|(E) fiir alle E CC Q (beziehungsweise

E=0Q)

8. Seien u € BV(QQ) und f : R — R Lipschitz mit f(0) = 0 falls |Q2] = oo. Dann gilt
foue BV(Q) und |D(f o u)|(2) < F|Du|(R2), wobei F > 0 die Lipschitz-Konstante
von f ist.

Beweis. Siehe [1], [4]. Zu 2.: |[Du|(Q2) = 0 impliziert |, u8;g dL" = 0 und somit Du=0. W

Satz 2.1.6 (Eindimensionale Charakterisierung). Fiir jede Funktion u € BV/(a, b) existiert
i€ BV(a,b), sodass u= i L -f.i. in (a, b) und

N-1
|Dul(a, b) = sup{z |0(t;) —d(ti)|a<ti <--- <ty < b N> 2} :
=1

Die Funktion i heilst guter Reprasentant von u.
Beweis. Siehe [1, Theorem 3.27, (3.24)]. [

Beispiel 2.1.7. Die Heaviside Funktion H : R — R mit
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erfillt H € BV(R) mit |[DH|(R) = 1. AuBerdem ist |DH| das Dirac-MaB §:

0 fiir 0 € A,
A) =
5(A) {1ﬂjr06A.

Gesehen als Distribution gilt (9, g) = g(0).

Satz 2.1.8 (Approximation). Der Raum C*(Q2) N BV/(Q2) liegt dicht in BV (Q2) beziiglich der
strikten Konvergenz. Fiir u € BV),(QQ) existiert eine Folge {u;}jen C C>®(£2) N BVioc(R2),
sodass u; —> u in L},. und |Duj| = |Dul.

loc

Beweis. Siehe [4, Theorem 5.3, p.199], [15, Lemma 2.5]. [ |

Das Radon-Nikodym-Theorem|1.3.18|impliziert, dass |Du| = |Duls+|Vu| L" fir u € BV}o(Q)
gilt, und u € WL1(Q) <= Dus = 0. Insbesondere gilt u € BY = U = Uapsolut stetig + Usprung +

loc
UcCantor-

F 3

1
344 -

/,
112
/&

174 /

El| /9 29 1/3 W3 I ORO 1

Abbildung 2.1: Iterative Konstruktion der Cantorfunktion (Teufelstreppe).

Satz 2.1.9 (Einbettungen). Sei Q2 C R" offen, sodass 052 kompakt und Lipschitz ist. Die
Einbettung BV (Q2) < LP(S) ist stetig fiir p € [1, -2 und kompakt fiir p € [1,-2). Hier
gilt die Konvention 1/0 = oc.

Beweis. Siehe [I, Corollary 3.49]. [ |

Satz 2.1.10 (Kompaktheit). Sei {uj}jen C BVioc(QQ), sodass

sup (HU_/'||L1(E) +/ d|DUj|) < 400
JEN E

fiir alle E CC Q. Dann existieren u € BVjoc(2) und {uj }ken < {uj}jen, sodass uj, —> u in
L}..(R). Falls {u;}jen C BV(QQ) gleichmaBig beschrankt ist, gilt u € BV(Q2) und u;, = u.
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Beweis. Siehe [1, Proposition 3.23]. [

Satz 2.1.11 (Poincaré Ungleichung). Sei W ein nicht-trivialer Unterraum von BV (Q2), abge-
schlossen beziiglich der L*-Topologie, mit der Eigenschaft: u € W, u in jeder zusammenhan-
genden Komponente von Q2 konstant => u = 0. Dann existiert eine Konstante C(Q2) > 0,
sodass ||u]|;» < C(Q) |Du|(RQ) fiir alle u e W.

Beweis. Angenommen es existiert {u;}jey C W, sodass [|ujll,;; > j[Duj|(2). Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass u; # 0. Definiere v; = u;/ ||uj]|,;:. Dann
gilt [|v;|[,» = 1, und aus der Definition der Totalvariation folgt [Dv;[(Q2) = [Du;|(Q2)/ |lujl|;: <
1/j. Somit gilt sup;ey [|vjll g, < 2 und daher existieren eine Teilfolge {vj, }xen und v € BV(Q),
sodass v;, — v. Da W ein abgeschlossener Unterraum ist, gilt v € W. Die Unterhalbstetig-
keit der Totalvariation impliziert

1
IDV|(Q) < liminf |Dv, |(Q) = liminf = = 0.
k—00 k

—00  Jk

Somit ist v in jeder zusammenhangenden Komponente von €2 konstant und daher v = 0. Das
ist ein Widerspruch zu ||v;|,. = 1. [

2.2 Die Flachenformel

Seien A C R" L"-messbar und f : A — R™™ Lipschitz und injektiv. Dann existiert ;f
L"-f.i. und somit die Jakobi-Determinante

O1fi ... Oifprm O1fi ... Opfy
Jri=/det (VFTVF) = |det P P
Onfi ... Onfpam Or1fnem - Onform
Dartiber hinaus gilt
H(F(A)) :/Jf dH". (2.2)
A
Falls f nicht injektiv ist, gilt
/ HO(F 1 (y) NA) dH"(y) =/Jf dH", (2.3)
Rn+m A

wobei H°(f~*(y) N A) die Anzahl von Elementen im Urbild von f, die in A liegen, angibt. Fiir
eine Funktion h € L} _(R") gilt

/ < > h(x)) dH”(y):/th dH". (2.4)
BT\ xer1(y) A

Fir H"-f.a. y € R™™ gilt, dass f~1(y) abzahlbar ist ([4, Remark, p.119]).

Beispiel 2.2.1. 1. Sei v : R — R” eine injektive und stetig differenzierbare Abbildung.
Dann gilt Jy, = /|v¥'|?> = |¥| und somit

b b
' (v([a, b)) = / | Kt = / y/(s)] ds.
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2. Seien Q2 C R" ein Gebiet, u € C(2) und M = {(x, u(x)) : x € Q} der Graph von u.
So ist M = (), wobei ¢ : x — (x, u(x)), und es gilt

’H”(/\/l):/\/lJr!VuP ac’
Q

Fiir die Beweise der Formeln siehe [4, Section 3.3].

2.3 Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Abbildung 2.2: Die Untermannigfaltigkeit M und die lokale Immersion .

Zuerst setzen wir fest was Stetigkeit und Differenzierbarkeit in einer beliebigen Teilmenge
bedeutet.

Definition 2.3.1. Sei k > 1 und M C R"*™ beliebig.

1. Eine Funktion f : M — R* heiBt C" in M, falls eine offene Menge O C R™™ mit
M C O und eine C" Funktion f : O — R¥ existieren, sodass f|y = f. Fiir x € M
definiere Vf(x) = Vf(x), falls Vf|y unabhingig von der Fortsetzung f ist.

2. Eine Funktion f : M — R¥ heift lokal Lipschitz in M, falls fiir jedes x € M ein p > 0
und ein L > 0 existieren, sodass

fy)—f(@) < Lly—2

fiir alle y,z € M N B(x, p).

Definition 2.3.2. 1. Sei M C R” eine Menge. Eine stetig differenzierbare Funktion v :
M — R"™™ heit Immersion, falls der Gradient V1 wohldefiniert in M ist, und falls
fiir alle x € M der Rang der (n+ m) x n Matrix V(x) gleich n ist.

2. Sei r > 1. Eine Menge M C R"™™ heit n-dimensionale C" Untermannigfaltigkeit von
R ™ falls es zu jedem Punkt x € M eine offene Menge O C R™™ mit x € O gibt,
sowie eine offene Menge 2 C R" und entweder eine Immersion

P Q—>MnNO
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oder eine Immersion
v QN{x=(x,..., X)) €ER":x, >0} — MnNO,

sodass 1 in beiden Fallen sowohl ein Homéomorphismus als auch eine C" Abbildung ist.
Die Abbildung 1 heilst lokale Parameterdarstellung.

3. Das Innere einer n-dimensionale C" Untermannigfaltigkeit von R"*™ st definiert durch:
x € int M, falls es eine offene Menge O C R"™™ mit x € O sowie eine offene Menge
Q C R" und eine Immersion i : Q —> R"™™ existieren, sodass ¢ : Q2 — M N O eine
lokale Parameterdarstellung ist.

4. Der Rand einer n-dimensionale C" Untermannigfaltigkeit von R"t™ st definiert durch
OM = M\ int M.

Abbildung 2.3: Eine Untermannigfaltigkeit M mit einem nicht-leeren Rand.

In diesem Abschnitt bezeichnet M eine n-dimensionale C" (r > 1) Untermannigfaltigkeit von
R+,

Der Rand einer Untermannigfaltigkeit unterscheidet sich vom topologischen Rand: Seien
M= {(x,y,0) e R®: x e [-1,1],y € [-1,1]}

und
M, ={(x,y,0) €eR>: x € (~1,1),y € (—1,1)}.

Dann gilt OM; # OiopMa = OiopM1 = My und OM, = (). Um die Randpunkte einer Unter-
mannigfaltigkeit zu charakterisieren, existiert ein anschauliches Tool:

Lemma 2.3.3. Seien x, ¥, Q und O wie in Definition[2.3.2-2..

1. Falls ¢ : Qn{x = (xq,..., X,) € R" : x, > 0} — MNO und x = Y(y) fir
yeQn{x=(x,..., X,) € R": x, > 0}, dann gilt x € int M.

2. Fallsy : Qn{x = (x,..., X)) € R" : x, > 0 — MNO und x = Y(y) fiir
yeQn{x=(x,..., X,) € R": x, = 0}, dann gilt x € OM.

Beweis. Siehe [14], Lemma 24.2, p.205]. [
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Theorem 2.3.4. Falls OM # (), dann ist OM eine (n — 1)-dimensionale C" Untermannigfal-
tigkeit von R"™™ ohne Rand.

Beweis. Siehe [14, Theorem 24.3, p.206]. [ |

Definition 2.3.5. 1. Seix € int M. Der Tangentialraum T,,M an M in x ist der Vektorraum
aller T € R™™, sodass eine C* Kurve v : (—1,1) — R™™ mijt y((-1,1)) C M,
¥(0) = x und T = v'(0) existiert.

2. Sei x € OM. Der Tangentialraum T, M an M in x ist der Vektorraum aller T € R"™,
sodass eine C* Kurve 7y : (—1,1) — R™™ mit v((0,1)) € M oder v((—1,0)) C M,
¥(0) = x und T = v'(0) existiert.

Es gilt
TeM = span{0:19(y). . ... B (¥)},
wobei ¥ eine lokale Parameterdarstellung mit ¥(y) = x ist.

Fir eine Funktion betrachten wir die Richtungsableitung: Seien x € M und 7 € T, M.
Man definiere

D,f(x) = %f(fy(t)ﬂt:(),

wobei v : (=1,1) — M eine C! Kurve mit y(0) = x und (0) = 7 ist. Eine wichtige
Folgerung des Theorems von Rademacher ist folgender Satz.

Satz 2.3.6. Sei f : M —> R lokal Lipschitz.

1. Es existiert eine H"-Nullmenge E, sodass fiir alle x € M\ E die Ableitung D,f(x)
fiir alle T € T,M existiert und die Abbildung T — D.f(x) eine lineare Abbildung von
T, M — R¥ jst.

2. Sei f die Einschrankung einer lokalen Lipschitz Funktion f, die in einer offenen Menge
O D M definiert ist. Dann gilt D-f(x) = LF(x + tT)|

dt t=0"

Beweis. Siehe [15, 4.8-4.10, p.57]. [ |

Fir eine lokal Lipschitz Funktion kann man auf der Mannigfaltigkeit Div-Grad-und Co. defi-
nieren.

Definition 2.3.7. Seien f : M — RK, X = (X, ..., Xnim) : M —> R™™ Jokal Lipschitz,
x € M und {7;}7_; eine Orthonormalbasis von T, M.

1. Der Pushforward (Differential oder induzierte lineare Abbildung) dfM : T,M — Rk jst
durch dfM(7) = D,f(x) definiert.
2. Der Gradient V f ist durch

n

Vuf(x) = Z (DTJ,f(X)) T

Jj=1

definiert. Er ist ein Vektor fiir k = 1 und eine Matrix flir k > 1.
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3. Die Divergenz divy, X ist durch
divy X (x Z Dy X;(x

definiert.

4. Die Jakobi-Determinante Jr ist durch Jg¢(x) = \/ det (Vuf(x)T Vuf(x)) definiert.

Falls f die Einschrankung einer lokalen Lipschitz Funktion f ist, die in einer offenen Menge
O D M definiert ist, gilt
V/\/]f(x) — PTXM<an+mf(X)),

wobei Pr, , die orthogonale Projektion auf T,M ist.

Satz 2.3.8. Seien k > n, f : M — R¥ lokal Lipschitz und h € L},.(M). Dann sind die
Funktionen y = 3~ 1,y h(x) und x = h(x) Jr(x) H"-messbar und gilt

/f(M)< > h(x)) d’l—[”(y):/Mth dH". (2.5)

xef~1(y)
Beweis. Siehe [15, 4.13, p.58], [4, Theorem 3.9, p.122]. [ |

Satz 2.3.9. Sei M zusatzlich C? und kompakt in R™™™, und sei X : M — R™™™ Lipschitz,
sodass X(x) € T, M fiir alle x € M gilt. Dann gilt

/ divyy X dH" = X v dH™ 1,
M oM

wobei v der (bzgl. M) duBere Normalenvektor von M ist, d.h. fiir x € M und fiir eine C*
Kurvery : (—=1,1) — R™™ mity((0,1)) € M, v(0) = x, v'(0) € (TX8M)L und |v'(0)| =1,
gilt v(x) = —v'(0).

Beweis. Der Beweis folgt aus [14, Theorem 38.8, p.319], wenn man R"*! als eine C! Un-

termannigfaltigkeit von R"*™ betrachtet. Siehe auch [I, Theorem 7.34], [0 p.391]. Fiir die
Vollversion siehe [6], 4.5.6, p.478]. |

Definition 2.3.10. Seien M eine C? Untermannigfaltigkeit, x € M, vy, . . ., Vm In einer UmL—
gebung Uy von x definierte C* Vektorfelder, sodass vi(y) - v;(y) = 6, und vj(y) € (T, M)
fiir alle y € V,, " M, wobei V,, C U, eine Umgebung von x ist.

1. Die zweite Fundamentalform B, : TM x T,M — (TX M)L ist definiert durch
Z n-D VJ(X) vj(x).
Jj=1

2. Sei {7;}i_, eine Orthonormalbasis von T, M. Der mittlere Kriimmungsvektor H(x) ist
def/n/ert durch

H(x) = ZBX(TJ-,TJ)-

Es gilt

n

H(x) = —Z (divi vi(x)) vi(x) € (TX/\/I)L.

J=1
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a

Abbildung 2.4: Die Normalfelder (schwarz, rot) einer zwei- und eindimensionalen Untermannig-
faltigkeit von R3.

Bemerkung 2.3.11. 1. (Ubung) Seien 7 € T,M mit |7| = 1 und 7y : (—1,1) —> R™™
eine C2 Kurve mit y(0) = x, 4/(0) = 7 und y((—1,1)) C M. Dann gilt

By(T.T) = P (7"(0)).

2. Seien 7,m € T,M, O C R? offen mit (0,0) € O und ¢ € C2(O, R™™) mit ¢(0,0) = x,
0, ¢(0,0) =T, 0,,0(0,0) =n und (O) C M. Dann gilt

Bx(Tv 77) = _’D(TXM)l (8X1X2()0(01 O))

3. Die Bilinearform B, ist symmetrisch.
Satz 2.3.12. Sei M zusatzlich C? und kompakt in R™™, und sei X : M —» R™™ [ipschitz.
Dann gilt

/divMXdH”:—/X-Hd”H”—i- X v dH"™t,
M M oM

wobei v der duBere Normalenvektor von OM ist.

Beweis. Wir zerlegen X in ein Normal- und ein Tangentialteil:
X = Pr.u(X) + (Id = Pr.y)(X) = Pru(X) + Py (X)
und somit
diVM X = diVM PTXM(X) + diVM ’D(TXM)l(X)- (26)
Sei x € M. Es existiert eine Umgebung U, von x, sodass

m

Pran- (X)) =D (X)) vi(y)

Jj=1
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fur alle y € Uy (in der Notation von Definition [2.3.10]), und dartiber hinaus ergibt sich
divis Py (X)(v) = Y divy ((X ) - v()) Uj(y)>
= 3 (TwlX0) ) 5 0) + (XD 5 0) dunrsn)

=Y (X)) - y(y)) divig yi(y).

j=1
Somit gilt
diviy Py (X)(x) = =X (x) - H(x) (2.7)
fur alle x € M. AuBerdem, da Pr v eine Lipschitz Abbildung ist, impliziert Satz [2.3.9] dass
/ diviy Prm(X) dH" = | X-vdH"?, (2.8)
M oM
da v(x) € T,M. Die Relationen ([2.6))-(2.8)) liefern das Ergebnis. [

2.4 Erste und zweite Variationsformel

In diesem Abschnitt wird M eine n-dimensionale C* Untermannigfaltigkeit von R™ sein.

Bedingungen 2.4.1 (DefoerationsfeId). 1. Die Menge Q2 C R™™ mit QN M # (0 ist
offen, und es ist H"(K N M) < oo fiir alle K C Q kompakt.

2. Es existieren eine kompakte Menge K C €2 und eine Familie von Diffeomorphismen
{@t}ttej-1.1) mit @ 1 Q — Q, sodass

(a) Die Abbildungen (—1,1) x Q — Q, (t,x) — @:(x) sind C>* (zweimal Lipschitz
differenzierbar).

(b) po(x) = x fiir alle x € Q.

(c) o:(x) = x fiir alle (t,x) € (—1,1) x Q\ K.

3. Man definiere X(x) = Oypo(x) und Z(x) = derpo(x). Es gilt X € CLH(, R™™) und
Z e CH(Q R™M).

4. Man definiere M; = p.,(M N K).

Somit ist {M;}+e[—1.1) eine Familie von n-dimensionalen C! Untermannigfaltigkeiten (die Kom-
position von ¢; mit der lokalen Immersion ist wieder eine Immersion, ¢, ist ein Diffeomor-

phismus), und es gilt My = M N K. Um die erste und zweite Variationsformel
d H" (M) nd i H"(My) (2.9)
dt o U dt? Y=o’ '

zu berechnen, benotigen wir:
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Abbildung 2.5: Eine glatte lokale Verformung von M.

(i) die Flachenformel (Satz [2.3.8))

HOME) = H (oM K)) = [ Sy 01

MK
(ii) eine Taylorentwicklung zweiter Ordnung der Jakobi-Determinante und,

(iii) ein Approximationsargument.

Somit gilt
%H"(Mt) = /AWdiva dH" (2.10)
j—;%”(/\/lt) T /I\/lmK { divi Z + (divis X)* + le | Py (D X) |7,
_ Z (1,- D5 X) (7, - DT,.X)} dH", (2.11)
=

wobei {7;}7_, eine Orthonormalbasis von T, M ist. Diese Berechnung motiviert folgende De-
finition.

Definition 2.4.2. 1. Seien Q C R™™ offen mit QN M # () und H"(K N M) < oo fiir alle
kompakte Mengen K C 2. Die Untermannigfaltigkeit M heilst stationar in €2, falls
/ divy X dH" =0
M

fiir alle Vektorfelder X € CL(R™™, R™™) mit supp X C Q.

2. Seien N eine (n+ I)-dimensionale C? Untermannigfaltigkeit mit 0 < | < m und M C N,
Q C R™™ offen mit QNON = QNOM = (. Die Untermannigfaltigkeit M heilst stationar
in QN N, falls

/ divy X dH" =0
M

fiir alle Vektorfelder X € CL(R™™, R™™) mit: (i) supp X C , (ii) supp XNN kompakt
in R"™™ und (i) X(x) € T,N fiir alle x € M.
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Abbildung 2.6: Deformation entlang T, N.

Mithilfe des Satzes von GauB-Green (Satz[2.3.12)) kann man folgende Aussage treffen.

Lemma 2.4.3. Sei M zusatzlich eine C? Untermannigfaltigkeit von R™™ mit mittleren Kriim-
mungsvektor H, und sei Q C R™" mit QN M # () offen. M ist stationar in Q genau dann,
wennH=0in MNQ und BM N Q = 0.

Bemerkung 2.4.4. Falls M als Graph einer skalarwertigen Funktion u € C2(E) fir ein C?
Gebiet £ C R" dargestellt werden kann (d.h. m = 1), gilt

: Vu _

wobei H = Hv und v der auBere Normalenvektor von M ist, d.h. v(x) € (TXM)L. Die
Funktion H heit mittlere Kriimmung und Gleichung ([2.12)) ist fiir H = 0 bekannt als Mini-
malflachengleichung

Lemma 2.4.5. Seien N, Q2 wie bei der Definition [2.4.2-2.. M ist stationar in 2 N N genau
dann, wenn

/ divyy X dH" = —/ X-HdH" (2.13)
M M
fiir alle Vektorfelder X € CX(R™™ R™™) mit supp X C Q. Hier ist
H(x) =Y BY(1. 7).
j=1
wobei B] die zweite Fundamentalform von N in x und {7;}7_, eine Orthonormalbasis von
T«M ist.

Beweis. Siehe [15], 5.9, p.64]. [

Lemma 2.4.6. Seien M zusitzlich C? und stationdr in Q2 mit QN OM = () und X €
CLR™™, R™™) mit supp X C Q und X(x) € (TXM)L fiir alle x € M. Dann gilt

n

=0 /M { > [P (D X) = 37 (X BX(T,-,TJ-))Q} dH.  (2.14)

ij=1

d2

dtan(Mt)
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Beweis. Siehe [15, Lemma 5.11, p.65]. [

Bemerkung 2.4.7. Falls m = 1 und M mit Normalenvektor v orientierbar ist, gilt X = (v
fur eine skalarwertige Funktion ¢ mit kompaktem Trager in M. In diesem Fall kann man

Gleichung (2.14)) umschreiben:

d? N
W/H (M)

o= [ A1 —icPi8r} o

wobei |B| die Frobeniusnorm der Matrix { B, (7;, 7;)}/;—; ist.

2.5 Die Koflachenformel und eine C! Version des Satzes von Sard

Die Flachenformel (Satz ist eine Generalisierung der Substitutionsregel der
Integralrechnung fiir Abbildungen von R” in den R fiir k > n. Auch fiir k < n ist es moglich
eine Generalisierung zu finden. Diese ist die Koflachenformel und es stellt sich heraus, dass sie
eine Generalisierung des Satzes von Fubini ist. Fiir eine differenzierbare Funktion f : M —> R*
mit k < n, gilt Js(x) = 0.

Definition 2.5.1. Seien kK < n und f : M — R¥ lokal Lipschitz. Die Jakobi-Determinante
J; ist durch

JE(x) = \/det (Vi (x) Vnf(x)T)

definiert.

Satz 2.5.2. Seien k < n, f : M — RX lokal Lipschitz, E C M H"-messbar und h € L},
Dann ist h € L}, (M, H"™%) und gilt

/R ) ( /E . )h(x) dH”k(x)> dH"(y) = /E hJi dH". (2.15)

Beispiel 2.5.3. 1. (Niveaumengen) Sei f : R” — R Lipschitz und setze h = 1. Die
Koflachenformel impliziert

(M).

/ HH(EN(E)) de= | |V dH".
— RN

[e.9]

2. (Kugelkoordinaten) Sei f : R” — R mit f(x) = |x|. Die Koflachenformel impliziert

/OOO </as(o,r) h(x) dHn—l(X)> dr = /n h dH".

3. (Fubini) Sei f : R" — R* mit f(xq,..., X)) = (X1, ..., xx). Die Koflachenformel
impliziert
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Der klassische Satz von Sard besagt, dass die Bildmenge aller kritischen Punkten einer glat-
ten Abbildung zwischen zweier Untermannigfaltigkeiten eine (Lebesgue-) Nullmenge ist. Dies
bedeutet, dass jede zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten glatte Abbildung f.i. invertierbar
ist. Mithilfe der Koflachenformel konnen wir eine schwachere Version dieses Satzes beweisen.

Theorem 2.5.4 (C'-Sard). Seien k < n und f € C*(M,R¥) und setze
C={xe M: Ji(x)=0}.
Dann gilt fiir LX-f.a. y € f(M), dass
1LY y)=(F"W\C)U(fFHy)nC),
2. HK(f(y)nC) =0, und
3. f71(y) \ C ist entweder leer oder eine (n — k)-dimensionale C* Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Aussagen 1. und 2. bekommt man aus der Koflachenformel (2.15)) mit £ = C und
h = 1. Aussage 3. ist eine direkte Anwendung des Satzes von der Umkehrabbildung, da
Ji(x) # 0 impliziert, dass die Jakobi-Matrix invertierbar ist. |



Kapitel 3

Abzahlbar n-rektifizierbare Mengen

3.1 Der approximative Tangentialraum

Definition 3.1.1. Eine Menge M C R"*™ heilt abzdhlbar n-rektifizierbare Menge, falls My C
R™™ mit H"(Mo) =0, A; CR" und f; : A; — R"*™ Lipschitz fiir j € N existieren, sodass

Mithilfe des C! Approximationssatzes fiir Lipschitz Funktionen kann man folgende Charakte-
risierung beweisen.

Satz 3.1.2. M ist abzahlbar n-rektifizierbar genau dann, wenn M C U2, N;, wobei H"(No) =
0 und N; fiir j € N n-dimensionale C* Untermannigfaltigkeiten in R"™™™ sind.

Beweis. Siehe [15, Lemma 1.2, p.69]. [

Bemerkung 3.1.3. Setze My == Non'M und M; = MAN,\U_IM;, j=1,2,.... Somit gilt
/\//jg NJ', M,ﬂMJZQ)fUFI#j und M:Uf.ioMj-

Zunachst betrachten wir Tangenten aus Sicht der MaRtheorie. Die |dee hierzu ist, dass die
Jnfinitesimale” Flache der Mannigfaltigkeit im Punkt x gleich der ,infinitesimale” Flache des
Tangentialraumes im Punkt x sein soll. Um diese |dee rigoros zu machen, skalieren wir diese
Jnfinitesimale” Flache hoch, und vergleichen sie lokal mit der Flache des Tangentialraumes.

Definition 3.1.4. Sei M C R"™™ H"-messbar, sodass H"(M N K) < oo fiir alle K C R™™
kompakt. Der approximative Tangentialraum T,M an M in x ist der (eindeutig bestimmte)
n-dimensionale Unterraum von R™™, sodass

Iim/ f(y) dH"(y :/ fdH",
A0 A~1(M—x) ( ) ( ) M

fiir alle f € C.(R"™™).

Theorem 3.1.5. Sei M C R™™™ mijt H"(M N K) < oo fiir alle K C R"™™ kompakt. Dann ist
M abzahlbar n-rektifizierbar genau dann, wenn der approximative Tangentialraum T, M fiir
H"-f.a. x € M existiert.

39
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Beweis. Wir zeigen ,—". Fiir die andere Richtung siehe [I5, Theorem 1.6, p.71]. Nach
Bemerkung gilt M = U2oM;, M; € N;, wobei N; n-dimensionale C' Untermannigfal-
tigkeiten sind, und M; N M; = 0 fiir i # j. AuBerdem sind die M; H"-messbar, da M messbar

ist. Seien f € C.(R"™™) und R > 0 so, dass f(x) = 0 fiir alle x € R™™\ B(0, R). Fixiere j
und beachte, dass

M = MU (M M) = (N \ (N \ M) U (M M),

da M; € N, und N;\ M; das relative Komplement in /; ist. Somit gilt

fy) dH"(y) = f(y) dH"(y) — fF(y) dH"
[ i awer= [ yawo)- | ) )

A-L(N\M;—x)

+ F(v) dH().
AL(M\M,—x)
Da N, eine n-dimensionale C' Untermannigfaltigkeit ist, gilt (Ubung)

Iim/ f(y) dH"(y) :/ fdH".
>\71(NJ7X)

A0 TN,

Aulerdem gilt nach dem Theorem der oberen Dichte [1.3.4;

/ Fy) dH(y) gsupyfm"(B(o,R)mxl(/\/j\/\/zj—x)>
>\71(NJ\MJ7X)

<denn supp f C W)
= sup || 1" (A1 (BOXR) N (N \ M, = x)))
= sup [F| A" H" (B0 AR) N (N \ M; = X))
= sup [F| A" 1" (BOG AR) 0 (N \ My)) — 0

fir X } O fir H"-f.a. x € M.
(Erinnerung: [Obere-Dichte-Theorem| Seien w ein Borel-regulares dueres Maf in X und
A C X p-messbar mit u(A) < oo. Dann gilt

AN B(x,
©"(u, A, x) = limsup al (x.0)) =0
pl0 Wp P"

fiir H'-f.a. x € X \ A))
Ahnlich gilt

— 0

/ F(y) dH ()
>\—1(I\/I\I\/IJ —x)

fur H"-f.a. x € M;. Insgesamt existieren ‘H"-Nullmengen A;, sodass
| tmawm— [ e
AL(M—x) TN

fir alle x € M\ U2, A, wobel H"(U2,A;) = 0 und N, eindeutig bestimmt ist, da fiir jedes
x € M genau so ein j existiert, dass x € M; und M; C N;. [
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In dem obigen Beweis wurde zusatzlich gezeigt, dass der approximative Tangentialraum T, M
fir eine abzahlbar n-rektifizierbare Menge M C U2 N; H"-f.i. gleich dem (klassischen)
Tangentialraum TN, ist.

Beispiel 3.1.6. Seien N; == {(x,y) e R? 1y = —x, -1 < x <0}, Nh = {(x,y) e R? 1 y =
x,0<x < 1}und N:= NyUN,. Somit ist N abzahlbar 1-rektifizierbar und es gilt T,0)No =
{(x,y) € R? : y = x}. Fiir f € C.(R?) mit f(x,y) = 0 fur alle (x,y) € R?\ B(0, R) gilt
dennoch

0 e .
. . B
Ilm/AI(N) fdH —/ f(x, —x) dx+/0 f(x, x) dx # /R f(x, 0) dx,

A0 R
d.h. der approximative Tangentialraum 7 o)V existiert nicht.

Definition 3.1.7. Seien M C R™™ H"-messbar und 6 € L}, (M, H") positiv. Der approxima-
tive Tangentialraum T, M beziiglich 8 an M in x ist der (eindeutig bestimmte) n-dimensionale

Unterraum von R"™™  sodass

IimAl(M_X) F(y)0(x + A y) dH”(y):G(x)/ F dH,

A0 M
fiir alle f € C.(R™™).

Bemerkung 3.1.8 (|15, Remarks 1.8, p.75]). 1. Es existiert eine H"-Nullmenge E C M,
sodass T, M fiir alle x € M\ E genau dann existiert, wenn T, M beziiglich 6 existiert.
Fir ein solches x stimmen beide Tangentialraume (berein.

2. Sei f : R™™ — [0, 1] stetig mit f = 1in B(0,1) und f =0 in R™™™\ B(0,1+¢).
Falls T, M beziiglich 6 existiert, gilt

lim
pl0 Wy, P"

/M 0 dH" = 6(x).

NB(x,p)

Theorem 3.1.9. Seien M C R™™ H"-messbar und 6 € Li (M, H") positiv. Dann ist M

genau dann abzahlbar n-rektifizierbar, wenn der approximative Tangentialraum T, M beziiglich
0 fiir H"-f.a. x € M existiert.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Theorem [3.1.5| und Bemerkung [3.1.8] [ |

3.2 Gradienten und Co.

In diesem Abschnitt bezeichnet M eine abzahlbar n-rektifizierbare H"-messbare Menge,
sodass M = U2 M; und M; C N; mit H"(No) = O fiir n-dimensionale C* Untermannigfaltig-
keiten N, j € N, nach Bemerkung ist, und M; N M; = ( fiir i # j gilt. AuBerdem sind
M; H"-messbar, da M H"-messbar ist. Auf M konnen wir H"-f.i. die klassische Differential-
operatoren definieren:

Definition 3.2.1. Seien Q C R"*™ offen und f : Q —> R lokal Lipschitz.
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1. Fiir x € M definiere
Vuf(x) =Vpyf(x), j=1,2,...
wobei x € M; C N;. Die Definition ist modulo H"-Nullmengen unabhangig von der
Zerlegung M = U2, M;, da D,f(x) = 4 f(x+ tT)‘t:O fiir alle T € T,yM.

dt

2. Fiir H"-f.a. x € M definiere den Pushforward dfM : T,M — RX durch dfM(t) =
D, f(x).

3. Fiir H"-f.a. x € M definiere die Jakobi-Determinante Js durch

Jr(x) = yJdet (Viuf(x) T Vf (x)).

4. Fiir H"-f.a. x € M definiere die (adjungierte) Jakobi-Determinante J; durch

J2(x) = yJdet (Vasf (x) Vi (3)T).

Somit konnen wir die Flachen- und Koflachenformel in M beweisen.

Theorem 3.2.2. Seien h€ L}

loc

(M) und E C M H"-messbar

1. Sei k > n. Dann sind die Funktionen y — > ¢, h(x) und x — h(x) Je(x) H"-
messbar und es gilt

/k< > h(x)) dH”(y)=/th dH". (3.1)

xef—1(y)

2. Sei k < n. Dann ist h € L}

loc

(M, H"5), x = h(x) J:(x) ist H"-messbar und es gilt

/ (/ h(x) d?—[”k(x)) dH"(y) = / hJr dH". (3.2)
RK ENF-1(y) E

Beweisidee. Man betrachte die Formeln in M; N E und summiere bzgl. j auf. Fir j = 0 nutzt
man, dass H"(f(B)) = 0 fir alle H"-Nullmengen B. u

Bemerkung 3.2.3. Die Koflachenformel zusammen mit dem Theorem von Sard Im-
pliziert, dass die Schnitte M N f=1(y) abzahlbar (n — k)-rektifizierbar fir H*-fa. y € R*
sind.

3.3 Rein n-unrektifizierbare Mengen und der Struktursatz von Fe-
derer

Zunachst legen wir fest, was Unrektifizierbarkeit bedeutet. Folgende Definition weicht von
[15 Definition 3.1, p.78] ab, indem wir H"-Nullmengen nicht als unrektifizierbar beschreiben
(H"-Nullmengen sind per Definition abzahlbar n-rektifizierbar).

Definition 3.3.1. Eine Menge P C R"™™ heBt rein n-unrektifizierbar, falls H"(P) > 0 und
H"(M) = 0 fiir alle abzdhlbar n-rektifizierbare Teilmengen M C P gilt.
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Wie sehen rein n-unrektifizierbare Mengen aus? Die Antwort wird durch den sogenannten
Struktursatz gegeben. Dieser wurde zuerst von Besicovitch in R? bewiesen und spater in R
von Federer (siehe Referenzen in [15, p.79]). Der Beweis [6, Chapter 3.3] ist sehr komplex
und wird hier nicht durchgefiihrt. Grob beschrieben besagt der Struktursatz, dass eine rein n-
unrektifizierbare Menge aus ,fast allen Richtungen in R"*™ unsichtbar” ist. Um diese Aussage
prazise zu formulieren, brauchen wir die sogenannte Grassmann-Mannigfaltigkeit von R™™
und das dazugehorige Haar-Mak.

Definition 3.3.2. 1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, *) bestehend aus einer Menge G und
eine Verkniipfung x : G X G — G, (Xx,y) — X x y, sodass:

(a) Fiiralle x,y,z € G gilt (x*y)*z = xx* (y x z) (Assoziativitit).

(b) Es existiert e € G, sodass xxe = exx = x fiir alle x € G gilt (neutrales Element).

1 1

(c) Zu jedem x € G existiert x~! € G, sodass x x x™1 = x™1 x x = e gilt (inverses

Element).

2. Sei G eine Menge, sodass (G,x*) eine Gruppe und (G,T) ein topologischer Haus-
dorffraum ist. G heilst topologische Gruppe, falls:

(a) Die Abbildung x — x~* ist stetig beziiglich T .

(b) Die Abbildung (x,y) + x * y ist stetig beziiglich der Produkttopologie, die durch
T x T generiert wird.

Das Haar-Mals wird durch folgendes Theorem definiert.

Theorem 3.3.3 (Haar-MaR). Sei G eine kompakte topologische Gruppe. Dann existiert genau
ein Radon-Mak 6 auf G (das Haar-MaR von G) mit

1. 6(G) =1 (d.h. 8 ist ein Wahrscheinlichkeitsmal), und

2. fiiralle AC G und g € G gilt 6(A) =0({g*x:x € A}) =0({x*g:x € A}) (Links-
und Rechtsinvarianz).

Beweis. Siehe [3, Chapter 9]. [

Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G(n+ m, n) ist die Menge aller n-dimensionaler Unterraume
von R™™ Um ein MaB in G(2,1) zu definieren, brauchen wir das Haar-MaR nicht, da alle
Geraden in R? die durch (0, 0) gehen, mit dem Winkel zu der x-Achse identifiziert werden
konnen. Somit kann G(2,1) mit [0, ) identifiziert werden, und wir kdnnen das eindimen-
sionale Lebesgue-MaR auf [0, 7) betrachten. Fiir beliebige n, m ist die Konstruktion etwas
aufwendiger.

Satz 3.3.4. Sei O(n+ m) die Menge aller linearen Abbildungen g : R™™ — R"™™  dje das
innere Produkt ,respektieren”, d.h.

9(x) - g(y) =x -y fiir alle x,y € R"™™.
Dann ist O(n+ m) beziiglich der Metrik
d(f.g) = [If — gl = sup{|f(x) — g(x)| : x € R™™, |x| = 1}

und beziiglich der Komposition eine kompakte topologische Gruppe.
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Beweis. Ubung [ |

Somit ist das Haar-MaR 6, ,, auf O(n + m) wohldefiniert. Jetzt kdnnen wir ein Mal auf
G(n+ m, n) definieren: Sei V € G(n+ m, n) und setze

Ontmn(A) = 0pim({g€O(n+m):gxV eA}), ACG(n+ m,n).
Somit ist Oy €in Radon-MaB mit 6,4 m »(G(n+ m, n)) = 1.

Satz 3.3.5 (Haar-MaB in G(n+ m, n)). Das MaB 6, ., , ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig
von der Wahl von V€ G(n+ m, n).

Beweis. Siehe [12, 3.9, p.48]. [
Jetzt konnen wir den Struktursatz formulieren.

Theorem 3.3.6 (Besicovitch, Federer). Sei A C R™™ mit H"(A) > 0, sodass A = UX | A;
mit H"(A;) < oo fiir alle j € N.

1. A ist genau dann rein n-unrektifizierbar, wenn H"(P,(A)) = 0 fiir Opimp-f.a. V €
G(n+ m, n). Hier ist B,(A) die Projektion von A auf V.

2. Falls fiir jede Teilmenge B C A mit H"(B) > 0 eine Teilmenge B C G(n+ m, n) mit
Ontmn(B) > 0 existiert, sodass H"(R,(B)) > 0 fiir alle V € B, dann ist A abzéhlbar
n-rektifizierbar.

Beweis. Siehe [15, Theoreme 3.6 und 3.8, p.80] und [1, Theorem 2.65, p.84]. [

Federers Struktursatz war fiir eine lange Zeit ein unverzichtbarer Baustein fiir Kompaktheits-
aussagen von Stromen (Flachen gesehen als MaRe). In 1986 wurden solche Aussagen direkt
bewiesen, und ein einfacherer Beweis des Struktursatzes von Solomon und White gefunden;
siehe [13] 3.17, p.34].

Die ,wenn" Richtung in 1. des Struktursatzes kann wesentlich vereinfacht werden.

Lemma 3.3.7. Sei A C R™" mit H"(A) > 0, sodass A = U2, A; mit H"(A;) < oo fiir alle
J €N, und sei {ey, ..., ensmt eine Orthonormalbasis fiir R™™. Falls

HH<PSpan{ejl ..... ejn}(A)> =
fiir alle Kombinationen {ej, . .., et C{en, ..., €n+m}, dann ist A rein n-unrektifizierbar.

Beweis. Siehe [15, Lemma 3.3, Remark 3.4, p.78-79]. [

3.4 Mengen endlichen Perimeters

Erinnerung: Funktionen beschrankter Variation.

Definition 3.4.1 (Definition 2.1.1). Sei Q C R" offen. Eine Funktion u € L}, () hat lokal
beschrinkte Variation, d.h. u € BV,(Q), falls fiir jede offene Menge E CC Q (d.h. E C Q

kompakt) gilt

|Dul(E) = sup{/ udivgdL":ge CHE,R"),|g| < 1} < 400. (3.3)
E
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Satz 3.4.2 (Satz 2.1.2)). Sei u € BVj,c(QQ). Dann existiert ein Radon-MaR u und eine -
messbare Funktion v : Q0 — R", sodass |v| = 1 u-f.i. in Q und fiir alle g € CL(2, R™)

/udivgdﬁ”:—/g-udu.
Q Q

Aublerdem gilt u(E) = |Dul|(E) fiir alle offenen E CC Q, und
w(A) = inf{|Du|(E) : AC E, E offen}
fiir A beliebig.

Beispiel 3.4.3. (Bemerkung [2.1.3)) Sei u € W,51(). Fiir alle offenen £ CC Q und g €
CHE,R") mit |g| < 1 gilt

/udivgdﬁ”:—/g-Vudﬁ”S/|Vu| dL" < o0.
E E E

So ist u € BVioc(2) mit [Du| = [Vu| im Sinne von |Du|(E) = [-|Vu|dL", und

Vu
—— fiur |Vu| # 0,
0 fir [Vu| =0.

In diesem Abschnitt betrachten eine spezielle Familie von Mengen in R”, die mithilfe von
BV-Funktionen beschrieben werden konnen.

Definition 3.4.4. Eine L"-messbare Menge E C R" hat lokal endlichen Perimeter (und heilst
Caccioppoli-Menge), falls xg € BVj,(R"), wobei

1 fiir x € E,
XEe(x) =
0 sonst.

Fiir eine Caccioppoli-Menge E definiere das Perimeter-MaB |0E| = |Dxg| und veg = —v. So
ist |0E|(R") der Umfang von E in R".

Beispiel 3.4.5. Seien £ C R" offen mit H""1(0E N K) < oo fiir alle kompakte K C R”,
sodass E eine n-dimensionale C? Untermannigfaltigkeit mit Rand in R” ist, n der duRere
Normalenvektor von 8E, 2 CC R” offen und g € CL(©2, R") mit |g| < 1. Mithilfe des Satzes
von GauB [2.3.9] bekommen wir

/ divg dL" = / g-ndH"t = / g-ndH" <H"H(BE Nsuppg) < oc.
E O0E OENsupp g

So hat E lokal endlichen Perimeter in R”. AuBerdem gelten
|0E|(R") = H"(BE)

und
ve(x) = n(x) fir H"'-f.a. x € OF.

Ferner gilt xg € WE2(R") und somit ist die Inklusion W' € BVjo. grundsitzlich strikt.

loc loc
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Zunachst mochten wir den Rand einer Menge malstheoretisch betrachten. Fiir eine Caccioppoli-
Menge E und V C R” offen und beschrankt gilt

|8E|(V):|DXE|(V):sup{/ divg de": g € CHV.R"),lg| <1},

VNE

EI(R") = 1Dxel(®) = sup { [ divg de” g € CLR"R") Jg| < 1},
Der topologische Rand liberschatzt den malltheoretischen Umfang einer Menge. Betrachte
E={(x1,%):x.,%€[0,1]}U{(x,0): -1 <x <1} CR%
Fir den topologischen Rand gilt
OE ={(x1,0) 1 =1 <x <1} U{(x,1):0<x <1} U {(x1,%) :x€{0,1}, 0 < x <1}

und somit ist HY(OE) = 5. Fir g € CL(R?, R?) mit |g| < 1 gilt aber

/ divgd£2:/divgd£2:/g-nd7—ll§4
_n | O

und somit ist |9E|(R?) = 4.
Weiterhin setzen wir voraus, dass E einen lokal endlichen Perimeter in R” hat.

Definition 3.4.6. Der reduzierte Rand 0*E von E enthalt alle x € R", sodass

1. |6E|(B(x,p)) > O fiir alle p > 0,

2. ve(x) = Iim][ ve d|OE|, und
B(x,p)

040
3. ve(x)| = 1.

So sind alle Punkte in 8*E Lebesgue-Punkte von vg, und somit gilt |9E|(R" \ 8*E) = 0.
Aulerdem kann man mit etwas Miihe zeigen, dass 0*E C OE fiir eine beliebige Caccioppoli-
Menge E.

Folgendes Theorem charakterisiert den reduzierten Rand einer Caccioppoli-Menge.

Theorem 3.4.7 (De Giorgi). Der reduzierte Rand 0*E ist abzahlbar (n — 1)-rektifizierbar.
AuBerdem gilt:

1. |BE| = H" 1L O°E.
2. Fiir alle x € 8"E gilt vg(x) € (T,OE)".

3. Fiir alle x € 0*E ist ve(x) der maBtheoretische duBere Normalenvektor, im Sinne von

X{A-1(y—x):ycE} — X{yeR"y-vg(x)<0}

; 1
inLj,.

(R") fiir A | 0.

Beweis. Siehe [15 Theorem 4.3, p.81], [4, Theorem 5.15, p.231] [
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Die Klasse von Caccioppoli-Mengen eignet sich um eine erste Losung des Plateau-Problems
zu finden. Daflir benotigt man die Unterhalbstetigkeit der Totalvariation:

Seien {u;}jen C BV(Q2) und u € L}, (Q), sodass u; — v in L}

loc loc- Dann gilt
|Dul(2) < liminf;_,o [Du;| ().

und die Kompaktheit von BV-Funktionen in L!:

Sei {uj}jen C BV(R2), sodass supjey ||Ujllg, < +oo. Dann existieren u €
BV(2) und {uj tken C {u;}jen, sodass v, — u. Insbesondere gilt v, — v in
LY().

Abbildung 3.1: Eine minimierende Folge im Zweidimensionalen.

Theorem 3.4.8 (Existenz von Minimalfachen, De Giorgi). Sei Q C R" offen und beschrénkt,
und sei L C R" eine Caccioppoli-Menge. Dann existiert eine Menge E C R", sodass

1. EAQ=L\Q, und
2. fiir alle Caccioppoli-Mengen F CR" mit F\ Q = L\ Q gilt |0E|(R") < |0F|(R").

Beweis. Da Q beschrankt ist, existiert ein p > 0 so, dass 2 C B(0,R). Sei F C R"” mit
F\Q =L\ eine Caccioppoli-Menge. Dann gilt

|6F|(R") = |9F|(B(0, R)) + [0F|(R"\ B(0, R)) = |8F|(B(0, R)) + [OL|(R"\ B(0, R)),

da |OF| ein Radon-MakR ist, B(0, R) eine Borel-Menge und demnach |O0F|-messbar ist, und
zudem F\ Q = L\ €. Somit reicht es eine Menge E zu finden, sodass

E((B(0. R)) < |8F|(B(0. R)).
Wir betrachten das Funktional J : X(B(0, R)) — R, wobei
X(B(0,R)) = {x € BV(B(0,R)) : 3F C R" Caccioppoli mit F\Q = L\, sodass x = xr|g0.7)}

und
J(x) = |Dx|(B(0. R)).
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Das Funktional J ist nach unten beschrankt, da F > 0 gilt. Somit existiert eine minimierende
Folge {x;}jen C X(B(0,R)), d.h.

Jx) — inf {J(0) - x € X(BO.R)) }.
Ferner, da x; charakteristische Funktionen sind, gilt

sup ||Xj||L1 <w, R" < 400,
JEN

und
sup J(x;) < +o0,
JEN

da {x;};en eine minimierende Folge ist. Somit gilt

sup Ixillg, < +o0
JEN

und es existieren wegen der Kompaktheit von BV-Funktionen in L! ein x € BV(B(0, R))
und eine Teilfolge {X, }xen, sodass

X, — x in L'(B(0, R)).
Dariiber hinaus existiert eine weitere Teilfolge {x;, }ien, sodass
Xj, — x L'-f.i.in B(0, R)

und somit ist x = xg flir eine Menge E C B(0, R). O.B.d.A. (durch Umdefinieren in einer
Nullmenge) gilt E\ Q =L\  und

X, — Xe in Lj,.(B(0, R)).

Gilt vielleicht nicht mehr, dass x;, — xg? Diesbeziiglich wird sich in Bemerkung 4.1.10
Gedanken gemacht. Mithilfe der Unterhalbstetigkeit bekommen wir, dass

J(xe) = [Dxel(B(0, R)) < liminf |Dx;, |(B(0, R)) = liminf J(x;,)

- inf{J(x) - x € X(B(0, R))} < .

Somit gilt x¢ € X(B(0, R)) und J(xe) = min {J(x) - x € X(B(0, R))}. n



Intermezzo

Nicht-parametrische Minimalflachen

4.1 Existenz durch die direkte Methode

Nicht-parametrische Minimalflachen werden als Graphen von BV-Funktionen dargestellt.
Um das Plateau-Problem formulieren zu konnen brauchen wir einen passenden Spuroperator.
In diesem Abschnitt bezeichnet 2 C R” eine offene und beschrankte Menge mit Lipschitz
Rand. Somit existiert der geometrische auBere Normalenvektor n £ !-f.ii. (Theorem von
Rademacher) und gilt n(x) = vq(x).

Theorem 4.1.1. Es existiert ein beschrankter linearer Operator
tr: BV(Q) — LY(0Q, 1" ),
sodass

1. tr ist stetig beziiglich der strikten Konvergenz in BV(Q) (d.h. u; — u in L},. und
1Dyl (§2) — [Dul(2)),

2. fir alle u € BV(Q2) und g € CY(R",R") gilt
/ udivg dL" = / g-vq d|Dul +/ (g-va) trudH" 1,
Q Q Glo)
3. fiir H""1-f.a. x € Q) gilt

tru(x) = Iim][ udL"

pl0 B(x,p)N2

Der Operator tr ist der Spuroperator und tr u bezeichnet die Spur von v € BV(Q2) auf 092. So
sind Randwerte einer BV-Funktion wohldefiniert. Somit haben wir prazise die Nebenbedingung
des Plateau-Problems rigoros definiert. Wie sieht aber die Flache von dem Graphen einer BV-
Funktion aus? Falls v : Q2 — R eine Lipschitz Funktion ist, gilt

H"({(x, F(x) :x € Q}) - /Q V1+ VuRdcr

mithilfe der Flachenformel (3.1)). Falls u € BV(£2), so kdnnte man iiberlegen den Gradient
formal durch das Totalvariationsmall zu ersetzen.
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Definition 4.1.2. Sejen u € BV(2) und E C Q offen. Man definiere

1+ |Dul2(E) = sup { /(h +udivg) dC": (h, g) € CLE, R¥™),|(h, 9)| < 1}. (4.4)
E
Es ist direkt aus der Definition zu erschlielen, dass

|Dul(E) < /1 + [Dul?(E) < Q| + |Dul(E) (4.5)
fir u € BV(Q2) und E C Q offen. Falls u € WH1(Q) ist, gilt auBerdem

w/1+|Du|2(E):/\/1+|Vu|2 dcr
E

wie in Beispiel [3.4.3]
Satz 4.1.3 (Satz[2.1.2)). Sei u € BV(S2). Dann ist . : 2 — R mit

w(A) = inf {\/1+ DuP(E) : AC E, E CQE offen}
ein Radon-Mak.
Beweis. Ahnlich zum TotalvariationsmaR, mithilfe von (4.5]). u
Auch hier kann man die Unterhalbstetigkeit in BV (€2) beweisen.

Satz 4.1.4. Seien {u;}jen C BV(Q) und u € L}, (), sodass u; — u in L}, .. Dann gilt

loc loc*
V1+ |DulR(Q) < liminf /1 + [Du ().
Jj—o0

Beweis. Seien (h, g) € CL(2, R*™™) mit |(h, g)| < 1. So gilt

/(h+Uj div g) d£”—/(h—|—udivg) dL" < /]uj—u|]divg| dL”
Q Q Q

= / |uj — ul|divg| dL"
supp g

<c(9) |uj—u| dL" — 0,
supp g

da supp g CC 2. Somit ist also

/(h+udivg) dL" = lim /(h"’Uj divg) dL"
Q Q

J—00

J—0o0
= liminf /1 + [Du;|?($2)
J—o00

und die Aussage folgt. [ |

< |iminfsup{/(ﬁ+ u; divg) dL": (h, §) € CHQR¥™™), (A, §)| < 1}
Q

Jetzt konnen wir einen Satz beweisen, der das Plateau-Problem definiert. Das Problem ist,
dass der Spuroperator nur beziiglich der strikten Konvergenz und nicht beziiglich der schwach-
* Konvergenz stetig ist. Wir brauchen eine Fortsetzungsaussage fiir Funktionen in W11(Q).
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Theorem 4.1.5. Habe Q zusitzlich einen C' Rand, und sei ¢ : 8Q —> R" mit ¢ €
L1(82, H ). Fiir jedes € > O existiert eine Funktion u : Q — R mit u € W(Q),
sodass

1. tru =@ H"1-fi. auf 69,
2. lullprey < € llellaon), und

3. ||VU||L1(Q) <(l+¢) ||(P||L1(a§2)-
Beweis. Siehe [9, Theorem 2.16, Remark 2.17, p.41]. [

Satz 4.1.6. Habe 2 zusatzlich einen C* Rand, und seien ¢ : 92 — R" mitp € L*(8Q, H"?)
und

P, = {,/1 FDUPR(Q) : u e BV(Q). tru= ¢ H"'-fil. aufaQ},
o= {VITIDWR@) + [ [tru-ol w0 ue u@)
o0

Dann gilt inf P, = inf P.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass inf < inf P, da P, C P, gilt. Fiir die umgekehrte
Ungleichung betrachten wir {u;};en C BV(Q2), sodass

V14 |Duj|?(2) + |truj — @| dH"' —> inf Py.
o0

Theorem impliziert, dass ¢ — tru; € L*(82, H"~?) ist, und mit Theorem existiert
ein wy;; € WH(Q), sodass trw;; = ¢ — tru; und

/ lwyj| dL™ <7t / |truj — | dH" T,
Q o9

/ IVwiy dL" < (1+,71) |truj — | dH™ .
Q o0

Wir setzen v; :== u; + wy; und bemerken, dass v; € BV(Q2) und trv; = ¢ H"'-f.i. auf 0Q
ist. Ferner gilt

1+ |Dv;[2(Q2) = sup { /Q(h-l- uj divg) dL" + /Q Wy, divg dL:
(h.9) € CHQUR™),|(h,9)] < 1
< V1+[DylA(Q) + [Dwiy|(Q)
= VIFIDuP@) + [ [Vl de”

<V1+[DuP()+ (1+,7Y) / |truj — | dH" L.
o0

Daraus folgt, dass

liminf+/1+|Dv|?(Q2) < inf P,.
J—00

Die Aussage folgt, da v; € P fur alle j € N. [ |
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Wir sind noch nicht fertig. Die Stetigkeit des Spuroperators reicht noch nicht aus. Um
eine weitere Umformulierung durchzufiihren brauchen wir Fortsetzungen von BV-Funktionen.

Theorem 4.1.7. Seien f; € BV(Q), f, € BV(R"\ Q) und f; : R"” — R H"-messbar. Dann
gilt f € BV(R") und

W(R) = () + p(R"\ Q) + / trfy = tr f| dHOL,
oN

wobei
fi(x) fir x € Q,

f(x) =2 fh(x) firx e R"\ Q,

f3(x) fiir x € 822,
und u = |Df| oder u = /1 + |Df|2.

Beweis. Siehe [4, Theorem 5.8]. [
Hierzu muss man bemerken, dass f; weder der Spur von f; noch von £, sein muss.

Satz 4.1.8. Sei R > 0 so, dass 2 CC B(0, R), und seien ¢ : 8Q — R, % : B(0, R)\Q — R
mit p € L1(0Q, H"1), o € WH(B(0, R)\S2) und trg = @ H"~1-f.ii. auf 8. Man definiere

P = {v1+!DU!2(Q)+/ [tru— @ dH"" ueBV(Q)},
o)
P3::{\/1+’DU’2(B(O,R))—/ 7Wd£n:

(0,R\2

ue BV(B(0,R)),u=9 in B(0,R) \ﬁ}.

Dann gilt inf P, = inf P;.

Beweis. Sei u € BV(B(0,R)) mit u =@ in B(0,R) \ Q. So gilt ulg € BV(Q2), und aus
Theorem folgt

V14 |Du|2(B(O, R)) =1+ |Dul2(Q)+ 1+ |Du|2(B(O, R) \ﬁ)
+ /agz ] trujg —tr U|B(O,R)\§’ dH"™
=1+ |Dul2(Q)+ /14 |Dp|2(B(0,R)\ Q)
+/ | trulo —trp| dH"
o)

=1+ |Du\2(Q)+/ V14 (|VePdL)
B(0,R\Q2

+/ | trulo — | dH" .
o)
So gilt P; C P,. Fiir die umgekehrte Inklusion definieren wir fiir u € BV/(€2) die Funktion

v : B(0,R) — R durch

_Julx) fur x € Q,
v(x) = p(x) fir x € B(0,R) \ €.



NICHT-PARAMETRISCHE MINIMALFLACHEN 53

Theorem impliziert, dass v € BV(B(0, R)) und wie zuvor gilt

V1+|Dv]2(B(0,R)) = v/1+|Dul2(Q2) + 1+ |Vel2dLn)

B(0,R)\Q

—l—/ | trulo — | dH" .
o0

Also gilt P, C P; und somit folgt die Aussage. [ |
Somit konnen wir das Plateau-Problem in folgender Form |osen.

Theorem 4.1.9. Sei ¢ : B(0,R)\ Q — R mit ¢ € WH(B(0,R) \ Q). Es existiert ein
ue BV(B(0,R)) mitu= in B(0, R)\ Q, sodass

V1+|Dul?(B(0,R))
= inf {\/1 +|Dv|2(B(0,R)) : v € BV(B(0,R)),v = in B(0,R) \ﬁ}.

Beweis. Das Flachenfunktional ist nach unten beschrankt und somit existiert eine minimie-
rende Folge von Funktionen u; € BV (B(0, R)) mit u; = ¢ in B(0, R) \ Q fur j € N, sodass

lim (1+1DuP(B(0.R)))
= inf {\/1 + |Dv[2(B(0, R)) : v € BV(B(0,R)),v = in B(0,R) \ﬁ}.

Aus (4.5) folgt, dass

sup |Duj|(B(0, R)) < oo,

jeN
da {u;};en eine minimierende Folge ist. Ferner, impliziert der Verkettungssatz fiir die Lipschitz
Funktion | - |, dass |u;| € BV(B(0, R)) und

|Dluj|[(B(0, R)) < |Duj|(B(0, R)).
Zunichst wenden wir Theorem an |uj| und

9xt, - xn) = 1 (%),

sodass

/ ruj\dc":/ g - Vs d|Dlul| + / (9- Veom) tr || dH
B(0,R) B(0,R) 8B(0,R)

< 9l [Dlul] (B0, R)) + C llglloc l@llpri(s0rna)
<C (1 + D (B(O, R))).

Also gilt, dass

sup || u; < 00.
TeN || JHLl(B(o,R))
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Somit existiert i € BV(B(0, R)), sodass u; = i und

V14 |Dil?(B(0, R))
= inf {\/1 + |Dv[2(B(0, R)) : v € BV(B(0,R)),v = in B(0,R) \ﬁ}.

Es existiert eine Teilfolge {u;}jen, sodass uv; — 0 L"-f.i0.. Da u; = ¢ in B(0, R) \ Q gilt,
bekommen wir i = ¢ L"-f.i. in B(0, R) \ 2. Wir setzen

{ i(x) fiir x € Q,

u(x) = ) _
w(x) far x € B(0, R) \ Q,

und bemerken, dass u € BV (B(0, R)) und u; — u in L*(B(0, R)) gilt. Aus der Unterhalbs-
tetigkeit des Flachenfunktionals folgt, dass

VI+IDuP(B(0,R)) < liminf (\/1 + Dy (B, R)))
= inf{\/l + |Dv|2(B(0, R)) :
veBV(B(0,R)),v=gin B(0,R) \ﬁ},

d.h. v ist ein Minimierer. [ |

Bemerkung 4.1.10. Seien i € BV(Q2) und {u;}jeny C BV(Q) mit u; — . Seienv : Q — R
L"-messbar und £ C 2 eine L"-Nullmenge. Definiere

{E/(X) fir x e Q\ E,
u(x) =

v(x) fir x € E.

Somit gilt u; — v in L(€2) und fiir den distributionellen Gradient gilt

(Vi, o) = —/Udivgo dﬁ”:—/ idive dL.”
Q Q\E

= —/ Udivgodﬁ”—/vdiwpdﬁ”
Q\E E

= —/udivcp dL" = (Vu, p),
Q

fir alle ¢ € D(Q). Also gilt u; = u. Ferner ist

I
wn
o
©
— S

/.

/ idivg dE”—l—/vdivg dﬁ”:geCi(Q,R”),|g|§1}
O\E £

/,

udivg dL"+0: ge CHQ R, |g| < 1} — [Du|(Q)



Kapitel 5

Strome

5.1 Differentialformen auf dem Euklidischen Raum

TANGENTIALVEKTOREN UND k-FORMEN. Wir beschranken uns auf den R” und offene
Mengen darin, bemerken jedoch sofort, dass der natiirliche Rahmen fiir die Behandlung von
Differentialformen eigentlich durch beliebig glatte Mannigfaltigkeiten geliefert wird. Die Ver-
allgemeinerung auf diesen Fall ist jedoch ziemlich direkt durchfiihrbar. Meist werden durch
die Einfiihrung von Koordinaten die Rechnungen wieder auf den Fall des R” zuriickgefiihrt.
Im Folgenden sei O stets eine offene Menge des R” (der Fall O = R” ist natiirlich nicht
ausgeschlossen). Die Einheitsvektoren in R” werden mit ey, . . ., e, bezeichnet.

Definition 5.1.1. 1. Ein Tangentialvektor in R" ist ein Paar (p, v) € R" x R". Der Punkt
p heilst FuBpunkt, v ist die Richtung.

2. Die Menge der Tangentialvektoren wird mit TR" bezeichnet, die Menge der Tangenti-
alvektoren mit Fupunkt p mit T,R".

3. Eine glatte Abbildung X : O — TR", X(p) = X]|,, die jedem p € R" eine Richtung
X|p € T,R" zuordnet, heilt Vektorfeld.

4. Die Menge der Vektorfelder wird mit X(O) bezeichnet. [[]

Angenommen, wir haben ein Vektorfeld X € X(O) und eine Funktion f € C>(O) gegeben.
Dann kann man f entlang X ableiten und erhalt eine neue glatte Funktion X[f] € C*>(O)
mit

XIf1(p) = e (o + £ X1,)

t=0
Die Abbildung X[-] : C>*°(O) — C*(O) ist eine Derivation, d.h. es gelten die folgenden
Bedingungen:

1. (Linearitat) X[\ f + u g] = A X[f] + 1 X[g] fiir alle \, w € R und £, g € C>®(O).
2. (Leibnizregel) X[f g] = g X[f] + f X[g] fiir alle f, g € C>=(O).

Die Umkehrung davon kann man beweisen.

1Sje tragt die Struktur eines sogenannten C>(O)-Moduls.
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Satz 5.1.2 ([10], Proposition 8.15, p.181]). Se/ V : C*(O) — C*>(O) eine Derivation. Dann
existiert ein eindeutiges Vektorfeld X € X(0O), sodass X[-] = V.

Beweisidee. Um diese Aussage zu beweisen, nehmen wir zunachst an, dass V' durch ein
Vektorfeld X induziert ist, und zeigen die Eindeutigkeit. Aus der Kettenregel folgt

V(f(p)) = X[fl(p) = Z g—)’;(p) (X1p);

Setze f = x;, j = 1,..., n. Daraus folgt, dass (X|,); = V(x(p)) = V(x;). Damit ist das
Vektorfeld eindeutig festgelegt.
Hat man nun eine Derivation V/, so definiert man das Vektorfeld X durch

p (p, (V(xa), ..., \/(Xn))>.

Dieses Vektorfeld induziert dann die Derivation. [ |

Man kann also Vektorfelder und Derivationen miteinander identifizieren. Das werden wir im
Folgenden immer stillschweigend anwenden. Analog kann man einen einzelnen Vektor (p, v)
mit einer Derivation f € C*(O) — R identifizieren: Die Abbildung (p, v) — D,f(p) ist ein
Vektorraumisomorphismus ([10, Proposition 3.2]).

Das konstante Vektorfeld p — (p, ) wird mit a% bezeichnet. Die Schreibweise ist so
gewahlt, well

0 of
—[f -2
B [F1(p) e (p)
gilt, wobei auf der rechten Seite die partielle Ableitung steht.

Definition 5.1.3. Eine Differentialform vom Grad k (oder auch kurz k-Form) auf O ist
eine Abbildung w : X(0)k — C>=(O) mit folgenden Eigenschaften:

1. w ist C*=(0O)-linear in jeder Variable, d.h.

fiir jede Permutation w von {1, ..., k} (sgn(m) = 1, falls m eine gerade Permutation
ist, und sgn(m) = —1 sonst).

Die Menge der k-Formen wird mit EXK(O) bezeichnet (sie trigt die Struktur eines C*(O)-
Moduls). Fiir k = 0 definieren wir £°(0) = £(O) = C>=(0).

Differentialformen sind lokal in folgendem Sinne: Der Wert w(Xj, ..., Xi)(p) hangt von p
nur durch Xy, ..., Xklp ab. Wir bezeichnen ihn mit w|,(X1, ..., Xk).
Als Beispiel einer 1-Form definieren wir fiir eine Funktion f € C*(O) und ein Vektorfeld
X € X(0), dass
df (X) = X[f].
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Dann gilt folgende Rechenregel, die man wieder aus der Kettenregel gewinnt:

-~ of

Hier betrachtet man x; als die konstante Funktion x — x; auf R". Es gilt dx;|,(X) = (X|,);.

Definition 5.1.4 (Das auBere Produkt). Seien w, ¢ zwei Differentialformen vom Grad k bzw.
I. Dann definiert man eine (k + I)-Form w A ¢ durch

1
P Z sgn(m) w( Xy, - - - X)) @ Xaks1), - - - Xa(k+1))

TEM gy

(WAS)(Xy, ..o, Xiyr) =

Dabei ist Ny, die Menge der Permutationen der Menge {1, ..., k + I}.

Man rechnet nach, dass (wA @) A = w A (¢ A9) gilt (dafir wird der Faktor 1 bendtigt).
Fir so ein Produkt kann man daher w A ¢ A 9 schreiben. Weiterhin gilt

wAp=(-1D"pAw.

Satz 5.1.5. Flir eine beliebige k-Form w gilt

é 0 0
w:_zlw<a—le ..... a—){ﬂ)dxh/\---/\dxjk.

So wird die Menge der k-Formen von den Formen dx; N---ANdxj, mit1 < j; <---<j<n
(algebraisch) erzeugt. Speziell folgt, dass EK(O) = 0 fiir k > n und, dass £(O) algebraisch
von dx; A --- A\ dx, erzeugt wird.

Beweis. Sei w eine beliebige k-Form. Es gilt

w(Xy, ..., Xi) = sgn(7r) Z W(Xr), - -, Xr(k))

ey
. 0
k' Z sgn(w)w(z dXJl(Xﬂ(l)) """ Z dek(XW(k)) aX, >
7F€ﬂk a=1 Jk=1 Ik
Z Z sgn(m) dx;, (Xr(1)) - - - dX;, (Xp(h)) W 9 o
pRAmQ T TR bx, T o,
1 ..... _] K= 17|'€|_|k
1 & 0 8
= H | Z (C/XJl - A dXJk)(Xl ..... Xk)w(a_le ..... a—XJk>,

wobel die Antisymmetrie, die Linearitat und die Definition des auleren Produkts verwendet
wurden. [ |

TRAGER UND AUBERE ABLEITUNG. Oft werden wir die sogenannte geordnete Multiindex
Notation verwenden. Dazu definieren wir folgende Menge:

Ink ={a=(as,..., a) ENFil<a; < - <ag < nb (5.1)
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Sei a € I, k. Wir schreiben |o = a1 + -+ + o und dXy = dXo, A -+ A dXq,. SOmit besagt
Satz|5.1.5} dass sich jede k-Form w eindeutig durch

W= Z We dXy, We € C(0)

ae/n,k

darstellen lasst. Oft werden wir diverse Eigenschaften von Multiindizen, die aus dem Kontext
zu lesen sind, verbergen, und fiir eine k-Form w = ) wy dx, schreiben.

Definition 5.1.6. Der Trager der k-Form w = ) wqs dX, ist definiert durch
SUPP W = Uy SUPP Wy .

Die Menge aller k-Formen mit kompaktem Trager wird durch DX(O) bezeichnet. Fiir k = 0
wird analog D(O) == D°(O) definiert.

Definition 5.1.7. Die duBere Ableitung der k-Form w = > wadx, ist definiert als die (k+1)-

Form
NN
dw =" 3 S2dg N dxa.
J

j=1 OCE/,,Yk

Ist z.B. w = f eine Funktion (d.h. 0-Form), so hatten wir df schon friiher definiert. Im
Allgemeinen kann man den nachfolgenden Satz beweisen.

Satz 5.1.8. Seien wy, w> zwei k-Formen, ¢ ein I-Form und X\, u € R. Dann gilt
1. (Linearitat) d(Awy + pws) = X dwy + 1 dws.
2. (Produktregel) d(w A ¢) = (dw) A ¢+ (—1) (w A d@).
3. (Nilpotenz) d(dw;) = 0.

Beweiskomponenten. Man benutzt, dass gemischte partielle Ableitungen kommutieren, den
Satz und, dass dx; A dx; = 0. u

Formen w mit dw = 0 nennt man geschlossen, wahrend man Formen w der Form w = d¢
exakt nennt.

EINE GEOMETRISCHE SICHTWEISE. Um die Welt der Tangentialvektoren, k-Formen, usw.
besser verstehen zu konnen, kann man diese durch die sogenannte Kovektoren definieren. Wie

tiblich werden die Standardeinheitsvektoren in R” mit e;, ..., e, bezeichnet. Wir definieren
mit

AL(R") = (R")", (5.2)
den Raum aller linearen Funktionalen (kurz: Kovektoren) w : R" — R. Da A'(R") isomorph
zu R" ist, besitzt er eine Standardbasis dual zu e, ..., e,. Diese wird durch

{dxq, ..., dx,}

bezeichnet, wobei fiir p = (py, ..., p,) € R” gilt, dass
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Fiir k > 2 enthalt der Raum AX(R") alle alternierenden k-lineare Funktionen (kurz: k-
Kovektoren) w : (R")* — R. Fiir w € A*(R") und ¢ € N'(R") definiert man wA¢ € A (R")
durch

(wA)(p1, ..., Pit1) = P Z sgn(m) w(pr(). - - - Pr(k)) D(Pr(kt1)s - - - Pre(k41))

7l'€|_|k+/

und fir einen beliebigen k-Kovektor w gilt

W= Z We dXy,

aeln,k

wobel w, € R.
Falls V ein k-dimensionaler Unterraum von R” mit Basisvektoren vy, ..., vk Ist, dann
bezeichnen wir fiir / < k den Unterraum von A/(R") mit A'(V), sodass

N(V) = span{vl A A Vo, s (a1, ..., o) € Iy},

wobei v/ das duale Element von v; ist, d.h. vip)=v;-pfirpeR"und i=1,..., k.
Ahnlich definieren wir Ay (Al(R”)) fur kK > 2 als den Raum aller alternierenden, k-linearen
Funktionen in A*(R"). Wir identifizieren (dx;)* mit e und bekommen somit die Isomorphie

A (A'(R™)) = Ae(R"),
wobei Ax(R") der Raum aller k-Vektoren in R ist, d.h.
Ae(R™) := span{eq, A -+ ANey, : (ag,..., ak) € lhk},

wobei e; A --- A g, das klassische aulere Produkt in R" ist. Falls V' ein k-dimensionaler
Unterraum von R” mit Basisvektoren vy, ..., vk ist, bezeichnen wir fiir | < k mit A;(V) den
Unterraum von A,(R"), sodass

N(V) =span{Vg, A=A vy, @ (g, ..., o) € Iy}

In Ax(R™) und A*(IR") kann man natiirlicherweise ein inneres Produkt definieren:

“'W:(Z uaeal/\m/\eak)'(Z Waeal/\"'/\eak> = Z Ue Wo (5.3)

ae/n,k aE/n,k OLE/n,k
w'd): ( Z Wy an) : ( Z d)a chx) = Z wad)a (54)
aclyk aclyk a€lnk

fir u, w € A, (R") und w, ¢ € A*(R").
Da AY(R") der Dualraum von R” ist, stehen die Raume A,(R") und A*(R") in Dualitit,
durch

(W, Wpk p, = < Z We dXq, Z We €0y A -0 A eak>/\’<,/\k = Z Wo W, (5.5)

a€lyk a€ly i aklyk

fiir w € AK(R") und w € A (R").
Mithilfe dieses Formalismus: (i) Es gilt £5(0) = C>(O, A(R")), und (ii) Man kann
Untermannigfaltigkeiten orientieren:
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Definition 5.1.9. Eine k-dimensionale C*>° Untermannigfaltigkeit M von R" heilst orientierbar,
falls eine stetige Funktion & : M —> A (R") existiert, sodass £&(x) = £ T1 A+ -+ ATk gilt, wobei
T, ..., Tk eine Orthonormalbasis von T,M ist, und somit £(x) € N (T M). Die Funktion &
heilst Orientierung von M.

Beispielsweise bildet die Orientierung einer 2-dimensionalen, glatten Flache in R jeden Punkt
der Flache auf die Matrix, welche die Basisvektoren des Tangentialraumes als Spalten besitzt,
ab.

DAS HIN- UND HERZIEHEN VON STRUKTUREN. Auch hier ist die geometrische Vorstel-
lung im Kontext von Mannigfaltigkeiten etwas passender. Man mochte eine Struktur, (Tan-
gentialvektor, lineare Abbildung usw.) die auf eine Mannigfaltigkeit M definiert ist, auf eine
andere Mannigfaltigkeit N mithilfe einer Abbildung f : M —> N definieren (,,Pushforward").
Die Umkehrung von diesem Prozess, d.h. eine Struktur, die auf N lebt, zuriick nach M zu
ziehen, heiBt ,Pullback”. Das ist nicht immer moglich auszufiihren: man braucht bestimmte
Voraussetzungen an f und die Strukturen.

Hier sind wir an den euklidischen Fall interessiert: Seien O C R” und V C R™ offen,
und f : O — V eine C* Funktion (hier wiirde es reichen eine lokal Lipschitz Funktion zu
betrachten). Zunachst betrachten wir Tangentialvektoren: das Differential von f, namlich
df : TR” — TR"™ (mit df|, : T,R” — T¢,)R™) ist der Pushforward fy, d.h.

f# = df,

denn Tangentialvektoren von Punkten in O werden auf Tangentialvektoren von Punkten in
V' abgebildet. Diese Konstruktion kann man nicht direkt auf Vektorfelder tibertragen: Fiir ein
Vektorfeld X € X(O) ist die Abbildung g — df|,(X) ein Vektorfeld auf VV genau dann, wenn
f surjektiv ist.
Der Pullback einer Funktion wird durch die Dualitat definiert, als eine Abbildung

f# . (TR™)* — (TR")*
durch

f*F:= Fofy=Fodf

Man bemerke, dass diese Definition auch punktweise zu verstehen ist: fiir £ € (TR™)* gilt
f#F € C®(O) mit
(F*F)(p) = F(fylp) = F(dfl,).

Ahnlich kann man den Pullback einer k-Form definieren: Seien X1, .. ., X, € X(O) Vek-
torfelder und w € £5(V). Man definiere

(FFw) (X1, . Xe) = w(fe(X0), .., Fe(Xe)) = w(dF(Xy), ..., dF(Xy))
und bemerke, dass f#w € £5(O) (hier wurde formal die Surjektivitit von f vorausgesetzt).

Satz 5.1.10. Seien O C R", V C R™, W C R’ offene Mengen und f : O — V und
g .V — W glatte surjektive Abbildungen. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Fiir alle w, ¢ € EX(V) gilt F#(w + ¢) = Fw + 7.
2. Fiir alle w € EX(V), ¢ € E/(V) gilt F#(w A @) = (FFw) A (F7P).
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3. Fiir alle w € EX(V) gilt d(f*w) = #dw.
4. Fiir alle w € EX(W) gilt (g o F)#(w) = F#(g#(w)).

Beweiskomponenten. Kettenregel und Vertauschbarkeit gemischter Ableitungen. |

INTEGRATION VON DIFFERENTIALFORMEN. Wir betrachten zunachst eine n-Form w €
D"(O). Dann hat w die Gestalt

w="fdxgA---Ndx, feC5(O)

und man setzt
[O](w) = / W= / f(x) dxi...dx,.
o o

Dabei ist dieses Integral das Lebesgue (oder auch Riemann-) Integral von f, denn f ist eine
glatte Funktion mit kompaktem Trager.

Auf diese Weise kann man nur n-Formen integrieren. Hat man eine k-Form, k < n, so
kann man diese aber iiber k-dimensionale C* Untermannigfaltigkeiten M von R" (mit oder
ohne Rand) integrieren. Sei ¢ : Q NV — M N O eine lokale Parameterdarstellung, wobei
V =0oderV ={x=(x,..., xx) € R : x, > 0}, und w € DX(R¥) mit suppw C QN V.

Man definiere
M = = #w,
M@= [ w= [t

denn Y#w € D*(QNV) und 2NV C Rk, Die Orientierbarkeit von M erlaubt es zu zeigen,
dass diese Definition unabhangig von der Wahl der lokalen Parameterdarstellung 1 ist.

Fiir den allgemeinen Fall tiberdeckt man M mit (relativ) offenen Mengen M N O;, i € I,
und wahlt eine Zerlegung der Eins {y,};c, beziiglich dieser Uberdeckung. So definiert man

[M](w) = /M w= Y[ N V](w),

iel

und zeigt, dass auch diese Definition unabhingig der Wahl der Uberdeckung und der Zerlegung
der Eins ist.
Eine sehr wichtige Aussage in diesem Kontext ist der Satz von Stokes:

Theorem 5.1.11. Seien 1 < k < n und M eine in R" relativ kompakte k-dimensionale,
orientierbare C* Untermannigfaltigkeit, O C R" offen mit M C O und w € £EK-1(O). Dann
gilt
/ dw :/ w, falls OM # O und / dw =0, falls 8M = 0.
M aM M

Hier muss man bemerken, dass es auf OM eine natiirliche Orientierung gibt, die von M
induziert ist.

5.2 Strome: Erste Definitionen und Beispiele

Wir definieren zunichst die Topologie auf D¥(O), die durch folgenden Konvergenzbegriff
charakterisiert ist. Im Folgenden sei O stets eine offene Menge des R” und k € NU {0} mit
k <n.
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Definition 5.2.1. Eine Folge
{OJJ'}J'EN = { Z Waq,j an} C Dk(O)
aE/n,k JEN

von k-Formen mit kompakten Tragern konvergiert genau dann gegen eine k-Form

W= Z We dx, € DX(O),

a€cl,k
wenn es eine kompakte Teilmenge K C O gibt, sodass
1. suppwax C K firallej e N und o € 1, x, und

2. sup | DPuwq j(x) — DPwa(x)| — 0 fiir alle B € (NU{0})" und o € I, .

xeK

Definition 5.2.2. Ein k-dimensionaler Strom auf O ist ein stetiges, lineares Funktional auf
dem (topologischen) Raum D*(O) der k-Formen auf O mit kompaktem Trager. Die Menge
der k-dimensionalen Stréme auf O wird mit Dx(O) bezeichnet, d.h. Dx(O) = (D*(0))".

Beispiel 5.2.3. 1. Sei a € R. Die Abbildung die durch §,(f) := f(a) definiert ist, ist ein
0-Strom auf R.

2. Sei a € R. Die Abbildung f — f’(a) definiert einen 0-Strom auf R.

3. Jede Funktion f € L}

loc

(O) definiert einen 0-Strom S¢ € Dy(R) durch
5:(9) = [ F(0.90x) o
R

4. Es gilt Dy(O) = D'(0O), d.h. 0-Strome auf O sind das gleiche wie Distributionen.

5. Jede orientierte, k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R” definiert einen Strom

[M] € Dk(R") durch
IM](w) = /Mw.

Falls & eine Orientierung von M ist, gilt

/MWZ/MW:@M,M dH",

wobei die duale Paarung durch (5.5) gegeben ist (Ubung).

6. Ist & € £77%(0) eine (n—k)-Form (mit nicht notwendig kompaktem Trager), so definiert
man einen k-Strom T¢ € Dy (O) durch

Te(w) = /Ow NE.

Es gibt also eine Einbettung £"%(0O) — Dx(O).
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Diese Beispiele werden uns immer wieder begegnen und noch verallgemeinert werden.

Wie in den vorherigen Beispielen zu sehen ist, man kann Strome als Verallgemeinerung
von (Unter-)Mannigfaltigkeiten oder Distributionen und somit auch als Verallgemeinerung
von Malen betrachten.

Mit der nachfolgenden Definition kann man Strome auf Differentialformen ,einschranken®.

Definition 5.2.4. Sei T € Dy(O) und ¢ € D™(O) mit m < k. Dann ist der Strom T L ¢ €
Dk—m(O) definiert durch

TLd(w)=T(pAw), fiirwe D ™O).

Spater werden wir sehen, dass man gewisse Strome auch auf Teilmengen einschranken kann.
Firein T € Dy(O), o € I und @ € C5°(O) definieren wir die Komponenten von T durch

Ta() = T (@ dxa)
und bemerken, dass T, € D'(O) und

T(w) = Z To(wy) fir w = Z We dXq.

aE/n,k OLE/,,Y;(

Aus dieser Sicht sind Strome eine einfache Sammlung einer endlichen Anzahl von Distribu-
tionen. Das erlaubt uns einen schonen Konvergenzbegriff zu definieren.

Definition 5.2.5. Eine Folge von Stromen Ty, T, ... € Dx(O) konvergiert schwach-x gegen
T € D(O), in Zeichen T; = T, falls T/(w) — T (w) fiir alle w € DX(O) gilt.

Viele Autoren bezeichnen diese Konvergenz nur als ,schwach”. Das ist ein Missbrauch der
Notation, denn in diesem Zusammenhang keine ,echte” schwache Konvergenz benutzt wird.
Aulerdem, konnen wir den Trager eines Stroms definieren.

Definition 5.2.6. Sei T € D,(O). Man definiere
suppT = 0O\ U{V CC O:V offen, T(w) = 0 fiir alle w € D*(O) mit suppw C W}.
Sei T(w) = > e, Ta(wa), dann gilt

supp T = U supp To (Ubung).

aE/n,k

Der erste Begriff in der Theorie der Strome, der Strome geometrisch bereichert und in
der Theorie der Distributionen nicht existiert, ist der Rand eines Stroms.

Definition 5.2.7. Seien k > 1 und T € Dx(O). Dann definiert man den Rand von T durch
oT € Dk_l(O)
0T (w) = T (dw).

Beispiel 5.2.8. 1. Wir betrachten den 1-Strom [(a, b)] auf R, der durch

b
[(a. D)](w) = [(a, b)](f dx) = / f(x) dx
definiert ist. Dann ist
ol(a, b)[() = [(a b)](df) = [(a, D) (f" dx) = / f'(x) dx = f(b) — f(a).
Es folgt 9[(a, b)] = dp — d..
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2. Jede Funktion f € L}

loc

(R) definiert einen 0-Strom S¢ € Dy(RR) durch

Si(g) = / F(x) g(x) dx

und einen 1-Strom T € D1(R) durch
Ti(w) = Telg ) = [ £(x) 9(x) dx.
R

Sei zusitzlich £ € WEL(R). Dann ist

loc

8T (g) = T:(dg) = T(d dx) = / F(x) () dx = — / F1(x) g(x) dx = —Sp(g).

Also gilt 0Tf = —Sg. In diesem Sinne verallgemeinert der Rand eines Stroms die
Ableitung einer Funktion.

3. Sei M eine orientierbare, k-dimensionale, glatte Untermannigfaltigkeit (eventuell mit
Rand) des R” und [M] der zugehorige k-dimensionale Strom. Dann ist nach dem Satz
von Stokes

OM(w) = [M](dw) = /M dw = /aMw = [OM](w).

Also ist O[M] = [OM]. In diesem Sinne verallgemeinert 8 den Rand von Untermannig-
faltigkeiten.

4. Ist £ € £"7K(0), so gilt 8T¢ = (—1)* Ty¢, wobei

Te(w) = / wAE.
o
Also verallgemeinert der Rand auch die aulBere Ableitung von Formen.
Satz 5.2.9. Fiir alle Strome T € D, (O) gilt 0(0T) = 0.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus d(dw) = 0. [

Zunachst werden wir eine (Operator) Norm-Funktion fiir Strome definieren, die sogenann-
te Masse. Dafiir brauchen wir die Euklidische Norm und die Komassenorm einer k-Form im
Punkt x.

Definition 5.2.10. Seiw = > We dxo € DX(O) und x € O. Definiere

aeln,k

1/2
1. |w(x)| = ( S wa(x)2> — (w(x) - w(x))"? (Euklidische Norm)

aclpk
2. Jw(X) || = sup{{w(x), E)axp, : & € Ae(R") einfach, &-& < 1} (Komassenorm)

Ein Element & € N((R") heilst einfach, falls £ = & N --- A& mit {&; J’-‘:l orthonormal.
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Fiir w € DX(O) und ¢ € D'(O) gelten folgende Eigenschaften (Ubung; [6], p.32,39]):

1/2
wraa < (7)) el el

el < (7)ol 1eGoll.

Jetzt kann man die Masse eines Stromes T € D,(O), O C R", definieren.
Definition 5.2.11. Seien T € D(O), O C R" offen. Man definiere

1. M(T) =sup{T (w) : |w(x)| <1 fiir alle x € O} (Euklidische Masse)

2. M(T) =sup{T(w) : |lw(x)|| <1 fiir alle x € O} (Masse)
Die Abbildungen M und M sind Operator-Normen in D, (O) beziiglich der Normen

w — sup [|w(x)]| und w +— sup |w(x)|
x€0 x€O

in DX(0). Man kann ohne Probleme zeigen, dass Masse und Euklidische Masse bis auf einen
Faktor c, der nur von n abhangt, ubereinstimmen, d.h. es gilt

¢ M(T) < M(T) < cM(T).

Im Allgemeinen gilt trotzdem MI(T) < M(T). Somit gelten alle folgende topologische Aussa-
gen, die bzgl. M formuliert sind, auch fiir M. Hierzu muss man noch bemerken, dass Simon
[15] die Massen umgekehrt definiert.

Beispiel 5.2.12. Sei M eine orientierbare, k-dimensionale, glatte Untermannigfaltigkeit (even-
tuell mit Rand) des R” und [M] der zugehdrige k-dimensionale Strom. Dann gilt

M([M]) = H*(M).

Filir geometrische Anwendungen ist die Masse des Stromes wichtiger als die Euklidische Masse.
Ist man aber nicht am konkreten Wert, sondern nur an der GroBenordnung interessiert, so ist
die Euklidische Masse oft einfacher zu handhaben.

Da viele Uberlegungen und Konstruktionen in der geometrischen MaRtheorie lokal sind,
ist es nutzlich noch folgende lokale Definitionen zu machen.

Definition 5.2.13. Seien T € D,(O), O C R" offen, V CC O offen. Man definiere
1. M, (T) =sup{T (w) : suppw C V, |w(x)| <1 fiir alle x € O}
2. My(T) =sup{T (w) : suppw C V, ||lw(x)|| <1 fiir alle x € O}

Definition 5.2.14. Eine Folge von Stromen {T;}jen C Dy(O) konvergiert bzgl. der Masse
gegen T € Dy(O), wenn M(T; — T) —> 0 gilt. Wir schreiben in diesem Fall T; — T. Die
Folge {T;}jen konvergiert lokal gegen T, falls M, (T; — T') —> O fiir alle offene V. CC O.

Bemerke: dass T; — T impliziert T; — T lokal (Ubung).

Satz 5.2.15. Seien {T;},en C Dk(O) und T € Dx(O) mit T, — T. Dann gilt T, — T.
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Beweis. Fiir w € D¥(O) gilt
[Ti(w) = T(w)| = (T = T)(w)| < M(T; = T) sup lw()[ — 0.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Zum Beispiel ist mit T; == 6;, M(T;) = 1, aber T; = 0
(Ubung). Allerdings hat man folgende Halbstetigkeit der Masse, die fiir das Plateau-Problem
von Bedeutung ist.

Lemma 5.2.16. Seien {T;},en C Dk(O) und T € D(O) mit T, = T. Dann gilt
M(T) < liminf M(T;).
j—o0
Beweis. Seie > 0. Nach der Definition des Supremums existiert ein w € D¥(O) mit [|w(x)|| <
1 fiir alle x € O, sodass T (w) > M(T) — €. Somit gilt
liminf M(T;) > liminf T;(w) = T(w) > M(T) — ¢
J—00 J—00

fur alle € > 0. [ |

5.3 Strome mit endlicher Masse und normale Strome

Die Menge der Strome T € D, (O) mit M(T) < oo wird aufgrund des Darstellungssatzes
von Riesz eine besondere Rolle spielen. Fiir viele Satze ist zudem noch notig, dass auch der
Rand eine endliche Masse hat.

Definition 5.3.1. Sei O C R” offen.
1. Mi(O)=A{T € Dx(O) : M(T) < oo} (Stréme mit endlicher Masse)

2. My.1oc(O) = AT € D,(O) : My(T) < oo fiir alle VCC O offen} (Stréme mit lokal
endlicher Masse)

3. Nu(O) = {T € D«(0O) : M(T) + M(8T) < oo} = {T € M,(O) : T € M,;_1(0)}
(Normale Stréme)
4. Nisoc(0) = {T € D(0) : My(T) + My (8T) < oo fiir alle V. CC O offen}
= {T € My 10c(0) : 0T € My_1,0c(O)}

(Lokal normale Stréme)

Beispiel 5.3.2. Als Beispiel eines Stromes T, der nicht normal ist, aber endliche Masse hat,
betrachten wir T € D;(R), definiert durch

T(f(x)dx) = f(0).
Dann ist M(T) = 1, denn
1 (x) dx|| = sup{(f(x) dx, E)n n, : € € Ai(R) einfach, £-¢ <1}
= sup{(F(x)dx, Ae;)pp - AER, [N <1}
= sup{f(x)A: XA eR, [N\ <1} =|f(x)|.

Andererseits ist 0T (f) = f’(0), f € D(R) mit unendlicher Masse, denn f kann in jedem
Punkt durch 1 beschrankt sein und dennoch beliebig grolle Ableitung bei O haben.
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Satz 5.3.3. Sei T € Nx(O) und ¢ € D™(O) mit m < k. Dann ist der Strom TL¢ € Ny_n(O).

Beweis. Sei w € D*~™(0O). Dann ist

[TLo(W)| = [T(¢Aw)| <M(T) sup ¢ A w()| < M(T) sup rle9] sup lwCAIl -

Daraus folgt
M(TL¢) < M(T)Sug lp(x)|| < oc.
X€

Fir w € D~™"1(O) ergibt sich

O(TLP)(w)=(TLP)(dw)=T(¢A dw)
=T((-1)"d(@Aw) — (-1)"d¢p A w)
=(-1)"T(d(pAw)) — (=1)"T(dp Aw)
= (=17 (0T L¢)(w) — (=1)"(T L dp)(w).

Also gilt (T L ¢) = (—=1)"0T L ¢ — (—1)" T L d¢ und beide Summanden haben nach dem
oben Bewiesenen eine endliche Masse. |

Man kann viele grundlegende Eigenschaften von Stromen mit endlicher Masse herleiten, indem
man diese Strome mit Radon-Male identifiziert. Dies erfolgt mithilfe des Darstellungssatzes
von Riesz.

Theorem 5.3.4. Sei T € M ;oc(O). Dann existiert ein Radon-MaR ||T|| und T : O — A(R”
mit

TO) =) Talx)ea A A ey,

acl,k

sodass folgende Aussagen gelten:

1. Die Abbildung x — Y Ta(x) ist ||T||-messbar. (Hier ist mit )X das kartesische Produkt

OtG/n'k
gemeint.)

2. T(x)-T(x)=1 fiir |T||-fa. x € O.
3 T(w)= /(w Thaen, dI T fiir w € DX(O).
o
4. Fiir das TotalvariationsmaB || T|| gilt || T||(V) = M (T) fiir V CC O offen. Insbesondere
ITII(O) =M(T) falls zusatzlich M(T) < oo gilt, d.h. T € M,(O).

Beweis, Ubung. Erinnerung:

Ein duBeres Malk in einem zweitabzahlbaren, lokalkompakten Hausdorffraum X ist ein
Radon-Maf genau dann, wenn w Borel-reguldr ist und u(K) < +oo fiir kompakte K C X
gilt.

Ein duBeres MaR in einem topologischen Raum (T, T) heilt Borel-regular, falls:

1. Alle Borel-Mengen sind p-messbar.

2. Fir jede Teilmenge A C T existiert eine Borel-Menge B O A sodass u(B) = u(A) gilt.
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Theorem (Rieszer Darstellungssatz). Sei X zuséatzlich entweder eine topologische Gruppe
oder ein o-kompakter Hausdorffraum und sei L : Cc(X,R") — R linear mit

sup {L(f):f € C(X,R"),|f| <1,suppf C K} < +o0

fiir jede K C X kompakt. Dann existiert ein Radon-Mals u in X und eine u-messbare Funktion
v:X —R"mit |v| =1 p-fi. in X, sodass L(f) = [, f-v du.

Sei w € DK(O) mit w =) Wy dxg. Wir betrachten T als eine Abbildung

ae/n,k
Ce (O, Ry — R
und wenden den obigen Rieszer Darstellungssatz an. [ |

Bemerkung 5.3.5. Man kann diese Konstruktion auch beziiglich der Euklidischen Masse
durchfiihren, und ein anderes Totalvariationsmals bekommen. Um zwischen diese beiden Ma-
Ben unterscheiden zu konnen und um konsistent mit der Notation der Totalvariation einer
BV-Funktion zu bleiben, schreibt man oft ||T|| und |T| fiir diese zwei Totalvariationsmale.

Definition 5.3.6. Se_/;en T € Mg 0c(O), A C O eine Borel-Menge, f : A —> R eine Borel-
messbare Funktion, T wie in Theorem , und w € DX(O). Man definiere:

LATILT@) = [ @ T, dITI (= T(w),
2. Tl F(w) ::/Of<w,?>/\k'/\k Skal

3 ITILAW) = /A@"ﬂmk dITl.

Als Beispiel nehme man eine Borel-Menge A in einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist
[M] L A gegeben durch Integration lber A. Ist A selbst eine Untermannigfaltigkeit, so ist
jedoch [T]L A # [A], auBer wenn A die gleiche Dimension wie M hat.

Die Folgen-Version des Satzes von Alaoglu, angewandt auf den separablen, normierten
Raum (D*(O), |||l ). impliziert die schwach-+ Kompaktheit der Einheitskugel im Dualraum,
denn

(D*(0). Il )" = M (O).

Theorem 5.3.7 (de la Vallée-Poussin fiir Strome endlicher Masse). Sei {T;};en € Mk 16c(O)

mit sup My (T;) < oo fiir alle offenen V-CC O. Dann existiert ein T € My ;,c(O) und eine
jeN

Teilfolge {T; }ien, sodass T, — T.

Beweisidee. Seien Ky, K5, ... kompakt, sodass O = U;enK;. Man wende, wie im Beweis der
flir Radon-MaRe analogen Aussage (Theorem [1.4.9)), die Folgen-Version des Theorems von
Alaoglu zusammen mit einem Diagonalargument an. [ |

Mithilfe eines Diagonalarguments beweist man die analoge Aussage fiir normale Strome.

Korollar 5.3.8. Sei {T;}jen C N joc(O) mit sup (My(T;) + My(8T;)) < oo fiir alle offenen
jeN

V cC O. Dann existiert ein T € Ny 1oc(O) und eine Teilfolge {T} }jen, sodass T;, — T.
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Beweis. Nach dem Theorem existiert eine Teilfolge {T;}ien € Niioc(O) und ein
T € My oc(0O), sodass T, —=~ T. Eine weitere Anwendung des vorherigen Theorems im-
pliziert, dass eine weitere Teilfolge {7 }men C Nioc(O) und S € Dy,_1(O) existieren,
sodass 8T; — S. Das bedeutet, dass T}, (dw) — S(w) fiir alle w € D*"1(0). Jedoch gilt
T;(dw) — T(dw), und somit S(w) = T (dw). [

5.4 Einige wichtige Spezialfalle

n-DIMENSIONALE STROME IN R". Hier betrachten wir O C R” offen, sodass
D"(O) ={fdxqxA---Ndx,: fe(CO)}
Somit gibt es zu jedem n-dimensionalen Strom T die entsprechende Distribution
fT(fdxg A~ Ndx,)

und umgekehrt, zu jeder Distribution S € D’(O) gibt es der entsprechenden n-dimensionalen
Strom
fdxq A+ Adx,— S(f).

1
loc

Insbesondere gibt es zu jeder Funktion u € L; _(O) der entsprechenden n-dimensionalen

Strom T, € D,(O), definiert durch
Tu(fds Ao A )= [ uf i
o

Man berechne, dass

My (T,) = / |u| dH" fiir alle V CC O offen.
v

Sei w € D"1(0). Dann gilt

j=2
und somit
Ow n  Bw;
dw = 8—X11 dxa N dXe, .n + Z(—l)f 1 O_XJ dx; A dxa,..j—1) N dX(jt1,...n)
j=2 J
Ow " Bw:
= a—Xll Xm A dX(2 _____ n) + Z a_XJJ dX(l _____ ji—1) A dXJ A dX(j+1 ..... n)
j=2
n
a(,dj
= —— ) dx = divw dx, ,
(J:Zl an> (L...m) (1.....n)
wobei w = (w1, . . ., w,). Daraus folgt, dass

oT,(w) = / udivw dH".
o
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Falls wir zusatzlich annehmen, dass u € BV/,(O), dann gilt
My (0T,) = / d|Du| = |Dul(V) fir alle V CC O offen.
v

Ein sehr wichtiges Ergebnis handelt es von der Umkehrung dieser Konstruktion:
Theorem 5.4.1. Sei O C R" offen und zusammenhangend.

1. Sei T € D,(O) mit 0T = 0. Dann existiert ein c € R, sodass T = c [O], wobei
[[O]](OJ) = /(UJ, er1 N+ A en)/\n,/\n dH".
o

2. Sei T € Ny 1oc(O). Dann existiert eine Funktion u € BV,.(O), sodass T = T,.
Beweis. [15, Theorem 2.34, Remark 2.35] [ |

Bemerkung 5.4.2. Eine offene Menge O C R” ist eine orientierbare, topologische, n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” mit Orientierung x — e; A --- A €.

k-DIMENSIONALE STROME IN R, R? und R3. In R gibt es nur 0-Strome (=Distributionen),
und 1-Strome. Sie haben die Form

T(f dx) = T.(f),
wobei T; eine Distribution (die 1. Komponente des Stroms) ist. Demnach gilt
OT(f) =T(df) =T(f" dx) = T1(f") = —=DT,(f).

Somit wird der Begriff der distributionellen Ableitung im Kontext der Strome erfasst.
In R? existieren zusatzlich Strome der Form

T(wei2y dxi A dxa) = T2)(wWei2)) und S(wy dxg + ws dxz) = Si(wy) + Sa(ws),
wobei T € DQ(R2), Se Dl(]Rz) und T(1,2)v 51, 52 € D/(R2) Fir

W= wi;dx; +wydxs € Dl(Rz)

gilt
_ 0w Ow, _ (Owy  Ow; 22
dw_a_Xdez/\dX1+a_X1dX1/\dX2_<a_Xl 8—X2>dX1/\dX2€D(R).
Somit berechnet man
Ow Ow
GT(w) = T(d(,d) = T(1,2) (8_)(12 — 8_)(21> = —D(l'O)T(LQ)(WQ) + D(o'l)T(LQ)((Ul)

= - v7_(1,2) : (wz. —wl).

sodass OT als ein Gradient betrachtet werden kann. Aullerdem gilt

of of
df = 8_x1 dX1 + a_Xg dX2,
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fir £ € D(R?), und damit auch

8S(f) = S(df) = sl(aa—xfl) n 52(2—);) — _D1OS (F) — DOVS,(F) = — div(Sy, S5)(F),

sodass 8S = —divS € D'(R?) im Sinne von Stromen.
In R3 existieren auRer Distributionen noch folgende Strome:

T(W(ligrg) dX1 A dX2 A\ ng) = T(1’2,3)((U(1,2'3)) - D3(R3),
5(0.)(1'2) Xm VAN dX2 + W(2,3) dX2 A\ dX3 + W(s,1) dX3 N Xm)

= Sa2)(Wa2)) + S (Wes) + Sen(we)) € Da(R?),
R(w1 dX1 + Wo dX2 + ws dX3) = Rl(wl) + RQ(UJQ) + R3(w3) € Dl(R3)

Wie in R? betrachtet man VT = —0T und divS = —8S. Fiir
W= w1 dx; + wWr dxo + w3 dxz € Dl(R3)

berechnen wir

o 8&}2 awl 8&/3 aCUQ 8(U3 a"‘}1 2 /3
do = (G~ 3 ) P+ (G~ 5 ) drendrat (G2 -50) dands € DIRY)
So betrachten wir curl R .= —OR im Sinne von Stromen.

5.5  Verknupfungen und Operationen

Produkt von Stromen. Im Folgenden werden wir das kartesische Produkt von Stromen
definieren. Seien O C R” und V C R™. In diesem Kontext bezeichnen wir die Koordinaten

von R" mit x = (x¢,..., X,) und die von R™ mit y = (y1, ..., VYm). Eine Differentialform
w € DK(O x V) hat die Gestalt
W = Z Wa g dXo A dyp,
(BYE ot X
KIl'=k+]

wobei wq g € CP(O x V).
Definition 5.5.1. Das Kreuz- oder kartesische Produkt S x T € Dy (O x V') zweier Strémen
S € Dk(0), T € D)(V) ist definiert durch
SxT(w)= > S(T(Wap dys) dxa).
(avﬁ)eln,kXIm,l
Das Kreuzprodukt ist wohldefiniert, denn die Abbildung
X Z T (wap(x,y) dyp)
(ayﬁ)eln,kXIm,l

lebt in C§g°(O) und es gilt |a| = k. Seien auBerdem Py und R, die Projektionen von O x V
auf O und V, und betrachte die Formen w € D¥(O) und ¢ € D"(V), wobei k' + I' = k + I.
Dann hat die Form

PEwAPFp=(woPo)A(poPy) € DO xV)
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die Gestalt
PEwAPid= > wa(x)dp(y)dxa A dys.
(QB)E Lo Xy
k' +1I'=k+1
Somit gilt
SXT(PEwAPI®) = D S(waT(dsdys) dxa)

(avﬁ)eln.kXIrn./

=5( ¥ (wT( X s an)) =5@)T@) (59

€l i BEIm,
genau dann, wenn k'’ = k und I’ = /. Man kann folgende fundierte Eigenschaften beweisen.
Satz 5.5.2. Seien O CR", V CR™ und S € D(0O), T € D)(V).
1. supp(S x T)=-suppS xsuppT
2.0(SxT)=08SxT+(-1)kSxa8T

Beweis. 1. Fir ein beliebiges o € [, setze

We(X) = Z T(wap(x,y) dys).
BG/m "
KI 1=K+

S x T(w) = s( 3 wa dxa).

ae/n,k

Somit ist

Falls S x T(w) # 0, existiert einen Index a und ein x € supp S, sodass w(x) # 0. Daraus
folgt, dass es einen Index B und ein y € supp T gibt, sodass wq g(x,y) # 0. Damit wurde die
Inklusion supp(S x T) C supp S x supp T bewiesen.

Fiir die andere Richtung bemerken wir, dass fiir S(w), T(¢) # 0 aus folgt, dass

SxT(PfwAPFp) #0.

2. Es reicht aus die Gleichheit fiir eine Form w = wqy g dxo A dys zu zeigen. Es ist

- Gwaﬁ(x,y) awaﬁ(x y)
dw = ZTd)g/\dxa/\dyg+za—yjdyj/\dxa/\dy5

_ Zﬁwaﬁ(x y) \a\zawaﬁ(x y)

_ Ziw ddidW(_l)\a'Ziw i A dys,
0x; 9y;

dx; A\ dxa A dyg + (— dxq N dy; N\ dyg

j=1 =1
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wobei dxa und dys sind die aufsteigend umsortierte Formen dx; A dx, und dy; A dys. Daraus
folgt, dass

(S xT)(w)=SxT(dw)
:éS(T(i%ﬁ'”d ¥o) dxa) + (— 1)“'25(T(iawa§ixy dys ) . )
:iS( ( Xy) dys ) dxj A dxa) + (= 1)“'ZS(T(&"°‘5(“’ dy; 1\ dys ) dxe )

- S(ZT(&"”(X 2 dys ) dxj A\ dxe) + (~1) s(iT(a‘”"ﬁ(X ) 4y, dys ) dx )

J=1

.:A—I—B.

Weiterhin betrachten wir jeden Summanden separat.

m

B = (~1) S(Z (6“""5 XY v dyﬁ) dxa>

= (~1)l S(T(Z—awo‘g)(/j( )y A dys ) dxa) = (=1)/* S (T (d(was dyp)) dxx)

= (~1) S (8T (wap ) dxa ) = (=1)* S x OT (15 e A )
= (-1 S x 8T (w).

Um A ahnlich umzuformen, muss man uberlegen, dass partielle Ableitungen beziiglich eines
Parameters aus dem Argument heraus gezogen werden kénnen, denn wqag € C°(O x V).
Somit rechnen wir, dass

A= (LT (2220 g0 ) = (3 2 ( Tlwns o)) A )

/=1 =1 €C(0)
- S(d(T(waﬁ dys) dxa)) = 8S(T (Wap dy) d%a) = 0S X T (wap d¥e A dyp)
=0S x T(w).
m

Satz 5.5.3. Seien S € My 10c(O), und T € M 0c(V), E CC O und W CC V offen gegeben.
Dann gilt

1. Mgy (S xT)=Mg(S)M,(T)
2. Fiir eine Konstante ¢ = c(n) > 1 gilt

C_1 MEXW(S X T) < M(S)E MV\/(T) < CMEXW(S X T)

Beweisidee. 1. Folgt aus der Definition und (15.6)).
2. Folgt aus 1. und aus der Aquivalenz der Massen. [ |
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R'I’L

R'n

Abbildung 5.1: Konstruktion von [(0, 1) x T (Beispiel . Die Orientierung von (0, 1)] x0T
kann man durch die Rechnung [(0, 1)] x 8[(a, b)] = [(0, 1)] x 6, — [(0,1)] x &, bestimmen.

Bemerkung 5.5.4. Das Kreuzprodukt ist der einzige Strom in D**/(O x V) mit der Eigen-
schaft (5.6]). Einen Beweis findet man in [6, S. 360].

Beispiel 5.5.5. Fiir [(0,1)] € D1(R) und T € D(R") gilt

a([(0. ) x T) = 8[(0, 1)] x T — [(0,1)] x 8T
= (51 — (50) X T — [[(0, 1)]] x OT
=0 xT —0xT—1[(0,1)] xOT.

Falls auBerdem T € My 0c(O) mit T = ||T|| LT gilt, dann kann gezeigt werden, dass

[0, )] X T € My soc(O), 10, 1)] x Tl = (£'L(0,1)) x |T]| und [(0, )] =er A T

Der Pushforward. Hier werden wir das Bild eines Stromes unter einer glatten Abbildung
definieren. Wir betrachten einen Strom T € D, (O) mit O C R” offen und eine C* Abbildung
f: O —V, wobel V CR"™ sodass:

Die Menge supp TNf~1(K) ist kompakt in O fiir jede kompakte Teilmenge K C V.
Diese Eigenschaft wird manchmal als die Funktion f |, 7 ist proper zusammengefasst.

Definition 5.5.6. Der Pushforward fu T € D (V) des Stromes T ist fiir w € D*(V) definiert
durch
fuT(w) =T (nf*w),

wobei n € C5°(O) und m =1 in einer Umgebung von supp T N supp f#w.
Bemerkung 5.5.7. 1. fx : Dx(O) — Dk(V) ist ein linearer Operator.

2. Esist supp f#w C f~1(suppw). Da fls,ppT proper ist, ist supp T Nsupp f#w als abge-
schlossene Teilmenge einer kompakten Menge ebenfalls kompakt.
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3. Die Funktion n muss eingefiihrt werden, damit man 7 anwenden kann. Denn es ist
durchaus moglich, dass f#w keinen kompakten Triger hat. In diesem Fall schneidet
man mit i den Teil, der aulBerhalb von supp T liegt, ab.

4. Die Definition hangt nicht von der Wahl von n ab, wie man direkt nachrechnet.
Es gilt

O(fuT)(w) = fxT(dw) =T (nf*dw)

=T (nd(f*w)) (elementare Eigenschaften der Ableitung, Satz|5.1.10))

=T (d(nf*w)) (n = 1 wo die Anwendung stattfindet)

=0T (n*w) = 40T (w),
das heil3t,

O(fyT) = f0T. (5.7)
Weiterhin kann man
supp fx T C f(suppT)

nachrechnen.

Die Bedingung, dass f|spp7 Proper ist, ist wesentlich beziiglich der Eigenschaft .
Nimmt man beispielsweise O = (0,00) und V =R, f : O — V die ldentitat und T = [(0, 1)],
so gilt 0T = 61, denn fiir f € C§°(O) gilt

8[(0, I(F) = (0, 1)](dr) = [(0, D] (F" dx) :/o f'(x) dx = f(1).

AuBerdem gelten £.0T = 61, fxT = [(0,1)] € Di(R) und O(fxT) = 01 — do. Also gilt
O(fyT) # f,0T.
Hierzu kann man einen wichtigen Satz beweisen.

Satz 5.5.8 (Homotopieformel). Seien O C R" und V C R™ offene Mengen, f,g : O — V
glatte Abbildungen und h : [0,1] x O — V eine glatte Homotopie zwischen ihnen, d.h. es
gelten

h(0, x) = f(x) und h(1, x) = g(x) fiir alle x € O.

Seien T € Dy(O) und h|jg1)xsupp T Proper. Dann gilt

Beweis. Aus den Eigenschaften des Kreuzproduktes folgt, dass

supp ([(0,1)] x T) = supp[(0, 1)] x supp T.

Somit st hlsypp([o.1]xsuppT) Proper. Es folgt, dass hy([(0,1)] x T) wohldefiniert ist, und
mithilfe des Beispiels |5.5.5 ergibt sich

dhy ([(0,1)] x T) = hgd([(0,1)] x T)
= h#(51 X T) - h#(50 X T) — h#(ﬂ(O, 1)]] X 87—)
=guT — T — hg([(0,1)] x OT).
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Dabei wurde benutzt, dass fir w € DX(V) gilt:
hy (61 x T)(w) =& x T(nh*w)

= > 6 (T (nwa(hu(t. ) d(bp(t. %)) A+ A d(hy(t xa,)) )

OcG/nk

= > T(nwal(hu(1,0) d(hp(lxa) Ao A d (b1 xa,)) )

a€lyk

= Z T(nwa(g#(x)) d(gs(xa)) A- o A d(g#(xak))»

aeln,k

=T(n Y wal9400) d(gs ) A+ 1 d(9(x,)) ) )

a€lpk
=T(ng"w) = g4 T (w),

und ahnlich, dass hy (6 x T) = fyT. ]

Eine erste Anwendung der Homotopieformel ist:

Korollar 5.5.9 (Poincaré Lemma). Sei O C R" sternférmig. Dann ist jeder randlose Strom
selbst ein Rand.

Beweis. Sei T € D,(O) mit 0T = 0 und betrachte die Homotopie h(t, x) = t x. Dann gilt
T =0hy([(0,1)] x T) + he([(0,1)] x 8T) = 8hx([(0,1)] x T).
|

Ein Spezialfall der Homotopieformel liefert uns folgende Aussage.

Korollar 5.5.10. Seien O C R" und V C R™ offene Mengen, f,g : O — V glatte Abbildun-
gen, h:[0,1] x O — V definiert durch

h(t,x)=(1-1t)f(x)+tg(x),

und T € My (O). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, die nur von n abhangt, sodass

M(he (IO D] x T)) < ¢ sup_[F(x) = g(0)| sup_(|df(x)] + [dg(x))* M(T).

xEsupp T x€supp T

Bewe|5|dee Wir benutzen die Tatsache (Beispiel [5.5.5)), dass [(0,1)]) x T € M(O) fiir
=||TIILT,

100, D] x Tl = (£L(0,1)) x || und [(0. )] =er AT
gilt. Damit folgt fiir w € D*T1(V), dass
hy(1(0, 1)] x T)(w) = [(0, 1)] x T (n h*w)
_ / (nh#w, e AT s, d((£2L0.1) X IIT]))
(0,1)xO

(denn suppn € (0,1) x O)

:/ /<h#w,e1A?>MHAM d||T|dC!
0,1) JO '

(siehe [15), p. 140])
— [ [ {lhnr (96 = £00) A (edg + (1= 0)d0), Ty, dITIAL!
0.1 Jo
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Nehmen wir an, dass ||w|x|| < 1 fiir alle x € O, so ergibt sich

| ([(0,1)] x T)(w)| < ¢ /(0 1)/O\g(x) — )| [(tdg+ (1 —1t) df))#ﬂ d|T|dct

<c sw [F() - 90| sup (drCol+ gD [ [ dTyac,
x€Esupp T xesupp T (0,1)
und die Aussage folgt, denn [ [ dIIT[|dLt = M(T). |

Mithilfe der Homotopieformel kann man das Bild eines Stromes unter einer Lipschitz Abbil-
dung definieren.

Satz 5.5.11 (Lipschitz-Pushforward). Seien T € Ny 1oc(O) und f : O — V C R™ Lipschitz
mit flsupp7 Proper. Seien m. die klassische Mollifier in R" und f, = f % m1,,. Fiir eine Form
w € DX(V) definiere
T(w) = lim f,T(w).
n—oo

Dann gelten folgende Aussagen:

1. Der Grenzwert ist von der Wahl der Folge unabhiangig und existiert fiir jede solche
glattende Folge {f,},en und jede Form w.

2. Es gelten £, T € Ni.1oc(V) und supp £ T C f(suppT).

3. Ist L die Lipschitz-Konstante von f, so ist My, (f,T) < LXMy/(T) fir jede offene
Teilmenge W CC V.

4. Falls f glatt ist, so stimmt die Definition mit der vorher gegebenen iiberein.
5. Es gilt £,0T = 0fyT

Beweisidee. Fiir einen kompletten Beweis siehe [2, Definition und Satz 9.1, p.23]. Fiir /,j €
N groB genug, W CC V offen, w € DX(V) mit suppw C intW, und h(t,x) = t fi(x) + (1 —
t) f;(x) impliziert Korollar [5.5.10| dass eine Konstante

c=c(n, k, My (T), My(0T), su\r/J lw(x)]] ,su\e ||dw(x)||, L) >0
Xe Xe

mit
fixT(w) — i, T(w) <c sup |1i(x) = (X))

xef~L(W)Nsupp T

existiert, wobei L die Lipschitz Konstante von f ist. Der Beweis folgt dann aus der gleichma-
Bigen Konvergenz f; — f in f~Y(W). [ |

5.6 Rektifizierbare Strome und das Plateau-Problem

Wir erinnern uns an das Plateau-Problem in R3, namlich eine Minimalflache zu finden, die
als Rand eine gegebene Kurve besitzt. Eine gute Vorgehensweise ware die Direkte Methode
der Variationsrechnung zu benutzen:

1. Zeige inf > —oo. (Poincaré lemma)
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Abbildung 5.2: Eine Folge von Flachen mit Inhalt m 4+ 1, ™+ %, T+ % und ™ + 6% (von links
nach rechts); Abbildungen sind aus [13].

2. Betrachte eine Folge von Flachen deren Flacheninhalt gegen das Infimum konvergiert.
3. Extrahiere eine konvergente Teilfolge. (Kompaktheit in der schwach-x Konvergenz)

4. Zeige, dass der Grenzwert die gesuchte Minimalflache ist. (Unterhalbstetigkeit der Mas-
se)

Wenn man Flachen als Abbildungen betrachtet, so funktioniert die direkte Methode wegen den
fehlenden Kompaktheitseigenschaften nicht, auch wenn der gegebene Rand der Einheitskreis
ist. Durch das Herausstrecken von diinnen Tentakeln konnte diese Folge sogar den gesamten
R3 als Haufungspunkt besitzen (siehe Abbildung .

In diesem Kapitel werden wir eine klasse von Stromen einfiihren, die der Abschluss von
Untermannigfaltigkeiten bezliglich der schwach-x Konvergenz ist. Dieser Konvergenzbegriff
hat uns ermoglicht Kompaktheitsaussagen zu machen. Zunachst werden wir abzahlbar rekti-
fizierbare Mengen orientieren.

Definition 5.6.1. Eine abzahlbar k-rektifizierbare Menge M C R" heilst orientierbar, falls eine
H¥*-messbare (als vektorwertige Abbildung) Funktion & : M — A (R") existiert, sodass fiir
HE-fast allex € M gilt, dass €(x) = £ Ty A+ - ATk, wobei Ty, . . ., T« eine Orthonormalbasis von
dem approximativen Tangentialraum T, M ist, und somit £(x) € N((TM) gilt. Die Funktion
¢ heilst Orientierung von M.

Man bemerke, dass ||€(x)|| = 1 fiir H*-fast alle x € M. Es gibt im Allgemeinen lberabzihlbar
viele Orientierungen einer rektifizierbaren Menge.

Definition 5.6.2. Sei O C R" offen.
1. Ein Strom T € Dy(O) heilst rektifizierbar, wenn es

(a) eine abzihlbar k-rektifizierbare und H*-messbare Menge M C O,
(b) eine Orientierung & von M,
(c) eine nicht-negative Funktion 6 € L} _(M)

loc
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gibt, so dass fiir alle w € Dx(O) gilt:
T(w) = / (W, &)y p, O dHS, oder T = 0EH L M.
" ,

Man sagt, der Strom T ist vom Typ T(M, &, 0), und schreibt T = 7(M, &, 6), falls die
obere Darstellung ohne die Voraussetzungen (a)-(c) gilt.

2. Sei T = 1(M,&,0) rektifizierbar. Wenn 0 nur ganze Zahlen annimmt, heist T ganz-
zahlig rektifizierbar mit Multiplizitat 6. Der Raum der ganzzahlig rektifizierbaren, k-
dimensionalen Stréme wird mit R(O) bezeichnet.

Bemerkung 5.6.3. Falls T = 7(M,&,0) mit 6 € Lj, (M), dann gilt T € My ;o(O) und fur
alle offene V CC O, dass

MV(T):/MVG dH".
n

Beispiel 5.6.4. 1. Eine orientierbare, k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M induziert
einen ganzzahlig rektifizierbaren Strom [M], wenn das k-dimensionale Volumen endlich
Ist.

2. Der 1-Strom T € D;(R?), definiert durch
1
T(widx+wody) = / ws(s,0) ds = / (wy dx + wo dy, 62>/\1 Al dH?,
0 [0,1]x {0} ’
ist nicht rektifizierbar, da e, senkrecht zu [0, 1] x {0} steht. Definiert man T durch
1
T (wy dx + wy dy) = / wi(s,0) ds = / (widx+wpdy, e, . dH',
0 [0,1]x {0} o

so erhalt man einen rektifizierbaren Strom.

Das Verhalten von ganzzahlig rektifizierbaren Stromen unter den angegebenen Konstruktio-
nen wird im folgenden Theorem zusammengefasst:

Theorem 5.6.5. 1. Eine ganzzahlige Linearkombination zweier rektifizierbarer Stromen ist
ganzzahlig rektifizierbar.

2. Das Kreuzprodukt von ganzzahlig rektifizierbaren Stromen ist ganzzahlig rektifizierbar.

3. Der Lipschitz-Pushforward eines ganzzahlig rektifizierbaren Stromes ist wieder ganz-
zahlig rektifizierbar.

Beweis. [15], 3.2 Remarks, p.146] [
Die Wichtigkeit dieser Klasse von Stromen liegt an folgender Aussage.

Theorem 5.6.6 (Federer-Fleming Kompaktheitstheorem). Sei {T;}jen € Nk.1oc(O) NRi(O)
mit

sup (My/(T;) + My(8T;)) < oo
JE€

fiir alle V. CC O. Dann existiert ein T € Ry(O) und eine Teilfolge {T} }ien, sodass Tj, — T .
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Beweis. Siehe [15, Chapter 8]. [

Das Theorem beschreibt uns gleichzeitig den Abschluss dieser Klasse bezliglich der schwach-x
Konvergenz. Die Menge aller Untermannigfaltigkeiten ist eine Teilmenge dieser Klasse. Somit
Ist es ,naturlich” das Plateau-Problem in dieser Klasse zu betrachten.

Definition 5.6.7. Seien O C R"” und T € R«(O). Der Strom T heilst flichenminimierend,
falls fiir alle S € Ry (O) mit 0S = OT gilt, dass

My (T) < My(S)
fiir alle offene V.CC O mit supp(S —T) CC V.

Theorem 5.6.8 (Existenz flaichenminimierender Strome). Sei S € Ry_1(R") mit kompak-
tem Trager und 0S = 0. Dann existiert ein flichenminimierender Strom T € Rx(R") mit
kompaktem Trager und 0T = S.

Beweisidee. Sei
Is ={R € Rk(R") : supp R CC R", OR = S}.

Das Lemma von Poincaré (Korollar impliziert, dass die Menge /s nicht leer ist. Das tech-
nische Problem was man Iosen muss, ist dass die Trager einer minimierenden Folge Tentakeln
gegen Unendlich ziehen konnten. Somit kann man Kompaktheit verlieren. Sei {R;}jen C /s
mit
lim M(R;) = inf M(R), (5.8)
Jj—o0 Rels
und sei p > 0 so groB, dass suppS C B(0, p). Wir betrachten f : R” — B(0, p), die alle
Punkte in R" \ B(0, p) radial auf 0B(0, p) projiziert. Die Funktion f ist Lipschitz-stetig mit
Konstante gleich 1. Somit gilt nach Satz[5.5.11] dass

M(fxR;) < M(R)). (5.9)

Aulerdem gilt
OfyR; = f40R; = 4,5 =S, (5.10)

da suppS C B(0, p), und f|g(, die Identitat ist. Damit gilt {fxR,}jen C /s, sodass (5.8])

und (5.9) implizieren, dass

lim M(f4R;) = inf M(R). (5.11)

J—0 Rels
Das Kompaktheitstheorem von Federer-Fleming gibt uns einen Strom T € R,(R"), sodass
fyR; — T bis auf Teilfolgen. Die schwach-* Unterhalbstetigkeit der Masse zusammen mit
(5.11)) ergibt

M(T) < inf M(R). (5.12)
Rels

AuRerdem gilt, dass supp T C B(0, p) und nach (5.10) 8T = S gilt, sodass T € Is. Zusam-
men mit ([5.12)) folgt die Aussage des Theorems. [ |

Hierzu muss man bemerken, dass auch wenn S eine glatte Untermannigfaltigkeit ist, T nicht
unbedingt auch eine sein muss; siehe z.B. Abbildung [5.3]
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S/

Abbildung 5.3: Ein flachenminimierender Strom mit glattem Rand. Obwohl er keine Unterman-
nigfaltigkeit ist, kann man ihn mit Seifenblasen konstruieren ([13] p. 82]).
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Coda

Eine invariante Betrachtung der nichtlinearen
Elastizitat

Sei Q C R? ein beschranktes Gebiet, was die Referenzkonfiguration oder den Ruhezu-
stand eines elastischen Korpers beschreibt. Klassisch betrachtet, wird die aus einer Belastung
resultierende Verformung des Korpers durch eine glatte Abbildung v : Q — = u(Q) C R3
beschrieben, wobei u orientierungserhaltend und global invertierbar ist. Hier beschreibt
die Ausgangskonfiguration des Korpers. Die Invertierbarkeit der Deformation u fiihrt zu zwei
aquivalenten Koordinatensystemen, die Eulersche und die Lagrangesche Darstellung, mit un-
abhingigen Variablen x € Q und % € Q.

In der Eulerschen Darstellung nimmt man an, dass eine gespeicherte Energiedichte W (x, F)
existiert, die von den infinitesimalen Deformationen F(x) = Vu(x) abhdngt. Somit ist die
elastische Energie des Korpers durch

E(u, Q)= /QW(X,VU(X)) dH3(x) (6.13)

gegeben. Die gesuchte Deformation beziiglich einer gegebenen Belastung und gegebener
Randbedingungen wird als ein Minimierer von £ in einer passenden Klasse von Diffeomorphis-
men mit den angegebenen Eigenschaften gesucht.

Hier werden wir einen ,invarianten” Formalismus prasentieren, d.h. wir werden uns weder
zwischen der Eulerschen noch zwischen der Lagrangeschen Darstellung entscheiden, und dem
Weg folgen, das Energiefunktional beziiglich des Graphen der Deformation zu minimieren.
Dafiir werden wir die Techniken benotigen, die als Teil der Theorie der Stromen entwickelt
worden.

6.1 Kinematik und zulassige Deformationen

Ein elastischer Korper wird durch eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit I parametri-
siert, d.h. zu jedem materiellen Punkt wird ein eindeutiges t € K zugewiesen. Wir folgen der
Notation von [3]:

Definition 6.1.1. 1. Eine Konfiguration des Kérpers ist eine Abbildung ¢ : K — R3,
sodass ¢(K) eine 3-dimensionale, orientierbare Untermannigfaltigkeit von R3, und ¢ :
int K — int ¢(K) ein Diffeomorphismus ist.
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oK) S(¢0,0)
/ ]
K
T

Abbildung 6.4: Deformation eines elastischen Korpers, der durch IC parametrisiert ist.

2. Die Referenzkonfiguration oder der Ruhezustand des Korpers wird als die Konfiguration
¢o bezeichnet.

3. Seien Q = int ¢o(K) und 2 := int ¢(KC). Dann heiBt u: Q0 —» Q mit u = o ¢y die
Deformation des Koérpers.

4. Sigop) = {(¢o(t), $(t)) ERxR3: t € /c} und {e1, e, €5, &1, &, &} sei die Standard-

basis fiir R3 x R3.

Man sollte annehmen, dass die Injektivitat einer Konfiguration ¢ auf OC verloren gehen kann,
da Selbstkontakt moglich ist. Es gilt

Sod) = Gu = {(x, %) e R* x R?: % = u(x)},

d.h. S4,.¢) ist der Graph von u. Eine Durchdringung wird vermieden, indem man die Voraus-
setzungen an ¢ wie folgt auf u Ubertragt:

det Vu(x) > 0 fiir alle x € Q.

Bei der Modellierung nehmen wir an, dass es eine Energiedichte gibt, d.h. man kann die
Deformation ,infinitesimal” zu jedem Punkt beschreiben. Diese Infinitesimalverschiebung zum
Punkt (x, X) werden wir durch den Tangentialraum T, 3yS(4,.¢) beschreiben; er ist im klassi-
schen Fall punktweise eindeutig bestimmt. Zu T, 2)S(¢,.¢) definiert man den Tangentialeinheits-

3-Vektor, als
— — . ViAo A Vs

= R) = As(R? x R3
S =5(x,X) |v1/\v2/\v3|€ 3(R® x R?),

wobei {vi, v», va} eine Orthonormalbasis von T(, z)S(s,.4) ist. Es kann gezeigt werden, dass
k-Vektoren orientierte, k-dimensionalen Ebenen darstellen; siehe z.B. [7, S. 110].
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Wir werden eine andere Darstellung fiir S geben: Sei 7 € Tix2)S(¢0.¢) Mit

7= (e + o) A (e () A (&5 + 22 ().

sodass S = 7/|7|. Definiere

IM(Vu(x)) | = 7] = \/1+ [Vu()R + |adj Vu(x) 2 + (det Vu(x))>
Fir zwei 3 x 3 Matrizen A und B, definiere
A:B=1tr(AT B) und adjA= A"! det A, falls det A > 0.
Definiere auBBerdem die 3 x 3 Matrizen

6(2'3) A él 6‘(2'3) N ég 6(2’3) A é3
€2) A é(l) = —€(1,3) VAN él —€(1,3) N éz —€(1,3) A ég
€1,2) VAN él €(1,2) N ég €(1,2) A é3
und A A R
—e1 AN €p3) €1 NE€r3 —e1/Ne€aupz
€1) A é(g) = —& A é\(gy3) e N é(lyg,) —e N é(1,2)
—e3 N\ 6(2,3) es N\ é(1'3) —e3 N\ é(1,2)

Somit kann man folgenden Satz beweisen.

Satz 6.1.2. Sei P : Q x Q — Q die Projektion mit P(x,X) = x. Dann gilt

S5=S5 €1,2,3) t+ § é(1,2,3) + 5(2’1)26(2) N ey + 5(1,2)28(1) N €y,

wobei
1 A detVu - Vu — adjVu
S=———0oP, S=—r——0P S = ———o0oP, S = ——"00P.
M(Vu)] MV © T T T M T T T M)
Aulerdem gilt
S S S 1

Vu= % o P! adjVu= % 0Pl detVu=goP ™l [M(Vu)|=goP

Beweis. Siehe [8, Proposition 2, S.145]. [

Dieser Zusammenhang erlaubt uns die Klasse aller zulassigen infinitesimalen Deformationen zu
definieren, und festzustellen, dass diese eindeutig aus (Vu, adj Vu, det Vu) bestimmt werden.

Definition 6.1.3. Ein € € A(R® x R3) heit zuldssige infinitesimale Deformation, falls
|€]=1und £ € ZT7(R® x R3), wobei

Z++(R3 X R3) = 5 = Z éaﬁ € A\ éﬁ : 5 einfach und 5(1’2’3)(0’0'0), 5(0'0'0)(1'2,3) >0
la+18|=3

= {E =&eups + éé(1,2,3) + e Aea) + £ ao)ien) A ey

E’ einfach und &, € > O}.
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Wir folgen einer invarianten Betrachtung, d.h. wir werden als unabhangige Variablen weder
x noch X betrachten, sondern die Untermannigfaltigkeit G, selbst. Aus der Betrachtung des
Plateau-Problems wissen wir, dass Kompaktheit im Raum der Untermannigfaltigkeiten nicht
gelingt. Deshalb folgen wir dem Weg, den wir bisher gelegt haben, namlich, dass wir als
unabhangige Variable den ganzzahligen, rektifizierbaren 3-Strom G, mit Multiplizitat 1 und

Gy = [Gu](w) = /g (w, S)ps p, dH®

nehmen, wobei §(X) der Tangentialeinheits-3-Vektor von G, im Punkt (x, u(x)) ist.

In diesem Kontext wissen wir aus dem Kompaktheitstheorem von Federer und Fleming
[5.6.6] dass eine Minimierung in der Klasse der ganzzahlig rektifizierbaren 3-Strome R3(R® x
R3) stattfinden kann.

6.2 Elastische Energien

Hierzu werden klassischerweise polykonvexe Energiedichten betrachtet. Die Klasse ™+ (IR3x
R3) ist ndmlich nicht konvex.

Definition 6.2.1. 1. Eine Funktion W : M3*3 —> R heiBt polykonvex, falls es eine konvexe
Funktion f : M3 x M*3 x (0, +00) — R gibt, mit

W(F) = f(F,adj F,det F) fiir alle F € M.

2. Eine Funktion f : =++(R3 x R®) — R heilt konvex, falls f = (©)|xii gy gy, wobei
FO(E) = sup {g(g): g N3(R® x R®) — R U {400} konvex
und g(§) < F(9) fiir alle 9 € ST (R? x R*)}.

Satz 6.2.2. 1. Sei W : M3*® — R polykonvex. Dann ist f : “++(R? x R®) — R mit

o @)
f<s>-—gvv( :

konvex.
2. Sei f i THH(R3 x R3) — R mit f(€) = F(€ €ny. €01), &) konvex. Dann ist
Wi M¥ — R mit W(F) = f(1,F adjF,det F)
polykonvex.

Beweis. Siehe [8, Proposition 3, p.150]. [

Somit betrachten wir

E(u, Q) ::/ f(x,x,éj(x,x)) dH3(x, %), (6.14)

u

wobei G, die Dichte von G, ist, d.h. G, = G, H3L G, = 7(Gy, G, 1).
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6.3  Minimierung in der Klasse der schwachen Diffeomorphismen:
Elastoplastizitat

Da Graphen nicht schwach-* abgeschlossen sind, brauchen wir eine passende Klasse von
Stromen die alle physikalischen Voraussetzungen erfiillen.

Definition 6.3.1. 1. Fiir T € R3(Q2 x R3) definiere die 1-Norm durch

[T, = sup {T(l,2,3)(0,0,0)(|)?‘ ) = 7_(|>A<| o(x, X) dX(1,2,3)) pc CO(QXR3)v ol ~ < 1}-

2. [7, p. 385] Die Klasse der kartesischen Stréme ist definiert durch:

T € cart(Q2 x R3?) genau dann, wenn

(a) T € M3(Q x R?) NR3(Q2 x R?),
(b) ITly < oo,

(c) T(12.3)0.00) = 0,

(d) T LQ x R3® =0,

(e) PuT =[],

wobei P : Q xR® — Q die Projektion mit P(x, &) = x ist, sodass Py : D3(QxR3) —
Ds(Q2). Beachte, Py ist nicht notwendigerweise stetig, siehe [7, S. 383].

3. [8, p. 209] Die Klasse der generalisierten schwachen Diffeomorphismen ist definiert
durch:
T € dif(Q x R3) genau dann, wenn:

(a) T € cart(Q x R®)

(b) Fiir alle p € Co(Q2 xR3) mit @ > 0 gilt T0.0.0)1.23) (@) < /

max ¢(x, X) dH3(%).
R3 xeQ

Bemerkung 6.3.2. Einige Kommentare zur vorherigen Definition:

1. Ein Strom T € R3(Q x R3) ist eindeutig auf 3-Formen mit stetigen Koeffizienten und
kompaktem Trager fortsetzbar. Dies kann mithilfe des Satzes von der majorisierten
Konvergenz gezeigt werden.

2. (a) Man generalisiere Graphen von Funktionen.

(b) Erlaubt uns eine Deformation aus einem Strom zu definieren.

(c) Ersetzt die starke Voraussetzung, dass Materie sich nicht durchdringen kann, aber
am Rand Selbstkontakt stattfinden kann.

(d) Im Inneren gibt es keinen Rand, d.h. Risse diirfen nicht entstehen.

(e) Man kann alles auf 2 zuriickfiihren.

3. (b) Das ist die passende Generalisierung der globalen Invertierbarkeit.
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Satz 6.3.3. Sei T = 7(M, £, 0) € (/1\n/c(Q x R3). Seien u;[T] die Radon-MaRe, die durch die
Funktionale @ — T(123)(0,0,0)(Xi ) mithilfe des Theorems von Riesz definiert sind. AuBerdem

sei .
My = {(x,8) € M: £(x,%x) >0}

die Teilmenge von M, die keine ,vertikalen” Vektoren hat. Dann gilt
1. Es existiert eine Funktion ur € BV(S,R?), sodass u;[T] = (ur); dL3, j=1,2,3.
2. TLMy =Gy,
Beweis. Siehe [7, Theorem 1, S. 392 & Theorem 3 (ii), S. 395]. [

Theorem 6.3.4. Sei {T,}jen C EJH‘(Q x R3) mit

sup (M(T;) + (| Tjll, ) < oo.
JEN

Dann existiert ein T € dif (2 x R3) und eine Teilfolge {T; };en, sodass T, =~ T.

Beweisidee. Aus dem Kompaktheitstheorem [5.6.6| von Federer und Fleming folgt die Exis-
tenz eines T € R3(R3 x R®), sodass T; = T bis auf Teilfolgen. Daraus folgt mithilfe von [7,
Theorem 1, S. 386], dass T € cart(Q x R3?). Aus [8, Theorem 3, S. 201] folgt ferner, dass
T € dif(Q x R3). m

Theorem 6.3.5. Sei f : Q x R x A3(R® x R®) —> R unterhalbstetig und f.ii. konvex in
N3(R? x R?). Seien Ty € dif (2 x R®) und ein relativ offenes I C 0Q so, dass H>(I") > 0. Fiir

S e dif(Q x R3) definiere
F(S) = E(us, Q)

und sei F koerziv, d.h.
F(S) > cM(S).

Dann existiert ein T € dif (Q x R3), sodass
F(T) =min {F(S): S € dif(Q x R®) und 8S = 8Ty auf I'}.

Bemerkung 6.3.6. Es folgt direkt, dass 0T = 0T, auf [ im distributionellen Sinne ist. Daraus
folgt aber nicht, dass ur = ur, als Spuren auf I'; siehe [8, S. 263].
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