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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein von Maz’ya entwickeltes Verfahren [25], eine
gegebene Funktion f : R” — R durch eine Linearkombination f;, radialer glatter
exponentiell fallender Basisfunktionen zu approximieren, die im Gegensatz zu den
Splines lediglich eine ndherungsweise Zerlegung der Eins bilden und somit ein fiir
h — 0 nicht konvergentes Verfahren definieren (Approximate Approximations).

Es zeigt sich jedoch, dass diese fehlende Konvergenz fiir die Praxis nicht relevant
ist, da der Fehler zwischen f und der Approximation f, iiber gewisse Parameter
unterhalb der Maschinengenauigkeit heutiger Rechner eingestellt werden kann.

Dariiber hinaus besitzt das Verfahren grofie Vorteile bei der numerischen Losung
von Cauchy-Problemen der Form

Lu=f

mit einem geeigneten linearen partiellen Differentialoperator L im R™. Approxi-
miert man die rechte Seite f durch f,, so lassen sich in vielen Fillen explizite
Formeln fiir die entsprechenden approximativen Volumenpotentiale u; angeben,
die nur noch eine eindimensionale Integration (z.B. die Errorfunktion) enthalten.

Zur numerischen Losung von Randwertproblemen ist das von Maz’ya entwickelte
Verfahren bisher noch nicht genutzt worden, mit Ausnahme heuristischer bzw.
experimenteller Betrachtungen zur sogenannten Randpunktmethode [21], [26].
Hier setzt die vorliegende Arbeit ein.

Wir entwickeln auf der Grundlage radialer Basisfunktionen ein neues Approxi-
mationsverfahren, welches die Vorziige der von Maz’ya fiir Cauchy-Probleme ent-
wickelten Methode auf die numerische Losung von Randwertproblemen iibertrégt.
Dabei werden stellvertretend das innere Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Glei-
chung und fiir die Stokes-Gleichungen im R? behandelt, wobei fiir jeden der
einzelnen Approximationsschritte Konvergenzuntersuchungen durchgefiihrt und
Fehlerabschétzungen angegeben werden.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Das erste Kapitel beschéftigt sich mit der Quasi-
Interpolation von Funktionen, da diese bei der Entwicklung des Verfahrens eine
zentrale Rolle spielt. Zunéchst betrachten wir fiir d > 0 und m € Z den Gauf3-
Kern

gm R—=R, gn(z):= e d

Dann gilt fiir jedes z € R



oo

Z gm(z) ~ 1,
wenn d geniigend grof3 ist. Das System der GauB-Kerne bildet also auf ganz R
eine niherungsweise Zerlegung der Eins. Fiir eine Funktion u € C3(R) definieren
wir nun die Quasi-Interpolierende

1 > 1(z 2
: T ~2(5-m)

Ugp : R =R, wugp(z): N Z u(mh) e )

Dabei heiflt uq4;, Quasi-Interpolierende von u, weil u,; an den Stellen mh nur

ndherungsweise mit u iibereinstimmt. Die Quasi-Interpolierende hat jedoch eine

schone Approximationseigenschaft, sie ist pseudokonvergent gegen u fiir h — 0

von der Pseudokonvergenzordnung zwei. Dies bedeutet, dass der Parameter d so

gewihlt werden kann, dass bei der Fehlerabschitzung neben dem Term mit h?

nur Terme auftreten, die in der GroBlenordnung der Maschinengenauigkeit liegen
und somit fiir praktische Berechnungen vernachlassigt werden kéonnen.

m=—0o0

Mochte man fiir eine Funktion u € C?([—1,1]) die Quasi-Interpolierende u, ), wie
oben definieren, so ist zu beachten, dass u(mh) nur fir mh € [—1, 1] definiert ist.
Wir werden zum Einen die Funktion u zu einer Funktion @ € C3(R) fortsetzen.
Dann koénnen wir 4, wie oben definieren. Zum Anderen werden wir die direkte
Quasi-Interpolierende w4, von u definieren, indem wir die Summation nur iiber
die m erstrecken, fiir die u(mh) definiert ist. Fiir N € N und A = 1/N definieren
wir somit die direkte Quasi-Interpolierende

Ud,h - [—17 1] — R, ud7h(t) = m m:NU(mh) e adn?
Der Zusatz direkt driickt aus, dass u nicht fortgesetzt wird. Fiir den durch das
Abschneiden entstandenen Fehler werden wir Abschitzungen angeben.

Im zweiten Kapitel wird auf der Grundlage von Kapitel 1 ein Approximations-
verfahren fiir das folgende innere Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung im
R? entwickelt. Gegeben ist ein beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet
G C R? mit einem C*Rand T'. Weiterhin ist eine Funktion b € C(T') gegeben.
Gesucht ist eine Funktion v € C?(G) N C(G) mit

Av=0 in G, v=>b aufl.

Dabei bezeichnet A den Laplace-Operator. Dieses innere Dirichlet-Problem be-
sitzt eine eindeutige Losung v, welche in G dargestellt werden kann durch



1 /!
v(r) = —— k(z,t)u(t)dt.
2 )4
Hier ist k eine bekannte stetige Kernfunktion, und die unbekannte Funktion wu ist
die eindeutige Losung einer Integralgleichung. Wir wollen nun, ausgehend von der
Integraldarstellung, v in G ndherungsweise durch einen expliziten analytischen

Ausdruck darstellen.
Das Approximationsverfahren besteht aus drei Schritten. Im ersten Approxima-

tionsschritt ersetzen wir die unbekannte Funktion w in der Integraldarstellung
durch ihre direkte Quasi-Interpolierende w45, und erhalten

——/ xtudh )dt

(t—mh)?
= k(x,t)e” a2 dt.
27T\/ Z /1 (%)

Im zweiten Approximationsschritt ersetzen wir bei der Integration den Integral-
kern k(z,t) durch k(z,mh) und erhalten

Q

v(x)

N

(= mh)2
g k(x, mh) dn2

N
1 N N
= _N E k(x, mh) erf(m m+ )

mit der Errorfunktion erf (Vgl. Definition 1.9).

Q

v(x)

Da wir die Funktion w nicht kennen, kennen wir auch die Werte u(mh) nicht. Da-
her bestimmen wir im dritten Approximationsschritt Naherungswerte w,, fiir die
Funktionswerte u(mh). Dies geschieht mit dem Nystrom-Verfahren. Ausgangs-
punkt ist die Integralgleichung, deren eindeutige Losung u ist. Diese wird an den
Punkten mh fiir m = —N, ..., N ausgewertet. Die auftretenden Integrale werden
dabei mit der summierten Trapezregel approximiert. So erhalten wir ein eindeu-
tig 16sbares lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von Nédherungswerten u,,
fiir die Funktionswerte u(mh). SchlieBlich setzen wir

1 N

4N

- N N
U, k(z, mh) erf (m m )

vd T Vd
und werden sehen, dass v, eine gute Approximation fiir die Losung v des
Dirichlet-Problems liefert, wenn die Funktion b geniigend glatt ist.

Ud,h ((E) = =
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Wir definieren weiterhin v;”, indem wir dieselbe Prozedur wie eben durchfiihren,
nur dass wir jetzt w nicht durch gy, sondern durch die Spline-Interpolierende u;”
ersetzen. Dabei erhalten wir «;”, indem wir « durch lineare Splines interpolieren.
Es wird sich herausstellen, dass fiir alle z € G gilt

lim vgp(z) = v (x).
d—0

Anschliefend werden wir verschiedene Beispiele am Einheitskreis und an einer
Ellipse betrachten.

Im dritten Kapitel wird das Approximationsverfahren auf ein inneres Dirichlet-
Problem fiir die Stokes-Gleichungen im R? angewendet. Dabei ist G C R? wieder
ein beschriinktes einfach zusammenhiingendes Gebiet mit einem C?-Rand T', und
b € C(T,R?) ist ein vorgegebener Randwert. Gesucht sind ein Geschwindigkeits-
feld v € C*(G,R?) N C(G,R?) und eine Druckfunktion p € C1(G) als Losung
von

—Av+Vp=0 inG, V-o=0 inG, wv=»>b aufl.

Geniigt der Randwert b einer sogenannten Vertréaglichkeitsbedingung, so besitzt
dieses innere Dirichlet-Problem eine Losung (v,p). Dabei ist das Geschwindig-
keitsfeld v eindeutig bestimmt, und die Druckfunktion p ist eindeutig bis auf eine
additive Konstante. Das Geschwindigkeitsfeld v kann in G dargestellt werden

durch
/ K(z,t)u(t)dt.

Dabei ist K ein bekannter stetiger (matrixwertiger) Integralkern, und die unbe-
kannte (vektorwertige) Funktion u ist die eindeutige Losung einer Integralglei-
chung.

Wir werden, ausgehend von der Integraldarstellung, das Geschwindigkeitsfeld v
in G ndherungsweise durch einen analytischen Ausdruck darstellen. Das Vorgehen
hier orientiert sich am zweiten Kapitel, wobei in diesem Fall das Geschwindig-
keitsfeld vektorwertig ist. Dazu ersetzen wir die Komponenten u; von u durch
die direkten Quasi-Interpolierenden (u;)q, und gehen analog zum zweiten Ka-
pitel vor. Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung von Néherungswerten
(u;)m von u;(mh) erhalten wir wieder mit dem Nystrom-Verfahren. Abschliefend
werden auch hier verschiedene Beispiele am Einheitskreis und an einer Ellipse
betrachtet.



Bezeichnungen

Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen, mit Z die Menge der
ganzen Zahlen und mit R die Menge der reellen Zahlen. Fiir x € R ist |z| der
Absolutbetrag von , und fiir x € R™ ist |z| die euklidische Norm von z. Weiterhin
bezeichnet x - y das euklidische Skalarprodukt fiir z,y € R".

Ist D C R und f eine beschrénkte (skalare oder vektorwertige) Funktion auf D,
so definieren wir die Supremumsnorm von f durch

[ flloo == sup | £(£)]-
teD

Die Menge Cy(R) besteht aus allen stetigen Funktionen f : R — R mit kompak-
tem Trager. Dabei hat eine Funktion einen kompakten Trager, wenn sie auflerhalb
einer kompakten Menge verschwindet. Fiir & € N ist C&(R) die Menge aller k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f : R — R mit kompaktem Tréager, und die
Menge C*([—1,1]) besteht aus allen stetigen Funktionen f : [~1,1] — R, die im
offenen Intervall (—1,1) k-mal stetig differenzierbar sind, und deren Ableitungen
sich stetig in die Randpunkte fortsetzen lassen.

Fiir eine Menge D C R"™ bezeichnet C'(D) die Menge der stetigen Funktionen
f:D — R, und D ist der topologische Abschluss von D. Ist D C R" offen und
k € N, so bezeichnet C*(D) die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen f: D — R.

Fiir f € CY(D) ist der Gradient von f definiert durch

o1 f(z)
Vf:D—-R", Vi(x):= :

0, f(x)

Dabei ist 0; f(z) die partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate im Punkt
x € D. Weiterhin ist fiir f € C?(D) die Funktion Af : D — R definiert durch

Af(w) =3 07 f (@)

wobei 07 f(z) die zweite partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate
bezeichnet. Der Operator A : C*(D) — C(D), f — Af heifit Laplace-Operator.

Die Menge C'(D,R™) besteht aus allen stetigen Vektorfunktionen f : D — R™.
Ist speziell n = m, so sprechen wir von Vektorfeldern. Analog zum skalaren Fall
ist Ck(D,R™) fiir k € N die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren
Vektorfunktionen f: D — R™.



Fiir ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld f = (fi1,..., f,)T € CY(D,R")
ist die Divergenz von f definiert durch

V-f:D—->R, Vf(:):):z&fz(x)
i=1

Bei Vektorfunktionen wird der Laplace-Operator komponentenweise angewendet,
d.h. fiir f € C?(D,R™) definieren wir

Afi(z)
Af:D—R™, Af(z) = :
Afp(x)

10



1 Quasi-Interpolation von Funktionen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Approximation von Funktionen
durch ihre Quasi-Interpolierenden. Zuerst betrachten wir Funktionen aus CZ(R)
und anschliefend Funktionen aus C?([—1, 1]).

1.1 Quasi-Interpolation von Funktionen aus C3(R)

Hier untersuchen wir die Quasi-Interpolierende von Funktionen aus C?(R). Da-
zu konstruieren wir zunéichst mit Hilfe von GauB-Kernen eine ndherungsweise
Zerlegung der Eins auf R.

Sei d > 0. Fir m € Z definieren wir den Gauf3-Kern

1
9m - R — R, gm(t) = —ﬁ e—%(t—m)Q

und betrachten die Funktion

Ji:R—=R, d4(t) = D gm(t)
Die Funktion ¥, ist glatt, periodisch mit der Periode p = 1 und stimmt mit ihrer
Fourierreihe iiberein. Nach Bestimmung der Fourierkoeffizienten erhélt man somit
auf ganz R die beiden Darstellungen [19]

_=m)® m>2
ﬁd(t) - \/— Z
= 1+2 Z 4 cos (2mkt) .

Mit der zweiten Darstellung folgt

- 2~ d
—72k2d —72
[Valt —1|<QZ <QZ t=2y (e ) =1 o
k=1 k=1
Also ist

26—7r2d

|9g — 1o < =:¢o(d).

Fiir wachsendes d fiillt o(d) steng monoton gegen Null. Dies bedeutet: Je grofier
d gewahlt wird, umso kleiner wird die Abweichung von ¥, zur Eins. Man kann
also sagen: Das System der GauBl-Kerne {g,, }mez liefert fiir gentigend grofies d
eine ndherungsweise Zerlegung der Eins auf R.

11



In der folgenden Tabelle sind 94(0) — 1 und g¢(d) fiir verschiedene d angegeben.

d 900) — 1 20(d)

0.01 | 4.6419 19.2807

0.1 | 0.784286 1.18831

1 1.03446 - 1074 1.03452 - 1074
2 5.35058 - 107 | 5.35058 - 10~
3 2.76668 - 10~13 | 2.76749 - 1013

Die Tabelle zeigt: Die Abschétzung von ||¥4 — 1|« durch go(d) ist nicht zu grob.

Aus den beiden Darstellungen von 9, erhalten wir fiir die Ableitungen erster und
zweiter Ordnung

2 1 = (t—m)?
V() = —=—= t—m)e 4
) = g X )
= —471'2]{36 ™k dgin (2mkt)
k=1

und

gh(t) = —219d(t)+< ) i (vt

= -8’ ZkQ 4 cos (2mkt).

Durch Ableiten der geometrischen Reihe im Inneren ihres Konvergenzkreises fol-
gen fiir [¢| < 1 die Identitéten

[e.e] o 2
q > v 4 14
Z kq* = und Z k*q" = .
— )2 —q)3
— (1-4q) p (1-4q)
Mit den Fourierreihen der Ableitungen erhilt man hieraus die Abschitzungen
A emmd
||79 ||00 — (1 _ 6_7r2d)2 = 81<d)

und

872 e‘“Zd(l + e‘”Qd)

||19:i/||00 S (1 o e,ﬂ.2d)3 = 8Z(d)'

12



Fiir wachsendes d fallen €1 (d) und e2(d) streng monoton gegen Null. Die folgende
Tabelle zeigt £;(d) und e5(d) fiir verschiedene d.

d €1<d) €2<d)

0.01 1289.01 164256

0.1 11.9025 163.654

1 6.5004 - 1074 4.08474-1073
2 3.36187 - 1078 2.11232-1077
3 1.73886 - 10712 1.09256 - 10~

Fiir u € CZ(R) und h > 0 definieren wir nun

o
2

1 (¢t
Ugp : R—=R, wugp(t) = — w(mh)e~a(E=m)"
(0= > u(mh)
Die Funktion wugp heifit Quasi-Interpolierende von u, da sie in den Punkten mh
niherungsweise, jedoch nicht exakt, mit u iibereinstimmt.

m=—0o0

Fir ¢t € R und m € Z erhalten wir mit der Taylorformel im Punkt mh die
Darstellung

u” (tm)

w(mh) = u(t) + u'(t)(mh —t) + (mh — t)?

mit einem ¢, zwischen ¢ und mh. Setzen wir diesen Ausdruck fir u(mh) in uqp,
ein, so erhalten wir fiir die Differenz ug; — w im Punkt ¢

Mit
1 > 7;(£7 )2 t
m — 9 v

und



folgt

wan(t) - ult) = (wd (%)_1) u<t>+%%<

Da u € CZ(R) ist, sind u, v’ und u” beschréinkt. Man erhélt

dh
[uan() = u®)] < [P = Uloo llelloo + - l1Palloo [14' oo

A () e

Wegen
1 & [t 2 i(temy? _ d t d ¢
R _ alp—m — _ ,19 _ 19//
= % (o) e =g () 2% (7))
folgt
[uan(t) —u®)] < [[¥a— e lulloo + ||19 oo [t [loo
dh? t d t
19 _19// _ " -
i (d(h)+2 i (5)) 1
Wir setzen
[[wl2,00 = max{||ulo, [[U]|oos 1" |0 }
und

o(d) == % (1 +eold) + g@(d)) .

Mit den bereits bekannten Abschéitzungen

[Wa =1l < €0(d),  [Valle <e1(d), [Vl < 2(d)
erhalten wir schliellich die Fehlerabschitzung

d
s =l < Nl (20(0) + G 1) ot ) 12).

14



Wir formulieren die eben erhaltene Fehlerabschitzung als Satz.

1.1 Satz. Fiir u € C3(R) und d, h > 0 definieren wir die Quasi-Interpolierende

[e.°]

1 1(t 2
Ugp R —= R, ugp(t) = T Z u(mh)efﬁ(ﬁfm)
T

m=—0oQ

und erhalten die Fehlerabschitzung

d
Joan = o < oo (0l + 5 21(0) B + () 12)

mit

und
c(d) = % (1 +eold) + %ﬂd)) .

Fiir geniigend grofles d sind die ersten beiden Terme in der Fehlerabschéatzung
klein, und ¢(d) liegt in der GroBenordnung von d. Somit liefert uy ), eine Appro-
ximation von der Pseudokonvergenzordnung 2. Wir sprechen von Pseudokonver-
genz, da zwar keine Konvergenz uq; — u fiir h — 0 vorliegt, jedoch die ersten
beiden Terme in der Fehlerabschiatzung so klein gewéhlt werden konnen, dass sie
in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit heutiger Rechner liegen, und
somit fiir die numerische Berechnung vernachléssigt werden kénnen. Bei nicht zu
kleinem A ist somit der quadratische Term der dominierende. Daher sprechen wir
von Pseudokonvergenz der Ordnung 2.

Wir haben die Eigenschaft, dass u kompakten Trager hat, bisher nur verwendet,
um sicher zu stellen, dass v und die beiden Ableitungen beschréankt sind. Die Feh-
lerabschétzung wiirde genauso funktionieren, wenn wir fordern, dass u zweimal
stetig differenzierbar ist und u, ', u” beschrankt sind. Dann konnten wir auch
periodische Funktionen wie Sinus und Cosinus betrachten. Der wesentliche Vor-
teil bei Funktionen mit kompaktem Tréger ist jedoch, dass u(mh) nur fiir endlich
viele m von Null verschieden ist und somit die Summation numerisch realisiert
werden kann. Bei unbeschrinktem Trager miisste die Summation irgendwo abge-
brochen werden, und der dadurch entstandene Fehler miisste untersucht werden.

15



1.2 Beispiele

Anhand einiger Beispiele wollen wir das Verhalten von ug, und u — ug, fiir
verschiedene d und h untersuchen. Sei dazu N € N und h = 1/N.

1.2 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

cost (Z) , te[-1,1],
u:R—TR, u(t) == (%)
0 , sonst.

Man iiberpriift schnell, dass u € CZ(R) ist. Es gilt

1 (tN—m)2

ugp(t) = \/% > u(mh)e e ,

denn fiir |m| > N ist mh ¢ [—1,1] und somit u(mh) = 0. Durch elementare
Kurvendiskusion erhélt man
ull.00 = 7*.

Also lautet die Fehlerabschitzung

2
Wir wéhlen d = 1. Die Fehlerabschétzung liefert hier

hian — e < 7 (ao<d> o @n e hz) |

urh — tljoe < 1.1-107% +3.3-1073h + 2.5 h%.

Wir betrachten nun wu; ;(¢) und den Fehler u; ;,(t) — u(t) im Intervall [—2, 2] fur
N =10, dh. h=0.1.

1
0.01
0.8 0. 005
0.6 0
-0.005
0.4 -0.01
-0.015

0.2

0.02

°3 -1 0 1 2 2 1 0 ! 2

uy p(t) fiir h=0.1 uy p(t) — u(t) fir h =0.1

Fiir h = 0.1 ist in der Fehlerabschiitzung der quadratische Term 2.5 h? = 0.025
dominant. Im rechten Bild erkennt man, dass im Nullpunkt etwa dieser Fehler
erreicht wird.

16



Wir betrachten nun den Fall, dass der quadratische Term nicht mehr der dominie-
rende in der Fehlerabschétzung ist. Der absolute Term und der quadratische sind
gleich, wenn gilt 1.1-1072 = 2.5 h?, also wenn gilt h~! ~ 47.67. In den folgenden
Bildern ist der Fehler uy ,(¢) — u(t) fur N = 40 und N = 50 im Intervall [—1, 1]
zu sehen.

0. 0005
0. 0005 0. 00025
0 0

0. 0005 -0. 00025
-0. 0005
-0.001 -0.00075
-0.0015 -0.001
1 0.5 0 0.5 i 1 0.5 0 0.5 i
uy p(t) — u(t) fir N =40 uy p(t) — u(t) fur N = 50

Man kann beobachten, dass die Oszillationen, die durch den absoluten Term in
uy 5 (t) —u(t) verursacht werden, bereits einen grofien Einfluss haben. Fiir grofere
N dominiert der oszillierende Anteil.

Nun wéhlen wir d = 2. Die Fehlerabschétzung liefert hier

g — tlleo <5.3-10784+3.4-10""h+5h%

In den folgenden Bildern ist der Fehler us p,(¢) — u(t) fir N = 100 und N = 1000
im Intervall [—1, 1] zu sehen.

0. 0002 /\ /\ 2x10°° /\ /\
0 0

-0. 0002 -2x10°®

-0. 0004 -4x10°®

ugp(t) — u(t) fuir N =100 ug p(t) — u(t) fir N = 1000

Der quadratische Term 5h2 ist fiir h > 1072 dominant. In beiden Bildern erkennt
man, dass dieser Fehler im Nullpunkt etwa erreicht wird.
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1.3 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

cos (%) , te[-1,1],
u(t) ::{ (%)

0 , sonst.

u:R—R,

Hier gilt zwar u € Cy(R), jedoch u & C3(R). Die Fehlerabschétzung ist nun nicht
mehr giiltig. Wir betrachten trotzdem w4 ;, und wihlen d = 2. Es ist

1 (thm)2 .

1 .
ugp(t) = Em:ZNu(mh)e 2

In den folgenden Bildern ist links wug 5 (t) und rechts der Fehler us(t) — u(t) im
Intervall [—2,2] fiir N = 10 und N = 100 zu sehen.

1
0.05
0.8 0.04
0.6 0.03
0.02
0.4
0.01
0.2 0
-0.01 \/
0-2 -1 0 i 2 -2 -1 0 1 2
ug p(t) fiir N =10 U p(t) — u(t) fuir N = 10
1
0.005
0.8
0. 004
0.6
0.003
0.4 0. 002
0.2 0. 001
0 0 |
= =1 o i 5 -2 -1 0 i 2

ug p(t) fiir N = 100 ugp(t) — u(t) fir N =100

Man erkennt, dass in Punkten +1, wo die Ableitung unstetig ist, der Fehler am
grofiten ist. Fiir wachsendes N scheint jedoch auch dieser klein zu werden.
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1.4 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

1, tel-1,1],
u:R—R, u(t) ==

0 , sonst.

Hier hat u zwar kompakten Trager, ist jedoch unstetig. Die Fehlerabschitzung
ist auch hier ungiiltig. Wir betrachten trotzdem wuy ;. Es ist
DRI gy
u = — e
2,h on 2
In den folgenden Bildern ist links wug 5 (f) und rechts der Fehler us(t) — u(t) im
Intervall [—2,2] fiir N = 10 und N = 100 zu sehen.

(tN—m)? ]

1
0.6

0.8
0.4

0.6
0.2

0.4
0

0.2 / \

0.2

0

2 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
ugp(t) fiir N =10 ugp(t) — u(t) fir N =10

1
0.6

0.8
0.4

0.6
0.2

0.4
0

0.2
-0.2

0

2 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
ug p(t) fiir N = 100 ugp(t) — u(t) fir N =100

Man erkennt, dass in den Unstetigkeitsstellen £1 der maximale Fehler erreicht
wird. Auch fiir wachsendes N wird dieser nicht klein, jedoch wird der extrem
fehlerbehaftete Bereich schmaler.
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1.3 Quasi-Interpolation von Funktionen aus C?([—1,1])

Wollen wir mit dem eben vorgestellten Verfahren auch Funktionen u € C?([—1, 1])
approximieren, so ist zu beachten, dass u(mh) nur fir mh € [—1, 1] definiert ist.
Wir werden daher im Folgenden zwei Varianten betrachten. Zum FEinen wer-
den wir u zu einer C3(R)-Funktion fortsetzen, um die bereits gewonnene Fehler-
abschitzung anwenden zu kénnen. Zum Anderen werden wir die Summation in
uq,, nur iiber die m erstrecken, fiir die mh € [—1, 1] ist. Den dadurch entstandenen
Fehler werden wir abschétzen.

Im Folgenden sei also u € C*([—1,1]). Weiter sei N € Nund h = 1/N.

1.3.1 Quasi-Interpolation durch Fortsetzung

Wir wollen u zu einer Funktion aus C3(R) fortsetzen. Dazu machen wir den
Ansatz

( 0 : t< =2,
ap + art + agt? + astd + agtt + ast® , t€[-2,-1),
i(t) == < u(t) . te[-1,1],
bo + byt + bot? + bst® + byt + bst> |t e (1,2],
0 ) t> 2.

Nach Definition hat @ bereits kompakten Tréager. Durch die Forderung, dass
zweimal stetig differenzierbar sein soll, erhalten wir an jeder der vier Ubergangs-
stellen drei Bestimmungsgleichungen. Das sind also jeweils 6 Bestimmungsglei-
chungen fiir die Koeffizienten a; und b;. Als Losung erhalten wir

g0 = A(8u(—1) — 4/(~1) +u(~1))

o = 2(60u(=1) — 32u/(—1) + Tu" (1))
a; = 180u(—1) — 96u/(—1) + 19u"(~1)
- %(260u(—1)—136u’(—1)—|—25u”(—1))
ar = 4bu(—1) — 23u/(—1) + 4"(~1)

@ = (12u(~1) ~ 6u'(~1) + (1)

und
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bo = 4(8u(l)+4u'(1)+u"(1))

by = —2(60u(1) + 320/ (1) + 7" (1))

by = 180u(1)+96u/(1) + 19u”(1)

by — —%(260u(1) +1360/(1) + 25u" (1))
by = 45u(1)+ 23u/(1) + 40" (1)

by = —%(12u(1)+6u'(1)+u"(1))

Bilden wir nun @4, so erstreckt sich die Summation nur von —2N bis 2N, denn
fiir [mh| > 2 ist a(mh) = 0. Es ist also

lign(t) = —— @(mh) e~ atN=m7?,

Da @ € C3(R) ist, ist @4y, eine Approximation von @ der Pseudokonvergenzord-
nung 2, und somit ist die Einschrankung von @,y auf [—1, 1] eine Approximation
der Pseudokonvergenzordnung 2 von u.

1.3.2 Direkte Quasi-Interpolation

Wir betrachten nun in der Summation nur die m, fiir die mh € [—1,1] ist, d.h.
wir definieren die direkte Quasi-Interpolierende

ugp : [=1,1] = R, ugp(t) = —— Z u(mh>€—§(tN—m)2.

Um den Fehler |u — ugyp| abschétzen zu kénnen, bendtigen wir die folgenden
beiden Hilfsfunktionen.
1.5 Definition. Fiir ¢ € [—1, 1] definieren wir
1 N
1 2
Van(t) i= —= e~ atN=m)
d,N ( ) \/ﬂ m:ZN

und

1 e a((LHN+1)? e~ a((1=t)N+1)?
Td’N(t) = /md \ 1 — e 3((1+N+1) + 1 — ¢~ 2((A=t)N+1)
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1.6 Lemma. Sei gy(d) wie in Satz 1.1. Fiir alle ¢ € [—1, 1] gilt dann

Beweis. Mit

o0

> e

m=0

erhalten wir

[Va,n ()

’ﬁd7N<t) — 1‘ < Td7N(t) + €0(d).

L((1£t)N+1+m)?

— J(tN)| =

Hieraus folgt nun

wie behauptet.

[an(t) —1f

o0

Z 6—5 (1£t)N+1)2 —2m(1+t)N+1) e—émQ

m=0

< eﬁ((&t)NH)? Ze S(AE)N+1)m
m=0
= ehEon? §O (e d((lit)NH))
m=0
e—%((lj:t)N+1)2
- | — o 2(AEO)NT1)
1 N
Z —1@N-—m) Z —LN-—m)
I al e d
’/TCZ m=—N m=—00
R
- e Cll(tN m)2+ Z e d(tN m)?2
7Td m=—o00 m=N+1
1 o0
Z (efé(tNer)Q_i_efé(thm)Q)
md TN
1 o0
(efé((1+t)N+1+m)2 X efé((lft)N+1+m)2)
md =,
1 e~ a (1) N+1)? e~ a((1=)N+1)°
/md \ 1 — ¢~ 2((A+N+1) T 1 — e~ 2((A=t)N+1)
Td7N(t)

< |Ogn(t) = Da(EN)| + |Va(tN) — 1]
S T’d7N(t>+€0(d),
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1.7 Lemma. Sei €1(d) wie in Satz 1.1. Fiir d < 2 und alle ¢t € [—1, 1] gilt dann

d 2ed d
< Sald)+ ¢’ (1+_).

N

Z (tN —m) e_E(tN m)?

Beweis. Zunachst ist

al d
1 2
> (tN —m)e atNmm = 3 0 (tN)
m=—N

-
QL

J— ! 2
- — Z (tN —m) e~ atN-m)
7Td m=N-+1

(EN +m) e~ altN+m)?

1
m m%—s—l

Firm>N+1list mxtN > m — N > 1. Da die Funktion s +— se~ % fiir d<?2
auf [1,00) streng monoton féllt, ist

0
D (meAtN)en s < B (= Ny et = B e
m=N+1 m=N-+1 m=1
Mit
Z m@_%mQ = e_é =+ Z me_%mz dy
m=1 m=2+m—1

IA
g
e
_l’_
(]2
—
3
<
g™
B
&
<

erhalten wir

d 2e i d
F Z (tN —m) e~ altN=m)* <geld)+ < <1+—),
m=—N

wie behauptet. O
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1.8 Satz. Fiir u € C?([—1,1]) definieren wir die direkte Quasi-Interpolierende

N

1
udﬁ:[_l?l]—}Ra udh(t = —— Z umh _% tN_m)Z'

s

Q.

Fir d <2 und alle ¢t € [—1,1] gilt dann

u(t) —uan@)] < ulloo (ran(t) +o(d))

d o d
/ - 1 -
e ”°°h<251<d)+ Vrd ( +2)>

+ [ loc c(d) B

mit den Konstanten ¢;(d) und ¢(d) aus Satz 1.1, sowie 74y aus Definition 1.5.

Beweis. Firm € {—N,..., N} und ¢t € [—1, 1] erhalten wir mit der Taylorformel
im Punkt mh die Darstellung

W) (1, 1y

u(mh) = u(t) +u'(t)(mh —t) +

mit einem ¢, zwischen ¢ und mh. Setzen wir diesen Ausdruck fir u(mh) in uqy,
ein, so erhalten wir fiir die Differenz ug;, — v im Punkt ¢

uan(t) —uft) = (Wan(t) = 1)u(t)

hu’(t) 1 N2
- tN —m) e~ atN-m)
vrd m:ZN( )

h?

(tN —m)* e —a(tN=m)®

2\/_Z

Mit den Lemmata 1.6 und 1.7 sowie

1 2 1 > 1 2
(tN —m)?e —a(tN=-m)* - tN —m)? e a(tN=m)
2vVrd Z - 2vwd mz_oo< )
d
< d 1+¢ — 5
S g of 2(
= c(d)
folgt die Behauptung. O
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Im Vergleich zur Fehlerabschitzung in Satz 1.1 kommen hier in der Abschétzung
zusétzliche Terme hinzu. Auflerdem ist es hier nicht sinnvoll zur Supremumsnorm
iitberzugehen, da in den Randpunkten stets ein Fehler bleibt, der auch fiir wach-
sendes N nicht kleiner wird, wenn v am Rand nicht verschwindet. Wir werden
dies in den Beispielen sehen.

Fiir spétere Zwecke benttigen wir noch eine Abschéitzung des Integrals

/_1 |u(t) — uan(t)] dt.

Wir werden sehen, dass dieses Integral trotz des Fehlers in den Randpunkten fiir
geniigend grofle d und N klein wird. Hierzu definieren wir die Errorfunktion.

1.9 Definition. Fiir a,b € R mit a < b ist die Errorfunktion definiert durch

f(a, b) 2 [
eriia = — e
’ \/7_T a

1.10 Lemma. Seien 94y wie in Definition 1.5 und €y(d) wie in Satz 1.1. Dann

gilt
1 erf(— N+1>
[ = van@lar s L o)
: e
Beweis. Wegen
1 1

1 67%((1it)N+1) —1_ e’%

fir t € [—1, 1], erhalten wir fiir die Funktion 74 5 aus Definition 1.5 die Abschétz-
ung

1 75 (14+t)N+1)2 efé((lft)NJrl)?'
Td,N(t) - 72 +
/md \ 1 — ¢~ 2(AHON+1) | _ o~ 3((1-t)N+1)
< 1 emH+ON+)? 4 = H(1-H)N+1)?
- Vmd 1—e i

Mit

1 2N+1 Vo
/ e~ a((EONHL? gy % gy = VT erf( ld 2N+1>
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folgt nun

Die aus Lemma 1.6 bekannte Abschéitzung

|1 — ﬁd,N(t” < ’I“d’]\[(t) + €o(d)

liefert dann

1 1 erf (L , >
|1—ﬁ¢N@ﬂdt§L/ (ran(t) +eo(d)) dt < —Y Y4 4 oci(d),
1 1 N (1 _ e—a)
wie behauptet. O

Nun konnen wir das Integral iiber den Fehler abschéitzen.

1.11 Satz. Sei u € C?([—1,1]). Wir definieren die direkte Quasi-Interpolierende
wie in Satz 1.8. Fiir d < 2 gilt dann

N
=
+
[y

Y

Sl-

1 erf
lu(t) —ugn(t)|dt < Julleo ( ) h+ 2eo(d)

-1

v é

1—e"
d e i d
2 ||l b | = e1(d 1+ —
+2 ||| (251()+m< +2)>
(d

+ 2 [|u”]| o c(d) R*.

mit den Konstanten ¢;(d) und ¢(d) aus Satz 1.1.

Beweis. Dieser folgt aus Satz 1.8 und Lemma 1.10. O
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1.4 Beispiele

1.12 Beispiel. Sei u = 1. Dann ist die Fortsetzung u gegeben durch

0

32 + 120t + 180¢% + 130t3 + 45t* 4 6t° |

at) = 1

32 — 120t + 180t% — 130¢3 + 45t* — 6t°

0

) t < =2,
te[-2,-1),
, tel-1,1],
te(1,2],
, t>2.

In den folgenden Bildern sind 1 — ugp und 1 — g4y, fir N = 10 und verschiedene

d im Intervall [—1, 1] zu sehen.

oo

0 OO A N ODN MO

© @ oo

-1 -0.5 0 0.5 1
1 — Ud,h fir N = 10, d=0.1

AR AARLAAD
VIV

0
1_ud,h fir N = 10, d=0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
1_ud,h fuerlO,dzl

0.6
0.4
0.2
0
0.2
0.4
-0.6 U
0.8
°1 0.5 0 0.5 1
1 — gy fiir N =10, d = 0.1
0.015
0.01
0. 005
0
-0. 005
-0.01
0.0 55 0 0.5 i
1_ad,h fir N = 10, d=0.5
0. 002
0. 0015
0. 001
0. 0005
0
T -0.5 0 0.5 i

1—ad7hﬁiI'N:10,d:1
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Man erkennt: Fiir kleine d dominieren in beiden Féllen die Oszillationen. Fiir
groflere d ist der Fehler in beiden Fillen am Rand grofler, die Approximation
durch 4y, ist jedoch besser. Erhoht man NV, so éndert sich fiir kleine d nicht viel
an der Hohe der Amplituden, es erhoht sich aber die Anzahl der Oszillationen.

Nun betrachten wir 1 — ugp und 1 — a4, fiir d = 2 und verschiedene V.

0.3 0. 006
0.25 0. 005
0.2 0. 004
0.15 0.003
0.1 0. 002
0.05 0.001
0
-1 205 0 0.5 i -1 -0.5 0 0.5 i
1_Ud’h fur N: 10, d:2 1_ﬂd,h fuI‘ N: 107 d:2
0.301 0. 00006
0.25 0. 00005
0.2 0. 00004
0.15 0. 00003
0.1 0. 00002
0.05 0. 00001
0 0.5 0 0.5 1
-1 -0.5 0 0.5 i . e -
1 —ugy fir N =50,d=2 1 —agy fiir N =50,d=2
0.3
0.25 .
6x10
0.2
0.15 4x10°8
0.1
2x107°
0.05
0 0
1 0.5 o 0.5 i -1 20.5 0 0.5 i
1 —ugy, fiir N =100, d = 2 1 — gy fir N =100, d = 2

Hier sieht man, dass in beiden Féllen der stark fehlerbehaftete Bereich am Rand
schmaler wird. Bei der Approximation durch w4y, bleibt in den Randpunkten ein
Fehler von etwa 0.3, wéhrend bei der Approximation durch 4 der Fehler auch
in den Randpunkten klein wird.
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1.13 Beispiel. Sei u(t) = t. Dann ist die Fortsetzung @ gegeben durch

0

—48 — 184t — 276t — 198t% — 68t* — 9t° |

alt) = /

48 — 184t + 27612 — 1983 + 68t — 9t°> |

0

, t< =2,
te[-2,—-1),
. tel-1,1],
te(1,2],
) t> 2.

In den folgenden Bildern sind © — ugp und u — gy, fiir N = 10 und verschiedene

d im Intervall [—1,1] zu sehen.

0.75
0.5
0.25

st

-0.5
-0.75

Ll

-1 0.5 0
u—ugy fir N =10,d =0.1

0.5 1

0.1
0. 05
0—ANAAAA ANNNN
\VAVAVAAY% CAVAVAVAVAY
-0.05
-0.1
-1 -0.5 0 0.5 1

u—uqy fr N =10, d=0.5

-1 0.5 0 0.5 i
u—uqy flir N =10,d=1

29

-0.25

-0.75

- 0. 005

-0.001
-0.002
-0.003

0.75

°?5§ MMM(\AUA
i

-1 -0.5 0
u—ﬂdﬁ fir N = 10, d=0.1

VAV/\/\UN\MM
v WUUU

0.5 1

-0.5

0. 005

” MM\/\(\/\VAVMVAUAVAI\WA
il

-1 -0.5 0 0.5 1

u—&dﬁ fir N = 10, d=10.5

-0.01

0.003
0. 002
0. 001

-1 -0.5 0

u—&dﬁ furN:10,d:1

0.5 1



Auch hier dominieren die Oszillationen fiir kleine d. Im Nullpunkt wird der Feh-
ler klein, da u dort Null ist. Fiir grofle d ist wieder der Randbereich stérker
fehlerbehaftet, wobei die Approximation durch 4,4 wieder besser ist.

Nun betrachten wir v — w4, und v — @4, fiir d = 2 und verschiedene N.

0.3 0.01
0.2 0. 005
0.1
0 0
0.1
20,2 -0.005
0-3-1 -0.5 0 0.5 1 -0.0177 -0.5 0 0.5 1
u—ugy fir N =10, d =2 u—Ugy fir N =10,d =2
0.3 0. 0001
0.2
01 0. 00005
0 0
-0.1
-0.00005
0.2
0 5 5E i 0000 s o5 1
u—udﬁfﬁrN:BO,d:? u—ﬂd7hfﬁrN:50,d:2
0.3
0.2 0. 00001
0.1 5x10°°
0 0
-0.1 -5x10°°
-0.2 -0. 00001
-3t -1 70.5 0 0.5 i
-1 0.5 0 0.5 1
u — ugqy, fir N =100, d = 2 u — ugqy, fir N =100, d = 2

Wie bereits im letzten Beispiel wird auch hier fiir wachsendes N der stark fehler-
behaftete Bereich schmaler. Wahrend links in den Randpunkten wieder ein Fehler
von etwa (.3 bleibt, wird rechts der Fehler auch in den Randpunkten wieder klein.
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1.14 Beispiel. Sei u(t) = sin(nt). Fir die Fortsetzung @ erhalten wir

0 , t< =2,
7(16 + 64t + 96t% + 6813 + 23t* + 3t5) | t e [-2,-1),
u(t) = sin(7rt) . tel-1,1],
(=16 + 64t — 96¢> + 68t> — 23t + 3t°) |t € (1,2],
0 , t> 2.

In den folgenden Bildern sind wieder v — ugq, und u — gy fiir N = 10 und
verschiedene d im Intervall [—1, 1] zu sehen.

0.75 0.75

il M1 = TR
g1 KRALCT et VAR

-0.75 -0.75
-1 -0.5 0 0.5 i -1 -0.5 0 0.5 i
u—ugy fir N =10,d =0.1 u—ugy fir N =10,d=0.1
0.03

= — V/\/\/\/\/\/\/\{\V Z:S?,\mmm\ﬂ/\/\ /\/\/\/\
oo V\/W\/\/\/V o0

o

I RARRRRARA
1
2
-0.03
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
U — Ug,n fuerlO,d:05 u—&dﬁ fuerlO,d:05
0. 06 0.02
0.04
0.01
0.02
\
0 0 X
0.02
0.01
0.04
-0.06 -0.02
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
u—uqy flir N =10,d=1 u—uqy flir N =10,d=1
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Nun betrachten wir wieder v — uqp und u — gy fiir d = 2 und verschiedene N.

0.1 0.04
0.05 0.02
\
0 0 \
-0.05 -0.02
0.1 -0.04
-1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 i
u_ud,hfuerlo,d:2 u—ﬂdﬁﬁiIN:lO,d:Z
0 02 0. 002
0.01 0. 001
0 ol
-0.01 0. 001
-0.02
-0. 002
-1 70.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 i
U—Ud7hfﬁ1"N:50,d:2 u—ﬂdﬁfﬁI"N:fﬁO,d:Q
0.01 0. 0004
0. 005 0. 0002
0 0
-0. 005 -0. 0002
_0.01 -0. 0004
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
u — uqy fir N =100, d =2 u — tg, fiir N =100, d = 2

Wie bisher dominieren fiir kleine d die Oszillationen. Fiir grofle d und wachsendes
N wird hier auch links der Fehler in den Randpunkten klein. Dies liegt daran,
dass u in den Randpunkten verschwindet.
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2 Approximation harmonischer Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir ein Approximationsverfahren zur Losung des
inneren Dirichlet-Problems der Laplace-Gleichung im R?. Losungen der Laplace-
Gleichung heiflen harmonische Funktionen.

2.1 Das Dirichlet-Problem

Sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet mit C2-Rand
['. Weiter sei b € C(I") ein vorgegebener Randwert. Wir betrachten das folgende
Dirichlet-Problem: Gesucht ist eine Funktion v € C?*(G) N C(G) als Lsung von

Av=0 in G, v=>b auf I'.

Dabei ist A der Laplace-Operator im R2. Aus der klassischen Potentialtheorie ist
bekannt [11]: Das Dirichlet-Problem besitzt eine eindeutige Losung v. Diese kann
in G dargestellt werden durch das Doppelschichtpotential

(de)(x :__/ (z,y) p(y)ds(y), z€G.

Hier ist die Funktion ¢ : I' — R eine noch unbekannte stetige Dichte, und der
Kern d(z,y) des Doppelschichtpotentials ist fiir + € R?* und y € T mit = # y
definiert durch

r—Yy
|z —y?
wobei n(y) die ins AuBere von G zeigende Einheitsnormale im Punkt y € T
bezeichnet. Unter der geforderten Regularititsvoraussetzung I' € C? folgt, dass

sich der Kern des Doppelschichtpotentials stetig auf T' x T" definieren ldsst [11].
Also existiert fiir jedes z € I" der sogenannte direkte Wert

d(z,y) := -n(y),

e =k [a oty xcr

Mit Hilfe der Sprungrelationen fiir das Doppelschichtpotential [11] erhélt man,
dass die gesuchte Dichte ¢ die eindeutige Losung der Fredholmschen Randinte-
gralgleichung zweiter Art

S 6(@) + (dg)(x) = b(x), weT

ist, wobei (dg)(x) hier den direkten Wert bezeichnet.
Ist v : [-1,1] — I eine Parametrisierung des Randes I', so erhalten wir fiir das

Doppelschichtpotential, sowohl in GG als auch fiir den direkten Wert auf dem Rand
I', die Darstellung
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(o)) = —o= [ dlx.A() () |7/ (1) de

2 4

1 ! xr — 7(15) /
IO n(y(t)) e(y(1)) |¥' ()] dt.

Setzen wir

u=@pory

und

x _7<t) !
k(z,t) = RO n(y(®)) [V (@),

so folgt fiir das Doppelschichtpotential bzw. fiir den direkten Wert die Darstellung

(dp)(x :——/ (x,t)u(t)dt, ze€G bzw. z €.

2.2 Das Approximationsverfahren

Wir wissen nun, die eindeutige Losung v des Dirichlet-Problems lésst sich in G
darstellen durch das Doppelschichtpotential, d.h. es gilt

1 1
x):—%/lk(x,t)u(t)dt, red.

Wir werden im Folgenden v in G durch einen expliziten analytischen Ausdruck
approximieren, der keine Integrale enthilt. Dies geschieht in drei Schritten. Sei
dazu N € N, h:=1/N und d > 0.

2.2.1 Der erste Approximationsschritt

Wir ersetzen im ersten Approximationsschritt die gesuchte Funktion u in der
obigen Integraldarstellung von v durch die direkte Quasi-Interpolierende

N
_ (t=mh)?
g u dh?2

Uy [—1,1] = R, ugn(t

%\H
SH

und definieren fiir z € G
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1 1
\I/dﬁ(l‘) = —% k’({L‘,t) UdJl(t) dt
-1

1

N

1 (t—mh)?

= - u(mh k(xz,t)e —anZ  dt
2mv/md mz_:N ( )/1 (@)

als Naherung fiir v(x).

2.2.2 Der zweite Approximationsschritt

Da die Funktion

auBerhalb von mh sehr schnell gegen Null geht, wenn dh? klein ist, ersetzen wir
beim zweiten Approximationsschritt den Integralkern k(z,t) durch k(x, mh) und
definieren fiir x € G

N 1

1 (t—mh)*
Qyn(x) = — u(mh k(xz,mh)e  anz  dt
ale) = = 3 ) [ klami)

1 L mmm?

N
= — u(mh kx,mh/ e dt.
27T\/7rdm:ZN (mh) K ) -1

als Néherung fiir ¥, p,(x). Mit der aus Definition 1.9 bekannten Errorfunktion
folgt

m

b gemn? Vd VR 2 vrd m—N m+ N
e an? dt = — et dt = erf , .
—1 N m—N 2N \/& \/a

Vd

Hiermit erhalten wir die Darstellung

Qyp(r) =——= u(mh) k(x, mh) erf(

m=—

m\;gN’m:/rgN)'

2.2.3 Der dritte Approximationsschritt

Da wir die Dichte ¢ nicht kennen, kennen wir auch die Werte w(mh) nicht. Wir
werden daher im dritten Approximationsschritt Naherungswerte w,, fir u(mh)
mit dem Nystrom-Verfahren [22] bestimmen. Dazu verwenden wir die Randinte-
gralgleichung. Fiir alle x € T" gilt
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p(x) +2(De)(x) = 2b(x),
d.h. u 16st die Integralgleichung

u(s) — 1/ k(v (s), ) u(t) dt = 2b(v(s)), s € [=1,1].

™ J-1

Insbesondere ist diese Gleichung erfiillt in den Punkten s = jh. Wir erhalten
dann

u(jh) — - / E(y(Gh), 1) u(t) dt = 2b(y(j1)), j=—N.....N.

1

Wir wissen, dass hier der Kern des Doppelschichtpotentials auf dem Rand stetig
ist. Daraus folgt, dass die Funktion ¢ — k(y(jh),t) auf [—1, 1] stetig ist fiir jedes
j € {—N,...,N}. Fordern wir nun Gleichheit, wenn wir das Integral mit der
summierten Trapezregel approximieren (Nystrom-Verfahren), so erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

N
Opmin —2 . - | -
m:ZN <27T7N k(y(jh), mh) + 5jm) Um = 2b(y(jh)), j=-N,...,N

zur Bestimmung von Naherungswerten w,, fir u(mh). Hier bezeichnet § das
Kronecker-Symbol. Mit

Oy —2
Ujm =~ 7 k(v(Gh), mh) + 6;m
und
A= (ajm)
schreibt sich das lineare Gleichungssystem
u_N b(y(=1))
A =2 :
uy b(v(1))
Wir setzen nun fiir z € G
N
1 m—N m+ N
= —— m k(x, mh)erf ,
van(x) N m:_Nu (x,mh)er ( 7 7 )

als Naherung fiir @45 () und somit als Naherung fiir v(z), der exakten Losung
des Dirichlet-Problems im Punkt z € G.
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2.3 Konvergenzuntersuchung

Wir untersuchen nun, wie gut vg ) die Losung v des Dirichlet-Problems approxi-
miert. Fiir den Fehler

F(d,h,z) := |v(z) — vgn(x)|
im Punkte z € G gilt

F(d,h,z) = |v(z)— ‘I’d w(@) + Wan(r) = Pan(z) + Papn(z) — van(z)|
< Jo(@) = Vap(o)[+ |Van(z) — Pan(x)] +|Pan(z) — vap()].
=:F (d h,z) =:F> (d h,x) ::ngg,h,x)

Dabei ist Fj(d, h,x) der Fehler, der im i-ten Approximationsschritt gemacht wird.

2.3.1 Konvergenz im ersten Approximationsschritt

Zunéchst untersuchen wir Fi(d, h,z). Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
folgt

|k(x,t)] = Lﬂt)~n(7(t))h’(t)] < ()] < 17 l| o

|z —~(1)]? Tz =) T dist(z,T)
Dabei bezeichnet
dist(z, T flr —
ist(z, I') := inf |z —y]

den Abstand von x zum Rand I'. Hieraus folgt zunéchst
Fi(d,h,z) = |v(z)— Vgpu(z)]

2

/_11 k(x, t) (u(t) — uan(t)) dt‘

IN

%/_ k(. )] |u(t) — wan(t)] dt

1Yl
— — dt.
27 dist(z, ) / [ult) = wan(®)]

IN

Fordern wir nun b € C?*(T) fiir den Randwert des Dirichlet-Problems, so folgt,
dass auch die eindeutige Losung ¢ der Randintegralgleichung aus C*(T) ist. Da
' ein C%-Rand ist, ist v € C?([—1,1],R?), also ist u € C?*([-1,1]).
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2.1 Satz. Fiir x € G und d < 2 gilt die Fehlerabschétzung

e bl (ot (- 25
Fi(d, h,z) < 2Zd§t<x7;3 f 6_;‘7 h+22(d)
i (0 )
U
Beweis. Dieser folgt mit der obigen Abschéitzung und Satz 1.11. O

2.3.2 Konvergenz im zweiten Approximationsschritt

Jetzt untersuchen wir Fy(d, h, x). Zunéchst ist

Fg(d, h,l’) = |\Ifd7h(l')—¢)d7h(l')|

1 N

u(mh) / (b(z 1) — k(z, mh)) e~ dt

1

]l _=mm?
k(xz,t) — k(x,mh)|e”anz ~ dt.
v 2 § by k.0~ btz mn)

IN

Fir z € G ist die Funktion ¢ — k(x,t) auf [—1, 1] stetig differenzierbar. Setzen
wir
L(x) := Ok(x,t
(@) = o |00k( 1),

so folgt fur t,mh € [—1, 1] mit dem Mittelwertsatz

|k(z,t) — k(x,mh)| < L(z) [t — mh).
Mit

1 t—m 2
/ \t—mh\e’%dt:i (1_%6 a(m=N)? _ ;e §(m+N)><i
-1



erhalten wir

1 — L : _G=m)? dL(z
/1|k(x,t)—k(x,mh)|e dtgL(x)/1|t—mh|e a3 dt < N<2).

Also ist

lullo ~= dL(z)
Fy(d, h,z) < 1
2 ) 27?\/7rdmz_:N N?

[ullo dL(z) (2N +1)

2rvrd N2
|ulloc dL(x) (2N + N)

2nvrd N2

_ 3lullec L(x)

IN

Wir formulieren auch diese Abschéitzung als Satz.
2.2 Satz. Fiir x € G setzen wir
L(z) := Ok (x,t
(x) fnax |0k (, 1)
und erhalten die Fehlerabschétzung

3 ||ullo L()
Fg(d, h,a:) S W \/ah

Der Fehler F, wird klein, wenn v/d h klein ist. Dies erscheint verniinftig, denn die
MaBnahme, k(x,t) durch k(x, mh) bei der Integration zu ersetzen, ist besonders
gerechtfertigt, wenn der Gauf3-Kern

_ (t—=mh)?
t— e dh2

eine schmale Glocke besitzt. Dies ist aber gerade der Fall, wenn v/d h klein ist.

2.3.3 Konvergenz im dritten Approximationssschritt

Ausgangspunkt im dritten Approximationsschritt ist die Integralgleichung (IGL)

ols) =1 [ OO0 d=Bl0(). s [-L1L
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Wir definieren die Operatoren

T, Ty : C([-1,1]) = C([-1,1])

durch
1 1
T)s) =+ [ k(s et
und
A R
(Twe)s) = 3 o k(i (s),mh) (mh).
Weiterhin setzen wir
B :=2bo~.

Nun schreibt sich die IGL einfach

p—Te=DB.

Die IGL besitzt eine eindeutige Losung u. Um Ndherungswerte w, fiir u(mh) zu
erhalten, haben wir das lineare Gleichungssystem (LGS)

N
Ojm|N — 2 . . .
m:ZN (W k(y(jh),mh) + 6;m | up = B(jh), j=—-N,...,N
aufgestellt. Wir werden nun Folgendes zeigen: Fiir geniigend grofle N ist die
Néherungsgleichung
on —Inpn =B

eindeutig 16sbar, und die Folge der Ndherungslosungen () konvergiert gegen
die Losung u der IGL (Satz 2.8). Daraus werden wir schlieBen, dass das LGS fiir
geniigend grofie N eindeutig losbar ist (Satz 2.10), und dass der Fehler F3(d, h, x)
fir N — oo gegen Null geht (Satz 2.11). Dazu bendtigen wir den Begriff der
kollektiven Kompaktheit.

2.3 Definition. Eine Menge F = {F' : X — Y} von linearen Operatoren F' aus
einem normierten Raum X in einen normierten Raum Y heif3t kollektiv kompakt,
falls fiir jede beschriankte Menge U C X die Bildmenge

{Fo:peUF cF}

relativ kompakt ist, d.h. ihr Abschuss kompakt ist. Eine Folge (F},) heifit kollektiv
kompakt, wenn die korrespondierende Menge kollektiv kompakt ist.
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2.4 Satz. Die Folge (T) ist kollektiv kompakt.

Beweis. Sei U C C([—1,1]) beschrénkt, d.h. es gibt ein C' > 0 mit ||¢]|e < C
fiir alle p € U. Wir zeigen zunéchst: Die Menge
U:={Tnp:peUN eN}

ist beschriankt: Da die Funktion (s,t) — k(v(s),t) gleichméBig stetig ist auf
[—1,1]?, existiert

Si= sup  |k((s).0)].
(sit)e[~1,1]2
Wegen
2G| . o= 2 2N41 3
D L
st 2n N N 2n N ©N s

folgt fiir p € U, N € Nund s € [—1,1]

(Tve)(s) = | D %k(w(s),mh)w(mh) < %SM% < %

m=—N
Also gilt fiir alle p € U und N € N

3S5C
||TN90||<>0 < T

Dies bedeutet, die Menge U ist beschrinkt. Nun zeigen wir: Die Menge U ist
gleichgradig stetig, d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle ¢ € U
und N € N gilt

s =t <6 = [(Twe)(s) — (Tnp)(t)] < e

Sei dazu € > 0. Da (s,t) — k(v(s),t) gleichméBig stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit

ET
< —

K((5),€) = k(0. €)| < 27

fiir alle (s,€),(¢,€) € [—1,1)*> mit |s — ¢| < §. Dann gilt fiir alle p € U, N € N
und s,t € [—1,1] mit |[s —¢| < 9§

(@xe)(s) ~ OO = | 3 22 (ko) mh) — k(1) mh)) olomh)
< Tl 3, B0l o3
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Also ist U gleichgradig stetig. Wir haben somit gezeigt, dass die Menge U be-
schrankt und gleichgradig stetig ist. Der Satz von Arzela-Ascoli sagt nun, dass
diese Menge relativ kompakt ist. Nach Definition ist somit (7) kollektiv kom-
pakt, wie behauptet. O

2.5 Satz. Die Folge (T) konvergiert punktweise gegen T

Beweis. Da die summierte Trapezregel ein konvergentes Quadraturverfahren ist,
gilt (Twe)(s) — (T'e)(s) fir jedes ¢ € C([—1,1]) und jedes s € [—1,1]. Sei
¢ € C([-1,1]) und £ > 0. Aus dem Beweis des letzten Satzes folgt mit U = {p}:
(Tnp) ist gleichgradig stetig. Also gibt es ein § > 0, so dass fiir alle N € N und
alle s,t € [—1,1] mit |s —t| <0 gilt

[(Thep)(s) = (Tve)(B)] <

Wl M™

Sei nun

{Bs(t1),...,Bs(tm)}

eine offene Uberdeckung von [—1,1]. Fiir jedes j € {1,...,m} gibt es dann ein
No(j) € N, so dass fiir alle N, M > Ny(j) gilt

3
[(Tne)(t5) — (Tarp) ()] < 3
Wir setzen
Ny = Ny(7).
0= max 0(J)
Dann gilt
€
|(Tne)(t5) — (Tarp)(t5)] < 3

fir alle NyM > Ny und alle j € {1,...,m}. Sei nun s € [—1,1]. Dann ist
s € Bs(t;) fiir ein j € {1,...,m}. Fir alle N, M > N, gilt dann

[(Thep)(s) = (Tap)(s)] < [(Thep)(s) — (Twep) (8)] + [(Thep)(t5) — (Thaep) (1)
H(Tup) ;) — (Tup)(s)|
9

< i—l-i—i-——&t
- 3 3 3

Also gilt fiir alle N, M > Ny

1Tne — Tupllo < €.
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Somit ist (T ¢) eine Cauchy-Folge und konvergiert daher gegen ein ¢ € C([—1, 1]).
Da wir bereits punktweise Konvergenz Ty¢ — T'¢ haben, folgt hieraus ¢ = Ty,
d.h. Ty konvergiert in der Supremumsnorm gegen T'p. Da ¢ beliebig war, folgt
hieraus die punktweise Konvergenz von (T) gegen T O

2.6 Satz. Die Konvergenz Ty — T erfolgt gleichméfig auf kompakten Teilmen-
gen von C'([—1,1]).

Beweis. Nach dem Satz von Banach Steinhaus gibt es ein C' > 0 mit

1Tl < C
fur alle N € Nund ||T]| < C. Sei U C C([-1,1]) kompakt und € > 0. Dann ist

U B (v)

pelU

eine offene Uberdeckung von U. Da U kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiber-
deckung

Uc|JBs(e))
j=1

Da (Ty) punktweise gegen T' konvergiert, gibt es ein Ny € N mit

Wl ™

1Tne; — Tejlleo <

fiir alle N > Ny und alle 5 = 1,...,m. Sei nun ¢ € U. Dann gibt es ein j €
{1,...,m} mit ¢ € B< (p;). Fiir N > Np gilt dann

1T —Tolloo < |Tne = Tn@jlloo + [ TNe; — T@jllco + T — T0|0o

9
< |TInlllle = @illoo + 5 + 1T Mlws = ¢l

e € €
C—+-+4+C—
= Y335
= e.
Also ist
[Ty =Tllo = sup [ Tve =Tyl <
L)06[]7”90”00:1
fiir alle N > Ny. Somit konvergiert (Ty) gleichméfig auf U gegen T'. O
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2.7 Satz. Es gilt

|(Ty —T)In|| =0 und ||(Tw —T)T| — 0.

Beweis. Da (Ty) kollektiv kompakt ist, ist die Menge

U:={Tye:|l¢|lo=1,N €N}

relativ kompakt. Also gilt Ty — T gleichméaBig auf U, d.h. zu ¢ > 0 gibt es
ein Ny € N, so dass fiir alle N > Ny, alle M € N und alle ¢ € C([—1,1]) mit

[Pl = 1 gilt
ITn (Tare) = T(Tarp)lloo < e
Insbesondere gilt dies fir M = N, d.h. fiir alle N > Ny und alle ¢ € C([—1,1])
mit ||l = 1 gilt
ITn(Tve) = T(Tve)lloo < e
Also gilt fiir alle N > Ny
Ty = T)Inll = sup [[Tn(The) = T(The)lloo <&

lelloo=1
Dies bedeutet

|(Ty — T)Tn]|| — 0.
Da T kompakt ist, ist die Menge

Vi={Ty: ||¢lle =1}

relativ kompakt. Also gibt es zu € > 0 ein Ny € N, so dass fiir alle N > Ny und
alle p € C(]—1,1]) mit ||¢||cc = 1 gilt

1Ty (Te) = T(T9)||loo <.
Also gilt fiir alle N > Ny

[Ty =TTl = sup [[Tn(T) =T(T¢)|l <.

llelloo=1
Dies bedeutet

(Ty —T)T|| — 0.

Damit ist der Satz bewiesen. O
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2.8 Satz. Fiir alle N € N mit
(I —T)" (ITx —T)Tx|l <1

existiert der inverse Operator (I —Ty)~!. Fiir die Folge der eindeutigen Lsungen
(pn) der Ndherungsgleichungen

on —Inon =B

gilt dann
lim flow — ufle = 0.

Beweis. Da T kompakt ist und I — T bijektiv, folgt mit der Theorie von Riesz:
(I —T)~! ist beschriinkt. Wir setzen
Ay =1+ -T)"Ty und Sy:={I-T) Ty —T)Ty.

Wegen
ISn ] < 1T =T) (T — T)Tw ||

folgt || Sn|| — 0. Also gibt es ein Ny € N mit || Sy| < 1 fiir N > Ny. Fiir diese N
folgt der Neumannschen Reihe: (I — Sy)™! existiert mit

1
I = Sw) 7l < —-
1—[|Snl
Da (I — Sy)~! existiert, folgt aus

Anv(I —Ty) =1 - Sy,

dass I — Ty injektiv ist. Da Ty kompakt ist, folgt nun mit der Theorie von Riesz,
dass (I — Tyy)~! existiert und beschrinkt ist. Mit

(I —Ty) ' =(I—-Sy) Ay

erhalten wir

L DA L4~ 1) T
I =) < T8 = T~ D T — 107w
Aus
(I =Tw)(eny —u) = (Ty = T)u
folgt
(ox —u) = (I = Tw) (T — T)u.
Also

L+ (I -T7)"'Ty]|
L= [[(1 =T)""Tx = T)Tx]

lon = ulloo < | (T = T)ul|sc-
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Da (Ty) punktweise gegen T' konvergiert, geht der letzte Term gegen Null. Der
Satz von Banach Steinhaus liefert: Es gibt ein C' > 0 mit ||Ty| < C. Der Nenner
konvergiert gegen 1. Also bleibt der Bruch beschriankt, und somit geht die rechte
Seite gegen Null. Dies liefert die Behauptung. O

2.9 Satz. Ist U = (u_p,...,un)’ eine Losung des LGS

N

Ojmin — 2 4 - -
mz_:N (%—N k(y(jh), mh) + 5jm> Uy, = B(jh), j=-N,...,N,
so ist
N o9 s
— Um|N
pn(s)i=B(s)+ > TJIVI k(v(s), mh) wn,

m=—

eine Losung der Naherungsgleichung
on —Inen = B.

Beweis. Da U eine Losung des LGS ist, gilt fiir jedes j € {—N,..., N}

en(ih) = BGh) + Y = k(y(jh).mh) u
m=—N
N
OmiN — 2
= X (M R mA) + 85 )
2t N
m=—N
N
D T ROGh) mb) up,
m=—N
= Uuj.
Also gilt fiir s € [—1,1]
AR R
on(s) — (Tnen)(s) = Bls)+ > Wk( (s), mh) (wn — on(mh))
m=—N
= B(s)
Hieraus folgt die Behauptung. O
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2.10 Satz. Fiir alle N € N mit
I(1 =T)""(In = T)In| <1
ist das LGS eindeutig losbar.

Beweis. Wir wissen, fiir diese N ist die Ndherungsgleichung
on —Inpn =B

eindeutig 16sbar. Dann ist (¢n(—1),...,on5(1))? eine Lésung des LGS. Sind nun
E=(EN,... &) und n = (n_n,...,nn)T zwei verschiedene Losungen des LGS,
so gibt es ein j mit &; # n;. Dann sind

N

on(s) =B + Y0 250 s (0) mi) g,
und
"~ 2~ Sy
Un(s) = Bls)+ Y —-n FOr(s),mh)

zwei Losungen der Naherungsgleichung mit

on(jh) =& #nj = N (jh).

Dies ist ein Widerspruch zur eindeutigen Losbarkeit der N&dherungsgleichung.
Also ist € = n, und somit ist das LGS eindeutig losbar. O

2.11 Satz. Fiir N — oo konvergiert F3(d, h,z) gegen Null.

Beweis. Beim Losen des LGS bestimmen wir die Losung
U= (u_n,...,un)’.
Wir wissen: Fiir die Losung ¢y der Ndherungsgleichung
on —Inpn =B
gilt on(mh) = u,,. Wir erhalten nun

|tm = u(mh)| = [on(mh) —u(mh)| <oy = uf — 0.

Also gilt
2(2N +1
Fy(d,,2) = 1@ane) — van@)] < 22 o e )] liow = ull = 0,
wie behauptet. O
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2.4 Vergleich mit linearen Splines

Fir m € {—N,..., N} betrachten wir den linearen Spline

1 — N|t—mh| , t€[mh—hmh+h|,
Sm i R—=R, Sm(t) =

0 , sonst.

2.12 Satz. Fiir alle t € [—1,1] gilt

> sm(t) =1.

m=—N

Beweis. Sei t € [—1,1]. Dann ist ¢t € [jh, jh+ h| mit einem j € {—N,..., N —1}.
Wegen s,,(t) = 0 fir alle m # j,j + 1 erhalten wir

N
> smlt) =@i(t) + @i (t) =1—N(t—jh) + 1= N((+1h—t) = 1.
m=—N
Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Fiir u : [-1,1] — R definieren wir die Spline-Interpolierende
N
u?  [-1,1] = R, uP(t) == Z u(mh) s, (t).
m=—N
Fir j = —N,..., N gilt dann
N N
wl(Gh) = D ulmh) sp(ih) = Y u(mh) 85 = u(jh).
m=—N m=—N

2.13 Satz. Fiir u € C'([—1,1]) gilt

o= ulloo < [0l o

Beweis. Seit € [-1,1] und m € {—N,..., N}. Mit der Taylorformel (oder dem
Mittelwertsatz) erhalten wir

u(mh) = u(t) + u' (&) (mh — t)
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mit einem &,, zwischen ¢ und mh. Setzen wir diese Darstellung in u;” ein, so

erhalten wir

uP(t) = Y (ult) +u/ (&) (mh — 1) spm(t)
= u(t) Y sult)+ Y w(En)(mh —t)sp(t)
= ut)+ >/ (&n)(mh —1t) su(t).

Wegen t € [jh,jh + h] mit einem j € {—=N,...,N — 1}, ist s,,(t) = 0 fiir
m # j,7 + 1. Also ist

a0 = u®] = |3 () mh — ) 5t
- J+1
< e 3 =t ()

< Wl b Z Sm(t)
m=j

= [vlloc P
Hieraus folgt die Behauptung. O
Wir ersetzen nun in der Darstellung
1 !
= —— | K(x,t)u(t)dt
o) = 5 | K0ul)

u durch die Spline-Interpolierende ;" und definieren

S 1 ! S
P (z) = 5 1k(a:,t)uhp(t)dt
1 !
= g 3 ulm) / (1) s (1) d.

Mit der eben bewiesenen Abschétzung

lv = up oo < flu'lloc B
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erhalten wir fiir den Fehler Fy”(h,x) := |v(x) — U}F(2)]

Frhe) < o [ kol - o) d

L Hlle [

2 dist(z,T) J_,

[l 121l
7 dist(z,T)

IN

[u(t) —w(t)] dt

Wir approximieren auch hier ¥;”(z) durch ®;"(x), indem wir bei der Integration
k(x,t) durch k(x, mh) ersetzen, d.h. wir setzen

PP (x) = —% Z u(mh)/ k(x,mh) s, (t)dt

= S u(mh) bz, mh) /_1 sm(t) di
= —— u(mh) k(z, mh) (2 = Omin)-

und erhalten fiir den Fehler Fy¥(h,x) := |¥F(z) — @77 (z)|

FP(hz) < % :ZN\u(mh)]/_l|k(a:,t)—k(x,mh)|sm(t)dt

IN

N 1
L
[ulloe Lix) E [t — mh| s, (t) dt
—_n/1

27
m

IN

[[ul|o L(2) h?
2m Z 3

[ulloo L()
- 2T

Im dritten Schritt bestimmen wir wieder mit dem Nystrom-Verfahren Néherungs-
werte wu,, fiir u(mh) und definieren

v (x) = ——— U, k(z, mA) (2 = Ojpynv).-
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Vergleichen wir nun v;”(z) mit vgp(x), so sehen wir, dass hier nur die Errorfunk-

tion ersetzt ist durch (2 — 6pnn). Es gilt sogar:

2.14 Satz. Fiir alle z € G ist
im vy p(z) = 0" ().

1
d—0

Beweis. Mit

d—0 vd ' Vd d—0 /T my
und
2 /°° 2
— e "dt=1
VT Jo
folgt
m—N m+N 1, m=-N,
limerf( , ): 2 , |m|#N,
=0 Vd Vd 1, m=N,
d.h.

Hieraus folgt nun

N
. . 1 m—N m+ N
fmvan(z) = lin (—m 2 “m’f@’mh)erf( 77 a >)

N
1 - N N
= —— E U, k(z,mh) lim erf (m m )

dnN d—0 Vvd ' oVd
1 N
= I U, k(z, mA) (2 = Oppv)
m=—N
= v, (2),
wie behauptet. .
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2.5 Beispiele am Einheitskreis

Sei GG der Einheitskreis. Dann ist I' die Einheitskreislinie und wird parametrisiert
durch

L= 0= ().

sin(mt)
Mit
n(y(t)) = (1)
und
Y ()] ==
erhalten wir
x —(t) '
k(z,t) = EEO n(y(0)) |7 (1)
m(x-y(t) — 1)
|z — (1)

7 (@1 cos(mt) + xo sin(nt) — 1)
1+ |x|? — 2z cos(mt) — 2x4 sin(nt)

fir x € G und

k(y(h) 1) = T -

fir j € {~N,...,N}.

Fiir die Koeffizienten der Matrix A folgt somit

Qjim, AN + 5jm .
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2.15 Beispiel. Sei b = 1. Dann 16st v = 1 das Dirichlet-Problem, denn es gilt
Av = 0 in G und v = b auf I'. Da das Dirichlet-Problem eindeutig l6sbar ist,
folgt, dass v = 1 die eindeutige Losung ist.

In den folgenden Bildern ist der Plotbereich stets der Kreis mit dem Radius 0.9.

Wir betrachten fiir N = 100 den Fehler |1 — v;”| sowie die Fehler |1 — vgy| fiir
verschiedene d.

11— vy fiir N =100, d = 0.1 11— vgy| fiir N =100, d = 1

Man erkennt: Fiir kleine d ist die Approximation durch v, genauer, als fiir grofie
d. Im Fall d = 0.01 sind vgy und v;? bereits praktisch gleich. Dies verwundert
nicht, denn wir wissen ja, dass vgp(x) fiir d — 0 gegen v;”(x) konvergiert. Bei
d = 0.1 und d = 1 wird das Maximum des Fehlers |1 — vg4| im Punkt (—0.9,0)
angenommen. Dies liegt daran, dass die Parametrisierung v im Punkt (—1,0) be-
ginnt und endet, und fiir grofie d das Maximum von |1 —u4 4| in den Randpunkten
erreicht wird (siehe Beispiel 1.12).
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Fiir N = 200 erhalten wir

o
0y
iy
o
o
,::
o
S0
o
%
o
DY
ool
s
Seud
A
N,
0 4.,','.,'
LAY
Ly
o "',',".
S IR

Man sieht: Die Fehler |1 — v;”| und |1 — vg01,4] sind praktisch Null. Fir d = 0.1
und d = 1 &dndert sich das prinzipielle Aussehen nicht. Der Fehler fillt jedoch
linear mit h.

Wir betrachen nun die Fehlerabschétzungen. Die Integralgleichung lautet hier

Ableiten liefert u/(s) = 0, also u(s) = C. Dies in die Integralgleichung eingesetzt
ergibt C' = 1. Also ist u = 1 die eindeutig bestimmte Dichte.

Bereits fiir N = 100 liegt der Fehler |1 — w,,| fiir alle m in der Gréflenordnung
der Maschinengenauigkeit. Den Fehler F3 konnen wir daher vernachlassigen.
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Mit

ullo =1, [u']le =0, [u"]|oe = 0
erhalten wir
F*(h,z) =0
und
erf<L 2N+1)
Vd’ o Vd
Fi(d, h < h+2¢eo(d
1(d,h,7) < 2dist(z,T) 1— e 3 +250(d)

Der Fehler Fy”(h,z) ist natiirlich Null, da die Konstante u = 1 durch die linea-
ren Splines exakt dargestellt wird. Fiir d = 1 liegt die Abschiatzung des Fehlers
Fi(d, h,z) in der richtigen GroBenordnung, fiir kleine d ist die Abschitzung viel
zu grob. Dies liegt daran, dass der zweite Term, d.h. das gq(d), blind ist fiir die
Ostzillationen, die sich unter den Integral abspielen, es beriicksichtigt nur den
maximalen Fehler im Intervall, und dieser ist nun mal grof fiir kleine d.

Nun zu Fy. Wir betrachten den Punkt zq = (—0.9,0). Um L(xy) zu bestimmen,
benotigen wir 0;k(zo,t). Im folgenden Bild ist 0:k(xg,t) im Intervall [—1,1] zu
sehen.

600

400
200

-200
-400

-600°7 -0.5 0 0.5 1

t— at/{?(.ro, t)

Mit L(zo) = 577.478 erhalten wir

oL
Fy(d, b, zo) < —3”u! 73/2%) Vdh <156 Vdh
m

und

[[ulloo L(o)
2T

F3P(h, xo) < h < 92h.

In beiden Féllen ist die Fehlerabschiatzung sehr grob. Dies liegt daran, dass die
Abschétzung von |k(z,t) — k(z, mh)| durch |t — mh| L(x) fiir alle m und alle ¢ zu
grob ist. Tatséchlich wird L(z¢) in diesem Beispiel nur an zwei Stellen angenom-
men, ansonsten ist 0uk(xg,t) sehr klein.
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2.16 Beispiel. Sei b(z) = x1 + x2. Dann ist v(z) = x1 + x9.

In den folgenden Bildern sind fiir N = 100 der Fehler |v — v;”| sowie die Fehler
|v — vap| fur verschiedene d zu sehen. Der Plotbereich ist wieder der Kreis mit

Radius 0.9.

RN 2
S

R N ALRAL

2 AR
Y| NRRARRRREILIETS
1 Q| IR R RRRLILL,
R R R RN K,
e | S
10 LR LR EILR IR RILIT TN EETRTS |
- T ey vy || S
R RSO SEIONSSR S =S,
x10 B SR NS
-11 RTINS | B
SR AL AN SRR RN | B
5x10 R R AR LN [ 70 . 5
ZARAA DR AR AZ AL .
2RI RIRA R RFIRZA B
A AN A RS
0 L RTINS RN LA AT
225 WL P
1 22 .0'. YRR ::
- %5 2 5
2RI 22
2

v — vg | fiir N =100,d =1

v — vg| fiir N =100, d =0.1
Man beobachtet hier im Wesentlichen das gleiche Fehlerverhalten, wie in Beispiel
2.15. Der Fehler ist jedoch etwa doppelt so grof.

Fir N = 200 sind v — v;”| und |v — vg.01,5| wieder praktisch Null, und die Fehler
fiir d = 0.1 bzw. d = 1 sind halb so grof§ wie fiir N = 100. Also erhalten wir auch

hier das gleiche Verhalten wie in Beispiel 2.15.
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2.6 Beispiele an einer Ellipse

Sei nun G das Innere der Ellipse, die beschrieben wird durch die Gleichung

2

% + a3 =1.
Der Rand I' wird parametrisiert durch
' _{ 2cos(nt)
ISBIEE TR (i)

Dann gilt fiir ¢ € [—1, 1]

1Y (t)| = 71/ 1 + 3sin®(nt)

und

I 31sin2(7rt) < QCSOiil(gg) ) '

Hiermit erhalten wir

ka,t) = % () W ()]

7 (1 cos(mt) + 2zo sin(nt) — 2)
1+ |z|? + 3cos?(nt) — 4a cos(mt) — 2o sin(mt)

fiir x € G und

B 2w
~ 3cos(m(jh+1) =5

k(y(5h), 1)
fur j € {—N,..., N}. Die Koeffizienten der Matrix A lauten somit

A, = Omiy — 2 +9;
M N(3cos(w(j +m)h) —5) 7"
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Fiir N = 200 sieht das so aus
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11— vyl fiir N = 200, d = 0.01

11— v?] fiir N = 200

1

d:

N = 200,

fir

|1 _Ud,h|

200, d = 0.1

N =

|1 — Ud,h| fiir

2.18 Beispiel. In den bisherigen Beispielen kannten wir die Losung des Dirich-

let-Problems, da der Randwert jeweils ein konstantes bzw. lineares Polynom war.

Jetzt wollen wir die Losung vorgeben und daraus den Randwert bestimmen. Dazu

betrachten w

1r

1r

Setzen w

firz €.

in G und v

ilt Av =20

Hier g

29

so ist v die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems mit Randwert b.



h| fiir

)

Fehler |v — vy

1€

d

SoOwl1e

Wir betrachten fiir N = 100 den Fehler |v — v}”|

verschiedene d.

0.01

100, d

‘U — Ud,h‘ fir N

100

v — | fiir N

N=100,d=1

”U — Ud,h’ fir

100, d = 0.1

r N =

e

=
]
b}
_
>

ispiel

letzten Be

1e im

Fir N = 200 kann man etwa das gleiche Fehlerverhalten w

beobachten.
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3 Approximation von Stokes-Funktionen

In diesem Kapitel werden wir das soeben entwickelte Verfahren auf das innere
Dirichlet-Problem fiir das System der Stokes-Gleichungen im R? iibertragen. In
der Hydrodynamik beschreiben diese Gleichungen stationére ebene Stromungen
zéher inkompressibler Fliissigkeiten bei kleinen Geschwindigkeitsgradienten.

Losungen der Stokes-Gleichungen bestehen aus dem Geschwindigkeitsfeld der
Stromung und einer skalaren Druckfunktion. Das Geschwindigkeitsfeld der Stro-
mung nennen wir Stokes-Funktion.

3.1 Das Dirichlet-Problem

Sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet mit C2-Rand
I'. Wir betrachten das folgende Dirichlet-Problem fiir die Stokes-Gleichungen:
Gesucht sind ein Geschwindigkeitsfeld v € C2(G,R?)NC(G,R?) und eine Druck-
funktion p € C'(G) als Losung von

—Av+Vp=0 inG, V-vo=0 inG, v=»>b aufT.

Hier wird der Laplace-Operator A auf die Komponenten v; und vy des Geschwin-
digkeitsfeldes v = (vy,v5)? angewendet, Vp = (91p, Dop)’ bezeichnet den Gra-
dienten von p und V - v = 01v; 4+ Oovy ist die Divergenz von v. Weiterhin ist
b € C(T',R?) ein vorgegebener Randwert. Aufgrund der geforderten Divergenz-
freiheit von v erhélt man mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes als notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer Losung die sogenannte Vertréglichkeitsbedin-

gung

[ o) nlo st =0,

Dabei bezeichnet n(y) wieder die ins AuBere von G zeigende Einheitsnormale im
Punkt y € I'.

Aus der hydrodynamischen Potentialtheorie ist bekannt [35], [37], [39]: Ist die
Vertréglichkeitsbedingung erfiillt, so besitzt das Dirichlet-Problem eine Losung
(v, p). Das Geschwindigkeitsfeld v ist eindeutig bestimmt, und die Druckfunktion
p ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Das Geschwindigkeitsfeld v kann
in GG dargestellt werden durch das hydrodynamische Doppelschichtpotential

@@@%=AD@wW@Mmm reG.

Dabei ist das Vektorfeld ¢ = (¢1,02)7 : T' — R? eine noch unbekannte stetige
Dichte, und der Kern D(z,y) des hydrodynamischen Doppelschichtpotentials ist
fir z € R? und y € I’ mit 2 # y definiert durch die 2 x 2-Matrix
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D(x,y) = _w ( ( (21 — 1) (1 — y1)(x2 — Yo) ) .

|z — ylt w1 — 1) (T2 — Y2) (22 — 92)2

Unter der geforderten Regularitit des Randes I' folgt, dass sich der Kern des
hydrodynamischen Doppelschichtpotentials stetig auf I' x I" definieren lasst [23].
Also existiert fiir jedes € I" der direkte Wert

(D)) = [ Dw.p)pl)dst). aeT,

Mit Hilfe der Sprungrelationen fiir das hydrodynamische Doppelschichtpotential
[23] erhélt man, dass die gesuchte Dichte ¢ aus dem Fredholmschen Randinte-
gralgleichungssystem zweiter Art

1

5 #(@) + (De)(z) =b(z), =€l

zu bestimmen ist, wobei hier (D¢)(z) den direkten Wert bezeichnet.

Das hier vorliegende Randintegralgleichungssystem besitzt fiir jedes b € C'(T', R?),
welches der Vertréglichkeitsbedingung

[ b ntw) dsto) =0

geniigt, zwar eine Losung ¢ € C(I',R?), die jedoch nicht eindeutig bestimmt
ist [3], [39]. Aus numerischen Griinden sind jedoch eindeutig losbare Randinte-
gralgleichungssysteme wiinschenswert, da diese bei geeigneter Diskretisierung auf
eindeutig losbare algebraische Gleichungssysteme fithren. Um die Eindeutigkeit
der Losung sicher zu stellen, definieren wir den Operator

N:C(,R*) — C(I,R?*), ¢ Ny

<Nw@w=M@/¢@wmwmw>

r
und betrachten an Stelle des obigen Randintegralgleichungssystems das System

5 6(2) + (Dp)(x) — (Ng)(a) = b(a), = €T,

Man kann zeigen [3], [39], dass dieses System fiir jedes b € C(I',R?) eindeutig
16sbar ist, und dass die eindeutige Losung im Falle der Giiltigkeit der Vertraglich-
keitsbedingung auch eine Losung des Ausgangssystems ist. Wir werden daher im
Folgenden das eindeutig losbare System zu Grunde legen.
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Ist v : [-1,1] — T eine Parametrisierung des Randes T', so erhalten wir, sowohl
in GG als auch fiir den direkten Wert auf dem Rand I'; die Darstellung

(Dp)(x) = /_1 D(z,~(t)) (1)) 7 (t)| dt.

Setzen wir

U:=@pory

und

K(x,t) == D(x,7(t)) |7 (1),

so folgt fiir das hydrodynamische Doppelschichtpotential in G bzw. den direkten
Wert auf dem Rand I' die Darstellung

(Do) (x) — /_ K tyu(t)d

_ Y k() ug (8) 4 ko (2, t) ug(t)
/_ ( ko1(z,t) uy (t) + koo (x, t) us(t) ) dt.

1
3.2 Das Approximationsverfahren

Wir wissen nun, dass sich das eindeutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld v in G
darstellen lasst durch das hydrodynamische Doppelschichtpotential, d.h. es gilt

v(x) :/_jK(x,t)u(t)dt, xr € G.

Analog zu Kapitel 2 werden wir im Folgenden das Geschwindigkeitsfeld v in
G durch einen expliziten analytischen Ausdruck approximieren. Dies geschieht
wieder in drei Schritten. Sei dazu N € N, h:=1/N und d > 0.

3.2.1 Der erste Approximationsschritt

Wir ersetzen im ersten Approximationsschritt die Komponenten wu; der gesuchten
Funktion u durch die direkten Quasi-Interpolierenden (u;)q, und definieren fiir
reG

Van(a) = | K(z.t) ( Wl)d’:(” ) dt

-1

als Naherung fiir v(z).
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Mit

erhalten wir

\I/dJl(ZE) = / K {L‘ t Udh )d

(t—mh)?

= Z th Yu(mh) e anZ  dt.

3.2.2 Der zweite Approximationsschritt

Analog zu Abschnitt 2.2.2 ersetzen wir beim zweiten Approximationsschritt den
Integralkern K (z,t) durch K(xz, mh) und definieren fir z € G

(t—mh)2

/ K(x,mh)u(mh)e az ~ dt

q)d,h( =

N 1 (t—mh)?
Z K(x,mh)u mh)/ ez dt

als Niherung fiir W, (z).

Wegen

1 o 9 m+N .
/ 6_(dhh) dt:\/g/ﬂe_tzdt:\/ﬂderf m Nﬂm+N
. N Jm-n 2N Vd Vd
Vi
erhalten wir die Darstellung
1 & m—N m+ N
Qyn(xr) = — K(x,mh)u(mh)erf ,
@) = 57 3 Koy utmh)ent ("5 PO
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3.2.3 Der dritte Approximationsschritt

Wie in Abschnitt 2.2.3 werden wir im dritten Approximationsschritt Naherungs-
werte u,, fur die Werte u(mh) mit dem Nystrom-Verfahren bestimmen. Dazu ver-
wenden wir das eindeutig losbare Randintegralgleichungssystem. Fiir alle z € T’
gilt

3 9(@) + (D)) = nla) [ oly) - nly) dsty) = o),

r
d.h.

1 1 1

5 ¥le) + AK(%t)U(t) dt —n(x) /1U(t) -n((1) |7 ()] dt = b(z).

Also gilt fiir alle s € [—1,1]

1

300+ [ KO0 u® =) [ 0o nl0) O] d =401,

-1

Insbesondere ist diese Gleichung in den Punkten s = jh erfiillt. Wir erhalten
dann fiir j = —N,..., N

1

3+ [ K0 u(e) de= (i) [ ult) n(r() 1Y (0] de = b ).

-1

Fordern wir wieder Gleichheit, wenn wir die Integrale mit der summierten Tra-
pezregel approximieren, so erhalten wir

G = 3 (F KOGk + 5 )
(i) 32 2 (b)) [ (b))

Dabei sind die w,, = (U1 m, U2,,)? Niherungswerte fiir u(mh). Komponentenweise
gilt also

N
b)) = > (v +alm ) i =1,2

m=—N

mit

65



(%)

2 — 6|m|N

2N

_ 2= Omin
2N

] 1
kiw(v(jh), mh) + 5 Ojm Ok

ni(y(jh

)) [V (mh)| (7 (mh)).

Aus diesen 2(2N + 1) Gleichungen erhalten wir das lineare Gleichungssystem

(11)

(21)
a NN

(21)
an,_N

zur Bestimmung der 2(2N + 1) Unbekannten u; _y, . ..

11
agi\f)N

(11)
N
a_ NN

(21)
an N

(12)
—N,—N

12
agv —)N
(22)
“N,—N

(22)
an_-N

(12)
a_NnN

(12)
NN
(29)
“N,N

(22)
an N

Uy N bi(v(-1))
win || (1)
Up, N ba(7(—1))
U N 52(7(1))

, U, N, U2, — N, - - -, U2 N -

Damit setzen wir fiir z € G

1 N

2N
m=—N

- N N
K(x,mh)u,, erf (m m )

vd ' Vd

als Néherung fiir @45 (x) und somit als Néherung fiir v(x).

van(x) =

3.3 Konvergenzuntersuchung

Wir untersuchen jetzt, wie gut vy das Geschwindigkeitsfeld v in G approximiert.
Fiir den Fehler

F(d,h,x) = |v(x) — van(x)]

im Punkte z € G verwenden wir wieder die Zerlegung

F(d,h,z) = |v(z) = Yau(r) + Yan(z) = Pgn(z) + Pan(z) — van(w)]
< Jo(@) = Vau(o)[+ |Van(z ) Dap ()| + | Pan(x )—Ud,h(fﬂ)!,
— Py (d,hz) — Py (d,hz) — Fy(d,h,z)

wobei F;(d, h,x) der Fehler im i-ten Approximationsschritt ist.
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3.3.1 Konvergenz im ersten Approximationsschritt

Firz € Gund y € T gilt

|z, — yi| < |z —yl

und

|z —y| > dist(z, ).
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daher

|(z —~(t) - n(y () (i — %i(8)) (@r — ()

|
ki ,t - t
’ k<x )| 7T|ZE—’7(t)|4 |7()|
17 ]]oo
|z — (1)
Y]] so
mdist(z, )’
Aus
o(z) — Ugn(a / K (@, 1) (u(t) — uan(t)) dt

folgt fiir die Komponenten

vi(@) = (Wan)i(r) = /_ ki (2,1) (ua () = (ur)an(t)) dt

Hieraus erhalten wir

o) = ani@)] < — 0= [ ) = (want]

Il /|u2 () an(t)] dt.

7lest (x,T)

Fordern wir nun, dass b € C?(T", R?) ist, so folgt wieder ¢ € C*(T',R?). Da T ein
C?-Rand ist, ist v € C*([—1, 1], R?), also ist u € C*([—1,1],R?), und somit sind
die Komponenten uy,uy € C?([—1,1]).

]
-
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Mit der aus Satz 1.11 bekannten Abschétzung

1 2N+1
1 erf (73 , ZIF >
1 [ui(t) — (ui)an(t)|dt < |luglloo " h +2eo(d)

d 2¢d d
2 ||} — 14 =
! ““’”‘”h<251<d” Vrd < +2)>
+ 2147 [loo (d) 27

sowie

[uilloo < luelloo

und

Fi(d,h,z) = [o(x) = Dap(@)] < V2 max |oi(z) = (Pap)i(x)]

erhalten wir nun fiir d < 2 die Fehlerabschitzung

1 2N+1
VE Il e (ot (G 255
F < 2
\(d,h,z) < - dist(r.T) ST h250(d)

\/5"71"00 ] oo eié<4+2d)
dei(d) + ——= | h
* mdist(z, ) fi(d) +

V21 Moo [
7 dist(z, )

2c(d) h*.

3.3.2 Konvergenz im zweiten Approximationsschritt

Fir z € G und i,k € {1,2} ist die Funktion ¢ — kj(z,t) auf [—1,1] stetig
differenzierbar. Wir setzen

L(x) = . )
() i= max  max [0k (z, 1)
Fiir t,mh € [—1,1] und i, k € {1,2} folgt dann mit dem Mittelwertsatz
|kir (2, 1) — ki(z,mh)| < L(x) |t — mh)|.
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Fiir die Komponenten von ¥, — ®,4, erhalten wir nun

HulHOO Z / |t N mh|
Hu?”‘” Z / it — mh| e dt
—1

|(Wan)i(w) — (Pap)i(z)]

IA

N 1

2 ||ullss L(z)
< -2 t —mh dt
- vrd m:ZN -1 | e
Mit
! _(t=m)? d
» |t — mh|e a2 dtﬁm
folgt

N
2 ||ulloo L(z) 3 4 _ 2|jullo L(2) d2N + 1)
7Td m=—N N2 v ﬂ-d N2

Wegen

Fy(d, h,z) = [Tgp(x) — Pap(z)] < V2 max |(Wap)i(2) = (Pan)i()]
erhalten wir schlie3lich

2v2|Jull L(z) d2N +1) _ 2v2 lullc L(z) d3N
Vrd Nz Vrd N?

FQ(d7 h> 'CE)

und somit

Fo(d, h, ) < 6\/5”3”;"“@ Vdh.

Der Fehler F, wird klein, wenn v/d h klein ist, d.h. wenn der Gauf-Kern

_ (t—=mh)?
t— e dh2

eine schmale Glocke besitzt.
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3.3.3 Konvergenz im dritten Approximationsschritt

Ausgangspunkt im dritten Approximationsschritt ist die Integralgleichung (IGL)

o(s) — / R(s.t) (0t = B()

mit

Wir definieren die Operatoren

T, Ty : C([-1,1],R?) — C([-1,1],R?)

durch
(Te)(s) == » K(s,t) o(t) dt
und
2= Gy -
(Tng)ls) = 30 T K5, mh) p(mh).

Dann schreibt sich die IGL

p—Typ=D0B.

Die IGL besitzt eine eindeutige Losung u. Wie bei den harmonischen Funktionen
zeigt man: Fiir geniigend grofie N ist die Ndherungsgleichung

on —ITnpn =B

eindeutig l6sbar, und die Folge der N&herungslosungen konvergiert gegen die
Losung u der IGL. Bei den Beweisen ersetzt man C'([—1,1]) durch C([—1, 1], R?),
und bei der Abschitzung der Betrige muss beriicksichtigt werden, dass die Fro-
benius-Norm mit der euklidischen Norm vertréiglich ist. Hieraus kann man nun
wieder analog schlieflen, dass das LGS eindeutig l6sbar ist und F3(d, h, ) gegen
Null geht fir N — oo.
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3.4 Beispiele am Einheitskreis

Sei G der Einheitskreis. Dann ist I' die Einheitskreislinie. Mit der bereits aus
Kapitel 2 bekannten Parametrisierung

v S = T, ) = ( cos(t) )

sin(7t)

folgt wieder
und

Wir erhalten nun

(1 — 1 cos(mt) — xo sin(nt))(xy — cos(mt))?

fulet) = (1 + || — 21y cos(mt) — 224 sin(7t))?
e P TR
i) = )
et = G Bt B

fir x € G und

ki (v(h),mh) =+ sin? (M)

2 2N
bo(y(jh),mh) = —sin (W)
ko (v(jh),mh) = —isin (W(j;m)>
i+

kas(Y(jR), k) = = cos? (W(ﬂziNm)

fir je {—N,...,N}.
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Die Koeffizienten der Matrix des linearen Gleichungssystems sind somit

02 [(m(G+m)
an (2 = Oj ) sin ( N ) B (2 = i) cos (EL) cos (Z2) N Ojm
jm AN 2N 2
m(j+m) AN ™m
) ((5|m|N —2) sin ( > (2 — 5|m|N) cos (Wj) sin (T)
Jm SN 2N
_ m(j+m) m™m
o O =25 () o 00 sin () cos ()
gm SN 2N
m(j+m) N
o) _ (2 = Ojmn) cos® < o ) B (2 = Ojmynv) sin (32) sin (Z2) n djm
jm AN 2N 2

3.1 Beispiel. Der Randwert b sei gegeben durch b(z) = (1,1)7. Wegen

/Fb(y)'n(y)dS(y) = /_b(v( )) - n(y(1)) 1y ()] dt

- L)) -
- /_ 11 (cos(t) + sin(xt)) dt
= 0

ist die Vertraglichkeitsbedingung erfiillt. Es ist also sinnvoll nach einer Lésung zu
suchen. Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld v mit v(z) := (1,1)” und die
Druckfunktion p = 0. Fiir x € G gilt

Also 16st (v, p) die Stokes-Gleichungen

—Av+Vp=0 inG, V-o=0 inG, wv=»>b aufT.

Da das Geschwindigkeitsfeld eindeutig bestimmt ist, und die Druckfunktion ein-
deutig ist bis auf eine additive Konstante, erhalten wir: v = (1,1)7 ist das ein-
deutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld, und die Druckfunktion p ist konstant.

Wir betrachten fiir N = 100 die Fehler |[1—(vg)1| und [1—(vgp)2| fiir verschiedene
Werte von d. Der Plotbereich wieder der Kreis mit dem Radius 0.9.
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SRR TR >
810°° . R R IR N
5 KL ¥
¥ e 0 R LTI
2 2
6x10 -':’.:iii 1 -9 e S, 1
NS
XL 4x1
A0, 5 210 9 5

N
ok
0,,'

NI
&

&

g

2
L

11— (vgp)] fiir N =100, d = 0.1 11— (vgn)2] fiir N =100, d = 0.1

&

22

e

LRRLRS

PRI TE >
ZRREET

|1 - (Ud,h)1| fir N = 100, d=1 |1 - (Ud,h)2| fir N = 100, d=1

Wie bereits bei den harmonischen Funktionen erhéilt man: Die Approximation ist
genauer fiir kleine d. Fiir groflere d wird der maximale Fehler im Punkt (—0.9,0)
angenommen, weil die Parametrisierung im Punkt (—1,0) beginnt und endet.
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Fiir N = 200 erhalt man:

2>
22>
S

LT
LR NI
-14 SR IR
3x10 SRR RRIIIIEITL T
14 IR IR AL LIL
- LRI T TR AILX
2x10 R R LI LRT BRI |
10 LR RIRLIRIRE
1x10 5

11— (vap)h| fiir N =200, d =0.01 |1 — (vgn)s] fiir N = 200, d = 0.01

AL

52K o,

O\ R BRI
LR
=2

11— (vgp)] fiir N =200, d = 0.1 11— (vgn)2] fiir N =200, d = 0.1

0. 003
0. 002
0.001
2
-1 o o
SRR
LR
R

|1 - (Ud,h)1| fir N = 200, d=1 |1 - (Ud,h)2| fir N = 200, d=1

Die Fehler |1 — (vo01,5)i| sind praktisch Null. Fiir d = 0.1 und d = 0.1 sind die
Fehler etwa halb so grofl wie bei N = 100.
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3.2 Beispiel. Nun betrachten wir den Randwert b mit b(x) = (21, —29)*. Dann
ist v = (w1, —12)T das eindeutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld, und der Druck
p ist konstant. Wir betrachten wieder fiir N = 100 die gleichen Fehler wie im
letzten Beispiel im Kreis mit Radius 0.9.

N,
7
QY
0
o,
N
o,
0 '0'"
ety
AR
N
aeee
vy
DO
DY
0 "'.
N
30
0N
0,
ol
i}

X
X
&
Y
o
oy
0,

;','0 oy
o
Q
A
DN
QLUNY
l,"':','

0y

y
8
0
s
&

N
g
X
x

-
%
N
R
:’,.
N,

X
A
o
Y

%y
o
l" :

0
Y
o,

o,
<7

o

N,

=
2
N,
X
S0
o,
&y
X
d
o3,

0
W
0
X

N,

A
N
0

QY
o,
Y

0
&
0
Y
o
Q

2

0
o
X
oy,
o
T
&
o

|v1 — (vgp)1| fir N =100,d =1 |va — (Vgp)e| fiir N =100,d =1
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Hier erhalten wir fiir die beiden Komponenten sehr unterschiedliches Fehlerver-
halten im Punkt (—0.9,0). Dies liegt offensichtlich daran, dass die Komponente

bi(v(1))

t, wahrend

1muim anniminm

cos(mt) in den Randpunkten ihr Betragsmaxi

1r

den Randpunkten verschwindet. W

m

— sin(mt)
iel 1.14), dass der Fehler |u — wug4y| auch in den Randpunkten

klein wird, wenn v am Rand verschwindet.

die Komponente by(v(t))

isp

(vgl. Be

wissen

Bei N = 200 sind die Fehler fiir d = 0.01 wieder praktisch Null, und fiir d = 0.1

bzw. d

ir

1 erhalten w

|vg — (vap)e| fir N =200, d = 0.1

|v1 — (vgp)1| fir N =200, d = 0.1

’Ug — (Ud,h)g‘ fir N = 200, d=1

’Ul — (Ud,h)l‘ fir N = 200, d=1

ispiel.

letzten Be

, Wie im

Auch hier halbiert sich der Fehler
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3.5 Beispiele an einer Ellipse

Sei nun I' wieder die Ellipse, die beschrieben wird durch die Gleichung

2
T

und G das Innere der Ellipse.

Mit der bereits aus Kapitel 2 bekannten Parametrisierung

2 cos(rt) )

~ [_1’ 1] — I, V(t) = ( sin(?Tt)

folgt wieder

v (t)| = 74/ 1 + 3sin®(mt)

und

B 1 < cos(t) )
14+3 sinz(mf) 2sin(nt) )
Wir erhalten

4(2 — 1 cos(mt) — 2xg sin(nt))(z1 — 2 cos(mt))?

k t) =
u(t) (5 + 2|z|2 — 821 cos(mt) + 3 cos(2mt) — day sin(rt))?
k() — 4(2 — z cos(mt) — 2wy sin(nt))(x; — 2 cos(nt))(xe — sin(nt))
R (5 + 2|z|? — 8y cos(nt) + 3cos(2mt) — 4z sin(mt))?
b () — 4(2 — x cos(mt) — 2xg sin(nt))(xy — 2 cos(nt))(xg — sin(nt))
e (5 + 2|z|2 — 8z cos(mt) + 3 cos(2nt) — 4y sin(wt))?
() — 4(2 — 1 cos(wt) — 2wy sin(nt))(wy — sin(nt))?
2V = (5 222 — 81y cos(mt) + 3 cos(2mt) — 4 sin(rt))2
fiir x € G und
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ki(v(jh),mh) =

kia(y(jh),mh) = —

ko1 (v(jh),mh) =

- } 2
T(7+m
<5 — 3cos (%))

4 cos? (—”(ﬁm))

2N

(5 — 3cos (W))z

kaa(v(jh),mh) =

fiir j € {—N,...,N}.

Die Koeflizienten der Matrix des linearen Gleichungssystems sind somit

02 [ 7(G+m)
S _ (2 = Ojmjv) 8sin ( JQN ) B (2 — Ojm|N) cos( )cos (%) N 5J_m
ym

N (5~ 3cos (W))Q 2N\ /1 + 3sin? (%) 2
) _ (Ojm)n — 2) 2sin (—W(j;m)) B (2 = Sminv) cos (&) sin (Z2)
" N (5 3cos (“(J;”“))Q Ny/1+3sin (%)
22D _ (Opmin — 2) 2sin (W(j;m)> B (2 = Sy sin (&) cos (Z2)
. N(5—3COS (W))Q N\/l—l—?)sm (&)
o _ (2 = djmin) 2 cos? <7r(_]2';rv_m)> B T(2 = O ) 25in (1\?) sin (%) N (Sj_m
" N (5 3COS( (J+m)>>2 N4/1+ 3sin? (%) 2
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Bemerkungen und Ausblick

Alle numerischen Beispiele wurden mit dem Computeralgebrasystem Mathema-
tica behandelt. Die linearen Gleichungssysteme wurden mit dem Mathematica-
Befehl Solve gelost. Alle Bilder wurden mit den Mathematica-Befehlen Plot bzw.
Plot3D erzeugt.

Auch bei den Stokes-Funktionen kann man wie bei den harmonischen Funktionen,
ausgehend von der Darstellung

v(x) = /1K(a:,t) u(t) dt,

die gesuchte Funktion u ersetzen durch die Spline-Interpolierende

s N
w?(t) = ( Ezggzgg ) = mz_:Nu(mh) Sm(t)
und erhélt durch analoges Vorgehen wie bei den harmonischen Funktionen
1 X
v () = N 2 NK(a:, M) Uy, (2 = Op ).

Ebenso erhalt man: Fiir alle z € G ist

lim vgp(z) = v’ (x).
d—0

Numerische Beispiele zeigen, wie bereits bei den harmonischen Funktionen, dass
v;? praktisch das gleiche Ergebnis liefert wie vg, fiir d = 0.01.

Im ersten Kapitel haben wir fiir Funktionen u aus C?*([—1,1]) neben der direk-
ten Quasi-Interpolierenden u,4; auch die Quasi-Interpolierende 14 betrachtet,
die dadurch entsteht, dass die Funktion u zu einer C%(R)-Funktion @ fortgesetzt
wird. Im Weiteren sind wir auf diese Quasi-Interpolierende nicht mehr eingegan-
gen. Wir wollen nun kurz beschreiben, wie das Approximationsverfahren unter
Verwendung von 4, aussieht, und warum dieses nicht weiter beriicksichtigt wur-
de. Stellvertretend betrachten wir das Dirchlet-Problem aus Kapitel 2.

Ersetzt man im ersten Approximationsschritt v durch @, statt wgp, so erhélt
man 4N + 1 Summanden statt 2N + 1. Im zweiten Approximationsschritt wird
dann die Funktion ¢ — k(x,t) periodisch fortgesetzt, damit k(z,mh) fir alle
m definiert ist. Fiir m = —N,..., N bestimmt man wieder mit dem Nystrom-
Verfahren Ndherungswerte w, von u(mh). Um Niherungswerte @, von a(mh)
fir m < —N bzw. m > N zu erhalten, kann man nun die Ableitungen u'(£1)
und u”(£1) durch die einseitigen Differenzenquotienten approximieren.
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Geht man wie eben beschrieben vor, so erhélt man fiir grofie d eine bessere Ap-
proximation, als beim Verfahren mit ugp, jedoch auch die doppelte Anzahl an
Summationen. Fiir kleine d ist kein Unterschied mehr zu merken, nur der nu-
merische Aufwand ist wegen der vielen Summationen héher. Dies ist der Grund,
warum dieses Verfahren hier keine weitere Beriicksichtigung gefunden hat.

SchlieBlich wollen wir noch einen Ausblick auf die Behandlung dreidimensionaler
Probleme geben. Auch im Dreidimensionalen erhilt man sowohl fiir die Laplace-
Gleichung als auch fiir die Stokes-Gleichungen im Gebiet G' Losungsdarstellungen
in Form von Doppelschichtpotentialen. Ebenso erhélt man Fredholmsche Ran-
dintegralgleichungen zweiter Art zur Bestimmung der gesuchten Dichte auf dem
Rand. Der wesentliche Unterschied zum zweidimensionalen Fall ist nun, dass die
Randintegrale schwach singulére Kerne haben.

Mit Hilfe von

Oun:[-1,1> =R, Oun(t1,t2) == Van(t1)Ian(t2)

kann man hier die direkte Quasi-Interpolierende fiir Funktionen v : [—1,1]> — R
definieren und erhélt analoge Fehlerabschétzungen. Nun kann man analog zum
zweidimensionalen Fall vorgehen. Bei der Bestimmung von Néherungswerten mit
dem Nystrom-Verfahren kann man nun nicht ohne Weiteres Quadraturverfah-
ren anwenden, die stetige Integranden voraussetzen, denn die Integralkerne sind
schwach singuldr. Hier bietet sich das Nystrom-Verfahren fiir schwach singulére
Kerne an [22].
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