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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein von Maz’ya entwickeltes Verfahren [25], eine
gegebene Funktion f : R

n → R durch eine Linearkombination fh radialer glatter
exponentiell fallender Basisfunktionen zu approximieren, die im Gegensatz zu den
Splines lediglich eine näherungsweise Zerlegung der Eins bilden und somit ein für
h→ 0 nicht konvergentes Verfahren definieren (Approximate Approximations).

Es zeigt sich jedoch, dass diese fehlende Konvergenz für die Praxis nicht relevant
ist, da der Fehler zwischen f und der Approximation fh über gewisse Parameter
unterhalb der Maschinengenauigkeit heutiger Rechner eingestellt werden kann.

Darüber hinaus besitzt das Verfahren große Vorteile bei der numerischen Lösung
von Cauchy-Problemen der Form

Lu = f

mit einem geeigneten linearen partiellen Differentialoperator L im R
n. Approxi-

miert man die rechte Seite f durch fh, so lassen sich in vielen Fällen explizite
Formeln für die entsprechenden approximativen Volumenpotentiale uh angeben,
die nur noch eine eindimensionale Integration (z.B. die Errorfunktion) enthalten.

Zur numerischen Lösung von Randwertproblemen ist das von Maz’ya entwickelte
Verfahren bisher noch nicht genutzt worden, mit Ausnahme heuristischer bzw.
experimenteller Betrachtungen zur sogenannten Randpunktmethode [21], [26].
Hier setzt die vorliegende Arbeit ein.

Wir entwickeln auf der Grundlage radialer Basisfunktionen ein neues Approxi-
mationsverfahren, welches die Vorzüge der von Maz’ya für Cauchy-Probleme ent-
wickelten Methode auf die numerische Lösung von Randwertproblemen überträgt.
Dabei werden stellvertretend das innere Dirichlet-Problem für die Laplace-Glei-
chung und für die Stokes-Gleichungen im R

2 behandelt, wobei für jeden der
einzelnen Approximationsschritte Konvergenzuntersuchungen durchgeführt und
Fehlerabschätzungen angegeben werden.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Das erste Kapitel beschäftigt sich mit der Quasi-
Interpolation von Funktionen, da diese bei der Entwicklung des Verfahrens eine
zentrale Rolle spielt. Zunächst betrachten wir für d > 0 und m ∈ Z den Gauß-
Kern

gm : R → R , gm(x) :=
1√
πd

e−
1
d
(x−m)2.

Dann gilt für jedes x ∈ R
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∞∑

m=−∞
gm(x) ≈ 1,

wenn d genügend groß ist. Das System der Gauß-Kerne bildet also auf ganz R

eine näherungsweise Zerlegung der Eins. Für eine Funktion u ∈ C2
0(R) definieren

wir nun die Quasi-Interpolierende

ud,h : R → R , ud,h(x) :=
1√
πd

∞∑

m=−∞
u(mh) e−

1
d(

x

h
−m)

2

.

Dabei heißt ud,h Quasi-Interpolierende von u, weil ud,h an den Stellen mh nur
näherungsweise mit u übereinstimmt. Die Quasi-Interpolierende hat jedoch eine
schöne Approximationseigenschaft, sie ist pseudokonvergent gegen u für h → 0
von der Pseudokonvergenzordnung zwei. Dies bedeutet, dass der Parameter d so
gewählt werden kann, dass bei der Fehlerabschätzung neben dem Term mit h2

nur Terme auftreten, die in der Größenordnung der Maschinengenauigkeit liegen
und somit für praktische Berechnungen vernachlässigt werden können.

Möchte man für eine Funktion u ∈ C2([−1, 1]) die Quasi-Interpolierende ud,h wie
oben definieren, so ist zu beachten, dass u(mh) nur für mh ∈ [−1, 1] definiert ist.
Wir werden zum Einen die Funktion u zu einer Funktion ũ ∈ C2

0(R) fortsetzen.
Dann können wir ũd,h wie oben definieren. Zum Anderen werden wir die direkte
Quasi-Interpolierende ud,h von u definieren, indem wir die Summation nur über
die m erstrecken, für die u(mh) definiert ist. Für N ∈ N und h = 1/N definieren
wir somit die direkte Quasi-Interpolierende

ud,h : [−1, 1] → R , ud,h(t) :=
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh) e−
(t−mh)2

dh2 .

Der Zusatz direkt drückt aus, dass u nicht fortgesetzt wird. Für den durch das
Abschneiden entstandenen Fehler werden wir Abschätzungen angeben.

Im zweiten Kapitel wird auf der Grundlage von Kapitel 1 ein Approximations-
verfahren für das folgende innere Dirichlet-Problem für die Laplace-Gleichung im
R

2 entwickelt. Gegeben ist ein beschränktes einfach zusammenhängendes Gebiet
G ⊂ R

2 mit einem C2-Rand Γ. Weiterhin ist eine Funktion b ∈ C(Γ) gegeben.
Gesucht ist eine Funktion v ∈ C2(G) ∩ C(G) mit

∆v = 0 in G , v = b auf Γ.

Dabei bezeichnet ∆ den Laplace-Operator. Dieses innere Dirichlet-Problem be-
sitzt eine eindeutige Lösung v, welche in G dargestellt werden kann durch
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v(x) = − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)u(t) dt.

Hier ist k eine bekannte stetige Kernfunktion, und die unbekannte Funktion u ist
die eindeutige Lösung einer Integralgleichung. Wir wollen nun, ausgehend von der
Integraldarstellung, v in G näherungsweise durch einen expliziten analytischen
Ausdruck darstellen.

Das Approximationsverfahren besteht aus drei Schritten. Im ersten Approxima-
tionsschritt ersetzen wir die unbekannte Funktion u in der Integraldarstellung
durch ihre direkte Quasi-Interpolierende ud,h und erhalten

v(x) ≈ − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)ud,h(t) dt

= − 1

2π
√
πd

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

k(x, t) e−
(t−mh)2

dh2 dt.

Im zweiten Approximationsschritt ersetzen wir bei der Integration den Integral-
kern k(x, t) durch k(x,mh) und erhalten

v(x) ≈ − 1

2π
√
πd

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh)

∫ 1

−1

e−
(t−mh)2

dh2 dt

= − 1

4πN

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

mit der Errorfunktion erf (vgl. Definition 1.9).

Da wir die Funktion u nicht kennen, kennen wir auch die Werte u(mh) nicht. Da-
her bestimmen wir im dritten Approximationsschritt Näherungswerte um für die
Funktionswerte u(mh). Dies geschieht mit dem Nyström-Verfahren. Ausgangs-
punkt ist die Integralgleichung, deren eindeutige Lösung u ist. Diese wird an den
Punkten mh für m = −N, . . . , N ausgewertet. Die auftretenden Integrale werden
dabei mit der summierten Trapezregel approximiert. So erhalten wir ein eindeu-
tig lösbares lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von Näherungswerten um

für die Funktionswerte u(mh). Schließlich setzen wir

vd,h(x) := − 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

und werden sehen, dass vd,h eine gute Approximation für die Lösung v des
Dirichlet-Problems liefert, wenn die Funktion b genügend glatt ist.
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Wir definieren weiterhin vsp
h , indem wir dieselbe Prozedur wie eben durchführen,

nur dass wir jetzt u nicht durch ud,h sondern durch die Spline-Interpolierende usp
h

ersetzen. Dabei erhalten wir usp
h , indem wir u durch lineare Splines interpolieren.

Es wird sich herausstellen, dass für alle x ∈ G gilt

lim
d→0

vd,h(x) = vsp
h (x).

Anschließend werden wir verschiedene Beispiele am Einheitskreis und an einer
Ellipse betrachten.

Im dritten Kapitel wird das Approximationsverfahren auf ein inneres Dirichlet-
Problem für die Stokes-Gleichungen im R

2 angewendet. Dabei ist G ⊂ R
2 wieder

ein beschränktes einfach zusammenhängendes Gebiet mit einem C2-Rand Γ, und
b ∈ C(Γ,R2) ist ein vorgegebener Randwert. Gesucht sind ein Geschwindigkeits-
feld v ∈ C2(G,R2) ∩ C(G,R2) und eine Druckfunktion p ∈ C1(G) als Lösung
von

−∆v + ∇p = 0 in G, ∇ · v = 0 in G, v = b auf Γ.

Genügt der Randwert b einer sogenannten Verträglichkeitsbedingung, so besitzt
dieses innere Dirichlet-Problem eine Lösung (v, p). Dabei ist das Geschwindig-
keitsfeld v eindeutig bestimmt, und die Druckfunktion p ist eindeutig bis auf eine
additive Konstante. Das Geschwindigkeitsfeld v kann in G dargestellt werden
durch

v(x) =

∫ 1

−1

K(x, t)u(t) dt.

Dabei ist K ein bekannter stetiger (matrixwertiger) Integralkern, und die unbe-
kannte (vektorwertige) Funktion u ist die eindeutige Lösung einer Integralglei-
chung.

Wir werden, ausgehend von der Integraldarstellung, das Geschwindigkeitsfeld v
in G näherungsweise durch einen analytischen Ausdruck darstellen. Das Vorgehen
hier orientiert sich am zweiten Kapitel, wobei in diesem Fall das Geschwindig-
keitsfeld vektorwertig ist. Dazu ersetzen wir die Komponenten ui von u durch
die direkten Quasi-Interpolierenden (ui)d,h und gehen analog zum zweiten Ka-
pitel vor. Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung von Näherungswerten
(ui)m von ui(mh) erhalten wir wieder mit dem Nyström-Verfahren. Abschließend
werden auch hier verschiedene Beispiele am Einheitskreis und an einer Ellipse
betrachtet.
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Bezeichnungen

Mit N bezeichnen wir die Menge der natürlichen Zahlen, mit Z die Menge der
ganzen Zahlen und mit R die Menge der reellen Zahlen. Für x ∈ R ist |x| der
Absolutbetrag von x, und für x ∈ R

n ist |x| die euklidische Norm von x. Weiterhin
bezeichnet x · y das euklidische Skalarprodukt für x, y ∈ R

n.

Ist D ⊂ R und f eine beschränkte (skalare oder vektorwertige) Funktion auf D,
so definieren wir die Supremumsnorm von f durch

‖f‖∞ := sup
t∈D

|f(t)|.

Die Menge C0(R) besteht aus allen stetigen Funktionen f : R → R mit kompak-
tem Träger. Dabei hat eine Funktion einen kompakten Träger, wenn sie außerhalb
einer kompakten Menge verschwindet. Für k ∈ N ist Ck

0 (R) die Menge aller k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f : R → R mit kompaktem Träger, und die
Menge Ck([−1, 1]) besteht aus allen stetigen Funktionen f : [−1, 1] → R, die im
offenen Intervall (−1, 1) k-mal stetig differenzierbar sind, und deren Ableitungen
sich stetig in die Randpunkte fortsetzen lassen.

Für eine Menge D ⊂ R
n bezeichnet C(D) die Menge der stetigen Funktionen

f : D → R, und D ist der topologische Abschluss von D. Ist D ⊂ R
n offen und

k ∈ N, so bezeichnet Ck(D) die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen f : D → R.

Für f ∈ C1(D) ist der Gradient von f definiert durch

∇f : D → R
n , ∇f(x) :=






∂1f(x)
...

∂nf(x)




 .

Dabei ist ∂if(x) die partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate im Punkt
x ∈ D. Weiterhin ist für f ∈ C2(D) die Funktion ∆f : D → R definiert durch

∆f(x) :=
n∑

i=1

∂2
i f(x).

wobei ∂2
i f(x) die zweite partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate

bezeichnet. Der Operator ∆ : C2(D) → C(D), f 7→ ∆f heißt Laplace-Operator.

Die Menge C(D,Rm) besteht aus allen stetigen Vektorfunktionen f : D → R
m.

Ist speziell n = m, so sprechen wir von Vektorfeldern. Analog zum skalaren Fall
ist Ck(D,Rm) für k ∈ N die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren
Vektorfunktionen f : D → R

m.
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Für ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld f = (f1, . . . , fn)T ∈ C1(D,Rn)
ist die Divergenz von f definiert durch

∇ · f : D → R , ∇ · f(x) :=
n∑

i=1

∂ifi(x).

Bei Vektorfunktionen wird der Laplace-Operator komponentenweise angewendet,
d.h. für f ∈ C2(D,Rm) definieren wir

∆f : D → R
m , ∆f(x) :=






∆f1(x)
...

∆fm(x)




 .
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1 Quasi-Interpolation von Funktionen

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Approximation von Funktionen
durch ihre Quasi-Interpolierenden. Zuerst betrachten wir Funktionen aus C2

0(R)
und anschließend Funktionen aus C2([−1, 1]).

1.1 Quasi-Interpolation von Funktionen aus C2

0
(R)

Hier untersuchen wir die Quasi-Interpolierende von Funktionen aus C2
0(R). Da-

zu konstruieren wir zunächst mit Hilfe von Gauß-Kernen eine näherungsweise
Zerlegung der Eins auf R.

Sei d > 0. Für m ∈ Z definieren wir den Gauß-Kern

gm : R → R , gm(t) :=
1√
πd

e−
1
d
(t−m)2

und betrachten die Funktion

ϑd : R → R , ϑd(t) :=
∞∑

m=−∞
gm(t).

Die Funktion ϑd ist glatt, periodisch mit der Periode p = 1 und stimmt mit ihrer
Fourierreihe überein. Nach Bestimmung der Fourierkoeffizienten erhält man somit
auf ganz R die beiden Darstellungen [19]

ϑd(t) =
1√
πd

∞∑

m=−∞
e−

(t−m)2

d

= 1 + 2
∞∑

k=1

e−π2k2d cos (2πkt) .

Mit der zweiten Darstellung folgt

|ϑd(t) − 1| ≤ 2
∞∑

k=1

e−π2k2d ≤ 2
∞∑

k=1

e−π2kd = 2
∞∑

k=1

(

e−π2d
)k

=
2e−π2d

1 − e−π2d
.

Also ist

‖ϑd − 1‖∞ ≤ 2e−π2d

1 − e−π2d
=: ε0(d) .

Für wachsendes d fällt ε0(d) steng monoton gegen Null. Dies bedeutet: Je größer
d gewählt wird, umso kleiner wird die Abweichung von ϑd zur Eins. Man kann
also sagen: Das System der Gauß-Kerne {gm}m∈Z liefert für genügend großes d
eine näherungsweise Zerlegung der Eins auf R.
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In der folgenden Tabelle sind ϑd(0) − 1 und ε0(d) für verschiedene d angegeben.

d ϑd(0) − 1 ε0(d)
0.01 4.6419 19.2807
0.1 0.784286 1.18831
1 1.03446 · 10−4 1.03452 · 10−4

2 5.35058 · 10−9 5.35058 · 10−9

3 2.76668 · 10−13 2.76749 · 10−13

Die Tabelle zeigt: Die Abschätzung von ‖ϑd − 1‖∞ durch ε0(d) ist nicht zu grob.

Aus den beiden Darstellungen von ϑd erhalten wir für die Ableitungen erster und
zweiter Ordnung

ϑ′
d(t) = −2

d

1√
πd

∞∑

m=−∞
(t−m)e−

(t−m)2

d

= −4π
∞∑

k=1

ke−π2k2d sin (2πkt)

und

ϑ′′
d(t) = −2

d
ϑd(t) +

(
2

d

)2
1√
πd

∞∑

m=−∞
(t−m)2e−

(t−m)2

d

= −8π2
∞∑

k=1

k2e−π2k2d cos (2πkt).

Durch Ableiten der geometrischen Reihe im Inneren ihres Konvergenzkreises fol-
gen für |q| < 1 die Identitäten

∞∑

k=1

k qk =
q

(1 − q)2
und

∞∑

k=1

k2 qk =
q2 + q

(1 − q)3
.

Mit den Fourierreihen der Ableitungen erhält man hieraus die Abschätzungen

‖ϑ′
d‖∞ ≤ 4π e−π2d

(1 − e−π2d)2
=: ε1(d)

und

‖ϑ′′
d‖∞ ≤ 8π2 e−π2d(1 + e−π2d)

(1 − e−π2d)3
=: ε2(d).
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Für wachsendes d fallen ε1(d) und ε2(d) streng monoton gegen Null. Die folgende
Tabelle zeigt ε1(d) und ε2(d) für verschiedene d.

d ε1(d) ε2(d)
0.01 1289.01 164256
0.1 11.9025 163.654
1 6.5004 · 10−4 4.08474 · 10−3

2 3.36187 · 10−8 2.11232 · 10−7

3 1.73886 · 10−12 1.09256 · 10−11

Für u ∈ C2
0(R) und h > 0 definieren wir nun

ud,h : R → R , ud,h(t) :=
1√
πd

∞∑

m=−∞
u(mh)e−

1
d(

t

h
−m)

2

.

Die Funktion ud,h heißt Quasi-Interpolierende von u, da sie in den Punkten mh
näherungsweise, jedoch nicht exakt, mit u übereinstimmt.

Für t ∈ R und m ∈ Z erhalten wir mit der Taylorformel im Punkt mh die
Darstellung

u(mh) = u(t) + u′(t)(mh− t) +
u′′(tm)

2
(mh− t)2

mit einem tm zwischen t und mh. Setzen wir diesen Ausdruck für u(mh) in ud,h

ein, so erhalten wir für die Differenz ud,h − u im Punkt t

ud,h(t) − u(t) =
u(t)√
πd

∞∑

m=−∞
e−

1
d(

t

h
−m)

2

− hu′(t)√
πd

∞∑

m=−∞

(
t

h
−m

)

e−
1
d(

t

h
−m)

2

+
h2

2
√
πd

∞∑

m=−∞
u′′(tm)

(
t

h
−m

)2

e−
1
d(

t

h
−m)

2

− u(t).

Mit

1√
πd

∞∑

m=−∞
e−

1
d(

t

h
−m)

2

= ϑd

(
t

h

)

und

− 1√
πd

∞∑

m=−∞

(
t

h
−m

)

e−
1
d(

t

h
−m)

2

=
d

2
ϑ′

d

(
t

h

)
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folgt

ud,h(t) − u(t) =

(

ϑd

(
t

h

)

− 1

)

u(t) +
dh

2
ϑ′

d

(
t

h

)

u′(t)

+
h2

2
√
πd

∞∑

m=−∞
u′′(tm)

(
t

h
−m

)2

e−
1
d(

t

h
−m)

2

.

Da u ∈ C2
0(R) ist, sind u, u′ und u′′ beschränkt. Man erhält

|ud,h(t) − u(t)| ≤ ‖ϑd − 1‖∞ ‖u‖∞ +
dh

2
‖ϑ′

d‖∞ ‖u′‖∞

+
h2‖u′′‖∞
2
√
πd

∞∑

m=−∞

(
t

h
−m

)2

e−
1
d(

t

h
−m)

2

.

Wegen

1√
πd

∞∑

m=−∞

(
t

h
−m

)2

e−
1
d(

t

h
−m)

2

=
d

2

(

ϑd

(
t

h

)

+
d

2
ϑ′′

d

(
t

h

))

folgt

|ud,h(t) − u(t)| ≤ ‖ϑd − 1‖∞ ‖u‖∞ +
dh

2
‖ϑ′

d‖∞ ‖u′‖∞

+
dh2

4

(

ϑd

(
t

h

)

+
d

2
ϑ′′

d

(
t

h

))

‖u′′‖∞.

Wir setzen

‖u‖2,∞ := max{‖u‖∞, ‖u′‖∞, ‖u′′‖∞}
und

c(d) :=
d

4

(

1 + ε0(d) +
d

2
ε2(d)

)

.

Mit den bereits bekannten Abschätzungen

‖ϑd − 1‖∞ ≤ ε0(d) , ‖ϑ′
d‖∞ ≤ ε1(d) , ‖ϑ′′

d‖∞ ≤ ε2(d)

erhalten wir schließlich die Fehlerabschätzung

‖ud,h − u‖∞ ≤ ‖u‖2,∞

(

ε0(d) +
d

2
ε1(d)h+ c(d)h2

)

.
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Wir formulieren die eben erhaltene Fehlerabschätzung als Satz.

1.1 Satz. Für u ∈ C2
0(R) und d, h > 0 definieren wir die Quasi-Interpolierende

ud,h : R → R , ud,h(t) :=
1√
πd

∞∑

m=−∞
u(mh)e−

1
d(

t

h
−m)

2

und erhalten die Fehlerabschätzung

‖ud,h − u‖∞ ≤ ‖u‖2,∞

(

ε0(d) +
d

2
ε1(d)h+ c(d)h2

)

mit

ε0(d) =
2e−π2d

1 − e−π2d
, ε1(d) =

4π e−π2d

(1 − e−π2d)2
, ε2(d) =

8π2 e−π2d(1 + e−π2d)

(1 − e−π2d)3

und

c(d) =
d

4

(

1 + ε0(d) +
d

2
ε2(d)

)

.

Für genügend großes d sind die ersten beiden Terme in der Fehlerabschätzung
klein, und c(d) liegt in der Größenordnung von d. Somit liefert ud,h eine Appro-
ximation von der Pseudokonvergenzordnung 2. Wir sprechen von Pseudokonver-
genz, da zwar keine Konvergenz ud,h → u für h → 0 vorliegt, jedoch die ersten
beiden Terme in der Fehlerabschätzung so klein gewählt werden können, dass sie
in der Größenordnung der Maschinengenauigkeit heutiger Rechner liegen, und
somit für die numerische Berechnung vernachlässigt werden können. Bei nicht zu
kleinem h ist somit der quadratische Term der dominierende. Daher sprechen wir
von Pseudokonvergenz der Ordnung 2.

Wir haben die Eigenschaft, dass u kompakten Träger hat, bisher nur verwendet,
um sicher zu stellen, dass u und die beiden Ableitungen beschränkt sind. Die Feh-
lerabschätzung würde genauso funktionieren, wenn wir fordern, dass u zweimal
stetig differenzierbar ist und u, u′, u′′ beschränkt sind. Dann könnten wir auch
periodische Funktionen wie Sinus und Cosinus betrachten. Der wesentliche Vor-
teil bei Funktionen mit kompaktem Träger ist jedoch, dass u(mh) nur für endlich
viele m von Null verschieden ist und somit die Summation numerisch realisiert
werden kann. Bei unbeschränktem Träger müsste die Summation irgendwo abge-
brochen werden, und der dadurch entstandene Fehler müsste untersucht werden.
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1.2 Beispiele

Anhand einiger Beispiele wollen wir das Verhalten von ud,h und u − ud,h für
verschiedene d und h untersuchen. Sei dazu N ∈ N und h = 1/N .

1.2 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

u : R → R , u(t) :=

{
cos4

(
πt
2

)
, t ∈ [−1, 1] ,

0 , sonst.

Man überprüft schnell, dass u ∈ C2
0(R) ist. Es gilt

ud,h(t) =
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh)e−
1
d
(tN−m)2 ,

denn für |m| > N ist mh /∈ [−1, 1] und somit u(mh) = 0. Durch elementare
Kurvendiskusion erhält man

‖u‖2,∞ = π2.

Also lautet die Fehlerabschätzung

‖ud,h − u‖∞ ≤ π2

(

ε0(d) +
d

2
ε1(d)h+ c(d)h2

)

.

Wir wählen d = 1. Die Fehlerabschätzung liefert hier

‖u1,h − u‖∞ ≤ 1.1 · 10−3 + 3.3 · 10−3 h+ 2.5h2.

Wir betrachten nun u1,h(t) und den Fehler u1,h(t) − u(t) im Intervall [−2, 2] für
N = 10, d.h. h = 0.1.

-2 -1 0 1 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1,h(t) für h = 0.1

-2 -1 0 1 2

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

u1,h(t) − u(t) für h = 0.1

Für h = 0.1 ist in der Fehlerabschätzung der quadratische Term 2.5h2 = 0.025
dominant. Im rechten Bild erkennt man, dass im Nullpunkt etwa dieser Fehler
erreicht wird.
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Wir betrachten nun den Fall, dass der quadratische Term nicht mehr der dominie-
rende in der Fehlerabschätzung ist. Der absolute Term und der quadratische sind
gleich, wenn gilt 1.1 · 10−3 = 2.5h2, also wenn gilt h−1 ≈ 47.67. In den folgenden
Bildern ist der Fehler u1,h(t) − u(t) für N = 40 und N = 50 im Intervall [−1, 1]
zu sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

u1,h(t) − u(t) für N = 40

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.001

-0.00075

-0.0005

-0.00025

0

0.00025

0.0005

u1,h(t) − u(t) für N = 50

Man kann beobachten, dass die Oszillationen, die durch den absoluten Term in
u1,h(t)−u(t) verursacht werden, bereits einen großen Einfluss haben. Für größere
N dominiert der oszillierende Anteil.

Nun wählen wir d = 2. Die Fehlerabschätzung liefert hier

‖u2,h − u‖∞ ≤ 5.3 · 10−8 + 3.4 · 10−7 h+ 5h2.

In den folgenden Bildern ist der Fehler u2,h(t)− u(t) für N = 100 und N = 1000
im Intervall [−1, 1] zu sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

u2,h(t) − u(t) für N = 100

-1 -0.5 0 0.5 1

-4´10-6

-2´10-6

0

2´10-6

u2,h(t) − u(t) für N = 1000

Der quadratische Term 5h2 ist für h ≥ 10−3 dominant. In beiden Bildern erkennt
man, dass dieser Fehler im Nullpunkt etwa erreicht wird.
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1.3 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

u : R → R , u(t) :=

{
cos
(

πt
2

)
, t ∈ [−1, 1] ,

0 , sonst.

Hier gilt zwar u ∈ C0(R), jedoch u 6∈ C2
0(R). Die Fehlerabschätzung ist nun nicht

mehr gültig. Wir betrachten trotzdem ud,h und wählen d = 2. Es ist

u2,h(t) =
1√
2π

N∑

m=−N

u(mh)e−
1
2
(tN−m)2 .

In den folgenden Bildern ist links u2,h(t) und rechts der Fehler u2,h(t) − u(t) im
Intervall [−2, 2] für N = 10 und N = 100 zu sehen.

-2 -1 0 1 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u2,h(t) für N = 10

-2 -1 0 1 2
-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

u2,h(t) − u(t) für N = 10

-2 -1 0 1 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u2,h(t) für N = 100

-2 -1 0 1 2
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

u2,h(t) − u(t) für N = 100

Man erkennt, dass in Punkten ±1, wo die Ableitung unstetig ist, der Fehler am
größten ist. Für wachsendes N scheint jedoch auch dieser klein zu werden.
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1.4 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

u : R → R , u(t) :=

{
1 , t ∈ [−1, 1] ,

0 , sonst.

Hier hat u zwar kompakten Träger, ist jedoch unstetig. Die Fehlerabschätzung
ist auch hier ungültig. Wir betrachten trotzdem u2,h. Es ist

u2,h(t) =
1√
2π

N∑

m=−N

e−
1
2
(tN−m)2 .

In den folgenden Bildern ist links u2,h(t) und rechts der Fehler u2,h(t) − u(t) im
Intervall [−2, 2] für N = 10 und N = 100 zu sehen.

-2 -1 0 1 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u2,h(t) für N = 10

-2 -1 0 1 2

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

u2,h(t) − u(t) für N = 10

-2 -1 0 1 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u2,h(t) für N = 100

-2 -1 0 1 2

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

u2,h(t) − u(t) für N = 100

Man erkennt, dass in den Unstetigkeitsstellen ±1 der maximale Fehler erreicht
wird. Auch für wachsendes N wird dieser nicht klein, jedoch wird der extrem
fehlerbehaftete Bereich schmaler.
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1.3 Quasi-Interpolation von Funktionen aus C2([−1, 1])

Wollen wir mit dem eben vorgestellten Verfahren auch Funktionen u ∈ C2([−1, 1])
approximieren, so ist zu beachten, dass u(mh) nur für mh ∈ [−1, 1] definiert ist.
Wir werden daher im Folgenden zwei Varianten betrachten. Zum Einen wer-
den wir u zu einer C2

0(R)-Funktion fortsetzen, um die bereits gewonnene Fehler-
abschätzung anwenden zu können. Zum Anderen werden wir die Summation in
ud,h nur über diem erstrecken, für diemh ∈ [−1, 1] ist. Den dadurch entstandenen
Fehler werden wir abschätzen.

Im Folgenden sei also u ∈ C2([−1, 1]). Weiter sei N ∈ N und h = 1/N .

1.3.1 Quasi-Interpolation durch Fortsetzung

Wir wollen u zu einer Funktion aus C2
0(R) fortsetzen. Dazu machen wir den

Ansatz

ũ(t) :=







0 , t < −2,

a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5 , t ∈ [−2,−1),

u(t) , t ∈ [−1, 1],

b0 + b1t+ b2t
2 + b3t

3 + b4t
4 + b5t

5 , t ∈ (1, 2],

0 , t > 2.

Nach Definition hat ũ bereits kompakten Träger. Durch die Forderung, dass ũ
zweimal stetig differenzierbar sein soll, erhalten wir an jeder der vier Übergangs-
stellen drei Bestimmungsgleichungen. Das sind also jeweils 6 Bestimmungsglei-
chungen für die Koeffizienten ai und bi. Als Lösung erhalten wir

a0 = 4(8u(−1) − 4u′(−1) + u′′(−1))

a1 = 2(60u(−1) − 32u′(−1) + 7u′′(−1))

a2 = 180u(−1) − 96u′(−1) + 19u′′(−1)

a3 =
1

2
(260u(−1) − 136u′(−1) + 25u′′(−1))

a4 = 45u(−1) − 23u′(−1) + 4u′′(−1)

a5 =
1

2
(12u(−1) − 6u′(−1) + u′′(−1))

und
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b0 = 4(8u(1) + 4u′(1) + u′′(1))

b1 = −2(60u(1) + 32u′(1) + 7u′′(1))

b2 = 180u(1) + 96u′(1) + 19u′′(1)

b3 = −1

2
(260u(1) + 136u′(1) + 25u′′(1))

b4 = 45u(1) + 23u′(1) + 4u′′(1)

b5 = −1

2
(12u(1) + 6u′(1) + u′′(1))

Bilden wir nun ũd,h, so erstreckt sich die Summation nur von −2N bis 2N , denn
für |mh| > 2 ist ũ(mh) = 0. Es ist also

ũd,h(t) =
1√
πd

2N∑

m=−2N

ũ(mh) e−
1
d
(tN−m)2.

Da ũ ∈ C2
0(R) ist, ist ũd,h eine Approximation von ũ der Pseudokonvergenzord-

nung 2, und somit ist die Einschränkung von ũd,h auf [−1, 1] eine Approximation
der Pseudokonvergenzordnung 2 von u.

1.3.2 Direkte Quasi-Interpolation

Wir betrachten nun in der Summation nur die m, für die mh ∈ [−1, 1] ist, d.h.
wir definieren die direkte Quasi-Interpolierende

ud,h : [−1, 1] → R , ud,h(t) :=
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh)e−
1
d
(tN−m)2.

Um den Fehler |u − ud,h| abschätzen zu können, benötigen wir die folgenden
beiden Hilfsfunktionen.

1.5 Definition. Für t ∈ [−1, 1] definieren wir

ϑd,N (t) :=
1√
πd

N∑

m=−N

e−
1
d
(tN−m)2

und

rd,N(t) :=
1√
πd

(

e−
1
d
((1+t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1+t)N+1)

+
e−

1
d
((1−t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1−t)N+1)

)

.

21



1.6 Lemma. Sei ε0(d) wie in Satz 1.1. Für alle t ∈ [−1, 1] gilt dann

|ϑd,N (t) − 1| ≤ rd,N (t) + ε0(d).

Beweis. Mit

∞∑

m=0

e−
1
d
((1±t)N+1+m)2 =

∞∑

m=0

e−
1
d
((1±t)N+1)2 e−

2
d
m(1±t)N+1) e−

1
d
m2

≤ e−
1
d
((1±t)N+1)2

∞∑

m=0

e−
2
d
((1±t)N+1)m

= e−
1
d
((1±t)N+1)2

∞∑

m=0

(

e−
2
d
((1±t)N+1)

)m

=
e−

1
d
((1±t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1±t)N+1)

erhalten wir

|ϑd,N (t) − ϑd(tN)| =
1√
πd

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

m=−N

e−
1
d
(tN−m)2 −

∞∑

m=−∞
e−

1
d
(tN−m)2

∣
∣
∣
∣
∣

=
1√
πd

∣
∣
∣
∣
∣

−N−1∑

m=−∞
e−

1
d
(tN−m)2 +

∞∑

m=N+1

e−
1
d
(tN−m)2

∣
∣
∣
∣
∣

=
1√
πd

∞∑

m=N+1

(

e−
1
d
(tN+m)2 + e−

1
d
(tN−m)2

)

=
1√
πd

∞∑

m=0

(

e−
1
d
((1+t)N+1+m)2 + e−

1
d
((1−t)N+1+m)2

)

≤ 1√
πd

(

e−
1
d
((1+t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1+t)N+1)

+
e−

1
d
((1−t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1−t)N+1)

)

= rd,N (t).

Hieraus folgt nun

|ϑd,N(t) − 1| ≤ |ϑd,N (t) − ϑd(tN)| + |ϑd(tN) − 1|
≤ rd,N(t) + ε0(d),

wie behauptet. tu
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1.7 Lemma. Sei ε1(d) wie in Satz 1.1. Für d ≤ 2 und alle t ∈ [−1, 1] gilt dann

∣
∣
∣
∣
∣

1√
πd

N∑

m=−N

(tN −m) e−
1
d
(tN−m)2

∣
∣
∣
∣
∣
≤ d

2
ε1(d) +

2 e−
1
d

√
πd

(

1 +
d

2

)

.

Beweis. Zunächst ist

1√
πd

N∑

m=−N

(tN −m) e−
1
d
(tN−m)2 = − d

2
ϑ′

d(tN)

− 1√
πd

∞∑

m=N+1

(tN −m) e−
1
d
(tN−m)2

− 1√
πd

∞∑

m=N+1

(tN +m) e−
1
d
(tN+m)2.

Für m ≥ N + 1 ist m± tN ≥ m−N ≥ 1. Da die Funktion s 7→ se−
1
d
s2

für d ≤ 2
auf [1,∞) streng monoton fällt, ist

∞∑

m=N+1

(m± tN) e−
1
d
(m±tN)2 ≤

∞∑

m=N+1

(m−N) e−
1
d
(m−N)2 =

∞∑

m=1

me−
1
d
m2

.

Mit

∞∑

m=1

me−
1
d
m2

= e−
1
d +

∞∑

m=2

∫ m

m−1

me−
1
d
m2

dy

≤ e−
1
d +

∞∑

m=2

∫ m

m−1

y e−
1
d
y2

dy

= e−
1
d +

∫ ∞

1

y e−
1
d
y2

dy

= e−
1
d

(

1 +
d

2

)

erhalten wir

∣
∣
∣
∣
∣

1√
πd

N∑

m=−N

(tN −m) e−
1
d
(tN−m)2

∣
∣
∣
∣
∣
≤ d

2
ε1(d) +

2 e−
1
d

√
πd

(

1 +
d

2

)

,

wie behauptet. tu
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1.8 Satz. Für u ∈ C2([−1, 1]) definieren wir die direkte Quasi-Interpolierende

ud,h : [−1, 1] → R , ud,h(t) :=
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh)e−
1
d
(tN−m)2.

Für d ≤ 2 und alle t ∈ [−1, 1] gilt dann

|u(t) − ud,h(t)| ≤ ‖u‖∞ (rd,N(t) + ε0(d))

+ ‖u′‖∞ h

(

d

2
ε1(d) +

2 e−
1
d

√
πd

(

1 +
d

2

))

+ ‖u′′‖∞ c(d)h2

mit den Konstanten εi(d) und c(d) aus Satz 1.1, sowie rd,N aus Definition 1.5.

Beweis. Für m ∈ {−N, . . . , N} und t ∈ [−1, 1] erhalten wir mit der Taylorformel
im Punkt mh die Darstellung

u(mh) = u(t) + u′(t)(mh− t) +
u′′(tm)

2
(mh− t)2

mit einem tm zwischen t und mh. Setzen wir diesen Ausdruck für u(mh) in ud,h

ein, so erhalten wir für die Differenz ud,h − u im Punkt t

ud,h(t) − u(t) = (ϑd,N(t) − 1)u(t)

− hu′(t)√
πd

N∑

m=−N

(tN −m) e−
1
d
(tN−m)2

+
h2

2
√
πd

N∑

m=−N

u′′(tm) (tN −m)2 e−
1
d
(tN−m)2 .

Mit den Lemmata 1.6 und 1.7 sowie

1

2
√
πd

N∑

m=−N

(tN −m)2 e−
1
d
(tN−m)2 ≤ 1

2
√
πd

∞∑

m=−∞
(tN −m)2 e−

1
d
(tN−m)2

=
d

4

(

ϑd(tN) +
d

2
ϑ′′

d(tN)

)

≤ d

4

(

1 + ε0(d) +
d

2
ε2(d)

)

= c(d)

folgt die Behauptung. tu
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Im Vergleich zur Fehlerabschätzung in Satz 1.1 kommen hier in der Abschätzung
zusätzliche Terme hinzu. Außerdem ist es hier nicht sinnvoll zur Supremumsnorm
überzugehen, da in den Randpunkten stets ein Fehler bleibt, der auch für wach-
sendes N nicht kleiner wird, wenn u am Rand nicht verschwindet. Wir werden
dies in den Beispielen sehen.

Für spätere Zwecke benötigen wir noch eine Abschätzung des Integrals

∫ 1

−1

|u(t) − ud,h(t)| dt.

Wir werden sehen, dass dieses Integral trotz des Fehlers in den Randpunkten für
genügend große d und N klein wird. Hierzu definieren wir die Errorfunktion.

1.9 Definition. Für a, b ∈ R mit a ≤ b ist die Errorfunktion definiert durch

erf(a, b) :=
2√
π

∫ b

a

e−t2 dt.

1.10 Lemma. Seien ϑd,N wie in Definition 1.5 und ε0(d) wie in Satz 1.1. Dann
gilt

∫ 1

−1

|1 − ϑd,N (t)| dt ≤
erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

N
(

1 − e−
2
d

) + 2 ε0(d).

Beweis. Wegen

1

1 − e−
2
d
((1±t)N+1)

≤ 1

1 − e−
2
d

für t ∈ [−1, 1], erhalten wir für die Funktion rd,N aus Definition 1.5 die Abschätz-
ung

rd,N(t) =
1√
πd

(

e−
1
d
((1+t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1+t)N+1)

+
e−

1
d
((1−t)N+1)2

1 − e−
2
d
((1−t)N+1)

)

≤ 1√
πd

e−
1
d
((1+t)N+1)2 + e−

1
d
((1−t)N+1)2

1 − e−
2
d

.

Mit

∫ 1

−1

e−
1
d
((1±t)N+1)2dt =

√
d

N

∫ 2N+1√
d

1√
d

e−t2dt =

√
πd

2N
erf

(
1√
d
,

2N + 1√
d

)
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folgt nun

∫ 1

−1

rd,N(t) dt ≤
erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

N
(

1 − e−
2
d

) .

Die aus Lemma 1.6 bekannte Abschätzung

|1 − ϑd,N(t)| ≤ rd,N (t) + ε0(d)

liefert dann

∫ 1

−1

|1 − ϑd,N(t)| dt ≤
∫ 1

−1

(rd,N(t) + ε0(d)) dt ≤
erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

N
(

1 − e−
2
d

) + 2 ε0(d) ,

wie behauptet. tu

Nun können wir das Integral über den Fehler abschätzen.

1.11 Satz. Sei u ∈ C2([−1, 1]). Wir definieren die direkte Quasi-Interpolierende
wie in Satz 1.8. Für d ≤ 2 gilt dann

∫ 1

−1

|u(t) − ud,h(t)| dt ≤ ‖u‖∞




erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

1 − e−
2
d

h+ 2 ε0(d)





+ 2 ‖u′‖∞ h

(

d

2
ε1(d) +

2 e−
1
d

√
πd

(

1 +
d

2

))

+ 2 ‖u′′‖∞ c(d)h2.

mit den Konstanten εi(d) und c(d) aus Satz 1.1.

Beweis. Dieser folgt aus Satz 1.8 und Lemma 1.10. tu

26



1.4 Beispiele

1.12 Beispiel. Sei u = 1. Dann ist die Fortsetzung ũ gegeben durch

ũ(t) =







0 , t < −2,
32 + 120t+ 180t2 + 130t3 + 45t4 + 6t5 , t ∈ [−2,−1),

1 , t ∈ [−1, 1],
32 − 120t+ 180t2 − 130t3 + 45t4 − 6t5 , t ∈ (1, 2],

0 , t > 2.

In den folgenden Bildern sind 1 − ud,h und 1− ũd,h für N = 10 und verschiedene
d im Intervall [−1, 1] zu sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

1 − ud,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

1 − ũd,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.02

0.04

0.06

0.08

1 − ud,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

1 − ũd,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

1 − ud,h für N = 10, d = 1

-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

1 − ũd,h für N = 10, d = 1
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Man erkennt: Für kleine d dominieren in beiden Fällen die Oszillationen. Für
größere d ist der Fehler in beiden Fällen am Rand größer, die Approximation
durch ũd,h ist jedoch besser. Erhöht man N , so ändert sich für kleine d nicht viel
an der Höhe der Amplituden, es erhöht sich aber die Anzahl der Oszillationen.

Nun betrachten wir 1 − ud,h und 1 − ũd,h für d = 2 und verschiedene N .

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

1 − ud,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

1 − ũd,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

1 − ud,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

1 − ũd,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

1 − ud,h für N = 100, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
0

2´10-6

4´10-6

6´10-6

1 − ũd,h für N = 100, d = 2

Hier sieht man, dass in beiden Fällen der stark fehlerbehaftete Bereich am Rand
schmaler wird. Bei der Approximation durch ud,h bleibt in den Randpunkten ein
Fehler von etwa 0.3, während bei der Approximation durch ũd,h der Fehler auch
in den Randpunkten klein wird.
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1.13 Beispiel. Sei u(t) = t. Dann ist die Fortsetzung ũ gegeben durch

ũ(t) =







0 , t < −2,
−48 − 184t− 276t2 − 198t3 − 68t4 − 9t5 , t ∈ [−2,−1),

t , t ∈ [−1, 1],
48 − 184t+ 276t2 − 198t3 + 68t4 − 9t5 , t ∈ (1, 2],

0 , t > 2.

In den folgenden Bildern sind u− ud,h und u− ũd,h für N = 10 und verschiedene
d im Intervall [−1, 1] zu sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

u− ud,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

u− ũd,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

u− ud,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

u− ũd,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

u− ud,h für N = 10, d = 1

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.003

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

0.003

u− ũd,h für N = 10, d = 1
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Auch hier dominieren die Oszillationen für kleine d. Im Nullpunkt wird der Feh-
ler klein, da u dort Null ist. Für große d ist wieder der Randbereich stärker
fehlerbehaftet, wobei die Approximation durch ũd,h wieder besser ist.

Nun betrachten wir u− ud,h und u− ũd,h für d = 2 und verschiedene N .

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

u− ud,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

u− ũd,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

u− ud,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.0001

-0.00005

0

0.00005

0.0001

u− ũd,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

u− ud,h für N = 100, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.00001

-5´10-6

0

5´10-6

0.00001

u− ũd,h für N = 100, d = 2

Wie bereits im letzten Beispiel wird auch hier für wachsendes N der stark fehler-
behaftete Bereich schmaler. Während links in den Randpunkten wieder ein Fehler
von etwa 0.3 bleibt, wird rechts der Fehler auch in den Randpunkten wieder klein.
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1.14 Beispiel. Sei u(t) = sin(πt). Für die Fortsetzung ũ erhalten wir

ũ(t) =







0 , t < −2,
π(16 + 64t+ 96t2 + 68t3 + 23t4 + 3t5) , t ∈ [−2,−1),

sin(πt) , t ∈ [−1, 1],
π(−16 + 64t− 96t2 + 68t3 − 23t4 + 3t5) , t ∈ (1, 2],

0 , t > 2.

In den folgenden Bildern sind wieder u − ud,h und u − ũd,h für N = 10 und
verschiedene d im Intervall [−1, 1] zu sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

u− ud,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

u− ũd,h für N = 10, d = 0.1

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

u− ud,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

u− ũd,h für N = 10, d = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

u− ud,h für N = 10, d = 1

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

u− ũd,h für N = 10, d = 1
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Nun betrachten wir wieder u− ud,h und u− ũd,h für d = 2 und verschiedene N .

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

u− ud,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

u− ũd,h für N = 10, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

u− ud,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

u− ũd,h für N = 50, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

u− ud,h für N = 100, d = 2

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

0.0004

u− ũd,h für N = 100, d = 2

Wie bisher dominieren für kleine d die Oszillationen. Für große d und wachsendes
N wird hier auch links der Fehler in den Randpunkten klein. Dies liegt daran,
dass u in den Randpunkten verschwindet.
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2 Approximation harmonischer Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir ein Approximationsverfahren zur Lösung des
inneren Dirichlet-Problems der Laplace-Gleichung im R

2. Lösungen der Laplace-
Gleichung heißen harmonische Funktionen.

2.1 Das Dirichlet-Problem

Sei G ⊂ R
2 ein beschränktes einfach zusammenhängendes Gebiet mit C2-Rand

Γ. Weiter sei b ∈ C(Γ) ein vorgegebener Randwert. Wir betrachten das folgende
Dirichlet-Problem: Gesucht ist eine Funktion v ∈ C2(G) ∩ C(G) als Lösung von

∆v = 0 in G, v = b auf Γ.

Dabei ist ∆ der Laplace-Operator im R
2. Aus der klassischen Potentialtheorie ist

bekannt [11]: Das Dirichlet-Problem besitzt eine eindeutige Lösung v. Diese kann
in G dargestellt werden durch das Doppelschichtpotential

(dϕ)(x) := − 1

2π

∫

Γ

d(x, y)ϕ(y) ds(y) , x ∈ G.

Hier ist die Funktion ϕ : Γ → R eine noch unbekannte stetige Dichte, und der
Kern d(x, y) des Doppelschichtpotentials ist für x ∈ R

2 und y ∈ Γ mit x 6= y
definiert durch

d(x, y) :=
x− y

|x− y|2 · n(y),

wobei n(y) die ins Äußere von G zeigende Einheitsnormale im Punkt y ∈ Γ
bezeichnet. Unter der geforderten Regularitätsvoraussetzung Γ ∈ C2 folgt, dass
sich der Kern des Doppelschichtpotentials stetig auf Γ × Γ definieren lässt [11].
Also existiert für jedes x ∈ Γ der sogenannte direkte Wert

(dϕ)(x) := − 1

2π

∫

Γ

d(x, y)ϕ(y) ds(y) , x ∈ Γ.

Mit Hilfe der Sprungrelationen für das Doppelschichtpotential [11] erhält man,
dass die gesuchte Dichte ϕ die eindeutige Lösung der Fredholmschen Randinte-
gralgleichung zweiter Art

1

2
ϕ(x) + (dϕ)(x) = b(x), x ∈ Γ

ist, wobei (dϕ)(x) hier den direkten Wert bezeichnet.

Ist γ : [−1, 1] → Γ eine Parametrisierung des Randes Γ, so erhalten wir für das
Doppelschichtpotential, sowohl in G als auch für den direkten Wert auf dem Rand
Γ, die Darstellung
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(dϕ)(x) = − 1

2π

∫ 1

−1

d(x, γ(t))ϕ(γ(t)) |γ′(t)| dt

= − 1

2π

∫ 1

−1

x− γ(t)

|x− γ(t)|2 · n(γ(t))ϕ(γ(t)) |γ′(t)| dt.

Setzen wir

u := ϕ ◦ γ
und

k(x, t) :=
x− γ(t)

|x− γ(t)|2 · n(γ(t)) |γ′(t)|,

so folgt für das Doppelschichtpotential bzw. für den direkten Wert die Darstellung

(dϕ)(x) = − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)u(t) dt , x ∈ G bzw. x ∈ Γ.

2.2 Das Approximationsverfahren

Wir wissen nun, die eindeutige Lösung v des Dirichlet-Problems lässt sich in G
darstellen durch das Doppelschichtpotential, d.h. es gilt

v(x) = − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)u(t) dt , x ∈ G.

Wir werden im Folgenden v in G durch einen expliziten analytischen Ausdruck
approximieren, der keine Integrale enthält. Dies geschieht in drei Schritten. Sei
dazu N ∈ N, h := 1/N und d > 0.

2.2.1 Der erste Approximationsschritt

Wir ersetzen im ersten Approximationsschritt die gesuchte Funktion u in der
obigen Integraldarstellung von v durch die direkte Quasi-Interpolierende

ud,h : [−1, 1] → R , ud,h(t) =
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh) e−
(t−mh)2

dh2

und definieren für x ∈ G
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Ψd,h(x) := − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)ud,h(t) dt

= − 1

2π
√
πd

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

k(x, t) e−
(t−mh)2

dh2 dt

als Näherung für v(x).

2.2.2 Der zweite Approximationsschritt

Da die Funktion

t 7→ e−
(t−mh)2

dh2

außerhalb von mh sehr schnell gegen Null geht, wenn dh2 klein ist, ersetzen wir
beim zweiten Approximationsschritt den Integralkern k(x, t) durch k(x,mh) und
definieren für x ∈ G

Φd,h(x) := − 1

2π
√
πd

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

k(x,mh) e−
(t−mh)2

dh2 dt

= − 1

2π
√
πd

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh)

∫ 1

−1

e−
(t−mh)2

dh2 dt.

als Näherung für Ψd,h(x). Mit der aus Definition 1.9 bekannten Errorfunktion
folgt

∫ 1

−1

e−
(t−mh)2

dh2 dt =

√
d

N

∫ m+N√
d

m−N√
d

e−t2 dt =

√
πd

2N
erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

.

Hiermit erhalten wir die Darstellung

Φd,h(x) = − 1

4πN

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

.

2.2.3 Der dritte Approximationsschritt

Da wir die Dichte ϕ nicht kennen, kennen wir auch die Werte u(mh) nicht. Wir
werden daher im dritten Approximationsschritt Näherungswerte um für u(mh)
mit dem Nyström-Verfahren [22] bestimmen. Dazu verwenden wir die Randinte-
gralgleichung. Für alle x ∈ Γ gilt
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ϕ(x) + 2(Dϕ)(x) = 2b(x),

d.h. u löst die Integralgleichung

u(s) − 1

π

∫ 1

−1

k(γ(s), t)u(t) dt = 2b(γ(s)) , s ∈ [−1, 1].

Insbesondere ist diese Gleichung erfüllt in den Punkten s = jh. Wir erhalten
dann

u(jh) − 1

π

∫ 1

−1

k(γ(jh), t)u(t) dt = 2b(γ(jh)) , j = −N, . . . , N.

Wir wissen, dass hier der Kern des Doppelschichtpotentials auf dem Rand stetig
ist. Daraus folgt, dass die Funktion t 7→ k(γ(jh), t) auf [−1, 1] stetig ist für jedes
j ∈ {−N, . . . , N}. Fordern wir nun Gleichheit, wenn wir das Integral mit der
summierten Trapezregel approximieren (Nyström-Verfahren), so erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

N∑

m=−N

(
δ|m|N − 2

2πN
k(γ(jh),mh) + δjm

)

um = 2b(γ(jh)) , j = −N, . . . , N

zur Bestimmung von Näherungswerten um für u(mh). Hier bezeichnet δ das
Kronecker-Symbol. Mit

ajm :=
δ|m|N − 2

2πN
k(γ(jh),mh) + δjm

und

A := (ajm)

schreibt sich das lineare Gleichungssystem

A






u−N
...
uN




 = 2






b(γ(−1))
...

b(γ(1))




 .

Wir setzen nun für x ∈ G

vd,h(x) := − 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

als Näherung für Φd,h(x) und somit als Näherung für v(x), der exakten Lösung
des Dirichlet-Problems im Punkt x ∈ G.
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2.3 Konvergenzuntersuchung

Wir untersuchen nun, wie gut vd,h die Lösung v des Dirichlet-Problems approxi-
miert. Für den Fehler

F (d, h, x) := |v(x) − vd,h(x)|
im Punkte x ∈ G gilt

F (d, h, x) = |v(x) − Ψd,h(x) + Ψd,h(x) − Φd,h(x) + Φd,h(x) − vd,h(x)|
≤ |v(x) − Ψd,h(x)|

︸ ︷︷ ︸

=:F1(d,h,x)

+ |Ψd,h(x) − Φd,h(x)|
︸ ︷︷ ︸

=:F2(d,h,x)

+ |Φd,h(x) − vd,h(x)|
︸ ︷︷ ︸

=:F3(d,h,x)

.

Dabei ist Fi(d, h, x) der Fehler, der im i-ten Approximationsschritt gemacht wird.

2.3.1 Konvergenz im ersten Approximationsschritt

Zunächst untersuchen wir F1(d, h, x). Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
folgt

|k(x, t)| =

∣
∣
∣
∣

x− γ(t)

|x− γ(t)|2 · n(γ(t)) |γ′(t)|
∣
∣
∣
∣
≤ |γ′(t)|

|x− γ(t)| ≤
‖γ′‖∞

dist(x,Γ)
.

Dabei bezeichnet

dist(x,Γ) := inf
y∈Γ

|x− y|

den Abstand von x zum Rand Γ. Hieraus folgt zunächst

F1(d, h, x) = |v(x) − Ψd,h(x)|

=
1

2π

∣
∣
∣
∣

∫ 1

−1

k(x, t)(u(t) − ud,h(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≤ 1

2π

∫ 1

−1

|k(x, t)| |u(t) − ud,h(t)| dt

≤ 1

2π

‖γ′‖∞
dist(x,Γ)

∫ 1

−1

|u(t) − ud,h(t)| dt.

Fordern wir nun b ∈ C2(Γ) für den Randwert des Dirichlet-Problems, so folgt,
dass auch die eindeutige Lösung ϕ der Randintegralgleichung aus C2(Γ) ist. Da
Γ ein C2-Rand ist, ist γ ∈ C2([−1, 1],R2), also ist u ∈ C2([−1, 1]).
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2.1 Satz. Für x ∈ G und d ≤ 2 gilt die Fehlerabschätzung

F1(d, h, x) ≤ ‖γ′‖∞ ‖u‖∞
2π dist(x,Γ)




erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

1 − e−
2
d

h+ 2 ε0(d)





+
‖γ′‖∞ ‖u′‖∞
2π dist(x,Γ)

(

d ε1(d) +
e−

1
d (4 + 2d)√
πd

)

h

+
‖γ′‖∞ ‖u′′‖∞
2π dist(x,Γ)

2 c(d)h2.

Beweis. Dieser folgt mit der obigen Abschätzung und Satz 1.11. tu

2.3.2 Konvergenz im zweiten Approximationsschritt

Jetzt untersuchen wir F2(d, h, x). Zunächst ist

F2(d, h, x) = |Ψd,h(x) − Φd,h(x)|

=
1

2π
√
πd

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

(k(x, t) − k(x,mh)) e−
(t−mh)2

dh2 dt

∣
∣
∣
∣
∣

≤ ‖u‖∞
2π

√
πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

|k(x, t) − k(x,mh)| e−
(t−mh)2

dh2 dt.

Für x ∈ G ist die Funktion t 7→ k(x, t) auf [−1, 1] stetig differenzierbar. Setzen
wir

L(x) := max
t∈[−1,1]

|∂tk(x, t)|,

so folgt für t,mh ∈ [−1, 1] mit dem Mittelwertsatz

|k(x, t) − k(x,mh)| ≤ L(x) |t−mh|.
Mit

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt =
d

N2

(

1 − 1

2
e−

1
d
(m−N)2 − 1

2
e−

1
d
(m+N)2

)

≤ d

N2
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erhalten wir

∫ 1

−1

|k(x, t) − k(x,mh)| e−
(t−mh)2

dh2 dt ≤ L(x)

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt ≤ dL(x)

N2
.

Also ist

F2(d, h, x) ≤ ‖u‖∞
2π

√
πd

N∑

m=−N

dL(x)

N2

=
‖u‖∞

2π
√
πd

dL(x) (2N + 1)

N2

≤ ‖u‖∞
2π

√
πd

dL(x) (2N +N)

N2

=
3 ‖u‖∞ L(x)

2π3/2

√
d h.

Wir formulieren auch diese Abschätzung als Satz.

2.2 Satz. Für x ∈ G setzen wir

L(x) := max
t∈[−1,1]

|∂tk(x, t)|

und erhalten die Fehlerabschätzung

F2(d, h, x) ≤
3 ‖u‖∞L(x)

2π3/2

√
d h .

Der Fehler F2 wird klein, wenn
√
d h klein ist. Dies erscheint vernünftig, denn die

Maßnahme, k(x, t) durch k(x,mh) bei der Integration zu ersetzen, ist besonders
gerechtfertigt, wenn der Gauß-Kern

t 7→ e−
(t−mh)2

dh2

eine schmale Glocke besitzt. Dies ist aber gerade der Fall, wenn
√
d h klein ist.

2.3.3 Konvergenz im dritten Approximationssschritt

Ausgangspunkt im dritten Approximationsschritt ist die Integralgleichung (IGL)

ϕ(s) − 1

π

∫ 1

−1

k(γ(s), t)ϕ(t) dt = 2b(γ(s)) , s ∈ [−1, 1].

39



Wir definieren die Operatoren

T, TN : C([−1, 1]) → C([−1, 1])

durch

(Tϕ)(s) :=
1

π

∫ 1

−1

k(γ(s), t)ϕ(t) dt

und

(TNϕ)(s) :=
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh)ϕ(mh).

Weiterhin setzen wir

B := 2b ◦ γ.
Nun schreibt sich die IGL einfach

ϕ− Tϕ = B.

Die IGL besitzt eine eindeutige Lösung u. Um Näherungswerte um für u(mh) zu
erhalten, haben wir das lineare Gleichungssystem (LGS)

N∑

m=−N

(
δ|m|N − 2

2πN
k(γ(jh),mh) + δjm

)

um = B(jh) , j = −N, . . . , N

aufgestellt. Wir werden nun Folgendes zeigen: Für genügend große N ist die
Näherungsgleichung

ϕN − TNϕN = B

eindeutig lösbar, und die Folge der Näherungslösungen (ϕN) konvergiert gegen
die Lösung u der IGL (Satz 2.8). Daraus werden wir schließen, dass das LGS für
genügend große N eindeutig lösbar ist (Satz 2.10), und dass der Fehler F3(d, h, x)
für N → ∞ gegen Null geht (Satz 2.11). Dazu benötigen wir den Begriff der
kollektiven Kompaktheit.

2.3 Definition. Eine Menge F = {F : X → Y } von linearen Operatoren F aus
einem normierten Raum X in einen normierten Raum Y heißt kollektiv kompakt,
falls für jede beschränkte Menge U ⊂ X die Bildmenge

{Fϕ : ϕ ∈ U,F ∈ F}
relativ kompakt ist, d.h. ihr Abschuss kompakt ist. Eine Folge (Fn) heißt kollektiv
kompakt, wenn die korrespondierende Menge kollektiv kompakt ist.
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2.4 Satz. Die Folge (TN) ist kollektiv kompakt.

Beweis. Sei U ⊂ C([−1, 1]) beschränkt, d.h. es gibt ein C > 0 mit ‖ϕ‖∞ ≤ C
für alle ϕ ∈ U . Wir zeigen zunächst: Die Menge

U := {TNϕ : ϕ ∈ U,N ∈ N}
ist beschränkt: Da die Funktion (s, t) 7→ k(γ(s), t) gleichmäßig stetig ist auf
[−1, 1]2, existiert

S := sup
(s,t)∈[−1,1]2

|k(γ(s), t)|.

Wegen

N∑

m=−N

|2 − δ|m|N |
2πN

≤
N∑

m=−N

2

2πN
=

2N + 1

πN
≤ 3

π

folgt für ϕ ∈ U , N ∈ N und s ∈ [−1, 1]

|(TNϕ)(s)| =

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh)ϕ(mh)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 3

π
S ‖ϕ‖∞ ≤ 3SC

π
.

Also gilt für alle ϕ ∈ U und N ∈ N

‖TNϕ‖∞ ≤ 3SC

π
.

Dies bedeutet, die Menge U ist beschränkt. Nun zeigen wir: Die Menge U ist
gleichgradig stetig, d.h. für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass für alle ϕ ∈ U
und N ∈ N gilt

|s− t| ≤ δ ⇒ |(TNϕ)(s) − (TNϕ)(t)| ≤ ε.

Sei dazu ε > 0. Da (s, t) 7→ k(γ(s), t) gleichmäßig stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit

|k(γ(s), ξ) − k(γ(t), ξ)| ≤ επ

3C

für alle (s, ξ), (t, ξ) ∈ [−1, 1]2 mit |s − t| ≤ δ. Dann gilt für alle ϕ ∈ U , N ∈ N

und s, t ∈ [−1, 1] mit |s− t| ≤ δ

|(TNϕ)(s) − (TNϕ)(t)| =

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

(k(γ(s),mh) − k(γ(t),mh))ϕ(mh)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ επ

3C
‖ϕ‖∞

N∑

m=−N

|2 − δ|m|N |
2πN

≤ επ

3C
C

3

π
= ε.

41



Also ist U gleichgradig stetig. Wir haben somit gezeigt, dass die Menge U be-
schränkt und gleichgradig stetig ist. Der Satz von Arzelà-Ascoli sagt nun, dass
diese Menge relativ kompakt ist. Nach Definition ist somit (TN) kollektiv kom-
pakt, wie behauptet. tu

2.5 Satz. Die Folge (TN) konvergiert punktweise gegen T .

Beweis. Da die summierte Trapezregel ein konvergentes Quadraturverfahren ist,
gilt (TNϕ)(s) → (Tϕ)(s) für jedes ϕ ∈ C([−1, 1]) und jedes s ∈ [−1, 1]. Sei
ϕ ∈ C([−1, 1]) und ε > 0. Aus dem Beweis des letzten Satzes folgt mit U = {ϕ}:
(TNϕ) ist gleichgradig stetig. Also gibt es ein δ > 0, so dass für alle N ∈ N und
alle s, t ∈ [−1, 1] mit |s− t| ≤ δ gilt

|(TNϕ)(s) − (TNϕ)(t)| ≤ ε

3
.

Sei nun

{Bδ(t1), . . . , Bδ(tm)}
eine offene Überdeckung von [−1, 1]. Für jedes j ∈ {1, . . . ,m} gibt es dann ein
N0(j) ∈ N, so dass für alle N,M ≥ N0(j) gilt

|(TNϕ)(tj) − (TMϕ)(tj)| ≤
ε

3
.

Wir setzen

N0 := max
j∈{1,...,m}

N0(j).

Dann gilt

|(TNϕ)(tj) − (TMϕ)(tj)| ≤
ε

3

für alle N,M ≥ N0 und alle j ∈ {1, . . . ,m}. Sei nun s ∈ [−1, 1]. Dann ist
s ∈ Bδ(tj) für ein j ∈ {1, . . . ,m}. Für alle N,M ≥ N0 gilt dann

|(TNϕ)(s) − (TMϕ)(s)| ≤ |(TNϕ)(s) − (TNϕ)(tj)| + |(TNϕ)(tj) − (TMϕ)(tj)|

+|(TMϕ)(tj) − (TMϕ)(s)|

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

Also gilt für alle N,M ≥ N0

‖TNϕ− TMϕ‖∞ ≤ ε.
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Somit ist (TNϕ) eine Cauchy-Folge und konvergiert daher gegen ein ψ ∈ C([−1, 1]).
Da wir bereits punktweise Konvergenz TNϕ→ Tϕ haben, folgt hieraus ψ = Tϕ,
d.h. TNϕ konvergiert in der Supremumsnorm gegen Tϕ. Da ϕ beliebig war, folgt
hieraus die punktweise Konvergenz von (TN ) gegen T . tu

2.6 Satz. Die Konvergenz TN → T erfolgt gleichmäßig auf kompakten Teilmen-
gen von C([−1, 1]).

Beweis. Nach dem Satz von Banach Steinhaus gibt es ein C > 0 mit

‖TN‖ ≤ C

für alle N ∈ N und ‖T‖ ≤ C. Sei U ⊂ C([−1, 1]) kompakt und ε > 0. Dann ist

⋃

ϕ∈U

B ε

3C
(ϕ)

eine offene Überdeckung von U . Da U kompakt ist, gibt es eine endliche Teilüber-
deckung

U ⊂
m⋃

j=1

B ε

3C
(ϕj).

Da (TN) punktweise gegen T konvergiert, gibt es ein N0 ∈ N mit

‖TNϕj − Tϕj‖∞ ≤ ε

3

für alle N ≥ N0 und alle j = 1, . . . ,m. Sei nun ϕ ∈ U . Dann gibt es ein j ∈
{1, . . . ,m} mit ϕ ∈ B ε

3C
(ϕj). Für N ≥ N0 gilt dann

‖TNϕ− Tϕ‖∞ ≤ ‖TNϕ− TNϕj‖∞ + ‖TNϕj − Tϕj‖∞ + ‖Tϕj − Tϕ‖∞

≤ ‖TN‖‖ϕ− ϕj‖∞ +
ε

3
+ ‖T‖‖ϕj − ϕ‖∞

≤ C
ε

3C
+
ε

3
+ C

ε

3C
= ε.

Also ist

‖TN − T‖U = sup
ϕ∈U,‖ϕ‖∞=1

‖TNϕ− Tϕ‖∞ ≤ ε

für alle N ≥ N0. Somit konvergiert (TN) gleichmäßig auf U gegen T . tu
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2.7 Satz. Es gilt

‖(TN − T )TN‖ → 0 und ‖(TN − T )T‖ → 0.

Beweis. Da (TN ) kollektiv kompakt ist, ist die Menge

U := {TNϕ : ‖ϕ‖∞ = 1, N ∈ N}
relativ kompakt. Also gilt TN → T gleichmäßig auf U , d.h. zu ε > 0 gibt es
ein N0 ∈ N, so dass für alle N ≥ N0, alle M ∈ N und alle ϕ ∈ C([−1, 1]) mit
‖ϕ‖∞ = 1 gilt

‖TN (TMϕ) − T (TMϕ)‖∞ ≤ ε.

Insbesondere gilt dies für M = N , d.h. für alle N ≥ N0 und alle ϕ ∈ C([−1, 1])
mit ‖ϕ‖∞ = 1 gilt

‖TN(TNϕ) − T (TNϕ)‖∞ ≤ ε.

Also gilt für alle N ≥ N0

‖(TN − T )TN‖ = sup
‖ϕ‖∞=1

‖TN (TNϕ) − T (TNϕ)‖∞ ≤ ε.

Dies bedeutet

‖(TN − T )TN‖ → 0.

Da T kompakt ist, ist die Menge

V := {Tϕ : ‖ϕ‖∞ = 1}
relativ kompakt. Also gibt es zu ε > 0 ein N0 ∈ N, so dass für alle N ≥ N0 und
alle ϕ ∈ C([−1, 1]) mit ‖ϕ‖∞ = 1 gilt

‖TN (Tϕ) − T (Tϕ)‖∞ ≤ ε.

Also gilt für alle N ≥ N0

‖(TN − T )T‖ = sup
‖ϕ‖∞=1

‖TN(Tϕ) − T (Tϕ)‖∞ ≤ ε.

Dies bedeutet

‖(TN − T )T‖ → 0.

Damit ist der Satz bewiesen. tu
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2.8 Satz. Für alle N ∈ N mit

‖(I − T )−1(TN − T )TN‖ < 1

existiert der inverse Operator (I−TN )−1. Für die Folge der eindeutigen Lösungen
(ϕN) der Näherungsgleichungen

ϕN − TNϕN = B

gilt dann
lim

N→∞
‖ϕN − u‖∞ = 0.

Beweis. Da T kompakt ist und I − T bijektiv, folgt mit der Theorie von Riesz:
(I − T )−1 ist beschränkt. Wir setzen

AN := I + (I − T )−1TN und SN := (I − T )−1(TN − T )TN .

Wegen
‖SN‖ ≤ ‖(I − T )−1‖ ‖(TN − T )TN‖

folgt ‖SN‖ → 0. Also gibt es ein N0 ∈ N mit ‖SN‖ < 1 für N ≥ N0. Für diese N
folgt der Neumannschen Reihe: (I − SN)−1 existiert mit

‖(I − SN)−1‖ ≤ 1

1 − ‖SN‖
.

Da (I − SN)−1 existiert, folgt aus

AN(I − TN ) = I − SN ,

dass I−TN injektiv ist. Da TN kompakt ist, folgt nun mit der Theorie von Riesz,
dass (I − TN )−1 existiert und beschränkt ist. Mit

(I − TN )−1 = (I − SN )−1AN

erhalten wir

‖(I − TN )−1‖ ≤ ‖AN‖
1 − ‖SN‖

≤ 1 + ‖(I − T )−1TN‖
1 − ‖(I − T )−1(TN − T )TN‖

.

Aus
(I − TN )(ϕN − u) = (TN − T )u

folgt
(ϕN − u) = (I − TN )−1(TN − T )u.

Also

‖ϕN − u‖∞ ≤ 1 + ‖(I − T )−1TN‖
1 − ‖(I − T )−1(TN − T )TN‖ ‖(TN − T )u‖∞.
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Da (TN) punktweise gegen T konvergiert, geht der letzte Term gegen Null. Der
Satz von Banach Steinhaus liefert: Es gibt ein C > 0 mit ‖TN‖ ≤ C. Der Nenner
konvergiert gegen 1. Also bleibt der Bruch beschränkt, und somit geht die rechte
Seite gegen Null. Dies liefert die Behauptung. tu

2.9 Satz. Ist U = (u−N , . . . , uN)T eine Lösung des LGS

N∑

m=−N

(
δ|m|N − 2

2πN
k(γ(jh),mh) + δjm

)

um = B(jh) , j = −N, . . . , N,

so ist

ϕN(s) := B(s) +
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh)um

eine Lösung der Näherungsgleichung

ϕN − TNϕN = B.

Beweis. Da U eine Lösung des LGS ist, gilt für jedes j ∈ {−N, . . . , N}

ϕN(jh) = B(jh) +
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(jh),mh)um

=
N∑

m=−N

(
δ|m|N − 2

2πN
k(γ(jh),mh) + δjm

)

um

+
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(jh),mh)um

= uj.

Also gilt für s ∈ [−1, 1]

ϕN(s) − (TNϕN )(s) = B(s) +
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh) (um − ϕN(mh))

= B(s).

Hieraus folgt die Behauptung. tu
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2.10 Satz. Für alle N ∈ N mit

‖(I − T )−1(TN − T )TN‖ < 1

ist das LGS eindeutig lösbar.

Beweis. Wir wissen, für diese N ist die Näherungsgleichung

ϕN − TNϕN = B

eindeutig lösbar. Dann ist (ϕN(−1), . . . , ϕN (1))T eine Lösung des LGS. Sind nun
ξ = (ξ−N , . . . , ξn)T und η = (η−N , . . . , ηN )T zwei verschiedene Lösungen des LGS,
so gibt es ein j mit ξj 6= ηj. Dann sind

ϕN(s) := B(s) +

N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh) ξm

und

ψN(s) := B(s) +
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2πN

k(γ(s),mh) ηm

zwei Lösungen der Näherungsgleichung mit

ϕN(jh) = ξj 6= ηj = ψN(jh).

Dies ist ein Widerspruch zur eindeutigen Lösbarkeit der Näherungsgleichung.
Also ist ξ = η, und somit ist das LGS eindeutig lösbar. tu

2.11 Satz. Für N → ∞ konvergiert F3(d, h, x) gegen Null.

Beweis. Beim Lösen des LGS bestimmen wir die Lösung

U = (u−N , . . . , uN )T .

Wir wissen: Für die Lösung ϕN der Näherungsgleichung

ϕN − TNϕN = B

gilt ϕN(mh) = um. Wir erhalten nun

|um − u(mh)| = |ϕN (mh) − u(mh)| ≤ ‖ϕN − u‖∞ → 0.

Also gilt

F3(d, h, x) = |Φd,h(x) − vd,h(x)| ≤
2(2N + 1)

4πN
max

t∈[−1,1]
|k(x, t)| ‖ϕN − u‖∞ → 0,

wie behauptet. tu
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2.4 Vergleich mit linearen Splines

Für m ∈ {−N, . . . , N} betrachten wir den linearen Spline

sm : R → R , sm(t) :=

{
1 −N |t−mh| , t ∈ [mh− h,mh+ h] ,

0 , sonst.

2.12 Satz. Für alle t ∈ [−1, 1] gilt

N∑

m=−N

sm(t) = 1.

Beweis. Sei t ∈ [−1, 1]. Dann ist t ∈ [jh, jh+h] mit einem j ∈ {−N, . . . , N−1}.
Wegen sm(t) = 0 für alle m 6= j, j + 1 erhalten wir

N∑

m=−N

sm(t) = ϕj(t) + ϕj+1(t) = 1 −N(t− jh) + 1 −N((j + 1)h− t) = 1.

Damit ist die Behauptung bewiesen. tu

Für u : [−1, 1] → R definieren wir die Spline-Interpolierende

usp
h : [−1, 1] → R , usp

h (t) :=
N∑

m=−N

u(mh) sm(t).

Für j = −N, . . . , N gilt dann

usp
h (jh) =

N∑

m=−N

u(mh) sm(jh) =
N∑

m=−N

u(mh) δjm = u(jh).

2.13 Satz. Für u ∈ C1([−1, 1]) gilt

‖u− usp
h ‖∞ ≤ ‖u′‖∞ h.

Beweis. Sei t ∈ [−1, 1] und m ∈ {−N, . . . , N}. Mit der Taylorformel (oder dem
Mittelwertsatz) erhalten wir

u(mh) = u(t) + u′(ξm)(mh− t)
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mit einem ξm zwischen t und mh. Setzen wir diese Darstellung in usp
h ein, so

erhalten wir

usp
h (t) =

N∑

m=−N

(u(t) + u′(ξm)(mh− t)) sm(t)

= u(t)

N∑

m=−N

sm(t) +

N∑

m=−N

u′(ξm)(mh− t) sm(t)

= u(t) +
N∑

m=−N

u′(ξm)(mh− t) sm(t).

Wegen t ∈ [jh, jh + h] mit einem j ∈ {−N, . . . , N − 1}, ist sm(t) = 0 für
m 6= j, j + 1. Also ist

|usp
h (t) − u(t)| =

∣
∣
∣
∣
∣

j+1
∑

m=j

u′(ξm)(mh− t) sm(t)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ ‖u′‖∞
j+1
∑

m=j

|mh− t| sm(t)

≤ ‖u′‖∞ h

j+1
∑

m=j

sm(t)

= ‖u′‖∞ h.

Hieraus folgt die Behauptung. tu

Wir ersetzen nun in der Darstellung

v(x) = − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)u(t) dt

u durch die Spline-Interpolierende usp
h und definieren

Ψsp
h (x) := − 1

2π

∫ 1

−1

k(x, t)usp
h (t) dt

= − 1

2π

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

k(x, t) sm(t) dt.

Mit der eben bewiesenen Abschätzung

‖u− usp
h ‖∞ ≤ ‖u′‖∞ h
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erhalten wir für den Fehler F sp
1 (h, x) := |v(x) − Ψsp

h (x)|

F sp
1 (h, x) ≤ 1

2π

∫ 1

−1

|k(x, t)| |u(t) − usp
h (t)| dt

≤ 1

2π

‖γ̇‖∞
dist(x,Γ)

∫ 1

−1

|u(t) − usp
h (t)| dt

≤ ‖γ̇‖∞ ‖u′‖∞
π dist(x,Γ)

h.

Wir approximieren auch hier Ψsp
h (x) durch Φsp

h (x), indem wir bei der Integration
k(x, t) durch k(x,mh) ersetzen, d.h. wir setzen

Φsp
h (x) := − 1

2π

N∑

m=−N

u(mh)

∫ 1

−1

k(x,mh) sm(t) dt

= − 1

2π

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh)

∫ 1

−1

sm(t) dt

= − 1

4πN

N∑

m=−N

u(mh) k(x,mh) (2 − δ|m|N ).

und erhalten für den Fehler F sp
2 (h, x) := |Ψsp

h (x) − Φsp
h (x)|

F sp
2 (h, x) ≤ 1

2π

N∑

m=−N

|u(mh)|
∫ 1

−1

|k(x, t) − k(x,mh)| sm(t) dt

≤ ‖u‖∞ L(x)

2π

N∑

m=−N

∫ 1

−1

|t−mh| sm(t) dt

≤ ‖u‖∞ L(x)

2π

N∑

m=−N

h2

3

≤ ‖u‖∞ L(x)

2π
h.

Im dritten Schritt bestimmen wir wieder mit dem Nyström-Verfahren Näherungs-
werte um für u(mh) und definieren

vsp
h (x) := − 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) (2 − δ|m|N ).
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Vergleichen wir nun vsp
h (x) mit vd,h(x), so sehen wir, dass hier nur die Errorfunk-

tion ersetzt ist durch (2 − δ|m|N ). Es gilt sogar:

2.14 Satz. Für alle x ∈ G ist

lim
d→0

vd,h(x) = vsp
h (x).

Beweis. Mit

lim
d→0

erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

= lim
d→0

2√
π

∫ m+N√
d

m−N√
d

e−t2 dt

und

2√
π

∫ ∞

0

e−t2 dt = 1

folgt

lim
d→0

erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

=







1 , m = −N,
2 , |m| 6= N,
1 , m = N,

d.h.

lim
d→0

erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

= 2 − δ|m|N .

Hieraus folgt nun

lim
d→0

vd,h(x) = lim
d→0

(

− 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

))

= − 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) lim
d→0

erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

= − 1

4πN

N∑

m=−N

um k(x,mh) (2 − δ|m|N )

= vsp
h (x) ,

wie behauptet. tu
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2.5 Beispiele am Einheitskreis

Sei G der Einheitskreis. Dann ist Γ die Einheitskreislinie und wird parametrisiert
durch

γ : [−1, 1] → Γ, γ(t) :=

(
cos(πt)
sin(πt)

)

.

Mit

n(γ(t)) = γ(t)

und

|γ′(t)| = π

erhalten wir

k(x, t) =
x− γ(t)

|x− γ(t)|2 · n(γ(t)) |γ′(t)|

=
π(x · γ(t) − 1)

|x− γ(t)|2

=
π (x1 cos(πt) + x2 sin(πt) − 1)

1 + |x|2 − 2x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt)

für x ∈ G und

k(γ(jh), t) =
π(γ(jh) · γ(t) − 1)

|γ(jh) − γ(t)|2

= −π(1 − γ(jh) · γ(t))
2 − 2γ(jh) · γ(t)

= −π
2

für j ∈ {−N, . . . , N}.

Für die Koeffizienten der Matrix A folgt somit

ajm =
2 − δ|m|N

4N
+ δjm .
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2.15 Beispiel. Sei b = 1. Dann löst v = 1 das Dirichlet-Problem, denn es gilt
∆v = 0 in G und v = b auf Γ. Da das Dirichlet-Problem eindeutig lösbar ist,
folgt, dass v = 1 die eindeutige Lösung ist.

In den folgenden Bildern ist der Plotbereich stets der Kreis mit dem Radius 0.9.

Wir betrachten für N = 100 den Fehler |1 − vsp
h | sowie die Fehler |1 − vd,h| für

verschiedene d.
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Man erkennt: Für kleine d ist die Approximation durch vd,h genauer, als für große
d. Im Fall d = 0.01 sind vd,h und vsp

h bereits praktisch gleich. Dies verwundert
nicht, denn wir wissen ja, dass vd,h(x) für d → 0 gegen vsp

h (x) konvergiert. Bei
d = 0.1 und d = 1 wird das Maximum des Fehlers |1 − vd,h| im Punkt (−0.9, 0)
angenommen. Dies liegt daran, dass die Parametrisierung γ im Punkt (−1, 0) be-
ginnt und endet, und für große d das Maximum von |1−ud,h| in den Randpunkten
erreicht wird (siehe Beispiel 1.12).

53



Für N = 200 erhalten wir
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Man sieht: Die Fehler |1 − vsp
h | und |1 − v0.01,h| sind praktisch Null. Für d = 0.1

und d = 1 ändert sich das prinzipielle Aussehen nicht. Der Fehler fällt jedoch
linear mit h.

Wir betrachen nun die Fehlerabschätzungen. Die Integralgleichung lautet hier

u(s) +
1

2

∫ 1

−1

u(t) dt = 2.

Ableiten liefert u′(s) = 0, also u(s) = C. Dies in die Integralgleichung eingesetzt
ergibt C = 1. Also ist u = 1 die eindeutig bestimmte Dichte.

Bereits für N = 100 liegt der Fehler |1 − um| für alle m in der Größenordnung
der Maschinengenauigkeit. Den Fehler F3 können wir daher vernachlässigen.
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Mit
‖u‖∞ = 1 , ‖u′‖∞ = 0 , ‖u′′‖∞ = 0

erhalten wir
F sp

1 (h, x) = 0

und

F1(d, h, x) ≤
1

2 dist(x,Γ)




erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

1 − e−
2
d

h+ 2 ε0(d)



 .

Der Fehler F sp
1 (h, x) ist natürlich Null, da die Konstante u = 1 durch die linea-

ren Splines exakt dargestellt wird. Für d = 1 liegt die Abschätzung des Fehlers
F1(d, h, x) in der richtigen Größenordnung, für kleine d ist die Abschätzung viel
zu grob. Dies liegt daran, dass der zweite Term, d.h. das ε0(d), blind ist für die
Oszillationen, die sich unter den Integral abspielen, es berücksichtigt nur den
maximalen Fehler im Intervall, und dieser ist nun mal groß für kleine d.

Nun zu F2. Wir betrachten den Punkt x0 = (−0.9, 0). Um L(x0) zu bestimmen,
benötigen wir ∂tk(x0, t). Im folgenden Bild ist ∂tk(x0, t) im Intervall [−1, 1] zu
sehen.

-1 -0.5 0 0.5 1
-600

-400

-200

0

200

400

600

t 7→ ∂tk(x0, t)

Mit L(x0) = 577.478 erhalten wir

F2(d, h, x0) ≤
3‖u‖∞L(x0)

2π3/2

√
d h ≤ 156

√
d h

und

F sp
2 (h, x0) ≤

‖u‖∞ L(x0)

2π
h ≤ 92h.

In beiden Fällen ist die Fehlerabschätzung sehr grob. Dies liegt daran, dass die
Abschätzung von |k(x, t)− k(x,mh)| durch |t−mh|L(x) für alle m und alle t zu
grob ist. Tatsächlich wird L(x0) in diesem Beispiel nur an zwei Stellen angenom-
men, ansonsten ist ∂tk(x0, t) sehr klein.

55



2.16 Beispiel. Sei b(x) = x1 + x2. Dann ist v(x) = x1 + x2.

In den folgenden Bildern sind für N = 100 der Fehler |v − vsp
h | sowie die Fehler

|v − vd,h| für verschiedene d zu sehen. Der Plotbereich ist wieder der Kreis mit
Radius 0.9.
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Man beobachtet hier im Wesentlichen das gleiche Fehlerverhalten, wie in Beispiel
2.15. Der Fehler ist jedoch etwa doppelt so groß.

Für N = 200 sind |v− vsp
h | und |v− v0.01,h| wieder praktisch Null, und die Fehler

für d = 0.1 bzw. d = 1 sind halb so groß wie für N = 100. Also erhalten wir auch
hier das gleiche Verhalten wie in Beispiel 2.15.
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2.6 Beispiele an einer Ellipse

Sei nun G das Innere der Ellipse, die beschrieben wird durch die Gleichung

x2
1

4
+ x2

2 = 1.

Der Rand Γ wird parametrisiert durch

γ : [−1, 1] → Γ, γ(t) :=

(
2 cos(πt)
sin(πt)

)

.

Dann gilt für t ∈ [−1, 1]

|γ′(t)| = π
√

1 + 3 sin2(πt)

und

n(γ(t)) =
1

|γ′(t)|

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)

=
1

√

1 + 3 sin2(πt)

(
cos(πt)
2 sin(πt)

)

.

Hiermit erhalten wir

k(x, t) =
x− γ(t)

|x− γ(t)|2 · n(γ(t)) |γ′(t)|

=
π (x1 cos(πt) + 2x2 sin(πt) − 2)

1 + |x|2 + 3 cos2(πt) − 4x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt)

für x ∈ G und

k(γ(jh), t) =
2π

3 cos (π(jh+ t)) − 5

für j ∈ {−N, . . . , N}. Die Koeffizienten der Matrix A lauten somit

ajm =
δ|m|N − 2

N(3 cos(π(j +m)h) − 5)
+ δjm.
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2.17 Beispiel. Sei b = 1. Dann ist v = 1.

In den folgenden Bildern ist der Plotbereich stets das Innere der Ellipse, die durch
die Gleichung

x2
1

4
+ x2

2 = 0.81

beschrieben wird.

Wir betrachten für N = 100 den Fehler |1 − vsp
h | sowie die Fehler |1 − vd,h| für

verschiedene d.
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Auch hier wird die Approximation für kleine d genauer, jedoch liegen zwischen
den Fehlern für d = 0.01 und d = 1 nur noch zwei Zehnerpotenzen, während es
beim Einheitskreis sieben waren.
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Für N = 200 sieht das so aus:
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2.18 Beispiel. In den bisherigen Beispielen kannten wir die Lösung des Dirich-
let-Problems, da der Randwert jeweils ein konstantes bzw. lineares Polynom war.
Jetzt wollen wir die Lösung vorgeben und daraus den Randwert bestimmen. Dazu
betrachten wir

v(x) := ln

(√

x2
1 + (x2 + 2)2

)

.

Hier gilt ∆v = 0 in G und v(x) = ln
(√

5 + 3
4
x2

1 + 4x2

)

für x ∈ Γ. Setzen wir

b(x) := ln

(√

5 +
3

4
x2

1 + 4x2

)

,

so ist v die eindeutige Lösung des Dirichlet-Problems mit Randwert b.
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Wir betrachten für N = 100 den Fehler |v − vsp
h | sowie die Fehler |v − vd,h| für

verschiedene d.
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Für N = 200 kann man etwa das gleiche Fehlerverhalten wie im letzten Beispiel
beobachten.
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3 Approximation von Stokes-Funktionen

In diesem Kapitel werden wir das soeben entwickelte Verfahren auf das innere
Dirichlet-Problem für das System der Stokes-Gleichungen im R

2 übertragen. In
der Hydrodynamik beschreiben diese Gleichungen stationäre ebene Strömungen
zäher inkompressibler Flüssigkeiten bei kleinen Geschwindigkeitsgradienten.

Lösungen der Stokes-Gleichungen bestehen aus dem Geschwindigkeitsfeld der
Strömung und einer skalaren Druckfunktion. Das Geschwindigkeitsfeld der Strö-
mung nennen wir Stokes-Funktion.

3.1 Das Dirichlet-Problem

Sei G ⊂ R
2 ein beschränktes einfach zusammenhängendes Gebiet mit C2-Rand

Γ. Wir betrachten das folgende Dirichlet-Problem für die Stokes-Gleichungen:
Gesucht sind ein Geschwindigkeitsfeld v ∈ C2(G,R2)∩C(G,R2) und eine Druck-
funktion p ∈ C1(G) als Lösung von

−∆v + ∇p = 0 in G, ∇ · v = 0 in G, v = b auf Γ.

Hier wird der Laplace-Operator ∆ auf die Komponenten v1 und v2 des Geschwin-
digkeitsfeldes v = (v1, v2)

T angewendet, ∇p = (∂1p, ∂2p)
T bezeichnet den Gra-

dienten von p und ∇ · v = ∂1v1 + ∂2v2 ist die Divergenz von v. Weiterhin ist
b ∈ C(Γ,R2) ein vorgegebener Randwert. Aufgrund der geforderten Divergenz-
freiheit von v erhält man mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes als notwendige
Bedingung für die Existenz einer Lösung die sogenannte Verträglichkeitsbedin-
gung

∫

Γ

b(y) · n(y) ds(y) = 0.

Dabei bezeichnet n(y) wieder die ins Äußere von G zeigende Einheitsnormale im
Punkt y ∈ Γ.

Aus der hydrodynamischen Potentialtheorie ist bekannt [35], [37], [39]: Ist die
Verträglichkeitsbedingung erfüllt, so besitzt das Dirichlet-Problem eine Lösung
(v, p). Das Geschwindigkeitsfeld v ist eindeutig bestimmt, und die Druckfunktion
p ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Das Geschwindigkeitsfeld v kann
in G dargestellt werden durch das hydrodynamische Doppelschichtpotential

(Dϕ)(x) :=

∫

Γ

D(x, y)ϕ(y) ds(y) , x ∈ G.

Dabei ist das Vektorfeld ϕ = (ϕ1, ϕ2)
T : Γ → R

2 eine noch unbekannte stetige
Dichte, und der Kern D(x, y) des hydrodynamischen Doppelschichtpotentials ist
für x ∈ R

2 und y ∈ Γ mit x 6= y definiert durch die 2 × 2-Matrix
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D(x, y) := −(x− y) · n(y)

π |x− y|4
(

(x1 − y1)
2 (x1 − y1)(x2 − y2)

(x1 − y1)(x2 − y2) (x2 − y2)
2

)

.

Unter der geforderten Regularität des Randes Γ folgt, dass sich der Kern des
hydrodynamischen Doppelschichtpotentials stetig auf Γ × Γ definieren lässt [23].
Also existiert für jedes x ∈ Γ der direkte Wert

(Dϕ)(x) :=

∫

Γ

D(x, y)ϕ(y) ds(y) , x ∈ Γ.

Mit Hilfe der Sprungrelationen für das hydrodynamische Doppelschichtpotential
[23] erhält man, dass die gesuchte Dichte ϕ aus dem Fredholmschen Randinte-
gralgleichungssystem zweiter Art

1

2
ϕ(x) + (Dϕ)(x) = b(x) , x ∈ Γ,

zu bestimmen ist, wobei hier (Dϕ)(x) den direkten Wert bezeichnet.

Das hier vorliegende Randintegralgleichungssystem besitzt für jedes b ∈ C(Γ,R2),
welches der Verträglichkeitsbedingung

∫

Γ

b(y) · n(y) ds(y) = 0

genügt, zwar eine Lösung ϕ ∈ C(Γ,R2), die jedoch nicht eindeutig bestimmt
ist [3], [39]. Aus numerischen Gründen sind jedoch eindeutig lösbare Randinte-
gralgleichungssysteme wünschenswert, da diese bei geeigneter Diskretisierung auf
eindeutig lösbare algebraische Gleichungssysteme führen. Um die Eindeutigkeit
der Lösung sicher zu stellen, definieren wir den Operator

N : C(Γ,R2) → C(Γ,R2) , ϕ 7→ Nϕ

mit

(Nϕ)(x) := n(x)

∫

Γ

ϕ(y) · n(y) ds(y)

und betrachten an Stelle des obigen Randintegralgleichungssystems das System

1

2
ϕ(x) + (Dϕ)(x) − (Nϕ)(x) = b(x) , x ∈ Γ.

Man kann zeigen [3], [39], dass dieses System für jedes b ∈ C(Γ,R2) eindeutig
lösbar ist, und dass die eindeutige Lösung im Falle der Gültigkeit der Verträglich-
keitsbedingung auch eine Lösung des Ausgangssystems ist. Wir werden daher im
Folgenden das eindeutig lösbare System zu Grunde legen.
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Ist γ : [−1, 1] → Γ eine Parametrisierung des Randes Γ, so erhalten wir, sowohl
in G als auch für den direkten Wert auf dem Rand Γ, die Darstellung

(Dϕ)(x) =

∫ 1

−1

D(x, γ(t))ϕ(γ(t)) |γ′(t)| dt.

Setzen wir

u := ϕ ◦ γ
und

K(x, t) := D(x, γ(t)) |γ′(t)|,
so folgt für das hydrodynamische Doppelschichtpotential in G bzw. den direkten
Wert auf dem Rand Γ die Darstellung

(Dϕ)(x) =

∫ 1

−1

K(x, t)u(t) dt

=

∫ 1

−1

(
k11(x, t)u1(t) + k12(x, t)u2(t)
k21(x, t)u1(t) + k22(x, t)u2(t)

)

dt.

3.2 Das Approximationsverfahren

Wir wissen nun, dass sich das eindeutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld v in G
darstellen lässt durch das hydrodynamische Doppelschichtpotential, d.h. es gilt

v(x) =

∫ 1

−1

K(x, t)u(t) dt , x ∈ G.

Analog zu Kapitel 2 werden wir im Folgenden das Geschwindigkeitsfeld v in
G durch einen expliziten analytischen Ausdruck approximieren. Dies geschieht
wieder in drei Schritten. Sei dazu N ∈ N, h := 1/N und d > 0.

3.2.1 Der erste Approximationsschritt

Wir ersetzen im ersten Approximationsschritt die Komponenten ui der gesuchten
Funktion u durch die direkten Quasi-Interpolierenden (ui)d,h und definieren für
x ∈ G

Ψd,h(x) :=

∫ 1

−1

K(x, t)

(
(u1)d,h(t)
(u2)d,h(t)

)

dt

als Näherung für v(x).
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Mit

ud,h(t) :=

(
(u1)d,h(t)
(u2)d,h(t)

)

=
1√
πd

N∑

m=−N

u(mh) e−
(t−mh)2

dh2

erhalten wir

Ψd,h(x) =

∫ 1

−1

K(x, t)ud,h(t) dt

=
1√
πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

K(x, t)u(mh) e−
(t−mh)2

dh2 dt.

3.2.2 Der zweite Approximationsschritt

Analog zu Abschnitt 2.2.2 ersetzen wir beim zweiten Approximationsschritt den
Integralkern K(x, t) durch K(x,mh) und definieren für x ∈ G

Φd,h(x) :=
1√
πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

K(x,mh)u(mh) e−
(t−mh)2

dh2 dt

=
1√
πd

N∑

m=−N

K(x,mh)u(mh)

∫ 1

−1

e−
(t−mh)2

dh2 dt

als Näherung für Ψd,h(x).

Wegen

∫ 1

−1

e−
(t−mh)2

dh2 dt =

√
d

N

∫ m+N√
d

m−N√
d

e−t2 dt =

√
πd

2N
erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

erhalten wir die Darstellung

Φd,h(x) =
1

2N

N∑

m=−N

K(x,mh)u(mh) erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

.
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3.2.3 Der dritte Approximationsschritt

Wie in Abschnitt 2.2.3 werden wir im dritten Approximationsschritt Näherungs-
werte um für die Werte u(mh) mit dem Nyström-Verfahren bestimmen. Dazu ver-
wenden wir das eindeutig lösbare Randintegralgleichungssystem. Für alle x ∈ Γ
gilt

1

2
ϕ(x) + (Dϕ)(x) − n(x)

∫

Γ

ϕ(y) · n(y) ds(y) = b(x),

d.h.

1

2
ϕ(x) +

∫ 1

−1

K(x, t)u(t) dt− n(x)

∫ 1

−1

u(t) · n(γ(t)) |γ′(t)| dt = b(x).

Also gilt für alle s ∈ [−1, 1]

1

2
u(s) +

∫ 1

−1

K(γ(s), t)u(t) dt− n(γ(s))

∫ 1

−1

u(t) · n(γ(t)) |γ′(t)| dt = b(γ(s)).

Insbesondere ist diese Gleichung in den Punkten s = jh erfüllt. Wir erhalten
dann für j = −N, . . . , N

1

2
u(jh)+

∫ 1

−1

K(γ(jh), t)u(t) dt−n(γ(jh))

∫ 1

−1

u(t) ·n(γ(t)) |γ′(t)| dt = b(γ(jh)).

Fordern wir wieder Gleichheit, wenn wir die Integrale mit der summierten Tra-
pezregel approximieren, so erhalten wir

b(γ(jh)) =

N∑

m=−N

(
2 − δ|m|N

2N
K(γ(jh),mh) +

1

2
δjm

)

um

−n(γ(jh))
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2N

um · n(γ(mh)) |γ′(mh)|.

Dabei sind die um = (u1,m, u2,m)T Näherungswerte für u(mh). Komponentenweise
gilt also

bi(γ(jh)) =
N∑

m=−N

(

a
(i1)
j,m u1,m + a

(i2)
j,m u2,m

)

, i = 1, 2

mit
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a
(ik)
j,m :=

2 − δ|m|N
2N

kik(γ(jh),mh) +
1

2
δjm δik

− 2 − δ|m|N
2N

ni(γ(jh)) |γ′(mh)|nk(γ(mh)).

Aus diesen 2(2N + 1) Gleichungen erhalten wir das lineare Gleichungssystem














a
(11)
−N,−N . . . a

(11)
−N,N a

(12)
−N,−N . . . a

(12)
−N,N

...
...

...
...

a
(11)
N,−N . . . a

(11)
N,N a

(12)
N,−N . . . a

(12)
N,N

a
(21)
−N,−N . . . a

(21)
−N,N a

(22)
−N,−N . . . a

(22)
−N,N

...
...

...
...

a
(21)
N,−N . . . a

(21)
N,N a

(22)
N,−N . . . a

(22)
N,N

























u1,−N
...

u1,N

u2,−N
...

u2,N












=












b1(γ(−1))
...

b1(γ(1))
b2(γ(−1))

...
b2(γ(1))












zur Bestimmung der 2(2N + 1) Unbekannten u1,−N , . . . , u1,N , u2,−N , . . . , u2,N .

Damit setzen wir für x ∈ G

vd,h(x) :=
1

2N

N∑

m=−N

K(x,mh)um erf

(
m−N√

d
,
m+N√

d

)

als Näherung für Φd,h(x) und somit als Näherung für v(x).

3.3 Konvergenzuntersuchung

Wir untersuchen jetzt, wie gut vd,h das Geschwindigkeitsfeld v in G approximiert.
Für den Fehler

F (d, h, x) := |v(x) − vd,h(x)|
im Punkte x ∈ G verwenden wir wieder die Zerlegung

F (d, h, x) = |v(x) − Ψd,h(x) + Ψd,h(x) − Φd,h(x) + Φd,h(x) − vd,h(x)|
≤ |v(x) − Ψd,h(x)|

︸ ︷︷ ︸

=:F1(d,h,x)

+ |Ψd,h(x) − Φd,h(x)|
︸ ︷︷ ︸

=:F2(d,h,x)

+ |Φd,h(x) − vd,h(x)|
︸ ︷︷ ︸

=:F3(d,h,x)

,

wobei Fi(d, h, x) der Fehler im i-ten Approximationsschritt ist.
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3.3.1 Konvergenz im ersten Approximationsschritt

Für x ∈ G und y ∈ Γ gilt

|xi − yi| ≤ |x− y|
und

|x− y| ≥ dist(x,Γ).

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daher

|kik(x, t)| =
|(x− γ(t)) · n(γ(t))(xi − γi(t))(xk − γk(t))|

π|x− γ(t)|4 |γ′(t)|

≤ ‖γ′‖∞
π |x− γ(t)|

≤ ‖γ′‖∞
π dist(x,Γ)

.

Aus

v(x) − Ψd,h(x) =

∫ 1

−1

K(x, t) (u(t) − ud,h(t)) dt

folgt für die Komponenten

vi(x) − (Ψd,h)i(x) =

∫ 1

−1

ki1(x, t) (u1(t) − (u1)d,h(t)) dt

+

∫ 1

−1

ki2(x, t) (u2(t) − (u2)d,h(t)) dt.

Hieraus erhalten wir

|vi(x) − (Ψd,h)i(x)| ≤ ‖γ′‖∞
π dist(x,Γ)

∫ 1

−1

|u1(t) − (u1)d,h(t)| dt

+
‖γ′‖∞

π dist(x,Γ)

∫ 1

−1

|u2(t) − (u2)d,h(t)| dt.

Fordern wir nun, dass b ∈ C2(Γ,R2) ist, so folgt wieder ϕ ∈ C2(Γ,R2). Da Γ ein
C2-Rand ist, ist γ ∈ C2([−1, 1],R2), also ist u ∈ C2([−1, 1],R2), und somit sind
die Komponenten u1, u2 ∈ C2([−1, 1]).
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Mit der aus Satz 1.11 bekannten Abschätzung

∫ 1

−1

|ui(t) − (ui)d,h(t)| dt ≤ ‖ui‖∞




erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

1 − e−
2
d

h+ 2 ε0(d)





+ 2 ‖u′i‖∞ h

(

d

2
ε1(d) +

2 e−
1
d

√
πd

(

1 +
d

2

))

+ 2 ‖u′′i ‖∞ c(d)h2

sowie

‖ui‖∞ ≤ ‖u‖∞
und

F1(d, h, x) = |v(x) − Ψd,h(x)| ≤
√

2 max
i=1,2

|vi(x) − (Ψd,h)i(x)|

erhalten wir nun für d ≤ 2 die Fehlerabschätzung

F1(d, h, x) ≤
√

2 ‖γ′‖∞ ‖u‖∞
π dist(x,Γ)




erf
(

1√
d
, 2N+1√

d

)

1 − e−
2
d

h+ 2 ε0(d)





+

√
2 ‖γ′‖∞ ‖u′‖∞
π dist(x,Γ)

(

d ε1(d) +
e−

1
d (4 + 2d)√

πd

)

h

+

√
2 ‖γ′‖∞ ‖u′′‖∞
π dist(x,Γ)

2 c(d)h2.

3.3.2 Konvergenz im zweiten Approximationsschritt

Für x ∈ G und i, k ∈ {1, 2} ist die Funktion t 7→ kik(x, t) auf [−1, 1] stetig
differenzierbar. Wir setzen

L(x) := max
i,k∈{1,2}

max
t∈[−1,1]

|∂tkik(x, t)|.

Für t,mh ∈ [−1, 1] und i, k ∈ {1, 2} folgt dann mit dem Mittelwertsatz

|kik(x, t) − kik(x,mh)| ≤ L(x) |t−mh|.
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Für die Komponenten von Ψd,h − Φd,h erhalten wir nun

|(Ψd,h)i(x) − (Φd,h)i(x)| ≤ ‖u1‖∞ L(x)√
πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt

+
‖u2‖∞ L(x)√

πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt

≤ 2 ‖u‖∞ L(x)√
πd

N∑

m=−N

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt

Mit

∫ 1

−1

|t−mh| e−
(t−mh)2

dh2 dt ≤ d

N2

folgt

|(Ψd,h)i(x) − (Φd,h)i(x)| ≤
2 ‖u‖∞ L(x)√

πd

N∑

m=−N

d

N2
=

2 ‖u‖∞L(x)√
πd

d(2N + 1)

N2
.

Wegen

F2(d, h, x) = |Ψd,h(x) − Φd,h(x)| ≤
√

2 max
i=1,2

|(Ψd,h)i(x) − (Φd,h)i(x)|

erhalten wir schließlich

F2(d, h, x) ≤
2
√

2 ‖u‖∞ L(x)√
πd

d(2N + 1)

N2
≤ 2

√
2 ‖u‖∞ L(x)√

πd

d 3N

N2

und somit

F2(d, h, x) ≤
6
√

2 ‖u‖∞ L(x)√
π

√
d h.

Der Fehler F2 wird klein, wenn
√
d h klein ist, d.h. wenn der Gauß-Kern

t 7→ e−
(t−mh)2

dh2

eine schmale Glocke besitzt.
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3.3.3 Konvergenz im dritten Approximationsschritt

Ausgangspunkt im dritten Approximationsschritt ist die Integralgleichung (IGL)

ϕ(s) −
∫ 1

−1

K̃(s, t)ϕ(t) dt = B(s)

mit

K̃(s, t) := −2

(
k11(γ(s), t) − n1(s)n1(t)|γ′(t)| k12(γ(s), t) − n1(s)n2(t)|γ′(t)|
k21(γ(s), t) − n2(s)n1(t)|γ′(t)| k22(γ(s), t) − n2(s)n2(t)|γ′(t)|

)

und

B(s) := 2b(γ(s)).

Wir definieren die Operatoren

T, TN : C([−1, 1],R2) → C([−1, 1],R2)

durch

(Tϕ)(s) :=

∫ 1

−1

K̃(s, t)ϕ(t) dt

und

(TNϕ)(s) :=
N∑

m=−N

2 − δ|m|N
2N

K̃(s,mh)ϕ(mh).

Dann schreibt sich die IGL

ϕ− Tϕ = B.

Die IGL besitzt eine eindeutige Lösung u. Wie bei den harmonischen Funktionen
zeigt man: Für genügend große N ist die Näherungsgleichung

ϕN − TNϕN = B

eindeutig lösbar, und die Folge der Näherungslösungen konvergiert gegen die
Lösung u der IGL. Bei den Beweisen ersetzt man C([−1, 1]) durch C([−1, 1],R2),
und bei der Abschätzung der Beträge muss berücksichtigt werden, dass die Fro-
benius-Norm mit der euklidischen Norm verträglich ist. Hieraus kann man nun
wieder analog schließen, dass das LGS eindeutig lösbar ist und F3(d, h, x) gegen
Null geht für N → ∞.

70



3.4 Beispiele am Einheitskreis

Sei G der Einheitskreis. Dann ist Γ die Einheitskreislinie. Mit der bereits aus
Kapitel 2 bekannten Parametrisierung

γ : [−1, 1] → Γ, γ(t) :=

(
cos(πt)
sin(πt)

)

folgt wieder

n(γ(t)) = γ(t)

und

|γ′(t)| = π.

Wir erhalten nun

k11(x, t) =
(1 − x1 cos(πt) − x2 sin(πt))(x1 − cos(πt))2

(1 + |x|2 − 2x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))2

k12(x, t) =
(1 − x1 cos(πt) − x2 sin(πt)(x1 − cos(πt))(x2 − sin(πt)))

(1 + |x|2 − 2x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))2

k21(x, t) =
(1 − x1 cos(πt) − x2 sin(πt)(x1 − cos(πt))(x2 − sin(πt)))

(1 + |x|2 − 2x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))2

k22(x, t) =
(1 − x1 cos(πt) − x2 sin(πt))(x2 − sin(πt))2

(1 + |x|2 − 2x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))2

für x ∈ G und

k11(γ(jh),mh) =
1

2
sin2

(
π(j +m)

2N

)

k12(γ(jh),mh) = −1

4
sin

(
π(j +m)

N

)

k21(γ(jh),mh) = −1

4
sin

(
π(j +m)

N

)

k22(γ(jh),mh) =
1

2
cos2

(
π(j +m)

2N

)

für j ∈ {−N, . . . , N}.

71



Die Koeffizienten der Matrix des linearen Gleichungssystems sind somit

a
(11)
jm =

(2 − δ|m|N ) sin2
(

π(j+m)
2N

)

4N
− π(2 − δ|m|N ) cos

(
πj
N

)
cos
(

πm
N

)

2N
+
δjm
2

a
(12)
jm =

(δ|m|N − 2) sin
(

π(j+m)
N

)

8N
− π(2 − δ|m|N ) cos

(
πj
N

)
sin
(

πm
N

)

2N

a
(21)
jm =

(δ|m|N − 2) sin
(

π(j+m)
N

)

8N
− π(2 − δ|m|N ) sin

(
πj
N

)
cos
(

πm
N

)

2N

a
(22)
jm =

(2 − δ|m|N ) cos2
(

π(j+m)
2N

)

4N
− π(2 − δ|m|N ) sin

(
πj
N

)
sin
(

πm
N

)

2N
+
δjm
2
.

3.1 Beispiel. Der Randwert b sei gegeben durch b(x) = (1, 1)T . Wegen

∫

Γ

b(y) · n(y) ds(y) =

∫ 1

−1

b(γ(t)) · n(γ(t)) |γ′(t)| dt

=

∫ 1

−1

(
1

1

)

·
(

cos(πt)

sin(πt)

)

π dt

= π

∫ 1

−1

(cos(πt) + sin(πt)) dt

= 0

ist die Verträglichkeitsbedingung erfüllt. Es ist also sinnvoll nach einer Lösung zu
suchen. Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld v mit v(x) := (1, 1)T und die
Druckfunktion p = 0. Für x ∈ G gilt

∆v(x) =

(
0

0

)

, ∇p(x) =

(
0

0

)

, ∇ · v(x) = 0.

Also löst (v, p) die Stokes-Gleichungen

−∆v + ∇p = 0 in G, ∇ · v = 0 in G, v = b auf Γ.

Da das Geschwindigkeitsfeld eindeutig bestimmt ist, und die Druckfunktion ein-
deutig ist bis auf eine additive Konstante, erhalten wir: v = (1, 1)T ist das ein-
deutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld, und die Druckfunktion p ist konstant.

Wir betrachten fürN = 100 die Fehler |1−(vd,h)1| und |1−(vd,h)2| für verschiedene
Werte von d. Der Plotbereich wieder der Kreis mit dem Radius 0.9.
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Wie bereits bei den harmonischen Funktionen erhält man: Die Approximation ist
genauer für kleine d. Für größere d wird der maximale Fehler im Punkt (−0.9, 0)
angenommen, weil die Parametrisierung im Punkt (−1, 0) beginnt und endet.
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Für N = 200 erhält man:
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Die Fehler |1 − (v0.01,h)i| sind praktisch Null. Für d = 0.1 und d = 0.1 sind die
Fehler etwa halb so groß wie bei N = 100.
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3.2 Beispiel. Nun betrachten wir den Randwert b mit b(x) = (x1,−x2)
T . Dann

ist v = (x1,−x2)
T das eindeutig bestimmte Geschwindigkeitsfeld, und der Druck

p ist konstant. Wir betrachten wieder für N = 100 die gleichen Fehler wie im
letzten Beispiel im Kreis mit Radius 0.9.
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Hier erhalten wir für die beiden Komponenten sehr unterschiedliches Fehlerver-
halten im Punkt (−0.9, 0). Dies liegt offensichtlich daran, dass die Komponente
b1(γ(t)) = cos(πt) in den Randpunkten ihr Betragsmaximum annimmt, während
die Komponente b2(γ(t)) = − sin(πt) in den Randpunkten verschwindet. Wir
wissen (vgl. Beispiel 1.14), dass der Fehler |u − ud,h| auch in den Randpunkten
klein wird, wenn u am Rand verschwindet.

Bei N = 200 sind die Fehler für d = 0.01 wieder praktisch Null, und für d = 0.1
bzw. d = 1 erhalten wir
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Auch hier halbiert sich der Fehler, wie im letzten Beispiel.
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3.5 Beispiele an einer Ellipse

Sei nun Γ wieder die Ellipse, die beschrieben wird durch die Gleichung

x2
1

4
+ x2

2 = 1

und G das Innere der Ellipse.

Mit der bereits aus Kapitel 2 bekannten Parametrisierung

γ : [−1, 1] → Γ, γ(t) :=

(
2 cos(πt)
sin(πt)

)

folgt wieder

|γ′(t)| = π
√

1 + 3 sin2(πt)

und

n(γ(t)) =
1

|γ′(t)|

(
γ′2(t)

−γ′1(t)

)

=
1

√

1 + 3 sin2(πt)

(
cos(πt)
2 sin(πt)

)

.

Wir erhalten

k11(x, t) =
4(2 − x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))(x1 − 2 cos(πt))2

(5 + 2|x|2 − 8x1 cos(πt) + 3 cos(2πt) − 4x2 sin(πt))2

k12(x, t) =
4(2 − x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))(x1 − 2 cos(πt))(x2 − sin(πt))

(5 + 2|x|2 − 8x1 cos(πt) + 3 cos(2πt) − 4x2 sin(πt))2

k21(x, t) =
4(2 − x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))(x1 − 2 cos(πt))(x2 − sin(πt))

(5 + 2|x|2 − 8x1 cos(πt) + 3 cos(2πt) − 4x2 sin(πt))2

k22(x, t) =
4(2 − x1 cos(πt) − 2x2 sin(πt))(x2 − sin(πt))2

(5 + 2|x|2 − 8x1 cos(πt) + 3 cos(2πt) − 4x2 sin(πt))2

für x ∈ G und
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k11(γ(jh),mh) =
16 sin2

(
π(j+m)

2N

)

(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2

k12(γ(jh),mh) = −
4 sin

(
π(j+m)

N

)

(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2

k21(γ(jh),mh) = −
4 sin

(
π(j+m)

N

)

(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2

k22(γ(jh),mh) =
4 cos2

(
π(j+m)

2N

)

(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2 .

für j ∈ {−N, . . . , N}.

Die Koeffizienten der Matrix des linearen Gleichungssystems sind somit

a
(11)
jm =

(2 − δ|m|N ) 8 sin2
(

π(j+m)
2N

)

N
(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2 − π(2 − δ|m|N ) cos
(

πj
N

)
cos
(

πm
N

)

2N
√

1 + 3 sin2
(

πj
N

) +
δjm
2

a
(12)
jm =

(δ|m|N − 2) 2 sin
(

π(j+m)
N

)

N
(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2 − π(2 − δ|m|N ) cos
(

πj
N

)
sin
(

πm
N

)

N
√

1 + 3 sin2
(

πj
N

)

a
(21)
jm =

(δ|m|N − 2) 2 sin
(

π(j+m)
N

)

N
(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2 − π(2 − δ|m|N ) sin
(

πj
N

)
cos
(

πm
N

)

N
√

1 + 3 sin2
(

πj
N

)

a
(22)
jm =

(2 − δ|m|N ) 2 cos2
(

π(j+m)
2N

)

N
(

5 − 3 cos
(

π(j+m)
N

))2 − π(2 − δ|m|N ) 2 sin
(

πj
N

)
sin
(

πm
N

)

N
√

1 + 3 sin2
(

πj
N

) +
δjm
2
.
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3.3 Beispiel. Sei b = (1, 1)T . Dann ist v = (1, 1)T das eindeutig bestimmte
Geschwindigkeitsfeld, und der Druck p ist konstant. Wir betrachten wieder die
gleichen Fehler für N = 100. Der Plotbereich ist wieder wie in Kapitel 2.
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Hier liegt zwischen den Fehlern für d = 0.01 und d = 1 nur noch eine Zehnerpo-
tenz. Für N = 200 erhalten wir:
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3.4 Beispiel. Sei b = (x1,−x2)
T . Dann ist v = (x1,−x2)

T das eindeutig bestimm-
te Geschwindigkeitsfeld, und der Druck p ist konstant. Wir betrachten wieder die
gleichen Fehler, wie im letzten Beispiel, zunächst für N = 100.
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Für N = 200 erhält man:

-2
-1

0
1

2-1

-0.5

0

0.5

1
0

2´10-9
4´10-9
6´10-9
8´10-9

-2
-1

0
1

|v1 − (vd,h)1| für N = 200, d = 0.01

-2
-1

0

1

2-1

-0.5

0

0.5

1
0

2´10-9
4´10-9

-2
-1

0

1

|v2 − (vd,h)2| für N = 200, d = 0.01

-2
-1

0

1

2-1

-0.5

0

0.5

1
0

2´10-7
4´10-7

-2
-1

0

1

2

|v1 − (vd,h)1| für N = 200, d = 0.1

-2
-1

0
1

2-1

-0.5

0

0.5
10

5´10-8
1´10-7

1.5´10-7

-2
-1

0
1

2

|v2 − (vd,h)2| für N = 200, d = 0.1

-2
-1

0
1

2-1

-0.5

0

0.5

1
0

0.0025
0.005

0.0075
0.01

-2
-1

0
1

|v1 − (vd,h)1| für N = 200, d = 1

-2
-1

0

1

2-1

-0.5

0

0.5

1
0

0.001
0.002
0.003

-2
-1

0

1

|v2 − (vd,h)2| für N = 200, d = 1

Bei N = 100 liegt auch hier nur eine Zehnerpotenz zwischen den Fehlern für
d = 0.01 und d = 1. Was das unterschiedliche Fehlerverhalten der beiden Kom-
ponenten im Punkt (−0.9, 0) angeht, so gilt wieder das in Beispiel 3.2 Gesagte.
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Bemerkungen und Ausblick

Alle numerischen Beispiele wurden mit dem Computeralgebrasystem Mathema-
tica behandelt. Die linearen Gleichungssysteme wurden mit dem Mathematica-
Befehl Solve gelöst. Alle Bilder wurden mit den Mathematica-Befehlen Plot bzw.
Plot3D erzeugt.

Auch bei den Stokes-Funktionen kann man wie bei den harmonischen Funktionen,
ausgehend von der Darstellung

v(x) =

∫ 1

−1

K(x, t)u(t) dt ,

die gesuchte Funktion u ersetzen durch die Spline-Interpolierende

usp
h (t) :=

(
(u1)

sp
h (t)

(u2)
sp
h (t)

)

=
N∑

m=−N

u(mh) sm(t)

und erhält durch analoges Vorgehen wie bei den harmonischen Funktionen

vsp
h (x) =

1

2N

N∑

m=−N

K(x,mh)um (2 − δ|m|N ).

Ebenso erhält man: Für alle x ∈ G ist

lim
d→0

vd,h(x) = vsp
h (x).

Numerische Beispiele zeigen, wie bereits bei den harmonischen Funktionen, dass
vsp

h praktisch das gleiche Ergebnis liefert wie vd,h für d = 0.01.

Im ersten Kapitel haben wir für Funktionen u aus C2([−1, 1]) neben der direk-
ten Quasi-Interpolierenden ud,h auch die Quasi-Interpolierende ũd,h betrachtet,
die dadurch entsteht, dass die Funktion u zu einer C2

0(R)-Funktion ũ fortgesetzt
wird. Im Weiteren sind wir auf diese Quasi-Interpolierende nicht mehr eingegan-
gen. Wir wollen nun kurz beschreiben, wie das Approximationsverfahren unter
Verwendung von ũd,h aussieht, und warum dieses nicht weiter berücksichtigt wur-
de. Stellvertretend betrachten wir das Dirchlet-Problem aus Kapitel 2.

Ersetzt man im ersten Approximationsschritt u durch ũd,h statt ud,h, so erhält
man 4N + 1 Summanden statt 2N + 1. Im zweiten Approximationsschritt wird
dann die Funktion t 7→ k(x, t) periodisch fortgesetzt, damit k(x,mh) für alle
m definiert ist. Für m = −N, . . . , N bestimmt man wieder mit dem Nyström-
Verfahren Näherungswerte um von u(mh). Um Näherungswerte ũm von ũ(mh)
für m < −N bzw. m > N zu erhalten, kann man nun die Ableitungen u′(±1)
und u′′(±1) durch die einseitigen Differenzenquotienten approximieren.
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Geht man wie eben beschrieben vor, so erhält man für große d eine bessere Ap-
proximation, als beim Verfahren mit ud,h, jedoch auch die doppelte Anzahl an
Summationen. Für kleine d ist kein Unterschied mehr zu merken, nur der nu-
merische Aufwand ist wegen der vielen Summationen höher. Dies ist der Grund,
warum dieses Verfahren hier keine weitere Berücksichtigung gefunden hat.

Schließlich wollen wir noch einen Ausblick auf die Behandlung dreidimensionaler
Probleme geben. Auch im Dreidimensionalen erhält man sowohl für die Laplace-
Gleichung als auch für die Stokes-Gleichungen im Gebiet G Lösungsdarstellungen
in Form von Doppelschichtpotentialen. Ebenso erhält man Fredholmsche Ran-
dintegralgleichungen zweiter Art zur Bestimmung der gesuchten Dichte auf dem
Rand. Der wesentliche Unterschied zum zweidimensionalen Fall ist nun, dass die
Randintegrale schwach singuläre Kerne haben.

Mit Hilfe von

Θd,N : [−1, 1]2 → R , Θd,N(t1, t2) := ϑd,N(t1)ϑd,N(t2)

kann man hier die direkte Quasi-Interpolierende für Funktionen u : [−1, 1]2 → R

definieren und erhält analoge Fehlerabschätzungen. Nun kann man analog zum
zweidimensionalen Fall vorgehen. Bei der Bestimmung von Näherungswerten mit
dem Nyström-Verfahren kann man nun nicht ohne Weiteres Quadraturverfah-
ren anwenden, die stetige Integranden voraussetzen, denn die Integralkerne sind
schwach singulär. Hier bietet sich das Nyström-Verfahren für schwach singuläre
Kerne an [22].
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