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1 Einleitung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines adaptiven, schnel-
len Multipolverfahrens zur numerischen Losung der Gleichungen von Stokes.
Diese Gleichungen beschreiben bei konservativen dufseren Kriften die statio-
nidre Bewegung einer ziahen inkompressiblen Fliissigkeit in einem zweidimensio-
nalen Stromungsgebiet G mit Rand 0G: Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld
u = u(x) = (u1(x), uz(x))” und eine skalare Druckfunktion p = p(x) als Losung
der Gleichungen

—Au+Vp= 0 in G,
V-u= 0 in G, (1)
u= b auf 0G.

Dabei setzen wir G als einfach zusammenhéngendes Gebiet mit glattem Rand
OG von der Klasse C? voraus. Die Funktion b = (b;(x), b2(x))? ist ein auf 9G
vorgegebener stetiger Randwert, der im Fall eines beschrinkten Gebietes G der
Kompatibilitdtsbedingung

/ b-Ndo=0

oG

mit der ins Aukere von G weisenden Einheitsnormalen N geniigt. Im Fall eines
unbeschrinkten Gebietes kommen zu (1) noch geeignete Abklingbedingungen
hinzu.

Zur numerischen Losung von (1) werden in der Regel Randelementemethoden
(REM) eingesetzt. Dabei wird das vorliegende Randwertproblem zunéchst in ein
System von Fredholmschen Integralgleichungen erster oder zweiter Art auf dem
Rand des betrachteten Gebietes iiberfiihrt. Diese Randintegralgleichungssysteme
werden dann mit Hilfe eines Kollokationsverfahrens oder eines Galerkinverfahrens
diskretisiert. Es entstehen lineare algebraische Gleichungssysteme, deren Lésun-

gen iiber einen speziellen Potentialansatz zu einer approximativen Losung von
(1) fiithren.

Die Vorteile dieser Verfahren insbesondere bei Aufenraumproblemen sind hin-
langlich bekannt: Anstelle eines unbeschrinkten Gebietes ist nur der beschrank-
te Gebietsrand zu diskretisieren. Komplizierte Geometrien, die bei der Finite-
Differenzen-Methode (FDM) oder bei der Finite-Elemente-Methode (FEM) hau-
fig Probleme bereiten, sind hier einfach zu handhaben. Und schliefslich fiihrt die
Dimensionsreduktion vom Ubergang eines Gebietes auf dessen Rand zu einer er-
heblich kleineren Dimension der resultierenden linearen Gleichungssysteme als
dies bei der FDM oder der FEM der Fall ist.
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Da mit dem Ubergang von den Differentialgleichungen zu den Integralgleichun-
gen der lokale Charakter der Problemstellung (1) verloren geht, sind die aus
der REM resultierenden Systemmatrizen allerdings unsymmetrisch und vollbe-
setzt, im Gegensatz zu den aus der FDM oder der FEM resultierenden Matri-
zen. Hinzu kommt, dass zur Berechnung der einzelnen Matrixkomponenten zum
Teil rechenintensive (schwach) singuldre Integrale auszuwerten sind. Konventio-
nelle Losungsmethoden wie zum Beispiel das Eliminationsverfahren von Gaufs
erfordern hier O(n®) Rechenoperationen und O(n?) Speicherplitze, wodurch
die Effektivitdt der REM besonders fiir groe Dimensionierungen wieder ein-
geschrankt wird. Um hier Abhilfe zu schaffen wird in der vorliegenden Arbeit
ein schnelles Summationsverfahren fiir die aus (1) resultierenden Gleichungssy-
steme entwickelt, das iterative Losungsverfahren mit einer schnellen adaptiven
Multipolmethode koppelt. Diese Vorgehensweise ermoglicht die Auswertung der
Matrix-Vektor-Produkte der REM mit quasilinearem Aufwand fiir Rechenopera-
tionen und Speicherplatz. Dazu wird eine hierarchische Unterteilung des Randes
mit Hilfe einer Cluster-Baumstruktur geschaffen und zwischen Nah- und Fernfeld
unterschieden: Wéahrend man im Nahfeld Interaktionen direkt berechnet, werden
im Fernfeld die Kerne der Randintegraloperatoren durch geeignete Entwicklun-
gen approximiert. Im Zusammenspiel mit dem iterativen Loser konnen auf diese
Art REM-Simulationen auf sehr feinen Diskretisierungsstufen (iiber 10° Kollo-
kationspunkte) durchgefiihrt werden.

Die Multipolmethode geht auf Rokhlin [57] zuriick und ist urspriinglich ein Ver-
fahren zur Teilchensimulation. Sie wurde dann von Greengard und Rokhlin [25],
[27] weiter entwickelt. Inzwischen existiert eine Vielzahl dieser Methoden fiir ver-
schiedene Randwertaufgaben der Laplacegleichung [?]|, der Helmholtzgleichung
[24], der Elastizitiatsgleichungen [78], [79] und fiir elektromagnetische Feldpro-
bleme (siehe auch unter http://www.fastfieldsolvers. com /links.htm fiir industri-
elle Anwendungen).

Im Einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt: Nach der Einleitung werden
im zweiten Kapitel potentialtheoretische Losungsmethoden fiir (1) zusammen
gestellt: Ausgangspunkt sind in Abschnitt 2.1 die hydrodynamischen Green-
schen Formeln und Eindeutigkeitsaussagen fiir die Losung der klassischen vier
Randwertprobleme (Dirichlet- und Neumann-Problem im Innen- und Aufenge-
biet). Anschliefend wird in Abschnitt 2.2 der Stokes-Fundamentaltensor mit Hil-
fe der Fourier-Transformation explizit ausgerechnet, eine Darstellungsformel fiir
die Losung der Stokes-Gleichungen in Termen ihrer Dirichlet- und Neumann-
Daten angegeben und die wichtigsten Eigenschaften der hydrodynamischen Li-
nienpotentiale zusammen gestellt. Im Abschnitt 2.3 wird eine Randintegralglei-
chungsmethode angegeben, die fiir die beiden Dirichlet-Probleme im Gegensatz
zum klassischen Fall auf eindeutig l16sbare Systeme von Randintegralgleichungen
fiihrt. Das dritte Kapitel beschiftigt sich mit der Numerik der aus dem inne-
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ren Dirchlet-Problem resultierenden Randintegralgleichungen (21). Diese wer-
den zunichst geeignet parametrisiert und anschliefend mit dem so genannten
Nystrom-Verfahren diskretisiert. Bei diesem Verfahren wird die unbekannte Be-
legungsdichte als Linearkombination stiickweise linearer Splines dargestellt und
der Integraloperator durch ein auf der summierten Trapezregel basierendes Qua-
draturverfahren approximiert. Die Konvergenz des Verfahrens folgt dann mit Hil-
fe der Theorie kollektiv kompakter Operatoren aus bekannten Resultaten zum
Kollokationsverfahren [30]. Im vierten Kapitel werden die aus dem Nystrom-
Verfahren resultierenden linearen algebraischen Gleichungssysteme Ax = Db ite-
rativ gelost. Wir untersuchen dazu zwei Iterationsverfahren, namlich in Abschnitt
4.1 das Verfahren GMRES (Generalized Minimal Residual), ein Vertreter der
Krylovraum-Methoden und in Abschnitt 4.2 das Verfahren GB (Good Broyden),
das Broyden-Verfahren mit der "guten” Update-Formel, einer Schrittweitensteue-
rung und kompakter Speicherung. Wahrend GMRES in jedem Schritt die eukli-
dische Norm des Residuums ry = b — Axy, minimiert, verringert GB die eukli-
dische Norm des Fehlers ey = x* — xi . Dabei ist x, die aktuelle Iterierte und
x* die exakte Losung von Ax = b. Zur Reduktion des Aufwandes bei der itera-
tiven Losung des vorliegenden Gleichungssystems werden im fiinften Kapitel die
Grundlagen fiir eine adaptive schnelle Multipolmethode geschaffen. Dazu werden
in Abschnitt 5.1 zunéchst einige Eigenschaften komplexer Reihenentwicklungen
zusammen gestellt und anschliefend in Abschnitt 5.2 die einzelnen Bestandteile
der hydrodynamischen Potentialkerne komplexifiziert. Die Reihenentwicklungen
dieser komplexifizierten Bestandteile mit den entsprechenden Fehlerabschatzun-
gen bei Reihenabbruch nach p Summanden werden in Abschnitt 5.3 hergeleitet
(Lemma 5.3, Satz 5.4). Dariiber hinaus wird angegeben, wie sich die Entwick-
lungen von Ladungsmengen verschieben (Satz 5.5) und als lokale Taylorentwick-
lungen darstellen lassen (Satz 5.6). Diese Resultate bilden die Grundlage fiir den
im sechsten Kapitel entwickelten Multipolalgorithmus nach Carrier, Greengard
und Rokhlin [13], der ein Verfahren zur schnellen Berechnung des Potentialfeldes
eines Systems von n Ladungsteilchen darstellt: Die Multipolmethode stellt das
Potential dieser Teilchen durch Reihenentwicklungen dar. Diese lassen sich in an-
dere Entwicklungspunkte verschieben und aufsummieren. Dadurch kann man die
Potentiale mehrerer Ladungen zusammenfassen. Durch geschicktes Ausnutzen
dieser Moglichkeiten und eine geeignete hierarchische Gruppierung der Teilchen
gelingt dann die gewiinschte Reduktion des Aufwandes. Die Multipolmethode
wird zur Berechnung des Potentials bei weit genug entfernten Ladungsteilchen
verwendet. Interaktionen zwischen naheliegenden Teilchen werden direkt berech-
net. Nach einer einleitenden Heuristik (Abschnitt 6.1) und der verwendeten No-
tation (Abschnitt 6.2) erfolgt die formale Beschreibung in Abschnitt 6.3. Es folgt
der eigentliche Algorithmus (Abschnitt 6.4) in einer Pascal-dhnlichen Syntax zu-
sammen mit der entsprechenden Komplexitits- und Speicherplatzanalyse. Ver-
schiedene numerische Testrechnungen im siebten Kapitel belegen eindrucksvoll
die Ergebnisse der Komplexitdtsanalyse.
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2 Potentialtheoretische Grundlagen der Stokes-
Gleichungen im R’

2.1 Randwertaufgaben und Eindeutigkeit der Losungen
2.1.1 Einfiihrende Notation

Fiir x := (z1,73), ¥y := (y1,52) € R? verwenden wir

2
=Yww, = VER
=1

fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y und den Betrag des Vektors
x € R?. Fiir eine Matrix A = (Ag)k=1, . m.1=1,..n ist AT = (Ay) die
zugehorige transponierte Matrix. Wir setzen auferdem den Betrag der Matrix
A durch die Definition

fest.

Ist u:= ux) := (u(x),uy(x))’ einein x := (r1,25) € R? definierte
Vektorfunktion, so bezeichnet 0Qyuy := 6‘?3 ug, die partielle Ableitung der k-ten
Komponente w; von u nach der Varlablen x;, L,k = 1,2. Wir schreiben
Vu = (Quy)y o fiir die 2 x 2 - Matrix der ersten partiellen Ableitungen von
u . Manchmal verwenden wir auch die Bezeichnung

(Vul)T
V p—
! ((m)T
mit dem Zeilenvektor (V)T := (dyu;, dpuy). Den Spaltenvektor Vu, := (01uy, 82ul)T
nennen wir den Gradienten der Funktion u; .

2

Mit A := 0,0, bezeichnen wir den Laplace-Operator im R? . Fiir
=1

u: R — R gilt folglich

2

2
— lz:; Glﬁlu Z axl

Fir u:= (ul,ug)T definieren wir analog Au durch

Au(x) = (Auy(x), Ausg(x (Z@lﬁlul Zalalug )
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und die Divergenz von u durch
2
Vou(x) = divu(x) = Y du(x).
=1

Ist G C R? ein Gebiet, d.h. eine offene einfach zusammenhéngende Punktmen-
ge, so bezeichnen wir mit dG den Rand und mit G := G UOG den Abschluss
von G . Wir setzen G* :=R*\G.

Mit Ck(G), k € Ny bezeichnen wir die Menge aller in G definierten, k-
mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen « : G — R . Entsprechend
verwenden wir C*(G)? im Falle vektorwertiger Funktionen u : G — R?
mit v, € C*(G) fiirl =1,2. Im Falle k = 0 verwenden wir einfach C(G), ...
an Stelle von C°(G), .... Unter C*(G)?, k € N verstehen wir die Menge aller
Funktionen u € C*(G)?> — R?, deren Divergenz in G verschwindet.

Um die Glattheit der Berandung OG eines Gebietes G C R? auszudriicken,
schreiben wir G € C* genau dann, wenn sich G mit Hilfe einer Parametri-
sierung ¥ : D — 0G mit D C R, ¥ € C*(D) lokal darstellen lisst. Mit
diesen Bezeichnungen kénnen wir nun den formalen Stokes-Operator einfiihren:

Definition 2.1 Sei G C R? ein Gebiet und u € C*(G)?, p € CYG) .
Dann heifst S mat
qu . —Au+ Vp
P V- u
formaler Stokes-Operator. Analog heifit S mit
. [(—Au—=Vp
s e < o )

der zu S formal adjungierte Stokes-Operator. Ist 1 die zwetdimensionale Fin-
heitsmatriz und
1 . 1
Du = - (Vll + (Vu) ) = = (8luk. + 8kul)
2 2 kl=1,2
der so genannte Deformationstensor, so definieren wir die zueinander formal
adjungierten Spannungstensoren T und T durch

Ty, = —2Du+pl,

bzw.
Ty = —2Du-pl,.
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Mit der soeben eingefiihrten Notation lassen sich die homogenen Stokes-Gleichungen
—Au+Vp = 0 in G,
Vu = 0 in @
kurz durch die Gleichung
Sy = (8) in G

beschreiben.

2.1.2 Die Greenschen Formeln

Die Greenschen Formeln bilden ein wichtiges Hilfsmittel zur Entwicklung von
Losungsdarstellungen (vgl. [49], [56]).

Satz 2.2 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdngendes Gebiet
mit Rand 0G € C', und N := N(y) sei die ins Aufere von G weisende
Einheitsnormale in 'y € 0G . Auflerdem seien Funktionen

u,v € C3G)? n CYG)?
und B
p.g € CY(G) N C%(G)
gegeben. Sind zusdatzlich Sy - (3), S's (), Sy - (p), Sy -(p), sowie
"1
Du:Dv = Z 3 (Oyug + Opuy)
Lk=1

(ébvk + 8k.vl)

N —

in G integrierbar, dann gilt die erste Greensche Formel
/sg () dy = 2/Du . Dvdy + /(T}.}N)-vdo
G G oG
und die zweite Greensche Formel
Jusy -t sy = [(@EN)y - u @y N)
G oG

wobet do hier das Linienelement bezeichnet.
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2.1.3 Die Randwertaufgaben

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die klassischen Randwertaufgaben der Hy-
drodynamik und entwickeln Eindeutigkeitssitze fiir ihre Losungen.

Definition 2.3 Es sei G C R?* ein beschranktes einfach zusammenhngendes
Gebiet mit Rand 0G € C? und G* := R*\ G das zugehirige Aufengebiet.
Auperdem sei b € C(0G)? gegeben. Wir nennen zwei Funktionen

u € CXG)?, p € CHG)

eine Losung des inneren Dirichlet-Problems fiir die Gleichungen von Stokes zum
Randwert b genau dann, wenn

Sy = (8) in G
gilt und u stetig auf 0G fortgesetzt werden kann mit
u = b auf 0G.

In diesem Fall muss b die Vertriglichkeitsbedingung faG b-Ndo =0 erfillen.

Entsprechend heifst u,p eine Lisung des inneren Neumann-Problems zum Rand-
wert b genau dann, wenn

Se = (8)
gilt und T N stetig auf 0G fortgesetzt werden kann mit
Ty N = b auf 0G.

Analog bilden die Funktionen u € C2(G*)? p € CYG*) eine Lisung des
aufseren Dirichlet-Problems fiir die Gleichungen von Stokes zum Randwert b
genau dann, wenn

Sy = () in G
erfillt ist bei stetiger Fortsetzung von u auf 0G mit

u = b auf 0G.

Das Paar u,p heifst eine Losung des dufleren Neumann-Problems fiir die Glei-
chungen von Stokes zum Randwert b genau dann, wenn

Sy = (8) in G*
erfillt ist bei stetiger Fortsetzung von TH N auf 0G mit

TYN = b auf 9G.
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Es wird sich im Folgenden herausstellen, dass das innere Neumann-Problem fiir
den Geschwindigkeitsanteil u nur bis auf so genannte Starrkérperbewegungenen
eindeutig losbar ist:

Definition 2.4 Es sei G C R* ein Gebiet und u € C* (G)%. Erfillt u die
Gleichung
Vu + (Vu)! = 0 in G,

so nennen wir u eine Starrkérperbewegung in G .

Satz 2.5 Es sei G C R* ein Gebiet und u € C'(G)% Dann besitzt die
Gleichung
Vu + (Vu)! = 0 in G

genau dret linear unabhdngige Losungen. Diese haben die Form
u(x) = Cx + d.

Dabei ist C = (Cig)ik=12 eine reelle Matriz mit cy = —ci; (i,k = 1,2) und
d € R?

Beweis: Aus der Gleichung Vu(x) + (Vu(x))? = 0 folgt, dass die i—te Kom-
ponente u; des Vektors u nicht von der i—ten Komponente x; des Arguments
x, ¢ = 1,2 abhéngt: Mit

erhilt man speziell fiir 1 = &
=0

und daher g—zj = 0. AuBerdem folgt aus (2), dass jedes w; nur linear von zy fiir
1 # k abhéngt: Da wu; nicht von x; abhingt, hingt auch 0, u; = —0k u; nicht
von xj, ab. Es gilt folglich

i () = cpag + d;, i1+ k (3)
und 5 9
U; U
= ¢ i =0 4
8xk+8xi Ci. + Cg ()
liefert c;;, = —cy;, wie beauptet. Ist andererseits diese Bedingung erfiillt, so er-

gibt der Ansatz (3) stets eine Losung u der Gleichung Vu + (Vu)? = 0, deren
gesamter Losungsraum hiermit gegeben ist.

Die Koeffizienen ¢, bilden eine Matrix C = (ci)ir=12 € R**?, ¢; = 0. Der
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unterhalb der Hauptdiagonale in der Matrix C stehende Eintrag lisst sich be-
liebig vorgeben, wobei C damit vollstindig festgelegt ist. Dann sind fiir den
Vektor d = (di, d»)7 beide Eintréige frei withlbar. Daher gibt es insgesamt
drei frei wiahlbare Eintrége bzw. linear unabhéngige Losungen der Gleichung
Vu+ (Vu)? =0. O

Fiir die oben formulierten Randwertaufgaben gilt folgender Eindeutigkeitssatz
(vgl. [5], [56], [75, S. 16 |):

Satz 2.6 (Eindeutigkeitssatz) Es sei G C R® ein beschrinktes einfach zu-
sammenhingendes Gebiet mit Rand 0G € C? , G* :=R?\ G und b € C(0G)>.
Dann gelten die folgenden Eindeutigkeitsaussagen tber die Randwertprobleme der
Gleichungen von Stokes:

- Im Falle des inneren Dirichlet-Problems existiert zu jedem wvorgegebenen
Randwert b, der die Vertrdiglichkeitsbedingung faab -Ndo = 0 erfillt,
hochstens eine Geschwindigkeitsfunktion u und héchstens eine bis auf eine
additive Konstante eindeutig bestimmte Druckfunktion p.

Im Fulle des inneren Neumann-Problems existiert zu jedem vorgegebenen
Randwert b, der die Vertraglichkeitsbedingungen

/ bdo = 0 und / (byzy — boxy)do = 0
aG Ple

erfillt, hochstens eine bis auf eine additive Starrkorperbewequng eindeutige
Geschwindigkeitsfunktion u. Die Druckfunktion p ist in diesem Fall ein-
deutig bestimmi.

- Unter den Losungen u,p des dufleren Dirichlet-Problems gibt es héchstens
eine Losung, die die Abklingeigenschaften

u(x) = O(1), Vu(x) = 0(x[%), px) =0 (x7), xl—-o

besitzt.

Unter den Lisungen u,p des dufleren Neumann-Problems gibt es zu je-
dem Randwert b, der die Vertriglichkeitsbedingung fadeO = 0 erfillt,
hdchstens eine bis auf eine additive Konstante eindeutige Losung, die die
Abklingeigenschaften

u(x) = O(1), Vu(x) = 0(x[7%), px) = O0(x[7?), x|l—-o0
(6)

besitzt.

Zum Nachweis der Existenz von Losungen der Randwertaufgaben entwickeln wir
in den néchsten Abschnitten die benotigten potentialtheoretischen Grundlagen.
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2.2 Fundamentaltensor und Linienpotentiale
2.2.1 Die Grundl6sungsmatrix

Im Folgenden werden wir mit Hilfe der Fouriertransformation im Fall n = 2 die
Grundlésung des Stokes-Operators ermitteln. Wir wollen also diejenige Matrix
E := (Ejk); 1_ 4,3 bestimmen, die im Distributionensinn der Gleichung
SE=013

geniigt. Dabei schreiben wir die Matrix E als Aneinanderreihung von Spalten,
also E = (E;,Ey, E3) mit E;, = (Ejk)j=1,2,3 fir £ =1,2,3. Mit SE =
(SE;, SEs, SE3) meinen wir die Anwendung des Operators S auf die einzelnen
Spalten Ej := (Ej;);_, ,5 von E, definiert durch

—AE, + VE
Sv:Ej€ = ( ' 37k) )

V- Ex
wobei Ej, = (Ejk);_, fiir k = 1,2,3 derjenige Spaltenvektor ist, der aus

E, durch Streichen der letzten Komponente entsteht . Aullerdem ist Iz die
dreidimensionale Einheitsmatrix und 6 die Deltadistribution.

Wir verwenden die Bezeichnung

1

C::CQZ:%

fiir die aus der Fourieranalysis bekannte dimensionsabhingige Normierungskon-
stante und definieren

PF (@)= FIfl (@)i=c [ £ e dx
RQ

als die zweidimensionale Fouriertransformierte F'f einer gegebenen Funktion

2
f. Hier bedeutet wieder a -x := > a;z; das Skalarprodukt der Vektoren
=1

a= (a,a2)" und x = (21, 12)7

Die inverse zweidimensionale Fouriertransformierte F~'¢g der Funktion g¢
ist dann gegeben durch

Flg(x):=F g (x):= c/ g(a) e'* *da.
R?
Zur Ermittlung der Grundlosungsmatrix E bestimmen wir zunéichst die Fou-
riertransformierte [ SEy . Hierbei unterscheiden wir zwei Félle.
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1.Fallk €1,2 :
Die k-te Spalte der Ausgangsgleichung lautet hier

SEy = (650);_145 - (7)
Fouriertransformation ergibt wegen Fo =c (vgl. [73, S. 108|) die Beziehung
—AE;, + VE
FSE, (a) = F( BTk )(a)
V- Ex

(\a\Q FE4(a) +~7ja FE37k(a)) (8)
ia- FEg(a)

Der Spaltenvektor d) ist dabei definiert durch &y, = (0j1);_,,5 mit dem
Kroneckersymbol 0, . Wegen £ # 3 lautet die letzte Komponente dieser
Vektorgleichung

ia - FEg(a) = 0.

Wir bilden das Skalarprodukt der ersten zwei Gleichungen von (8) mit dem Vek-
tor a und erhalten

|a|® a FE,(a) + ila]* FEs.(a) = cay, .

Dies ergibt

FE = k=12
3,k(a) ‘a‘Q 9 )
Hieraus folgt
~ —ica ~ ca
|a|2FEk(a)+iaW2k - |a|2FEk(a)+aﬁ = ¢y,
1
e Fhy(a) = 5, - C%
SN PR PYE
oder komponentenweise
C ca;a .
FEj(a) = —5 0 — — 20 kyj=1,2. (9)
al al

Zur Ermittlung von £E;; durch inverse Fouriertransformation werden wir die
beiden rechter Hand stehenden Terme getrennt behandeln. Zunéchst geben wir
die Grundlssung des Operators A im R? an (vgl. [73, S. 145]):

Ailn\x] =94

W2
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mit dem Umfang der zweidimensionalen Einheitssphéire wy = 27. Durch Fourier-
transformation beider Seiten ergibt sich hieraus

F (A wiz In \x|) (a) = |a]2F (‘%2 In |x\) (a) = F(5) = ¢

F (-wiQ 1n|x\) (a) = #

1 1 1
A? (—4— (— x|? — |x/|? ln\x|)) =A—Inlx| =94
Wao 2 W2

gilt, erhalten wir

und somit

Damit folgt

Folglich gilt
1 1
FU -2 ) = — (2P - x]?1 : 1
(“e) = 1 (2 P i) (10)

Wir wenden nun die inverse Fouriertransformation auf die bereits ermittelte Glei-
chung (9) an und erhalten

_ c 1 {caa;
Ejx(x) = 0uF 1<|a|2) - ( \5\4]) >
1 [ —crapta;
= —5.—1 _ ="
5ka2 1’1|X‘ ( |a|4 ) (X)
1 —c
= —0a—1 — 0.0, F 1 —
6ﬂ€w2 n|X‘ ajak (|a|4) (X)

1 1
= _6jkw_2 In |X‘ — 838k 4—102 (— |X‘2 _ |X‘2 In ‘X|)

1 1 T; T
= —5p—1 — (641 J
gk;w2 H|X‘ + 2w2 ( ik Il‘X| + |X‘2 )

1 T; T
= — | =0 1 J )
2wo ( 7k nlx| o+ x| )
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Schlieflich folgt aus der bereits bekannten Gleichung

—ica
FEs3(a) = WQ’“ k=12 (11)

das Ergebnis

Buld = £ () 00

|al?
_ -1 ¢
= o ()
1 Ty
- _ —— ] = k=12
ak ( ) I1|XD W ‘X|2’ )

2. Fall k=3 :
Wir betrachten nun die Ausgangsgleichung SE = I3 in der dritten Spalte, das
heifit

SE; =003 .

Wegen F = ¢ erhalten wir durch Fouriertransformation

. (—AE3 +VEs3 )(a)

FSEg(a): v E
* Lk

_ (!aP FEs(a) + ia FEg,g(a)) (12)
a ia- FEg(a)

= F((Sg 5)(8) = 053 .
Aus der letzten Komponente dieser Vektorgleichung folgt
ia-FEs(a) = ¢

beziehungsweise
a-FEs(a) = - e,
i

Skalarproduktbildung der verbleibenden Komponenten mit dem Vektor a liefert
|a|? a- FEs(a) +i|a?FEs3(a) = 0,

also B
la*a- FEg(a)  |af’c

Pl = TR T

Y
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und somit
E373(X) = Fﬁl(C) =94.

Durch Einsetzen folgt

|a]’FEs(a) = —ia FFEs3(x) = —iac,
also ergibt sich _
FEz(a) = _‘Za‘c?a
und folglich .
Es(x) = P X .

Mit w, = 27 hat die Grundlésungsmatrix E(x) = (Ejx(x)), ,_, 55 die folgende
Gestalt:

1 (zx1 xr1x2 1
4 < |x]2 In ‘X’) 4r|x|? 2m|x|?
= T2x 1 2T T
E(X) 47r2|x\l2 ir ( |)2(\22 — In ’X‘> 27r\)2c|2
T _T2
2|2 2|2 6(x)

2.2.2 Eine Darstellungsformel

Satz 2.7 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdngendes Gebiet
mit Rand 0G € C?, G* := R*\ G und N := N(y) die ins Auflere von G
weisende Einheitsnormale in 'y € 0G . Ist u € C*(G)* und p € CY(G) eine
Lésung der Gleichungen von Stokes

—Au+Vp=0 in G, V-u=0 in G,
so gilt die Darstellungsformel
J (8 M) - Bix—y) — uly) - BB y)NG)) doy
oG

—ug(x), x € G, k=1,2,
= —p(x), x € G, k=3,
0, x € G" .
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Dabei ist E; der k—te Spaltenvektor aus der Grundlésungsmatrix, aus dem
die letzte Komponente FEj; weggestrichen wurde. T;E,(x —y) ist diejeni-
ge 2 x 2-Matrix, die durch Anwendung des Spannungstensors 7y auf den
k-ten Spaltenvektor Ej; der Grundlosungsmatrix E entsteht. Die Differen-
tiationen im Spannungstensor 7y sind dabei nach y durchzufiihren. Schliefs-
lich ist Ty Ex(x —y) N(y) die iibliche Matrix-Vektor-Multiplikation der Matrix
TyEj(x — y) mit der Einheitsnormalen N(y). Der Beweis dieser Aussage befin-
det sich in |75, S. 16-17)].

Der obige Satz gibt eine Darstellung fiir jede Komponente wu;(x) des Vek-
tors u(x) bzw. fiir p(x) an. Um den gesamten Zeilenvektor (u;(x),usz(x), p(x))
darzustellen, bendtigen wir noch das Symbol << ., . > . Dieses Symbol
erkliren wir fiir Vektoren a € R*? und Matrizen A := (A4;) € R*™ gemif

2 2
< aA> = <ZajAj1, ,ZajAjm> .

j=1 j=1

Aus dem obigen Satz erhilt man damit die Zeilendarstellungsformel

/ < T} N(Y),E(Z)(x —y) > doy, — / < u(y)’T}’, E(x — y)N(y) > do,
ple i
— _<“1(X)= U2(X),p(x)> ,x € G

0 ,x € RA\G.

Hierbei ist E*)(x —y) diejenige 2 x 3 - Matrix, die aus der Grundlésungsma-
trix E(x —y) durch Streichen der untersten Zeile entsteht.

T
Mit der Bezeichnung [ v(y)do := (f vi(y)do, ..., [ vm(y)do) fiir
T} oG oG
Vektorfunktionen v = (vq, ... ,v,,)T liefern unsere Ergebnisse auch die Spal-
tendarstellung

[ B =) T3 Ny doy — [ TB(x=y)N(y) uly)do,
oG oG

0 , v e G*.

Unter E®)(x —y) verstehen wir dabei diejenige 3 x 2 - Matrix, die aus der
Grundlésungsmatrix E (x —y) durch Streichen der letzten Spalte entsteht.
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Zur Abkiirzung fithren wir den Doppelschichttensor D(x,y) ein. Unter D(x,y)
verstehen wir die 3 x 2 - Matrix

D(x,y) = (-TxE(x—-y)N(y))" = ((-TxEx(x —¥))i; Nj(y)),.
= (TLE(x-y)N(y)) = (TLEx(x —¥); Ni(¥)),, -

worin E(x —y) die Grundldsungsmatrix und 7Ty sowie Ty die bereits ein-
gefiihrten Spannungstensoren sind, die auf die einzelnen Spalten von E(x —y)
angewendet werden. Der Index an den Spannungstensoren gibt an, nach welcher
Variablen in E(x —y) differenziert wird. Mit den Abkiirzungen z:=x—y
und N := N(y) errechnet man die folgende Gestalt von D :

1 zpz;z-N

Dki(X7 Y) - T T ) k72 - 1727
Dyi(x,y) = - (W - W) ; =12

Die schon angegebene Spaltendarstellung hat damit die vereinfachte Form

N [ GR) e
/E<>( y)TpN(y)dyBZD( ,y)u(y)doy = !

oG 0 ,x € G*.

2.2.3 Linienpotentiale

Anhand der Darstellungsformel erkennen wir einen Zusammenhang zwischen den
Werten u(x), p(x) im Inneren des Gebietes G und den Werten u(y) und
(T'y N) (y) auf dem Gebietsrand OG . Dies motiviert uns ganz allgemein Vek-
torfunktionen mit Hilfe von Integralen iiber den Rand OG zu erkldren, wobei wir
so zum Begriff des Einfachschicht- und des Doppelschichtpotentials kommen. Der
nichste Abschnitt beschéftigt sich daher mit der Definition und den Eigenschaf-
ten dieser Potentiale. Zu ihrer Definition benttigen wir den bereits eingefiihrten
Grundlésungstensor E und den Doppelschichttensor D .

Definition 2.8 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdngendes
Gebiet mit Rand 0G € C* und ¢ € C(0G)? eine vorgegebene Funktion. Dann
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heifit die Vektorfunktion FE¢ mit

E¢@>:Q/E%x—w¢@wmw x ¢ 9G
oG

das hydrodynamische FEinfachschichtpotential mit Belequngsdichte ¢p. Dabei ist
E®) die 3 x2 - Matriz, die aus der Grundlésungsmatriz E entsteht, wenn man
in thr die letzte Spalte wegstreicht.

Die Vektorfunktion D¢, definiert durch

/ny y) doy, x¢ 0G,

nennen wir das hydrodynamische Doppelschichtpotential mit Belegungsdichte ¢.
Dabei ist die 3 x 2 - Matriz D(x,y) der bereits eingefiihrte Doppelschichttensor.
Auferdem bezeichnen wir die den Geschwindigkeitsanteil betreffenden Potentiale
mit E*¢ und D°¢. Diese sind fiir x ¢ 0G definiert durch

Ew@w:/ﬂm@—w¢wm%,D@@%=/D®@ﬂ¢@ﬂw
oG

oG

Unter E®%)(x —y) wverstehen wir hier die 2 x 2- Matriz, die durch Streichen
der letzten Zeile und der letzten Spalte in E(x —y) entsteht. Schlieflich ist
D®)(x,y) die aus D(x,y) durch Streichen der letzten Zeile hervorgehende 2x2 -
Matriz.

Aus der Existenz von Parallellinien fiir eine C?-Berandung folgt, dass jeder
Punkt x aus einer hinreichend kleinen Umgebung U(OG) des Randes OG ein-
deutig auf einen Randpunkt X € OG projiziert werden kann. Damit sind die so
genannten Normalspannungen T (E¢) N(x) des Einfachschichtpotentials fiir
jedes x € U(0G), x ¢ OG wohldefiniert, und es gilt

/H x,y) ¢(y) doy, := /TX (E® (x —y) ¢(y)) N(X) doy.
oG

Wir wollen im Weiteren die wichtigsten bekannten Eigenschaften der hydrody-
namischen Linienpotentiale auflisten. Durch Vertauschbarkeit von Differentiation
und Integration ergibt sich sofort die folgende Aussage:

Satz 2.9 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet
mit Rand 0G € C? und ¢ € C(0G)%. Dann sind E¢ und D¢ Lisungen der
Gleichungen von Stokes auferhalb von 0G :

SE¢(x) = 0, x ¢ 0G,

SD¢(x) = 0, x ¢ 0G.
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Die Potentiale E°¢p, D°¢, H*¢ wurden bisher nur fiir das Innengebiet G bzw.
fiir das AuRengebiet G* erklart. Wir erweitern diese Definition nun, indem wir
ihre so genannten direkten Werte auf dem Rand OG einfiihren.

Satz 2.10 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet
mit Rand 0G € C? G* := R*\ G und ¢ € C(0G)?. Dann ezistieren auf 0G
die Potentiale E°¢, D°¢p, H*p, definiert durch

E*¢p (x) = /E(S’Z)(x—y) ¢(y) doy, x € 0G,
el

D¢ (x) = /Dz(x,y) ¢(y) doy, x € 0G,
el

H'p(x) = /H(x, y) ¢(y) doy, x € 0G.
oG

Wir nennen diese Potentiale die direkten Werte der entsprechenden Potentiale
aus Definition 2.8 auf dem Rand 0G.

Einen Beweis dieses und des néchsten Satzes findet man in [49].

Satz 2.11 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdngendes Gebiet
mit Rand 0G € C?, G* := R*\ G. Dann gilt fiir das Doppelschichtpotential D*c
mit konstanter Belequng ¢ € R* die Aussage

c, x € G,
c, x € 0G,
0, x € G

(D*c) (%) =

1
2

Satz 2.12 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdingendes Gebiet
mit Rand 0G € C? G* := R*\ G. Dann gilt fiir das Einfachschichtpotential
EN mit duferer Einheitsnormale N als Belequng die Aussage

-(9), x e G,
(EN) (x) = /E(S)(x—y)N(y) do, = 4 ~1 (%) x € 4G,
e (8), x € G~

Insbesondere gilt daher auch E*N =0 in R

Definition 2.13 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhingendes
Gebiet mit Rand 0G € C* und G* := R*\ G. Auperdem seien u: G — R?
und v : G* — R® zwei stetige Funktionen. Dann definieren wir fir z € 0G
die Grenzwerte

u'(z) = xelcirrréﬂz u(x) (Grenzwert bei Anndherung von G)
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und

vi(z):= lim  v(x) (Grenzwert bei Anndherung von G*),
reG*, r—z

sofern diese Grenzwerte existieren.

Satz 2.14 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusammenhdingendes Gebiet
mit glattem Rand 0G € C?, G* := R*\ G und ¢ € C(0G)%. Dann gilt in
z € 0G :

(E*®)’ (2) = E¢(z) = (E*9)" (2),
(D*¢) (z) = D¢ (z) = +3¢(z) = D°(z)— (D) (2),
(H*¢)' (2) — H'p (z) = —5¢(2) = H'(z)— (HP)" (2).

Dabei sind E*¢(z), D°¢p(z) und H*¢p(z) die direkten Werte der Potentiale in
z € 0G.

Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [49].

2.3 Eine Integralgleichungsmethode

Zur Konstruktion einer Losung u, p fiir die Randwertaufgaben verwenden wir ei-
ne Integralgleichungsmethode. Hierzu wéhlen wir fiir u,p im Falle der Dirichlet-
Probleme einen Ansatz als Doppelschichtpotential mit einer noch anzupassenden
Belegungsdichte ¢ € C(0G)? :

(3)(x) = Dép (x) = / D(x,y)d(y)doy  (x€G).
oG

Der so gewahlte Ansatz liefert nach Konstruktion Sj = (8) in G, so dass
lediglich die Randbedingungen noch zu erfiillen sind. Dazu bezeichnen wir den
Geschwindigkeitsanteil des obigen Doppelschichtpotentials wieder mit D%b(x) .
Mit diesen Bezeichnungen reduziert sich das innere Dirichlet-Problem auf das
Losen der Gleichung

(D) (x):= lim (D*®)€) = b(x) auf 0G .

§—x

€€G, z€dG

Aufgrund der Sprungrelationen gilt bekanntlich

(D*¢)' = (% I, + D')¢ auf 9G,
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so dass die geforderte Randbedingung erfiillt ist, falls die Belegung ¢ € C(0G)?
eine Losung des folgenden Systems von Fredholm-Randintegralgleichungen zwei-
ter Art darstellt:

b(x) — G I, + D’)qb auf 0G. (13)

Zur Untersuchung der Gleichung b = (% I, + D') ¢ betrachten wir das zugeho-
rige homogene adjungierte System. Wegen H(x, y) = (D®)(y, x))” = D®)(y, x)
(vgl. [75, S. 18]) besitzt dieses die Form

0 = G 12+H‘)¢ auf G (14)

Dabei sind H%) die direkten Werte der Normalspanungen des Einfachschicht-
potentials (vgl. Definition 2.8, Satz 2.10). Man kann zeigen, dass die Einheits-
normale 1 := N das System (14) l6st, und dass es weitere, von N linear
unabhingige Losungen nicht gibt. Jede Losung 1 der obigen Gleichung kann
folglich in der Form 1 = aN, a € R dargestellt werden. Somit fiihrt der
reine Doppelschichtansatz zur Losung des inneren Dirichlet-Problems auf einen
Randintegraloperator mit nicht explizit bekanntem, eindimensionalem Nullraum.
Wir kennen in diesem Fall lediglich den Nullraum des hierzu adjungierten Ope-
rators, der vom Normalfeld erzeugt wird.

Der gleiche Ansatz fiihrt uns im Falle des duferen Dirichlet-Problems auf das
Fredholmsche Randintegralgleichungssystem

1
b = (—5 I, + D') o} auf 0G, (15)
dessen homogenes System
1

genau die drei linear unabhéngigen Starrk”orperbewegungen als Lésungen be-
sitzt.

Wir wissen aufgrund der Fredholmschen Alternative, dass (15) genau dann Lo-
sungen besitzt, wenn der Randwert b die Gleichung

/b-xldo: 0, l=1,2, 3, (17)
oG

fiir alle drei linear unabhéngigen Lésungen x; von

0 = (—%I2+H’)1/J auf OG
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erfiillt. Dies bedeutet, dass Losungen des dufleren Dirichlet-Problems als reines
Doppelschichtpotential genau dann existieren, wenn der Randwert die Bedingung
(17) erfiillt.

Wir konstruieren eine Losung u,p des inneren Neumann-Problems
Sy :(8) in G, Ty N=b auf 0G

fiir ein gegebenes b € C(9G)* mit Hilfe eines Einfachschichtpotentials Ed :

(p)(x) = E¢(x) = /E(S)(X —y) ¢(y) doy, x € G.

oG

Die Sprungrelationen liefern dann das Randintegralgleichungssystem
1 .
b = <—512+H>¢ auf 0G .
Dieses System ist nicht eindeutig 1sbar, denn seine homogene Version
1 L]
0 = (—5 I,+H )qb auf 0G (18)

besitzt genau drei linear unabhéngige Lésungen. Dies gilt aufgrund der Tatsache,
dass die zu (18) adjungierte homogene Version

0 = (—% IZ+D')¢ auf 0G

genau von den drei linear unabhingigen Starrkérperbewegungen gelost wird.

Weiter konstruieren wir eine Lésung u,p des dukeren Neumann-Problems
Sh :(8) in G*, Ty N=b auf 0G

fiir ein gegebenes b € C(9G)? mit Hilfe eines Einfachschichtpotentials E¢ wie
oben:

(p) (x) == E¢(x) = /E(s)(x—y) @(y) doy, x € G*.

oG

Die Sprungrelationen liefern dann das Randintegralgleichungssystem

b = (%IﬁH‘)d) auf 9G .
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Dieses System ist nicht eindeutig l6sbar, weil seine homogene Version

1
0 = (5 Iz—l-H')qb auf 0G

durch alle Vielfachen o N der Einheitsnormalen N gelost wird, wie wir bei der
Diskussion des inneren Dirichlet-Problems bereits gesehen haben.

Wir wollen uns jetzt mit anderen Ansétzen fiir das dufere und innere Dirichlet-
Problem beschiftigen, die auf eindeutig losbare Randintegralgleichungssysteme
fiithren.

Fiir das innere Dirichlet-Problem definieren wir den Projektionsoperator Py
gemafs

Pa: C(OG): — C(OG) mit Py (x) = N(x) / é(y) - N(y) doy. (19)

Hiermit modifizieren wir das aus dem reinen Doppelschichtpotentialansatz resul-
tierende System (13) durch das System

1
b = (§IZ+D'—7]PN)¢ auf 0G, 0#mneR.

Satz 2.15 Es sei G C R? ein beschrinktes einfach zusamenhdingendes Gebiet
mit Rand 0G € C?. Mit der Konstanten n # 0, dem Projektionsoperator Py
aus (19) und dem Geschwindigkeitsanteil des hydrodynamischen Doppelschicht-
potentials D¢ ezistiert zu jeder Randfunktion b € C(0G)* genau eine Bele-
gungsfunktion ¢ € C(0G)?, die das System

1
b:<§Iz+D'—nPN)q§ auf 0G, 0#nelR (20)
lost. Falls [ b-Ndo=0 git, soist die Lésung ¢ des Systems (20) ebenfalls

oG
eine Losung des Systems (13):

b= <%Iz+D')¢ auf 0G.

Der Ansatz

() (x) == Do (x), xe@

lost dann fir das obige ¢ das innere Dirichlet-Problem eindeutig.
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Einen Beweis findet man in |75, S. 76].

Fiir das dufere Dirichlet-Problem kann man auch mit einem passenden Ansatz
ein eindeutig 16sbares Randintegralgleichungssystem formulieren.

(%) (x) ;:D¢(x)—n(EM¢)(x)—a/(qg)do, 0<neR 0£acR

oG

Dabei ist der Projektionsoperator M : C(9G)* — C(0G)? definiert durch

¢ — Mp :=¢ — ¢y

o) ! ¢ do, |0G| :/ 1 do.
oG

9G] Joe

Mit den bekannten Sprungrelationen fiihrt unser Ansatz auf das Randintegral-
gleichungssystem

b= K¢ := <—% I,+D*—nE*M — a|3G\(Iz—M))¢

mit 0 <n € R und 0# o € R. Man kann zeigen, dass dieses System fiir jedes
b € C(3G)* genau eine Losung ¢ € C (9G)? besitzt (vgl. [75, S. 20-21]). Der
folgende Satz fasst unsere Ergebnisse zusammen.

Satz 2.16 Es sei G ein beschrinktes Gebiet mit einfach zusammenhdngendem
Rand 0G € C? und G* :=R?*\ G. Mit den Konstanten 0 <n€R, 0 £Za €R
dem hydrodynamischen Doppelschichtpotential D¢ und dem hydrodynamischen
Einfachschichtpotential E¢ existiert zu jeder Randfunktion b € C(0G)? eine
Belegungsdichte ¢ € C(0G)?, so dass der Ansatz

(8) (x) = D (x) — n(E M )(x) —a/ ®) do

oG

das dufiere Dirichlet-Problem
Sy = (8) in G, u=b auf 0G
lost. Das sich durch den obigen Ansatz ergebende Randintegralgleichungssystem

b= K¢ = <—%Iz+D’—nE'M - a]&G\(Iz—M))qb

ist fiir jedes b € C(0G)? eindeutig ldsbar.
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3 Numerik der Integralgleichungen

3.1 Diskretisierung mit dem Nystrom-Verfahren

Wir wenden uns jetzt dem inneren Dirichlet-Problem zu und betrachten das in
Kapitel 2.3 gewihlte eindeutig 16sbare Randintegralgleichungssystem

b(x) = %qﬁ( )+ D¢ /qb y)doy, x € 0G, (21)

wobei D*¢ (x) hier den direkten Wert bezeichnet. Durch eine Parametrisierung
des Randes

R 3 [0, 1] = v(7) := (n1(7), y(7)) € 0G (22)
erhalt man
1 1
b(v(s)) = §¢(7($)) + /D'(V(S)ﬁ(ﬂ)qb( (7)) H(7)|dr
/¢ (7)) ()] dr

mit dem Doppelschichttensor D*(vy(s), y(7)) der Gestalt

Dily(s), (7)) = — £ 0il8) = %) Owls) = Wiz >><v§s> —(7)) - N{y(r))

m h(s) =v(7)] ’
fiir ¢,k = 1,2, der Gramschen Determinante
7 = Vi (1)? + 4a(7)? (23)

und dem Normalenvektor

1 a2 (7)

Setzen wir

¢(r) =p(v(7)), N :=N@(7)), Ny :=N(r) h(r) (25)

und

D (s, 7) == D* (v(s) (7)) W(7)], (26)
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so folgt fiir den Geschwindigkeitsanteil vom direkten Wert des hydrodynamischen
Doppelschichtpotentials die Darstellung

s) = / D (s, 7) ¢(7)dr, selo, 1]. (27)

Wie aus Satz 2.15 folgt lasst sich die Losung des inneren Dirichlet-Problems
durch das hydrodynamische Doppelschichtpotential darstellen, und wir erhalten
fiir das Geschwindigkeitsfeld u(x) die Darstellung

) = / F»Y(x, 7) (5(7) dr, x € G, (28)

mit o

(%, 7) = D(x,7(7)) H(7)]-
Zur Bestimmung einer approximativen Darstellung von u gehen wir in zwei
Schritten vor:

Sei m € N und h := 1/m. Zunéchst ersetzen wir die gesuchte Funktion gg in
(28) durch die Lagrange-Interpolierende

G [0, 1] = R% @,(7) = D ypi(r) = > b(ih) (7 (29)
j=1 Jj=1

mit einer stiickweise linearen Funktion ;. Fiir die Funktionswerte in den Dis-
kretisierungspunkten 7 =1h fiir ¢ = 1,...,m gilt aukerdem:

[ 1 i =,
#s(ih) = { 0 fiird # j. (30)
Weiter definieren wir fiir x € G den approximativen Ansatz

— /1F7(x, V¢, (7)dr = /lﬁfy(x, 7) zm;aj @;(1) dr

als Ndherung fiir u(x).

Die unbekannten Koeffizienten o zqg(jh) bestimmen wir approximativ aus
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einem mit dem Nystrom-Verfahren diskretisierten System von Randintegralglei-
chungen, das im Folgenden hergeleitet wird. Dazu starten wir mit dem System
(21): Fiir alle x € 0G gilt

b(x) = 5 b(x) + D (x /¢ y) do.

Hieraus folgt fiir s € [0, 1] mit den obigen Bezeichnungen

/ Doy(s, 1) d(r)dr — N /¢ dr. (32)

Im Rahmen des Nystrom-Verfahrens approximieren wir die Integrale nun mit
der summierten Trapezregel und erhalten das lineare Gleichungssystem (i =
L,...m)

b(s) =

l\DI»—t

bih) = 3 > ajpi(ih) + by Dew(ih, kh) Y a; p;(kh)
j=1 k=1 j=1

m

— h N(ih) Z <Za] p;(kh) M(kh))

1 S
= Fa + hz Doy (ih, jh) c; — h N(ih) (2204J Ny(]h))

j=1 j=1

- %ai + hzl (17-7(271, jh) — N (ih, jh))a
mit
Ni(ih) (Ny)1(jh)  Ni(ih) (Ny)s(jh)
N (ih, jh) = N N N N (33)
Na(ih) (Ny)1(jh))  Na(ih) (Ny)2(jh)

zur Bestimmung der Koeffizienten o;. Wir setzen nun fiir x € G

-

Un (x) = h y(x, jh) o

1

J
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als Ndherung fiir ¢/ (x) und somit als Ndherung fiir u(x), den Geschwindigkeits-
anteil der exakten Losung des Dirichlet-Problems im Punkt x € G.

3.2 Konvergenzuntersuchung

Wir untersuchen nun, wie gut U, den Geschwindigkeitsanteil u der exakten
Losung des Dirichlet-Problems approximiert. Fiir den Fehler

Ry (x) = Ju(x) = Upn(x)|
im Punkt x € G gilt

RBn(x) = fu(x) —UKX) + UX) = Un(x)]
< Jux) —UX)] + UK) — Un(x)|
=: R.(x) 4+ R (x).

Zunéchst schitzen wir R/ (x) ab.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir fiir die Eintridge der Matrix
Dy aus (26)

(5 =) (23 =) Ge=9(®) - Noytt) | )

(D%y)ij(x, t)‘ =

x —y(t)[? x —y(t)]?
(i =) (z; =% @) | @)
N x = ()] x —(t)]
_HOL - il
T x—=A(@)] T dist(x, 0G)

mit dist(x, 0G) := i%f(; |x — y|. Auberdem gilt fiir die i-te Komponente der
ye
Vektoren ¢ und ¢,,
= ()i o5 Z i(Jh) ¢;(T (34)
=1 j=1
Mit dem Mittelwertsatz erhilt man fiir eine Funktion ¢ € C([0, 1])2
(ag)i = Gi(ih) = ou(r) + Gl(&)(h—7)

mit einem 7 € [(j—1)h, jh] und einem &; € [, jh|. Setzt man diese Darstellung
in (34) ein, so ergibt sich
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(Bui() = i( )+ HEGR D) el

Jj=1

= )+ Y GE) R —T) @s(7).
7j=1

5 [1/2

< sz - ¢z zm: d); (&) (Gh = 7) @5(T ))
2)1/2
9\ 1/2

(. | ¢N>§(€j)\|(jh—7)\90j(7)) )

< Mh  mit M::\/ing%@;\.

G (jh — ) ;(7)

-

.
Il
—

11:

M-
NE

(2

Fiir den Fehler R’ (x) erhiilt man damit im Fall ¢ € C([0, 1])? die Abschiit-
zung

R,(x) = [ulx) - Ux)| = ($(7) = (r))dr
§/1 . )dT
< /(zzz (D) (x. 1) (35(7) = @u)y(r)?) " ar
dlsﬂlnoga /1 a7 = z%h

0

mit der Konstanten M und dist(x, G) wie oben.

Wir wollen noch den Fehler R! (x) abschétzen. Dabei gehen wir von dem Ran-
dintegralgleichungssystem (32) aus
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— N(s) /gb (7) - Ny(r)dr, se€]0,1]

aus und definieren die Operatoren

T, T, : C([0,1])* — C([0, 1])*

durch .
T (s) = 2 / D(s, 7) (1) dr (35)
0
mit N N _
Dij(s> T) = ( .")’)ij(s> T) - N; (3)(]\6’% (T)> =12 (36)
und .
T (s) = 20y D(s, jh) p(jh) (37)
j=1
mit der Matrix D(s, jh) wie oben. Wenn wir weiter B := 2b setzen,

schreibt sich das Randintegralgleichungssystem fiir das innere Dirichlet-Problem,
wie folgt: o B

B=9¢+ T (38)
Um den entsprechenden Konvergenzsatz zu formulieren bendtigen wir den Begriff
der kollektiven Kompaktheit.

Definition 3.1 Eine Menge F = {F| X — Y} wvon linearen Operatoren F
aus einem normierten Raum X 1in einen normierten Raum Y heifit kollektiv
kompakt, falls fiir jede beschrinkte Menge U C X die Bildmenge

{Fol| peU FeF}

relativ kompakt ist, d.h. ihr Abschluss kompakt ist. Eine Folge (F,) heifit kollektiv
kompakt, wenn die korrespondierende Menge kollektiv kompakt ist.

Mit den obigen Bezeichnungen gilt
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Satz 3.2 FEs gelten folgende Aussagen

e Das System L B
B =¢,, + 1.9, (39)
mit T,, aus (37) ist eindeutig losbar, und die Folge der Niherungslisungen
(@,.) konvergiert gegen ¢ aus (28).

o Ist A= (o ..a,)T eine Lisung des linearen Gleichungssystem

B(ih) = a; + 2h f: D (ih, jh)oy (40)

j=1
mit D aus (36), so ist

b, (s) =B(s) — 2h > _D(ih, jh)ay (41)

J=1

eine Losung des Niherungssystems
e Das lineare Gleichungssystem (40) ist eindeutig losbar.

e Fiir m — oo konvergiert R!' (x) gegen Null.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus bekannten Resultaten zur Konvergenz des
Randelemente-Kollokationsverfahrens |30, S.145-153]: Zunéchst wird nachgewie-
sen, dass die Folge T,, kollektiv kompakt und punktweise gegen 7" konvergent
ist. Weiter zeigt man, dass die Konvergenz 7,, — T auf kompakten Teilmengen
von C([0, 1])? gleichmifig erfolgt. Durch Nachweis von

(T = T)Toull =0 und (T, = T) T — 0
folgert man weiter die Existenz des inversen Operators (I—T;,)~" fiir alle m € N
mit
H(]_Tm)_l (Tm - T) Tm“ <1
und somit die eindeutige Losbarkeit des Naherungssystems
sowie die Konvergenz der Folge der Naherungen (qgm) gegen ¢ aus (28). Die

zweite Behauptung des Satzes zeigt man durch Einsetzen von (40) in (41) fiir
s = ih.

Fiir die dritte Aussage fiihrt man einen Widerspruchsbeweis durch, in dem die
Existenz zwei verschiedener Losungen von (40) zum Widerspruch zur eindeutigen
Losbarkeit des Ndherungssystems (39) fithrt. Mit dieser Erkenntnis folgt sofort
die vierte Behauptung.
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4 TIterative Verfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme

Bei der Diskretisierung der Randintegralgleichungen aus Kapitel 3 entstehen li-
neare Gleichungssysteme der Form

b = Ax, AeR"™, x,beR" (42)

mit einer vollbesetzten, regulidren und nicht symmetrischen Systemmatrix A.
Bei einer kleinen Anzahl von Unbekannten kann man fiir die Lésung dieser Glei-
chungssysteme direkte Verfahren verwenden. Um eine ausreichende Genauigkeit
der Ndherungslosung zu erreichen, bendtigen viele praxisrelevante Problemstel-
lungen jedoch sehr grofe Gleichungssysteme. Deswegen ist es zweckméfig itera-
tive Verfahren einzusetzen, bei denen nur Produkte der Systemmatrix mit einer
Folge von Vektoren auftreten. Bei solchen Verfahren muss nicht die Systemma-
trix gespeichert werden, sondern nur eine Berechnungsvorschrift fiir die Matrix-
Vektor-Multiplikation. Realisiert werden diese Forderungen durch Verfahren vom
CG-Typ, siehe zum Beispiel [59] oder [46], oder durch das Broyden-Verfahren
mit kompakter Speicherung wie in [67], [3]. Da das System (42) durch Diskre-
tisierung entsteht, muss die Iteration nur so lange durchgefiihrt werden, bis die
erreichte Genauigkeit etwa dem Diskretisierungsfehler der Randintegralgleichun-
gen entspricht.

4.1 Das Verfahren GMRES
4.1.1 Krylov-Unterraum-Verfahren und Arnoldi-Algorithmus

Ein Verfahren zur Berechnung von Naherungslosungen xj des Systems (42) unter
der Bedingung xy € xo + Kj := {xo +2z| z € K} und

(b —Axy) L L, (43)

wobei die Anfangsnaherung xo € R" beliebig ist, und K} sowie L, k-dimensio-
nale Unterrdume des R" reprisentieren, nennt man eine Projektionsmethode. Die
Orthogonalitdtsbedingung ist hierbei durch das Skalarprodukt mittels

xly & xy=0
definiert. Gilt K = L, so besagt (43), dass der Residuenvektor
ry .= b —A x4 (44)
senkrecht auf Kj steht. In diesem Fall liegt eine orthogonale Projektionsmetho-

de vor und (43) heift Galerkin-Bedingung.

Fiir K, # Ly liegt eine schiefe Projektionsmethode vor und (43) bezeichnet
man als Petrov-Galerkin-Bedingung.
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Definition 4.1 FEine Krylov-Unterraum-Methode ist eine Projektionsmethode,
bei der K; den k—ten Krylov — Unterraum

K, = Ki(A, 1) := span {rg, Arg,..., A¥ 'ry}

reprasentiert, der durch die Anfangsnéiherung Xqo, den zugehérigen Residuenvek-
tor ro und die Systemmatriz A erzeugt ist.

Eine Krylov-Unterraum-Methode ist z. B. der Arnoldi-Algorithmus, mit dem
man eine starkbesetzte Matrix in die Hessenbergform (siehe unten) bringen kann.
Dabei wird die orthonormale Basis des Krylov-Unterraums konstruiert. Im Fol-
genden steht |- | wie oben fiir die euklidische Norm. Betrachtet man zudem
ausschlieklich normierte Basisvektoren, kann der Arnoldi-Algorithmus wie folgt
formuliert werden (vgl. [46, S. 130]):

Arnoldi-Algorithmus
1. Wahle v; € R" mit v; := rg/\r0|

2.for £k :=1,2,... do
3. begin

4. for i := 1(1)k do hy, := vFAvy

5. Wi = Avy —Zle hikv;

6. Tpirp = Wi

7. if hgy1, = 0 then vy := 0 und STOP
8. Vit = Wk/hk+1,k

9. end

Wir geben noch einige Eigenschaften des Arnoldi-Algorithmus an (vgl. [59, S.
146-147]):

Satz 4.2 Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der Berech-
nung von vy # 0 ab, dann stellt {v1,...,vx} eine Orthonormalbasis des k—ten
Krylov-Unterraums Kj = span{vy, Avy, ..., Ax"1v;} dar.

Satz 4.3 Es sei Vi = [viVa -+ V| die n X k—Matriz, deren Spalten die
orthonormale Basis von K bilden. Nach k Schritten des Arnoldi-Prozesses hat
man eine orthonormale Basis Vi1 und eine (k + 1) x k—dimensionale obere
Hessenberg-Matriz

[ hiy hig - hag
h/21 : . :
H.o=|0 . . (45)
: Pig—1 Pk
0 - 0 hriin |
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mit Vollrang k. Die Vektorrekursion im Iterationsschritt des Arnoldi-Prozesses
kann in Matrizdarstellung geschrieben werden als

AV = Vi, Hy. (46)

4.1.2 Beschreibung des GMRES-Verfahrens

Eine weitere Krylov-Unterraum-Methode ist GMRES (Generalized Minimal Re-
sidual). GMRES wurde von Saad und Schultz 1986 vorgestellt (vgl. [59]). Das
Verfahren kann formal als direktes oder iteratives Verfahren aufgefasst werden.
Die Verwendung des GMRES-Verfahrens in seiner direkten Form ist jedoch in
der Regel aufgrund des bendtigten Speicherplatzes nicht praktikabel (vgl. [59,
S.157-172], |46, S. 144-145)).

Das Ziel bei GMRES ist, ry = b — A x, &~ 0 in einem gewissen Sinne zu errei-
chen. Einen Zugang erhilt man, indem GMRES als eine Minimierungsaufgabe
im Krylov-Unterraum betrachtet wird. Dabei nutzt man die Beziehung (46) aus
und ermittelt mit Vi = (vy...vi) € R™* den gesuchten Vektor xy € xo + K,
in der Form

Xk = Xg + Vk}’k (47)

mit yi € R¥. Dafiir definieren wir eine Funktion J, : R¥ — R durch
y = [b— A(xo + Viy)| (48)
und suchen ein yy, das die obige Funktion (48) minimiert:

yk = argmin Ji(y). (49)
yERF

Wir wollen weiter eine moglichst einfache Strategie zur Berechnung von yy fin-
den und die Berechnung erst ausfiihren, wenn

|b—AXk| S g

mit einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke ¢ > 0 gilt. Weiter setzen wir wie
im Arnoldi-Algorithmus vy :=rq/|re| und erhalten mit (46)

Ji(y) = |b—A(xo+ Viy)|
= |ro — AVyy|
= | |ro|vi — AVyy|

= | |rolvi — Vis1Hyy]
= |Viti(|roler — Hyy)l.
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Dabei ist e; = (1,0, ...,0)7 € R¥*! der erste Einheitsvektor und Hy wie in (45)
definiert.

Die durch (47) und (49) gegebene Formulierung des Problems erméglicht uns
die Berechnung des minimalen Fehlers

min _ |b — Axy|
xkEx0+ K}
ohne x) explizit ermitteln zu miissen.

Eine Méglichkeit fiir die Losung des Problems

min | Vii1(|role; — Hyy)|
yERF

ist, Hy € R*¥+Dxk in Dreiecksform zu bringen, z. B. durch das Produkt mit
einer Rotationsmatrix (vgl. [59, S. 162-163]):

QxHi = R
Dabei ist Qi € REFDx(E+D) eine orthogonale Matrix mit QfQx = Ixyq1 und
Ry € RE+FDxE eine obere Dreiecksmatrix, d.h. Ry = (rj;) mit r;; = 0 fiir

i>j (vel [46, S. 145¢. |).

Wir definieren den Vektor g, € R**! durch

T
_ k k T
gk := Quroler = <9§ L )79k+1> = (k. k1) (50)
und erhalten mit den orthonormalen Vektoren von V.4

in Ji(y) = min|V ~-H
min Ji(y) = min [Vica(lro| ex — Hiy)

= min | |role; — ﬁk}”
ERF
= min |Qk(|ro|e1 — ﬁk}’)‘
yERFE

= min [gx — Ruy]
yERE

= min v/|gk — RiY|? + |grr1]?
yERE

mit Ry € R***. Das Minimum min J;, wird dabei im Fall |gx — Riy[> = 0
yER

erreicht. Durch die Regularitit der Matrix Ry ergibt sich dann die Beziehung
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Liegt der Fall vi,q = 0 vor, so erhalten wir sogar

min J, = 0.

TR k(y)
Damit erhélt man die Losung y durch die Losung des Dreieckssystems, das man
durch Streichen der letzten Zeile von Ry und der letzten Komponente von g
erhélt. Fiir die Norm des Residuums folgt |rx| = |gx41]-

Man bekommt also Informationen iiber die Norm des Residuums, ohne das Re-
siduum oder yy, bzw. xy explizit zu berechnen, und kann somit ohne Durch-
fiihrung nutzloser Rechnungen iiber die Beendigung des Iterationsprozesses ent-
scheiden.

Uns bleibt jetzt also nur noch die Matrix Qyx zu beschreiben. Wir konstruie-
ren sie als Produkt von Givens-Drehungen wie folgt:

Qk = Gk ot Gl.

Dabei ist G; € R¥1*! die Rotationsmatrix, die die Einheitsvektoren e; und
e;j+1 um den Winkel —¢ dreht. Sie unterscheidet sich von der Einheitsmatrix
Ixi1 nur in den vier Elementen (Gj);; = (Gj)jt1+41 = ¢ (Gj)jj+1 = s und
(Gj)j+1; = —s, wobei ¢® + s* =1 gilt. Der Wert ¢ ist durch die Bedingungen
c=cos¢ und s =sin¢ festgelegt.

Wendet man die Givens-Drehungen auf Hy an, so erhilt man die obere Dreiecks-
matrix Ry. Im nichsten Schritt werden die letzte Zeile und Spalte von Hy,q
angefiigt. Um Ry; zu erhalten, miissen zuerst die bisher durchgefiihrten Givens-
Drehungen auch auf die neue Spalte angewendet werden. Die sich daraus erge-
bende (k + 2) x (k + 1)—Matrix hat die Gestalt

11 - Tik T1k+1
0 .
G ---G H = | - )
k 15k : - Tkl Tkk+1
0 ... 0 T
| O ... 0 h

Der Wert h = hyi2,4+1 wurde durch die vorangegangenen Givens-Drehungen
nicht gedndert. Die nichste Drehung Gy; hat das Ziel, i zu eliminieren. Das
wird durch die Wahl von

Cor=r/p. s =h/p mit p=iZi i

erreicht. Man erhélt 7,41 = p und 7449441 = 0. Die Drehungen Gj miis-
sen auch auf |ro|e; angewendet werden. Im folgenden Lemma fassen wir alles
zusammen (vgl. [59, S. 160], [46, S. 147]):
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Lemma 4.4 Es sei vorausgesetzt, dass der Arnoldi-Algorithmus nicht vor der
Berechnung von Vi, abbricht und die Matrizen G; € REFDXGHD - fie  —
1,....k durch

1
1
Ci S
Gi:= =5 ¢
1
-~ 1 -
gegeben sind, wobei ¢; und s; gemdf
a b
¢ = —— und 8; : = —— 52
NEE Vi b .
mil _
a:=(Gj_1 - ... -G1Hy);;
und _
b:= (Gi—l Coee GlHk)i-I—l,i

definiert sind. Dann stellt
Qk = Gk C . 'Gl

eine orthogonale Matriz dar, fir die

QiHy = Ry

qilt mat i i

T1 ove e Flk
0o . : R
Ry = | : Lo = k) e RB+Dxk
T et e

Tkk

0 ... 0 |

und requldren Ry.

Die einzige Abbruchsmdoglichkeit des Verfahrens liegt im Verschwinden von £, ;.
Das GMRES-Verfahren bricht an dieser Stelle jedoch nicht zusammen, sondern
liefert die exakte Losung (vgl. [46, S. 151)):



ITERATIVE VERFAHREN ZUR LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYST. 42

Satz 4.5 Seien A € R™" eine requlire Matriz, h;i1,; und w; durch den
Arnoldi-Algorithmus berechnet und gelte j < n. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(1) Fiir die Folge der Krylov-Unterraume gilt

KiCKyC o K; = Kjuy = ...
(2) Das GMRES-Verfahren liefert im j—ten Schritt die exakte Losung.
(3) w; = 0 € R".

(4) hj+1,; = 0.

Weitere Konvergenzaussagen fiir das GMRES-Verfahren werden in [48, S. 48f.]
hergeleitet.

Das GMRES-Verfahren weist aber auch Nachteile auf. Die Problematik liegt
im Rechenaufwand zur Bestimmung der Orthonormalbasis, die linear mit der
Dimension des Krylov-Unterraums anwéchst. Desweiteren ergibt sich ein ho-
her Speicherplatzbedarf fiir die Basisvektoren. Bei praxisrelevanten Problemen
iibersteigt dieser oftmals die vorhandenen Ressourcen. Deswegen wird oft ein
GMRES-Verfahren mit Restart GMRES(k) verwendet, bei dem die maximale
Krylov-Unterraumdimension beschrinkt wird. Weist das Residuum |ry| bei Er-
reichen dieser Obergrenze nicht eine vorgegebene Genauigkeit |rx| < ¢ > 0 auf,
so wird dennoch die zur Zeit optimale Naherungslosung xj bestimmt und als
Startvektor innerhalb eines Restarts verwendet |59, S. 167].

4.1.3 Implementierung

Anschliefend geben wir die Implementierung des GMRES-Algorithmus an:

GMRES-Algorithmus:

Wihle einen Startwert xo € R™ und die Genauigkeit ¢;

b= |bl;
r:=b— Axg;
vy :=r/|r|;
s:=|r|ey;

1:=0;
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repeat
1i=1+1;
w = Avy;
for k:=1(1)i do
begin
hyi == wTvi;
W =W — hy; Vi
end;
hiyii = |wl;
Viql = W/hz'—l—l,i;
Wende Gy, ...,Gi_1 auf hy = [hy; -+ hiy14)" an;
Konstruiere Gj, welches h;; und h;i1,; so verdndert, dass (Gihi);41 = 0;
s := Gis
until s; < eb;
Berechne y als Losung von Hy =S, wobei H € R die aus den h;; beste-
hende obere Dreiecksmatrix ist, und s aus den ersten ¢ Komponenten von s
besteht;

i
X 1 =Xo + ), YjVj.
7i=1

GMRES liefert nach k Schritten die Ndherungslosung xji. Es werden dabei die
folgenden Operationen benotigt:

Summen: n (k* + 3k + 3) + k* — 2k — 2;
Multiplikationen: n (k? + 4k + 3) + 2 k? + 2 k;
Quadratwurzelberechnungen: 2k + 2;
Matrix-Vektor-Multiplikationen: £ + 1.

Gespeichert werden miissen die Vektoren vq,...,vi,, w € R?, s € R**! die Para-
meter der Givens-Drehungen und die obere Dreiecksmatrix H € R***; es werden
also n(k+1)+ 3 k*+ 5k + 1 Speicherpléitze bendtigt.
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4.2 Das Good-Broyden-Verfahren
4.2.1 Beschreibung des Good-Broyden - Verfahrens

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel wieder mit der Losung des linearen Glei-
chungssystems A x = b (42): Gesucht ist die Losung x* der Gleichung

F(x)=0

mit der Funktion F : D C R" — R", F(x) := Ax — b. Diese Aufgabe kann
z.B. mit dem Broyden-Verfahren gelost werden. Dies ist ein iteratives Quasi-
Newton-Verfahren fiir allgemeine nichtlineare Gleichungen, es kann aber auch
auf nicht symmetrische lineare Systeme als Spezialfall angewendet werden.

Beim Broyden-Verfahren wird die Funktion F durch eine affin lineare Funktion
Fy : R* — R™ mit _
Fk(X) = F(Xk) + Bk (X - Xk) (53)

ersetzt, die F in der Umgebung der letzten Iterierten xj in einem gewissen
Sinne approximiert. Die neue Iterierte x, ., ergibt sich dann als eine Losung der
Ersatzaufgabe

f‘k(x) =0

bzw. als eine Approximation fiir eine solche Nullstelle (vgl. [67]).

Zur Festlegung der noch freien Parameter F(xyx) € R™ und By € R"™*" ver-
wendet man nur Funktionswerte und héchstens Ableitungen erster Ordnung von
F. Dazu ist pro Schritt die Berechnung der Jacobi-Matrix erforderlich, was aus
verschiedenen Griinden hiufig nicht erwiinscht ist. Daher bend6tigt man solche
Verfahren, die ohne die explizite Verwendung der partiellen Ableitungen aus-
kommen. Auferdem sollten die Funktionswertkosten und die zur Bestimmung
von X1 erforderlichen algebraischen Kosten moglichst gering sein im Verhélt-
nis zur erreichbaren Konvergenzgeschwindigkeit. Fiir so ein Verfahren nimmt man
an, dass durch ein Iterationsverfahren fiir geniigend gute Startwerte eine gegen
x* konvergente Folge (xy)x erzeugt wird, die man in der Form

Xpi1 = Xk + s fir alle k>0 (54)

mit den Korrekturen sy schreibt. Wenn der Vektor sy die Newton-Korrektur
—F'(xx) ! F(xx) approximieren soll, ist es naheliegend, den Ansatz

s, = — B F(xy) (55)

mit einer noch festzulegenden reguliren Matrix By zu wihlen. Dies ist gleich-
bedeutend damit, dass die affin lineare Ersatzfunktion (53) mit einer reguldren
Matrix By gebildet, und die Interpolationsforderung Fy(xx) = F(xx) erfiillt
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wird. Im Weiteren stellen wir so ein Verfahren vor:

Wir nehmen an, dass eine Naherung x, € R” mit F(xyx) # 0 und eine regulire
Approximation By fiir F'(xy) bekannt ist. Dann wird

X1 = Xk — B F(xy) (56)

berechnet, und wegen F(xX) # 0 ist die Anderung s, von Null verschieden.
Die neue Approximation By ; fiir F/(xy 1) soll dann so bestimmt werden, dass
die als Quasi-Newton-Gleichung bezeichnete Bedingung

Bicr1 (X1 — xx) = F(xi1) — F(x) (57)
erfiillt ist. Auferdem soll By,; aus By durch die Modifikation
Bii1 = By + uv” (58)

mit u, v € R" entstehen. Hier und im Folgenden wird uv?T in Sinne der Ma-
trixmultiplikation zwischen einer n x 1 - Matrix u und einer 1 x n - Matrix vT
verstanden. Mit

Xk+1 = Xk + Sk

erhélt man
F(Xk+1) — F(Xk) = Bk+1sk = BkSk + u(stk) = —F(Xk) + u(stk)

und damit
u — F(Xic41)
VTSk

wobei hier und im Folgenden vTs € R das Produkt einer 1 xn - Matrix vT und

einer nx1 - Matrix s darstellt. Die Wahl von v, = sy in jedem Iterationsschritt
fiihrt zum so genannten Good-Broyden - Verfahren: Unter Beriicksichtigung von

F(Xk+1) = A.Xk+1 —b = A(Xk+1 - Xk) + AXk —b
= Ask+ F(xx) = Asi — Bysk

ergibt sich aus (58)

SkSp

T
Sk

Wie im Abschnitt iiber GMRES bezeichne ry, = b — Axy das Residuun zu xy.
Fiir die reguldare Matrix By sei die Matrix

Byi1 = Bx + (A — By)

(59)

Sk‘

H, = B! (60)
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eine Approximation fir A=!. Aus
BkSk = —F(Xk) = b—AXk =Tk
erhilt man dann mit (60)
Sk — Hk rk. (61)

Fiir die praktische Realisierung des Good-Broyden - Verfahrens kann man die
durch Anwendung der Sherman-Morrison-Formel entstehende "inverse” Aufda-
tierungsformel

SE Hk

He, = H — Hy Asy) i
ket et (e~ HicAsi) rpp A

(62)

verwenden |67], die die Berechnung von Hy; aus Hy mit O(n?) algebraischen
Operationen erlaubt.

Satz 4.6 Sei By € R™" eine requlire Matriz und gelte |I — A"'By| < 1.
Dann ist die gute Aufdatierungsformel (59) von Broyden wohldefiniert, solange
x # 2% ist. Fir Ey :=1— A71By gilt |Ex 1| < |Eyl.

Man kann das Broyden-Verfahren verallgemeinern, indem die neue Iterierte xj
aus xy durch Korrektur entlang der Richtung sy erzeugt wird: xy 1 = Xx+ t Sk.
Fiir das Residuum ry,; ergibt sich entsprechend die folgende Darstellung:

re;n = b—Ax =b—Axpr — Axy + Axy

178
= TIg— t_ A(Xk+1 — Xk) =Tg— tk ASk.
k

Ideal wire es, t; so zu wéihlen, dass
(" = X)) = (7 = Xaea) (B)] = min|(x7 = xpe41) (2)| (63)

gilt. Wegen

x* — Xk4+1 = X*—(Xk+tsk) = A_lb - A_IAXk — A_ltASk
= Ail(b — AXk—tASk) == Afl(rk—tAsk) == Aflrk+1

kann (63) ndherungsweise gelost werden, indem ¢, so gewéhlt wird, dass
|(Hictr Tie) (1) = min |(Hica riea) (7)) (64)

Dabei ist Hy,; wie oben eine Approximation fiir A=1. Mit Hyq ryyq = Siqq
wird (64) zu
St ()| = 1min [sice ()] (65)
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Fiir 1 erhélt man aus (62) weiter

SE Hk
Siyr = HipaTipr = | Hie + (s — 2x) —5 (ric — tx qi)

Sk Zk
T T
S, S Sy Z
k °k k “k
= Sk+(Sk—Zk) T —thk—tk(Sk—Zk) T
Sy Zk S| Zx
T
. Sk Sk
= (1 =ty + 7x)Sk — Tk2Zx mit 75 := 1{, )
S Zk

Damit ergibt sich fiir die quadrierte euklidische Norm von sy.; die Rechnung

‘Sk+1 (tk)|2 = ((1 — tk + Tk) Sk — Tk Zk)T((l — tk + Tk) Sk — Tkzk)

= (1 — tk + Tk)QSESk — 27—]{(1 — tk + Tk)SEZk -+ T,gzgzk — Itnllél
€

2

Wir bestimmen das Minimum von [sy1 (tx)|° als Nullstelle der ersten Ableitung:

Aus
—2(1 — tp + T%)Spsk + 27spzy = 0

erhalten wir
stk sy
tk = Tk = T
S
Kk

Zk'

Wir untersuchen weiter, wie sich das Good-Broyden - Verfahren bei Anwendung
auf ein lineares Gleichungssystem verhilt, und formulieren dafiir die folgende
Konvergenzaussage, deren Beweis in [67] zu finden ist.

Satz 4.7 Die Funktion F : R" — R" sei definiert durch F(x) := Ax —b mit
x, b € R" und requlirem A € R" ™. Dann gelten fiir jedes xx € R™ und jedes
By € RV mit |Ey| < 1, Ex :=1— A1 By die folgenden Aussagen:
(i) Bx und I — Ey sind requlir, xx.1 kann gemdf (56) gebildet werden, und
es gelten

€k+1 = Xk+1 — X" = EkSk und Sk = —(I — Ek)*lek, (66)

wober x* := A™'b die eindeutige Lisung von F(x)=Ax—b=0 be-
zeichnet.

(i1) Im Fall F(xy) # 0 ist sy # 0, und By1 kann gebildet werden. Dann ist

Sk (Sk)T

Ek+1 = Ek Rk mit Rk =1- (Sk)TSk y

(67)

und es gelten
Rk Sk = 0 (68)

und
[Eicra| < [Exl. (69)
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(11i) Das Broyden-Verfahren ist fir jeden Startwert xo € R™ und jede Startma-
triz Bo € R™ " die der Bedingung |I — A= Bo| < 1 geniigt, durchfiihrbar
und endet nach N Schritten, 0 < N < 2n, mit xy = x* = A"'b.

4.2.2 Implementierung

Bei dem Good-Broyden - Verfahren werden nicht die Matrizen Hy, sondern die
Produkte Hyqx wie folgt berechnet und gespeichert:

Sei zg = Hoqp. Dann gilt mit 4 := sgzk und oy = YTk

1
Zxr1 = Hypiqe = (Hk + 7SEHk (sk _Zk)) dk
k

1
= Hyaqx + U_SEHk ax (T Sk — TkZx + Sk — Sk)
k

1
= Zx + — SE Zy (Sk+1 — (1 — Tk) Sk).
Ok
Dann kann das Good-Broyden - Verfahren nach dem folgenden Algorithmus
mit kompakter Speicherung wie in |3| realisiert werden :

Wihle Anfangswert xo fiir x*, Hy fiir A~! und eine Genauigkeit &;
ro := b — Axq;

so := Horg;

00 = Sp So;

1:=0;

zg := Hoq;
if i > 1 then

for k.= 0(1) 1—1 do Ek+1 = ,ik -+ é Sgik (Sk+1 — (1 — Tk) Sk);
Zy ‘= /Zvi;

I
Yi = 8§ Zj;
T 1= 03/

Xjt+1 = Xj + T; Si;
Sit1 = Sij — T; Zi,
Oi41 = SEF151+1;
=1+ 1;

until /o; < e]x;l.
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Das Verfahren liefert nach & Schritten die Ndherungslosung xi. Es werden dabei
die folgenden Operationen benétigt:

Summen: n(3k* + Ik +2) — k> — 2k — 1;
Multiplikationen: n (3k? + Ik + 1) + k;
Quadratwurzelberechnungen: 2k;
Matrix-Vektor-Multiplikationen: k£ + 1.

Es miissen die Vektoren sg,...,sk,z =2z € R™ und die Skalare 7, o, € R ge-
speichert werden, also werden n (k + 2) + 2k + 1 Speicherplétze benétigt.
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5 Komplexifizierung und Multipolentwicklungen

5.1 Reihen im Komplexen

Wir stellen zunéchst einige Eigenschaften komplexer Reihen zusammen, die fiir
die Multipolmethode bendétigt werden

Satz 5.1 Ist a € C und f im Kreisring A = {z € C|r < |z—a|] < R}
analytisch, dann gilt:

Die Funktion f ldsst sich in z € A als Laurent-Reihe darstellen:

[e.o] o0

o)=Y a—ar =Y clz—a" + > (Zc_—z)n. (70)

n=—oo

Beide Reihen der rechten Seite von (70) konvergieren absolut und gleichmdfig in
jedem abgeschlossenen, in A enthaltenen Kreisring. Die Koeffizienten c, sind
eindeutig bestimmt durch

L f(€) .
n = 5 j{ (C—a)"“dg (neZ,r<p<R).

|z—al=p
Dabei durchliuft der Integrationsweg den Kreis genau einmal im positiven Sinne.

Fordert man Analytizitit in einem Kreis anstelle eines Kreisringes, so gilt spezi-
eller:

Satz 5.2 Ist a € C und f im Kreis D := {z € C| |z —a| < R} analytisch,
dann lasst sich f in jedem Punkt z € D in eine Taylor-Reihe

© 4(h) (g
1) = S0 ey
k=0 ’

entwickeln. Die Funktion f ist analytisch in jedem Kreis
D, :={2e€ Cl||z—a] <R} mit R; <R,
und fiir das Restglied R, von

TR0

f(z) = fla) + fla)(z —a) + ... + o=

(z—a)" ' + R,

gilt

Ry M |z —al\" ,
< = .
Rl < e () mie o =m0l )
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Da die komplexe Exponentialfunktion e* und der komplexe Logarithmus Inz
im Folgenden eine grofe Rolle spielen, stellen wir ihre wichtigsten Eigenschaften
noch einmal zusammen. Fiir z € C setzen wir:

k

w = f(z) =€ = Z%
k=0

Es gelten die folgenden Aussagen:
1) Die Funktion e* ist stetig auf C.

(

(2) Fiir alle z;, 25 € C gilt: 172 = e*1 72,

(3) Ist z = o + iy, so gilt e* = e"(cosy + isiny).

(4) Die Funktion e* ist periodisch mit der (imaginiren) Periode 27i, denn es
gilt:

eFT2m = % e®™ = e*(cos 2T + i sin27w) = €.

(5) Durch f(z) wird jeder Periodenstreifen
Sy ={z=z+iy | —co<r<o0,2kr—n<y<2kr+mn}, keZ

auf G = C\{0} umkehrbar eindeutig abgebildet. Es gibt also unendlich
viele Umkehrfunktionen (Zweige der mehrdeutigen Umkehrfunktion) von
e”. Wir gewinnen diese auf folgende Weise:

Mit 2 = = + iy und w = €* = |w|e@swt2km 4 £ 0 folgen die
Beziehungen
r =In|wl und y = argw + 2kmn.

Die gesuchten Zweige der Umkehrfunktion werden also durch
2z (w) = In |w| + i(arg w+ 2km) (—m<argw < 7, k€ Z)

gegeben. Wir verwenden fiir zp(w) die Schreibweise log, w. Fiir k& = 0
spricht man vom Hauptwert des Logarithmus und benutzt die Schreibweise
log,w = Logw. Die iibrigen Werte heifen Nebenwerte. Sie ergeben sich
aus dem Hauptwert durch Addition ganzzahliger Vielfacher von 2k7. Fiir
reelle positive Argumente w stimmt Logw mit In w iiberein.

Aufserdem gelten folgende Aussagen:

(1) log z ist fiir jede komplexe Zahl z # 0 erklért, also beispielsweise auch fiir
negative reelle Zahlen. Dabei sollte z € C vor dem Logarithmieren in die
Exponentialform gebracht werden.
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(2) Die verschiedenen Werte von log z stimmen im Realteil {iberein und un-
terscheiden sich im Imaginérteil um ein ganzzahliges Vielfaches von 27.
(3) Die Identitdt Log(wz) = Logw + Logz gilt im Komplexen nicht, da

Log(wz) = Log(|w|lz]) + ix
= Log(|lwl|lz]) + i¢ + i + in
(Log (Jw]) + ip) + (Log (|2]) + i) + in
Logw + Logz + in.

Es gibt also einen Zweig von log w, fiir den Folgendes gilt

Log (wz) = log w + Log z.
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5.2 Komplexifizierung der hydrodynamischen Potentiale

Im Folgenden wird mit Funktionen in C gearbeitet und kein Unterschied zwi-
schen einem Punkt (x, y) € R?* und einem Punkt z + iy € C gemacht, da R?
bekanntlich isomorph zu C ist. Wir haben somit fiir x, y, N € R?

x = (x1, x2) < 2 = 11 + i1,

Yy = (Y1, ¥2) < 20 = y1 + iy, (72)
N = (Nl, NQ) — N = ny + iNQ.

Dann erhilt man mit N = ny — ing, M :=ny +iny und M = ny — ing
die Darstellungen

RV _ |2 — 20| o (Mt 1n2)((@1 — 1) — i (22 — 2))

2= 20 ‘Z_ZO‘Q |Z—Zo|2

(1 —)” + (2 —12)*  (na (21 — Y1) +ng (22 — 1))
|z — 2|2 |z — 202

ny (z1 — 1) 4+ na (@1 — 1) (@2 — yo)?

|z — 2ol*
e (21 — 1) (@2 — 12) + no (22 — 1)°
|2 — zo|* ’
RN — Re (1 +ing) (w1 — y1) — i (22 — 32))°
(z — 20)? |2 — zo|*
_m (xl - 91)2 — ($2 — y2)2 + 2ng (xl — yl)($2 )
|z — 2[4 ’
Analog gilt
Re N _m (21 — y1)2 — ny (22 — y2)2 — 2ny (xl — yl)($2 - y2)
(z — 20)? |z — 2o]* ’
und somit
1 N N na (1 — y1)*(x2 — y2)
-R - Re——r — Re———— | =
pRete =) (Re 2~ Re i) T
sowie
1 M M ny (21 — y1)(x2 — ya)?
— — Re —— — Re—— | = .
§7m =) (Re o~ Re s ) 2 — 2ol
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Fiir die Komponenten D;; = D;;(x, y) vom Kern des hydrodynamischen Dop-
pelschichtpotentials erhdlt man dann die folgende Darstellung im Komplexen:

3 M 1 M
Dll = R@Z_ZO + ZIm(Z—Zo)Rem + ZIm(Z—ZQ)Rem
1 N 1 N
— ZRG(Z—Z())RGW + ZR@(Z—Zo)Rem,
1 M M
Dy = D = = — R — -
12 21 1 (Re (z — z0) Re =) Re(z — z9) Re =)
N N
+ Im(z — z0) Re e —Im(z—zo)Rem),
N 3 N 1 N
D22 = Rez—zo — ZR@(Z—Zo)Rem — ZR@(Z—Zo)Rem
1 M 1 M

Um den Kern des Einfachschichtpotentials darzustellen, beachten wir die folgen-
den Identititen:

1 o .
Re (2 — ) Re — (g R TW) Z i) (@ n)
zZ— 20 ’2—20’ ’Z—Z(]’
1 — _
Im(z — z) Re — (21 — 1) (22 92)’
Z— 2 ’Z—ZOP
1 — )2
Im(zg—2)Im— = M)
Z =20 |2 — 2o

Re (log(z — 29) ) =

Re (loglz — 20| + i(arg(z — z0) + 2km))

Die Komponenten E;; = E;;(x —y) des hydrodynamischen Einfachschichtpo-
tentials haben dann die Darstellung:

1
Re(z — zp) Re — Re (log(z — 2)),
zZ— 20
1
Ey = Im(z— z) Re ,
zZ — 20
1
Im(zo—2)Im — Re (log(z — 2p)) -

zZ— 20
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5.3 Multipolentwicklung und ihre Transformation

In diesem Abschnitt werden Reihenentwicklungen fiir einzelne Bestandteile der
komplexifizierten Kerne der hydrodynamischen Potentiale angegeben. Diese Ent-
wicklungen bilden die Grundlage fiir den schnellen Multipolalgorithmus im sech-
sten Kapitel.

Lemma 5.3 Seien ¢ € R und N, zg € C gegeben. Dann gilt fiir jedes z mit
2| > [z

1 /z0\*
D, (2) = qlog (2 —2) = ¢ <10g = - (f) > : (73)
k=1
_ AN N
Pan () = T =aN Y G (74)
bzw
~ N
O, n(2) = Re(z — 2) Reﬁ
= 2k = 28 Re 2 (75)
= qNRezReZ (k+1) vl qNReZ (k+1) peE
k=0 k=0

Beweis: Es gilt log (z — z) — log z = log (1 —2) mit |2 < 1. Die Identitt
(73) folgt jetzt aus der Reihenentwicklung

log (1= w) = (=)

1

oo
wk
k )
k=
1
zZ—20

die fiir alle |w| < 1 gilt. Weiter erhalten wir fiir die Entwicklungen von
und ﬁ fiir |z| > |2o| entsprechend

1 1 1 20 2o\ ™ > zlg
_ L () )
z—z  2(1 — &) z( +z+ * 2 + Zz’““

z k=0
und
1 1 Z 20\" 2
L L, () )
(z — 20)? 22 z z
2
1 - 2& - 28
- 5(2E) - e
k=0 k=0

Damit folgen (74) und (75). O



KOMPLEXIFIZIERUNG UND MULTIPOLENTWICKLUNGEN 56

In der Physik nennt man den Faktor ¢ := ¢y := ¢(z¢) in der Funktion &,
eine Punktladung in 2y bzw. in der Funktion ®,, x eine Dipolladung in z; in
Richtung N := Ny := N(z). Sind m Punktladungen ¢; in Punkten z; bzw. m
Dipolladungen ¢; in Punkten z; in die Richtungen N; gegeben, so spricht man
von Ladungsmengen und ersetzt die Funktionen &, , ®. n bzw. @, y durch

O(2) = Z@Z(z) = Z ¢; log(z — z), (76)

- N
Dn(2) == Zq)zini(Z) = Z - 2 (77)
i=1 i=1 v
bzw. durch

Dy(z) = Z&)lez(z) = Z'Re(z — z) Re% (78)

Im folgenden Satz werden die Multipolentwicklungen solcher Ladungsmengen an-
gegeben:

Abbildung 1: Multipolentwicklung einer Ladungsmenge

Satz 5.4 Sei m € N und seien q; € R sowie N;, z; € C, 1 =1,...,m gegeben.
Dann gilt fir jedes z € C miat |z| > r > max;—1__m |z| (Abb.1) fir die oben
definierten Funktionen ® und Py :

0 m k
a . —4iz
B(z) = Qlogz + ) Z—’; mit Q@ =Y g, ar= ) (2 : (79)
k=1 i=1 '

-----

Fiir jedes p € N gilt die Fehlerabschdtzung

p

O(z) — Q logz — Z%

k=1
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mit

z
c= |-
r

= A

Weiterhin hat man
[e.e] a m
k . _
= Z; mit  a, = ZqiNizf L (82)
k=1 i=1
Hier gilt fir jedes p € N die Fehlerabschdtzung

p p
ay, A r
) — E — | < — | — A= E N;|.
N(Z) k| = ‘Z’ —r (’Z‘) mit ‘QJ ‘ (83)

k=1

Man erhdlt auflerdem

ag a
Dy(z) = RezRe )  —— — eZ—Zkil (84)
k=1 k=1
mat " m
ap = k Z ¢ Ny 271 a, = k Z 4 Ni 2 'Re z; (85)
i=1 i=1
und
- Ay p b = a;c Ty 86
Z Skt p W Z 2kl z (86)
k=p+1 k=p+1
mit

A 1)(J2 — . -
— (r+p+ )(‘22’ r))) A= Z\ql N;| bzw. A = Z!%‘Nﬂ%ezz"
|21 (|2 =) i=1 i=1
(87)

fiir jedes p € N.

Beweis: Die Ausdriicke fiir die Multipolentwicklungen (79) und (82) erhélt man
unmittelbar aus dem obigen Lemma und der Definition von ® und ®,. Fiir
(78) hat man dann

q;N;
ZRezRe ZResze
z—zj z—zj)

=: T — 15
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mit
T, = ZRezRe —RezZRe 451N 5
Z_ZJ> (2 = 2)
m 2 2
4N Zj |~
= RezR 1
ezejzlz2(+z+22+))
m N oo _k 2
_ g5V ~j
= RezRe Z 2 <Zz—)
j=1 k=0
_ V5 j
- Resme (Y 2SI
j=1 k=1
_ = ag . _ . k—1
= RezRe Z ﬁ) mit  a; = quijzj
k=1 j=1
und

m N m N Re 2.
T, = ZResze(qjij:ZReu

Die Fehlerabschitzungen lassen sich dann folgendermafen herleiten: Zunéchst
gilt

p [e¢)
Qe Qe
k=1 k=p+1

Mit (79) und (81) erhélt man weiter

- rpl O | |k 1 A 1\?
E < A E < — "= all = -] .
k:|z\k z z c—1) \¢
——— k=p+1 k=0

Im Spezialfall ¢ = 2 gilt sogar

B(z) — Qlog(z) — 3
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Die Aussage (83) beweist man analog. Fiir (84) erhélt man die folgende Abschét-
zung:

p P /
’(I)N(Z) — ('RezRe E ﬁ — Re E Zk+1)|
k=1 k=1

oo a oo a

_ k k

= |RezRe E o Re E 1|
k=p+1 k=p+1

Weiter gilt mit (85) und (87)

= A K kbt Aqjrp/r\”
2| S 32 e :W)Z n) ke tl)
k=p+1 k=p+1 k=0
A 1 —
z 2| (2] =)

Der néchste Satz erlaubt uns, die Multipolentwicklung einer Ladungsmenge zu
verschieben.

Satz 5.5 Sei m € N und zy € C und seien ¢; € R sowie N;, z;,€ C fiir
i = 1,...,m gegeben. Auflerdem seien fir jedes z € C mit |z — z| > r die
Funktionen ®, &y und ®n durch

O (2) := ag log(z — 29) + Z (88)
1 Z — ZO
und -
CDN (Z) = Z (2—720)k+1 (90)
k=1

gegeben. Dann gilt fiir jedes z € C mit |z] > R = r + |2

00 !
b ) [—1 aozt
0] (Z) = Qg logZ + l§:1 Z_ll mit bl = § ay Z(l) g (k - 1) - Ol 0’ (91)

k=1

oo

@N(z):zg mit b — Zakz (lil) (92)

=1
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und
- xp, l l
Dy (2) = Zﬁ mit b = Z ap 257" (k;) (93)
=1 k=1
Dariiberhinaus gelten fiir jedes p € N die Fehlerabschditzungen
P p+1
b, R R
) — ag 1 — —1<(A 1—|— — 94
@ -wess =35 (4 f(-2) ] e
p p+1
by R R
) — —| <A 1—|— — 95
v =23 (4 /(-3 9
mit A aus (81) bzw. (83), und
. bl R p+1
Py (z) — lzlﬁ S a)\= (96)
" AR+ (p+ 1= R)
+ W+ z| —
a = : (97)
|2l (|2 — R)?

Dy

Abbildung 2: Verschiebung des Zentrums der Multipolentwicklung einer Ladungs-
menge

Beweis: Entwickelt man W fiir |z| > |z, so folgt

I U G S Y

(z — z)F+1 Elodeb z—z kD det — 2T
—1)k > P

) D= Sy RNy
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und damit
ag Qg (k?+1) a NI (l+l€) ag 1

= 20 Z
(z _ Zo)k+1 Sh+1 k42 l S+k+1 70

Hieraus erhilt man

= ag a, 2ay l 1
— = 5 — 2
P (z — zp)kt! 22 + 23 0 + (l ) PR +
a9 3@2 l 2
+ ; + ?Zo + ...+ (l ) l+1 + ...
as 4as -3
+ ; + ?Zo + ...+ (l ) 1 ) + ...
_owm n 2a1z9 + Qo 3&120 +3a2z0+a3
22 23
A ek S ok
<l
+ ..
[e's) 1 l [e%S) l
_ = _
= Yy wd (L) =L X wd ()
1=1 k=1 =1 k=1

und damit die Darstellung (93). (92) beweist man analog, und aus der Darstellung
(73) sowie (I~;) = (;_%) erhiilt man auch (91). Fiir die Fehlerabschiitzungen
(94), (95) und (96) beriicksichtigt man, dass die Zahlen b, die Koeffizienten der
eindeutigen Multipolentwicklung um den Ursprung fiir die Punktladungen bzw.
Dipolladungen im Kreis D sind. Man wendet nun Satz 5.4 an, indem man den
Radius 7 durch den Radius R = |z| + r ersetzt. Die Abschétzung (96) zeigt

man SoO:

oo 00
by _ k=1 i=1
E : ST § : ST
I=p+1 l=p+1

A
NE
i
NN
¥

IA
()¢
X
l
NN
s
]
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P e R l
Zl+p+1 (‘ |)
=

z|2
b A 1 —
. wp mit o = AVLEG (- R)
2 2|z = R)
Die Beweise von (94) und (95) verlaufen analog. O

Aus dem obigen Satz wird deutlich, dass man das Zentrum einer Multipolent-
wicklung ohne Genauigkeitsverlust verschieben kann: Sind die Werte a; in den
Entwicklungen (88), (89) und (90) einmal berechnet, so erhélt man sofort alle b;
aus (91), (92) und (93).

Der nichste Satz zeigt, wie sich die Multipolentwicklung einer Ladungsmenge
als lokale Taylorentwicklung um den Ursprung darstellen l&ft:

Satz 5.6 Sei m € N und seien q;, ¢, R € R sowie N;, z;,20 € C mit |z| >
(c+1)R und |z;—2| < R, i =1, ..., m gegeben (s.u. Abb.3). Dann konvergiert
die zugehorige Multipolentwicklung innerhalb eines Kreises Dy mit Radius R um
den Ursprung, und fiir die obige Funktion ® erqgibt sich die Darstellung

O(z) =Y b2 (98)
1=0
mat -
b= > et ag log (—2) (99)
= (=)
und
1 < [l+k—-1 ag ag
b = — [>1 100
Fiir &y (2) und ®y (2) erhilt man entsprechend
> . 1 > l + k -1 Qe
Oy (2) = bzt mit b = — ( ) (101)
; 25 p k—1 ) (—z)*
bzw.
- > _ 1 — I+k\ a
Oy (2) = Y bz' mit b = Z(—U( L )ﬁ (102)
1=0 SO 0

Aupferdem gelten fiir jedes p > max <2, 2¢/(c — 1)) die Fehlerabschdtzungen

o(z) = Y b < Afdep+c) (l)pH, (103)

- c—1 c
1=0
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< 4Aep 1\
~ (e—=1)R \c

P +2
~ 4 Aep? 1\?”
!
Bt - Yone < 2 ()
1=0

mit der Eulerschen Zahl e und A aus (81), (83) bzw. (87).

p
CDN (Z) — Zbl Zl
=0

und

cR

Y

63

(104)

(105)

“0

Abbildung 3: Umwandlung einer Multipolentwicklung in eine Taylorentwicklung

Beweis: Entwickelt man =70)

—r um 0 # z fiir |2| < |2/, so erhélt man

1 1adr 1 1k i": 2
(z—z)k1  kldeb 2 —2 Kl dzt 2t

=0
(_1)k+1 o Zl

= > (I+1)..(1+k)

k! I+k+1
=0 ~0

und damit

ag . ka1 ag (k:—l—l)ak k+1
(z — zo)FtT (=1 < i Pz Z ..t I

Qg I
20
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Weiter gilt

io: +CL1 +2&1 1 n (l+1) aq l+
= — 4+ —z + ... ——z
= (2 — 29) k“ 22 28 l 252
. % . 3@2 _ . l+ 2 Qo l
23 2§ I ) 2
> I+ E\ a
_ l k+1
- > () sy
1=0 k=1 0
> 1 > l+ k ag
!
e

Mit

log(z — 20) = log(—z) + log(1 — Z—) log(—20) Z % (z)

0 20

fiir |z| < |zp| erhélt man die Formel (98),(99), (100) und (102). Der Beweis von
(101) verlauft vollig analog.

Fiir die Fehlerabschiatzung (103) findet man

p 0
—ZblZl = ZblZl §51+52
=0 l=p+1
mit
o0 o
S; = Z ”ylzl und Sy = Z G, 2
I=p+1 I=p+1
sowie a
0
gl - [ 2 und ﬂl = b — "
0
Fir S; erhalten wir
[ [ +1
|2|! z| A 2 |P
Si<lol 20 qnp <4 2 5| = o
I=p+1 I=p+1 =15
Mit
z R R - 1
20| = |20l R(c+1) ¢

kann man S; weiter abschitzen durch

A 1\"*! A [1\”
(= = ~ . 1
Sl<1—l(c) c—l(c) (106)
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Um eine obere Schranke von S, zu ermitteln, fiihren wir einen Kreis C' ein mit
Radius s, der innerhalb des Intervalls (R, cR) beliebig gewahlt werden kann. Es
giltalso s = cR ’%1. Weiter definieren wir die Funktion Y : C\D; — C durch

T(z) == ®(2) — aplog (z — 2p)
Mit (71) erhalten wir dann die Abschétzung

p 00 p+1
Sy = |T(2) = > /| =D G| < (ﬂ) M/(1—@) (107)
=0 I=p+1 § §
mit
M = I?G%X\T(t)].

Fiir t € C ist |t — 2| > cR+ R — s, auBerdem gilt |a,| < A R*/k, und es folgt

20 |ay > 1 R g
O (1 AN =
‘1U|—;;pﬁw ;;ch+R—s

Also kann man S, unter Beriicksichtigung von |z| < R abschétzen durch

1 A (p+1)

1—§CR—S S

Wir schitzen jetzt jeden der Faktoren Fy, F,, F3 ab. Mit s:= cRpT?1 erhalten:

Flz = = p S

und

3
I

| =
~__
<
+
=
I
+ A/~
Q
S
~__
)
+
7~
=
|
—_
~__
)
+

—_

I
S~ N 7 N~/ N -~/
Al Ol Ol o

N~ — ~—
)
+
=

(p+1) 1 (p+1)
( p—l)

IN
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Somit erhalten wir fiir S, :

4Aep (1\"H!
Sy < c—lp (E) . (109)

Die Addition von (106) und (109) ergibt die Fehlerabschitzung (103). Der Beweis
von (104) ahnelt sich dem Beweis von (105), deswegen zeigen wir hier nur (105).
Mit den Voriiberlegungen wie bei (107) erhdlt man fiir die Fehlerabschétzung

(105)
= - S 2\ ||
Oy (2) = > b =] ) bl < (—) M/(l——) = S (110)
=0 I=p+1 5 5
mit

M = r?eaCXICI)N(t)].

Wie oben gilt weiter fiir ¢ € C' die Abschitzung |t — 2| > ¢cR+ R — s. Mit
(85) und (87) erhalen |ay| < kA R*! und es folgt

= - ‘@k’ - kR k+1
o < B LU/ YL
[ev@®)] < Z]t—zolkﬂ - cR—i—R—s)
k=1 k=1
A > R b
N )| —
R 2k )(cR+R—s)

A (R+ (cR+R—-s)—R)
cR—s (cR+r—s—R)?

A A Ap?

(CR=sP ~ (cR—-cREE ~ RY

Also kann man (110) mit |z| < R und s := cR]”—;1 weiter abschétzen durch

1 Ap® (R (p+1) ¢ Ap? 1\ @D

S

Aus (111) folgt die Behauptung (105). O

Das folgende Lemma beschreibt, wie das Zentrum einer lokalen Taylorentwick-
lung verschoben wird.
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Lemma 5.7 Fir zy, z, a, € C, (k=0,1,...,n) gilt

S acow) =Y (i o (];) (—zo)k_l> n (112)

k=0 =0 k=l

Beweis: Mit der binomischen Formel erhalten wir

n n

Z ap (z — 2)F = a zk: (:L) (—z0)™ =

k=0 k=0 m=0
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6 Die Multipolmethode

6.1 Heuristik

Zur Speicherung der aus der Diskretisierung der Randintegralgleichungssysteme
resultierenden n x n- Matrizen werden n? Speicherplitze benotigt, und fiir jede
Matrix-Vektor - Multiplikation sind n? Multiplikationen notwendig. Dadurch ist
die Randelementmethode zunéchst nur fiir relativ kleine Dimensionen n anwend-
bar. Dieses Problem soll nun behoben werden, indem die Randintegraloperatoren
mit einer adaptiven schnellen Multipolmethode realisiert werden. Dadurch redu-
ziert sich der Speicherbedarf und der Rechenaufwand fiir eine Matrix-Vektor -
Multiplikation auf O(n log,n). Somit kann die iterative Losung eines linearen
Gleichungssystems mit einer vollbesetzten Matrix erheblich beschleunigt werden.

Als Grundlage hierzu dient die schnelle Multipolmethode (Fast Multipol Me-
thod (FMM)) von L. Greengard und V. Rokhlin, die ein Verfahren zur schnellen
Berechnung des Potentialfeldes eines Systems von n Ladungsteilchen darstellt

(vgl. [25], [?]).

Die Multipolmethode stellt das Potential der Teilchen durch Reihenentwicklun-
gen dar. Diese lassen sich in andere Entwicklungspunkte verschieben und auf-
summieren. Dadurch kann man die Potentiale mehrerer Ladungen zusammen-
fassen. Durch geschicktes Ausnutzen dieser Moglichkeiten und eine geeignete
hierarchische Gruppierung der Teilchen gelingt dann die gewiinschte Redukti-
on des Aufwands. Die Multipolmethode wird zur Berechnung des Potentials bei
weit genug entfernten Ladungsteilchen verwendet. Interaktionen zwischen nahe-
liegenden Teilchen werden direkt berechnet.

Wir seztzen im Folgenden voraus, dass die durch die Diskretisierung des Randes
erhaltenen m Punkte in einem Quadrat mit den Ecken (-1, —1), (1, —1), (1, 1)
und (—1,1) enthalten sind. Dann fiihrt man eine Hierarchie von Verfeinerungen
des Ausgangsquadrates ein: Die Stufe 0 ist dquivalent zur gesamten Ausgangs-
box. Die Stufe [ + 1 erhilt man aus der Stufe [, indem jede Region in vier
gleiche Teile zerlegt wird. Durch diese Hierarchie von Verfeinerungen wird eine
Baumstruktur hervorgerufen: Ist b eine feste Box der Stufe [, so werden die
vier durch Viertelung von b erhaltenen Boxen als deren Kinder betrachtet. Bei
einer festen Maschinengenauigkeit ¢ ist der minimale Abstand zwischen den Dis-
kretisierungspunkten 7., > . Man kann deswegen maximal L., = |log,¢]|
Generationen fiir eine feste Box erzeugen.

Im Gegensatz zu dem nichtadaptiven Algorithmus in [?] wird hier nicht die glei-
che Anzahl von Stufen fiir alle Teile der Boxen verwendet, sondern es werden,
nachdem man eine ganze Zahl s > 0 festgelegt hat, nur die Boxen weiter geteilt,
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die mehr als s Diskretisierungspunkte enthalten. Bei hoheren Verfeinerungsstu-
fen erhélt man natiirlich eine grofe Anzahl leerer Boxen, so dass in jeder Stufe
nur eine Liste der nichtleeren Boxen gespeichert wird (vgl. [25]).

Im Folgenden soll demonstriert werden, wie die Berechnungen der Potentiale
durch die Verwendung von Multipolentwicklungen beschleunigt werden konnen.

Seien X = {zy, xg, ..., x,} und Y = {y1, ¥2, ..., Ym} zwei endliche Punktmen-
gen in C. X und Y heilen wohlsepariert, wenn es zwei Punkte zg, yo € C und
ein reelles R > 0 gibt, so dass gilt

lrj—x9] < R fir j=1,..,n,
lyi—yo| < R fir i=1,..,m,
|zo —yo| > 2v2R.
x, R
X B
x, 3 p
'IZ
a a

Abbildung 4: Wohlseparierte Punktmenge

Die dritte Ungleichung ist durch den Algorithmus motiviert: Es wird im Weiteren
mit quadratischen Boxen gerechnet, in denen sich die Punktmengen X und Y
befinden. Die Seitenlénge einer Box sei a und kann mit Hilfe des Umkreisradius
R dargestellt werden durch a = R+/2. Damit die Entwicklungen gemi® der Feh-
lerabschitzung aus Satz 5.6 schnell konvergieren, soll |zo — yo| > 2a sein, also
ist d>2(a—R)=2R(vV2-1).

In den Punkten y; sollen sich Dipolladungen ¢; befinden und in die Richtung
der duferen Einheitsnormale N(y;), ¢ = 1, ..., m orientiert sein. Wenn man jetzt
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die Summen

Z (I)yi (xj)v J=1..n (113)

berechnen mochte, hat man den Aufwand O(nm), es miissen namlich m Felder
in n Punkten berechnet werden. Mit Hilfe der Satze aus Abschnitt 5.3 kann
dieser Prozess jedoch beschleunigt werden. Es seien um xy bzw. y, Kreise D,
und D, mit dem Radius R gegeben. Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir
rzeD,

QﬂRS\xo—yo\:\xo—x+x—yO|§|x0—x|+\x—y0\
Wegen |zo— x| < R ist also |x —yo| > R(2v2—1), und mit R > |y; —yo| folgt
2 —yo| > |y —yol (V2 —1) fiiralle i =1, ...,m.

Mit Satz 5.4 erhdlt man, zum Beispiel

Z (I)yi,Ni (‘I) = Re (Z I.qi_]\j;‘i> = Re (Z k Z ¢ N 1) .

x_
k=1 Yo)

Fiir alle p € N gilt dann die Fehlerabschitzung

yi, N; (2) — Re (Z m Z g Ni (yi — yo)k1> |

k=1 i=1

< ZZ1 ‘Qi Nz‘ 1
To2vV2-2 (2vV2-1)p
Um die Genauigkeit € zu erreichen, muss also p ~ —log, 5_, € sein. Dabei wird

e etwa in der Grokenordnung des Diskretisierungsfehlers der Randintegralglei-
chungen gewihlt. Der Ausdruck

p

27

k=1

T Z g N; ! (114)

kann als Polynom vom Grad p beziiglich (xfyo) interpretiert werden. Fiir festes
p erfordert die Berechnung der Koeffizienten O(mp) Operationen.

37—3/0

Werden nun zuerst die Koeffizienten von (114) und dann die erhaltene Multi-
polentwicklung in den Punkten =z, ...,x, berechnet (Aufwand O(np)), so ist

der Gesamtaufwand O(mp + np) und fiir groke m, n somit betrichtlich kleiner
als O(mn).
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Eine andere Moglichkeit ist, die Koeffizienten von (114) zu berechnen (O(mp)
Operationen), diese anschliefend mittels Satz 5.6 in eine Entwicklung der Form

P
Z aj(x — xo) (115)
7=0

zu konvertieren ( O(p?) Operationen), und danach (115) in den Punkten zy, ..., 7,
zu berechnen (O(np) Operationen).

6.2 Notation

Wir werden bei der Beschreibung des Multipolverfahrens folgende Begriffe und
Bezeichnungen verwenden:

- Punkt- bzw. Dipolladungen werden allgemein als Teilchen bezeichnet.
- G ist die Ausgangsbox.
- T(A) bezeichnet die Menge der Teilchen in einer Teilmenge A C G.

- Die Bezeichnung B; verwenden wir fiir die Menge der nichtleeren Boxen
auf der Stufe /.

- L ist die hochste Verfeinerungsstufe.

- Eine Box wird Elternbor genannt, wenn sie mehr als s Teilchen enthilt,
sonst ist sie kinderlos.

- Eine Kindboz ist eine nichtleere Box, die aus der Viertelung einer Elternbox
entsteht. ¢ C b bedeutet, dass ¢ Kind von b ist.

- Die hochsten vier Kinder einer Box nennen wir Brider.

- Kollegen werden die benachbarten Boxen derselben Gréfe, also auf der
gleichen Stufe, genannt. Eine Box hat also héchstens acht Kollegen.

- nbox sei die Gesamtzahl der gebildeten Boxen.

Fiir jede Box b auf der Stufe [ miissen fiinf Listen anderer Boxen in Abhéngigkeit
von ihrer Lage beziiglich b definiert werden:

1. Uy enthélt b und alle zu b benachbarten kinderlosen Boxen, wenn b kin-
derlos ist. U, ist leer, wenn b eine Elternbox ist.

2. V, besteht aus den von b wohlseparierten Kindern der Kollegen der Eltern-
box von b.
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3. W, enthilt alle nicht zu b benachbarten Nachfolger der Kollegen von b,
deren Elternboxen aber zu b benachbart sind, wenn b kinderlos ist. W,
ist leer, wenn b eine Elternbox ist. Der Abstand zwischen b und jeder Box
w € W, ist groker oder gleich der Seitenldnge von w.

4. X, besteht aus allen Boxen ¢ mit b € W,, d.h. ¢ € X}, genau dann, wenn
b € W,. Alle Boxen dieser Liste sind kinderlos und grofer als b.

5. Y, enthilt alle Boxen, die wohlsepariert von der Elternbox von b sind.

4 4
1 5 5
1 1 2 2
1 3 A
5 "1 3] 3 h
2 2
1
S 5
5 5 \‘
5
S 5 5
5 5
5 5

Abbildung 5: Beispiel einer adaptiven Zerlegung der Ausgangsbox

Fiir die Beschreibung des adaptiven Algorithmus werden noch weitere Bezeich-
nungen benotigt:
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e &, bezeichnet die Multipolentwicklung p—ter Ordnung um den Mittel-
punkt von b des durch alle Teilchen in 7'(b) bewirkten Feldes.

e Wir schreiben ¥, fiir die lokale Entwicklung p—ter Ordnung um den Mit-
telpunkt von b des durch alle Teilchen auferhalb von T'(U,) UT(W) her-
vorgerufenen Feldes. W,(r) ist dann das Ergebnis der Berechnung der Ent-
wicklung W, an der Position eines Teilchen r € T'(b).

e [, steht im Weiteren fiir die lokale Entwicklung um den Mittelpunkt von
b des durch alle Teilchen in 7'(V;) erzeugten Feldes.

e A\, ist die lokale Entwicklung um den Mittelpunkt von b des durch alle
Teilchen in T'(X,) bewirkten Feldes.

e a;(r) bezeichnet das Feld in r € T'(b), das durch alle Teilchen in T'(Uy)
hervorgerufen wird.

e (,(r) verwenden wir fiir das Feld in r € T'(b), das durch alle Teilchen
T(W,) erzeugt wird.

Die obige Abbildung 5 verdeutlicht die Zerlegung einer Ausgangsbox fiir den Fall
von 200 sich auf dem Rand befindenden Teilchen bei maximal drei Teilchen pro
Box (s = 3). Weiterhin ist fiir eine spezielle Box b die Zugehorigkeit anderer
Boxen zu den obigen Listen 1 bis 5 vermerkt.

6.3 Formale Beschreibung

Wir wollen jetzt die hydrodynamischen Potentiale in ihrer komplexen Form
(Kapitel 5) mit Hilfe der Multipolmethode ausrechnen. Dazu wird jeder Sum-
mand der Grundlésungsmatrix E und des Doppelschichttensors D mit der
Multipolmethode ausgerechnet und die erhaltenen Ergebnisse anschliefsend zu
Eij, Di;, (1,57 = 1,2) addiert. Somit muss man fiir das hydrodynamische Dop-
pelschichtpotential die Multipolmethode vierunddreizig mal und fiir das hydro-
dynamische Einfachschichtpotential zehn mal durchfiihren.

Im Weiteren wollen wir die einzelne Schritte der Multipolmethode mit den Er-
gebnissen aus Kapitel 5 angeben. Die Formeln fiir die Multipolentwicklungen und
die lokalen Entwicklungen wurden zundchst um den Ursprung notiert. Werden
sie fiir den Mittelpunkt z;; einer Box b benétigt, so muss man sie durch eine
Transformation z := z — z;; modifizieren. Weiterhin ist zu beriicksichtigen, dass
die Reihen nach p Gliedern abgebrochen werden. ®% bezeichnet den Anteil der
Box b an der Multipolentwicklung ®p von B. Analoges gilt fiir 'y, A% und
wh
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Bei der adaptiven schnellen Multipolmethode muss zuerst die Ausgangsbox re-
kursiv verfeinert werden, bis sich in keiner Box mehr als s Teilchen befinden.
Danach wird fiir jede Box b auf jeder Stufe [ die Ausgangsbox in die vier Teil-
mengen Uy, V,, W, und X, zerlegt und mit den Mengen T'(U,), T'(V3), T (W5)
und 7'(X,) von Teilchen wie folgt verfahren:

1. Fiir jede kinderlose Box b werden die Teilchen in T'(b) mittels Satz 5.4
kombiniert und die Koeffizienten a; der Multipolentwicklungen &, gebil-
det. Fiir Punktladungen berechnen wir a; mit

m 1 m
a=Q=) g a=—7> alz— 2 (116)
i=1 i=1
fiir Dipolladungen mit
ay = Z @iNi(z — za0)" (117)

i=1

und fiir weitere Summanden des hydrodynamischen Potentials vom Typ
(78) mit

ap = k Z ¢ N; (2 — ) a, =k Z ¢ N; (2 — ) T Re 2
i=1 i=1

(118)
bzw.

m

a, =k Z ¢ Ni (zi — za)" 'Im 2.

=1

2. Die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen in 7'(b) und 7'(U,) werden
direkt berechnet. Man erhélt damit «,(r). Fiir Punktladungen gilt

ap(r) = Z O, (r) = Z q; log (r — z), (119)

T(Up)3zi#r T(Up)ozi#r
fiir Dipolladungen folgt entsprechend

wr) = S e = S 2 (120)

T(Ub)BZZ'#T T(Ub)azzqﬁ?‘ rT A

und fiir weitere Summanden des hydrodynamischen Potentials vom Typ
(78)

¢ N;

Ea (121)

ap(r) = Rer Z

T(Up)2zi#T
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oder
¢ N;
Oéb(r) =Imr Z m
T(Up)3zi#r v
bzw.
/ ¢ N; Re z;
ay(r) = Z r— z)2
T(Up)3zi#r '
oder NT
/ _ q; IN; LT 24
ap(r) = ) r — 22
T(Up)ozi#r v

3. Fiir jede Elternbox B wird Satz 5.5 angewandt, um die Multipolentwick-
lungen ihrer Kinder ¢; zu ®p zu kombinieren. Dabei werden zunichst
wieder nur die Koeffizienten b; berechnet. Die entsprechende Formel fiir
Punktladungen ist

i
[—1 ao (zo — zu)"
b = Z ap (20 — zu) " (k;— 1) - M- (122)
k=1

Fiir Dipolladungen gilt gemaf Satz 5.5

b = i a (20 — zar) (2:11) (123)

k=1

und fiir weitere Summanden des hydrodynamischen Potentials vom Typ
(78)

b = zl: ar (20 — zm) " (/i) (124)

k=1

4. Mittels Satz 5.6 wird die Multipolentwicklung jeder Box in V, in eine
lokale Entwicklung um den Mittelpunkt von b umgewandelt. Wenn man
die daraus resultierenden Ausdriicke addiert, erhdlt man [',: Es gilt

p
Ty (z) = > bi(z — zu)
1=0
mit den Koeflizienten

p
a
by = Z(ikk + ag log (zar — 20) (125)
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im Fall von Punktladungen. Fiir Dipolladungen erhélt man entsprechend

P
l+k—1

b 126

l zo—le; (20 — 20)* (k—l) (126)

und fiir weitere Summanden des hydrodynamischen Potentials vom Typ

(78)
. 1 i B l + k Qe
b= Gy 2 ()t

In diesem Schritt werden genau wie im ersten und dritten Schritt nur die
Koeffizienten b; berechnet.

5. Man erhilt A,, indem man das Feld jedes Teilchens in 7'(X,) in eine lokale
Entwicklung um den Mittelpunkt von b konvertiert und die erhaltenen
Ausdriicke addiert. Man berechnet die Koeffizienten b; und benutzt dabei

die Formeln
qu Zbl Z — ZM

mit
qi

bo = qilog(zpr — 2z;) und b = —

fiir Punktladungen und

¢ N;
K P (129

fiir Dipolladungen. Fiir weitere Summanden des hydrodynamischen Poten-
tials vom Typ (78) hat man

¢ N;
(zi — zp)H2

qi Ni Re z;

bl - (l+ 1) (Zz IR ZM)[+2

b= (1+1) (130)

oder
qi Ni Im z;

(2 — 2p)H2

6. ¥, wird durch Addition von A, und I', berechnet.

b= (I+1)

7. Fiir alle Teilchen r € T'(b) wird das durch alle Teilchen in T'(W},) erzeugte
Feld (,(r) berechnet, indem die Multipolentwicklungen ®,, p—ter Ord-
nung jeder Box w € W, in r berechnet und addiert werden (vgl. dazu
Schritt 1 und 2).
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8. Mittels Lemma 5.7 wird der Mittelpunkt der lokalen Entwicklung Uy jeder
Elternbox B zu den Mittelpunkten ihrer Kinder ¢; verschoben und zu ¥,
addiert. Sowohl fiir Punktladungen, als auch fiir Dipolladungen berechnet

man dazu »

U(z) = alz — zu) (131)

=0

o= zp: (’;) b (zar — 20)F 7%

k=1

mit

9. Fiir jede Box b wird der Realteil der lokalen Entwicklung W, fiir jedes
Teilchen r € T'(b) berechnet und das Ergebnis zu Re ay(r) und Re Gy(r)
addiert. Man hat das Feld ®(r) bestimmt.

Man berechnet dabei die Wechselwirkungen zwischen Teilchen in 7'(b) und
T(Y) nicht explizit, da sie aufgrund der Wohlsepariertheit aller Boxen in Y}
von der Elternbox von b schon im vierten und fiinften Schritt auf der vorherigen
groberen Stufe berechnet wurden.
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6.4 Der adaptive Algorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir den Algorithmus fiir die adaptive schnelle Mul-
tipolmethode (Adaptive Fast Multipol Method) vor. Dabei wird eine Pascal-
ahnliche Syntax verwendet (vgl. [3]).

6.4.1 Implementierung

Initialisierung
Wahl der Hauptparameter

Man wéhlt die maximale Anzahl s von Teilchen in einer kinderlosen Box, ei-
ne Toleranz e¢ und setzt die Anzahl der Terme in den Entwicklungen auf p ~

—log, 51 €

Verfeinerung der Ausgangsboz in eine Hierarchie von Gittern

for [:=0,1,... do
for b € B, do
if cardT'(b) > s then
begin
Teile b in 4 Boxen c¢q, ..., c4;
for i:=1(1)4 do
if cardT(¢;) # 0 then By := By Ug;
end;

Schritt 1

Punkt 1 der formalen Beschreibung

for ¢ :=1(1) nbox do
if 0; ist kinderlos then Bilde die Koeffizienten der Multipolentwicklungen
®,, mit (116), (117) bzw. (118);

Schritt 2

Punkt 2 der formalen Beschreibung

for i:=1(1) nboxr do
if b, ist kinderlos then
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for r € T'(b;) do Berechne o, (r) mit
(119), (120) bzw. (121);
Schritt 3

Punkt 3 der formalen Beschreibung

for [:=L—1(-1)0 do
for b, € B; do

if b; ist Elternbox then

begin
for ¢ C b; do Bilde entsprechende Koeffiziente von ®; aus &, mit
(122), (123) bazw. (124);
Berechne &, ==, &}

end;

Schritt 4
Punkt 4 der formalen Beschreibung

for i:=1(1)nboxr do
begin
for b; € V4, do Konvertiere ®;, in I’y mit (125), (126) baw. (127);
Berechne I', = 3, evi, FZJ
end;

Schritt 5
Punkt 5 und 6 der formalen Beschreibung

for i:=1(1)nboxr do
begin
for r € T'(X,,) do Bilde Koeffiziente von A} mit (128), (129) bzw.
(130);
Berechne A, := ZreT(Vbi)FZf;
Berechne VU, =1, + Ay,
end;
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Schritt 6
Punkt 7 der formalen Beschreibung

for i :=1(1) nbox do
if b; ist kinderlos then
for r € T(b;) do Berechne 3, (r) := > oy, Po, (r);

Schritt 7
Punkt 8 der formalen Beschreibung

for ¢ :=1(1) nbox do
if b; ist Elternbox then
for c¢C b; do
begin
Bilde ®% mit (131);
Berechne ®, := ¥, + Wb
end;

Schritt 8
Punkt 9 der formalen Beschreibung

for i := 1(1) nbox do
if b; ist kinderlos then
for r € T'(b;) do Berechne ®(r) := Wy, (1) + o, (r) + G, (7);

Bemerkung: Im Algorithmus kommen Ausdriicke der Form a( logz vor. Da-
bei muss fiir den komplexen Logarithmus der richtige Zweig gewéhlt werden. Da
man aber letztendlich nur den Realteil benotigt und ag, als einzelne Ladung
oder deren Summe, immer reell ist, kénnen wir den Hauptzweig nehmen. Bei der
Implementierung kann die natiirliche Rekursivitit des Problems ausgenutzt und
die Schritte 1, 2 und 3 in einer Routine zusammengefasst werden:
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procedure Rekursion(b);
begin
if b ist Elternbox then
begin
for ¢ C b do Rekursion(c);
Berechne &, =), ®f
end
else
begin
Berechne ®,;
for r € T'(b) do Berechne «y(r)
end
end.

cCh

81
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6.4.2 Komplexititsanalyse

Um die Komplexitdtsanalyse anschaulicher darzustellen, fiihren wir noch einige
Bezeichnungen ein:

e Die Menge aller Boxen in einer Zerlegung S bezeichnen wir weiter mit Bg.

e (s steht fiir die aus allen kinderlosen (d.h. nichtleeren und nicht weiter
unterteilten) Boxen bestehende Teilmenge von Bg.

e [Dg ist die aus allen leeren Boxen bestehende Teilmenge von Bg, die einen
kinderlosen Bruder haben.

e (75 besteht aus allen Boxen, die entweder kinderlos oder leer,aber mit einen
kinderlosen Bruder, sind. Damit gilt Gs = Cs U Dg.

e Fiir die Menge aller Elternboxen benutzen wir die Bezeichnung FEJs.

e Fs schreiben wir fiir die aus allen nichtleeren Boxen bestehende Teilmenge
von Bs. Damit gilt Fs = Gs U Fg.

e card A bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Menge A.

Mit diesen Bezeichnungen gilt

Lemma 6.1 Fiir jede Zerlequng S der Ausgangsbox gelten die Beziehungen
a) Y ecs cardU, < 9card Gs.
b) >y cardV, < 27 card F.

c) ZbeFS card X, < 5card Gg.

d) cardCs < cardGgs < 4s€rT.

5Lm
e) card Fs < 23

Beweis: zu a): Diese Ungleichung gilt offensichtlich bei einer dquidistanten Zer-
legung des Ausgangsquadrates. Sei L die hochste Verfeinerungsstufe einer dqui-
distanten Zerlegung S. Wir teilen jetzt ein Quadrat b in vier kleinere Quadrate
und erhalten somit eine neue Zerlegung &, mit der Verfeinerungsstufe L + 1.
Offensichtlich gilt

card G, = cardGs + 3. (132)

Folgende Aussagen gelten fiir die U— Listen der Kinder von b :

(1) Jedes Kind von b hat seine drei Briider, sich selbst und drei Kollegen
der Elternbox in seiner Liste U. Die Summe ) cardU, vergrofert sich
peCs
deswegen um 4 -7 Elemente.
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(2) In der Zerlegung S, ist b eine Elternbox und hat somit eine leere Liste U.

Die Summe ) cardU, verkleinert sich deswegen um card U, Elemente.
peCs

(3) Die Nachbarn von b, die eine gemeinsame Seite mit b haben, erhalten bei
der Zerlegung S, ein zusitzliches Element in ihren U—Listen. Die Summe

> cardU, erhélt zusétzlich (cardU, — 5) Elemente. Insgesamt erhélt
peCs
man mit einer dquidistanten Zerlegung S:

anrdUp = anrdUp+4-7—cardUb+cardUb—5

PGCSb peCs

= Y cardU, + 23 < 9cardGs + 23
peCs

< 9(cardGs + 3) = 9cardGg,

Abbildung 6: Zerlegung S,

Die obere Ungleichung bleibt erhalten, auch wenn man jede weitere Box, aufser
die Kollegen von b, die mit b eine gemeinsame Seite haben, teilt. Die Differenz

zwischen der Summe ) cardU, und 9cardGs, vergrofert sich, wenn die
peCs
Zerlegung ungleichméafiger wird. Weiter betrachten wir den verbliebenen Fall:

Wir teilen einen Kollegen b;, und erhalten eine neu Zerlegung Sy,

Z cardU, = anrdUp—i—(4~7—cardUb+cardUb—5)
pECswl p€eCs
+(242-8+2-7— cardU,, + cardU,, — 6)
= ) cardU, + 49 < 9cardGs + 49

peCs

< 9(cardGs + 3 4+ 3) = 9card Gs,, -
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Abbildung 7: Zerlegung Sy,

Alle weiteren Zerlegungen konnen in dhnlicher Weise betrachtet werden und fiih-
ren zu dem selben Ergebnis.

zu b): 'V, besteht nach Definition aus den von b wohlseparierten Kindern der
Kollegen der Elternbox von b. Die Elternbox von b hat héchsten acht Kollegen,
und jeder der acht Kollegen hat hiochstens vier Kinder, von denen fiinf mit der
Box b benachbart sind und somit V} nicht angehoren. Die Anzahl der Elemente
von V, ist also durch 8 -4 — 5 = 27 beschriankt (Abb. 8). Daraus folgt die Be-
hauptung b).

Abbildung 8: zu b)
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zu ¢): X, besteht nach Definition aus allen Boxen ¢ mit b € W,.. Somit sind alle
Boxen dieser Liste wohlsepariert von b und mindestens die Kollegen der Eltern-
box von b. Es konnen aber auch die Kollegen der Grofeltern usw. von b sein,
die aber zur Elternbox von b benachbart sind. Da wir aber eine Abschitzung
nach oben anstreben, konnen wir uns nur auf die Kollegen der Elternbox von b
beschranken. Die Elternbox von b hat hochstens acht Kollegen, drei davon sind
zu b benachbart, also ist die Anzahl der Elemente von X, durch 8 —3 =5
beschrénkt (Abb. 9).

Abbildung 9: zu c)

zu d): Die erste Ungleichung gilt wegen Cs C Gs. Auf der Stufe [ hat man
hochstens 75 Elternboxen, die jeweils hochstens vier Kinder haben kénnen.
Fiir L Verfeinerungsstufen erhdlt man die Abschétzung d).

zu e): Es gilt nach Definition Fs = Gs U Es, Gs N Es = &. Die Anzahl
der Elternbox jeder Stufe ist hochstens =, auferdem gilt card Gs < ZLSLTT. So-

s+17
. . . . (L-1)m 4L 5L
mit erhalten wir die Abschétzung card Fs < = —— + 3 +T < = +T. O

Im Folgenden geben wir die Aufwandsabschitzungen der Multipol- und loka-
len Entwicklungen fiir Dipolladungen an. Fiir Punktladungen erhoht sich der
Aufwand nur geringfiigig. Dabei betrachten wir generell Operationen mit kom-
plexen Zahlen.
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Initialisierung

Der Aufwand bei der Initialisierung hingt stark von der Implementierung ab
und ist von der Ordnung O(Lm). Die benétigten Binomialkoeffitienten werden
auch wéhrend dieses Schritts berechnet und gespeichert.

Schritt 1

Da jedes der m Teilchen einen Anteil an der Multipolentwicklung p —ter Ord-
nung einer kinderlosen Box hat, erhalten wir

Multiplikationen: 2m p
Additionen: dmp

Schritt 2

Jede kinderlose Box enthélt hochstens s Teilchen, und der Aufwand fiir die
direkte Berechnung aller Wechselwirkungen zwischen den Teilchen zweier Bo-
xen ist O(s?). Die Gesamtzahl der Boxen in den Listen 1 ist beschriinkt durch
9-4Lm/(s+1) (Lemma 6.1). Fiir die Rechnungen gelten die folgende Abschét-
zungen

Multiplikationen < %leg
Additionen < %
Divisionen < fdlms
s+1
Schritt 3

Das Zentrum der Multipolentwicklung jeder Box wird zum Zentrum der Eltern-
box verschoben. Die Gesamtzahl der Boxen ist beschrankt durch 5Lm/(s+ 1)
(Lemma, 6.1) und jede Verschiebung erfordert einen Aufwand der Grokenordnung

P i =p(p+1)/2. Fir die Rechnungen gelten die folgende Abschétzungen

Multiplikationen W

<
Additionen < 3Lm((p+p/2+1)
= s+l
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Schritt 4

Liste 2 jeder Box hat nicht mehr als 27 Eintrége. Es gibt hochstens 5 Lm/(s+1)
Boxen (Lemma 6.1), und jede Transformation erfordert den Aufwand O(p?) . Fiir
die Rechnungen gelten die folgende Abschétzungen

27-5 Lm ((p®>+5p)/2)

Multiplikationen < =
Additionen < W
Divisionen < 205Lm (p+1)
s+1
Schritt 5

Jede Box in X, enthilt hochstens s Teilchen, und der Aufwand fiir die Be-
rechnung aller Wechselwirkungen zwischen allen Teilchen einer Box in X, und
einer Box b ist O(ps). Die Gesamtzahl der Boxen in den Listen 4 ist beschréinkt
durch 5-5Lm/(s+ 1) (Lemma 6.1). Fiir die Rechnungen gelten die folgende
Abschatzungen

5-5 L ms (p+5)

Multiplikationen <
st1
Additionen < %W
Divisionen < bbLms
s+1
Schritt 7

Jede kinderlose Box enthélt hochstens s Teilchen, und der Aufwand fiir die
Berechnung aller Wechselwirkungen zwischen allen Teilchen in b und einer Box
in W), ist O(ps). Die Gesamtzahl der Boxen in den Listen 3 ist beschrénkt durch
5-5Lm/(s+1) (Lemma 6.1). Fiir die Rechnungen gelten die folgende Abschét-
zungen

Multiplikationen < Z2Lms2
Additionen < %‘gl@m
Divisionen < 2BLms

s+1
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Schritt 8

Jede Box hat hochstens vier Kinder. Die Anzahl der Boxen ist nicht grofer als
5Lm/(s+ 1) (Lemma 6.1) , und eine Transformation erfordert einen Aufwand
O(p?/2). Fiir die Rechnung delten die folgende Abschiitzungen

Multiplikationen < %pf”m
Additionen < %@
Schritt 9

An jeder Position eines Teilchens wird eine Multipolentwicklung p—ter Ord-
nung berechnet. Die Summation erfordert einen zusitzlichen Aufwand von m
Additionen, man hat dabei:

Multiplikationen: m (2p — 1),
Additionen: m(p + 2)
Gesamtaufwand fiir die Schritte 1-8

Komplexe Multiplikationen:

108 52 + 80p% + 380p + 7Hps + 135)
s+1

TM<m(L

Komplexe Additionen:

7252 + 150p% + 2 2 1
TA<m<L s* + 150p* 4+ 290p + 25ps + 50s + 65)

s+1

Komplexe Divisionen:

2 1 1
TD<m(L36S + 135p + 75s + 35)'

s+1
Insgesamt erhélt man wegen L = O(log, m) als Abschitzung fiir die CPU-Zeit:
Te == pTy + 6Tp + aTy = O(m logym).

Dabei hingen die Koeffizienten «, p und § vom verwendeten Rechner, der Pro-
grammiersprache und der Implementierung ab.
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6.4.3 Speicherplatzanalyse

Bei der Implementierung eines Algorithmus hat man die Qual der Wahl: Spei-
chert man lieber etwas mehr Daten (wie z. B. Zwischenergebnisse) oder berechnet
diese auf Kosten der Laufzeit immer wieder neu. In unserem Programm wird die
Baumstruktur ausgenutzt. Dabei wird fiir jede Stufe eine Liste mit den nichtlee-
ren Boxen dieser Stufe bereitgehalten, um Rechenzeit zu sparen.

Der Speicherbedarf ist durch die Anzahl card Fs nichtleerer Boxen bestimmt.
Fiir jede Box b werden gespeichert:
- die Verfeinerungsstufe (i),
- der Mittelpunkt (|c|),
- die Koeffizienten einer Multipolentwicklung p—ter Ordnung ((p+1)|c|),
- die Koeffizienten einer lokalen Entwicklung p—ter Ordnung ( (p+ 1) |¢|),
- die Zeiger auf die hochstens vier Kinder (4 |z|),
- eine Liste der Teilchen in der Box (1),
- die Listen Uy, V,, W}, und X, fiir jede Box b (\).
Dabei ist |i| der Speicherbedarf einer ganzen Zahl, |c| der Speicherbedarf einer

komplexen Zahl und |z| der Speicherbedarf einer Zeigervariablen.

Fiir den Speicherbedarf der Teilchen aller Boxen b € Fs findet man:
T = ZTI, = 2|z|m.
beCs

Fiir den Speicherbedarf der Listen erhalten mit Lemma (6.1)

A= Z M < 2]z (9cardGs + 37 card Fy)

beFs
Insgesamt erhilt man fiir den Speicherbedarf als obere Schranke
M= (|i| +|e|](1+2(p+1)) +4]z]) card Fs + 7 + A
und mit dem Lemma (6.1)

. 5L 4L 5L
M= (Jil + el (1+20p+ 1) +4]2]) T + 202 (m—|—9 =+ 37 m)

s+1 s+1

5L +5Lc|(3+2p) +2|2[(231L + s +1)
m .
s+1
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7 Numerische Tests

Fiir die numerischen Tests wurde ein PC mit einem AMD-Mobile-Athlon-XP-
2400-+- Prozessor und 512 MB DDR-Ram verwendet. Programmiert wurde mit
Borland Pascal 7.0, und die Rechnungen wurden im Protected Mode unter DOS
mit doppelter Genauigkeit - jede Real-Zahl belegt acht Byte Speicherplatz -
durchgefiihrt. Intern werden fiir die Rechnungen automatisch 10-Byte-Real-Zahlen
verwendet.

Die Darstellung der Naherungslosung U, des Geschwindigkeitsfeldes u ist aus
dem dritten Kapitel bekannt. Die unbekannten Koeffizienten o; werden durch
die Losung des linearen Gleichungssystems mit einem iterativen Verfahren (sie-
he Kapitel vier) bestimmt. Fiir den Benutzer stehen im Programm zwei itera-
tive Verfahren zur Auswahl: GMRES und das Good-Broyden - Verfahren mit
kompakter Speicherung. Dabei muss in jeder Iteration ein Matrix-Vektor - Pro-
dukt kalkuliert werden. Dies geschieht in zwei Schritten: Zunéchst werden die
Berechnungen fiir die Elemente aufserhalb der Hauptdiagonale der Matrix mit
der adaptiven schnellen Multipolmethode durchgefiihrt. Danach wird zu dem
entstandenen Vektor der Kriimmungsanteil I addiert. Die Untersuchungen zur
Multipolmethode werden im Abschnitt 7.2 durchgefiihrt. Im Abschnitt 7.3 te-
sten wir die iterativen Verfahren und geben den absoluten Fehler der Losung des
inneren Dirichlet-Problems in Abhéngigkeit von der Geometrie des Gebietes, der
Randfunktion und der Anzahl der Diskretisierungspunkte an.

7.1 Gebiete fiir die Testrechnungen

Fiir die Testrechnungen werden wir die folgenden vier Gebiete verwenden: Den
Einheitskreis G; um den Ursprung, die Ellipse G5 um den Ursprung mit den
Halbachsen a = 0.9 und b = 0.5, ein so genanntes "Wurstgebiet” 3 und ein
Gebiet G4, dessen Rand 0G4 aus einem Dreiviertelkreis und einem Polynom
vierten Grades so zusammengesetzt wird, dass in den beiden Nahtstellen die
Ubergiinge bis einschlieRlich ihrer zweiten Ableitungen stetig sind. Die Rénder
dieser Gebiete werden wie folgt parameterisiert:

Gi: x(t) := cos(2mt),
y(t) = sin(27t), te€]0,1];



NUMERISCHE TESTS

Abbildung 1

Go:  z(t) := 0.9 cos(2rt),
y(t) = 0.5sin(27t), te|0,

R
/

0: Gebiet G4

1].

-

20.75-0.5-0. 25
-0.2

-0.4

Abbildung 1

Gs: x(t):= 0.35 cos(2mt) + 0.7 cos(2m(2t)) — 0.14,

0.25 0.5 0.75

1: Gebiet Gy

91

y(t) ;== 0.35 sin(27 (t —0.2)) + 0.14 sin(27(2t) — 0.07 sin(27 (4t))
+ 028 sin(2r(t+0.07), telo,1].
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0.25 0.5 0.75

Abbildung 12: Gebiet G3

Gy: x(t) := cos(2mt),
g = sin(2rt), telo, fJUl3 1],
y(t) = — Y2 (cos*(2mt) + cos?(2mt) — L), te (L, 3

0.5

Abbildung 13: Gebiet G4

).
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7.2 Untersuchungen zur adaptiven schnellen Multipol-
methode

Im Folgenden wird die Abkiirzung DFMM fiir die Berechnung des hydrodyna-
mischen Doppelschichtpotentials und EFMM fiir die Berechnung des Einfach-
schichtpotentials mit der adaptiven schnellen Multipolmethode aus dem sech-
sten Kapitel verwendet. Wir untersuchen weiter verschiedene Zusammenhénge
zwischen den Parametern der adaptiven schnellen Multipolmethode bei DFMM
und EFMM.

7.2.1 Zusammenhang zwischen der Hichstzahl der Punkte pro Box
und der Rechenzeit sowie dem Speicherbedarf

Zunachst wird das Gebiet G, fiir m = 1000 diskretisiert. In jedem Punkt soll
sich eine Dipolladung der Stidrke ¢ = 1 befinden. Nun wird das hydrodynami-
sche Doppelschichtpotential zur konstanten Belegung ¢ = 1 mit der schnellen
Multipolmethode berechnet. In Tabelle 7.1 wird der Zeitbedarf ¢, der fiir die Be-
rechnung von DFMM benétigt wird, sowie der fiir DEMM gegeniiber der direkten
Berechnung zusitzlich benétigte Speicherplatz angegeben. Die Zeitmessungen er-
folgen fiir p = 20 und p = 30 Summanden in den Entwicklungen.

Tabelle 7.1: Ergebnisse fiir G,

s Punkte Zeit Zusatzspeicher Zeit, Zusatzspeicher
pro Box | in sec, p = 20 | in Byte, p = 20 | in sec, p = 30 | in Byte, p = 30
1 10,12 1.691.888 20,86 1.806.640
2 6,33 1.059.824 13,17 1.453.104
3 5,04 750.512 10,41 1.023.472
4 4,61 709.616 9,58 967.216
5 3,11 472.688 6,43 641.968
6 2,67 375.280 5,41 508.720
7 2,57 375.280 5,22 508.720
8 2,21 326.896 4,35 442.416
9 2,13 309.616 4,04 418.736
10 1,82 255.536 3,48 344.176
20 1,43 158.256 2,45 211.056
30 1,36 103.088 1,91 135.408
40 1,22 82.416 1,80 107.056
50 1,22 55.088 1,63 69.488
60 1,23 55.088 1,82 69.488
70 1,24 55.088 1,92 69.488
80 1,31 55.088 2,02 69.488
90 2,36 31.088 2,37 36.528
100 2,48 31.088 2,56 36.528
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Die folgende Tabelle 7.2 stellt die Ergebnisse der gleichen Untersuchung fiir das

Gebiet G5 dar.

Tabelle 7.2: Ergebnisse fiir G3

s Punkte Zeit Zusatzspeicher Zeit, Zusatzspeicher
pro Box | in sec, p = 20 | in Byte, p = 20 | in sec, p = 30 | in Byte, p = 30
1 9,98 1.677.152 20,66 1.783.904
2 6,65 1.052.176 13,73 1.439.696
3 5,33 808.688 10,95 1.103.728
4 4,24 611.040 8,65 831.200
5 3,70 520.512 7,51 706.432
6 3,22 446.352 6,48 604.432
7 2,82 380.352 5,66 513.792
8 2,49 319.120 4,95 429.520
9 2,28 282.624 4,48 379.264
10 2,18 260.400 4,23 348.720
20 1,64 153.088 3,02 201.728
30 1,53 104.912 2,47 136.272
40 1,53 79.280 2,24 101.360
50 1,55 70.288 2,23 89.168
60 1,73 56.272 2,36 70.352
70 1,90 54.560 2,39 68.000
80 2,32 48.848 2,76 60.368
90 2,53 41.536 2,89 50.496
100 2,66 38.832 2,99 46.832

Man sieht, dass in den betrachteten vier Fillen die optimale Anzahl s,, von
Punkten pro Box bei ungefdhr 50 liegt, da die benotigte Zeit fiir s = 50 bei bei-
den Gebieten (G; und (3 fiir p = 20 sowie p = 30 am geringsten ist. Aufserdem
entnimmt man den Tabellen 7.1 und 7.2, dass der Zusatzspeicher mit wachsen-
dem s abnimmt. Die Ergebnisse hingen auch von der Geometrie des Randes ab:
Fiir die gleichen Rechnungen bené6tigt man bei G3 aufgrund der komplizierteren
Randparametrisierung mehr Zeit und Zusatzspeicher.
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7.2.2 Zusammenhang zwischen der Anzahl der Summanden in den
Entwicklungen und dem maximalen relativen Fehler

Um den Zusammenhang zwischen der Anzahl p der Summanden in den Entwick-
lungen und dem maximalen relativen Fehler ¢ festzustellen, werden die Rander
0G7 und 9G53 mit m = 1000 diskretisiert. Die maximale Anzahl s der Punkte
pro Box wird gleich 50 gewéhlt. In jedem Punkt wird eine Punktladung bzw. eine
Dipolladung der Stirke ¢ = 1 angebracht. Nun berechnen wir das hydrodyna-
mische Einfachschichtpotential ®gppryy (fiir den Rand 0 Gy ) und das hydrody-
namische Doppelschichtpotential ®ppyry, (fiir die Rénder 0G; und 0G5 ) mit
der konstanten Belegung ¢ = 1 unter Verwendung der adaptiven schnellen Mul-
tipolmethode. Aufterdem bestimmen wir mit dem Nystrém-Verfahren die beiden
hydrodynamischen Potentiale ®,, ndherungsweise durch die direkte Matrix-
Vektor - Multiplikation. Wir definieren den maximalen relativen Fehler durch

Duir(2) — Crrma(2:)

i=1,...,n q)dir(zi)
bzw.
B Puir(21) — Pprarn(zi)
Erel = MaX
i=1,...,n q)dir(zi)

Dabei ist ®4,(z;) das mit dem Nystrom-Verfahren direkt berechnete hydrody-
namische Einfachschicht- bzw. Doppelschichtpotential in z;, welches durch die
Punktladungen bzw. Dipolladungen in z; (j # i) bewirkt wird. ®gpaar(z;)
bzw. ®praa(z;) ist das mit der adaptiven schnellen Multipolmethode fiir p
Summanden in den Entwicklungen berechnete hydrodynamische Einfachschicht-
bzw. Doppelschichtpotential in z;. Der Zusammenhang zwischen p und ¢,; fiir
®pry und Gy oist in Tabelle 7.3, fir ®ppprps und G in Tabelle 7.4, und fiir
®prayy und Gy in Tabelle 7.5 dargestellt.

Tabelle 7.3: Ergebnisse fiir ®gpyp; und Gy

‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel

1,23-1073 12| 2,01-107° 19] 5,86-107° 26 | 1,62-10711
2,18-107* 13 6,38-1077 20| 1,15-107° 27 1 7,21-10712
2,30-1074 14 | 2,07-1077 21| 7,91-1071° 28 | 2,84 -10712
6,54 -107° 15| 1,48-1077 22 | 4,69-1071° 29 | 1,53-10712
2,55-107° 16 | 5,85-1078 23| 2,00-1071° 30 | 6,75-10713
6,12-107 17 | 2,51-1078 24| 5,62-10711 3112,35-10713
4,32-107¢ 18 | 1,03-1078 25| 3,45-10711 32(1,59-10713

CE oo oo ol
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Tabelle 7.4: Ergebnisse fiir ®ppppy und Gy

‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel

7,26-1073 12 | 3,07-107° 19| 1,80-107" 26 | 6,94 10719
3,97-1073 13 1,86-107° 20 | 4,32-1078 27 1 3,74-10710
2,90-1073 14 | 4,38-1076 21| 2,30-1078 28 19,71-10710
7,57-107* 15| 3,32-1076 221 1,99-1078 29 | 5,87-1071!
4,45-1074 16 | 1,38-1076 23| 6,29-107° 30 | 4,37-10"1
8,49 -107° 17 | 6,85- 1077 24 | 2,21-107° 31| 1,77-1071
6,69 -107° 18 | 3,38 -1077 251 9,67-10710 3216,31-10712

mEE oo ao o

Tabelle 7.5: Ergebnisse fiir ®ppprpy und Go

‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ ‘ p ‘ Erel ‘ p ‘ Erel

8,14-107° 12 [ 1,07-107° 19| 4,69-10°8 26 | 2,10- 10710
2,26 1073 13 ]7,63-1076 20| 2,37-1078 27 | 5,27- 1071
9,13-10* 14 | 2,54-1076 21| 8,32-107° 28 12,8910~
3,32-107* 15| 8,78-107" 22| 3,11-107° 29| 1,61-10~1
2,51-10* 16 | 3,52- 1077 23| 1,47-107° 30| 1,01-1071
6,95-107° 17 1 1,80- 107" 24 | 8,85-10710 311]4,71-10712
2,04-107° 18 | 8,11-1078 25| 5,11-10710 32| 1,44-10712

mEE oo ao ol

Wie man sieht klingt der maximale relative Fehler mit wachsendem p bei allen
Beispiele kontinuierlich ab. Das genaue Abklingverhalten hingt allerdings von
der Geometrie des Randes ab (vgl. Tabelle 7.4 und 7.5).

7.2.3 Vergleich von DFMM bzw. EFMM mit der Berechnung der
hydrodynamischen Potentiale konstanter Belegung durch die
direkte Matrix-Vektor-Multipliktion

Im Folgenden werden die Gebiete G; und G4 diskretisiert und die Entwicklun-
gen mit p = 25 berechnet. Dabei wird der Parameter s wird so gewiahlt, dass
der durch die numerischen Experimente ermittelte Zeitaufwand fiir DEFMM bzw.
EFMM minimal wird. In Tabelle 7.6 ist im Falle von G; die fiir EFMM und die
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fiir die direkte Berechnung des Einfachschichtpotentials benétigte Zeit sowie der
zusatzliche Speicherbedarf angegeben. In Tabelle 7.7 bzw. 7.8 sind die entspre-
chenden Ergebnisse fiir DFMM und G; bzw. G, aufgelistet.

Tabelle 7.6: Ergebnisse fiir ®gpryp; und Gy

| n | s |t sec| Speicherbedarf | tgpaa, sec | Zusatzspeicher |
500 60 0,31 144.528 0,21 25.808
1000 | 60 0,78 288.528 0,38 62.288
2000 | 60 2,60 576.528 0,84 135.248
4000 | 60 10,02 1.152.528 1,66 282.448
8000 | 60 40,04 2.042.384 3,65 39.440
16000 | 60 | 174,19 1.987.088 8,39 98.384
32000 | 60 | 784,21 1.876.496 16,16 -53.168

Tabelle 7.7: Ergebnisse fiir ®ppppy und Gy

‘ n ‘ s ‘ tair, S€C ‘ Speicherbedarf ‘ tpryvv, Sec ‘ Zusatzspeicher
500 | 50 0,27 116.464 0,75 25.808
1000 | 50 0,48 232.464 1,42 62.288
2000 | 50 2,26 464.464 3,02 135.248
4000 | 50 8,83 928.464 6,23 282.448
8000 | 50 34,0 1.856.464 16,0 39.440
16000 | 50 | 150,7 1.877.456 33,14 98.384
32000 | 50 | 762,7 1.919.440 72,32 -53.168

Tabelle 7.8: Ergebnisse fiir ®pppp und Gy

‘ n ‘ s ‘ tair, S€C ‘ Speicherbedarf ‘ tpryma, Sec ‘ Zusatzspeicher ‘
500 | 50 0,30 116.464 1,12 48.272
1000 | 50 0,88 232.464 1,67 96.592
2000 | 50 2,60 464.464 3,68 132.624
4000 | 50 8,84 928.464 7,99 309.776
8000 | 50 35,3 1.856.464 17,5 53.776
16000 | 50 | 163,5 1.877.456 35,41 108.944
32000 | 50 | 782,3 1.919.440 76,40 -33.264
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Es ist deutlich erkennbar, dass der Aufwandt bei der adaptiven schnellen Mul-
tipolmethode fast linear anwéchst. Fiir das hydrodynamische Einfachschichtpo-
tential ist die Methode schon ab ungefihr m = 500 schneller als die direkte
Berechnung. Aus den Tabellen 7.7 und 7.8 entnimmt man auferdem, dass die
adaptive schnelle Multipolmethode fiir das hydrodynamische Doppelschichtpo-
tential erst ab ungefdhr m = 3000 vorteilhafter ist als die direkte Berechnung.
Hier hat sicherlich die Tatsache, dass fiir @y, die Multipolmethode vierund-
dreizig mal und fiir ®gpp;p; nur zehn mal angewendet wird, einen Einfluss.
Dabei wird der Unterschied mit wachsendem m immer gravierender. Bei einer
sehr grofen Anzahl von Diskretisierungspunkten erfordern beide Gebiete auch
wesentlich weniger Speicherplatz fiir die Berechnungen.

7.3 Untersuchungen zum inneren Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt werden nun Simulationen zum inneren Dirichlet-Problem
mit der adaptiven schnellen Multipolmethode durchgefiihrt.

7.3.1 Vergleich des Konvergenzverhaltens der iterativen Algorithmen

Wir betrachten im Foldenden eine Ellipse GG. Mit der Parameterisierung
) a cos(27t)
pu— t pu
x (:Ug) () (b sin(27rt))’

()0 ()

bsin(27T)
erhalten wir die folgenden Darstellungen:

V() = AJEr(r) + g5(7)

= 2my/(asin(27t))2 + (b cos(27t))?

fiir die Gramsche Determinante,
1 Yo (T
Ny) = — = (_? ) )
Ui (T) + 93(7) (7)

_ 1 (b cos(27rt))
V(asin(27t))2 + (b cos(2mt))? \asin(2mt)
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fiir die duflere Einheitsnormale im Punkt y € 0G und

Dhixy) = -3 B R 0
_ a®b sin® w(t + 1)
(a2 sin®w(t+ 7)) + b? cos®w(t +17))2"
Dt v) = Dylxy) = -3 =l 2l Ooy) R
L a’b? sin 2m(t + 1)
 2(asin®a(t+ 7)) + b2 cosr(t 4 7))2
552(}(’ y) _ 1 ($2 - y2)2 (X - Y> ) N(Y) ")’(T)|

™ x — y/*

ab?® cos® mw(t + 7)
(a? sin® 7 (t + 7)) + b? cos? w(t + 7))2

fiir die ersten zwei Zeilen des parametrisierten Doppelschichtpotentialkernes. Im

Falle ¢ = 7 erhalten wir die Kriimmungsmatrix des Randes G in der Form
a®b sin?(277)

(a2 sin®(277)) + b2 cos?(277))2’

’Cll (T)

a’b? sin(4nT)

Kio(r) = Kalr) = - 2 (a2 sin®(277)) + b2 cos?(277))?

sowie

ab?® cos®(2mT)

Koa(T) (a® sin®(277)) + b% cos?(277))?’
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Wie bereits oben erwdhnt muss der Kriimmungsanteil IC ¢,, in jedem Iterati-
onsschritt zum aus der Multipolmethode resultierenden Vektor addiert werden.
Um das Konvergenverhalten von GB und GMRES zu vergleichen, betrachten wir
das Beispiel G := Gy und m = 1000 mit dem Randwert b(x) := (—z1, z9)7.
Fiir die Startbelegung xo = 0 konvergiert GMRES wesentlich schneller als GB.
Spitestens nach sechs Iterationsschritten liefern aber beide Verfahren den ge-
suchten Wert mit der Genauigkeit ¢ = 107%. Die entsprechenden Ergebnisse sind
in Tabelle 7.9 dargestellt.

Tabelle 7.9: Konvergenzverhalten vom GB und GMRES im Falle G = G5,
m = 1000, b(x) = (—x1, 7o) und Startwert xo =0

Iteration | Reduktion des Fehlers | Reduktions des Residiums
k |xx — x*| bei GB |Axy — b| bei GMRES
1 7,96-1071 1,48 - 10Y
2 1,73-107! 2,50 - 1071
3 6,42 - 102 2,45 - 1074
4 2,16 -1072 3,39-107°
5 3,64-107° 6,16 - 1076
6 5,04-1076 1,75-1077
7 1,68-107° 2,14-1078
8 3,36 - 1077 3,52-107°
9 1,05-1077 1,29-10°10
10 7,11-107° 7,22-10713
11 1,73-107° 1,08-10713
12 4,44 -10710 2,51-10"1
13 6,59 - 1071 2,42-1074
14 2.12-10712 2.38.10"14
15 1,11-10713 2,38-1074
16 1,26-10714 2,38-1071
17 3,19-10716 2,38-1071
18 7,90 - 10717 2,38-10~1

Wie aus der obigen Tabelle ersichtlich ist dndert sich das Residium bei GM-
RES nach ungefahr zwolf Iterationen nicht mehr.

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel: Seien G = G;, m = 100 und
b(x) = (234223, —2z122)". Auch hier konvergiert fiir die Startbelegung xo = 0
GMRES wieder wesentlich schneller, wobei nach sechs Iterationsschritten beide
Verfahren den gesuchten Wert mit der Genauigkeit ¢ = 107° liefern. Die ent-
sprechenden Ergebnisse sind in der Tabelle 7.10 dargestellt.
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Tabelle 7.10: Konvergenzverhalten von GB und GMRES fiir G = Gy,
m = 100, b(x) = (23 + 223, —2x75)" und x¢ =0

Iteration | Reduktion des Fehlers | Reduktions des Residiums
k |xx — x*| bei GB |Axy — b| bei GMRES
1 7,30-107¢ 2,22-107¢
2 1,89-1071 1,69-1073
3 8,48 -1072 2,86-107°
4 6,54 -10~* 9,13-10°
5 1,51-1075 8,45-1078
6 3,93-10°¢ 9,73-10710
7 1,76-1076 8,45-10712
8 1,64-10°8 8,83-10713
9 4,20-10710 1,41-10713
10 9,35-10~1 1,30-10713
11 3,75-1071 3,10-10714
12 4,42 .10712 1,13-10"14
13 8,28-10713 1,13-10714
14 3,13-10713 1,13-10714
15 1,35-107% 1,13-107*

16 1,71-1071 1,13-10714
17 1,41-107% 1,13-1074
18 1,09 .10 1,13-10714

7.3.2 Simulationen zum inneren Dirichlet-Problem

Mit der Losung des lineare Gleichungssystems, ldsst sich die Losung des inneren
Dirichlet-Problems fiir die Stikes-Gleichungen in jedem Punkt x € G approxi-
mieren. Dazu betrachten wir die beiden folgenden Beispiele
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Beispiel 1: Auf dem Rand der Gebiete G; und G, sei die Funktion b(x) :=
(1, 1)T vorgegeben. Diese Funktion erfiillt die Vertriglichkeitsbedingung

[ 1) NGy do, =0, (133)
oG

Also existiert eine Losung (u, p), der Stokes-Gleichungen, wobei das Geschwin-
digkeitsfeld u eindeutig und die Druckfunktion p bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt ist. Die Funktionen u(x):=(1, 1)7, p(x) := 0 stellen eine
Losung dieses Problems dar.

Wir bestimmen die Niherungslosung U, = (Un)1, Un)2)? fiir m = 50 mit
der adaptiven Multipolmethode und dem GB-Verfahren. Die Fehler )1 — (U )1

und )1 - (um)g‘ sind im Fall von G, in den Abbildungen 14 bis 17 dargestellt.

Abbildung 14: Abbildung 15:
m =50, s =3, |1_(um)1| m =50, s =5, |1_(um)1|
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L

Abbildung 16: Abbildung 17:
m=>50,s=>5,|1— (Upn)s| m =150, s =5, [1 — (Up)2|

Im Inneren des Gebietes (G; sind die Fehler ’1 — (Mm)l) und ’1 — (Upm)2| schon

fiir m = 50 sehr klein, wobei in der Umgebung des Randes die Naherung U/, die
grofiten Abweichungen vom exakten Wert u aufweist. Dies geschieht aufgrund
des im Abschnitt 2.3 beschriebenen Sprungverhaltens von u. Es gilt ndmlich
u(x) = (0.5, 0.5)7 fiir alle x € 0G.

Fiir m = 250 sind die Fehler )1 - (L{m)l‘ und ‘1 - (L{m)Q) sowohl im Inneren

des Gebietes (; als auch in der niheren Umgebung des Randes 0G; praktisch
gleich Null, wie in den Abbildungen 18 bis 21 dargestellt.

Abbildung 18: Abbildung 19:
m = 250, s = 10, |1 — (Up)1| m = 250, s = 10, |1 — (Up)1|
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Abbildung 20: Abbildung 21:
m =250, s = 10, |1 — (Up)s| m =250, 5 = 10, |1 — (Up,)q|

Mit der Erhéhung der Anzahl m der Diskretisierungspunkte verkleinert sich
der Fehler wie erwartet. Qualitativ identische Ergebnisse erhalten wir auch fiir
das Gebiet Gy (siehe Abbildung 22 bis 29).

i

Abbildung 22: Abbildung 23:
m=>50, s =5, |1— (Un)| m =150, s =05, [1 — (Un)1|
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Abbildung 24: Abbildung 25:
m=>50,s=>5,|1— (Upn)s| m =150, s =5, [1 — (Up)2|

Abbildung 26: Abbildung 27:
m = 250, s = 10, |1 — (Up)1| m = 250, s = 10, |1 — (Up)1|

Abbildung 28: Abbildung 29:
m = 250, s =10, |1 — (U )2| m = 250, s = 10, |1 — (Up)2|
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Beispiel 2: Im Falle des Randwertes b(x) = (—zy,z3)7, ist die Vertréglich-
keitsbedingung (133) ebenfalls erfiillt. Hier ist u(x) := (—x1,22)7 das eindeutig
bestimmte Geschwindigkeitsfeld bei konstantem Druck p. Die Fehlerverteilungen
fir | —x — (Z/{m)l’ und ’952 — (Z/{m)Q’ sehen in G fiir m = 50, s =5 wie folgt
aus:
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Abbildung 30: Abbildung 31:
m=250,s=5,|—x1 — (Un)| m=50,s=5,|—x1 — (Un)|
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Abbildung 32: Abbildung 33:
m =50, s =5, |xa — (Un)2| m =50, s =5, |xg — (Un)2|
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Wenn wir jetzt die Rechnung mit m = 250 und s = 10 durchfiihren, verén-
dern sich die Fehlerverteilungen wie folgt:
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Abbildung 34: Abbildung 35:
m =250, s =10, [ — 21 — (Un)1] m = 250, s = 10, [ — z1 — (Un)1]
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Abbildung 36: Abbildung 37:
m =250, s =10, |z3 — (U)o m = 250, s = 10, |z — (U)o

Man stellt fest, dass der Fehler im Beispiel 2 nicht so schnell abklingt wie
im Beispiel 1.



108

Die gleichen Experimente liefern uns fiir das Gebiet G5 die Fehlerverteilungen

wie folgt:
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Abbildung 42: Abbildung 43:
m =250, s =10, | — 1 — (Up )1 | m = 250, s =10, | — x1 — (U )1|

Abbildung 44: Abbildung 45:
m = 250, s =10, [z2 — (Un)2| m = 250, s =10, [z2 — (Un)2|

Die Fehler der beiden Komponenten unterscheiden sich hier von einander stirker
als wir dies im Beispiel 1 beobachtet haben. Dies liegt daran, dass die Rand-
wertkomponente b;(y(7)) = —a cos(27 7) in den Punkten ihr Betragsmaximum
annimmt, in denen Komponente by(y(7)) = b sin(27 7) verschwindet, und um-
gekehrt.

Aufserdem sieht man hier auch, dass die groften Fehler in der Umgebung des
Randes auftreten und dass der Fehler im Allgemeinen abnimmt, wenn die An-
zahl m der Diskretisierungspunkte vergrofert wird.
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Wir fassen die Ergebnisse der obigen Untersuchungen noch einmal zusammen:

Die CPU-Zeit wichst bei der adaptiven schnellen Multipolmethode fast
linear mit der Anzahl m der Diskretisierungspunkte.

Fiir das hydrodynamische Doppelschichtpotential lohnt sich die adaptive
schnelle Multipolmethode etwa ab 3000 Diskretisierungspunkten, fiir das
Einfachschichtpotential etwa ab 500 Diskretisierungspunkten.

Sowohl fiir die Berechnung des hydrodynamischen Doppelschichtpotentials
als auch fiir die Berechnung des hydrodynamischen Einfachschichtpoten-
tials mit der adaptiven schnellen Multipolmethode wird ab m = 30000
weniger Speicherplatz benotigt als bei den direkten Berechnungen dieser
Potentiale mit dem Nystrom-Verfahren.

Je kleiner die Anzahl s der Punkte pro Box ist, desto grofser ist bei der
adaptiven schnellen Multipolmethode der Speicherbedarf.

Der relative Fehler bei der Berechnung der hydrodynamischen Potentiale
mit der adaptiven schnellen Multipolmethode klingt mit wachsender An-
zahl p der Glieder in der lokalen Taylorentwicklung kontinuierlich ab.

Die Anzahl der erforderlichen Iterationen bei der numerischen Losung des
Stokes-Systems hingt stark von der Geometrie des Gebietes ab. Dabei kon-
vergiert das Verfahren GMRES schneller als das Good-Broyden - Verfahren.
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