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��� ����	 �������� ��	 ���� ���������� ����������� �� ����	����� �"> � � ���� ����
��� �����	�� �������� ����	 ��������� ��� ����	 ������� 	 �� ��	 �� ���������
�����
	 �����	��� ������������� � ��� � ����	 ����	��� � ��� ��� ���������� � ��
����������	�� � �� & �������	�������� ���������� �������� �� ����� �������� ��� ���
��� ���������������� ����	 ��� �� ��� ��		 ������ ���������� � ����������� ����
����������	��� �����( �	 ���� � � �� ���������� ��� ����	���� � ��� ���� 	 �� � ���
� ��� �	����� �� ������� ��	 ������ ���������� ��� � �������� � ��� ������ ��	
�� ��������������	��� ���� � �	 ������� � ����� � ������ ��� ��� ��	 �����
	 �
����	��� ���� ���������� �������� ����������	�� � ����	���������	 �

Ax = b
����

����� �� �
�� � � �� ��������	�� ���� ���� ��������������	���  ��	 ���	 �� ����	����
) �> ��� ����	��� ����� ������� ����� � ���	 �� � ������ �  ��� ��������� ���
� ��������	 �� ��	���� ��� �� ����	���� ) �" ��� ����	��� �� ����� � ������  
��� � �����������	��� 	 �� ��� ������� ����������	 � �  ����� ��	����������������
���� ��� ��	������ �� ���	����� � � �	���� ����� �� � ���	 ��	���� ��� ������
� ���	� ���	 ��� � ������	 �

rk = b− Axk

	 �� �	 ����  ���������� �� ��� ������
� ���	� ���	 ��� ��	 ����

ek = x∗ − xk

� � ���� ���
xk

��� �������� ��������� ���

x∗ ��� �(���� &
���� ���
Ax = b

� ��� � �������� ��� �������� � �� ��� ������
����� &
���� ��� ������������ � ����	������ ���	 � ������ �	 ����� � ������ ���
����� ����� �� ���� �������� ��	����� �� ���� � �	 ��	��� ����	�� �� � ���� ������
�� ����	���� # �> �����	�� ��� ��� �������	���� ��	� ��(�� � ��	������ ���������
����		 �� ����� ��� ��� ����	 ������� �� ����	���� # �" ��� ��������� � �����������
��� 	��������	 ���	�� �������� ������ ��	 � ��( �?� ���� � � �� � ��	������ ���������
������ ��	� ��( �?������� � ����������� 	 �� ��� ��������	����� ��	 �������	������
��� ��� � ��	��������	 ���	

p
��		 ����� ������ �� ����	���� # �� 	����������

�&�		 � # ��  ���� # �)  � � ���� �� 	����� � ��� ������� ��  � �� ���	 ��� ���� ����
������ ��� &������	 ����� �����	��� �� ����� # �# ��� ��� ���� �� ���������� ����
������ ������ ���� ������ ����� # �5 � � ���� � ��� ����� ������ ��� ����� ���� �� ���
�	 ���	���� � ����� � ���� ���� ���� �� ���� � ��������		�� ���	 �������  ���������
��� ���	 ��� ��� �  ��� ��� ����	��� ��� ��	�� ���� � ����	���� ��� �������� ������
����� �����	 � ���

n
&�����������	�� ������ ��� 
 � �� �� ���� � �	 ��	��� ��� ��� ���

�������� � ������ �����	�� ����	 � ��	������ ��������� ��� � � ���� ������ ���	 �� ���
���� ���� �������������� �����	��� �� ��� ����		 ����� � ������	 ���� 	 �� ���
�������� �� 	 �	����� &������� ����		 ������� � ����	 ����	������ ���������
������ � 
� ���	������ ��� ���� ��������� 	������	���	� ����������� ��� �����	��
������� ���� ��� �������	�� � �������� ��� �������� � � �� �� ���� � �	 ��	���
� ��� ��� � ����	���� ��� �������� �� � �� ���� ����� ��������� &�����������	��
��������� � ������������� �� ���	�� ��	� ��������� �����	�� ������ ������ � ����	�
��� � ���	 ����� ��� ��������� � �������� �����	���� 5 �> ��� ��� ����������� ���
������ �����	���� 5 �" ��� ��� ��� ��	 ��� ����	������� �� ����	���� 5 �� � �� � ���
��� ���������	� �������		�� �����	���� 5 �)  �� ����� ����� ���	� ���	�� �����( ���
��		 �� 	 �� ��� ��������	����� ��	� ��( ������ ��� �� ���	��� ������� �� �� � ����
��	������ ��	 �����	� �������	������ �	 ������� � ����� � �� ����� ����������� ��
��� ���������� ��� ��	 � ��( �������� ���� �



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� '

� �����������	������� �		�� ��
�� ��	 ������
� �����	�
�� ��

R
2

� �� ���������� ���� �� ��� � ����� ��� � ��� !"������
� # # � ��0$���� � +�������

���
x := (x1, x2) , y := (y1, y2) ∈ R

2 ��������� � ��

x · y :=

2∑

l=1

xl yl , |x| :=
√

x · x

�� ��� ��� ���������� ������ ��������
x

���
y

��� ��� � ����� ��� �������

x ∈ R
2 .

��� ���� �����(
A = (Akl)k=1, ... ,m ; l=1, ... ,n

���
AT = (Alk)

���
����	
���� ������ ������� �����( � � �� ������ �������	 ��� � ����� ��� �����(

A
����	 ��� ��?������

|A| :=
√√√√

∑

k=1,...,m
l=1,...,n

A2
kl

��� �

���
u := u(x) := (u1(x), u2(x))T ���� ��

x := (x1, x2) ∈ R
2 ��?������

�������������  �� � �����	���
∂luk := ∂

∂xl
uk

��� ��������� �� ������� ���
k
����

��	 �������
uk

���
u

���	 ��� ������ ���
xl, l, k = 1, 2.

� �� ��	���� ��

∇u := (∂luk)k,l=1,2

�� ���
2× 2

� �����( ��� ������ ���������� �� ��������� ���

u .
����		 � � ��������� � �� ���	 ��� � �����	����

∇u =

(
(∇u1)

T

(∇u2)T

)

	 �� ��	 ������������
(∇ul)

T := (∂1ul, ∂2ul).
��� ������������� ∇ul := (∂1ul, ∂2ul)

T

������ � �� ��� ���������� ��� ��������
ul

�

� ��
∆ :=

2∑
l=1

∂l∂l

������	��� � �� ��� &�� ������������� �	
R

2 .
���

u : R
2 −→ R

���� � �� ���	

∆u (x) :=

2∑

l=1

∂l∂lu (x) :=

2∑

l=1

∂2u

∂xl ∂xl
(x) .

���
u := (u1, u2)

T ��?������ � �� ��� ���
∆u

����	

∆u(x) := (∆u1(x),∆u2(x))T =

(
2∑

l=1

∂l∂lu1(x),
2∑

l=1

∂l∂lu2(x)

)T



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� > 

��� ��� � �������� ���
u

����	

∇ · u(x) := div u(x) :=
2∑

l=1

∂lul(x).

���
G ⊆ R

2 ��� ������  � �	 � ���� �� ��� �����	 ����		 ��	������� �����	 ���
��  �� � �����	��� � �� 	 ��

∂G
��� ���� ��� 	 ��

G := G ∪ ∂G ��� ����	 ����
���

G
� � �� ������

G∗ := R
2\G�

� ��
Ck(G), k ∈ N0

������	��� � �� ��� ����� � ���� ��
G

��?�������  ��
	 � � ������ ������ �� ��� ����� �������� ����������

u : G −→ R .
��������	���

��������� � ��
Ck(G)2 �	 �� ��� �������������� ����������

u : G −→ R
2

	 ��
ul ∈ Ck(G) für l = 1, 2 .

�	 �� ���
k = 0

��������� � �� �����	
C(G), ...�� ��� ��� ���

C0(G), ... .
�����

Ck
σ(G)2, k ∈ N

������	�� � �� ��� ����� � ����
����������

u ∈ Ck(G)2 −→ R
2 ,

����� � �������� ��
G

�����	� ����� �

�	 ��� � ����	��� ��� � ��������
∂G

����� ��������
G ⊂ R2 ������������ 

��	���� �� � ��
∂G ∈ Ck ����� ����  ���� ���	

∂G
	 �� � ��� ����� ����	 �����

�������
ϑ : D −→ ∂G

	 ��
D ⊂ R , ϑ ∈ Ck (D)

���� � ���������� ����� � � ��
������ ������	������ �
���� � �� ��� ��� ��	 � ��� ��������� ������ ����	��� 


@�0�� ����� � # � ��
G ⊂ R

2 ��� ������ ���
u ∈ C2(G)2, p ∈ C1(G) 	
 ��� � �� �

S � ��
S u

p :=

(−∆u + ∇p
∇ · u

)

� ��� ���� ���� ����� ������	 � ����� � �� �
S

′ � ��

S ′u
p :=

(−∆u −∇p
−∇ · u

)

��� ��
S

� ��� �� ��� ��� ����� � ��� ����� ������ 	 ���
I2

��� �� ����� ��������� � ���
� ����� ����� ���

Du :=
1

2

(
∇u + (∇u)T

)
:=

(
1

2
(∂luk + ∂kul)

)

k,l=1,2

��� � � � ������� 
 �� ��� ������������ � � ��! ������ ��� ��� �� �������� � ��� ��
��� ��� ������ �����������������

T
���

T
′ ���"�

T u
p := −2Du + p I2��� 	

T ′u
p := −2Du− p I2.



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >>

��� ��� �� �� �� ������	���� �������� ������ ���	 ��� 	�	 ������ �������� ����	�����

−∆u + ∇p = 0 in G,

∇ · u = 0 in G

���� ����	 ��� � ����	���

S u
p =

(
0
0

)
in G

����	���� �� �

� # #� @ �� ���������� ���$���

��� �������	�� ���	 ��� ������ ��� � ��	����� � ���	 ���� � ��� ���� ������� ���
&
����������� ������� ��� � � ��	�  ���� �

!��1 � #� �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C1,
���

N := N(y)
� �� ��� ��� � � ��� ���

G
� ��� ����

� ��� ����� ��� ��� ��
y ∈ ∂G . � � ����� ����� �������� ��

u,v ∈ C2
σ(G)2 ∩ C1(G )2

���
p, q ∈ C1(G) ∩ C0(G )

� �� ���� 	 � ��� ������ ��"�
S u

p · (v
q ) , S ′u

p · (v
q ) , S v

q · (u
p ) , S ′v

q · (u
p ) ,

� �� ��

Du : Dv :=

n∑

l,k=1

1

2
(∂luk + ∂kul)

1

2
(∂lvk + ∂kvl)

��
G

����� ������� ���� � ��� ��� ����� ������ "� � ���� ��
∫

G

S u
p · (v

q ) dy = 2

∫

G

Du : Dv dy +

∫

∂G

(T u
p N) · v do

��� ��� �� ���� ������ "� � ���� ��
∫

G

( (S u
p ) · (v

q ) − (u
p ) · (S ′v

q ) ) dy =

∫

∂G

( (T u
p N) · v − u · (T ′v

q N) ) do,

� ����
do

���� ��� � �� ��� ���� ��� ��� ��"�� ��	



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >"

� # #* @ �� ��� =�����0��� ��

� �� ��������	�� �� �����	 ����	���� ��� ��������	�� ��������������� ��� ���
�������	 �� ��� ���� ���� �� ������������������� �� �	�� &
������ �

@�0�� ����� � #* �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ����� �����
������ � �� ����

∂G ∈ C2 ���
G∗ := R

2 \ G ��� ��� �� ���� � � � ��� �����	
� � ����� ���

b ∈ C(∂G)2 � �� ���� 	 ��� � ��� �� �� �� �������� ��

u ∈ C2
σ(G)2, p ∈ C1(G)

��� � ������ ��� ��� ���� 
 ���"� ����� ������� � �� ��� ����"���� �� ��� ���� �� �������� ���
b � ���� ���� � ���

S u
p =

(
0
0

)
in G

� ��� ���
u

������ ���
∂G

� ���� �� ��� � � ����� ���� � ��

u = b auf ∂G.

�� ���� �� ��� � � ���
b

��� ������� ��"�� ������������� ∫
∂G

b ·N do = 0
��� � � ��� 	

����� ��"� ��� � �� �
u, p

��� � ������ ��� ��� ���� � ��� ����� ������� ��� �����
� ���

b � ���� ���� � ���

S u
p =

(
0
0

)
in G

� ��� ���
T u

p N
������ ���

∂G
� ���� �� ��� � � ����� ���� � ��

T u
p N = b auf ∂G.

� ����� ������ ��� �������� ��
u ∈ C2

σ(G
∗)2, p ∈ C1(G∗)

��� � ������ ���
�� ���� 
 ���"� ����� ������� � �� ��� ����"���� �� ��� ���� �� ��� ����� ���

b� ���� ���� � ���
S u

p =
(
0
0

)
in G∗

��� � � �� �� � ��� ������ �� ����� ������ ���
u

���
∂G � ��

u = b auf ∂G.


 �� � ���
u, p

� �� � ��� � ������ ��� �� ���� � ��� ����� ������� � �� ��� �����
"���� �� ��� ���� �� ��� ����� ���

b � ���� ���� � ���

S u
p =

(
0
0

)
in G∗

��� � � �� �� � ��� ������ �� ����� ������ ���
T u

p N
���

∂G � ��

T u
p N = b auf ∂G.
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�� � ��� ���	 �	 �� ������� 	�������� ����  ���� ��� ������ ���	 �������� ��	 ��
��� ����	� ����������������

u
��� ��� �� �� �������� ������
�� ��� �����������

��������� �
���� ��� 


@�0�� ����� � #- �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ������ ���
u ∈ C1 (G)2 	 � �� � � ��

u
���

����"����
∇u + (∇u)T = 0 in G,

� � � ��� �� ���
u

��� � ��������� ����� ����� ��
G .

!��1 � #7 �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ������ ���
u ∈ C1 (G)2.


 ��� ������ � ���
����"����

∇u + (∇u)T = 0 in G

� ���� ���� ��� ��� �������� �� � ������ �� 	 
 ��� � ����� ��� ����
u(x) = Cx + d.


 ���� ���
C = (cik)i,k=1,2

��� � ���� �� � ����� � ��
cik = −cki (i, k = 1, 2)

���
d ∈ R2 	
��=��� � ��� ��� � ����	��� ∇u(x) + (∇u(x))T = 0

� ���  ���� ���
i−�� ��	 �

� ������
ui

��� �������
u

���	� ��� ���
i−��� ��	�������

xi
��� � ���	 ����

x, i = 1, 2
��	���� 
 � ��

∂ui

∂xk
+
∂uk

∂xi
= 0

�"

��	��� 	 �� �� �� �� �� ��
i = k

∂ui

∂xi

+
∂ui

∂xi

= 0

��� ��	�� ∂ui

∂xi
= 0.

�������	 � ��� ��� �"  ���� � ����
ui

��� ������ ���
xk

��

i 6= k
��	���� 
 ��

uk
���	� ���

xk
��	����  	���� ���	

∂i uk = −∂k ui
���	�

���
xk

�� � �� ���� � �� ���	

ui (x) = cik xk + di, i 6= k
��

���
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

= cik + cki = 0
�) 

������
cik = −cki,

� �� � ������� � ��� ������������ ����� � �������� ������  �� ���
���� ��� ������ �� ����� ���� &
����

u
��� � ����	��� ∇u + (∇u)T = 0,

�����
����	 ��� &
��������	 	���	 �� ����� �� ��� �

� �� ���� � �����
cik

������ ���� �����(
C = (cik)i,k=1,2 ∈ R2×2, cii = 0.

���



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >)

�����	��� ��� � ����������� �� �� ��� �����(
C

���	���� ������� ����� ���	 � ��
���� �� ������ ��  ��� ��

C
��	 �� �� ��������� ����� ���� ��� � ���� ���� �� ���

������
d = (d1, d2)

T ����� � ������� ��� ��	 ���� � ��	�� ���� �� �������	 �
���� ��� ��	 ����� �������� ��� � ������ ����	������ &
������ ��� � ����	���

∇u + (∇u)T = 0. �

��� ��� �� �� ��	� ������� � �������������� ���� � ������� � �����������������
��� � � ���  ����  ���  � � >5 � 


!��1 � #� �� �� �����"�������1 � �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ���
��� � ������ ����� ������ � �� ����

∂G ∈ C2
 
G∗ := R2 \G ���

b ∈ C(∂G)2.
 ��� � ����� ��� � ��� ����� � ��������� ���������� �� ���� ��� ����� ���� ������ � ���
����"���� �� ��� ���� �� �

� �� ��� �� ��� ��� ���� 
 ���"� ����� ������� �� ������� �� � ���� ���� �� ���� ��
����� ���

b
 ��� ��� ������� ��"�� ������������� ∫

∂G
b · N do = 0

��� � � �� 
� �"������ ��� � ��� "�� ������ ����� �������

u
��� � �"������ ��� � ��� ��� ��� �

�������� � �������� ��������� ������ � �� 
 ��"�� �������
p 	

�� ��� �� ��� ��� ���� � ��� ����� ������� �� ������� �� � ���� ���� �� ���� ��
����� ���

b
 ��� ��� ������� ��"�� ������������� ��
∫

∂G

b do = 0 und

∫

∂G

(b1x2 − b2x1) do = 0

��� � � �� � �"������ ��� � ��� ��� ��� � �������� ��������� ����� ����� ��������� �
��� "�� ������ ����� �������

u.

 �� 
 ��"�� �������

p
��� �� ���� �� ��� � ����

������ ������ � �	
� ����� ��� ������ ��

u, p
��� �� ���� 
 ���"� ����� ������� � ��� �� � �"������

��� � ������ ��� ��� � �� ���� ��� ��� "��� ���
u(x) = O(1), ∇u(x) = O (|x|−2), p (x) = O (|x|−2), |x| → ∞�#

������ �	����� ��� ������ ��
u, p

��� �� ���� � ��� ����� ������� � ��� �� �� � ��
��� ����� ���

b
 ��� ��� ������� ��"�� ������������� ∫

∂G
b do = 0

��� � � �� 
� �"������ ��� � ��� ��� ��� � �������� � �������� ��������� � ������ ��� ���
� �� ���� ��� ��� "��� ���

u(x) = O(1), ∇u(x) = O (|x|−2), p (x) = O (|x|−2), |x| → ∞�5
������ �	

��	 ���	���� ��� �( ������ ��� &
������ ��� ������������� �� ���� ������ � ��
�� ��� ���	���� ����	������ ��� � ��
������ � ������� ��	��������	�� ����� ����� �



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >#

� �� ������ ���� ������� ��� ! �  ��� ����� � ��
� #� # @ �� ���� �3�����$����:

�	 �� ������� ������ � �� 	 �� � ��� ��� ��������������	 ����� �	 �� ��
n = 2

���
����� �
���� ��� ��������� ������� ��	 ������ � � �� �� ���� � ��� ���� ����� �����(

E := (Ejk)j,k=1,2,3

�����		 ��  ��� �	 ������������������ ��� � ����	���

SE = δ I3

������ � ����� ��	���� �� � �� ��� �����(
E

� �� �������������	��� ��� ��� ���� 
� ���

E = (E1,E2,E3)
	 ��

Ek := (Ejk)j=1,2,3

��
k = 1, 2, 3.

���
SE =

(SE1, SE2, SE3)
	 ����� � �� ��� ��������� ��� ���������

S
�� ��� ����� ����

�������
Ek := (Ejk)j=1,2,3

���
E,

��?����� ����	

SEk :=

(−∆Ẽk + ∇E3,k

∇ · Ẽk

)
,

��� ��
Ẽk := (Ejk)j=1,2

��
k = 1, 2, 3

���� ����� ������������� ���  ��� ���

Ek
����	 ������	�� ��� ������� ��	������� ������	� � �������	 ���

I3
���

������	 ��������� ���	����	 ����( ���
δ

��� ����������������� �

� �� ��������� ��� � �����	����

c := c2 :=
1

2π
�� ��� ��� ��� ���������� ����� � ������� ��	 ���������	������ ���	 �����������
������ ��� ��?������

Ff (a) := F [f ] (a) := c

∫

R
2

f(x) e−ia · x dx

� �� ��� ������	 ������� �� ��������������	 �����
Ff

����� ����� ���� ��������

f
� � ��� � ������� � �����

a · x :=
2∑

l=1

al xl

��� ������������� ��� ��������

a = (a1, a2)
T ���

x = (x1, x2)
T �

� �� ������� ������	 ������� �� ��������������	 �����
F−1g

��� ��������
g��� ���� ����� �� ����	

F−1 g (x) := F−1[g] (x) := c

∫

R
2

g(a) ei a · x da .

��� ��	 ��� ���� ��� ����� �
�����	 ����(
E

� ����		 �� � �� �����	�� ��� ����
�����������	 �����

F SEk .
� ���� �� �������	����� � �� ���� ����� �
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 #����
k ∈ 1, 2 :���

k
��� ��� ��� ��� ��������� ����	��� ������ 	���

SEk = (δjk δ)j=1,2,3 .
�!

��������������	 ����� ������ �����
Fδ = c

��� � � ���  � � > 6� ��� ��� ��	���

FSEk (a) = F

(−∆Ẽk + ∇E3,k

∇ · Ẽk

)
(a)

=

(|a|2 F Ẽk(a) + ia FE3,k(a)

ia · F Ẽk(a)

)

= F (δk δ) = c δk .

�6

��� ��� ����������
δk

��� ����� ��?����� ����	
δk := (δjk)j=1,2,3

	 �� ��	
� ����������	�� �

δjk
� �����

k 6= 3
������ ��� ������ ��	 ������� ������

������� ����	���

ia · F Ẽk(a) = 0.
� �� ������ ��� ������������� ��� ������ ���� � ����	����� ��� �6 	 �� ��	 ����
���

a
��� ��	� ����

|a|2 a F Ẽk(a) + i|a|2 FE3,k(a) = c ak .
���� ������

FE3,k(a) =
−ic ak

|a|2 , k = 1, 2.

� ������ � ���

|a|2 F Ẽk(a) + ia
−ic ak

|a|2 = |a|2 F Ẽk(a) + a
c ak

|a|2 = c δk ,

� ���

F Ẽk(a) =
c

|a|2 δk −
c ak

|a|4 a

���� ��	 �������������

FEjk(a) =
c

|a|2
δjk − c aj ak

|a|4 , k, j = 1, 2.
�'

��� ��	 ������� ���
Ej,k

����	 ������� ��������������	 ����� ������ � �� ���
� ����� ���	��� ���� ���	����� ���	 � �������� � �	������ � �����	�� ��� �� � ��
��� ����� �
���� ��� ���������

∆
�	

R
2 �� ��� � � ���  � � >)#� 


∆
1

ω2

ln |x| = δ



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >!

	 �� ��	 �	 ��� ��� ������	 ������� ��� ���	������	���
ω2 = 2π.

����	 ��������
�������	 ����� ������ ������ ������ ���	 	������

F

(
∆

1

ω2
ln |x|

)
(a) = |a|2F

(
− 1

ω2
ln |x|

)
(a) = F (δ) = c

��� ��	 ��

F

(
− 1

ω2
ln |x|

)
(a) =

c

|a|2 .
��	 �� � ���

F−1

(
c

|a|2
)

(x) = − 1

ω2
ln |x|.

��

∆2

(
− 1

4w2

(
1

2
|x|2 − |x|2 ln |x|

))
= ∆

1

w2
ln |x| = δ

����  ��	� ���� � ��

F

(
∆2

(
− 1

4w2

(
1

2
|x|2 − |x|2 ln |x|

)))
(a)

= −i4 |a|4F
(

1

4w2

(
1

2
|x|2 − |x|2 ln |x|

))
(a)

= F (δ) = c.

�� �� ���	 ����

F−1

(
− c

|a|4
)

=
1

4w2

(
1

2
|x|2 − |x|2 ln |x|

)
.

�> 
� �� ������ ��� ��� ������� ��������������	 ����� �� ��� � ������ ��	 ������� � ����
�	��� �' �� ��� ��	� ����

Ejk(x) = δjkF
−1

(
c

|a|2
)

(x) − F−1

(
c ak aj

|a|4
)

(x)

= −δjk
1

w2
ln |x| − F−1

(−c i ak i aj

|a|4
)

(x)

= −δjk
1

w2
ln |x| − ∂j∂k F

−1

( −c
|a|4

)
(x)

= −δjk
1

w2

ln |x| − ∂j∂k
1

4w2

(
1

2
|x|2 − |x|2 ln |x|

)

= −δjk
1

w2
ln |x| +

1

2w2

(
δjk ln |x| +

xj xk

|x|2
)

=
1

2w2

(
−δjk ln |x| +

xj xk

|x|2
)
.
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��	 ���� ���	 � ��� ��� ��� � ������ � �������� � ����	���

FE3,k(a) =
−ic ak

|a|2 , k = 1, 2
�>>

��� ��������

E3,k(x) = F−1

(−ic ak

|a|2
)

(x)

= −∂k F
−1

(
c

|a|2
)

(x)

= −∂k (− 1

ω2
ln |x|) =

xk

w2 |x|2
, k = 1, 2.

� # ����
k = 3 :� �� ������	��� ��� ��� ��������� ����	���

SE = δI3
�� ��� ������� ������  ���

	����

SE3 = δ δ3 .
�����

Fδ = c
��	� ���� � �� ����	 ��������������	 �����

FSE3 (a) = F

(−∆Ẽ3 + ∇E3,3

∇ · Ẽk

)
(a)

=

(|a|2 F Ẽ3(a) + ia FE3,3(a)

ia · F Ẽ3(a)

)

= F ( δ3 δ)(a) = c δ3 .

�>"

��� ��� ������� ��	������� ������ ������� ����	��� � ���

i a · F Ẽ3(a) = c

��� ��	���������

a · F Ẽ3(a) =
c

i
= −i c .

��� ����������������� ��� ���� ���� ����� ��	�������� 	 �� ��	 ������
a

������

|a|2 a · F Ẽ3(a) + i|a|2FE3,3(a) = 0 ,

� ���

FE3,3(a) = −|a|2 a · F Ẽ3(a)

i|a|2 =
|a|2ci
i|a|2 = c,



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� >'

��� ��	 ��

E3,3(x) = F−1(c) = δ .
����	 ��������� � ���

|a|2F Ẽ3(a) = −i a FE3,3(x) = −i a c ,
� ��� ������ ���	

F Ẽ3(a) =
−i c a

|a|2
��� � �� ���	

Ẽ3(x) =
1

w2 |x|2
x .

���
w2 = 2 π

	�� ��� ����� �
�����	 ����(
E(x) = (Ejk(x))j,k=1,2,3

��� � ������
����� �� 


E(x) =




1
4π

(
x1x1

|x|2 − ln |x|
)

x1x2

4π|x|2
x1

2π|x|2

x2x1

4π|x|2
1
4π

(
x2x2

|x|2 − ln |x|
)

x2

2π|x|2

x1

2π|x|2
x2

2π|x|2 δ(x)



.

� #� #� � ��� @�����������0��$��

!��1 � #� �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C2, G∗ := R
2 \ G ���

N := N(y)
��� ��� � � ��� ���

G� ��� ���� � ��� ����� ��� ��� ��
y ∈ ∂G . ���

u ∈ C2
σ(G)2 ���

p ∈ C1(G)
��� �

������ ��� ����"���� �� ��� ���� ��

−∆u + ∇p = 0 in G, ∇ · u = 0 in G ,

� � � ��� ��� 
 ������ ������ ��� ��
∫

∂G

(
(T u

p N)(y) q Ẽk(x − y) − u(y) · T ′
yEk(x − y) N(y)

)
doy

=





−uk(x) , x ∈ G, k = 1, 2,
−p(x) , x ∈ G, k = 3 ,

0 , x ∈ G∗ .



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� " 

����� ���
Ẽk

���
k−�� ��� ���������� ��� ��� ����� �
�����	 ����(  ��� ��	

��� ������ ��	�������
E3,k

����������	�� ����� �
T ′

yEk(x − y)
��� � ��� ����

��
2 × 2

�� ����(  ��� ����	 ��������� ��� ����������������
T ′

y

�� ���

k
���� �������������

Ek
��� ����� �
�����	 ����(

E
������	� � � �� � �� �����

��������� �	 ���������������
T ′

y

���� ����� ���	
y

����	���	��� � ��	 �����
���	 ���

T ′
yEk(x − y) N(y)

��� �� ���	� �����( ���������� ���� �������� ��� �����(

T ′
yEk(x − y)

	 �� ��� ���	�������	 � ���
N(y).

��� � ����� ������ ������� � �?��
��� ���	 �� ���  � � >5�>!� �
��� ����� ���� ���� ���� ������ ����� �� � ��� ��	�������

uk(x)
��� ����

����
u(x)

��� � ��
p(x)

�� � �	 ��� ����	��� ������������
(u1(x), u2(x), p(x))������������  � ��
����� � �� �� �	 ��� ��	�� �

<< . , . >> .
������ ��	�� �

�������� � �� �� ��������
a ∈ R

2 ��� ��������
A := (Aji) ∈ R

2×m ��	��

<< a, A >> :=

(
2∑

j=1

aj Aj1, . . . ,
2∑

j=1

aj Ajm

)
.

��� ��	 ������ ���� ��	��� 	 �� ��	 �� � �� ������������ ��������	 ��

∫

∂G

<< T u
p N(y),E(z)(x− y) >> doy −

∫

∂G

<< u(y), T ′
y E(x− y)N(y) >> doy

=

{
−
(
u1(x), u2(x), p(x)

)
, x ∈ G

0 , x ∈ R
2\G.

� ���� �� ���
E(z)(x − y)

���� �����
2× 3

� � ����(  ��� ��� ��� ����� �
�����	 ��
���(

E (x− y)
����	 ������	�� ��� ��������� ����� ������	� �

� �� ��� � �����	���� ∫
∂G

v(y)do :=

( ∫
∂G

v1(y)do, . . . ,
∫

∂G

vm(y)do

)T ��

���������������
v = (v1, . . . , vm)T ������ ������ ���������� ���	 ��� ��� ��

��������� �����

∫

∂G

E(s)(x − y) T u
p N(y) doy −

∫

∂G

T ′
y E (x− y)N(y) u(y)doy

=





−
(

u(x)
p(x)

)
, x ∈ G

0 , x ∈ G∗ .
�����

E(s)(x − y)
������	�� � �� ����� ���� �����

3 × 2
� � ����(  ��� ��� ���

����� �
�����	 ����(
E (x− y)

����	 ������	�� ��� ������� ��� ��� ������	� �



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� ">

��� ��������� �	��� � �� ��� ���� ����	��	�������
D(x,y)

��� � �����
D(x,y)������	�� � �� ���

3 × 2
� � ����(

D(x,y) := (−Tx E (x − y) N(y))T = ((−Tx Ek(x − y))ij Nj(y))ki

=
(
T ′

y E(x − y) N(y)
)T

=
(
(T ′

yEk(x − y))ij Nj(y)
)

ki
,

�����
E(x− y)

��� ����� �
�����	 ����( ���
Tx

��� ��
T ′

y

��� � ������ ����
���	���� ����������������� ����  ��� �� ��� ����� ���� ��� ���� ���

E(x − y)���������� ������ � ��� ����( �� ��� ����������������� ���� ��  ���	 �� ��	��
������ ��� ��

E(x − y)
�������� ���� � ��� � � �� ��� �����������

z := x − y���
N := N(y)

�����	��� 	 �� ��� � ������ ����� �� ���
D :

Dki(x,y) = −1

π

zk zi z · N
|z|4 , k, i = 1, 2,

D3,i(x,y) = −1

π

(
2 zi z · N

|z|4 − Ni

|z|2
)
, i = 1, 2.

��� ��	�� ������� ��� ��� ���������� ����� 	�� ��	 �� ��� ��������	�� ���	

∫

∂G

E(s)(x − y) T u
p N(y)doy−

∫

∂G

D(x,y)u(y)doy =





−
(

u(x)
p(x)

)
, x ∈ G

0 , x ∈ G∗ .

� #� #* 2�� ���9������� ��

��	��� ��� ������ ��������	 � � �������� � �� ����� ����		 ��	��� �� ���	�� ���
������

u(x), p(x)
�	 ������� ��� ��������

G
��� ��� ������

u(y)
���

(T u
p N) (y)

�� ��	 �����������
∂G .

���� 	 ���� ���� ��� ���� �����	 ��� ����
������������ 	 �� � ��� ��� ���������� ���� ��� ����

∂G
�� ��������  ��� �� � ��

�� ��	 � ����� ��� �����	��	��	�� ��� ��� ����� ���	��	��������� �� ��		 �� � ���
���	��� ����	���� � ���	����� ���	 ��	�� 	 �� ��� ��?������ ��� ��� �������	��
��� ������ ���������� � �� �	��� ��?������ � ��
����� � �� ��� ������� ������	����
����� �
�����������

E
��� ��� ����� ���	��	�������

D .

@�0�� ����� � #A �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ �����
������ � �� ����

∂G ∈ C2 ���
φ ∈ C(∂G)2 ��� � ���� �� ���� � �������� 	 
 ���



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� ""

� �� � ��� ������� �������
Eφ � ��

Eφ (x) :=

∫

∂G

E(s)(x − y)φ(y) doy, x 6∈ ∂G

��� ���������� �� "� � � ��� �"�� "� �"� �� �������� � �� � ����������"� ��
φ 	 
 ���� ���

E(s) ���
3× 2

� � �����  ��� ��� ��� ����� �������� �����
E

������� � � ��� � ��
�� ��� ��� ���� �� ������ � �������"� �	

 �� ������� �������

Dφ,
��! ����� ���"�

Dφ (x) :=

∫

∂G

D(x,y)φ(y) doy, x 6∈ ∂G,

���� �� ��� ��� ���������� �� "� � 
 ��� ��� "� �"� �� �������� � �� � ����������"� ��
φ.
 ���� ��� ���

3×2
� � �����

D(x,y)
��� ������� ���� �� ����� 
 ��� ��� "� �"� �������	

� � ����� ��� ��"�� �� ��� ��� ��� ��� "�� ������ ���������� ������ ����� � ���������
� ��

E•φ
���

D•φ.

 ��� � ���� � ��

x 6∈ ∂G
��! ����� ���"�

E•φ (x) :=

∫

∂G

E(z,s)(x − y)φ(y) doy, D•φ (x) :=

∫

∂G

D(z)(x,y)φ(y) doy.

�����
E(z,s)(x − y)

������� �� ��� � ��� ���
2 × 2

� � �����  ��� ���"� �����"� ��
��� ���� ��� � ���� ��� ��� ���� ��� ������ ��

E(x− y)
������� �	 � "� ��� ��"� ���

D(z)(x,y)
��� ���

D(x,y)
���"� �����"� �� ��� ���� ��� � ���� � ������ �� ����

2×2
�

� ����� 	
� �� ��� �� ������ ��� � ���� ��� ��� ��� � �� ��� �

C2 �� �������� � ��� � ���� � ����
�����

x
��� ��� �� � �����"� ��� � ���� �� ��� ����� U(∂G)

��� ������
∂G

����
������ ��� ��� �� ����� ����

x̃ ∈ ∂G
� ��� �� ���� � ����� ���� 	 
 �� �� ���� ��� � �

� �������� � ��� ���������� ��
T (Eφ) N(x)

��� � ��� �"�� "� �"� �� ��������� � ��
� ����

x ∈ U(∂G), x 6∈ ∂G
� �� ���! ����� ��� �� � ���

H•φ(x) :=

∫

∂G

H(x,y)φ(y) doy :=

∫

∂G

Tx

(
E(s) (x − y)φ(y)

)
N(x̃) doy.

� �� �� ���� �	 �������� ��� � ��	������� ��������� � ������	���� ��� 	�������
��	 ���	�� & �� ������������� ��� ����� � ����	 ��������	������� ��� ��������������
��� ����������� ������ ���	 ����� ��� � ������ ������� 


!��1 � #% �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C2 ���
φ ∈ C(∂G)2.


 ��� ����
Eφ

���
Dφ

������ �� ���
����"���� �� ��� ���� �� �� ������ ���

∂G :

S Eφ (x) = 0, x 6∈ ∂G,

S Dφ (x) = 0, x 6∈ ∂G.



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� "�

��� ����������
E•φ, D•φ, H•φ

������ ���	�� ��� �� ��� �����������
G

��� �
�� ��� �����������

G∗ ������� � � �� ��������� ����� ��?������ ���  ����	 � ��
�	�� �� ��������� �������� ����� �� ��	 ����

∂G
����	��� �

!��1 � #> �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C2, G∗ := R
2 \ G ���

φ ∈ C(∂G)2.

 ��� �� �������� ���

∂G��� � ���������
E•φ, D•φ, H•φ,

��! ����� ���"�

E•φ (x) :=

∫

∂G

E(s,z)(x − y)φ(y) doy, x ∈ ∂G,

D•φ (x) :=

∫

∂G

Dz(x,y)φ(y) doy, x ∈ ∂G,

H•φ(x) :=

∫

∂G

H(x, y)φ(y) doy, x ∈ ∂G.

��� � ��� �� ���� � � ��������� ��� �������� ����� ��� ����� ��"� ����� � ���������
��� 
 �! ������ � 	� ��� ��� ����

∂G 	
����� ������ ������ ��� ��� ���	���� ������ ?���� 	 �� �� ��	� �

!��1 � # �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C2, G∗ := R
2 \G 	 
 ��� � ��� � �� ��� 
 ��� ��� "� �"� �� ��������

D•c
� �� � ��������� � ������� c ∈ R

2 ��� � ����� �

(D•c) (x) =





c, x ∈ G,
1
2
c, x ∈ ∂G,
0, x ∈ G∗.

!��1 � #� �� � ��
G ⊂ R

2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������
� �� ����

∂G ∈ C2, G∗ := R
2 \ G 	 
 ��� � ��� � �� ��� � ��� �"�� "� �"� �� ��������

EN � �� �� ���� � ��� ����� ��� ���
N

��� � ������� ��� � ����� �

(EN) (x) :=

∫

∂G

E(s)(x − y) N(y) doy =





−
(

0
1

)
, x ∈ G,

−1
2

(
0
1

)
, x ∈ ∂G,(

0
0

)
, x ∈ G∗.

������ ������ � ��� ��� �� ��"�
E•N = 0

��
R

2 	
@�0�� ����� � #* �� � ��

G ⊂ R
2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ �����

������ � �� ����
∂G ∈ C2 ���

G∗ := R
2 \ G 	 � � ����� �����

u : G → R
2���

v : G∗ → R
2 �� �� ������ � �������� �� 	 
 ��� ��! ������ ��� � ��

z ∈ ∂G��� ������ ����

ui(z) := lim
x∈G, x→z

u(x) (Grenzwert bei Annäherung von G)



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� ")

���

va(z) := lim
x∈G∗, x→z

v(x) (Grenzwert bei Annäherung von G∗),

� �� ��� ���� � ������ ���� �� �������� 	
!��1 � #- �� � ��

G ⊂ R
2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� � ������ ����� ������

� �� � ������ ����
∂G ∈ C2, G∗ := R

2 \ G ���
φ ∈ C(∂G)2.


 ��� � ��� ��
z ∈ ∂G :

(E•φ)i (z) = E•φ (z) = (E•φ)a (z),

(D•φ)i (z) −D•φ (z) = +1
2
φ (z) = D•φ (z) − (D•φ)a (z),

(H•φ)i (z) −H•φ (z) = − 1
2
φ (z) = H•φ (z) − (H•φ)a (z) .


 ���� ����
E•φ(z), D•φ(z)

���
H•φ(z)

��� �������� ����� ��� � ��������� ��
z ∈ ∂G.
����� ������ ������ ������ ?���� 	 �� ��	 � ������ � �� ��	� �

� �� � �� ������� �� �� ������� ������
��� ������������ ����� &
����

u, p
�� ��� ��������������� ��������� � �� ���

�� ������� �� ����	����	 ��	��� � � ����� ��	 ��� � �� ��
u, p

�	 �� ��� ��� � ����	 ����
���� ��	 � ����� ������ � �� ����� ���	��	��������� � 	 �� ����� �� �	 �������������
� �����������	��

φ ∈ C(∂G)2 :

(u
p ) (x) := Dφ (x) :=

∫

∂G

D(x,y)φ(y) doy (x ∈ G).

��� �� ����	 ��� ������ ������ ���	 ������������
S u

p =
(
0
0

) ��
G ,

�� ����
����� ���	 ��� ��������������� ���	 �� ������� ���� � ���� � �����	��� � �� ���
����	� ���������������� ��� ������ ���� ����	��	��������� �� � ����� 	 ��

D•φ(x) .��� ������ � �����	������ ����� ���� ���	 ��� ������ � ����	 �������� ��	 �� ���
&
��� ��� � ����	���

(D•φ)i (x) := lim
ξ−→x

ξ ∈G, x∈ ∂G

(D•φ) (ξ ) = b(x) auf ∂G .

������� ��� ���������������� ���� � ���������	

(D•φ)i =

(
1

2
I2 + D•

)
φ auf ∂G,



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� "#

�� ���� ��� ��������� ������������� ������ ���  � ��� ��� �� ������
φ ∈ C(∂G)2

���� &
���� ��� � ������� �� ���	 � ��� ����	� �	 ������������ �� ����	����� �����
��� � �� ������ ��� 


b(x) =

(
1

2
I2 + D•

)
φ auf ∂G.

�>�
��� ��������	��� ��� � ����	���

b =
(

1
2
I2 +D•)φ � �����	��� � �� ��� ����	
�

���� 	�	 ����� ����������� �����	 � �����
H(x, y) = (D(z)(y, x))T = D(z)(y, x)��� � � ���  � � >6� � ������ ������ ��� ���	

0 =

(
1

2
I2 +H•

)
ψ auf ∂G .

�>)

����� ����
H•ψ

��� �������� ����� ��� ���	 � ���������� ��� �����	��	��	��
�������� �� ��� � � ��?������ " �6  ���� " �>  � � �� ���� ������  ���� ��� ���	�����
���	 ���

ψ := N
��� �����	 �>)  �
��  ��� ���� �� �������  ���

N
������

����	������ &
������ ���	� ���� � ���� &
����
ψ

��� ������ � ����	��� ����
� �� ���	 �� ��� ���	

ψ = αN, α ∈ R
����������� ������ � ��	 �� �	�� ���

����� ����� ���	��	������� ��� &
���� ��� ������� �����	 �������� ��	 � �� �����
����������� ��� ������ 	 �� � ��	� �(� ��� �� � �������	  �����	 ������� ��	 �� �����	 �
� �� ������ �� �����	 ���� ����� ���	 ��� �� �����	 ��� 	����� ������������ �� ��
������  ��� ��	 ���	 � ���� ������� � ��� �

��� � ����	� ������ �	�� ��� �	 �� ��� ��� ������� � ����	 �������� ��	 � �� ���
����	� �	 ��	� � ���������� �� ����	���������	

b =

(
−1

2
I2 +D•

)
φ auf ∂G,

�>#
������ 	�	 ������ �� ���	

0 =

(
−1

2
I2 +D•

)
φ auf ∂G

�>5
����� ��� ���� ������ ����	������� ���������� ��� ��������� � �� &
������ � ��
����� �

� �� � ����� ������� ��� ����	� �	 ��	�� �����������  ���� �># ����� ���� &
�
������ � ������  ���� ��� ��������

b
��� � ����	���

∫

∂G

b qχl do = 0, l = 1, 2, 3,
�>!

�� � ��� ���� ������ ����	������� &
������
χl

���

0 =

(
−1

2
I2 +H•

)
ψ auf ∂G



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� "5

������ � � ��� � �������  ���� &
������ ��� ������� � ����	 �������� ��	 � � �� ������
���� ����	��	���������� ����� ���� �( ��������  ���� ��� �������� ��� � ��������
�>! ������ �

� �� ������������ ���� &
����
u, p

��� ������� ���	 �������� ��	 �

S u
p =

(
0
0

)
in G , T u

p N = b auf ∂G

�� ��� ����� ����
b ∈ C(∂G)2 	 �� � ��� ����� � ����	��	��	�� ������� ��

Eφ :

(u
p ) (x) := Eφ (x) =

∫

∂G

E(s)(x − y)φ(y) doy, x ∈ G.

��� ���������������� ������ ���� ��� ����������� �� ����	���������	

b =

(
−1

2
I2 +H•

)
φ auf ∂G .

������ �� ���	 ��� ���	� ��������� �
����  ���� ����� 	�	 ����� �������

0 =

(
−1

2
I2 +H•

)
φ auf ∂G

�>6

������� ����� ���� ������ ����	������ &
������ � � ��� ���� ������� ��� ������	� 
���� ��� �� �>6 ����������� 	�	 ����� �������

0 =

(
−1

2
I2 +D•

)
ψ auf ∂G

����� ��� ��� ���� ������ ����	������� ������
�� ��� ��������� �� �
�� � ��� �

������ ������������ � �� ���� &
����
u, p

��� ������� ���	 �������� ��	 �

S u
p =

(
0
0

)
in G∗ , T u

p N = b auf ∂G

�� ��� ����� ����
b ∈ C(∂G)2 	 �� � ��� ����� �����	��	��	�����������

Eφ
� ��

���� 


(u
p ) (x) := Eφ (x) =

∫

∂G

E(s)(x − y)φ(y) doy, x ∈ G∗.

��� ���������������� ������ ���� ��� ����������� �� ����	���������	

b =

(
1

2
I2 +H•

)
φ auf ∂G .



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� "!

� ����� �� ���	 ��� ���	� ��������� �
����  ���� ����� 	�	 ����� �������

0 =

(
1

2
I2 +H•

)
φ auf ∂G

����	 � ��� � �� ���	��
αN

��� ���	�������	 � ���
N

�� �
�� � ���  � �� � �� � �� ���
� ��������� ��� ������� � ����	 �������� ��	 � � ������ ����	�� 	�� �� �

� �� �� ���� ��� � ���� 	 �� ������� �������� �� ��� ������ ��� ������ � ����	 ����
���� ��	 � ���	������  ��� �� ��������� �
����� ����������� �� ����	���������	 �
�	��� �

��� ��� ������ � ����	 �������� ��	 ��?������ � �� ��� ���� ��������� ������
PN��	��

PN : C(∂G)2 −→ C(∂G)2 mit PN φ(x) := N(x)

∫

∂G

φ(y) · N(y) doy.
�>'

� ���	 �� 	 ���?� ����� � �� ��� ��� ��	 ������ ����� ���	��	�� ������� ������� ���� ��
�������� �����	 �>� ����	 ��� �����	

b =

(
1

2
I2 +D• − ηPN

)
φ auf ∂G, 0 6= η ∈ R.

!��1 � #7 �� � ��
G ⊂ R2 ��� ��� "�������� ���� �"� ����� ������ ����� ������

� �� ����
∂G ∈ C2.

� �� ��� � ���������
η 6= 0,

��� � ��� ��������� ������
PN��� ���� ��� ��� ���"�������� ���������� ��� ���������� �� "� �� 
 ��� ��� "� �"� ��

� ���������
D•φ

�� ������� �� � ���� ����� �������
b ∈ C(∂G)2 � ���� ��� � � ����

������ �������
φ ∈ C(∂G)2,

��� ��� ������

b =

(
1

2
I2 +D• − ηPN

)
φ auf ∂G, 0 6= η ∈ R

�" 

����	 ��� �� ∫
∂G

b · N do = 0 � ��� � � ��� ��� ������ φ ��� ������� ���� ����� �� ��
��� � ������ ��� ������� ���� �

b =

(
1

2
I2 +D•

)
φ auf ∂G.


 �� � �����
(u

p ) (x) := Dφ (x), x ∈ G
���� ���� � �� ��� ���� �

φ
��� ��� ��� 
 ���"� ����� ������ ��������� 	



� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ���	��
������ �� ��� "6

����� ������ ?���� 	 �� �� ���  � � !5� �

��� ��� ������ � ����	 �������� ��	 ���� 	 �� ���	 	 �� ����	 ��������� ������
��� ��������� �
������ ����������� �� ����	���������	 ��	� ������ �

(u
p ) (x) := Dφ (x) − η(EMφ)(x) − α

∫

∂G

(
φ
0

)
do, 0 < η ∈ R, 0 6= α ∈ R.

����� ��� ��� ���� ��������� ������
M : C(∂G)2 −→ C(∂G)2 ��?����� ����	

φ −→ Mφ :=φ − φM

	 ��

φM :=
1

|∂G|

∫

∂G

φ do, |∂G| =

∫

∂G

1 do.

��� ��� � �������� �������� �������� �	�� ����� ������ �� ��� ����������� ��
� ����	������ ���	

b = Kφ :=

(
−1

2
I2 +D• − η E• M − α|∂G|(I2 −M)

)
φ

	 ��
0 < η ∈ R

���
0 6= α ∈ R.

��� ���� ������  ���� ������ �����	 �� � ����

b ∈ C (∂G)2 ����� ���� &
����
φ ∈ C (∂G)2 � ������ ��� � � ���  � � " �">� � ���

� ������ ���� ���� ������ ���������� ����		 �� �

!��1 � #� �� � ��
G

��� ��� "�������� ������ � �� ���� �"� ����� � ������ ���������
∂G ∈ C2 ���

G∗ := R2 \ G 	 � �� ��� � ���������
0 < η ∈ R, 0 6= α ∈ R��� ���������� �� "� �� 
 ��� ��� "� �"� �� ��������

Dφ
��� ��� ���������� �� "� ��

� ��� �"�� "� �"� �� ��������
Eφ

�� ������� �� � ���� ����� �������
b ∈ C(∂G)2 ��� �

� ����������"� ��
φ ∈ C(∂G)2,

� � ���� ��� � �����

(u
p ) (x) := Dφ (x) − η(EM φ)(x) − α

∫

∂G

(
φ
0

)
do

��� �� ��� 
 ���"� ����� ������
S u

p =
(
0
0

)
in G∗ , u = b auf ∂G

����	 
 �� ��"� ���"� ��� ���� �� � ����� ��� ������ ��������� ���� ���"�����������

b = Kφ :=

(
−1

2
I2 +D• − η E• M − α|∂G|(I2 −M)

)
φ

��� � �� � ����
b ∈ C(∂G)2 ��������� ������	



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� "'

� �	� �	�� ��	 ����
	��
 �����	�
��

� �� �  ����� �  ����� �  � ��� �����"� ����������
� �� ������ ��� � ���� ��	 ������� � ����	 �������� ��	 �� ��� � �����	��� ��� ��
� ����� � " �� ����	 ��� ��������� �
����� � ���������� �� ����	���������	

b(x) =
1

2
φ (x) + D•φ (x) − N (x)

∫

∂G

φ (y) · N (y) doy, x ∈ ∂G,
�">

��� ��
D•φ (x)

	��� ��� �������� ���� � �����	��� � ����	 ���� ����	 �����������
��� ������

R 3 [0, 1] → γ (τ) := (y1(τ), y2(τ)) ∈ ∂G
�""

��	��� 	 ��

b(γ(s)) =
1

2
φ (γ(s)) +

1∫

0

D•(γ(s), γ(τ))φ (γ(τ)) |γ̇(τ)| dτ

− N(γ(s))

1∫

0

φ(γ(τ)) ·N (γ(τ)) |γ̇(τ)| dτ

	 �� ��	 ���� ����	��	�������
D•(γ(s), γ(τ))

��� ����� ��

Dik(γ(s), γ(τ)) = − 1

π

(γi(s) − γi(τ))(γk(s) − γk(τ))(γ(s) −γ(τ)) · N(γ(τ))

|γ(s) −γ(τ)|4 ,

��
i, k = 1, 2,

��� ���	 ��	�� �����	 ������

|γ̇(τ)| =
√
ẏ1(τ)2 + ẏ2(τ)2

�"�

��� ��	 ���	 ����������

N (γ (τ)) =
1√

ẏ1(τ)2 + ẏ2(τ)2

(
ẏ2(τ)

−ẏ1(τ)

)
.

�")

������ � ��

φ̃(τ) :=φ(γ(τ)), Ñ := N(γ(τ)), Ñγ := N(γ(τ)) |γ̇(τ)| �"#

���

D̃•γ(s, τ) := D• (γ(s),γ(τ)) |γ̇(τ)|, �"5



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� � 

�� � ��� �� ��� ����	� ���������������� ��	 �������� ���� ��� 	��������	 ���	��
���� ����	��	����������� ��� ������ �����

D̃•φ(s) =

1∫

0

D̃•γ(s, τ) φ̃(τ) dτ, s ∈ [0, 1].
�"!

� �� ��� ���� " �># � ��� ����� ���	 ��� &
���� ��� ������� � ����	 �������� ��	 �
����	 ��� 	��������	 ���	� ����� ���	��	�� ������� � ������ ����  ��� � �� ��	� ����
�� ��� ����	� ����������� ��

u(x)
��� ������ �����

u(x) =

1∫

0

D•γ(x, τ) φ̃(τ) dτ, x ∈ G,
�"6

	 ��

D•γ(x, τ) := D(x,γ(τ)) |γ̇(τ)|.
��� � ����		��� ����� �����( �	 ������ ������ ����� ���

u
��	�� � �� �� ����

��	������ ��� 


���
m ∈ N

���
h := 1/m.

�����	�� �������� � �� ��� �����	�� ��������
φ̃

��
�"6 ����	 ��� &�������������� � ��������

φ̃m : [0, 1] → R
2, φ̃m(τ) =

m∑

j=1

αj ϕj(τ) =
m∑

j=1

φ̃(jh)ϕj(τ)
�"'

	 �� ����� ���������� �������� ��������
ϕj .

��� ��� �������������� �� ��� � ���
��������������������

τ = ih
��

i = 1, ..., m
���� �������	 


ϕj(ih) =

{
1 für i = j,
0 für i 6= j.

�� 

�� >
������ ��?������ � �� ��

x ∈ G
��� �����( �	 ������ ������

U(x) :=

1∫

0

D•γ(x, τ) φ̃m(τ) dτ =

1∫

0

D•γ(x, τ)
m∑

j=1

αj ϕj(τ) dτ

� �� � �	����� ��
u(x).

��� ����������� ���� � ������
αj = φ̃(jh)

� ����		 �� � �� �����( �	 ���� ���



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� � >

����	 	 �� ��	 �����
	 �����	��� ��������������� �����	 ��� ����������� �� ����
�	�����  ��� �	 �� ������� 	���������� � ��� � ���� ������� � �� 	 �� ��	 �����	
�"> 
 ��� � ���

x ∈ ∂G
����

b(x) =
1

2
φ (x) + Dφ (x) − N (x)

∫

∂G

φ (y) · N (y) doy.

� ������ � ��� ��
s ∈ [0, 1]

	 �� ��� ������ � �����	������

b̃(s) =
1

2
φ̃ (s) +

1∫

0

D̃•γ(s, τ) φ̃(τ) dτ − Ñ (s)

1∫

0

φ̃ (τ) · Ñγ(τ) dτ.
��"

�	 � �		 �� ��� �����
	 �����	���� �����( �	 ����� � �� ��� ������� �� ��� 	 ��
��� ��		 ������ ���� ������ � ��� ��	����� ��� ������� � ����	���������	

(i =
1, ..., m)

b̃(ih) =
1

2

m∑

j=1

αj ϕj (ih) + h

m∑

k=1

D̃•γ(ih, kh)

m∑

j=1

αj ϕj(kh)

− h Ñ(ih)

m∑

k=1

(
m∑

j=1

αj ϕj(kh) · Ñγ(kh)

)

=
1

2
αi + h

m∑

j=1

D̃•γ(ih, jh) αj − h Ñ(ih)

(
m∑

j=1

αj · Ñγ(jh)

)

=
1

2
αi + h

m∑

j=1

(
D̃•γ(ih, jh) − N (ih, jh)

)
αj

	 ��

N (ih, jh) :=




Ñ1(ih) (Ñγ)1(jh) Ñ1(ih) (Ñγ)2(jh)

Ñ2(ih) (Ñγ)1(jh)) Ñ2(ih) (Ñγ)2(jh)


 ���

��� �����		��� ��� ���� � ������
αj.

� �� ������ ��� ��
x ∈ G

Um (x) = h

m∑

j=1

D•γ(x, jh)αj



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� �"

� �� � �	����� �� U (x)
��� ��	 �� � �� � �	����� ��

u(x),
��� ����	� �����������

������ ��� �(����� &
���� ��� � ����	 �������� ��	 � �	 �����
x ∈ G.

� �� ����������������������
� �� ��������	�� ���  � �� ��� Um

��� ����	� ����������������
u

��� �(�����
&
���� ��� � ����	 �������� ��	 � �����( �	 ���� � ��� ��� ��	 ���

Rm(x) := |u(x) − Um(x)|
�	 �����

x ∈ G
����

Rm(x) = |u(x) − U(x) + U(x) − Um(x)|
≤ |u(x) − U(x)| + |U(x) − Um(x)|
=: R′

m(x) + R′′
m(x).

�����	�� ��	����� � ��
R′

m(x)
�� �

� �� ��� ����	����	�������� ����	��� ��	� ���� � �� �� ��� � ������� ��� �����(

D•γ
��� �"5

∣∣∣(D•γ)ij(x, t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣
(xi − γi(t)) (xj − γj(t))

|x −γ(t)|2
(x −γ(t)) · N(γ(t))

|x −γ(t)|2 |γ̇(t)|
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
(xi − γi(t)) (xj − γj(t))

|x −γ(t)|2
∣∣∣∣

|γ̇(t)|
|x −γ(t)|

≤ |γ̇(t)|
|x −γ(t)| ≤ ‖γ̇‖∞

dist(x, ∂G)

	 ��
dist(x, ∂G) := inf

y∈∂G
|x − y|. �������	 ���� �� ���

i
��� ��	������� ���

��������
φ̃

���
φ̃m

( φ̃m)i(τ) =
m∑

j=1

( αj)i ϕj(τ) :=
m∑

j=1

φ̃i(jh)ϕj(τ).
��)

��� ��	 ����� ��������� ��	��� 	 �� �� ���� ��������
φ̃ ∈ C1([0, 1])2

( αj)i = φ̃i(jh) = φ̃i(τ) + φ̃′
i(ξj)(jh− τ)

	 �� ����	
τ ∈ [(j−1)h, jh]

��� ����	
ξj ∈ [τ, jh].

����� 	 �� ����� �����������
�� ��)  ���  �� ������ ���	



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� ��

( φ̃m)i(τ) =
m∑

j=1

(
φ̃i(τ) + φ̃′

i(ξj)(jh− τ)
)
ϕj(τ)

= φ̃i(τ) +

m∑

j=1

φ̃′
i(ξj)(jh− τ)ϕj(τ).

������	�� ����

∣∣∣ φ̃(τ) −φ̃m(τ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(
φ̃i(τ) − φ̃i(τ) −

m∑

j=1

φ̃′
i(ξj)(jh− τ)ϕj(τ)

)2
∣∣∣∣∣∣

1/2

≤




2∑

i=1

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

φ̃′
i(ξj)(jh− τ)ϕj(τ)

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤




2∑

i=1

(
m∑

j=1

| φ̃′
i(ξj)| |(jh− τ)|ϕj(τ)

)2



1/2

≤ M h mit M :=
√

2 max
i=1,2

|φ̃′
i|.

��� ��� ��	 ���
R′

m(x)
��	��� 	 �� ��	 �� �	 �� ��

φ̃ ∈ C1([0, 1])2 ��� ����	���
����

R′
m(x) =

∣∣∣u(x) − U(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

D̃•γ(x, τ) ( φ̃(τ) − φ̃m(τ))dτ

∣∣∣∣∣∣

≤
1∫

0

∣∣∣D̃•γ(x, τ) ( φ̃(τ) − φ̃m(τ))
∣∣∣dτ

≤
1∫

0

(
2

2∑

i=1

2∑

j=1

(D̃•γ)2
ij(x, τ) ( φ̃j(τ) − (φ̃m)j(τ))

2
)1/2

dτ

≤ 2
‖γ̇‖∞

dist(x, ∂G)

1∫

0

∣∣∣ φ̃(τ) − φ̃m(τ)
∣∣∣ dτ ≤ 2

M ‖γ̇‖∞
dist(x, ∂G)

h

	 �� ��� ����������
M

���
dist(x, ∂G)

� �� ���� �

� �� �� ���� �� �	 ��� ��	 ���
R′′

m(x)
����	����� � ��� �� ��	�� � �� ��� ��	 � ���

�������� �� ����	���������	 ��" ���



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� �)

b̃(s) =
1

2
φ̃ (s) +

1∫

0

D̃•γ(s, τ) φ̃(τ) dτ

− Ñ (s)

1∫

0

φ̃ (τ) · Ñγ(τ) dτ, s ∈ [0, 1]

��� ��� ��?������ ��� �� ��������

T, Tm : C([0, 1])2 → C([0, 1])2

����	

Tφ̃ (s) := 2

1∫

0

D(s, τ) φ̃(τ) dτ
��#

	 ��

Dij(s, τ) := (D̃•γ)ij(s, τ) − Ñi (s)(Ñγ)j (τ), i, j = 1, 2
��5

���

Tm φ̃ (s) := 2 h

m∑

j=1

D(s, jh) φ̃(jh)
��!

	 �� ��� �����( D(s, jh)
� �� �� �� � ���� � �� ������

β̃ := 2 b̃
������ 

��	����� ���	 ��� ����������� �� ����	���������	 �� ��� ������ � ����	 �������� ��	 
� �� � ��� 


β̃ = φ̃ + Tφ̃.
��6

�	 ��� ��������	����� �������������� �� ��	� ������ ���
����� � �� ��� � �����
��� �� ��������� ��	����	��� �

@�0�� ����� * # � �� � � ��� � F = {F | X → Y } ��� ��� ����� �� ��������
F��� ��� �� ���� ������ ���� X

�� ��� �� ���� ������ ���� Y
� �� � � �� ��� ���

� ������ � �� �� � �� � ��� ��� "������� � ��� �
U ⊂ X

��� � ���� ��� �

{F ϕ | ϕ ∈ U, F ∈ F}
������� � ������ ��� �	� 	 ��� � �� "� ���� � ������ ���	 � �� � ���� �

(Fn)
� �� � � �� ��� ���

� ������ � ��� ��� � ������ ���������� � ��� � � �� ������ � ������ ���	
��� ��� ������ � �����	������ ����



� ���� �	 ��� �� �� ���������� �� ��� �#

!��1 * #� �� � ����� � ��� ���� � ����� ��
• 
 �� ������

β̃ = φ̃m + Tmφ̃m.
��'

� ��
Tm

��� �� �� ��� ��������� ������ ��� ��� ���� � ��� � �� ������������ ��
(φ̃m)

� ������ ���� � �� ��
φ̃

��� ���� 	
• ��� A = (α1 ...αm)T ��� � ������ ��� ��� ����� ����"�����������

β̃ (ih) = αi + 2 h

m∑

j=1

D (ih, jh)αj

�) 

� �� D ��� ����  � � ���

φ̃m (s) = β̃ (s) − 2 h
m∑

j=1

D (ih, jh)αj

�) >

��� � ������ ��� � �� �������������
β̃ = φ̃m + Tmφ̃m.

• 
 �� ��� ���� ����"����������� �� �� ��� ��������� ������	
• ���

m→ ∞ � ������ ����
R′′

m(x) � �� �� � �� �	
��� � ����� ������ ������ � ��� ��� � �������� � ��� ������ ��� ���������� ���
�������	 ������� ��������������	���� ���  � �>)#� >#�� 
 �����	�� � ��� ���	��� ���
���  ���� ��� �� ���

Tm

�� ������� ��	���� ��� ���������� �����
T

����������
��� � ������ ����� 	 ��  ���� ��� ����������

Tm → T
�� ��	 ������ ����	 �����

���
C([0, 1])2 � ����		�� �� ��� ��� � ����	 ���	���� ���

‖(Tm − T )Tm‖ → 0 und ‖(Tm − T )T‖ → 0
� ����� 	 �� ������ ��� �( ������ ��� �������� ���������

(I−Tm)−1 �� � ���
m ∈ N	 ��

‖(I − Tm)−1 (Tm − T )Tm‖ < 1
��� ��	 �� � �� ���������� &
�������� ��� � �	�����������	 �

β̃ = φ̃m + Tmφ̃m

��� �� ��� ���������� ��� �� ��� ��� � �	�������
(φ̃m)

�����
φ̃

��� �"6 � � ��
������ ��	������� ��� ������ ����� 	 �� ����	 � �������� ��� �)  �� �) > ��

s = ih.

��� ��� ������ ������� �	�� 	 �� ����� � ���������	�� ����� ����	  �� ��	 ���
�( ������ ���� �����	������� &
������ ��� �)  ��	 � ���������	 ��� �����������
&
�������� ��� � �	�����������	 � ��' �	�� � � �� ������ ���������� � ��� �����
��� � ����� � �	������� �



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � �5

� ���	����� ��	���	�� 
		 	
�	�
 �����	�	 � ����
��	�
������� �

� �� ��� � �������������� ��� � ���������� �� ����	����� ��� � ����� � � ������	�� ���
����� � ����	���������	 � ��� ���	

b = A x, A ∈ R
n×n, x, b ∈ R

n,
�)"

	 �� ����� �� �����������  ���� ����� ��� ���	� ��		 ������	�� �����		 ����(
A.� �� ����� ������� ����	 � ��� ����������� ���� 	 �� �� ��� &
���� ������ � ����

�	���������	 � ������� ����	��� ��������� � �	 ���� �������	���� �����������
��� � �	�������
���� �� ������	��  � ��
����� ��� �� ���( ����������� ���� ��	 ��� ��
������ � ��� �	 ��	� ����� � ����	���������	 � � �������� ��� �� �����	 �� �� ������
���� ����	��� �����������  ��� ����� ��� �������� ��� �����		 ����( 	 �� �����
�� ��� ��� �������� �������� � � �� �� ��	�� ����	��� 	��� ���	� ��� �����		 ��
���( ���� ���	��� ������  ������� ��� ���� � ����	����������	��� �� ��� �����( �
��������� ���� �������� � � �� ������� ������ ����� ����������� ����	 ����	��� ��	
������  ���	� ��	 � ������ � ��	� ���� ����  ���� ����	 ��� � �����������	���
	 �� ��	 ������ �� ���	����� � �� �� ����  ��� � �� ��� �����	 �)" ����	 � ������
��������� ������	�  	��� ��� ��������� ��� �� ����� ����	���	�� ������  ��� ���
������	�� ����������� ���� ��	 �����������������	 ��� ��� ����������� �� ����	���
��� ��������	� �

� �� ��� ��������� �� ��

- # # 8�4 ��.#��������$#/��0����� �� � ���� �#� �������$��

��� ����	��� ��� �����	���� ��� � �	�������
������
xk

��� �����	 � �)" �����
��� ���������

xk ∈ x0 +Kk := {x0 + z | z ∈ Kk}
���

(b − A xk) ⊥ Lk,
�)�

��� �� ��� ��������	�����
x0 ∈ R

n � ����� �� ���  ���
Kk

��� ��
Lk k

�� �	 ������
�� �� ��������	 � ���

R
n ��������������  ����� 	 �� ���� � ��� �������� ��� ���� � ��

� ��	����� ������� �������� ��� 	���� �� ����	 ��� ��� ���������� 	 ���� ��

x ⊥ y ⇔ x · y = 0
��?����� � � ���

Kk = Lk
 �� � ����� �)�  ���� ��� � �������������

rk := b − A xk

�))

�������	� ��
Kk

���	� � �� �����	 �� �� ����� ���� ���	������� ���� �������	 ��	��
�� ��� ��� �)� 	���� �� ���� ���� �������� �

���
Kk 6= Lk

����� ���� ��	��� ���� �������	 ��	��� ��� ��� �)� ������	���
	 �� � �� ������������� ���� �������� �



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � �!

@�0�� ����� - # � �� � � �� ������������� �� ��� ��� ��� ��� � � ��� �������� ��� ��� 
��� ���

Kk
���

k−���
Krylov − Unterraum

Kk = Kk(A, r0) := span {r0, Ar0, ...,A
k−1r0}

��� ��� ������� ��� ���"� ��� � �� ������� ����� x0

 ��� ��� �� ���� �� � ����� ������
���

r0

��� ��� ������ � �����
A

��� ��� � ���	
���� � �� ������������	 �� ��	��� ��� � � � � ��� � ��� �����������		��  	 �� ��	
	 �� ���� ������ ������� �����( �� ��� � �����������	 ����	� �����  ������� ���� �
����� � ��� ��� ���	����	 � �� ����� ��� � ��������������	 � ����������� � �	 �� ��
������ ���	� | · | � �� ���� �� ��� ������ ���	� ���	 � � �����	��� 	 �� ����	
�����	 ���� ���	 ���	 ����� �������������  ���� ��� � ��� �����������		�� � �� � ���
��	� ����� ������ ��� � � ���  � � >� � 

� ���� �#� �������$��

> � � �	 ��
v1 ∈ Rn 	 ��

v1 := r0/|r0|" � 0��
k := 1, 2, ...

 �
� � � ����
) � 0��

i := 1(1)k
 �

hik := vT
i Avk# �

wk := Avk

�∑k
i=1 hikvi5 �

hk+1,k := |wk|! � �0
hk+1,k = 0

����
vk+1 := 0

��� !���
6 �

vk+1 := wk/hk+1,k' � �� 

� �� ��� �� ���	 ������ �������	���� ��� � ��� �����������		�� �� ��� � � ��	  � �
>)5� >)!� 

!��1 - #� ������� �� ��� � ��� � �������� �� ������ �� ���"� � ��"� � ��� ��� � ���"��
���� ���

vk 6= 0
�� ���� ���� �� {v1, ...,vk}

��� � ���� ����� ������� ���
k−���

� �� ��������������
Kk = span{v1, Av1, ...,A

k−1 v1}
���	

!��1 - #* �� � ��
Vk = [v1 v2 · · · vk]

���
n × k−� �����  ����� ������� ���

���� ����� ��� � ���� ���
Kk

������ 	 � �"�
k

� "������� ��� � �������� ��� ��� �� ���
� �� ��� � ���� ����� ��� � ����

Vk+1

��� ��� �
(k + 1) × k−��� ��������� �����

� ��� ������ �� �����

Hk :=




h11 h12 · · · h1k

h21
	 	 	 			

0
	 	 	 	 	 	 						 	 	 	 hk,k−1 hkk

0 · · · 0 hk+1,k




�)#
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� �� ��� ����� k.

 �� ��������������� �� ����������� "����� ��� � �������� ��� ��� ��

���� �� � ����� ������� ���� � �� "������� � ����� ���

AVk = Vk+1Hk.
�)5

- # #� ������������  �� �<��!#/��0������

���� ������� � ��������������	 �� ��	��� ��� ����� ������� ����� � ���	 � � � ��
����� � � ����� ����� ��� ���� ��� ��	� ��� >'65 �������� ��� ��� � � ��	� � � ��
����	��� ���� ��	 � � � �� �������� ���� ���������� ����	��� �������� ������ �
� �� ���������� ��� ����������	���� �� ������ �������� ���	 ��� � ��� �	 ��
��� � ��� � ������� ��� � ��
������ �����	��� ������ ���	� ��������� �� ��� � � ��	 
� �>#!�>!"�  ���  � � >))� >)#� �
� �� ��� � ��� ����� ��� 

rk = b −Axk ≈ 0
�� ����	 ��� ����� ����� �� ������

�	�� � ����� ������ ��	��� 	 ��  ����	 ����� � �� ���� � ���	 ������������ �
�	 � ��������������	 � �����	��� � ��� � ��� �� ����� 	 �� ��� � �� ��	��� �)5 ���
��� ��	 ������ 	 ��

Vk = (v1...vk) ∈ R
n×k ��� �����	��� ������

xk ∈ x0 + Kk�� ��� ���	

xk = x0 + Vkyk

�)!
	 ��

yk ∈ Rk.
���� ��?������ � �� ���� ��������

Jk : Rk → R
����	

y 7→ |b−A(x0 + Vky)| �)6

��� ���	�� ���
yk,

��� ��� ����� �������� �)6 	 �� �	 ���� 


yk := arg min
y∈Rk

Jk(y).
�)'

� �� �� ���� ������ ���� 	
� ���	�� �����	� ��������� ��� �����	���� ���
yk

?��
��� ��� ��� � ����	���� ���� ����	���  ����

|b−Axk| ≤ ε

	 �� ����� �������� ���� ��������������	�����
ε > 0

���� � ������ ������ � �� � ��
�	 � ��� �����������		��

v1 := r0/|r0|
��� ��	����� 	 �� �)5

Jk(y) = |b− A(x0 + Vk y)|
= |r0 −AVky|
= | |r0|v1 − AVky|
= | |r0|v1 − Vk+1Hky|
= |Vk+1(|r0|e1 − Hky)|.



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � �'

����� ���
e1 = (1, 0, ..., 0)T ∈ Rk+1 ��� ����� ���	���������� ���

Hk

� �� �� �)#
��?����� �

� �� ����	 �)! ��� �)' ����� ��� ���	� ������� ��� ���� ��	 � ��	
� ���	� ���
��� � ����	���� ��� 	 �� �	 � ��� ��	 ����

min
xk∈x0+Kk

|b −Axk|
�	��

xk

�(� ����� ��	 ���� �� �� 	����� �

� ��� � 
� ���	���� �� ��� &
���� ��� ���� ��	 �

min
y∈Rk

|Vk+1(|r0|e1 − Hky)|

��� 
Hk ∈ R(k+1)×k �� ����������	 �� �������  � � � � ����	 ��� ������� 	 ��

����� ���������	 ����( ��� � � ��	  � � >5"�>5�� 


Qk Hk = Rk.

����� ���
Qk ∈ R(k+1)×(k+1) ���� ���	����� �� �����( 	 ��

QT
k Qk = Ik+1

���

Rk ∈ R(k+1)×k ���� �� ��� ��������	 ����(  � �	 �
Rk = (rij)

	 ��
rij = 0

��

i > j
��� � � ���  � � >)# � � �

� �� ��?������ ��� ������
gk ∈ Rk+1 ����	

gk := Qk |r0 |e1 =
(
g

(k)
1 , ..., g

(k)
k , gk+1

)T

=
(
gT

k , gk+1

)T �# 

��� ��	� ���� 	 �� ��� ���	����	 ���� �������� ���
Vk+1

min
y∈Rk

Jk(y) = min
y∈Rk

|Vk+1(|r0| e1 − Hky)|

= min
y∈Rk

| |r0| e1 − Hky|

= min
y∈Rk

|Qk(|r0| e1 − Hky)|

= min
y∈Rk

|gk − Rky|

= min
y∈Rk

√
|gk − Rky|2 + |gk+1|2

	 ��
Rk ∈ Rk×k.

��� � ���	�	
min
y∈Rk

Jk

� ��� ����� �	 �� �� |gk −Rky|2 = 0
������	� � ����	 ��� � ��� ������� ��� �����(

Rk

������ ���	 ���� ��� � ����	���

y = R−1
k gk.

�#>



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � ) 

& ���� ��� �� ��
vk+1 = 0

���  �� ��	� ���� � �� �����

min
y∈Rk

Jk(y) = 0.

��	 �� ��	��� 	 �� ��� &
����
y

����	 ��� &
���� ��� �������������	 �  ��� 	 ��
����	 ������	�� ��� ������� ����� ���

Rk

��� ��� ������� ��	������� ���
gk��	��� � ��� ��� ���	 ��� � ������	 � � ��� |rk| = |gk+1|

�

� �� � ���		 � � ��� ����	 ������� ���� ��� ���	 ��� � ������	 �  �	�� ��� � ��
�����	 ����

yk

��� �
xk

�(� ����� �� � ����	���  ��� ���� ��	 �� �	�� ����	�
�	���� ��������� � ��	������ ���� ��� � ��������� ��� ������������������� ����
��	����� �

��� � ����� � ���� � ��� ��� ���	 ��� �����(
Qk

�� ����	���� �� � � �� ����������
��� ��� � �� ������� ��� �������
 ������ �� � �� � ��� 


Qk := Gk · ... · G1.

����� ���
Gj ∈ Rk+1,k+1 ��� ���������	 ����(  ��� ��� ���	������������

ej

���

ej+1

�	 ��� � ���� � −φ ���	� � ��� �������	����� ���	 ��� ��� ���	����	 ����(

Ik+1

��� �� ��� ���� � ��	 �����
(Gj)jj = (Gj)j+1,j+1 = c, (Gj)j,j+1 = s

���

(Gj)j+1,j = −s, �����
c2 + s2 = 1

���� � ��� ����
φ

��� ����	 ��� �����������

c = cosφ
���

s = sinφ
����� ���� �

������ 	 �� ��� � ���������	����� ��
Hk

��  �� ��	��� 	 �� ��� �� ��� ���������
	 ����(

Rk.
�	 ���	���� ��	���� ������ ��� ������ ����� ��� ��� ��� ���

Hk+1������� � �	
Rk+1

�� ��	� ����  	����� ������ ��� ���	�� ����	���	���� �������
���	����� ���	 �� ��� ���� ��� ��� ���������� ������ � � �� ���	 ������ �����
� ����

(k + 2) × (k + 1)−�����( 	�� ��� ����� ��

Gk · · ·G1 Hk+1 =




r11 . . . r1k r1,k+1

0

� � � ��� ���
��� � � �

rkk rk,k+1

0 . . . 0 r
0 . . . 0 h



.

��� ����
h = hk+2,k+1

����� ����	 ��� ��������������� � ���������	�����
���	� �������� � � �� ���	��� ���	���

Gk+1

	�� ��� ���� 
h

�� � ��	 �� ����� � ���
� ��� ����	 ��� ��	 � ���

ck+1 = r/ρ, sk+1 = h/ρ mit ρ =
√
r2 + h2

������	� � � �� ��	���
rk+1,k+1 = ρ

���
rk+2,k+1 = 0.

��� ���	�����
Gj

	���
��� ���	 �� |r0| e1

���������� ������ � �	 � ������� &�		 � ����� � �� � ����
����		 �� ��� � � ��	  � � >5 �  ���  � � >)!� 




� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � ) >

2�$$� - #- �� � �� ������� �� ��� � ���� ��� � �������� �� ������ �� ��"� � ��� ���
� ���"����� ���

vk+1

�����"� � ��� ��� � ����� ��
Gi ∈ R(k+1)×(k+1)

� ��
i =

1, ..., k
���"�

Gi :=




1
	 	 	

1
ci si

−si ci
1

	 	 	
1




� �� ���� ���� � ����
ci

���
si

� �� �

ci :=
a√

a2 + b2
und si :=

b√
a2 + b2

�#"

� ��
a := (Gi−1 · ... · G1Hk)i,i���
b := (Gi−1 · ... · G1Hk)i+1,i��! ����� ����	 
 ��� ���� ��

Qk := Gk · ... ·G1

��� � ���� �� ����� � ����� ��� � �� ���

QkHk = Rk

� ��� � ��

Rk :=




r11 . . . . . . r1k

0
	 	 	 						 	 	 	 	 	 	 						 	 	 	 rkk

0 . . . . . . 0




=:

(
Rk

0 ... 0

)
∈ R

(k+1)×k

��� ���������
Rk.

��� ���� ��� ������	�	
� ���	���� ��� ����	���� ����� �	 �����	� ����� ���
hj+1,j.��� ����������	��� ����	� �� ������ ������ � ��� �	 ���	� ����		 ��  �������

������ ��� �(���� &
���� ��� � � ���  � � >#>� 




� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )"

!��1 - #7 � ����
A ∈ Rn×n ��� � �������� � �����  

hj+1,j
���

wj

���"� ���
� �������� �� ������ �� ����"�� �� ��� � ����

j < n 	 
 ��� ���� ��� � ��� ����� � ���
��� �� �����������
��� ��� ��� ���� � ��� � �� ������������� � � ���

K1 ⊂ K2 ⊂ ... Kj = Kj+1 = ... .

��� 
 �� ���������� ����� ���� ��� �� j−��� � "����� ��� �� ���� ������ 	
���

wj = 0 ∈ Rn 	
���

hj+1,j = 0 	
������� ������������������ �� ��� ����������	��� ������ �� ���  � � )6 ��
	���������� �

��� ����������	��� ����� �� �� ���	 ���	����� �� � � �� ���� ��	 ���� �����
�	 � ��	�������� ��� � ����		��� ��� � ��	����	 � ������  ��� ������ 	 �� ���
� �	 ������ ��� � ��������������	 � �����	�� � ����������� ������ ���	 ��� 	��
	�� �����	��� ��������� �� ��� ������������� � � �� ���( ���� �������� ���� ��	 ��
���������� ������ ��	 � �� ��� ���	������� � ��������� � �������� � ��� �� ���
����������	��� 	 �� � ������ ����� �

k
 ���������  ��� ��	 ��� 	 �( �	 � ��

� ��������������	 ��	 ������ ����	����� � ��� � ����� ��� � ������	 |rk|
��� ���

����	�� ������ ���������� ���	� ���� �������� ��� ����������� |rk| ≤ ε > 0
�� 

�� � ��� ������	 ��� ��� ���� ����	 � �� ��	�������
����
xk

� ����		 � ��� � ��
����������� �����	��� ����� � ������� ��������� ��	  � � >5!� �

- # #* ,$9��$���������

����	 ������� ��� �� � �� ��� �	� ��	 ��������� ��� �������������		�� �� 


�<��!#� �������$�� �

� �	 �� ����� ���������
x0 ∈ Rn ��� ��� �����������

ε �
b := |b| �
r := b− Ax0 �
v1 := r/|r| �
s := |r| e1 �
i := 0 �



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )�

��9 ���

i := i+ 1 �
w := Avi �0��

k := 1(1)i
 �

� ����

hki := wTvk �
w := w − hkivk�� �

hi+1,i := |w| �
vi+1 := w/hi+1,i ������

G1, ...,Gi−1

��
hi = [h1i · · · hi+1,i]

T ��
������������

Gi,
����	��

hii

���
hi+1,i

�� ���������  ����
(Gihi)i+1 = 0 �

s := Gis�����
si+1 ≤ ε b�� ����	��

y
� �� &
���� ���

Hy = s̃,
�����

H ∈ Ri×i ��� ��� ���
hij

� �����
	���� ����� ��������	 ����( ���  ���

s̃
��� ��� ������

i
��	�������� ���

s�����	�
�

x := x0 +
i∑

j:=1

yjvj.

����� ������ ���	
k

��	������ ��� � �	�������
����
xk.

�� ������ ����� ���
� ������� �� ��������� � ��
���� 


!�$$�� �
n (k2 + 3k + 3) + k2 − 2k − 2 �<����9 ��"������� �

n (k2 + 4k + 3) + 5
2
k2 + 9

2
k �

��� ���=��1��� ����������� �
2k + 2 �<����:#/�"���#< ����9 ��"������� �

k + 1.

�������	��� ������ 	����� ��� ��������
v1, ...,vk,w ∈ Rn, s ∈ Rk+1,

��� �����
	 ���� ��� ����������	����� ��� ��� �� ��� ��������	 ����(

H ∈ Rk×k �
�� ������

� ���
n (k + 1) + 1

2
k2 + 5

2
k + 1

�����	��� ����� � ��
���� �



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � ))

� �� ��� ����� ����������������
- #� # ������������  �� ��� #� ��4 �� # /��0������

� �� ����	������ ��� �� �����	 � ������ � ����� 	 �� ��� &
���� ��� �������� � ����
�	���������	 �

Ax = b
�)" 
 �����	� ��� ��� &
����

x∗ ��� � ����	���

F(x) = 0

	 �� ��� ��������
F : D ⊂ Rn → Rn, F(x) := Ax − b

� � ���� ������ ����
� �� � 	 �� ��	 � �����������	��� �� �
�� ������ � � ��� ��� ��� ���������� ������
�����������	��� �� � ����	 ���� ���	� ������� � ����	�����  �� ���� ���� ���	
�� ���	� ��		 ������	� ������� �����	 � � �� �� �� �� ���� ���������� ������ �

� ��	 � �����������	��� � ��� ��� ��������
F

����	 ���� �� � ������� ��������

F̃k : Rn → Rn 	 ��

F̃k(x) = F(xk) + Bk (x − xk)
�#�

�������  ���
F

�� ��� �	 ������ ��� ������� ����������
xk

�� ����	 ��� �����
����� �����( �	 ���� � � �� ���� ���������

xk+1

������ ���	 ���� ��� ���� &
���� ���
������������

F̃k(x) = 0
��� � ��� ���� �����( �	 ����� �� ���� �� ��	� �� �������� ��� � � ���� �

��� ���� ������ ��� ���	 ����� ����	 ����
F(xk) ∈ Rn ���

Bk ∈ Rn×n ����
������ 	 �� ��� �������������� ��� 	
 �	����� �� ��������� ������ � ������ ���

F
� ���� ��� ��� ��	���� ��� � ����	���� ��� �������� ����( ����������	  ��� ���

�����	������� ������� 	��?� ���	� �������	� ��� � ��	�� � ��
���� 	 �� �� ��	�
����	���  ��� �	�� ��� �(� ��� ��� ���������� ��� ���������� �� ��������� ����
��		 �� � �������	 �� ����� ��� ������������������� ��� ��� ��� � ����		���
���

xk+1

����������	�� � ���������	�� ������ 	
� ���	�� ������ ���� �	 ���	����
� �� ��� ������	����� ��������������	� ��������� � ��� �� ��� ����	��� ��		 � 	 ��
��  ���� ����	 ��� ��������������	��� �� �������� ���� ���������� ���� �����

x∗ ����������� �� ���
(xk)k

������� � ���  ��� 	 �� �� ��� ���	

xk+1 = xk + sk für alle k ≥ 0
�#)

	 �� ��� �����������
sk

��	����� � ���� ��� ������
sk

��� ����������������

−F′(xk)
−1 F(xk)

�����( �	 ����� �� ��  ��� �� ��	��������  ��� ������

sk = −B−1
k F(xk)

�##

	 �� ����� ���	 ����� �������� ���� ����� �����(
Bk

�� ��	 ��� � � ��� ��� � ����	�
� �������� ��	 ��  ���� ��� �� � ������� ������������� �#� 	 �� ����� ���� �����
�����(

Bk

��������  ��� ��� ������� ���������������
F̃k(xk) = F(xk)

������



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )#

� ��� � �	 �������� ��� ���� � �� �� ��� ����	��� ��� 


� �� ��		 �� ��  ���� ���� � �	�����
xk ∈ R

n 	 ��
F(xk) 6= 0

��� ���� ���� ����
�����( �	 �����

Bk

��
F′(xk)

������� ��� � ���� � ���

xk+1 := xk − B−1
k F(xk)

�#5

�����	���  ��� �����
F(xk) 6= 0

��� � �� ��������
sk

��� �� �� �����	����� �
� �� ���� �����( �	 �����

Bk+1

��
F′(xk+1)

�� �� ���� �� � ����		� ������  ����
��� � �� ������� ����������"���� ������	���� ���������

Bk+1(xk+1 − xk) = F(xk+1) − F(xk)
�#!

������ ��� � �������	 �� ��
Bk+1

���
Bk

����	 ��� ����?������

Bk+1 = Bk + uvT
�#6

	 ��
u, v ∈ Rn ������	�� � � ��� ��� �	 �� ������� � ���

uvT
�� ����� ��� ���

���(	� ���� �������� �� ���	�� �����
n×1

� � ����(
u

��� �����
1×n

� �����(
vT

���������� � � ��

xk+1 = xk + sk

��	��� 	 ��

F(xk+1) − F(xk) = Bk+1sk = Bksk + u(vTsk) = −F(xk) + u(vTsk)

��� ��	 ��

u =
F(xk+1)

vTsk

,

��� �� 	��� ��� �	 �� �������
vTs ∈ R

��� ������� �����
1×n � � ����(

vT
���

�����
n×1

� � ����(
s

��������� � � �� ��	 � ���
vk = sk

�� � ���	 ������������	����
�	�� ��	 �� ��������� ������ ������ � ���� ����� 
 ����� � ��������	������ ���

F(xk+1) = Axk+1 − b = A(xk+1 − xk) + Axk − b

= Ask + F(xk) = Ask − Bksk

������ ���	 ��� �#6

Bk+1 = Bk + (A − Bk)
sks

T
k

sT
k sk

.
�#'

� �� �	 ����	���� ���� ����� ������	��
rk = b − Axk

��� � ������� ��
xk.��� ��� ���� ���� �����(

Bk

��� ��� � ����(

Hk = B−1
k

�5 



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )5

���� �����( �	 ����� ��
A−1.

���

Bksk = −F(xk) = b− Axk = rk

��	��� 	 �� ���� 	 �� �5 

sk = Hk rk.
�5 >

��� ��� ��������	� � ����������� ��� ������ ������ � ����	���� ���� 	 �� ���
����	 ��������� ��� �	��	 ���������������	 � � ������	���� � �������� �����
����������	 � �

Hk+1 := Hk + (sk − Hk Ask)
sT
k Hk

sT
k Hk Ask

�5"

��������� ����  ��� ��� � ����	���� ���
Hk+1

���
Hk

	 �� O(n2)
� ���������	��

�� ��������� ������� �

!��1 - #� � ��
B0 ∈ Rn×n ��� � �������� � ����� ��� � ���� |I − A−1B0| ≤ 1.
 ��� ��� ��� ���� � �� ����������� ��� �� ���� ��� � ������ � �� ���! ����� � ����� �

xk 6= x∗
���	 ���

Ek := I −A−1Bk
� ��� |Ek+1| ≤ |Ek|.

��� ���� ��� � �����������	��� ��������	 ������  ����	 ��� ���� ���������
xk+1���

xk

����	 ��������� ������� ��� � ��	����
sk

������� � ��� 

xk+1 = xk+ tk sk.��� ��� � ������	

rk+1

������ ���	 ��������	��� ��� � ������ ������ ����� 


rk+1 = b −Axk+1 = b− Axk+1 −Axk + Axk

= rk−
tk
tk

A(xk+1 − xk) = rk− tk Ask.

���� � ���� �� 
tk

�� �� ��	 ���  ����

|(x∗ − xk+1)| = |(x∗ − xk+1) (tk)| = min
t∈R

|(x∗ − xk+1) (t)| �5�

���� � �����

x∗ − xk+1 = x∗−(xk+ t sk) = A−1 b − A−1 Axk − A−1 tAsk

= A−1 (b − Axk − tAsk) = A−1 ( rk − tAsk) = A−1 rk+1

���� �5� ��	����������� �� �
�� ������  ����	
tk

�� ����	 �� � ���  ����

|(Hk+1 rk+1) (tk)| = min
t∈R

|(Hk+1 rk+1) (t)|. �5)

����� ���
Hk+1

� �� ���� ���� �����( �	 ����� ��
A−1.

���
Hk+1 rk+1 = sk+1� ��� �5)  ��

|sk+1 (tk)| = min
t∈R

|sk+1 (t)|. �5#



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )!

���
sk+1

��	��� 	 �� ��� �5" ������

sk+1 = Hk+1 rk+1 =

(
Hk + (sk − zk)

sT
k Hk

sT
k zk

)
(rk − tk qk)

= sk + (sk − zk)
sT
k sk

sT
k zk

− tk zk − tk (sk − zk)
sT
k zk

sT
k zk

= (1 − tk + τk) sk − τk zk mit τk :=
sT
k sk

sT
k zk

.

��	 �� ������ ���	 �� ��� ���������� ������ ���	� ���	 ���
sk+1

��� � ��	����

|sk+1 (tk)|2 = ((1 − tk + τk) sk − τk zk)
T ((1 − tk + τk) sk − τk zk)

= (1 − tk + τk)
2sT

k sk − 2τk(1 − tk + τk)s
T
k zk + τ 2

kz
T
k zk → min

t∈R

.

� �� �����		 �� ��� � ���	�	 ��� |sk+1 (tk)|2
� �� �� ����� ��� ��� ������ �� ������� 


���

−2 (1 − tk + τk) sT
k sk + 2 τks

T
k zk = 0

��	� ���� � ��

tk = τk =
sT
k sk

sT
k zk

.

� �� ��������	�� ������  � �� ���	 ��� ������ ������ � ����	��� ��� ���������
�� ��� �������� � ����	���������	 ���	���  ��� ��	� ������ ���� ��� � ������
�����������������  ����� � ����� �� ���� �� ?���� ��� �

!��1 - #� 
 �� ��������
F : Rn → Rn � �� ��! ����� ���"�

F(x) := Ax− b � ��
x, b ∈ Rn ��� ��������� A ∈ Rn×n 	 
 ��� � ����� � �� � ����

xk ∈ Rn ��� � ����
Bk ∈ Rn×n � �� |Ek| < 1, Ek := I −A−1 Bk

��� � ��� ����� � ����� �� �
���

Bk

���
I − Ek

���� ������� 
xk+1

���� � �� � ���� � ������� � ����� ���
�� � �����

ek+1 := xk+1 − x∗ = Eksk und sk = −(I −Ek)
−1ek,

�55

� ����
x∗ := A−1 b

��� ��������� � ������ ���
F(x) = Ax− b = 0

���
� ��"�� ��	

���� �� ��� �
F(xk) 6= 0

���
sk 6= 0,

���
Bk+1

���� � ������� � ����� 	 
 ��� ���

Ek+1 = Ek Rk mit Rk := I − sk (sk)
T

(sk)Tsk

,
�5!

��� �� � �����
Rk sk = 0

�56
���

|Ek+1| ≤ |Ek|.
�5'



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )6

����� 
 �� � ����������� ����� ��� � �� � ���� ������ ���
x0 ∈ Rn ��� � ��� ������ ��

����
B0 ∈ Rn×n,

��� ��� � �������� |I −A−1 B0| < 1 � ���� � ���"�� ������
��� ����� ��"�

N
� "������� 

0 ≤ N ≤ 2n, � ��
xN = x∗ = A−1 b.

- #� #� ,$9��$���������

� �� ��	 ������ ������ � ����	��� ������ ���	� ��� ��������
Hk,

������� ���
��������

Hkqk

� �� � ��� � ����	��� ��� ���� ���	��� 


���
z0 = H0q0

� � ��� ���� 	 ��
γk := sT

k zk

���
σk := γkτk




zk+1 = Hk+1qk =

(
Hk +

1

γk
sT
k Hk (sk − zk)

)
qk

= Hk qk +
1

σk
sT
k Hk qk (τk sk − τkzk + sk − sk)

= zk +
1

σk
sT
k zk (sk+1 − (1 − τk) sk).

���� ���� ��� ��� #� ��4 �� # /��0����� ���	 ��	 � ������� �������		��
	 �� ��	 ������ �� ���	����� � �� �� ��� ��� ������� ������ 


� �	 �� ����������
x0

��
x∗, H0

��
A−1

��� ���� �����������
ε �

r0 := b− Ax0 �
s0 := H0r0 �
σ0 := sT

0 s0 �
i := 0 ���9 ���

qi := Asi �
z̃0 := H0qi ��0
i ≥ 1

����
0��

k := 0(1) i− 1
 �

z̃k+1 := z̃k + 1
σk

sT
k z̃k (sk+1 − (1 − τk) sk) �

zi := z̃i �
γi := sT

i zi �
τi := σi/γi �
xi+1 := xi + τi si �
si+1 := si − τi zi �
σi+1 := sT

i+1si+1 �
i := i+ 1 ������ √

σi ≤ ε |xi|
�



� �������� ��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������ � )'

��� ����	��� ������ ���	
k

��	������ ��� ��	�������
����
xk.

�� ������ ��� ��
��� � ������� ����������� ���
���� 


!�$$�� �
n ( 3

2
k2 + 7

2
k + 2) − 1

2
k2 − 5

2
k − 1 �<����9 ��"������� �

n ( 3
2
k2 + 7

2
k + 1) + k �

��� ���=��1��� ����������� �
2k �<����:#/�"���#< ����9 ��"������� �

k + 1.

�� 	����� ��� ��������
s0, ..., sk, z = z̃ ∈ Rn ��� ��� ��� ����

τk, σk ∈ R
���

�� ���	��� ������  ���� ������
n (k + 2) + 2 k + 1

�����	��� ����� � ��
���� �



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� # 

� ��� ��� ��
��		�
 	�� � 	 ���� ����� ��� �	�
��

	 �� � � ���  � ������
��
� �� ��� ���� �����	�� ��� ��� �������	���� ��	 � ��(�� � ��	�� ����		 ��  ��� ��
��� �� ���� � �	 ��	��� ���
���� ������

!��1 7 # ���
a ∈ C

���
f

�� � �������� A = {z ∈ C | r < |z − a| < R}�������� "� ���� � ��� �

 �� ��������

f
����� ��"� ��

z ∈ A
��� ��������� ��� � ������� ��� �

f(z) =

∞∑

n=−∞
cn(z − a)n :=

∞∑

n=0

cn(z − a)n +

∞∑

n=1

c−n

(z − a)n
.

�! 

� ���� � ��� �� ��� ��"� ��� � ���� ��� ���� � ������ ����� ������� ��� � ���"�� � �� ��
� ���� ��� �� "� ���� �� �� ��

A
��������� �� � �������� 	 
 �� � ��� � ������

cn
����

��������� ������ � � ���"�

cn =
1

2πi

∮

|z−a|=ρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (n ∈ Z, r < ρ < R).


 ���� ���"� ���� � ��� ����� �������� �� ��� � ���� � ���� ���� �� �� � �������� ���� �	
������� 	 �� ��� ��������� �� ����	 � ���� ����� ��� ����� � ����������  �� ���� �� �� ��
� ���� 


!��1 7 #� ���
a ∈ C

���
f

�� � ����
D := {z ∈ C | |z − a| < R} ����� ��� "� 

���� ����� ��"�
f

�� � ���� �����
z ∈ D

�� ��� � ��� ����� ��� �

f(z) =
∞∑

k=0

f (k)(a)

k!
(z − a)k

���� �"� ��� 	 
 �� ��������
f

��� ����� ��� "� �� � ���� � ����

D1 := {z ∈ C | |z − a| < R1} mit R1 < R,

��� � �� ��� � ���� ���� Rn
���

f(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + ... +
f (n−1)(a)

(n− 1)!
(z − a)n−1 + Rn

� ���
|Rn| ≤

R1M

R1 − |z − a|

( |z − a|
R1

)n

mit M = max
ζ∈C1

|f(ζ)|. �!>



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #>

�� ��� ��	� ��(� �(�������� ��������
ez ��� ��� ��	 � ��(� &������		��

ln z�	 �� ������� ���� ����� �� ��� �������  ������� � �� �	�� � ��	������� � ������	����
���	 ���	 � � ����		 �� � ���

z ∈ C
������ � �� 


w = f(z) = ez :=
∞∑

k=0

zk

k!
.

�� �� ���� ��� � ������� �������� 


�> ��� ��������
ez ��� ������ ��

C
�

�" ��� � ���
z1, z2 ∈ C

���� 

ez1+z2 = ez1 ez2

�

�� ���
z = x + iy

 �� ����
ez = ex(cos y + i sin y)

�

�) ��� ��������
ez ��� � ��������	 	 �� ��� ��	 ��������  �������

2πi
 ���� ��

���� 


ez+2πi = ez e2πi = ez(cos 2π + i sin 2π) = ez.

�# ����	
f(z)

� ��� � ���� ���������������

Sk = { z = x+ iy | −∞ < x <∞, 2kπ − π < y ≤ 2kπ + π }, k ∈ Z

��
G = C\{0} �	��	���� ��������� ���������� � �� ���� � ��� ����� ���	

����� �	��	���������� ������� ��� 	 �	��������� �	��	��������  ���

ez � � �� ��� ����� ����� �� � ������ ����� 


� ��
z = x + iy

���
w = ez = |w| ei (arg w+2kπ), w 6= 0

� ���� ���
� �� ��	�����

x = ln |w| und y = arg w + 2kπ.
��� �����	��� ������ ��� �	��	�������� ������ ���� ����	

zk (w) = ln |w| + i (arg w + 2kπ) (−π < arg w ≤ π, k ∈ Z)

����� �� � � �� ��������� ��
zk(w)

��� ��	���������
logk w

� ���
k = 0�����	� 	 �� ��	 � ��� �� ��� ��� ��� ������ �� ��� � ������ ��� ��	���������

log0w = Logw.
��� ������� ����� 	����� � ����� ����� ��� ����� �� ���	

��� ��	 ��������� ����	 �������� ������	 ����� � �����	�� ���
2kπ

� ���
��� ��� �������� � ���	 ����

w
���		 � &��

w
	 ��

ln w
�� ����� �

�������	 ������ � ������ �������� 


�>
log z

��� �� � ��� ��	� ��( � ��	 �
z 6= 0

�������  � ��� � ������������� ���	 ��
�������� ��� ��� ��	 ��� � ����� �� ����

z ∈ C
��� ��	 &������		 ����� �� ���

�(�������� ���	 ������	� ������ �



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #"

�" ��� �����	������� ����� ���
log z

���		 �� �	 � ������� ������� ��� ���
�����	����� ���	 �	 �	 ���������� �	 ��� ������	 ����� � �����	�� ���

2π
�

�� ��� ���������
Log (w z) = Logw + Log z

���� �	 ��	� ��(�� ���	�  ��

Log (w z) = Log (|w||z|) + iχ

= Log (|w||z|) + iφ + iψ + iη

= (Log (|w|) + iφ) + (Log (|z|) + iψ) + iη

= Logw + Log z + iη.

�� ���� � ��� ����� ����� ���
log w,

�� ��� �� ������� ����

Log (w z) = log w + Log z.



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #�

	 �� ������
  ��  ����� ��� ����������  ����� ������ � ��
�	 �� ������� � ��� 	 �� ���������� ��

C
����� ����� ��� ���� �������	��� �� ��

��	�� ����	 �����
(x, y) ∈ R2 ��� ����	 �����

x + iy ∈ C
��	 ��	�  ��

R2

������� ���	 ���	 ���	 ��
C

��� � � �� 	���� ��	 �� ��
x, y, N ∈ R2

x = (x1, x2) ↔ z = x1 + i x2,

y = (y1, y2) ↔ z0 = y1 + i y2,

N = (N1, N2) ↔ N = n1 + i n2.

�!"

���� ��	��� 	 �� 	 ��
N = n1 − i n2, M := n2 + i n1

���
M = n2 − i n1��� �������������

Re N

z − z0
=

|z − z0|2
|z − z0|2

Re (n1 + i n2)((x1 − y1) − i (x2 − y2))

|z − z0|2

=
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2

|z − z0|2
(n1 (x1 − y1) + n2 (x2 − y2))

|z − z0|2

=
n1 (x1 − y1)

3 + n1 (x1 − y1)(x2 − y2)
2

|z − z0|4

+
n2 (x1 − y1)

2(x2 − y2) + n2 (x2 − y2)
3

|z − z0|4
,

Re N

(z − z0)2
= Re (n1 + i n2)((x1 − y1) − i (x2 − y2))

2

|z − z0|4

=
n1 (x1 − y1)

2 − n1 (x2 − y2)
2 + 2n2 (x1 − y1)(x2 − y2)

|z − z0|4
.

��� ��� ����

Re N

(z − z0)2
=

n1 (x1 − y1)
2 − n1 (x2 − y2)

2 − 2n2 (x1 − y1)(x2 − y2)

|z − z0|4
,

��� ��	 ��

1

4
Re (z − z0)

(
Re N

(z − z0)2
− Re N

(z − z0)2

)
=

n2 (x1 − y1)
2(x2 − y2)

|z − z0|4
,

��� ��

1

4
Im (z − z0)

(
Re M

(z − z0)2
− Re M

(z − z0)2

)
=

n1 (x1 − y1)(x2 − y2)
2

|z − z0|4
.



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #)

��� ��� ��	��������
Dij = Dij(x, y)

��	 � ��� ��� 	��������	 ���	�� ����
� � ���	��	�� ������� �� ��	��� 	 �� ���� ��� � ������ ������ ����� �	 ��	 � ��(�� 


D11 = Re N

z − z0
+

3

4
Im (z − z0)Re

M

(z − z0)2
+

1

4
Im (z − z0)Re

M

(z − z0)2

− 1

4
Re (z − z0)Re

N

(z − z0)2
+

1

4
Re (z − z0)Re

N

(z − z0)2
,

D12 = D21 =
1

4

(
Re (z − z0)Re

M

(z − z0)2
− Re (z − z0)Re

M

(z − z0)2

+ Im (z − z0)Re
N

(z − z0)2
− Im (z − z0)Re

N

(z − z0)2

)
,

D22 = Re N

z − z0
− 3

4
Re (z − z0)Re

N

(z − z0)2
− 1

4
Re (z − z0)Re

N

(z − z0)2

− 1

4
Im (z − z0)Re

M

(z − z0)2
+

1

4
Im (z − z0)Re

M

(z − z0)2
.

�	 ��� � ��� ��� �����	��	��	��������� �� ������������  ����	��� � �� ��� � �����
��� ����������� 


Re (z − z0)Re
1

z − z0
= (x1 − y1)Re

(x1 − y1) − i (x2 − y2)

|z − z0|2
=

(x1 − y1)
2

|z − z0|2
,

Im (z − z0)Re
1

z − z0
=

(x1 − y1) (x2 − y2)

|z − z0|2
,

Im (z0 − z) Im 1

z − z0
=

(x2 − y2)
2

|z − z0|2
,

Re ( log (z − z0) ) = Re ( log |z − z0| + i (arg (z − z0) + 2 k π))

.
��� ��	��������

Eij = Eij(x − y)
��� 	��������	 ���	�� �����	��	��	����

�������� 	���� ���� ��� ������ ����� 


E11 = Re (z − z0)Re
1

z − z0
− Re (log(z − z0)) ,

E12 = E21 = Im (z − z0)Re
1

z − z0
,

E22 = Im (z0 − z) Im 1

z − z0
− Re (log(z − z0)) .



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� ##

	 �� � � �� �������  �� ���� ���  ��� ��������� �� ��
�� �����	 ����	���� ������ � ��	������ ��������� �� ����� ��� � ����������� ���
��	 � ��( �?� ������ � ���� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� ������� �� � � ���� ����
� ��������� ������ ��� ����� ���� �� ��� ��	������ �� ���� � �� ������		�� �	 ���	�
���� � ����� � �

2�$$� 7 #* � ����
q ∈ R

���
N, z0 ∈ C

� �� ���� 	 
 ��� � ��� � �� � ����
z � ��

|z| > |z0|

Φz0
(z) := q log (z − z0) = q

(
log z −

∞∑

k=1

1

k

(z0
z

)k
)
,

�!�

Φz0, N (z) :=
q N

z − z0
= q N

∞∑

k=0

zk
0

zk+1
,

�!)

��� 	
Φ̃z0, N (z) := Re (z − z0)Re

q N

(z − z0)2

= q N Re zRe
∞∑

k=0

(k + 1)
zk
0

zk+2
− q N Re

∞∑

k=0

(k + 1)
zk
0 Re z0
zk+2

.

�!#

��=��� � �� ����
log (z − z0) − log z = log (1− z0

z
)
	 �� | z0

z
| < 1.

��� ���������
�!� � ��� � ���� ��� ��� � ��	������ �������

log (1 − w) = (−1)

∞∑

k=1

wk

k
,

��� �� � ��� |w| < 1
���� � ������ ��	����� � �� �� ��� ���� ��������� ��� 1

z−z0��� 1
(z−z0)2

�� |z| > |z0|
��������	���

1

z − z0
=

1

z(1 − z0

z
)

=
1

z

(
1 +

z0
z

+ ...+
(z0
z

)n

+ ...
)

=

∞∑

k=0

zk
0

zk+1

���

1

(z − z0)2
=

1

z2

(
1 +

z0
z

+ ...+
(z0
z

)n

+ ...
)2

=
1

z2

( ∞∑

k=0

zk
0

zk

)2

=
∞∑

k=0

(k + 1)
zk
0

zk+2
.

��	 �� � ���� �!) ��� �!# �
�



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #5

�� ��� �	���� ����� 	 �� ��� ������
q := q0 := q(z0)

�� ��� ��������
Φz0���� ����������� ��

z0
��� � �� ��� ��������

Φz0, N
���� ���� ������� ��

z0
��

� ��	����
N := N0 := N(z0)

� ����
m

����� ��������
qi

�� �������
zi

��� �
m���� ���������

qi
�� �������

zi
�� ��� � ��	������

Ni
����� ��  �� �����	� 	 ��

��� &������	 ����� ��� ������� ��� ����������
Φz0

, Φz0, N

��� �
Φ̃z0, N

����	

Φ(z) :=
m∑

i=1

Φzi
(z) :=

m∑

i=1

qi log(z − zi),
�!5

ΦN(z) :=
m∑

i=1

Φzi,Ni
(z) :=

m∑

i=1

qiNi

z − zi
,

�!!

��� � ����	

Φ̃N(z) :=

m∑

i=1

Φ̃zi,Ni
(z) :=

m∑

i=1

Re(z − zi)Re
qiNi

(z − zi)2

�!6

�	 � ������� ���� ������ ��� �� ���� � ����� ��������� �� ��	�� &������	 ����� ���
����� �� 


0

1

2

3

r

z

z

z

z|z|

��������� > 
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!��1 7 #- � ��
m ∈ N

��� � ����
qi ∈ R

� �� ��
Ni, zi ∈ C, i = 1, ..., m � �� ���� 	
 ��� � ��� � �� � ����

z ∈ C � �� |z| > r > maxi=1,...,m |zi|
�� ��	�� � �� ��� ����

��! ������� �������� ��
Φ

���
ΦN

�

Φ(z) = Q log z +
∞∑

k=1

ak

zk
mit Q =

m∑

i=1

qi, ak =
m∑

i=1

−qizk
i

k
.

�!'

��� � ����
p ∈ N

� ��� ��� ��� ������ "�������
∣∣∣∣∣Φ(z) − Q log z −

p∑

k=1

ak

zk

∣∣∣∣∣ ≤ α
∣∣∣r
z

∣∣∣
p+1

=

(
A

c− 1

)(
1

c

)p �6 



	 ������ �� ����� �� � ��� � ����� ���� ����	� �� ��� #!

� ��
c =

∣∣∣z
r

∣∣∣ , A =
m∑

i=1

|qi|
���

α =
A

1 − |r/z| .
�6 >

������� �� ��� � ��

ΦN (z) =
∞∑

k=1

ak

zk
mit ak =

m∑

i=1

qiNiz
k−1
i .

�6"

� ��� � ��� � �� � ����
p ∈ N

��� ��� ������ "�������
∣∣∣∣∣ΦN (z) −

p∑

k=1

ak

zk

∣∣∣∣∣ ≤
A

|z| − r

(
r

|z|

)p

mit A =
m∑

j=1

|qj Nj|.
�6�

� �� ���� �� �� �����

Φ̃N (z) = Re zRe
∞∑

k=1

ak

zk+1
− Re

∞∑

k=1

a′k
zk+1

�6)

� ��
ak = k

m∑

i=1

qiNi z
k−1
i , a′k = k

m∑

i=1

qiNi z
k−1
i Re zi

�6#

��� ∣∣∣∣∣

∞∑

k=p+1

ak

zk+1

∣∣∣∣∣ ≤ α
∣∣∣r
z

∣∣∣
p

bzw.

∣∣∣∣∣

∞∑

k=p+1

a′k
zk+1

∣∣∣∣∣ ≤ α
∣∣∣r
z

∣∣∣
p �65

� ��

α =
A (r + (p+ 1)(|z| − r))

|z| (|z| − r)2
, A =

m∑

i=1

|qiNi| bzw. A =

m∑

i=1

|qiNi Re zi|
�6!

� �� � ����
p ∈ N.

��=��� � ��� ��������� �� ��� �� ���� � ����� ��������� �!' ��� �6" ��	��� 	 ��
��	 �������� ��� ��	 ������ &�		 � ��� ��� ��?������ ���

Φ
���

ΦN .
���

�!6 	�� 	 �� ����

Φ̃N(z) =
m∑

j=1

Re zRe qjNj

(z − zj)2
−

m∑

j=1

Re zj Re
qjNj

(z − zj)2

=: T1 − T2
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	 ��

T1 =

m∑

j=1

Re zRe qjNj

(z − zj)2
= Re z

m∑

j=1

Re qjNj

(z − zj)2

= Re zRe
(

m∑

j=1

qjNj

z2

(
1 +

zj

z
+
z2

j

z2
+ ...

)2
)

= Re zRe




m∑

j=1

qjNj

z2

( ∞∑

k=0

zk
j

zk

)2



= Re zRe
(

m∑

j=1

qjNj

z2

∞∑

k=1

zk−1
j

zk−1

)

= Re zRe
( ∞∑

k=1

ak

zk+1

)
mit ak = k

m∑

j=1

qj Nj z
k−1
j

���

T2 =
m∑

j=1

Re zj Re
qj Nj

(z − zj)2
=

m∑

j=1

Re qj Nj Re zj

(z − zj)2

= Re
( ∞∑

k=1

a′k
zk+1

)
mit a′k = k

m∑

j=1

qj Nj z
k−1
j Re zj .

��� ��	 �������	�������� ������ ���	 ���� � �������	 ���� 	�������� 
 �����	��
����

∣∣∣∣∣Φ(z) − Q log z −
p∑

k=1

ak

zk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

k=p+1

ak

zk

∣∣∣∣∣ .

��� �!' ��� �6 > ��	��� 	 �� ������

∣∣∣∣∣

∞∑

k=p+1

ak

zk

∣∣∣∣∣ ≤ A
∞∑

k=p+1

rk

k|z|k ≤ A
∣∣∣r
z

∣∣∣
p+1

∞∑

k=0

∣∣∣r
z

∣∣∣
k

= α
∣∣∣r
z

∣∣∣
p+1

=

(
A

c− 1

)(
1

c

)p

.

�	 ������ �� ��
c = 2

���� �����

∣∣∣∣∣Φ(z) − Q log (z) −
p∑

k=1

ak

zk

∣∣∣∣∣ ≤ A

(
1

2

)p

.
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∣∣∣Φ̃N (z) −
(
Re zRe

p∑

k=1

ak

zk+1
− Re

p∑

k=1

a′k
zk+1

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣Re zRe
∞∑

k=p+1

ak

zk+1
− Re

∞∑

k=p+1

a′k
zk+1

∣∣∣∣∣ .

������ ���� 	 �� �6# ��� �6!

∣∣∣∣∣

∞∑

k=p+1

ak

zk+1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
A

z2

∞∑

k=p+1

k rk−1

zk−1

∣∣∣∣∣ =
A

|z|2
∣∣∣ r
z

∣∣∣
p

∞∑

k=0

(
r

|z|

)k

(k + p+ 1)

= α
∣∣∣ r
z

∣∣∣
p

mit α =
A (r + (p+ 1)(|z| − r))

|z| (|z| − r)2
. �

��� ���	��� ���� ������� ���  ��� �� ���� � ����� ������� ����� &������	 ���� ��
�����	��� �� �

!��1 7 #7 � ��
m ∈ N

���
z0 ∈ C

��� � ����
qi ∈ R

� �� ��
Ni, zi,∈ C

� ��
i = 1, ..., m � �� ���� 	 � � ����� ����� � �� � ����

z ∈ C � �� |z − z0| > r
���

�������� ��
Φ, ΦN

���
Φ̃N

���"�

Φ (z) := a0 log (z − z0) +
∞∑

k=1

ak

(z − z0)k
,

�66

ΦN (z) :=
∞∑

k=1

ak

(z − z0)k

�6'

���
Φ̃N (z) :=

∞∑

k=1

ak

(z − z0)k+1

�' 

� �� ���� 	 
 ��� � ��� � �� � ����
z ∈ C � �� |z| > R = r + |z0|

Φ (z) = a0 log z +
∞∑

l=1

bl
zl

mit bl =
l∑

k=1

ak z
l−k
0

(
l − 1

k − 1

)
− a0z

l
0

l
,

�' >

ΦN (z) =
∞∑

l=1

bl
zl

mit bl =
l∑

k=1

ak z
l−k
0

(
l − 1

k − 1

) �'"
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���

Φ̃N (z) =

∞∑

l=1

bl
zl+1

mit bl =

l∑

k=1

ak z
l−k
0

(
l

k

)
.

�'�


 ������� ����� � ����� � �� � ����
p ∈ N

��� ��� ������ "������� ��
∣∣∣∣∣Φ (z) − a0 log z −

p∑

l=1

bl
zl

∣∣∣∣∣ ≤
(
A

/(
1 −

∣∣∣∣
R

z

∣∣∣∣
)) ∣∣∣∣

R

z

∣∣∣∣
p+1

,
�')

∣∣∣∣∣ΦN (z) −
p∑

l=1

bl
zl

∣∣∣∣∣ ≤
(
A

/(
1 −

∣∣∣∣
R

z

∣∣∣∣
)) ∣∣∣∣

R

z

∣∣∣∣
p+1 �'#

� ��
A

��� ���� ��� 	 ����
 ���
∣∣∣∣∣Φ̃N (z) −

p∑

l=1

bl
zl+1

∣∣∣∣∣ ≤ α

∣∣∣∣
R

z

∣∣∣∣
p+1 �'5

� ��
α =

A ( R + (p+ 1)(|z| − R) )

|z| (|z| − R)2
.

�'!

0

1

0

  R r

z

D

D

��������� " 
 �����	������ ��� ������	 � ��� �� ���� � ����� ������� ����� &�������
	 ����

��=��� � ���� ���� �� 	 �� 1
(z−z0)k+1

�� |z| > |z0|,
�� � ���

1

(z − z0)k+1
=

(−1)k

k!

dk

dzk

1

z − z0
=

(−1)k

k!

dk

dzk

∞∑

l=0

zl
0

zl+1

=
(−1)k

k!

∞∑

l=0

zl
0

zl+k+1
(l + 1)...(l + k) (−1)k
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��� ��	 ��

ak

(z − z0)k+1
=

ak

zk+1
+

(k + 1) ak

zk+2
z0 + ... +

(
l + k

l

)
ak

zl+k+1
zl
0 + ... .

� ������ ��	��� 	 ��

∞∑

k=1

ak

(z − z0)k+1
=

a1

z2
+

2 a1

z3
z0 + ... +

(
l

l − 1

)
a1

zl+1
zl−1
0 + ...

+
a2

z3
+

3 a2

z4
z0 + ... +

(
l

l − 2

)
a2

zl+1
zl−2
0 + ...

+
a3

z4
+

4a3

z5
z0 + ...+

(
l

l − 3

)
a3

zl+1
zl−3
0 + ...

=
a1

z2
+

2 a1z0 + a2

z3
+

3 a1z
2
0 + 3a2z0 + a3

z3
+ ...

+

(
l

l−1

)
a1z

l−1
0 +

(
l

l−2

)
a2z

l−2
0 + ...+

(
l

l−k

)
akz

l−k
0 + ...+ al

zl

+ ...

=

∞∑

l=1

1

zl+1

l∑

k=1

ak z
l−k
0

(
l

l − k

)
=

∞∑

l=1

1

zl+1

l∑

k=1

ak z
l−k
0

(
l

k

)
,

��� ��	 �� � �� ������ ����� �'� � �'" � ������ 	 �� ������  ��� ��� ��� �����������
�!� ��� �� (l−1

l−k

)
=
(

l−1
k−1

) ��	��� 	 �� ���	 �'> � ��� ��� ��	 �������	��������
�')   �'# ��� �'5 ���������	���� 	 ��  ���� ��� ��	 ���

bl
��� ���� � ������ ���

����������� �� ���� � ����� ������� �	 ��� � ������� �� ��� ����� �������� ��� �
� �� � ��������� �	 � ����

D
���� � � �� ������ ��� ���� # �) ��  ����	 	 �� ���

������
r

����	 ��� ������
R = |z0| + r

������� � � �� ����	������ �'5 �����
	 �� �� 


∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

bl
zl+1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

l∑
k=1

(
k

m∑
i=1

qiNi (zi − z0)
k−1

)
zl−k
0

(
l
k

)

zl+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

l∑
k=1

k (R− z0)
k−1

(
m∑

i=1

qiNi

)
zl−k
0

(
l
k

)

zl+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

A
l∑

k=1

k rk−1 zl−k
0

(
l
k

)

zl+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

ARl−1 l

zl+1

∣∣∣∣∣
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≤ A

|z|2
∣∣∣∣
R

z

∣∣∣∣
p ∞∑

l=0

(l + p+ 1)

(
R

|z|

)l

= α

∣∣∣∣
R

z

∣∣∣∣
p

mit α =
A(R + (p+ 1)(|z| −R))

|z|(|z| − R)2
.
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!��1 7 #� � ��
m ∈ N

��� � ����
qi, c, R ∈ R

� �� ��
Ni, zi, z0 ∈ C � �� |z0| >

(c+1)R
��� |zi−z0| < R, i = 1, ..., m � �� ���� �� 	� 	 � ��	�� 	 
 ��� � ������ ����

��� ��� �� ���� � � ����� ������ �"� ���� ��� ������ ��� �� � ���� ��
D2 � �� ������

R
����� ���� ���� ��� � �� ��� ���� � ��������

Φ
��� ��� ��"� ��� 
 ������ ����

Φ (z) =

∞∑

l=0

bl z
l

�'6

� ��
b0 =

∞∑

k=1

ak

(−z0)k
+ a0 log (−z0)

�''

���
bl =

1

zl
0

∞∑

k=1

(
l + k − 1

k − 1

)
ak

(−z0)k
− a0

l zl
0

� ��
l ≥ 1.

�>  

���
ΦN (z)

���
Φ̃N (z)

���� �� � �� ����� ��"� ���

ΦN (z) =
∞∑

l=0

bl z
l mit bl =

1

zl
0

∞∑

k=1

(
l + k − 1

k − 1

)
ak

(−z0)k

�> >

��� 	
Φ̃N (z) =

∞∑

l=0

bl z
l mit bl =

1

zl+1
0

∞∑

k=1

(−1)

(
l + k

k

)
ak

(−z0)k
.

�> "

� � ����� � ����� � �� � ����
p ≥ max

(
2, 2c/(c− 1)

) ��� ��� ������ "������� ��
∣∣∣∣∣Φ (z) −

p∑

l=0

bl z
l

∣∣∣∣∣ ≤
A (4ep+ c)

c− 1

(
1

c

)p+1

,
�> �
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∣∣∣∣∣ΦN (z) −
p∑

l=0

bl z
l

∣∣∣∣∣ ≤
4Ae p

(c− 1)R

(
1

c

)p+1 �> )

��� ∣∣∣∣∣Φ̃N (z) −
p∑

l=0

bl z
l

∣∣∣∣∣ ≤
4Ae p2

(c− 1)R2

(
1

c

)p+2 �> #

� �� ��� � ����� "� �� ��� �
e

���
A

��� ����
 ���� ��� 	 �� �� 	

0

2

0

1

R

R

z

DD
c

s

cR

��������� � 
 �	���� ���� ����� �� ���� � ����� ������� �� ���� ���������� �������

��=��� � ���� ���� �� 	 �� 1
(z−z0)k+1

�	
0 6= z0

�� |z| ≤ |z0|,
�� ��	��� 	 ��

1

(z − z0)k+1
=

1

k!

dk

dzk
0

1

z − z0
=

1

k!

dk

dzk
0

(
−

∞∑

l=0

zl

zl+1
0

)

=
(−1)k+1

k!

∞∑

l=0

zl

zl+k+1
0

(l + 1)...(l + k)

��� ��	 ��

ak

(z − z0)k+1
= (−1)k+1

(
ak

zk+1
0

+
(k + 1) ak

zk+2
0

z + ... +

(
k + l

l

)
ak

zk+l+1
0

zl + ...

)
.
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������ ����

∞∑

k=1

ak

(z − z0)k+1
= +

a1

z2
0

+
2 a1

z3
0

z + ... +

(
l + 1

l

)
a1

zl+2
0

zl + ...

− a2

z3
0

− 3a2

z4
0

z − ...−
(
l + 2

l

)
a2

zl+3
0

zl − ...

=
∞∑

l=0

zl
∞∑

k=1

(
l + k

k

)
ak

zl+k+1
0

(−1)k+1

=
∞∑

l=0

zl 1

zl+1
0

∞∑

k=1

(−1)

(
l + k

k

)
ak

(−z0)k
.

���

log(z − z0) = log(−z0) + log(1 − z

z0
) = log(−z0) −

∞∑

l=1

1

l

(
z

z0

)l

�� |z| < |z0|
��	��� 	 �� ��� ���	 � � �'6 �''  �>   ��� �> " � ��� � ����� ���

�> > ������� �
���� ������ �

��� ��� ��	 �������	������ �> � ?���� 	 ��

∣∣∣∣∣Φ (z) −
p∑

l=0

bl z
l

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

bl z
l

∣∣∣∣∣ ≤ S1 + S2

	 ��

S1 =

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

γl z
l

∣∣∣∣∣ und S2 =

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

βl z
l

∣∣∣∣∣
��� ��

γl = − a0

l zl
0

und βl = bl − γl.

���
S1

��	����� � ��

S1 ≤ |a0|
∞∑

l=p+1

|z|l
l |z0|l

< A
∞∑

l=p+1

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣ =
A

1 −
∣∣∣ z
z0

∣∣∣

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
p+1

.

���
∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣ ≤
R

|z0|
=

R

R (c+ 1)
<

1

c
���� 	 ��

S1

������ ����	����� ����	

S1 <
A

1 − 1
c

(
1

c

)p+1

=
A

c− 1

(
1

c

)p

.
�> 5
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�	 ���� �� ��� ��	����� ���
S2

�� ��	 ���� ��  �	��� � �� ����� � ����
C

��� 	 ��
������

s,
��� �����	��� ��� ������� ���

(R, cR)
�� ���� �� ����	 �� ������ ���� � ��

���� � ���
s = cR p−1

p
.
������ ��?������ � �� ��� ��������

Υ : C\D1 → C
����	

Υ(z) := Φ(z) − a0 log (z − z0)
��� �!> ��	����� � �� ���� ��� ����	������

S2 =

∣∣∣∣∣Υ(z) −
p∑

l=0

βlz
l

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

βlz
l

∣∣∣∣∣ ≤
( |z|
s

)p+1

M

/(
1 − |z|

s

) �> !

	 ��

M = max
t∈C

|Υ(t)|.
���

t ∈ C
��� |t − z0| ≥ cR+R− s,

�������	 ���� |ak| ≤ ARk/k,
��� �� � ���

|Φ1(t)| ≤
∞∑

k=1

|ak|
|t− z0|k

≤ A

∞∑

k=1

1

k

(
R

cR + R − s

)k

< A
∞∑

k=1

(
R

cR + R − s

)k

=
AR

cR − s
.

���� ���� 	 ��
S2

����� � ��������	������ ��� |z| ≤ R
����	����� ����	

S2 <
1

1 − R
s

AR

cR− s

(
R

s

)(p+1)

= F1 F2 F3.
�> 6

� �� ��	����� � ���� � ���� ��� ��������
F1, F2, F3

�� � � ��
s := cR p−1

p

��	����� 


F1 =
1

1 − R
s

=
s

s− R
=

cR p−1
p

cR p−1
p

− R
≤ c

c− 1
,

F2 =
AR

cR− s
=

AR

cR 1
p

=
Ap

c

���

F3 =

(
R

s

)(p+1)

=

(
R

cR

)(p+1) (
p

p− 1

)(p+1)

=

(
1

c

)(p+1) (
1 +

1

p− 1

)(p+1)

=

(
1

c

)(p+1) (
1 +

1

p− 1

)(p−1)(
1 +

1

p− 1

)2

≤
(

1

c

)(p+1)

e 4, p ≥ 2.
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��	 �� ��	� ���� � �� ��
S2 :

S2 ≤ 4Ae p

c− 1

(
1

c

)p+1

.
�> '

��� �������� ��� �> 5 ��� �> ' ������ ��� ��	 �������	������ �> � � ��� � �����
��� �> ) �	�� �� ���	 ��	 � ����� ��� �> #  �������� ������ � �� 	��� ��� �> # �
� �� ��� ����� ���������� � �� � �� �> ! ��	��� 	 �� �� ��� ��	 �������	������
�> #
∣∣∣∣∣Φ̃N (z) −

p∑

l=0

bl z
l

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

l=p+1

bl z
l

∣∣∣∣∣ ≤
( |z|
s

)p+1

M

/(
1 − |z|

s

)
= S ′

N

�>> 

	 ��

M = max
t∈C

|Φ̃N(t)|.
� �� �� �� ���� ������ ��

t ∈ C
��� ����	������ |t − z0| ≥ cR + R − s

� � ��
�6# ��� �6! ��	� ��� |ak| ≤ k ARk−1,

��� �� � ���

|Φ̃N (t)| ≤
∞∑

k=1

|ak|
|t− z0|k+1

≤ A

∞∑

k=1

k R

cR + R − s
)k+1

=
A

(cR +R− s)2

∞∑

k=0

(k + 1)

(
R

cR + R − s

)k

=
A

cR − s

(R + (cR +R− s) − R)

(cR + r − s− R)2

=
A

(cR − s)2
=

A

(cR − cR p−1
p

)2
=

Ap2

(cR)2
.

���� ���� 	 �� �>>  	 �� |z| ≤ R
���

s := cR p−1
p

������ ����	����� ����	

S ′
N <

1

1 − R
s

Ap2

(cR)2

(
R

s

)(p+1)

≤ c

c− 1

Ap2

(cR)2

(
1

c

)(p+1)

e 4, p ≥ 2.
�>>>

��� �>>> � ��� ��� � �	������� �> # �
�

��� � ������ &�		 � ����	�����  � �� ��� ������	 ����� ������� ���������� ����
���� �����	�� �� � ��� �
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2�$$� 7 #� ���
z0, z, ak ∈ C, (k = 0, 1, ..., n) � ���

n∑

k=0

ak (z − z0)
k =

n∑

l=0

(
n∑

k=l

ak

(
k

l

)
(−z0)k−l

)
zl.

�>>"

��=��� � ��� ��� ����	 ���	�� ���	 �� ��	� ���� � ��

n∑

k=0

ak (z − z0)
k =

n∑

k=0

ak

k∑

m=0

(
k

m

)
(−z0)m zk−m

= z0
n∑

k=0

(
k

k

)
(−z0)k ak + z1

n∑

k=1

(
k

k − 1

)
(−z0)k−1 ak

+ z2
n∑

k=2

(
k

k − 2

)
(−z0)k−2 ak + ...+ zn

(
n

0

)
(−z0)0 an

=
n∑

l=0

(
n∑

k=l

ak

(
k

l

)
(−z0)k−l

)
zl. �
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� � �� � 	 ���� �� ��� ��

� �� � ��� �� �
��� �����	����� ��� ��� ��� � �������������� ��� ����������� �� ����	���������	 �
���� ����������

n×n � � ������� ������
n2 �����	��� ����� � ��
����  ��� �� � ���

�����( ������� � �� ���� �������� ����
n2 �� ���� ���������� ��������� � ������	 ���

��� ����� ��	 ���	 ��	��� �����	�� ��� �� ������� ������ � �	 ��������
n

�������
��� � � ����� ���� ��	 �� �� ��� � �	���� ������  ����	 ��� ����������� ��� ��������
	 �� ����� ��������� ��	������ �� ���� � �	 ��	��� ��� ������� ������ � ������	 �����
� ���� ���	 ��� �����	��� ���� ��� ��� � ��	�������� �� ���� �����( ������� �
�� ���� �������� �� O(n log2 n)

� ��	 �� ���� ��� ��������� &
���� ����� ��������
� ����	���������	 � 	 �� ����� �� ����������� �����( ��	�� ���	 � ���	 ������� ������ �

��� ����� ���� 	����� ����� ��� ��	����� �� ���� � �	 ��	��� ����� �� ���� � � ���
�	�� ����  ��� & � ��������� ��� � � ���	 ���  ��� ��� ����	��� ��� ��	�� ����
� ����	���� ��� �������� ������ ����� �����	 � ���

n
&�����������	�� ���������

��� � � ����  ��� �

� �� �� ���� � �	 ��	��� ������ ��� �������� � ��� �����	�� ����	 � ��	������ �������
��� ��� � � ���� ������ ���	 �� ������ ���� �������������� �����	��� �� ��� ���
��		 ����� � ������	 ���� 	 �� ��� �������� �� 	 �	����� &������� ����		 ���
����� � ����	 ����	������ ��������� ������ � 
� ���	������ ��� ���� ���������
	������	���	� ����������� ��� �����	�� �� ����� ���� ��� �������	�� � �������
�� ��� ������� � � �� �� ���� � �	 ��	��� � ��� ��� � ����	���� ��� �������� �� � ��
���� ����� ��������� &�����������	�� ��������� � ������������� �� ���	�� ��	��
��������� �����	�� ������ ������ � ����	��� �

� �� ������� �	 �� ������� ������  ���� ��� ����	 ��� � �������������� ��� ������
��	� ������

m
������ �� ����	 ������� 	 �� ��� �����

(−1, −1), (1, −1), (1, 1)���
(−1, 1)

���	� ���� ���� � ���� �	�� 	 �� ���� � ������	�� ��� �������������
��� ����������������� ��� 
 � �� ����  ��� ������ ���� ��� ����	 ��� ���������
��( � � �� ����

l + 1
��	��� 	 �� ��� ��� ����

l,
����	 � ��� � ����� �� ����

� ����	� ����� ������� � ��� � ����	 ����� � ������	�� ��� ������������� � ��� ����
���	 �������� 	����������� 
 ���

b
���� ���� ��( ��� ����

l
 �� ������ ���

���� ����	 � ����� ���� ���
b

��	� ������ ��(�� � �� ����� � ����� � �����	��� � � ��
����� ����� ����	���������������

ε
��� ��� 	 �� �	 � �� ������� �� ���	�� ��� � ���

��������������������
rmin > ε.

��� ���� �������� 	 �( �	 ��
Lmax = | log2 ε|������������ �� ���� ���� ��( �������� �

�	 ��������� �� ��	 ���	���������� �������		�� �� ��� � ��� 	��� ���	� ��� � ����
�	� ����	 � ��� ����� �� � ��� ����� ��� ��(�� ���������  ������� �� ������ 
���	��	 	 �� ���� ����� ��	 �

s > 0
��������� 	��  ��� ��� ��(�� ������ ������� 



� ����� ���� �� ��� 5'

��� 	 �	� � ��
s

���������������������� ���	� ���� � � �� 	
	���� ����������������
�� ��	��� 	 �� ��������	 ���� ����� ����	 � ������ ��(��  �� ���� �� � ���� ����
��� ���� & ���� ��� ���	������� ��(�� ���� ���	��� � ��� ��� � � ���� �

�	 �� ������� �� �� ��	 ��������� ������  � �� ��� � ����	������ ��� �������� ��
����	 ��� ���������� ��� �� ���� � ����� ��������� ����	 ������� ������ �
���� �

�����
X = {x1, x2, ..., xn}

���
Y = {y1, y2, ..., ym}

���� ��� ���	� �����	 ���
��� ��

C
�
X

���
Y

	����� � �� �� �������� ���� �� ���� ������
x0, y0 ∈ C

���
��� �������

R > 0
����  �� ���� ����

|xj − x0| ≤ R für j = 1, ..., n,

| yi − y0| ≤ R für i = 1, ..., m,

|x0 − y0| ≥ 2
√

2R.

0
0

1

2

3

1 2

3

x

x

x

x

y

yy

y

R
R

a aa

d

��������� ) 
 ��	 ����������� �����	 ����

� �� ������ ��� ����	��� ��� ����	 ��� �������		�� 	 ���� ���� 
 �� � ��� �	 ��������
	 �� ����������	�� ��(�� �����	���  �� ����� ���	 ��� �����	 �����

X
���

Y��?���� � � �� ������ ����� ����� ��( ���
a

��� ���� 	 �� � ��� ��� �	�����������

R
����������� ������ ����	

a = R
√

2.
��	 �� � �� ���� ��������� ��	�� ��� ��	�

�������	������ ��� ���� # �5 ��	�� �� ������������  �� �� |x0 − y0| ≥ 2 a
����  � ���

���
d ≥ 2 (a−R) = 2R (

√
2 − 1)

�

�� ��� �������
yi

�� ���� ���	 ���� ���������
qi

��?���� ��� �� ��� � ��	����
��� ������� ���	�������	 � ��

N(yi), i = 1, ..., m
���������� ���� � ���� 	 �� � ����



� ����� ���� �� ��� ! 

��� ��		 ��
m∑

i=1

Φyi
(xj), j = 1, ..., n

�>>�

�����	��� 	
 �	��  	�� 	 �� ��� ������ O(nm),
�� 	����� ��	 ���	

m
������

��
n

������� � ����	��� ������ � � �� � ��� ��� ����� ��� ����	���� # �� ����
������ ������� � ����	 ����	 ������� ������ � �� ����� �	

x0

��� �
y0

� �����
Dx���

Dy

	 �� ��	 ������
R

����� �� � � �� ��� ����������� ����	��� � ��� ��

x ∈ Dx

2
√

2R ≤ | x0 − y0 | = | x0 − x + x − y0 | ≤ | x0 − x | + | x − y0 |.
����� |x0 −x| ≤ R

��� � ��� |x− y0| ≥ R (2
√

2−1),
��� 	 ��

R ≥ |yi− y0|
� ���

|x− y0| ≥ |yi − y0| (2
√

2 − 1) für alle i = 1, ..., m.

��� ���� # �) ��	��� 	 ��  ��	 ��������

m∑

i=1

Φyi, Ni
(x) = Re

(
m∑

i=1

qiNi

x− yi

)
= Re

( ∞∑

k=1

1

(x− y0)k

m∑

i=1

qiNi (yi − y0)
k−1

)
.

��� ����
p ∈ N

���� ���� ��� ��	 �������	������

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

Φyi, Ni
(x) −Re

(
p∑

k=1

1

(x− y0)k

m∑

i=1

qiNi (yi − y0)
k−1

)∣∣∣∣∣

≤
∑m

i=1 |qiNi|
2
√

2 − 2

1

(2
√

2 − 1)p
.

�	 ��� �����������
ε
�� ������	��  	��� � ���

p ≈ − log2
√

2−1 ε
���� � ����� � ���

ε
���� �� ��� ��
���������� ��� � ����������������	 ���� ��� ����������� �� ����

�	����� ����	 �� � ��� ��������

p∑

k=1

1

(x− y0)k

m∑

i=1

qiNi (yi − y0)
k−1

�>>)

���� ��� �� ����	 ��	 ����
p

����� ���	 1
(x−y0)

������������� ������ � ��� �����

p
�������� ��� � ����	���� ��� ���� � ������ O(mp)

����������� �

������ ��� ������ ��� ���� � ������ ��� �>>) ��� ���� ��� ��	� ����� �� ����
� � ����� ������� �� ��� �������

x1, ..., xn
� ����	��� ������� O(np)

  �� ���
��� ����	������� O(mp+np)

��� �� �����
m, n

��	 �� � �����	� ���	 �������
� �� O(mn).



� ����� ���� �� ��� !>

���� ������ � 
� ���	���� ���  ��� ���� � ������ ��� �>>) �� �����	��� �O(mp)�� ���������   ����� ����	 ������� 	 ���� �� ���� # �5 �� ���� ���� ������� ��� ���	

p∑

j=0

αj (x − x0)
j

�>>#

�� ������������ �O(p2)
�����������   ��� �����	 �>># �� ��� �������

x1, ..., xn�� �����	��� �O(np)
�����������  �

� �� � ���� ��
� �� ������ ��� ��� � ���	������� ��� �� ���� � �����	���� � ������ ������� ���
� �����	������ ��������� 


· ������ ��� � � ��� ��������� ������ � ����	 ��� � �� ����"� �� ������	��� �

· G ��� � �� ��������� �( �

· T (A)
������	��� ��� ����� ��� �����	�� �� ����� ����	 ����

A ⊆ G.

· ��� � �����	����
Bl

��������� � �� �� ��� ����� ��� ���	� ������ ��(��
�� ��� ����

l.

· L ��� � �� 	
 �	��� ���������������� �

· ���� ��( � ��� � �������� �������  ���� ��� 	 �	� ���
s

�����	�� ���	��� 
����� ��� ��� ��������� �

· ���� � ������ ��� ���� ���	� ����� ��(  ��� ��� ��� � ����� ���� ����� � �������(
������	� �

c @ b
� �������  ����

c
� ��� ���

b
��� �

· ��� 	
 �	���� ���� � ����� ����� ��( ������ � �� � ������

· � �� ��� �� ������ ��� � ����	������ ��( �� ����� ���� ��
��  � ��� �� ���
� ����	�� ����  ������� � � ��� ��( 	�� ���� 	
 �	����� ��	� �� ������ �

· nbox ��� � �� ����	 ���	 � ��� ���������� ��( �� �

��� � ��� ��(
b

�� ��� ����
l
	����� �� & ����� ������� ��( �� �� ��	���������

��� �	��� &��� � ���� ���	
b

��?����� ������ 


> �
Ub

���	���
b

��� � ��� ��
b

�����	������ � ���������� ��(��  ����
b
� ���

������ ��� �
Ub

��� ����  ����
b

���� � �������( ��� �

" �
Vb

� ����	� ��� ��� ���
b

��	 ������������ � ������ ��� �� ������ ��� � ������
��( ���

b
�



� ����� ���� �� ��� !"

� �
Wb

���	��� � ��� ���	� ��
b

�����	������ ���	� ���� ��� �� ������ ���
b


����� � �������(�� ���� ��
b

� ����	���� ����  ����
b

� �������� ��� �
Wb��� ����  ����

b
���� � �������( ��� � ��� ������� �� ���	��

b
��� � ���� ��(

w ∈Wb
��� ��
��� ���� � ����	 ��� ������ ����� ���

w
�

) �
Xb

�����	� ��� � ���� ��(��
c
	 ��

b ∈ Wc,
� �	 �

c ∈ Xb

����� ����  ����

b ∈Wc.
���� ��( �� ������ & ���� ���� � �������� ��� ��
��� � ��

b.

# �
Yb

���	��� � ��� ��(��  ��� ��	 ���������� ��� ��� � ������ �( ���
b

���� �

1 1

1

1

1

2

2 2

2

3

3

33

3

5

5

5

5

5

5

55

5

1

5

1

5 5

5

44

2 2

5

5

2

b

��������� # 
 � ������ � ����� ��������� ��������� ��� ����������(

��� ��� � ���	������� ��� ��������� �������		�� ������ ���	 ������� � �����	�
������ ���
���� 




� ����� ���� �� ��� !�

• Φb

� �����	��� ��� �� ���� � ����� �������
p−��� � ������ �	 ��� � ���� ��

����� ���
b

��� ����	 � ��� �����	�� ��
T (b)

��� ������ ������ �

• � �� ��	���� ��
Ψb

�� ��� ���� �� ���� �������
p−��� � ������ �	 ��� � ���

�� ������ ���
b

��� ����	 � ��� �����	�� �����	� �� ���
T (Ub)∪ T (Wb)

	���
����������� �� ���� �

Ψb(r)
��� ���� ��� �������� ��� �����	���� ��� ����

� �������
Ψb

�� ��� �������� ����� �����	��
r ∈ T (b).

• Γb
���	� �	 �������� �� ��� ���� �� ���� ������� �	 ��� � ���� ������ ���

b
��� ����	 � ��� �����	�� ��

T (Vb)
��������� �� ���� �

• ∆b

��� � �� ���� �� ���� ������� �	 ��� � ���� ������ ���
b

��� ����	 ����
�����	�� ��

T (Xb)
��� ������ �� ���� �

• αb(r)
������	��� ��� ���� ��

r ∈ T (b),
��� ����	 ���� �����	�� ��

T (Ub)	����������� � ��� �

• βb(r)
��������� � �� �� ��� �� �� ��

r ∈ T (b),
��� ����	 � ��� �����	��

T (Wb)
������� � ��� �

� �� ����� ��������� # ������� ���	� ��� ��������� ����� ����������( �� ��� �� ��
��� "  ���	 �� ��	 ���� ��?������� �����	�� ��� 	 �( �	 � � ���� �����	�� ���
��(

(s = 3).
������	�� ��� �� ���� �� �� �� ��� ��(

b
��� ����	
������� �������

��(�� �� ��� ������ & ����� > ��� # ���	 ���� �

� �� ���� � �� ������� ����

� �� �� ���� � ���� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� �� �	��� ��	� ��(�� ���	
�� ������ # 	 �� � ��� ��� �� ���� � �	 ��	��� ������	��� � ���� � ��� � ���� ��	 �
	 ��� ��� ����� �
�����	 ����(

E
��� ��� ����� ���	��	��������

D
	 �� ���

�� ���� � �	 ��	��� ��������	��� ��� ��� ��	������� ���������� ����	 ������� ��

Eij , Dij, (i, j = 1, 2)
������� � ��	 �� 	��� 	 �� �� ��� 	��������	 ���	� ����

� � ���	��	�� ������� � ��� �� ���� � �	 ��	��� �������������� 	 � � ��� �� ��� 	�����
����	 ���	� �����	��	��	�� ������� � ��	� 	 � � ����	�	��� �

�	 �������� �� ���� � �� ��� ����� ��� ��	����� ��� �� ���� � �	 ��	��� 	 �� ��� ���
��������� ��� � ������ # ����� �� � � �� ���	 � �� �� ��� �� ���� � ����� ��������� ���
��� ���� ��� ���� ��������� ������ �����	�� �	 ��� � ������� ������� � ������
��� �� ��� � ���� ������

zM

����� ��(
b

���
����  �� 	��� 	 �� ��� ����	 ����
�������	 �����

z := z− zM

	 ���?������ � ������	�� ��� �� ���������	�����  ����
��� � ��	�� ���	

p
� ������� ��������	�� ������ �

Φb
B

������	��� ��� ������ ���
��(

b
�� ��� �� ���� � ����� �������

ΦB

���
B.

��� ����� ���� ��
Γb

B, ∆b
B

���

Ψb
B.
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� �� ��� ��������� ��	������ �� ���� � �	 ��	��� 	��� ������ ��� ����������( ���
������ ��������� ������  ��� ���	 �� ������ ��( 	 �	� � ��

s
�����	�� � �?���� �

�����	 � ��� �� � ��� ��(
b

�� � ���� ����
l

��� ����������( �� ��� ���� �����
	 �����

Ub, Vb, Wb
���

Xb
������� ��� 	 �� ��� ������

T (Ub), T (Vb), T (Wb)���
T (Xb)

��� �����	�� � �� � ��� ����	��� 


> � ��� � ��� � ��������� ��(
b

������ ��� �����	�� ��
T (b)

	 ���� �� ���� # �)
��	������� ��� ��� ���� � ������

ak

��� �� ���� � ����� ���������
Φb

������
��� � ��� ����� �������� �����	��� � ��

ak
	 ��

a0 = Q =

m∑

i=1

qi, ak = −1

k

m∑

i=1

qi(zi − zM )k,
�>>5

�� � ��� ��������� 	 ��

ak =

m∑

i=1

qiNi(zi − zM)k−1
�>>!

��� �� ������� ��		 ����� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� ��	 ���
�!6 	 ��

ak = k

m∑

i=1

qiNi (zi − zM )k−1, a′k = k

m∑

i=1

qiNi (zi − zM)k−1Re zi

�>>6
��� �

a′k = k

m∑

i=1

qiNi (zi − zM )k−1Imzi.

" � � �� ���	�� �� �������� �� ���	�� ��� �����	�� ��
T (b)

���
T (Ub)

������
������ � ����	��� � � �� ��	��� ��	 ��

αb(r).
��� ����� �������� ����

αb(r) =
∑

T (Ub)3zi 6=r

Φzi
(r) =

∑

T (Ub)3zi 6=r

qi log (r − zi),
�>>'

�� � ��� ��������� � ��� ��������	���

αb(r) =
∑

T (Ub)3zi 6=r

Φzi, Ni
(r) =

∑

T (Ub)3zi 6=r

qiNi

r − zi

�>" 

��� �� ������� ��		 ����� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� ��	 ���
�!6

αb(r) = Re r


 ∑

T (Ub)3zi 6=r

qiNi

(r − zi)2


 �>">



� ����� ���� �� ��� !#

����

αb(r) = Imr


 ∑

T (Ub)3zi 6=r

qiNi

(r − zi)2




��� �

α′
b(r) =

∑

T (Ub)3zi 6=r

qiNi Re zi

(r − zi)2

����

α′
b(r) =

∑

T (Ub)3zi 6=r

qiNi Imzi

(r − zi)2
.

� � ��� � ��� � ������ �(
B

� ��� ���� # �# ���������  �	 ��� �� ���� � ����� ����
������ �	��� � �����

ci
��

ΦB

�� ��	�������� � ����� ������ �����	��
� ����� ��� ��� ���� � ������

bl
�����	��� � � �� ��������	���� ���	 � � ��

������������� ���

bl =

l∑

k=1

ak (z0 − zM)l−k

(
l − 1

k − 1

)
− a0 (z0 − zM)l

l
.

�>""

��� � ��� ��������� ���� ��	�� ���� # �#

bl =

l∑

k=1

ak (z0 − zM)l−k

(
l − 1

k − 1

) �>"�

��� �� ������� ��		 ����� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� ��	 ���
�!6

bl =
l∑

k=1

ak (z0 − zM)l−k

(
l

k

)
.

�>")

) � � ���� �� ���� # �5 � ��� ��� �� ���� � ����� ������� � ���� ��( ��
Vb

�� ����
���� �� ���� ������� �	 ��� � ���� ������ ���

b
�	 ��������� � ���� 	 ��

��� ������ ���� ���������� ��������� �������  ��	��� 	 ��
Γb


 �� ����

Γv
b (z) =

p∑

l=0

bl (z − zM)l

	 �� ��� ���� � ������

b0 =

p∑

k=1

ak

(zM − z0)k
+ a0 log (zM − z0)

�>"#

���

bl =
1

(z0 − zM )l

p∑

k=1

ak

(zM − z0)k

(
l + k − 1

k − 1

)
− a0

l (z0 − zM)l
, l ≥ 1
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�	 �� �� ��� ����� �������� � ��� � ��� ��������� ��	��� 	 �� ��������	���

bl =
1

(z0 − zM )l

p∑

k=1

ak

(zM − z0)k

(
l + k − 1

k − 1

) �>"5

��� �� ������� ��		 ����� ��� 	��������	 ���	�� �������� �� ��	 ���
�!6

bl =
1

(z0 − zM )l+1

∞∑

k=1

(−1)

(
l + k

k

)
ak

(zM − z0)k
.

�>"!

�� �����	 ��	���� ������ ����� � �� �	 ������ ��� ������� ��	���� ��� ���
�� �� �������

bl
�����	��� �

# � � �� ��	���
∆b

 ����	 	 �� ��� �� �� � ���� �����	��� ��
T (Xb)

�� ���� ���� ��
���� ������� �	 ��� � ���������� ���

b
����������� ��� ��� ��	� ������

��������� ������� � ��� � ����	��� ��� �� �� � ������
bl

��� � ������ ��� ��
��� ���	 � ��

∆qi

b (z) =

p∑

l=0

bl (z − zM )l

	 ��

b0 = qi log (zM − zi) und bl = − qi
l (zi − zM )l

, l ≥ 1
�>"6

�� ������������� ���

bl = − qiNi

(zi − zM)l+1

�>"'

�� � �� � ��������� � ��� ������� ��		 ����� ��� 	��������	 ���	�� ������
��� �� ��	 ��� �!6 	�� 	 ��

bl = (l + 1)
qiNi

(zi − zM)l+2
, bl = (l + 1)

qiNi Re zi

(zi − zM )l+2

�>� 

����

bl = (l + 1)
qiNi Imzi

(zi − zM)l+2
.

5 �
Ψb

� ��� ����	 �������� ���
∆b

���
Γb

� ����	��� �

! � ��� � ��� �����	��
r ∈ T (b)

� ��� ��� ����	 � ��� �����	�� ��
T (Wb)

��������
�� ��

βb(r)
�����	���  ����	 ��� �� ���� � ����� ���������

Φw p−��� � ���
���� � ���� ��(

w ∈ Wb

��
r

�����	��� ��� ������� ������ ��� � � ����
��	���� > ��� " �
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6 � � ���� �� &�		 � # �! � ��� ��� � ���� ������ ��� ���� ��� ���� �������
ΨB

� ����
� �������(

B
�� ��� � ���� �������� �	��� � �����

ci
�����	�� �� ��� ��

Ψci������� � ����	 � �� ����� ��������  � �� ���	 �� � �� � ��������� � ����	���
	 �� ����

ΨB
b (z) =

p∑

l=0

cl (z − zM )l
�>� >

	 ��

cl =

p∑

k=1

(
k

l

)
bk (zM − z0)

k−l.

' � ��� � ��� ��(
b

� ��� ��� � �� ����� ��� ���� ��� ���� �������
Ψb

�� � ����
�����	��

r ∈ T (b)
�����	��� ��� ��� �������� �� Re αb(r)

��� Re βb(r)������� � � �� 	�� ��� �� ��
Φ(r)

�����		 � �

� �� �����	��� ����� ��� ���	�� �� �������� �� ���	�� �����	�� ��
T (b)

���

T (Yb)
���	� �(� �����  �� ��� ������� ��� ��	 ����������	��� � ���� ��(�� ��

Yb��� ��� � ������ �( ���
b

��	�� �	 � ������ ��� ����� ��	���� �� ��� ���	������
��
� ���� ���� � ����	��� ������ �



� ����� ���� �� ��� !6

� �� � �� ����� �� � ���� �����

�� �����	 ����	���� ��� ���� � �� ��� �������		�� �� ��� �������� ��	����� �� ��
��� � �	 ��	��� ��������� ���� �� ���� � � ���	��  ��� � ����� � ��� ���� ����� ��
�	� ���	� �����( ��������� ��� � � ��� �

� #- # ,$9��$���������

,����� ���������

��� � ��� � ��� ������ ����
��� ��	 �� ��� 	 �( �	 ��� ����	 �

s
��� �����	�� �� ����� � ���������� ��(  ���

�� �� ������
ε

��� ����� ��� ����	 � ��� ���	 � �� ��� ���� ��������� ��
p ≈

− log2
√

2−1 ε.

���� ��� ����� ��� � ��� ������� �� ��� � � �����"� �� ��� �������
0��

l := 0, 1, ...
 �

0��
b ∈ Bl

 �
�0 ����

T (b) > s
����

� ����
�����

b
�� ) ��(��

c1, ..., c4;0��
i := 1(1) 4

 �
�0 ����

T (ci) 6= 0
����

Bl+1 := Bl+1 ∪ ci�� �

!������ 

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

�0
bi

��� � �������� ���� � ���� ��� ���� ������� ��� �� ���� � ����� ���������

Φbi

	 �� �>>5  �>>! ��� � �>>6 �

!������ �

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

�0
bi

��� � �������� ����



� ����� ���� �� ��� !'

0��
r ∈ T (bi)

 � � ����	��
αbi

(r)
	 ��

�>>'  �>"  ��� � �>">
�!������ *

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

l := L− 1(−1)0
 �

0��
bi ∈ Bl

 �
�0

bi
��� � �������( ����

� ����
0��

c @ bi
 � � ���� ��������	���� ���� ������ ���

Φc
bi

���
Φc

	 ��
�>""  �>"� ��� � �>") 

������	��
Φbi

:=
∑

c@bi
Φc

bi�� �

!������ -

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

� �� ��
0��

bj ∈ Vbi

 � �����������
Φbj

��
Γ

bj

bi

	 �� �>"#  �>"5 ��� � �>"! �
� ����	��

Γbi
:=
∑

bj ∈Vbi

Γ
bj

bi�� �

!������ 7

����� � ��� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

� �� ��
0��

r ∈ T (Xbi
)
 � � ���� ���� � ����� ���

∆r
bj

	 �� �>"6  �>"' ��� �
�>�  �� ����	��

∆bi
:=
∑

r∈T (Vbi
) Γ

bj

bi
;� ����	��

Ψbi
:= Γbi

+ ∆bi�� �



� ����� ���� �� ��� 6 

!������ �

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

�0
bi

��� � �������� ����
0��

r ∈ T (bi)
 � �����	��

βbi
(r) :=

∑
bj∈Wbi

Φbj
(r);

!������ �

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

�0
bi

��� � �������( ����
0��

c @ bi
 �

� ����
� ����

Φbi
c

	 �� �>� > ������	��
Φc := Ψc + Ψbi

c�� �

!������ A

����� � ��� � ��� ���� � �� "��������
0��

i := 1(1)nbox
 �

�0
bi

��� � �������� ����
0��

r ∈ T (bi)
 � �����	��

Φ(r) := Ψbi
(r) + αbi

(r) + βbi
(r);

��$��"��� � �	 �������		�� ��		 �� ��������� ��� ���	
a0 log z

��� � ���
� �� 	��� �� ��� ��	� ��(�� &������		�� ��� ���	���� ����� ����	 �� ������ � ��
	 �� ���� �������� ���	 ��� ��� � ������� ���
���� ���

a0,
� �� ����� ��� &�����

���� ����� ��		 �  �		 �� ��� �� ���  �
���� � �� ��� ���������� ��		 �� � � �� ���
�	� ��	 ��������� ���� ��� ��������	� � ������� ���� ��� ���� ��	 � ���������� ���
��� ��	����� >  " ��� � �� ����� ������� ����		 �������� ������ 




� ����� ���� �� ��� 6 >

9���� ��� � �������� �
b

�� ����

�0
b

��� � ������ �( ����
� �� ��
0��

c @ b
 � � �������� �

c

�� ����	��

Φb =
∑

c@b Φc
b�� 

����
� �� ��

� ����	��
Φb �0��

r ∈ T (b)
 � � ����	��

αb(r)�� 
�� �



� ����� ���� �� ��� 6"

� #- #� 8�$9��: ���������4��

�	 ��� ��	 � ��( �������� ���� ����	�� ���	�� �������� ����  �	��� � �� ���	 ������
� �����	������ ��� 


• ��� ����� � ���� ��(�� �� ����� ��������� S ������	��� � �� ������ 	 ��
BS

�

• CS
���	� �� ��� ��� � ���� � ���������� �� �	 � ���	� ������ ��� ���	� ������

������������  ��(�� � ����	���� ����	 ���� ���
BS

�

• DS
��� � �� ��� ����� ������ ��( �� � ����	���� ����	 ���� ���

BS
 ��� �����

� ���������� � ����� 	���� �

• GS
�����	� ��� ����� ��(��  ��� �������� � �������� ���� ���� ���� 	 �� �����

� ���������� � �����  ���� � ��	 �� ����
GS = CS ∪ DS

�

• ��� ��� ����� � ���� � ������ �(�� � ������� � �� ��� ������	����
ES

�

• FS
��	���� �� � �� �� ��� ��� � ���� ���	� ������ ��(�� � ����	���� ����	 ����

���
BS

� � �	 �� ����
FS = GS ∪ ES

�

• ����
A

������	��� ��� ����	 � ��� � ��	 ���� ����� �����
A.

��� ������ � �����	������ ����

2�$$� � # ��� � ��� � �������� S ��� � ��� ������� � ����� ��� � �� ������ ��
�� ∑

p∈CS
cardUp ≤ 9 cardGS 	

�� ∑
b∈FS

cardVb ≤ 27 cardFS .

"� ∑
b∈FS

cardXb ≤ 5 cardGS .

��
cardCS ≤ cardGS ≤ 4 L m

s+1
.

��
cardFS ≤ 5 Lm

s+1
.

��=��� �
zu a)


 � ���� ��� ����	��� ���� �� �����	����	 � �� ����� ������������� ����
������ ��� ����������������� � ���

L
��� 	
 �	��� ���������������� ����� �����

��������� ��������� S � � �� ������ � ���� ��� �������
b

�� � ��� �������� ��������
��� ��	����� ��	 �� ���� ���� ��������� Sb

	 �� ��� ����������������
L + 1.�� �����	� ���	 ����

cardGSb
= cardGS + 3.

�>�"
�� ������ �������� ������ �� ���

U− & ����� ��� � ����� ���
b :

�> ����� � ��� ���
b

	�� ����� ���� � �����  ���	 ������ ��� ���� �� ������
��� � ������ �( �� ������ & ����

U.
��� ��		 � ∑

p∈CS

cardUp

�����
���� ���	

�������� �	
4 · 7 � ��	 ���� �



� ����� ���� �� ��� 6�

�" �� ��� ��������� Sb

���
b

���� � �������( ��� 	�� ��	 �� ���� ����� & ����
U.��� ��		 � ∑

p∈CS

cardUp

����������� ���	 �������� �	
cardUb

� ��	 ���� �

�� ��� ���	���� ���
b,

��� ���� ��	 �����	 � ����� 	 ��
b

	����  ��	����� � ��
��� ��������� Sb

��� ���������	�� � ��	 ��� �� �	���
U−& ����� � � �� ��		 �

∑
p∈CS

cardUp

��	��� ���������	
(cardUb − 5)

� ��	 ���� � �������	 � ��	���

	 �� 	 �� ����� ������������� ��������� S 


∑

p∈CSb

cardUp =
∑

p∈CS

cardUp + 4 · 7 − cardUb + cardUb − 5

=
∑

p∈CS

cardUp + 23 ≤ 9 cardGS + 23

≤ 9 (cardGS + 3) = 9 cardGSb

1bb

��������� 5 
 ��������� Sb

��� ����� ��� ����	��� � ����� ��	�����  ���	 ���� 	 �� � ��� ������� ��(  �����
��� �� ������ ���

b
 ��� 	 ��

b
���� ��	 �����	 � ����� 	�� ��  ����� � � �� � �������

�� ���	�� ��� ��		 � ∑
p∈CS

cardUp

���
9 cardGSb

�����
���� ���	  ���� ���

��������� ��� ����		�� ���� � ��� � ������ � �����	��� � �� ��� ���� ���� ���� �� �� 

� �� ������ ����� �� ������

b1,
��� ��	� ���� ���� ��� ��������� Sbb1

∑

p∈CSbb1

cardUp =
∑

p∈CS

cardUp + ( 4 · 7 − cardUb + cardUb − 5 )

+( 2 + 2 · 8 + 2 · 7 − cardUb1 + cardUb1 − 6 )

=
∑

p∈CS

cardUp + 49 ≤ 9 cardGS + 49

≤ 9 (cardGS + 3 + 3) = 9 cardGSbb1
.



� ����� ���� �� ��� 6)

1bb

��������� ! 
 ��������� Sbb1

���� �������� ����������� �
���� �� �	� ���	�� ����� � �����	��� ������ ��� �	�
��� �� ��	 �� ���� �������� �

zu b)


Vb

�����	� ���	 ��?������ ��� ��� ���
b

��	 ������������ � ������ ���
�� ������ ��� � ������ �( ���

b.
��� � ������ �( ���

b
	�� 	
 �	���� ��	� �� ������ 

��� � ���� ��� ��	� �� ������ 	�� 	
 �	����� � ��� � �����  ��� ����� �� 	 �� ���
��(

b
�����	���� ���� ��� ��	 ��

Vb

���	� ����	
��� � � �� ����	 � ��� � ��	 ����
���

Vb
��� � ��� ����	

8 · 4 − 5 = 27
� ���	����� ���� � 6 � � ����� � ��� ��� � ��

	������� �  �

b

��������� 6 
 �� � 



� ����� ���� �� ��� 6#

zu c)


Xb

� ����	� ���	 ��?������ ��� ����� ��( ��
c
	 ��

b ∈Wc.
��	 �� ���� ����

��(�� ������ & ���� ��	 ���������� ���
b

��� 	 ��������� ��� �� ������ ��� � ������
��( ���

b.
�� �
���� ���� ���	 ��� �� ������ ��� ���������� ��� � ���

b
���� 

��� �� �� ��� � �������( ���
b

�����	���� ���� � �� � �� �� �� ���� ����	������
���	 ���� ������� ��  �
���� � �� ��� ��� �� ��� �� ������ ��� � ������ �( ���

b����	������ � � �� � ������ �( ���
b

	�� 	
 �	����� ��	� �� ������  ���� ����� ����
��

b
�����	����  � ��� ��� ��� ����	 � ��� � ��	 ���� ���

Xb

����	
8 − 3 = 5����	����� ���� � ' �

b

��������� ' 
 �� �

zu d)

 � �� ����� ��� ����	��� ���� �����

CS ⊆ GS .
�� ��� ����

l
	�� 	 ��

	
 �	����� m
s+1

� ������ �(��  ��� � ������ 	
 �	����� ���� � ����� 	���� �
���� �
���

L
����������������� ��	��� 	 �� ��� ����	������ �  �

zu e)

 � � ���� ���	 ��?������

FS = GS ∪ ES , GS ∩ ES = ∅
� � �� ����	 �

��� � �������( � ���� ���� ��� 	
 �	����� m
s+1

 �������	 ���� ����
GS ≤ 4 Lm

s+1
.
���

	 �� ��	� ���� � �� ��� ����	������ ����
FS ≤ (L−1) m

s+1
+ 4 L m

s+1
≤ 5 L m

s+1
. �

�	 �� ������� ��� �� � �� ��� �����������	�������� ��� �� ���� � �� ��� �����
��� ���� ��������� �� � ��� ��������� �� � ��� ������������� ��	
	� ���	 ���
������ ��� ���������� � ����� � �����	��� � �� �������� ����������� 	 �� ��	 �
� ��(�� ��	 ��� �
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,� ���� ���������

��� ������ � �� ��� ������ ��������� 	���� ����� ��� ��� �	 � ��	 ��������� ��
��� ��� ��� ��� � ������ O(Lm).

��� � ��
������ � ���	 �� ����� ������� ������
���	 ��	���� ������ ��	����� � ����	��� ��� ���� ���	��� �

!������ 

�� � ���� ���
m

�����	�� ����� ������ �� ��� �� ���� � ����� �������
p−��� � ���

���� ����� � ���������� ��( 	��  ��	� ���� � ��

�� ���� ���������� 

2mp���������� 

4mp

!������ �

���� � ��������� ��( ���	��� 	
 �	�����
s

�����	��  ��� ��� ������ �� ���
������� � ����	���� � ���� ���	���� �������� �� ���	�� ��� �����	�� ������ ���
(�� ��� O(s2)

� � �� ����	 ���	 � ��� ��(�� �� ��� & ����� > ��� � ���	����� ����	

9 · 4Lm/(s+ 1)
�&�		 � 5 �> � ��� ��� � ��	������ �� ���� ��� � ������ ����	���

������

�� ���� ���������� ≤ 3·9·4 L m s2

s+1���������� ≤ 2·9·4 L m s2

s+1��� ������� ≤ 9·4L m s2

s+1

!������ *

��� ������	 ��� �� ���� � ����� ������� � ���� ��( � ��� ��	 ������	 ��� � ������
��( �����	���� � � �� ����	 ���	 � ��� ��(�� ��� � ���	����� ����	

5Lm/(s + 1)�&�		 � 5 �> ��� � ��� �����	������ �������� ����� ������ ��� ��
����������
∑p

i=1 i = p (p+ 1) / 2
� ��� ��� � ��	������ �� ���� ��� � ������ ����	��������

�� ���� ���������� ≤ 5 L m (p2 +p +2)
s+1���������� ≤ 5 L m ((p+1)p/2 + 1)

s+1



� ����� ���� �� ��� 6!

!������ -

& ���� " � ���� ��( 	�� ���	� 	 �	� � �� "! �������� � �� ���� 	
 �	�����
5Lm/(s+1)��(�� �&�		 � 5 �>  ��� � ��� �������	 ����� �������� ��� ������ O(p2)

� ���
��� � ��	������ �� ���� ��� � ������ ����	��������

�� ���� ���������� ≤ 27·5 L m ((p2+5p)/2)
s+1���������� ≤ 27·5 L m (p+1)2

s+1��� ������� ≤ 27·5 Lm (p+1)
s+1

!������ 7

���� ��( ��
Xb

���	��� 	
 �	�����
s

�����	��  ��� ��� ������ �� ��� � ��
���	���� � ���� ���	���� �������� �� ���	�� � ���� �����	�� ����� ��( ��

Xb

���
����� ��(

b
��� O(ps)

� � �� ����	 ���	 � ��� ��(�� �� ��� & ����� ) ��� � ���	�����
����	

5 · 5Lm/(s + 1)
�&�		 � 5 �> � ��� ��� � ��	������ ������ ��� � ������

����	��������

�� ���� ���������� ≤ 5·5 L m s (p+5)
s+1���������� ≤ 5·5 L m (s+1)

s+1��� ������� ≤ 5·5L m s
s+1

!������ �

���� � ��������� ��( ���	��� 	
 �	�����
s

�����	��  ��� ��� ������ �� ���
� ����	���� � ���� ���	���� �������� �� ���	�� � ���� �����	�� ��

b
��� ����� ��(

��
Wb

��� O(ps)
� � �� ����	 ���	 � ��� ��(�� �� ��� & ����� � ��� � ���	����� ����	

5 · 5Lm/(s+ 1)
�&�		 � 5 �> � ��� ��� � ��	������ �� ���� ��� � ������ ����	���

������

�� ���� ���������� ≤ 5·5 L m s 2p
s+1���������� ≤ 5·5 L m s (p+1)

s+1��� ������� ≤ 2·25 Lm s
s+1
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!������ A

���� ��( 	�� 	
 �	����� � ��� � ����� � � �� ����	 � ��� ��(�� ��� ���	� ��
��� � ��

5Lm/(s + 1)
�&�		 � 5 �>  ��� ���� �������	 ����� �������� ����� ������

O(p2/2)
� ��� ��� � ��	���� ������ ��� � ������ ����	��������

�� ���� ���������� ≤ 10 Lm (p2+3p)
s+1���������� ≤ 10 L m (p2+p)
s+1

!������ %

�� � ���� �������� ����� �����	��� � ��� ���� �� ���� � ����� �������
p−��� � ���

���� �����	��� � � �� ��		 ����� �������� ����� ���������	�� ������ ���
m����������  	 �� 	�� ����� 


�� ���� ���������� 

m (2 p − 1)


���������� 


m (p + 2)

����$���0=�� 0$�  �� !������� #A

��	 � ��(� �� ���� ���������� 


TM < m

(
L

108 s2 + 80 p2 + 380 p + 75 ps + 135

s+ 1

)

��	 � ��(� ���������� 


TA < m

(
L

72 s2 + 150 p2 + 290 p + 25 ps + 50 s + 165

s+ 1

)

��	 � ��(� � �� ������� 


TD < m

(
L

36 s2 + 135 p + 75 s + 135

s+ 1

)
.

�������	 � ��	��� 	 �� �����
L = O(log2m)

� �� ����	������ �� ��� ��� ����� 


TG := µTM + δ TD + αTA = O(m log2m).

����� 	����� ��� ���� � ������
α, µ

���
δ

��	 ����������� � ��	���  ��� ����
���		 ��������	� ��� ��� �	� ��	 ��������� �� �



� ����� ���� �� ��� 6'

� #- #* !9������9���1����4��

� �� ��� �	 � ��	 ��������� ����� �������		�� 	�� 	 �� ��� ��� � ��� ��	 � 
 �� ���
�	��� 	 �� ���� �� ����� 	 �	� ����� �� �� � � � � �� ���	������������ ���� � ����	���
����� �� ������ ��� &������ �		 �� � ����� ��� � �� ������	 ������		 � ��� ���
���	 �������� ���������� � ��� �� � ��� �� � ��� ���� ���� & ���� 	 �� ��� ���	�����
��� ��(�� ������ ���� � �������	� ����  �	 � ��	������ �� ������ �

��� �����	��� ���� ��� ����	 ��� ����	 �
cardFS

���	������� ��(�� �����		 � �
��� � ��� ��(

b
������ ���� ���	��� 


· ��� ����������������
( |i| ),

· ��� � ���� ������
( |c| ),

· ��� ���� � ������ ����� �� ���� � ����� �������
p−��� � ������

( (p+ 1) |c| ),

· ��� ���� � ������ ����� ���� ��� ���� �������
p−��� � ������

( (p+ 1) |c| ),

· ��� ������ �� ��� 	
 �	����� ���� � �����
( 4 |z| ),

· ���� & ���� ��� �����	�� �� ��� ��(
( τb ),

· ��� & �����
Ub, Vb, Wb

���
Xb

�� � ��� ��(
b (λb ).

����� ��� |i| ��� �� ���	��� ���� ����� ������ ��	 �  |c| ��� �� ���	��� ���� �����
��	 � ��(�� ��	 � ��� |z| ��� �����	��� ���� ����� ������������ ��� �

��� ��� �� ���	��� ���� ��� �����	�� � ���� ��(��
b ∈ FS

?���� 	 �� 


τ :=
∑

b∈CS

τb = 2 |z|m.

��� ��� �� ���	��� ���� ��� & ����� ��	� ���� 	 �� &�		 � �5 �>

λ :=
∑

b∈FS

λb ≤ 2 |z| ( 9 cardGS + 37 cardFS)

�������	 � ��	��� 	 �� �� ��� �� ���	��� ���� � �� �� ��� ��	�����

M = ( |i| + |c| (1 + 2(p+ 1)) + 4 |z| ) cardFS + τ + λ

��� 	 �� ��	 &�		 � �5 �>

M = ( |i| + |c| (1 + 2(p+ 1)) + 4 |z| ) 5Lm

s + 1
+ 2 |z|

(
m + 9

4Lm

s + 1
+ 37

5Lm

s+ 1

)

= m
5L |i| + 5L |c| (3 + 2p) + 2 |z| (231L + s + 1)

s+ 1
.
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� �	� �	����� �����

��� ��� ��	 �����	�� ����� ����� ��� �� 	 �� ����	 �������������	 �������
")  � � ��������� ��� #>" �� ��� �� �	 ��������� � ������		 ���� ����� 	 ��
������� ������ ! �  ��� ��� � ��	������ ������ �	 ��������� ���� ����� ���
	 �� ���� ����� ����������� � � ��� � �� ����	 � �� ���� ��	� ���� �����	��� ���� �
����	���	�� � ������ ������ �� ��� � ��	������ ����	 �����	 > ������� �� ����	 ���
��������� �

� �� ������ ����� ��� ��	�������
���� Um
��� ����	� ����������� ����

u
��� ���

��	 ������� � ����� � � ������ � � �� ����������� ���� �������
αj

������ ����	
��� &
���� ��� �������� � ����	������ ���	 � 	 �� ����	 ���������� ����	��� �����
	� � ����� � ���� �����		 � � ��� ��� � ������� ���	�� �	 ������		 ���� ������
���� ����	��� ��� �����	 � 
 ����� ��� ��� ������ ������ � ����	��� 	 ��
��	 ������ �� ���	����� � ����� 	��� �� � ���� ��������� ��� �����( ������� � ����
���� �� ��� ����� ������ � � ��� ����	��	� �� ���� ��	������ 
 �����	�� ������ ���
� ����	������ �� ��� � ��	 ���� �����	��� ��� � ����������� �� ��� �����( 	 ��
��� ��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ����	���	�� � �����	 � ��� �� ��	
������������ ������ ��� � ��		���������� K ������� � � �� ��������	����� ���
�� ���� � �	 ��	��� ������ �	 ����	���� ! �" ����	���	�� � �	 ����	���� ! �� ���
���� � �� ��� ���������� ����	��� ��� ��� �� ��� ���� ����� ��	 ��� ��� &
���� ���
������� � ����	 �������� ��	 � �� ��	��������� ��� ��� ���	 ����� ��� ��������  ���
����������� ��� ��� ����	 � ��� � ��������������������� �� �

� �� ��  ��� ��� �  � ��������������
��� ��� �������	������ ������ � �� ��� � ������� ���� ������� ��������� 
 ���
���	���������

G1
�	 ��� � �������  ��� � ������

G2
�	 ��� � ������� 	 �� ���

� �����	���
a = 0.9

���
b = 0.5

 ��� �� ��������� �������������
G3

��� ���
������

G4,
������ ����

∂G4

��� ����	 ����� ����� ������ ��� ����	 �� ����	
������� ������ �� ����		 ��������� � ���  ���� �� ��� ������ ��	���� ���� ���
��������� ��� �����	 ���� ���	 �	��� ������� �� ��������� ������ ���� � � �� ������
������ ������� ������ � �� � ��� ����	 ���������� 


G1 : x(t) := cos(2π t),

y(t) := sin(2π t), t ∈ [0, 1];



� ���� ����� ����� ' >
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G1

G2 : x(t) := 0.9 cos(2π t),

y(t) := 0.5 sin(2π t), t ∈ [0, 1].
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��������� >> 
 ������
G2

G3 : x(t) := 0.35 cos(2π t) + 0.7 cos(2π (2t)) − 0.14,

y(t) := 0.35 sin(2π (t− 0.2)) + 0.14 sin(2π (2t) − 0.07 sin(2π (4t))

+ 0.28 sin(2π (t+ 0.07)), t ∈ [0, 1].
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��������� >" 
 ������
G3

G4 : x(t) := cos(2π t),

y(t) :=

{
sin(2π t), t ∈ [0, 1

8
] ∪ [3

8
, 1],

−
√

2
4

(
cos4(2π t) + cos2(2π t) − 11

4

)
, t ∈ (1

8
, 3

8
).
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� �� �������������� ��� ����� ��� ����� ���� � � �� � ���
� ������

�	 �� ������� � ��� ��� ��������� ���� �� ��� � ����	���� ��� 	���������
	 ���	�� ����� ���	��	�� ������� �� ��� ���� �� ��� � ����	���� ��� �����	�
��	��	����������� 	 �� ��� ��������� ��	������ �� ���� � �	 ��	��� ��� ��	 ���	�
���� � ����� � ��������� � � �� ��������	�� ������ �����	������ ����		 ��	����
�� ���	�� ��� ����	 ����� ��� ��������� ��	������ �� ���� � �	 ��	��� � �� ����
��� ���� �

� #� # ����$$������ 1= ������  �� � 3 ����1���  �� ���"�� 9�� ��:
��  �� � �����1��� ��= ��  �$ !9������� � ��0

�����	�� � ��� ��� ������
G1

��
m = 1000

������������� � �� � ���	 ����� �� ��
���	 ���� ���� ������� ��� ������

q = 1
��?���� � ��� � ��� ��� 	��������	 ��

��	� ���� ����	��	���������� ��� ���������� � �������
φ = 1

	 �� ��� ��	�� ����
�� ���� � �	 ��	��� � ����	��� � �� ���� ��� ! �> � ��� ��� ����� ����

t
 ��� �� ��� � ��

���	���� ��� ���� ���
���� � ���  ��� �� ��� �� ���� ������� �� ��� ��������
� ����	���� ���������	 � ��
����� �����	��� ���� ������� �� � � �� ����	 �������� ���
� ���� ��

p = 20
���

p = 30
��		 ����� �� ��� ���� ��������� �

��� ���� � # � ���������� ��
G1

s
������ ���� �������� ���	�� ���� �������� ���	��

��� ��( ��
sec


p = 20

�� ���� 
p = 20

��
sec


p = 30

�� ���� 
p = 30> > >" > �5' > �666 " 65 > �6 5 �5) 

" 5 �� > � #' �6") >� >! > �)#� �> )
� #  ) !# �#>" > ) > > � "� �)!"
) ) 5 > ! ' �5>5 ' #6 '5! �">5
# � >> )!" �566 5 )� 5) > �'56
5 " 5! �!# �"6 # ) > # 6 �!" 
! " #! �!# �"6 # "" # 6 �!" 
6 " "> �"5 �6'5 ) �# ))" �) >5
' " >� � ' �5>5 )  ) ) >6 �!�5
> > 6" "## �#�5 � )6 �)) �>!5
" > )� >#6 �"#5 " )# ">> � #5
� > �5 > � � 66 > ' > >�# �) 6
) > "" 6" �) >5 > 6 > ! � #5
# > "" ## � 66 > 5� 5' �)66
5 > "� ## � 66 > 6" 5' �)66
! > ") ## � 66 > '" 5' �)66
6 > � > ## � 66 "  " 5' �)66
' " �5 �> � 66 " �! �5 �#"6
>  " )6 �> � 66 " #5 �5 �#"6
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��� � ������ ��� ���� ! �" ��� ��� ��� ���������� ��� � ����	�� ��������	��� �� ���
������

G3
��� �

��� ���� � #� � ���������� ��
G3

s
������ ���� �������� ���	�� ���� �������� ���	��

��� ��( ��
sec


p = 20

�� ���� 
p = 20

��
sec


p = 30

�� ���� 
p = 30> ' '6 > �5!! �>#" " 55 > �!6� �' )

" 5 5# > � #" �>!5 >� !� > �)�' �5'5
� # �� 6 6 �566 > '# > �> � �!"6
) ) ") 5 >> � ) 6 5# 6� > �"  
# � ! #" �#>" ! #> ! 5 �)�"
5 � "" ))5 ��#" 5 )6 5 ) �)�"
! " 6" �6 ��#" # 55 #>� �!'"
6 " )' � >' �>" ) '# )"' �#" 
' " "6 "6" �5") ) )6 �!' �"5)
> " >6 "5 �)  ) "� �)6 �!" 
" > 5) >#� � 66 �  " " > �!"6
� > #� > ) �'>" " )! >�5 �"!"
) > #� !' �"6 " ") > > ��5 
# > ## ! �"66 " "� 6' �>56
5 > !� #5 �"!" " �5 ! ��#"
! > ' #) �#5 " �' 56 �   
6 " �" )6 �6)6 " !5 5 ��56
' " #� ) > �#�5 " 6' # �)'5
>  " 55 �6 �6�" " '' )5 �6�"

��� ���	�  ���� �� ��� ������	����� ���� ������ ��� ����	 ��� ����	 �
sopt

���
������� ��� ��( ��� �����	� # �����  �� ��� � ��
����� ���� ��

s = 50
� �� � ���

��� ��������
G1

���
G3

��
p = 20

��� ��
p = 30

�	 ���������� ��� � �������	
�����		 � 	 �� ��� ���� ���� ! �> ��� ! �"  ���� ��� �������� ���	�� 	 �� ���	����
��	

s
����		 � � � �� ���������� 	����� ���	 ��� ��� ���	 ����� ��� ������ �� 


��� ��� � ����	�� � ��	������ � ��
���� 	 �� � ��
G3

������� ��� ��	� ��� ��������
��������	 ����������� 	 �	� ���� ��� �������� ���	�� �



� ���� ����� ����� '#

� #� #� ����$$������ 1= ������  �� ��1���  �� !�$$�� �� ��  ��
���= ��" ������ ��  �$ $�:�$���� ������.�� ������

�	 ��� ����		 ��	��� �� ���	�� ��� ����	 �
p

��� ��		 ����� �� ��� ���� ����
������ ��� ��	 	 �( �	 ���� �� ������� ��	 ���

ε
�������� ����  ������ ��� ������

∂G1
���

∂G2
	 ��

m = 1000
������������� � � �� 	 �( �	 ��� ����	 �

s
��� ������

��� ��( � ��� � ����	 # ����	 �� � �� � ���	 ����� � ��� ���� ����������� ��� � ����
� �� � ������� ��� ������

q = 1
��������	� � ��� �����	��� � �� ��� 	���������

	 ���	� �����	��	��	��������� �
ΦEFMM

��� ��� ����
∂ G1

 ��� ��� 	�������
��	 ���	� ����� ���	��	��������� �

ΦDFMM

��� ��� ������
∂G1

���
∂G2

 	 ��
��� ���������� � � ������

φ = 1
����� ���������� ��� ��������� ��	�� ���� �� ��

��� � �	 ��	��� � �������	 �����		 �� � �� 	 �� ��	 �����
	 �����	��� ��� � �����
	��������	 ���	�� ����������

Φdir

��	����������� ����	 ��� ������� �����( �
������ � �� ���� �������� � � �� ��?������ ��� 	 �( �	 � ��� ��������� ��	 ��� ����	

εrel := max
i=1,...,n

∣∣∣∣
Φdir(zi) − ΦEFMM(zi)

Φdir(zi)

∣∣∣∣
��� �

εrel := max
i=1,...,n

∣∣∣∣
Φdir(zi) − ΦDFMM(zi)

Φdir(zi)

∣∣∣∣ .
����� ���

Φdir(zi)
��� 	 �� ��	 �����
	 �����	��� ������ � ����	���� 	�������

��	 ���	� �����	��	��	�� ��� � ����� ���	��	�� ������� � ��
zi,

����	�� ����	 ���
����� �������� ��� � ���� ��������� ��

zj (j 6= i)
� �� ���� � ��� �

ΦEFMM(zi)��� �
ΦDFMM(zi)

��� ��� 	 �� ��� ��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ��
p��		 ����� �� ��� ���� ��������� �����	���� 	��������	 ���	� �����	��	��	��

��� � ���� ����	��	���������� ��
zi

� ��� ����		 ��	��� �� ���	��
p

���
εrel

��

ΦEFMM

���
G1

��� �� ���� ��� ! ��  ��
ΦDFMM

���
G1

�� ��� ���� ! �)  ��� ��

ΦDFMM

���
G2

�� ���� ��� ! �# �������� ��� �

��� ���� � #* � ���������� ��
ΦEFMM

���
G1

p εrel p εrel p εrel p εrel#
1, 23 · 10−3 >"

2, 01 · 10−6 >'
5, 86 · 10−9 "5

1, 62 · 10−11

5
2, 18 · 10−4 >�

6, 38 · 10−7 " 
1, 15 · 10−9 "!

7, 21 · 10−12

!
2, 30 · 10−4 >)

2, 07 · 10−7 ">
7, 91 · 10−10 "6

2, 84 · 10−12

6
6, 54 · 10−5 >#

1, 48 · 10−7 ""
4, 69 · 10−10 "'

1, 53 · 10−12

'
2, 55 · 10−5 >5

5, 85 · 10−8 "�
2, 00 · 10−10 � 

6, 75 · 10−13> 
6, 12 · 10−6 >!

2, 51 · 10−8 ")
5, 62 · 10−11 � >

2, 35 · 10−13>>
4, 32 · 10−6 >6

1, 03 · 10−8 "#
3, 45 · 10−11 �"

1, 59 · 10−13



� ���� ����� ����� '5

��� ���� � #- � ���������� ��
ΦDFMM

���
G1

p εrel p εrel p εrel p εrel#
7, 26 · 10−3 >"

3, 07 · 10−5 >'
1, 80 · 10−7 "5

6, 94 · 10−10

5
3, 97 · 10−3 >�

1, 86 · 10−5 " 
4, 32 · 10−8 "!

3, 74 · 10−10

!
2, 90 · 10−3 >)

4, 38 · 10−6 ">
2, 30 · 10−8 "6

9, 71 · 10−10

6
7, 57 · 10−4 >#

3, 32 · 10−6 ""
1, 99 · 10−8 "'

5, 87 · 10−11

'
4, 45 · 10−4 >5

1, 38 · 10−6 "�
6, 29 · 10−9 � 

4, 37 · 10−11> 
8, 49 · 10−5 >!

6, 85 · 10−7 ")
2, 21 · 10−9 � >

1, 77 · 10−11>>
6, 69 · 10−5 >6

3, 38 · 10−7 "#
9, 67 · 10−10 �"

6, 31 · 10−12

��� ���� � #7 � ���������� ��
ΦDFMM

���
G2

p εrel p εrel p εrel p εrel#
8, 14 · 10−3 >"

1, 07 · 10−5 >'
4, 69 · 10−8 "5

2, 10 · 10−10

5
2, 26 · 10−3 >�

7, 63 · 10−6 " 
2, 37 · 10−8 "!

5, 27 · 10−11

!
9, 13 · 10−4 >)

2, 54 · 10−6 ">
8, 32 · 10−9 "6

2, 89 · 10−11

6
3, 32 · 10−4 >#

8, 78 · 10−7 ""
3, 11 · 10−9 "'

1, 61 · 10−11

'
2, 51 · 10−4 >5

3, 52 · 10−7 "�
1, 47 · 10−9 � 

1, 01 · 10−11> 
6, 95 · 10−5 >!

1, 80 · 10−7 ")
8, 85 · 10−10 � >

4, 71 · 10−12>>
2, 04 · 10−5 >6

8, 11 · 10−8 "#
5, 11 · 10−10 �"

1, 44 · 10−12

� �� 	 �� ���	� ������ ��� 	 �( �	 � �� �������� ��	 ��� 	 �� ���	�����	
p

��� �����
� ������ �� �������������	 �� � ��� ������ ����������	� ���� 	���� ���������� ���
��� ���	 ����� ��� ������ �� ��� � � ���� ��� ! �) ��� ! �# �

� #� #* /�������� .�� @�<< �1= # ��<< $��  �� ����������  ��
�4 �� 4��$ ������ �������� �� "��������� ��������  ����  ��
 ���"�� < ����:#/�"���#< ����9 ��"����

�	 �� ������� ������ ��� �������
G1

���
G4

������������� ��� ��� ���� �������
��� 	 ��

p = 25
� ����	��� � ����� � ��� ��� ����	 ����

s
� ��� �� ����	 ��  ����

��� ����	 ��� ��	 �����	�� �(����	 ���� ��	 ������� ���������� �� ���� ��� �
���� 	 �� �	 �� � ��� � �� ���� ��� ! �5 ��� �	 �� ��� ���

G1
��� �� ���� ��� ���



� ���� ����� ����� '!

�� ��� ������� �����	���� ��� �����	��	��	�� ������� �� � ��
����� ���� ��� �� ���
���������	� �����	��� ���� ������� �� � �� ���� ��� ! �! ��� � ! �6 ���� ��� ��������
�	����� ���������� �� ���� ���

G1
��� �

G4
���� ������ �

��� ���� � #� � ���������� ��
ΦEFMM

���
G1

n s tdir, sec
�� ���	��� ����

tEFMM , sec
�������� ���	��

#  5  � > >)) �#"6  "> "# �6 6
>   5  !6 "66 �#"6  �6 5" �"66
"   5 " 5 #!5 �#"6  6) >�# �")6
)   5 >  " > �>#" �#"6 > 55 "6" �))6
6   5 )  ) " � )" ��6) � 5# �' �)) 
>5   5 >!) >' > �'6! � 66 6 �' '6 ��6)
�"   5 !6) "> > �6!5 �)'5 >5 >5 �#� �>56

��� ���� � #� � ���������� ��
ΦDFMM

���
G1

n s tdir, sec
�����	��� ����

tDFMM , sec
�������� ���	��

#  #  "! >>5 �)5)  !# "# �6 6
>   #  )6 "�" �)5) > )" 5" �"66
"   # " "5 )5) �)5) �  " >�# �")6
)   # 6 6� '"6 �)5) 5 "� "6" �))6
6   # �)  > �6#5 �)5) >5  �' �)) 
>5   # ># ! > �6!! �)#5 �� >) '6 ��6)
�"   # !5" ! > �' >' �)) !" �" �#� �>56

��� ���� � #A � ���������� ��
ΦDFMM

���
G4

n s tdir, sec
�����	��� ����

tDFMM , sec
�������� ���	��

#  #  � >>5 �)5) > >" )6 �"!"
>   #  66 "�" �)5) > 5! '5 �#'"
"   # " 5 )5) �)5) � 56 >�" �5")
)   # 6 6) '"6 �)5) ! '' � ' �!!5
6   # �# � > �6#5 �)5) >! # #� �!!5
>5   # >5� # > �6!! �)#5 �# ) > > 6 �'))
�"   # !6" � > �' >' �)) !5 ) ��� �"5)



� ���� ����� ����� '6

�� ��� �������	 ���������  ���� ��� ������� � �� ��� ��������� ��	�� ���� �� ��
��� � �	 ��	��� ��� ������ �����	�� � ��� ��� 	��������	 ���	� �����	��	��	����
������� ��� � �� ���	��� ��	�� �� �����	�

m = 500
��	������ � �� ��� �������

� ����	���� � ��� ��� ���� ���� ! �! ��� ! �6 �����		� 	 �� �������	  ���� ���
�������� ��	����� �� ���� � �	 ��	��� �� ��� 	��������	 ���	� ����� ���	��	����
������� ���� �� �����	�

m = 3000
�������	���� ��� ��� ��� ������� � ����	���� �

� ��� 	�� ���	�����	 ��� ������	�  ���� ��
ΦDFMM

��� �� ���� � �	 ��	��� ��������
������� 	 � � ��� ��

ΦEFMM

��� ��	� 	 � � ���������� � ���  ����� ������� �
����� � ��� ��� �������	��� 	 �� ���	�����	

m
�		 �� ������������ � � �� �����

��	� ������ ����	 � ��� ����������������������� �������� ����� ������� ���	
������ ���	 ������� �����	��� ���� �� ��� � ����	������ �

� �� �������������� ���  ������ �  � �� ����� ��� ���
�� �����	 ����	���� ������ ��� ��	� �������� ��	 ������� �����	 �������� ��	
	 �� ��� ��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ����	���	�� �

� #* # /��������  �� 8��.�����1.���������  �� �������.�� � �������$��

� �� ������	��� �	 �� ������� ���� � ������
G.

��� ��� ����	 ������������

x =

(
x1

x2

)
= γ(t) =

(
a cos(2 π t)

b sin(2 π t)

)
,

y =

(
y1

y2

)
= γ(τ) =

(
a cos(2 π τ)

b sin(2 π τ)

)

��	� ���� � �� ��� � ������� ������������� 


|γ̇(τ)| =
√
ẏ2

1(τ) + ẏ2
2(τ)

= 2 π
√

(a sin(2 π t))2 + (b cos(2 π t))2

�� ��� ���	 ��	� �����	 ������ 

N(y) =
1√

ẏ2
1(τ) + ẏ2

2(τ)

(
ẏ2(τ)

−ẏ1(τ)

)

=
1√

(a sin(2 π t))2 + (b cos(2 π t))2

(
b cos(2 π t)

a sin(2 π t)

)



� ���� ����� ����� ''

�� ��� ������ ���	�������	 � �� �	 �����
y ∈ ∂G

���

D̃•
11(x, y) = − 1

π

(x1 − y1)
2 (x − y) · N(y)

|x − y|4 | γ̇(τ)|

=
a3 b sin2 π(t+ τ)

(a2 sin2 π(t+ τ)) + b2 cos2 π(t+ τ))2
,

D̃•
12(x, y) = D̃•

21(x, y) = − 1

π

(x1 − y1) (x2 − y2) (x − y) · N(y)

|x − y|4 | γ̇(τ)|

= − a2 b2 sin 2π(t+ τ)

2 (a2 sin2 π(t+ τ)) + b2 cos2 π(t+ τ))2

��� ��

D̃•
22(x, y) = − 1

π

(x2 − y2)
2 (x − y) · N(y)

|x − y|4 | γ̇(τ)|

=
a b3 cos2 π(t+ τ)

(a2 sin2 π(t+ τ)) + b2 cos2 π(t+ τ))2

�� ��� ������ ���� ������ ��� ����	 ����������� ���� ����	��	��������� ������� � �	
�� ���

t = τ
��	� ���� � �� ��� � ��		����	 ����( ��� ������

∂G
�� ��� ���	

K11(τ) =
a3 b sin2(2πτ)

(a2 sin2(2πτ)) + b2 cos2(2πτ))2
,

K12(τ) = K21(τ) = − a2 b2 sin(4πτ)

2 (a2 sin2(2πτ)) + b2 cos2(2πτ))2

��� ��

K22(τ) =
a b3 cos2(2πτ)

(a2 sin2(2πτ)) + b2 cos2(2πτ))2
.



� ���� ����� ����� >  

� �� � ������ �� �� ����	�� 	��� ��� � ��		���������� Kφm

�� � ���	 ��������
�����	���� ��	 ��� ��� �� ���� � �	 ��	��� ���� ���������� ������ ������� ������ �
�	 ��� ������������	� ���� ��� �� ��� ����� �� ���� ����	��  ������	��� � ��
��� � ������ �

G := G2
���

m = 1000
	 �� ��	 � �������

b(x) := (−x1, x2)
T .��� ��� ������ �������

x0 = 0
����������� ����� ������ ���	 ��	�� ���� � �� �� �

���������� ���	 ���	� ������������	������ ������ ���� � ���� ����	��� ��� ���
���	��� ���� 	 �� ��� �����������

ε = 10−6 � � �� ��������	����� ���������� ����
�� ���� ��� ! �' �������� ��� �

��� ���� � #% � �������������	����� ��	 �� ��� ����� �	 �����
G = G2,

m = 1000, b(x) = (−x1, x2)
T ��� ���������

x0 = 0

��������� � �������� ��� ��	 ���� � ��������� ��� � ���� ��	 �

k |xk − x∗| ��� �� |Axk − b| ��� �����
>

7, 96 · 10−1 1, 48 · 100

"
1, 73 · 10−1 2, 50 · 10−1

�
6, 42 · 10−2 2, 45 · 10−4

)
2, 16 · 10−2 3, 39 · 10−5

#
3, 64 · 10−5 6, 16 · 10−6

5
5, 04 · 10−6 1, 75 · 10−7

!
1, 68 · 10−6 2, 14 · 10−8

6
3, 36 · 10−7 3, 52 · 10−9

'
1, 05 · 10−7 1, 29 · 10−10> 
7, 11 · 10−9 7, 22 · 10−13>>
1, 73 · 10−9 1, 08 · 10−13>"
4, 44 · 10−10 2, 51 · 10−14>�
6, 59 · 10−11 2, 42 · 10−14>)
2, 12 · 10−12 2, 38 · 10−14>#
1, 11 · 10−13 2, 38 · 10−14>5
1, 26 · 10−14 2, 38 · 10−14>!
3, 19 · 10−16 2, 38 · 10−14>6
7, 90 · 10−17 2, 38 · 10−14

� �� ��� ��� ������ ���� ��� �����	� ���	 ��� ������ ���	 ��� � ���� ��	 ��� ���
��� ���	 �����	� ��
� ����������� ���	� 	 �	� �

� �� � �����	��� �� �	 ��� �������� � ������ � 
 �����
G = G1


m = 100

���

b(x) = (x2
1+2x2

2, −2x1x2)
T .

���	 	��� ����������� �� ��� ������ �������
x0 = 0����� � ����� ������ ���	 ��	������  ��� �� ���	 ���	� ������������	������ �����

����	��� ��� �����	��� ���� 	 �� ��� �����������
ε = 10−6 ������ � � �� ����

�����	����� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ! �> �������� ��� �



� ���� ����� ����� > >

��� ���� � #> � �������������	� ���� ��� �� ��� ����� ��
G = G1,

m = 100, b(x) = (x2
1 + 2x2

2, −2xx2)
T ���

x0 = 0

��������� � �������� ��� ��	 ���� � ��������� ��� � ���� ��	 �

k |xk − x∗| ��� �� |Axk − b| ��� �����
>

7, 30 · 10−1 2, 22 · 10−1

"
1, 89 · 10−1 1, 69 · 10−3

�
8, 48 · 10−2 2, 86 · 10−5

)
6, 54 · 10−4 9, 13 · 10−6

#
1, 51 · 10−5 8, 45 · 10−8

5
3, 93 · 10−6 9, 73 · 10−10

!
1, 76 · 10−6 8, 45 · 10−12

6
1, 64 · 10−8 8, 83 · 10−13

'
4, 20 · 10−10 1, 41 · 10−13> 
9, 35 · 10−11 1, 30 · 10−13>>
3, 75 · 10−11 3, 10 · 10−14>"
4, 42 · 10−12 1, 13 · 10−14>�
8, 28 · 10−13 1, 13 · 10−14>)
3, 13 · 10−13 1, 13 · 10−14>#
1, 35 · 10−13 1, 13 · 10−14>5
1, 71 · 10−15 1, 13 · 10−14>!
1, 41 · 10−15 1, 13 · 10−14>6
1, 09 · 10−15 1, 13 · 10−14

� #* #� !�$��������� 1�$ ������� @ ����� ���#���� ��$

��� ��� &
���� ��� ������� � ����	���������	 �  ����� ���	 ��� &
���� ��� �������
� ����	 �������� ��	 � �� ��� �������� ����	����� �� � ���	 �����

x ∈ G
�����( ��

	 ����� � ���� ������	��� � �� ��� � ����� � ������� ���������
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����9 ���  � �� ��	 � ��� ��� �������
G1

���
G2

��� � �� ��������
b(x) :=

(1, 1)T �������� �� � � ���� �������� ������ ��� ������� ���	������ ��������

∫

∂G

b(y) · N(y) doy = 0.
�>��

���� �( ������� ���� &
����
(u, p),

��� �������� ����	�����  ����� ��� ����	� ���
��������� ��

u
��������� ��� ��� ������������

p
��� �� ���� �������� ���������

��������� � ����		 � ��� � � �� ����������
u(x) :=(1, 1)T , p(x) := 0

��� ���� ����
&
���� ������ ���� ��	 � ��� �

� �� � ����		 �� ��� � �	�������
���� Um = ((Um)1, (Um)2)
T ��

m = 50
	 ��

��� ��������� �� ���� � �	 ��	��� ��� ��	 �� �����	��� � � �� ��	 ��� ∣∣∣1− (Um)1

∣∣∣
��� ∣∣∣1 − (Um)2

∣∣∣ ���� �	 �� �� ���
G1

�� ��� ����������� >) ��� >! �������� ��� �
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1-1
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0

0.5

1

0
0.05
0.1

0.15
0.2

-1
-0.5

0

0.5

��������� >) 

m = 50, s = 5, |1 − (Um)1|

-0.4
-0.2

0
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0
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0

5´10-13
1´10-12
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��������� ># 

m = 50, s = 5, |1 − (Um)1|
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0
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0

0.5

1

0
0.05
0.1
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0.2
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0
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��������� >5 

m = 50, s = 5, |1 − (Um)2|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0

5´10-13
1´10-12

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� >! 

m = 50, s = 5, |1 − (Um)2|

�	 ������� ��� ��������
G1

���� ��� ��	 ��� ∣∣∣1− (Um)1

∣∣∣ ��� ∣∣∣1− (Um)2

∣∣∣ ��	��
��

m = 50
��	� �����  ����� �� ��� �	 ������ ��� ������ ��� � �	����� Um

���
��
���� ������	����� ��	 �(����� ����

u
������� � � ��� ����	��	� �������

��� �	 ����	���� " �� ����	���� ���� ���������	������ ���
u.

�� ���� ��	 ���	

u(x) = (0.5, 0.5)T �� ����
x ∈ ∂G.

���
m = 250

���� ��� ��	 ��� ∣∣∣1 − (Um)1

∣∣∣ ��� ∣∣∣1 − (Um)2

∣∣∣ ����	 � �	 �������
��� ��������

G1

� �� ���	 �� ��� ��	���� �	 ������ ��� � �����
∂G1

��������	
� ����	 �� ��  � �� �� ��� ����������� >6 ��� "> ����������� �

-1
-0.5

0
0.5

1-1

-0.5

0

0.5

1

0

1´10-6
2´10-6

-1
-0.5

0
0.5

��������� >6 

m = 250, s = 10, |1 − (Um)1|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4
-0.4

-0.2

0

0.2
0.4

0
5´10-16
1´10-15

1.5´10-15

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� >' 

m = 250, s = 10, |1 − (Um)1|
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-0.5
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1-1

-0.5

0

0.5

1

0

1´10-6
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��������� " 


m = 250, s = 10, |1 − (Um)2|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0

5´10-16
1´10-15

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� "> 

m = 250, s = 10, |1 − (Um)2|

��� ��� ��	
	��� ��� ����	 �
m

��� � ��������������������� ����������� ���	
��� ��	 ��� � �� �������� � ��� ������� ��������	� ���������� ��	� ���� � �� ���	 ��
��� ������

G2

����	� ��������� "" ��� "' �

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

0
0.02
0.04
0.06
0.08

-0.5

0

0.5

��������� "" 


m = 50, s = 5, |1 − (Um)1|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

-0.2

0

0.2

0
0.00001
0.00002
0.00003
0.00004

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� "� 


m = 50, s = 5, |1 − (Um)1|



� ���� ����� ����� > #

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

0
0.02
0.04
0.06
0.08

-0.5

0

0.5

��������� ") 


m = 50, s = 5, |1 − (Um)2|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

-0.2

0

0.2

0
0.00001
0.00002
0.00003
0.00004

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� "# 


m = 50, s = 5, |1 − (Um)2|

-0.5

0

0.5
-0.5

0

0.5
0

5´10-9
1´10-8

-0.5

0

0.5

��������� "5 


m = 250, s = 10, |1 − (Um)1|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4
-0.2

0

0.2

0
5´10-16
1´10-15

1.5´10-15

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� "! 


m = 250, s = 10, |1 − (Um)1|

-0.5

0

0.5
-0.5

0

0.5
0

5´10-9
1´10-8

-0.5

0

0.5

��������� "6 


m = 250, s = 10, |1 − (Um)2|

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

-0.2

0

0.2

0

5´10-16
1´10-15

-0.4
-0.2

0
0.2

0.4

��������� "' 


m = 250, s = 10, |1 − (Um)2|



� ���� ����� ����� > 5

����9 ��� � � �	 �� ��� ��� � ���������
b(x) = (−x1, x2)

T ,
��� � �� ������� ���	�

������ �������� �>�� �� ��� ��� ������ � � ��� ���
u(x) := (−x1, x2)

T ��� ���������
� ����		 �� ����	� ������������� ��� ���������	 �����

p
� � �� ��	 ���������������

�� ∣∣∣− x1 − (Um)1

∣∣∣ ��� ∣∣∣x2 − (Um)2

∣∣∣ ��	�� ��
G1

��
m = 50, s = 5

� �� � ���
��� 


-1
-0.5

0
0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1

0

0.01

0.02

0.03

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� � 


m = 50, s = 5, | − x1 − (Um)1|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.0001
0.0002
0.0003

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� � > 

m = 50, s = 5, | − x1 − (Um)1|

-1
-0.5

0
0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1

0

0.01

0.02

0.03

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� �" 


m = 50, s = 5, |x2 − (Um)2|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.0001
0.0002
0.0003

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� �� 


m = 50, s = 5, |x2 − (Um)2|



� ���� ����� ����� > !

���� � �� � ���� ��� � ��	���� 	 ��
m = 250

���
s = 10

����	�	���  ������
���� ���	 ��� ��	 ��������������� � �� � ��� 


-1
-0.5

0
0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

0
0.0001
0.0002

0.0003

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� �) 


m = 250, s = 10, | − x1 − (Um)1|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
2.5´10-7
5´10-7

7.5´10-7
1´10-6

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� �# 


m = 250, s = 10, | − x1 − (Um)1|

-1
-0.5

0
0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

0
0.0001
0.0002

0.0003

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� �5 


m = 250, s = 10, |x2 − (Um)2|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
2.5´10-7
5´10-7

7.5´10-7
1´10-6

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� �! 


m = 250, s = 10, |x2 − (Um)2|

��� ��� ��� ���  ���� ��� ��	 ��� �	 ����9 ��� � ���	� �� ��	���� �������� � ��
�	 ����9 �� �  �



� ���� ����� ����� > 6

��� � ����	�� �(����	 ���� ������ ��� �� ��� ������
G2

��� ��	 ���������������
� �� � ��� 


-1
-0.5

0
0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1

0
0.01
0.02
0.03

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� �6 


m = 50, s = 5, | − x1 − (Um)1|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.0025
0.005

0.0075
0.01

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� �' 


m = 50, s = 5, | − x1 − (Um)1|

-1
-0.5

0
0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1

0
0.01

0.02

0.03

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� ) 


m = 50, s = 5, |x2 − (Um)2|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.005
0.01

0.015

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� ) > 

m = 50, s = 5, |x2 − (Um)2|



� ���� ����� ����� > '

-1
-0.5

0
0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

0

0.0001

0.0002

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� )" 


m = 250, s = 10, | − x1 − (Um)1|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.000025
0.00005

0.000075
0.0001

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� )� 


m = 250, s = 10, | − x1 − (Um)1|

-1
-0.5

0
0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

0
0.00005
0.0001

0.00015

-1
-0.5

0
0.5

1

��������� )) 


m = 250, s = 10, |x2 − (Um)2|

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5
-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0
0.00005
0.0001

0.00015
0.0002

-0.5
-0.25

0
0.25

0.5

��������� )# 


m = 250, s = 10, |x2 − (Um)2|

��� ��	 ��� ��� � ����� ��	�������� �������	����� ���	 	��� ��� �������� �������
� �� � �� ���� �	 ����9 �� �  ������	��� 	���� � � ��� ����� �����  ���� ��� � ����
������	�������

b1(γ(τ)) = −a cos(2π τ)
�� ��� ������� �	� � ������	 �( �	�	

����		 �  �� ����� ��	�������
b2(γ(τ)) = b sin(2π τ)

�����	� �����  ��� �	 �
����	�� �

�������	 ���	� 	 �� 	��� ���	  ���� ��� ��
���� ��	 ��� �� ��� �	 ������ ���
������ �������� ��� ���� ��� ��	 ��� �	 �����	 ����� ����		�  ���� ��� ���
��	 �

m
��� � ��������������������� �����
���� � ��� �



� ���� ����� ����� >> 

� �� ����� ��� ���������� ��� ������ ��������	����� ���	 ���	 � � ����		 �� 


� � �� ��� ����� ���	�� � �� ��� ��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ���
������ 	 �� ��� ����	 �

m
��� � ��������������������� �

� ��� ��� 	��������	 ���	� ����� ���	��	�� ������� � ��	�� ���	 ��� ��������
��	�� ��� �� ���� � �	 ��	��� ���� �� �   �����������������������  �� ���
�����	��	��	���������� ���� �� #  � ���������������������� �

� ����	 � �� ��� � ����	���� ��� 	��������	 ���	�� ����� ���	��	��������� ��
� �� ���	 �� ��� �����	���� ��� 	��������	 ���	�� �����	��	��	�������
��� �� 	 �� ��� ��������� ��	������ �� ���� � �	 ��	��� � ��� ��

m = 30 000������� �� ���	��� ���� ���
���� � �� � �� ��� �������� �����	������ ������
�������� �� 	 �� ��	 �����
	 �����	��� �

� �� ������� ��� ����	 �
s

��� ������ ��� ��( ���  ����� ��
��� ��� � �� ���
��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ��� �� ���	��� ���� �

� ��� �� ������ ��	 ��� � �� ��� � ����	���� ��� 	��������	 ���	�� �������� ��
	 �� ��� ��������� ��	�� ���� �� ���� � �	 ��	��� ������ 	 �� ���	������ ���
��	 �

p
��� � ������ �� ��� ���� ��� ��� ������� ������� �������������	 �� �

� � �� ����	 � ��� ����������	�� ����������� ��� ��� ��	 �����	�� &
���� ���
������������	 � 	���� ����� ��� ��� ���	 ����� ��� �������� �� � ��� �� ����
�������� ��� ����	��� ����� ��	������ � �� ��� ������ ������ � ����	��� �



��������� >>>

	 ���	��		

��� ����	���  � �� �
�
������� ��  ��� �

�
�	��� ���  � ���
 � ����� ����	���� �

�����	 	 ���	 ����	����� ?��� � � ������ 
 ������& �� �"  "

��� ������  � �� �
 � ��	������ ����������� �� �������� �� ������� � ��	 ����
�� ��� ����� �� � � � ��	� � ��� � � ���	 � �>  �5!��!6 �>''#

��� �������  � �
 ��	�� ��� ����	��� ��� &
���� ��� ����������� �� ����	���
��� ��� �������� ��	����� � � �� ��	 ��� ��� �� ������� >''5

�� � ������� �� �  � �
�
&�	 ��  � �
 ���� 	� ���� � �� 	 ��	�� �� 	� �����	 ���

������ ��������� � ��	 � ��� � � *��  > #�>> �>''6
��� ����	���  � �

�
����	���  � �
 �� �	� ����������� � �	� ������ ���

	 ������ �� ������	 ������� � �(������ ��	 ���� � � ��	 � � � ">�  "!#��  
�>''�

��� � ������  � �� �
 � � ���� � 	 ��	��� �� �� ����� ��� ������ ��	� ��������
��������� � ���	 � ��	 � � %  #!!�#'� �>'5#

��� � ������  � �� �
 ������������ 	 ��	��� ��� �	��� ��� �������� �� ����
���� 	 �� �	 ������� � � ��	 � ��	 � � �  �56��6 > �>'5!

��� � ������  � �� �
 � ��� 	 ��	�� � �� �� ��� ��� ������ ��	� ��������
��������� � ��	 ��� � � � �  ')�'' �>'5'

�	� � ������  � �� �
 �	� ����������� � ���� ������� ������������ 	 ��
�	��� � � ��	 � ��	� � �-  �5#��6" �>'! �

���� � ������  � �� �
 �	� ����������� � � � ���� � ���� ������� 	 �� �	 ����
���� � ������		 � �  � � � � � ���� � � ��	 � ��� � � �  !5�'  """�"� > �>'! � 

���� � ������  � �� �
 �	� ����������� � �� �������		 �� �� �� ��� ������
��� ������ �����	 � � � ��	 � ��	� � �7  "6#�"') �>'!>

���� � ������  � �� �
�
������  � �� �

�
���

é
 � �� �
 �� �	� ���� � ��� ��� ��������

����������� � ������������ 	 ��	��� � � � ���� � � ��	 � ��� � � �  ""��
")# �>'!�

���� �������  � �
�
��������� & �

�
���	 ���  � �
 � ��� � ������		 �� ������ ��

��	� ������� � � � ��� � ���� � ��	� � %  55'�565 �>'66
��� � �����  � �
 ���� 	� ���� � �� 	 ��	�� 
 � 	 ��	�	 ����� � ������ ��	 � ��� � �

*�7  > �!� > )" �>''!
���� �����  � �
 �	� ��� 	� ����� �� 	 ��	�� � 
 ����� �������� ��� ���	������

��	 � ��( ���� ���� � � ��	 �� � ��� � � *A  '6� >"6 �"   



��������� >>"

���� �����  � �
 �	� ��� 	� ����� �� 	 ��	�� 
 ��	 ����� � �	 � ��	 �������� � � �
��	� � �	�� � �>  >'#�") �"   

���� �������  � �
�
���� �� ��� ����  � �
 �� ���� � �� �(�������� �� ������ ��� �

��� � � � ��� � ��� � ->  ""��""' �"  "

���� ����	���  ��
�
������  � �

�
�� ����  � �
 ���� ������ 	 ��	��� �� �	� ����

������ �� ������ � ����� �����		 ����� ������ �����	 � � ������ ��	 � �
��� � ��� � �  "))�"!5 �>'''

��	� � ���� ��  & �� 
�
&���  � �& �
 ����� �� ��	 � ��(���� ����	 ������ � ���

���������� 
 &�� �"  "

���� ��� �  � �� �
 ������� �� ����	����� � � ��� 
 �������� �>''!
���� ��	�����  � �

�
���������  & �
 � ��� ��� 	� ���� � �� ����������� �������

�� ���� �� ��� ��	 ������� � ���� � � ��� � ��	 ��� � �*  �  !) >�!5 �"  >
���� �������  � �
 �������� >  "  � � � ������	���� 
 � ����� �>'6!�>'6'
���� ������  � �
 � 	� ���� � �� �(������� ���	����� �� �� ����� ��������

������� � ��������� � ��	��� � � ��	��� ��� � � � ��	 � ��� � 7�  "6'�
"'! �>''6

��� � ���� ��	 ���  � �
 ��	�� ��� ��		 ����������	��� ��� ��	 �����	�� &
�
���� ��� ������� �� ����	����� �� �������� ��	 � �	

R
3.

������������
����������� � ������	� >''!

���� ���������  & �
�
���	 ���  � �
 ����� ��� ������� � ��������� ?� ��� ��

�	��� ��	 ������� � �� 
 �����( ���	���  ������ �� � � �������� ��� � �
���������  &������ ����� �� ���	�	 ����� � � ����� 
 �������� �>'66

���� ���������  & �
�
� ������� �  � �� �

�
����  � �
 ������� � �������� 	 ��	���

�� ������ ��� ��� ��������� � ��������� �� �	� � ���� � � � ��	 � � �	�� �
�7  ) ��) >) �>''5

���� ���������  & �
�
���	 ���  � �
 � ��� �������		 �� ������ �� ��	� ������� �

� � ��	� � �	�� � *7  "6 �"'" �>''!�
���� ���������  & �

�
���	 ���  � �
 � ��� ������� � �	� ��� 	� ���� � �� 	 ��

�	�� �� �	� &�� ���� �������� �� �	��� ��	 ������� � ���� ��	 ����� � 
""' �>''!� 

��	� ���������  & �
�
� ������� �  � �� �
 �� ������� � �������� �������	 ��

�	� ����	 ������� �� ������������� ��������� �� ��� ��	 ������� � ����
� � ��� � ��	 ��� � �>  � >6���5 �>''6



��������� >>�

���� ��������	  � �
 ������� �� ����	����� � ��������� 
 ������� �>'6'
�� �� ��������	  � �
 ��������� &
���� ������ ��	���	� �������� � ����	�����

�� ���	 � � ��������� 
 ������� �>''�
���� � ����  � �� �
 ������� � �������������� � �� ������� �� ������	 ������� �

������� ��� ���� ��	 � � ������� � ��������� ��� �������� �	���� # 
#���#)! �>'6"

���� � ����  � �� �
�
� ����  � �
 �� �� ������� � �������� �� �	� ����

��	 ������� � �( ������ ������ ���� ��	 � ��� � � ��	 � � ��	 � >  !!�'�
�>'6#

��� � ��������  � �
�
� � ����  � �� �
 ������� ��	 �����	�� ����	��� � ��������


 ���� 
 ������	 �>'!�
���� �����  � �

�
���	 ���  � �
 ������ � ��� �������� ��������� �� �	� � ��������

��������� �	���� �� �� �� ������� � 
 ��� ������� ��������� � � � ��	 � �
�	�� %  ) �!) �"  �

���� �����  � �
�
���	 ���  � �
 ������ � ��� �������� ��������� �� �	� � ��������

��������� �	���� �� ���� ������� � � � � � ��	� � �	�� %7  >�>5 �"  )

���� �����  � �
 � ��	 ���� ��� �����������	����� � � ����� 
 �� �������
�>'!6

���� �����  � �
 �����������	����� � � ����� 
 �� ������� �>'6 >
��	� � ����  � �
 & ����� ������� � ��������� � � ����� 
 �������� �>'6'
���� � ����  � �
 ��	 ����� � ��� ����� � ������ 
 �������� �>''6
�� �� � ������� �  � � � � � �
 �� �� ����� ��	 ������ 	 ��	�� �� ������� ���

�������� 	 ����� �� ������	 ������� � �������� ��� � � � � ��	 � � �	�� �
�  )!'�# 6 �"  >

�� �� � ������� �  � � � � � �
 ��	 ����� � 	 ��	��� �� 	� ���� � �� �������� ������
���� �� �������� ��� � � � � ��	 � � �	�� � A>  >�") �"  "

���� &����	�������  � � � �
 �	� 	 ��	�	 ����� � �	���� � � ������ ����	 �
������� �� ��� � ��� ���� 
 ������ ��� � ����	 ������� ��� ���	��� ��� �
�>'5'

��� � &���  � �
 ����������� ���� ������ ��� � �� ������� �� ����	����� �������
� ������ � � ���	��	 
 � �� �������	���	�� �������� >'5!



��������� >>)

�� �� ��( ��  � �� �
�
�����  � �� �
 &��� ����� ���� ��������������� �� ���������

����	 ������ �� ������ ��� � ��� � � � �� ����	��� ���� ��  >5 �� >5"5
�"  >

���� �������  � �
 ��	 ���� �������� � ����	������ ���	 � � � ������	���� 

� ����� �>'''

�� �� ������  � �
�
����	 ����  � �� �

�
&���	���  � �� �

�
�	���  � �
 � �����������

���  ��������  	� ���� � ������� ������� ��������� 	 ��	��� �� �	� �	����
��	 ������� � ? ����� ��� ������� � ��������� � � ������� � �	����� ���� � �
��� � ���� � ��	 � � 7  !>) �>'') 

���� ���	���� �  � �� �
�
� ���� � �� �

�
�����	��  & �� �
 ��� ��� ��� �����	 �

	 ����� 	 ����( ����������� ���� � � � ����( ��� � � ��� � � *  !!6�!'#
�>''"

��	� �������  � �� �� �
 ���� ��� ������������� �� �� ��� ���������	 ��
��	�� ������������� � � ��	 � � � *�  �"'��!# �>'� 

���� �   � �
 � �� �� ���� � �	 ��	��� �� ����������� �� ����	����� � � �� ��	 �
��� ��� ����������� ��������� "  >

���� ����  � �
 ��	 �����	� ���	�	 ���� �� ������� � � �������� 
 � ����
��� �>'') 

���� ��	� ��  � �
 � ������ � ���	 � � �	� ����������� �� ������� �� �	� ����
�� ���� � �� �������		 �� ���������� ���� ��	 � � ��� *�  �����#6 �>''5

���� �����������  � �� �
 ���� � �
 � ��	� ��
O (N logN)

� ������		 �� �	�
����� ��� ������� � ������ ��������� �� ������������ � �	�	 � �	� � � &������
�-�  )6)�)' �>''#

��� � �����  � �
 ��( �	 �������������	�������� �� &
������ ��� � ����	���
��� ��� ������ � � ����������� ����������� � ����� "  "

���� �� ������  � �� �
�
����	����  � �� �
 � ������	 ��� ������� �� ����	����� �

� ���� ����� 
 �� �����	 ���� � �>'''
���� �����  � �� �
 ��� �������� � �������� � �	���� �� �	� �� ������ � � & ��

�������� �����	 � ��� ���������� ��������� �� �	� ����� �	 ������� �
���� � �� 
 ������������ � �	� ������� ��������� � ���	�	 ����� �
��� �
 � �� � &����	������ ��  ���������� � �� �
 �	 �� � � ��	 � ��� � >5!�
>65 �>'!�

���� ���	 ���  � �
 ����� �� ������ � �������� ��������� � � ������� � �������� �
�	����� � � ��	� � �	�� � �>  >6! �>'6#



��������� >>#

���� ���	 ���  � �
 ����� �� ������ � ������� � ��������� � ���������� �	����
�� ��� ��	 ������� � � � ��	 � � �	�� � A�  ) >) �>'' 

��	� ����  � �
 ��������� ���	��� �� ������ & ����� �� ���	 � � ������ 
 �� �
��� ���	 ��� ��	 ���� �>''5

���� ��	 ��� �� �  � �� �
 ��� &
���� ��� ����������� ������ ����	����� ���
���������	 �� � � �� ��	 ��� ��� ����������� � ���� � �"  "

�� �� ��	 ��� �� �  � �� �
�
����	���  � �
 �	� ������� �������� �� 	�	 ����

����� ���� ��� ������ � �����  *�  >' '� >'"> �"  ) 

���� ��	 ��� �� �  � �� �
 �� �������� 	 ��	�� �� �	� ����� ��� ������� �
	��������	 ��� � �������� ��  �� 
 ������������ � �	� ��������� � �	���
	 �	 ��	������ � �� �������	 ����� ����	 ���  ���� � ��� � ��  >">� >")
�"  ) 

���� ��	 ��� �� �  � �� �
 � 	� ���� � �� 	 ��	�� �� �	� � ������� �� ��� ����
� ��	 � � �	� &�� ���� �������� � ���� -  !>5�!>! �"  ) 

��� � ��	 ��� �� �  � �� �
 � 	� ���� � �� 	 ��	�� �� �	� ����� �� ������ � �	�
������ �� ���	 � ����	���� �� ���� 7 �"  #

���� ��	� ��  � �
�
��	���  � �

�
���� ����  � �& �
 �	� ��	�������� � � ��

������ �� ���� ��� �� �	� �������� �� �� �( �������� ���	����� ��
�	� � ������� � ��	 ��� 	 ��	��� � ��	 ��� � � ��	��� ��� � � � ��	 � ��� �
7�  ""#�"�6 �>''6

���� ��	����  � �� �
 ��	 �����	� ���	�	 ���� � ��������� 
 ������� �>'66
���� ��	�������  � �
 ��	 �����	� &
���� ���	� �������� � ����	����� � ����

�	��  � ��� 
 ���������� �>'!'
���� ������  � �
 ��� ��	 ���� ��� � ����	����� ��� ������ � � �� ��	 ��� ���

�� ������� >''5
��	� ��� ������  ��

�
�
���� � �
 ��	 �����	� ���	�	 ���� �� ���������� ���

�	������ � ������ 
 �������� �>'' 
���� ��� ��  � �

�
�� �����	  � �
 ��	 �����	� ���	�	 ���� �� � ������ 
 ��������

�>'' 
���� ������  � �
 ���� �������� "� �����( 	 ��	��� � � � ��	� � �	�� � *� 

> 6� >"" �>''!
���� ������� � �� �
 ��������� � ��������� �� ����	����� � � ������	���� 
 � ����

�� �>''#



��������� >>5

���� ����� � �  � �
 �
	��� ��� ����� � ��������
���� 
 ������	������� �>'6 
��� � ����	���  � �
 ��� ��	 ���� ��� � ����	����� ��� ������������� � � ���

��������� ����������� ��������� �>'6#
���� ����	���  � �
 �	� ������ ��������� � ������ 
 �����	 �� �>'') 
���� �� ����  � �
 ���
	� ���	� � ��������� �� ����	����� � � ����� 
 ��������

�>'!5
���� � ����	 ����  � �� �
 � �������� � 	 ���	 ����	����� ?� �� � � ������ 
 ����

�� �>'6#
���� ��	 ���  � ��� � ���	 � � �
 � �� ���� � �� �������� � ��	 ��� ���	���

��� �� ������	 ������� � � ����������� � ���� '#� !  > � " �>''#
��	� �	��	�� ���  � ����� ����  ������ ����  ���� &�� 
 ��	 � ��� �����

����� � ���� �� ���� � �� �������� � ��	 ��� ���	��  ������	 ��� �
����������� ���	����� � �����	�� ���������� � ��� ��� �"  )



��	��� �� � >>!

��� ������

� ���	 �� ������	��� ��	  ���� ��	 ��� ����������� � ����������� �� ��������� ��� �	��
���������� � ��� ���������� 	��� ��� ������ � �� �� ��� � ����������� ������� ��
��� � ���	 ���� � ���	� � ������ 	�� � � ���� �������  ��� �
�����	 ���� ������	��
��� ���
���� ���	��� ���� �����
� ������	��� ��	������ �����		 �� ����  	�� � ��	
� �� �� ��	� ����� ���	 ��	 ��	� � � ��� ���� ������ � �� ��� ����� �� ����	 �������
���	 ������� ���� �����������������	��� ��������� �

� ���� �  ��� "# ��� "  #


