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Abstract

Ferroelectric materials are nowadays used in many areas due to their special
electro-mechanical properties. Since their material properties are partly strongly
dependent on temperature and the temperature can have a decisive influence on
the reliability and life time of ferroelectric components, caloric aspects have increa-
singly been investigated in recent years, not least because the electrocaloric effect
is suitable for solid-state refrigeration. The thesis deals with the modeling and
simulation of nonlinear thermo-ferroelectric material behavior. The focus is parti-
cularly on the modeling of temperature changes due to domain wall motion in the
material and its numerical implementation. To establish a corresponding numeri-
cal discretization scheme, a weak form has to be derived, which conatins the con-
stitutive and balance equations of dissipative thermo-electro-magneto-mechanical
multi-field problems. The method of weighted residuals is usually used for this
purpose, since a classical functional of caloric and electrodynamic problems, as a
prerequisite for a cariational approach, is not known. Deficiencies lie in the dif-
ferent units, which, in contrast to mechanical stress, electric displacement and
magnetic field, intrinsically involve time rates in the fluxes of heat and electrical
current. By combining classical variational principles, i.e. HAMILTON’s and JOUR-
DAIN’s principles, and introducing a heat and a charge flux potential, a modified
variational principle is introduced and referred to as the principle of Hamilton-
JOURDAIN. Based on the weak formulation, an algebraic system of equations is
finally set up and implemented together with the thermo-electro-mechanical con-
stitutive model into a commercial finite element software, which is finally used to

numerically solve various boundary value problems.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

Ferroelektrische Keramiken decken heutzutage aufgrund ihrer speziellen elektro-
mechanischen Eigenschaften ein grofles Spektrum an Einsatzgebieten in Alltag
und Industrie ab. In alltaglichen Produkten wie Feuerzeugen, Lautsprechern und
Signalgebern werden neben piezoelektrischen Werkstoffen schon lange auch py-
roelektrische und ferroelektrische Werkstoffe verbaut. Aber auch in Hightech-
Industrien, insbesondere der Luft- und Raumfahrttechnik, der Medizintechnik,
der Kraftfahrzeugtechnik oder bei der Entwicklung neuer Datenspeicher- und Si-
gnaltechnologien, finden die Piezoaktorik und inzwischen auch der pyroelektrische
Effekt aufgrund ihrer Vielféltigkeit groffe Anwendungsbereiche.

So nutzt beispielsweise die Firma Cypress Semiconductor in ihren F-RAM-
Speichern (Ferroelectric Random-Access Memory) ferroelektrische Materialien fur
ihre nichtfliichtige Speichertechnologie. Die entscheidenden Vorteile gegentiber an-
deren nichtfliichtigen Speichertechnologien sind hierbei eine schnelle Schreibge-
schwindigkeit ohne Verzogerungen, eine extrem hohe Lebensdauer beim Schrei-
ben und Lesen von 100 Billionen Zyklen sowie ein sehr geringer Stromverbrauch
von 3mA wahrend der Speicher aktiv ist. Durch die Verwendung ferroelektrischer
Materialien sind auflerdem keine Batterien oder Kondensatoren erforderlich. Cy-
press Semiconductor gibt als mogliche Anwendungsbereiche die Automobilelek-
tronik, die industrielle Steuerungs- und Automatisierungsausriistung, Multifunk-
tionsdrucker und tragbare medizinische Geréte an [19]. In der Automobilindustrie
ermoglichen Piezo-Injektoren in Diesel-Einspritzsystemen hohere Driicke, schnel-
lere Schaltzeiten und eine flexiblere Anpassung der Einspritzung an den Betriebs-
zustand, wodurch Diesel-Motoren sparsamer und leistungsstarker gemacht werden
konnen [103].

Bei Anwendungen ist es haufig wichtig zu beachten, dass multifunktionale Werk-
stoffe wie Bariumtitanat (BT) oder Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) neben piezoelek-
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trischem und ferroelektrischem auch pyroelektrisches Materialverhalten aufweisen.
Elektro-mechanische Anderungen gehen hierbei mit Temperaturdanderungen im
Material einher. Insbesondere die durch hohe, die Koerzitivfeldstéirke tibersteigen-
de elektrische Felder auftretenden Umklappprozesse konnen bei hohen Frequen-
zen, bei der die Regulierung der Warmeabfuhr nicht mehr gewahrleistet ist, zu
einer groffen Erwiarmung des Bauteils fiihren, wodurch nicht zu vernachlassigen-
de Materialparameteranderungen bis hin zu Phasenédnderungen auftreten konnen.
Die Bauteilfunktion kann in dem Fall nicht mehr gewéahrleistet werden. Ein be-
kanntes Problem, das durch diesen Effekt entsteht, ist das sogenannte self-heating
bei Aktoren.

Wiéhrend die mit den linearen piezoelektrischen und den nichtlinearen ferroelek-
trischen Prozessen einher gehenden reversiblen und irreversiblen Temperatur- und
Materialparameteranderungen bisher bei der Untersuchung und Bauteilentwick-
lung eher storend waren, ist man in den letzten Jahren zu der Auffassung ge-
langt, dass sich durch Ausnutzen dieser weiteren Eigenschaft multifunktionaler
Werkstoffe auch enorm viele neue Anwendungsmoglichkeiten erschliefen lassen.
Besonderes Interesse wurde dabei an den materialeigenen elasto- und elektroka-
lorischen Effekten gezeigt. Mechanische Dehnungen oder elektrische Spannungen
im reversiblen Bereich konnen unter bestimmten Belastungssituationen negative
Temperaturdnderungen im Material hervorrufen. Eine negative Temperaturin-
derung, die gleichbedeutend mit einer Abkiihlung ist, ermdoglicht eine Festkorper-
kithlung, deren Wirkungsgrad weitaus hoher zu sein verspricht, als man ihn bisher
durch herkémmliche Fliissigkeits- oder Gaskiihlung erreicht. Zudem ermoglichen
feste Stoffe als Kiihlelemente nicht nur vielseitigere und platzsparende Einbaumog-
lichkeiten, sie konnen auch nicht auslaufen und sind nicht entziindlich. Dadurch
konnten aufwéindige Sicherheitsmafinahmen, wie sie bei herkémmlichen Kiihlvor-
richtungen notwendig sind, reduziert werden. Insbesondere fiir die immer schneller
und leistungsstéirker werdenden Prozessoren und fiir andere elektronische Bauteile
ist die Entwicklung solcher neuen und effizienteren Kithlmethoden enorm wichtig,
da bei diesen die Erwdrmung einen begrenzenden Faktor darstellt. Ein ebenfalls
bekanntes und hochst aktuelles Problem ist die globale Erderwérmung. Warme
ist oft ein ungenutztes Nebenprodukt von Maschinen und Prozessen. Durch die
wechselseitige Kopplung von elektro-mechanischen mit pyroelektrischen Effekten
lassen sich mit Hilfe multifunktionaler Werkstoffe umgekehrt auch Temperatur-

anderungen in elektrische oder mechanische Energie umwandeln. Ferroelektrische
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Werkstoffe versprechen also durch genauere Betrachtung materialeigener kalori-
scher Effekte ein grofles Potential an weiteren interessanten Anwendungsmoglich-
keiten.

Ziel dieser Arbeit ist daher die Entwicklung eines mikromechanisch und phy-
sikalisch motivierten nichtlinearen konstitutiven Modells und dessen Finite-
Elemente Formulierung zur Beschreibung wechselseitig gekoppelter thermo-
elektro-mechanischer Prozesse in Ferroelektrika. U.a. sollen Betrachtungen auf
atomarer Ebene eine mathematisch-physikalische Beschreibung wechselseitiger
thermo-elektro-mechanischer Kopplungen auf Meso- bzw. Korn-Ebene ermogli-
chen. Die fir die Finite-Elemente-Formulierung notwendige schwache Form und
ihre Herleitung fithren zudem zu Fragestellungen wie beispielsweise, ob und
auf welche Weise die schwache Form eines um die Kalorik erweiterten elektro-
mechanischen und, allgemeiner, eines elektrodynamischen Feldproblems iiber eine

Variationsformulierung hergeleitet werden kann.

1.2 Stand der Forschung

VALASEK konnte 1922 an Rochelle-Salzen (Kalium-Natrium-Tartrat) erstmals
nachweisen, dass Stoffe existieren, deren elektrische Eigenschaften sich analog zu
Eigenschaften bereits bekannter ferromagnetischer Stoffe verhalten (z.B. Eisen)!.
In SACHSE [108] werden die Analogien beschrieben. So sind sowohl die Permea-
bilitdt ferromagnetischer Stoffe als auch die Dielektrizitatskonstante der entdeck-
ten Stoffe feldabhingig. In beiden Materialien treten Bezirke gleicher Magneti-
sierungsrichtung bzw. gleicher Polarisationsrichtung auf, in welchen sogenannte
BARKHAUSEN-Spriinge bzw. spontane Polarisationen auftreten. Dadurch zeigen
beide Werkstofferuppen makroskopisch ein Hystereseverhalten, in dem remanente
und koerzitive Groflen auftreten. Auf diese Gemeinsamkeiten mit Ferromagnetika
geht letztlich auch die spatere Einfithrung des Begriffs "Ferroelektrizitat” fiir die
in Kapitel 2 genauer beschriebenen Werkstoffe zuriick, welcher heutzutage auf-
grund des darin vorkommenden Wortes "Ferro”, was auch fiir "Eisen” steht und
daher zu Missverstiandnissen fithren kann, stark umstritten ist.

Aufgrund zunehmenden industriellen Interesses an Materialien mit ferroelektri-

schem Materialverhalten wéchst seit den fiinfziger Jahren stetig die Zahl der

!Bereits FARADAY vermutete, dass ein Stoff mit ferroelektrischen Materialverhalten existieren
miisse [108].
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Publikationen auf diesem Gebiet [75]. Experimentelle Studien beispielsweise von
ROBERTS [104], ZHOU und KAMLAH [141], DITTMER et al. [21, 23] und LYNCH
[80] beschéftigen sich mit Untersuchungen an Materialparametern, dem Hystere-
severhalten und dem Verhalten unter bestimmten Belastungssituationen. Dabei
stehen sowohl grundlegende als auch anwendungsbezogene Eigenschaften piezo-
elektrischer Keramiken im Fokus.

In den vergangenen zwei Jahrzehnten wurde daher verstarkt auch an Moglich-
keiten gearbeitet, ferroelektrisches Materialverhalten zu modellieren. Ein haufig
verwendeter Ansatz zur Modellierung ferroelektrischen Hystereseverhaltens und
ein Vergleich mit experimentell ermittelten Ergebnissen wurde 1995 von HWANG
et al. [54] veroffentlicht. Darin wird das aufgrund aufgebrachter duflerer Lasten
hervorgerufene Kornverhalten der Struktur durch ein mikromechanisch motivier-
tes PREISACH-Hysteresemodell? vorhergesagt und iiber die Anzahl der Kérner ge-
mittelt. Auf Basis dessen kann schliefllich das makroskopische Materialverhalten
berechnet werden. HUBER et al. [53] simulieren die Polarisation der Elementarzelle
durch das Umklappen diskreter Winkel, wobei der Umklappprozess durch ein ener-
getisch motiviertes Kriterium gesteuert wird. Im Rahmen der Finiten-Elemente-
Methode (FEM) wurde dieses Modell durch weitere Arbeiten, wie beispielsweise
von HWANG und MCMEEKING [55], HWANG und WASER [56], MICHELITSCH
und KREHER [87], KAMLAH et al. [66], PATHAK und MCMEEKING [98], L1 et
al. [76], ENDERLEIN [24], GELLMANN [37] oder GELLMANN und RICOEUR [39],
umgesetzt. Die FEM erfordert das rechenzeitaufwandige Losen eines mehrdimen-
sionalen Randwertproblems. Eine diesen Umstand umgehende Methode ist durch
die Einfithrung der sogenannten kondensierten Methode (KM) gelungen. Hierbei
wird das mehrskalige Mehrfeldproblem kondensiert, indem die im Modell einge-
fithrten materiellen Punkte in einem Punkt zusammengelegt werden, der dann ein
polykristallines reprisentatives Volumenelement beschreibt. Fiir ferroelektrisches
Materialverhalten wurde die Methode beispielsweise von LANGE [73] oder LANGE
und RICOEUR [74] umgesetzt.

Wiéhrend der Einfluss der Temperatur auf das Materialverhalten und insbesonde-
re interne Temperaturanderungsprozesse sowohl in den Modellen als auch in den
Experimenten zunéchst weitestgehend vernachlassigt wurden, beschéftigen sich

neuere Studien zunehmend auch mit diesem Aspekt ferroelektrischer Werkstof-

2Das PREISACH-Modell wurde 1935 durch den ungarischen Physiker Ferenc PREISACH zur
mathematischen Beschreibung von Hysteresekurven veréffentlicht [99].
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fe. Experimentelle Ergebnisse, wie beispielsweise von MAUCK und LyNCH [84],
WEN et al. [130] oder IKEZAKI et. al [58], zeigen, dass der Temperaturverlauf
wichtige Materialcharakteristika, z.B. das Doméanenumklappen und den Hystere-
severlauf, stark beeinflussen. Wie einleitend beschrieben spielen dabei nicht nur
auBere Temperatureinfliisse eine Rolle. Experimentelle Arbeiten, beispielsweise
von CHEN et al. [17] und MOLIN et al. [91], benennen zwei Ursachen fir eine ma-
terielle Temperaturanderung ferroelektrischer Materialien. Nach diesen wird das
Temperaturverhalten der betrachteten Materialien einerseits durch eine reversi-
ble Temperaturanderung, welche das Material je nach Belastungsrichtung erwarmt
oder abkiihlt, und andererseits durch eine weit starkere irreversible Erwarmung
aufgrund von Umklappprozessen bestimmt.

Eine grole Anwendung fiir die reversiblen Temperaturdnderungen allgemein in
ferroischen Materialien wird in der Moglichkeit der Festkorperkiihlung gesehen.
2012 entstand daher ein sechsjahrig, durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft
(DFG) gefordertes Projekt unter dem Namen "DFG Priority Programme 1599”,
in dessen Rahmen Experimente und Simulationen durchgefiithrt wurden, um mit
Hilfe kalorischer Effekte neue Konzepte fiir die Festkorperkiihlung zu entwickeln
[27]. Die darin entstandenen Arbeiten sind in [26] zusammengefasst. SUCHANECK
et al. [119] schlugen 2017 zur Nutzung elektrokalorischer Effekte zur Festkorper-
kithlung einen Vier-Schritt Zyklus vor. Weitere Studien auf diesem Gebiet wurden
u.a. durch SUNGTAEK [120], ZHANG et al. [137] und MISCHENKO et al. [90] durch-
gefiihrt.

Neben den reversiblen Effekten beschreiben ZHANG et al. [139] und ZHENG et
al. [140] in ihren Studien, dass es in Aktuatoren, welche mit hohen Frequenzen
oder iiberkritischen Amplituden belastet werden, aufgrund eines ferroelektrischen
Hystereseverlustes zu einer Selbsterwdrmung kommt. Nach CHEN et al. [17] geht
die Selbsterwarmung auf das zuvor als eine der beiden Ursachen fir eine Tempera-
turdnderung genannte irreversible ferroelektrische Umklappverhalten zuriick. Der
Prozess wird in der Studie allgemein beschrieben. Eine von CHEN et al. [18] verof-
fentlichte Studie behandelt die héufig nicht beriicksichtigte Warmeentwicklung in
beschadigten Materialien. Darin wird u.a. gezeigt, dass selbst bei unterkritischen
elektrischen Feldstirken an Rissspitzen, aufgrund des dort vorherrschenden Um-
klappverhaltens, Temperaturanderungen auftreten. Beide Studien belegen, dass
die durch Umklappprozesse erzeugte Temperaturdnderung ferroelektrischer Ma-

terialien eine nicht zu vernachlassigende Gréflenordnung erreicht.
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FE- und verwandte Ansétze zur Simulation thermo-piezoelektrischen und damit
linearen Stoffverhaltens wurden u.a. von GORNANDT und GABBERT [41], SHANG
et al. [113, 114], SENOUSY et al.[112] und SLADEK et al. [116] verdffentlicht.
Von KM [69] und KATHIB et al. [68] wurde auf Basis von dem in [53] und [54]
vorgestellten Modell eine konstitutive Modellierung thermo-ferroelektrischen Ma-
terialverhaltens vorgenommen. Die meisten wissenschaftlichen Arbeiten, die sich
mit thermo-elektro-mechanischen Feldproblemen beschéftigen, entkoppeln wéh-
rend des Berechnungsprozesses die Temperatur von den elektro-mechanischen
Feldern. Ausnahmen stellen z.B. WINGEN und RICOEUR [134] und WARKEN-
TIN und RICOEUR [128] dar. In WINGEN und RICOEUR [134] wird fiir die nu-
merische Simulation einer multilateralen wechselseitigen Kopplung die thermo-
elektro-mechanische Steifigkeitsmatrix aufgestellt, welche Bestandteil des thermo-
elektro-mechanischen Gleichungssystems ist. Das Gleichungssystem wird nume-
risch iteriert, bis ein Gleichgewichtszustand gefunden ist. Die irreversiblen An-
teile des Gleichungssystems sind dabei abhéngig von eingefiithrten inneren Va-
riablen, welche ebenfalls eine, gewissermafien innere, Iteration in Form von wie-
derholtem Losen eines Umklappgesetzes erfahren. In WARKENTIN und RICOEUR
[128] wird ein theoretisches Konzept zur Untersuchung von nichtlinearen multila-
teralen thermo-elektro-mechanischen Kopplungen in ferroelektrischen Materialien
unter elektro-mechanischer Belastung bei unterschiedlichen Umgebungstempera-
turen eingefiihrt. Das Konzept beruht auf dem Prinzip der Nichtgleichgewichts-
Thermodynamik, einem mikrophysikalischen Modell zur Beschreibung des Domé-
nenumklappens und der Skaleniiberbriickung mittels eines semi-analytischen An-
satzes. Die makroskopische Temperaturdnderung aufgrund der irreversiblen Vor-
giange im Material folgt explizit aus den elektro-mechanischen Arbeiten.

Zur Umsetzung verschiedener numerischer Diskretisierungsansatze von Feldpro-
blemen, so auch von gekoppelten Mehrfeldproblemen, wird eine schwache For-
mulierung des Randwertproblems als Ausgangsgleichung benotigt, die alle kon-
stitutiven Stoffgesetze und Bilanzgleichungen enthélt. Die schwache Form kann
aus Variationsprinzipen erhalten werden, wenn diese auf das betrachtete Problem
anwendbar sind. Beispielsweise wird in der Mechanik haufig das Prinzip der virtu-
ellen Verschiebung bzw. das Prinzip von HAMILTON genutzt [14], welches direkt
auf Probleme der Elektro- oder Magnetostatik erweitert werden kann [1, 52]. Jou
et al. [65] und SIENIUTYCZ [115] beschreiben in ihren Arbeiten eine Mdoglichkeit,

Probleme der Warmeleitung iiber einen variationellen Ansatz herzuleiten. Dabei
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wird die parabolische Differentialgleichung durch eine hyperbolische Differenti-
algleichung ersetzt. Dies gelingt beispielsweise durch die Einfiihrung erweiterter
unabhéngiger Variablen. In PARKUS [97] wird die parabolische Differentialglei-
chung durch Hinzufiigen eines zusatzlichen Terms, welcher den Temperaturgradi-
enten enthélt, erhalten. Da herkémmliche Variationsprinzipe allerdings nicht auf
die Warmeleitung angewendet werden kénnen, wird beispielsweise von GORN-
ANDT und GABBERT [41] oder OGUNTALA und SOBAMOWO [95] tiblicherweise
die schwache Form mit Hilfe der Methode der gewichteten Residuen abgeleitet
[30]. Hierbei wird durch die Einfithrung einer virtuellen Temperaturanderung als
Testfunktion zur Generalisierung virtueller Verschiebungen ein GALERKIN-Ansatz
erhalten.

Auch die MAXWELL-Gleichungen, welche die grundlegenden Axiome der Elektro-
dynamik sind, werden, anders als in der Mechanik, nicht intrinsisch durch ein
dquivalentes Variationsprinzip dargestellt [102]. Auf diesem Gebiet vorgeschlage-
ne Variationsansatze wurden vorwiegend von der Physik und der Elektrotechnik
ausgearbeitet [4, 13, 72, 96, 122]. Hierbei wird eine den MAXWELLschen Dif-
ferentialgleichungen entsprechende LAGRANGE-Funktion konstruiert, welche den
spezifischen Anwendungen angepasst ist. Teile der Differentialgleichungen sind
haufig schon in der LAGRANGE-Dichte enthalten, wodurch sie eher einem auf
energetischen Uberlegungen basierenden gewichteten als einem klassischen Va-
riationsansatz dhneln [102]. Durch Einfithrung von virtuellen Anderungen, z.B.
eines skalaren Potentials und eines Vektorpotentials als Testfunktionen, erhalten
CHEN und NEY [16] oder RUBINACCI et al. [106] deshalb die schwache Form ei-
nes elektrodynamischen Feldproblems ebenfalls iiber die Methode der gewichteten
Residuen.

Ein Problem bei der Anwendung der Methode der gewichteten Residuen auf
gekoppelte thermomechanisch-elektrodynamische Mehrfeldprobleme ist die In-
kompatibilitdt physikalischer Einheiten. MIEHE [88] fithrt als Losung unphysi-
kalische Dimensionsfaktoren ein, die zwar in einer FEM-Implementierung ver-
schwinden, den Ansatz aber dennoch etwas zweifelhaft machen. In [134] wurde
daher kiirzlich eine variationelle Formulierung eines thermo-mechanischen Feld-
problems, einschliefllich der Elektrostatik, verdffentlicht. Diese beruht auf einer
Kombination der Prinzipe von HAMILTON und JOURDAIN. Eine weitere Veroffent-
lichung zu diesem Thema, welche einen Variationsansatz fiir thermomechanisch-

elektrodynamische Mehrfeldprobleme liefert, ist in der Begutachtungsphase [102].
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1.3 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der konstitutiven Modellierung und Si-
mulation thermo-ferroelektrischer Materialprozesse. Zur numerischen Umsetzung
des Modells wird eine Variationsformulierung eingefiihrt, welche zunéchst ganz all-
gemein eine schwache Formulierung eines thermomechanisch-elektrodynamischen
Mehrfeldproblems liefert.

Zum Verstandnis und zur Einfiihrung wichtiger Begrifflichkeiten werden in Kapi-
tel 2 daher grundlegende physikalische Prozesse, wie sie in den hier betrachteten
Werkstoffen PZT und BT vorkommen, betrachtet. Insbesondere wird dabei auf
atomares Verhalten unter &uflerer Feldbelastung eingegangen.

Anschliefend werden in Kapitel 3 wichtige Grundgleichungen der betrachteten
Felder vorgestellt. Neben den u.a. in wissenschaftlichen Arbeiten tiber ferroelektri-
sches Material haufig verwendeten elektro-mechanischen Bilanzgleichungen, dem
Impulssatz und den MAXWELLschen Gleichungen, ist hier die Einfiihrung einer
kalorischen Bilanzierung zur Beschreibung der Temperaturanderung notwendig.
Auflerdem miissen die Stoffverhalten beschreibenden Konstitutivgesetze eines fer-
roelektrischen Feldproblems um einen kalorischen Anteil erweitert und ein die
Entropiednderung beschreibendes zuséatzliches Materialgesetz eingefiihrt werden.
Durch das Herleiten einer Energiebilanzgleichung fiir thermo-ferroelektrisches Ma-
terialverhalten wird schliellich eine kalorische Gleichung erhalten, welche das ther-
mische Materialgesetz und die kalorische Bilanzgleichung beinhaltet und die wenig
anschauliche Entropieanderung, welche mit einem Wéarmetransport einhergeht,
eliminiert.

In Kapitel 4 wird ein auf den Arbeiten von HWANG et al. [54] und HUBER et al. [53]
basierendes mikromechanisches Modell zur Beschreibung thermo-ferroeletrischen
Materialverhaltens erweitert. Bevor in Kapitel 6 das in Kapitel 4 vorgestellte Mo-
dell fiir die in dieser Arbeit behandelten Berechnungsverfahren umgesetzt wird
und einige numerische Berechnungsbeispiele mit dem Fokus auf spontane Tem-
peraturdnderungen innerhalb der betrachteten Materialien vorgestellt werden,
wird in Kapitel 5 u.a. eine variationelle Herleitung einer schwachen Form fiir
thermomechanisch-elektrodynamische Feldprobleme prasentiert, welche man fiir
die numerische Umsetzung durch die FEM benétigt.

In Kapitel 7 werden schliellich eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf zu-

kiinftige Arbeiten auf diesem Gebiet gegeben.
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2.1 Atomistische Betrachtung am Beispiel PZT und
BT

Viele Materialeigenschaften wie beispielsweise der Elastizitdtsmodul, der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient, der Schmelzpunkt, die maximale Bruchdehnung und
-spannung, Gleichgewichtsbindungsabstiande bzw. Gitterkonstanten oder die u.a.
bei Ferroelektrika vorkommende CURIE-Temperatur werden durch Atom- und
Kristallbindungen bestimmt [32]. Daher werden im vorliegenden Abschnitt zu-
néachst die atomaren Bindungen und Eigenschaften von Kristallstrukturen erléu-
tert, wobei das Hauptaugenmerk auf den fiir diese Arbeit relevanten Keramiken
PZT und BT liegt, bevor anschliefend die Gruppe der Dielektrika, zu der diese

Werkstoffe untergeordnet gehoren, im Allgemeinen vorgestellt wird.

2.1.1 Atomare Bindungen

Die kleinste in dieser Arbeit betrachtete Einheit ist der Atomkern®(a~1 x 10~ m)
und seine Atomhiille (=1 x 1071m), die zusammen das Atom bilden. Das 1913
von Niels BOHR formulierte BOHRsche Atommodell beschreibt anschaulich die
grofie Rolle, die die Atom- bzw. Elektronenhiille bei der Bestimmung der Festkor-
pereigenschaften einnimmt. Nach BOHR diirfen sich die negativ geladenen Elek-
tronen lediglich auf einigen diskreten stabilen Bahnen um den positiv geladenen
Atomkern bewegen. Diese sogenannten BOHR-Bahnen beschreiben verschiedene

Energieniveaus der jeweiligen Elektronen und kénnen durch das Spektrum und das

3 Atomkerne bestehen aus Up-Quarks und Down-Quarks und sind momentan neben dem kiirz-
lich entdeckten HigGs-Boson und den u.a. den Atomkern bildenden Neutronen die kleinste
bekannte Einheit. Die String-Theorie geht allerdings von noch kleineren Teilchen aus, den
sogenannten Strings, sodass man heutzutage den Begriff "Elementarteilchen” ungern ver-
wendet [93].
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Niveauschema des Atoms berechnet werden[46]. Abbildung 2.1 zeigt schematisch

@ Elcktron
. Atomkern

—— Elektronenbahnen
nach Bohr

chale

Abb. 2.1 Schematische Darstellung der Elektronenkonfiguration 4d?5s? von Zir-
conium (Zr) mit der Ordnungszahl 40 nach dem BOHRschen Atommo-
dell [15]

die mit Elektronen besetzten BOHRschen Bahnen von Zirconium (Zr). Die K-, L-
und M-Schalen, welche im Periodensystem auch durch die aus dem Orbitalmodell
hervorgehenden Hauptquantenzahlen 1, 2 und 3 beschrieben werden, sind mit 2,
8 und 18 Elektronen voll besetzt. Die fiir die Festkorpereigenschaften wichtigen
Schalen sind die nicht voll besetzten Schalen, denn diese bestimmen die Wechsel-
wirkung mit anderen Atomen. Am Beispiel von Zr sind in der N-Schale bzw. der 4.
Periode zwei d-Elektronenorbitale und in der O-Schale bzw. der 5. Periode zwei
s-Elektronenorbitale ungebunden. An dieser Stelle sei erwihnt, dass nach dem
Bo#HRrschen Atommodell die N-Schale zunéchst vollstédndig besetzt werden miiss-
te, bevor sich Elektronen auf der O-Schale positionieren. Da BOHR’s Erkenntnisse
allerdings anhand von Wasserstoff und allgemein an Atomen mit niedrigen Ord-
nungszahlen gewonnen wurden, ist das BOHRsche Atommodell fiir Atome mit
hoheren Ordnungszahlen als 17 und damit auch fiir Zr mit der Ordnungszahl 40
nur eingeschrinkt giiltig [107]°. Zr wurde dennoch als Beispiel gewihlt, da das
quantenmechanische Verstdndnis dieses Atoms und das von Titan (Ti), welches
ebenfalls an der 4. Position im Periodensystem steht und damit gleiche chemische

Bindungseigenschaften wie Zr besitzt, wichtig fiir das Verstédndnis der im weiteren

4Eine Anderung der Bahn der Elektronen ist nur durch Quantenspriinge moglich, die durch
Emission oder Absorption von Energie auftreten konnen [46].
°Siehe hierzu HUNDsche Regel.
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Verlauf dieser Arbeit angestellten Uberlegungen ist.

Ein wesentlich genaueres, allerdings auch komplexeres Modell zur Beschreibung
des Atomaufbaus ist das bereits erwidhnte Orbitalmodell, das anhand quanten-
mechanischer Modelle die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der einzelnen Elektro-
nen angibt. Fiir die vorliegende Arbeit reicht die Veranschaulichung durch das
BonRrsche Atommodell allerdings aus. Wichtig ist, dass Zr insgesamt vier unge-
bundene Elektronen auf den dufleren Schalen besitzt, durch die eine Wechselwir-
kung mit anderen Atomen ermoéglicht wird. Dabei gilt das Prinzip, dass es fiir
ein Atom energetisch giinstiger ist, seine &ufleren Schalen zu fiillen. Dies geschieht
auf unterschiedliche Weise durch den Kontakt mit anderen Atomen. Beispielsweise
bezeichnet man bei Zr und Ti mogliche Bindungen mit anderen Atomen als kova-
lente Bindung. Anders als bei der Ionenpaar-Bindung, bei der der geringerwertige
Partner seine ungebundenen Elektronen an das hoherwertige Element abgibt, um
damit fiir beide Elemente eine Edelgaskonfiguration zu erreichen, gelingt hier der
Austausch nicht, da die Summe der auch als Valenzelektronen bezeichneten un-
gebundenen Elektronen eine solche fiir beide beteiligten Atome nicht erreichen
wiirde. Vielmehr wird eine stabile Anordnung erreicht, indem Elektronenpaare
gebildet werden. Im Fall von Zr und Ti mit jeweils vier ungebundenen Elektronen
muss sich durch Bildung von Elektronenpaaren mit ungebundenen Elektronen an-
derer Atome beispielsweise ein Raumgitter einstellen [40)].

Weitere Bindungsarten sind die metallische Bindung und die VAN-DER-WAALS-
Bindung. Von einer metallischen Bindung spricht man bei Atomen mit weniger als
vier Valenzelektronen, da hier auch im Raumgitter eine Elektronenpaar-Bildung
nicht mehr moglich ist. Die Ionenriimpfe erreichen die Edelgaskonfiguration, in-
dem die Valenzelektronen an ein gemeinsames Elektronengas abgegeben werden,
welche fortan als frei bewegliche Elektronen die Leitfdhigkeit des Materials bestim-
men [40]. Anders als bei den bisher vorgestellten Bindungsarten findet bei der
VAN-DER-WAALS-Bindung kein Austausch von Elektronen statt. Die Ladungs-
schwerpunkte von Elektronenhiille und Atomkern fallen hier nicht tibereinander,

wodurch ein atomares Dipolmoment erzeugt wird [40].
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2.1.2 Kiristall- und Domanenstruktur in ferroelektrischen

Keramiken

Die sich aus den atomaren Bindungen ergebende Kristallmorphologie, welche die
Kristallform beschreibt, unterliegt drei kristallographischen Grundgesetzen und
vier kristallographischen Symmetriegesetzen, die in [11, 34, 45, 57, 70, 132, 142]
néaher erldutert werden. Relevant ist, dass fir sdmtliche Tangentialpolyeder nach
heutigem Stand drei wesentliche Arten von Achsenrichtungen existieren, die wie-
derum in sieben unterschiedliche Kristallsysteme eingeteilt werden konnen: triklin,

monoklin, orthorhombisch, tetragonal, trigonal, hexagonal und kubisch. Abbil-

PZT | BT
@ | Ti/Zr*| Ti**

@ r Bt

@ o |0

a) b) c)

Abb. 2.2 Schematische Darstellung der Einheitszellstruktur einer a) polaren te-
tragonalen, b) kubischen und c) polaren rhomboedrischen Einheitszell-

struktur [10] mit Polarisationsvektor P

dung 2.2 a) zeigt eine tetragonale, Abbildung 2.2 b) eine kubische und Abbildung
2.2 ¢) eine rhomboedrische Einheitszellstruktur, welche alle je nach Temperatur
und Atomkonzentration in PZT und BT kristallisieren®. Die Kristallisation findet
dabei in einer sogenannten Perowskit-Struktur A>"B4T O3 statt [5], wobei A und
B fiir beliebige Atome mit den angegebenen Bindungsfreiheitsgraden stehen und
O fiir das chemische Element Sauerstoff steht. Im Fall von PZT sind die in Abbil-
dung 2.2 dufleren, rot dargestellten Atome Blei (Pb?T), die sich auf den Flichen
befindenden, griin dargestellten Atome Sauerstoff (O?~) und das mittlere, magen-
tafarbene Atom je nach Zr/Ti-Verhiltnis entweder Zirconium (Zr*") oder Titan
(Ti*+).” Abbildung 2.3 zeigt die unterschiedlichen Modifikationen in Abhingig-

6Die rhomboedrische Struktur bildet eine Sonderform des trigonalen Achsensystems.
"Bei BT wird die in Abbildung 2.2 rot dargestellte Atomposition durch Barium (Ba?") und
die mittlere magentafarbene Atomposition immer durch ein Titan-Ion (Ti**) besetzt.
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Abb. 2.3 Phasendiagramm fiir PZT mit kubischer, rhomboedrischer und tetra-
gonaler Phase [60, 73, 86] (entnommen aus FOLL [33])

keit von Temperatur und Titananteil in einem Phasendiagramm. Aufgrund der
hohen thermischen Energie liegen die Ti**- und Zr**-Ionen oberhalb der material-
spezifischen CURIE-Temperatur raumzentriert in der durch die flichenzentrierten
O?~-Ionen gebildeten kubischen Zelle. Wird die CURIE-Temperatur unterschrit-
ten, reicht die Energie der Ti*T- und Zr**-Ionen nicht mehr aus, um den relativ
grofien kubischen Bereich zwischen den O?~-Ionen vollstindig zu besetzen. Um
den Raum zu verkleinern findet eine Phasenumwandlung mit einer einhergehen-
den gegenseitigen Verschiebung der Ti**-/Zr*+t und O?~-Ionen statt, wodurch die
Ladungsschwerpunkte der Zelle nicht mehr tibereinander liegen und eine sponta-
ne Polarisation mit dem Polarisationsvektor P entsteht (vgl. Abbildung 2.2). Am
Beispiel PZT geht PbZrOg in eine rhomboedrische und PbTiOg in eine tetrago-
nale Zellstruktur iiber.® Dadurch tritt bei einem solchen Phaseniibergang neben
einer spontanen Polarisation auch eine spontane Verzerrung auf. In den Abschnit-
ten 2.2.2 und 2.2.3 wird auf die sich aus den unterschiedlichen Zellmodifikationen
ergebenden Eigenschaften genauer eingegangen.

Eine Besonderheit bildet die durch JAFFE et al. benannte und ebenfalls in Abbil-

dung 2.3 eingezeichnete "morphotrope” Phasengrenze, die den rhomboedrischen

8BT kristallisiert unterhalb der CURIE-Temperatur vollstindig in eine tetragonale Struktur.
Unterhalb von ca. 260K wird die Zellstruktur monoklin und unterhalb von ca. 180K rhom-
boedrisch.
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Abb. 2.4 Anderung der Polarisationsrichtung und Polarisationsachse einer fer-

roelektrischen tetragonalen Einheitszelle im dreidimensionalen Raum
infolge eines elektrischen Feldes F

vom tetragonalen Bereich trennt. Es handelt sich bei diesem Grenzgebiet um ein
Phasenkoexistenzgebiet, bestehend aus einem Gemisch von rhomboedrischen und
tetragonalen Zellen [121]. Untersuchungen mittels hochauflésender Rontgendif-
fraktometrie haben auflerdem ergeben, dass dort zudem monokline Zellstrukturen
bestehen [61, 94].

Der fiir diese Arbeit relevante Bereich ist der tetragonale ferroelektrische Bereich,
der bei PZT rechts der morphotropen Phasengrenze und, ebenso wie bei BT,
unterhalb der CURIE-Temperatur auftritt. Die Herstellung einer méglichst homo-
genen ferroelektrischen Probe bzw. eines Bauteils bedingt einen aufwandigen Pro-
zess, in welchem die Bestandteile in Pulverform gemischt und anschlieend weit
oberhalb der CURIE-Temperatur gesintert werden [121]. Wird durch die anschlie-
Bende Abkiihlung bei Unterschreiten der CURIE-Temperatur von einem Ubergang
in die tetragonale Zellstruktur ausgegangen, ergeben sich fiir diesen Fall im drei-
dimensionalen Raum drei mogliche polare Achsen, wobei jede Achse wiederum

zwei Moglichkeiten fiir die Position des zentralen lons bietet (vgl. Abbildung 2.4).
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Abb. 2.5 Lichtmikroskopische Aufnahme der Doménenstruktur (rot umrandet)
in einem BT-Korn (blau umrandet) (entnommen aus ARLT [6])

Diese Ausrichtung des zentralen Ions unterliegt ohne dufleren Einfluss dem Zufall
und bestimmt mit der einhergehenden entgegengesetzten Verschiebung des La-
dungsschwerpunktes des Stauerstoffoktaeders die Ausrichtung der spontanen Po-
larisation. Abbildung 2.5 zeigt am Beispiel einer lichtmikroskopischen Aufnahme
von BT, dass es in Teilbereichen eines Korns (in Abbildung 2.5 blau umrandet)
dennoch zu Gebieten gleicher Orientierung kommt, die nachfolgend als Domé-
nen (in Abbildung 2.5 rot umrandet) bezeichnet werden. Trotz der vorhandenen
spontanen Polarisationen auf Atomebene, ist das Bauteil bzw. die Probe in diesem
Stadium makroskopisch ungepolt, da sich die Dipolmomente insgesamt kompen-
sieren. Eine Anderung der makroskopischen Polarisation wird durch eine duBere,
in Experimenten meist elektrische Belastung hervorgerufen, die eine Anderung
der Volumenanteile der unterschiedlichen Dipolmomente innerhalb der Koérner
zur Folge hat und damit zu einer Erhohung der Polarisation innerhalb der Doma-
nen fithrt [105]. Auf atomarer Ebene ist sie immer auch mit einer Verschiebung
der Doménengrenzen, auch Doménenwénde genannt, verbunden?. Auf die dabei
ablaufenden atomaren Prozesse und deren Auswirkungen auf das Doménen- und

Bauteil- bzw. Probenverhalten wird im folgenden Abschnitt genauer eingegangen.

9Vgl. dazu Abbildung 2.16.
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2.2 Die Gruppe der Dielektrika

Der iibergeordnete Begriff Dielektrikum beinhaltet die griechischen Worter ”dia”
und "elektrica” und bedeutet durchléssig fir elektrische Felder [133]. Diese Ma-
terialgruppe wird auch als Isolator bezeichnet, da durch Aufbringen duflerer elek-
trischer Felder kein Ladungstransport, sondern lediglich dielektrische Verschie-

bungen in der Struktur auftreten [123]. Abbildung 2.6 zeigt die Einordnung der

Abb. 2.6 Einordnung ferroelektrischen Materialverhaltens in die Gruppe der Di-
elektrika [105]

in dieser Arbeit betrachteten Gruppe der Ferroelektrika als Untergruppe der Di-
elektrika. Ferroelektrika weisen demnach neben einem in Abschnitt 2.2.3 genauer
beschriebenen irreversiblen ferroelektrischen Materialverhalten zudem ein in Ab-
schnitt 2.2.2 beschriebenes reversibles piezo- und pyroelektrisches Materialverhal-
ten auf. Zum allgemeinen Verstandnis des makroskopischen Stoffverhaltens piezo-,
pyro- und letztlich ferroelektrischer Keramiken unter elektrischer, mechanischer
oder thermischer Belastung werden in Abschnitt 2.2.1 die grundlegenden Prozes-
se der dielektrischen Verschiebung zunachst auf Atom- und Kornebene erlautert,
bevor in den nachfolgenden Abschnitten 2.2.2 und 2.2.3 auf das makroskopisch-

physikalische Verhalten ferroelektrischer Keramiken genauer eingegangen wird.
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2.2.1 Polarisationsmechanismen in Dielektrika

Zunachst werden einige relevante Wechselwirkungen zwischen einem von auflen
aufgepragten elektrischen Feld und den lokalisierten Ladungen in einem Dielek-

trikum erldutert. Abbildung 2.7 zeigt schematisch, wie sich die elektrischen Dipole

POODSD
QOO0

Abb. 2.7 Ausrichtung elektrischer Dipole am aufieren elektrischen Feld E. Hier-
durch wird ein inneres elektrisches Feld E? induziert, welches dem au-
Beren Feld entgegengerichtet ist [123]

in einem Dielektrikum durch das duBere elektrische Feld E ausrichten. Dadurch
wird ein dem &uBeren Feld E entgegengesetztes elektrisches Feld B erzeugt, wel-
ches das duflere Feld abschwécht. Die Ausrichtung der Atome geschieht je nach
Ionengitteraufbau des Dielektrikums durch unterschiedliche Polarisationsmecha-
nismen. Die fiir diese Arbeit relevanten und im Folgenden genauer beschriebenen
Mechanismen sind die Verschiebungspolarisation, zu der die Elektronenpolarisa-

tion und die Ionenpolarisation gehoren, und die Orientierungspolarisation.

Elektronenpolarisation

Die Elektronenpolarisation beschreibt die durch ein &dufleres elektrisches Feld

hervorgerufene temperaturunabhéngige reversible Verschiebung des positiv ge-
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ladenen Atomkerns gegeniiber der negativ geladenen Elektronenhiille [50, 92].

Abbildung 2.8 zeigt, wie sich durch das Aufbringen eines dufleren elektrischen

L
@ (@
OJC

)(®,

@
OO

I
o

Abb. 2.8 Elektronenpolarisation: Verschiebung der Ladungsschwerpunkte der
Elektronenwolken gegeniiber dem positiv geladenen Atomkern bei Auf-
bringung eines dufleren elektrischen Feldes F [50, 92]

Feldes'” die negativ geladene Elektronenhiille eines Gitters gegeniiber dem positi-
ven Atomkern verschiebt. Dadurch wird ein Dipolmoment und seinerseits ein dem
aufleren elektrischen Feld entgegengerichtetes inneres elektrisches Feld Ei erzeugt.
Es handelt sich bei diesem Polarisationsmechanismus um einen Effekt auf mole-
kularer oder atomarer Ebene, der in allen Stoffen auftritt. Aufgrund der geringen
Masse der Elektronenhiille und der damit verbundenen gleichermaflen geringen
Tragheit, kann die Elektronenpolarisation bei Anlegung eines dufleren Wechsel-

feldes Frequenzen von bis zu 1014 Hz ohne Phasenverschiebung folgen [50].

lonenpolarisation

Die Ionenpolarisation tritt bei aus Ionengitter aufgebauten Dielektrika auf, wie
es beispielsweise die in dieser Arbeit betrachteten Keramiken BT und PZT sind.
Abbildung 2.9 zeigt die Verschiebung des positiv geladenen Kationenuntergitters

beziiglich des negativ geladenen Anionenuntergitters in Richtung des von auflen

Das elektrische Feld ist laut Definition eine Fernwirkung elektrischer Ladungen und zeigt die
Richtung an, in die sich ein positiver Ladungstriager bewegen wiirde [123].
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angelegten elektrischen Feldes, sodass auch bei diesem Polarisationsmechanismus
ein dem auferen elektrischen Feld entgegenwirkendes, abschwéchendes inneres
clektrisches Feld E induziert wird [50, 133]. Bei der Ionenpolarisation handelt es
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Abb. 2.9 Tonenpolarisation: Verschiebung des positiv geladenen Kationenunter-
gitters beziiglich des negativ geladenen Anionenuntergitters in Rich-
tung des duBeren elektrischen Feldes F [50, 92, 123]

sich, wie auch bei der Elektronenpolarisation, um einen reversiblen Mechanismus.
Er ist maflgeblich fiir die in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen reversiblen Effekte
verantwortlich [50, 123].

Orientierungspolarisation

Voraussetzung fiir die Orientierungspolarisation ist das Vorhandensein sogenann-
ter permanenter Dipole im Dielektrikum. In Abbildung 2.2 ist dargestellt, wie sich
bei PZT und BT unterhalb der CURIE-Temperatur das negativ geladene Sauer-
stoffgitter und das positiv geladene zentrale Ion nach einer Transformation in eine
tetragonale oder rhomboedrische Einheitszellstruktur gegeneinander verschieben.
Durch die dadurch lokal getrennten Ladungsschwerpunkte tritt bei diesen Zell-
strukturen ein dauerhaftes Dipolmoment mit dem entsprechenden Polarisations-
vektor P auf.

Abbildung 2.4 zeigt am Beispiel einer tetragonalen Einheitszelle, wie sich die Po-
lungsrichtung beim Uberschreiten eines kritischen Wertes des dufieren elektrischen

Feldes spontan dndert. Dabei sind sowohl der zu einem Orientierungswechsel fiih-
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rende kritische Wert, als auch der Betrag der Polarisation stark temperaturab-
hangig.

Da die Orientierungspolarisation zu den in dieser Arbeit betrachteten Um-
klappprozessen fiihrt, wird sie in Abschnitt 2.2.3 erneut aufgegriffen und anhand

der hier betrachteten ferroelektrischen Materialien vertiefend beschrieben.

Weitere Polarisationsmechanismen sind die Raumladungspolarisation und die Dif-
fusionspolarisation. Bei der Raumladungspolarisation konzentrieren sich aufgrund
der Undurchlassigkeit benachbarter Korner freie Ladungstrager an den Korngren-
zen leitfahiger Korner. Dieser Mechanismus sollte daher bei Kompositen zwischen
elektrisch leitenden und elektrisch nicht-leitenden Werkstoffen berticksichtigt wer-
den [59]. Bei der Diffusionspolarisation wandern aufgrund von Fehlstellen im Io-

nengitter einzelne Ionen im elektrischen Feld [123].

2.2.2 Reversible Effekte in Ferroelektrika

Die in Abschnitt 2.2.1 unter Elektronenpolarisation und Ionenpolarisation be-
schriebenen Mechanismen fiihren u.a. bei den in dieser Arbeit betrachteten ferro-
elektrischen Keramiken PZT und BT zu besonderen reversiblen makroskopischen
Eigenschaften. Abbildung 2.10 zeigt die reversiblen Kopplungseinfliisse der me-
chanischen, elektrischen und kalorischen Felder aufeinander. Dabei reprasentieren
€5, B und T (Verzerrung, elektrische Feldstéarke und Temperatur) das mechani-
sche, elektrische und kalorische Feld. Nachfolgend werden die Kopplungsmecha-
nismen zwischen den Feldern einzeln vorgestellt. Anschliefend werden in Kapitel 3
Koeffizienten zur Beschreibung des reversiblen Stoffverhaltens eingefiihrt, welche
Bestandteil thermodynamisch motivierter Stoffgesetze zur Beschreibung des tem-

peraturabhéngigen Materialverhaltens sind.

Direkter und inverser piezoelektrischer Effekt

Der piezoelektrische Effekt tritt bei dielektrischen Festkorpern ohne Inversions-
symmetrie, also mit mindestens einer polaren Achse, auf, in welchen sich die posi-
tiven und negativen Ladungsschwerpunkte bei Deformation reversibel gegeneinan-
der verschieben konnen. Dies trifft auf 21 der 32 kristallographischen Punktgrup-
pen zu, wobei eine davon aufgrund immer noch zu hoher Symmetrieeigenschaften
ebenfalls keine piezoelektrischen Eigenschaften aufweist [20]. Wie Abbildung 2.10
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Abb. 2.10 Reversible Kopplungsmechanismen eines thermo-elektro-
mechanischen Mehrfeldproblems

zeigt, beschreibt der piezoelektrische Effekt die Kopplung zwischen mechanischen
und elektrischen Feldern. Je nach Ursache und Wirkung wird zwischen dem direk-
ten und dem indirekten piezoelektrischen Effekt unterschieden. Der 1880 durch
die Briidder P. und J. CURIE erstmals an Einkristallen aus Turmalin und Quarz
beobachtete direkte piezoelektrische Effekt beschreibt die Eigenschaft polarer di-
elektrischer Festkorper, durch Ausiiben einer mechanischen Kraft und der daraus
resultierenden dielektrischen Verschiebungen, Oberflachenladungen entstehen zu
lassen. Abbildung 2.11 b) zeigt am Beispiel einer tetragonalen Elementarzelle, wie
sich aufgrund von Deformation die Ladungsschwerpunkte verschieben (vgl. Abbil-
dung 2.11 a)). Die Anderung der Polarisation erzeugt eine elektrische Spannung,
die durch aufgebrachte Elektroden abgegriffen werden kann [20].

Der von LiPPMANN 1881 theoretisch begriindete und 1882 von den Gebriidern
CURIE experimentell nachgewiesene inverse oder reziproke piezoelektrische Effekt
beschreibt die umgekehrte Erscheinung. Abbildung 2.11 ¢) zeigt am Beispiel einer
tetragonalen Elementarzelle, wie durch d&ufleres Aufbringen elektrischer Ladungen
das dadurch erzeugte elektrische Feld eine Dehnung der Zelle zur Folge hat. Ein
in Richtung des Dipolmomentes aufgebrachtes elektrisches Feld streckt und ein
entgegen der Richtung des Dipolmomentes aufgebrachtes elektrisches Feld kon-
trahiert den piezoelektrischen Korper [25].
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Abb. 2.11 a) Schematische Darstellung einer tetragonalen Einheitszelle im Aus-
gangszustand; b) direkter piezoelektrischer Effekt: eine mechanische

Kraft F' verlagert den positiven und negativen Ladungsschwerpunkt;
c) indirekter piezoelektrischer Effekt: ein elektrisches Feld E verlagert
den positiven und negativen Ladungsschwerpunkt [20]

Neben dem piezoelektrischen Effekt treten noch weitere, das Volumen verandern-
de Effekte in dielektrischen Materialien auf, die sogenannte quadratische Elek-
trostriktion und die Flexoelektrizitit. Die Elektrostriktion beruht auf der Wechsel-
wirkung der elektrischen Dipole, welche aufgrund einer durch ein dufleres elektri-
sches Feld induzierten Verschiebung des Ionengitters entstehen und untereinander
eine Gegenkraft erzeugen. Dieser Effekt fiihrt daher immer zu einer Kontraktion
des Materials und tritt auch bei nicht polaren Medien auf. Gegeniiber dem piezo-
elektrischen Effekt ist er allerdings meist vernachlassigbar klein [25].

Ein noch weitgehend unbekanntes Phanomen ist die Flexoelektrizitat. Kommt
es in einem dielektrischen Material durch eine mechanische Kraft zu einer inho-
mogenen Verformung, wird durch eine Verschiebung der positiven und negativen
Ladungsschwerpunkte eine elektrische Polarisationsantwort erzeugt. Im Gegensatz
zu den anderen in diesem Abschnitt beschriebenen Effekten konnte die Flexoelek-
trizitdt auch oberhalb der CURIE-Temperatur nachgewiesen werden. Da dieser
Effekt bisher allerdings nur im Mikro- und Nanobereich nachgewiesen werden
konnte, wird die Flexoelektrizitat, ebenso wie die quadratische Elektrostriktion,

im Folgenden vernachléassigt [64].
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Thermische Ausdehnung und elastokalorischer Effekt

Die thermische Ausdehnung eines Feststoffes ist das Resultat, thermische Ener-
gie in Form von kinetischer Energie aufzunehmen und die Molekiile regellos um
ihre Ruhelagen schwingen zu lassen. Es folgt daher mit zunehmender Tempera-
tur eine VergroBerung der Ionenaufenthaltsraume. In Abbildung 2.12 a) ist die
Warmeausdehnung einer tetragonalen Einheitszelle in einem Ionengitter schema-
tisch dargestellt. Ausgehend von einer Ausgangstemperatur Ty vergroflern sich
die Aufenthaltsraume der Gitterionen bei T > T, weshalb sich angrenzende Zel-
len, welche sich bei einer Temperaturanderung ebenfalls ausdehnen, verschieben.
Diese auf kleinen Skalen ablaufenden Prozesse resultieren in einer makroskopisch

mess- und sichtbaren Warmeausdehnung [47]. Der umgekehrte Effekt, der auf-

T >Tj

. y .-
-

Warmeausdehnung

gl
0

v
(D

a) ‘ b) Tﬁ

Abb. 2.12 a) Warmeausdehnung: Tonenaufenthaltsraume vergréBern sich infolge
einer Temperaturerhohung; b) elastokalorischer Effekt: eine mechani-
sche Kraft F komprimiert die Elementarzelle und damit die Ionenauf-
enthaltsrdume, infolgedessen es aufgrund der Umwandlung von kine-
tischer Energie der Ionen in thermische Energie zu einer Erwarmung
des Materials kommt

grund von mechanischen Feldern eine adiabate Temperaturdnderung oder einen

isothermen Entropiefluss zur Folge hat, wurde im frithen 19. Jhd. an natiirlichem
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Gummi beobachtet [47]. Dieser sogenannte elastokalorische Effekt konnte auch an
den in dieser Arbeit betrachteten Keramiken PZT und BT festgestellt werden.
Dabei wird durch die Anderung mechanischer Felder die Temperatur reversibel
verdndert. In Abbildung 2.12 b) wird eine tetragonale Einheitszelle durch eine
mechanische Druckkraft komprimiert. Dies geht mit einer Verkleinerung der Io-
nenaufenthaltsraume einher. In Umkehrung zu der thermischen Ausdehnung wird
die tiberschiissige kinetische Energie der Ionen bei diesem Vorgang in Wérme um-
gewandelt, was in Abbildung 2.12 b) durch einen Warmefluss Q gekennzeichnet
ist. Ein vereinfachter Ansatz zur Beschreibung dieser atomaren Vorgénge ist, dass
durch eine duflere Druckkraft Energie in ein System gebracht wird, welche in
Form von Wérme messbar ist. Demgegeniiber findet bei einer Streckung der Ele-
mentarzelle infolge einer dufleren Zugkraft eine negative Warmeanderung statt.
In Anlehnung an den zuvor beschriebenen Effekt der thermischen Ausdehnung
hat ein Auseinanderziehen der Elementarzellen eine Vergréflerung der Ionenauf-
enthaltsraume zur Folge. Dementsprechend wird thermische Energie in kinetische

Energie der Ionen umgewandelt, weshalb das Material abkiihlt.

Pyroelektrischer und elektrokalorischer Effekt

Allgemein wird zwischen dem priméren oder auch wahren pyroelektrischen Effekt,
der die reversible Abhéangigkeit der dielektrischen Verschiebung von der Tem-
peratur beschreibt, und dem sekundéaren pyroelektrischen Effekt, bei dem eine
Anderung der Polarisation eine thermische Ausdehnung des Kristalls verursacht,
unterschieden. Der sekundére pyroelektrische Effekt tritt lediglich bei weniger als
5% der gesamten als Ferroelektrika bezeichneten Materialien auf [36]. Es konnte
keine Publikation gefunden werden, die den Effekt bei den fiir diese Arbeit re-
levanten Keramiken PZT und BT nachweist. Daher wird er im weiteren Verlauf
dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

Der primére pyroelektrische Effekt hingegen tritt bei 10 der zuvor genannten
20 piezoelektrischen Kristallklassen auf, den sogenannten polaren Kristallklassen.
Analog zum piezoelektrischen Effekt, bei dem eine Dehnung eine auf das Vo-
lumen bezogene Anderung des elektrischen Dipolmomentes erzeugt, findet beim
pyroelektrischen Effekt eine volumenbezogene Anderung des elektrischen Dipol-
momentes aufgrund einer Temperaturdnderung statt, was, ebenso wie beim pie-

zoelektrischen Effekt, eine entsprechende Anderung der Oberflichenladungsdichte
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zur Folge hat. Voraussetzung ist das Vorliegen einer einzelnen polaren Achse!!

[48]. In Abbildung 2.13 a) wird eine polare tetragonale Einheitszelle von T auf
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Abb. 2.13 a) Tetragonale Einheitszelle im Ausgangszustand; pyroelektrischer Ef-
fekt: ein thermischer Energiefluss fithrt zu einer Veranderung der lo-
nenaufenthaltsrdume und damit zu einer b) Dilatation der Einheits-
zelle bei Warmezufuhr oder ¢) Kontraktion der Einheitszelle bei War-
meabfuhr

T > Ty erwiarmt. Entsprechend vergréfSern sich die Ionenaufentshaltsraume, was
zu einer Dilatation des Ionengitters (vgl. thermische Ausdehnung) und damit zu
einer Erhohung des elektrischen Dipolmomentes fithrt. Dies ist gleichbedeutend
mit einer Erhéhung der Oberflichenladungsdichte!?. Umgekehrt hat eine negative
Temperaturdnderung eine Kontraktion des Ionengitters und damit eine Verringe-
rung der Oberflichenladungsdichte zur Folge.

Der inverse Effekt wird elektrokalorischer Effekt genannt. Er beschreibt eine auf-
grund einer Anderung des elektrischen Feldes verursachte adiabate Temperaturin-

derung bzw. isotherme Entropieanderung [110]. Ein &uBeres elektrisches Feld fithrt

UEine einzelne polare Achse ist ebenso Voraussetzung fiir die in Abschnitt 2.2.3 beschriebe-
nen ferroelektrischen Eigenschaften, weshalb der im Folgenden lediglich als pyroelektrischer
Effekt bezeichnete primére pyroelektrische Effekt bei allen ferroelektrischen Materialien vor-
kommen muss.

2Der pyroelektrische Effekt kann nur bei Isolatoren auftreten, da freie Elektronen die Oberfli-
chenladungen neutralisieren und damit den pyroelektrischen Charakter verbergen wiirden.
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je nach Richtung zu einer Kontraktion oder Dilatation des Ionengitters'3. Analog
zum elastokalorischen Effekt geht dies mit einer Verkleinerung oder Vergroflerung
der Ionenaufenthaltsrdume einher. In Abbildung 2.13 b) werden die lonenauf-
enthaltsraume infolge einer Kontraktion der Einheitszelle, verursacht durch ein
aufleres elektrische Feld, verkleinert. Hierdurch wird kinetische Energie der Ionen
in Warme umgewandelt, wodurch eine positive Temperaturanderung messbar ist.
Andersrum wird bei einer durch ein elektrisches Feld in Polungsrichtung verur-
sachten Dilatation der Zellstruktur thermische Energie in kinetische Energie der

Ionen umgewandelt, weshalb sich das Material abkiihlt.

2.2.3 Irreversible Effekte in Ferroelektrika

Ferroelektrika sind spezielle Dielektrika, die durch duflere elektrische oder me-
chanische Felder die Richtung ihrer polaren Achse édndern konnen [7, 123]. Wie
bei dem zuvor beschriebenen pyroelektrischen Effekt ist die Voraussetzung dafiir
eine einzeln vorliegende polare Achse. Ferroelektrika zeigen im gepolten Zustand
makroskopisch daher immer auch pyroelektrisches und piezoelektrisches Materi-
alverhalten. In den Abbildungen 2.14 a) - c) ist ein 90°-Polungsrichtungswechsel'4
einer tetragonalen Einheitszelle unter Einwirkung eines aufleren elektrischen Fel-
des E dargestellt. Infolge des dufleren elektrischen Feldes nimmt das zentrale Ion
ein hoheres Energieniveau an, um entgegen der Feldlinien seinen Aufenthaltsraum
weiterhin auszufiillen. Beim Erreichen einer kritischen elektrischen Feldstéirke, der
Koerzitivfeldstarke auf Zellebene E.,,, kann das zentrale Ion seine urspriingliche
raumliche Liicke nicht mehr ausfiillen und springt in eine andere stabile Lage nied-
rigeren Energieniveaus. Es findet eine Umorientierung der c-Achse und mit dieser
eine spontane Dehnung der Zelle statt (s. Abbildung 2.14 ¢)). In Abbildung 2.15
ist ein typisches Energiediagramm fiir das zentrale Ti**-Ion einer BT-Einheitszelle
schematisch abgebildet. Zu Beginn fiihrt die Zufuhr von Arbeit zu einer Zunahme
der potentiellen Energie, was bei Entlastung zur Riickstellung in die angestamm-
te Position fiihrt. Ist die temperaturabhéngige Energiebarriere erreicht, fallt das

Ion in eine andere stabile Lage. Auf die nun frei werdende Energie, die in Form

13Wird das elektrische Feld in Polungsrichtung aufgeprigt, findet eine Dilatation des Ionengit-
ters statt. Wird das elektrische Feld entgegen der Polungsrichtung aufgeprégt, findet eine
Kontraktion des Ionengitters statt.

4Eine Anderung der Polungsrichtung wird auch Umklappen genannt. Der Begriff fiihrt aller-
dings haufig zu Missverstandnissen, da sich die Elementarzelle nicht dreht, sondern spontan
verformt.
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Héheres Energieniveau

des zentralen Ions: @ > @

P c-Achse

Abb. 2.14 a) Tetragonale Einheitszelle im Ausgangszustand; b) ein duferes elek-
trisches Feld E unterhalb der Koerzitivfeldstarke auf Zellebene E.,,
fithrt zu einem erhohten Energieniveau des zentralen lons; c) bei
E > E., andert das zentrale Ion, und mit ihm alle anderen Git-
terionen, seine Position spontan in eine Lage mit niedrigerem Ener-
gieniveau, was mit einer spontanen Umorientierung der c-Achse ein-
hergeht. Die frei werdende Energie geht in Form von Wérme in das
Material tiber

von Warme in das Material iibergeht, wird im folgenden Abschnitt 2.2.4 genauer
eingegangen. Wichtig ist, dass im Fall der tetragonalen Einheitszelle im dreidi-
mensionalen Raum insgesamt sechs verschiedene stabile Lagen des zentralen Ions
existieren. Jede stabile Lage reprasentiert dabei eine der sechs moglichen Polungs-
richtungen, die in Abbildung 2.4 dargestellt sind. Die Umklappvorgénge gehen mit
der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Orientierungspolarisation einher.

Wiéhrend Warmeschwingungen der Dipole die gleichsinnige Orientierung mehre-
rer Einheitszellen grundsétzlich verhindern, kommt es bei Ferroelektrika aufgrund
ihrer in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen Perowskit-Struktur zur Ausbildung gleich-
orientierter Einheitszellen. Diese gleichgepolten Gebiete heilen Doménen (vgl. Ab-
bildung 2.5) und sind durch Doménenwénde voneinander getrennt. In Abbildung
2.16 a) sind die durch Doménenwéande voneinander getrennten, gleich orientierten
Bereiche in einem Korn skizziert. In tetragonal ferroelektrischen Materialien wird
zwischen 180°- und 90°-Doménenwanden unterschieden. In anderen mehrachsi-
gen Ferroelektrika sind weitere Doménenwandvarianten moglich. Bei einer 180°-
Doménenwand verlduft die spontane Polarisation parallel. Auf diese Weise ist sie
frei von gebundenen Ladungen, welche die Wand-Energie erhohen wiirde. In So-
NIN und STRUKOW [118] wird die Dicke einer 180°-Doménenwand im Nanometer-

Bereich geschétzt, was wenige Einheitszellen entspricht. Unabhéngig von der Do-
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JPot. Energie d.
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Abb. 2.15 Energiediagramm eines Ti*"-Ions mit zwei der sechs stabilen Lagen.
Die Punkte a), b) und ¢) beziehen sich auf die in Abbildung 2.14 a),
b) und c¢) dargestellten Zustédnde des zentralen lons

90°-Doméanenwand

Doméanenwand-

\‘, verschiebung

Abb. 2.16 Schematische Darstellung einer Doménenstruktur in einem Korn: a)
makroskopisch ungepolter Ausgangszustand; b) Doménenwandver-
schiebung durch Aufbringen eines iiberkritischen elektrischen Feldes

manenstruktur konnen hier neben tetragonalen Zellen auch weitere Gitterstruk-
turen vorkommen. 90°-Domanenwande werden durch einen 45°-Winkel der an-
grenzenden Doménenorientierungen gebildet. Dies gewéhrleistet die Stetigkeit der
Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung. Hier wird die Doméanenwand-
dicke um eine Groflenordnung hoher geschatzt, als es bei der 180°-Doméanenwand
der Fall ist [83].

Domanen gleich orientierter Einheitszellen, wie sie nach dem Sintern vorliegen,
sind zunéchst zufallig orientiert. Ihre Polarisationen heben sich auf makroskopi-
scher Ebene gegeneinander auf, womit das Material zunachst ungepolt ist. Erst
durch das Aufbringen verhéltnisméflig hoher elektrischer Feldstarken oder star-

ker mechanischer Belastungen, kann es zu den zuvor beschriebenen spontanen
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Umklappprozessen auf Zellebene kommen. Da das Zellumklappen immer zuerst
an der Doméanenwand stattfindet, geht eine makroskopische Polung immer mit
Doménenwandverschiebungen einher. Hierbei wachst eine giinstig zur Polungs-
richtung orientierte Doméne und damit ihr Einfluss auf die Gesamtpolarisation
solange auf Kosten ungiinstig orientierter Doménen, wie es der Kristall zulasst.
In Abbildung 2.16 b) ist die Umorientierung verschiedener, an Doménenwande
angrenzender Elementarzellen schematisch dargestellt. Die in Abbildung 2.16 a)
skizzierten Zellorientierungen richten sich aufgrund hinreichend hoher elektrischer
oder mechanischer Felder und den daraus resultierenden Umklappprozessen in die
in Abbildung 2.16 b) rot dargestellte Orientierungsrichtung aus, wodurch das Ma-

terial makroskopisch gepolt wird.

a) b) 'E(:

Abb. 2.17 Schematische Darstellung der a) dielektrischen Hysterese und b)
Schmetterlingshysterese [24, 28, 73, 100]

Die beim erstmaligen Aufbringen der d&ufleren Lasten entstehende Polungskennli-
nie oder Neukurve fiir das makroskopische elektrische und mechanische Material-
verhalten in Form der dielektrischen Hysterese und der sogenannten Schmetter-
lingshysterese ist in den Abbildungen 2.17 a) und 2.17 b) rot gestrichelt dargestellt.
Zustand (1): Zu Beginn zeigt die Polungslinie das in Abschnitt 2.2.2 beschriebene
lineare dielektrische Materialverhalten (Abbildung 2.17 a)). Aufgrund der makro-
skopisch isotropen Eigenschaften existiert zu diesem Zeitpunkt der Polung noch
keine auf Bauteilebene messbare elektro-mechanische Kopplung (Abbildung 2.17
b)).

Zustand (2): Der steile Anstieg der dielektrischen Verschiebung und der Dehnung
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bei Erreichen der Koerzitivfeldstarke E. findet aufgrund der zuvor beschriebenen
Umorientierung energetisch ungiinstig gelegener Elementarzellen an einer Doma-
nenwand in eine energetisch giinstigere Position statt!®. Die energetisch giinstig
orientierten Doméanen wachsen gewissermafien auf Kosten energetisch ungiinstig
gelegener Domanen, wodurch das Material makroskopisch gepolt wird.

Zustand (3): Da es sich bei der Orientierungspolarisation um einen irreversiblen
Vorgang handelt, besteht diese Polung auch nach Abschalten des aufleren elektri-
schen Feldes.

Zustand (4): Erst beim erneuten Erreichen einer Koerzitivfeldstiarke — E, wird die
Polarisation wieder irreversibel verdndert. Es erfolgt dann eine 180°-Umpolung
des Materials mit schlussendlich einer negativen remantenten Polarsiation nach
Entlastung.

Abbildung 2.17 b) zeigt das ferroelektrische Verhalten der Dehnung aufgetragen
iiber einem uniaxial wechselnden elektrischen Feld. Wie bei der dielektrischen
Hysterese stellt sich auch hier nach einmaliger Polung eine remanente Grofie ein,

die nachfolgend als remanente Dehnung € bezeichnet wird.

2.2.4 Temperaturspriinge durch ferroelektrisches Umklappen

Neben den in Abschnitt 2.2.2 unter "Pyroelektrischer und elektrokalorischer Ef-
fekt” beschriebenen reversiblen Temperaturdnderungen, kommt es bei Ferroelek-
trika unter hinreichend hoher elektrischer oder mechanischer Belastung aufgrund
der zuvor beschriebenen Doménenwandverdnderungen zusatzlich zu positiven
Temperaturspriingen im Material. Grund dafiir ist die im vorherigen Abschnitt
beschriebene freiwerdende Energie beim spontanen Umklappvorgang. Springt das
zentrale Ton aufgrund der auleren Belastung in eine neue, energetisch giinstigere
stabile Lage, geht die nun frei werdende Energie, welche urspriinglich zum Uber-
winden der Energiebarriere bzw. der kritischen Umklappenergie aufgebracht wer-
den musste, in Form von Wérme in das Material iiber (vgl. Abbildung 2.14). Da
sich bei der ferroelektrischen Polung nicht nur einzelne Zellen, sondern sich ganze
Volumenanteile in den Doméanen andern, dominiert dieser Effekt die reversiblen
Temperaturdnderungen, ahnlich wie die spontane Polarisation die reversiblen An-
teile der dielektrischen Verschiebung dominiert. Die messbare thermische Energie

stellt aufgrund dieser Uberlegungen zudem ein Maf fiir die Anzahl der bei einem

15Die zuvor als Koerzitivfeldstirke auf Zellebene E,,, eingefiihrte Koerzitivfeldstirke unterschei-
det sich von der Koerzitivieldstirke E. auf Korn- und Bauteilebene.
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Schaltvorgang umgeklappten Zellen dar. Abbildung 2.18 zeigt experimentell er-
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Abb. 2.18 Temperaturverlaufe fiir verschiedene Lastamplituden eines elektri-
schen Wechselfeldes (entnommen aus CHEN et al. [17])

mittelte Temperaturspriinge am Beispiel PZT-5, die aufgrund der Orientierungs-
polarisationen innerhalb der Domanen hervorgerufen werden. Im dargestellten Ex-
periment wurde das ferroelektrische Material mit unterschiedlichen elektrischen
Feldamplituden zyklisch belastet!6. Ist das aufgebrachte elektrische Feld kleiner
als die Umklappprozesse hervorrufende Koerzitivfeldstarke, sind in der betrach-
teten Groflenordnung keine nennenswerten Temperaturanderungen beobachtbar
(Abbildung 2.18, 0,9 E,, lila). Wird die Feldamplitude tiber besagte Koerzitivfeld-
starke hinaus erhoht, kommt es zu Umklappprozessen, infolge derer eine deutliche,
auf die Polung zuriickzufithrende Temperaturerh6hung stattfindet. Diese liegt im
Bereich 0,16 K pro Halbzyklus. Dabei scheint es nicht von wesentlicher Bedeutung
zu sein, um wie viel die elektrische Amplitude tiber der Koerzitivfeldstarke liegt,
da die Materialpolung im Wesentlichen direkt nach Uberschreiten des kritischen
Wertes stattfindet (vgl. Abbildung 2.18, 1,1 E. und 1,2 E,, schwarz und rot). Die
in Abbildung 2.18 blau eingezeichnete Kurve reprasentiert die bei einer Amplitude
von 1,0 E. gemessenen Temperaturspriinge. An diesem Punkt kann es aufgrund
von anderen iiberlagernden Effekten, wie beispielsweise auftretende Eigenspan-
nungen, zur unvollstandigen Polung des Materials kommen, weshalb unter dieser

Lastamplitude die Temperaturanderungen geringer ausfallen.

16U.a. dient das vorgestellte Experiment als Vergleich mit den in Kapitel 6 numerisch berech-
neten Ergebnissen. Das Experiment wird daher dort genauer beschrieben.
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3 Grundgleichungen der

Thermo-Ferroelektrizitat

Im vorliegenden Kapitel werden Grundgleichungen zur Modellierung der in
Kapitel 2 beschriebenen physikalischen Prozesse erlautert und hergeleitet. Im
Hinblick auf spétere Arbeiten wird zunéchst von einem allgemein gehaltenen
thermomechanisch-elektrodynamischen Problem ausgegangen, bevor die Glei-
chungen auf die fiir diese Arbeit relevanten thermomechanisch-elektrostatischen
Beziehungen reduziert werden.

Soweit nicht anders angegeben wird zur mathematischen Beschreibung die In-
dexnotation verwendet, wobei 7,7, k,... = 1,2, 3 fiir die Momentankonfiguration
und I, J, K,... = 1,2,3 fiir die Ausgangskonfiguration gilt. Die Anzahl der un-
gebundenen Indizes gibt dabei die Stufe des Tensors an. Weiterhin gilt die EIN-
STEINsche Summationskonvention, nach der tiber doppelt auftretende (gebunde-
ne) Indizes innerhalb eines Terms summiert wird. Durch ein Komma im Index

(...).; = 0/0z; wird eine partielle Ableitung nach einer Ortskoordinate, durch

: D
einen Punkt (...) = 0/0t eine partielle zeitliche Ableitung und mit D1 eine mate-

rielle Zeitableitung beschrieben.

3.1 Kinematik des Kontinuums

Zur mathematischen Beschreibung der Bewegung und Deformation eines Korpers
wird zunéchst eine Ubersicht iiber die Kinematik von Kontinua gegeben.

In der Kontinuumsmechanik werden Korper als materielles Gebiet B definiert,
welches durch eine zusammenhingende und in E3 abgegrenzte Menge von Raum-
punkten gebildet wird. Dabei sind jedem Raumpunkt Materieeigenschaften, bei-
spielsweise die Dichte, zugeordnet. Zusammen bilden sie zu jedem Zeitpunkt ¢ ein
Volumen V(t), dessen Oberflache durch A(V(t)) gebildet wird [2]. Die Bewegung

materieller Korper wird mathematisch durch die stetige Folge der Bewegungen sei-
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ner materiellen Punkte beschrieben. Dazu miissen die materiellen Punkte in Raum

B,
By
AK u[(X,]nLdXJ;t)
/40
o ldXy
o\ ey
xb PMEK
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Xy, z24 S A
thaxl
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Abb. 3.1 Flachenkontinuum in der Referenzkonfiguration By und der Momentan-
konfiguration B; mit raumlichen und materiellen Koordinaten z; und

X7 und Verschiebungsfeld u; bzw. u; [73, 2, 35]

und Zeit identifizierbar sein. In Abbildung 3.1 wird bei der Zustandsbeschreibung
des betrachteten Korpers daher zwischen der zum Zeitpunkt ¢, zeitlich festgeleg-
ten Referenz- bzw. Ausgangskonfiguration (AK) mit dem zugehorigen Ortsvektor
X1(t) (materielle Koordinate) und der zum Zeitpunkt ¢ > # herrschenden aktuel-
len Momentankonfiguration (MK) mit dem Ortsvektor z;(¢) (rdumliche Koordina-
te) unterschieden. Je nach Wahl der zugrunde gelegten Konfiguration ergeben sich
zwei Moglichkeiten der Kontinuumsbetrachtung. Die LAGRANGEsche Darstellung
bezieht sich am Beispiel der Verschiebung

U](Xj,t) = x,-(XJ,t) —X[, (3.1)

welche zwischen der Momentan- und der Ausgangskonfiguration stattfindet, auf
die Ausgangskonfiguration. Diese Form der Betrachtung geht davon aus, dass

der Beobachter die Verdnderungen der Eigenschaften misst, wahrend er auf dem
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betrachteten Teilchen sitzt. In der EULERschen Darstellung wird z.B. die Ver-

schiebung dagegen auf die Momentankonfiguration bezogen:
Ui(ﬂij, t) = Iy — X[(ilfj, t) (32)

Sinnbildlich geht man bei dieser Betrachtungsart von einem Beobachter aus, der
sich zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ an einem festen Ort z; befindet und von dort
das Passieren des Teilchens sieht [2]. Das sich aus einer Starrkérperbewegung!”
und einer Verformung'® zusammensetzende Verschiebungsfeld des gesamten Kor-
pers setzt sich schliellich aus den Verschiebungsvektoren aller Raumpunkte zu-
sammen [82]. Abbildung 3.1 verfolgt am Beispiel zweier infinitesimal voneinander
entfernt liegender materieller Punkte PAX und Q4% exemplarisch die Transfor-
mation eines durch die beiden Punkte gebildeten Linienelements dX; aus der
Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration, wobei dz; durch dieselben,
allerdings verschobenen materiellen Punkte PM% und QMX gebildet wird. Durch
Umstellen von Gleichung (3.1) ergibt sich die aktuelle raumliche Koordinate des
Punktes PMX zur Zeit ¢ in der LAGRANGEschen Darstellung:

xi(XJ,t) = UI(X],t) + X7. (33)

Die Funktion z;( X}, t) beschreibt demnach die Deformation eines materiellen Kor-
pers als eine zeitliche Abfolge von Konfigurationen. Nach Abbildung 3.1 lasst sich
fir QMX folgende Gleichung aufstellen:

$Z'(XJ, t) + dSL’Z'<XJ, t) = U[(X] + dXj, t) + X7+ dX;. (3.4)

Durch Subtraktion der Gleichungen (3.3) und (3.4) erhilt man die Gleichung fiir

das transformierte Linienelement in der Momentankonfiguration:

dxi(XJ,t) = U](XJ+dXJ,t) — ’LL[(XJ,t) + dX;. (35)

1"Eine Starrkérperbewegung setzt sich aus einer Translation und einer Rotation zusammen. Das
Volumen &ndert sich bei einer Starrkérperbewegung nicht [73].

18Die Verformung beinhaltet Verzerrung und Gestaltinderung. Hier kann eine Volumeninde-
rung auftreten [73].
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Durch Bilden des totalen Differentials des in Gleichung (3.5) berechneten Lini-

enelements d;:

Oz (X, t Oz (X, t
dz; (X, t) = 5”’5){” dX; + (atJ) dt  (3.6)
* t N——— ™ XJ
Rotation + Verzerrung F;; Translation v

lasst sich die Bewegung des materiellen Linienelementes in einen die Rotation und
Verzerrung beschreibenden Anteil und einen Translationsanteil aufspalten. Die in
dieser Arbeit betrachteten thermo-ferroelektrischen Effekte basieren auf reversi-
blen und irreversiblen Verzerrungen, weshalb der Translationsanteil vernachléssigt
werden darf (v; = 0) [73]. In Gleichung (3.6) wird der sogenannte Deformations-

gradiententensor
. axi(XJ, t)

FiJ(XJ, t) = 8XJ = Z;J (37)

eingefiihrt!®. Aufgrund der Transformationsrichtung wird er auch als LA-
GRANGEscher Deformationsgradient bezeichnet. Die Riicktransformation von der

Momentan- in die Ausgangskonfiguration
dX; = Fj;'d (3.8)

folgt aus einer Inversion der Gleichung (3.7) und fithrt den inversen bzw. EU-
LERschen Deformationsgradienten

Fpl = an;f’ ) _ x, (3.9)
ein. Der Deformationsgradient F;; beinhaltet neben den bei einer Bewegung von
der Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration typischerweise auftre-
tenden Verzerrungen auch eine lokale Starrkorperrotation, weshalb er als reines
Verzerrungsmaf} nicht geeignet ist. Da es sich bei F;; um einen regularen Tensor
2. Stufe (detF;; # 0) handelt, fir den zudem detF;; > 0 gilt, kann er mit Hil-
fe des polaren Zerlegungssatzes in einen eigentlich orthogonalen Drehtensor Ry

(detRy = +1) und je nach rechter oder linker polarer Zerlegung in einen rechten

YNach LURIE sollte der Deformationsgradiententensor korrekterweise als Tensor des Gradien-
ten des Ortes bezeichnet werden [2, 79]. Insbesondere an dieser Stelle ist die Unterscheidung
zwischen groflen und kleinen Indizes, welche fiir die LAGRANGEsche und EULERsche Betrach-

O
tungsweise stehen, wichtig, da z; ; = 8—96 = 0; ist (vgl. Gleichung (3.7)).
Zj
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oder linken Strecktensor Ug; oder V3; wie folgt zerlegt werden:
Fij = RigUgy = Vz‘kRkj- (3.10)

Ry beschreibt die starren Drehungen z.B. eines materiellen Linienelementes® in
einem bestimmten Punkt, nicht die globale Drehung des Korpers. Ugy und Vi
beschreiben die Dehnung (Streckung oder Stauchung) von Linienelementen sowie
die Winkelanderungen zwischen zwei Linienelementen. Fir sie gilt wegen F;; =
F J_Z.l:

Uy = (FirFrp)'?, (3.11)
Vi = (Fig Fi)Y2. 3.12
) J

Die Reihenfolge, in welcher die Operationen Rotation und Verzerrung durchge-
fithrt werden, ist dabei nicht von Bedeutung [2]. Die Gleichungen (3.11) und (3.12)
beinhalten irrationale mathematische Operationen in Form von Wurzeloperatio-
nen, weshalb bei der Ableitung eines Verzerrungsmafles im Allgemeinen von einer

Transformation der Quadrate von Linienelementen ausgegangen wird [2]:

dz;dx; = FiJFinXJdXK = CJKdXJdXK (LAGRANGESChe Darst.), (313)
dX;dX; = Fy' Fpldmde, = by dzday (EULERsche Darst.). (3.14)

In den Gleichungen (3.13) und (3.14) werden in der LAGRANGEschen Darstellung
der Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor

Cik = ULyUrk = FiyFix (3.15)
und in der EULERschen Darstellung der inverse Links-CAUCHY-GREEN-Tensor

byl = Vi Vi = Fp ! (3.16)
eingefiihrt. Als Maf fiir die Verzerrungen und fiir weitere Anwendungen, wie ins-
besondere die in Abschnitt 3.4.1 vorgestellten Konstitutivgesetze zur Beschrei-
bung des Stoffverhaltens, sind die beiden Tensoren allerdings nur eingeschréankt

geeignet, da sie fiir die Ausgangskonfiguration und bei reiner Starrkérperrotation

MDies gilt ebenso fiir Flichen- und Volumenelemente.
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die Gestalt des Einheitstensors d;; annehmen. Um ein echtes Verzerrungsmaf zu
erhalten, welches bei reiner Starrkorperbewegung verschwindet, wird durch die

Differenz der quadratischen Linienelemente
ds* —dS? = (Cpy — 61y)dX;dX; = 2E;dX;d X, (3.17)

zwischen Momentan- und Referenzkonfiguration fiir die LAGRANGEsche Darstel-

lung [2, 73] der LAGRANGE-GREENsche-Verzerrungstensor
1
Ery = §(CIJ —017) (3.18)
und durch die Differenz der quadratischen Linienelemente
d82 - dSQ == (52] - b;l)d{[ld% = 26¢jdl’idfbj (319)
fiir die EULERsche Darstellung der EULER-ALMANSIsche-Verzerrungstensor
€ij = *(5@' - bjl) (320)

eingefiihrt.
Aus Gleichung (3.5) geht unmittelbar

Fiy=wur g+ (3.21)

hervor. Mit den Gleichungen (3.15) und (3.16) konnen somit der LA-
GRANGE-GREENsche-Verzerrungstensor FEj;; und der EULER-ALMANSIsche-
Verzerrungstensor e; mit dem Verschiebungsgradienten zusammengefithrt wer-
den. Fiir den Grenzfall der infinitesimalen Verzerrungen, wo kein Unterschied
zwischen Ausgangs- und Momentankonfiguration existiert, gehen die in den Glei-
chungen (3.18) und (3.20) aufgestellten Verzerrungstensoren in den CAUCHYschen

Verzerrungstensor
1
Eij = 5( i,7 + uj,i) (322)
tber. Der in den Gleichungen (3.17) und (3.19) scheinbar willkiirlich eingefiihrte
Faktor 2 gewahrleistet die Konsistenz mit Gleichung (3.22) fiir den Sonderfall

infinitesimaler Verzerrungen u;; < 1 [2, 73].
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3.2 Grundlagen der Elasto- und Elektrodynamik

Im vorliegenden Abschnitt werden im Anschluss an die mechanische Impulsbi-
lanz die MAXWELLschen Gleichungen hinsichtlich ihrer historischen Entwicklung
erlautert. Zunéchst werden die MAXWELLschen Differentialgleichungen fiir Vaku-
um aufgestellt. Unter Verwendung konstitutiver Stoffgesetze elektrisch und ma-
gnetisch polarisierter Materialien wird anschlieSend eine Separation von freien
und gebundenen Ladungen und Stromen vorgenommen. AnschlieBend wird eine
Ubersicht tiber elektro-magnetische Potentiale und das Ladungserhaltungsgesetz
gegeben. Aufgrund der Modellierung geometrisch linearer Probleme ist eine Unter-
scheidung zwischen LAGRANGEscher und EULERscher Betrachtung im Folgenden

nicht notwendig.

3.2.1 Die Cauchy’sche Bewegungsgleichung

Mit dem Impulsvektor [2]
prech — /vidm = /pvidV (3.23)
m 14
und ausgehend von dem 2. NEWTONschen Grundgesetz [123]

D D .
Dt!pvidv - DtV/pvidv — FR, (3.24)

nach dem die durch die Summe aller auf einen Korper wirkenden Volumen- und
Oberflachenkréfte gebildete Gesamtkraft [3]

Fi= [pbav  +  [HdA (3.25)
L,_/ AH,_/
Volumenkrafte Oberflachenkrafte

bei einer Deformation direkt proportional zu der zeitlichen Anderungsgeschwin-
digkeit des Gesamtimpulses ist [123, 2], folgt die globale Impulsbilanzgleichung
(3, 73]:

2 [ puav = [ phav + [fda (3.26)
v 4 A
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Dabei sind p die Massendichte, v; der Geschwindigkeitsvektor, b; die Massenkraft-
dichte und ¢; der auf eine Schnittnormale n; bezogene CAUCHYsche Spannungs-

vektor. Letzterer wird tiiber das CAUCHYsche Fundamentaltheorem

tz' = 04Ny = 041y (327)

mit dem symmetrischen, den Spannungszustand in einem Punkt vollstandig be-
schreibenden Spannungstensor o;; = oj; in Zusammenhang gebracht [2]. Durch
Einsetzen von Gleichung (3.27) in Gleichung (3.26) und unter Anwendung des
GAUssschen Integralsatzes folgt die Impulsbilanzgleichung in differentieller Form:

D
Dy (P = pbi+ 0. (3.28)

Wird von kleinen Deformationen ausgegangen, enfallt bei der materiellen Zeita-
bleitung der konvektive Teil, weshalb Gleichung (3.28) fiir inkompressible Korper
in die sogenannte CAUCHYsche Bewegungsgleichung iibergeht:

0

E(PW) = pi; = pb; + 0354, (3.29)

wobei u; der Verschiebungsvektor ist.

Fiir ein Mehrfeldproblem muss fiir die in das 2. NEWTONsche Grundgesetz einge-
hende Gesamtkraft zusétzlich zu den mechanischen Volumen- und Oberflachen-
kraften aus Gleichung (3.25) eine elektro-magnetische Kraft [49, 43]

Si
| v [Tiav J(1F = Tingaa (3.30)
v 4 A

berticksichtigt werden. Diese beinhaltet den MAXWELLschen Spannungstensor
1
Ty = BiDj + H;Bj — S (DiBy + BiH)dy (3.31)

und den POYNTING-Vektor
Sl' = EijkEij, (332)
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wobei B; die magnetische Flussdichte und H; die magnetische Feldstarke ist. ez
bezeichnet den LEVI-CEVITA-Tensor, welcher wie folgt definiert ist:

1, fir 4, j, k gerade Permutation: 1,2,3; 2,3,1; 3,1,2.
€k = §—1, fir 4,4, k ungerade Permutation: 3,2,1; 2,1,3; 1,3,2. (3.33)
0, fir 4, j, k keine Permutation: 1,1,2; 2,1,2; ... .

Gleichung (3.30) beschreibt somit die in einem Volumen V und an dessen
Oberflaiche mit der Flichennormalen n; wirkenden elektro-magnetischen Kréfte.
cu = 1/ /kp ist die Phasengeschwindigkeit, mit der sich eine monochromatische,
elektro-magnetische Welle in einem isotropen Medium bewegt. In linearer Néhe-
rung ist sie abhangig von der dielektrischen Leitfahigkeit bzw. Permittivitat x und
der magnetischen Leitfahigkeit bzw. Permeabilitat p. Die hochgestellten Indizes
M und FE beziehen sich auf die Felder im Material bzw. auf die der Umgebung.
Die Spannungen tZE /M (TE T Myn; an der Oberfliche gehen mit einem Sprung
des MAXWELLschen Spannungstensors einher. Auf Basis des 2. NEWTONschen
Grundgesetzes ergibt sich somit anstelle von Gleichung (3.26) die globale Impuls-

bilanzgleichung fiir ein elektro-magneto-mechanisches Mehrfeldproblem:

II))t/pvidV:/pbidV—i—/%idA
Vv

/—dVJr mdv+/ TM)n,dA.

(3.34)

Mit dem Satz von GAUSS wird Gleichung (3.34) fiir einfach zusammenhéngende

Gebiete wie folgt vereinfacht:
a/ -dv—/ bdV 1 [GdA— [ Siav s [ 7804 3.35
apvz = [ PY; +/z _/0%4 +/ i 1Y . ()
1% 1% A 1% 1%

Die Kraftwirkung des MAXWELL-Tensors wird folglich ausschlief8lich tiber die Ei-
genschaft des umgebenen Mediums beschrieben. Genau dies fiithrt bei der lokalen
Formulierung der Impulsbilanz dazu, dass TE n;dA nicht mit den iibrigen Termen
in Gleichung (3.35) vereint werden kann, sondern der Sprung des MAXWELL-
Tensors am Gebietsrand als Randbedingung verbleibt. Die lokale Bewegungsglei-

chung fiur inkompressible (p = 0) Korper eines elektro-magneto-mechanischen
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Mehrfeldproblems lautet dann
puz = bZV + 0454 (336)

mit der spezifischen Volumenkraft

Si
b, = pb;+ T} — = (3.37)
M

und der natiirlichen Randbedingung

t=t+ (T — T§ )n;. (3.38)

3.2.2 Ladungserhaltungsgesetz

Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Materialien werden als ladungsfrei
angenommen. D.h.; es existieren keine freien Ladungen innerhalb des bilanzierten
Gebiets. Im Hinblick auf folgende Arbeiten wird in Kapitel 5 dennoch die schwache
Form fiir ein allgemeines Vier-Feld-Problem hergeleitet, weshalb der Vollstandig-
keit halber zunéchst auch das Ladungserhaltungsgesetz berticksichtigt wird.

Das Ladungserhaltungsgesetz trifft Aussagen iiber die Anderung der Ladung in-
nerhalb eines Systems, wenn eine Ladungsmenge iiber die Oberflache in ein Volu-
men hinein oder aus ihm hinaus fliefit [44]. Dieser als Stromdichte J; bezeichnete
Ladungstransport tiber eine Grenzfliche A mit der Flachennormalen n; stellt so-

mit eine zeitliche Anderung der sich im Materialinneren befindenden Ladungen

Q¢ dar:
dQel
d

A
Das negative Vorzeichen wird eingefiihrt, da die Fldchennormale definitionsge-

méB von dem bilanzierten Volumen weg zeigt. Da Q¢ = [ p¢/dV gilt, wonach
v

die Gesamtladung Q¢ aus dem Integral aller sich im Bilanzraum befindenden
elektrischen Ladungsmengen p® gebildet wird, lisst sich Gleichung (3.39) unter

Verwendung des GAuSSschen Integralsatzes folgendermaflen umschreiben:

dpel
dt
v

dv = — / JidV. (3.40)
Vv
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Gleichung (3.40) sagt aus, dass die sich im Volumen V befindende Ladung durch
einen nach auflen gerichteten Ladungsfluss verringert wird. Da dies fiir jedes Vo-
lumen gilt, folgt aus Gleichung (3.40) die lokale Formulierung fiir das Ladungser-
haltungsgesetz bzw. die Kontinuitatsgleichung zur mathematischen Beschreibung
der Ladungserhaltung:

P+ i = 0. (3.41)

3.2.3 Die Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

Samtliche Probleme in der klassischen Elektrizitdat und dem Magnetismus lassen
sich auf die MAXWELLschen Gleichungen zuriickfiihren. Damit nehmen sie eine
ahnliche Rolle fiir elektro-magnetische Feldprobleme ein, wie es die NEWTONschen
Axiome fur die Mechanik iibernehmen [123].

Gegen Mitte des 19. Jahrhunderts beschrieb André-Marie AMPERE mit dem AM-
PEREschen Gesetz eine Beziehung zwischen dem Kurvenintegral eines Magnet-
feldes entlang einer geschlossenen Kurve und einem elektrischen Strom, welcher

durch die von der Kurve umschlossenen Flache flieBit [29, 44]:

§ Bidiy = [ egBiydd; = po [ Jd A, (3.42)
l A A

Gleichung (3.42) beschreibt das urspriingliche AMPEREsche Gesetz in integraler
Form und beinhaltet den Integralsatz von STOKES. By ist die magnetische Fluss-
dichte, dl; ein infinitesimales und orientiertes Teilstiick einer geschlossenen Kurve
C, dA; = n;dA ein infinitesimales Teilstiick der durch die Kurve C umschlossenen
Flache?!, wobei n; dessen Flichennormalenvektor, jig die magnetische Permeabi-
litdt im Vakuum und J; die durch die Flache dA flieBende Stromdichte ist.
MAXWELL erkannte, dass bei dem urspriinglichen AMPEREschen Gesetz bei nicht
kontinuierlichem Strom Probleme auftreten und Gleichung (3.42) damit nicht all-
gemeine Giiltigkeit hat. Das Problem zeigt sich durch Anwendung des GAUSSschen
Integralsatzes bei Gleichung (3.42):

/eijkBk,ijdV = ,uO/deV (343)
Vv v

ZINicht zu verwechseln mit dem im folgenden Abschnitt eingefiihrten elektrischen Vektorpoten-
tial Ak
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Da die Divergenz der Rotation immer Null ist, muss die linke Seite der Glei-
chung (3.43) zwingendermafilen Null sein. Wie die Kontinuitatsgleichung (Glei-
chung 3.41) zeigt, ist die rechte Seite bei instationdrem Stromfluss allerdings von
Null verschieden [44]. Um diese Problematik zu korrigieren, erweiterte MAXWELL
das Gesetz um den MAXWELLschen Verschiebungsstrom?? [123]

do* oL; -~

J' = /(]ZvdAl == HQF = Ko WdAZ, (344)
A

A

wobei kg die dielektrische Konstante im Vakuum ist?3. In Gleichung (3.44) wird
der elektrische Fluss
ol = / EidA;, (3.45)
A

welcher ein " Mapf fiir die Anzahl der Feldlinien, die durch die Fliche A verlaufen”
[44] darstellt, eingefiihrt. Diese Uberlegung fithrt zum GAUssschen Gesetz

/ Edd; = 4 [ pddv, (3.46)
A foy

nach dem ”"der elektrische Fluss durch eine geschlossene Oberfliche ein Maf fiir
die gesamte Ladungsmenge [ p®dV innerhalb des bilanzierten Volumens ist” [44].
Aufgrund der Feldlinien, dilg auf der einen Seite eintreten und auf der anderen
Seite austreten, werden sich aulerhalb des Volumens befindende Ladungen dabei
nicht berticksichtigt. Durch Anwenden des Integralsatzes nach GAuss folgt aus
Gleichung (3.46) das GAusssche Gesetz in differentieller Form:

Wird Gleichung (3.44) nun zu dem urspriinglichen AMPEREschen Gesetz aus
Gleichung (3.42) hinzugefiigt, folgt das nach MAXWELL allgemein giiltige AM-
PEREsche Gesetz im Vakuum:

0E;
ot

l A A

A

2Es gibt weitere Moglichkeiten, das AMPEREsche Gesetz zu korrigieren. Mit den HERTZschen
Versuchen zu elektro-magnetischen Wellen folgte 1888 die Bestédtigung der durch MAXWELL
formulierten Theorie [44].

23Bei konstantem F; verschwindet der durch MAXWELL modifizierte Teil in der Elektrostatik
und es gilt weiterhin die durch AMPERE formulierte Gleichung (3.42).
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Anders als Gleichung (3.42) erfullt Gleichung (3.47) die Kontinuitétsgleichung
(Gleichung (3.41)) auch fir instationdre Stromfliissse. Durch Anwenden des

GAUssschen Integralsatzes und unter Beriicksichtung des GAussschen Gesetzes
aus Gleichung (3.46) folgt aus Gleichung (3.47):

/ eijkBk,z‘jdV = /’ug (Jz,z + pel) dV =0. (348)
174 174 -0

Zudem zeigt erst der modifizierte Anteil in Gleichung (3.47), dass ein verdnderli-
ches elektrisches Feld ein magnetisches Feld induziert.

Bei Giiltigkeit der integralen/globalen Formulierung fir beliebige A erhélt man
aus Gleichung (3.47) die differentielle Form des AMPEREschen Gesetzes im Vaku-

um:

oF;
€k Brj = Mo(«fi + Ko 5 )

Die Umkehrung des AMPEREschen Gesetzes, d.h. ein verdnderliches Magnetfeld
induziert ein elektrisches Feld [123], wird durch das FARADAYsche Gesetz

aB ~
A, 4
/ S (3.49)

§ Bl = [ B dd; = —
l A

beschrieben. In differentieller Form lautet es:

0B;
N
Z]k knj at
Experimente legen die Vermutung nahe, dass magnetische Monopole, die einem
Analogon zu der elektrischen Ladung entsprechen wiirden, nicht existieren. An-
schaulich bedeutet dies, dass Magnetfeldlinien nicht in einem Punkt im Raum
zusammenlaufen oder von diesem ausgehen [123]. Der GAusssche Satz fiir das

Magnetfeld lautet daher in differentieller Form:

Bm’ = 0.
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Zusammengefasst lauten die MAXWELLschen Gleichungen im Vakuum in diffe-

rentieller Form wie folgt:

1
B =—p% (GAusssches Gesetz d. Elektrik), (3.50)
Ko
1 0F;
— €k Brj — Ko, = J; (AMPEREsches Gesetz), (3.51)
Ho t
B;i=0 (GAusssches Gesetz d. Magnetik), (3.52)
0B;
€k L + 5 0 (FARADAYsches Gesetz), (3.53)

wobei auf der linken Seite die Felder (E;, B;) und auf der rechten Seite die Quellen
(p°, J;) stehen.

3.2.4 Die Maxwell’schen Gleichungen in Dielektrika mit
spontaner Polarisation und Magnetisierung

Die Gleichungen (3.50) bis (3.53), wie sie mit den Uberlegungen des vorheri-
gen Abschnittes formuliert sind, sind fiir Vakuum vollstandig und allgemein giil-
tig. Zur Modellierung materieller Koérper ist eine Modifikation durch Einfithrung
stoffabhéangiger Tensoren, der dielektrischen Permittivitdt und der magnetischen
Permeabilitat, erforderlich. Fiir homogene isotrope Materialien mit der relativen
Permittivat £ und der relativen Permeabilitat p" erhélt man aus den Gleichungen
(3.50) bis (3.53) die MAXWELL-Gleichungen

1
Ei,z' = pel, (354)
Kok"
1 OE;
€iinBri — Kok — = J;, 3.55
Bi,i - 07
0B
ez’jk:Ek,j + W = 0

Im Hinblick auf eine spétere Herleitung der schwachen Formulierung zur Imple-
mentierung thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens ist es aufgrund von An-
sammlungen gebundener Polarisationsladungen und -stromen, welche nicht direkt
beeinflusst werden konnen, ferner sinnvoll, die MAXWELLschen Gleichungen fiir
elektrisch und magnetisch polarisierte Materie genauer zu betrachten und freie

und gebundene Ladungen zu separieren. Dazu miissen zunéchst unter Berticksich-
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tigung materieller Polarisation und Magnetisierung, hier bezeichnet als P/ und
M die konstitutiven Beziehungen der Elektrodynamik folgendermafen formu-

liert werden:

D; = kok"E; + P!, (3.56)
B; = pou" H; + M. (3.57)

Dabei beinhalten kgx"E; und pou” H; alle reversiblen Beitrage, etwa in Gestalt ei-
ner ionischen oder Elektronenpolarisation, und P/ und M;™ alle Beitrige sponta-
ner Polarisation und Magnetisierung. Eine elektrische Polarisation P/ ruft dabei

24 welche gebundene

immer auch eine Polarisationsladungsdichte —P}"7 hervor
Polarisationsladungen beriicksichtigt. Freie Ladungen bzw. Uberschussladungen?
werden durch wy beriicksichtigt. Zusammen bilden die beiden Anteile die Gesamt-

ladungsdichte [44, 78]
p =wy — P} (3.58)

Werden die Gleichungen (3.56) und (3.58) in das GAuUsssche Gesetz der Elektrik

aus Gleichung (3.54) eingesetzt, ergibt sich fiir letzteres folgende Formulierung:
Di,i = wy.

Ahnlich wie bei der vorangegangenen Polarisationsladungsdichte aufgrund ge-

bundener Polarisationsladungen verhalt es sich mit einem Polarisationsstrom

1 )
——e;My;, welcher durch eine magnetische Polarisation bzw. Magnetisierung

kj o
verursacht wird und auf den Spins und der Bahnbewegung der Elektronen be-
ruht. Im dynamischen Fall tritt bei einer Anderung der spontanen Polarisation
zusitzlich ein linearer Fluss von gebundenen Polarisationsladungen P auf. Zu-
sammen mit der Stromdichte sz , welche die Stromdichte ungebundener Ladungen
berticksichtigt, ergibt sich die Gesamtstromdichte in einem polarisierten Material
wie folgt [44, 78]:

. 1 .
Ji=Jl + P 4 ijkM,;?. (3.59)

%Das negative Vorzeichen der Polarisationsladungsdichte ist der Richtungsdefinition des Nor-
malenvektors n; geschuldet.
%57.B. quasifreie Leitungselektronen eines metallischen Leiters.
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Durch Einsetzen der Gleichungen (3.56), (3.57) und (3.59) ergibt sich das AMPE-
REsche Gesetz aus Gleichung (3.55) folgendermaflen:

et = J! + 8£
Da das GAUsssche Gesetz der Magnetik (Gleichung (3.52) und das FARADAYsche
Gesetz (Gleichung (3.53)) weder p® noch J; beinhalten, hat eine Separation der
Ladungen und Strome in freie und polarisationsbedingte Anteile keinen Einfluss
auf dieselben. Zusammenfassend ergeben sich die MAXWELLschen Gleichungen
fiir beliebige (anisotrope, ferro-, para- oder diamagnetische, ferro- oder paraelek-

trische) materielle Kérper wie folgt:

D;; =wy (Gausssches Gesetz d. Elektrik), (3.60)

egnHy; = JI + aalzi (AMPEREsches Gesetz), (3.61)
B;i=0 (GAusssches Gesetz d. Magnetik), (3.62)

€k B j + (985;@ =0 (FARADAYsches Gesetz), (3.63)

Allerdings stellt das Differentialgleichungssystem keine allgemeinere Form der
MaxXwELLschen Gleichungen dar, als es bei den Gleichungen (3.50) bis (3.53) der
Fall ist. Zudem beinhaltet letztere, sicherlich in der Literatur geldufigere Formu-
lierungsvariante sowohl D; und E; als auch B; und H;, weshalb sie durch geeignete

Materialgleichungen ergénzt werden miissen [44].

3.2.5 Ladungserhaltungsgesetz fiir freie Ladungen

Im vorherigen Abschnitt wurde mit den Gleichungen (3.58) und (3.59) auf die
Bestandteile der Gesamtladungsdichte und Gesamtstromdichte in einem polari-
sierten Material eingegangen. Werden die Gleichungen (3.58) und (3.59) unter
Beriicksichtung der Berechnungsvorschrift div(rot(M/™)) = 0 in das Ladungser-
haltungsgesetz (Gleichung (3.41)) eingesetzt, erhélt man die lokale Formulierung

fir das Ladungserhaltungsgesetz freier Ladungen:

oy +JL =0 (3.64)
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3.2.6 Elektro-magnetische Potentiale

Im vorliegenden Abschnitt sollen das elektrische Feld E; und die magnetische
Flussdichte B; durch skalare und vektorielle Potentiale beschrieben werden. Ins-
besondere in der Elektrostatik fallt auf, dass durch diesen Formalismus eine vek-
torielle Grofle durch eine skalare Grofie ausgedriickt und damit das Problem ver-
einfacht werden kann. Aber auch in der Elektrodynamik ist es sinnvoll, die Felder
durch Potentiale zu beschreiben.

Entsprechend den Ausfithrungen in [44] iiber das elektrostatische Potential und
das Vektorpotential lasst sich zeigen, dass B; als ”Rotation eines Vektorpotenti-
als Ay dargestellt werden kann, sofern die Divergenz von B; tiberall verschwin-
det”. Aufgrund von Gleichung (3.62), die besagt, dass die magnetische Flussdichte
sowohl in der Elektrostatik als auch in der Elektrodynamik divergenzfrei bzw.

quellenfrei ist, gilt daher:

B; = €A (3.65)

Wird Gleichung (3.65) in das FARADAYsche Gesetz von Gleichung (3.63) einge-
setzt: 94

e (Bri+ 512 ) =0 (3.66)

und berticksichtigt man den Satz fiir rotationsfreie Felder [44], nach dem der
rotationsfreie Vektor dem Gradienten eines Skalars proportional sein muss, erhélt
man das elektrische Feld E; in Abhéngigkeit des Vektorpotentials A und des

skalaren elektrischen Potentials ¢¢:

By = —¢% — ‘E’f. (3.67)
Es lasst sich zeigen, dass der Potentialformalismus die in den Abschnitten 3.2.3
und 3.2.4 aufgestellten vier MAXWELLschen Gleichungen erfiillt.
Fiir die Erstellung der in Kapitel 6 vorgestellten Ergebnisse wird von quasistati-
schen Zustinden ausgegangen. Des Weiteren werden Keramiken mit der Annah-
me betrachtet, dass diese keine freien Ladungstréager beinhalten und somit Ji-f =0

gilt.?8 Aufgrund der Stationaritit ergibt sich das elektrische Feld aus Gleichung

(3.67) allein aus einem skalaren Potential:

By = —¢°. (3.68)

26 Auf den Begriff "quasistatisch” wird in Abschnitt 4.3.1 eingegangen.
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Unter den zuvor genannten Bedingungen der Stationaritdt und der Abwesenheit

freier Ladungen folgt aus dem AMPEREschen Gesetz (Gleichung (3.61))

Analog zu Gleichung (3.68) folgt aufgrund des Satzes fiir rotationsfreie Felder das

magnetische Vektorpotential®”
Hy = —7™. (3.70)

Danach ist, analog zu dem elektrischen Potential, die magnetische Feldstarke H;

der Gradient eines Skalars ¢™.

3.3 Grundgleichungen der Kalorik - Die
Energiegleichung

Die in Abschnitt 3.2 beschriebenen mechanischen und elektro-magnetischen
Grundgleichungen sind weitestgehend bekannt und aus der angegebenen Literatur
zu entnehmen. Wie in Kapitel 2 beschrieben, weisen Werkstoffe mit ferroelektri-
schem Materialverhalten allerdings zusétzlich bisher kaum betrachtete kalorische
Kopplungen mit anderen Feldern auf. Um in Analogie zu der CAUCHYschen Be-
wegungsgleichung fiir die Mechanik und den MAXWELLschen Gleichungen fiir
die Elektrodynamik eine zusatzliche, das Gleichgewicht der thermischen Energie
beschreibende Feldgleichung zu entwickeln, wird von dem 1. Hauptsatz der Ther-

modynamik ausgegangen:
U+K=W%+Q+x. (3.71)

() wurde urspriinglich als partielle Ableitung nach der Zeit eingefithrt. In diesem
Zusammenhang beschreibt es zeitinvariante Anderungsraten. Gleichung (3.71) be-

sagt damit, dass die Summe aus der zeitlichen Anderung der inneren Energie

U:/fjdv (3.72)
1%

2"Das magnetische Vektorpotential, wie es in Gleichung (3.70) steht, gilt aufgrund der voran-
gegangenen Annahmen fiir Materialien ohne freie Ladungen in stationdren Feldern
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und aus der zeitlichen Anderung der kinetischen Energie

K= /f(dv = [ pisivd V., (3.73)
V 14

wobei das Volumen V als konstant angenommen wird, aus der reversiblen?®

elektro-magneto-mechanischen Leistung

Wrev _ / Wrevdv _ Wm,rev + Wel,rev + Wmag,rev, (374)
14

dem Warmestrom

Q= [Qdv = [(av—ghav. (3.75)
|4 Vv

wobei ¢y eine innere Wéarmequelle und (']]A ein Warmefluss uber die Oberfliche

ist, und einer dissipativen Leistung
x=[xdv (3.76)
o

gebildet wird. Letztere beschreibt alle nicht-konservativen Prozesse aufgrund einer
Anderung der spontanen Polarisation innerhalb des Materials [134]. Die elektro-
magneto-mechanische Leistung aus Gleichung (3.74) setzt sich aus einem mecha-

nischen Anteil

e = [y = [ i = [ogirdd, G0
Vv A A

wobei t; der in Gleichung (3.38) eingefithrte und die Kraftwirkung im elektro-
magnetischen Feld nach Gleichung (3.30) berticksichtigende CAUCHYsche Span-

nungsvektor ist, einem elektrischen Anteil

Wel,rev _ / W@l,r@vdv _ /@Zlgbeld/l _ _ / D;‘evqbelnidA (378)
v A A
mit dem CAUCHYschen Fundamentaltheorem der Elektrik fiir die spezifische La-

dung
w% = —Din; (3.79)

ZIm Folgenden werden reversible Felder mit einem hochgestellten Index “rev” und irreversible
Felder mit einem hochgestellten Index ”irr” versehen.
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und einem magnetischen Anteil

Wmag,mv _ / Wmag,revdv _ /(,ZJZWQQbmagdA —_ _ / B;ev¢magnidA (380)
v A A

mit dem CAUCHYschen Fundamentaltheorem der Magnetik fiir die magnetische
Flussdichte
w;nag = —Bini, (381)

zusammen. Da die Existenz von magnetischen Monopolen bisher nicht nachgewie-

sen werden konnte, stellt w’/®

eine unphysikalische Hilfsgroffe dar, mit der eine
Analogie zur Elektrik geschaffen wird??,

Durch Einsetzen der Gleichungen (3.72) bis (3.78) und (3.80) in den 1. Hauptsatz
der Thermodynamik (Gleichung (3.71)) und unter Anwendung des GAUSSschen
Integralsatzes sowie unter Beriicksichtigung der CAUCHYschen Bewegungsglei-
chung (Gleichung (3.36)), des GAUsSschen Satzes fiir das Magnetfeld (Gleichung
(3.62)) und den Gleichungen fiir das skalare Potential der Elektrostatik ¢ und
Magnetostatik ¢™* (Gleichung (3.68) und (3.70)), folgt die Energiegleichung
fiir ein irreversibles thermo-elektromagnetostatisch-mechanodynamisches Feldpro-
blem in differentieller Form:

0= U + pitvity — (pity — bY )il — ol + D¢ — DIV E;

vimag oA R (3.82)
— B H;"" + ¢;; — (qv + X)

Die Gleichung zeigt, dass die Dissipation Y, welche zur Beriicksichtigung der nicht-
konservativen Umklappprozesse eingefiihrt wurde, thermodynamisch einer inter-
nen Warmequelle ¢y > 0 entspricht. Einen einfachen Ansatz zur Beschreibung der
elektro-mechanischen Umklappleistung y wird in [54] gegeben. In [73] wird sie um
die magnetische Komponente erweitert und ist fiir ein thermo-elektro-magneto-

mechanisches Feldproblem folgendermaflen definiert:

X = ol + E) P + HY M. (3.83)

In [44] wird auf Seite 276 festgestellt, dass keine magnetische Arbeit existiert:” Die Tatsache,
dass magnetische Krifte keine Arbeit verrichten, ist eine elementare und direkte Konsequenz
der LORENTZ-Kraft.” Dies bezieht sich allerdings auf die Bewegung von Elektronen in einem
magnetischen Feld und gilt nicht auf der makroskopischen Skala.
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Der Index 0 impliziert dabei eine generalisierte REUSS-Annahme, nach der die
Spannung, das elektrische Feld und das magnetische Feld wahrend des Umklapp-
vorgangs als konstant angenommen werden [134]. Fiir die in Kapitel 6 vorgestellten
numerischen Berechnungen wird die magnetische Komponente vernachlassigt. Die

elektro-mechanische Umklappleistung lautet dann folgendermafien [54]:
= 0 irr 0 pirr
X = og¢; + B P (3.84)

In Abschnitt 3.4 wird die elektro-mechanische Umklappleistung ¥ Bestandteil
thermodynamischer Uberlegungen beziiglich eines das konstitutive Verhalten be-
schreibenden Potentials. Auf die beiden irreversiblen Grofen € und P wird in
den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 genauer eingegangen.
Fiir die in Kapitel 6 vorgestellten Ergebnisse wird auch fiir die Mechanik von sta-
tischen, genauer von quasistatischen Zustanden ausgegangen (pi; = 0). Des Wei-
teren werden Volumenkrifte und -ladungen nicht beriicksichtigt (b, = 0, D;; =
wy = 0). Da sich der Verschiebungsgradient u;; als unsymmetrischer Tensor 2.
Stufe bei infinitesimalen Verzerrungen additiv in einen symmetrischen und einen
unsymmetrischen Anteil zerlegen lésst, gilt fiir die zeitliche Ableitung des Ver-
schiebungsgradienten:

iy = €+ Qj, (3.85)

wobei é; = €5 die symmetrische Verzerrungsgeschwindigkeit und QZJ = —sz-
die schiefsymmetrische Drehgeschwindigkeit sind [73]. Da ein doppelt skalares
Produkt eines symmetrischen und eines schiefsymmetrischen Tensors identisch
Null ist, gilt:

Oijlly; = 055 (3.86)

Mit diesen Uberlegungen kann Gleichung (3.82) folgendermaflen vereinfacht wer-
den:

0=U— Uijégw — EiDim} - HiBz'TeU + Qﬁj - (QV + 9_() (3'87)

Demgegentiber folgt durch Einsetzen der Gleichungen (3.72) bis (3.78) und (3.80)
in Gleichung (3.71) und unter Beriicksichtigung der eingangs getroffenen Annah-
men fiir den Sonderfall der Statik sowie des GAUSSschen Satzes fiir das Magnet-
feld (Gleichung (3.62)), des elektostatischen Potentials (Gleichung (3.68)) und
des magnetostatischen Potentials (Gleichung (3.70)) folgende Gleichung fiir die
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spezifische innere Energie:

U= ogel + EDI* + HiB™ + Q+X. (3.88)

Die zeitliche Anderung der spezifischen Gesamtentropie S kann in einen duferen
Anteil

R,
St== 3.89
Z (389)
und einen inneren, irreversiblen Anteil
%
St== 3.90
> (3.90)
aufgeteilt werden:
S=38"+3" (3.91)
Hieraus folgt
Q+x= TS, (3.92)

wobei T die absolute Temperatur ist. Wird Gleichung (3.92) in Gleichung (3.88)
eingesetzt, folgt daraus die GiBBSsche Fundamentalgleichung fiir die innere Ener-
gie:

LU(EZ'J', D;, B;, S, éij, DZ‘, BZ', S) = O'ijé;-ﬂjev + EZ"D?U + HiBirev + TSY (393)
Durch Zusammenfithrung der Gleichungen (3.93) und (3.87) folgt schlussendlich

eine alternative Formulierung der Energiegleichung:
TS =qv — g5+ X, (3.94)

welche in dieser Form u.a. von der Gesamtentropie abhangt.

In Gleichung (3.93) sind alle irreversiblen Anteile als Teil der Gesamtentropie
zusammengefithrt. Die anderen Anteile sind direkt auf die reversible elektro-
magneto-mechanische Leistung (Gleichung (3.74)) zuriickzufiihren. Analog ver-
hélt es sich mit Gleichung (3.88), die Ausgangspunkt fiir Gleichung (3.93) ist.
In dieser werden alle irreversiblen Anteile in der spezifischen Umklappleistung

X zusammengefithrt. Durch Einsetzen von Gleichung (3.83) in Gleichung (3.88)
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folgt:

U= ogél + B + HiB™ + Q+ oyl + EPI7 + HI™. (3.95)

Gleichung (3.95) lasst eine Zerlegung der totalen Dehnung, der dielektrischen
Feldstarke und der magnetischen Flussdichte in ihre reversiblen und irreversiblen

Anteile erkennen:

€ = €5 + EZT, (3.96)
D; = DI* 4 P!, (3.97)
By = BI*" + M]"". (3.98)

Werden die reversiblen und irreversiblen Gréfien in Gleichung (3.95) in ihre totale

GroBen zusammengefiihrt, folgt folgende Formulierung fiir die innere Leistung:

Ein Vergleich mit Gleichung (3.88) zeigt, dass die irreversiblen Grofien aus der
spezifischen Umklappleistung x in Gleichung (3.99) in eine elektro-magneto-
mechanische Gesamtleistung W= Ij[/m+ ﬁ/el+ W9 fiberfithrt sind. In dieser For-
mulierungsvariante der inneren Leistung wird die Gesamtentropie mit Q — Tg°
lediglich durch die Austauschentropie gebildet, insofern keine weiteren dissipativen
Effekte wie Viskoelastizitét etc. berticksichtigt werden. Die beiden Gleichungen
(3.93) und (3.99) bilanzieren trotz ihrer unterschiedlichen Formulierungen dassel-
be System. Allerdings werden durch ihren Vergleich versteckte Abhéngigkeiten
von den irreversiblen elektro-magneto-mechanischen Grofien der Entropie in Glei-
chung (3.93) hervorgehoben, welche insbesondere bei der folgenden Herleitung der
konstitutiven Materialgesetze thermo-ferroelektrischer Stoffe beriicksichtigt wer-

den miussen.

3.4 Konstitutive Gesetze und Phanomenologie
ferroischer Materialien

In diesem Abschnitt werden die konstitutiven Gesetze formuliert, welche zur Be-

schreibung des Materialverhaltens benotigt werden. Mit Hilfe der kalorischen Kon-
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stitutivgleichung wird anschlieBend aus Gleichung (3.94) eine nicht explizit die
Entropie beinhaltende Energiegleichung hergeleitet. Da sich innerhalb der Kon-
stitutivgesetze vorkommende Stoffgréflen mit einer Veranderung der Temperatur
im Material ebenfalls dndern, werden zuletzt noch diesbeziigliche Uberlegungen

fiir einige der Stoffgroflen angestellt.

3.4.1 Nichtlineare Stoffgesetze der Thermo-Elektro-Mechanik

Zur Beschreibung thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens miissen die u.a. in
[24] und [37] fir ferroelektrisches Materialverhalten aufgestellten Stoffgesetze um
die Temperatur 7' als dritte unabhangige Variable erweitert werden. Der magne-
tische Anteil wird zundchst weiterhin beriicksichtigt, wobei sich diesbeztiglich auf
[8] und [73] bezogen wird. Es gilt weiterhin der in Abschnitt 3.3 beschriebene qua-
sistatische Sonderfall. Durch Anwendung einer LEGRENDRE-Transformation auf
die innere Energiedichte von Gleichung (3.93) erhélt man das spezifische thermo-

dynamische Potential

e T 60 rev aU rev oU
Q= U= oD = B = 555 (3.100)

Die ratenabhéngige Formulierung der zugehorigen GiBBSschen Fundamentalglei-

chung lautet damit:

e, B, H,T,é, B, H,T)=0uel" — DI E; — BI*H; — ST. (3.101)

Ein Koeffizientenvergleich mit dem zugehorigen totalen Differential
- 00 00 00 o0

dQ(e™. E. H. T) = derev dE; + —dH; + —
(6 s oy 4 ) 86%(31) 67'] + 6EZ T 8HZ + oT

dT (3.102)

liefert die assoziierten Groflen Spannung o, dielektrische Verschiebung D;*’, ma-

gnetische Induktion B;*’ und spezifische Entropie S:

o 09 o0 o0 o 00 _
_ —_— 74“7 — _DT‘@’U7 p— _B?_"(%)’ —_— — — , .]_
dey o "V 9F, " BH, e ~er - S B9

wobei © = T — T, die Temperaturdanderung zwischen aktueller Temperatur T

und einer willkiirlichen Referenztemperatur 7| ist. Der erste Zusammenhang in
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Gleichung (3.103), wonach die totale Verzerrung e;; die reversible Verzerrung €’

austauschbar sind, ist aufgrund von

ot _dhoeqn o, _ah a0
et 0ép  Oer? 0é, 0é;;
moglich. Gleiches gilt bei der Verwendung von Anderungeraten:
o0 00

ey Dey™

Die das Stoffverhalten beschreibenden konstitutiven Gleichungen in allgemeiner
Form ergeben sich schliellich aus den totalen Differentialen der in Gleichung

(3.103) aufgefiihrten assoziierten Grofen:

9o Do Oo oo
doy = 204 dey + 20U dE; + a‘;ﬂ dH, + ‘g de,
Oey Ey,Hy,,© OB €kl Hy,© klew, By, © 0 €kl Er, H
(3.106)
oDy oDp oDy oDy
dD;—nev = ¢ dey; + i dE), + Z dH;, + L doe,
Dey Ey,Hy,© OB €x,H,,0 OHj, €, E,© 00 ext, By, Hy,
(3.107)
OBy OB OB OB
dB;ev = —— dey + : dFE, + ’ dH, + : do,
Oen Ey,H;,© OEj €x, Hy,© O Hy €x, By, © 90 €x, By, Hy
(3.108)
98 a8 8 a8
dsS = dey + — dE, + — dH, + — de.
aEkl Ek,Hk,@ 8Ek le,Hk,@ aHk 6kl7Ek'7@ 86 Ek‘laEkka’
(3.109)

Die inkrementelle Integration der Gleichungen (3.106) bis (3.109) fithrt mit
doj — Aoy, depg — Aeyy ete. zu vier das Stoffverhalten beschreibenden nicht-
linearen assoziierten Zustandsgleichungen fiir inkrementelle Zustandsdnderungen.
Die partiellen Ableitungen sind dabei Funktionen der unabhéngigen Variablen,
welche bei nichtlinearem Stoffverhalten lokale Tangenten an die Funktionsverlau-
fe darstellen [73].

Zusammen mit Gleichung (3.103) folgen aus den Gleichungen (3.106) bis (3.109)
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die Zustandsgrofien der nachsten Generation in Form der Materialtensoren

80@

dex Ey, H,,©
oD
0E;
0B
0H,
08
00

€kl7Hkae

€x, By,©

€, By, Hy

und der Kopplungstensoren
8aﬁ
0F,

80@
0H,

8JU
00

oD}
86@

Ek>Hk7@

YY)

6kl7Hk79
€kl By, 0

€ty B, Hy

9%Q
aégaem
9%Q

= CZ]kl s

Ek7Hk7®

= Ry,

€k, Hy,,©
92Q

- OH,0H,

92Q

002

= Wi,

€x, By,

=7,
€, By, Hy

0°Q
aﬁﬁalﬁ
9*Q
86U8fh
8°Q
Oe;00
00
 OEde;;

= €y,
H;,©

= i,

E;,©

- BZ]?

Ey, Hy

= — €Clij,

H;,,0

(3.110)
(3.111)
(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)
(3.116)
(3.117)

(3.118)
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rev QQ
OH; 1 O 0E,0H; .0
Drev QQ
oD __0 — _k, (3.120)
7S] €xl, By, Hy aEla@ €k, Hy,
Brev QQ
86@- By, H;,,© GHZ(%U H,,0
Brev 2Q
0B __ 9 — (3.122)
0E; e Hi© OH,0F; .0
Brev ZQ
0B; __0 ~ (3.123)
00 €ty B, Hy, aHla@ €ty By
_ 2Q
05 __ 9 — 8, (3.124)
aeij Ek,Hk7@ 8686” Ei,Hk
a8 92Q
_ = —k;, (3.125)
aEl Ek'l,ka@ a@aEZ Ek-l;Hi
a8 92Q
OH; €k, B, 0 0O0H; €kl By

Dabei sind die Materialtensoren Cyj,; der Elastizitdtstensor, x; der dielektrische
Tensor, p; der magnetische Permeabilitatstensor und v der thermische Koeffizi-
ent. Die Verkniipfung der Felder wird durch die Kopplungstensoren hergestellt.
Die Kopplung mechanischer und elektrischer Feldgrofien wird durch den piezo-
elektrischen Tensor e, mechanischer und magnetischer Feldgrofen durch den
magnetostriktiven Tensor ¢;;, mechanischer und kalorischer Feldgrofien durch die
thermischen Spannungskoeffizienten (;;, elektrischer und kalorischer Feldgrofien
durch den pyroelektrischen Tensor k;, magnetischer und elektrischer Feldgrofien
durch den magnetoelektrischen Tensor g; und die Kopplung magnetischer und
kalorischer Feldgroflen durch den thermomagnetischen Tensor p; beschrieben. Da
alle in den Gleichungen (3.106) bis (3.109) eingefithrten thermodynamischen Zu-
standsgroBen ein totales Differential besitzen, gilt fir die Gleichungen (3.110) bis
(3.126) die Integrabilitdtsbedingung:

*Q  9°Q
821622 N 822821’

(3.127)

wobei 2z und 2 beliebige Zustandsgrofien sind. Folglich tauchen alle Kopplungs-

tensoren jeweils in zwei Konstitutivgleichungen auf woraus folgt, dass zu jedem
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direkten ein indirekter bzw. inverser Effekt existieren muss. Zusammen mit den
Symmetrieeigenschaften des CAUCHYschen Spannungs- und Verzerrungstensors
gilt ferner z.B. fir den Elastizitatstensor, den piezoelektrischen Tensor und den

magnetostriktiven Tensor:

Ciiit = Cjirn = Cyji = Chaijy (3.128)
eyl = €lij = jil, (3.129)
9t = Quij = Gjil- (3.130)

Des Weiteren konnen mit der Integrabilitdtsbedingung aus den Gleichungen
(3.115) bis (3.126) die Zusammenhénge

80'2']' . 8D;;ev

o5~ e (3.131)
L —aai’; , (3.132)
a;@"j - —gjj, (3.133)
oor _ong® s
aé)gv - gg/ (3.135)
85? - gfi (3.136)

gebildet werden, die auch als MAXWELL-Beziehungen der Thermodynamik be-
kannt sind.
Das thermo-elektro-magneto-mechanische Verhalten ferroelektrisch-ferromagnetischer

bzw. ferroischer Materialien und Materialsysteme wird durch die Potentialdichte

Q(Ez,ev, Ei7 H;, @) = §Cijkl€%ev€2?v . §’iz’jEiEj o i,U/Z]HZHj B 57@2
— eyiBier’ — quiHiel;” — ByO€i” — gy HiEj (3.137)

— kOE; — piOH;

beschrieben. Wird Gleichung (3.103) auf das Potential von Gleichung (3.137) an-
gewandt, so folgen aus der Annahme inkrementell konstanter Materialmoduli die

konstitutiven Gleichungen fiir thermo-magneto-elektro-mechanisches Materialver-
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halten, welche ratenabhéngig folgendermafien formuliert sind:

&y = Cyneéry’ — e — quHy — B350, (3.138)
D = eguérs’ + ry b + g H; + ki, (3.139)
B = quéls’ + g4 B + pyH; + pi®©, (3.140)

S = Buey’ + kil + pi i + 7. (3.141)

Werden die totale Dehnung, die dielektrische Feldstarke und die magnetische

Flussdichte in ihre reversiblen und irreversibeln Anteile zerlegt, d.h.

ej =€’ + e, (3.142)
D; = DI*" 4 P!, (3.143)
By = B/* + M/, (3.144)

erhilt man mit den Gleichungen (3.138) - (3.141) eine alternative Formulierung

der Stoffgesetze, die nun die irreversiblen Beitrage explizit ausweisen:

6y = Cyrlén — ) — ey — qu i, — B0, ( )
Di = emi(én — €1) + Ky By + gy H; + k0 + PJ'™ ( )
Bi = qw(én — €47) + 95 B + po Hy + pi© + M (3.147)

S = Buléw — &) + kil + pil; + 6. (3.148)

In Kapitel 4 werden Tangentenmoduli und irreversible Verzerrung, Polarisation
und Magnetisierung duch Einfiihrung eines mikrophysikalischen Modells der Do-
ménenprozesse als Funktionen von inneren Variablen formuliert.

In der Literatur (beispielsweise [8],[24],[73]) werden die irreversiblen Anteile der
Polarisation P und der magnetischen Flussdichte M/™ héufig bereits in dem
gewéhlten Potential berticksichtigt. Anstelle von Gleichung (3.137) wird dann fol-

gendes Potential verwendet:
= 1 1 1 1
Qey, By, Hi, ©) = §Cz‘jkl€ij€kl - §/€sziEj - gliini]'—’rj - 57@2
— eyEiey; — quHiey — ByOey — g Hi By — kO E;

— pi©OH; — (CiijEkl — ey By — quiHy — Bij@)egr

(3.149)

1 o . .
+ 50@‘]6[62;7"627 - EZ'PZTT - HZ‘M;W.
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Diese Vorgehensweise fiihrt zwar ebenfalls zu den nichtlinearen konstitutiven Stoff-
gesetzen (Gleichungen (3.145) - (3.148)), allerdings gilt dann

o0

Di==5p (3.150)
o0

Bi= =i (3.151)

anstelle von Gleichung (3.103).
Aus dem thermodynamischen Potential Gleichung (3.137) geht bei Vernachlés-
sigung der magnetischen Anteile die Formulierung fiir thermo-ferroelektrisches
Materialverhalten hervor, wie es in Abschnitt 5.2 zugrunde gelegt werden wird:
O ( Tev 1 rev_rev L L 2
e’ Bi,0) = §Cijk1€¢j €’ — 5/1ijEiEj — 57@
— eyBie” — BOei” — kO ;.

(3.152)

Mit Gleichung (3.103) und den Gleichungen (3.142) und (3.143) folgen dann die

entsprechenden konstitutiven Gleichungen in Ratenformulierung:

b = Cyn(én — &) — e By — 550, (3.153)
Di = em(én — €07) + ki B + kO + P, (3.154)
S = Bulén — é) + k5 + 0. (3.155)

Mit Gleichung (3.155) kann die Energiegleichung (Gleichung (3.94)) durch Eli-
minieren der Entropie alternativ formuliert werden. Unter Vernachlassigung von
Wirmequellen (¢y = 0) und unter Berticksichtung von Gleichung (3.84) sowie
dem FOURIERschen Gesetz der Warmeleitung in isotropen Korpern 'q]A = -0,
erhdlt man die partielle Differentialgleichung einer instationdren Wérmeleitung
fiir ein nichtlineares thermo-elektro-mechanisches Feldproblem:

)\G,jj = Bij TOéij —+ kz T()EZ + ’)/T()@ - (O'ZOJ + Bij To)EZT - EZOPZZW (3156)
In Gleichung (3.156) wurde eine konstante Referenztemperatur Ty geméf Ty =

T — O eingefiihrt, die bei Berechnungen inkrementell aktualisiert wird.
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3.4.2 Temperaturabhangigkeit von StoffgroB3en

Wie in der Einleitung diskutiert, verandern oder verlieren ferroelektrische Kom-
ponenten, beispielsweise Aktuatoren, durch Selbsterwérmung ihre mechanischen
und elektrischen Eigenschaften. Die irreversiblen Umklappprozesse, welche das
Material bei nicht ausreichender Warmeabfuhr erwarmen, kénnen Phasentrans-
formationen und andere Prozesse zur Folge haben. Grund dafiir sind die mehr
oder weniger temperaturabhangigen Materialparameter Cyu, K4, v, €uj, Bij, ki,
Gitterparameter ¢ und a und mit diesen die spontane Dehnung und Polarisation
sowie die elektrische Koerzitivfeldstérke £, [134]. Die Abbildungen 3.2 a) und 3.2

35 — 16 ‘
M B 4
| 12}
20,
= s
=3
o 67
[
4t ]
Exp 2T Exp -
. i i Sim— L ___Sim—
950 50 0 50 100 250 950 50 0 50 100 250
abs. Temperatur T [°C] b) abs. Temperatur T [°C]
a

Abb. 3.2 Experimentell ermittelte Temperaturabhéngigkeit (Exp) [51] und im-
plementierte Funktionen (Sim) der a) spontanen Polarisation und der
b) Koerzitivfeldstéirke fiir PZT-5A

b) zeigen exemplarisch die Temperaturabhéngigkeit der spontanen Polarisation
Py und der Koerzitivfeldstérke E, von PZT-5A, Abbildung 3.3 a) die der Gitter-
parameter von PZT20/80. Insbesondere wird aus Abbildung 3.3 a) deutlich, dass
das Material mit dem Uberschreiten der stoffspezifischen CURIE-Temperatur und
der dadurch verursachten Phasenumwandlung von tetragonal zu kubisch seine fer-
roelektrischen Eigenschaften verliert. Allerdings beeinflusst die Temperatur durch
die Gitterkonstanten a(7T) und ¢(T) die piezo- und ferroelektrischen Eigenschaf-
ten auch in der tetragonalen Phase. Das aufgrund der Parameter temperaturab-

héngige Hystereseverhalten wird in Abbildung 3.3 b) anhand von experimentell
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Abb. 3.3 a) Experimentell ermittelte Temperaturabhiangigkeit der Gitterkon-
stanten fur PZT 20/80 (Exp) [62] und interpolierte Funktionen (Sim)
sowie der daraus folgende Materialparameter ep = (¢ — a)/c; b) ex-
perimentell ermittelte dielektrische Hysterese bei 25°C und 250°C fiir
PZT-5A [51]

ermittelten Hysteresen bei 25°C und 250°C von PZT-5A gezeigt. Ein Vergleich mit
Abbildung 3.2 b) erklért, weshalb bei hoheren Temperaturen die Umklappprozesse
bei niedrigeren elektrischen Feldstérken beginnen, wahrend die spontane Polari-
sation einen kleineren Einfluss auf das Hystereseverhalten hat (s. Abbildung 3.2
a)) [134]. Durch Interpolation der Graphen aus den Abbildungen 3.2 a), 3.2 b)

und 3.3 a) ergeben sich folgende temperaturabhéngige Funktionen, die fiir die
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Ergebnisse in Abschnitt 6.1.2 implementiert wurden:

6-10~* 0,2159
1P0(T):< e T? + ’K T+20,8694) (T < 43°C)
0,03 C
Po(T) = ( - T+29,8381>§I12, (43°C < T < 94°C)
0,0227 C
Po(T) = ( — =207 4 34,6028 | L (T > 94°C)
cm?
11 4 5
[T = (O’(EQ Srr g O}’{ T + 43, 1>V, (T < —102°C)
cm
(3.157)
0,0183 kv
(T)=| - 2227112 ~102°C < T < 50°
FE(T) ( "By ,5>Cm, (—102°C < T < 50°C)
0,0349 kv
P(T) = (- T+13,3>Cm, (T > 50°C)
3,45
ed(T) = (- LY a0
1,9

— 2=.107%T 40, 1914) 251073, (T < T, =747°C).

Fiir die eher phanomenologisch motivierten Materialparameter wie elastische oder
dielektrische Koeffizienten existieren zur Zeit nur wenige experimentelle Ergebnis-
se. Insbesondere existiert kein kompletter Datensatz an Funktionen fiir ein ein-
zelnes Material, sodass sich die Temperaturabhangigkeit der Parameter in der
vorliegenden Arbeit auf die auf das relevante Verhalten am starksten Einfluss
nehmenden Parameter, die Gitterkonstanten, die spontane Polarisation und die
Koerzitivfeldstéirke, beschriankt.
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4 Mikrophysikalische Modellierung

der Ferroelektrika

Das in Kapitel 2 beschriebene Verhalten ferroischer Materialien bei hinreichend
grofer elektro-mechanischer Belastung basiert mafigeblich auf irreversiblen nichtli-
nearen Prozessen, die auf atomarer Ebene in Form von Doménenwandverschiebun-
gen stattfinden. Fiir die Einfithrung eines durch diese Prozesse motivierten Konti-
nuummodells werden daher im vorliegenden Kapitel, nach Definition grundlegen-
der Annahmen zur Modellbildung, inelastische Grofien fir die bei Umklappprozes-
sen stattfindende Verzerrung, Polarisations- und Temperaturdnderung eingefiihrt.
Anschlieflend wird ein mikromechanisch motiviertes Modell zur Beschreibung der
daraus resultierenden makroskopischen Materialeigenschaften eingefiihrt, welches
im folgenden Kapitel anhand der Finiten-Elemente-Methode (FEM) umgesetzt

wird.

4.1 Grundlegende Annahmen zur Modellierung

Fiir die in diesem Kapitel vorgestellte Modellierung des thermo-ferroelektrischen
Stoffverhaltens werden die magnetischen Felder vernachlédssigt und thermo-
ferroelektrische Werkstoffe als Isolatoren betrachtet. D.h. es existieren keine freien
Ladungen innerhalb der Materialien (Jlf = 0). Des Weiteren wird von zweidimen-
sionalen Problemen, d.h. von Doménenwandverschiebungen, die innerhalb einer
Ebene stattfinden, und von kleinen Deformationen ausgegangen. Letzteres ist in
guter Naherung zulassig und tiblich, da das im vorherigen Kapitel angesprochene
Achsenverhéltnis bei den hier betrachteten sproden Materialien in anwendungs-
technisch sinnvollen Temperaturbereichen, fir Bariumtitanat c¢/a ~ 1,01 [62]
und fiir PZT ¢/a ~ 1,05 [109], hinreichend klein ist. Es werden rein tetragonale
Phasen betrachtet. Die Thermodynamik des Phasengrenzgebiets®® von PZT, ins-

30Das Phasengrenzgebiet wird auch als morphotrope Phasengrenze bezeichnet.

67



68 Mikrophysikalische Modellierung der Ferroelektrika

besondere Phasentibergénge, werden vernachlassigt wie auch die Koexistenz mit

einer thomboedrischen Phase.

4.2 Mikrophysikalische Modellierung inelastischen

Materialverhaltens

Bevor in Abschnitt 4.3 die eigentliche Modellierung des nichtlinearen thermo-
ferroelektrischen Stoffverhaltens vorgestellt wird, wird im vorliegenden Abschnitt
das Verhalten der inelastischen Groflien aufgrund von Doménenwandverschiebun-
gen und deren Auswirkung auf die thermo-elektro-mechanischen Felder mathema-
tisch formuliert. Da fiir die vorliegende Arbeit vorwiegend der kalorische Aspekt
ferroelektrischer Materialien von Interesse ist, erfolgt in den Abschnitten 4.2.1 und
4.2.2 lediglich ein Uberblick grundlegender Gleichungen beziiglich der spontanen
Verzerrung und der spontanen Polarisation. Genauere Betrachtungen der beiden

irreversiblen elektro-mechanischen Gréfen werden in [24] und [73] angestellt.

Variante @ Y
il

4~7—P:_.

<:
P
@ Variante @

l Variante @

Abb. 4.1 a) 90°-Umklappprozess einer tetragonalen Elementarzelle [24, 73]; b)
vier Varianten der Polarisationsrichtung tetragonaler Einheitszellen in
der Ebene

Zum Versténdnis ist in Abbildung 4.1 a) der ebene 90°-Umklappvorgang einer te-
tragonalen Einheitszelle schematisch dargestellt (vgl. Abbildung 2.14), wobei die
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Zellgeometrie durch den entlang der Polungsrichtung liegenden Gitterparameter
c und den orthogonal zur Polungsrichtung liegenden Gitterparameter a bestimmt
wird. Zur Verallgemeinerung und zur spéteren Abbildung polykristallinen Mate-
rialverhaltens wird mit (z1, 1) ein globales und mit (7;, 2») ein lokales Koordina-
tensystem eingefithrt. Der Winkel zwischen diesen beiden Koordinatensystemen
wird durch ¢ beschrieben. Die grau abgebildete Einheitszelle ist zunachst in ;-
Richtung gepolt, d.h., der spontane Polarisationsvektor PZ(A) zeigt in Z;-Richtung.
Diese Zellorientierung wird folgend als Variante (A) bezeichnet. Wie in Abbildung
4.1 b) gezeigt, existieren fiir die einzelne tetragonale Zelle in der Ebene vier mogli-
che Polarisationsrichtungen, d.h. drei Umklappmoglichkeiten. Der Umklappwinkel
ist in Abbildung 4.1 a) durch 3 gekennzeichnet und kann, wie in Abbildung 4.1 b)
deutlich wird, die Werte £90° und 180° annehmen. Abbildung 4.1 a) zeigt exem-
plarisch einen 90°-Umklappprozess in Z»-Richtung. Die neue Polarisationsrichtung
PZ(B) ist als Variante (B) gekennzeichnet.

Nach der mathematischen Beschreibung der in Abbildung 4.1 beschriebenen spon-
tanen elektro-mechanischen Groflen werden auf Basis dieses Umklappverhaltens
in Abschnitt 4.2.3 Uberlegungen zur Modellierung der spontanen Temperaturent-

wicklung vorgenommen.

4.2.1 Spontane Verzerrung tetragonaler Einheitszellen

Die einleitend geschilderte, bei einem [ = +£90°-Umklappvorgang auftretende
Verzerrung, hervorgerufen durch die in Abbildung 4.1 a) dargestellte Verschiebung
der Eckatome, sieht in LAGRANGEscher Darstellung folgendermaflen aus:

a—c

Uber den in Abschnitt 3.1 definierten LAGRANGE-GREENschen oder den EULER-
ALMANNSIschen Verzerrungstensor erhilt man fiir den Grenzfall infinitesimaler

Deformationen (¢/a — 1) beziiglich des lokalen Koordinatensystems (7, Z) die
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durch das Umklappen hervorgerufene spontane Verzerrung?!

, —af -1 0 10
6§p(ml’m) . =¢ : 4.2
/ a 01 P10 (4.2)
wobei
c—a
= 4.3
e =— (4.3)

als temperaturabhangige Funktion der Gitterparameter den Betrag der irrever-
siblen Verzerrung liefert. Bei den hier betrachteten Ferroelektrika nimmt dieser
Betriage von bis zu 1% an, was, verglichen mit anderen Keramiken, ein verhalt-
nisméafig grofler Wert ist.

Die Transformation in das globale Koordinatensystem (1, 22) liefert die spontane

Verzerrung fiir eine beliebig mit dem Winkel ( orientierte Einheitszelle:

P E907) cos(2() sin(2¢)
Y - sin(2¢) —cos(2¢) | (44)
Zp (£180°) 0. (45)

Aus Gleichung (4.3), in der €p(a, ¢) als eine Funktion der temperaturabhéingigen
Gitterkonstanten a(7) und ¢(7') definiert ist, folgt eine entsprechende Tempera-

turabhéngigkeit der spontanen Verzerrung € (T).

4.2.2 Spontane Polarisation tetragonaler Einheitszellen

Neben dem Auftreten einer spontanen Verzerrung éndert sich durch Neuaus-
richtung der Elementarzellen auch der Polarisationsvektor P;, womit analog zur
spontanen Verzerrung eine Anderung der spontanen Polarisation AP;? auftritt.
Im Gegensatz zur spontanen Verzerrung ist diese allerdings auch bei einem Um-
klappwinkel von § = 180° ungleich Null. Abbildung 4.1 a) zeigt exemplarisch eine
Anderung der Ausgangskonfiguration Variante (A) in die Momentankonfiguration
Variante (B). Die Anderung der spontanen Polarisation folgt aus der Differenz
der beiden Polarisationsvektoren:

AP = p® — p@, (4.6)

2

31Eine ausfiihrliche Herleitung der spontanen Verzerrung bei Umklappen einer Einheitszelle
wird in [73] gegeben.
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Im lokalen Koordinatensystem gilt damit fiir die Anderung der spontanen Pola-

risation der Doméanenvariante 1:

AP _po| 1 (4.7)
1 i +1 ] Y
AW _po | Th (4.8)
(. _1 -
o [ 9 ]
AP — po E (4.9)

Der Materialparameter P° ist temperaturabhingig und kennzeichnet den Betrag
der spontanen Polarisation. Durch Transformation in das globale Koordinatensys-
tem und unter Verwendung der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktio-
nen, folgt nach [73] die allgemein giiltige Gleichung fiir die Anderung der sponta-

nen Polarisation:

: 8
AP = —2sin (g) P { sin (C+5) , (4.10)

—CoS (C +

o[
~—

—_——
=b

wobei b = f(3) folgende Varianten beinhaltet:

—2,  fiir B = 180°,
b= (4.11)

TV2, fiir f=490°.

Da der Betrag der Polarisation PY temperaturabhingig ist, ist die Anderung
der spontanen Polarisation ebenfalls eine Funktion der Temperatur T. Beson-
ders deutlich wird dieser Umstand bei Erreichen der CURIE-Temperatur, bei der
das ferroelektrische Material seine piezoelektrischen Eigenschaften verliert und P°

verschwindet.

4.2.3 Spontane Temperaturerhohung durch Umklappprozesse

Die im vorliegenden Abschnitt angestellten Uberlegungen zur Modellierung der
Temperaturdnderung wahrend eines Zellumklappens gehen auf die in den Ab-
schnitten 2.2.3 und 2.2.4 vorgestellten theoretischen Hintergriinde zuriick. Der

Ubersicht wegen werden die in den Abbildungen 2.14 und 2.15 dargestellten ato-
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maren Vorginge wihrend eines solchen Umklappens in Abbildung 4.2 hinsichtlich
der Temperaturentwicklung nochmal angepasst abgebildet. In Abbildung 4.2 a) ist

| a-Achse
A
Pot. Energie d.

‘ Ti**-Ions
(1) ) temperaturabhangige

Energiebarriere

‘ c-Achse

- 0 cirr 0 pirr
X = 0,6, + E P

A

b -‘_‘ , Position d.
X - Energieverlust Ti** Tons
_,In Form von Warme

E

)

Abb. 4.2 a) Umklappprozess einer tetragonalen Einheitszelle und die daraus fol-
gende spontane Temperaturentwicklung; b) Energiediagramm des zen-
tralen Ions entlang der c-Achse einer tetragonalen Zellstruktur mit
Energieabgabe bei Umklappen

b)

eine tetragonale Einheitszelle abgebildet, deren zentrales lon zunachst im Zustand
(1) keiner dufleren Last ausgesetzt ist. Wird ein elektrisches Feld 0 < F < E, wie
abgebildet von auflen aufgepréigt, wird das zentrale Ion durch das auflere Feld in
dessen Richtung verschoben. Um den Ionenaufenthaltsraum weiterhin auszufiillen
und das Gitter stabil, d.h. tetragonal, beizubehalten, steigt daher die potentielle
Energie des zentralen Ions, s. Zustand (2). Abbildung 4.2 b) zeigt schematisch
den Verlauf der inneren Energie des zentralen Ions. Bei Erreichen einer kritischen
Belastung £ > E,. kann das Ion keine weitere Energie zur Aufrechterhaltung der
aktuellen Position aufnehmen. In Abbildung 4.2 b) ist dieser Punkt als "tem-
peraturabhéngige Energiebarriere” gekennzeichnet. Es ist gleichzeitig die in den
Abschnitten 2.2.3 und 2.2.4 beschriebene kritische Energie, die zum Umklappen
der Zelle fiithrt. Das zentrale Ion fallt dann in eine andere stabile Lage, in der
es weniger Energie benétigt, diese auszufiillen. Abbildung 4.2 a) veranschaulicht,
dass sich diese Lage in Richtung des von auflen aufgepréigten elektrischen Feldes
befindet, s. Zustand (3). Einem &hnlichen Prozess unterliegt der Sauerstoffokta-

eder, der bei Uberschreiten der Energiebarriere eine dem Ti**-Ion entgegengesetz-
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te neue Gleichgewichtslage einnimmt. Die zur Uberwindung der Energiebarriere
bendtigte und nach dem Zellumklappen nun irreversibel frei werdende Energie
geht in Form von Warme in das Material tiber. Die in das Material dissipierte
Waérmeleistung ist demzufolge gleich der elektro-mechanischen Umklappleistung
X, die mit Gleichung (3.84) bereits in Abschnitt 3.3 formuliert wurde.

4.3 Mikrophysikalische konstitutive Modellierung

der Ferroelektrika

In diesem Abschnitt wird ein mikromechanisch und physikalisch motiviertes kon-
stitutives Modell zur Beschreibung nichtlinearen ferroelektrischen Stoffverhaltens
vorgestellt, welches auf einer Arbeit von HUBER et al. [53] basiert. Ein neuer
Aspekt ist die wechselseitige nichtlineare Kopplung von thermischen und elektro-

mechanischen Feldern. Da das Modell auf Uberlegungen auf Zell- und Kornebene

a) Makroebene

Abb. 4.3 Definition und schematische Darstellung der Skalenbegriffe: a) Makro-
ebene = Bauteil; b) Mesoebene = Korn inklusive seiner Doménen; c)
Mikroebene = Elementarzelle

basiert und schliellich auf die Bauteilebene iibertragen wird, gibt Abbildung 4.3
eine Ubersicht tiber die Definitionen von Mikro-, Meso- und Makroebene. In Ab-
bildung 4.3 a) ist ein Bauteil (Makroebene), bestehend aus mehreren Koérnern,

schematisch dargestellt. Abbildung 4.3 b) zeigt ein einzelnes Korn mit seinen Do-
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ménen. Diese Ebene wird nachfolgend als Mesoebene bezeichnet. Die einzelnen
Doménen sind aus homogen ausgerichteten Elementarzellen aufgebaut und befin-
den sich auf der Mikroebene. Dem spéteren Versténdnis wegen sind in Abbildung
4.3 bereits materielle Punkte eingezeichnet, die mit vier moglichen Polarisati-
onsrichtungen ein tetragonal ferroelektrisches Korn in der Ebene reprasentieren.
Hierauf wird im folgenden Unterabschnitt zusammen mit Abbildung 4.4 genauer

eingegangen.

4.3.1 Mikrophysikalisches Modell fiir einen polydomanigen
Einkristall

In Abschnitt 3.4.1 wurden zur Erweiterung von linearen auf nichtlineare Stoff-
gesetze mit den Gleichungen (3.142) und (3.143) bereits totale Groflen fir die
Verzerrung und die dielektrische Verschiebung eingefiihrt, welche sich aus einem
linear piezoelektrischen Anteil ("rev”) und einem irreversiblen Anteil (7irr”) zu-
sammensetzen. Die irreversiblen Groflen beschreiben die durch iiberkritische au-
Bere mechanische oder elektrische Belastungen bedingten Doméanenwandverschie-
bungen ferroischer Materialien. Dieses Verhalten ist abhangig von seiner Belas-
tungsvorgeschichte, wodurch, wie in Kapitel 2 beschrieben, auch nach Entlastung
ein remanenter Teil dieser irreversiblen Groflen erhalten bleibt. Eine Moglich-
keit, eine allmahliche Verschiebung der Doméanenwand infolge von Zellumklappen
abzubilden, ermoglicht das mikromechanische Modell von HUBER et al. [53]. In
diesem wird die in den Abbildungen 2.5 und 2.16 gezeigte Doménenstruktur ei-
nes tetragonal ferroelektrischen Korns®? durch einen materiellen Punkt mit in
der Ebene vier moglichen Polarisationsrichtungen reprasentiert (s. Abbildung 4.4
b)). Jede Doménenorientierung des Korns ist dabei durch eine interne Variable
vW) mit N =1, ..., 4 gewichtet. Da eine Doméne aus mehreren gleich orientierten
Elementarzellen aufgebaut ist, definiert N die in Abbildung 4.1 b) eingefiihrte Va-
riante der Domanenausrichtung. Eine physikalische Doméanenwandverschiebung,
hervorgerufen durch Zellumklappen, wird durch eine entsprechende Anderung der

Wichtungen abgebildet. Diese miissen in jedem Materialpunkt folgende Bedingun-

32Ublicherweise ist in der Werkstofftechnik ein Einkristall ein aus vielen einheitlich orientierten
Elementarzellen aufgebauter makroskopisch homogener Kristall. Bei Ferroelektrika wére dies
eine Doméne, dennoch spricht man hier beim Korn von einem Einkristall.
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L)
v
cY
(@)
£3)
& .
s Domiine materieller Punkt
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Abb. 4.4 a) Ebene Doménenstruktur eines tetragonal ferroelektrischen Korns
mit lokalem Koordinatensystem (7;,7y); b) Ubertragung der Domié-
nenstruktur auf einen materiellen Punkt und Einfithrung interner Va-
riablen vY) zur Wichtung der Volumenanteile [24, 73]

gen erfiillen [24, 37, 53, 73, 74, 76]:

4
Y W= (4.12)

N=1

0<v®™ <1

Beispielsweise wird ein nicht-polarer Zustand eines Korns, wie er in Abbildung
4.4 skizziert ist, durch v) = 1y = 0, 25 abgebildet. Ein komplett in #;-Richtung
gepoltes Material wird durch v = 1, »@ = ®) = ) = ( abgebildet. Gleichung
(4.12) definiert folglich eine Volumenerhaltung fiir die Doménen. Die Einfiihrung
innerer Variablen fiir jedes Korn und ihre Evolution realisiert die Beschreibung
der auf mikro- und mesoskopischer Ebene ablaufenden Prozesse des Zellumklap-
pens und der daraus resultierenden Domanenwandbewegungen. Unter Berticksich-
tigung von den damit einhergehenden Anderungen der Volumenanteile bestimm-
ter Doménenvarianten ergeben sich fiir die effektiven Materialeigenschaften eines

polydoménigen Korns folgende Zusammenhénge:

4 4
N
zﬂcl Z jkl V Rij = Z /igj )V(N), ¥ = Z ’)/(N)I/(N),
N=1

4
Clij = Z elzy )7 By = Z ﬂz(jN)V(N)a ki = Z kng)V(N)' (4.13)
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Analog ergeben sich die Verzerrung e€;;, die dielektrische Verschiebung D; und die

Entropie S:

€5 = 24: My p, = i DZ(N)V(N), S = 24: SN, (4.14)
N=1 N=1

In Abschnitt 3.3 wurde mit der Einfithrung von Gleichung (3.84) fiir die elektro-

mechanische Umklappleistung von einer verallgemeinerten REUSS-Naherung fiir

Umklappprozesse ausgegangen. D.h., dass die mechanischen Spannungen o und

das elektrische Feld FE; wahrend des Umklappvorgangs als konstant im ganzen

Korn angenommen und daher nicht gemittelt werden. Um das Materialverhal-

‘Last

z.B. E; i

dE;

> -

| INK /LS /Zeit

Inkrement
INK

Lastschritt
LS

Abb. 4.5 Diskretisierung des Lastverlaufs durch Laststufen und Inkremente

ten unter einer veranderlichen dufleren Last abbilden zu koénnen, wird in Abbil-
dung 4.5 am Beispiel einer von auflen aufgepragten elektrischen Feldstarke daher
die Lastkurve in einzelne Lastschritte (LS) unterteilt, die wiederum durch Inkre-
mente (INK) diskretisiert werden. Die allgemeine REUSS-Naherung gilt fiir jeden
inkrementellen Schritt. Im Zuge einer Iteration erméglichen die Inkremente das
Erlangen eines Gleichgewichtszustandes der Domanen im Hinblick auf das nachfol-
gende Umklappkriterium, bevor es zu einer Lasterh6hung kommt. Ein transienter
Prozess wird somit durch eine Abfolge quasistatischer, jeweils stationédrer Gleich-
gewichtszustande abgebildet.

Der Verlauf einer dufleren elektrischen Belastung wird nach Abbildung 4.5 wie
folgt umgesetzt:

ELS = BFSL 4 dE; (4.15)

)
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wobei dFE; als Modellparameter zu wéhlen ist. Die das Zellumklappen und die
daraus resultierenden Doméanenwandverschiebungen beschreibenden aktuellen ir-
reversiblen Terme aus den Gleichungen (3.142) und (3.143) ergeben sich aus der

Summe der irreversiblen Groflen des vorherigen Inkrementes (INK-1) und einer

Anderung:
GZT(INK) _ GZ’T(INK—I) + delr, (4.16)
pir(INK) _ pir(INK-1) | pirr (4.17)

Diese Anderungen bilden sich aus der Summe der gewichteten Betrige der irre-
versiblen Grofien ef]p(N) (Gleichung (4.5)) und Apr(N) (Gleichung (4.10)):

4
deji" == eff(N)du(N), (4.18)
N=1
4
AP = — % AP g™, (4.19)

=
Il

1

Mit dv™®™) werden in den Gleichungen (4.18) und (4.19) negative Konstanten fiir
die Anderungen der Volumenanteile einer Doméne N eingefiihrt. Sie beriicksich-
tigt lediglich die spendende Doménenspezies, wihrend die empfangende Spezies
in der Summierung unberticksichtigt bleibt. Da die spontanen Groflen den grofi-
ten Einfluss auf das ferroelektrische Materialverhalten haben, ist insbesondere
bei diesen die in den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 erérterte Temperaturabhangig-
keit zu berticksichtigen. Aber auch die reversiblen Groflen eines Ferroelektrikums
werden durch Temperaturanderungen beeinflusst. Dabei hat sich die Betrachtung
von Temperaturen einzelner Domanen wéhrend des Umklappprozesses als un-
glinstig erwiesen, da numerisch bedingtes Umklappen im Zuge der Iteration zu
einer nicht-physikalischen Erwérmung fithren wiirden. Anders als bei den elektro-
mechanischen Groflen F; und oy wird die Temperaturanderung © daher wahrend
des kompletten Lastschrittes als konstant angenommen.

Anhand von Abbildung 2.15 b) wurde anschaulich gezeigt, dass die Vorausset-
zung fiir ein Umklappen bzw. eine Doménenwandbewegung ein Uberwinden einer
temperaturabhangigen Energiebarriere bzw. kritischen Energie w,.; ist. Ein ein-
faches, durch HAWANG et al. aufgestelltes und auf der Energie basierendes Krite-
rium dafiir bezieht die fiir eine Doméanenwandverschiebung benotigte dissipative

(N)

Umklapparbeit wg,; auf eine die Energiebarriere beschreibende kritische Energie
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(8).

crit:

whin) > Wiy (4.20)

Dabei beschreibt § den Winkel, mit dem die Elementarzelle umklappt. Die Evo-

)

lutionsgleichung der inneren Variablen v\**) wird dann auf dieser Basis folgender-

mafen formuliert [9, 73, 74, 134]:

N W) N~
PN = =g | S 1) wgd(R) = max(wil(h), k=14,

wirh (4.21)

)
wobei die HEAVYSIDE-Funktion ‘A Null fir wéﬁ-\g < wgfz)t und Eins fiir w((jgz > wﬁf}t
ist. Der eingefiihrte Modellparameter D(()N) = 1y stellt ein Maf fir die Domé-

nenwandbewegung pro Berechnungsschritt dar und bestimmt damit den wahrend
eines Prozessschritts umklappenden Volumenanteil. Der Parameter wird fiir jede
Doménenspezies N gleich gewahlt, wobei ein Kompromiss zwischen numerischer
Stabilitat und Zeiteffizienz gefunden werden muss. Im Zuge der Evolution der
internen Variablen geht aus Gleichung (4.21) hervor, dass von allen moglichen
Varianten N diejenige Doméne zugunsten der bevorzugten Spezies k umklappt,
deren dissipative Umklapparbeit wg,s maximal ist. D.h., dass, sollten mehrere
Umklappvarianten 5 = +90° oder 180° durch das Umklappkriterium erfiillt sein,
die Variante mit der grofiten dissipativen Arbeit umklappt. Wahrend des Umklap-
pens muss nach Gleichung (4.12) dabei eine Doménenvariante & um denselben

(M) erhéht werden, um den eine Doménenvariante N verringert

Volumenanteil dv
wurde. Im Falle eines tetragonalen Korns sind die Energiebarrieren fiir die darin

vorkommenden Umklappmoglichkeiten folgendermaflien gegeben [66]:

2PYE,, N — k:p3=+90°
o) _ V2 i & . (4.22)
2PYE,, N —k:[=180°

Wepit

4.3.2 Thermodynamische Uberlegungen zur dissipativen

Umklapparbeit

Die Ableitung der Potentialdichte Q aus Gleichung (3.149) nach den inneren Va-

N)

riablen V) eines jeden Korns liefert mit H;, M/ = 0 die negative thermodyna-

mische Triebkraft, die mit der in der Evolutionsgleichung (Gleichung (4.21)) zu
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berticksichtigenden dissipativen Umklapparbeit der entsprechenden Doméanenva-

riante ubereinstimmt:

o0 00 Oey N o orr Ocy’ _ o 0P
o™ " delr ov™ T 9P o) T 79, T ey 99
== O'Z']'E?]I')(N) + EzAPlsp(N) = wc(igz

Die irreversiblen GroBen in Gleichung (4.23) werden aus Linearkombinationen

(N)

der spontanen Groflen, der spontanen Dehnung efjp und der Anderung der

spontanen Polarisation AP
Gleichung (4.18) und (4.19)). Zur Berechnung der thermodynamischen Triebkraft
in Gleichung (4.23) konnen sowohl das dort verwendete Potential aus Gleichung
(3.149) als auch das Potential aus Gleichung (3.137) in Kombination mit den Glei-
chungen (3.145) bis (3.148) herangezogen werden, da diese dquivalent sind.

Aus den Gleichungen (3.101) und (4.23) erhélt man die Ratenformulierung der

Potentialdichte bzw. GiBBSsche Fundamentalgleichung

, entprechend der Doménenspezies N gebildet (s.

Q(Eij‘, Ez’; @, é,‘j, EZ‘, 9, D(N)) = O'Z'jég?v - Direin - Sva(;) - Z ZU(%QV(N)

. o (4.24)
= Q"(é;, E;, ©) + O(ey5, E;, O, p)y,

wobei die magnetischen Anteile vernachlassigt wurden. In Gleichung (4.24) wurde

das spezifische Dissipationspotential

LY

b = 'L.Udz‘ss = — Z WV (425)

eingefiihrt, welches letztlich die SchlieBbedingung der thermodynamischen Kon-

sistenz

of) 0P

- 4.26
oo gy = U (4.26)

erfiillt. Bei diesen Uberlegungen werden alle Materialtensoren innerhalb eines
Inkrementes als konstant angenommen. Wird die Energiegleichung (Gleichung
(3.94)) unter Berticksichtigung von ¥ = wy;ss und unter Vernachléssigung weiterer

Wérmequellen (¢, = 0) in den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

. A
TS+ iy~ 5Ty 2 0 (4.27)
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eingesetzt, wobei mit Hilfe des GAUSSschen Integralsatzes das Oberflacheninte-
gral der Warmeleitung iiber die Oberflache —'qu n;dA in einen volumenbezogenen
Warmestrom —ijd\/ umgewandelt wurde, erhalt man die CLAUSIUS-DUHEM Un-
gleichung:

aiss — T = 0. (4.28)

LA
Der Term —%:T; ist dabei immer positiv. Gleichung (4.28) wird aufgrund von

wl?) > 0 durch das Umklappkriterium (Gleichung (4.20)) immer erfiillt.

CT1



5 Schwache Formulierung und
Finite-Elemente-Ansatz

Im vorliegenden Kapitel werden zunachst zwei Moglichkeiten zur Herleitung einer
schwachen Formulierung fiir thermo-magneto-elektro-mechanische Randwertpro-

bleme présentiert. Anschliefend wird daraus ein algebraisches Gleichungssystem
fir die FEM formuliert.

5.1 Schwache Formulierung eines dissipativen
thermo-elektro-magneto-mechanischen
Feldproblems

Die Herleitung schwacher Formulierungen von Randwertproblemen dient als
Grundlage fiir die in Abschnitt 5.2 beschriebene Formulierung eines numerischen
Diskretisierungsansatzes, welcher zur Losung der in dieser Arbeit betrachteten an-
wendungsorientierten Mehrfeldprobleme benotigt wird. Klassisch werden sie nach
der Methode der gewichteten Residuen oder nach einem Variationsprinzip abgelei-
tet. Da fiir kalorische und elektrodynamische Prinzipe kein klassisches Funktional
als Voraussetzung eines Variationsansatzes bekannt ist, wird fiir die Herleitung der
schwachen Form fir das in dieser Arbeit betrachtete Mehrfeldproblem gewthnlich
die Methode der gewichteten Residuen verwendet. Grund dafiir ist, dass, im Ge-
gensatz zum mechanischen und elektrodynamischen Anteil, im GIBBS-Potential
(Gleichung (3.101)) kein Gradient fiir die Temperatur existiert, welcher fir die
partielle Integration des Funktionals unabdingbar ist. Aber auch im elektrodyna-
mischen Teil bleibt der Ladungsfluss durch das GiBBS-Potential unberiicksichtigt.
Im vorliegenden Abschnitt wird daher zunédchst die fiir die weitere numerische
Diskretisierung erforderliche schwache Form aus der Methode der gewichteten

Residuen hergleitet, wobei auf einen unphysikalischen Sachverhalt, das Einfithren

81
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skalarer Dimensionsfaktoren aufgrund einer Vielfalt unterschiedlicher physikali-
scher Einheiten bei den mechanischen Gleichgewichtsbedingungen, den Axiomen
der Elektrodynamik sowie der Energie- und Ladungsbilanz, aufmerksam gemacht
wird. Im Anschluss wird in Abschnitt 5.1.2 eine Alternative in Form eines Va-
riationsansatzes zur Losung thermomechanisch-elektrodynamischer Feldprobleme

eingefiihrt.

5.1.1 Die Methode der gewichteten Residuen fiir ein
Mehrfeldproblem

Fir die Anwendung der Methode der gewichteten Residuen auf ein Mehr-
feldproblem werden die starken Formulierungen, d.h. die thermomechanisch-

elektrodynamischen Bilanzgleichungen, durch die natiirlichen Randbedingungen

ong = i,
Din; = -,
epni Hy, = egrni Hy, (5.1)
Jing = Jing,
ii'ni=—{a

erginzt. Diese schreiben mit #;, ©%, H;, J; und g4 die Kraftdichte, Ladungsdich-
te, magnetische Feldstarke, elektrische Stromdichte und die Warmeflussdichte an
den jeweils NEUMANNschen Réndern vor. Werden die virtuelle Verschiebung du;,
die virtuellen Anderungen des skalaren und vektoriellen Potentials 6¢¢ und 6 A;
und die virtuelle Anderung der Temperatur 67 als Test- bzw. Wichtungsfunk-
tionen verwendet, folgen mit den Gleichungen (3.36), (3.60), (3.61), (3.64) und

(3.94) die separierten schwachen Formen der mechanischen, elektrodynamischen
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und kalorischen Felder:

Mechanik: 0 = /(Jim +b) — pity)du;dV + /(%Z — 1;)0u;dA, (5.2)
v A

Elektrodynamik: 0 = /[(eiijkj —D; — sz)éAZ' — (Dii — wy)égbel]dV
v

/ ein(Hy — Homid A + (0% + Ding)d¢*)d A,
A

Ladungserhaltung: 0 = /(szZ + wy)odV + /(jZ — Ji)nidpldA, (5.4)
4 A

Kalorik: 0 = /(T§ + gl — gy —X)6TdV

v

+ /(‘qA + gi*ng)0 TdA.

A
Bei Betrachtung der Gleichungen (5.2) bis (5.5) fallt auf, dass die mechanische und
elektrodynamische Bilanz der Gleichungen (5.2) und (5.3) mit [J], Gleichung (5.4)
fir die Ladungserhaltung mit [.J/s] und Gleichung (5.5) fiir den kalorischen Anteil
mit [JK /s|, unterschiedliche Einheiten aufweisen. Dieser Umstand fihrt erst dann
zu Problemen, wenn eine monolithische Formulierung fiir das Mehrfeldproblem
gesucht ist. Zur Losung werden dann skalare Dimensionsfaktoren eingefiihrt [88],

die folgende Zusammenhédnge untereinander aufweisen:

T 1K T 11 5_1 (5.6)
= s T s T K '

Unter Verwendung der Faktoren folgt eine monolithische schwache Formulierung

fiir das gekoppelte Mehrfeldproblem:
0= { /[(Uij,j + b — pit)du; + (eguHij — Dy — JDoA; — (D — wy)dg)dV
v
+ / (% — t;)0u; + eg(Hy — Hy)nio A; + (0F + Dini)écbel]dA}T
A
(J;+@y)decdV + /(L — Jz-)nz-égéeldA}F
A

v
/(TS* + gl — gy —X)0TAV + /(?q'A + 'q{‘nz-)éTdA}E.
Vv A
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Die Einfithrung von T, = und I' ist zwar unphysikalisch, allerdings verschwinden

die Faktoren in einem Finite-Elemente-Ansatz, welcher in Abschnitt 5.2 folgt.

5.1.2 Thermomechanisch-elektrodynamisches Variationsprinzip

Der vorliegende Abschnitt ist in drei Teile gegliedert. Zunéchst werden drei klassi-
sche Variationsprinzipe, das Prinzip der virtuellen Arbeit, das Prinzip von JOUR-
DAIN und das HAMILTON-Prinzip, vorgestellt. Anschliefend wird die Problematik,
die bei Anwendung dieser klassischen Prinzipe auf ein gekoppeltes Mehrfeldpro-
blem entsteht, erlautert. Darauf autbauend wird anschlielend ein angepasstes Va-

riationsprinzip eingefiihrt.

5.1.2.1 Klassische Variationsprinzipe

Allgemein wird in der Variationsrechnung eine Funktion y(z) gesucht, die ein
Funktional Jp(y(z), §(z), ) minimiert. Zur Losung wird eine infinitesimale Va-
riation bzw. virtuelle Anderung dy(z) und ihre zugehérige Anderung bzw. erste
Variation 0Jp betrachtet, die zwischen gegebenen Randwerten y(z;) und y(z»)
mit dy(z;) = 0 und dy(22) = 0 verschwinden muss [31]. Eines der in der Mecha-
nik am haufigsten verwendeten Variationsprinzipe ist das Prinzip der virtuellen
Arbeit, welches im Falle eines konservativen Systems identisch mit dem Prinzip

vom Minimum der potentiellen Gesamtenergie ist:
§Jp = OI19% = §II' — W*° = 0. (5.8)

Nach diesem verschwindet die Variation des Gesamtpotentials d119%°, bestehend
aus dem inneren Potential 611° und dem Potential der &uBeren Krafte und Arbeiten
oll* = = We. Die Groflen konnen zur Berechnung nicht-mechanischer Probleme
angepasst werden.

Eine Alternative zum Prinzip der virtuellen Arbeit ist das Prinzip der virtuellen

Leistung bzw. das Prinzip von JOURDAIN [14]
SIT' — 6P = 0, (5.9)

bei dem die kinematischen Zwénge an DIRICHLETschen Réandern grundsatzlich in
Form von Geschwindigkeiten, z.B. di; = 0 oder ¢ = 0, zu formulieren sind. Dar-

in werden das innere Potential und die virtuelle Arbeit aus Gleichung (5.8) durch
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Leistungen 611 und 6 W¢ = § P¢ ersetzt. Unabhéngig von DIRICHLETschen Rén-
dern und anders als in Gleichung (5.8) gilt fiir das Prinzip der virtuellen Leistung
immer: du; = 0, ¢ = 0, usw. Fiir holonome Zwiénge kénnen die Randbedingun-
gen sowohl als generalisierte Verschiebungen, elektrische Potentiale usw. als auch
durch ihre zeitlichen Ableitungen formuliert werden.

Eine kinetische Generalisierung des Feldproblems wird durch das Prinzip von HA-

MILTON erreicht:

t1 t
(5/([( —hdt + /5W6dt = 0. (5.10)
to to

Die kinetische Energie K und die innere Energie IT* bilden zusammen die bekannte
LAGRANGE-Funktion L = K — II'. Im weiteren Verlauf wird das LAGRANGEsche
Funktional L durch £ ersetzt, um die Moglichkeit einer generalisierten Definition
zu verdeutlichen. In Gleichung (5.10) erfolgt die Integration im Funktional sowie
bei der virutellen Arbeit im Zeitintevall [#y, t;], wobei die ersten Variationen der
unabhéngigen Variablen du, §¢ etc. nach dem LAGRANGEschen Einbettungssatz

an den zeitlichen Grenzen ty und t; verschwinden.

5.1.2.2 Problematik mit gekoppelten
thermomechanisch-elektrodynamischen Feldern

Am Beispiel der ersten Variation der Freien Energie in der Form

S = 6G = [(oydey” — DS E; + HoB™ — S5T)AV, (5.11)
Vv

die aus Gleichung (3.101) durch Einfiihrung von Variationen bzw. virtuellen Ande-
rungen und Anwendung einer LEGRENDRE-Transformation auf den magnetischen
Anteil folgt, lasst sich die Problematik einer Variationsformulierung fiir kombi-
nierte mechanische, elektrodynamische und kalorische Feldprobleme zeigen. Der
Austausch der unabhéngigen magnetischen Grofie 6 H; durch 6 B[ berticksichtigt
die Definiton des magnetischen Vektorpotentials in Gleichung (3.65). In Gleichung
(5.11) konnen die Dehnung, das elektrische Feld und die magnetische Induktion
mit den Gleichungen (3.22), (3.65) und (3.67) durch den Verschiebungsgradienten
(0€; = du; ;) und die elektrodynamischen Potentialgradienten (0E; — 5<bfil,5}1i
und dB; — 0Ay;) beschrieben werden. Die Gradienten sind notwendig, da im

Rahmen einer Variationsformulierung gewohnlich eine partielle Integration der
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Oberflachenintegrale zur Gewinnung von Volumenintegralen (dA — d V') vorge-
nommen wird. Allerdings existiert fiir die Temperatur 7 in Gleichung (5.11) kein
analoger Gradient (67 —-...).

Ein weiteres Problem bei kombinierten thermomechanisch-elektrodynamischen
Mehrfeldproblemen ist das in Abschnitt 5.1.1 durch Einfithrung skalarer Dimensi-
onsfaktoren geloste Problem der unterschiedlichen Dimensionen. Durch den War-
mefluss und den elektrischen Stromfluss sind intrinsisch Zeitraten beteiligt, die in
der mechanischen Spannung, der dielektrischen Verschiebung und dem magneti-
schen Feld nicht vorkommen. Die Anforderungen werden weder durch das Prinzip
von HAMILTON, Gleichung (5.10), noch durch das Prinzip von JOURDAIN, Glei-
chung (5.9), erfiillt und die LAGRANGE-Funktion muss durch Einfithrung zusétz-
licher Gradiententerme modifiziert werden. Zudem benétigen, anders als bei rein
mechanischen Feldproblemen, einige Terme innerhalb der erweiterten LAGRAN-

GE-Funktion eine partielle Zeitintegration.

5.1.2.3 Modifiziertes Variationsprinzip - Prinzip von Hamilton-Jourdain

Aufgrund der zuvor beschriebenen Problematiken bei kombinierten thermomechanisch-
elektrodynamischen Feldproblemen werden letztlich sowohl die Zeitintegration des
Prinzips von HAMILTON als auch eine ratenabhéngige Formulierung, wie es das
Prinzip von JOURDAIN vorsieht, benotigt. Daher wird ein modifiziertes Variati-

onsprinzip eingefiihrt, welches wie folgt lautet:
t1 t1
[oLat+ [spedt=o. (5.12)
to to

Gleichung (5.12) stellt eine Kombination aus den beiden zuvor genannten Varia-
tionsprinzipen dar und wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit daher als Prinzip
von HAMILTON-JOURDAIN bezeichnet. Fiir thermo-elektro-magneto-mechanische
Kontinua unter Berticksichtigung freier und gebundener Ladungsfliisse kann die
darin enthaltene erste Variation der generalisierten LAGRANGE-Funktion wie folgt

aufgestellt werden:

5t =oi—o0— 1 _sic _sii_sc -2 (5.13)
TO TO
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Fiir den kalorischen Teil wird in Gleichung (5.13) ein zusétzlicher Term in Form
eines Warmeflusspotentials eingefiihrt, welches unter Berticksichtigung des Fou-

RIERschen Wirmeleitgesetzes ¢! = —\;0 ; folgendermafien definiert ist [97]:
1 1.4
14 Vv

Analog zum elastischen Teil ist hier der Temperaturgradient © ; die unabhén-
gige Variable. \; ist der symmetrische Tensor der Warmeleitfahigkeit. Die erste

Variation des Wéarmeflusspotentials lautet dann

6H = [ 250,00,dV = — [ ¢60,dV. (5.15)
Vv v

Ein Bestandteil der MAXWELL-Gleichungen ist die durch Ladungen hervorgeru-
fene elektrische Stromdichte J; innerhalb des bilanzierten Gebietes. Diese wird
in den bisher aufgestellten Potentialen nicht beriicksichtigt, da bei den in dieser
Arbeit betrachteten Materialien von perfekten Dielektrika ausgegangen wird und
darin keine oder vernachlassigbar wenige freie Ladungen vorkommen und gebun-
dene Ladungen einen vernachlassigbar kleinen Einfluss auf die Stromdichte haben.
Zur Verallgemeinerung von Mehrfeldproblemen wird die LAGRANGE-Funktion in
Gleichung (5.13) daher um ein separates Ladungsflusspotential

1
C(E;) = Q/QijEjEidV (5.16)
\%4

erweitert, welches sich in seiner Struktur an dem des Warmeflusspotentials ori-
entiert. oy ist der Tensor der elektrischen Leitfahigkeit bzw. Konduktivitat. Zu-
sammen mit dem OHMschen Gesetz J; = g;F; lautet die erste Variation des

Ladungsflusspotentials

SC(E;) = / 05 B0 Erd V = / TSEAV. (5.17)
%4 %4

Die erste Variation der von 4; und #; abhangigen kinetischen Leistung lautet wie
folgt:

: K K
i i Vv v
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Als thermodynamisches Potential zur Beschreibung der inneren Prozesse wird die
Freie Energie G aus Gleichung (5.11) verwendet. Die 1. Variation der Leistungs-

formulierung der Freien Energie lautet

56 = / (0yj0éls” — DI*"§ By + HOB™ — S6T)d V. (5.19)
J

Zusammen mit den Gleichungen (5.15), (5.17) und (5.18) fiir das Warmefluss-
potential, das Ladungsflusspotential und die kinetische Leistung folgt damit aus
Gleichung (5.13) die erste Variation der Leistungsformulierung der generalisierten

LAGRANGE-Funktion:

5£ = /(,OUZCSUZ -+ puléuz — O-ijéé%e” + D;evéEi
Vv

L (5.20)
— Hi0BI* + S6T — Ji0E; + %5@7i>dv.
0
Die virtuelle Gesamtleistung
0P =0P  +0P5 )y +0P;+0P; + 0¥ (5.21)

aller konservativen und dissipativen Beitrage in Gleichung (5.12) setzt sich aus
den Leistungen der mechanischen Volumen- und Oberflachenkrafte Py, der elektri-
schen und magnetischen Volumen- und Oberflaichenladungen P¢ JH des Ladungs-
flusses Pj, des Warmeflusses P; und dem alle nicht-konservativen Prozesse be-
riicksichtigenden Dissipationspotential ¥ zusammen. Die Teilbeitrage der konser-
vativen thermo-elektro-magneto-mechanischen Gesamtleistung ergeben sich wie
folgt:

6P; = [/ oudV + [ TdudA,
\%4 A
(Spj/H = — /pelé(ﬁeldv - / (((ZJE{ -+ PfrTni)é(ﬁel -+ eljkﬁk(SAmj)dA,
Y . (5.22)
5P = — / 5eopeld v — / Ti66 n;d A, '
\%4 A

qv qa
OP¢ = | =—=46Td —0TdA.
‘ ‘ZTO V+ZTO
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Die erste Variation der dissipativen Umklappleistung
5\11:/>%5TdV:/(I)(5TdV 5.23
v 1o y o :23)

beinhaltet das in den Gleichungen (4.24) und (4.25) eingefiihrte spezifische Dissi-
pationspotential ® und beschreibt mit ¥/ Ty den irreversiblen Teil der spezifischen
Entropierate S' 3

Durch Einsetzen der Gleichungen (5.20), (5.21) und (5.22) in das Prinzip von
HAMILTON-JOURDAIN (Gleichung (5.12)), wobei 60 = 6T gilt, folgt eine mono-

litische schwache Formulierung des Mehrfeldproblems:

1l
/ |:/ (pul(SuZ + puz(SuZ - O'Z'j5€.g?v + D;evéEi — Hideev + SéT
o LV

g2
— JoE + Y T,Z.)dv
To
Vo els el rels el | AV X >
VS — - Wspy Xsr
—|—/(bZ6u pro0! = 180 + AT 4 T AV (5.24)

Vv
+/ (%Zéuz - (C:)jl + Pfrrni)éq'sel — eijkf{knjéAi
A

_ Tingdet + s T)dA
T

dt = 0.

Wie im Unterabschnitt 5.1.2.1 festgestellt, gilt bei einem auf den Leistungen be-
ruhenden Variationsprinzip fiir die erste Variation der Verschiebung du; = 0.
Bei einer partiellen Zeitintegration der kinetischen Leistung (Gleichung (5.18))
geht somit pi;0u; in —p 4 ;0u; = 0 und pu;diy; in —pidu,; iiber. Da St bzw. S
die irreversiblen Prozesse beinhalten und §¢%" und SM;™ bzw. SAJ™ damit kei-
ne unabhingigen Grofen sind, gilt (56’%”",5]\15” = 0. Mit den Gleichungen (3.96)
und (3.98) folgt daraus fiir die erste Variation der ratenabhingigen reversiblen

€’
blen magnetischen Flussdichte § B/ = §B;. Werden in Gleichung (5.24) zudem
die elektro-magnetischen Feldgréfien F; und B; mit den Gleichungen (3.65) und
(3.67) durch die elektro-magnetischen Potentiale ¢ und A; ersetzt und wird durch
partielle Zeitintegration D;6A; in —D;6A4; und S6 T in —S’ 0 T tiberfiihrt, folgt un-

ter Anwendung des (GAUSSschen Integralsatzes und unter Berticksichtigung des

Verzerrung o = 0€é; und fiir die erste Variation der ratenabhangigen reversi-
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CAucHYschen Fundamentaltheorems der Mechanik (Gleichung (3.27)) folgende
schwache Formulierung eines dissipativen thermomechanisch-elektrodynamischen

Feldproblems:

-1/

= qm QV . y
_ L v T+ (Jo+ DIP — e H; )6 A |dV
( ST TO)(S (Je i Hij)0 k]d

—pit; + o5 + b )di + (DI — p)6d" — (Jis + p) 69

(5.25)
+ / [ £)5i; — (0% + P n; + D*n,) 5
A

- ) 1 . -
— eie(Hi — Ho)nid Ai + —(Ga+ 4 mi)o T — (J; - J,-)nl-&b] dA}dt.
0

Mit den Gleichungen (3.58), (3.59) und (3.97) fiir die elektrische Gesamtladungs-
dichte, die Gesamtstromdichte und die dielektrische Verschiebung in einem po-
larisierten Material und unter Berticksichtigung des CAuCHYschen Fundamen-
taltheorems der Elektrik (Gleichung (3.79)), kénnen in Gleichung (5.25) folgende

Umformungen vorgenommen werden:

Dy — p = D;i—wy, (5.26)

Jii+p = szi +wy, (5.27)

0% + Py + DIy = 09 — w, (5.28)

Jo+ D" — egjiHj = J| + Dy — exi Hi. (5.29)

Bei letzterer Umformung entféallt der Term L ekZ]MfZT, welcher fir sich auf-

 pop”
grund der in Abschnitt 3.2.4 angestellten Uberlegungen, die zu den MAXWELL-

Gleichungen fithren, zwar ungleich Null ist, im Skalarprodukt mit 64, allerdings
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verschwinden muss. Aus Gleichung (5.25) folgt somit die schwache Formulierung

oZ{w

G qzz QV f ; y

—pﬂi + O'Z'jjj + sz) 511,1 -+ (Dz,z — wv) (5g.bel
~—_—————

Impulssatz GAusssches Gesetz

FErweitertes Durchflutungsgesetz
Energiegleichung (530)

— (Hi+ay) 5¢el]dv+ / [(ii—ti)ém (@ — whop®
N—— A

Ladungserhaltungsgesetz

8 1. .
— egi(Hy, — Hy)njo A; + ?<(N]A + i )0 T — (J; = Ji)nid
0

dA}dt,

welche nach Anwendung des Fundamentallemmas alle Bilanz- und Feld-
gleichungen sowie nattrlichen Randbedingungen eines thermomechanisch-
elektrodynamischen Feldproblems liefert. Dabei ist der mechanische Anteil durch
den Impulssatz und der thermische Anteil durch die Energiegleichung repréa-
sentiert. Die elektrodynamischen Anteile sind das Ladungserhaltungsgesetz und
zwei der MAXWELLschen Gleichungen, das GAUSSsche Gesetz und das erweiterte
Durchflutungsgesetz. Da die beiden Feldgroflen E; und B; durch das skalare Po-
tential ¢ und den Potentialvektor A, ersetzt wurden und die hierzu verwendeten
Gleichungen (3.65) und (3.67) auf den anderen beiden MAXWELLschen Gleichun-
gen, dem GAUSSschen Gesetz fiir Magnetfelder und dem Induktionsgesetz, beru-
hen, sind letztere in Gleichung (5.30) intrinsisch erfiillt.

Fir die in den Abschnitten 3.3 und 3.4.1 getroffenen Annahmen eines quasista-
tischen Systems (D = 0, ii; = 0) ohne spezifische Volumenkréfte und -ladungen
(b; = 0, w, = 0), mit Ausnahme der Umklappprozesse ohne thermische Quellterme
(¢ = 0), ohne Stromfluss (Ji, J{ = 0) und ohne Beriicksichtigung magnetischer
Felder (H; = 0), lasst sich die schwache Form aus Gleichung (5.30) fiir das im

folgenden Kapitel relevante thermo-elektro-mechanische Mehrfeldproblem folgen-
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dermafen vereinfachen:

t
. . 1
P— e . ) . . . el p— p— 7‘
0 —Z {I[ [awéuz + D; ;09 + ( S T, Qi+ To) 5T] dV

+ | [@—mm (5 - >5¢el+1<qA+'q;“ni>5T]dA}dt.
A To

(5.31)

5.2 Finite-Elemente-Formulierung

Zur Losung des fiir den Sonderfall beschriebenen quasistatischen thermo-elektro-
mechanischen Randwertproblems wird ausgehend von Gleichung (5.31) ein al-
gebraisches Gleichungssystem aufgestellt, wobei der Einfachheit halber neben der
Voigt-Notation die Matrix-Notation eingefithrt wird. Dabei werden (n x m) Recht-
eckmatritzen durch eckige Klammern [...] und (m x 1) Spaltenmatritzen durch
geschweifte Klammern {...} dargestellt.

Entsprechend ergeben sich folgende Formulierungen fiir die Material- und Kopp-

lungstensoren:

Cijpt = Cpg = [C], ka = [k, pa = [ul,

(5.32)
e = eiq = e, qm = g = le}, Ba=[6], gu=1[g]: ki={k}, pi={p}
und fir die unabhéngigen und assoziierten Feldvariablen:
04 = [0’], €y = {6}, Ez = {E}, Dz = {D} (533)

Aufgrund von folgenden Rechenoperationen wurde dabei die (3 x 3)-Matrix®? der
Verzerrung entsprechend der VoiGT-Notation in eine (6 x 1)-Matrix tiberfiihrt.
Die elementbezogenen unabhéngigen Feldvariablen {u}, #* und © kénnen durch

folgende Interpolationen angenéhert werden:

M

{ui({z}) = Z NP e {up? = [N ({a}){a},

I
—

NP {21l = [N ({2}){o}. (5.34)

M:

0 ({z}) =

sz

O({z}) = ZNe ({210 = [Ne]({}){6},

33In der dreidimensionalen Betrachtung.
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wobei der hochgestellte Index (I) die M Knoten des jeweiligen Elementes num-

meriert.
N 0o 0o N2?» 0 0 NM) 0
NJ=] 0o NP 0o 0 NP 0 0o NM o0 |,(535)
o 0o N®» 0o 0 NO 0 0 N
Ny = (N NP N (5.36)
[Nol = ( N N .. N&) (5.37)

sind isoparametrische Formfunktionen, mittels derer die Knotenwerte interpoliert

werden.

N 1 M M
(0} = {ul”, WV, ™ WM

{8} = {oV, ..., oM} T, (5.38)
{6} = {0, . eMNnT

sind die Freiheitsgrade der Verschiebung, des elektrischen Potentials und der Tem-
peraturdnderung an jedem Knoten. Die zeitlichen Ableitungen der interpolierten

Variablen ergeben sich folgendermaflen:

(i} = [NJ{&}, ¢ =[NJ{o}, ©=[NoJ{O}. (5.39)

Sie beschreiben den Zusammenhang zwischen den Knotengeschwindigkeiten und

den interpolierten Werten in den Elementen. Uber die Gradienten der Ansatz-

funktionen
0
s 0 0
0
0 3z 0 o 0
0 0 8i 35:1 85:1
Bl =| 0 | (Bl = | | el = | | Nl (540)
O3 Oy 0 0
8@ 0 8@ 0x3 0x3
is 9 01

Q
3
jo5)
8
S
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werden die Beziehungen der Knotenverschiebungen, der elektrischen Knotenpo-
tentiale und der Knotentemperatur mit den Verzerrungen, den elektrischen Fel-

dern und dem Temperaturgradienten innerhalb eines Elementes formuliert:

{e} = [B{a}, {E} = —[B,}{}. {0} = [Be]{O}. (5-41)

Zusammen mit den mechanischen und elektrischen CAUCHY-Theoremen, Glei-
chung (3.68) fiir das elektrostatische Potential, dem GAusSschen Integralsatz so-
wie durch Einsetzen der konstitutiven Gesetze aus den Gleichungen (3.153) bis
(3.155), folgt aus Gleichung (5.31) die schwache Formulierung, die fiir eine nume-

rische Diskretisierung geeignet ist:

t1 -
// { — | Cymalers — €7) — e By — 5@'@] 0€j;
o V -

+ |eai(en — €) + kg By + kO + Pf”} SE;

— | Bulén — ") + ki + 7@] 0T (5.42)

~ 50,00, + Toé@}d vt
51 53
T80 oels el 94 _
+t0//{{mul 55 + T05®}dAdt 0.

Wird die Unabhéngigkeit von i, 5(2 und (5(i) berticksichtigt, folgt aus dem Fun-
damentallemma der Variationsrechnung ein algebraisches Gleichungssystem fiir
inkrementelle Knotenverschiebungen {&}, elektrisches Potential {¢} und Tempe-
raturanderung {O} [134]:

0 0 0 {1}} [Kua] [Kug) [Kuo)| [{0}
0 0 0 || +|Kal (Kl [Keel| |16}

Do) [Des) [Deol] |{6} 00 el OH 0 o)
TARSIA

= |} + U]

{fo} +{f5}
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wobei die Teilmatrizen wie folgt lauten:

(Kl = [1B.T[CI[BJAV. [Kou] = [1B,]"]
[Kw]:?[Bu]T[@]T[BMdV, (K - 1B\ [][BJaV

K.e] = ; [1B." {8} NeJaV, Ko = [ [Vqu]T{k}[Ne]dv

(Koo = | [;e]T[AHBe]d v, [Deg] = - JINe)T To{k} " [ByJdV
w@u]_% Nol " To{8} T [B.JAV [D@@]z/[VN@]TTmN@]dv, (5.44)
{fey = / A7 {B}da, {5 - A/ RAREHE

{f6} = / [No]" GadA,
{fu} = / {em}av, {fo} = / [Bo) ([l } = {P" AV,
{fo} = /Ne ( +T[ﬁ])A{EW} {E}A{PW}) av.

Der transiente Teil des algebraischen Gleichungssystems (5.43), welcher durch eine
Zeitableitung erster Ordnung gebildet wird**, besteht aus der instationdren Wér-
meleitung [Dee] und der thermo-mechanischen und thermo-elektrischen Kopp-
lungsmatrix [De,] und [Dgg|. Letztere enthalten die thermischen Spannungskoef-
fizienten (; und den pyroelektrischen Kopplungstensor k;, aufgrund derer [Dg,]
und [Dgg| den linear reversiblen Anteil des Einflusses elektro-mechanischer Fel-
der auf die Temperatur reprasentieren. Der nichtlinear irreversible Anteil, welcher
aufgrund von Warmeproduktion durch Dissipation und entsprechender Entropie-
produktion wahrend ferroelektrischen Umklappens vorliegt, ist in der Knotenlast
{fo} vertreten. Eine wechselseitige Kopplung elektro-mechanischer Felder mit der
Temperatur ist daher auch fir hinreichend kleine Raten @ und ¢¢ gegeben, fiir die
der transiente Anteil vernachléssigt werden kann. Eine unilaterale Kopplung von
Temperatur und elektro-mechanischen Feldern liegt dann vor, wenn neben dem
transienten Anteil auch ein Doménenumklappen vernachléssigt wird. In diesem

Fall kann die Temperatur entkoppelt berechnet werden und wird anschlieend

34Fiir eine vollstindig dynamische Formulierung von Gleichung (5.43) fehlt die Massenmatrix.
Daher sollten mechanische, elektrische und thermische Stolbelastungen vermieden werden.
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zur Ermittlung der elektro-mechanischen Anteile herangezogen.

Wie bei der Herleitung der schwachen Formulierung deutlich geworden ist, ist
fir die spontane Erwarmung die Leistung und nicht die mit dem Umklapppro-
zess verbundene Arbeit relevant. In {fg} wurde daher mit At ein Zeitinkrement
eingefiihrt, welches irreversible Dehnungs- und Polarisationsraten einfiithrt. Dieses
kann als charakteristische Zeit fiir ferroelektrische Prozesse auf einer Mesoskala
interpretiert werden [134]. Allerdings kann der Parameter derzeit noch nicht zu-
friedenstellend physikalischen Prozessen zugeordnet werden und sollte daher als
Modellparameter interpretiert und aus experimentellen Daten von umklappindu-

zierten Temperaturdnderungen identifiziert werden.



6 Numerische Beispiele
thermo-elektro-mechanischer

Feldprobleme

In diesem Kapitel werden einige numerische Beispiele berechnet und teilweise mit
experimentellen Ergebnissen verglichen. In Abschnitt 6.1 werden zunéachst klas-
sische Randwertprobleme berechnet. Dabei wird das um die Kalorik erweiterte
Modell aus Kapitel 4 verwendet. In Anlehnung an die Arbeit von GELLMANN [37]
werden zur Behandlung des nichtlinear thermo-ferroelektrischen Stoffverhaltens
drei Modellparameter eingefiithrt. Eine Modifikation mit lediglich zwei Modellpa-
rametern wird in Abschnitt 6.1.4 vorgenommen. Anschliefend wird in Abschnitt
6.2 eine um die Kalorik erweiterte Berechnung durch die sogenannte kondensier-
te Methode vorgestellt, welche fiir rein ferroelektrisches Materialverhalten von
LANGE und RICOEUR [73, 74] entwickelt wurde.

6.1 Quasistatische Berechnungen mittels FEM

Die im vorliegenden Abschnitt vorgestellten Ergebnisse sind mittels Finiter-
Elemente-Methode (FEM) berechnet. Dazu wird ein entsprechendes Randwert-
problem durch die kommerzielle Software ABAQUS gelost, indem zunéchst
ein user-defined-element (UEL), welches das in Kapitel 4 vorgestellte Modell
thermo-ferroelektrischen Stoffverhaltens beinhaltet, mit der Programmiersprache
FORTRAN erstellt und iiber die dazu vorgesehene Schnittstelle implementiert wur-
de.

Wie in Abbildung 6.1 dargestellt, wird fiir die Diskretisierung des Bauteils ein
Vier-Knoten-Element mit jeweils vier Integrationspunkten (IP) gewéhlt. Jeder
Integrationspunkt entspricht einem Korn. Um polykristallines Materialverhalten

zu simulieren, sind die das Kornverhalten beschreibenden materiellen Punkte ge-

97
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[P = Korn

4 3
+ Materialgesetze >< X e

+ Bilanzgleichungen

FEM ‘lt' X

1 2

Diskretisierung

Abb. 6.1 Diskretisierung des Geometriemodells durch Vier-Knoten-Elemente
mit jeweils vier Integrationspunkten. Jeder Integrationspunkt repra-
sentiert dabei ein Korn und beinhaltet die Materialgesetze und Bilanz-
gleichungen

geniiber dem globalen Koordinatensystem (z1,22) zuféllig orientiert. Dies wird
durch die zufillige Wahl des Winkels ¢ (vgl. Abbildung 4.4) erreicht. Innerhalb
der Integrationspunkte, in welchen die physikalischen Eigenschaften der materi-
ellen Punkte hinterlegt sind, wird das in Abschnitt 5.2 hergeleitete algebraische
Gleichungssystem (Gleichung (5.43)) geldst, wobei hier im Rahmen des quasistati-
schen Sonderfalls, die Zeitableitungen, welche u.a. die linearen transienten elasto-
und elektrokalorischen Effekte reprasentieren, vernachlassigt werden ([Deg,) = 0,
[Doy] = 0 und [Dege] = 0). Es wird also davon ausgegangen, dass tiberwiegend
Umklappprozesse fiir Temperaturanderungen innerhalb des Materials verantwort-
lich sind. Wie am Ende von Abschnitt 5.2 festgestellt, liegt aufgrund von {fg} den-
noch eine wechselseitige Kopplung zwischen elektro-mechanischen und kalorischen
Feldern vor. Das fiir diesen Abschnitt implementierte algebraische Gleichungssys-

tem lautet somit folgendermafBen?®:

[Kw] [Ku¢] [KuG] {1}} {fu} + {fj}
[Koul [Kool [Kse]| |{0}| = |{fo} + {5} (6.1)
0 0 [Keel| [{O} {fo} +{/5}

Aufgrund nicht berticksichtigter physikalischer Prozesse im Modell wurden fiir die

numerischen Berechnungen zudem drei Modellparameter, A, A2 und A3, einge-

$5Die Matrixeintragungen fiir Gleichung (6.1) konnen mit Ausnahme der irreversiblen Knoten-
lasten {f,}, {f»} und {fo} den Gleichungen (5.44) entnommen werden.
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fiuhrt [39, 74], welche die umklappbezogenen Knotenlasten wie folgt modifizieren:
{fid = [IBJTICHe™ VAV,
v
{fo} = 1Bl Qalel{e™} = 2 {P™})aV, (62)
v

(ol /[NG]T<)\1([U] + TOW)A{X:} + )\3{E}A{§7}>dv'
v

Wahrend das mikrophysikalische Modell ein vollstandiges Verschwinden von Do-
ménenvarianten zugunsten anderer Doménenspezies zulasst, ist dies bei realen
Werkstoffen nicht méglich. Mit einer Verkleinerung der jeweiligen Doméane nimmt
der Anteil der Domanenwandenergie an der Gesamtenergie zu, weshalb fiir ein wei-
teres Umkappen hohere Umklappenergien erreicht werden miissen. Der Parameter
A1 gleicht diese Schwachstelle in der Modellierung aus, indem er die spontane Deh-
nung reduziert. Die spontane Polarisation wird durch den Parameter A3 reduziert,
da entgegen getroffener Annahmen fiir das Modell auch in Keramiken wie in der
Umgebung freie Ladungen existieren, welche die elektrische Polarisation teilweise
kompensieren. Der Parameter \o wird, ebenso wie A\, zur Begrenzung der spon-
tanen Dehnung eingefiihrt, allerdings beim piezoelektrischen Beitrag, sodass hier
beide Effekte eine Rolle spielen. Untersuchungen von GELLMANN [37] und LANGE
[73] haben allerdings gezeigt, dass mit einem eher geringen Unterschied von A; und
A gewonnene Ergebnisse am Besten mit experimentellen Daten iibereinstimmen.
In den Abschnitten 6.1.1, 6.1.2 und 6.1.3 werden fiir die drei Parameter folgende
Werte aus den Arbeiten von GELLMANN und LANGE iibernommen: A\ = 0, 15,
Ao = 0,2 und A3 = 0,5. Untersuchungen haben gezeigt, dass diese Werte grofien
Einfluss auf die berechneten Ergebnisse haben kénnen, bis hin zu instabilem nu-
merischem Verhalten. In Abschnitt 6.1.4 wird daher eine Moglichkeit zur Verbes-
serung des Modells vorgestellt, indem die Parameter A; und A\ eingespart werden,

was zu numerisch stabileren Berechnungen fiihrt.

6.1.1 Polykristalliner Korper unter elektrischem Wechselfeld

In diesem Beispiel werden experimentelle Ergebnisse [17] mit durch das thermo-
ferroelektrische UEL simulierten Ergebnissen verglichen. Im Experiment wur-
de eine bipolare sinusférmige Belastung mit einer Frequenz von 1 Hz und ei-

ner Amplitude von 1,2F, auf eine polykristalline PZT-5-Probe mit den Ma-
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Ben 12 mm x 6 mm x 6 mm aufgepriagt. Bevor Temperaturdnderungen gemessen
wurden, wurde die Probe entlang ihrer 12 mm Kante mit £ = 2F, gepolt.

Abbildung 6.2 zeigt die durch das Experiment ermittelten Temperaturdnderungen
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Abb. 6.2 Temperaturverlaufe aufgrund unterschiedlicher Lastamplituden (0,9,
1E., 1,1E, und 1,2E.) eines elektrischen Wechselfeldes (1Hz). Unter-
halb von E. (lila Kurve) wird keine signifikante Anderung der Tem-
peratur gemessen. Bei Erreichen von FE,. (blaue Kurve) wird Warme
erzeugt, ab 1,1FE, (schwarze und rote Kurve) bleibt der Temperaturan-
stieg nahezu unverédndert (entnommen aus CHEN et al. [17])

aufgetragen iiber den Lastzyklen. Unterhalb von £, sind kaum Temperaturande-
rungen zu erkennen, wahrend oberhalb von E. aufgrund der wiederholten Umkeh-
rung der Polarisation pro Lastzyklus zwei deutliche Temperaturspriinge beobach-
tet werden konnen. Dabei scheint es fiir den Betrag des Temperatursprungs keine
Rolle zu spielen, wie hoch die Amplitude gewéhlt wird, solange sie iber E, liegt.
Abbildung 6.3 a) zeigt das fiir die Simulation gewédhlte zweidimensionale Rand-
wertproblem einer Scheibe mit den Maflien 12 mm x 6 mm. Das Modell wird durch
800 Finite Elemente diskretisiert, wodurch im Rahmen des Modellierungsansatzes
(vgl. Abbildung 6.1) 3200 Korner aufgrund statistisch verteilter Orientierungen
polykristallines Verhalten abbilden. Fiir die Berechnungen werden die Material-
werte fiir PZT-5 verwendet, die im Anhang aufgefithrt sind. An der Unterkante
ist die Probe mechanisch gelagert. Abbildung 6.3 b) zeigt den auf die Koerzitiv-
feldstirke E. bezogenen Verlauf des aufgeprigten elektrischen Feldes E = —¢/L.
Wie im Experiment wird die Probe vor Beginn der Temperaturaufzeichnung mit
|E| = 2E, in z»-Richtung gepolt (rot gepunktete Linie in Abbildung 6.3 b)).
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Abb. 6.3 a) Ebenes Randwertproblem fiir die numerische Berechnung. Die Kreu-
ze mit Pfeilen reprasentieren schematisch die Orientierungen tetrago-
naler Doménenvarianten eines Korns; b) Aufgeprigtes dufleres elektri-
sches Feld bezogen auf die Koerzitivfeldstarke E.

Die quasistationdre Berechnung?® erfordert die Angabe einer konstanten Tempe-
ratur an den Réndern, was die Berechnung einer fortlaufenden Erwarmung wie
im Experiment nicht unmittelbar ermdglicht. Grundsétzlich kénnen in der Simu-
lation nicht an allen Kanten des Modells adiabate bzw. NEUMANNsche Randbe-
dingungen vorgeschrieben werden. Fiir die Berechnung werden konstante relative
Temperaturdnderungen ©4 = 0K an allen Randern vorgeschrieben. Um trotz
konstanter Temperaturvorgabe die Oberflichenerwérmung im Experiment ermit-
teln zu konnen, wird eine Temperaturdifferenz © 4 — ©,, berechnet, wobei © 4 der
Oberflachenwert des Modells und ©,, der Wert auflerhalb der thermischen Grenz-
schicht ist. Wenngleich somit die Umgebungstemperatur O, als Unbekannte vor-
liegt, besteht der Grundgedanke darin, dass die Erwidrmung als relative Grofie
zur Umgebung interpretiert werden kann. Hierflir muss ein geeigneter Warme-

iibergangskoeffizient h eingefithrt werden, welcher den berechneten Warmefluss

36Der Begriff Quasistationaritéit wird in Abschnitt 4.3.1 erldutert.



102 Numerische Beispiele thermo-elektro-mechanischer Feldprobleme

iiber die Oberflache ¢4, der iiber die langere Probenseite gemittelt wurde, und die

effektive Oberflachenerwarmung © 4 — O, in Beziehung setzt:

b QA(At)

= 6.3

Der Nenner ist mit ©4 — O, = 0,14 K pro halben Lastzyklus durch das Experi-
ment vorgegeben (vgl. Abbildung 6.2). Nach Gleichungen (6.1) und (6.2) nimmt
der eingefiihrte Zeitskalenparameter At einen entscheidenden Einfluss auf den
Wirmefluss ¢4. Abbildung 6.4 a) zeigt den Einfluss von At auf den berechneten
Wirmeiibergangskoeffizienten h. Der Verlauf von h folgt einer 1/A#?-Funktion.
Anhand eines typischen Wertes fiir Warmeiibergangskoeffizienten bei freier Kon-
vektion an vertikalen Winden, welcher etwa 5W/m?K betrigt, kann mit Hil-
fe von Abbildung 6.4 a) fiir den Zeitskalenparameter ein ungefihrer Wert von
At =~ 0,05s ermittelt werden. Einmal kalibriert, wird dieser von nun an fir samt-

liche Berechnungen verwendet.
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Abb. 6.4 a) Warmeiibergangskoeffizient h in Abhéngigkeit des Zeitskalenpara-
meters At; b) Vergleich experimentell (Exp) [17] und numerisch er-
mittelter (Sim) Temperaturanderungsverlaufe iiber elektrischen Last-
zyklen

R
e e

o

h [W/(m?K)]
O = N W » U1 O N 00 O
"
Temperaturdnderung O [K]
R

In Abbildung 6.4 b) wird durch die schwarz durchgezogene Linie ©4 — O, mit
h = 5W/m? und At = 0,05s reprisentiert. Die berechnete Kerntemperatur der
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Abb. 6.5 Experimentell ermittelte Zeitspanne At der Temperaturdanderung pro
viertel Lastzyklus [17]

Probe wird durch die blau gepunktete Linie abgebildet. Da die durch Umklapppro-
zesse erzeugte Warme iiber die Oberfliche abgefithrt wird, steigt die Kerntem-
peratur schneller als die Oberflichentemperatur. Zum Vergleich der simulierten
Ergebnisse ist der experimentell ermittelte Verlauf der Temperaturdnderung an
der Oberflache rot gepunktet eingetragen.

Abbildung 6.5 wurde dem Experiment [17] entnommen. Sie zeigt eine Ab-
schatzung der Zeit, in welcher die Temperaturdnderung aufgrund einer Um-
kehr der Polung stattfindet®”. Mit At = 0,05s fiir realistische Ergebnisse in
Abbildung 6.4 a) und b) hat der fiir die Simulation verwendete Wert eine d&hnliche
GroBenordnung wie der experimentell bestimmte Wert At = 0,2s. Da aufgrund
des quasi-stationdren UEL die kalorischen Démpfungsterme unberticksichtigt blei-
ben, findet eine sprunghafte Temperaturanderung in den Berechnungen statt. Dies
miisste zu At > At fithren. Auf der anderen Seite finden Zellumklappen und Do-
méanenwandbewegung innerhalb eines viertel Lastzyklus statt, wobei der grofite
Teil dieser Prozesse vermutlich weniger Zeit in Anspruch nimmt. Zudem werden in
einer realen Probe nicht alle Schaltvorgédnge in Warme umgewandelt, welche um-
gekehrt proportional zum Zeitskalenparameter ist [134]. Letztlich scheint At < At

verniinftig.

37 Anders als Abbildung 6.5 vermuten lassen konnte, zeigt der Wert nicht die Umkehrzeit der
Polarisation an. Durch die Dampfungsterme in der Energiegleichung verlangsamt sich die ma-
kroskopisch messbare Temperaturdnderung des Materials, sofern diese beriicksichtigt werden.
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6.1.2 Temperaturabhangigkeit ferroelektrischer
Materialeigenschaften

Im vorherigen Abschnitt wurde der Einfluss der temperaturabhangigen Stoffgro-
Ben auf das ferroelektrische Materialverhalten vernachléssigt. Das war beden-
kenlos moglich, da ausgehend von der Raumtemperatur lediglich vier Lastzy-
klen berechnet wurden und die daraus resultierende Temperaturdnderung von
einigen Kelvin nur wenig Einfluss auf ferroelektrische Materialeigenschaften hat.
Kommt es zu grofferen Temperaturanderungen oder gibt es groflere Unterschiede
in der Umgebungstemperatur, kann sich das Materialverhalten in Abhangigkeit
der Temperatur stark verandern. In Abschnitt 3.4.2 wurden beispielhaft die Tem-
peraturabhéngigkeit der spontanen Polarisation Py und der Koerzitivfeldstarke E.
fir PZT-5A und der Gitterkonstanten a und c¢ fiir PZT 20/80 sowie deren Ein-
fluss auf die Polarisationshysterese présentiert. Da kein vollstdndiger Datensatz
temperaturabhéngiger Stoffgroflen fiir ein und dasselbe ferroelektrische Material
vorliegt, wurden die Stoffgrofien ep(7'), Po(T) und E.(7T) im Modell fir die in
diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse nach Gleichung (3.157) implementiert.
Die Materialkoeffizienten Cy, e, <4, Aij, Bij und k; bleiben hingegen konstant
und werden aus Abschnitt 6.1.1 iibernommen. Des Weiteren wird fiir den Vergleich
mit experimentellen Ergebnissen das in Abbildung 6.3 a) gezeigte Randwertpro-
blem verwendet. Die Probe wird entlang ihrer 12 mm Kante mit |E| = 2E, gepolt,
bevor die Anderung der Kerntemperatur aufgrund eines elektrischen Wechselfel-
des mit einer Amplitude von 1,2F. berechnet wird (s. Abbildung 6.3 b)). Das
Berechnungsmodell ist weiterhin quasistatisch (s. Abschnitt 6.1.1), weshalb u.a.
die Warmekapazitiat und die Warmeleitung vernachlassigt bleiben.

In den Abbildungen 6.6 a) und 6.6 b) wird der Einfluss von ep(T), Po(T) und
E.(T) auf die umklappbedingte Erwarmung und die dielektrische Hysterese der
Probe gezeigt. Verglichen werden berechnete Temperaturverldufe im Probenkern
bei einer Anfangstemperatur von 25°C und 250°C. Die Verringerung der Erwér-
mung mit zunehmender Umgebungstemperatur, wie sie in Abbildung 6.6 a) zu
beobachten ist, hangt mit dem in Abschnitt 3.4.2 beschriebenen Verlust ferro-
elektrischen Materialverhaltens bei zunehmenden Temperaturen zusammen. Be-
sonderen Einfluss nehmen dabei die Abschwéchung der spontanen Dehnung und
der spontanen Polarisation bei zunehmender Temperatur. Abbildung 6.6 b) ver-

gleicht zwei fiir unterschiedliche Ausgangstemperaturen berechnete Verlaufe der
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Abb. 6.6 a) Erwarmung © aufgrund eines elektrischen Wechselfeldes fiir zwei
Umgebungstemperaturen; b) Vergleich experimentell (EXP) ermittel-
ter [51] und berechneter (SIM) Hysteresen fir zwei Umgebungstempe-
raturen

dielektrischen Hysterese mit experimentellen Werten fiir die spontane Polarisation
von PZT-5A. Wie im Experiment verengen sich aufgrund der temperaturinduzier-
ten Anderung der Koerzitivfeldstirke E, die berechneten Hysteresen bei hoheren
Temperaturen. Die Hohe der simulierten Hysterese bei 25°C ist deutlich geringer
als bei 250°C. Der Unterschied kann anhand des Verlaufs der spontanen Polari-
sation erklart werden, welche bei 250°C grofler als bei 25°C ist. Im Experiment
hingegen gibt es keinen derart deutlichen Unterschied in der Hohe. Allerdings
wurden in der Simulation weitere Einflussgréfien, wie beispielsweise die Frequenz-

abhéngigkeit einiger Materialparameter, nicht berticksichtigt.

6.1.3 Temperaturentwicklung an Rissspitzen

Die bisher vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass die irreversiblen Prozesse, wie
die spontane Verzerrung und die spontane Polarisation, in ferroischen Materialien
zu einer relevanten Eigenerwdrmung der Bauteile fithren kénnen. Aufgrund der
geringen Bruchzahigkeit industriell verwendeter piezoelektrischer und ferroelek-
trischer Werkstoffe sind neben der Verdnderung ferroischer Eigenschaften durch
Temperaturdnderungen u.a. auch die Zuverlassigkeit und Lebensdauer von groflem
Interesse. Daher befassen sich wissenschaftliche Arbeiten haufig auch mit dem Um-

klappverhalten an Rissspitzen [38, 63, 117, 138]. Der Einfluss von Temperaturan-
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Abb. 6.7 Experimentelles Ergebnis fiir den Temperaturanstieg an der Rissspitze
und die resultierende Rissinstabilitdat bei zyklischer elektrischer Belas-
tung mit f = 1kHz und E = 0,75F, (entnommen aus [18])

derungen an Rissspitzen auf das Schadigungsverhalten von ferroischen Materialien
gewinnt dabei zunehmend an Bedeutung [22, 81, 136]. Experimente zeigen, dass
elektrische Wechselfelder mit hohen Frequenzen oder hohen Amplituden auch un-
terhalb von F, zu einer signifikanten Temperaturdnderung an Rissspitzen fithren
kénnen3s.

In Abbildung 6.7 ist die experimentell ermittelte Temperaturdnderung an ei-
ner Rissspitze tiber die aufgepragten Lastzyklen abgebildet [18]. Im Experiment
wurde das sinusformige bipolare elektrische Wechselfeld mit einer Frequenz von
1 kHz und einer Amplitude von 0,75 F,, auf eine polykristalline PZT-5-Probe mit
den Maflen 20 mm x 12 mm x 3 mm aufgebracht. E,y = 0,8kV/mm ist hier-
bei die Koerzitivfeldstarke bei einer Frequenz von 1Hz und einer Temperatur
von Ty = 20°C. Zur Messung der Oberflichentemperatur wurde eine Infrarot-
Warmebildkamera mit einer thermischen Auflésung von 25 mK, einer rdumlichen
Auflésung von 0,03 mm und einer Abtastfrequenz von 50 Hz verwendet. Vor Be-
ginn der Messung wurde die Probe zunéchst entlang der 12 mm-Kante gepolt.
Anschliefend wurde mittels Ultraschallimpulstechnik ein 3 mm langer zentrierter
Riss, welcher eher einen schmalen Schlitz darstellt, eingebracht. Trotz unterkri-
tischer Lastamplitude zeigt Abbildung 6.7 eine starke Temperaturerh6hung an
der Rissspitze, die zusammen mit der einhergehenden Schadigung in drei Phasen
eingeteilt werden kann. Die erste Phase endet mit dem Wendepunkt (< 5 - 10

Lastzyklen). Bis dahin verhélt sich der Riss stationdr und die Erwarmung erfolgt

38An dieser Stelle ist die elektrische Feldstirke weit vom Riss gemeint, also die homogene
Feldstérke. An der Rissspitze gilt stets E > E..
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fast ausschliellich in einer kleinen Prozesszone an der Rissspitze. Diese Phase stellt
fiir einen Vergleich mit Berechnungen die interessante Phase der Temperaturent-
wicklung dar. Wenngleich E/E, konstant bleibt, verdndert sich bei zunehmender
Erwérmung das Verhéltnis F/FE.(T), sodass in der 2. Phase, die sich in Abbil-
dung 6.7 zwischen Wendepunkt und Rissausbreitung (5-10* - 9,5-10% Lastzyklen)
befindet, £ > F, vorliegt und somit Umklappen und Erwéarmung auch fernab der
Rissspitzen stattfinden. Die nach ca. 9,5-10% Lastzyklen beginnende Rissausbrei-
tung ist die 3. Phase in Abbildung 6.7.
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Abb. 6.8 a) Ebenes Randwertproblem fir die numerische Simulation einer Probe
mit zentriertem Riss; b) Aufgeprigte elektrische Feldstarke bezogen auf
die Koerzitivfeldstarke E

Das der Simulation zugrunde liegende zweidimensionale Randwertproblem ist in
Abbildung 6.8 a) dargestellt. Die Probe mit den Mafien 20 mm x 12 mm besteht
aus 1808 finiten Elementen mit jeweils vier Integrationspunkten, die insgesamt
7232 statistisch orientierte Korner reprasentieren. Der 3 mm lange Riss befindet
sich in der Mitte der Probe und verlauft in Richtung der 20 mm-Kante. Unter
Berticksichtigung des schlitzartigen Charakters des experimentellen Risses wird
angenommen, dass die Rissflachen elektrisch undurchlassig, d.h. Dy = 0, sind. Da
die thermische Randbedingung ohnehin nur einen minimalen Einfluss auf die Riss-
spitzenerwarmung haben sollte, werden fiir den Riss adiabate Randbedinungen
angenommen. Die untere Kante der Probe ist mechanisch gelagert. An den Rén-

dern werden mit © 4 = 0 K konstante Temperaturen vorgegeben. Abbildung 6.8 b)
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Abb. 6.9 Temperaturprofil einer Probe mit zwei Rissspitzen nach vier Lastzyklen

zeigt den Verlauf des auf die Koerzitivfeldstarke E.y bezogenen elektrischen Fel-
des E, welches in z-Richtung und damit senkrecht zum Riss auf die Probe auf-
geprigt wird. Nach einer anfinglichen Polung mit 2E, (rot gepunktete Linie in
Abbildung 6.8 b)), beginnt die Berechnung der Temperaturanderung. Die Pro-
be wird mit einem elektrischen Wechselfeld der Amplitude 0,75F,, belastet. Wie
in den Abschnitten zuvor wird fir die Berechnung das in den Gleichungen (6.1)
und (6.2) hergeleitete algebraische Gleichungssystem verwendet. Die Simulation
ist demnach weiterhin quasistatisch. Die Terme, welche u.a. die linearen transien-
ten elasto- und elektrokalorischen Effekte beriicksichten, werden vernachléssigt.
Es wird also davon ausgegangen, dass auch an den Rissspitzen die Temperatur-
anderungen hauptséchlich aufgrund von Umklappprozessen stattfinden. Dies gilt
umso mehr, da der Riss stationar ist und somit dissipative Prozesse aufgrund von
Risswachstum ausgeschlossen sind. Fiir die Berechnungen werden die Materialpa-
rameter Cy, ey, Kij, \ij, By und k; sowie ep, Py und Eg = E, aus Abschnitt 6.1.1
iibernommen. Die in Abschnitt 6.1.2 verwendeten temperaturabhéngigen Parame-
ter ep(T), Po(T) und E.(T) stammen von PZT-5A und PZT 20/80, da die von
PZT-5 nicht zur Verfiigung standen. Es ist nicht bekannt, wie sich ihre Verlaufe
von denen von PZT-5 unterscheiden, weshalb sie an dieser Stelle nicht verwendet
werden.

Abbildung 6.9 zeigt die Temperaturverteilung nach vier Lastzyklen. Aufgrund der
Singularitdten an den Rissspitzen wird trotz unterkritischer elektrischer Last eine
Temperaturanderung berechnet. Dabei weist das Temperaturprofil starke Ahn-
lichkeit zu berechneten Doméanenumklappzonen fiir negative elektrische Felder in
[71] und [117] auf. Dies zeigt, dass Umklappprozesse und Temperaturentwicklung
in unmittelbarer Verbindung zueinander stehen. Die Temperatur an der linken

Rissspitze ist in Abbildung 6.10 a) dargestellt. Dazu wurden die berechneten Tem-
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Abb. 6.10 a) Berechnete Temperaturentwicklung an einer Rissspitze bei unter-
kritischer elektrischer Last; b) Vergleich der extrapolierten berechne-
ten Temperaturentwicklung mit experimentellen Ergebnissen aus [18]

peraturwerte innerhalb eines Radius von ~0,05 mm um die Rissspitze gemittelt.
Wie Abbildung 6.10 a) zeigt, steigt die Temperatur um etwa 4 mK pro Lastzyklus.
Das Experiment in [18] wurde auch mit kleineren Frequenzen von 100 Hz durch-
gefithrt. Hier hat sich, vermutlich aufgrund des Wéarmeflusses tiber die Oberflache,
welcher bei geringeren Frequenzen einen grofleren Einfluss auf das Temperatur-
profil hat, recht schnell eine stationare Temperatur eingestellt. Allerdings ist in
der Simulation eine Abschatzung der Temperatur nach vielen Lastzyklen lediglich
iiber eine Extrapolation moglich, weshalb ein Vergleich mit moglichst hohen Fre-
quenzen im Experiment bevorzugt wird. Unter Vernachlassigung der Temperatur-
und eventuellen Frequenzabhéngigkeit der zur Berechnung verwendeten Materi-
alparameter werden in Abbildung 6.10 b) die in Abbildung 6.10 a) présentierten
Werte an der Rissspitze auf 20.000 Lastzyklen extrapoliert und mit experimentel-
len Daten aus [18] verglichen. Abbildung 6.10 b) zeigt, dass die GréBenordnung
der berechneten und experimentell ermittelten Werte fiir die Temperaturande-
rung ahnlich, bei 20.000 Lastzyklen sogar identisch sind. Die konkave Krimmung
des Temperaturverlaufs im Experiment erfolgt einerseits aufgrund der reduzierten
Parameter ep und F, und der damit einhergehenden Abschwichung der Wérme-
quellenintensitit bei zunehmender Temperatur, und andererseits aufgrund des
steigenden Wérmeflusses iiber die Oberflichen. Beide Effekte sind in der Simula-

tion nicht berticksichtigt.
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6.1.4 Modifikation des Modells durch Begrenzung der

Domanenwandbewegungen

Fir die bisherigen numerischen Simulationen wurden in Gleichung (6.2) die Mo-
dellparameter A;, Ao und A3 eingefiihrt [37, 73], welche unberticksichtigte physika-
lische Prozesse des verwendeten mikrophysikalischen Modells ausgleichen. Berech-
nungen zeigen, dass die Ergebnisse teilweise sensibel auf bereits kleine Anderungen
der Modellparameter reagieren. Dies kann bishin zu unphysikalischem Hystere-
severhalten fithren. Im vorliegenden Abschnitt wird daher eine Modifikation des
Modells vorgenommen, woraufthin lediglich der Modellparameter A3 und ein zu-
séitzlich eingefithrter Wert fiir eine Volumenuntergrenze zur Berechnung thermo-
ferroelektrischen Materialverhaltens benotigt wird. Ausgangspunkt ist, dass im
Modell u.a. von einem defektfreien Material ausgegangen wird. Doméanenwéande
beispielsweise stellen allerdings im weitesten Sinne einen flichenhaften Kristall-
defekt dar [124], weshalb fiir diese eine andere Energiedichte als fiir den Rest der
Doméne vorliegen muss. Nahern sich die Domanenwande an, wird ein Umklappen
zunehmend erschwert. Mogliche weitere auf die Domanenwandbewegung einfluss-
nehmende Defekte sind z.B. Punktdefekte wie Leerstellen oder Fremdatome, ein-
dimensionale Defekte wie Versetzungen und zweidimensionale Kistallbaufehler wie
Korngrenzen, Stapelfehler oder Translationsgrenzen [124]. Fiir Antiphasengrenzen
beispielsweise wurde nachgewiesen, dass diese sich mit der Doméanenwand bewe-
gen [42, 85], was wiederum einen Einfluss auf die Beweglichkeit der Domédnenwand
haben muss [124]. Letztlich ist es plausibel, dass aufgrund der Doménenwand-
energiedichte und unberiicksichtigter Doméanendefekte die Domanenwénde nicht
vollstandig verschwinden konnen. Daher ist es sinnvoll, das Modell um einen mi-
nimalen Volumenanteil einer Doménenspezies bzw. eine Volumenuntergrenze 71 zu
erweitern (s. Abbildung 6.11 a)). Dies verhindert das vollstindige Verschwinden
einer Doménenspezies (V). Auf eine nachtrigliche Anpassung der mechanischen
irreversiblen Groen kann infolgedessen verzichtet werden (A; = Ay = 1). Die um-

klappbezogenen Knotenlasten des Abschnitt 6.1 zugrunde liegenden algebraischen
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Abb. 6.11 a) Einfithrung einer Volumenuntergrenze 7. Hierdurch wird ein voll-
standiges Verschwinden einer Doménenspezies vV) verhindert; b)
Verlaufe der Temperaturanderung im Kern fiir verschiedene Modell-
parameter A3 und einer Volumenuntergrenze von n = 1% (A, A2 = 1)

Gleichungssystems (Gleichung (6.1)) werden somit folgendermafien modifiziert:
{fat = [BITICHe YV,
v
{fo} = 1B (e} = 2a{PT ]V,
y (6.4)

A{Eirr}

(o} = [l (101 + ma) 2o 4y 2L
v

At

)dv.

Fiir die numerischen Simulationen in diesem Abschnitt wird das Randwertproblem
aus Abbildung 6.3 a) und b) mit den Materialkennwerten fir PZT-5 (s. Anhang)
gelost. Der in Abschnitt 6.1.1 ermittelte Zeitskalenparameter At = 0,05s wird
iibernommen. Aufgrund der Modellmodifikation muss der numerische Parameter
A3, welcher eine Kompensation durch freie Ladungen berticksichtigt, neu ermittelt
werden.

Abbildung 6.11 b) zeigt die Temperaturverldufe im Probenkern fiir verschiedene
A3, wobei eine Volumenuntergrenze von n = 1% angenommen wird®. Als Vergleich
dient das in Abbildung 6.4 a) dargestellte Ergebnis der Temperaturentwicklung im
Probenkern. Abbildung 6.11 b) zeigt, dass bei einer Volumenuntergrenze von 1%

im modifizierten Modell der numerische Parameter A3 mit A3 = 0,69 angepasst

39 Auf die Volumenuntergrenze 7 = 1% wird nachfolgend in Abbildung 6.13 eingegangen.
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werden muss, um die in Abschnitt 6.1.1 berechnete Kerntemperatur abzubilden.
Dies ist grofler als der bisherige Wert von A3 = 0, 5, womit infolge der Modifikation
des Modells nicht nur die beiden Parameter A1 und Ay entfallen, der Modellpara-
meter A3 verliert zudem an Einfluss auf die Berechnung. n = 1% und A3 = 0,69
fithren zu dem selben Temperaturprofil, wie es in Abschnitt 6.1.1 der Fall ist. Da-
mit stimmen die simulierte und experimentell gemessene Oberflaichentemperatur

zwangslaufig auch unter Verwendung des modifizierten Modells tiberein.
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Abb. 6.12 a) Schmetterlingshysterese und b) dielektrische Hysterese fiir verschie-
dene \3 bei n = 1%

Die Abbildungen 6.12 a) und b) zeigen die Schmetterlingshysteresen und dielek-
trischen Hysteresen fiir verschiedene A3 bei n = 1%. Trotz der relativ kleinen
Veranderungen hat der Modellparameter A3 demnach einen signifikanten Einfluss
auf die remanente Dehnung der Schmetterlingshysterese. Die Flache der dielek-
trischen Hysterese wird mit zunehmendem A3 kaum grofer.

Die Wahl fiir die Volumenuntergrenze n = 1% geht auf Abbildung 6.13 zurtick.
Diese vergleicht fiir A3 = 0,69 verschiedene, von 7 abhéngige Verldufe der Tem-
peraturanderung. Grundsétzlich gilt: Je kleiner 7, desto mehr Zellen konnen bei
einer Umpolung umklappen. Fiir den Temperaturverlauf bedeutet dies, dass es
bei einem kleinen 7 je makroskopischen Umpolungsvorgang zu einem grofleren
Temperatursprung kommt. Berechnungen zeigen, dass sowohl fiir die mechani-
schen, elektrischen als auch kalorischen Felder bei einer Anfangspolung mit 2F,

eine Volumenuntergrenze unter 1% keinen Einfluss auf den weiteren Verlauf der
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Abb. 6.13 Verlauf der Temperaturanderung fiir verschiedene Volumenuntergren-
zen 1 mit A3 = 0,69

Feldgroflen hat. Abbildung 6.13 zeigt expemplarisch, dass sich die Verlaufe der
Temperaturdanderung fir n = 0,1%, n = 0,5% und n = 1% decken. Gleiches
Verhalten kann man bei der Schmetterlingshysterese und der dielektrischen Hys-
terese beobachten. Vergleichsrechnungen zeigen, dass der Modellparameter A3 kei-
nen Einfluss auf die Volumenuntergrenze von 1% hat. Erste nicht veroffentlichte
Ergebnisse mit der kondensierten Methode® bestétigen den Wert der Volumen-
untergrenze 1 = 1% fir PZT-5.

Abbildung 6.14 vergleicht die mit n = 1% und A3 = 0,69 bei einer maximalen
Feldamplitude von £ = 1,2FE. simulierte dielektrische Hysterese von PZT-5 mit
experimentellen Ergebnissen von PZT-40 [67], PZTSKN490 [111] und PZT 45/55
[77]. Die experimentellen Ergebnisse zeigen, dass sich die dielektrischen Hysteresen
trotz verschiedener Ti/Zr-Verhaltnisse kaum unterscheiden. Die simulierte dielek-
trische Hysterese weist ungefiahr dieselbe Flidche wie in den Experimenten auf,
allerdings ist sie etwas nach unten zu kleineren D verschoben. Berechnungen zei-
gen, dass bei hoheren Feldstarken die Hysteresen symmetrisch verlaufen. Abschlie-
Bend léasst sich bei dem hier vorgestellten modifizierten thermo-ferroelektrischen
Materialmodell mit zwei Modellparametern (A3 und 1) zudem eine eindeutige Ver-
besserung der numerischen Stabilitat gegeniiber dem zuvor verwendeten Modell

mit drei Modellparametern feststellen.

40 Auf die kondensierte Methode wird im folgenden Abschnitt 6.2 genauer eingegangen.
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Abb. 6.14 Vergleich von dielektrischen Hysteresen mit den Materialwerten fiir
PZT-5 und einer maximalen elektrischen Feldbelastung bis £ = 1, 2F,
mit experimentellen Ergebnissen fur PZT-40 [67], PZTSKN490 [111]
und PZT 45/55 [77]

6.2 Berechnungen mit der kondensierten Methode

Eine weitere Moglichkeit, das in Kapitel 4 vorgestellte Modell zur Berechnung
thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens umzusetzen, ist die sogenannte kon-
densierte Methode (KM). Fiir rein elektro-mechanische Probleme, piezo- und fer-
roelektrisch, aber auch Ferromagnetika wurde sie bereits umgesetzt. Insbesondere
sei hier auf [74, 101] verwiesen. Die Grundidee ist, die einleitend in Abschnitt 6.1
vorgenommene raumliche Diskretisierung zu umgehen, indem die gesamten phy-
sikalischen Eigenschaften der polykristallinen ferroelektrischen Mikrostruktur in
einem globalen materiellen Punkt kondensiert werden. Zwar lassen sich dadurch
keine Randwertprobleme berechnen, allerdings ist dies auch bei auf werkstoffphy-
sikalische Aspekte beschrinkte Untersuchungen nicht erforderlich. Zudem wird
die Rechenzeit stark reduziert und es treten keine Konvergenzprobleme auf, wie
es teilweise bei numerischen Berechnungen mit der FEM der Fall sein kann. In
Abbildung 6.15 ist die Zusammenfassung bzw. Kondensierung aller physikalischen
Eigenschaften eines polykristallinen RVEs in einem materiellen Punkt schematisch
dargestellt. Dabei wird innerhalb eines jeden Korns von einer homogenen Vertei-
lung der Feldgrofien 045, £; und © ausgegangen, die jedoch prinzipiell von Korn zu
Korn unterschiedlich sein konnen. Anders als bei der FEM, bei der der gegenseitige
Einfluss benachbarter Kérner aufgrund der vorgenommenen Diskretisierung und

des numerischen Gleichgewichts der Integrationspunkte intrinsisch berticksichtigt
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Abb. 6.15 Das RVE eines Polykristalls (links) wird in einem materiellen Punkt
kondensiert, welcher die thermo-elektro-magneto-mechanischen Ma-
terialgesetze und die kalorische Bilanzgleichung beinhaltet

wird, findet in der KM Korninteraktion iiber eine Einbettung der einzelnen Kistal-
lite in ein effektives Medium statt. Aus diesem Grund ist eine Homogenisierung
erforderlich, wobei hier von einer generalisierten VOIGT-Approximation ausge-
gangen wird, in der die Verzerrungen, das elektrische Feld und die Temperatur in

jedem Korn den makroskopischen Feldern entsprechen. Es gilt demnach:

P
€j = ;) > EE‘JP) = 6%7), (6.5)
p=1
P
_ ]13 S EP — P, (6.6)
p=1
_ 1 L
O=53 ol =@, (6.7)
p—1

wobei p einen lokalen materiellen Punkt bzw. ein Korn eines Polykristalls und
P die Gesamtzahl der materiellen Punkte in einem RVE bezeichnen. Die kon-
stanten makroskopischen Groéflen der VoiGT-Approximation werden durch einen
Uberstrich (7) gekennzeichnet. Des Weiteren miissen bei der Berechnung ma-
kroskopischen Materialverhaltens die individuellen Eigenschaften unterschiedlich
orientierter Korner berticksichtigt werden. Unter der Annahme, dass alle Kérner
gleich grof3 sind, werden die Materialparameter daher gemittelt. Diese Mittelung
wird durch (...) gekennzeichnet, wobei Folgendes gilt:

()= ]13 (), (6.8)

p=1
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Die ferroelektrischen FEigenschaften jedes Korns werden durch die elektro-
mechanischen Materialgesetze aus den Gleichungen (3.153) bis (3.155) beschrie-
ben. Zeitlich integriert und nach den gesuchten makroskopischen Feldgrofien €,

(D;) und (S) umgestellt werden sie folgendermafien formuliert:

e = (Cyu) ™" (%‘ + (Cinotry) + {€nij) En + <5z‘j>@>» (6.9)
(Di) = (e)en — (emery) + (k) B + (k)© + (P), (6.10)
(S) = (Bi)ey — (Byey”) + (ki) Ei + (1)8. (6.11)

Wenngleich die KM als Grundlage einer skaleniiberbriickenden Materialmodellie-

rung keine Randbedingungen vorsieht, werden Versuchsbedingungen abgebildet,

ext
i

werden. Durch die Festlegung (©) = © werden ferner adiabate Bedingungen un-

indem (o) = of” und E; = Ef™ als von auflen aufgeprigte Grofien eingefiihrt
terstellt. Durch die Mittelung (o) und (D;) werden zudem die Bilanzgleichungen
Gleichungen (3.36) (ii;, b, = 0) und (3.60) (wy = 0) bei der KM intrinsisch erfiillt
[73].

Eine Besonderheit bildet in diesem Zusammenhang die Berticksichtigung kalori-
scher Felder in dem hier betrachteten Mehrfeldproblem. Aufgrund der in Abschnitt
3.4.1 gemachten Uberlegungen muss fiir diese die Energiegleichung nach Gleichung
(3.156) verwendet werden, die sowohl das kalorische Materialgesetz (Gleichung
(3.155)) als auch die kalorische Bilanzgleichung (Gleichung (3.94)) beinhaltet. Da
es sich bei der Energiegleichung um eine Differentialgleichung 2. Ordnung in der
Ortskoordinate handelt, ist diese ohne ein raumliches Gebiet, wie es bei der KM
der Fall ist, nicht ohne Weiteres losbar. Die Wahl (©) = © anstelle von (S) = S
im Zuge der generalisierten VOIGT-Approximation wird in diesem Zusammen-
hang verstindlich, da © ;3 = 0. Die Energiegleichung (Gleichung (3.156)) lisst
sich, zeitlich integriert und inkrementell linearisiert, demnach folgendermaflen an-

schreiben:
O =— (V) By)es — (V) ki) E;
(n!
T

<7>_1 (6.12)

Ez' P;'rr
+ TO < ] >

(o) + <’y>_1<5¢j€§3§r> +

Genauere Erlauterungen konnen in [127, 128] nachgelesen werden. Die Gleichun-
gen (6.9), (6.10) und (6.12) bilden das in der KM fir thermo-ferroelektrische



6.2 Berechnungen mit der kondensierten Methode 117

Mehrfeldprobleme zu losende algebraische Gleichungssystem. Einige Ergebnisse

werden in den folgenden Unterabschnitten vorgestellt.

6.2.1 Polykristalline Probe unter elektrischem Wechselfeld

In diesem Beispiel wird, analog zu Abschnitt 6.1.1, in dem Temperaturdnderun-
gen durch die FEM berechnet wurden, das experimentelle Ergebnis der Tempe-
raturdnderungen unter zyklischer elektrischer Belastung aus [17] mit durch die
KM berechneten Ergebnissen verglichen. Da zuvor festgestellt wurde, dass Um-
klappprozesse fiir die Temperaturentwicklung im Material wesentlich sind, wird

das reversible Temperaturverhalten zunéchst auch hier vernachléssigt (5; = 0,
ki =0).
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Abb. 6.16 a) Ebenes Randwertproblem fir die numerische Berechnung. Die phy-
sikalischen Eigenschaften des Materials werden in einem materiellen
Punkt kondensiert; b) Vergleich der durch die KM und FEM (Ab-
schnitt 6.1.1) berechneten Temperaturdnderungen mit experimentel-
len [17] Ergebnissen
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Die Probengeometrie und der Versuchsablauf sind in Abschnitt 6.1.1 beschrieben.
Fir die zweidimensionale Berechnung werden die in Abbildung 6.16 a) darge-
stellten Randbedingungen gewahlt. Mechanisch wird von einem makroskopisch

spannungsfreien Korper ausgegangen, da auflerlich keine Spannungen aufgepragt

ext
und verlauft wie in ]Abbﬂdung 6.3 b) dargestellt. Demnach wird das Material
zunéchst mit F = 2FE, gepolt, bevor ein Wechselfeld mit der Amplitude 1,2F,
aufgebracht wird. Fiir die Simulation mit der KM werden 30 statistisch orientier-
te Korner verwendet, die FEM bildet 3200 Koérner ab. Als Materialdaten werden
die im Anhang aufgefithrten Werte fiir PZT-5 verwendet.

Abbildung 6.16 b) zeigt eine Gegentiberstellung der durch die KM berechneten

makroskopischen Temperaturinderung © mit der experimentell ermittelten Tem-

werden, d.h. o = 0" = 0. Das elektrische Feld wird in z»-Richtung aufgebracht

peraturdnderung an der Probenoberfliche [17] und der durch die FEM berech-
neten Temperaturanderung an der Oberfliche aus Abschnitt 6.1.1. Die durch die
KM berechneten Werte liegen etwas oberhalb von den experimentell gemessenen.
Allerdings wurde kein Temperaturgradient und somit kein Warmefluss bertick-
sichtigt. Anders als die FEM benotigt das KM-Modell jedoch keine zusétzlich

eingefithrten numerischen Parameter.

6.2.2 Reversible Temperaturentwicklung in PZT-5

Bisher wurde der reversible elektro- und elastokalorische Effekt vernachléssigt. Im
vorliegenden Abschnitt wird nun das vollsténdige algebraische Gleichungssystem
der KM (Gleichungen (6.9), (6.10) und (6.12)) fiir das thermo-elektro-mechanische
Randwertproblem nach Abbildung 6.16 a) gelost. Nach der Materialpolung mit
|E| = 2E. folgt die Berechnung der Temperaturianderung.

Abbildung 6.17 a) zeigt den berechneten Temperaturverlauf © fiir eine unterkri-
tische elektrische Belastung von 0,5F. bzw. 0,4kV/mm. Der Verlauf ist linear
abhangig von der elektrischen Feldstéarke E. Bei £0,5FE, erreicht die Temperatur
eine Anderung von +£12mkK.

Abbildung 6.17 b) vergleicht das berechnete Ergebnis aus Abbildung 6.17 a) mit
experimentellen Daten [126]. Im Experiment wurde eine gesinterte PZT-5 Scheibe
(210 mm, d = 0,5mm) mit einem gepulsten, sinusférmigen elektrischen Feld be-

lastet!. Aufgrund adiabater Randbedingungen beim Versuchsaufbau wurde, um

41 Ahnlich wie bei der gepulsten Hochfrequenz in der digitalen Sendetechnik.
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Abb. 6.17 a) Verlauf der reversiblen Temperaturdnderung O bei vier Lastzyklen
[127]; b) Vergleich experimentell gemessener [126] Temperaturiande-
rungen mit dem berechneten Ergebnis aus Abbildung 6.17 a)

einen moglichst genauen Wert fiir die elektrokalorische Erwarmung bzw. Abkiih-
lung zu erhalten, das elektrische Feld sehr schnell, d.h. schneller als die thermische
Zeitkonstante der Probe, in Polungsrichtung an- bzw., nachdem die Probe auf-
grund des Warmeflusses abgekiihlt war, ausgeschaltet. Ein Anschalten des elek-
trischen Feldes fiithrte zu einer elektrokalorischen Erwérmung und ein Abschalten
zu einer elektrokalorischen Abkiihlung der Probe. Aufgrund des Versuchsaufbaus
konnten dabei elektrische Felder £ > FE, aufgepriagt werden, da das elektrische
Feld zu jedem Zeitpunkt in Polungsrichtung aufgepriagt wurde und es daher zu
keinen Umklappprozessen innerhalb des Materials kommen konnte. Fiir die Mes-
sung der Temperaturdnderung wurde ein PT-100-Diinnschichtthermometer mit
einer Auflésung von 0,01 K verwendet. Um elektrische Uberschlige bei hohen
elektrischen Spannungen bzw. Feldstarken zu vermeiden, wurde die Probe in Sili-
konol gegeben?. Fiir die aufgepragten elektrischen Felder E' = 1,8kV/mm und
E? = 2,8kV/mm werden je nach An- oder Abschalten des elektrischen Feldes die
Temperaturanderungen ©' =~ +280 mK und 62 = 4400 mK gemessen*3. Wie in
Abbildung 6.17 b) dargestellt, bestétigt die Verbindung der beiden Punkte durch
eine Gerade das erwartete lineare Temperaturverhalten des elektrokalorischen Ef-

fekts. Das Experiment lasst fir £ = 0,4kV/mm demnach eine Temperaturénde-

42Im Rahmen des Experimentes wurde festgestellt, dass die im Silikondl gemessene Tempera-
turédnderung geringer als die tatséchliche Temperaturanderung der Probe ist.

43In [126] sind statt der elektrischen Feldstirken die angelegten Spannungen in [kV] angege-
ben. Der Ubersicht wegen sind diese in Abbildung 6.17 b) in die entsprechende elektrische
Feldstéirke F umgerechnet.
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rung von ~ +55mK erwarten. Dies ist wesentlich hoher als der simulierte Wert
von +12mK. In [12] wird anhand eines Dehnstabes eine den elektrokalorischen Ef-
fekt tiberlagernde dissipative Temperaturanderung aufgrund viskoelastischer Ma-
terialeffekte beschrieben. Erste Versuche zeigen, dass das viskoelastische Verhalten
auch bei piezoelektrischen Materialien zu nicht zu vernachlassigenden dissipativen
Erwérmungen fithrt [129]. Diese Prozesse werden im Modell nicht beriicksichtigt.

Eine real hohere Temperaturédnderung ist daher durchaus plausibel.



{ Zusammenfassung

Ferroelektrische Werkstoffe werden heutzutage aufgrund ihrer speziellen elektro-
mechanischen Eigenschaften in vielen Gebieten eingesetzt. Da ihre Materialeigen-
schaften z.T. stark temperaturabhéngig sind und die Temperatur einen maf3gebli-
chen Einfluss auf Zuverléssigkeit und Lebensdauer von ferroelektrischen Kompo-
nenten haben kann, wurden in den letzten Jahren vermehrt auch kalorische Aspek-
te untersucht, zumal sich der elektrokalorische Effekt zur Festkorperkiihlung eig-
net. Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Modellierung und Simulation
thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens. Dabei liegt der Fokus insbesondere
auf der Modellierung von Temperaturédnderungen aufgrund von Domanenwandbe-
wegungen im Material und deren numerischer Umsetzung. Zur Formulierung eines
entsprechenden numerischen Diskretisierungsansatzes musste dazu zunachst eine
schwache Form hergeleitet werden, welche die Material- und Bilanzgleichungen
dissipativer thermo-elektro-magneto-mechanischer Mehrfeldprobleme beinhaltet.
Gewohnlich wird dazu die Methode der gewichteten Residuen verwendet, da fiir
kalorische und elektrodynamische Prinzipe kein klassisches Funktional als Vor-
aussetzung eines Variationsansatzes bekannt ist. Probleme liegen dabei u.a. in
den unterschiedlichen Einheiten, welche, im Gegensatz zur mechanischen Span-
nung, dielektrischen Verschiebung und dem magnetischen Feld, aufgrund intrin-
sisch beteiligter Zeitraten im Warmefluss und elektrischen Stromfluss entstehen.
Durch Kombination klassischer Variationsprinzipe, dem HAMILTON-Prinzip und
dem Prinzip von JOURDAIN, und der Einfiihrung eines Warmeflusspotentials fiir
den kalorischen und eines Ladungsflusspotentials als Erganzung fiir den elektri-
schen Beitrag, wurde ein modifiziertes Variationsprinzip eingefiithrt und als Prinzip
von HAMILTON-JOURDAIN bezeichnet. Ausgehend von der schwachen Form wurde
schlussendlich ein algebraisches Gleichungssystem aufgestellt, welches zusammen
mit dem thermo-elektro-mechanischen Modell in eine kommerzielle FE-Software
implementiert und anschliefend zur Losung numerischer Randwertprobleme ver-

wendet wurde.
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Anhang

In dieser Arbeit werden piezoelektrische Keramiken mit tetragonalen Elementar-
zellen betrachtet. Damit liegt eine transversale Isotropie des Materials vor. Fiir
die elektro-mechanischen Beitrage, welche aufgrund der Transversalisotropie fiinf
unabhéngige elastische, drei unabhéngige piezoelektrische und zwei unabhangige

dielektrische Konstanten beinhalten, gelten folgende Materialtensoren in VOIGT-

Notation:
(C11 Ciz Cho 0 0 0]
Ciz Cy (3 0 0 0
. Ci2 Caz (o 0 0 0
=10 0 0 0225023 0 0
0 Cu O
0 0 Cu
Cyp Cia Cy3 0 0 0]
Ci2 Cnn Ci2 0 0 0
Cos Cl2 Gy O 0 0
=10 0 0 cu 0 0| (7.1)
o 0o o o & ; G
0 0 0 0 0 Cul
fe1p ep ez 0 0 0 0 0 0 0 0 ey
[6]361: 0O 0 0 0 0 ey 7[6]932: er2 €11 e2 0 0 0,
10 0 0 0 e O 0O 0 0 0 e O
ki1 00 ke 0 0
K" =10 kKoo 0], K?=10 ki O
10 0 Ko 0 0 kKo
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Anhang

Diese sind so auch in z.B. [73] zu finden. Dabei stehen die Indizes z; und

fir die entsprechende Polungsrichtung. Fiir die kalorischen Effekte betreffenden

Materialtensoren gilt in VoiaT-Notation:

_ﬁn_ _522_
B2z B
o B2z o Ba2
{B" = o | {B}* = ol
[k 0
{3 =101, {k}® = k|,
1 0 0
A1 0 0 A2 0
[)\]331 - 0 )\22 0 7[)\]362 - 0 )\11
| 0 0 Ao 0 0 Ao

(7.2)

Sie beinhalten aufgrund der Transversalisotropie zwei unabhéngige thermo-

mechanische Konstanten, eine unabhangige thermo-elektrische Konstante und

zwei unabhangige Konstanten der Warmeleitfahigkeit.

Fiir die numerischen Berechnungen von PZT-5 wurden folgende Materialkonstan-

ten verwendet:

Konstante Wert Einheit
Ch 11,7 10 N/m?
Cho 8,41 10 N/m?
Coo 12,6 10 N/m?
Cos 7,95 10 N/m?
Cyq 2,3 10 N/m?
e 23,3 C/m?

€12 -6,44 C/m?

€26 17 C/m?

K11 15 10_9 C/(Vm)
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Konstante Wert Einheit

K92 13 107 C/(Vm)
k1 -26,8 107° J/(Vm?K)
b1 2,45 10° N/(m?K)
B2 2,65 10 N/(m?K)
A1 28,6 W/(mK)

A29 28,6 W/(mK)

Die Materialdaten fir Ciy, Cha, Ch, (o3, Cu4, €11, €12, €26, k11 und kKoo wur-
den aus [74] und [89] tbernommen, k; aus [131]. Mit Az = 22.7 W/(mK),
Api = 21.9 W/(mK) und Ap, = 35.3 W/(mK) [135] wurde fiir die thermischen
Konduktivitatskoeffizienten Aj; = Ao = 28,6 W/(mK) ein gewichteter Durch-
schnittswert fiir PZT-5 angenommen. Mit £; = ay;Cyr, wobei ayy der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient mit a;; = 10,5:107% 1/K und gy = 5,9-1076 1/K
[131] ist, folgen die thermischen Spannungskoeffizienten 81; = 2,65-10° N/(m?K)
und fog = 2,45-105 N/(m2K). Sowohl fiir die Materialparameter ep und Py als
auch fir die Koerzitivfeldstirke E, einer tetragonalen Einheitszelle wurden mit
ep = 6-1073, Py = 0.35 C/m? [60] und E, = 0.8 kV/mm [18] die Werte fiir Raum-

temperatur gewahlt.
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