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Abstract

Ferroelectric materials are nowadays used in many areas due to their special
electro-mechanical properties. Since their material properties are partly strongly
dependent on temperature and the temperature can have a decisive influence on
the reliability and life time of ferroelectric components, caloric aspects have increa-
singly been investigated in recent years, not least because the electrocaloric effect
is suitable for solid-state refrigeration. The thesis deals with the modeling and
simulation of nonlinear thermo-ferroelectric material behavior. The focus is parti-
cularly on the modeling of temperature changes due to domain wall motion in the
material and its numerical implementation. To establish a corresponding numeri-
cal discretization scheme, a weak form has to be derived, which conatins the con-
stitutive and balance equations of dissipative thermo-electro-magneto-mechanical
multi-field problems. The method of weighted residuals is usually used for this
purpose, since a classical functional of caloric and electrodynamic problems, as a
prerequisite for a cariational approach, is not known. Deficiencies lie in the dif-
ferent units, which, in contrast to mechanical stress, electric displacement and
magnetic field, intrinsically involve time rates in the fluxes of heat and electrical
current. By combining classical variational principles, i.e. Hamilton’s and Jour-
dain’s principles, and introducing a heat and a charge flux potential, a modified
variational principle is introduced and referred to as the principle of Hamilton-
Jourdain. Based on the weak formulation, an algebraic system of equations is
finally set up and implemented together with the thermo-electro-mechanical con-
stitutive model into a commercial finite element software, which is finally used to
numerically solve various boundary value problems.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

Ferroelektrische Keramiken decken heutzutage aufgrund ihrer speziellen elektro-
mechanischen Eigenschaften ein großes Spektrum an Einsatzgebieten in Alltag
und Industrie ab. In alltäglichen Produkten wie Feuerzeugen, Lautsprechern und
Signalgebern werden neben piezoelektrischen Werkstoffen schon lange auch py-
roelektrische und ferroelektrische Werkstoffe verbaut. Aber auch in Hightech-
Industrien, insbesondere der Luft- und Raumfahrttechnik, der Medizintechnik,
der Kraftfahrzeugtechnik oder bei der Entwicklung neuer Datenspeicher- und Si-
gnaltechnologien, finden die Piezoaktorik und inzwischen auch der pyroelektrische
Effekt aufgrund ihrer Vielfältigkeit große Anwendungsbereiche.
So nutzt beispielsweise die Firma Cypress Semiconductor in ihren F-RAM-
Speichern (Ferroelectric Random-Access Memory) ferroelektrische Materialien für
ihre nichtflüchtige Speichertechnologie. Die entscheidenden Vorteile gegenüber an-
deren nichtflüchtigen Speichertechnologien sind hierbei eine schnelle Schreibge-
schwindigkeit ohne Verzögerungen, eine extrem hohe Lebensdauer beim Schrei-
ben und Lesen von 100 Billionen Zyklen sowie ein sehr geringer Stromverbrauch
von 3 mA während der Speicher aktiv ist. Durch die Verwendung ferroelektrischer
Materialien sind außerdem keine Batterien oder Kondensatoren erforderlich. Cy-
press Semiconductor gibt als mögliche Anwendungsbereiche die Automobilelek-
tronik, die industrielle Steuerungs- und Automatisierungsausrüstung, Multifunk-
tionsdrucker und tragbare medizinische Geräte an [19]. In der Automobilindustrie
ermöglichen Piezo-Injektoren in Diesel-Einspritzsystemen höhere Drücke, schnel-
lere Schaltzeiten und eine flexiblere Anpassung der Einspritzung an den Betriebs-
zustand, wodurch Diesel-Motoren sparsamer und leistungsstärker gemacht werden
können [103].
Bei Anwendungen ist es häufig wichtig zu beachten, dass multifunktionale Werk-
stoffe wie Bariumtitanat (BT) oder Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) neben piezoelek-

1



2 Einleitung

trischem und ferroelektrischem auch pyroelektrisches Materialverhalten aufweisen.
Elektro-mechanische Änderungen gehen hierbei mit Temperaturänderungen im
Material einher. Insbesondere die durch hohe, die Koerzitivfeldstärke übersteigen-
de elektrische Felder auftretenden Umklappprozesse können bei hohen Frequen-
zen, bei der die Regulierung der Wärmeabfuhr nicht mehr gewährleistet ist, zu
einer großen Erwärmung des Bauteils führen, wodurch nicht zu vernachlässigen-
de Materialparameteränderungen bis hin zu Phasenänderungen auftreten können.
Die Bauteilfunktion kann in dem Fall nicht mehr gewährleistet werden. Ein be-
kanntes Problem, das durch diesen Effekt entsteht, ist das sogenannte self-heating
bei Aktoren.
Während die mit den linearen piezoelektrischen und den nichtlinearen ferroelek-
trischen Prozessen einher gehenden reversiblen und irreversiblen Temperatur- und
Materialparameteränderungen bisher bei der Untersuchung und Bauteilentwick-
lung eher störend waren, ist man in den letzten Jahren zu der Auffassung ge-
langt, dass sich durch Ausnutzen dieser weiteren Eigenschaft multifunktionaler
Werkstoffe auch enorm viele neue Anwendungsmöglichkeiten erschließen lassen.
Besonderes Interesse wurde dabei an den materialeigenen elasto- und elektroka-
lorischen Effekten gezeigt. Mechanische Dehnungen oder elektrische Spannungen
im reversiblen Bereich können unter bestimmten Belastungssituationen negative
Temperaturänderungen im Material hervorrufen. Eine negative Temperaturän-
derung, die gleichbedeutend mit einer Abkühlung ist, ermöglicht eine Festkörper-
kühlung, deren Wirkungsgrad weitaus höher zu sein verspricht, als man ihn bisher
durch herkömmliche Flüssigkeits- oder Gaskühlung erreicht. Zudem ermöglichen
feste Stoffe als Kühlelemente nicht nur vielseitigere und platzsparende Einbaumög-
lichkeiten, sie können auch nicht auslaufen und sind nicht entzündlich. Dadurch
könnten aufwändige Sicherheitsmaßnahmen, wie sie bei herkömmlichen Kühlvor-
richtungen notwendig sind, reduziert werden. Insbesondere für die immer schneller
und leistungsstärker werdenden Prozessoren und für andere elektronische Bauteile
ist die Entwicklung solcher neuen und effizienteren Kühlmethoden enorm wichtig,
da bei diesen die Erwärmung einen begrenzenden Faktor darstellt. Ein ebenfalls
bekanntes und höchst aktuelles Problem ist die globale Erderwärmung. Wärme
ist oft ein ungenutztes Nebenprodukt von Maschinen und Prozessen. Durch die
wechselseitige Kopplung von elektro-mechanischen mit pyroelektrischen Effekten
lassen sich mit Hilfe multifunktionaler Werkstoffe umgekehrt auch Temperatur-
änderungen in elektrische oder mechanische Energie umwandeln. Ferroelektrische
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Werkstoffe versprechen also durch genauere Betrachtung materialeigener kalori-
scher Effekte ein großes Potential an weiteren interessanten Anwendungsmöglich-
keiten.
Ziel dieser Arbeit ist daher die Entwicklung eines mikromechanisch und phy-
sikalisch motivierten nichtlinearen konstitutiven Modells und dessen Finite-
Elemente Formulierung zur Beschreibung wechselseitig gekoppelter thermo-
elektro-mechanischer Prozesse in Ferroelektrika. U.a. sollen Betrachtungen auf
atomarer Ebene eine mathematisch-physikalische Beschreibung wechselseitiger
thermo-elektro-mechanischer Kopplungen auf Meso- bzw. Korn-Ebene ermögli-
chen. Die für die Finite-Elemente-Formulierung notwendige schwache Form und
ihre Herleitung führen zudem zu Fragestellungen wie beispielsweise, ob und
auf welche Weise die schwache Form eines um die Kalorik erweiterten elektro-
mechanischen und, allgemeiner, eines elektrodynamischen Feldproblems über eine
Variationsformulierung hergeleitet werden kann.

1.2 Stand der Forschung

Valasek konnte 1922 an Rochelle-Salzen (Kalium-Natrium-Tartrat) erstmals
nachweisen, dass Stoffe existieren, deren elektrische Eigenschaften sich analog zu
Eigenschaften bereits bekannter ferromagnetischer Stoffe verhalten (z.B. Eisen)1.
In Sachse [108] werden die Analogien beschrieben. So sind sowohl die Permea-
bilität ferromagnetischer Stoffe als auch die Dielektrizitätskonstante der entdeck-
ten Stoffe feldabhängig. In beiden Materialien treten Bezirke gleicher Magneti-
sierungsrichtung bzw. gleicher Polarisationsrichtung auf, in welchen sogenannte
Barkhausen-Sprünge bzw. spontane Polarisationen auftreten. Dadurch zeigen
beide Werkstoffgruppen makroskopisch ein Hystereseverhalten, in dem remanente
und koerzitive Größen auftreten. Auf diese Gemeinsamkeiten mit Ferromagnetika
geht letztlich auch die spätere Einführung des Begriffs ”Ferroelektrizität” für die
in Kapitel 2 genauer beschriebenen Werkstoffe zurück, welcher heutzutage auf-
grund des darin vorkommenden Wortes ”Ferro”, was auch für ”Eisen” steht und
daher zu Missverständnissen führen kann, stark umstritten ist.
Aufgrund zunehmenden industriellen Interesses an Materialien mit ferroelektri-
schem Materialverhalten wächst seit den fünfziger Jahren stetig die Zahl der

1Bereits Faraday vermutete, dass ein Stoff mit ferroelektrischen Materialverhalten existieren
müsse [108].
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Publikationen auf diesem Gebiet [75]. Experimentelle Studien beispielsweise von
Roberts [104], Zhou und Kamlah [141], Dittmer et al. [21, 23] und Lynch
[80] beschäftigen sich mit Untersuchungen an Materialparametern, dem Hystere-
severhalten und dem Verhalten unter bestimmten Belastungssituationen. Dabei
stehen sowohl grundlegende als auch anwendungsbezogene Eigenschaften piezo-
elektrischer Keramiken im Fokus.
In den vergangenen zwei Jahrzehnten wurde daher verstärkt auch an Möglich-
keiten gearbeitet, ferroelektrisches Materialverhalten zu modellieren. Ein häufig
verwendeter Ansatz zur Modellierung ferroelektrischen Hystereseverhaltens und
ein Vergleich mit experimentell ermittelten Ergebnissen wurde 1995 von Hwang
et al. [54] veröffentlicht. Darin wird das aufgrund aufgebrachter äußerer Lasten
hervorgerufene Kornverhalten der Struktur durch ein mikromechanisch motivier-
tes Preisach-Hysteresemodell2 vorhergesagt und über die Anzahl der Körner ge-
mittelt. Auf Basis dessen kann schließlich das makroskopische Materialverhalten
berechnet werden. Huber et al. [53] simulieren die Polarisation der Elementarzelle
durch das Umklappen diskreter Winkel, wobei der Umklappprozess durch ein ener-
getisch motiviertes Kriterium gesteuert wird. Im Rahmen der Finiten-Elemente-
Methode (FEM) wurde dieses Modell durch weitere Arbeiten, wie beispielsweise
von Hwang und McMeeking [55], Hwang und Waser [56], Michelitsch
und Kreher [87], Kamlah et al. [66], Pathak und McMeeking [98], Li et
al. [76], Enderlein [24], Gellmann [37] oder Gellmann und Ricoeur [39],
umgesetzt. Die FEM erfordert das rechenzeitaufwändige Lösen eines mehrdimen-
sionalen Randwertproblems. Eine diesen Umstand umgehende Methode ist durch
die Einführung der sogenannten kondensierten Methode (KM) gelungen. Hierbei
wird das mehrskalige Mehrfeldproblem kondensiert, indem die im Modell einge-
führten materiellen Punkte in einem Punkt zusammengelegt werden, der dann ein
polykristallines repräsentatives Volumenelement beschreibt. Für ferroelektrisches
Materialverhalten wurde die Methode beispielsweise von Lange [73] oder Lange
und Ricoeur [74] umgesetzt.
Während der Einfluss der Temperatur auf das Materialverhalten und insbesonde-
re interne Temperaturänderungsprozesse sowohl in den Modellen als auch in den
Experimenten zunächst weitestgehend vernachlässigt wurden, beschäftigen sich
neuere Studien zunehmend auch mit diesem Aspekt ferroelektrischer Werkstof-

2Das Preisach-Modell wurde 1935 durch den ungarischen Physiker Ferenc Preisach zur
mathematischen Beschreibung von Hysteresekurven veröffentlicht [99].
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fe. Experimentelle Ergebnisse, wie beispielsweise von Mauck und Lynch [84],
Wen et al. [130] oder Ikezaki et. al [58], zeigen, dass der Temperaturverlauf
wichtige Materialcharakteristika, z.B. das Domänenumklappen und den Hystere-
severlauf, stark beeinflussen. Wie einleitend beschrieben spielen dabei nicht nur
äußere Temperatureinflüsse eine Rolle. Experimentelle Arbeiten, beispielsweise
von Chen et al. [17] und Molin et al. [91], benennen zwei Ursachen für eine ma-
terielle Temperaturänderung ferroelektrischer Materialien. Nach diesen wird das
Temperaturverhalten der betrachteten Materialien einerseits durch eine reversi-
ble Temperaturänderung, welche das Material je nach Belastungsrichtung erwärmt
oder abkühlt, und andererseits durch eine weit stärkere irreversible Erwärmung
aufgrund von Umklappprozessen bestimmt.
Eine große Anwendung für die reversiblen Temperaturänderungen allgemein in
ferroischen Materialien wird in der Möglichkeit der Festkörperkühlung gesehen.
2012 entstand daher ein sechsjährig, durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft
(DFG) gefördertes Projekt unter dem Namen ”DFG Priority Programme 1599”,
in dessen Rahmen Experimente und Simulationen durchgeführt wurden, um mit
Hilfe kalorischer Effekte neue Konzepte für die Festkörperkühlung zu entwickeln
[27]. Die darin entstandenen Arbeiten sind in [26] zusammengefasst. Suchaneck
et al. [119] schlugen 2017 zur Nutzung elektrokalorischer Effekte zur Festkörper-
kühlung einen Vier-Schritt Zyklus vor. Weitere Studien auf diesem Gebiet wurden
u.a. durch Sungtaek [120], Zhang et al. [137] und Mischenko et al. [90] durch-
geführt.
Neben den reversiblen Effekten beschreiben Zhang et al. [139] und Zheng et
al. [140] in ihren Studien, dass es in Aktuatoren, welche mit hohen Frequenzen
oder überkritischen Amplituden belastet werden, aufgrund eines ferroelektrischen
Hystereseverlustes zu einer Selbsterwärmung kommt. Nach Chen et al. [17] geht
die Selbsterwärmung auf das zuvor als eine der beiden Ursachen für eine Tempera-
turänderung genannte irreversible ferroelektrische Umklappverhalten zurück. Der
Prozess wird in der Studie allgemein beschrieben. Eine von Chen et al. [18] veröf-
fentlichte Studie behandelt die häufig nicht berücksichtigte Wärmeentwicklung in
beschädigten Materialien. Darin wird u.a. gezeigt, dass selbst bei unterkritischen
elektrischen Feldstärken an Rissspitzen, aufgrund des dort vorherrschenden Um-
klappverhaltens, Temperaturänderungen auftreten. Beide Studien belegen, dass
die durch Umklappprozesse erzeugte Temperaturänderung ferroelektrischer Ma-
terialien eine nicht zu vernachlässigende Größenordnung erreicht.
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FE- und verwandte Ansätze zur Simulation thermo-piezoelektrischen und damit
linearen Stoffverhaltens wurden u.a. von Görnandt und Gabbert [41], Shang
et al. [113, 114], Senousy et al.[112] und Sladek et al. [116] veröffentlicht.
Von Kim [69] und Kathib et al. [68] wurde auf Basis von dem in [53] und [54]
vorgestellten Modell eine konstitutive Modellierung thermo-ferroelektrischen Ma-
terialverhaltens vorgenommen. Die meisten wissenschaftlichen Arbeiten, die sich
mit thermo-elektro-mechanischen Feldproblemen beschäftigen, entkoppeln wäh-
rend des Berechnungsprozesses die Temperatur von den elektro-mechanischen
Feldern. Ausnahmen stellen z.B. Wingen und Ricoeur [134] und Warken-
tin und Ricoeur [128] dar. In Wingen und Ricoeur [134] wird für die nu-
merische Simulation einer multilateralen wechselseitigen Kopplung die thermo-
elektro-mechanische Steifigkeitsmatrix aufgestellt, welche Bestandteil des thermo-
elektro-mechanischen Gleichungssystems ist. Das Gleichungssystem wird nume-
risch iteriert, bis ein Gleichgewichtszustand gefunden ist. Die irreversiblen An-
teile des Gleichungssystems sind dabei abhängig von eingeführten inneren Va-
riablen, welche ebenfalls eine, gewissermaßen innere, Iteration in Form von wie-
derholtem Lösen eines Umklappgesetzes erfahren. In Warkentin und Ricoeur
[128] wird ein theoretisches Konzept zur Untersuchung von nichtlinearen multila-
teralen thermo-elektro-mechanischen Kopplungen in ferroelektrischen Materialien
unter elektro-mechanischer Belastung bei unterschiedlichen Umgebungstempera-
turen eingeführt. Das Konzept beruht auf dem Prinzip der Nichtgleichgewichts-
Thermodynamik, einem mikrophysikalischen Modell zur Beschreibung des Domä-
nenumklappens und der Skalenüberbrückung mittels eines semi-analytischen An-
satzes. Die makroskopische Temperaturänderung aufgrund der irreversiblen Vor-
gänge im Material folgt explizit aus den elektro-mechanischen Arbeiten.
Zur Umsetzung verschiedener numerischer Diskretisierungsansätze von Feldpro-
blemen, so auch von gekoppelten Mehrfeldproblemen, wird eine schwache For-
mulierung des Randwertproblems als Ausgangsgleichung benötigt, die alle kon-
stitutiven Stoffgesetze und Bilanzgleichungen enthält. Die schwache Form kann
aus Variationsprinzipen erhalten werden, wenn diese auf das betrachtete Problem
anwendbar sind. Beispielsweise wird in der Mechanik häufig das Prinzip der virtu-
ellen Verschiebung bzw. das Prinzip von Hamilton genutzt [14], welches direkt
auf Probleme der Elektro- oder Magnetostatik erweitert werden kann [1, 52]. Jou
et al. [65] und Sieniutycz [115] beschreiben in ihren Arbeiten eine Möglichkeit,
Probleme der Wärmeleitung über einen variationellen Ansatz herzuleiten. Dabei
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wird die parabolische Differentialgleichung durch eine hyperbolische Differenti-
algleichung ersetzt. Dies gelingt beispielsweise durch die Einführung erweiterter
unabhängiger Variablen. In Parkus [97] wird die parabolische Differentialglei-
chung durch Hinzufügen eines zusätzlichen Terms, welcher den Temperaturgradi-
enten enthält, erhalten. Da herkömmliche Variationsprinzipe allerdings nicht auf
die Wärmeleitung angewendet werden können, wird beispielsweise von Görn-
andt und Gabbert [41] oder Oguntala und Sobamowo [95] üblicherweise
die schwache Form mit Hilfe der Methode der gewichteten Residuen abgeleitet
[30]. Hierbei wird durch die Einführung einer virtuellen Temperaturänderung als
Testfunktion zur Generalisierung virtueller Verschiebungen ein Galerkin-Ansatz
erhalten.
Auch die Maxwell-Gleichungen, welche die grundlegenden Axiome der Elektro-
dynamik sind, werden, anders als in der Mechanik, nicht intrinsisch durch ein
äquivalentes Variationsprinzip dargestellt [102]. Auf diesem Gebiet vorgeschlage-
ne Variationsansätze wurden vorwiegend von der Physik und der Elektrotechnik
ausgearbeitet [4, 13, 72, 96, 122]. Hierbei wird eine den Maxwellschen Dif-
ferentialgleichungen entsprechende Lagrange-Funktion konstruiert, welche den
spezifischen Anwendungen angepasst ist. Teile der Differentialgleichungen sind
häufig schon in der Lagrange-Dichte enthalten, wodurch sie eher einem auf
energetischen Überlegungen basierenden gewichteten als einem klassischen Va-
riationsansatz ähneln [102]. Durch Einführung von virtuellen Änderungen, z.B.
eines skalaren Potentials und eines Vektorpotentials als Testfunktionen, erhalten
Chen und Ney [16] oder Rubinacci et al. [106] deshalb die schwache Form ei-
nes elektrodynamischen Feldproblems ebenfalls über die Methode der gewichteten
Residuen.
Ein Problem bei der Anwendung der Methode der gewichteten Residuen auf
gekoppelte thermomechanisch-elektrodynamische Mehrfeldprobleme ist die In-
kompatibilität physikalischer Einheiten. Miehe [88] führt als Lösung unphysi-
kalische Dimensionsfaktoren ein, die zwar in einer FEM-Implementierung ver-
schwinden, den Ansatz aber dennoch etwas zweifelhaft machen. In [134] wurde
daher kürzlich eine variationelle Formulierung eines thermo-mechanischen Feld-
problems, einschließlich der Elektrostatik, veröffentlicht. Diese beruht auf einer
Kombination der Prinzipe von Hamilton und Jourdain. Eine weitere Veröffent-
lichung zu diesem Thema, welche einen Variationsansatz für thermomechanisch-
elektrodynamische Mehrfeldprobleme liefert, ist in der Begutachtungsphase [102].
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1.3 Gliederung der Arbeit
Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der konstitutiven Modellierung und Si-
mulation thermo-ferroelektrischer Materialprozesse. Zur numerischen Umsetzung
des Modells wird eine Variationsformulierung eingeführt, welche zunächst ganz all-
gemein eine schwache Formulierung eines thermomechanisch-elektrodynamischen
Mehrfeldproblems liefert.
Zum Verständnis und zur Einführung wichtiger Begrifflichkeiten werden in Kapi-
tel 2 daher grundlegende physikalische Prozesse, wie sie in den hier betrachteten
Werkstoffen PZT und BT vorkommen, betrachtet. Insbesondere wird dabei auf
atomares Verhalten unter äußerer Feldbelastung eingegangen.
Anschließend werden in Kapitel 3 wichtige Grundgleichungen der betrachteten
Felder vorgestellt. Neben den u.a. in wissenschaftlichen Arbeiten über ferroelektri-
sches Material häufig verwendeten elektro-mechanischen Bilanzgleichungen, dem
Impulssatz und den Maxwellschen Gleichungen, ist hier die Einführung einer
kalorischen Bilanzierung zur Beschreibung der Temperaturänderung notwendig.
Außerdem müssen die Stoffverhalten beschreibenden Konstitutivgesetze eines fer-
roelektrischen Feldproblems um einen kalorischen Anteil erweitert und ein die
Entropieänderung beschreibendes zusätzliches Materialgesetz eingeführt werden.
Durch das Herleiten einer Energiebilanzgleichung für thermo-ferroelektrisches Ma-
terialverhalten wird schließlich eine kalorische Gleichung erhalten, welche das ther-
mische Materialgesetz und die kalorische Bilanzgleichung beinhaltet und die wenig
anschauliche Entropieänderung, welche mit einem Wärmetransport einhergeht,
eliminiert.
In Kapitel 4 wird ein auf den Arbeiten von Hwang et al. [54] und Huber et al. [53]
basierendes mikromechanisches Modell zur Beschreibung thermo-ferroeletrischen
Materialverhaltens erweitert. Bevor in Kapitel 6 das in Kapitel 4 vorgestellte Mo-
dell für die in dieser Arbeit behandelten Berechnungsverfahren umgesetzt wird
und einige numerische Berechnungsbeispiele mit dem Fokus auf spontane Tem-
peraturänderungen innerhalb der betrachteten Materialien vorgestellt werden,
wird in Kapitel 5 u.a. eine variationelle Herleitung einer schwachen Form für
thermomechanisch-elektrodynamische Feldprobleme präsentiert, welche man für
die numerische Umsetzung durch die FEM benötigt.
In Kapitel 7 werden schließlich eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf zu-
künftige Arbeiten auf diesem Gebiet gegeben.



2 Grundlagen der Ferroelektrika

2.1 Atomistische Betrachtung am Beispiel PZT und
BT

Viele Materialeigenschaften wie beispielsweise der Elastizitätsmodul, der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient, der Schmelzpunkt, die maximale Bruchdehnung und
-spannung, Gleichgewichtsbindungsabstände bzw. Gitterkonstanten oder die u.a.
bei Ferroelektrika vorkommende Curie-Temperatur werden durch Atom- und
Kristallbindungen bestimmt [32]. Daher werden im vorliegenden Abschnitt zu-
nächst die atomaren Bindungen und Eigenschaften von Kristallstrukturen erläu-
tert, wobei das Hauptaugenmerk auf den für diese Arbeit relevanten Keramiken
PZT und BT liegt, bevor anschließend die Gruppe der Dielektrika, zu der diese
Werkstoffe untergeordnet gehören, im Allgemeinen vorgestellt wird.

2.1.1 Atomare Bindungen

Die kleinste in dieser Arbeit betrachtete Einheit ist der Atomkern3(≈1 × 10−15m)
und seine Atomhülle (≈1 × 10−10m), die zusammen das Atom bilden. Das 1913
von Niels Bohr formulierte Bohrsche Atommodell beschreibt anschaulich die
große Rolle, die die Atom- bzw. Elektronenhülle bei der Bestimmung der Festkör-
pereigenschaften einnimmt. Nach Bohr dürfen sich die negativ geladenen Elek-
tronen lediglich auf einigen diskreten stabilen Bahnen um den positiv geladenen
Atomkern bewegen. Diese sogenannten Bohr-Bahnen beschreiben verschiedene
Energieniveaus der jeweiligen Elektronen und können durch das Spektrum und das

3Atomkerne bestehen aus Up-Quarks und Down-Quarks und sind momentan neben dem kürz-
lich entdeckten Higgs-Boson und den u.a. den Atomkern bildenden Neutronen die kleinste
bekannte Einheit. Die String-Theorie geht allerdings von noch kleineren Teilchen aus, den
sogenannten Strings, sodass man heutzutage den Begriff ”Elementarteilchen” ungern ver-
wendet [93].

9
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Niveauschema des Atoms berechnet werden4[46]. Abbildung 2.1 zeigt schematisch

O−Schale

N−

M−

L−

Zr

K−

Elektron

Atomkern

Elektronenbahnen

nach Bohr

Abb. 2.1 Schematische Darstellung der Elektronenkonfiguration 4d25s2 von Zir-
conium (Zr) mit der Ordnungszahl 40 nach dem Bohrschen Atommo-
dell [15]

die mit Elektronen besetzten Bohrschen Bahnen von Zirconium (Zr). Die K-, L-
und M-Schalen, welche im Periodensystem auch durch die aus dem Orbitalmodell
hervorgehenden Hauptquantenzahlen 1, 2 und 3 beschrieben werden, sind mit 2,
8 und 18 Elektronen voll besetzt. Die für die Festkörpereigenschaften wichtigen
Schalen sind die nicht voll besetzten Schalen, denn diese bestimmen die Wechsel-
wirkung mit anderen Atomen. Am Beispiel von Zr sind in der N-Schale bzw. der 4.
Periode zwei d-Elektronenorbitale und in der O-Schale bzw. der 5. Periode zwei
s-Elektronenorbitale ungebunden. An dieser Stelle sei erwähnt, dass nach dem
Bohrschen Atommodell die N-Schale zunächst vollständig besetzt werden müss-
te, bevor sich Elektronen auf der O-Schale positionieren. Da Bohr’s Erkenntnisse
allerdings anhand von Wasserstoff und allgemein an Atomen mit niedrigen Ord-
nungszahlen gewonnen wurden, ist das Bohrsche Atommodell für Atome mit
höheren Ordnungszahlen als 17 und damit auch für Zr mit der Ordnungszahl 40
nur eingeschränkt gültig [107]5. Zr wurde dennoch als Beispiel gewählt, da das
quantenmechanische Verständnis dieses Atoms und das von Titan (Ti), welches
ebenfalls an der 4. Position im Periodensystem steht und damit gleiche chemische
Bindungseigenschaften wie Zr besitzt, wichtig für das Verständnis der im weiteren

4Eine Änderung der Bahn der Elektronen ist nur durch Quantensprünge möglich, die durch
Emission oder Absorption von Energie auftreten können [46].

5Siehe hierzu Hundsche Regel.
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Verlauf dieser Arbeit angestellten Überlegungen ist.
Ein wesentlich genaueres, allerdings auch komplexeres Modell zur Beschreibung
des Atomaufbaus ist das bereits erwähnte Orbitalmodell, das anhand quanten-
mechanischer Modelle die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der einzelnen Elektro-
nen angibt. Für die vorliegende Arbeit reicht die Veranschaulichung durch das
Bohrsche Atommodell allerdings aus. Wichtig ist, dass Zr insgesamt vier unge-
bundene Elektronen auf den äußeren Schalen besitzt, durch die eine Wechselwir-
kung mit anderen Atomen ermöglicht wird. Dabei gilt das Prinzip, dass es für
ein Atom energetisch günstiger ist, seine äußeren Schalen zu füllen. Dies geschieht
auf unterschiedliche Weise durch den Kontakt mit anderen Atomen. Beispielsweise
bezeichnet man bei Zr und Ti mögliche Bindungen mit anderen Atomen als kova-
lente Bindung. Anders als bei der Ionenpaar-Bindung, bei der der geringerwertige
Partner seine ungebundenen Elektronen an das höherwertige Element abgibt, um
damit für beide Elemente eine Edelgaskonfiguration zu erreichen, gelingt hier der
Austausch nicht, da die Summe der auch als Valenzelektronen bezeichneten un-
gebundenen Elektronen eine solche für beide beteiligten Atome nicht erreichen
würde. Vielmehr wird eine stabile Anordnung erreicht, indem Elektronenpaare
gebildet werden. Im Fall von Zr und Ti mit jeweils vier ungebundenen Elektronen
muss sich durch Bildung von Elektronenpaaren mit ungebundenen Elektronen an-
derer Atome beispielsweise ein Raumgitter einstellen [40].
Weitere Bindungsarten sind die metallische Bindung und die Van-der-Waals-
Bindung. Von einer metallischen Bindung spricht man bei Atomen mit weniger als
vier Valenzelektronen, da hier auch im Raumgitter eine Elektronenpaar-Bildung
nicht mehr möglich ist. Die Ionenrümpfe erreichen die Edelgaskonfiguration, in-
dem die Valenzelektronen an ein gemeinsames Elektronengas abgegeben werden,
welche fortan als frei bewegliche Elektronen die Leitfähigkeit des Materials bestim-
men [40]. Anders als bei den bisher vorgestellten Bindungsarten findet bei der
Van-der-Waals-Bindung kein Austausch von Elektronen statt. Die Ladungs-
schwerpunkte von Elektronenhülle und Atomkern fallen hier nicht übereinander,
wodurch ein atomares Dipolmoment erzeugt wird [40].
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2.1.2 Kristall- und Domänenstruktur in ferroelektrischen
Keramiken

Die sich aus den atomaren Bindungen ergebende Kristallmorphologie, welche die
Kristallform beschreibt, unterliegt drei kristallographischen Grundgesetzen und
vier kristallographischen Symmetriegesetzen, die in [11, 34, 45, 57, 70, 132, 142]
näher erläutert werden. Relevant ist, dass für sämtliche Tangentialpolyeder nach
heutigem Stand drei wesentliche Arten von Achsenrichtungen existieren, die wie-
derum in sieben unterschiedliche Kristallsysteme eingeteilt werden können: triklin,
monoklin, orthorhombisch, tetragonal, trigonal, hexagonal und kubisch. Abbil-

a) b) c)

PZT BT

O2−

Pb2+

Ti/Zr4+ Ti4+

Ba2+

O2−

~P
~P

Abb. 2.2 Schematische Darstellung der Einheitszellstruktur einer a) polaren te-
tragonalen, b) kubischen und c) polaren rhomboedrischen Einheitszell-
struktur [10] mit Polarisationsvektor P⃗

dung 2.2 a) zeigt eine tetragonale, Abbildung 2.2 b) eine kubische und Abbildung
2.2 c) eine rhomboedrische Einheitszellstruktur, welche alle je nach Temperatur
und Atomkonzentration in PZT und BT kristallisieren6. Die Kristallisation findet
dabei in einer sogenannten Perowskit-Struktur A2+B4+O3 statt [5], wobei A und
B für beliebige Atome mit den angegebenen Bindungsfreiheitsgraden stehen und
O für das chemische Element Sauerstoff steht. Im Fall von PZT sind die in Abbil-
dung 2.2 äußeren, rot dargestellten Atome Blei (Pb2+), die sich auf den Flächen
befindenden, grün dargestellten Atome Sauerstoff (O2−) und das mittlere, magen-
tafarbene Atom je nach Zr/Ti-Verhältnis entweder Zirconium (Zr4+) oder Titan
(Ti4+).7 Abbildung 2.3 zeigt die unterschiedlichen Modifikationen in Abhängig-

6Die rhomboedrische Struktur bildet eine Sonderform des trigonalen Achsensystems.
7Bei BT wird die in Abbildung 2.2 rot dargestellte Atomposition durch Barium (Ba2+) und

die mittlere magentafarbene Atomposition immer durch ein Titan-Ion (Ti4+) besetzt.
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Abb. 2.3 Phasendiagramm für PZT mit kubischer, rhomboedrischer und tetra-
gonaler Phase [60, 73, 86] (entnommen aus Föll [33])

keit von Temperatur und Titananteil in einem Phasendiagramm. Aufgrund der
hohen thermischen Energie liegen die Ti4+- und Zr4+-Ionen oberhalb der material-
spezifischen Curie-Temperatur raumzentriert in der durch die flächenzentrierten
O2−-Ionen gebildeten kubischen Zelle. Wird die Curie-Temperatur unterschrit-
ten, reicht die Energie der Ti4+- und Zr4+-Ionen nicht mehr aus, um den relativ
großen kubischen Bereich zwischen den O2−-Ionen vollständig zu besetzen. Um
den Raum zu verkleinern findet eine Phasenumwandlung mit einer einhergehen-
den gegenseitigen Verschiebung der Ti4+-/Zr4+ und O2−-Ionen statt, wodurch die
Ladungsschwerpunkte der Zelle nicht mehr übereinander liegen und eine sponta-
ne Polarisation mit dem Polarisationsvektor P⃗ entsteht (vgl. Abbildung 2.2). Am
Beispiel PZT geht PbZrO3 in eine rhomboedrische und PbTiO3 in eine tetrago-
nale Zellstruktur über.8 Dadurch tritt bei einem solchen Phasenübergang neben
einer spontanen Polarisation auch eine spontane Verzerrung auf. In den Abschnit-
ten 2.2.2 und 2.2.3 wird auf die sich aus den unterschiedlichen Zellmodifikationen
ergebenden Eigenschaften genauer eingegangen.
Eine Besonderheit bildet die durch Jaffe et al. benannte und ebenfalls in Abbil-
dung 2.3 eingezeichnete ”morphotrope” Phasengrenze, die den rhomboedrischen

8BT kristallisiert unterhalb der Curie-Temperatur vollständig in eine tetragonale Struktur.
Unterhalb von ca. 260K wird die Zellstruktur monoklin und unterhalb von ca. 180K rhom-
boedrisch.
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Abb. 2.4 Änderung der Polarisationsrichtung und Polarisationsachse einer fer-
roelektrischen tetragonalen Einheitszelle im dreidimensionalen Raum
infolge eines elektrischen Feldes E⃗

vom tetragonalen Bereich trennt. Es handelt sich bei diesem Grenzgebiet um ein
Phasenkoexistenzgebiet, bestehend aus einem Gemisch von rhomboedrischen und
tetragonalen Zellen [121]. Untersuchungen mittels hochauflösender Röntgendif-
fraktometrie haben außerdem ergeben, dass dort zudem monokline Zellstrukturen
bestehen [61, 94].
Der für diese Arbeit relevante Bereich ist der tetragonale ferroelektrische Bereich,
der bei PZT rechts der morphotropen Phasengrenze und, ebenso wie bei BT,
unterhalb der Curie-Temperatur auftritt. Die Herstellung einer möglichst homo-
genen ferroelektrischen Probe bzw. eines Bauteils bedingt einen aufwändigen Pro-
zess, in welchem die Bestandteile in Pulverform gemischt und anschließend weit
oberhalb der Curie-Temperatur gesintert werden [121]. Wird durch die anschlie-
ßende Abkühlung bei Unterschreiten der Curie-Temperatur von einem Übergang
in die tetragonale Zellstruktur ausgegangen, ergeben sich für diesen Fall im drei-
dimensionalen Raum drei mögliche polare Achsen, wobei jede Achse wiederum
zwei Möglichkeiten für die Position des zentralen Ions bietet (vgl. Abbildung 2.4).
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Abb. 2.5 Lichtmikroskopische Aufnahme der Domänenstruktur (rot umrandet)
in einem BT-Korn (blau umrandet) (entnommen aus Arlt [6])

Diese Ausrichtung des zentralen Ions unterliegt ohne äußeren Einfluss dem Zufall
und bestimmt mit der einhergehenden entgegengesetzten Verschiebung des La-
dungsschwerpunktes des Stauerstoffoktaeders die Ausrichtung der spontanen Po-
larisation. Abbildung 2.5 zeigt am Beispiel einer lichtmikroskopischen Aufnahme
von BT, dass es in Teilbereichen eines Korns (in Abbildung 2.5 blau umrandet)
dennoch zu Gebieten gleicher Orientierung kommt, die nachfolgend als Domä-
nen (in Abbildung 2.5 rot umrandet) bezeichnet werden. Trotz der vorhandenen
spontanen Polarisationen auf Atomebene, ist das Bauteil bzw. die Probe in diesem
Stadium makroskopisch ungepolt, da sich die Dipolmomente insgesamt kompen-
sieren. Eine Änderung der makroskopischen Polarisation wird durch eine äußere,
in Experimenten meist elektrische Belastung hervorgerufen, die eine Änderung
der Volumenanteile der unterschiedlichen Dipolmomente innerhalb der Körner
zur Folge hat und damit zu einer Erhöhung der Polarisation innerhalb der Domä-
nen führt [105]. Auf atomarer Ebene ist sie immer auch mit einer Verschiebung
der Domänengrenzen, auch Domänenwände genannt, verbunden9. Auf die dabei
ablaufenden atomaren Prozesse und deren Auswirkungen auf das Domänen- und
Bauteil- bzw. Probenverhalten wird im folgenden Abschnitt genauer eingegangen.

9Vgl. dazu Abbildung 2.16.
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2.2 Die Gruppe der Dielektrika

Der übergeordnete Begriff Dielektrikum beinhaltet die griechischen Wörter ”dia”
und ”elektrica” und bedeutet durchlässig für elektrische Felder [133]. Diese Ma-
terialgruppe wird auch als Isolator bezeichnet, da durch Aufbringen äußerer elek-
trischer Felder kein Ladungstransport, sondern lediglich dielektrische Verschie-
bungen in der Struktur auftreten [123]. Abbildung 2.6 zeigt die Einordnung der

Dielektrik
a

piezoelektrisch

ferroelektrischferroelektrisch
pyro

elekt
risch

ferroelektrisch

Abb. 2.6 Einordnung ferroelektrischen Materialverhaltens in die Gruppe der Di-
elektrika [105]

in dieser Arbeit betrachteten Gruppe der Ferroelektrika als Untergruppe der Di-
elektrika. Ferroelektrika weisen demnach neben einem in Abschnitt 2.2.3 genauer
beschriebenen irreversiblen ferroelektrischen Materialverhalten zudem ein in Ab-
schnitt 2.2.2 beschriebenes reversibles piezo- und pyroelektrisches Materialverhal-
ten auf. Zum allgemeinen Verständnis des makroskopischen Stoffverhaltens piezo-,
pyro- und letztlich ferroelektrischer Keramiken unter elektrischer, mechanischer
oder thermischer Belastung werden in Abschnitt 2.2.1 die grundlegenden Prozes-
se der dielektrischen Verschiebung zunächst auf Atom- und Kornebene erläutert,
bevor in den nachfolgenden Abschnitten 2.2.2 und 2.2.3 auf das makroskopisch-
physikalische Verhalten ferroelektrischer Keramiken genauer eingegangen wird.
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2.2.1 Polarisationsmechanismen in Dielektrika

Zunächst werden einige relevante Wechselwirkungen zwischen einem von außen
aufgeprägten elektrischen Feld und den lokalisierten Ladungen in einem Dielek-
trikum erläutert. Abbildung 2.7 zeigt schematisch, wie sich die elektrischen Dipole
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Abb. 2.7 Ausrichtung elektrischer Dipole am äußeren elektrischen Feld E⃗ . Hier-

durch wird ein inneres elektrisches Feld E⃗ i induziert, welches dem äu-
ßeren Feld entgegengerichtet ist [123]

in einem Dielektrikum durch das äußere elektrische Feld E⃗ ausrichten. Dadurch
wird ein dem äußeren Feld E⃗ entgegengesetztes elektrisches Feld E⃗ i erzeugt, wel-
ches das äußere Feld abschwächt. Die Ausrichtung der Atome geschieht je nach
Ionengitteraufbau des Dielektrikums durch unterschiedliche Polarisationsmecha-
nismen. Die für diese Arbeit relevanten und im Folgenden genauer beschriebenen
Mechanismen sind die Verschiebungspolarisation, zu der die Elektronenpolarisa-
tion und die Ionenpolarisation gehören, und die Orientierungspolarisation.

Elektronenpolarisation

Die Elektronenpolarisation beschreibt die durch ein äußeres elektrisches Feld
hervorgerufene temperaturunabhängige reversible Verschiebung des positiv ge-



18 Grundlagen der Ferroelektrika

ladenen Atomkerns gegenüber der negativ geladenen Elektronenhülle [50, 92].
Abbildung 2.8 zeigt, wie sich durch das Aufbringen eines äußeren elektrischen
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Abb. 2.8 Elektronenpolarisation: Verschiebung der Ladungsschwerpunkte der
Elektronenwolken gegenüber dem positiv geladenen Atomkern bei Auf-
bringung eines äußeren elektrischen Feldes E⃗ [50, 92]

Feldes10 die negativ geladene Elektronenhülle eines Gitters gegenüber dem positi-
ven Atomkern verschiebt. Dadurch wird ein Dipolmoment und seinerseits ein dem
äußeren elektrischen Feld entgegengerichtetes inneres elektrisches Feld E⃗ i erzeugt.
Es handelt sich bei diesem Polarisationsmechanismus um einen Effekt auf mole-
kularer oder atomarer Ebene, der in allen Stoffen auftritt. Aufgrund der geringen
Masse der Elektronenhülle und der damit verbundenen gleichermaßen geringen
Trägheit, kann die Elektronenpolarisation bei Anlegung eines äußeren Wechsel-
feldes Frequenzen von bis zu 1014 Hz ohne Phasenverschiebung folgen [50].

Ionenpolarisation

Die Ionenpolarisation tritt bei aus Ionengitter aufgebauten Dielektrika auf, wie
es beispielsweise die in dieser Arbeit betrachteten Keramiken BT und PZT sind.
Abbildung 2.9 zeigt die Verschiebung des positiv geladenen Kationenuntergitters
bezüglich des negativ geladenen Anionenuntergitters in Richtung des von außen
10Das elektrische Feld ist laut Definition eine Fernwirkung elektrischer Ladungen und zeigt die

Richtung an, in die sich ein positiver Ladungsträger bewegen würde [123].
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angelegten elektrischen Feldes, sodass auch bei diesem Polarisationsmechanismus
ein dem äußeren elektrischen Feld entgegenwirkendes, abschwächendes inneres
elektrisches Feld E⃗ i induziert wird [50, 133]. Bei der Ionenpolarisation handelt es
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Abb. 2.9 Ionenpolarisation: Verschiebung des positiv geladenen Kationenunter-
gitters bezüglich des negativ geladenen Anionenuntergitters in Rich-
tung des äußeren elektrischen Feldes E⃗ [50, 92, 123]

sich, wie auch bei der Elektronenpolarisation, um einen reversiblen Mechanismus.
Er ist maßgeblich für die in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen reversiblen Effekte
verantwortlich [50, 123].

Orientierungspolarisation

Voraussetzung für die Orientierungspolarisation ist das Vorhandensein sogenann-
ter permanenter Dipole im Dielektrikum. In Abbildung 2.2 ist dargestellt, wie sich
bei PZT und BT unterhalb der Curie-Temperatur das negativ geladene Sauer-
stoffgitter und das positiv geladene zentrale Ion nach einer Transformation in eine
tetragonale oder rhomboedrische Einheitszellstruktur gegeneinander verschieben.
Durch die dadurch lokal getrennten Ladungsschwerpunkte tritt bei diesen Zell-
strukturen ein dauerhaftes Dipolmoment mit dem entsprechenden Polarisations-
vektor P⃗ auf.
Abbildung 2.4 zeigt am Beispiel einer tetragonalen Einheitszelle, wie sich die Po-
lungsrichtung beim Überschreiten eines kritischen Wertes des äußeren elektrischen
Feldes spontan ändert. Dabei sind sowohl der zu einem Orientierungswechsel füh-
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rende kritische Wert, als auch der Betrag der Polarisation stark temperaturab-
hängig.
Da die Orientierungspolarisation zu den in dieser Arbeit betrachteten Um-
klappprozessen führt, wird sie in Abschnitt 2.2.3 erneut aufgegriffen und anhand
der hier betrachteten ferroelektrischen Materialien vertiefend beschrieben.

Weitere Polarisationsmechanismen sind die Raumladungspolarisation und die Dif-
fusionspolarisation. Bei der Raumladungspolarisation konzentrieren sich aufgrund
der Undurchlässigkeit benachbarter Körner freie Ladungsträger an den Korngren-
zen leitfähiger Körner. Dieser Mechanismus sollte daher bei Kompositen zwischen
elektrisch leitenden und elektrisch nicht-leitenden Werkstoffen berücksichtigt wer-
den [59]. Bei der Diffusionspolarisation wandern aufgrund von Fehlstellen im Io-
nengitter einzelne Ionen im elektrischen Feld [123].

2.2.2 Reversible Effekte in Ferroelektrika

Die in Abschnitt 2.2.1 unter Elektronenpolarisation und Ionenpolarisation be-
schriebenen Mechanismen führen u.a. bei den in dieser Arbeit betrachteten ferro-
elektrischen Keramiken PZT und BT zu besonderen reversiblen makroskopischen
Eigenschaften. Abbildung 2.10 zeigt die reversiblen Kopplungseinflüsse der me-
chanischen, elektrischen und kalorischen Felder aufeinander. Dabei repräsentieren
ϵij , Ei und T (Verzerrung, elektrische Feldstärke und Temperatur) das mechani-
sche, elektrische und kalorische Feld. Nachfolgend werden die Kopplungsmecha-
nismen zwischen den Feldern einzeln vorgestellt. Anschließend werden in Kapitel 3
Koeffizienten zur Beschreibung des reversiblen Stoffverhaltens eingeführt, welche
Bestandteil thermodynamisch motivierter Stoffgesetze zur Beschreibung des tem-
peraturabhängigen Materialverhaltens sind.

Direkter und inverser piezoelektrischer Effekt

Der piezoelektrische Effekt tritt bei dielektrischen Festkörpern ohne Inversions-
symmetrie, also mit mindestens einer polaren Achse, auf, in welchen sich die posi-
tiven und negativen Ladungsschwerpunkte bei Deformation reversibel gegeneinan-
der verschieben können. Dies trifft auf 21 der 32 kristallographischen Punktgrup-
pen zu, wobei eine davon aufgrund immer noch zu hoher Symmetrieeigenschaften
ebenfalls keine piezoelektrischen Eigenschaften aufweist [20]. Wie Abbildung 2.10
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Abb. 2.10 Reversible Kopplungsmechanismen eines thermo-elektro-
mechanischen Mehrfeldproblems

zeigt, beschreibt der piezoelektrische Effekt die Kopplung zwischen mechanischen
und elektrischen Feldern. Je nach Ursache und Wirkung wird zwischen dem direk-
ten und dem indirekten piezoelektrischen Effekt unterschieden. Der 1880 durch
die Brüder P. und J. Curie erstmals an Einkristallen aus Turmalin und Quarz
beobachtete direkte piezoelektrische Effekt beschreibt die Eigenschaft polarer di-
elektrischer Festkörper, durch Ausüben einer mechanischen Kraft und der daraus
resultierenden dielektrischen Verschiebungen, Oberflächenladungen entstehen zu
lassen. Abbildung 2.11 b) zeigt am Beispiel einer tetragonalen Elementarzelle, wie
sich aufgrund von Deformation die Ladungsschwerpunkte verschieben (vgl. Abbil-
dung 2.11 a)). Die Änderung der Polarisation erzeugt eine elektrische Spannung,
die durch aufgebrachte Elektroden abgegriffen werden kann [20].
Der von Lippmann 1881 theoretisch begründete und 1882 von den Gebrüdern
Curie experimentell nachgewiesene inverse oder reziproke piezoelektrische Effekt
beschreibt die umgekehrte Erscheinung. Abbildung 2.11 c) zeigt am Beispiel einer
tetragonalen Elementarzelle, wie durch äußeres Aufbringen elektrischer Ladungen
das dadurch erzeugte elektrische Feld eine Dehnung der Zelle zur Folge hat. Ein
in Richtung des Dipolmomentes aufgebrachtes elektrisches Feld streckt und ein
entgegen der Richtung des Dipolmomentes aufgebrachtes elektrisches Feld kon-
trahiert den piezoelektrischen Körper [25].
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Abb. 2.11 a) Schematische Darstellung einer tetragonalen Einheitszelle im Aus-
gangszustand; b) direkter piezoelektrischer Effekt: eine mechanische
Kraft F⃗ verlagert den positiven und negativen Ladungsschwerpunkt;
c) indirekter piezoelektrischer Effekt: ein elektrisches Feld E⃗ verlagert
den positiven und negativen Ladungsschwerpunkt [20]

Neben dem piezoelektrischen Effekt treten noch weitere, das Volumen verändern-
de Effekte in dielektrischen Materialien auf, die sogenannte quadratische Elek-
trostriktion und die Flexoelektrizität. Die Elektrostriktion beruht auf der Wechsel-
wirkung der elektrischen Dipole, welche aufgrund einer durch ein äußeres elektri-
sches Feld induzierten Verschiebung des Ionengitters entstehen und untereinander
eine Gegenkraft erzeugen. Dieser Effekt führt daher immer zu einer Kontraktion
des Materials und tritt auch bei nicht polaren Medien auf. Gegenüber dem piezo-
elektrischen Effekt ist er allerdings meist vernachlässigbar klein [25].
Ein noch weitgehend unbekanntes Phänomen ist die Flexoelektrizität. Kommt
es in einem dielektrischen Material durch eine mechanische Kraft zu einer inho-
mogenen Verformung, wird durch eine Verschiebung der positiven und negativen
Ladungsschwerpunkte eine elektrische Polarisationsantwort erzeugt. Im Gegensatz
zu den anderen in diesem Abschnitt beschriebenen Effekten konnte die Flexoelek-
trizität auch oberhalb der Curie-Temperatur nachgewiesen werden. Da dieser
Effekt bisher allerdings nur im Mikro- und Nanobereich nachgewiesen werden
konnte, wird die Flexoelektrizität, ebenso wie die quadratische Elektrostriktion,
im Folgenden vernachlässigt [64].
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Thermische Ausdehnung und elastokalorischer Effekt

Die thermische Ausdehnung eines Feststoffes ist das Resultat, thermische Ener-
gie in Form von kinetischer Energie aufzunehmen und die Moleküle regellos um
ihre Ruhelagen schwingen zu lassen. Es folgt daher mit zunehmender Tempera-
tur eine Vergrößerung der Ionenaufenthaltsräume. In Abbildung 2.12 a) ist die
Wärmeausdehnung einer tetragonalen Einheitszelle in einem Ionengitter schema-
tisch dargestellt. Ausgehend von einer Ausgangstemperatur T0 vergrößern sich
die Aufenthaltsräume der Gitterionen bei T > T0, weshalb sich angrenzende Zel-
len, welche sich bei einer Temperaturänderung ebenfalls ausdehnen, verschieben.
Diese auf kleinen Skalen ablaufenden Prozesse resultieren in einer makroskopisch
mess- und sichtbaren Wärmeausdehnung [47]. Der umgekehrte Effekt, der auf-
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Abb. 2.12 a) Wärmeausdehnung: Ionenaufenthaltsräume vergrößern sich infolge
einer Temperaturerhöhung; b) elastokalorischer Effekt: eine mechani-
sche Kraft F⃗ komprimiert die Elementarzelle und damit die Ionenauf-
enthaltsräume, infolgedessen es aufgrund der Umwandlung von kine-
tischer Energie der Ionen in thermische Energie zu einer Erwärmung
des Materials kommt

grund von mechanischen Feldern eine adiabate Temperaturänderung oder einen
isothermen Entropiefluss zur Folge hat, wurde im frühen 19. Jhd. an natürlichem
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Gummi beobachtet [47]. Dieser sogenannte elastokalorische Effekt konnte auch an
den in dieser Arbeit betrachteten Keramiken PZT und BT festgestellt werden.
Dabei wird durch die Änderung mechanischer Felder die Temperatur reversibel
verändert. In Abbildung 2.12 b) wird eine tetragonale Einheitszelle durch eine
mechanische Druckkraft komprimiert. Dies geht mit einer Verkleinerung der Io-
nenaufenthaltsräume einher. In Umkehrung zu der thermischen Ausdehnung wird
die überschüssige kinetische Energie der Ionen bei diesem Vorgang in Wärme um-
gewandelt, was in Abbildung 2.12 b) durch einen Wärmefluss Q̇ gekennzeichnet
ist. Ein vereinfachter Ansatz zur Beschreibung dieser atomaren Vorgänge ist, dass
durch eine äußere Druckkraft Energie in ein System gebracht wird, welche in
Form von Wärme messbar ist. Demgegenüber findet bei einer Streckung der Ele-
mentarzelle infolge einer äußeren Zugkraft eine negative Wärmeänderung statt.
In Anlehnung an den zuvor beschriebenen Effekt der thermischen Ausdehnung
hat ein Auseinanderziehen der Elementarzellen eine Vergrößerung der Ionenauf-
enthaltsräume zur Folge. Dementsprechend wird thermische Energie in kinetische
Energie der Ionen umgewandelt, weshalb das Material abkühlt.

Pyroelektrischer und elektrokalorischer Effekt

Allgemein wird zwischen dem primären oder auch wahren pyroelektrischen Effekt,
der die reversible Abhängigkeit der dielektrischen Verschiebung von der Tem-
peratur beschreibt, und dem sekundären pyroelektrischen Effekt, bei dem eine
Änderung der Polarisation eine thermische Ausdehnung des Kristalls verursacht,
unterschieden. Der sekundäre pyroelektrische Effekt tritt lediglich bei weniger als
5% der gesamten als Ferroelektrika bezeichneten Materialien auf [36]. Es konnte
keine Publikation gefunden werden, die den Effekt bei den für diese Arbeit re-
levanten Keramiken PZT und BT nachweist. Daher wird er im weiteren Verlauf
dieser Arbeit nicht berücksichtigt.
Der primäre pyroelektrische Effekt hingegen tritt bei 10 der zuvor genannten
20 piezoelektrischen Kristallklassen auf, den sogenannten polaren Kristallklassen.
Analog zum piezoelektrischen Effekt, bei dem eine Dehnung eine auf das Vo-
lumen bezogene Änderung des elektrischen Dipolmomentes erzeugt, findet beim
pyroelektrischen Effekt eine volumenbezogene Änderung des elektrischen Dipol-
momentes aufgrund einer Temperaturänderung statt, was, ebenso wie beim pie-
zoelektrischen Effekt, eine entsprechende Änderung der Oberflächenladungsdichte
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zur Folge hat. Voraussetzung ist das Vorliegen einer einzelnen polaren Achse11

[48]. In Abbildung 2.13 a) wird eine polare tetragonale Einheitszelle von T0 auf
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öh
er
e
sp
on
ta
n
e
P
ol
ar
is
at
io
n

n
ac
h
W
är
m
ea
u
sd
eh
nu
n
g

~E

Abb. 2.13 a) Tetragonale Einheitszelle im Ausgangszustand; pyroelektrischer Ef-
fekt: ein thermischer Energiefluss führt zu einer Veränderung der Io-
nenaufenthaltsräume und damit zu einer b) Dilatation der Einheits-
zelle bei Wärmezufuhr oder c) Kontraktion der Einheitszelle bei Wär-
meabfuhr

T > T0 erwärmt. Entsprechend vergrößern sich die Ionenaufentshaltsräume, was
zu einer Dilatation des Ionengitters (vgl. thermische Ausdehnung) und damit zu
einer Erhöhung des elektrischen Dipolmomentes führt. Dies ist gleichbedeutend
mit einer Erhöhung der Oberflächenladungsdichte12. Umgekehrt hat eine negative
Temperaturänderung eine Kontraktion des Ionengitters und damit eine Verringe-
rung der Oberflächenladungsdichte zur Folge.
Der inverse Effekt wird elektrokalorischer Effekt genannt. Er beschreibt eine auf-
grund einer Änderung des elektrischen Feldes verursachte adiabate Temperaturän-
derung bzw. isotherme Entropieänderung [110]. Ein äußeres elektrisches Feld führt
11Eine einzelne polare Achse ist ebenso Voraussetzung für die in Abschnitt 2.2.3 beschriebe-

nen ferroelektrischen Eigenschaften, weshalb der im Folgenden lediglich als pyroelektrischer
Effekt bezeichnete primäre pyroelektrische Effekt bei allen ferroelektrischen Materialien vor-
kommen muss.

12Der pyroelektrische Effekt kann nur bei Isolatoren auftreten, da freie Elektronen die Oberflä-
chenladungen neutralisieren und damit den pyroelektrischen Charakter verbergen würden.
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je nach Richtung zu einer Kontraktion oder Dilatation des Ionengitters13. Analog
zum elastokalorischen Effekt geht dies mit einer Verkleinerung oder Vergrößerung
der Ionenaufenthaltsräume einher. In Abbildung 2.13 b) werden die Ionenauf-
enthaltsräume infolge einer Kontraktion der Einheitszelle, verursacht durch ein
äußeres elektrische Feld, verkleinert. Hierdurch wird kinetische Energie der Ionen
in Wärme umgewandelt, wodurch eine positive Temperaturänderung messbar ist.
Andersrum wird bei einer durch ein elektrisches Feld in Polungsrichtung verur-
sachten Dilatation der Zellstruktur thermische Energie in kinetische Energie der
Ionen umgewandelt, weshalb sich das Material abkühlt.

2.2.3 Irreversible Effekte in Ferroelektrika

Ferroelektrika sind spezielle Dielektrika, die durch äußere elektrische oder me-
chanische Felder die Richtung ihrer polaren Achse ändern können [7, 123]. Wie
bei dem zuvor beschriebenen pyroelektrischen Effekt ist die Voraussetzung dafür
eine einzeln vorliegende polare Achse. Ferroelektrika zeigen im gepolten Zustand
makroskopisch daher immer auch pyroelektrisches und piezoelektrisches Materi-
alverhalten. In den Abbildungen 2.14 a) - c) ist ein 90◦-Polungsrichtungswechsel14

einer tetragonalen Einheitszelle unter Einwirkung eines äußeren elektrischen Fel-
des E⃗ dargestellt. Infolge des äußeren elektrischen Feldes nimmt das zentrale Ion
ein höheres Energieniveau an, um entgegen der Feldlinien seinen Aufenthaltsraum
weiterhin auszufüllen. Beim Erreichen einer kritischen elektrischen Feldstärke, der
Koerzitivfeldstärke auf Zellebene Ecm, kann das zentrale Ion seine ursprüngliche
räumliche Lücke nicht mehr ausfüllen und springt in eine andere stabile Lage nied-
rigeren Energieniveaus. Es findet eine Umorientierung der c-Achse und mit dieser
eine spontane Dehnung der Zelle statt (s. Abbildung 2.14 c)). In Abbildung 2.15
ist ein typisches Energiediagramm für das zentrale Ti4+-Ion einer BT-Einheitszelle
schematisch abgebildet. Zu Beginn führt die Zufuhr von Arbeit zu einer Zunahme
der potentiellen Energie, was bei Entlastung zur Rückstellung in die angestamm-
te Position führt. Ist die temperaturabhängige Energiebarriere erreicht, fällt das
Ion in eine andere stabile Lage. Auf die nun frei werdende Energie, die in Form
13Wird das elektrische Feld in Polungsrichtung aufgeprägt, findet eine Dilatation des Ionengit-

ters statt. Wird das elektrische Feld entgegen der Polungsrichtung aufgeprägt, findet eine
Kontraktion des Ionengitters statt.

14Eine Änderung der Polungsrichtung wird auch Umklappen genannt. Der Begriff führt aller-
dings häufig zu Missverständnissen, da sich die Elementarzelle nicht dreht, sondern spontan
verformt.
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Abb. 2.14 a) Tetragonale Einheitszelle im Ausgangszustand; b) ein äußeres elek-
trisches Feld E unterhalb der Koerzitivfeldstärke auf Zellebene Ecm
führt zu einem erhöhten Energieniveau des zentralen Ions; c) bei
E > Ecm ändert das zentrale Ion, und mit ihm alle anderen Git-
terionen, seine Position spontan in eine Lage mit niedrigerem Ener-
gieniveau, was mit einer spontanen Umorientierung der c-Achse ein-
hergeht. Die frei werdende Energie geht in Form von Wärme in das
Material über

von Wärme in das Material übergeht, wird im folgenden Abschnitt 2.2.4 genauer
eingegangen. Wichtig ist, dass im Fall der tetragonalen Einheitszelle im dreidi-
mensionalen Raum insgesamt sechs verschiedene stabile Lagen des zentralen Ions
existieren. Jede stabile Lage repräsentiert dabei eine der sechs möglichen Polungs-
richtungen, die in Abbildung 2.4 dargestellt sind. Die Umklappvorgänge gehen mit
der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Orientierungspolarisation einher.
Während Wärmeschwingungen der Dipole die gleichsinnige Orientierung mehre-
rer Einheitszellen grundsätzlich verhindern, kommt es bei Ferroelektrika aufgrund
ihrer in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen Perowskit-Struktur zur Ausbildung gleich-
orientierter Einheitszellen. Diese gleichgepolten Gebiete heißen Domänen (vgl. Ab-
bildung 2.5) und sind durch Domänenwände voneinander getrennt. In Abbildung
2.16 a) sind die durch Domänenwände voneinander getrennten, gleich orientierten
Bereiche in einem Korn skizziert. In tetragonal ferroelektrischen Materialien wird
zwischen 180◦- und 90◦-Domänenwänden unterschieden. In anderen mehrachsi-
gen Ferroelektrika sind weitere Domänenwandvarianten möglich. Bei einer 180◦-
Domänenwand verläuft die spontane Polarisation parallel. Auf diese Weise ist sie
frei von gebundenen Ladungen, welche die Wand-Energie erhöhen würde. In So-
nin und Strukow [118] wird die Dicke einer 180◦-Domänenwand im Nanometer-
Bereich geschätzt, was wenige Einheitszellen entspricht. Unabhängig von der Do-
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Abb. 2.15 Energiediagramm eines Ti4+-Ions mit zwei der sechs stabilen Lagen.
Die Punkte a), b) und c) beziehen sich auf die in Abbildung 2.14 a),
b) und c) dargestellten Zustände des zentralen Ions
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Abb. 2.16 Schematische Darstellung einer Domänenstruktur in einem Korn: a)
makroskopisch ungepolter Ausgangszustand; b) Domänenwandver-
schiebung durch Aufbringen eines überkritischen elektrischen Feldes

mänenstruktur können hier neben tetragonalen Zellen auch weitere Gitterstruk-
turen vorkommen. 90◦-Domänenwände werden durch einen 45◦-Winkel der an-
grenzenden Domänenorientierungen gebildet. Dies gewährleistet die Stetigkeit der
Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung. Hier wird die Domänenwand-
dicke um eine Größenordnung höher geschätzt, als es bei der 180◦-Domänenwand
der Fall ist [83].
Domänen gleich orientierter Einheitszellen, wie sie nach dem Sintern vorliegen,
sind zunächst zufällig orientiert. Ihre Polarisationen heben sich auf makroskopi-
scher Ebene gegeneinander auf, womit das Material zunächst ungepolt ist. Erst
durch das Aufbringen verhältnismäßig hoher elektrischer Feldstärken oder star-
ker mechanischer Belastungen, kann es zu den zuvor beschriebenen spontanen
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Umklappprozessen auf Zellebene kommen. Da das Zellumklappen immer zuerst
an der Domänenwand stattfindet, geht eine makroskopische Polung immer mit
Domänenwandverschiebungen einher. Hierbei wächst eine günstig zur Polungs-
richtung orientierte Domäne und damit ihr Einfluss auf die Gesamtpolarisation
solange auf Kosten ungünstig orientierter Domänen, wie es der Kristall zulässt.
In Abbildung 2.16 b) ist die Umorientierung verschiedener, an Domänenwände
angrenzender Elementarzellen schematisch dargestellt. Die in Abbildung 2.16 a)
skizzierten Zellorientierungen richten sich aufgrund hinreichend hoher elektrischer
oder mechanischer Felder und den daraus resultierenden Umklappprozessen in die
in Abbildung 2.16 b) rot dargestellte Orientierungsrichtung aus, wodurch das Ma-
terial makroskopisch gepolt wird.

Ec-Ec
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ǫ(ii)

PolungslinieEc- Ec E(i)

D(i)

Polungslinie
(1)

(1)

(2)

(2)(3)
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a) b)

P r
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Abb. 2.17 Schematische Darstellung der a) dielektrischen Hysterese und b)
Schmetterlingshysterese [24, 28, 73, 100]

Die beim erstmaligen Aufbringen der äußeren Lasten entstehende Polungskennli-
nie oder Neukurve für das makroskopische elektrische und mechanische Material-
verhalten in Form der dielektrischen Hysterese und der sogenannten Schmetter-
lingshysterese ist in den Abbildungen 2.17 a) und 2.17 b) rot gestrichelt dargestellt.
Zustand (1): Zu Beginn zeigt die Polungslinie das in Abschnitt 2.2.2 beschriebene
lineare dielektrische Materialverhalten (Abbildung 2.17 a)). Aufgrund der makro-
skopisch isotropen Eigenschaften existiert zu diesem Zeitpunkt der Polung noch
keine auf Bauteilebene messbare elektro-mechanische Kopplung (Abbildung 2.17
b)).
Zustand (2): Der steile Anstieg der dielektrischen Verschiebung und der Dehnung
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bei Erreichen der Koerzitivfeldstärke Ec findet aufgrund der zuvor beschriebenen
Umorientierung energetisch ungünstig gelegener Elementarzellen an einer Domä-
nenwand in eine energetisch günstigere Position statt15. Die energetisch günstig
orientierten Domänen wachsen gewissermaßen auf Kosten energetisch ungünstig
gelegener Domänen, wodurch das Material makroskopisch gepolt wird.
Zustand (3): Da es sich bei der Orientierungspolarisation um einen irreversiblen
Vorgang handelt, besteht diese Polung auch nach Abschalten des äußeren elektri-
schen Feldes.
Zustand (4): Erst beim erneuten Erreichen einer Koerzitivfeldstärke −Ec wird die
Polarisation wieder irreversibel verändert. Es erfolgt dann eine 180◦-Umpolung
des Materials mit schlussendlich einer negativen remantenten Polarsiation nach
Entlastung.
Abbildung 2.17 b) zeigt das ferroelektrische Verhalten der Dehnung aufgetragen
über einem uniaxial wechselnden elektrischen Feld. Wie bei der dielektrischen
Hysterese stellt sich auch hier nach einmaliger Polung eine remanente Größe ein,
die nachfolgend als remanente Dehnung ϵr bezeichnet wird.

2.2.4 Temperatursprünge durch ferroelektrisches Umklappen

Neben den in Abschnitt 2.2.2 unter ”Pyroelektrischer und elektrokalorischer Ef-
fekt” beschriebenen reversiblen Temperaturänderungen, kommt es bei Ferroelek-
trika unter hinreichend hoher elektrischer oder mechanischer Belastung aufgrund
der zuvor beschriebenen Domänenwandveränderungen zusätzlich zu positiven
Temperatursprüngen im Material. Grund dafür ist die im vorherigen Abschnitt
beschriebene freiwerdende Energie beim spontanen Umklappvorgang. Springt das
zentrale Ion aufgrund der äußeren Belastung in eine neue, energetisch günstigere
stabile Lage, geht die nun frei werdende Energie, welche ursprünglich zum Über-
winden der Energiebarriere bzw. der kritischen Umklappenergie aufgebracht wer-
den musste, in Form von Wärme in das Material über (vgl. Abbildung 2.14). Da
sich bei der ferroelektrischen Polung nicht nur einzelne Zellen, sondern sich ganze
Volumenanteile in den Domänen ändern, dominiert dieser Effekt die reversiblen
Temperaturänderungen, ähnlich wie die spontane Polarisation die reversiblen An-
teile der dielektrischen Verschiebung dominiert. Die messbare thermische Energie
stellt aufgrund dieser Überlegungen zudem ein Maß für die Anzahl der bei einem
15Die zuvor als Koerzitivfeldstärke auf Zellebene Ecm eingeführte Koerzitivfeldstärke unterschei-

det sich von der Koerzitivfeldstärke Ec auf Korn- und Bauteilebene.
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Schaltvorgang umgeklappten Zellen dar. Abbildung 2.18 zeigt experimentell er-
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Abb. 2.18 Temperaturverläufe für verschiedene Lastamplituden eines elektri-
schen Wechselfeldes (entnommen aus Chen et al. [17])

mittelte Temperatursprünge am Beispiel PZT-5, die aufgrund der Orientierungs-
polarisationen innerhalb der Domänen hervorgerufen werden. Im dargestellten Ex-
periment wurde das ferroelektrische Material mit unterschiedlichen elektrischen
Feldamplituden zyklisch belastet16. Ist das aufgebrachte elektrische Feld kleiner
als die Umklappprozesse hervorrufende Koerzitivfeldstärke, sind in der betrach-
teten Größenordnung keine nennenswerten Temperaturänderungen beobachtbar
(Abbildung 2.18, 0,9 Ec, lila). Wird die Feldamplitude über besagte Koerzitivfeld-
stärke hinaus erhöht, kommt es zu Umklappprozessen, infolge derer eine deutliche,
auf die Polung zurückzuführende Temperaturerhöhung stattfindet. Diese liegt im
Bereich 0,16 K pro Halbzyklus. Dabei scheint es nicht von wesentlicher Bedeutung
zu sein, um wie viel die elektrische Amplitude über der Koerzitivfeldstärke liegt,
da die Materialpolung im Wesentlichen direkt nach Überschreiten des kritischen
Wertes stattfindet (vgl. Abbildung 2.18, 1,1 Ec und 1,2 Ec, schwarz und rot). Die
in Abbildung 2.18 blau eingezeichnete Kurve repräsentiert die bei einer Amplitude
von 1,0 Ec gemessenen Temperatursprünge. An diesem Punkt kann es aufgrund
von anderen überlagernden Effekten, wie beispielsweise auftretende Eigenspan-
nungen, zur unvollständigen Polung des Materials kommen, weshalb unter dieser
Lastamplitude die Temperaturänderungen geringer ausfallen.
16U.a. dient das vorgestellte Experiment als Vergleich mit den in Kapitel 6 numerisch berech-

neten Ergebnissen. Das Experiment wird daher dort genauer beschrieben.
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3 Grundgleichungen der
Thermo-Ferroelektrizität

Im vorliegenden Kapitel werden Grundgleichungen zur Modellierung der in
Kapitel 2 beschriebenen physikalischen Prozesse erläutert und hergeleitet. Im
Hinblick auf spätere Arbeiten wird zunächst von einem allgemein gehaltenen
thermomechanisch-elektrodynamischen Problem ausgegangen, bevor die Glei-
chungen auf die für diese Arbeit relevanten thermomechanisch-elektrostatischen
Beziehungen reduziert werden.
Soweit nicht anders angegeben wird zur mathematischen Beschreibung die In-
dexnotation verwendet, wobei i, j, k, ... = 1, 2, 3 für die Momentankonfiguration
und I , J , K , ... = 1, 2, 3 für die Ausgangskonfiguration gilt. Die Anzahl der un-
gebundenen Indizes gibt dabei die Stufe des Tensors an. Weiterhin gilt die Ein-
steinsche Summationskonvention, nach der über doppelt auftretende (gebunde-
ne) Indizes innerhalb eines Terms summiert wird. Durch ein Komma im Index
(...),i = ∂/∂xi wird eine partielle Ableitung nach einer Ortskoordinate, durch
einen Punkt ˙(...) = ∂/∂t eine partielle zeitliche Ableitung und mit D

Dt eine mate-
rielle Zeitableitung beschrieben.

3.1 Kinematik des Kontinuums
Zur mathematischen Beschreibung der Bewegung und Deformation eines Körpers
wird zunächst eine Übersicht über die Kinematik von Kontinua gegeben.
In der Kontinuumsmechanik werden Körper als materielles Gebiet B definiert,
welches durch eine zusammenhängende und in E3 abgegrenzte Menge von Raum-
punkten gebildet wird. Dabei sind jedem Raumpunkt Materieeigenschaften, bei-
spielsweise die Dichte, zugeordnet. Zusammen bilden sie zu jedem Zeitpunkt t ein
Volumen V (t), dessen Oberfläche durch A(V (t)) gebildet wird [2]. Die Bewegung
materieller Körper wird mathematisch durch die stetige Folge der Bewegungen sei-

33
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ner materiellen Punkte beschrieben. Dazu müssen die materiellen Punkte in Raum
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Abb. 3.1 Flächenkontinuum in der Referenzkonfiguration B0 und der Momentan-
konfiguration Bt mit räumlichen und materiellen Koordinaten xi und
XI und Verschiebungsfeld ui bzw. uI [73, 2, 35]

und Zeit identifizierbar sein. In Abbildung 3.1 wird bei der Zustandsbeschreibung
des betrachteten Körpers daher zwischen der zum Zeitpunkt t0 zeitlich festgeleg-
ten Referenz- bzw. Ausgangskonfiguration (AK) mit dem zugehörigen Ortsvektor
XI (t0) (materielle Koordinate) und der zum Zeitpunkt t > t0 herrschenden aktuel-
len Momentankonfiguration (MK) mit dem Ortsvektor xi(t) (räumliche Koordina-
te) unterschieden. Je nach Wahl der zugrunde gelegten Konfiguration ergeben sich
zwei Möglichkeiten der Kontinuumsbetrachtung. Die Lagrangesche Darstellung
bezieht sich am Beispiel der Verschiebung

uI (XJ , t) = xi(XJ , t) − XI , (3.1)

welche zwischen der Momentan- und der Ausgangskonfiguration stattfindet, auf
die Ausgangskonfiguration. Diese Form der Betrachtung geht davon aus, dass
der Beobachter die Veränderungen der Eigenschaften misst, während er auf dem
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betrachteten Teilchen sitzt. In der Eulerschen Darstellung wird z.B. die Ver-
schiebung dagegen auf die Momentankonfiguration bezogen:

ui(xj , t) = xi − XI (xj , t). (3.2)

Sinnbildlich geht man bei dieser Betrachtungsart von einem Beobachter aus, der
sich zu einem bestimmten Zeitpunkt t an einem festen Ort xj befindet und von dort
das Passieren des Teilchens sieht [2]. Das sich aus einer Starrkörperbewegung17

und einer Verformung18 zusammensetzende Verschiebungsfeld des gesamten Kör-
pers setzt sich schließlich aus den Verschiebungsvektoren aller Raumpunkte zu-
sammen [82]. Abbildung 3.1 verfolgt am Beispiel zweier infinitesimal voneinander
entfernt liegender materieller Punkte PAK und QAK exemplarisch die Transfor-
mation eines durch die beiden Punkte gebildeten Linienelements dXI aus der
Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration, wobei dxi durch dieselben,
allerdings verschobenen materiellen Punkte PMK und QMK gebildet wird. Durch
Umstellen von Gleichung (3.1) ergibt sich die aktuelle räumliche Koordinate des
Punktes PMK zur Zeit t in der Lagrangeschen Darstellung:

xi(XJ , t) = uI (XJ , t) + XI . (3.3)

Die Funktion xi(XJ , t) beschreibt demnach die Deformation eines materiellen Kör-
pers als eine zeitliche Abfolge von Konfigurationen. Nach Abbildung 3.1 lässt sich
für QMK folgende Gleichung aufstellen:

xi(XJ , t) + dxi(XJ , t) = uI (XJ + dXJ , t) + XI + dXI . (3.4)

Durch Subtraktion der Gleichungen (3.3) und (3.4) erhält man die Gleichung für
das transformierte Linienelement in der Momentankonfiguration:

dxi(XJ , t) = uI (XJ + dXJ , t) − uI (XJ , t) + dXI . (3.5)

17Eine Starrkörperbewegung setzt sich aus einer Translation und einer Rotation zusammen. Das
Volumen ändert sich bei einer Starrkörperbewegung nicht [73].

18Die Verformung beinhaltet Verzerrung und Gestaltänderung. Hier kann eine Volumenände-
rung auftreten [73].
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Durch Bilden des totalen Differentials des in Gleichung (3.5) berechneten Lini-
enelements dxi :

dxi(XJ , t) = ∂xi(XJ , t)
∂XJ︸ ︷︷ ︸

Rotation + Verzerrung FiJ

∣∣∣∣∣
t
dXJ + ∂xi(XJ , t)

∂t︸ ︷︷ ︸
Translation vi

∣∣∣∣∣
XJ

dt (3.6)

lässt sich die Bewegung des materiellen Linienelementes in einen die Rotation und
Verzerrung beschreibenden Anteil und einen Translationsanteil aufspalten. Die in
dieser Arbeit betrachteten thermo-ferroelektrischen Effekte basieren auf reversi-
blen und irreversiblen Verzerrungen, weshalb der Translationsanteil vernachlässigt
werden darf (vi = 0) [73]. In Gleichung (3.6) wird der sogenannte Deformations-
gradiententensor

FiJ (XJ , t) = ∂xi(XJ , t)
∂XJ

= xi,J (3.7)

eingeführt19. Aufgrund der Transformationsrichtung wird er auch als La-
grangescher Deformationsgradient bezeichnet. Die Rücktransformation von der
Momentan- in die Ausgangskonfiguration

dXI = F−1
Ij dxj (3.8)

folgt aus einer Inversion der Gleichung (3.7) und führt den inversen bzw. Eu-
lerschen Deformationsgradienten

F−1
Ij = ∂XI (xj , t)

∂xj
= XI ,j (3.9)

ein. Der Deformationsgradient FiJ beinhaltet neben den bei einer Bewegung von
der Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration typischerweise auftre-
tenden Verzerrungen auch eine lokale Starrkörperrotation, weshalb er als reines
Verzerrungsmaß nicht geeignet ist. Da es sich bei FiJ um einen regulären Tensor
2. Stufe (detFiJ ̸= 0) handelt, für den zudem detFiJ > 0 gilt, kann er mit Hil-
fe des polaren Zerlegungssatzes in einen eigentlich orthogonalen Drehtensor Rik

(detRik = +1) und je nach rechter oder linker polarer Zerlegung in einen rechten

19Nach Lurie sollte der Deformationsgradiententensor korrekterweise als Tensor des Gradien-
ten des Ortes bezeichnet werden [2, 79]. Insbesondere an dieser Stelle ist die Unterscheidung
zwischen großen und kleinen Indizes, welche für die Lagrangesche und Eulersche Betrach-
tungsweise stehen, wichtig, da xi,j = ∂xi

∂xj
= δij ist (vgl. Gleichung (3.7)).
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oder linken Strecktensor UKJ oder Vkj wie folgt zerlegt werden:

FiJ = RIK UKJ = VikRkj . (3.10)

Rik beschreibt die starren Drehungen z.B. eines materiellen Linienelementes20 in
einem bestimmten Punkt, nicht die globale Drehung des Körpers. UKJ und Vik

beschreiben die Dehnung (Streckung oder Stauchung) von Linienelementen sowie
die Winkeländerungen zwischen zwei Linienelementen. Für sie gilt wegen FiJ =
F−1

Ji :

UIJ = (FkI FkJ )1/2, (3.11)
Vij = (FiK FjK )1/2. (3.12)

Die Reihenfolge, in welcher die Operationen Rotation und Verzerrung durchge-
führt werden, ist dabei nicht von Bedeutung [2]. Die Gleichungen (3.11) und (3.12)
beinhalten irrationale mathematische Operationen in Form von Wurzeloperatio-
nen, weshalb bei der Ableitung eines Verzerrungsmaßes im Allgemeinen von einer
Transformation der Quadrate von Linienelementen ausgegangen wird [2]:

dxidxi = FiJ FiK dXJ dXK = CJK dXJ dXK (Lagrangesche Darst.), (3.13)
dXI dXI = F−1

Ij F−1
Ik dxjdxk = b−1

jk dxjdxk (Eulersche Darst.). (3.14)

In den Gleichungen (3.13) und (3.14) werden in der Lagrangeschen Darstellung
der Rechts-Cauchy-Green-Tensor

CJK = ULJ ULK = FiJ FiK (3.15)

und in der Eulerschen Darstellung der inverse Links-Cauchy-Green-Tensor

b−1
jk = V −1

lj V −1
lk = F−1

Ij F−1
Ik (3.16)

eingeführt. Als Maß für die Verzerrungen und für weitere Anwendungen, wie ins-
besondere die in Abschnitt 3.4.1 vorgestellten Konstitutivgesetze zur Beschrei-
bung des Stoffverhaltens, sind die beiden Tensoren allerdings nur eingeschränkt
geeignet, da sie für die Ausgangskonfiguration und bei reiner Starrkörperrotation

20Dies gilt ebenso für Flächen- und Volumenelemente.
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die Gestalt des Einheitstensors δij annehmen. Um ein echtes Verzerrungsmaß zu
erhalten, welches bei reiner Starrkörperbewegung verschwindet, wird durch die
Differenz der quadratischen Linienelemente

ds2 − dS2 = (CIJ − δIJ )dXI dXJ = 2EIJ dXI dXJ (3.17)

zwischen Momentan- und Referenzkonfiguration für die Lagrangesche Darstel-
lung [2, 73] der Lagrange-Greensche-Verzerrungstensor

EIJ = 1
2(CIJ − δIJ ) (3.18)

und durch die Differenz der quadratischen Linienelemente

ds2 − dS2 = (δij − b−1
ij )dxidxj = 2eijdxidxj (3.19)

für die Eulersche Darstellung der Euler-Almansische-Verzerrungstensor

eij = 1
2(δij − b−1

ij ) (3.20)

eingeführt.
Aus Gleichung (3.5) geht unmittelbar

FiJ = uI ,J + δIJ (3.21)

hervor. Mit den Gleichungen (3.15) und (3.16) können somit der La-
grange-Greensche-Verzerrungstensor EIJ und der Euler-Almansische-
Verzerrungstensor eij mit dem Verschiebungsgradienten zusammengeführt wer-
den. Für den Grenzfall der infinitesimalen Verzerrungen, wo kein Unterschied
zwischen Ausgangs- und Momentankonfiguration existiert, gehen die in den Glei-
chungen (3.18) und (3.20) aufgestellten Verzerrungstensoren in den Cauchyschen
Verzerrungstensor

ϵij = 1
2(ui,j + uj,i) (3.22)

über. Der in den Gleichungen (3.17) und (3.19) scheinbar willkürlich eingeführte
Faktor 2 gewährleistet die Konsistenz mit Gleichung (3.22) für den Sonderfall
infinitesimaler Verzerrungen ui,j ≪ 1 [2, 73].
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3.2 Grundlagen der Elasto- und Elektrodynamik

Im vorliegenden Abschnitt werden im Anschluss an die mechanische Impulsbi-
lanz die Maxwellschen Gleichungen hinsichtlich ihrer historischen Entwicklung
erläutert. Zunächst werden die Maxwellschen Differentialgleichungen für Vaku-
um aufgestellt. Unter Verwendung konstitutiver Stoffgesetze elektrisch und ma-
gnetisch polarisierter Materialien wird anschließend eine Separation von freien
und gebundenen Ladungen und Strömen vorgenommen. Anschließend wird eine
Übersicht über elektro-magnetische Potentiale und das Ladungserhaltungsgesetz
gegeben. Aufgrund der Modellierung geometrisch linearer Probleme ist eine Unter-
scheidung zwischen Lagrangescher und Eulerscher Betrachtung im Folgenden
nicht notwendig.

3.2.1 Die Cauchy’sche Bewegungsgleichung

Mit dem Impulsvektor [2]

pmech
i =

∫
m

vidm =
∫
V

ρvidV (3.23)

und ausgehend von dem 2. Newtonschen Grundgesetz [123]

D
Dt

∫
V

ρvidV = D
Dt

∫
V

ρvidV = FR
i , (3.24)

nach dem die durch die Summe aller auf einen Körper wirkenden Volumen- und
Oberflächenkräfte gebildete Gesamtkraft [3]

FR
i =

∫
V

ρbidV
︸ ︷︷ ︸

Volumenkräfte

+
∫
A

t̄idA
︸ ︷︷ ︸

Oberflächenkräfte

(3.25)

bei einer Deformation direkt proportional zu der zeitlichen Änderungsgeschwin-
digkeit des Gesamtimpulses ist [123, 2], folgt die globale Impulsbilanzgleichung
[3, 73]:

D
Dt

∫
V

ρvidV =
∫
V

ρbidV +
∫
A

t̄idA. (3.26)
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Dabei sind ρ die Massendichte, vi der Geschwindigkeitsvektor, bi die Massenkraft-
dichte und t̄i der auf eine Schnittnormale ni bezogene Cauchysche Spannungs-
vektor. Letzterer wird über das Cauchysche Fundamentaltheorem

t̄i = σijni = σjini (3.27)

mit dem symmetrischen, den Spannungszustand in einem Punkt vollständig be-
schreibenden Spannungstensor σij = σji in Zusammenhang gebracht [2]. Durch
Einsetzen von Gleichung (3.27) in Gleichung (3.26) und unter Anwendung des
Gaussschen Integralsatzes folgt die Impulsbilanzgleichung in differentieller Form:

D
Dt (ρvi) = ρbi + σij,j . (3.28)

Wird von kleinen Deformationen ausgegangen, enfällt bei der materiellen Zeita-
bleitung der konvektive Teil, weshalb Gleichung (3.28) für inkompressible Körper
in die sogenannte Cauchysche Bewegungsgleichung übergeht:

∂

∂t (ρvi) = ρüi = ρbi + σij,j , (3.29)

wobei ui der Verschiebungsvektor ist.
Für ein Mehrfeldproblem muss für die in das 2. Newtonsche Grundgesetz einge-
hende Gesamtkraft zusätzlich zu den mechanischen Volumen- und Oberflächen-
kräften aus Gleichung (3.25) eine elektro-magnetische Kraft [49, 43]

FEM
i = −

∫
V

Ṡi

c2
M

dV +
∫
V

T M
ij,jdV +

∫
A

(T E
ij − T M

ij )njdA (3.30)

berücksichtigt werden. Diese beinhaltet den Maxwellschen Spannungstensor

Tij = EiDj + HiBj − 1
2(DlEl + BlHl)δij (3.31)

und den Poynting-Vektor
Si = ϵijkEjHk , (3.32)
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wobei Bl die magnetische Flussdichte und Hl die magnetische Feldstärke ist. ϵijk

bezeichnet den Levi-Cevita-Tensor, welcher wie folgt definiert ist:

ϵijk =


1, für i, j, k gerade Permutation: 1,2,3; 2,3,1; 3,1,2.

−1, für i, j, k ungerade Permutation: 3,2,1; 2,1,3; 1,3,2.

0, für i, j, k keine Permutation: 1,1,2; 2,1,2; ... .

(3.33)

Gleichung (3.30) beschreibt somit die in einem Volumen V und an dessen
Oberfläche mit der Flächennormalen nj wirkenden elektro-magnetischen Kräfte.
cM = 1/

√
κµ ist die Phasengeschwindigkeit, mit der sich eine monochromatische,

elektro-magnetische Welle in einem isotropen Medium bewegt. In linearer Nähe-
rung ist sie abhängig von der dielektrischen Leitfähigkeit bzw. Permittivität κ und
der magnetischen Leitfähigkeit bzw. Permeabilität µ. Die hochgestellten Indizes
M und E beziehen sich auf die Felder im Material bzw. auf die der Umgebung.
Die Spannungen tE/M

i = (T E
ij −T M

ij )nj an der Oberfläche gehen mit einem Sprung
des Maxwellschen Spannungstensors einher. Auf Basis des 2. Newtonschen
Grundgesetzes ergibt sich somit anstelle von Gleichung (3.26) die globale Impuls-
bilanzgleichung für ein elektro-magneto-mechanisches Mehrfeldproblem:

D
Dt

∫
V

ρvidV =
∫
V

ρbidV +
∫
A

t̄idA

−
∫
V

Ṡi

c2
M

dV +
∫
V

T M
ij,jdV +

∫
A

(T E
ij − T M

ij )njdA.

(3.34)

Mit dem Satz von Gauss wird Gleichung (3.34) für einfach zusammenhängende
Gebiete wie folgt vereinfacht:

∂

∂t

∫
V

ρvidV =
∫
V

ρbidV +
∫
A

t̄idA −
∫
V

Ṡi

c2
M

dV +
∫
V

T E
ij njdA. (3.35)

Die Kraftwirkung des Maxwell-Tensors wird folglich ausschließlich über die Ei-
genschaft des umgebenen Mediums beschrieben. Genau dies führt bei der lokalen
Formulierung der Impulsbilanz dazu, dass T E

ij njdA nicht mit den übrigen Termen
in Gleichung (3.35) vereint werden kann, sondern der Sprung des Maxwell-
Tensors am Gebietsrand als Randbedingung verbleibt. Die lokale Bewegungsglei-
chung für inkompressible (ρ̇ = 0) Körper eines elektro-magneto-mechanischen
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Mehrfeldproblems lautet dann

ρüi = bV
i + σij,j (3.36)

mit der spezifischen Volumenkraft

bV
i = ρbi + T M

ij,j − Ṡi

c2
M

(3.37)

und der natürlichen Randbedingung

ti = t̄i + (T E
ij − T M

ij )nj . (3.38)

3.2.2 Ladungserhaltungsgesetz

Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Materialien werden als ladungsfrei
angenommen. D.h., es existieren keine freien Ladungen innerhalb des bilanzierten
Gebiets. Im Hinblick auf folgende Arbeiten wird in Kapitel 5 dennoch die schwache
Form für ein allgemeines Vier-Feld-Problem hergeleitet, weshalb der Vollständig-
keit halber zunächst auch das Ladungserhaltungsgesetz berücksichtigt wird.
Das Ladungserhaltungsgesetz trifft Aussagen über die Änderung der Ladung in-
nerhalb eines Systems, wenn eine Ladungsmenge über die Oberfläche in ein Volu-
men hinein oder aus ihm hinaus fließt [44]. Dieser als Stromdichte Ji bezeichnete
Ladungstransport über eine Grenzfläche A mit der Flächennormalen ni stellt so-
mit eine zeitliche Änderung der sich im Materialinneren befindenden Ladungen
Qel dar:

dQel

dt = −
∫
A

JinidA. (3.39)

Das negative Vorzeichen wird eingeführt, da die Flächennormale definitionsge-
mäß von dem bilanzierten Volumen weg zeigt. Da Qel = ∫

V
ρeldV gilt, wonach

die Gesamtladung Qel aus dem Integral aller sich im Bilanzraum befindenden
elektrischen Ladungsmengen ρel gebildet wird, lässt sich Gleichung (3.39) unter
Verwendung des Gaussschen Integralsatzes folgendermaßen umschreiben:

∫
V

dρel

dt dV = −
∫
V

Ji,idV . (3.40)
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Gleichung (3.40) sagt aus, dass die sich im Volumen V befindende Ladung durch
einen nach außen gerichteten Ladungsfluss verringert wird. Da dies für jedes Vo-
lumen gilt, folgt aus Gleichung (3.40) die lokale Formulierung für das Ladungser-
haltungsgesetz bzw. die Kontinuitätsgleichung zur mathematischen Beschreibung
der Ladungserhaltung:

ρ̇el + Ji,i = 0. (3.41)

3.2.3 Die Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

Sämtliche Probleme in der klassischen Elektrizität und dem Magnetismus lassen
sich auf die Maxwellschen Gleichungen zurückführen. Damit nehmen sie eine
ähnliche Rolle für elektro-magnetische Feldprobleme ein, wie es die Newtonschen
Axiome für die Mechanik übernehmen [123].
Gegen Mitte des 19. Jahrhunderts beschrieb André-Marie Ampère mit dem Am-
pereschen Gesetz eine Beziehung zwischen dem Kurvenintegral eines Magnet-
feldes entlang einer geschlossenen Kurve und einem elektrischen Strom, welcher
durch die von der Kurve umschlossenen Fläche fließt [29, 44]:

∮
l

Bkdlk =
∫
A

ϵijkBk,jdÃi = µ0

∫
A

JidÃi . (3.42)

Gleichung (3.42) beschreibt das ursprüngliche Amperesche Gesetz in integraler
Form und beinhaltet den Integralsatz von Stokes. Bk ist die magnetische Fluss-
dichte, dli ein infinitesimales und orientiertes Teilstück einer geschlossenen Kurve
C, dÃi = nidA ein infinitesimales Teilstück der durch die Kurve C umschlossenen
Fläche21, wobei ni dessen Flächennormalenvektor, µ0 die magnetische Permeabi-
lität im Vakuum und Ji die durch die Fläche dA fließende Stromdichte ist.
Maxwell erkannte, dass bei dem ursprünglichen Ampereschen Gesetz bei nicht
kontinuierlichem Strom Probleme auftreten und Gleichung (3.42) damit nicht all-
gemeine Gültigkeit hat. Das Problem zeigt sich durch Anwendung des Gaussschen
Integralsatzes bei Gleichung (3.42):

∫
V

ϵijkBk,ijdV = µ0

∫
V

Ji,idV (3.43)

21Nicht zu verwechseln mit dem im folgenden Abschnitt eingeführten elektrischen Vektorpoten-
tial Ak .
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Da die Divergenz der Rotation immer Null ist, muss die linke Seite der Glei-
chung (3.43) zwingendermaßen Null sein. Wie die Kontinuitätsgleichung (Glei-
chung 3.41) zeigt, ist die rechte Seite bei instationärem Stromfluss allerdings von
Null verschieden [44]. Um diese Problematik zu korrigieren, erweiterte Maxwell
das Gesetz um den Maxwellschen Verschiebungsstrom22 [123]

J v =
∫
A

J v
i dÃi = κ0

dΦel

dt = κ0

∫
A

∂Ei

∂t dÃi , (3.44)

wobei κ0 die dielektrische Konstante im Vakuum ist23. In Gleichung (3.44) wird
der elektrische Fluss

Φel =
∫
A

EidÃi , (3.45)

welcher ein ”Maß für die Anzahl der Feldlinien, die durch die Fläche A verlaufen”
[44] darstellt, eingeführt. Diese Überlegung führt zum Gaussschen Gesetz

∫
A

EidÃi = 1
κ0

∫
V

ρeldV , (3.46)

nach dem ”der elektrische Fluss durch eine geschlossene Oberfläche ein Maß für
die gesamte Ladungsmenge ∫

V
ρeldV innerhalb des bilanzierten Volumens ist” [44].

Aufgrund der Feldlinien, die auf der einen Seite eintreten und auf der anderen
Seite austreten, werden sich außerhalb des Volumens befindende Ladungen dabei
nicht berücksichtigt. Durch Anwenden des Integralsatzes nach Gauss folgt aus
Gleichung (3.46) das Gausssche Gesetz in differentieller Form:

Ei,i = 1
κ0

ρel .

Wird Gleichung (3.44) nun zu dem ursprünglichen Ampereschen Gesetz aus
Gleichung (3.42) hinzugefügt, folgt das nach Maxwell allgemein gültige Am-
peresche Gesetz im Vakuum:
∮
l

Bkdlk =
∫
A

ϵijkBk,jdÃi = µ0

∫
A

(Ji + J v
i )dÃi = µ0

∫
A

(
Ji + κ0

∂Ei

∂t

)
dÃi . (3.47)

22Es gibt weitere Möglichkeiten, das Amperesche Gesetz zu korrigieren. Mit den Hertzschen
Versuchen zu elektro-magnetischen Wellen folgte 1888 die Bestätigung der durch Maxwell
formulierten Theorie [44].

23Bei konstantem Ei verschwindet der durch Maxwell modifizierte Teil in der Elektrostatik
und es gilt weiterhin die durch Ampère formulierte Gleichung (3.42).
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Anders als Gleichung (3.42) erfüllt Gleichung (3.47) die Kontinuitätsgleichung
(Gleichung (3.41)) auch für instationäre Stromflüsse. Durch Anwenden des
Gaussschen Integralsatzes und unter Berücksichtung des Gaussschen Gesetzes
aus Gleichung (3.46) folgt aus Gleichung (3.47):

∫
V

ϵijkBk,ijdV =
∫
V

µ0 (Ji,i + ρ̇el)︸ ︷︷ ︸
=0

dV = 0. (3.48)

Zudem zeigt erst der modifizierte Anteil in Gleichung (3.47), dass ein veränderli-
ches elektrisches Feld ein magnetisches Feld induziert.
Bei Gültigkeit der integralen/globalen Formulierung für beliebige A erhält man
aus Gleichung (3.47) die differentielle Form des Ampereschen Gesetzes im Vaku-
um:

ϵijkBk,j = µ0

(
Ji + κ0

∂Ei

∂t

)
.

Die Umkehrung des Ampereschen Gesetzes, d.h. ein veränderliches Magnetfeld
induziert ein elektrisches Feld [123], wird durch das Faradaysche Gesetz

∮
l

Eidli =
∫
A

ϵijkEk,jdÃi = −
∫
A

∂Bi

∂t dÃi (3.49)

beschrieben. In differentieller Form lautet es:

ϵijkEk,j = −∂Bi

∂t .

Experimente legen die Vermutung nahe, dass magnetische Monopole, die einem
Analogon zu der elektrischen Ladung entsprechen würden, nicht existieren. An-
schaulich bedeutet dies, dass Magnetfeldlinien nicht in einem Punkt im Raum
zusammenlaufen oder von diesem ausgehen [123]. Der Gausssche Satz für das
Magnetfeld lautet daher in differentieller Form:

Bi,i = 0.
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Zusammengefasst lauten die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum in diffe-
rentieller Form wie folgt:

Ei,i = 1
κ0

ρel (Gausssches Gesetz d. Elektrik), (3.50)

1
µ0

ϵijkBk,j − κ0
∂Ei

∂t = Ji (Amperesches Gesetz), (3.51)

Bi,i = 0 (Gausssches Gesetz d. Magnetik), (3.52)

ϵijkEk,j + ∂Bi

∂t = 0 (Faradaysches Gesetz), (3.53)

wobei auf der linken Seite die Felder (Ei , Bi) und auf der rechten Seite die Quellen
(ρel , Ji) stehen.

3.2.4 Die Maxwell’schen Gleichungen in Dielektrika mit
spontaner Polarisation und Magnetisierung

Die Gleichungen (3.50) bis (3.53), wie sie mit den Überlegungen des vorheri-
gen Abschnittes formuliert sind, sind für Vakuum vollständig und allgemein gül-
tig. Zur Modellierung materieller Körper ist eine Modifikation durch Einführung
stoffabhängiger Tensoren, der dielektrischen Permittivität und der magnetischen
Permeabilität, erforderlich. Für homogene isotrope Materialien mit der relativen
Permittivät κr und der relativen Permeabilität µr erhält man aus den Gleichungen
(3.50) bis (3.53) die Maxwell-Gleichungen

Ei,i = 1
κ0κr ρel , (3.54)

1
µ0µr ϵijkBk,j − κ0κ

r ∂Ei

∂t = Ji , (3.55)

Bi,i = 0,

ϵijkEk,j + ∂Bi

∂t = 0.

Im Hinblick auf eine spätere Herleitung der schwachen Formulierung zur Imple-
mentierung thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens ist es aufgrund von An-
sammlungen gebundener Polarisationsladungen und -strömen, welche nicht direkt
beeinflusst werden können, ferner sinnvoll, die Maxwellschen Gleichungen für
elektrisch und magnetisch polarisierte Materie genauer zu betrachten und freie
und gebundene Ladungen zu separieren. Dazu müssen zunächst unter Berücksich-
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tigung materieller Polarisation und Magnetisierung, hier bezeichnet als P irr
i und

M irr
i , die konstitutiven Beziehungen der Elektrodynamik folgendermaßen formu-

liert werden:

Di = κ0κ
rEi + P irr

i , (3.56)
Bi = µ0µ

rHi + M irr
i . (3.57)

Dabei beinhalten κ0κ
rEi und µ0µ

rHi alle reversiblen Beiträge, etwa in Gestalt ei-
ner ionischen oder Elektronenpolarisation, und P irr

i und M irr
i alle Beiträge sponta-

ner Polarisation und Magnetisierung. Eine elektrische Polarisation P irr
i ruft dabei

immer auch eine Polarisationsladungsdichte −P irr
i,i hervor24, welche gebundene

Polarisationsladungen berücksichtigt. Freie Ladungen bzw. Überschussladungen25

werden durch ωV berücksichtigt. Zusammen bilden die beiden Anteile die Gesamt-
ladungsdichte [44, 78]

ρel = ωV − P irr
i,i . (3.58)

Werden die Gleichungen (3.56) und (3.58) in das Gausssche Gesetz der Elektrik
aus Gleichung (3.54) eingesetzt, ergibt sich für letzteres folgende Formulierung:

Di,i = ωV .

Ähnlich wie bei der vorangegangenen Polarisationsladungsdichte aufgrund ge-
bundener Polarisationsladungen verhält es sich mit einem Polarisationsstrom

1
µ0µr ϵijkM irr

k,j , welcher durch eine magnetische Polarisation bzw. Magnetisierung
verursacht wird und auf den Spins und der Bahnbewegung der Elektronen be-
ruht. Im dynamischen Fall tritt bei einer Änderung der spontanen Polarisation
zusätzlich ein linearer Fluss von gebundenen Polarisationsladungen Ṗ irr

i auf. Zu-
sammen mit der Stromdichte J f

i , welche die Stromdichte ungebundener Ladungen
berücksichtigt, ergibt sich die Gesamtstromdichte in einem polarisierten Material
wie folgt [44, 78]:

Ji = J f
i + Ṗ irr

i + 1
µ0µr ϵijkM irr

k,j . (3.59)

24Das negative Vorzeichen der Polarisationsladungsdichte ist der Richtungsdefinition des Nor-
malenvektors ni geschuldet.

25Z.B. quasifreie Leitungselektronen eines metallischen Leiters.
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Durch Einsetzen der Gleichungen (3.56), (3.57) und (3.59) ergibt sich das Ampe-
resche Gesetz aus Gleichung (3.55) folgendermaßen:

ϵijkHk,j = J f
i + ∂Di

∂t .

Da das Gausssche Gesetz der Magnetik (Gleichung (3.52) und das Faradaysche
Gesetz (Gleichung (3.53)) weder ρel noch Ji beinhalten, hat eine Separation der
Ladungen und Ströme in freie und polarisationsbedingte Anteile keinen Einfluss
auf dieselben. Zusammenfassend ergeben sich die Maxwellschen Gleichungen
für beliebige (anisotrope, ferro-, para- oder diamagnetische, ferro- oder paraelek-
trische) materielle Körper wie folgt:

Di,i = ωV (Gausssches Gesetz d. Elektrik), (3.60)

ϵijkHk,j = J f
i + ∂Di

∂t (Amperesches Gesetz), (3.61)

Bi,i = 0 (Gausssches Gesetz d. Magnetik), (3.62)

ϵijkEk,j + ∂Bi

∂t = 0 (Faradaysches Gesetz), (3.63)

Allerdings stellt das Differentialgleichungssystem keine allgemeinere Form der
Maxwellschen Gleichungen dar, als es bei den Gleichungen (3.50) bis (3.53) der
Fall ist. Zudem beinhaltet letztere, sicherlich in der Literatur geläufigere Formu-
lierungsvariante sowohl Di und Ei als auch Bi und Hi , weshalb sie durch geeignete
Materialgleichungen ergänzt werden müssen [44].

3.2.5 Ladungserhaltungsgesetz für freie Ladungen

Im vorherigen Abschnitt wurde mit den Gleichungen (3.58) und (3.59) auf die
Bestandteile der Gesamtladungsdichte und Gesamtstromdichte in einem polari-
sierten Material eingegangen. Werden die Gleichungen (3.58) und (3.59) unter
Berücksichtung der Berechnungsvorschrift div(rot(M irr

i )) = 0 in das Ladungser-
haltungsgesetz (Gleichung (3.41)) eingesetzt, erhält man die lokale Formulierung
für das Ladungserhaltungsgesetz freier Ladungen:

ω̇V + J f
i,i = 0. (3.64)
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3.2.6 Elektro-magnetische Potentiale

Im vorliegenden Abschnitt sollen das elektrische Feld Ei und die magnetische
Flussdichte Bi durch skalare und vektorielle Potentiale beschrieben werden. Ins-
besondere in der Elektrostatik fällt auf, dass durch diesen Formalismus eine vek-
torielle Größe durch eine skalare Größe ausgedrückt und damit das Problem ver-
einfacht werden kann. Aber auch in der Elektrodynamik ist es sinnvoll, die Felder
durch Potentiale zu beschreiben.
Entsprechend den Ausführungen in [44] über das elektrostatische Potential und
das Vektorpotential lässt sich zeigen, dass Bi als ”Rotation eines Vektorpotenti-
als Ak dargestellt werden kann, sofern die Divergenz von Bi überall verschwin-
det”. Aufgrund von Gleichung (3.62), die besagt, dass die magnetische Flussdichte
sowohl in der Elektrostatik als auch in der Elektrodynamik divergenzfrei bzw.
quellenfrei ist, gilt daher:

Bi = ϵijkAk,j . (3.65)

Wird Gleichung (3.65) in das Faradaysche Gesetz von Gleichung (3.63) einge-
setzt:

ϵijk

(
Ek,j + ∂Ak,j

∂t

)
= 0 (3.66)

und berücksichtigt man den Satz für rotationsfreie Felder [44], nach dem der
rotationsfreie Vektor dem Gradienten eines Skalars proportional sein muss, erhält
man das elektrische Feld Ei in Abhängigkeit des Vektorpotentials Ak und des
skalaren elektrischen Potentials ϕel :

Ek = −ϕel
,k − ∂Ak

∂t . (3.67)

Es lässt sich zeigen, dass der Potentialformalismus die in den Abschnitten 3.2.3
und 3.2.4 aufgestellten vier Maxwellschen Gleichungen erfüllt.
Für die Erstellung der in Kapitel 6 vorgestellten Ergebnisse wird von quasistati-
schen Zuständen ausgegangen. Des Weiteren werden Keramiken mit der Annah-
me betrachtet, dass diese keine freien Ladungsträger beinhalten und somit J f

i = 0
gilt.26 Aufgrund der Stationarität ergibt sich das elektrische Feld aus Gleichung
(3.67) allein aus einem skalaren Potential:

Ek = −ϕel
,k . (3.68)

26Auf den Begriff ”quasistatisch” wird in Abschnitt 4.3.1 eingegangen.
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Unter den zuvor genannten Bedingungen der Stationarität und der Abwesenheit
freier Ladungen folgt aus dem Ampereschen Gesetz (Gleichung (3.61))

ϵijkHk,j = 0. (3.69)

Analog zu Gleichung (3.68) folgt aufgrund des Satzes für rotationsfreie Felder das
magnetische Vektorpotential27

Hk = −ϕmag
,k . (3.70)

Danach ist, analog zu dem elektrischen Potential, die magnetische Feldstärke Hi

der Gradient eines Skalars ϕmag.

3.3 Grundgleichungen der Kalorik - Die
Energiegleichung

Die in Abschnitt 3.2 beschriebenen mechanischen und elektro-magnetischen
Grundgleichungen sind weitestgehend bekannt und aus der angegebenen Literatur
zu entnehmen. Wie in Kapitel 2 beschrieben, weisen Werkstoffe mit ferroelektri-
schem Materialverhalten allerdings zusätzlich bisher kaum betrachtete kalorische
Kopplungen mit anderen Feldern auf. Um in Analogie zu der Cauchyschen Be-
wegungsgleichung für die Mechanik und den Maxwellschen Gleichungen für
die Elektrodynamik eine zusätzliche, das Gleichgewicht der thermischen Energie
beschreibende Feldgleichung zu entwickeln, wird von dem 1. Hauptsatz der Ther-
modynamik ausgegangen:

U̇ + K̇ = Ẇ rev + Q̇ + χ̇. (3.71)

˙(...) wurde ursprünglich als partielle Ableitung nach der Zeit eingeführt. In diesem
Zusammenhang beschreibt es zeitinvariante Änderungsraten. Gleichung (3.71) be-
sagt damit, dass die Summe aus der zeitlichen Änderung der inneren Energie

U̇ =
∫
V

˙̄UdV (3.72)

27Das magnetische Vektorpotential, wie es in Gleichung (3.70) steht, gilt aufgrund der voran-
gegangenen Annahmen für Materialien ohne freie Ladungen in stationären Feldern
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und aus der zeitlichen Änderung der kinetischen Energie

K̇ =
∫
V

˙̄KdV =
∫
V

ρüi u̇idV , (3.73)

wobei das Volumen V als konstant angenommen wird, aus der reversiblen28

elektro-magneto-mechanischen Leistung

Ẇ rev =
∫
V

˙̄W revdV = Ẇ m,rev + Ẇ el,rev + Ẇ mag,rev, (3.74)

dem Wärmestrom
Q̇ =

∫
V

˙̄QdV =
∫
V

(q̇V − q̇A
j,j)dV , (3.75)

wobei q̇V eine innere Wärmequelle und q̇A
j ein Wärmefluss über die Oberfläche

ist, und einer dissipativen Leistung

χ̇ =
∫
V

˙̄χdV (3.76)

gebildet wird. Letztere beschreibt alle nicht-konservativen Prozesse aufgrund einer
Änderung der spontanen Polarisation innerhalb des Materials [134]. Die elektro-
magneto-mechanische Leistung aus Gleichung (3.74) setzt sich aus einem mecha-
nischen Anteil

Ẇ m,rev =
∫
V

˙̄W m,revdV =
∫
A

ti u̇rev
i dA =

∫
A

σij u̇rev
i njdA, (3.77)

wobei ti der in Gleichung (3.38) eingeführte und die Kraftwirkung im elektro-
magnetischen Feld nach Gleichung (3.30) berücksichtigende Cauchysche Span-
nungsvektor ist, einem elektrischen Anteil

Ẇ el,rev =
∫
V

˙̄W el,revdV =
∫
A

ω̇el
AϕeldA = −

∫
A

Ḋrev
i ϕelnidA (3.78)

mit dem Cauchyschen Fundamentaltheorem der Elektrik für die spezifische La-
dung

ωel
A = −Dini (3.79)

28Im Folgenden werden reversible Felder mit einem hochgestellten Index ”rev” und irreversible
Felder mit einem hochgestellten Index ”irr” versehen.
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und einem magnetischen Anteil

Ẇ mag,rev =
∫
V

˙̄W mag,revdV =
∫
A

ω̇mag
A ϕmagdA = −

∫
A

Ḃrev
i ϕmagnidA (3.80)

mit dem Cauchyschen Fundamentaltheorem der Magnetik für die magnetische
Flussdichte

ωmag
A = −Bini , (3.81)

zusammen. Da die Existenz von magnetischen Monopolen bisher nicht nachgewie-
sen werden konnte, stellt ωmag

A eine unphysikalische Hilfsgröße dar, mit der eine
Analogie zur Elektrik geschaffen wird29.
Durch Einsetzen der Gleichungen (3.72) bis (3.78) und (3.80) in den 1. Hauptsatz
der Thermodynamik (Gleichung (3.71)) und unter Anwendung des Gaussschen
Integralsatzes sowie unter Berücksichtigung der Cauchyschen Bewegungsglei-
chung (Gleichung (3.36)), des Gaussschen Satzes für das Magnetfeld (Gleichung
(3.62)) und den Gleichungen für das skalare Potential der Elektrostatik ϕel und
Magnetostatik ϕmag (Gleichung (3.68) und (3.70)), folgt die Energiegleichung
für ein irreversibles thermo-elektromagnetostatisch-mechanodynamisches Feldpro-
blem in differentieller Form:

0 = ˙̄U + ρüi u̇i − (ρüi − bV
i )u̇rev

i − σij u̇rev
i,j + Ḋrev

i,i ϕel − Ḋrev
i Ei

− Ḃrev
i H mag

i + q̇A
j,j − (q̇V + ˙̄χ).

(3.82)

Die Gleichung zeigt, dass die Dissipation ˙̄χ, welche zur Berücksichtigung der nicht-
konservativen Umklappprozesse eingeführt wurde, thermodynamisch einer inter-
nen Wärmequelle q̇V > 0 entspricht. Einen einfachen Ansatz zur Beschreibung der
elektro-mechanischen Umklappleistung ˙̄χ wird in [54] gegeben. In [73] wird sie um
die magnetische Komponente erweitert und ist für ein thermo-elektro-magneto-
mechanisches Feldproblem folgendermaßen definiert:

˙̄χ = σ0
ij ϵ̇

irr
ij + E0

i Ṗ irr
i + H 0

i Ṁ irr
i . (3.83)

29In [44] wird auf Seite 276 festgestellt, dass keine magnetische Arbeit existiert:”Die Tatsache,
dass magnetische Kräfte keine Arbeit verrichten, ist eine elementare und direkte Konsequenz
der Lorentz-Kraft.” Dies bezieht sich allerdings auf die Bewegung von Elektronen in einem
magnetischen Feld und gilt nicht auf der makroskopischen Skala.
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Der Index 0 impliziert dabei eine generalisierte Reuss-Annahme, nach der die
Spannung, das elektrische Feld und das magnetische Feld während des Umklapp-
vorgangs als konstant angenommen werden [134]. Für die in Kapitel 6 vorgestellten
numerischen Berechnungen wird die magnetische Komponente vernachlässigt. Die
elektro-mechanische Umklappleistung lautet dann folgendermaßen [54]:

˙̄χ = σ0
ij ϵ̇

irr
ij + E0

i Ṗ irr
i . (3.84)

In Abschnitt 3.4 wird die elektro-mechanische Umklappleistung ˙̄χ Bestandteil
thermodynamischer Überlegungen bezüglich eines das konstitutive Verhalten be-
schreibenden Potentials. Auf die beiden irreversiblen Größen ϵ̇irr

ij und Ṗ irr
i wird in

den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 genauer eingegangen.
Für die in Kapitel 6 vorgestellten Ergebnisse wird auch für die Mechanik von sta-
tischen, genauer von quasistatischen Zuständen ausgegangen (ρüi = 0). Des Wei-
teren werden Volumenkräfte und -ladungen nicht berücksichtigt (bV

i = 0, Di,i =
ωV = 0). Da sich der Verschiebungsgradient ui,j als unsymmetrischer Tensor 2.
Stufe bei infinitesimalen Verzerrungen additiv in einen symmetrischen und einen
unsymmetrischen Anteil zerlegen lässt, gilt für die zeitliche Ableitung des Ver-
schiebungsgradienten:

u̇i,j = ϵ̇ij + Ω̇ij , (3.85)

wobei ϵ̇ij = ϵ̇ji die symmetrische Verzerrungsgeschwindigkeit und Ω̇ij = −Ω̇ji

die schiefsymmetrische Drehgeschwindigkeit sind [73]. Da ein doppelt skalares
Produkt eines symmetrischen und eines schiefsymmetrischen Tensors identisch
Null ist, gilt:

σij u̇i,j = σij ϵ̇ij . (3.86)

Mit diesen Überlegungen kann Gleichung (3.82) folgendermaßen vereinfacht wer-
den:

0 = ˙̄U − σij ϵ̇
rev
ij − EiḊrev

i − HiḂrev
i + q̇A

j,j − (q̇V + ˙̄χ). (3.87)

Demgegenüber folgt durch Einsetzen der Gleichungen (3.72) bis (3.78) und (3.80)
in Gleichung (3.71) und unter Berücksichtigung der eingangs getroffenen Annah-
men für den Sonderfall der Statik sowie des Gaussschen Satzes für das Magnet-
feld (Gleichung (3.62)), des elektostatischen Potentials (Gleichung (3.68)) und
des magnetostatischen Potentials (Gleichung (3.70)) folgende Gleichung für die
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spezifische innere Energie:

˙̄U = σij ϵ̇
rev
ij + EiḊrev

i + HiḂrev
i + ˙̄Q + ˙̄χ. (3.88)

Die zeitliche Änderung der spezifischen Gesamtentropie ˙̄S kann in einen äußeren
Anteil

˙̄Sa =
˙̄Q
T (3.89)

und einen inneren, irreversiblen Anteil

˙̄S i =
˙̄χ

T (3.90)

aufgeteilt werden:
˙̄S = ˙̄Sa + ˙̄S i . (3.91)

Hieraus folgt
˙̄Q + ˙̄χ = T ˙̄S , (3.92)

wobei T die absolute Temperatur ist. Wird Gleichung (3.92) in Gleichung (3.88)
eingesetzt, folgt daraus die Gibbssche Fundamentalgleichung für die innere Ener-
gie:

˙̄U (ϵij , Di , Bi , S̄ , ϵ̇ij , Ḋi , Ḃi ,
˙̄S) = σij ϵ̇

rev
ij + EiḊrev

i + HiḂrev
i + T ˙̄S . (3.93)

Durch Zusammenführung der Gleichungen (3.93) und (3.87) folgt schlussendlich
eine alternative Formulierung der Energiegleichung:

T ˙̄S = q̇V − q̇A
j,j + ˙̄χ, (3.94)

welche in dieser Form u.a. von der Gesamtentropie abhängt.
In Gleichung (3.93) sind alle irreversiblen Anteile als Teil der Gesamtentropie
zusammengeführt. Die anderen Anteile sind direkt auf die reversible elektro-
magneto-mechanische Leistung (Gleichung (3.74)) zurückzuführen. Analog ver-
hält es sich mit Gleichung (3.88), die Ausgangspunkt für Gleichung (3.93) ist.
In dieser werden alle irreversiblen Anteile in der spezifischen Umklappleistung
˙̄χ zusammengeführt. Durch Einsetzen von Gleichung (3.83) in Gleichung (3.88)
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folgt:

˙̄U = σij ϵ̇
rev
ij + EiḊrev

i + HiḂrev
i + ˙̄Q + σij ϵ̇

irr
ij + EiṖ irr

i + HiṀ irr
i . (3.95)

Gleichung (3.95) lässt eine Zerlegung der totalen Dehnung, der dielektrischen
Feldstärke und der magnetischen Flussdichte in ihre reversiblen und irreversiblen
Anteile erkennen:

ϵij = ϵrev
ij + ϵirr

ij , (3.96)
Di = Drev

i + P irr
i , (3.97)

Bi = Brev
i + M irr

i . (3.98)

Werden die reversiblen und irreversiblen Größen in Gleichung (3.95) in ihre totale
Größen zusammengeführt, folgt folgende Formulierung für die innere Leistung:

˙̄U = σij ϵ̇ij + EiḊi + HiḂi + ˙̄Q. (3.99)

Ein Vergleich mit Gleichung (3.88) zeigt, dass die irreversiblen Größen aus der
spezifischen Umklappleistung ˙̄χ in Gleichung (3.99) in eine elektro-magneto-
mechanische Gesamtleistung ˙̄W = ˙̄W m+ ˙̄W el+ ˙̄W mag überführt sind. In dieser For-
mulierungsvariante der inneren Leistung wird die Gesamtentropie mit ˙̄Q = T ˙̄Sa

lediglich durch die Austauschentropie gebildet, insofern keine weiteren dissipativen
Effekte wie Viskoelastizität etc. berücksichtigt werden. Die beiden Gleichungen
(3.93) und (3.99) bilanzieren trotz ihrer unterschiedlichen Formulierungen dassel-
be System. Allerdings werden durch ihren Vergleich versteckte Abhängigkeiten
von den irreversiblen elektro-magneto-mechanischen Größen der Entropie in Glei-
chung (3.93) hervorgehoben, welche insbesondere bei der folgenden Herleitung der
konstitutiven Materialgesetze thermo-ferroelektrischer Stoffe berücksichtigt wer-
den müssen.

3.4 Konstitutive Gesetze und Phänomenologie
ferroischer Materialien

In diesem Abschnitt werden die konstitutiven Gesetze formuliert, welche zur Be-
schreibung des Materialverhaltens benötigt werden. Mit Hilfe der kalorischen Kon-
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stitutivgleichung wird anschließend aus Gleichung (3.94) eine nicht explizit die
Entropie beinhaltende Energiegleichung hergeleitet. Da sich innerhalb der Kon-
stitutivgesetze vorkommende Stoffgrößen mit einer Veränderung der Temperatur
im Material ebenfalls ändern, werden zuletzt noch diesbezügliche Überlegungen
für einige der Stoffgrößen angestellt.

3.4.1 Nichtlineare Stoffgesetze der Thermo-Elektro-Mechanik

Zur Beschreibung thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens müssen die u.a. in
[24] und [37] für ferroelektrisches Materialverhalten aufgestellten Stoffgesetze um
die Temperatur T als dritte unabhängige Variable erweitert werden. Der magne-
tische Anteil wird zunächst weiterhin berücksichtigt, wobei sich diesbezüglich auf
[8] und [73] bezogen wird. Es gilt weiterhin der in Abschnitt 3.3 beschriebene qua-
sistatische Sonderfall. Durch Anwendung einer Legrendre-Transformation auf
die innere Energiedichte von Gleichung (3.93) erhält man das spezifische thermo-
dynamische Potential

Ω̄ = Ū − ∂Ū
∂Drev

i
Drev

i − ∂Ū
∂Brev

i
Brev

i − ∂Ū
∂S̄

S̄ . (3.100)

Die ratenabhängige Formulierung der zugehörigen Gibbsschen Fundamentalglei-
chung lautet damit:

˙̄Ω(ϵ, E , H , T , ϵ̇, Ė , Ḣ , Ṫ ) = σij ϵ̇
rev
ij − Drev

i Ėi − Brev
i Ḣi − S̄ Ṫ . (3.101)

Ein Koeffizientenvergleich mit dem zugehörigen totalen Differential

dΩ̄(ϵrev, E , H , T ) = ∂Ω̄
∂ϵrev

ij
dϵrev

ij + ∂Ω̄
∂Ei

dEi + ∂Ω̄
∂Hi

dHi + ∂Ω̄
∂T dT (3.102)

liefert die assoziierten Größen Spannung σij , dielektrische Verschiebung Drev
i , ma-

gnetische Induktion Brev
i und spezifische Entropie S̄ :

∂Ω̄
∂ϵij

= ∂Ω̄
∂ϵrev

ij
= σij ,

∂Ω̄
∂Ei

= −Drev
i ,

∂Ω̄
∂Hi

= −Brev
i ,

∂Ω̄
∂Θ = ∂Ω̄

∂T = −S̄ , (3.103)

wobei Θ = T − T0 die Temperaturänderung zwischen aktueller Temperatur T
und einer willkürlichen Referenztemperatur T0 ist. Der erste Zusammenhang in
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Gleichung (3.103), wonach die totale Verzerrung ϵij die reversible Verzerrung ϵrev
ij

austauschbar sind, ist aufgrund von

∂ ˙̄Ω
∂ϵ̇rev

ij
= ∂ ˙̄Ω

∂ϵ̇p

∂(ϵ̇rev
p + ϵ̇irr

p )
∂ϵ̇rev

q
= ∂ ˙̄Ω

∂ϵ̇p
δpq = ∂ ˙̄Ω

∂ϵ̇ij
(3.104)

möglich. Gleiches gilt bei der Verwendung von Änderungeraten:

∂ ˙̄Ω
∂ϵ̇ij

= ∂ ˙̄Ω
∂ϵ̇ij

rev = σij . (3.105)

Die das Stoffverhalten beschreibenden konstitutiven Gleichungen in allgemeiner
Form ergeben sich schließlich aus den totalen Differentialen der in Gleichung
(3.103) aufgeführten assoziierten Größen:

dσij = ∂σij

∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

dϵkl + ∂σij

∂Ek

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

dEk + ∂σij

∂Hk

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

dHk + ∂σij

∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

dΘ,

(3.106)

dDrev
i = ∂Drev

i
∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

dϵkl + ∂Drev
i

∂Ek

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

dEk + ∂Drev
i

∂Hk

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

dHk + ∂Drev
i

∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

dΘ,

(3.107)

dBrev
i = ∂Brev

i
∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

dϵkl + ∂Brev
i

∂Ek

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

dEk + ∂Brev
i

∂Hk

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

dHk + ∂Brev
i

∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

dΘ,

(3.108)

dS̄ = ∂S̄
∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

dϵkl + ∂S̄
∂Ek

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

dEk + ∂S̄
∂Hk

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

dHk + ∂S̄
∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

dΘ.

(3.109)

Die inkrementelle Integration der Gleichungen (3.106) bis (3.109) führt mit
dσij → ∆σij , dϵkl → ∆ϵkl etc. zu vier das Stoffverhalten beschreibenden nicht-
linearen assoziierten Zustandsgleichungen für inkrementelle Zustandsänderungen.
Die partiellen Ableitungen sind dabei Funktionen der unabhängigen Variablen,
welche bei nichtlinearem Stoffverhalten lokale Tangenten an die Funktionsverläu-
fe darstellen [73].
Zusammen mit Gleichung (3.103) folgen aus den Gleichungen (3.106) bis (3.109)
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die Zustandsgrößen der nächsten Generation in Form der Materialtensoren

∂σij

∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

= ∂2Ω̄
∂ϵij∂ϵkl

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

= Cijkl , (3.110)

∂Drev
i

∂El

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Ei∂El

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

= κil , (3.111)

∂Brev
i

∂Hl

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Hi∂Hl

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

= µil , (3.112)

∂S̄
∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

= −∂2Ω̄
∂Θ2

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

= γ, (3.113)

(3.114)

und der Kopplungstensoren

∂σij

∂El

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

= ∂2Ω̄
∂ϵij∂El

∣∣∣∣∣
Hk ,Θ

= eijl , (3.115)

∂σij

∂Hl

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

= ∂2Ω̄
∂ϵij∂Hl

∣∣∣∣∣
Ek ,Θ

= qijl , (3.116)

∂σij

∂θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

= ∂2Ω̄
∂ϵij∂Θ

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk

= βij , (3.117)

∂Drev
l

∂ϵij

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂El∂ϵij

∣∣∣∣∣
Hk ,Θ

= −elij , (3.118)
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∂Drev
l

∂Hi

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂El∂Hi

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Θ

= −gli , (3.119)

∂Drev
l

∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

= − ∂2Ω̄
∂El∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk

= −ki , (3.120)

∂Brev
l

∂ϵij

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Hl∂ϵij

∣∣∣∣∣
Hk ,Θ

= −qlij , (3.121)

∂Brev
l

∂Ei

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Hl∂Ei

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Θ

= −gli , (3.122)

∂Brev
l

∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Hk

= − ∂2Ω̄
∂Hl∂Θ

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek

= −pi , (3.123)

∂S̄
∂ϵij

∣∣∣∣∣
Ek ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Θ∂ϵij

∣∣∣∣∣
Ei ,Hk

= −βij , (3.124)

∂S̄
∂Ei

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hk ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Θ∂Ei

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Hi

= −ki , (3.125)

∂S̄
∂Hi

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek ,Θ

= − ∂2Ω̄
∂Θ∂Hi

∣∣∣∣∣
ϵkl ,Ek

= −pi . (3.126)

Dabei sind die Materialtensoren Cijkl der Elastizitätstensor, κil der dielektrische
Tensor, µil der magnetische Permeabilitätstensor und γ der thermische Koeffizi-
ent. Die Verknüpfung der Felder wird durch die Kopplungstensoren hergestellt.
Die Kopplung mechanischer und elektrischer Feldgrößen wird durch den piezo-
elektrischen Tensor eijl , mechanischer und magnetischer Feldgrößen durch den
magnetostriktiven Tensor qijl , mechanischer und kalorischer Feldgrößen durch die
thermischen Spannungskoeffizienten βij , elektrischer und kalorischer Feldgrößen
durch den pyroelektrischen Tensor ki , magnetischer und elektrischer Feldgrößen
durch den magnetoelektrischen Tensor gli und die Kopplung magnetischer und
kalorischer Feldgrößen durch den thermomagnetischen Tensor pi beschrieben. Da
alle in den Gleichungen (3.106) bis (3.109) eingeführten thermodynamischen Zu-
standsgrößen ein totales Differential besitzen, gilt für die Gleichungen (3.110) bis
(3.126) die Integrabilitätsbedingung:

∂2Ω̄
∂z1∂z2

= ∂2Ω̄
∂z2∂z1

, (3.127)

wobei z1 und z2 beliebige Zustandsgrößen sind. Folglich tauchen alle Kopplungs-
tensoren jeweils in zwei Konstitutivgleichungen auf woraus folgt, dass zu jedem
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direkten ein indirekter bzw. inverser Effekt existieren muss. Zusammen mit den
Symmetrieeigenschaften des Cauchyschen Spannungs- und Verzerrungstensors
gilt ferner z.B. für den Elastizitätstensor, den piezoelektrischen Tensor und den
magnetostriktiven Tensor:

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij , (3.128)
eijl = elij = ejil , (3.129)
qijl = qlij = qjil . (3.130)

Des Weiteren können mit der Integrabilitätsbedingung aus den Gleichungen
(3.115) bis (3.126) die Zusammenhänge

∂σij

∂Ek
= −∂Drev

k
∂ϵij

, (3.131)

∂σij

∂Hk
= −∂Brev

k
∂ϵij

, (3.132)

∂σij

∂Θ = − ∂S̄
∂ϵij

, (3.133)

∂Drev
i

∂Hj
=

∂Brev
j

∂Ei
, (3.134)

∂Drev
i

∂Θ = ∂S̄
∂Ei

, (3.135)

∂Brev
i

∂Θ = ∂S̄
∂Hi

(3.136)

gebildet werden, die auch als Maxwell-Beziehungen der Thermodynamik be-
kannt sind.
Das thermo-elektro-magneto-mechanische Verhalten ferroelektrisch-ferromagnetischer
bzw. ferroischer Materialien und Materialsysteme wird durch die Potentialdichte

Ω̄(ϵrev
ij , Ei , Hi , Θ) = 1

2Cijklϵ
rev
ij ϵrev

kl − 1
2κijEiEj − 1

2µijHiHj − 1
2γΘ2

− elijElϵ
rev
ij − qlijHlϵ

rev
ij − βijΘϵrev

ij − gijHiEj

− kjΘEj − pjΘHj

(3.137)

beschrieben. Wird Gleichung (3.103) auf das Potential von Gleichung (3.137) an-
gewandt, so folgen aus der Annahme inkrementell konstanter Materialmoduli die
konstitutiven Gleichungen für thermo-magneto-elektro-mechanisches Materialver-
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halten, welche ratenabhängig folgendermaßen formuliert sind:

σ̇ij = Cijkl ϵ̇
rev
kl − elijĖl − qlijḢl − βijΘ̇, (3.138)

Ḋrev
i = eikl ϵ̇

rev
kl + κijĖj + gijḢj + kiΘ̇, (3.139)

Ḃrev
i = qikl ϵ̇

rev
kl + gijĖj + µijḢj + piΘ̇, (3.140)

˙̄S = βkl ϵ̇
rev
kl + kiĖi + piḢi + γΘ̇. (3.141)

Werden die totale Dehnung, die dielektrische Feldstärke und die magnetische
Flussdichte in ihre reversiblen und irreversibeln Anteile zerlegt, d.h.

ϵij = ϵrev
ij + ϵirr

ij , (3.142)
Di = Drev

i + P irr
i , (3.143)

Bi = Brev
i + M irr

i , (3.144)

erhält man mit den Gleichungen (3.138) - (3.141) eine alternative Formulierung
der Stoffgesetze, die nun die irreversiblen Beiträge explizit ausweisen:

σ̇ij = Cijkl(ϵ̇kl − ϵ̇irr
kl ) − elijĖl − qlijḢl − βijΘ̇, (3.145)

Ḋi = eikl(ϵ̇kl − ϵ̇irr
kl ) + κijĖj + gijḢj + kiΘ̇ + Ṗ irr

i , (3.146)
Ḃi = qikl(ϵ̇kl − ϵ̇irr

kl ) + gijĖj + µijḢj + piΘ̇ + Ṁ irr
i , (3.147)

˙̄S = βkl(ϵ̇kl − ϵ̇irr
kl ) + kiĖi + piḢi + γΘ̇. (3.148)

In Kapitel 4 werden Tangentenmoduli und irreversible Verzerrung, Polarisation
und Magnetisierung duch Einführung eines mikrophysikalischen Modells der Do-
mänenprozesse als Funktionen von inneren Variablen formuliert.
In der Literatur (beispielsweise [8],[24],[73]) werden die irreversiblen Anteile der
Polarisation P irr

i und der magnetischen Flussdichte M irr
i häufig bereits in dem

gewählten Potential berücksichtigt. Anstelle von Gleichung (3.137) wird dann fol-
gendes Potential verwendet:

Ω̄(ϵij , Ei , Hi , Θ) = 1
2Cijklϵijϵkl − 1

2κijEiEj − 1
2µijHiHj − 1

2γΘ2

− elijElϵij − qlijHlϵij − βijΘϵij − gijHiEj − kjΘEj

− pjΘHj − (Cijklϵkl − elijEl − qlijHl − βijΘ)ϵirr
ij

+ 1
2Cijklϵ

irr
ij ϵirr

kl − EiP irr
i − HiM irr

i .

(3.149)
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Diese Vorgehensweise führt zwar ebenfalls zu den nichtlinearen konstitutiven Stoff-
gesetzen (Gleichungen (3.145) - (3.148)), allerdings gilt dann

Di = − ∂Ω̄
∂Ei

, (3.150)

Bi = − ∂Ω̄
∂Hi

(3.151)

anstelle von Gleichung (3.103).
Aus dem thermodynamischen Potential Gleichung (3.137) geht bei Vernachläs-
sigung der magnetischen Anteile die Formulierung für thermo-ferroelektrisches
Materialverhalten hervor, wie es in Abschnitt 5.2 zugrunde gelegt werden wird:

Ω̄(ϵrev
ij , Ei , Θ) = 1

2Cijklϵ
rev
ij ϵrev

kl − 1
2κijEiEj − 1

2γΘ2

− elijElϵ
rev
ij − βijΘϵrev

ij − kjΘEj .
(3.152)

Mit Gleichung (3.103) und den Gleichungen (3.142) und (3.143) folgen dann die
entsprechenden konstitutiven Gleichungen in Ratenformulierung:

σ̇ij = Cijkl(ϵ̇kl − ϵ̇irr
kl ) − elijĖl − βijΘ̇, (3.153)

Ḋi = eikl(ϵ̇kl − ϵ̇irr
kl ) + κijĖj + kiΘ̇ + Ṗ irr

i , (3.154)
˙̄S = βkl(ϵ̇kl − ϵ̇irr

kl ) + kiĖi + γΘ̇. (3.155)

Mit Gleichung (3.155) kann die Energiegleichung (Gleichung (3.94)) durch Eli-
minieren der Entropie alternativ formuliert werden. Unter Vernachlässigung von
Wärmequellen (q̇V = 0) und unter Berücksichtung von Gleichung (3.84) sowie
dem Fourierschen Gesetz der Wärmeleitung in isotropen Körpern q̇A

j = −λΘ,j ,
erhält man die partielle Differentialgleichung einer instationären Wärmeleitung
für ein nichtlineares thermo-elektro-mechanisches Feldproblem:

λΘ,jj = βijT0ϵ̇ij + kiT0Ėi + γT0Θ̇ − (σ0
ij + βijT0)ϵ̇irr

ij − E0
i Ṗ irr

i . (3.156)

In Gleichung (3.156) wurde eine konstante Referenztemperatur T0 gemäß T0 =
T − Θ eingeführt, die bei Berechnungen inkrementell aktualisiert wird.
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3.4.2 Temperaturabhängigkeit von Stoffgrößen

Wie in der Einleitung diskutiert, verändern oder verlieren ferroelektrische Kom-
ponenten, beispielsweise Aktuatoren, durch Selbsterwärmung ihre mechanischen
und elektrischen Eigenschaften. Die irreversiblen Umklappprozesse, welche das
Material bei nicht ausreichender Wärmeabfuhr erwärmen, können Phasentrans-
formationen und andere Prozesse zur Folge haben. Grund dafür sind die mehr
oder weniger temperaturabhängigen Materialparameter Cijkl , κij , γ, elij , βij , ki ,
Gitterparameter c und a und mit diesen die spontane Dehnung und Polarisation
sowie die elektrische Koerzitivfeldstärke Ec [134]. Die Abbildungen 3.2 a) und 3.2
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Abb. 3.2 Experimentell ermittelte Temperaturabhängigkeit (Exp) [51] und im-
plementierte Funktionen (Sim) der a) spontanen Polarisation und der
b) Koerzitivfeldstärke für PZT-5A

b) zeigen exemplarisch die Temperaturabhängigkeit der spontanen Polarisation
P0 und der Koerzitivfeldstärke Ec von PZT-5A, Abbildung 3.3 a) die der Gitter-
parameter von PZT20/80. Insbesondere wird aus Abbildung 3.3 a) deutlich, dass
das Material mit dem Überschreiten der stoffspezifischen Curie-Temperatur und
der dadurch verursachten Phasenumwandlung von tetragonal zu kubisch seine fer-
roelektrischen Eigenschaften verliert. Allerdings beeinflusst die Temperatur durch
die Gitterkonstanten a(T ) und c(T ) die piezo- und ferroelektrischen Eigenschaf-
ten auch in der tetragonalen Phase. Das aufgrund der Parameter temperaturab-
hängige Hystereseverhalten wird in Abbildung 3.3 b) anhand von experimentell
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Abb. 3.3 a) Experimentell ermittelte Temperaturabhängigkeit der Gitterkon-
stanten für PZT 20/80 (Exp) [62] und interpolierte Funktionen (Sim)
sowie der daraus folgende Materialparameter ϵD = (c − a)/c; b) ex-
perimentell ermittelte dielektrische Hysterese bei 25◦C und 250◦C für
PZT-5A [51]

ermittelten Hysteresen bei 25◦C und 250◦C von PZT-5A gezeigt. Ein Vergleich mit
Abbildung 3.2 b) erklärt, weshalb bei höheren Temperaturen die Umklappprozesse
bei niedrigeren elektrischen Feldstärken beginnen, während die spontane Polari-
sation einen kleineren Einfluss auf das Hystereseverhalten hat (s. Abbildung 3.2
a)) [134]. Durch Interpolation der Graphen aus den Abbildungen 3.2 a), 3.2 b)
und 3.3 a) ergeben sich folgende temperaturabhängige Funktionen, die für die
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Ergebnisse in Abschnitt 6.1.2 implementiert wurden:

f P0
1 (T ) =

(6 · 10−4

K2 T 2 + 0, 2159
K T + 20, 8694

)
µC
cm2 , (T ≤ 43◦C)

f P0
2 (T ) =

(0, 03
K T + 29, 8381

)
µC
cm2 , (43◦C < T ≤ 94◦C)

f P0
3 (T ) =

(
− 0, 0227

K T + 34, 6928
)

µC
cm2 , (T > 94◦C)

f Ec
1 (T ) =

(0, 00115
K2 T 2 + 0, 4

K T + 43, 1
)kV

cm , (T ≤ −102◦C)

f Ec
2 (T ) =

(
− 0, 0183

K T + 12, 5
)kV

cm , (−102◦C < T ≤ 50◦C)

f Ec
3 (T ) = (−0, 0349

K T + 13, 3
)kV

cm , (T > 50◦C)

ϵd(T ) =
(

− 3, 45
K2 · 10−7T 2

− 1, 9
K · 10−9T + 0, 1914

)
25 · 10−3, (T ≤ Tc = 747◦C).

(3.157)

Für die eher phänomenologisch motivierten Materialparameter wie elastische oder
dielektrische Koeffizienten existieren zur Zeit nur wenige experimentelle Ergebnis-
se. Insbesondere existiert kein kompletter Datensatz an Funktionen für ein ein-
zelnes Material, sodass sich die Temperaturabhängigkeit der Parameter in der
vorliegenden Arbeit auf die auf das relevante Verhalten am stärksten Einfluss
nehmenden Parameter, die Gitterkonstanten, die spontane Polarisation und die
Koerzitivfeldstärke, beschränkt.
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4 Mikrophysikalische Modellierung
der Ferroelektrika

Das in Kapitel 2 beschriebene Verhalten ferroischer Materialien bei hinreichend
großer elektro-mechanischer Belastung basiert maßgeblich auf irreversiblen nichtli-
nearen Prozessen, die auf atomarer Ebene in Form von Domänenwandverschiebun-
gen stattfinden. Für die Einführung eines durch diese Prozesse motivierten Konti-
nuummodells werden daher im vorliegenden Kapitel, nach Definition grundlegen-
der Annahmen zur Modellbildung, inelastische Größen für die bei Umklappprozes-
sen stattfindende Verzerrung, Polarisations- und Temperaturänderung eingeführt.
Anschließend wird ein mikromechanisch motiviertes Modell zur Beschreibung der
daraus resultierenden makroskopischen Materialeigenschaften eingeführt, welches
im folgenden Kapitel anhand der Finiten-Elemente-Methode (FEM) umgesetzt
wird.

4.1 Grundlegende Annahmen zur Modellierung
Für die in diesem Kapitel vorgestellte Modellierung des thermo-ferroelektrischen
Stoffverhaltens werden die magnetischen Felder vernachlässigt und thermo-
ferroelektrische Werkstoffe als Isolatoren betrachtet. D.h. es existieren keine freien
Ladungen innerhalb der Materialien (J f

i = 0). Des Weiteren wird von zweidimen-
sionalen Problemen, d.h. von Domänenwandverschiebungen, die innerhalb einer
Ebene stattfinden, und von kleinen Deformationen ausgegangen. Letzteres ist in
guter Näherung zulässig und üblich, da das im vorherigen Kapitel angesprochene
Achsenverhältnis bei den hier betrachteten spröden Materialien in anwendungs-
technisch sinnvollen Temperaturbereichen, für Bariumtitanat c/a ≈ 1, 01 [62]
und für PZT c/a ≈ 1, 05 [109], hinreichend klein ist. Es werden rein tetragonale
Phasen betrachtet. Die Thermodynamik des Phasengrenzgebiets30 von PZT, ins-
30Das Phasengrenzgebiet wird auch als morphotrope Phasengrenze bezeichnet.
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besondere Phasenübergänge, werden vernachlässigt wie auch die Koexistenz mit
einer rhomboedrischen Phase.

4.2 Mikrophysikalische Modellierung inelastischen
Materialverhaltens

Bevor in Abschnitt 4.3 die eigentliche Modellierung des nichtlinearen thermo-
ferroelektrischen Stoffverhaltens vorgestellt wird, wird im vorliegenden Abschnitt
das Verhalten der inelastischen Größen aufgrund von Domänenwandverschiebun-
gen und deren Auswirkung auf die thermo-elektro-mechanischen Felder mathema-
tisch formuliert. Da für die vorliegende Arbeit vorwiegend der kalorische Aspekt
ferroelektrischer Materialien von Interesse ist, erfolgt in den Abschnitten 4.2.1 und
4.2.2 lediglich ein Überblick grundlegender Gleichungen bezüglich der spontanen
Verzerrung und der spontanen Polarisation. Genauere Betrachtungen der beiden
irreversiblen elektro-mechanischen Größen werden in [24] und [73] angestellt.
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Abb. 4.1 a) 90◦-Umklappprozess einer tetragonalen Elementarzelle [24, 73]; b)
vier Varianten der Polarisationsrichtung tetragonaler Einheitszellen in
der Ebene

Zum Verständnis ist in Abbildung 4.1 a) der ebene 90◦-Umklappvorgang einer te-
tragonalen Einheitszelle schematisch dargestellt (vgl. Abbildung 2.14), wobei die
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Zellgeometrie durch den entlang der Polungsrichtung liegenden Gitterparameter
c und den orthogonal zur Polungsrichtung liegenden Gitterparameter a bestimmt
wird. Zur Verallgemeinerung und zur späteren Abbildung polykristallinen Mate-
rialverhaltens wird mit (x1, x2) ein globales und mit (x̃1, x̃2) ein lokales Koordina-
tensystem eingeführt. Der Winkel zwischen diesen beiden Koordinatensystemen
wird durch ζ beschrieben. Die grau abgebildete Einheitszelle ist zunächst in x̃1-
Richtung gepolt, d.h., der spontane Polarisationsvektor P(A)

i zeigt in x̃1-Richtung.
Diese Zellorientierung wird folgend als Variante (A) bezeichnet. Wie in Abbildung
4.1 b) gezeigt, existieren für die einzelne tetragonale Zelle in der Ebene vier mögli-
che Polarisationsrichtungen, d.h. drei Umklappmöglichkeiten. Der Umklappwinkel
ist in Abbildung 4.1 a) durch β gekennzeichnet und kann, wie in Abbildung 4.1 b)
deutlich wird, die Werte ±90◦ und 180◦ annehmen. Abbildung 4.1 a) zeigt exem-
plarisch einen 90◦-Umklappprozess in x̃2-Richtung. Die neue Polarisationsrichtung
P(B)

i ist als Variante (B) gekennzeichnet.
Nach der mathematischen Beschreibung der in Abbildung 4.1 beschriebenen spon-
tanen elektro-mechanischen Größen werden auf Basis dieses Umklappverhaltens
in Abschnitt 4.2.3 Überlegungen zur Modellierung der spontanen Temperaturent-
wicklung vorgenommen.

4.2.1 Spontane Verzerrung tetragonaler Einheitszellen

Die einleitend geschilderte, bei einem β = ±90◦-Umklappvorgang auftretende
Verzerrung, hervorgerufen durch die in Abbildung 4.1 a) dargestellte Verschiebung
der Eckatome, sieht in Lagrangescher Darstellung folgendermaßen aus:

ui =


a − c

c X1
c − a

a X2

 . (4.1)

Über den in Abschnitt 3.1 definierten Lagrange-Greenschen oder den Euler-
Almannsischen Verzerrungstensor erhält man für den Grenzfall infinitesimaler
Deformationen (c/a → 1) bezüglich des lokalen Koordinatensystems (x̃1, x̃2) die
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durch das Umklappen hervorgerufene spontane Verzerrung31

ϵ
sp (x̃1,x̃2)
ij = c − a

a

 −1 0
0 1

 = ϵD

 −1 0
0 1

 , (4.2)

wobei
ϵD = c − a

a (4.3)

als temperaturabhängige Funktion der Gitterparameter den Betrag der irrever-
siblen Verzerrung liefert. Bei den hier betrachteten Ferroelektrika nimmt dieser
Beträge von bis zu 1% an, was, verglichen mit anderen Keramiken, ein verhält-
nismäßig großer Wert ist.
Die Transformation in das globale Koordinatensystem (x1, x2) liefert die spontane
Verzerrung für eine beliebig mit dem Winkel ζ orientierte Einheitszelle:

ϵ
sp (±90◦)
ij = −ϵD

 cos(2ζ) sin(2ζ)
sin(2ζ) −cos(2ζ)

 , (4.4)

ϵ
sp (±180◦)
ij = 0. (4.5)

Aus Gleichung (4.3), in der ϵD(a, c) als eine Funktion der temperaturabhängigen
Gitterkonstanten a(T ) und c(T ) definiert ist, folgt eine entsprechende Tempera-
turabhängigkeit der spontanen Verzerrung ϵsp

ij (T ).

4.2.2 Spontane Polarisation tetragonaler Einheitszellen

Neben dem Auftreten einer spontanen Verzerrung ändert sich durch Neuaus-
richtung der Elementarzellen auch der Polarisationsvektor Pi , womit analog zur
spontanen Verzerrung eine Änderung der spontanen Polarisation ∆Psp

i auftritt.
Im Gegensatz zur spontanen Verzerrung ist diese allerdings auch bei einem Um-
klappwinkel von β = 180◦ ungleich Null. Abbildung 4.1 a) zeigt exemplarisch eine
Änderung der Ausgangskonfiguration Variante (A) in die Momentankonfiguration
Variante (B). Die Änderung der spontanen Polarisation folgt aus der Differenz
der beiden Polarisationsvektoren:

∆Psp
i = P(B)

i − P(A)
i . (4.6)

31Eine ausführliche Herleitung der spontanen Verzerrung bei Umklappen einer Einheitszelle
wird in [73] gegeben.
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Im lokalen Koordinatensystem gilt damit für die Änderung der spontanen Pola-
risation der Domänenvariante 1:

∆P+90◦(1)
i = P0

 −1
+1

 , (4.7)

∆P−90◦(1)
i = P0

 −1
−1

 , (4.8)

∆P180◦(1)
i = P0

 −2
0

 . (4.9)

Der Materialparameter P0 ist temperaturabhängig und kennzeichnet den Betrag
der spontanen Polarisation. Durch Transformation in das globale Koordinatensys-
tem und unter Verwendung der Additionstheoreme für trigonometrische Funktio-
nen, folgt nach [73] die allgemein gültige Gleichung für die Änderung der sponta-
nen Polarisation:

∆Psp
i = −2sin

(
β

2

)
︸ ︷︷ ︸

=b

P0
 sin

(
ζ + β

2

)
−cos

(
ζ + β

2

)
 , (4.10)

wobei b = f (β) folgende Varianten beinhaltet:

b =


−2, für β = 180◦,

∓
√

2, für β = ±90◦.
(4.11)

Da der Betrag der Polarisation P0 temperaturabhängig ist, ist die Änderung
der spontanen Polarisation ebenfalls eine Funktion der Temperatur T. Beson-
ders deutlich wird dieser Umstand bei Erreichen der Curie-Temperatur, bei der
das ferroelektrische Material seine piezoelektrischen Eigenschaften verliert und P0

verschwindet.

4.2.3 Spontane Temperaturerhöhung durch Umklappprozesse

Die im vorliegenden Abschnitt angestellten Überlegungen zur Modellierung der
Temperaturänderung während eines Zellumklappens gehen auf die in den Ab-
schnitten 2.2.3 und 2.2.4 vorgestellten theoretischen Hintergründe zurück. Der
Übersicht wegen werden die in den Abbildungen 2.14 und 2.15 dargestellten ato-
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maren Vorgänge während eines solchen Umklappens in Abbildung 4.2 hinsichtlich
der Temperaturentwicklung nochmal angepasst abgebildet. In Abbildung 4.2 a) ist

~P
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Abb. 4.2 a) Umklappprozess einer tetragonalen Einheitszelle und die daraus fol-
gende spontane Temperaturentwicklung; b) Energiediagramm des zen-
tralen Ions entlang der c-Achse einer tetragonalen Zellstruktur mit
Energieabgabe bei Umklappen

eine tetragonale Einheitszelle abgebildet, deren zentrales Ion zunächst im Zustand
(1) keiner äußeren Last ausgesetzt ist. Wird ein elektrisches Feld 0 < E < Ec wie
abgebildet von außen aufgeprägt, wird das zentrale Ion durch das äußere Feld in
dessen Richtung verschoben. Um den Ionenaufenthaltsraum weiterhin auszufüllen
und das Gitter stabil, d.h. tetragonal, beizubehalten, steigt daher die potentielle
Energie des zentralen Ions, s. Zustand (2). Abbildung 4.2 b) zeigt schematisch
den Verlauf der inneren Energie des zentralen Ions. Bei Erreichen einer kritischen
Belastung E ≥ Ec kann das Ion keine weitere Energie zur Aufrechterhaltung der
aktuellen Position aufnehmen. In Abbildung 4.2 b) ist dieser Punkt als ”tem-
peraturabhängige Energiebarriere” gekennzeichnet. Es ist gleichzeitig die in den
Abschnitten 2.2.3 und 2.2.4 beschriebene kritische Energie, die zum Umklappen
der Zelle führt. Das zentrale Ion fällt dann in eine andere stabile Lage, in der
es weniger Energie benötigt, diese auszufüllen. Abbildung 4.2 a) veranschaulicht,
dass sich diese Lage in Richtung des von außen aufgeprägten elektrischen Feldes
befindet, s. Zustand (3). Einem ähnlichen Prozess unterliegt der Sauerstoffokta-
eder, der bei Überschreiten der Energiebarriere eine dem Ti4+-Ion entgegengesetz-
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te neue Gleichgewichtslage einnimmt. Die zur Überwindung der Energiebarriere
benötigte und nach dem Zellumklappen nun irreversibel frei werdende Energie
geht in Form von Wärme in das Material über. Die in das Material dissipierte
Wärmeleistung ist demzufolge gleich der elektro-mechanischen Umklappleistung
˙̄χ, die mit Gleichung (3.84) bereits in Abschnitt 3.3 formuliert wurde.

4.3 Mikrophysikalische konstitutive Modellierung
der Ferroelektrika

In diesem Abschnitt wird ein mikromechanisch und physikalisch motiviertes kon-
stitutives Modell zur Beschreibung nichtlinearen ferroelektrischen Stoffverhaltens
vorgestellt, welches auf einer Arbeit von Huber et al. [53] basiert. Ein neuer
Aspekt ist die wechselseitige nichtlineare Kopplung von thermischen und elektro-
mechanischen Feldern. Da das Modell auf Überlegungen auf Zell- und Kornebene
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Abb. 4.3 Definition und schematische Darstellung der Skalenbegriffe: a) Makro-
ebene = Bauteil; b) Mesoebene = Korn inklusive seiner Domänen; c)
Mikroebene = Elementarzelle

basiert und schließlich auf die Bauteilebene übertragen wird, gibt Abbildung 4.3
eine Übersicht über die Definitionen von Mikro-, Meso- und Makroebene. In Ab-
bildung 4.3 a) ist ein Bauteil (Makroebene), bestehend aus mehreren Körnern,
schematisch dargestellt. Abbildung 4.3 b) zeigt ein einzelnes Korn mit seinen Do-
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mänen. Diese Ebene wird nachfolgend als Mesoebene bezeichnet. Die einzelnen
Domänen sind aus homogen ausgerichteten Elementarzellen aufgebaut und befin-
den sich auf der Mikroebene. Dem späteren Verständnis wegen sind in Abbildung
4.3 bereits materielle Punkte eingezeichnet, die mit vier möglichen Polarisati-
onsrichtungen ein tetragonal ferroelektrisches Korn in der Ebene repräsentieren.
Hierauf wird im folgenden Unterabschnitt zusammen mit Abbildung 4.4 genauer
eingegangen.

4.3.1 Mikrophysikalisches Modell für einen polydomänigen
Einkristall

In Abschnitt 3.4.1 wurden zur Erweiterung von linearen auf nichtlineare Stoff-
gesetze mit den Gleichungen (3.142) und (3.143) bereits totale Größen für die
Verzerrung und die dielektrische Verschiebung eingeführt, welche sich aus einem
linear piezoelektrischen Anteil (”rev”) und einem irreversiblen Anteil (”irr”) zu-
sammensetzen. Die irreversiblen Größen beschreiben die durch überkritische äu-
ßere mechanische oder elektrische Belastungen bedingten Domänenwandverschie-
bungen ferroischer Materialien. Dieses Verhalten ist abhängig von seiner Belas-
tungsvorgeschichte, wodurch, wie in Kapitel 2 beschrieben, auch nach Entlastung
ein remanenter Teil dieser irreversiblen Größen erhalten bleibt. Eine Möglich-
keit, eine allmähliche Verschiebung der Domänenwand infolge von Zellumklappen
abzubilden, ermöglicht das mikromechanische Modell von Huber et al. [53]. In
diesem wird die in den Abbildungen 2.5 und 2.16 gezeigte Domänenstruktur ei-
nes tetragonal ferroelektrischen Korns32 durch einen materiellen Punkt mit in
der Ebene vier möglichen Polarisationsrichtungen repräsentiert (s. Abbildung 4.4
b)). Jede Domänenorientierung des Korns ist dabei durch eine interne Variable
ν(N ) mit N = 1, ..., 4 gewichtet. Da eine Domäne aus mehreren gleich orientierten
Elementarzellen aufgebaut ist, definiert N die in Abbildung 4.1 b) eingeführte Va-
riante der Domänenausrichtung. Eine physikalische Domänenwandverschiebung,
hervorgerufen durch Zellumklappen, wird durch eine entsprechende Änderung der
Wichtungen abgebildet. Diese müssen in jedem Materialpunkt folgende Bedingun-

32Üblicherweise ist in der Werkstofftechnik ein Einkristall ein aus vielen einheitlich orientierten
Elementarzellen aufgebauter makroskopisch homogener Kristall. Bei Ferroelektrika wäre dies
eine Domäne, dennoch spricht man hier beim Korn von einem Einkristall.
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Abb. 4.4 a) Ebene Domänenstruktur eines tetragonal ferroelektrischen Korns
mit lokalem Koordinatensystem (x̃1, x̃2); b) Übertragung der Domä-
nenstruktur auf einen materiellen Punkt und Einführung interner Va-
riablen ν(N ) zur Wichtung der Volumenanteile [24, 73]

gen erfüllen [24, 37, 53, 73, 74, 76]:

0 ≤ ν(N ) ≤ 1,
4∑

N=1
ν(N ) = 1. (4.12)

Beispielsweise wird ein nicht-polarer Zustand eines Korns, wie er in Abbildung
4.4 skizziert ist, durch ν(N ) = ν0 = 0, 25 abgebildet. Ein komplett in x̃1-Richtung
gepoltes Material wird durch ν(1) = 1, ν(2) = ν(3) = ν(4) = 0 abgebildet. Gleichung
(4.12) definiert folglich eine Volumenerhaltung für die Domänen. Die Einführung
innerer Variablen für jedes Korn und ihre Evolution realisiert die Beschreibung
der auf mikro- und mesoskopischer Ebene ablaufenden Prozesse des Zellumklap-
pens und der daraus resultierenden Domänenwandbewegungen. Unter Berücksich-
tigung von den damit einhergehenden Änderungen der Volumenanteile bestimm-
ter Domänenvarianten ergeben sich für die effektiven Materialeigenschaften eines
polydomänigen Korns folgende Zusammenhänge:

Cijkl =
4∑

N=1
C (N )

ijkl ν(N ), κij =
4∑

N=1
κ

(N )
ij ν(N ), γ =

4∑
N=1

γ(N )ν(N ),

elij =
4∑

N=1
e(N )

lij ν(N ), βij =
4∑

N=1
β

(N )
ij ν(N ), ki =

4∑
N=1

k(N )
i ν(N ). (4.13)
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Analog ergeben sich die Verzerrung ϵij , die dielektrische Verschiebung Di und die
Entropie S :

ϵij =
4∑

N=1
ϵ

(N )
ij ν(N ), Di =

4∑
N=1

D(N )
i ν(N ), S =

4∑
N=1

S (N )ν(N ). (4.14)

In Abschnitt 3.3 wurde mit der Einführung von Gleichung (3.84) für die elektro-
mechanische Umklappleistung von einer verallgemeinerten Reuss-Näherung für
Umklappprozesse ausgegangen. D.h., dass die mechanischen Spannungen σij und
das elektrische Feld Ei während des Umklappvorgangs als konstant im ganzen
Korn angenommen und daher nicht gemittelt werden. Um das Materialverhal-

Inkrement Lastschritt
LSINK

INK/LS/Zeit

Last
z.B. Ei

dEi

Abb. 4.5 Diskretisierung des Lastverlaufs durch Laststufen und Inkremente

ten unter einer veränderlichen äußeren Last abbilden zu können, wird in Abbil-
dung 4.5 am Beispiel einer von außen aufgeprägten elektrischen Feldstärke daher
die Lastkurve in einzelne Lastschritte (LS) unterteilt, die wiederum durch Inkre-
mente (INK) diskretisiert werden. Die allgemeine Reuss-Näherung gilt für jeden
inkrementellen Schritt. Im Zuge einer Iteration ermöglichen die Inkremente das
Erlangen eines Gleichgewichtszustandes der Domänen im Hinblick auf das nachfol-
gende Umklappkriterium, bevor es zu einer Lasterhöhung kommt. Ein transienter
Prozess wird somit durch eine Abfolge quasistatischer, jeweils stationärer Gleich-
gewichtszustände abgebildet.
Der Verlauf einer äußeren elektrischen Belastung wird nach Abbildung 4.5 wie
folgt umgesetzt:

ELS
i = ELS−1

i + dEi , (4.15)
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wobei dEi als Modellparameter zu wählen ist. Die das Zellumklappen und die
daraus resultierenden Domänenwandverschiebungen beschreibenden aktuellen ir-
reversiblen Terme aus den Gleichungen (3.142) und (3.143) ergeben sich aus der
Summe der irreversiblen Größen des vorherigen Inkrementes (INK-1 ) und einer
Änderung:

ϵ
irr(INK)
ij = ϵ

irr(INK-1)
ij + dϵirr

ij , (4.16)
P irr(INK)

i = P irr(INK-1)
i + dP irr

i . (4.17)

Diese Änderungen bilden sich aus der Summe der gewichteten Beträge der irre-
versiblen Größen ϵ

sp(N )
ij (Gleichung (4.5)) und ∆Psp(N )

i (Gleichung (4.10)):

dϵirr
ij = −

4∑
N=1

ϵ
sp(N )
ij dν(N ), (4.18)

dP irr
i = −

4∑
N=1

∆Psp(N )
i dν(N ). (4.19)

Mit dν(N ) werden in den Gleichungen (4.18) und (4.19) negative Konstanten für
die Änderungen der Volumenanteile einer Domäne N eingeführt. Sie berücksich-
tigt lediglich die spendende Domänenspezies, während die empfangende Spezies
in der Summierung unberücksichtigt bleibt. Da die spontanen Größen den größ-
ten Einfluss auf das ferroelektrische Materialverhalten haben, ist insbesondere
bei diesen die in den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 erörterte Temperaturabhängig-
keit zu berücksichtigen. Aber auch die reversiblen Größen eines Ferroelektrikums
werden durch Temperaturänderungen beeinflusst. Dabei hat sich die Betrachtung
von Temperaturen einzelner Domänen während des Umklappprozesses als un-
günstig erwiesen, da numerisch bedingtes Umklappen im Zuge der Iteration zu
einer nicht-physikalischen Erwärmung führen würden. Anders als bei den elektro-
mechanischen Größen Ei und σij wird die Temperaturänderung Θ daher während
des kompletten Lastschrittes als konstant angenommen.
Anhand von Abbildung 2.15 b) wurde anschaulich gezeigt, dass die Vorausset-
zung für ein Umklappen bzw. eine Domänenwandbewegung ein Überwinden einer
temperaturabhängigen Energiebarriere bzw. kritischen Energie wcrit ist. Ein ein-
faches, durch Hawang et al. aufgestelltes und auf der Energie basierendes Krite-
rium dafür bezieht die für eine Domänenwandverschiebung benötigte dissipative
Umklapparbeit w(N )

diss auf eine die Energiebarriere beschreibende kritische Energie
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w(β)
crit :

w(N )
diss ≥ w(β)

crit . (4.20)

Dabei beschreibt β den Winkel, mit dem die Elementarzelle umklappt. Die Evo-
lutionsgleichung der inneren Variablen ν(N ) wird dann auf dieser Basis folgender-
maßen formuliert [9, 73, 74, 134]:

ν̇(N ) = −ν̇
(N )
0 H

w(N )
diss

w(β)
crit

− 1
 , w(N )

diss(k̃) = max(wN→k
diss ), k = 1, ..., 4,

ν̇ k̃ = ν̇
(N )
0 ,

(4.21)

wobei die Heavyside-Funktion H Null für w(N )
diss < w(β)

crit und Eins für w(N )
diss ≥ w(β)

crit

ist. Der eingeführte Modellparameter ν̇
(N )
0 = ν̇0 stellt ein Maß für die Domä-

nenwandbewegung pro Berechnungsschritt dar und bestimmt damit den während
eines Prozessschritts umklappenden Volumenanteil. Der Parameter wird für jede
Domänenspezies N gleich gewählt, wobei ein Kompromiss zwischen numerischer
Stabilität und Zeiteffizienz gefunden werden muss. Im Zuge der Evolution der
internen Variablen geht aus Gleichung (4.21) hervor, dass von allen möglichen
Varianten N diejenige Domäne zugunsten der bevorzugten Spezies k̃ umklappt,
deren dissipative Umklapparbeit wdiss maximal ist. D.h., dass, sollten mehrere
Umklappvarianten β = ±90◦ oder 180◦ durch das Umklappkriterium erfüllt sein,
die Variante mit der größten dissipativen Arbeit umklappt. Während des Umklap-
pens muss nach Gleichung (4.12) dabei eine Domänenvariante k̃ um denselben
Volumenanteil dν(N ) erhöht werden, um den eine Domänenvariante N verringert
wurde. Im Falle eines tetragonalen Korns sind die Energiebarrieren für die darin
vorkommenden Umklappmöglichkeiten folgendermaßen gegeben [66]:

w(β)
crit =


√

2P0Ec, N → k̃ : β = ±90◦

2P0Ec, N → k̃ : β = 180◦
. (4.22)

4.3.2 Thermodynamische Überlegungen zur dissipativen
Umklapparbeit

Die Ableitung der Potentialdichte Ω̄ aus Gleichung (3.149) nach den inneren Va-
riablen ν(N ) eines jeden Korns liefert mit Hi , M irr

i = 0 die negative thermodyna-
mische Triebkraft, die mit der in der Evolutionsgleichung (Gleichung (4.21)) zu
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berücksichtigenden dissipativen Umklapparbeit der entsprechenden Domänenva-
riante übereinstimmt:

∂Ω̄
∂ν(N ) = ∂Ω̄

∂ϵirr
ij

∂ϵirr
ij

∂ν(N ) + ∂Ω̄
∂P irr

i

∂P irr
i

∂ν(N ) = −σij
∂ϵirr

ij
∂ν(N ) − Ei

∂P irr
i

∂ν(N )

= σijϵ
sp(N )
ij + Ei∆Psp(N )

i = w(N )
diss .

(4.23)

Die irreversiblen Größen in Gleichung (4.23) werden aus Linearkombinationen
der spontanen Größen, der spontanen Dehnung ϵ

sp(N )
ij und der Änderung der

spontanen Polarisation ∆Psp(N )
i , entprechend der Domänenspezies N gebildet (s.

Gleichung (4.18) und (4.19)). Zur Berechnung der thermodynamischen Triebkraft
in Gleichung (4.23) können sowohl das dort verwendete Potential aus Gleichung
(3.149) als auch das Potential aus Gleichung (3.137) in Kombination mit den Glei-
chungen (3.145) bis (3.148) herangezogen werden, da diese äquivalent sind.
Aus den Gleichungen (3.101) und (4.23) erhält man die Ratenformulierung der
Potentialdichte bzw. Gibbssche Fundamentalgleichung

˙̄Ω(ϵij , Ei , Θ, ϵ̇ij , Ėi , Θ̇, ν̇(N )) = σij ϵ̇
rev
ij − Drev

i Ėi − S̄aΘ̇ −
∑
n

w(N )
diss ν̇(N )

= ˙̄Ωrev(ϵ̇ij , Ėi , Θ̇) + Φ(ϵij , Ei , Θ, ν̇(N )),
(4.24)

wobei die magnetischen Anteile vernachlässigt wurden. In Gleichung (4.24) wurde
das spezifische Dissipationspotential

Φ = ẇdiss = −
∑
n

∂Ω̄
∂ν(N ) ν̇(N ) (4.25)

eingeführt, welches letztlich die Schließbedingung der thermodynamischen Kon-
sistenz

∂Ω̄
∂ν(N ) + ∂Φ

∂ν̇(N ) = 0 (4.26)

erfüllt. Bei diesen Überlegungen werden alle Materialtensoren innerhalb eines
Inkrementes als konstant angenommen. Wird die Energiegleichung (Gleichung
(3.94)) unter Berücksichtigung von χ̄ = wdiss und unter Vernachlässigung weiterer
Wärmequellen (q̇v = 0) in den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

T ˙̄S + q̇A
j,j −

q̇A
j

T T,j ≥ 0 (4.27)
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eingesetzt, wobei mit Hilfe des Gaussschen Integralsatzes das Oberflächeninte-
gral der Wärmeleitung über die Oberfläche −q̇A

j njdA in einen volumenbezogenen
Wärmestrom −q̇A

j,jdV umgewandelt wurde, erhält man die Clausius-Duhem Un-
gleichung:

ẇdiss −
q̇A

j
T T,j ≥ 0. (4.28)

Der Term − q̇A
j

T T,j ist dabei immer positiv. Gleichung (4.28) wird aufgrund von
w(β)

crit > 0 durch das Umklappkriterium (Gleichung (4.20)) immer erfüllt.



5 Schwache Formulierung und
Finite-Elemente-Ansatz

Im vorliegenden Kapitel werden zunächst zwei Möglichkeiten zur Herleitung einer
schwachen Formulierung für thermo-magneto-elektro-mechanische Randwertpro-
bleme präsentiert. Anschließend wird daraus ein algebraisches Gleichungssystem
für die FEM formuliert.

5.1 Schwache Formulierung eines dissipativen
thermo-elektro-magneto-mechanischen
Feldproblems

Die Herleitung schwacher Formulierungen von Randwertproblemen dient als
Grundlage für die in Abschnitt 5.2 beschriebene Formulierung eines numerischen
Diskretisierungsansatzes, welcher zur Lösung der in dieser Arbeit betrachteten an-
wendungsorientierten Mehrfeldprobleme benötigt wird. Klassisch werden sie nach
der Methode der gewichteten Residuen oder nach einem Variationsprinzip abgelei-
tet. Da für kalorische und elektrodynamische Prinzipe kein klassisches Funktional
als Voraussetzung eines Variationsansatzes bekannt ist, wird für die Herleitung der
schwachen Form für das in dieser Arbeit betrachtete Mehrfeldproblem gewöhnlich
die Methode der gewichteten Residuen verwendet. Grund dafür ist, dass, im Ge-
gensatz zum mechanischen und elektrodynamischen Anteil, im Gibbs-Potential
(Gleichung (3.101)) kein Gradient für die Temperatur existiert, welcher für die
partielle Integration des Funktionals unabdingbar ist. Aber auch im elektrodyna-
mischen Teil bleibt der Ladungsfluss durch das Gibbs-Potential unberücksichtigt.
Im vorliegenden Abschnitt wird daher zunächst die für die weitere numerische
Diskretisierung erforderliche schwache Form aus der Methode der gewichteten
Residuen hergleitet, wobei auf einen unphysikalischen Sachverhalt, das Einführen

81
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skalarer Dimensionsfaktoren aufgrund einer Vielfalt unterschiedlicher physikali-
scher Einheiten bei den mechanischen Gleichgewichtsbedingungen, den Axiomen
der Elektrodynamik sowie der Energie- und Ladungsbilanz, aufmerksam gemacht
wird. Im Anschluss wird in Abschnitt 5.1.2 eine Alternative in Form eines Va-
riationsansatzes zur Lösung thermomechanisch-elektrodynamischer Feldprobleme
eingeführt.

5.1.1 Die Methode der gewichteten Residuen für ein
Mehrfeldproblem

Für die Anwendung der Methode der gewichteten Residuen auf ein Mehr-
feldproblem werden die starken Formulierungen, d.h. die thermomechanisch-
elektrodynamischen Bilanzgleichungen, durch die natürlichen Randbedingungen

σijnj = t̃i ,

Dini = −ω̃el
A ,

ϵijknjHk = ϵijknjH̃k ,

Jini = J̃ini ,

q̇A
i ni = − ˙̃qA

(5.1)

ergänzt. Diese schreiben mit t̃i , ω̃el
A , H̃i , J̃i und ˙̃qA die Kraftdichte, Ladungsdich-

te, magnetische Feldstärke, elektrische Stromdichte und die Wärmeflussdichte an
den jeweils Neumannschen Rändern vor. Werden die virtuelle Verschiebung δui ,
die virtuellen Änderungen des skalaren und vektoriellen Potentials δϕel und δAi

und die virtuelle Änderung der Temperatur δT als Test- bzw. Wichtungsfunk-
tionen verwendet, folgen mit den Gleichungen (3.36), (3.60), (3.61), (3.64) und
(3.94) die separierten schwachen Formen der mechanischen, elektrodynamischen
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und kalorischen Felder:

Mechanik: 0 =
∫
V

(σij,j + bV
i − ρüi)δuidV +

∫
A

(t̃i − ti)δuidA, (5.2)

Elektrodynamik: 0 =
∫
V

[(ϵijkHk,j − Ḋi − J f
i )δAi − (Di,i − ωV )δϕel ]dV

−
∫
A

[ϵijk(H̃k − Hk)njδAi + (ω̃el
A + Dini)δϕel ]dA,

(5.3)

Ladungserhaltung: 0 =
∫
V

(J f
i,i + ω̇V )δϕeldV +

∫
A

(J̃i − Ji)niδϕeldA, (5.4)

Kalorik: 0 =
∫
V

(T ˙̄S + qA
i,i − q̇V − ˙̄χ)δTdV

+
∫
A

( ˙̃qA + q̇A
i ni)δTdA.

(5.5)

Bei Betrachtung der Gleichungen (5.2) bis (5.5) fällt auf, dass die mechanische und
elektrodynamische Bilanz der Gleichungen (5.2) und (5.3) mit [J ], Gleichung (5.4)
für die Ladungserhaltung mit [J/s] und Gleichung (5.5) für den kalorischen Anteil
mit [JK/s], unterschiedliche Einheiten aufweisen. Dieser Umstand führt erst dann
zu Problemen, wenn eine monolithische Formulierung für das Mehrfeldproblem
gesucht ist. Zur Lösung werden dann skalare Dimensionsfaktoren eingeführt [88],
die folgende Zusammenhänge untereinander aufweisen:

Υ
Ξ = 1K

s ,
Υ
Γ = 11

s ,
Ξ
Γ = 1 1

K . (5.6)

Unter Verwendung der Faktoren folgt eine monolithische schwache Formulierung
für das gekoppelte Mehrfeldproblem:

0 =

∫
V

[(σij,j + bV
i − ρüi)δui + (ϵijkHk,j − Ḋi − J f

i )δAi − (Di,i − ωV )δϕel ]dV

+
∫
A

[(t̃i − ti)δui + ϵijk(H̃k − Hk)njδAi + (ω̃el
A + Dini)δϕel ]dA

Υ

+

∫
V

(J f
i,i + ω̇V )δϕeldV +

∫
A

(J̃i − Ji)niδϕeldA
Γ

+

∫
V

(T ˙̄S + qA
i,i − q̇V − ˙̄χ)δTdV +

∫
A

( ˙̃qA + q̇A
i ni)δTdA

Ξ.

(5.7)
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Die Einführung von Υ, Ξ und Γ ist zwar unphysikalisch, allerdings verschwinden
die Faktoren in einem Finite-Elemente-Ansatz, welcher in Abschnitt 5.2 folgt.

5.1.2 Thermomechanisch-elektrodynamisches Variationsprinzip

Der vorliegende Abschnitt ist in drei Teile gegliedert. Zunächst werden drei klassi-
sche Variationsprinzipe, das Prinzip der virtuellen Arbeit, das Prinzip von Jour-
dain und das Hamilton-Prinzip, vorgestellt. Anschließend wird die Problematik,
die bei Anwendung dieser klassischen Prinzipe auf ein gekoppeltes Mehrfeldpro-
blem entsteht, erläutert. Darauf aufbauend wird anschließend ein angepasstes Va-
riationsprinzip eingeführt.

5.1.2.1 Klassische Variationsprinzipe

Allgemein wird in der Variationsrechnung eine Funktion y(x) gesucht, die ein
Funktional JF(y(x), ẏ(x), x) minimiert. Zur Lösung wird eine infinitesimale Va-
riation bzw. virtuelle Änderung δy(x) und ihre zugehörige Änderung bzw. erste
Variation δJF betrachtet, die zwischen gegebenen Randwerten y(x1) und y(x2)
mit δy(x1) = 0 und δy(x2) = 0 verschwinden muss [31]. Eines der in der Mecha-
nik am häufigsten verwendeten Variationsprinzipe ist das Prinzip der virtuellen
Arbeit, welches im Falle eines konservativen Systems identisch mit dem Prinzip
vom Minimum der potentiellen Gesamtenergie ist:

δJF = δΠges = δΠi − δW e = 0. (5.8)

Nach diesem verschwindet die Variation des Gesamtpotentials δΠges, bestehend
aus dem inneren Potential δΠi und dem Potential der äußeren Kräfte und Arbeiten
δΠe = −δW e. Die Größen können zur Berechnung nicht-mechanischer Probleme
angepasst werden.
Eine Alternative zum Prinzip der virtuellen Arbeit ist das Prinzip der virtuellen
Leistung bzw. das Prinzip von Jourdain [14]

δΠ̇i − δPe = 0, (5.9)

bei dem die kinematischen Zwänge an Dirichletschen Rändern grundsätzlich in
Form von Geschwindigkeiten, z.B. δu̇i = 0 oder δϕ̇el = 0, zu formulieren sind. Dar-
in werden das innere Potential und die virtuelle Arbeit aus Gleichung (5.8) durch
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Leistungen δΠ̇i und δẆ e = δPe ersetzt. Unabhängig von Dirichletschen Rän-
dern und anders als in Gleichung (5.8) gilt für das Prinzip der virtuellen Leistung
immer: δui = 0, δϕel = 0, usw. Für holonome Zwänge können die Randbedingun-
gen sowohl als generalisierte Verschiebungen, elektrische Potentiale usw. als auch
durch ihre zeitlichen Ableitungen formuliert werden.
Eine kinetische Generalisierung des Feldproblems wird durch das Prinzip von Ha-
milton erreicht:

δ

t1∫
t0

(K − Πi)dt +
t1∫

t0

δW edt = 0. (5.10)

Die kinetische Energie K und die innere Energie Πi bilden zusammen die bekannte
Lagrange-Funktion L = K − Πi . Im weiteren Verlauf wird das Lagrangesche
Funktional L durch L ersetzt, um die Möglichkeit einer generalisierten Definition
zu verdeutlichen. In Gleichung (5.10) erfolgt die Integration im Funktional sowie
bei der virutellen Arbeit im Zeitintevall [t0, t1], wobei die ersten Variationen der
unabhängigen Variablen δu, δϕel etc. nach dem Lagrangeschen Einbettungssatz
an den zeitlichen Grenzen t0 und t1 verschwinden.

5.1.2.2 Problematik mit gekoppelten
thermomechanisch-elektrodynamischen Feldern

Am Beispiel der ersten Variation der Freien Energie in der Form

δΠi = δG =
∫
V

(σijδϵrev
ij − Drev

i δEi + HiδBrev
i − S̄δT )dV , (5.11)

die aus Gleichung (3.101) durch Einführung von Variationen bzw. virtuellen Ände-
rungen und Anwendung einer Legrendre-Transformation auf den magnetischen
Anteil folgt, lässt sich die Problematik einer Variationsformulierung für kombi-
nierte mechanische, elektrodynamische und kalorische Feldprobleme zeigen. Der
Austausch der unabhängigen magnetischen Größe δHi durch δBrev

i berücksichtigt
die Definiton des magnetischen Vektorpotentials in Gleichung (3.65). In Gleichung
(5.11) können die Dehnung, das elektrische Feld und die magnetische Induktion
mit den Gleichungen (3.22), (3.65) und (3.67) durch den Verschiebungsgradienten
(δϵij → δui,j) und die elektrodynamischen Potentialgradienten (δEi → δϕel

,i , δȦi

und δBi → δAk,j) beschrieben werden. Die Gradienten sind notwendig, da im
Rahmen einer Variationsformulierung gewöhnlich eine partielle Integration der
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Oberflächenintegrale zur Gewinnung von Volumenintegralen (dA → dV ) vorge-
nommen wird. Allerdings existiert für die Temperatur T in Gleichung (5.11) kein
analoger Gradient (δT →...).
Ein weiteres Problem bei kombinierten thermomechanisch-elektrodynamischen
Mehrfeldproblemen ist das in Abschnitt 5.1.1 durch Einführung skalarer Dimensi-
onsfaktoren gelöste Problem der unterschiedlichen Dimensionen. Durch den Wär-
mefluss und den elektrischen Stromfluss sind intrinsisch Zeitraten beteiligt, die in
der mechanischen Spannung, der dielektrischen Verschiebung und dem magneti-
schen Feld nicht vorkommen. Die Anforderungen werden weder durch das Prinzip
von Hamilton, Gleichung (5.10), noch durch das Prinzip von Jourdain, Glei-
chung (5.9), erfüllt und die Lagrange-Funktion muss durch Einführung zusätz-
licher Gradiententerme modifiziert werden. Zudem benötigen, anders als bei rein
mechanischen Feldproblemen, einige Terme innerhalb der erweiterten Lagran-
ge-Funktion eine partielle Zeitintegration.

5.1.2.3 Modifiziertes Variationsprinzip - Prinzip von Hamilton-Jourdain

Aufgrund der zuvor beschriebenen Problematiken bei kombinierten thermomechanisch-
elektrodynamischen Feldproblemen werden letztlich sowohl die Zeitintegration des
Prinzips von Hamilton als auch eine ratenabhängige Formulierung, wie es das
Prinzip von Jourdain vorsieht, benötigt. Daher wird ein modifiziertes Variati-
onsprinzip eingeführt, welches wie folgt lautet:

t1∫
t0

δL̇dt +
t1∫

t0

δPedt = 0. (5.12)

Gleichung (5.12) stellt eine Kombination aus den beiden zuvor genannten Varia-
tionsprinzipen dar und wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit daher als Prinzip
von Hamilton-Jourdain bezeichnet. Für thermo-elektro-magneto-mechanische
Kontinua unter Berücksichtigung freier und gebundener Ladungsflüsse kann die
darin enthaltene erste Variation der generalisierten Lagrange-Funktion wie folgt
aufgestellt werden:

δL̇ = δL̇ − δC − δH
T0

= δK̇ − δĠ − δC − δH
T0

. (5.13)
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Für den kalorischen Teil wird in Gleichung (5.13) ein zusätzlicher Term in Form
eines Wärmeflusspotentials eingeführt, welches unter Berücksichtigung des Fou-
rierschen Wärmeleitgesetzes q̇A

i = −λijΘ,j folgendermaßen definiert ist [97]:

H (Θ,j) = 1
2

∫
V

λijΘ,iΘ,jdV = −1
2

∫
V

q̇A
i Θ,idV . (5.14)

Analog zum elastischen Teil ist hier der Temperaturgradient Θ,i die unabhän-
gige Variable. λij ist der symmetrische Tensor der Wärmeleitfähigkeit. Die erste
Variation des Wärmeflusspotentials lautet dann

δH =
∫
V

λijΘ,jδΘ,idV = −
∫
V

q̇A
i δΘ,idV . (5.15)

Ein Bestandteil der Maxwell-Gleichungen ist die durch Ladungen hervorgeru-
fene elektrische Stromdichte Ji innerhalb des bilanzierten Gebietes. Diese wird
in den bisher aufgestellten Potentialen nicht berücksichtigt, da bei den in dieser
Arbeit betrachteten Materialien von perfekten Dielektrika ausgegangen wird und
darin keine oder vernachlässigbar wenige freie Ladungen vorkommen und gebun-
dene Ladungen einen vernachlässigbar kleinen Einfluss auf die Stromdichte haben.
Zur Verallgemeinerung von Mehrfeldproblemen wird die Lagrange-Funktion in
Gleichung (5.13) daher um ein separates Ladungsflusspotential

C (Ei) = 1
2

∫
V

ϱijEjEidV (5.16)

erweitert, welches sich in seiner Struktur an dem des Wärmeflusspotentials ori-
entiert. ϱij ist der Tensor der elektrischen Leitfähigkeit bzw. Konduktivität. Zu-
sammen mit dem Ohmschen Gesetz Ji = ϱijEj lautet die erste Variation des
Ladungsflusspotentials

δC (Ei) =
∫
V

ϱijEjδEidV =
∫
V

JiδEidV . (5.17)

Die erste Variation der von u̇i und üi abhängigen kinetischen Leistung lautet wie
folgt:

δK̇ (u̇i , üi) = ∂K̇
∂u̇i

δu̇i + ∂K̇
∂üi

δüi =
∫
V

ρüiδu̇idV +
∫
V

ρu̇iδüidV . (5.18)
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Als thermodynamisches Potential zur Beschreibung der inneren Prozesse wird die
Freie Energie G aus Gleichung (5.11) verwendet. Die 1. Variation der Leistungs-
formulierung der Freien Energie lautet

δĠ =
∫
V

(σijδϵ̇rev
ij − Drev

i δĖi + HiδḂrev
i − S̄δṪ )dV . (5.19)

Zusammen mit den Gleichungen (5.15), (5.17) und (5.18) für das Wärmefluss-
potential, das Ladungsflusspotential und die kinetische Leistung folgt damit aus
Gleichung (5.13) die erste Variation der Leistungsformulierung der generalisierten
Lagrange-Funktion:

δL̇ =
∫
V

(
ρüiδu̇i + ρu̇iδüi − σijδϵ̇rev

ij + Drev
i δĖi

− HiδḂrev
i + S̄δṪ − JiδEi + q̇A

i
T0

δΘ,i

)
dV .

(5.20)

Die virtuelle Gesamtleistung

δPe = δPe
t + δPe

ω/H + δPe
J + δPe

q + δΨ (5.21)

aller konservativen und dissipativen Beiträge in Gleichung (5.12) setzt sich aus
den Leistungen der mechanischen Volumen- und Oberflächenkräfte Pe

t , der elektri-
schen und magnetischen Volumen- und Oberflächenladungen Pe

ω/H , des Ladungs-
flusses Pe

J , des Wärmeflusses Pe
q und dem alle nicht-konservativen Prozesse be-

rücksichtigenden Dissipationspotential Ψ zusammen. Die Teilbeiträge der konser-
vativen thermo-elektro-magneto-mechanischen Gesamtleistung ergeben sich wie
folgt:

δPe
t =

∫
V

bV
i δu̇idV +

∫
A

t̃iδu̇idA,

δPe
ω/H = −

∫
V

ρelδϕ̇eldV −
∫
A

(
(ω̃el

A + P irr
i ni)δϕ̇el + ϵijkH̃kδȦinj

)
dA,

δPe
J = −

∫
V

ρ̇elδϕeldV −
∫
A

J̃iδϕelnidA,

δPe
q =

∫
V

q̇V

T0
δTdV +

∫
A

˙̃qA

T0
δTdA.

(5.22)
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Die erste Variation der dissipativen Umklappleistung

δΨ =
∫
V

˙̄χ
T0

δTdV =
∫
V

Φ
T0

δTdV (5.23)

beinhaltet das in den Gleichungen (4.24) und (4.25) eingeführte spezifische Dissi-
pationspotential Φ und beschreibt mit ˙̄χ/T0 den irreversiblen Teil der spezifischen
Entropierate ˙̄S i .
Durch Einsetzen der Gleichungen (5.20), (5.21) und (5.22) in das Prinzip von
Hamilton-Jourdain (Gleichung (5.12)), wobei δΘ = δT gilt, folgt eine mono-
litische schwache Formulierung des Mehrfeldproblems:

t1∫
t0

 ∫
V

(
ρüiδu̇i + ρu̇iδüi − σijδϵ̇rev

ij + Drev
i δĖi − HiδḂrev

i + S̄δṪ

− JiδEi + q̇A
i

T0
δT,i

)
dV

+
∫
V

(
bV

i δu̇i − ρelδϕ̇el − ρ̇elδϕel + q̇V

T0
δT +

˙̄χ
T0

δT
)

dV

+
∫
A

(
t̃iδu̇i − (ω̃el

A + P irr
i ni)δϕ̇el − ϵijkH̃knjδȦi

− J̃iniδϕel +
˙̃qA

T0
δT

)
dA

dt = 0.

(5.24)

Wie im Unterabschnitt 5.1.2.1 festgestellt, gilt bei einem auf den Leistungen be-
ruhenden Variationsprinzip für die erste Variation der Verschiebung δui = 0.
Bei einer partiellen Zeitintegration der kinetischen Leistung (Gleichung (5.18))
geht somit ρüiδu̇i in −ρ

...u iδui = 0 und ρu̇iδüi in −ρüiδu̇i über. Da S̄ i bzw. S̄
die irreversiblen Prozesse beinhalten und δϵ̇irr

ij und δṀ irr
i bzw. δȦirr

k damit kei-
ne unabhängigen Größen sind, gilt δϵ̇irr

ij , δṀ irr
i = 0. Mit den Gleichungen (3.96)

und (3.98) folgt daraus für die erste Variation der ratenabhängigen reversiblen
Verzerrung δϵ̇rev

ij = δϵ̇ij und für die erste Variation der ratenabhängigen reversi-
blen magnetischen Flussdichte δḂrev

i = δḂi . Werden in Gleichung (5.24) zudem
die elektro-magnetischen Feldgrößen Ei und Bi mit den Gleichungen (3.65) und
(3.67) durch die elektro-magnetischen Potentiale ϕel und Ai ersetzt und wird durch
partielle Zeitintegration DiδÄi in −ḊiδȦi und S̄δṪ in − ˙̄SδT überführt, folgt un-
ter Anwendung des Gaussschen Integralsatzes und unter Berücksichtigung des
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Cauchyschen Fundamentaltheorems der Mechanik (Gleichung (3.27)) folgende
schwache Formulierung eines dissipativen thermomechanisch-elektrodynamischen
Feldproblems:

0 =
t1∫

t0


∫
V

[
(−ρüi + σij,j + bV

i )δu̇i + (Drev
i,i − ρel)δϕ̇el −

(
Ji,i + ρ̇el

)
δϕel

+
 − ˙̄S −

q̇A
i,i

T0
+ q̇V

T0
+

˙̄χ
T0

δT +
(
Jk + Ḋrev

k − ϵkjiHi,j
)
δȦk

]
dV

+
∫
A

[
(t̃i − ti)δu̇i − (ω̃el

A + P irr
i ni + Drev

i ni)δϕ̇el

− ϵijk(H̃k − Hk)njδȦi + 1
T0

( ˙̃qA + q̇A
i ni)δT −

(
J̃i − Ji

)
niδϕ

]
dA

dt.

(5.25)

Mit den Gleichungen (3.58), (3.59) und (3.97) für die elektrische Gesamtladungs-
dichte, die Gesamtstromdichte und die dielektrische Verschiebung in einem po-
larisierten Material und unter Berücksichtigung des Cauchyschen Fundamen-
taltheorems der Elektrik (Gleichung (3.79)), können in Gleichung (5.25) folgende
Umformungen vorgenommen werden:

Drev
i,i − ρel = Di,i − ωV , (5.26)
Ji,i + ρ̇el = J f

i,i + ω̇V , (5.27)
ω̃el

A + P irr
i ni + Drev

i ni = ω̃el
A − ωel

A , (5.28)
Jk + Ḋrev

k − ϵkjiHi,j = J f
k + Ḋk − ϵkjiHi,j . (5.29)

Bei letzterer Umformung entfällt der Term 1
µ0µr ϵkijM irr

j,i , welcher für sich auf-

grund der in Abschnitt 3.2.4 angestellten Überlegungen, die zu den Maxwell-
Gleichungen führen, zwar ungleich Null ist, im Skalarprodukt mit δȦk allerdings
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verschwinden muss. Aus Gleichung (5.25) folgt somit die schwache Formulierung

0 =
t1∫

t0


∫
V

[
(−ρüi + σij,j + bV

i )︸ ︷︷ ︸
Impulssatz

δu̇i + (Di,i − ωV )︸ ︷︷ ︸
Gausssches Gesetz

δϕ̇el

+
 − ˙̄S −

q̇A
i,i

T0
+ q̇V

T0
+

˙̄χ
T0


︸ ︷︷ ︸

Energiegleichung

δT +
(
J f

k + Ḋk − ϵkjiHi,j
)

︸ ︷︷ ︸
Erweitertes Durchflutungsgesetz

δȦk

−
(
J f

i,i + ω̇V
)

︸ ︷︷ ︸
Ladungserhaltungsgesetz

δϕel
]
dV +

∫
A

[
(t̃i − ti)δu̇i − (ω̃el

A − ωel
A)δϕ̇el

− ϵijk(H̃k − Hk)njδȦi + 1
T0

( ˙̃qA + q̇A
i ni)δT −

(
J̃i − Ji

)
niδϕ

]
dA

dt,

(5.30)

welche nach Anwendung des Fundamentallemmas alle Bilanz- und Feld-
gleichungen sowie natürlichen Randbedingungen eines thermomechanisch-
elektrodynamischen Feldproblems liefert. Dabei ist der mechanische Anteil durch
den Impulssatz und der thermische Anteil durch die Energiegleichung reprä-
sentiert. Die elektrodynamischen Anteile sind das Ladungserhaltungsgesetz und
zwei der Maxwellschen Gleichungen, das Gausssche Gesetz und das erweiterte
Durchflutungsgesetz. Da die beiden Feldgrößen Ei und Bi durch das skalare Po-
tential ϕel und den Potentialvektor Ak ersetzt wurden und die hierzu verwendeten
Gleichungen (3.65) und (3.67) auf den anderen beiden Maxwellschen Gleichun-
gen, dem Gaussschen Gesetz für Magnetfelder und dem Induktionsgesetz, beru-
hen, sind letztere in Gleichung (5.30) intrinsisch erfüllt.
Für die in den Abschnitten 3.3 und 3.4.1 getroffenen Annahmen eines quasista-
tischen Systems (Ḋk = 0, üi = 0) ohne spezifische Volumenkräfte und -ladungen
(bi = 0, ωv = 0), mit Ausnahme der Umklappprozesse ohne thermische Quellterme
(q̇v = 0), ohne Stromfluss (Jk , J f

k = 0) und ohne Berücksichtigung magnetischer
Felder (Hi = 0), lässt sich die schwache Form aus Gleichung (5.30) für das im
folgenden Kapitel relevante thermo-elektro-mechanische Mehrfeldproblem folgen-
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dermaßen vereinfachen:

0 =
t1∫

t0


∫
V

[
σij,jδu̇i + Di,iδϕ̇el +

(
− ˙̄S − 1

T0
q̇A

i,i +
˙̄χ

T0

)
δT

]
dV

+
∫
A

[
(t̃i − ti)δu̇i − (ω̃el

A − ωel
A)δϕ̇el + 1

T0
( ˙̃qA + q̇A

i ni)δT
]

dA

 dt.

(5.31)

5.2 Finite-Elemente-Formulierung
Zur Lösung des für den Sonderfall beschriebenen quasistatischen thermo-elektro-
mechanischen Randwertproblems wird ausgehend von Gleichung (5.31) ein al-
gebraisches Gleichungssystem aufgestellt, wobei der Einfachheit halber neben der
Voigt-Notation die Matrix-Notation eingeführt wird. Dabei werden (n x m) Recht-
eckmatritzen durch eckige Klammern [...] und (m x 1) Spaltenmatritzen durch
geschweifte Klammern {...} dargestellt.
Entsprechend ergeben sich folgende Formulierungen für die Material- und Kopp-
lungstensoren:

Cijkl = Cpq = [C ], κil = [κ], µil = [µ],
eikl = eiq = [e], qikl = qiq = [e], βil = [β], gli = [g], ki = {k}, pi = {p}

(5.32)

und für die unabhängigen und assoziierten Feldvariablen:

σij = [σ], ϵij = {ϵ}, Ei = {E}, Di = {D}. (5.33)

Aufgrund von folgenden Rechenoperationen wurde dabei die (3 x 3)-Matrix33 der
Verzerrung entsprechend der Voigt-Notation in eine (6 x 1)-Matrix überführt.
Die elementbezogenen unabhängigen Feldvariablen {u}, ϕel und Θ können durch
folgende Interpolationen angenähert werden:

{u}({x}) =
M∑

I=1
N (I )

u ({x}){u}(I ) = [Nu]({x}){û},

ϕel({x}) =
M∑

I=1
N (I )

ϕ ({x})ϕ(I ) = [Nϕ]({x}){ϕ̂},

Θ({x}) =
M∑

I=1
N (I )

Θ ({x})Θ(I ) = [NΘ]({x}){Θ̂},

(5.34)

33In der dreidimensionalen Betrachtung.



5.2 Finite-Elemente-Formulierung 93

wobei der hochgestellte Index (I ) die M Knoten des jeweiligen Elementes num-
meriert.

[Nu] =


N (1)

u 0 0 N (2)
u 0 0 ... N (M )

u 0 0
0 N (1)

u 0 0 N (2)
u 0 ... 0 N (M )

u 0
0 0 N (1)

u 0 0 N (2)
u ... 0 0 N (M )

u

 , (5.35)

[Nϕ] =
(

N (1)
ϕ N (2)

ϕ ... N (M )
ϕ

)
, (5.36)

[NΘ] =
(

N (1)
Θ N (2)

Θ ... N (M )
Θ

)
(5.37)

sind isoparametrische Formfunktionen, mittels derer die Knotenwerte interpoliert
werden.

{û} = {u(1)
1 , u(1)

2 , ..., u(M )
1 , u(M )

2 }T ,

{ϕ̂} = {ϕ(1), ..., ϕ(M )}T ,

{Θ̂} = {Θ(1), ..., Θ(M )}T

(5.38)

sind die Freiheitsgrade der Verschiebung, des elektrischen Potentials und der Tem-
peraturänderung an jedem Knoten. Die zeitlichen Ableitungen der interpolierten
Variablen ergeben sich folgendermaßen:

{u̇} = [Nu]{ ˙̂u}, ϕ̇ = [Nϕ]{ ˙̂
ϕ}, Θ̇ = [NΘ]{ ˙̂Θ}. (5.39)

Sie beschreiben den Zusammenhang zwischen den Knotengeschwindigkeiten und
den interpolierten Werten in den Elementen. Über die Gradienten der Ansatz-
funktionen

[Bu] =



∂
∂x1

0 0
0 ∂

∂x2
0

0 0 ∂
∂x3

0 ∂
∂x3

∂
∂x2

∂
∂x3

0 ∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x1

0


[Nu], [Bϕ] =


∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

 [Nϕ], [BΘ] =


∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

 [NΘ],(5.40)
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werden die Beziehungen der Knotenverschiebungen, der elektrischen Knotenpo-
tentiale und der Knotentemperatur mit den Verzerrungen, den elektrischen Fel-
dern und dem Temperaturgradienten innerhalb eines Elementes formuliert:

{ϵ} = [Bu]{û}, {E} = −[Bϕ]{ϕ̂}, {Θ′} = [BΘ]{Θ̂}. (5.41)

Zusammen mit den mechanischen und elektrischen Cauchy-Theoremen, Glei-
chung (3.68) für das elektrostatische Potential, dem Gaussschen Integralsatz so-
wie durch Einsetzen der konstitutiven Gesetze aus den Gleichungen (3.153) bis
(3.155), folgt aus Gleichung (5.31) die schwache Formulierung, die für eine nume-
rische Diskretisierung geeignet ist:

t1∫
t0

∫
V

 −
[
Cijkl(ϵkl − ϵirr

kl ) − elijEl − βijΘ
]
δϵ̇ij

+
[
eikl(ϵkl − ϵirr

kl ) + κilEl + kiΘ + P irr
i

]
δĖi

−
[
βkl(ϵ̇kl − ϵ̇irr

kl ) + klĖl + γΘ̇
]
δT

− λij

T0
Θ,jδΘ,i +

˙̄χ
T0

δΘ
dV dt

+
t1∫

t0

∫
A

t̃iδu̇i − ω̃el
Aδϕ̇el +

˙̃qA

T0
δΘ

dAdt = 0.

(5.42)

Wird die Unabhängigkeit von δ ˙̂u, δ
˙̂
ϕ und δ

˙̂Θ berücksichtigt, folgt aus dem Fun-
damentallemma der Variationsrechnung ein algebraisches Gleichungssystem für
inkrementelle Knotenverschiebungen {û}, elektrisches Potential {ϕ̂} und Tempe-
raturänderung {Θ̂} [134]:


0 0 0
0 0 0

[DΘu] [DΘϕ] [DΘΘ]




{ ˙̂u}
{ ˙̂
ϕ}

{ ˙̂Θ}

 +


[Kuu] [Kuϕ] [KuΘ]
[Kϕu] [Kϕϕ] [KϕΘ]

0 0 [KΘΘ]




{û}
{ϕ̂}
{Θ̂}



=


{fu} + {f e

u }
{fϕ} + {f e

ϕ }
{fΘ} + {f e

Θ}

 ,

(5.43)
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wobei die Teilmatrizen wie folgt lauten:

[Kuu] =
∫
V

[Bu]T [C ][Bu]dV , [Kϕu] =
∫
V

[Bϕ]T [e][Bu]dV ,

[Kuϕ] =
∫
V

[Bu]T [e]T [Bϕ]dV , [Kϕϕ] = −
∫
V

[Bϕ]T [κ][Bϕ]dV ,

[KuΘ] = −
∫
V

[Bu]T {β}[NΘ]dV , [KϕΘ] =
∫
V

[Bϕ]T {k}[NΘ]dV ,

[KΘΘ] =
∫
V

[BΘ]T [λ][BΘ]dV , [DΘϕ] = −
∫
V

[NΘ]T T0{k}T [Bϕ]dV ,

[DΘu] =
∫
V

[NΘ]T T0{β}T [Bu]dV , [DΘΘ] =
∫
V

[NΘ]T T0γ[NΘ]dV ,

{f e
u } =

∫
A

[Nu]T {t̃}dA, {f e
ϕ } = −

∫
A

[Nϕ]T ω̃el
AdA,

{f e
Θ} =

∫
A

[NΘ]T ˙̃qAdA,

{fu} =
∫
V

[Bu]T [C ]{ϵirr}dV , {fϕ} =
∫
V

[Bϕ]T ([e]{ϵirr} − {P irr})dV ,

{fΘ} =
∫
V

[NΘ]T
((

[σ] + T0[β]
)∆{ϵirr}

∆t + {E}∆{P irr}
∆t

)
dV .

(5.44)

Der transiente Teil des algebraischen Gleichungssystems (5.43), welcher durch eine
Zeitableitung erster Ordnung gebildet wird34, besteht aus der instationären Wär-
meleitung [DΘΘ] und der thermo-mechanischen und thermo-elektrischen Kopp-
lungsmatrix [DΘu] und [DΘϕ]. Letztere enthalten die thermischen Spannungskoef-
fizienten βij und den pyroelektrischen Kopplungstensor ki , aufgrund derer [DΘu]
und [DΘϕ] den linear reversiblen Anteil des Einflusses elektro-mechanischer Fel-
der auf die Temperatur repräsentieren. Der nichtlinear irreversible Anteil, welcher
aufgrund von Wärmeproduktion durch Dissipation und entsprechender Entropie-
produktion während ferroelektrischen Umklappens vorliegt, ist in der Knotenlast
{fΘ} vertreten. Eine wechselseitige Kopplung elektro-mechanischer Felder mit der
Temperatur ist daher auch für hinreichend kleine Raten u̇ und ϕ̇el gegeben, für die
der transiente Anteil vernachlässigt werden kann. Eine unilaterale Kopplung von
Temperatur und elektro-mechanischen Feldern liegt dann vor, wenn neben dem
transienten Anteil auch ein Domänenumklappen vernachlässigt wird. In diesem
Fall kann die Temperatur entkoppelt berechnet werden und wird anschließend
34Für eine vollständig dynamische Formulierung von Gleichung (5.43) fehlt die Massenmatrix.

Daher sollten mechanische, elektrische und thermische Stoßbelastungen vermieden werden.
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zur Ermittlung der elektro-mechanischen Anteile herangezogen.
Wie bei der Herleitung der schwachen Formulierung deutlich geworden ist, ist
für die spontane Erwärmung die Leistung und nicht die mit dem Umklapppro-
zess verbundene Arbeit relevant. In {fΘ} wurde daher mit ∆t ein Zeitinkrement
eingeführt, welches irreversible Dehnungs- und Polarisationsraten einführt. Dieses
kann als charakteristische Zeit für ferroelektrische Prozesse auf einer Mesoskala
interpretiert werden [134]. Allerdings kann der Parameter derzeit noch nicht zu-
friedenstellend physikalischen Prozessen zugeordnet werden und sollte daher als
Modellparameter interpretiert und aus experimentellen Daten von umklappindu-
zierten Temperaturänderungen identifiziert werden.



6 Numerische Beispiele
thermo-elektro-mechanischer
Feldprobleme

In diesem Kapitel werden einige numerische Beispiele berechnet und teilweise mit
experimentellen Ergebnissen verglichen. In Abschnitt 6.1 werden zunächst klas-
sische Randwertprobleme berechnet. Dabei wird das um die Kalorik erweiterte
Modell aus Kapitel 4 verwendet. In Anlehnung an die Arbeit von Gellmann [37]
werden zur Behandlung des nichtlinear thermo-ferroelektrischen Stoffverhaltens
drei Modellparameter eingeführt. Eine Modifikation mit lediglich zwei Modellpa-
rametern wird in Abschnitt 6.1.4 vorgenommen. Anschließend wird in Abschnitt
6.2 eine um die Kalorik erweiterte Berechnung durch die sogenannte kondensier-
te Methode vorgestellt, welche für rein ferroelektrisches Materialverhalten von
Lange und Ricoeur [73, 74] entwickelt wurde.

6.1 Quasistatische Berechnungen mittels FEM

Die im vorliegenden Abschnitt vorgestellten Ergebnisse sind mittels Finiter-
Elemente-Methode (FEM) berechnet. Dazu wird ein entsprechendes Randwert-
problem durch die kommerzielle Software Abaqus gelöst, indem zunächst
ein user-defined-element (UEL), welches das in Kapitel 4 vorgestellte Modell
thermo-ferroelektrischen Stoffverhaltens beinhaltet, mit der Programmiersprache
Fortran erstellt und über die dazu vorgesehene Schnittstelle implementiert wur-
de.
Wie in Abbildung 6.1 dargestellt, wird für die Diskretisierung des Bauteils ein
Vier-Knoten-Element mit jeweils vier Integrationspunkten (IP) gewählt. Jeder
Integrationspunkt entspricht einem Korn. Um polykristallines Materialverhalten
zu simulieren, sind die das Kornverhalten beschreibenden materiellen Punkte ge-

97
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+ Materialgesetze
+ Bilanzgleichungen

Diskretisierung

Korn

Korn

Korn

Korn

IP = Korn

1 2

34

FEM

x1

x2

ζ

ζ ζ

Abb. 6.1 Diskretisierung des Geometriemodells durch Vier-Knoten-Elemente
mit jeweils vier Integrationspunkten. Jeder Integrationspunkt reprä-
sentiert dabei ein Korn und beinhaltet die Materialgesetze und Bilanz-
gleichungen

genüber dem globalen Koordinatensystem (x1,x2) zufällig orientiert. Dies wird
durch die zufällige Wahl des Winkels ζ (vgl. Abbildung 4.4) erreicht. Innerhalb
der Integrationspunkte, in welchen die physikalischen Eigenschaften der materi-
ellen Punkte hinterlegt sind, wird das in Abschnitt 5.2 hergeleitete algebraische
Gleichungssystem (Gleichung (5.43)) gelöst, wobei hier im Rahmen des quasistati-
schen Sonderfalls, die Zeitableitungen, welche u.a. die linearen transienten elasto-
und elektrokalorischen Effekte repräsentieren, vernachlässigt werden ([DΘu] = 0,
[DΘϕ] = 0 und [DΘΘ] = 0). Es wird also davon ausgegangen, dass überwiegend
Umklappprozesse für Temperaturänderungen innerhalb des Materials verantwort-
lich sind. Wie am Ende von Abschnitt 5.2 festgestellt, liegt aufgrund von {fΘ} den-
noch eine wechselseitige Kopplung zwischen elektro-mechanischen und kalorischen
Feldern vor. Das für diesen Abschnitt implementierte algebraische Gleichungssys-
tem lautet somit folgendermaßen35:


[Kuu] [Kuϕ] [KuΘ]
[Kϕu] [Kϕϕ] [KϕΘ]

0 0 [KΘΘ]




{û}
{ϕ̂}
{Θ̂}

 =


{fu} + {f e

u }
{fϕ} + {f e

ϕ }
{fΘ} + {f e

Θ}

 . (6.1)

Aufgrund nicht berücksichtigter physikalischer Prozesse im Modell wurden für die
numerischen Berechnungen zudem drei Modellparameter, λ1, λ2 und λ3, einge-

35Die Matrixeintragungen für Gleichung (6.1) können mit Ausnahme der irreversiblen Knoten-
lasten {fu}, {fϕ} und {fΘ} den Gleichungen (5.44) entnommen werden.
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führt [39, 74], welche die umklappbezogenen Knotenlasten wie folgt modifizieren:

{fu} = λ1

∫
V

[Bu]T [C ]{ϵirr}dV ,

{fϕ} =
∫
V

[Bϕ]T (λ2[e]{ϵirr} − λ3{P irr})dV ,

{fΘ} =
∫
V

[NΘ]T
(

λ1
(
[σ] + T0[β]

)∆{ϵirr}
∆t + λ3{E}∆{P irr}

∆t

)
dV .

(6.2)

Während das mikrophysikalische Modell ein vollständiges Verschwinden von Do-
mänenvarianten zugunsten anderer Domänenspezies zulässt, ist dies bei realen
Werkstoffen nicht möglich. Mit einer Verkleinerung der jeweiligen Domäne nimmt
der Anteil der Domänenwandenergie an der Gesamtenergie zu, weshalb für ein wei-
teres Umkappen höhere Umklappenergien erreicht werden müssen. Der Parameter
λ1 gleicht diese Schwachstelle in der Modellierung aus, indem er die spontane Deh-
nung reduziert. Die spontane Polarisation wird durch den Parameter λ3 reduziert,
da entgegen getroffener Annahmen für das Modell auch in Keramiken wie in der
Umgebung freie Ladungen existieren, welche die elektrische Polarisation teilweise
kompensieren. Der Parameter λ2 wird, ebenso wie λ1, zur Begrenzung der spon-
tanen Dehnung eingeführt, allerdings beim piezoelektrischen Beitrag, sodass hier
beide Effekte eine Rolle spielen. Untersuchungen von Gellmann [37] und Lange
[73] haben allerdings gezeigt, dass mit einem eher geringen Unterschied von λ1 und
λ2 gewonnene Ergebnisse am Besten mit experimentellen Daten übereinstimmen.
In den Abschnitten 6.1.1, 6.1.2 und 6.1.3 werden für die drei Parameter folgende
Werte aus den Arbeiten von Gellmann und Lange übernommen: λ1 = 0, 15,
λ2 = 0, 2 und λ3 = 0, 5. Untersuchungen haben gezeigt, dass diese Werte großen
Einfluss auf die berechneten Ergebnisse haben können, bis hin zu instabilem nu-
merischem Verhalten. In Abschnitt 6.1.4 wird daher eine Möglichkeit zur Verbes-
serung des Modells vorgestellt, indem die Parameter λ1 und λ2 eingespart werden,
was zu numerisch stabileren Berechnungen führt.

6.1.1 Polykristalliner Körper unter elektrischem Wechselfeld

In diesem Beispiel werden experimentelle Ergebnisse [17] mit durch das thermo-
ferroelektrische UEL simulierten Ergebnissen verglichen. Im Experiment wur-
de eine bipolare sinusförmige Belastung mit einer Frequenz von 1 Hz und ei-
ner Amplitude von 1, 2Ec auf eine polykristalline PZT-5-Probe mit den Ma-



100 Numerische Beispiele thermo-elektro-mechanischer Feldprobleme

ßen 12 mm x 6 mm x 6 mm aufgeprägt. Bevor Temperaturänderungen gemessen
wurden, wurde die Probe entlang ihrer 12 mm Kante mit Ē = 2Ec gepolt.
Abbildung 6.2 zeigt die durch das Experiment ermittelten Temperaturänderungen
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Abb. 6.2 Temperaturverläufe aufgrund unterschiedlicher Lastamplituden (0,9Ec,
1Ec, 1,1Ec und 1,2Ec) eines elektrischen Wechselfeldes (1Hz). Unter-
halb von Ec (lila Kurve) wird keine signifikante Änderung der Tem-
peratur gemessen. Bei Erreichen von Ec (blaue Kurve) wird Wärme
erzeugt, ab 1,1Ec (schwarze und rote Kurve) bleibt der Temperaturan-
stieg nahezu unverändert (entnommen aus Chen et al. [17])

aufgetragen über den Lastzyklen. Unterhalb von Ec sind kaum Temperaturände-
rungen zu erkennen, während oberhalb von Ec aufgrund der wiederholten Umkeh-
rung der Polarisation pro Lastzyklus zwei deutliche Temperatursprünge beobach-
tet werden können. Dabei scheint es für den Betrag des Temperatursprungs keine
Rolle zu spielen, wie hoch die Amplitude gewählt wird, solange sie über Ec liegt.
Abbildung 6.3 a) zeigt das für die Simulation gewählte zweidimensionale Rand-
wertproblem einer Scheibe mit den Maßen 12 mm x 6 mm. Das Modell wird durch
800 Finite Elemente diskretisiert, wodurch im Rahmen des Modellierungsansatzes
(vgl. Abbildung 6.1) 3200 Körner aufgrund statistisch verteilter Orientierungen
polykristallines Verhalten abbilden. Für die Berechnungen werden die Material-
werte für PZT-5 verwendet, die im Anhang aufgeführt sind. An der Unterkante
ist die Probe mechanisch gelagert. Abbildung 6.3 b) zeigt den auf die Koerzitiv-
feldstärke Ec bezogenen Verlauf des aufgeprägten elektrischen Feldes Ē = −ϕ̄/L.
Wie im Experiment wird die Probe vor Beginn der Temperaturaufzeichnung mit
|Ē | = 2Ec in x2-Richtung gepolt (rot gepunktete Linie in Abbildung 6.3 b)).
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Abb. 6.3 a) Ebenes Randwertproblem für die numerische Berechnung. Die Kreu-
ze mit Pfeilen repräsentieren schematisch die Orientierungen tetrago-
naler Domänenvarianten eines Korns; b) Aufgeprägtes äußeres elektri-
sches Feld bezogen auf die Koerzitivfeldstärke Ec

Die quasistationäre Berechnung36 erfordert die Angabe einer konstanten Tempe-
ratur an den Rändern, was die Berechnung einer fortlaufenden Erwärmung wie
im Experiment nicht unmittelbar ermöglicht. Grundsätzlich können in der Simu-
lation nicht an allen Kanten des Modells adiabate bzw. Neumannsche Randbe-
dingungen vorgeschrieben werden. Für die Berechnung werden konstante relative
Temperaturänderungen ΘA = 0 K an allen Rändern vorgeschrieben. Um trotz
konstanter Temperaturvorgabe die Oberflächenerwärmung im Experiment ermit-
teln zu können, wird eine Temperaturdifferenz ΘA − Θ∞ berechnet, wobei ΘA der
Oberflächenwert des Modells und Θ∞ der Wert außerhalb der thermischen Grenz-
schicht ist. Wenngleich somit die Umgebungstemperatur Θ∞ als Unbekannte vor-
liegt, besteht der Grundgedanke darin, dass die Erwärmung als relative Größe
zur Umgebung interpretiert werden kann. Hierfür muss ein geeigneter Wärme-
übergangskoeffizient h eingeführt werden, welcher den berechneten Wärmefluss
36Der Begriff Quasistationarität wird in Abschnitt 4.3.1 erläutert.
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über die Oberfläche q̇A, der über die längere Probenseite gemittelt wurde, und die
effektive Oberflächenerwärmung ΘA − Θ∞ in Beziehung setzt:

h = q̇A(∆t)
ΘA − Θ∞

. (6.3)

Der Nenner ist mit ΘA − Θ∞ = 0, 14 K pro halben Lastzyklus durch das Experi-
ment vorgegeben (vgl. Abbildung 6.2). Nach Gleichungen (6.1) und (6.2) nimmt
der eingeführte Zeitskalenparameter ∆t einen entscheidenden Einfluss auf den
Wärmefluss q̇A. Abbildung 6.4 a) zeigt den Einfluss von ∆t auf den berechneten
Wärmeübergangskoeffizienten h. Der Verlauf von h folgt einer 1/∆t2-Funktion.
Anhand eines typischen Wertes für Wärmeübergangskoeffizienten bei freier Kon-
vektion an vertikalen Wänden, welcher etwa 5 W/m2K beträgt, kann mit Hil-
fe von Abbildung 6.4 a) für den Zeitskalenparameter ein ungefährer Wert von
∆t ≈ 0, 05 s ermittelt werden. Einmal kalibriert, wird dieser von nun an für sämt-
liche Berechnungen verwendet.
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Abb. 6.4 a) Wärmeübergangskoeffizient h in Abhängigkeit des Zeitskalenpara-
meters ∆t; b) Vergleich experimentell (Exp) [17] und numerisch er-
mittelter (Sim) Temperaturänderungsverläufe über elektrischen Last-
zyklen

In Abbildung 6.4 b) wird durch die schwarz durchgezogene Linie ΘA − Θ∞ mit
h = 5 W/m2 und ∆t = 0, 05 s repräsentiert. Die berechnete Kerntemperatur der
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Abb. 6.5 Experimentell ermittelte Zeitspanne ∆t̃ der Temperaturänderung pro
viertel Lastzyklus [17]

Probe wird durch die blau gepunktete Linie abgebildet. Da die durch Umklapppro-
zesse erzeugte Wärme über die Oberfläche abgeführt wird, steigt die Kerntem-
peratur schneller als die Oberflächentemperatur. Zum Vergleich der simulierten
Ergebnisse ist der experimentell ermittelte Verlauf der Temperaturänderung an
der Oberfläche rot gepunktet eingetragen.
Abbildung 6.5 wurde dem Experiment [17] entnommen. Sie zeigt eine Ab-
schätzung der Zeit, in welcher die Temperaturänderung aufgrund einer Um-
kehr der Polung stattfindet37. Mit ∆t = 0, 05 s für realistische Ergebnisse in
Abbildung 6.4 a) und b) hat der für die Simulation verwendete Wert eine ähnliche
Größenordnung wie der experimentell bestimmte Wert ∆t̃ = 0, 2 s. Da aufgrund
des quasi-stationären UEL die kalorischen Dämpfungsterme unberücksichtigt blei-
ben, findet eine sprunghafte Temperaturänderung in den Berechnungen statt. Dies
müsste zu ∆t > ∆t̃ führen. Auf der anderen Seite finden Zellumklappen und Do-
mänenwandbewegung innerhalb eines viertel Lastzyklus statt, wobei der größte
Teil dieser Prozesse vermutlich weniger Zeit in Anspruch nimmt. Zudem werden in
einer realen Probe nicht alle Schaltvorgänge in Wärme umgewandelt, welche um-
gekehrt proportional zum Zeitskalenparameter ist [134]. Letztlich scheint ∆t < ∆t̃
vernünftig.

37Anders als Abbildung 6.5 vermuten lassen könnte, zeigt der Wert nicht die Umkehrzeit der
Polarisation an. Durch die Dämpfungsterme in der Energiegleichung verlangsamt sich die ma-
kroskopisch messbare Temperaturänderung des Materials, sofern diese berücksichtigt werden.
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6.1.2 Temperaturabhängigkeit ferroelektrischer
Materialeigenschaften

Im vorherigen Abschnitt wurde der Einfluss der temperaturabhängigen Stoffgrö-
ßen auf das ferroelektrische Materialverhalten vernachlässigt. Das war beden-
kenlos möglich, da ausgehend von der Raumtemperatur lediglich vier Lastzy-
klen berechnet wurden und die daraus resultierende Temperaturänderung von
einigen Kelvin nur wenig Einfluss auf ferroelektrische Materialeigenschaften hat.
Kommt es zu größeren Temperaturänderungen oder gibt es größere Unterschiede
in der Umgebungstemperatur, kann sich das Materialverhalten in Abhängigkeit
der Temperatur stark verändern. In Abschnitt 3.4.2 wurden beispielhaft die Tem-
peraturabhängigkeit der spontanen Polarisation P0 und der Koerzitivfeldstärke Ec

für PZT-5A und der Gitterkonstanten a und c für PZT 20/80 sowie deren Ein-
fluss auf die Polarisationshysterese präsentiert. Da kein vollständiger Datensatz
temperaturabhängiger Stoffgrößen für ein und dasselbe ferroelektrische Material
vorliegt, wurden die Stoffgrößen ϵD(T ), P0(T ) und Ec(T ) im Modell für die in
diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse nach Gleichung (3.157) implementiert.
Die Materialkoeffizienten Cijkl , elij , κij , λij , βij und ki bleiben hingegen konstant
und werden aus Abschnitt 6.1.1 übernommen. Des Weiteren wird für den Vergleich
mit experimentellen Ergebnissen das in Abbildung 6.3 a) gezeigte Randwertpro-
blem verwendet. Die Probe wird entlang ihrer 12 mm Kante mit |Ē | = 2Ec gepolt,
bevor die Änderung der Kerntemperatur aufgrund eines elektrischen Wechselfel-
des mit einer Amplitude von 1, 2Ec berechnet wird (s. Abbildung 6.3 b)). Das
Berechnungsmodell ist weiterhin quasistatisch (s. Abschnitt 6.1.1), weshalb u.a.
die Wärmekapazität und die Wärmeleitung vernachlässigt bleiben.
In den Abbildungen 6.6 a) und 6.6 b) wird der Einfluss von ϵD(T ), P0(T ) und
Ec(T ) auf die umklappbedingte Erwärmung und die dielektrische Hysterese der
Probe gezeigt. Verglichen werden berechnete Temperaturverläufe im Probenkern
bei einer Anfangstemperatur von 25◦C und 250◦C. Die Verringerung der Erwär-
mung mit zunehmender Umgebungstemperatur, wie sie in Abbildung 6.6 a) zu
beobachten ist, hängt mit dem in Abschnitt 3.4.2 beschriebenen Verlust ferro-
elektrischen Materialverhaltens bei zunehmenden Temperaturen zusammen. Be-
sonderen Einfluss nehmen dabei die Abschwächung der spontanen Dehnung und
der spontanen Polarisation bei zunehmender Temperatur. Abbildung 6.6 b) ver-
gleicht zwei für unterschiedliche Ausgangstemperaturen berechnete Verläufe der
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Abb. 6.6 a) Erwärmung Θ aufgrund eines elektrischen Wechselfeldes für zwei
Umgebungstemperaturen; b) Vergleich experimentell (EXP) ermittel-
ter [51] und berechneter (SIM) Hysteresen für zwei Umgebungstempe-
raturen

dielektrischen Hysterese mit experimentellen Werten für die spontane Polarisation
von PZT-5A. Wie im Experiment verengen sich aufgrund der temperaturinduzier-
ten Änderung der Koerzitivfeldstärke Ec die berechneten Hysteresen bei höheren
Temperaturen. Die Höhe der simulierten Hysterese bei 25◦C ist deutlich geringer
als bei 250◦C. Der Unterschied kann anhand des Verlaufs der spontanen Polari-
sation erklärt werden, welche bei 250◦C größer als bei 25◦C ist. Im Experiment
hingegen gibt es keinen derart deutlichen Unterschied in der Höhe. Allerdings
wurden in der Simulation weitere Einflussgrößen, wie beispielsweise die Frequenz-
abhängigkeit einiger Materialparameter, nicht berücksichtigt.

6.1.3 Temperaturentwicklung an Rissspitzen

Die bisher vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass die irreversiblen Prozesse, wie
die spontane Verzerrung und die spontane Polarisation, in ferroischen Materialien
zu einer relevanten Eigenerwärmung der Bauteile führen können. Aufgrund der
geringen Bruchzähigkeit industriell verwendeter piezoelektrischer und ferroelek-
trischer Werkstoffe sind neben der Veränderung ferroischer Eigenschaften durch
Temperaturänderungen u.a. auch die Zuverlässigkeit und Lebensdauer von großem
Interesse. Daher befassen sich wissenschaftliche Arbeiten häufig auch mit dem Um-
klappverhalten an Rissspitzen [38, 63, 117, 138]. Der Einfluss von Temperaturän-
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Abb. 6.7 Experimentelles Ergebnis für den Temperaturanstieg an der Rissspitze
und die resultierende Rissinstabilität bei zyklischer elektrischer Belas-
tung mit f = 1 kHz und E = 0, 75Ec0 (entnommen aus [18])

derungen an Rissspitzen auf das Schädigungsverhalten von ferroischen Materialien
gewinnt dabei zunehmend an Bedeutung [22, 81, 136]. Experimente zeigen, dass
elektrische Wechselfelder mit hohen Frequenzen oder hohen Amplituden auch un-
terhalb von Ec zu einer signifikanten Temperaturänderung an Rissspitzen führen
können38.
In Abbildung 6.7 ist die experimentell ermittelte Temperaturänderung an ei-
ner Rissspitze über die aufgeprägten Lastzyklen abgebildet [18]. Im Experiment
wurde das sinusförmige bipolare elektrische Wechselfeld mit einer Frequenz von
1 kHz und einer Amplitude von 0,75Ec0 auf eine polykristalline PZT-5-Probe mit
den Maßen 20 mm x 12 mm x 3 mm aufgebracht. Ec0 = 0, 8 kV/mm ist hier-
bei die Koerzitivfeldstärke bei einer Frequenz von 1 Hz und einer Temperatur
von T0 = 20◦C. Zur Messung der Oberflächentemperatur wurde eine Infrarot-
Wärmebildkamera mit einer thermischen Auflösung von 25 mK, einer räumlichen
Auflösung von 0,03 mm und einer Abtastfrequenz von 50 Hz verwendet. Vor Be-
ginn der Messung wurde die Probe zunächst entlang der 12 mm-Kante gepolt.
Anschließend wurde mittels Ultraschallimpulstechnik ein 3 mm langer zentrierter
Riss, welcher eher einen schmalen Schlitz darstellt, eingebracht. Trotz unterkri-
tischer Lastamplitude zeigt Abbildung 6.7 eine starke Temperaturerhöhung an
der Rissspitze, die zusammen mit der einhergehenden Schädigung in drei Phasen
eingeteilt werden kann. Die erste Phase endet mit dem Wendepunkt (< 5 · 104

Lastzyklen). Bis dahin verhält sich der Riss stationär und die Erwärmung erfolgt

38An dieser Stelle ist die elektrische Feldstärke weit vom Riss gemeint, also die homogene
Feldstärke. An der Rissspitze gilt stets E > Ec.
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fast ausschließlich in einer kleinen Prozesszone an der Rissspitze. Diese Phase stellt
für einen Vergleich mit Berechnungen die interessante Phase der Temperaturent-
wicklung dar. Wenngleich E/Ec konstant bleibt, verändert sich bei zunehmender
Erwärmung das Verhältnis E/Ec(T ), sodass in der 2. Phase, die sich in Abbil-
dung 6.7 zwischen Wendepunkt und Rissausbreitung (5 ·104 - 9, 5 ·104 Lastzyklen)
befindet, E > Ec vorliegt und somit Umklappen und Erwärmung auch fernab der
Rissspitzen stattfinden. Die nach ca. 9, 5 · 104 Lastzyklen beginnende Rissausbrei-
tung ist die 3. Phase in Abbildung 6.7.
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Abb. 6.8 a) Ebenes Randwertproblem für die numerische Simulation einer Probe
mit zentriertem Riss; b) Aufgeprägte elektrische Feldstärke bezogen auf
die Koerzitivfeldstärke Ec0

Das der Simulation zugrunde liegende zweidimensionale Randwertproblem ist in
Abbildung 6.8 a) dargestellt. Die Probe mit den Maßen 20 mm x 12 mm besteht
aus 1808 finiten Elementen mit jeweils vier Integrationspunkten, die insgesamt
7232 statistisch orientierte Körner repräsentieren. Der 3 mm lange Riss befindet
sich in der Mitte der Probe und verläuft in Richtung der 20 mm-Kante. Unter
Berücksichtigung des schlitzartigen Charakters des experimentellen Risses wird
angenommen, dass die Rissflächen elektrisch undurchlässig, d.h. D2 = 0, sind. Da
die thermische Randbedingung ohnehin nur einen minimalen Einfluss auf die Riss-
spitzenerwärmung haben sollte, werden für den Riss adiabate Randbedinungen
angenommen. Die untere Kante der Probe ist mechanisch gelagert. An den Rän-
dern werden mit ΘA = 0 K konstante Temperaturen vorgegeben. Abbildung 6.8 b)
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Abb. 6.9 Temperaturprofil einer Probe mit zwei Rissspitzen nach vier Lastzyklen

zeigt den Verlauf des auf die Koerzitivfeldstärke Ec0 bezogenen elektrischen Fel-
des Ē , welches in x2-Richtung und damit senkrecht zum Riss auf die Probe auf-
geprägt wird. Nach einer anfänglichen Polung mit 2Ec0 (rot gepunktete Linie in
Abbildung 6.8 b)), beginnt die Berechnung der Temperaturänderung. Die Pro-
be wird mit einem elektrischen Wechselfeld der Amplitude 0,75Ec0 belastet. Wie
in den Abschnitten zuvor wird für die Berechnung das in den Gleichungen (6.1)
und (6.2) hergeleitete algebraische Gleichungssystem verwendet. Die Simulation
ist demnach weiterhin quasistatisch. Die Terme, welche u.a. die linearen transien-
ten elasto- und elektrokalorischen Effekte berücksichten, werden vernachlässigt.
Es wird also davon ausgegangen, dass auch an den Rissspitzen die Temperatur-
änderungen hauptsächlich aufgrund von Umklappprozessen stattfinden. Dies gilt
umso mehr, da der Riss stationär ist und somit dissipative Prozesse aufgrund von
Risswachstum ausgeschlossen sind. Für die Berechnungen werden die Materialpa-
rameter Cijkl , elij , κij , λij , βij und ki sowie ϵD, P0 und Ec0 = Ec aus Abschnitt 6.1.1
übernommen. Die in Abschnitt 6.1.2 verwendeten temperaturabhängigen Parame-
ter ϵD(T ), P0(T ) und Ec(T ) stammen von PZT-5A und PZT 20/80, da die von
PZT-5 nicht zur Verfügung standen. Es ist nicht bekannt, wie sich ihre Verläufe
von denen von PZT-5 unterscheiden, weshalb sie an dieser Stelle nicht verwendet
werden.
Abbildung 6.9 zeigt die Temperaturverteilung nach vier Lastzyklen. Aufgrund der
Singularitäten an den Rissspitzen wird trotz unterkritischer elektrischer Last eine
Temperaturänderung berechnet. Dabei weist das Temperaturprofil starke Ähn-
lichkeit zu berechneten Domänenumklappzonen für negative elektrische Felder in
[71] und [117] auf. Dies zeigt, dass Umklappprozesse und Temperaturentwicklung
in unmittelbarer Verbindung zueinander stehen. Die Temperatur an der linken
Rissspitze ist in Abbildung 6.10 a) dargestellt. Dazu wurden die berechneten Tem-
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Abb. 6.10 a) Berechnete Temperaturentwicklung an einer Rissspitze bei unter-
kritischer elektrischer Last; b) Vergleich der extrapolierten berechne-
ten Temperaturentwicklung mit experimentellen Ergebnissen aus [18]

peraturwerte innerhalb eines Radius von ∼0,05 mm um die Rissspitze gemittelt.
Wie Abbildung 6.10 a) zeigt, steigt die Temperatur um etwa 4 mK pro Lastzyklus.
Das Experiment in [18] wurde auch mit kleineren Frequenzen von 100 Hz durch-
geführt. Hier hat sich, vermutlich aufgrund des Wärmeflusses über die Oberfläche,
welcher bei geringeren Frequenzen einen größeren Einfluss auf das Temperatur-
profil hat, recht schnell eine stationäre Temperatur eingestellt. Allerdings ist in
der Simulation eine Abschätzung der Temperatur nach vielen Lastzyklen lediglich
über eine Extrapolation möglich, weshalb ein Vergleich mit möglichst hohen Fre-
quenzen im Experiment bevorzugt wird. Unter Vernachlässigung der Temperatur-
und eventuellen Frequenzabhängigkeit der zur Berechnung verwendeten Materi-
alparameter werden in Abbildung 6.10 b) die in Abbildung 6.10 a) präsentierten
Werte an der Rissspitze auf 20.000 Lastzyklen extrapoliert und mit experimentel-
len Daten aus [18] verglichen. Abbildung 6.10 b) zeigt, dass die Größenordnung
der berechneten und experimentell ermittelten Werte für die Temperaturände-
rung ähnlich, bei 20.000 Lastzyklen sogar identisch sind. Die konkave Krümmung
des Temperaturverlaufs im Experiment erfolgt einerseits aufgrund der reduzierten
Parameter ϵD und Ec und der damit einhergehenden Abschwächung der Wärme-
quellenintensität bei zunehmender Temperatur, und andererseits aufgrund des
steigenden Wärmeflusses über die Oberflächen. Beide Effekte sind in der Simula-
tion nicht berücksichtigt.
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6.1.4 Modifikation des Modells durch Begrenzung der
Domänenwandbewegungen

Für die bisherigen numerischen Simulationen wurden in Gleichung (6.2) die Mo-
dellparameter λ1, λ2 und λ3 eingeführt [37, 73], welche unberücksichtigte physika-
lische Prozesse des verwendeten mikrophysikalischen Modells ausgleichen. Berech-
nungen zeigen, dass die Ergebnisse teilweise sensibel auf bereits kleine Änderungen
der Modellparameter reagieren. Dies kann bishin zu unphysikalischem Hystere-
severhalten führen. Im vorliegenden Abschnitt wird daher eine Modifikation des
Modells vorgenommen, woraufhin lediglich der Modellparameter λ3 und ein zu-
sätzlich eingeführter Wert für eine Volumenuntergrenze zur Berechnung thermo-
ferroelektrischen Materialverhaltens benötigt wird. Ausgangspunkt ist, dass im
Modell u.a. von einem defektfreien Material ausgegangen wird. Domänenwände
beispielsweise stellen allerdings im weitesten Sinne einen flächenhaften Kristall-
defekt dar [124], weshalb für diese eine andere Energiedichte als für den Rest der
Domäne vorliegen muss. Nähern sich die Domänenwände an, wird ein Umklappen
zunehmend erschwert. Mögliche weitere auf die Domänenwandbewegung einfluss-
nehmende Defekte sind z.B. Punktdefekte wie Leerstellen oder Fremdatome, ein-
dimensionale Defekte wie Versetzungen und zweidimensionale Kistallbaufehler wie
Korngrenzen, Stapelfehler oder Translationsgrenzen [124]. Für Antiphasengrenzen
beispielsweise wurde nachgewiesen, dass diese sich mit der Domänenwand bewe-
gen [42, 85], was wiederum einen Einfluss auf die Beweglichkeit der Domänenwand
haben muss [124]. Letztlich ist es plausibel, dass aufgrund der Domänenwand-
energiedichte und unberücksichtigter Domänendefekte die Domänenwände nicht
vollständig verschwinden können. Daher ist es sinnvoll, das Modell um einen mi-
nimalen Volumenanteil einer Domänenspezies bzw. eine Volumenuntergrenze η zu
erweitern (s. Abbildung 6.11 a)). Dies verhindert das vollständige Verschwinden
einer Domänenspezies ν(N ). Auf eine nachträgliche Anpassung der mechanischen
irreversiblen Größen kann infolgedessen verzichtet werden (λ1 = λ2 = 1). Die um-
klappbezogenen Knotenlasten des Abschnitt 6.1 zugrunde liegenden algebraischen
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Abb. 6.11 a) Einführung einer Volumenuntergrenze η. Hierdurch wird ein voll-
ständiges Verschwinden einer Domänenspezies ν(N ) verhindert; b)
Verläufe der Temperaturänderung im Kern für verschiedene Modell-
parameter λ3 und einer Volumenuntergrenze von η = 1% (λ1, λ2 = 1)

Gleichungssystems (Gleichung (6.1)) werden somit folgendermaßen modifiziert:

{fu} =
∫
V

[Bu]T [C ]{ϵirr}dV ,

{fϕ} =
∫
V

[Bϕ]T ([e]{ϵirr} − λ3{P irr})dV ,

{fΘ} =
∫
V

[NΘ]T
((

[σ] + T0[β]
)∆{ϵirr}

∆t + λ3{E}∆{P irr}
∆t

)
dV .

(6.4)

Für die numerischen Simulationen in diesem Abschnitt wird das Randwertproblem
aus Abbildung 6.3 a) und b) mit den Materialkennwerten für PZT-5 (s. Anhang)
gelöst. Der in Abschnitt 6.1.1 ermittelte Zeitskalenparameter ∆t = 0, 05 s wird
übernommen. Aufgrund der Modellmodifikation muss der numerische Parameter
λ3, welcher eine Kompensation durch freie Ladungen berücksichtigt, neu ermittelt
werden.
Abbildung 6.11 b) zeigt die Temperaturverläufe im Probenkern für verschiedene
λ3, wobei eine Volumenuntergrenze von η = 1% angenommen wird39. Als Vergleich
dient das in Abbildung 6.4 a) dargestellte Ergebnis der Temperaturentwicklung im
Probenkern. Abbildung 6.11 b) zeigt, dass bei einer Volumenuntergrenze von 1%
im modifizierten Modell der numerische Parameter λ3 mit λ3 = 0, 69 angepasst
39Auf die Volumenuntergrenze η = 1% wird nachfolgend in Abbildung 6.13 eingegangen.
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werden muss, um die in Abschnitt 6.1.1 berechnete Kerntemperatur abzubilden.
Dies ist größer als der bisherige Wert von λ3 = 0, 5, womit infolge der Modifikation
des Modells nicht nur die beiden Parameter λ1 und λ2 entfallen, der Modellpara-
meter λ3 verliert zudem an Einfluss auf die Berechnung. η = 1% und λ3 = 0, 69
führen zu dem selben Temperaturprofil, wie es in Abschnitt 6.1.1 der Fall ist. Da-
mit stimmen die simulierte und experimentell gemessene Oberflächentemperatur
zwangsläufig auch unter Verwendung des modifizierten Modells überein.
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Abb. 6.12 a) Schmetterlingshysterese und b) dielektrische Hysterese für verschie-
dene λ3 bei η = 1%

Die Abbildungen 6.12 a) und b) zeigen die Schmetterlingshysteresen und dielek-
trischen Hysteresen für verschiedene λ3 bei η = 1%. Trotz der relativ kleinen
Veränderungen hat der Modellparameter λ3 demnach einen signifikanten Einfluss
auf die remanente Dehnung der Schmetterlingshysterese. Die Fläche der dielek-
trischen Hysterese wird mit zunehmendem λ3 kaum größer.
Die Wahl für die Volumenuntergrenze η = 1% geht auf Abbildung 6.13 zurück.
Diese vergleicht für λ3 = 0, 69 verschiedene, von η abhängige Verläufe der Tem-
peraturänderung. Grundsätzlich gilt: Je kleiner η, desto mehr Zellen können bei
einer Umpolung umklappen. Für den Temperaturverlauf bedeutet dies, dass es
bei einem kleinen η je makroskopischen Umpolungsvorgang zu einem größeren
Temperatursprung kommt. Berechnungen zeigen, dass sowohl für die mechani-
schen, elektrischen als auch kalorischen Felder bei einer Anfangspolung mit 2Ec

eine Volumenuntergrenze unter 1% keinen Einfluss auf den weiteren Verlauf der
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Abb. 6.13 Verlauf der Temperaturänderung für verschiedene Volumenuntergren-
zen η mit λ3 = 0, 69

Feldgrößen hat. Abbildung 6.13 zeigt expemplarisch, dass sich die Verläufe der
Temperaturänderung für η = 0, 1%, η = 0, 5% und η = 1% decken. Gleiches
Verhalten kann man bei der Schmetterlingshysterese und der dielektrischen Hys-
terese beobachten. Vergleichsrechnungen zeigen, dass der Modellparameter λ3 kei-
nen Einfluss auf die Volumenuntergrenze von 1% hat. Erste nicht veröffentlichte
Ergebnisse mit der kondensierten Methode40 bestätigen den Wert der Volumen-
untergrenze η = 1% für PZT-5.
Abbildung 6.14 vergleicht die mit η = 1% und λ3 = 0, 69 bei einer maximalen
Feldamplitude von E = 1, 2Ec simulierte dielektrische Hysterese von PZT-5 mit
experimentellen Ergebnissen von PZT-40 [67], PZTSKN490 [111] und PZT 45/55
[77]. Die experimentellen Ergebnisse zeigen, dass sich die dielektrischen Hysteresen
trotz verschiedener Ti/Zr-Verhältnisse kaum unterscheiden. Die simulierte dielek-
trische Hysterese weist ungefähr dieselbe Fläche wie in den Experimenten auf,
allerdings ist sie etwas nach unten zu kleineren D verschoben. Berechnungen zei-
gen, dass bei höheren Feldstärken die Hysteresen symmetrisch verlaufen. Abschlie-
ßend lässt sich bei dem hier vorgestellten modifizierten thermo-ferroelektrischen
Materialmodell mit zwei Modellparametern (λ3 und η) zudem eine eindeutige Ver-
besserung der numerischen Stabilität gegenüber dem zuvor verwendeten Modell
mit drei Modellparametern feststellen.

40Auf die kondensierte Methode wird im folgenden Abschnitt 6.2 genauer eingegangen.
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Abb. 6.14 Vergleich von dielektrischen Hysteresen mit den Materialwerten für
PZT-5 und einer maximalen elektrischen Feldbelastung bis E = 1, 2Ec
mit experimentellen Ergebnissen für PZT-40 [67], PZTSKN490 [111]
und PZT 45/55 [77]

6.2 Berechnungen mit der kondensierten Methode

Eine weitere Möglichkeit, das in Kapitel 4 vorgestellte Modell zur Berechnung
thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens umzusetzen, ist die sogenannte kon-
densierte Methode (KM). Für rein elektro-mechanische Probleme, piezo- und fer-
roelektrisch, aber auch Ferromagnetika wurde sie bereits umgesetzt. Insbesondere
sei hier auf [74, 101] verwiesen. Die Grundidee ist, die einleitend in Abschnitt 6.1
vorgenommene räumliche Diskretisierung zu umgehen, indem die gesamten phy-
sikalischen Eigenschaften der polykristallinen ferroelektrischen Mikrostruktur in
einem globalen materiellen Punkt kondensiert werden. Zwar lassen sich dadurch
keine Randwertprobleme berechnen, allerdings ist dies auch bei auf werkstoffphy-
sikalische Aspekte beschränkte Untersuchungen nicht erforderlich. Zudem wird
die Rechenzeit stark reduziert und es treten keine Konvergenzprobleme auf, wie
es teilweise bei numerischen Berechnungen mit der FEM der Fall sein kann. In
Abbildung 6.15 ist die Zusammenfassung bzw. Kondensierung aller physikalischen
Eigenschaften eines polykristallinen RVEs in einem materiellen Punkt schematisch
dargestellt. Dabei wird innerhalb eines jeden Korns von einer homogenen Vertei-
lung der Feldgrößen σij , Ei und Θ ausgegangen, die jedoch prinzipiell von Korn zu
Korn unterschiedlich sein können. Anders als bei der FEM, bei der der gegenseitige
Einfluss benachbarter Körner aufgrund der vorgenommenen Diskretisierung und
des numerischen Gleichgewichts der Integrationspunkte intrinsisch berücksichtigt
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Abb. 6.15 Das RVE eines Polykristalls (links) wird in einem materiellen Punkt
kondensiert, welcher die thermo-elektro-magneto-mechanischen Ma-
terialgesetze und die kalorische Bilanzgleichung beinhaltet

wird, findet in der KM Korninteraktion über eine Einbettung der einzelnen Kistal-
lite in ein effektives Medium statt. Aus diesem Grund ist eine Homogenisierung
erforderlich, wobei hier von einer generalisierten Voigt-Approximation ausge-
gangen wird, in der die Verzerrungen, das elektrische Feld und die Temperatur in
jedem Korn den makroskopischen Feldern entsprechen. Es gilt demnach:

ϵ̄ij = 1
P

P∑
p=1

ϵ
(p)
ij = ϵ

(p)
ij , (6.5)

Ēi = 1
P

P∑
p=1

E (p)
i = E (p)

i , (6.6)

Θ̄ = 1
P

P∑
p−1

Θ(p) = Θ(p), (6.7)

wobei p einen lokalen materiellen Punkt bzw. ein Korn eines Polykristalls und
P die Gesamtzahl der materiellen Punkte in einem RVE bezeichnen. Die kon-
stanten makroskopischen Größen der Voigt-Approximation werden durch einen
Überstrich ¯(...) gekennzeichnet. Des Weiteren müssen bei der Berechnung ma-
kroskopischen Materialverhaltens die individuellen Eigenschaften unterschiedlich
orientierter Körner berücksichtigt werden. Unter der Annahme, dass alle Körner
gleich groß sind, werden die Materialparameter daher gemittelt. Diese Mittelung
wird durch ⟨...⟩ gekennzeichnet, wobei Folgendes gilt:

⟨...⟩ = 1
P

P∑
p=1

(...)(p). (6.8)
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Die ferroelektrischen Eigenschaften jedes Korns werden durch die elektro-
mechanischen Materialgesetze aus den Gleichungen (3.153) bis (3.155) beschrie-
ben. Zeitlich integriert und nach den gesuchten makroskopischen Feldgrößen ϵ̄ij ,
⟨Di⟩ und ⟨S⟩ umgestellt werden sie folgendermaßen formuliert:

ϵ̄kl = ⟨Cijkl⟩−1
(

σij + ⟨Cijnoϵirr
no ⟩ + ⟨enij⟩Ēn + ⟨βij⟩Θ̄

)
, (6.9)

⟨Di⟩ = ⟨eikl⟩ϵ̄kl − ⟨eiklϵ
irr
kl ⟩ + ⟨κij⟩Ēj + ⟨ki⟩Θ̄ + ⟨P irr

i ⟩, (6.10)
⟨S⟩ = ⟨βij⟩ϵ̄ij − ⟨βijϵ

irr
ij ⟩ + ⟨ki⟩Ēi + ⟨γ⟩Θ̄. (6.11)

Wenngleich die KM als Grundlage einer skalenüberbrückenden Materialmodellie-
rung keine Randbedingungen vorsieht, werden Versuchsbedingungen abgebildet,
indem ⟨σij⟩ = σext

ij und Ēi = Eext
i als von außen aufgeprägte Größen eingeführt

werden. Durch die Festlegung ⟨Θ⟩ = Θ̄ werden ferner adiabate Bedingungen un-
terstellt. Durch die Mittelung ⟨σij⟩ und ⟨Di⟩ werden zudem die Bilanzgleichungen
Gleichungen (3.36) (üi , bV

i = 0) und (3.60) (ωV = 0) bei der KM intrinsisch erfüllt
[73].
Eine Besonderheit bildet in diesem Zusammenhang die Berücksichtigung kalori-
scher Felder in dem hier betrachteten Mehrfeldproblem. Aufgrund der in Abschnitt
3.4.1 gemachten Überlegungen muss für diese die Energiegleichung nach Gleichung
(3.156) verwendet werden, die sowohl das kalorische Materialgesetz (Gleichung
(3.155)) als auch die kalorische Bilanzgleichung (Gleichung (3.94)) beinhaltet. Da
es sich bei der Energiegleichung um eine Differentialgleichung 2. Ordnung in der
Ortskoordinate handelt, ist diese ohne ein räumliches Gebiet, wie es bei der KM
der Fall ist, nicht ohne Weiteres lösbar. Die Wahl ⟨Θ⟩ = Θ̄ anstelle von ⟨S⟩ = S̄
im Zuge der generalisierten Voigt-Approximation wird in diesem Zusammen-
hang verständlich, da Θ̄,jj = 0. Die Energiegleichung (Gleichung (3.156)) lässt
sich, zeitlich integriert und inkrementell linearisiert, demnach folgendermaßen an-
schreiben:

Θ̄ = − ⟨γ⟩−1⟨βij⟩ϵ̄ij − ⟨γ⟩−1⟨ki⟩Ēi

+ ⟨γ⟩−1

T0
⟨σijϵ

irr
ij ⟩ + ⟨γ⟩−1⟨βijϵ

irr
ij ⟩ + ⟨γ⟩−1

T0
Ēi⟨P irr

i ⟩
(6.12)

Genauere Erläuterungen können in [127, 128] nachgelesen werden. Die Gleichun-
gen (6.9), (6.10) und (6.12) bilden das in der KM für thermo-ferroelektrische
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Mehrfeldprobleme zu lösende algebraische Gleichungssystem. Einige Ergebnisse
werden in den folgenden Unterabschnitten vorgestellt.

6.2.1 Polykristalline Probe unter elektrischem Wechselfeld

In diesem Beispiel wird, analog zu Abschnitt 6.1.1, in dem Temperaturänderun-
gen durch die FEM berechnet wurden, das experimentelle Ergebnis der Tempe-
raturänderungen unter zyklischer elektrischer Belastung aus [17] mit durch die
KM berechneten Ergebnissen verglichen. Da zuvor festgestellt wurde, dass Um-
klappprozesse für die Temperaturentwicklung im Material wesentlich sind, wird
das reversible Temperaturverhalten zunächst auch hier vernachlässigt (βij = 0,
ki = 0).
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Abb. 6.16 a) Ebenes Randwertproblem für die numerische Berechnung. Die phy-
sikalischen Eigenschaften des Materials werden in einem materiellen
Punkt kondensiert; b) Vergleich der durch die KM und FEM (Ab-
schnitt 6.1.1) berechneten Temperaturänderungen mit experimentel-
len [17] Ergebnissen
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Die Probengeometrie und der Versuchsablauf sind in Abschnitt 6.1.1 beschrieben.
Für die zweidimensionale Berechnung werden die in Abbildung 6.16 a) darge-
stellten Randbedingungen gewählt. Mechanisch wird von einem makroskopisch
spannungsfreien Körper ausgegangen, da äußerlich keine Spannungen aufgeprägt
werden, d.h. σij = σext

ij = 0. Das elektrische Feld wird in x2-Richtung aufgebracht
und verläuft wie in Abbildung 6.3 b) dargestellt. Demnach wird das Material
zunächst mit Ē = 2Ec gepolt, bevor ein Wechselfeld mit der Amplitude 1, 2Ec

aufgebracht wird. Für die Simulation mit der KM werden 30 statistisch orientier-
te Körner verwendet, die FEM bildet 3200 Körner ab. Als Materialdaten werden
die im Anhang aufgeführten Werte für PZT-5 verwendet.
Abbildung 6.16 b) zeigt eine Gegenüberstellung der durch die KM berechneten
makroskopischen Temperaturänderung Θ̄ mit der experimentell ermittelten Tem-
peraturänderung an der Probenoberfläche [17] und der durch die FEM berech-
neten Temperaturänderung an der Oberfläche aus Abschnitt 6.1.1. Die durch die
KM berechneten Werte liegen etwas oberhalb von den experimentell gemessenen.
Allerdings wurde kein Temperaturgradient und somit kein Wärmefluss berück-
sichtigt. Anders als die FEM benötigt das KM-Modell jedoch keine zusätzlich
eingeführten numerischen Parameter.

6.2.2 Reversible Temperaturentwicklung in PZT-5

Bisher wurde der reversible elektro- und elastokalorische Effekt vernachlässigt. Im
vorliegenden Abschnitt wird nun das vollständige algebraische Gleichungssystem
der KM (Gleichungen (6.9), (6.10) und (6.12)) für das thermo-elektro-mechanische
Randwertproblem nach Abbildung 6.16 a) gelöst. Nach der Materialpolung mit
|E | = 2Ec folgt die Berechnung der Temperaturänderung.
Abbildung 6.17 a) zeigt den berechneten Temperaturverlauf Θ̄ für eine unterkri-
tische elektrische Belastung von 0, 5Ec bzw. 0, 4kV/mm. Der Verlauf ist linear
abhängig von der elektrischen Feldstärke E . Bei ±0, 5Ec erreicht die Temperatur
eine Änderung von ±12 mK.
Abbildung 6.17 b) vergleicht das berechnete Ergebnis aus Abbildung 6.17 a) mit
experimentellen Daten [126]. Im Experiment wurde eine gesinterte PZT-5 Scheibe
(ø10 mm, d = 0, 5 mm) mit einem gepulsten, sinusförmigen elektrischen Feld be-
lastet41. Aufgrund adiabater Randbedingungen beim Versuchsaufbau wurde, um

41Ähnlich wie bei der gepulsten Hochfrequenz in der digitalen Sendetechnik.
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Abb. 6.17 a) Verlauf der reversiblen Temperaturänderung Θ̄ bei vier Lastzyklen
[127]; b) Vergleich experimentell gemessener [126] Temperaturände-
rungen mit dem berechneten Ergebnis aus Abbildung 6.17 a)

einen möglichst genauen Wert für die elektrokalorische Erwärmung bzw. Abküh-
lung zu erhalten, das elektrische Feld sehr schnell, d.h. schneller als die thermische
Zeitkonstante der Probe, in Polungsrichtung an- bzw., nachdem die Probe auf-
grund des Wärmeflusses abgekühlt war, ausgeschaltet. Ein Anschalten des elek-
trischen Feldes führte zu einer elektrokalorischen Erwärmung und ein Abschalten
zu einer elektrokalorischen Abkühlung der Probe. Aufgrund des Versuchsaufbaus
konnten dabei elektrische Felder E > Ec aufgeprägt werden, da das elektrische
Feld zu jedem Zeitpunkt in Polungsrichtung aufgeprägt wurde und es daher zu
keinen Umklappprozessen innerhalb des Materials kommen konnte. Für die Mes-
sung der Temperaturänderung wurde ein PT-100-Dünnschichtthermometer mit
einer Auflösung von 0, 01 K verwendet. Um elektrische Überschläge bei hohen
elektrischen Spannungen bzw. Feldstärken zu vermeiden, wurde die Probe in Sili-
konöl gegeben42. Für die aufgeprägten elektrischen Felder E1 = 1, 8 kV/mm und
E2 = 2, 8 kV/mm werden je nach An- oder Abschalten des elektrischen Feldes die
Temperaturänderungen Θ̄1 =∼ ±280 mK und Θ̄2 = ±400 mK gemessen43. Wie in
Abbildung 6.17 b) dargestellt, bestätigt die Verbindung der beiden Punkte durch
eine Gerade das erwartete lineare Temperaturverhalten des elektrokalorischen Ef-
fekts. Das Experiment lässt für E = 0, 4 kV/mm demnach eine Temperaturände-
42Im Rahmen des Experimentes wurde festgestellt, dass die im Silikonöl gemessene Tempera-

turänderung geringer als die tatsächliche Temperaturänderung der Probe ist.
43In [126] sind statt der elektrischen Feldstärken die angelegten Spannungen in [kV] angege-

ben. Der Übersicht wegen sind diese in Abbildung 6.17 b) in die entsprechende elektrische
Feldstärke E umgerechnet.
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rung von ∼ ±55 mK erwarten. Dies ist wesentlich höher als der simulierte Wert
von ±12 mK. In [12] wird anhand eines Dehnstabes eine den elektrokalorischen Ef-
fekt überlagernde dissipative Temperaturänderung aufgrund viskoelastischer Ma-
terialeffekte beschrieben. Erste Versuche zeigen, dass das viskoelastische Verhalten
auch bei piezoelektrischen Materialien zu nicht zu vernachlässigenden dissipativen
Erwärmungen führt [129]. Diese Prozesse werden im Modell nicht berücksichtigt.
Eine real höhere Temperaturänderung ist daher durchaus plausibel.



7 Zusammenfassung

Ferroelektrische Werkstoffe werden heutzutage aufgrund ihrer speziellen elektro-
mechanischen Eigenschaften in vielen Gebieten eingesetzt. Da ihre Materialeigen-
schaften z.T. stark temperaturabhängig sind und die Temperatur einen maßgebli-
chen Einfluss auf Zuverlässigkeit und Lebensdauer von ferroelektrischen Kompo-
nenten haben kann, wurden in den letzten Jahren vermehrt auch kalorische Aspek-
te untersucht, zumal sich der elektrokalorische Effekt zur Festkörperkühlung eig-
net. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Modellierung und Simulation
thermo-ferroelektrischen Materialverhaltens. Dabei liegt der Fokus insbesondere
auf der Modellierung von Temperaturänderungen aufgrund von Domänenwandbe-
wegungen im Material und deren numerischer Umsetzung. Zur Formulierung eines
entsprechenden numerischen Diskretisierungsansatzes musste dazu zunächst eine
schwache Form hergeleitet werden, welche die Material- und Bilanzgleichungen
dissipativer thermo-elektro-magneto-mechanischer Mehrfeldprobleme beinhaltet.
Gewöhnlich wird dazu die Methode der gewichteten Residuen verwendet, da für
kalorische und elektrodynamische Prinzipe kein klassisches Funktional als Vor-
aussetzung eines Variationsansatzes bekannt ist. Probleme liegen dabei u.a. in
den unterschiedlichen Einheiten, welche, im Gegensatz zur mechanischen Span-
nung, dielektrischen Verschiebung und dem magnetischen Feld, aufgrund intrin-
sisch beteiligter Zeitraten im Wärmefluss und elektrischen Stromfluss entstehen.
Durch Kombination klassischer Variationsprinzipe, dem Hamilton-Prinzip und
dem Prinzip von Jourdain, und der Einführung eines Wärmeflusspotentials für
den kalorischen und eines Ladungsflusspotentials als Ergänzung für den elektri-
schen Beitrag, wurde ein modifiziertes Variationsprinzip eingeführt und als Prinzip
von Hamilton-Jourdain bezeichnet. Ausgehend von der schwachen Form wurde
schlussendlich ein algebraisches Gleichungssystem aufgestellt, welches zusammen
mit dem thermo-elektro-mechanischen Modell in eine kommerzielle FE-Software
implementiert und anschließend zur Lösung numerischer Randwertprobleme ver-
wendet wurde.
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Anhang

In dieser Arbeit werden piezoelektrische Keramiken mit tetragonalen Elementar-
zellen betrachtet. Damit liegt eine transversale Isotropie des Materials vor. Für
die elektro-mechanischen Beiträge, welche aufgrund der Transversalisotropie fünf
unabhängige elastische, drei unabhängige piezoelektrische und zwei unabhängige
dielektrische Konstanten beinhalten, gelten folgende Materialtensoren in Voigt-
Notation:

[C ]x1 =



C11 C12 C12 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C12 C23 C22 0 0 0

0 0 0 C22 − C23

2 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44


,

[C ]x2 =



C22 C12 C23 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C23 C12 C22 0 0 0
0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C22 − C23

2 0
0 0 0 0 0 C44


,

[e]x1 =


e11 e12 e12 0 0 0
0 0 0 0 0 e26

0 0 0 0 e26 0

 , [e]x2 =


0 0 0 0 0 e26

e12 e11 e12 0 0 0
0 0 0 0 e26 0

 ,

[κ]x1 =


κ11 0 0
0 κ22 0
0 0 κ22

 , [κ]x2 =


κ22 0 0
0 κ11 0
0 0 κ22

 .

(7.1)
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Diese sind so auch in z.B. [73] zu finden. Dabei stehen die Indizes x1 und x2

für die entsprechende Polungsrichtung. Für die kalorischen Effekte betreffenden
Materialtensoren gilt in Voigt-Notation:

{β}x1 =



β11

β22

β22

0
0
0


, {β}x2 =



β22

β11

β22

0
0
0


,

{k}x1 =


k1

0
0

 , {k}x2 =


0
k1

0

 ,

[λ]x1 =


λ11 0 0
0 λ22 0
0 0 λ22

 , [λ]x2 =


λ22 0 0
0 λ11 0
0 0 λ22

 .

(7.2)

Sie beinhalten aufgrund der Transversalisotropie zwei unabhängige thermo-
mechanische Konstanten, eine unabhängige thermo-elektrische Konstante und
zwei unabhängige Konstanten der Wärmeleitfähigkeit.
Für die numerischen Berechnungen von PZT-5 wurden folgende Materialkonstan-
ten verwendet:

Konstante Wert Einheit
C11 11,7 1010 N/m2

C12 8,41 1010 N/m2

C22 12,6 1010 N/m2

C23 7,95 1010 N/m2

C44 2,3 1010 N/m2

e11 23,3 C/m2

e12 -6,44 C/m2

e26 17 C/m2

κ11 15 10−9 C/(Vm)
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Konstante Wert Einheit
κ22 13 10−9 C/(Vm)
k1 -26,8 10−5 J/(Vm2K)
β11 2,45 106 N/(m2K)
β22 2,65 106 N/(m2K)
λ11 28,6 W/(mK)
λ22 28,6 W/(mK)

Die Materialdaten für C11, C12, C22, C23, C44, e11, e12, e26, κ11 und κ22 wur-
den aus [74] und [89] übernommen, k1 aus [131]. Mit λZr = 22.7 W/(mK),
λTi = 21.9 W/(mK) und λPb = 35.3 W/(mK) [135] wurde für die thermischen
Konduktivitätskoeffizienten λ11 = λ22 = 28, 6 W/(mK) ein gewichteter Durch-
schnittswert für PZT-5 angenommen. Mit βij = αklCijkl , wobei αkl der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient mit α11 = 10,5·10−6 1/K und α22 = 5,9·10−6 1/K
[131] ist, folgen die thermischen Spannungskoeffizienten β11 = 2,65·106 N/(m2K)
und β22 = 2,45·106 N/(m2K). Sowohl für die Materialparameter ϵD und P0 als
auch für die Koerzitivfeldstärke Ec einer tetragonalen Einheitszelle wurden mit
ϵD = 6·10−3, P0 = 0.35 C/m2 [60] und Ec = 0.8 kV/mm [18] die Werte für Raum-
temperatur gewählt.
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