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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Fehlereffekte untersucht, die bei der statischen Kraft-
messung mit monolithischen Nd:YAG-Laserkristallen auftreten. Das Me§prinzip
basiert auf dem photoelastischen Effekt im Resonator des Nd:YAG-Lasers. Dieser
wird mit einer Laserdiode optisch gepumpt. Die Me§kraft wird mit einer
Krafteinleitung auf den auf einer Unterlage liegenden Kristall aufgebracht. Die
Differenzfrequenz f der orthogonal polarisierten Lasermoden stellt das Ausgangs-
signal des Sensors dar, welches �ber viele Dekaden proportional zur Kraft ist.

Au§er der Me§kraft beeinflussen interne Betriebsparameter und Umgebungs-
bedingungen das Me§verhalten. Die wichtigsten St�reinfl�sse auf das Me§system
werden hier f�r verschiedene Kristalle und Kraftf�hrungssysteme (bestehend aus
Krafteinleitung und Unterlage) experimentell und theoretisch untersucht.

Die Differenzfrequenz und die Modenleistungen des Nd:YAG-Lasers sind abh�ngig
von der Polarisationsrichtung der Pumpquelle. Es zeigt sich eine periodische Ab-
h�ngigkeit von der Winkellage der Polarisationsrichtung, die sich alle 180¡
wiederholt. Weitere systematische Fehler k�nnen durch den Parallelversatz der
Strahlachse zur Kristallzylinderachse, die Restanisotropie im Nd:YAG-Kristall und
die Abweichung der Kristallzylinderachse von der [111]-Kristallrichtung entstehen.
Diese Effekte verursachen �nderungen der Me§empfindlichkeit. Zus�tzlich k�nnen
St�rkr�fte (z.ÊB. Reibungskr�fte, Kraftnebenschl�sse und das Eigengewicht) durch
das Kraftf�hrungssystem  verursacht werden, die die Me§empfindlichkeit und den
Offset der Differenzfrequenz beeinflussen. Weiterhin zeigt sich, da§ die Kraftein-
leitung mit Parallellenkern im Vergleich zu drei anderen Krafteinleitungen (zwei mit
Kugelh�lsen und eine mit Blattfedern) die g�nstigsten Eigenschaften bez�glich
Reproduzierbarkeit, Hysterese und Nichtlinearit�t hat. Bei einer ebenen
Kristallunterlage wird die Reibungskraft kompensiert, dadurch wird die
Reprozierbarkeit der Me§werte gegen�ber einer V-Nut-Unterlage etwa um eine
Gr�§enordnung verbessert. Die Standardabweichung bei Messungen mit
¿3Êmm´5Êmm-Kristallen, Parallellenkern und ebener Unterlage betr�gt 1,2ÊmN bzw.
10-5 (bezogen auf einen Endwert des Me§bereichs von 100ÊN).

Temperatureinfl�sse sind die mit Abstand wichtigste St�rquelle aus der Umgebung.
Die temperaturbedingte Differenzfrequenz�nderung wurde mit Hilfe von zeit-
abh�ngigen Temperaturtestsignalen untersucht. Diese wurden durch sog. Rechteck-
und Dreieckheizen erzeugt. Es zeigt sich, da§ die temperaturbedingte Differenz-
frequenzdrift von Kristall zu Kristall stark unterschiedlich sein kann (typische Werte:
5ÊkHz/¡C Ê-Ê100 kHz/¡C). Die Untersuchung der thermisch induzierten Spannungen
im freiliegenden Kristall erfolgt mit Hilfe eines FEM-Programms (ANSYSÊ5.3). Es
wird festgestellt, da§ die durch thermische Spannungen verursachte Differenz-
frequenz�nderung ft (Hauptachsenlage jt) im Kristallmaterial nur einen Teil der
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gesamten Temperaturabh�ngigkeit des Laserkristalls darstellt. Auch die Offset-
differenzfrequenz f0 h�ngt von der Temperatur und ihrer �nderungs-
geschwindigkeit ab. Die Offsetdifferenzfrequenz f0 kann in zwei Anteile, einen
temperaturunabh�ngigen Anteil f01 und einen temperaturabh�ngigen Anteil f02
aufgeteilt werden. Die Analyse der experimentellen Ergebnisse zeigt, da§ f01 und f02
jeweils eine eigene Hauptachsenlage j01 und j02 besitzen m�ssen. Es gibt Hinweise,
da§ f02 durch temperaturabh�ngige Doppelbrechung in den Spiegelbeschichtungen
der Stirnfl�chen des Laserresonators verursacht ist. Je nach der Winkeldifferenz
(j01Ê-Êj02) ergibt sich f�r jeden Kristall eine individuelle Temperaturabh�ngigkeit der
Differenzfrequenz f0. Diese Winkeldifferenz wird offensichtlich durch den
Herstellungsproze§ bestimmt. Der Temperaturverlauf in Kristall wird sowohl durch
die zeitabh�ngige Lufttemperatur TL als auch durch die Unterlagentemperatur TU
beeinflu§t. Die temperaturabh�ngige Drift der Offsetdifferenzfrequenz Df0 l�§t sich
f�r kleine Temperaturschwankungen von einigen Grad Celsius sehr gut durch vier
Temperaturgr�§en (DTL, dTL/dt, DTU, dTU /dt) mit einer linearen Gleichung
approximieren. Die Drift Df0 �berlagert sich der durch ft , jt charakterisierten
Frequenz�nderung und es resultiert die gesamte Drift Df.

Die Untersuchungen zeigen, da§ die Krafteinleitung mit Parallellenkern auch den
Vorteil einer vergleichsweise kleinen Temperaturabh�ngigkeit hat. Unter Last ist
auch der Temperaturgang bei einer ebenen Unterlage im Vergleich zur V-Nut-
Lagerung um den Faktor 5 reduziert. Die Temperaturabh�ngigkeit bei Verwendung
einer ebenen Unterlage ist n�herungsweise unabh�ngig von der Belastung.

Um die betrachteten Fehlereffekte geschlossen darzustellen, wird ein
mathematisches Fehlermodell entwickelt. Der Vergleich dieses Fehlermodells mit
den experimentellen Beobachtungen zeigt eine gute �bereinstimmung. Nicht nur die
Drift der Offsetdifferenzfrequenz Df0, sondern auch die gesamte Differenz-
frequenzdrift Df l�§t sich mit der linearen Approximationsgleichung sehr genau
beschreiben. Vorteilhaft f�r die Kompensation ist eine Approximation, die mit
Rechteckheizen gewonnen wird. Dann k�nnen mit diesem Kompensationsverfahren
mehr als 70% bis 95% der Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz beseitigt
werden, auch wenn die Differenzfrequenzdrift durch andere Temperaturverl�ufe
(z.ÊB. Dreieckheizen) erzeugt wird. Nach der rechnerische Kompensation verbleibt
ein Temperaturkoeffizient kleiner als 3ÊkHz/¡C. Dies entspricht eine relativen Wert
von 10-6/¡C bezogen auf einen Me§bereichsendwert von 100ÊN.

Insgesamt darf festgestellt werden, da§ Reproduzierbarkeit (10-5) und Temperatur-
gang (10-6/¡C) des Laserverfahrens im Vergleich zu konventionellen Me§verfahren
(z.ÊB. Piezosemsoren, DMS) durchaus als g�nstig zu beurteilen sind. Diese verblei-
bende Fehlereinfl�sse werden offensichtlich durch den Temperaturgang der Laser-
verspiegelung und restliche Reibungseffekte im Kraftf�hrungssystem verursacht.
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1 Einleitung

1.1 Stand der Forschung

F�r die genaue Messung von Kr�ften sowie daraus abgeleiteter mechanischer
Gr�§en, wie z.ÊB. mechanische Spannung, Druck und Beschleunigung steht bereits
eine Vielzahl unterschiedlicher Verfahren zur Verf�gungÊ/1.1/. Die zu messende
Kraft f�hrt zun�chst immer zu einer Verformung eines Festk�rpers. Die Kraft wird
anschlie§end bei den meisten Me§verfahren durch die Messung dieser Verformung
ermittelt. Eine h�ufig verwendete Methode zur Messung dieser Verformungen ist die
Nutzung von Dehnungsme§streifen (DMS). Die DMS werden auf den Federk�rper
aufgebracht, auf den die zu messende Kraft einwirkt. Der Ohmsche Widerstand der
DMS �ndert sich durch die mit den Verformungen verbundenen Dehnungen. Diese
Widerstands�nderungen werden mit Hilfe einer Wheatstoneschen Br�ckenschaltung
in ein elektrisches Aufnehmer-Ausgangssignal umgeformt. Mit diesem Me§ver-
fahren k�nnen relative Me§fehler kleiner als 10-5 erreicht werden /1.1/.

F�r Langzeitmessungen, bei hohen Temperaturen, bei Messungen an ungesch�tzten
Stellen oder in zeitweise aggressiven Medien usw. ist der Einsatz spezieller Kraftauf-
nehmer mit induktiven oder kapazitiven Sensoren angebracht /1.1/. Bei der Kraft-
messung mit induktiven Sensoren sind die Linearit�tsfehler kleiner als ±1%. Der
Sensor kann bei Temperaturen zwischen -200¡C und +100°C eingesetzt werden
/1.1/. Bei der Kraftmessung mit kapazitiven Sensoren treten nichtlineare Me§-
abweichungen unter ±0,2% des Me§bereiches auf. Die Langzeitstabilit�t ist besser als
±0,02% je Monat und der nutzbare Temperaturbereich reicht von -50¡C bis +150°C
/1.1/.

Weiterhin werden andere Me§verfahren wie z.ÊB. piezoelektrische und elektro-
magnetische Kraftmessungen eingesetzt. Aufgrund ihrer hohen Eigenfrequenz sind
Piezo-Kraftaufnehmer hervorragend f�r die Messung sehr schneller Kraft-
�nderungen geeignet. Mit Hilfe des piezoelektrischen Effektes wird die kraft-
induzierte Verformung in ein elektrisches Signal umgewandelt und anschlie§end
ausgewertet /1.1/. In der W�getechnik und Beschleunigungsme§technik ist das
elektromagnetische Kompensationsme§verfahren weit verbreitet /1.2Ê-Ê1.4/. Dabei
wird die zu messende Gewichts- bzw. Tr�gheitskraft durch eine mit Hilfe eines
magnetischen Feldes erzeugte Gegenkraft kompensiert. Der hierzu erforderliche
Strom in der Magnetspule ist ein Ma§ f�r die Eingangsgr�§e des Sensors. Auf
diesem Prinzip basieren Waagen mit einer Aufl�sung von 5×10-8, die kommerziell
verf�gbar sind.
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In j�ngster Zeit werden verst�rkt optische Kraftme§verfahren erforscht. Zwei
bekannte Me§verfahren aus diesem Bereich sind die interferometrische und die
photoelastische Kraftmessung. Die Deformation, die durch die zu messende Kraft
verursacht wird, kann interferometrisch bestimmt werden /1.5/. Die mit diesem
Verfahren erreichte Aufl�sung betr�gt 100ÊMikrogramm (100Êµg) bei einem Me§-
bereich von 10ÊGramm (10Êg). Die photoelastische Kraftmessung nutzt transparente
Materialien als Sensorelement, die unter Krafteinwirkung doppelbrechend werden.
Wird das Sensorelement belastet, �ndern sich die optischen Brechzahlen in zwei
orthogonal zueinander liegenden optischen Hauptachsen, die parallel zu den
mechanischen Hauptspannungen liegen, in unterschiedlichem Ausma§. Diese
Doppelbrechung wird h�ufig mit einem Polariskop ermittelt. Das Sensorelement
befindet sich dabei zwischen einem Polarisator und einem Analysator. Die auf das
Sensorelement wirkende Kraft wird auf diese Weise in eine
Lichtleistungsmodulation hinter dem Analysator umgewandelt /1.6/. In /1.7/ ist
ein modifiziertes Prinzip eines photoelastischen Kraftsensors beschrieben. Mit Hilfe
einer erweiterten Polariskopanordnung und einem Phasenmodulator wird die
gemessene Kraft erfa§t. Mit einem speziellen Signalauswerteverfahren liefert der
Sensor als kraftproportionales Ausgangssignal ein digitalisiertes Zeitintervall t. Bei
diesem Me§verfahren ist bei Verwendung von Glas- bzw. Fibersensorelementen die
beobachtete Nichtlinearit�t kleiner als 10-3 und die Me§aufl�sung erreicht ca. 4×10-5.

In den letzten Jahren wurde weiterhin der sog. resonatorinterne photoelastische
Kraftsensor intensiv untersucht /1.8, 1.9, 1.11, 1.12, 1.13/. Das photoelastische
Sensorelement befindet sich hier innerhalb eines Laserresonators. Aufgrund der
kraftinduzierten Brechzahldifferenz ergeben sich im Laserresonator zwei
unterschiedliche optische L�ngen. Der Laser strahlt zwei unterschiedliche
Lichtfrequenzen (Moden) mit linearer Polarisation ab. Die Polarisationsrichtungen
sind parallel zu den optischen Hauptachsen ausgerichtet. Die Differenz der
Laserfrequenzen wird als kraftproportionales Ausgangssignal genutzt. Zun�chst
wurde dieses Me§verfahren mit HeNe-Lasern untersucht /1.8/. Ein photoelastisches
Sensorelement aus Glas wurde in den Laserresonator eingef�gt. Mit Hilfe einer
aktiven Frequenzstabilisierung des HeNe-Lasers wurde ein Me§bereich von sechs
Dekaden erreicht. Wegen der geringen Verst�rkung des HeNe-Lasers sind aber der
Miniaturisierung des Kraftsensors enge Grenzen gesetzt. Au§erdem beeintr�chtigen
thermische Effekte die Langzeitstabilit�t. St�reffekte wie Kriechen und Hysterese
sind bei photoelastischen Glasmaterialien etwa in der Gr�§enordnung von 10-4 und
kleiner /1.9/.

Der Neodym-dotierte Yttium-Aluminium-Granat-Laser (Nd:YAG-Laser) ist der am
weitesten verbreitete Festk�rperlaser. Im Vergleich mit dem HeNe-Laser zeigt er
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einige sehr vorteilhafte Eigenschaften. Diodengepumpte Nd:YAG-Laser zeichnen
sich generell durch einen gro§en Wirkungsgrad, hohe Strahlqualit�t, gro§e
Frequenzstabilit�t, Kompaktheit, geringe thermische Belastung, niedrige
Versorgungsspannung sowie lange Lebensdauer aus /1.10/. Heutzutage wird der
diodengepumpte Nd:YAG-Laser bereits auf den Gebieten der Materialbearbeitung,
Medizin und Me§technik breit angewandt.

Gleichzeitig zeigen YAG-Kristalle den linearen photoelastischen Effekt. Aufgrund
der g�nstigen Eigenschaften im Vergleich zum He-Ne-Laser werden Nd:YAG-
Laserkristalle in der resonatorinternen Kraftmessung vorteilhaft eingesetzt /1.11/.
BildÊ1.1 zeigt den Aufbau eines Kraftsensors mit einem monolithischen Nd:YAG-
Laserkristall.

Polarisator

Photo-
diode

u1
u2

Kraftf�hrungs-
system

F

m
Laserdiode
l = 808 nm

Stromversorgung,
Temperaturregelung

Nd:YAG-
Laserkristall,

beidseitig
verspiegelt

fSpektrum-
analysator

BildÊ1.1 Aufbau f�r die resonatorinterne Kraftmessung mit einem monolithischen
Nd:YAG-Laserkristall /1.11/.

Der diodengepumpte Nd:YAG-Kristall dient bei der Kraftmessung sowohl als
Laseroszillator als auch als photoelastisches Sensorelement /1.9, 1.11, 1.12/.
Gegen�ber dem HeNe-Laser erlaubt die hohe optische Verst�rkung von Nd:YAG
eine Verringerung des Spiegelabstandes um mindestens den Faktor 10, was eine
Erh�hung der Me§empfindlichkeit um die gleiche Gr�§enordnung bedeutet /1.9/.
In Nd:YAG sind die Kriech- und Hystereseeffekte und thermischen Belastungen
gegen�ber Glas betr�chtlich reduziert /1.9/. Es treten keine Verschmutzungseffekte
auf. Vakuum und plasmafeste dielektrische Schichten werden nicht ben�tigt. Beim
Einsatz eines monolithischen Me§oszillators lassen sich au§erdem alle st�renden
optischen Grenzfl�cheneffekte und damit optische R�ckwirkung eliminieren /1.9/.
Eine aktive Frequenzstabilisierung ist nicht erforderlich. Mit diesem Me§verfahren
wurde unter Laborbedingungen ein extrem gro§er Me§bereich des Einzelkristalls
von neun Dekaden, sehr gute Linearit�ten und eine Lastaufl�sung von 10Êµg erreicht.
Die nachgewiesene Me§bandbreite liegt bei ca.Ê100ÊkHz. Gleichzeitig wird auch eine
Miniaturisierung verwirklicht /1.11, 1.13/.
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1.2 Begr�ndung und Abgrenzung der Aufgabenstellung

In der Diskussion der bekannten Verfahren der Kraftmessung zeigt sich, da§ die
resonatorinterne Kraftmessung mit Nd:YAG-Kristallen ein hohes Entwicklungspo-
tential besitzt. Deswegen sollte dieses Me§verfahren daraufhin untersucht werden,
inwieweit es praktisch anwendbar ist. Die bisherigen Experimente zum resonator-
internen Kraftmessung mit Nd:YAG-Kristallen /1.9, 1.11, 1.12/ wurden bei ideali-
sierten Laborbedingungen durchgef�hrt, d.Êh. der Me§aufbau war gegen St�rungen
(insbesondere Temperaturschwankungen und Ersch�tterungen) hochgradig isoliert.
Unter realen Umgebungsbedingungen wird das Ausgangssignal jedoch von unter-
schiedlichen St�rungen beeinflu§t. Die durch die St�rungen verursachten
Fehlereffekte sind bisher in der Literatur nicht n�her untersucht worden.

Die vorliegende Arbeit behandelt daher das Fehlerverhalten des Kraftsensors mit
diodengepumpten monolithischem Nd:YAG-Laser. Der Versuchsaufbau des
Kraftsensors besteht also immer aus der laseroptischen Pumpdiode, dem Nd:YAG-
Laser als photoelastisches Sensorelement, einem Kraftf�hrungssystem sowie
Frequenzmischungs- und Auswertungsteil (BildÊ1.1).

Um diese Zielsetzung zu erf�llen, ist zun�chst die experimentelle Erfassung der
Me§fehler erforderlich. Ferner mu§ die Abh�ngigkeit der Me§fehler von den
internen Systemparametern und vom externen Einflu§ der Umgebungsbedingungen
untersucht werden. Interne Systemparameter sind z.ÊB.:

- Wellenl�nge, Leistung und Polarisation der Pumpquelle,
- Parallelversatz der Lichtstrahlung im Kristall, Restanisotopie, Kristallachsen-

lage, Resonatorl�nge des Nd:YAG-Lasers,
- Federkonstante, Verformung und Offsetlast des Kraftf�hrungssystems usw.

Die nachfolgend auch als externe St�rgr�§en bezeichneten Umgebungsbedingungen
sind Temperatur, Feuchtigkeit, Ersch�tterungen, elektromagnetische Felder usw.
Auch ihre Einfl�sse auf das Me§system m�ssen experimentell erfa§t werden. Insbe-
sondere sind die theoretischen Zusammenh�nge zwischen den Systemparametern
und den Umgebungsbedingungen zu ermitteln und ein mathematisches Fehler-
modell des Kraftsensors ist zu entwickeln. Das Fehlermodell mu§ mit den experi-
mentellen Beobachtungen verglichen werden und sollte mit diesen �bereinstimmen.

Aufgrund der Untersuchungen zu den Fehlereffekten und des mathematischen
Fehlermodells k�nnen schlie§lich gezielte Ma§nahmen (Kompensation bzw.
Elimination der Fehlerursachen) vorgeschlagen werden, um das Fehlerverhalten des
Kraftsensors zu optimieren.
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2 Physikalische Grundlagen des Me§effektes

2.1 Der photoelastische Effekt

2.1.1 Allgemeines Prinzip

Als photoelastischer Effekt wird die Eigenschaft transparenter Substanzen
bezeichnet, unter mechanischer Belastung optisch anisotop zu werden /2.1/
(BildÊ2.1).

E

Ex

Ey

F

y

x
z

d

Ey
Ex

s1,n1

s2,n2

Photoelastisches Element
Lichtstrahl

tp

BildÊ2.1 Darstellung des photoelastischen Effektes.

Ein sog. photoelastisches Element wird von einem Lichtstrahl durchstrahlt. Wirkt auf
das Element eine Kraft F ein, treten dort mechanische Spannungen auf. Die
Hauptspannungen in der Ebene senkrecht zur Lichtstrahlung werden als s1 und s2

bezeichnet, ihre Richtungen Hauptachsen genannt. Die Hauptachsen werden mit x, y
und die Lichtausbreitungsrichtung als z-Achse bezeichnet. Durch den photo-
elastischen Effekt wird eine Differenz Dn zwischen den Brechzahlen n1 und n2 f�r
Licht, welches in Richtung der Hauptachsen polarisiert ist, hervorgerufen. Es gilt:

  D = - = × -( )n n n C1 2 0 1 2s s (2.1)

C0 ist die sog. photoelastische Konstante und h�ngt vom Material des photo-
elastischen Element ab.

Durchstrahlt monochromatisches und linear polarisiertes Licht das Element, wird ein
Gangunterschied d zwischen den Feldst�rkekomponenten Ex und Ey induziert. Es
gilt die Beziehung

  d s s= -( ) × = × -( ) ×n n t C tp p1 2 0 1 2 (2.2)

tp: Dicke des photoelastischen Elementes.
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Die durch das photoelastische Element erzeugte Phasendifferenz D ergibt sich mit
Gl.Ê(2.2) zu

  
D = × ° =

× -( ) × × °d
l

s s

l
360

3600 1 2C tp
(2.3)

l: Wellenl�nge des eingestrahlten Lichtes.

2.1.2 Photoelastische Konstante C0 des YAG-Laserkristalls

Auch optisch transparente Kristalle weisen im allgemeinen den photoelastischen
Effekt auf. Die photoelastische Konstante C0 h�ngt von der Kristallstruktur, vom
Kristallmaterial und von der Kristallachsenlage ab. Im Kraftsensor wird ein
zylindrischer, mit Nd dotierter YAG-Kristall als Sensorelement benutzt. YAG ist ein
farbloser, optisch isotoper Granat mit einer kubischen Struktur. BildÊ2.2 zeigt die
Struktur und Form des im Kraftsensor verwendeten YAG-Kristalls.

[001]

[111]

[010]

[100]

y

x

z
j

Achsenrichtung mit Millerschen
Indizes eines kubischen Kristalls

a) Zylinderf�rmiger Stabb)

s1s2

BildÊ2.2 Darstellung der Kristallachsen und des Koordinatensystems im YAG-
Kristall.

Die Kristallachsenrichtungen in BildÊ2.2a sind mit Hilfe der sog. Millerschen Indizes
/2.2/ dargestellt. Das Kristallkoordinatensystem wird mit x, y und z bezeichnet. Der
Winkel j  gibt die Lage der Hauptachsen im Kristallkoordinatensystem an. Da
Richtung z entspricht der Durchstrahlrichtung der Lichtstrahlung.

Die Abh�ngigkeit der photoelastischen Konstante C0 von der Kristallrichtung wird
im Anhang abgeleitet. Wird der Kristall in [100]-Richtung geschnitten, d.h. stimmt
die [100]-Richtung mit der z-Achse �berein, h�ngt die photoelastische Konstante C0

von der Kristallrotationslage j ab. C0[100] lautet (siehe AnhangÊ7.1):

  
C n0 100 0

3
11 12 44 11 12 44

1
4

4[ ] cos= - × × - + + - -( ) × ×( )[ ]p p p p p p j (2.4)
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p11, p12, p44 sind die sog. photoelastischen Koeffizienten und betragen (siehe
AnhangÊ7.1)

p11Ê=Ê-1,2096×10-7Êmm2/N; p12Ê=Ê5,0869×10-8Êmm2/N und p44Ê=Ê-5,3689×10-7Êmm2/N.

n0 ist die Brechzahl des Kristalls. F�r den YAG-Kristall betr�gt n0Ê=Ê1,82.

Wird der Kristall in [111]-Richtung geschnitten, so gilt f�r die photoelastische
Konstante C0[111] der von j unabh�ngige Wert (siehe AnhangÊ7.1):

  
C n mm N0 111 0

3
11 12 44

6 21
6

2 1 2515 10[ ] , /= - × × - + ×( ) = × -p p p (2.5)

Der berechnete Wert stimmt n�hrungsweise mit dem Literaturwert
C0[111]Ê=Ê1,19Ê×Êmm2/N /2.9/ �berein, der mit Hilfe von Me§ergebnissen berechnet
wurde.

BildÊ2.3 zeigt die nach der mathematischen Ableitung numerisch berechneten
Abh�ngigkeiten der photoelastischen Konstante von der Zylinderrotationslage j bei
in [100]-Richtung und in [111]-Richtung geschnittenen YAG-Kristallen.

j /¡
C0/(mm2/N)

C0[111]

C0[100]

0¡

90¡

180¡

270¡

8 10-7

1,2 10-6

1,6 10-6

4 10-7

Bild 2.3 Photoelastische Konstante bei einem in [100]-Richtung bzw. einem in
[111]-Richtung geschnittenen YAG-Kristall

F�r in [100]-Richtung geschnittene Kristalle zeigt sich eine j-Abh�ngigkeit mit einer
Periode von 90¡. Der maximale Wert von C0[100] betr�gt 1,618Ê×Ê10-6 mm2/N bei dem
Winkel jÊ=Ê45¡, der minimale Wert der C0[100] betr�gt 5,179Ê×Ê10-7 mm2/N bei jÊ=Ê0¡.
Die photoelastische Konstante bei einem in [100]-Richtung geschnittenen Kristall ist
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also eine anisotrope Gr�§e.

C0[111] ist unabh�ngig vom Rotationswinkel j. Wenn der Kristall um seine Achse
bzw. um die [111]-Richtung gedreht w�rde, bleibt die photoelastische Konstante
C0[111] immer konstant. Wegen dieser isotropen Eigenschaft wird im Kraftsensor ein
in [111]-Richtung geschnittener YAG-Kristall eingesetzt.

2.2 Der diodengepumpte Nd:YAG-Laser

Im vorherigen Kapitel wurde der photoelastische Effekt im YAG-Kristall
beschrieben. In diesem Kapitel wird seine Lasereigenschaft diskutiert.

Ein undotierter YAG ist kein laseraktiver Kristall. Erst durch die Dotierung mit
Nd3+-Ionen wird er laseraktiv. Der Nd:YAG-Kristall weist sehr gute optische und
thermische Eigenschaften f�r den Laserbetrieb auf /2.3/.

Der Nd:YAG-Laser wird durch optisches Pumpen angeregt. Die Absorptions-
wellenl�nge f�r Nd:YAG-Kristall betr�gt 808,6Ênm. Fr�her wurden h�ufig
Blitzlampen zum Pumpen verwendet, die sehr viel W�rme erzeugen und ein
K�hlsystem sowie viele optische Komponenten erfordern. Der lampengepumpte
Nd:YAG-Laser hat deswegen gro§e Abmessungen. Mit der Laserdiodentechnik steht
heute eine f�r den Nd:YAG-Laser besser geeignete Pumpquelle zur Verf�gung. Die
diodengepumpten Nd:YAG-Laser haben im Vergleich zu den lampengepumpten
Festk�rperlasern insbesondere die folgenden Vorteile /2.4/:

- betr�chtlich h�herer Wirkungsgrad;
- geringere thermische Belastung bzw. geringere Anforderungen an das

K�hlsystem. Bei Lasern mit niedriger Ausgangsleistung wie z.ÊB. Lasern f�r
Me§- und Sensortechnik-Anwendungen ist kein K�hlsystem notwendig;

- l�ngere Lebensdauer;
- durch die kleinen Abmessungen der Pumpdiode, ihre hohe Strahldichte sowie

durch die kleinen Absorptionsl�ngen im Laserkristall wird eine hochgradige
Miniaturisierung des diodengepumpten Nd:YAG-Lasers verwirklicht.

Daher wird der diodengepumpte Nd:YAG-Laser f�r den resonatorinternen
Kraftsensor verwandt.

2.2.1 Emissionswellenl�ngen bei Nd:YAG-Lasern

Der Nd:YAG-Laser ist ein Vier-Niveau-System mit einer im Vergleich zum HeNe-
Laser geringen Laserschwelle. Strahlungsemission kann auf den Wellenl�ngen
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lÊ=Ê1064Ênm, 1061Ênm und 1051Ênm stattfinden /2.3/. Bei Zimmertemperatur ist es
m�glich, da§ mehrere Wellenl�ngen gleichzeitig auftreten, wenn die Pumpleistung
ausreichend gro§ ist. Die 1064-nm- und 1061-nm-�berg�nge bieten die niedrigsten
Laserschwellen. Bei Raumtemperatur dominiert die 1,064-µm-Linie /2.5/.

Zur Bestimmung der tats�chlichen Emissionswellenl�ngen des in der Arbeit
benutzten Nd:YAG-Lasers wurden Untersuchungen mit einem Gitterspektrometer
durchgef�hrt. BildÊ2.4 zeigt das Grundprinzip des Versuchsaufbaus.

.

l1 = 1064Ênm l2 = 1061Ênm

MonitorBeugungsgitter

l1, l2

q1

q2

m = 6

......

CCD-Kamera

l1

 l2Nd:YAG-
Laser

Laser-
diode Filter

BildÊ2.4 Untersuchung der Emissionswellenl�ngen des Nd:YAG-Lasers mit einem
Gitterspektrometer.

Es wurde ein monolithischer Nd:YAG-Laser mit der Abmessung ¿3´5Êmm
vermessen. Monolithisch bedeutet, da§ der Laser keine externen Resonatorspiegel
besitzt, sondern da§ die beiden Endfl�chen des Laserkristalls verspiegelt sind. Der
Laser wird mit einer Laserdiode gepumpt. Ein Filter sperrt die 808Ênm-Strahlung der
Pumpquelle. Nur die Nd:YAG-Laserstrahlung wird in das Gittterspektrometer
eingestrahlt. Die Funktionsweise des Gitterspektrometers basiert auf dem optischen
Beugungsprinzip /2.1/. Es gilt die Beugungsgittergleichung /2.1/

  a mi g i× = ×sinq l , iÊ=Ê1, 2, 3,.... (2.6)

a: Gitterkonstante;
qi: Beugungswinkel bei Wellenl�nge li;
mg: Gitterbeugungsordnung, mgÊ=Ê0, 1, 2, 3É

In diesem Aufbau wurde ein Beugungsgitter mit der Gitterkonstante aÊ»Ê8Êµm
(125ÊStriche/mm) benutzt. Der einfallende Strahl wird durch das Gitter aufgespalten.
Enth�lt die Strahlung mehrere Wellenl�ngen, f�hrt dies bei gleicher
Beugungsordnung zu unterschiedlichen Beugungswinkeln. Der Winkelunterschied
durch verschiedene Wellenl�ngen bei einer gleichen Beugungsordnung ergibt sich
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aus Gl.Ê(2.6) zu

  
sin sinq q l l1 2 1 2- = × -( )

m

a
g

(2.7)

Je gr�§er die Beugungsordnung mg ist, desto st�rker unterscheiden sich die
Beugungsrichtungen der Wellenl�ngen. Bei h�heren Beugungsordnungen nimmt
aber deren Lichtintensit�t ab. Bei der 6.ÊBeugungsordnung ergibt sich ein guter
Kompromi§ zwischen dem Unterschied der Beugungswinkel und ausreichender
Lichtintensit�t. Die Intensit�tsmaxima der 6.ÊBeugungsordnung wurden mit einer
CCD-Kamera detektiert und auf dem Bildschirm eines Monitors dargestellt. Es
zeigen sich zwei Intensit�tsmaxima (BildÊ2.4), die gem�§ Gl.Ê(2.6) zu den
Wellenl�ngen 1064Ênm und 1061Ênm f�hren /2.6/. Wegen der begrenzten
Abmessung des Gitters wird die Laserstrahlung auch in vertikaler Richtung gebeugt
/2.6/. Da bei der Wellenl�nge 1064Ênm die Lichtintensit�t st�rker ist, ist der
Lichtfleck auf dem Bildschirm durch die Beugung gr�§er.

Die experimentellen Beobachtungen zeigen also, da§ bei dem in der Kraftmessung
eingesetzten Nd:YAG-Lasern gleichzeitig zwei Wellenl�ngen existieren k�nnen. Dies
kann f�r die Erkl�rung des experimentell erhaltenen Differenzfrequenzspektrums
genutzt werden (Kap.Ê3.3.4).

2.2.2 Modenspektrum des Nd:YAG-Lasers

Die Nd:YAG-Laserlinien sind durch thermische Gitterschwingungen homogen
verbreitert. Die Linienbreite betr�gt ca.Ê100ÊGHz /2.5/. Innerhalb dieser Linienbreite
k�nnen mehrere longitudinale und transversale Lasermoden TEMmnq gleichzeitig
angeregt werden. Die Indizies mn geben die transversale Modenordnung und q die
longitudinale Modenordnung an. F�r die Frequenzen der Mode mnq giltÊ/2.5/:

  
u pmnq

opt

c
L

q m n g g=
×

+ × + +( ) × ×( )-
2

11
1 2arccos (2.8)

qÊ=Ê1, 2, 3 ... giÊ=Ê1-Lopt/Ri, iÊ=Ê1, 2

c: Lichtgeschwindigkeit, Lopt: optische L�nge des Laserresonators. R1 und R2 sind
die Kr�mmungsradien der Resonatorspiegel. BildÊ2.5 zeigt das Frequenzspektrum
der Lasermoden und die frequenzabh�ngige Verst�rkungskurve des Lasers f�r eine
Laserlinie.



13

.

00 2110 11 221201

umnq umn(q+1)

FSR

×××××× ××××××

mn:

××××××

umn(q-1)

V
er

st
�r

ku
ng

Laserfrequenz n

Verst�rkungskurve

BildÊ2.5 Modenspektren und Verst�rkungskurve eines Lasers.

Der Frequenzabstand zweier longitudinaler Moden wird als Free Spectral Range
(FSR) bezeichnet und betr�gt /2.3 - 2.5/

  
FSR

c
Lopt

=
×2

(2.9)

Ohne weitere Ma§nahmen f�r Single-Frequency-Betrieb sind beim Nd:YAG-Laser
aufgrund seiner breiten Verst�rkungskurve mehrere longitudinale Moden
gleichzeitig in Betrieb. Das "spatial hole burning" ist der dominierende Effekt f�r die
Entstehung mehrerer longitudinaler Moden im Festk�rperlaser /2.4/.

Beim Pumpen mit einer Laserdiode wird die Pumpstrahlung meist axial in den
Nd:YAG-Stab eingestrahlt (BildÊ1.1) und mit einem optischen System fokussiert
/2.4/. Die Volumen�berdeckung zwischen der Pumpstrahlung und der Lasermode
und die Pumpleistung sind die entscheidenden Faktoren f�r das Auftreten der
transversalen Moden. Wegen der g�nstigen Intensit�tsverteilung ist beim
Laserbetrieb meistens die TEM00-Mode erw�nscht. Um die TEM00-Mode zu erhalten,
mu§ der Fokusdurchmesser der Pumpstrahlung dem Durchmesser der TEM00-
Resonatormode entsprechen. Die Durchmesser 2wi (i=1, 2) der TEM00-Mode an den
Resonatorspiegeln h�ngen von der Resonatorgeometrie ab. Es gilt /2.7/

  
w

n L g

g g gi
j

i
=

× ×
×

× - ×( )
l

p
0

1 21
i, jÊ=Ê1, 2; iÊ¹Êj (2.10)

BildÊ2.6 zeigt a) die Radien der TEM00-Mode bei einem plankonkaven
monolithischen Nd:YAG-Laserresonator mit der Abmessung von ¿3´5Êmm und b)
die nach Gl.Ê(2.10) berechneten TEM00-Modenradien in Abh�ngigkeit vom Radius
des gekr�mmten Resonatorspiegels. Die ebene Stirnfl�che ist die Einkoppelseite des
Nd:YAG-Lasers. Um eine TEM00-Mode zu erhalten, sollte der TEM00-Moden-
durchmesser 2w1 auf der Einkopplungsseite dem Durchmesser der Pumpstrahlung
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entsprechen. Dies kann durch geeignete Auswahl des Spiegel-Kr�mmungsradien
sichergestellt werden.

w 1

w2

b)

R

L = 5 mm

2w22w1

a)
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BildÊ2.6 a) Plankonkaver monolithischer Laserkristall,
b) Berechnete Radien der TEM00-Mode auf die Endfl�chen des 

Resonators in Abh�ngigkeit vom Resonatorspiegelradius R.

2.2.3 Polarisation und Differenzfrequenz der Laserstrahlung

Die Polarisation der Laserstrahlung h�ngt von der optischen Anisotropie im
Laserkristall ab. Infolge der optischen Anisotopie im Laserkristall besteht die
Laserstrahlung aus zwei linear polarisierten Lichtanteilen, deren Polarisations-
richtungen senkrecht zueinander stehen und parallel zu den mechanischen
Hauptachsen sind.

Wegen der kraftabh�ngigen Brechzahldifferenz Dn haben diese zwei Lichtanteile
auch unterschiedliche Laserfrequenzen. BildÊ2.7 zeigt das Frequenzspektrum eines
optisch anisotropen Laserresonators. x und y bezeichnen die Hauptachsen des
Laserkristalls. uq,i (wobei iÊ=Ê1,Ê2) ist die Laserfrequenz der q-ten longitudinalen
Mode in Polarisationsrichtung i.



15

y

x

u

uq,1

uq,2

uq+1,1

uq+1,2
uq-1,2

uq-1,1

uq-2,1

uq-2,2

uq+2,1

uq+2,2f

FSR

Verst�rkungskurve

BildÊ2.7 Frequenzspektrum eines optisch anisotropen Laserresonators. x- und y-
Richtung entsprechen den Hauptachsen des Laserresonators bei TEM00-
Mode.

Die Differenzfrequenz f zwischen den orthogonal polarisierten Lasermoden bei der
q-ten longitudinalen Mode ergibt sich gem�§ der Resonatortheorie aus /2.7/ und
den Gl.Ê(2.1) - (2.3):

  
f

FSR FSR L
n= ×

°
= × × × DD

180
2

l
(2.11)

Im resonatorinternen Kraftsensor f�hrt die Kraft F zun�chst zu einer Phasendifferenz
D, die dann eine Differenzfrequenz f des Lasers verursacht. Diese Differenzfrequenz f
dient als Ausgangssignal des Kraftsensors.

2.3 Prinzip des Kraftsensors

Der Kraftsensor mit diodengepumptem Nd:YAG-Laser basiert auf dem
resonatorinternen photoelastischen Prinzip. Der entsprechende Versuchsaufbau
wurde bereits in BildÊ1.1 dargestellt.

Als photoelastisches Sensorelement dient ein zylindrischer Nd:YAG-Kristall. Die
Stirnfl�chen des Kristalls werden als ein plankonkaver Laserresonator bearbeitet und
dann dielektrisch beschichtet. Die Beschichtung auf der Einkoppelseite zur
Pumpquelle wirkt gleichzeitig als Verspiegelungsschicht (Reflexionskoeffizient >
99,8%) f�r die Laserwellenl�nge 1064Ênm und als Entspiegelungsschicht
(Transmissionskoeffizient > 99%) f�r die Pumpwellenl�nge 808Ênm. Die Auskoppel-
seite ist mit einer Verspiegelungsschicht mit einem Reflexionskoeffizienten von ca.
99% f�r 1064Ênm versehen. Der geringere Reflektionsindex an der Auskoppelseite
f�hrt dazu, da§ der gr�§te Teil der Laserausgangsleistung an dieser Seite emittiert
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wird. Zusammen mit den Bschichtungen bildet der Nd:YAG-Kristall einen mono-
lithischen Laserresonator. Der Nd:YAG-Laser wird mit einer Laserdiode mit einer
Wellenl�nge von ca. 808Ênm optisch gepumpt, welche mit der Absorptionslinie des
Nd:YAG-Lasers �bereinstimmt. Die Pumpstrahlung wird mit einer Fokussieroptik in
den Nd:YAG-Laserstab fokussiert und absorbiert. Der Kristall wird dadurch
angeregt und strahlt Laserstrahlung ab.

Zun�chst wird hier das Me§prinzip des fehlerfreien resonantorinternen Kraftsensors
dargestellt. Wird der Nd:YAG-Laserkristall durch eine Kraft F belastet, entstehen am
Durchstrahlpunkt Spannungen im Kristall. Die durch eine konstante Kraft F
verursachte Hauptspannungsdifferenz Ds betr�gt /2.10/

  
Ds s s= - = ×

×1 2 k
F
D Ls (2.12)

D: Durchmesser des Laserstabs,
L: geometrische L�nge des Laserstabs,
ks: geometrischer Faktor.

ks h�ngt von dem Parallelversatz und dem Durchmesser der Laserstrahlung im
Kristall, der Geometrie des Kristalls und der mechanischen Kopplung zwischen dem
Kristall und dem Kraftf�hrungssystem ab /2.9/. F�r einen auf einer ebenen
Unterlage liegenden Kristall, in dem der Laser in der Zylinderachse durchstrahlt
wird, ist der Faktor ks gleich 8/p. Liegt der Kristall auf einer V-Nut mit 160¡-

�ffnungswinkel, betr�gt ks ca. 
  
0 95

8
, ×

p
 /2.10/.

Beim monolithischen Sensorkristall entspricht die Dicke tp des photoelastischen
Sensorelementes der geometrischen L�nge L des Laserstabs. Einsetzen von Gl.Ê(2.12)
in Gl.Ê(2.3) und in Gl.Ê(2.11) liefert f�r die Differenzfrequenz f

  
f k

FSR C
D

Fs= ×
× ×

×
×

2 0
l

(2.13)

Die Me§empfindlichkeit E0 ist

  
E

FSR C

D

C

D n L0
0 02

=
× ×

×
=

×
× ×l

u
(2.14)

Aus Gl.Ê(2.14) erkennt man, da§ die Me§empfindlichkeit umgekehrt proportional zu
den Abmessungen D, L des Sensorelements ist. Die mit der Me§gleichung (Gl.Ê2.13)
berechneten Kennlinien des Me§systems mit einem in [111]-Richtung geschnittenen
zylindrischen Nd:YAG-Kristall mit verschiedenen Abmessungen sind in BildÊ2.9
dargestellt.
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BildÊ2.8 Berechnete Kennlinien des Kraftme§systems mit in [111]-Richtung
geschnittenen zylindrischen Nd:YAG-Einzelkristallen als Sensor-elemente
(ebene Unterlage, Kristallmitte durchstrahlt).

BildÊ2.8 und Gl.Ê(2.13) zeigen, da§ der fehlerfreie Kraftsensor ein lineares Me§system
ist. Die Differenzfrequenz f als Ausgangssignal ist proportional zu der zu messenden
Kraft F. Je kleiner der Kristall ist, desto empfindlicher ist das Me§system.

Gl.Ê(2.13) und BildÊ2.8 beschreiben das Me§system im statischen Fall. In der Praxis
wird der Kristall mit einer Kraft   F  z.ÊB. sprungf�rmig belastet (BildÊ2.9Êa). Bei einer
solchen zeitabh�ngigen zu messenden Kraft F(t) ist die Differenzfrequenz f(t)
ebenfalls zeitabh�ngig, erreicht jedoch nach einer Einschwingzeit einen statischen
Endwert (BildÊ2.9 b).

Einschwingzeit

f

t

F

tt1 t100

F

E × F
F(t)

f(t)

Endwert

a) b)

Bild 2.9 a) Eingangssignal F(t)
b) Ausgangssignal f(t) bei sprungf�rmigen Eingangssignal F(t).

Das dynamische Verhalten des Laser-Kraftsensors ist in /2.11/ dargestellt. Dabei
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zeigte sich, da§ lediglich der mechanische Aufbau des Kraftsensors ber�cksichtigt
werden mu§. Die Wandlung der auf das Sensorelement wirkenden Kraft F in die
Differenzfrequenz f ist bis zu Anregungsfrequenzen weit oberhalb 100ÊkHz
unabh�ngig von der Modulationsfrequenz der Kraft. Der Kraftsensor l�§t sich
deshalb stark vereinfacht als Masse-Feder-D�mpfer-System betrachten. F�r die
�bertragungsfunktion G(s) gilt :

  
G s

L f t

L F t

E T s

T s T s
( ) =

( ){ }
( ){ } =

+ ×( )
+ × + ×

0 1

1 2
2 2

1

1
(2.15)

wobei s die komplexe Variable der Laplace-Transformation ist. L bezeichnet die
Laplace-Transformation. T1 und T2 sind die Zeitkonstanten und h�ngen von
D�mpfung, Masse und Federkonstante ab. E0 ist die statische Empfindlichkeit des
Systems. F�r den Endwert des Ausgangssignals f(t) gilt /2.12/

  
lim lim lim
t s

a
s

f t s X s s L f t
®¥ ® ®

( ) = × ( )[ ] = × ( ){ }[ ]
0 0

(2.16)

Die Laplace-Transformierte einer sprungf�rmigen Kraft mit der Sprungh�he   F  ist

  
L F t

s
F( ){ } = ×1 (2.17)

Einsetzen von Gl.Ê(2.15, 2.17) in Gl.Ê(2.16) liefert f�r den Endwert des
Ausgangssignals f

  
f f t E F

t
= ( ) = ×

®¥
lim 0 (2.18)

Der Endwert ist das Produkt der Empfindlichkeit E0 und der zu messenden
konstanten Kraft   F . Im Rahmen dieser Arbeit wird die statische Kraftmessung
betrachtet. Zeitabh�ngigkeiten der Differenzfrequenz f infolge des Einschwing-
vorganges nach einer Sprungbelastung sollen hier unber�cksichtigt bleiben. Die
Erfassung zeitabh�ngiger Kraftsignale ist Gegenstand von Untersuchungen im
Rahmen eines weiteren Promotionsverfahrens /2.13/.

Zeitliche �nderungen der Differenzfrequenz bei konstanter Me§kraft treten
ausschlie§lich als Folge von St�rgr�§en�nderungen, z.ÊB. Temperatur�nderung auf
(siehe Kap.Ê4). Die �nderungsfrequenz dieser St�rgr�§en soll klein im Vergleich zur
Eigenfrequenz des Versuchsaufbaus bzw. des Nd:YAG-Lasers sein.
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3 Einfl�sse verschiedener interner Systemparameter auf das Me§verhalten

3.1 Allgemeines

Im letzten Kapitel wurde die statische Kraftmessung mit laseraktiven Nd:YAG-
Einzelkristallen beschrieben. Da die Me§bedingungen und der Me§aufbau nie ideal
sind, existieren im realen Fall immer Me§fehler. BildÊ3.1 zeigt hierzu eine unter
ung�nstigen Bedingungen aufgenommene Kennlinie des realen Kraftsensors. Zum
Vergleich ist in BildÊ3.1 auch die fehlerfreie Kennlinie dargestellt.
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BildÊ3.1 Unter ung�nstigen Bedingungen mit einem monolithischen Nd:YAG-
Laserkristall (¿3Êmm´5Êmm) gemessene Istkennlinie im Vergleich zur
(fehlerfreien) Sollkennlinie.

Die Abweichungen der gemessenen Kennlinie von der theoretischen Kennlinie
(Gl.Ê(2.13)) kennzeichnen die Me§fehler dieses Aufbaus. Bei der gemessenen Kenn-
linie in Bild 3.1 existiert ein Offset, d.Êh. die Differenzfrequenz f�r F = 0 ist nicht
gleich null. Weiterhin ist die gemessene Kennlinie im Bereich kleiner Kr�fte nicht
linear, im Bereich gro§er Kr�fte weicht die gemessene Empfindlichkeit von ihrem
theoretischen Wert ab. Die Gr�§e dieser Abweichungen der gemessenen Kennlinie
von der theoretischen Kennlinie h�ngen von den verschiedenen internen System-
parametern des Me§systems ab. Aufgabe der nachfolgenden Untersuchungen ist die
Beschreibung und Quantifizierung der Fehlereffekte in Abh�ngigkeit von den
internen Systemparametern.

Wie in BildÊ1.1 dargestellt, besteht der Kraftsensor aus den Komponenten Pump-
quelle, Nd:YAG-Laserkristall-Sensorelement, Kraftf�hrungssystem und Signalaus-
wertung. Die zugeh�rigen Systemparameter sind:
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- Wellenl�nge, Leistung und Polarisation der Pumpquelle,
- Parallelversatz der Lichtstrahlung im Kristall, Restanisotropie, Kristallachsen-

lage, Nd-Dotierung, Resonatorl�nge und Wellenl�nge des Nd:YAG-Lasers,
- Federkonstante, Verformung und Offsetlast des Kraftf�hrungssystems,
- Differenzfrequenzdetektion und -auswertung usw.

Bei dem zur Detektion der Differenzfrequenz verwendeten Me§ger�t handelt es sich
um einen kommerziellen Spektrumanalysator (hp 8594E) mit einer maximalen Me§-
ungenauigkeit von 210ÊHz /3.1/. Die Me§fehler dieses Ger�tes sind sehr klein und
werden im Rahmen dieser Arbeit vernachl�ssigt.

Die in diesen Untersuchungen benutzten Nd:YAG-Sensorelemente sind in TabelleÊ3.1
dargestellt.

TabelleÊ3.1 Eigenschaften der benutzten monolithischen Nd:YAG-Laserkristalle mit
der Abmessung von ¿3Êmm´5Êmm.

Kennzeichen Hersteller R/mm f0 /MHz r/mm

HAMÊ1 HAM* 160 59 0,59

HAMÊ2 HAM 160 4 -

HAMÊ3 HAM 160 16 0,17

HAMÊ4 HAM 160 7 0,34

VIRGOÊ1 VIRGO** 10 5 -

VIRGOÊ2 VIRGO 10 14 -

VIRGOÊ4 VIRGO 10 12 -

HAMÊ5 HAM 30 19 0,08

HAMÊ6 HAM 30 13 0,02

HAMÊ7 HAM 30 14 0,12

HAMÊ8 HAM 60 4 0,10

HAMÊ9 HAM 60 3 0,12

R: Kr�mmungsradius des Auskoppelspiegels
r: Strahlversatz relativ zur Mittenachse des Kristalls
f0: durch die Restanisotropie verursachte Offsetdifferenzfrequenz des Laser-

kristalls. Die Restanisotropie kann durch Messung der Phasendifferenz D im
Transmissionsellipsometer /3.2/ bestimmt werden. Da jede Restanisotropie im
Kraftsensor in eine Differenzfrequenz umgewandelt wird, wird sie hier durch
die gemessene Offsetdifferenzfrequenz f0 im unbelasteten Fall beschrieben.

*HAM: Hartmetallwerkzeugfabrik Andreas Maier GmbH, Schwendi-H�renhausen
**VIRGO: VIRGO Optics Inc., Port Richey, Florida, USA
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3.2 Pumpquelle

Der Nd:YAG-Laser im Kraftsensor wird mit einer Laserdiode optisch gepumpt.
Durch die Wahl des Versorgungsstroms und der Laserdiodentemperatur wird die
Leistung und die Wellenl�nge des linear polarisierten Pumplichts bestimmt.

3.2.1 Pumpwellenl�nge

Die Absorption von Pumpenergie im Nd:YAG-Laserkristall h�ngt stark von der
Wellenl�nge der Pumpstrahlung ab /3.3/. Gem�§ dem AbsorptionsspektrumÊ/3.3/
betr�gt die f�r den Nd:YAG-Laser am besten geeignete Pumpwellenl�nge
lpÊ=Ê808,6Ênm. Im resonatorinternen Kraftsensor werden Laserdioden mit der
Wellenl�nge von ca. 808Ênm benutzt. Jede Diode hat individuelle Eigenschaften. Die
exakte Wellenl�nge der Laserdiode h�ngt von ihrem Versorgungsstrom und von der
Temperatur ab /3.4/.

Im Versuchsaufbau des Kraftsensors wird als Pumpquelle eine Monomode-
Laserdiode (Typ: Sharp LT016MFO) eingesetzt. Die Laserdiode ist bei 23,6¡C
temperaturstabilisiert. Die Abh�ngigkeit der Pumpwellenl�nge lp vom Versorgungs-
strom Ip der im Kraftsensor benutzten Laserdiode wurde vermessen (BildÊ3.2Êa). Das
Me§ergebnis zeigt, da§ bei einer �nderung des Versorgungsstromes um 1ÊmA eine
�nderung der Wellenl�nge lp um 0,0066Ênm auftritt.
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BildÊ3.2 Gemessene Abh�ngigkeit der Pumpwellenl�nge lp vom Versorgungs-
strom Ip (a) und der Differenzfrequenz f von der Pumpwellenl�nge lp (b)
bei der Temperatur von 23,6¡C.

Schwankungen des Versorgungsstroms beeinflussen also die Pumpwellenl�nge. Es
wurde untersucht, wie sich diese Wellenl�ngen�nderung auf die Differenzfrequenz
auswirkt. Um die Pumpleistung bei einer �nderung des Versorgungsstroms
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konstant zu halten, wurde ein Graukeil als justierbare Lichtd�mpfung zwischen der
Pumpquelle und dem Nd:YAG-Laser eingesetzt. So wurde die Differenzfrequenz f
des Kraftsensors mit einem ¿3Êmm ´5Êmm Nd:YAG-Kristall bei unterschiedlichem
Versorgungsstrom bzw. bei den unterschiedlichen Pumpwellenl�ngen gemessen.

Das Me§ergebnis zeigt eine �nderung der Differenzfrequenz zur Wellenl�nge
Df/DlpÊ=Ê0,16ÊMHz/nm (BildÊ4.2Êb). Der Versorgungsstrom der Laserdiode im
Kraftsensor ist durch eine Stromstabilisierung so kontrolliert, da§ die �nderungen
des Versorgungsstromes kleiner als 1ÊµA bleiben /3.5/. Dies f�hrt zu einer
�nderung Dlp der Pumpwellenl�nge um 6,6Ê×Ê10-6Ênm und einer �nderung der
Differenzfrequenz um 1ÊHz. Die Empfindlichkeit des Kraftsensors mit ¿3Êmm´5Êmm
Laserkristall betr�gt ca. 32,915ÊMHz/N. Eine �nderung der Differenzfrequenz um
1ÊHz entspricht einer �nderung der Me§kraft um ca. 3Ê×Ê10-8ÊN. Durch die Strom-
stabilisierung wird somit der Einflu§ der Pumpwellenl�nge auf das Me§verhalten
nahezu vollst�ndig beseitigt.

Weiterhin wurde eine Multimode-Laserdiode (Typ: Sony SLD202V-3) als
Pumpquelle im Kraftsensor untersucht. Im Vergleich mit der Monomode-Laserdiode
ist kein Unterschied bei der Differenzfrequenz und seiner zeitlichen Drift beobachtet
worden. Nur der Pumpwirkungsgrad ist bei Verwendung der Multimode-
Laserdiode um den Faktor drei geringer.

Aufgrund dieser experimentellen Untersuchungsergebnisse kann der Einflu§ der
Pumpwellenl�nge auf den Kraftsensor vernachl�ssigt werden.

3.2.2 Pumppolarisation

Die Pumpstrahlung aus der Laserdiode ist nahezu linear polarisiert. Der Einflu§ der
Pumppolarisationsrichtung auf den Nd:YAG-Laserbetrieb ist bereits fr�her in der
Literatur untersucht worden. In /3.6/ wird gezeigt, da§ das Absorptionsspektrum
des Nd:YAG-Lasers von der Polarisationsrichtung der Pumpstrahlung abh�ngt. In
/3.7/ wurde festgestellt, da§ die auftretenden Wellenl�ngen des Nd:YAG-Lasers
auch von der Pumppolarisation abh�ngen.

Dieser sog. Pumppolarisationseffekt wurde mit einem gegen�ber dem Aufbau in
BildÊ1.1 leicht modifizierten Versuchsaufbau (BildÊ3.2) untersucht. Zur Rotation der
Pumppolarisationsrichtung wurde eine l/2-Platte eingesetzt. Wenn die l/2-Platte
um Winkel b/2 gedreht wird, rotiert die Polarisationsrichtung des Lichtes hinter der
l/2-Platte um b. Der Nd:YAG-Laserstrahl wird durch einen Strahlteiler in zwei
Teilstrahlen mit je 50% der Eingangsleistung getrennt. Ein Teilstrahl f�hrt zur
Photodiode, um die Differenzfrequenz f zu detektieren. Der andere Teilstrahl f�hrt
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zum Optometer (Typ: S390; United Detector Technology Company (UDT)), um die
Leistung der Lasermoden zu messen.
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BildÊ3.3 Versuchsaufbau f�r die Untersuchung des Pumppolarisationseffektes.

Im KapitelÊ2.2 wurde dargestellt, da§ die Nd:YAG-Laserstrahlung aus zwei
zueinander orthogonalen linear polarisierten Moden besteht. Die Leistungen der
orthogonalen Moden des Nd:YAG-Lasers werden im folgenden mit Ps und Pw

bezeichnet. Die Modenleistungen Ps und Pw k�nnen dadurch gemessen werden, da§
die Durchla§richtung des Polarisators parallel zu den Polarisationsrichtungen der
Nd:YAG-Laserstrahlung eingestellt wird.

BildÊ3.4 zeigt die beobachtete Abh�ngigkeit der Modenleistungen und der Differenz-
frequenz von der Pumppolarisationsrichtung.
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Winkel zwischen der Pumppolarisationsrichtung b und der Haupt-
achsenlage j (HAMÊ3, unbelastet).
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Die Leistungen der beiden zueinander orthogonalen Moden des Nd:YAG-Lasers
h�ngen stark von der Polarisationsrichtung der Pumpquelle ab. Beide Moden-
leistungen �ndern sich bei Drehung der Pumppolarisationsrichtung periodisch. Die
�nderungstendenzen der Ps und Pw sind gegenl�ufig, d.h. wenn die Leistung der
Mode Ps zunimmt, nimmt die Leistung der Mode Pw ab. Die Gesamtleistung PsÊ+ÊPw

ist ann�hernd stabil. Die Differenzfrequenz f �ndert sich ebenfalls um ca. 300 bis
400ÊkHz. Die Abh�ngigkeiten der Modenleistungen und der Differenzfrequenz
haben eine Periode von 180° bei der Drehung der Pumppolarisationsrichtung. Die
horizontale Achse in BildÊ3.4 bezeichnet die Drehung der Pumppolarisationsrichtung
bzw. den Winkel zwischen der Pumppolarisationsrichtung und der Hauptachse des
Nd:YAG-Laserkristalls. Bei 0°, 90° , 180¡ usw., d.h. wenn die Pumppolarisations-
richtung parallel oder senkrecht zu den Hauptachsen des Kristalls liegt, erreichen die
Modenleistungen und die Differenzfrequenz ihre Extremwerte. Dieser Polarisa-
tionseffekt wird bei allen Kristallen beobachtet und ist unabh�ngig von der
Belastung des Kristalls. Er verursacht im Kraftsensor eine Offsetdifferenzfrequenz,
die vom Winkel zwischen der Polarisationsrichtung b der Pumpquelle und der
Hauptachsenlage j abh�ngig ist. Nach den Me§ergebnissen in BildÊ3.4 erf�llt die
durch die Pumppolarisationsrichtung verursachte Differenzfrequenz�nderung Df(b)
folgende Gleichung:

  D Df f ûpb j( ) = × -( )sin2 (3.1)

Dfp: �nderungsamplitude der Differenzfrequenz durch den Pumppolarisations-
effekt,

b: Pumppolarisationsrichtung.

Diese Abh�ngigkeit der Modenleistungen und der Differenzfrequenz von der Pump-
polarisationsrichtung im Nd:YAG-Laser ist in der bekannten Fachliteratur nicht
beschrieben. Eine theoretische Erkl�rung dieses Effektes ist derzeit nicht bekannt.

3.2.3 Pumpleistung

Ein Teil der Pumpleistung wird im Laserkristall in W�rme umgewandelt. Hierdurch
entsteht im Kristall ein Temperaturprofil bzw. ein Temperaturgradient /3.8/. Der
Temperaturgradient im Kristall verursacht thermische Spannungen.

Gem�§ dem photoelastischen Effekt wird durch diese thermischen Spannungen eine
Brechzahldifferenz bzw. eine Phasendifferenz im Kristall hervorgerufen. Dies f�hrt
zu einer Differenzfrequenz�nderung im Kraftsensor. In /3.9/ wurde bereits der
thermische Effekt der Pumpstrahlung im Laserkristall theoretisch untersucht. Die
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durch Pumpen erzeugte thermische Spannung bzw. die Differenzfrequenz ist von
der Pumpleistung und von der Abweichung der Laserstrahlmitte von der Pump-
strahlmitte abh�ngig. Bei konzentrischer Justierung des Pumpstrahls und des
Laserstrahls verschwindet dieser Effekt auch bei sehr hohen Pumpleistungen.

Gem�§ der Untersuchung in /3.9/ ist der durch das Pumpen verursachte thermische
Effekt im Kraftsensor sehr klein. Im Kraftsensor mit einem monolithischen Kristall
(¿3Êmm´5Êmm) wird eine Laserdiode mit Ausgangsleistung von maximal 30ÊmW
benutzt. Die ben�tigte Pumpleistung betr�gt ca. 10ÊmW. Der Fokusdurchmesser der
Pumpstrahlung auf der Einkoppelseite des Nd:YAG-Lasers betr�gt ca. 200Êµm. Wird
der Kristall mittig gepumpt und weicht die Nd:YAG-Laserstrahlmitte um 0,05Êmm
von der Kristallmitte ab, verursacht der thermische Effekt eine Differenzfrequenz
von ca. 27ÊkHz. Dies entspricht bei einem ¿3Êmm´5Êmm Kristall einer zu messenden
Kraft von ca.Ê0,9ÊmN.

Da Temperatur und Versorgungsstrom der Laserdiode im Kraftsensor stabilisiert
werden, bleibt die Pumpleistung konstant. Deshalb �ndert sich eine durch die
thermische Spannung m�glicherweise verursachte Differenzfrequenz nicht.

Die durch den thermischen Effekt der Pumpstrahlung verursachte Differenz-
frequenz�nderung ist sowohl klein als auch konstant. So kann im Kraftsensor der
Einflu§ der Pumpleistung auf das Me§verhalten vernachl�ssigt werden.

3.3 Das Nd:YAG-Sensorelement

3.3.1 Parallelversatz der Laserstrahlung im Kristall

Der im Kraftsensor verwendete Nd:YAG-Kristall hat eine zylindische Form. Durch
die Form der Endfl�chen - eine plane und eine konkave Endfl�che - wird ein stabiler
Resonator gebildet. Der Laserstrahl befindet sich im Kristall der Linie entlang, die
durch den Mittelpunkt des Radius der konvexen Endfl�che f�hrt und senkrecht auf
der planen Endfl�che des Resonators steht (BildÊ3.5). Bei den f�r die Untersuchungen
verwendeten Kristallen ist laut Herstellerspezifikation die Abweichung der Ortho-
gonalit�t der planen Endfl�che zur Mantelfl�che des Kristalls kleiner als 0,05¡. Es tritt
deshalb nur eine vernachl�ssigbar kleine Verkippung des Laserstrahls auf.

Durch Ungenauigkeiten bei der mechanischen Bearbeitungen weicht i.Êa. die Lage P
des Kr�mmungsmittelpunktes der konvexen Endfl�che von der Mittelachse des
Kristalls ab. Deshalb ergibt sich ein Parallelversatz der Laserstrahlung gegen�ber der
Mittelachse (BildÊ3.5). Der Parallelversatz der Laserstrahlung im Kristall wird hier im
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Polarkoordinatensystem (r,Êq) dargestellt, d.Êh. r ist der Abstand der Laserstrahlung
von der Kristallmitte, q kennzeichnet die Winkellage .
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BildÊ3.5 Parallelversatz der Laserstrahlung im Kristall

Wird der Kristall gem�§ BildÊ3.5 durch eine Kraft F belastet, entstehen mechanische
Spannungen im Kristall. Liegt der Kristall auf einer ebenen Unterlage, gilt f�r die
Spannungen /3.10/:
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wobei   x r= × cosq;   y r= × sinq  und (siehe BildÊ3.5)
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Die Differenz der Hauptspannungen betr�gt /3.11/

  
Ds s s t s sm m m xy x y= - = × + -( )1 2

2 2
4 (3.3)
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Die mechanische Hauptspannung hat eine bestimmte Richtung. Die Lage von s1 hier
als jm bezeichnet. Es gilt /3.11/:

  
tan( )2
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t

s sm
xy

y x
(3.4)

Nach Einsetzen von Gl.Ê(3.2) in Gl.Ê(3.3) ergibt sich die Hauptspannungsdifferenz
Dsm zu
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Strahlt der Laser exakt in der Kristallmittelachse, d.Êh. rÊ=Ê0, liefert Gl.Ê(3.5):

  
Ds

pm r
F
D L( )= = ×

× ×0
8

(3.6)

Diese Gleichung f�hrt auf die Sollempfindlichkeit des Me§systems.

Die Abh�ngigkeit der normierten Hauptspannungsdifferenz Dsm/Dsm(r=0) vom
Parallelversatz (r,Êq) der Laserstrahlung im Kristall zeigt BildÊ3.6.
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BildÊ3.6 Abh�ngigkeit der durch die mechanische Belastung verursachten
normierten Hauptspannungsdifferenz Dsm/Dsm(r=0) vom Parallelversatz
(r,Êq) der Nd:YAG-Laserstrahlung (¿3Êmm´5Êmm Kristall).

Einsetzen von Gl.Ê(3.2) in Gl.Ê(3.4) ergibt die mechanische Hauptachsenrichtung jm
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BildÊ3.7 Hauptachsenrichtung jm in Abh�ngigkeit vom Parallelversatz (r,Êq) der
Nd:YAG-Laserstrahlung (¿3Êmm´5Êmm Kristall).

Je gr�§er die Abweichung der Laserstrahlung von der Kristallmitte ist, desto st�rker
h�ngt die Hauptspannungsdifferenz Dsm und ihre Richtung jm von der Winkellage
q ab. Strahlt der Laser genau durch die Kristallmitte, d.Êh. rÊ=Ê0, ist Dsm(rÊ=Ê0)

unabh�ngig von der Winkellage q und die Hauptachsenrichtung ist gleich null.

3.3.2 Restanisotropie des Laserkristalls

Durch die mechanische Bearbeitung, die Nd-Dotierung und die dielektrische
Beschichtung ist der Laserkristall auch ohne Last bereits optisch anisotrop.

Die Beschichtung des Nd:YAG-Laserresonators besteht aus Paaren aus je einer
Schicht mit niedrigem und einer Schicht mit hoher Brechzahl. Bei den in dieser
Arbeit verwendeten Kristallen wurden die Beschichtungen entweder durch
Aufdampfen (Kristalle HAMÊ1 - 4) oder durch Sputtern (Kristalle HAMÊ5 - 9)
aufgebracht. Zur Beschreibung dieser Beschichtungsverfahren siehe z.ÊB. /3.18/. Je
nach dem Herstellverfahren sind 15 Schichtpaare (Sputtern)Ê- 60 Schichtpaare
(Aufdampfen) erforderlich, um einen ausreichend hohen Reflexionskoeffizienten zu
erreichen. Als Schichtmateralien werden SiO2 bzw. Metalloxide verwendet /3.17/.
Die Phasendifferenz D in Beschichtungen wurde in /3.19/ untersucht. F�r
Beschichtungen mit extrem hohen Reflexionskoeffizienten > 0,999969 wurden
Phasendifferenzen kleiner als 2´10-7Êrad bis 2´ 10-6Êrad pro Reflexion. F�r
Beschichtungen mit nicht ganz so hohen Reflexionskoeffizienten (» 0,99) werden
Phasendifferenzen in der Gr�§enordnung von 10- 4  - 10-3Êrad pro Reflexion
angegeben. Eine Phasendifferenz von 10-4Êrad entspricht bei einem 5Êmm langen
Nd:YAG-Laserkristall einer Differenzfrequenz von 5,2ÊMHz. Auf Grund der
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thermischen Ausdehnungskoeffizienten des Kristalls und der Schichtmaterialen ist es
naheliegend, da§ die Anisotropie in der Beschichtung temperaturabh�ngig ist.

Die Phasendifferenz D0 des im Kraftsensor verwendeten Kristalls (beschichtet) wurde
mit einem Transmissionsellipsometer vermessen. BildÊ3.7 zeigt das Me§ergebnis der
Rastermessung eines Nd:YAG-Kristalls (HAMÊ2) bei der Wellenl�nge lÊ=Ê633Ênm.
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BildÊ3.7 Rastermessung der Phasendifferenz mit einem Transmissionsellipsometer
bei lÊ=Ê633Ênm (HAM 2).

Die Phasendifferenz D0 ist im Kristall ortsabh�ngig.

�Die gemessene Phasendifferenz D0 der Kristalle HAMÊ2,Ê3,Ê4, die durch Aufdampfen
beschichtet wurden, ist um den Faktor 6 bis 10 gr�§er als die aus der gemessenen
Offsetdifferenzfrequenz berechnet Phasendifferenz. Die Phasendifferenzen D0 von
Kristalle HAMÊ6Ê- 9, die durch Sputtern beschichtet sind, stimmt recht gut mit der
aus der gemessenen Offsetdifferenzfrequenz berechnet Phasendifferenz �berein.
Dies bedeutet, da§ durch Aufdampfen mehr Doppelbrechung in den Beschichtungen
hervorgerufen wird als durch Sputtern. Bez�glich des Temperatureffektes zeigen die
Messungen von Kristallen mit beiden Beschichtungsverfahren keinen Unterschied.

Weiterhin wurde beobachtet, da§ sich die Offsetdifferenzfrequenz f0 im Laufe der
Zeit verkleinert. Beispielsweise betrug die Offsetdifferenzfrequenz f0 von Kristall
HAMÊ3 im Jahr 1995 ca. 16,2 MHz, im Jahr 1996 ca. 15ÊMHz und im Jahr 1999 ca.
13,3ÊMHz. Die Offsetdifferenzfrequenz f0 von Kristall HAMÊ1 �nderte sich im
Zeitraum von 1995-1999 von 59,9ÊMHz auf 59,2ÊMHz. Die zeitliche �nderung der
Offsetdifferenzfrequenz ist unabh�ngig von ihren absoluten Betrag und von Kristall
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zu Kristall unterschiedlich.

Wird der Kristall belastet, verursacht die mechanische Hauptspannungsdifferenz
Dsm die Phasendifferenz Dm. Die Phasenanisotropien (D0, j0) und (Dm, j m)
�berlagern sich und bilden eine resultierende Anisotropie (D, j ). F�r die
resultierende Phasendifferenz D und ihre Hauptachsenrichtung j gilt /3.9/:

  

D D D D D

D D
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= + + × × × × -( )
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(3.8)

j0: Hauptachsenrichtung der Restanisotropie.

Der Kraftsensor liefert die Differenzfrequenz f infolge der resultierenden Phasen-
differenz D. Einsetzen von Gl.Ê(3.8) in Gl.Ê(2.11) liefert in diesem Fall:

  f E F f E F f m= ×( ) + + × ×( ) × × × -( )0
2

0
2

0 0 02 2cos ( )j j (3.9)

Die Differenzfrequenz f des Kraftsensors h�ngt somit nicht nur von der zu
messenden Kraft F ab, sondern auch von der durch die Restanisotropie verursachten
Differenzfrequenz f0 und dem Winkel   ( )j jm - 0  zwischen der mechanischen

Hauptachsenrichtung und der Hauptachsenrichtung der Restanisotropie. Als
Beispiel zeigt BildÊ3.8 nach Gl.Ê(3.9) gerechnete Kennlinien eines Nd:YAG-Kristalls
(¿3Êmm´5Êmm) mit einer Offsetdifferenzfrequenz f0Ê=Ê16ÊMHz (entspricht f0 von
Kristall HAMÊ3). Es wurde in BildÊ3.8 angenommen, da§ der Laser durch die
Kristallmitte strahlt.
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BildÊ3.8 Kennlinien des Nd:YAG-Kristalls (¿3Êmm´5Êmm) mit der Offsetdifferenz-
frequenz f0Ê=Ê16 MHz.
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Gl.Ê(3.9) und BildÊ3.8 zeigen, da§ durch eine Restanisotropie im Kristall Nicht-
linearit�ten und ein Kennlinienoffset entstehen k�nnen. Die Me§empfindlichkeit
h�ngt im Bereich kleiner Kr�fte stark vom Winkel   ( )j jm - 0  ab. Im Fall

  ( )j jm - 0 Ê=Ê0¡ f�hrt Gl.Ê(3.9) zu

  f E F f= × +0 0 (3.10)

Bei   ( )j jm - 0 Ê=Ê90¡ ist:

  f E F f= × -0 0

Dies sind zwei lineare Me§gleichungen. Die durch die Restanisotropie verursachte
Nichtlinearit�t kann also dadurch beseitigt werden, indem eine
Hauptachsenrichtung der Offsetanisotropie parallel oder senkrecht zu einer
Hauptachsenlage der durch die Kraft F verursachten Anisotropie ausgerichtet wird.

3.3.3 Kristallachsenlage

Kap.Ê2.1.2 ergab, da§ die photoelastische Konstante C0 von der rotatorischen
Kristallage um die z-Achse abh�ngt. Es ist erw�nscht, da§ der Kristall im Kraftsensor
exakt in [111]-Richtung geschnitten ist, da in diesem Fall die photoelastische
Konstante C0 richtungsunabh�ngig ist.

Durch Ungenauigkeiten der mechanischen Bearbeitung gibt es bei realen Kristallen
immer eine Abweichung der [111]-Richtung von der Durchstrahlrichtung (z-
Richtung in BildÊ2.2b). BildÊ3.9 zeigt eine von [111]-Richtung abweichende Durch-
strahlrichtung mit dem Kippwinkel c und der Kipprichtung f. x1, x2 und x3 bilden
das Kristallkoordinatensystem (siehe Anhang 7.1).

c
f

z (Durchstrahlrichtung)

x3 ([111]-Richtung)

x1

x2

j

BildÊ3.9 Darstellung des Kippwinkels c und der Kipprichtung f der Zylinderachse

Zur Vermessung des Kippwinkels c stand bisher kein geeignetes Me§verfahren zur
Verf�gung. Aus diesem Grund habe ich ein neues Me§verfahren zur Vermessung
von c auf Basis der R�ntgendiffraktometrie entwickelt. Das Me§prinzip ist in
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KapitelÊ7.4 ausf�hrlich erl�utert. Mit einem R�ntgendiffraktometer (Typ.ÊD5000, Fa.
Siemens) werden die Winkellagen der Intensit�tsmaxima des von der Netzebene des
Kristallgitters reflektierten R�ntgenstrahls in der xz- und yz-Ebene detektiert. Die
Winkellagen liefern die Werte der Projektionen des Kippwinkels c auf die xz- und
yz-Ebene. Der Kippwinkel c kann durch seine Projektionen in xz- und yz-Ebene
berechnet werden. Es wurden die Kristalle HAMÊ1, HAMÊ3, und HAMÊ4 und
VIRGOÊ1 vermessen. Der Kristall HAM 5 stand zum Zeitpunkt der Messungen noch
nicht zur Verf�gung. Es ergaben sich die folgenden Me§ergebnisse.

Tabelle 3.2 Me§ergebnisse des Kippwinkels c f�r verschiedene Kristalle

Kristall Kippwinkel c /¡

HAM Kristall 1 1,49 ¡

HAM Kristall 3 0,80 ¡

HAM Kristall 4 1,35 ¡

VIRGO Kristall 1 0,32 ¡

Weicht die Zylinderachse von der [111]-Richtung ab, wird die photoelastische
Konstante C0 gegen�ber dem Wert C0[111] ver�ndert. Die photoelastische Konstante
C0 bei einer von [111]-Achse abweichenden Richtung wurde mathematisch mit Hilfe
von Matrizentransformationen untersucht (siehe AnhangÊ7.1). Bei einer von [111]-
Richtung abweichenden Zylinderachse h�ngt die photoelastische Konstante C0 von
der Abweichung c , der Kipprichtung f und der Rotationslage j  ab. j ist die
Rotationslage der Hauptspannung in der Ebene senkrecht zur Durchstrahlrichtung
(siehe BildÊ2.2).

  C C0 0= ( )f j c, , (3.11)

Gl.Ê(3.11) ist zu umfangreich, um explizit schriftlich dargestellt zu werden. BildÊ3.10
zeigt stattdessen numerisch berechnete Werte des Verh�ltnisses C0Ê/C0[111] in
Abh�ngigkeit von c, f, j. Das Verh�ltnis C0Ê/C0[111] wird im folgenden als relative
photoelastische Konstante bezeichnet.
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BildÊ3.10 Numerisch berechnete Abh�ngigkeit der relativen photoelastischen
Konstante C0Ê/ÊC0[111] von j, c  und f.

Die Abh�ngigkeit der relativen photoelastischen Konstante C0Ê/C0[111] von j und f
ist periodisch. Eine Periode der Rotationslage j  betr�gt 180° . Je gr�§er die
Abweichung der Kristallachse von der [111]-Richtung ist bzw. je gr�§er der Winkel c
ist, desto st�rker h�ngt die relative photoelastische Konstante C0/C0[111] von der
Rotationslage j  ab. Diese Abh�ngigkeit wird auch von der Kipprichtung f
beeinflu§t. Beispielsweise hat C0/C0[111] bei fÊ=Ê45° eine andere Abh�ngigkeit von j
als bei fÊ=Ê0°.

Aus Gl.Ê(2.14) ergibt sich, da§ die Me§empfindlichkeit proportional zur
photoelastischen Konstante C0 ist. Je gr�§er die Kristallachsenabweichung c von der
[111]-Richtung ist, desto st�rker schwankt die Empfindlichkeit mit der Rotationslage.
Diese Abh�ngigkeit bei den dem HAMÊ1,Ê3,Ê4 und VIRGO Kr.Ê1 entsprechenden
Kippwinkeln ist in BildÊ3.11 dargestellt.
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BildÊ3.11 Numerisch berechnete Abh�ngigkeit der relativen photoelastischen
Konstante C0/C0[111] beim Kipwinkel der realen Kristalle (fÊ=Ê0¡).
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In einer Periode (180¡) der Kristallrotation �ndert sich die photoelastische Konstante
C0 bzw. die Me§empfindlichkeit E beim Kristall mit dem Kippwinkel cÊ=Ê0,32¡ um
ca. 2%. Bei cÊ=Ê1,49¡ betr�gt die �nderung von C0 bzw. E in einer Periode ca. 9%.
Durch die Abweichung der Kristallachse von [111]-Richtung bzw. den Kippwinkel c
wird eine �nderung der Me§empfindlichkeit E verursacht, je nachdem in welcher
Rotationslage j der Kristall im Kraftsensor eingebaut ist.

3.3.4 Laserbetrieb

Durch den Laserbetrieb wird die optische Anisotropie im Kristall in unterschiedliche
Laserfrequenzen bzw. in die Differenzfrequenz umgewandelt. In diesem Kapitel
wird die Abh�ngigkeit der Differenzfrequenz f von der Emissionswellenl�nge l und
der Resonatorl�nge L des Nd:YAG-Lasers untersucht.

Gem�§ der Lasertheorie gilt f�r die Laserfrequenz u /3.8/

  u = ×q FSR (3.12)

q ist die Ordnung der am n�chsten an der Mitte der Verst�rkungslinie gelegenen
longitudinalen Mode und betr�gt /3.8/

  
q Round
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=
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ù

û
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úl 0 2/

(3.13)

Lopt: optischer Resonatorl�nge. l0: Emmisionswellenl�nge des Nd:YAG-Lasers.

Round ist eine mathematische Funktion und liefert den auf eine ganze Zahl
gerundeten Wert der Eingangsgr�§e.

F�r den monolithischen Nd:YAG-Laser gilt:

  
q Round
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(3.14)

n ist die Brechzahl des Nd:YAG-Kristalls.

Einsetzen von Gl.Ê(2.9) in Gl.Ê(3.12) liefert f�r die Laserfrequenz u:

  
u = ×

× ×
q

c
n L2

(3.15)

Gl.Ê(3.15) stellt die Abh�ngigkeit der Laserfrequenz u von der Brechzahl n dar. Die
Brechzahlen n1 und n2 in den Hauptachsen der optischen Anisotopie verursachen
zwei Laserfrequenzen u1 und u2. Nach Gl.Ê(3.15) betr�gt die Differenzfrequenz f:
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f q
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n n L
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× -( )u u1 2
1 2

2 12
(3.16)

Einsetzen von der N�herung n1×n2Ê»Ên02 und Gl.Ê(2.1) in Gl.Ê(3.16) liefert
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Bei einem zylindrischen und in der Mitte durchgestrahlten Kristall gilt mit Gl.Ê(2.12)
f�r die Differenzfrequenz f
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(3.18)

Da der Unterschied zwischen n1 und n2 im Kraftsensor sehr klein ist, besitzen u1 und
u2 die gleiche longitudinale Ordnung q:
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Mit Gl.Ê(3.18) f�hrt dies zu
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Die Differenzfrequenz f h�ngt von der Resonatorl�nge L des Nd:YAG-Lasers ab.
BildÊ3.12 stellt beispielsweise die nach Gl.Ê(3.19) numerisch berechnete Abh�ngigkeit
der Differenzfrequenz f von der Resonatorl�nge L bei der Me§kraft FÊ=Ê1ÊN dar. Es
wird hier angenommen, da§ die anderen Parameter im Kraftsensor konstant sind.
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BildÊ3.12 Differenzfrequenz f in Abh�ngigkeit von der Resonatorl�nge L bei
l0Ê=Ê1064Ênm, Durchmesser DÊ=Ê3Êmm und FÊ=Ê1ÊN.

Wird die Resonatorl�nge L ge�ndert, ver�ndert sich die Differenzfrequenz f bei einer
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konstanten Me§kraft F. Diese Abh�ngigkeit ist diskontinuierlich.

Durch die N�herung

  
Round

n L n L2 2
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ú » × ×

l l

ergibt sich aus Gl.Ê(3.19) f�r zwei unterschiedliche Emissionswellenl�ngen l01 und
l02:
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2

1
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f
f

(3.20)

wobei f1, f2 die entsprechende Differenzfrequenzen des Kraftsensors bei den
Emissionswellenl�ngen l01 und l02 sind.

Im Kap.Ê2.2.1 wurden die Wellenl�ngen der Nd:YAG-Laserstrahlung untersucht. Es
zeigte sich, da§ in der Laserstrahlung gleichzeitig zwei Wellenl�ngen von ca.
1064Ênm und 1061Ênm existieren. Die diesen Wellenl�ngen entsprechenden
Differenzfrequenzen im Kraftsensor wurden mit einem Spektrumanalysator
detektiert und sind in BildÊ3.13 dargestellt.

f1 = 134,8 f2 = 135,1
f/MHz

BildÊ3.13 Mit einem Spektrumanalysator gemessene Differenzfrequenzspektrum
der Laserstrahlung mit zwei Wellenl�ngen (HAMÊ1).

Die horizontale Achse in BildÊ3.15 ist die Frequenzachse. Die vertikale Achse
bezeichnet die Mischsignalleistung. Es sind zwei Maxima vorhanden. Das linke
Maximum entspricht der Differenzfrequenz bei der Wellenl�nge von 1064Ênm, das
rechte Maximum entspricht der Differenzfrequenz bei der Wellenl�nge von 1061Ênm.
Die Werte der Differenzfrequenzen stimmen mit der GlÊ(3.20) �berein.

Um ein eindeutiges Me§ergebnis zu erhalten, ist es g�nstig, da§ nur eine
Differenzfrequenzlinie existiert. Dies kann durch Verringern der Pumpleistung
realisiert werden.
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Durch Wechselwirkung von Resonatormode und Verst�rkungslinie wird eine
Laserfrequenzverschiebung hervorgerufen. Dies ist der sogenannte Frequency-
Pulling-Effekt. Die Laserfrequenz unter der Ber�cksichtigung des Frequency-Pulling-
Effektes ist /3.12/

  
u

u u
©=

× + ×

+

Q Q

Q Q
r g

r g

0
(3.21)

u: Resonatorfrequenz

Qr: Resonatorg�te, definiert als 
  
Q Lr ges= × × ×( )2 p l d/

L: L�nge des Resonators, l: Emmisionswellenl�nge, dges: Gesamtverluste des
Resonators

u0: Mittenfrequenz der Laserlinie

Qg: "G�te" der Verst�rkungslinie und ist 
  
Qg = l

lD
.

Dl: Breite der Verst�rkungslinie

F�r den monolithischen Nd:YAG-Kristall mit der Abmessung von ¿3Êmm´5Êmm
betragen QrÊ»Ê5,9×106 und QgÊ»Ê103.

Die Differenzfrequenz f wird durch den Frequency-Pulling-Effekt ebenfalls
ver�ndert. Die Differenzfrequenz durch den Frequency-Pulling-Effekt liefert nach
Gl.(3.21)
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Einsetzen der Werte f�r Qr und Qg in Gl.Ê(3.22) ergibt als Wert f�r die
Differenzfrequenz fp unter Ber�cksichtigung des Frequency-Pulling-Effektes:

  f fp = ×0 99983,

Der Frequency-Pulling-Effekt verursacht eine Empfindlichkeitsverringerung um ca.
0,017%. Dies ist ein systematischer Fehler, der durch Kalibrierung bzw. einen
Korrekturfaktor korrigiert werden kann.

3.3.5 Nd-Dotierung im YAG-Kristall

In /3.8/ wird die These aufgestellt, da§ sich die Eigenschaften des Nd:YAG-
Laserbetriebs dadurch verbessern lassen, indem die optimale Nd-Dotierung
ausgew�hlt wird. Die Nd-Dotierung im YAG-Kristall liegt normalerweise im Bereich
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von 1,0% bis 1,5%. H�he Dotierungen f�hren zu verk�rzter Lebensdauer des oberen
Laserniveaus, zu gr�§eren Spannungen im Kristall und verursachen eine schlechte
optische Qualit�t des Laserstrahls. F�r cw-Laserbetrieb sollte ein niedrig Nd-
dotierter YAG-Kristall benutzt werden, um eine bessere optische Strahlungsqualit�t
zu erhalten /3.8/.

Zur �berpr�fung dieser Aussage sind drei Kristalle mit unterschiedlichen Nd-
Dotierungen von 0,75%, 0,90% und 1,16% untersucht worden, um eine g�nstige Nd-
Dotierung des Kristalls im Kraftsensor zu ermitteln. Die Kristalle wurden zuerst mit
einem Transmissionsellipsometer /3.13/ vermessen. Die so gemessene Phasen-
differenz bzw. die Doppelbrechung war ortsabh�ngig im Kristall und nicht pro-
portional zur Nd-Dotierung, d.h. die Nd-Dotierung ist nicht die Hauptursache f�r
die eingefrorenen Spannungen im Kristall. Die Stabilit�t der Differenzfrequenz und
die Me§empfindlichkeit waren unabh�ngig von der Nd-Dotierung. Die Unter-
suchungen zum Laserbetrieb zeigen auch, da§ die Laserleistung und -schwelle bzw.
der Wirkungsgrad nicht proportional zur Nd-Dotierung sind. F�r die optische
Qualit�t zeigte sich kein Unterschied bei den verschiedenen Nd-Dotierungen. Daher
werden Kristalle mit Standard-Nd-Dotierung (ca.Ê1,1%) f�r den Kraftsensor
verwendet.

3.4 Das Kraftf�hrungssystem

Das Kraftf�hrungssystem dient dazu, die zu messende Kraft in das Sensorelement
ein- bzw. auszuleiten. Die Querkraft soll gleichzeitig durch das Kraftf�hrungssystem
vom Kristall isoliert werden. An ein Kraftf�hrungssystem sind die folgenden An-
forderungen zu stellen /3.14/:

- Reproduzierbarkeit von Einkoppel-, Lagerungs- und Durchstrahlungsort des
photoelastischen Elementes,

- Sicherstellung der Orthogonalit�t von Laserstrahl und Me§achse sowie der
Parallelit�t von Me§achse und Polarisationsebene,

- Unterdr�ckung von temperaturbedingten Fehlereinfl�ssen

Das Kraftf�hrungssystem besteht aus der Krafteinleitung und der Kristallunterlage
(Kraftausleiter). Vier unterschiedliche Krafteinleitungen und verschiedene Unter-
lagen wurden bez�glich ihrer Me§kraft-�bertragung bzw. ihres Temperatur-
verhaltens (Kap.Ê4) untersucht.

3.4.1 Krafteinleitungen

Die Untersuchungen in KapitelÊ3.3 haben vorausgesetzt, da§ die zu messende Kraft F
gleich der auf den Kristall einwirkenden Kraft ist. Im realen Fall verursacht die
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Krafteinleitung zus�tzliche sog. St�rkr�fte, die die auf den Kristall wirkende Kraft
ver�ndern. Vier Krafteinleitungen aus Blattfedern, Parallellenker und Kugelh�lsen
wurden im Kraftsensor untersucht (Bild 3.14Ê-Ê3.16).

In der Krafteinleitung ist ein Stempel eingebaut. Der Kristall liegt zwischen Stempel
und Kristallunterlage. Durch den Stempel wird die zu messende Kraft, wie z.ÊB. eine
durch eine Masse erzeugte Gewichtskraft, auf den Kristall geleitet.

F

Stempel

Kristall

Blattfeder

BildÊ3.14 Krafteinleitung aus Blattfedern.

Die Krafteinleitung aus Blattfedern besteht aus zwei geschlitzten Blechen. Die
senkrechte Steifigkeit der Blattfeder h�ngt vom Material und der Geometrie der
Bleche ab. Die Blattfeder hat eine symmetrische Struktur. Dies hat den Vorteil, da§
keine relative Bewegung zwischen dem Kristall und der Krafteinleitung entsteht,
wenn sie sich durch Temperatur�nderung ausdehnt.

Durch die Parallellenker wird verwirklicht, da§ die gemessene Kraft senkrecht auf
das Sensorelement geleitet wird. Die Steifigkeit wird von der d�nnen Stelle der
Lenker bestimmt.
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Stempel

Parallellenke

Federbleche

BildÊ3.15 Krafteinleitung aus Parallellenkern.

Au§er der zu messenden Kraft   F  wirken die durch das Gewicht der Krafteinleitung
verursachte Offsetlast m1×g und die Federkraft F1 auf das Sensorelement ein. Die
resultierende Kraft F f�r die Krafteinleitung aus Blattfedern und aus Parallellenkern
lautet:

  F F m g F= + × +1 1 (3.23)

F�r die Parallellenker und die Blattfedern ist die durch Verformung erzeugte
Federkraft die St�rkraft. Die Federkraft F1 f�r die Blattfeder und die Parallellenker
ist:

  F k d1 = × D (3.24)

k: Steifigkeit der Blattfeder bzw. des Parallellenkers,
Dd: Verformung der Feder.

Die Steifigkeit k der o.Êa. Krafteinleitungen h�ngt von den geometrischen Ab-
messungen des Federblechs ab. Liegen die Parallellenker vor der Belastung waage-
recht, ist die Verformung Dd gleich der durch die Belastung mit der Me§kraft   F
verursachten Verformung des Kristalls. In diesem Fall h�ngt das Verh�ltnis zwischen
F1 und   F  vom Verh�ltnis der Steifigkeiten der Krafteinleitung und des Sensor-
elementes ab. Je kleiner der Federkonstante der Krafteinleitung bzw. je gr�§er der
Federkonstante des Sensorelementes ist, desto kleiner ist das Verh�ltnis F1/  F . Die
Untersuchungen in /3.20/ zeigen, da§ bei einer Parallellenkerkrafteinleitung und
einem Sensorelement aus Quarzglas (Elastizit�tsmodul E*Ê=Ê72500ÊN/mm2) das Ver-
h�ltnis der Federkonstanten von Krafteinleitung und Sensorelement kleiner alsÊ10-4

ist. Da das Sensorelement aus Nd:YAG (E*Ê=Ê300000ÊN/mm2) um den Faktor 4 steifer
als ein Sensorelement aus Glas ist, betr�gt das Verh�ltnis der Federkonstanten n�he-
rungsweise 2,5Ê×Ê10-5. Die durch die Verformung des Kristalls unter Last verursachte
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St�rkraft kann im Fall waagerechter Lenker deswegen vernachl�ssigt werden.

F

Stempel

Kristall

Kugelh�lse

BildÊ3.16 Krafteinleitung aus linearer Kugelh�lse

BildÊ3.16 zeigt die Struktur der Krafteinleitung mit Kugelh�lse. Die Kugeln rollen
unter Spannung zwischen Buchse und Welle ab, wodurch Spielfreiheit zwischen
diesen Bauteilen erreicht wird. Der Stempel in der Mitte leitet die zu messende Kraft
auf das Sensorelement. Die Reibungskraft ist die St�rkraft f�r das Me§system. F�r
die Kugelh�lse gilt f�r die Reibungskraft F2:

  F N2 = ×m (3.25)

µ: Haftreibungskoeffizient,
N: Normalkraft an den Kontaktfl�chen der Kugelh�lse.

F�r den Kraftsensor stehen zwei Kugelh�lsen zur Verf�gung:
Kugelh�lse 1: Fa. Mahr GmbH, G�ttingen, Deutschland,
Kugelh�lse 2: Fa. SIOS Me§technik GmbH, Ilmenau, Deutschland.

Die vier Krafteinleitungen wurden im Kraftsensor experimentell untersucht. Die
Kennlinien und Abweichungen von den linearen Ersatzkennlinien, die bei sonst
gleichen Bedingungen mit den vier unterschiedlichen Krafteinleitungen ermittelt
wurden, sind in BildÊ3.17 und 3.18 dargestellt. Die experimentell ermittelte Steifigkeit
des benutzten Parallellenkersystems betr�gt ca. 0,5Êbis 0,6ÊN/mm. F�r die
untersuchten Blattfedern betr�gt die Steifigkeit ca.Ê0,37ÊN/mm. Die Me§empfindlich-
keiten (BildÊ3.17) mit den vier verschiedenen Krafteinleitungen sind nahezu gleich
(gleiche Steigung). Der Offset der Kennlinien ist wegen der verschiedenen Offsetlast
der Krafteinleitungen unterschiedlich.
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Kugelh�lse 2

BildÊ3.17 Gemessene Kennlinien mit verschiedenen Krafteinleitungen
(Kristall:ÊHAMÊ3).
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BildÊ3.18 Gemessene Kennlinienabweichung bei verschiedenen Krafteinleitungen.

BildÊ3.18 zeigt, da§ bei den Krafteinleitungen mit Parallellenkern und mit Kugel-
h�lseÊ2 die kleinsten Kennlinienabweichungen vorhanden sind. Die RMS (Root Mean
Square)-Werte der Kennlinienabweichungen betragen 84ÊkHz (Parallellenker) bzw.
145ÊkHz (Kugelh�lseÊ2). Bezogen auf einen Endwert des Me§bereichs von 100ÊN
f�hrt dies zu relativen �Nichtlinearit�tsfehlern von 2,8Ê×Ê10-5 bzw. 4,8Ê×Ê10-5. Kriech-
und Hystereseeffekte wurden nicht beobachtet. Diese g�nstigen Eigenschaften
werden dadurch verursacht, da§ die Krafteinleitungen mit Parallellenkern und mit
Kugelh�lseÊ2 durch ihre spezielle Konstruktion bei der Be- und Entlastung sehr stabil
sind. Die Blattfeder erreicht eine kleine vertikale Steifigkeit durch die Auswahl von
d�nnen Blechen. Damit verringert sich die Federkraft als St�rquelle. Gleichzeitig
wird die Krafteinleitung durch die d�nnen Bleche aber instabil. Bei Be- und Ent-
lastung verkippt der Stempel in Blattfederkrafteinleitung. Dadurch wird eine gro§e
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Kennlinienabweichung erzeugt und das Me§ergebnis ist nicht gut reproduzierbar.
Eine �hnliche Situation tritt bei der Kugelh�lseÊ1 auf. Durch die Be- und Entlastung
werden die Reibungskr�fte ver�ndert, wodurch eine schlechte Reproduzierbarkeit
entsteht. Im Vergleich zur Kugelh�lseÊ1 hat die Kugelh�lseÊ2 ein deutlich besseres
Verhalten, weil sie mechanisch stabiler und ihre Reibungskraft geringer ist.

Um die Reproduzierbarkeit zu �berpr�fen, wurden bei der Krafteinleitung mit Paral-
lellenkern und ebener Unterlage mit der gleichen Last mehrfache Be- und Ent-
lastungen durchgef�hrt und die Differenzfrequenz�nderung gemessen. Die Stan-
dardabweichung aus 10Ê-Ê12 Lastwechseln als Ma§ f�r die Reproduzierbarkeit
betr�gt 73ÊkHz (Last: 100Êg) bzw. 37ÊkHz (Last: 300Êg). Dies entspricht einer Kraft-
�nderung von 2,4ÊmN bzw. 1,2ÊmN im Kraftsensor mit ¿3Êmm´5Êmm Kristall.
Bezogen auf einen Endwert des Me§bereichs von 100ÊN f�hrt dies zu relativen
Reproduzierbarkeit von 2,43Ê×Ê10-5 bzw. 1,2Ê×Ê10-5. Bei den Me§daten handelt es sich
um mit einem Spektrumanalysator ermittelte Einzelwerte, d.Êh. der Einflu§ des
seismischen Rauschens ist nicht unterdr�ckt. Mit einem Frequenzz�hler lie§e sich
eine kleinere Reproduzierbarkeit erzielen, weil durch die zeitliche Mittelung
innerhalb der Torzeit das seismische Rauschen stark verringert wird.

Bez�glich der Anforderungen f�r die Kraftf�hrungssystem und der experimentellen
Untersuchungen zur Reproduzierbarkeit zeigt die Krafteinleitung mit den Parallel-
lenkern somit die besten Eigenschaften. Sie wird deshalb bei den experimentellen
Untersuchungen zum Temperatureinflu§ (Kap.Ê4) verwendet.

3.4.2 Kristallunterlagen

Mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM) wurde die Empfindlichkeit und der
Gradient der Phasendifferenz eines auf einer V-Nut-Unterlage liegenden runden
photoelastischen Elements bereits theoretisch untersucht /3.14/. Das Ergebnis zeigt,
da§ eine Kerbe (V-Nut) mit 9¡ �ffnungswinkel die beste Lagerungsart darstellt.

a

a)

Krafteinleitung

Kristall

Unterlage

F

N N
µ ×N µ ×N

P(r,q)r
q

a

b)

r0

F

BildÊ3.19 a) Belasteter Kristall auf einer V-Nut-Unterlage,
b) am Sensorelement angreifende Kr�fte (r0: Radius des Kristalls).
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Bei der Untersuchung in /3.14/ wurde die Reibung zwischen dem Sensorelement
und dem Kraftf�hrungssystem, die eine wichtige Fehlerquelle ist, vernachl�ssigt. In
diesem Kapitel wird das belastete Sensorelement mit Hilfe der technischen Mechanik
analysiert. BildÊ3.19 zeigt den auf einer V-Nut-Unterlage liegenden, belasteten
Kristall. Die in dieser Arbeit benutzten Unterlagen sind aus Stahl.

An den Kontaktpunkten zwischen dem Kristall und der Unterlage entstehen die
Normalkraft N und die Reibungskraft µ×N. Die Hauptspannungen s1 und s2 am
Punkt P, an dem die TEM00-Mode des Nd:YAG-Lasers den Kristall durchstrahlt, sind
Funktionen vom Haftreibungskoeffizient µ, dem Keilwinkel a der Unterlage, der
Lage des Laserstrahls (r, q) und den geometrischen Abmessungen des Kristalls
(Radius r0, L�nge L). Mit Hilfe einer Mathematiksoftware (MathematicaÊ3.0) wurde
die Funktion der mechanischen Spannungsempfindlichkeit Es(µ,Êa,Êr,Êq,Êr0,ÊL)
hergeleitet (siehe AnhangÊ7.2).
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BildÊ3.20 Numerische Darstellung der mechanischen Empfindlichkeit Es in
Abh�ngigkeit von a, µ, r und q (r 0Ê=Ê1,5Êmm, LÊ=Ê5Êmm).
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Da die Gleichung f�r Es(µ, a, r, q, r0, L) sehr umfangreich ist, wird sie hier nur
numerisch dargestellt. BildÊ3.20 zeigt die mit Gl.Ê(3.26) berechnete mechanische
Empfindlichkeit in Abh�ngigkeit vom Haftreibungskoeffizient µ und dem
Keilwinkel a an unterschiedlichen Positionen.

BildÊ3.20 zeigt bei steigendem Keilwinkel a und zunehmender Reibung µ eine ab-
nehmende Empfindlichkeit Es.

Strahlt der Laser in der Mittenachse des Kristalls, d.Êh. ist rÊ= 0, lautet Gl.Ê(3.26):

  
E

L rs p
a a m a

a m a
= ×

+ ×( ) + ×
× × + ×( )

2 2

0

cos cos sin
cos sin

(3.27)

Liegt der Kristall auf einer ebenen Unterlage, d.Êh. gilt aÊ=Ê0°, ist Es nach Gl.Ê(3.27)
unabh�ngig vom Haftreibungskoeffizient µ. Dann gilt:

  
E

L rs p
= ×

×
4 1

0
(3.28)

Der Reibungskoeffizient µ ist ein Parameter, der nur experimentell ermittelt werden
kann. Er ist abh�ngig von den Materialien, der Rauheit der Fl�chen, der Kontakt-
fl�che, der Temperatur, der Bewegungsgeschwindigkeit und dem Verformungs-
proze§ /3.15, 3.16/. BildÊ3.21 und 3.22 zeigen Messungen, die mit einer ebenen
Unterlage (aÊ=Ê0¡) und einer V-Nut-Unterlage (aÊ=Ê20¡) durchgef�hrt worden sind.
Die sonstigen Me§bedingungen bei den in BildÊ3.21 und 3.22 gezeigten Messungen
sind identisch.
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BildÊ3.21 Gemessene Kennlinien mit unterschiedlichen Unterlagen aus Stahl
(HAMÊ3, Krafteinleitung: Parallellenker).

Die angegebenen Empfindlichkeiten wurden aus den Me§daten in BildÊ3.21 ermittelt.
Das Verh�ltnis zwischen den gemessenen Empfindlichkeiten mit einer ebenen
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Unterlage und einer V-Nut-Unterlage (Keilwinkel aÊ=Ê20¡) betr�gt 1,1083. F�r den
Reibungskoeffizienten µÊ=Ê0,2 und f�r die exakte mittige Durchstrahlung in Gl.Ê(3.26)
erh�lt man ein theoretisches Verh�ltnis von 1,10797 zwischen den mechanischen
Empfindlichkeiten mit ebener Unterlage und mit V-Nut-Unterlage. Dies ist ein
Hinweis, da§ die Abh�ngigkeit der Me§empfindlichkeit von der Unterlage durch
mechanische Spannungen und Reibungen verursacht wird.
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BildÊ3.22 Kennlinienabweichungen von der jeweiligen Ausgleichungsgraden bei
unterschiedlichen Unterlagen (HAMÊ3, Krafteinleitung: Parallellenker).

Die Reibungskraft ist die Hauptst�rquelle bei der V-Nut-Unterlage. Ohne Reibung,
zum Beispiel bei einer ebenen Unterlage, ist die Me§reproduzierbarkeit deutlich
besser als mit einer V-Nut-Unterlage (BildÊ3.22).

3.4.3 Fixierung des Kristalls durch optisches Ansprengen

Die Untersuchungen im letzten Kapitel haben gezeigt, da§ eine reibungsfreie Unter-
lage bzw. eine ebene Unterlage vorteilhaft f�r den Kraftsensor ist. Mit einer ebenen
Unterlage ist aber kein stabiler Zustand zu erreichen, weil der Kristall auf einer
ebenen Unterlage in seiner Position nicht fixiert ist.

Um eine reibungsfreie Kraftf�hrung mit gleichzeitiger Fixierung des Kristalls zu
verwirklichen, wurde eine weitere Fixierungsmethode, das sogenannte optische
Ansprengen, im Kraftsensor untersucht. Optisches Ansprengen bedeutet, da§ sich
zwei sehr fein bearbeitete Fl�chen durch die Atomkr�fte fest miteinander verbinden.
Dies wird h�ufig dazu benutzt, optische Teile zu verbinden. Vorraussetzung ist, da§
beide Teile aus dem gleichen Material bestehen. Es stand eine Unterlage zur
Verf�gung, bei der die Kristallachsenrichtung-[111] senkrecht orientiert war.
BildÊ3.23 zeigt den auf dieser YAG-Unterlage optisch angesprengten Laserkristall. An
den Kristall wurde f�r das optische Ansprengen eine Planfl�che mit einer Breite von
ca. 1,5Êmm angeschliffen.
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BildÊ3.23 Optischer angesprengter Nd:YAG-Laserkristall auf einer Kristallunterlage
aus YAG.

Es wurde zun�chst experimentell ermittelt, da§ die Hauptspannungsrichtungen des
Laserkristalls nach dem optischen Ansprengen senkrecht und waagerecht liegen. Die
durch die eingefrorenen Spannungen verursachte Differenzfrequenz f0 ist durch das
optischen Ansprengen etwa um den Faktor 10 vergr�§ert worden. Weiterhin wurde
eine deutliche Zeitabh�ngigkeit (Kriechen) der Differenzfrequenz beobachtet.
BildÊ3.24 zeigt den gemessenen zeitlichen Verlauf der Differenzfrequenz. Ebenfalls
eingezeichnet in Bild 3.24 ist das Ergebnis einer weiteren Dauermessung, die nach
einer Belastung des Kristalls mit 2,5 kg �ber 3 Tage und anschlie§ender Entlastung
durchgef�hrt wurde. Die Offsetdifferenzfrequenz ist durch die Belastung von
ca.Ê68ÊMHz auf ca. 80ÊMHz gestiegen und nimmt mit der Zeit wieder ab. Dies zeigt,
da§ die Verformungsenergie durch die Belastung konserviert und mit der Zeit
langsam wieder abgegeben wird. Dies f�hrt zu einem deutlich vergr�§erten
Kriecheffekt der Differenzfrequenz beim angesprengten Kristall.
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BildÊ3.24 Kriecheffekt des angesprengten Kristalls im Kraftsensor (unbelastet).

Eine m�gliche Erkl�rung ist, da§ die Orientierungen der Kristallrichtung von
Laserkristall und Unterlage unterschiedlich sind, obwohl sie aus gleichem Material
bestehen. Wegen des starken Kriechens und der Hystereseeffekte ist das optische
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Ansprengen keine g�nstige L�sung f�r die Fixierung des Kristalls.

3.4.4 Ecklastproblem

Bei au§ermittiger Belastung des Kraftf�hrungssystems tritt ein Biegemoment auf,
welches einen Me§fehler verursachen kann. Dies ist der sogenannte Ecklasteffekt.
Der Ecklasteffekt im Kraftsensor wurde mit dem in BildÊ3.25 gezeigten Einrichtungen
untersucht. Zum Einsatz kam das Kraftf�hrungssystem mit Parallellenkern und ein
sog. Ecklast-Kompensator.

m

Kugellager Kreisausschnitt

Schwerpunktachse
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s
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BildÊ3.25 a) Aufbau f�r Ecklastuntersuchungen;
b) Prinzip des Ecklastkompensators.

Eine Dummyplatte ist mit dem Stempel des Kraftf�hrungssystems verbunden. Die
durch die Massen m erzeugte Gewichtskraft wirkt an unterschiedlichen Positionen
auf die Platte ein. Gleichzeitig wird die Differenzfrequenz im Kraftsensor gemessen.
Die �nderung der Me§ergebnisse durch die au§ermittige Belastung stellen die durch
die Ecklast verursachten Fehler dar. BildÊ3.25a zeigt das Koordinatensystem. Die z-
Achse ist die Laserstrahlrichtung, die y-Achse ist die Kraftrichtung und die x-Achse
ist die Richtung der Parallellenker. Messungen sind in x-Richtung und in z-Richtung
bei unterschiedlichen Positionen durchgef�hrt worden. Der Ecklasteffekt ist jeweils
mit einem Dummyteil und mit einem Ecklastkompensator (gleiche Masse)
untersucht worden. Der Kompensator wurde freundlicherweise von der Firma SIOS
Me§technik GmbH, Ilmenau, Deutschland f�r diese Untersuchung zur Verf�gung
gestellt.

BildÊ3.25b zeigt das Grundprinzip des Kompensators f�r den Ecklastfehler. Der
Kompensator besteht aus den Kugellagern und der Deckplatte mit Kreisausschnitt an
der Unterseite. Wirkt eine Kraft in Richtung der Schwerpunktachse ein, bleibt die
Position des Kreisausschnitts unver�ndert. Wird eine Masse abweichend von der
Schwerpunktachse aufgelegt, bewegt sich der Kreisausschnitt auf den Kugellagern so
zur Seite, da§ das durch die Masse erzeugte Moment kompensiert wird und der
resultierende Schwerpunkt s trotz der seitlich liegenden Masse in der originalen
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Schwerpunktachse bleibt. Um die Ecklastfehler in allen Richtungen kompensieren zu
k�nnen, ist die Anordnung nach BildÊ3.25b in zwei orthogonalen Richtungen doppelt
vorhanden. Sie wurde statt des Dummyteils im Versuchsaufbau (BildÊ3.25a) einge-
baut, um den Ecklastfehler zu kompensieren.

Die Me§ergebnisse zeigen BildÊ3.26 und BildÊ3.27. Die gef�llten Punkte und die
durchgezogenen Linien bezeichnen die Messungen mit dem Dummy, die nicht
gef�llten Punkte und die gestrichelten Linien die Messungen mit dem Kompensator.
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BildÊ3.26 Untersuchung zum Ecklastefffekt: �nderung Df der Differenzfrequenz bei
unterschiedlichen Positionen der Masse m auf der  z-Achse (x=0,
Krafteinleitung: Parallellenker).
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BildÊ3.27 Untersuchung zum Ecklastefffekt: �nderung Df der Differenzfrequenz bei
unterschiedlichen Positionen der Masse m auf der x-Achse (z=0,
Krafteinleitung: Parallellenker).

Die Messungen mit dem Dummyteil dienen dazu, den Ecklasteffekt ohne
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Kompensator festzustellen. BildÊ3.26 zeigt, da§ der Ecklasteffekt in z-Richtung
deutlich zu erkennen ist und vom Abstand zur Stempelachse und von der Belastung
abh�ngig ist. Der Ecklasteffekt in x-Richtung (BildÊ3.27) ist im Vergleich zu dem in z-
Richtung um ca. den FaktorÊ10 kleiner und ist nahezu unabh�ngig von der Belastung.
Die Ursache liegt darin, da§ die Biegesteifigkeiten der Parallellenkerkrafteinleitung
in den beiden Richtungen sehr unterschiedlich sind.

BildÊ3.26 zeigt, da§ die Ecklastfehler mit dem Kompensator (gestrichelte Linien und
nicht gef�llte Punkte) deutlich verringert sind und die Ecklastfehler in z-Richtung
damit kompensiert werden. In x-Richtung ist die Kompensation nicht so deutlich, da
die Ecklastfehler wegen der Struktur der Parallellenker in dieser Richtung ohnehin
sehr klein sind.

Weiterhin wurden die Reproduzierbarkeiten mit dem Dummyteil und mit dem
Kompensator vermessen. Die Reproduzierbarkeitsfehler mit dem Kompensator ist
im Vergleich zur Messung mit dem Dummyteil etwa um den Faktor 4 vergr�§ert.
Die Ursache liegt darin, da§ wegen der Haftreibung zwischen dem Kreisausschnitt
und den Kugellagern die Position nicht gut reproduzierbar ist.

F�r gro§e Kr�fte ist der Kompensator offensichtlich eine sehr wirksame Ma§nahme,
um die Ecklastfehler zu kompensieren. F�r kleine Me§kr�fte ist eine verbesserte
Krafteinleitung, die in allen Richtungen gleich stabil ist, zu empfehlen, um die Eck-
lastfehler zu reduzieren.

Erg�nzend zur Untersuchung des Ecklasteinfl�sse bei der Parallellenker-
Krafteinleitung wurde die Krafteinleitung mit der Kugelh�lseÊ2 untersucht (ohne
Kompensator) (BilderÊ3.28, 3.29).
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BildÊ3.28 Untersuchung zum Ecklastefffekt: �nderung Df der Differenzfrequenz bei
unterschiedlichen Positionen der Masse m auf der z-Achse (x=0,
Krafteinleitung: Kugelh�lseÊ2 ).
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BildÊ3.29 Untersuchung zum Ecklastefffekt: �nderung Df der Differenzfrequenz bei
unterschiedlichen Positionen der Masse m auf der x-Achse (z=0,
Krafteinleitung: Kugelh�lseÊ2).

Ein deutlicher Ecklasteffekt wurde bei dieser Kugelh�lse nicht beobachtet. Die
Me§daten zeigen nur Reproduzierbarkeitsfehler, die unabh�ngig von der Belastung
und von der Position der Belastung sind. Die Reproduzierbarkeitsfehler werden
durch die Drehbewegung des Stempels bei Be- und Entlastung verursacht. Bei der
Kugelh�lseÊ2 ist kein Verdrehschutz vorhanden.
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4 Einfl�sse der Umgebungsbedingungen auf das Me§system

4.1 Allgemeine Umgebungsbedingungen

BildÊ4.1 zeigt eine Dauermessung der Differenzfrequenz f, die �ber einen Zeitraum
von 2 Stunden durchgef�hrt wurde. W�hrend der Messung war die zu messende
Kraft konstant und die anderen Systemparameter des Kraftsensors, z.ÊB. die
Kristallrotationslage, die Parameter der Pumpquelle und das Kraftf�hrungssystem
wurden nicht ver�ndert. Das Me§ergebnis in BildÊ4.1 zeigt eine deutliche Drift der
Differenzfrequenz f.
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BildÊ4.1 Dauermessung der Differenzfrequenz f �ber 2 Stunden unter konstanter
Belastung (ca. 700g) (HAMÊ3, ebene Unterlage).

Ursache f�r das in BildÊ4.1 gezeigte Verhalten des Kraftsensors sind �nderungen der
allgemeinen Umgebungsbedingungen. Diese Umgebungsbedingungen sind z.ÊB.
Temperatur, Feuchtigkeit, Ersch�tterungen und elektromagnetische Felder. Wie
diese Umgebungsbedingungen das Me§verhalten beeinflussen, wird in diesem
Kapitel untersucht.

Temperaturschwankungen sind ein wichtiger St�rfaktor f�r viele Me§verfahren.
W�hrend der in BildÊ4.1 durchgef�hrten Messung wurde gleichzeitig die Um-
gebungstemperatur vermessen. Das Me§ergebnis ist in BildÊ4.2 dargestellt.

Beim Vergleich der beiden Messungen ist eine deutliche Korrelation zwischen der
Differenzfrequenz f und der Umgebungstemperatur erkennbar. Das Me§verhalten
wird also ma§geblich von der Umgebungstemperatur beeinflu§t.
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BildÊ4.2 �nderung der Umgebungstemperatur w�hrend der in BildÊ4.1 gezeigten
Messung.

Die relative Luftfeuchtigkeit h�ngt u.Êa. von der Temperatur ab. Um den Einflu§ der
Feuchtigkeit auf das Me§system zu untersuchen, wurden Dauermessungen in
Umgebungen mit normaler und erh�hter Luftfeuchtigkeit durchgef�hrt. Die
sonstigen Me§bedingungen, insbesondere die Temperatur, waren identisch. Die
normale relative Luftfeuchtigkeit der Umgebung bei der Temperatur von ca.Ê21,5¡C
betr�gt ca. 55%. Die Luftfeuchtigkeit der Me§umgebung wurde durch Verdunstung
von Wasser k�nstlich um 7% bis 13% erh�ht. Die Ergebnisse von dann
durchgef�hrten Dauermessungen zeigen, da§ die relative Luftfeuchtigkeit keinen
erkennbaren Einflu§ auf die Differenzfrequenz hat.

Durch Ersch�tterungen in der Umgebung wird ein Rauschsignal erzeugt, das sich
mit dem Me§signal �berlagert. Dies wird als seismisches Rauschen bezeichnet.
BildÊ4.3 und BildÊ4.4 zeigen die mit seismischem Rauschen �berlagerte Differenz-
frequenz bei unterschiedlichen Belastungen.
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BildÊ4.3 Gemessene Differenzfrequenz mit Belastung durch Blattfederf�hrung
(Kristall: HAMÊ4, ebene Unterlage).
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BildÊ4.4 Gemessene Differenzfrequenz mit Belastung durch Blattfederf�hrung
(Kristall: HAMÊ4, ebene Unterlage).

Aus BildÊ4.3 und 4.4 ergibt sich, da§ das seismische Rauschen von der zu messenden
Kraft abh�ngt. Je gr�§er die Kraft ist, desto gr�§er ist die Amplitude des seismischen
Rauschsignals. Der seismische Rauschen kann reduziert werden, indem man
Mittelwerte des Me§signals betrachtet. Dies kann durch eine geeignete
Auswertungsmethode realisiert werden. BildÊ4.5 zeigt das Ergebnis einer gleitenden
Mittelwertbildung �ber 20 Werte bei der in BildÊ4.4 gezeigten Messung. Das
seismische Rauschen wird durch die Mittelung deutlich unterdr�ckt.
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BildÊ4.5 Gemittelte Werte der Messung von BildÊ4.4 .

Nd:YAG besitzt magnetooptische Eigenschaften. Befindet sich der Nd:YAG-Kristall
in einem magnetischen Feld, wird ein optischer Rotationswinkel rF hervorgerufen.
Der maximale Rotationswinkel rF tritt auf, wenn die Feldlinien des magnetischen
Feldes in Strahlrichtung liegen. In diesem Fall ergibt sich der Rotationswinkel rF zu
/4.4/:
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  rF  = V × B × L (4.1)

Die Verdetsche Konstante V von Nd:YAG betr�gt ca. 103¡/TÊ×Êm /4.2/. Die statische
magnetische Flu§dichte B im Versuchsaufbau wurde mit einem Gau§meter (Modell
620, F.ÊW.ÊBell, Inc., (Florida), USA) vermessen. Sie betr�gt etwa 0,05ÊGau§. Dies
entspricht der Flu§dichte des Erdmagnetfeldes (0,03 bis 0,06 Gau§). Daraus ergibt
sich bei einer Kristall�nge von L = 5 mm ein Rotationswinkel von rF = 2,57 �× 10-6¡.

Bei Vorhandensein einer Faraday-Rotation rF wird die Gleichung der Phasen-
differenzÊ-ÊDifferenzfrequenzÊ-Wandlung gegen�ber Gl.Ê(2.11) ver�ndert. Es gilt
/4.3/:

  
f

FSR
Fr r=

°
× × ×[ ]

180
2arccos cos( ) cosD (4.2)

Durch Einsetzen des Rotationswinkels rF = 2,57 �× 10-6¡ in Gl. (4.2) ergibt sich, da§
sich die Differenzfrequenz fr infolge der Faraday-Rotation um weniger als 0,1ÊHz
�ndert. Im Vergleich zur durch die Temperatur�nderung verursachten Differenz-
frequenz�nderung in BildÊ4.1 ist diese �nderung sehr klein und der Einflu§ des
magnetischen Feldes auf den Kraftsensor kann somit vernachl�ssigt werden.

Die Temperatur ist also die mit Abstand wichtigste Umgebungsbedingung, die das
Me§verhalten beeinflu§t. Im Vergleich zum Einflu§ der Umgebungstemperatur
k�nnen die �brigen Einfl�sse, wie z.ÊB. durch Feuchtigkeit, Ersch�tterung und
Magnetfeld vernachl�ssigt werden.

Der Einflu§ der Umgebungstemperatur auf das Me§verhalten wird nachfolgend in
zwei Schritten untersucht:

1) Untersuchung des Einflusses der Umgebungstemperatur auf das Sensorelement
2) Einflu§ der Umgebungstemperatur auf das Kraftf�hrungssystem

4.2 Untersuchungen zum Einflu§ der Temperatur auf das Sensorelement

Der Einflu§ der Umgebungstemperatur auf das Sensorelement wurde theoretisch
und experimentell vertieft untersucht. Bei den experimentellen Untersuchungen
wurde der Versuchsaufbau in einer geschlossenen Kammer betrieben und der
Innenraum der Kammer (Abmessung: 400´700´250Êmm3) mit zwei Heizwider-
st�nden beheizt. Hierdurch �ndert sich die Umgebungstemperatur des Versuchs-
aufbaus um einige Grad Celsius. Gleichzeitig wird die Differenzfrequenz des Kraft-
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sensors gemessen. BildÊ4.6 zeigt mit dem Kristall HAMÊ3 im unbelasteten Fall durch-
gef�hrte Messungen. In diesem Bild sind die Verl�ufe von

a) Heizleistung,
b) Lufttemperatur,
c) Differenzfrequenz,
d) Abh�ngigkeit der Differenzfrequenz von der Lufttemperatur

bei zwei unterschiedlichen Arten der �nderung der Heizleistung dargestellt.

Das Dreieckheizen dient dazu, eine nahezu lineare �nderung der Lufttemperatur
des Versuchsaufbaus zu erzeugen. Durch das Rechteckheizen wird die
Lufttemperatur �hnlich einer Exponentialfunktion ver�ndert, um die Abh�ngigkeit
der Differenzfrequenz von der zeitlichen �nderung der Temperatur (dT/dt) zu
untersuchen. Die maximale Heizleistung betr�gt 5ÊW. Diese Heizleistung ist
einerseits gro§ genug, um eine ausreichende �nderung der Lufttemperatur zu
erreichen, andererseits w�re bei einer zu gro§en Heizleistung die Temperatur-
stabilisierung der Pumpquelle nicht mehr in der Lage, die Pumpdiodentemperatur
auf dem gew�nschten konstanten Wert zu halten.

Die Abh�ngigkeit der Differenzfrequenz von der Lufttemperatur bei Dreieckheizen
ist nahezu linear. Die Temperaturkoeffizienten df/dT bei steigender Temperatur und
bei fallender Temperatur sind unterschiedlich. Im Gegensatz dazu �ndert sich bei
einer rechteckf�rmigen Heizleistung die Differenzfrequenz nicht mehr proportional
zur Temperatur. Bei der Differenzfrequenz tritt ein Minimum auf, obwohl die sich
Lufttemperatur weiterhin in konstanter Richtung �ndert. Die Abh�ngigkeit der
Differenzfrequenz von der Lufttemperatur zeigt in diesem Fall einen geschlossenen
Kurvenzug �hnlich einer Hysteresekurve, weil in der zweiten H�lfte der Messung
die Heizung ausgeschaltet ist und die Differenzfrequenz zu ihrem Anfangspunkt
zur�ckkehrt.

Aus den in BildÊ4.6 gezeigte Messungen kann die Schlu§folgerung gezogen werden,
da§ das Sensorelement nicht nur vom Wert der Lufttemperatur, sondern auch von
ihrer �nderung bzw. von ihrer �nderungsgeschwindigkeit beeinflu§t wird.



57

5

4

3

2

1

0
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Zeit t / h

H
ei

zl
ei

st
un

g/
W

14,15

14,10

14,05

14.00

13,95
21,5 22,0 22,5 23,0 23,5

D
if

fe
re

nz
fr

eq
ue

nz
 f 

/
M

H
z

Luftemperatur/¡C

0,50 1,0 1,5 2,0 2,5

23,5

23,0

22,5

22,0

21,5

Zeit t / h

L
uf

tt
em

pe
ra

tu
r/

¡C

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

14,15

14,10

14,05

14.00

13,95

Zeit t / h

D
if

fe
re

nz
fr

eq
ue

nz
 f 

/
M

H
z

5

4

3

2

1

0
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Zeit t / h

H
ei

zl
ei

st
un

g/
W

20,5 21,5 22,5 23,5

14,05

14,00

13,95

13,90

13,85

13,80D
if

fe
re

nz
fr

eq
ue

nz
 f 

/
M

H
z

Lufttemperatur/¡C

14,05

14,00

13,95

13,90

13,85

13,80
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Zeit t / h

D
if

fe
re

nz
fr

eq
ue

nz
 f 

/
M

H
z c)

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

23,5

23,0

22,5

22,0

21,5

21,0

Zeit t / h

L
uf

tt
em

pe
ra

tu
r/

¡C
a)

b)

d)

Dreieckheizen Rechteckheizen

BildÊ4.6 Experimentelle Untersuchung zur Abh�ngigkeit der Differenzfrequenz
von der Lufttemperatur mit dem unbelasteten Kistall HAMÊ3.
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Die thermischen Effekte, die die Differenzfrequenz des Kraftsensors ver�ndern,
werden durch die Temperaturverteilung bzw. durch den Temperaturgradienten im
Kristall verursacht. Der durch Pumpstrahlung verursachte thermische Effekt wurde
in Kap.Ê3.2.3 dargestellt. Da die durch den thermischen Effekt der Pumpstrahlung
verursachte Differenzfrequenz�nderung sowohl klein als auch konstant (durch die
Stabilisierung der Pumpleistung) ist, wird der Einflu§ der Pumpstrahlung im diesem
Kapitel vernachl�ssigt.

Nicht nur die Differenzfrequenz, sondern auch die Laserfrequenz h�ngt von der
Kristalltemperatur ab. In den folgenden Kapiteln wird die Abh�ngigkeit der
Differenzfrequenz von der Temperatur detailliert theoretisch und numerisch
analysiert sowie experimentell untersucht.

4.2.1 Thermische Spannungen und ihre numerische Berechnung mit Hilfe der

FEM

Die Verteilung der Temperatur T in einem unendlich langen Zylinder wird im
Zylinder-Koordinatensystem mit der W�rmeleitung-Differentialgleichung /4.5/ be-
schrieben:
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mit den Randbedingungen an der Mantelfl�che des Kristalls:
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(4.4)

T: Temperatur im Kristall,
TL: Temperatur der Luftumgebung,
Tw: Wand-, Oberfl�chentemperatur im Kristall,
r: Dichte,
cp: spezifische W�rmekapazit�t des Kristallmaterials,
K: W�rmeleitf�higkeit des Kristallmaterials,
h: W�rme�bergangskoeffizient,
t: Zeit.

Die durch Gl.Ê(4.3) und (4.4) festgelegte Temperatur h�ngt vom Ort (r, q, z) im
Kristall, der Zeit t und dem zeitlichen Verlauf der Lufttemperatur TL ab.

St�rgr�§e f�r den Kraftsensor ist die Differenz der thermischen Hauptspannungen
Dst in jeder Ebene senkrecht zur Durchstrahlrichtung z. Es gilt:
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  D = -s s s qt r (4.5)

Die durch den Temperaturgradienten im Kristall erzeugten thermischen Spannungen
unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes (ESZ) und
Rotationssymmetrie sind /4.7/:
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Dabei ist E* der Elastizit�tsmodul, n die Querkontraktionszahl und a0 der W�rme-
ausdehnungskoeffizient.

Dst ist deswegen ebenfalls von dem Parallelversatz (r, q) im Kristall, der Zeit t und
der Lufttemperatur TL abh�ngig. H�ngt die Temperatur nicht von dem
Parallelversatz r ab, d.Êh. ist kein Temperaturgradient im Kristall vorhanden, ist die
Spannungsdifferenz Dst gleich null /4.3/.

Weil Gl.Ê(4.3) eine partielle Differentialgleichung ist, ist sie nur sehr aufwendig
explizit zu l�sen.

F�r die L�sung solcher durch Differentialgleichungen beschreibbaren Probleme
bietet sich die Finite-Element-Methode (FEM) und entsprechende Software an. Die
FEM ist heutzutage ein wichtiges Handwerkzeug f�r technische Berechnungen auf
den Gebieten Konstruktion, Entwicklung und Forschung. Die FEM wird im
Automobilbau, der Luft- und Raumfahrt, im Maschinenbau aber auch in der
Konsumg�terindustrie, der Medizintechnik und der Elektrotechnik eingesetzt.
Zun�chst war die Anwendung der FEM auf die L�sung von Festigkeitsproblemen
beschr�nkt. Heute werden auch Temperaturfeld-Berechnungen, elektromagnetische
Feldprobleme, akustische Untersuchungen und Str�mungssimulationen mit der FEM
bearbeitet /4.8/.

Die thermischen Spannungen im Nd:YAG-Laserkristall werden anschlie§end mit
Hilfe der FEM numerisch untersucht. Die Berechnung der thermischen Spannungen
wird bei der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten FEM-Software ANSYSâ5.3 /4.6/
in Form einer Temperatur-Struktur-Kopplung durchgef�hrt. Zun�chst erfolgt die
transiente Berechnung des Temperaturfeldes (Analyseschritt 1). Ergebnis dieser
Berechnung sind die zeitlichen Verl�ufe der Temperatur im Bauteil. Anschlie§end
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werden die Temperaturen im Bauteil zu festgelegten Zeitpunkten auf das
mechanische Modell �bertragen und die strukturmechanische Berechnung der Ver-
schiebungen und der mechanischen Spannungen ausgef�hrt (AnalyseschrittÊ2).

Die f�r die FEM-Simulation ben�tigten geometrischen Modelle des Kristalls zeigt
BildÊ4.7.

y

x

y

xz

BildÊ4.7 F�r die FEM-Simulation benutzte geometrische Modelle des Nd:YAG-
Kristalls.

Beim 2D-Modell werden die Elementtypen PLANE55 (2D-Temperatur-Element) f�r
den Analyseschnitt 1 und PLANE42 (Ebenes 4-Knoten-Viereck-Element) f�r den
Analyseschnitt 2 benutzt. Diese Elemente sind durch 4 Eckknoten und die
Materialwerte definiert. Beim 3D-Modell werden die Elementtypen: SOLID70 (3D
Temperatur-Volumen-Element) und SOLID45 (3D-Volumenelement) verwendet. Um
den Berechnungsaufwand zu reduzieren, wird beim 3D-Modell die Symmetrie des
Kristalls in L�ngs- und Breitenrichtung genutzt. Es mu§ dann lediglich ein Viertel
des Kristalls betrachtet werden.

Die f�r die FEM-Temperaturfeldberechnung ben�tigen Materialdaten von YAG sind
/4.9, 4.10/:

Dichte: rÊ=Ê4,56×103 kg/mm3

W�rmeleitf�higkeit: KÊ=Ê10,3 W/(m×¡C)
spezifische W�rmekapazit�t: cpÊ=Ê600 Ws/(kg×¡C)
Ausdehnungskoeffizient: a0Ê=Ê7,8×10-6 /¡C
Elastizit�tsmodul: E*Ê=Ê300×109 Pa

Der Nd:YAG-Kristall ist kein isotropes Material, da die Materialparameter durch die
Kristallstruktur (siehe Kap.Ê2.1.2, BildÊ2.2) richtungsabh�ngig sind. Bei Nd:YAG ist
die Abweichung vom isotropen Fall jedoch nur klein /4.3/, so da§ f�r die FEM-
Berechnung isotrope Werkstoffeigenschaften angenommen werden k�nnen.
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Ein f�r die FEM-Simulation gleichfalls ben�tigter Parameter, der f�r das Sensor-
element nur n�herungsweise bekannt ist, ist der W�rme�bergangskoeffizient h. Er ist
im wesentlichen von der Dichte des umgebenden Mediums, der Str�mungs-
geschwindigkeit, seiner Oberfl�chentemperatur und dem Kontakt der Festk�rper
abh�ngig /4.11/. Die Abh�ngigkeit des W�rme�bergangskoeffizienten h von der
Geschwindigkeit der Luft- oder Wasserstr�mung als K�hlmittel ist beim YAG-
Laserkristall in /4.12/ untersucht worden. Wenn die Geschwindigkeit der Luft-
str�mung in der Kristallumgebung niedriger als ca. 400Êcm3/s ist, ist der Wert des
W�rme�bergangskoeffizienten h kleiner als 110ÊW/(m2Ê×Ê¡C). In /4.13/ wird h bei
einer Luftumgebung auf ca. 10ÊW/(m2Ê×Ê¡C) gesch�tzt. In /4.14/ wird ein Wert f�r h
von ca. 6,5ÊW/(m2Ê×Ê¡C) f�r den Fall der Luftk�hlung angegeben. /4.6/ nennt f�r den
Fall Luft, ruhend, senkrecht zu einer glatten Wand einen h-Wert zwischen 3,5 und
35ÊW/(m2Ê×Ê¡C). Im Kraftsensoraufbau sind die Umgebungsparameter, wie z.B. die
Geschwindigkeit der Luftbewegung, sehr schwer zu ermitteln. Gem�§ der oben
genannten Literaturstellen l�§t sich absch�tzen, da§ der Wert des W�rme�bergangs-
koeffizienten h im Bereich von 3 bis 10ÊW/(m2Ê×Ê¡C) liegt. Bei den folgenden FEM-
Berechnungen wird Wert hÊ=Ê6ÊW/(m2Ê×Ê¡C) f�r den W�rme�bergangskoeffizient
benutzt.

Die W�rmeleitung zwischen der Unterlage und dem zylindrischen Kristall h�ngt von
der Form der Kontaktstelle ab. Bei Punkt- bzw. Linienkontakt erfolgt die
W�rmeleitung n�herungsweise durch Konvektion an der Kristallunterseite mit
einem W�rme�bergangskoeffizent h. Bei gutem Fl�chenkontakt kann als
Randbedingung gew�hlt werden, da§ an der Kontaktfl�che zwischen dem Kristall
und der Unterlage die Temperatur der Unterlage eingesetzt wird. Wie gro§ der real
vorhandene thermische Einflu§ der Unterlage auf den Kristall ist, mu§ durch
entsprechende Experimente festgestellt werden.

Bei den experimentellen Untersuchungen wird durch die Steuerung der Heizleistung
die Umgebung des Versuchsaufbaus geheizt. Die Temperaturen der Luft und der
Unterlage werden dadurch zeitlich ver�ndert. Die Temperaturen der Luftumgebung
und der Kristallunterlage wurden mit zwei Sensoren gleichzeitig vermessen. Die
Me§ergebnisse zeigt BildÊ4.8.
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BildÊ4.8 Lufttemperaturen TL und Unterlagentemperatur Tu  bei Dreieck-
heizenÊ(links) und RechteckheizenÊ(rechts).

Die Unterlage sowie die anderen Teile des Versuchsaufbaus werden auf einer
optischen Bank fixiert. Die thermischen Parameter von Luft und der Unterlage aus
Stahl sind unterschiedlich. Durch die Heizwiderst�nde wird zun�chst die
Luftumgebung geheizt. Erst danach wird die Unterlage durch die Luft erw�rmt. Zu
jedem Zeitpunkt hat die Kristallunterlage eine niedrigere Temperatur. Da sich die
Temperaturen der Luftumgebung und der Unterlage mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten �ndern, ergibt sich ein zeitabh�ngiger Temperaturunterschied
zwischen Luft und Unterlage. Dadurch wird der Temperaturgradient im Kristall
beeinflu§t.

Die f�r die Berechnung der thermischen Spannungen benutzten Randbedingungen
sind in TabelleÊ4.1 dargestellt.

TabelleÊ4.1 Randbedingungen f�r die Berechnung der thermischen Spannungen.

Kennzeichen Randbedingung
zwischen Luft und Kristall

Randbedingung
zwischen Unterlage und Kristall

A hÊ=Ê6ÊW/m2×K(0¡Ê£Êq £ 360¡) 0

B hÊ=Ê6ÊW/m2×K (-70¡Ê£Êq £ 250¡) hÊ=Ê3ÊW/m2×K (-110¡Ê£Êq £ -70¡)

C hÊ=Ê6ÊW/m2×K (-80¡Ê£Êq £ 260¡) T(Kr.)Ê=ÊT(Unterl.) (-100¡Ê£Êq £Ê -80¡)

Die Randbedingung C (Temperaturgleichwert von Unterlage und Kristall) bedeutet,
da§ der W�rme�bergangskoeffizient zwischen Kristall und Unterlage als sehr gro§
(hÊ®Ê¥) angenommen wird. Der Winkelbereich von q kennzeichnet den Teil der
Mantelfl�che (rÊ=Êr0) des Kristalls, f�r den der angegebenene W�rme�bergangs-
koeffizient h (Definition f�r q und r: siehe BildÊ3.19) gilt. F�r die Berechnungen der
Temperaturverteilung im Kristall m�ssen neben der Mantelfl�che auch die
Stirnfl�chen ber�cksichtigt werden. Daf�r ist das 3D-Modell erforderlich. Als
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thermische Last wird der Verlauf der Lufttemperatur in BildÊ4.8 bei Rechteckheizen
angenommen. BildÊ4.9 stellt die Temperaturverteilung der FEM-Simulation am
Zeitpunkt tÊ=Ê1ÊhÊ5Êmin dar, an dem die Temperatur ihren Maximalwert erreicht.

Die Form der Temperaturverteilung im Kristall im Fall der Konvektion zwischen
Unterlage und Kristall bei unterschiedlichem W�rme�bergangskoeffizienten ist
�hnlich. Da die Unterlage eine niedrigere Temperatur besitzt, hat der untere Teil des
Kristalls auch eine niedrigere Temperatur. An der Stirnfl�che ist der Temperatur-
gradient in z-Richtung am gr�§ten. Der r�umliche Temperaturgradient im Kristall ist
die direkte Ursache f�r thermische Spannungen.
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Symmetriefl�che1.

2. Symmetriefl�che

BildÊ4.9 Temperaturverteilung auf der Oberfl�che und der 2. Symmetriefl�che im
Kristallviertel. (RandbedingungÊB) beim Rechteckheizen zum Zeitpunkt
tÊ=Ê1ÊhÊ5Êmin.

F�r den Kraftsensor sind die Spannungen in der xy-Ebene (siehe BildÊ4.9) von
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Interesse. F�r die Berechnung der thermischen Spannungen in der xy-Ebene lieferte
das 3D-Modell ann�hernd gleiche Ergebnisse wie ein 2D-Modell. Um den
Berechnungsaufwand zu reduzieren, wird f�r die Berechnung der thermischen
Spannungen das 2D-Modell benutzt. Die Berechnungen der thermischen
Spannungen im Kristall (¿3Êmm´5Êmm) bei unterschiedlichen �Positionen (r,Êq)
(entspricht der Parallelversatz der Nd:YAG-Laserstrahlung im Kristall in Kap.Ê3.2.1)
wurden mit dem in TabelleÊ4.1 dargestellten Randbedingungen durchgef�hrt. Als
Lufttemperaturen werden die Verl�ufe in BildÊ4.8, die durch eine rampenf�rmige
und eine sprungf�rmige Heizleistung erreicht werden, zusammen mit entsprechende
W�rme�bergangskoeffizienten in die FEM-Berechnung eingesetzt. Die Ergebnisse
der FEM-Berechnung zeigen die Bilder 4.9 bis 4.15. Wenn ausschlie§lich thermische
Spannungen im Kristall vorhanden sind, betr�gt der Umrechnungsfaktor zwischen
der thermischen Hauptspannungsdifferenz und der Differenzfrequenz bei einem
¿3Êmm´5Êmm Kristall gem�§ Gl.Ê(2.3) und (2.11) 0,1885ÊkHz/(N/m2). Die durch die
thermischen Spannungen verursachte Differenzfrequenz wird im folgenden als ft

bezeichnet. Um die FEM-Simulationsergebnisse mit den Me§ergebnissen zu
vergleichen, werden in den folgenden Bildern die mit Hilfe der FEM berechnete
thermische Hauptspannungsdifferenz Dst in die Differenzfrequenz ft umgerechnet.

Zun�chst wird der Einflu§ der Kristallunterlage vernachl�ssigt (RandbedingungÊA).
Der Kristall wird in diesem Fall so betrachtet, als ob er in der Luft h�ngt. Die Luft-
temperatur beeinflu§t die Kristalltemperatur durch die Konvektion an der Ober-
fl�che des Kristalls. Die FEM-Ergebnisse zeigen BildÊ4.10 und 4.11.
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BildÊ4.10 Mit Hilfe der FEM berechnete durch thermische Spannungen verursachte
Differenzfrequenz ft  (RandbedingungÊA in TabelleÊ4.1) bei
DreieckheizenÊ(links) und RechteckheizenÊ(rechts).



65

Dst /(N/m2)
0
5.099
10.086
15.073
20.06

BildÊ4.11 Verteilung der thermischen Hauptspannungsdifferenz Dst und der
Hauptspannungsrichtungen (RandbedingungÊA in TabelleÊ4.1) zum
Zeitpunkt tÊ=Ê3900Ês.

Die Verteilung der thermischen Spannungen ist in diesem Fall rotationssymmetrisch.
Die Hauptspannungsdifferenz Dst h�ngt vom Abstand r zum Mittelpunkt ab. Je
gr�§er r ist, desto gr�§er ist Dst. In der Kristallmitte, d.Êh. bei rÊ=Ê0 ist DstÊ=Ê0. Die
Hauptspannungsrichtungen sind radial und tangential und ebenfalls rotations-
symmetrisch. Diese Aussagen stimmen mit der Analyse zum thermischen Effekt im
YAG-Laserkristall in /4.3/ und /4.10/ �berein. Die gemessene Kurvenform bis auf
das Vorzeichen und die in BildÊ4.6 sichtbaren Minima werden in BildÊ4.10 gut
wiedergegeben. Die �nderungen der Differenzfrequenz ft sind im Vergleich zu den
Messungen jedoch um etwa den Faktor 100 zu klein.

Anschlie§end wird die Simulation mit einem begrenzten Einflu§ (RandbedingungÊB)
der Unterlage durchgef�hrt (BilderÊ4.12, 4.13).
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BildÊ4.12 Mit Hilfe der FEM berechnete durch thermische Spannungen verursachte
Differenzfrequenz ft (RandbedingungÊB in TabelleÊ4.1) bei Drei-
eckheizenÊ(links) und RechteckheizenÊ(rechts).
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Dst /(N/m2)
4.843
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26.372
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37.136

BildÊ4.13 Verteilung der thermischen Hauptspannungsdifferenz Dst und der
Hauptspannungsrichtungen (Randbedingung:ÊB in TabelleÊ4.1) zum
Zeitpunkt tÊ=Ê3900Ês.

Durch den Einflu§ von der Unterlage werden die Kurven der thermischen
Spannungsdifferenz ver�ndert. Die Hauptspannungsrichtungen im Kristall sind
nicht mehr rotationssymmetrisch. Auch in der Kristallmitte (rÊ=Ê0) entsteht ein
thermischer Hauptspannungsunterschied Dst. Der maximale thermische Haupts-
pannungsunterschied tritt an der Kontaktstelle zwischen Kristall und Unterlage auf.
F�hrt man die gleiche Rechnung mit gr�§eren Werten des W�rme�bergangs-
koeffizientenen h durch, so zeigt sich bei gleicher Temperatur�nderung der
Unterlage eine gr�§ere �nderung der thermischen Differenzfrequenz ft. Grenzfall ist
die einheitliche Temperatur zwischen der Unterlage und dem Kristall. Dies
entspricht einem W�rme�bergangskoeffizienten hÊ=Ê¥ zwischen der Unterlage und
dem Kristall.

Der maximale Einflu§ der Unterlage auf den Kristall in Hinblick auf thermische
Spannungen ist der Direktkontakt (Fall C in TabelleÊ4.1). In diesem Fall wird die
Temperatur der Unterlage an der Kontaktstelle als Kristalltemperatur eingesetzt. Die
BilderÊ4.14Ê-Ê4.15 zeigen die FEM-Simulationsergebnisse f�r diesen Fall.

Die Temperatur des Kristalls wird nun �berwiegend durch die Unterlage beeinflu§t.
Die Verteilung der thermischen Spannungen und ihre Hauptrichtung sind wie bei
RandbedingungÊB nicht rotationssymmetrisch. Die berechnete �nderung der durch
die thermischen Spannungen verursachten Differenzfrequenz erreicht ca. 30ÊkHz,
d.Êh. die thermische Spannungsdifferenz ist um den Faktor 10 gr�§er als in den F�lle
A, B.

Im realen Fall befindet sich die thermische Randbedingung beim unbelasteten
Kristall zwischen den zwei Grenzf�llen ohne den Einflu§ von der Unterlage und mit
Kontakt mit der Unterlage. Die RandbedingungÊB-Konvektion mit dem W�rme-
�bergangskoeffizient h beschreibt in diesem Fall die Verh�ltnisse am besten.
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BildÊ4.14 Mit Hilfe der FEM berechnete durch thermische Spannungen verursachte
Differenzfrequenz ft  (RandbedingungÊC in TabelleÊ4.1) bei
DreieckheizenÊ(links) und RechteckheizenÊ(rechts).
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480.11

BildÊ4.15 Verteilung der thermischen Hauptspannungsdifferenz Dst und der
Hauptspannungsrichtungen (Randbedingung:ÊC in TabelleÊ4.1) zum
Zeitpunkt tÊ=Ê3900Ês.

Die thermisch bedingte Doppelbrechung �berlagert sich mit den anderen im Laser-
kristall vorhandenen Doppelbrechungen zu einer resultierenden Anisotropie. Bei der
Berechnung der resultierenden Anisotropie m�ssen Betrag und Hauptachsenlage
aller Doppelbrechungen besichtigt werden. Diese Berechnung sowie der Vergleich
von FEM-Rechnung und experimentellen Daten werden in Kap.Ê4.2.3 ausf�hrlich
behandelt.

4.2.2 Einflu§ der Temperatur auf die Resonatorl�nge

Nicht nur die thermischen Spannungen, sondern auch der Laserbetrieb h�ngt von
der Temperatur ab. �ndert sich die Temperatur des Laserkristalls, wird die optische
Resonatorl�nge durch die thermische Ausdehnung und die �nderung der Brechzahl
n ver�ndert. Es giltÊ/4.15/:
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L0: geometrische L�nge f�r TÊ=ÊT0

Lopt: optische L�nge des Laserresonators
T0: die Kristalltemperatur, bei der L0 und n0 vorliegen.
¶n/¶T: Temperaturkoeffizient der Brechzahl (Nd:YAG: ¶n/¶TÊ=Ê7,3Ê×Ê10-6 /4.10/)

Einsetzen von Gl.Ê(4.7) in Gl.Ê(2.9) und (2.11) liefert f�r die temperaturabh�ngige
Differenzfrequenz:
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(c: Lichtgeschwindigkeit)

Aus Gl.Ê(4.8) erkennt man:

- die durch den Einflu§ der Temperatur auf den Laserbetrieb verursachte Differenz-
frequenz ist proportional zu der me§kraftbedingten Phasendifferenz D und �ndert
sich damit proportional zur Kristallbelastung,

- der durch den Einflu§ der Temperatur auf den Laserbetrieb verursachte
Temperaturkoeffizient df/dT ist negativ, d.h. bei steigender Temperatur nimmt
die Differenzfrequenz f ab (Voraussetzung: a0 ist positiv.).

Umstellen von Gl.Ê(4.8) liefert:

  

f T
n

T T n
dn
dT

T T
f T( )

( ) ( )
( )=

+ × -[ ] × + × -æ
è

ö
ø

é
ëê

ù
ûú

×0

0 0 0 0

0
1 a

(4.9)

Wird die Differenzfrequenz f[T0]Ê=Ê14ÊMHz aus BildÊ4.6 in Gl.Ê(4.8) eingesetzt, ergibt
sich eine �nderung der Differenzfrequenz von ca. -400ÊHz bei eine Temperatur-
�nderung von 2,5Ê¡C (vergleichbare Temperatur�nderung zu BildÊ4.7). Im Vergleich
zu der gemessenen �nderung der Differenzfrequenz in BildÊ4.6 (ca.Ê150ÊkHz) ist
daher der Temperatureinflu§ infolge �nderung der Resonatorl�nge zu
vernachl�ssigen.

4.2.3 Experimentelle Untersuchungen

Die theoretischen Untersuchungen der Temperaturabh�ngigkeit der Differenz-
frequenz f mit Hilfe der FEM zeigen, da§ bei der in BildÊ4.8 dargestellten
Temperatur�nderung die maximale durch thermische Spannungen verursachte
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Differenzfrequenz�nderung im Grenzfall-Kontakt (RandbedingungÊC) bei einem
¿3Êmm´5ÊmmÊKristall ca. 30ÊkHz betr�gt. Die Messungen im BildÊ4.6 zeigen aber eine
Differenzfrequenz�nderung von etwa 150ÊkHz (HAMÊ3) bei der gleichen
Temperatur�nderung. Dies zeigt, da§ weitere temperaturabh�ngige Effekte
vorhanden sein m�ssen. Um diese Effekte zu erfassen, wurden zus�tzliche
Messungen durchgef�hrt.

Zun�chst werden die Messungen des Kristalls HAMÊ5 genauer betrachtet und
anschlie§end die Ergebnisse auf andere Kristalle �bertragen. Der Kristall HAMÊ5 hat
eine sehr geringe Abweichung (Me§daten siehe TabelleÊ3.1) des Laserstrahls vom
Mittelpunkt (rÊ=Ê0,08Êmm). Beim Rotieren um seine L�ngsachse (Rollen) des Kristalls
bleiben die Laserstrahllage und demzufolge auch die thermischen Spannungen
nahezu konstant, d.Êh. thermische Spannungen sind in diesem Fall raumfest. Dies hat
den Vorteil, da§ verschiedene Temperatureffekte voneinander getrennt werden
k�nnen. Die Hauptachsenlage der Offsetanisotropie j 0Ê=Ê0¡ bedeutet, da§ die
Hauptachse waagerecht liegt. BildÊ4.16 und BildÊ4.17 zeigen die gemessene
Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz mit dem Kristall HAM 5 bei
unterschiedlichen Rotationslagen j0. Der Rollwinkel j0 wird durch Drehen um die
Kristallachse eingestellt. W�hrend der Messungen wurde die Temperatur durch
Dreieckheizen (BildÊ4.8) ge�ndert.

Die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz ist immer eine kontinuierliche
Kurve. Der Temperaturkoeffizient df/dT liegt theoretisch zwischen null und
unendlich (-¥Ê<Êdf/dtÊ<Ê¥). Beim Dreieckheizen reicht die Me§zeit nicht aus, den
Anfangzustand wieder zu erreichen (siehe BildÊ4.6). Die beiden
Temperaturkoeffizienten df/dT wurden jeweils durch Berechnen der
Ausgleichsgerade aus den Werten bei steigender Temperatur (dT/dt> 0) und
fallender Temperatur (dT/dt < 0) ermittelt.
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BildÊ4.16 Differenzfrequenz f in Abh�ngigkeit von der Lufttemperatur TL und
Temperaturkoeffizienten df/dT beim Dreieckheizen f�r unterschiedlichen
Rotationslagen j0 des unbelasteten Kristalls HAMÊ5.

Alle Messungen in BildÊ4.16 zeigen einen �hnlichen Verlauf. Die Betr�ge der
Differenzfrequenz�nderungen w�hrend der Messungen sind bei allen drei Rotations-
lagen nahezu gleich (ca.Ê50ÊkHz). Die Temperaturkoeffizienten df/dT sind bei allen
Messungen positiv. Die Betr�ge des Temperaturkoeffizienten sind bei steigender
Temperatur (dT/dt > 0) und bei fallender Temperatur (dT/dt < 0) unterschiedlich.

Im unbelasteten Fall resultiert die Differenzfrequenz f aus der Offsetdifferenz-
frequenz f0 und der durch thermische Spannungen verursachten Differenzfrequenz
ft. Die thermische Hauptachsenlage jt in der Kristallmitte steht senkrecht (jtÊ=Ê90¡).
Die resultierende Differenzfrequenz f ist (AnhangÊ7.3):

  f f f f ft t= + + × × × × D( )0
2 2

02 2cos j (4.10)

wobei: DjÊ=Êj0Ê-Êjt.

Im unbelasteten Fall bestehen zwei Hypothesen:
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1. f0 ist unabh�ngig von der Temperatur T:
In diesem Fall ergibt sich nach Gl.Ê(4.10):

bei DjÊ=Ê0¡ fÊ=Êf0Ê+ ft und
  

df
dT

df
dT
t= (4.11a)

bei DjÊ=Ê90¡ fÊ=Êf0Ê- ft und
  

df
dT

df
dT
t= - (4.11b)

Dies bedeutet, da§ die Messungen bei j 0Ê=Ê0¡ und bei j 0Ê=Ê90¡ Temperatur-
koeffizienten mit unterschiedlichen Vorzeichen haben sollten. Dies steht im
Widerspruch zu den Messungen in BildÊ4.16.

2. f0 h�ngt von der Temperatur T ab, bzw. f0Ê=Êf0(T):

In diesem Fall ergibt sich nach Gl.Ê(4.10):

bei DjÊ=Ê0¡ fÊ=Êf0Ê+ ft und
  

df
dT

df
dT

df
dT
t= +0 (4.12a)

bei DjÊ=Ê90¡ fÊ=Êf0Ê- ft und
  

df
dT

df
dT

df
dT
t= -0 (4.12b)

Wenn 
  

df
dT

df
dT
t0 <  ist, hat 

  

df
dT

 das Vorzeichen von 
  

df
dT
t . Dies bedeutet, da§ bei den

Rotationslagen von Dj Ê=Ê0¡ und von Dj Ê=Ê90¡ die Temperatur-koeffizienten
unterschiedliche Vorzeichen haben m�§ten. Dies stellt erneut einen Widerspruch
zu den Messungen in BildÊ4.16 dar.

Wenn 
  

df
dT

df
dT
t0 >  gilt, hat 

  

df
dT

 das Vorzeichen von 
  

df
dT
0 . In diesem Fall hat 

  

df
dT

 bei

unterschiedlichen Rotationslagen das gleiche Vorzeichen. Dies stimmt mit den
Messungen vom Kristall HAMÊ5 in BildÊ4.16 �berein. Somit ist die
Temperaturabh�ngigkeit der Offsetdifferenzfrequenz st�rker als die durch
thermische Spannungen verursachte Temperaturabh�ngigkeit.

Bild 4.17 zeigt Messungen mit dem KristallÊHAMÊ5, die bei einer Belastung mit
ca.Ê200g, unterschiedlichen Rotationslagen und sonst gleichen Umgebungsbedin-
gungen durchgef�hrt wurden. Eine geringere Last als 200Êg kann die Offsetdifferenz-
frequenz nicht kompensieren und das Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten
df/dT w�re nicht von der Rotationslage abh�ngig. Eine deutlich gr�§ere Last
verursacht durch Seismik ein gr�§eres Rauschen der Differenzfrequenz. Die
Messungen in BildÊ4.17 wurden mit dem Parallellenker-Kraftf�hrungssystem und
einer ebenen Unterlage durchgef�hrt, da dadurch die Fehlereffekte durch das Kraft-
f�hrungssystem minimiert werden (Kap.Ê3.3).
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BildÊ4.17 Differenzfrequenz f in Abh�ngigkeit von Lufttemperatur T und
Temperaturkoeffizienten df/dT bei unterschiedlichen Rotationslagen des
Kristalls HAMÊ5 auf einer ebenen Unterlage im belasteten Fall
(Dreieckheizen, Last: ca.Ê200g) (  D = -j j jF 0 ).

Die Temperaturkoeffizienten bei den Rotationslagen DjÊ=Ê0¡ und DjÊ=Ê90¡ haben im
Gegensatz zu den Messungen ohne Last (BildÊ4.16) unterschiedliche Vorzeichen.
Die zu messende Kraft wirkt durch das Kraftf�hrungssystem senkrecht auf den
Kristall ein. Deswegen hat die durch die Belastung verursachte Anisotropie in der
Kristallmitte die gleiche Hauptachsenlage wie die thermische Anisotropie
(jFÊ=ÊjtÊ=Ê90¡). Wird der Kristall rotiert, �ndert sich nur die Hauptachsenlage j0 der
Offsetanisotropie. Die Offsetdifferenzfrequenz f0 ist kristallfest. Die Hauptachsen-
lagen jF und jt beim Rotieren bleiben gleich. Sie sind demnach raumfest, weil der
Kraftvektor und das Temperaturfeld raumfest sind.

F�r die resultierende Differenzfrequenz mit Belastung gilt:

fÊ=Ê(fFÊ+Êft)Ê+Êf0 bei DjÊ=Ê0¡ (4.13)

fÊ=Ê(fFÊ+Êft)Ê-Êf0 bei DjÊ=Ê90¡ (4.14)
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Die Analyse der Messungen aus BildÊ4.16 und 4.17 zeigt, da§ die thermischen
Spannungen im Lasermaterial nicht die Hauptursache f�r die Temperatur-
abh�ngigkeit der Differenzfrequenz sein k�nnen. Es gibt au§er den thermischen
Spannungen noch andere Ursachen f�r die Temperaturabh�ngigkeit der Differenz-
frequenz. Diese Effekte sind mit der Offsetdifferenzfrequenz f0 verbunden. Die
Hauptachsenlage der durch diesen Effekt hervorgerufenen Anisotropie dreht sich
beim Rotieren des Kristalls (Mitdreheffekt). Da die Summe (fFÊ+Êft) bei den
Messungen bei DjÊ=Ê0¡ und DjÊ=Ê90¡ gleich ist, ist f0 der Grund f�r den umgekehrten
Verlauf der Differenzfrequenz bei DjÊ=Ê0¡ und DjÊ=Ê90¡ in BildÊ4.17.

Die Offsetdifferenzfrequenz f0 und die durch die thermischen Spannungen ver-
ursachte Differenzfrequenz ft k�nnen durch die Messungen bei unterschiedlichen
Rotationslagen und gleichem zeitlichen Verlauf der Temperatur voneinander
getrennt werden. Aus Gl.Ê(4.11a) und Gl.Ê(4.11b) erh�lt man unter der Annahme
fehlender Last:

  

f f f

f f ft

0
1
2

0 90

1
2

0 90

= D = ° + D = °[ ]

= D = ° - D = °[ ]

( ) ( )

( ) ( )

j j

j j
(4.15)

Wendet man Gl.Ê4.15 auf die Zeitverl�ufe der in BildÊ4.16 gezeigten Messungen an, so
ergeben sich die zeitliche Abh�ngigkeit von ft und f0 in BildÊ4.18.
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BildÊ4.18 Aus den Messungen in Bild 4.16 und durch Anwendung von Gl.Ê(4.15)
berechnete zeitliche Verl�ufe der Offsetdifferenzfrequenz f0 und der durch
die thermischen Spannungen verursachten Differenzfrequenz ft. (Kristall:
HAMÊ5, Dreieckheizen).

Die Messungen in BildÊ4.16Ê-Ê4.18 sind beim Dreieckheizen durchgef�hrt worden.
Vergleichbare Messungen wurden mit Rechteckheizen durchgef�hrt und Verl�ufe
von ft und f0 wurden mit der gleichen Methode ermittelt (BildÊ4.19).
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BildÊ4.19 Aus den Messungen und durch Anwendung von Gl.Ê(4.15) ermittelte
Verl�ufe von Offsetdifferenzfrequenz f0 und der durch die thermischen
Spannungen verursachten Differenzfrequenz ft (Kristall HAMÊ5, Rechteck-
heizen).

Die durch die thermischen Spannungen verursachte Differenzfrequenz ft �ndert sich
durch die Temperatur�nderung um weniger als 15ÊkHz. Aufgrund dieses niedrigen
Wertes �berlagern sich andere St�rungen wie z.ÊB. der Temperatureffekt durch die
Verlagerung der Pumpquelle (dies wird am Ende dieses Kapitels erl�utert) der
Differenzfrequenz ft. Eine Temperaturkorrelation ist deswegen nicht deutlich zu
erkennen. Das Maximum bzw. Minimum beim Verlauf von ft in BildÊ4.19 ist bei der
FEM-Simulation in BildÊ4.10 und 4.12 (Rechteckheizen) erkennbar. Die �nderungen
von f0 betragen 50ÊkHz bis 80ÊkHz. Der Vergleich der Temperaturverl�ufe (BildÊ4.8)
mit der Offsetdifferenzfrequenz f0 (BilderÊ4.18, 4.19) zeigt, da§ f0 ebenfalls von der
absoluten Temperatur und deren zeitlicher �nderung abh�ngig ist.

Aus den Untersuchungen mit dem Kristall HAMÊ5 werden die folgenden Schlu§-
folgerungen gezogen:
- Die thermischen Spannungen im Lasermaterial sind nicht die einzige Ursache f�r

die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz. Es gibt noch mindestens eine
andere wichtige Ursache, die eine Temperaturabh�ngigkeit verursacht. Deren
Hauptachsenlage ist stark mit der Offsetdifferenzfrequenz f0 verbunden (sog.
Mitdreheffekt).

- die durch thermische Spannungen verursachte Differenzfrequenz ft bei einem
¿3Êmm´5Êmm-Kristall ist bei den in der Messungen verwendeten Zyklen mit
Rechteck- bzw. Dreieckheizen kleiner als 15ÊkHz.

Um die Allgemeing�ltigkeit dieser Schlu§folgerungen zu best�tigen, wurden
gleichartige Messungen mit anderen Kristallen durchgef�hrt und mit der gleichen
Methode die zeitlichen Verl�ufe von f0  und ft aus den Messungen erfa§t.
Beispielsweise werden die Ergebnisse bei den Kristallen HAMÊ3 und HAMÊ5
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dargestellt. Die Messungen unter Last mit ebener Unterlage bei Rotationslage j0Ê=Ê0¡
hat ein umgekehrtes Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten als die Messungen bei
Rotationslage j0Ê=Ê90¡. Die nachfolgenden Bilder zeigen die Messungen und die
damit berechneten Verl�ufe im unbelasteten Fall von f0 und ft bei Verwendung von
Kristall HAMÊ3 (BilderÊ4.20, 4.21) und Kristall HAMÊ6 (BilderÊ4.22, 4.23).
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BildÊ4.20 Differenzfrequenz f in Anh�ngigkeit von Lufttemperatur und
Temperaturkoeffizienten df/dT bei unterschiedlichen Rotationslagen
(Kristall: HAMÊ3, Dreieckheizen, unbelastet).

Der Temperaturkoeffizient df/dT beim Kristall HAMÊ3 im unbelasteten Fall ist
ebenfalls weitgehend unabh�ngig von der Rotationslage. Gegen�ber den Messungen
mit Kristall HAMÊ5 (BildÊ4.16) ist hier df/dT negativ. Aus den in BildÊ4.20 gezeigten
Messungen wurden die Zeitverl�ufe der Offsetdifferenzfrequenz f0 und der durch
thermische Spannungen verursachten Differenzfrequenz ft berechnet (BildÊ4.21).
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BildÊ4.21 Aus den Messungen (BildÊ4.20) und durch die Anwendung von Gl.Ê(4.15)
ermittelte Verl�ufe von Offsetdifferenzfrequenz f0 und der durch die
thermischen Spannungen verursachten Differenzfrequenz ft (Kristall
HAMÊ3, Dreieckheizen, unbelastet).
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Die durch thermische Spannungen verursachte �nderung der Differenzfrequenz ft
beim Dreieckheizen ist kleiner als 15ÊkHz. Die Offsetdifferenzfrequenz f0 driftet um
ca. 50ÊkHz.
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BildÊ4.22 Differenzfrequenz f in Anh�ngigkeit von der Lufttemperatur und
Temperaturkoeffizienten df/dT bei unterschiedlichen Rotationslagen von
0¡ und 90¡ (Kristall: HAMÊ6, Dreieckheizen, unbelastet).

Im unbelasteten Fall zeigt die Differenzfrequenz bei Kristall HAMÊ6 und den
Rotationslagen j0 = 0¡, 90¡ �hnliche Verl�ufe. Im Vergleich zu den Messungen mit
anderen Kristallen (BildÊ4.16, BildÊ4.20) ist der Temperaturkoeffizient df/dt von
Kristall HAMÊ6 bei steigender Temperatur nahezu null und bei fallender Temperatur
negativ. Auch hier �ndert sich der Temperaturgang bei Rotation des Kristalls nicht
wesentlich. Aus den gemessenen Differenzfrequenzen bei den Rotationslagen j0 von
0¡ und 90¡ wurden die Zeitverl�ufe von ft und f0 beim Kristall HAMÊ6 berechnet
(BildÊ4.23).
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BildÊ4.23 Aus Messungen und durch die Anwendung von Gl.Ê(4.15) ermittelte
Zeitverl�ufe der Offsetdifferenzfrequenz f0 und der durch die thermischen
Spannungen verursachten Differenzfrequenz ft (Kristall HAMÊ6, Dreieck-
heizen).
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Die durch die thermischen Spannungen verursachte Differenzfrequenz ft beim

Kristall HAMÊ6 ist ebenfalls kleiner als 4ÊkHz. Die Drift der Offsetdifferenzfrequenz
durch das Dreieckheizen betr�gt ca. 12ÊkHz.

Durch die Untersuchungen bei diesen Kristallen (HAMÊ3, HAMÊ6) (BilderÊ4.20-4.23)
wird also erneut festgestellt, da§ die thermischen Spannungen nicht die dominierte
Ursache f�r die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz sind. Die durch die
thermischen Spannungen verursachte Differenzfrequenz ft ist ebenfalls kleiner als
15ÊkHz (f�r den Kristall mit der Abmessung ¿3Êmm´5Êmm). Es gibt somit auch hier
andere Ursachen f�r die Temperaturabh�ngigkeit, die mit der Offsetdifferenzfreqenz
f0 verbunden sind. Damit sind die durch die Untersuchungen mit dem Kristall
HAMÊ5 gezogenen Schlu§folgerungen best�tigt.

Die gemessene Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz im unbelasteten Fall
vom Kristall HAMÊ1, der die gr�§te Offsetdifferenzfrequenz f0 (TabelleÊ3.1) der im
Kraftsensor benutzten ¿3Êmm´5Êmm Kristalle besitzt, zeigt BildÊ4.24.
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BildÊ4.24 Differenzfrequenz f in Anh�ngigkeit von der Lufttemperatur und die
Temperaturkoeffizienten df/dT bei Kristall HAMÊ1 im unbelasteten Fall
(Dreieckheizen).

Im Vergleich zu den Messungen mit anderen Kristallen hat Kristall HAMÊ1 einen
sehr geringen Temperaturkoeffizient df/dT (ca.Ê7ÊkHz), obwohl dessen Offset-
differenzfrequenz f0 am gr�§ten ist.

Die Me§ergebnisse in den BildernÊ4.18, 4.21, 4.23 und 4.24 zeigen, da§ der
Temperaturkoeffizient df/dT, sein Vorzeichen und der Betrag der �nderung der
Differenzfrequenz im unbelasteten Fall von Kristall zu Kristall unterschiedlich sind,
da die Temperaturabh�ngigkeit der Offsetdifferenzfrequenz df0/dT von Kristall zu
Kristall unterschiedlich ist (BilderÊ4.19, 4.21, 4.23). Eine hohe Offsetdifferenzfrequenz
f0 bedeutet nicht zwingend einen gro§en Temperaturkoeffizienten df/dT.
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Die Offsetdifferenzfrequenz f0 wird im folgenden in zwei Anteile, in einen nicht von
der Temperatur abh�ngigen und einen von der Temperatur abh�ngigen, aufgeteilt.
Der Anteil, der nicht von Temperatur abh�ngig ist, wird mit f01 und die
entsprechende Hauptachsenrichtung mit j01 bezeichnet. Der temperaturabh�ngige
Anteil wird f02 und die entsprechende Hauptaschsenrichtung j02 genannt. Die
resultierende Differenzfrequenz von f01 und f02 gilt (AnhangÊ7.3):

  f f f f f0 01
2

02
2

01 02 01 022 2= + + × × × -( )cos j j (4.16)

Haben die zwei Anteile die gleiche Hauptachsenrichtung, gilt:

  

f f f
df
dT

df
dT

0 01 02

0 02

= +

=

Dies h�tte zur Folge, da§ der Verlauf von f0 bei allen Kristallen gleich sein m�§te.
Dies ist in den in den BildernÊ4.16, 4.20 und 4.22 gezeigten Messungen nicht der Fall.
Demnach ist auch die Differenz j01Ê-Êj02 eine individuelle Eigenschaft eines jeden
Kristalls.

Da f01 nicht temperaturabh�ngig ist, folgt f�r den Temperaturkoeffizient von f0 aus
der Ableitung der Gl.Ê(4.16):

  

df
dT f

f f
df
dT

0

0
02 01 01 02

021
2= + × -( )[ ] ×cos j j (4.17)

Mit den N�herungen:   f f02 01<<  und   f f0 01»  f�hrt Gl.Ê(4.17) zu

  

df
dT

df
dT

0
01 02

022» -( )[ ] ×cos j j (4.18)

Der Temperaturkoeffizient df0/dT der resutierenden Offsetdifferenzfrequenz h�ngt
nicht nur vom Temperaturkoeffizient des temperaturabh�ngigen Anteils df02/dT ab,
sondern auch sehr stark von dessen Hauptachsenlage j02. Wenn   0 4501 02° £ - < °j j
ist, hat df0/dT das gleiche Vorzeichen wie df02/dT. Wenn   45 9001 02° < - £ °j j  gilt,
hat df0/dT das umgekehrte Vorzeichen wie df02/dT. Im Fall   j j01 02 45- » ° ist

df0/dTÊ»Ê0, d.Êh. bei einem bestimmten Rotationswinkel kann der
Temperaturkoeffizient der Offsetdifferenzfrequenz kompensiert werden. Dies ist die
Erkl�rung daf�r, da§ die Temperaturkoeffizienten df0/dT im unbelasteten Fall von
Kristall zu Kristall mit gleicher Konfiguration unterschiedlich sind.

Die Hypothesen f�r die Ursache des temperaturabh�ngigen Anteils f02 der
Offsetdifferenzfrequenz sind:
- Restanisotropie in der Beschichtung des Nd:YAG-Laserresonators und ihre

Temperaturabh�ngigkeit:
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Die Restanisotropie im monolithischen Nd:YAG-Laserresonator besteht aus zwei
Teilen: im Kristall und in der Beschichtungen des Laserresonators. Die
Restanisotropie im Kristall wird durch die mechanische Bearbeitung und die Nd-
Dotierung verursacht und bildet den haupten Anteil der resultierenden
Restanisotropie. Sie besitzt eine bestimmte Hauptachsenlage. Durch die
Beschichtung des Laserresonators wird ebenfalls eine Doppelbrechung hervor-
gerufen. Diese Doppelbrechung hat eine andere Hauptachsenlage als die
Anisotropie im Kristall. W�re die Anisotropie im Kristall temperaturabh�ngig,
m�§te die Temperaturabh�ngigkeit proportional zur Offsetdifferenzfrequenz f0

sein. Dies widerspricht den Me§ergebnissen. Deswegen ist der Anteil der
Anisotropie in den Beschichtungen temperaturabh�ngig.

- Doppelbrechung in den Beschichtungen, die durch thermische Spannungen
aufgrund der unterschiedlichen Materialeigenschaften gegen�ber dem Nd:YAG-
Kristall verursacht wird:
Ein Hinweis f�r den Einflu§ der Beschichtung ist der Temperaturgradient in der
Beschichtung. Die mit FEM berechnete Temperaturverteilung (BildÊ4.9) zeigt, da§
in den Stirnfl�chen des Kristalls, an denen sich die Beschichtungen befinden, ein
Temperaturgradient entsteht. Dieser Temperaturgradient f�hrt zu thermischen
Spannungen.

Um die Temperaturabh�ngigkeit von f0 bzw. von Df0 (Differenzfrequenzdrift)
genauer zu beschreiben, wurde untersucht, ob sich deren Verlauf mit Hilfe der
gemessenen Temperaturen approximieren l�§t. Durch W�rmeleitungseffekte h�ngt
die Temperatur T am Durchstrahlpunkt und deren zeitlicher Ableitung dT/dt von
der Lufttemperatur TL und deren �nderungsgeschwindigkeit dTL/dt sowie der
Unterlagentemperatur Tu und deren �nderungsgeschwindigkeit dTu/dt ab. Als
Ansatz zur Approximation der temperaturbedingten Differenzfrequenzdrift Df0

dient deshalb die Gleichung:

  
D = + × + × + × D + × Df k k

dT
dT

k
dT
dT

k T k TL U
L U0 0 1 2 3 4* (4.19)

wobei   DTL ,   DTU  die �nderung von TL, Tu gegen�ber ihren Anfangswerten am

Zeitpunkt tÊ=Ê0Êh dargestellen. 
  

dT
dT
L  und 

  

dT
dT
u  sind die �nderungsgeschwindigkeit

von TL und TU.

ki (iÊ=Ê0 É 4) sind Konstanten. Die optimalen Werte von k0 É k4 nach dem Kriterium
der minimalen Fehlerquadrate lassen sich mit Hilfe von Mathematiksoftware aus
den Me§werten ermitteln.
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Um die Genauigkeit der Approximation zu �berpr�fen, wurden die Me§daten von

Df0,   DTL ,   DTu , 
  

dT
dt
L , 

  

dT
dt
U  von zwei Messungen (eine mit Rechteckheizen, eine mit

Dreieckheizen) mit dem Kristall HAMÊ5 zusammen f�r die Approximation
angewendet. Als Ergebnis der Approximation ergibt sich:

  
D = - - × + × + × D - × Df

dT
dt

dT
dt

T TL U
L U0 0 00596 30 9924 77 3693 0 06333 0 20079* , , , , ,

(4.20)
Die gemessenen Kurven und die durch Gl.Ê(4.20) approximierten Kurven der
Differenzfrequenzdrift Df0 zeigt BildÊ4.25.
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BildÊ4.25 Gemessene Kurven (aus BildÊ4.18 und BildÊ4.19) und die durch die
Me§daten approximierten Kurven (Gl.Ê4.20) der temperaturbedingten
Differenzfrequenzdrift Df0 vom Kristall HAMÊ5 bei a)ÊDreieckheizen und
b)ÊRechteckheizen.
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Die gemessenen Kurven und die approximierten Kurven stimmen bez�glich
Kurvenform und �nderungsbetrag recht gut �berein. Die Abh�ngigkeit der
Differenzfrequenzdrift von Temperatur k�nnen also mit einer linearen Gleichung mit
f�nf Konstanten und den gemessenen Temperaturen (TL , Tu) sowie ihren
�nderungsgeschwindigkeiten (dTL/dt, dTu/dt) beschrieben werden.

Bei Messungen mit anderen Kristallen l�§t sich die Offsetdifferenzfrequenz f0

ebenfalls sehr gut durch Gl. (4.19) approximieren. Da die Temperaturabh�ngigkeit
von f0 von Kristall zu Kristall unterschiedlich ist, hat jeder Kristall jedoch
individuelle Werte von ki (iÊ=Ê0 É 4).

Pump-
quelle

Pump-
quelle

Nd:YAG-
Kristall

Nd:YAG-
Kristall

a) b)

Spulenh�lse

Optische Bank

Spulenh�lse

Mikrobank

BildÊ4.26 a) Pumpquelle und Kristall werden individuell auf der optischen Bank 
fixiert.

b) Pumpquelle und Kristall sind fest miteinander verbunden und 
gemeinsam auf der optischen Bank fixiert.

Au§er den thermischen Spannungen und dem temperaturabh�ngigen Anteil der
Offsetdifferenzfrequenz ist ein weiterer Temperatureffekt, der durch die temperatur-
abh�ngige Verlagerung der Pumpquelle entsteht, experimentell untersucht worden.
BildÊ4.26 zeigt den Versuchsaufbau zur Untersuchung des Einflusses durch die
Verlagerung der Pumpquelle. (BildÊ4.26a: Pumpquelle und der Kristall sind getrennt
auf der optischen Bank montiert; BildÊ4.26b: Pumpquelle und der Kristall werden in
einer gemeinsamen Mikrobankhalterung (Fa. Spindler & Hoyer) zusammen auf der
optischen Bank fixiert).

Erh�ht sich die Umgebungstemperatur, dehnt sich der Versuchsaufbau aus. Dadurch
kann die Lage des Pumpstrahls im Kristall ver�ndert werden. Dies hat zwei Folgen:
- Die r�umliche �berdeckung des Pumpstrahls und des YAG-Laserstrahls wird

ver�ndert.
- Die r�umliche Verteilung der durch Pumpen absorbierten W�rmeleitung im

Kristall wird ver�ndert.
Sind die Pumpquelle und der Kristall starr �ber das Stangensystem der Mikrobank
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miteinander verbunden, wird die Verlagerung der Pumpquelle vermieden
(BildÊ4.26b). Ein Nachteil ist allerdings die Begrenzung der Justagem�glichkeit.

Eine Ma§nahme gegen den Temperatureffekt im Kristall ist die Temperaturstabili-
sierung. Die Spulenh�lse in BildÊ4.25 dient dazu, die Temperatur des Kristalls zu
stabilisieren. Die Spulenh�lse besteht aus einer Spulenwicklung und einem PT100-
Temperatursensor. Zusammen mit einer passenden Elektronik wird die Temperatur
im inneren Zylinderraum der Spulenh�lse konstant gehalten. Liegt der Kristall in
diesem Raum, wird die Temperatur der Mantelfl�che des Kristalls nahezu konstant.
Die Temperatur in der Spulenh�lse kann im Bereich von 22¡C bis 38¡C um die
Genauigkeit von etwa 0,01¡C stabilisiert werden.

Um den Einflu§ der Verlagerung der Pumpquelle festzustellen, wurden Messungen
mit beiden Versuchsaufbauten gem�§ BildÊ4.25 durchgef�hrt. Die sonstigen
Me§bedingungen wie z.ÊB. Temperatur�nderung, Pumpleistung und Kristall-
lagerung usw. waren identisch. Die Differenzfrequenz�nderung w�hrend der
Temperatur�nderung durch Dreieckheizen beim Kristall HAMÊ5 mit dem in
BildÊ4.25a gezeigten Aufbau betr�gt ca. 17ÊkHz und beim in BildÊ4.25b gezeigten
Aufbau weniger als 8ÊkHz. Ein Temperatureffekt durch die Verlagerung der
Pumpquelle ist demnach vorhanden und verursacht eine Differenzfrequenz-
�nderung um weniger als 10ÊkHz.

Messungen zwecks Erprobung der Temperaturstabilisierung (Spulenh�lse in
BildÊ4.25) wurden mit dem in BildÊ4.25b gezeigten Aufbau durchgef�hrt. In einer
Umgebung mit Dreieckheizen ergibt sich beim Kristall HAMÊ5 eine Differenz-
frequenz�nderung von ca. 8ÊkHz und beim Kristall HAMÊ3 eine Differenzfrequenz-
�nderung von ca.Ê45ÊkHz. Im Vergleich zu den Messungen ohne die oben genannten
Ma§nahmen betrugen die Differenzfrequenz�nderung ca. 50ÊkHz (BildÊ4.16) von
Kristall HAMÊ5 und ca.Ê150ÊkHz von Kristall HAMÊ3.

Die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz wird also durch die
Stabilisierungsma§nahmen deutlich reduziert. Aber es ist immer noch ein
Temperatureffekt vorhanden. Die kann dadurch erkl�rt werden, da§ die Spulenh�lse
in BildÊ4.25 an beiden Seiten offen ist. Liegt ein Kristall in der Spulenh�lse, werden
die Stirnfl�chen des Kristalls trotz der Temperaturstabilisierung an der Mantelfl�che
von der Lufttemperatur beeinflu§t. Die Stirnfl�chen des Kristalls sind als
Laserresonator verspiegelt, d.Êh. die Beschichtungen haben direkten Kontakt mit Luft
und werden von der Umgebungstemperatur beeinflu§t. Dies zeigt erneut, da§ in der
Beschichtung ein Temperatureffekt vorhanden ist.
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4.3 Einflu§ der Umgebungstemperatur auf das Kraftf�hrungssystem

In Kap.Ê3.3 wurden die verschiedenen Kraftf�hrungssysteme in Hinblick auf das
Me§verhalten diskutiert. Manche Parameter des Kraftf�hrungssystems, die zu
St�rkr�ften f�hren, sind temperaturabh�ngig. Dies f�hrt zu einer Temperatur-
abh�ngigkeit der Differenzfrequenz im belasteten Fall.

4.3.1  Temperaturabh�ngigkeit der Krafteinleitung

Wird die durch die Krafteinleitung verursachte St�rkraft F1 von der Temperatur be-
einflu§t, ergibt sich die auf den Kristall einwirkende resultierende Kraft F gem�§
Gl.Ê(3.22):

  F T F m g F T( ) ( )= + × +1 1 (4.21)

Die auf das Sensorelement einwirkende Kraft F ist dadurch temperaturabh�ngig. F�r
die Krafteinleitung aus Blattfedern oder aus Parallellenkern ist die St�rkraft F1 durch
die Federkraft verursacht. Der St�reffekt der Krafteinleitung aus Kugelh�lse ist die
Reibungskraft (Kap.Ê3.3.1).

Durch die Ausdehnung mit der Temperatur�nderung wird die Krafteinleitung ver-
formt. Dies zeigt die BildÊ4.27.

Stempel

Blattfeder

Kristall

F

Dd

Stempel

Kristall

Parallellenker

F

Dd

Blattfeder Parallellenker

BildÊ4.27 Verformung der Krafteinleitung aus Blattfedern und Parallellenkern durch
thermische Ausdehnung.

Dehnt sich die Blattfeder oder der Parallellenker (BildÊ4.29) durch Temperaturer-
h�hung aus, ver�ndert sich die geometrische Abmessung der Feder. Dadurch wird
ihre Steifigkeit k ge�ndert. Da der Kristall und der Stempel unterschiedliche W�rme-
ausdehnungskoeffizienten a0 besitzen, wird au§erdem die Verformung Dd der Feder
ge�ndert. Aus Gl.Ê(3.23) ergibt sich f�r die durch Temperatur�nderung verursachte
Kraft�nderung:
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Die Krafteinleitung aus Blattfedern hat eine symmetrische Struktur. Auch bei
thermischer Ausdehnung bleibt die Symmetrie erhalten. Es ist keine relative
Bewegung zwischen dem Kristall und dem Stempel vorhanden, d.Êh. es entsteht
keine Reibung. Dies ist ein Vorteil der Krafteinleitung aus Blattfedern. Aus BildÊ4.23
erkennt man, da§ sich durch die thermische Ausdehnung der Stempel der Kraftein-
leitung aus Parallellenkern seitlich verlagert. Au§er der �nderungen der Feder-
steifigkeit und der Verformung der Feder wird eine relative Bewegung zwischen
dem Kristall und dem Stempel hervorgerufen. Dies verursacht eine Reibungskraft
und kann die auf den Kristall einwirkende Kraft je nach der Form der Unterlage
mehr oder weniger beeinflussen (Kap.Ê3.3.2). Die Messungen zum Temperatur-
verhalten mit den Krafteinleitungen aus Blattfedern und aus Parallellenkern unter
gleichen Me§bedingungen sind in BildÊ4.28 dargestellt.
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BildÊ4.28 Messungen mit Krafteinleitungen aus Blattfedern und Parallellenkern mit
gleichen Me§bedingungen bei der Rotationslage DjÊ=Ê0¡. (Kristall HAMÊ4,
ebene Unterlage, Last: ca. 600Êg, Dreieckheizen).

Die durch die Temperatur�nderung mit Dreieckheizen verursachte �nderung der
Differenzfrequenz bei beiden Krafteinleitungen betr�gt ca. 50ÊkHz. Beim
unbelasteten Kristall HAM 4 und Dreieckheizen betr�gt die �nderung ca. 20 kHz.
Der Unterschied wird vermutlich dadurch verursacht, da§ die Blattfedern bzw.
Lenker bei den Messungen in Bild 4.28 nicht exakt waagerecht jusiert waren.

BildÊ4.29 zeigt die durch die thermische Ausdehnung verformte Krafteinleitung mit
Kugelh�lse. Gl.Ê(3.25) verdeutlicht, da§ die St�rkraft durch die Krafteinleitung aus
Kugelh�lse die Reibungskraft und damit proportional zum Haftreibungskoeffizient
µ und zur Normalkraft N ist. Die Kugeln sind zwischen Buchse und Welle
eingeklemmt. F�r die Kugelh�lse h�ngt deswegen sowohl der Haftreibungs-
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koeffizient µ als auch die Normalkraft N von der Temperatur ab.

Kugeln

Buchse

Welle

Kristall

F

N

BildÊ4.29 Verformung der Kugelh�lsenkrafteinleitung durch thermische Aus-
dehnung.

Aus Gl.Ê(3.25) gilt f�r die durch die Temperatur�nderung verursachte �nderung der
auf den Kristall einwirkenden Kraft f�r die Krafteinleitung aus Kugelh�lse:
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Die gemessene Differenzfrequenz mit der Krafteinleitung aus Kugelh�lsen unter den
gleichen Me§bedingungen wie die Messungen in BildÊ4.28 zeigt BildÊ4.30.
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BildÊ4.30 Messung mit Krafteinleitungen von Kugelh�lse mit Kristall HAMÊ4 auf
der ebenen Unterlage (Rotationslage DjÊ=Ê0¡), gleiche Me§bedingung wie
BildÊ4.28 (Last: 600Êg, Temperaturumgebung: Dreieckheizen).
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Die Differenzfrequenz hat sich bei der Kugelh�lseÊ1 um ca.Ê400ÊkHz und bei der
Kugelh�lseÊ2 um ca. 200ÊkHz ge�ndert. Dies ist eine um den Faktor 9 bzw. Faktor 5
gr�§ere �nderung im Vergleich zur �nderung der Differenzfrequenz mit den
Krafteinleitungen aus Blattfedern oder aus Parallellenkern. Die Kugelh�lseÊ2 zeigt
weiterhin ein deutlich g�nstigeres Verhalten als die Kugelh�lseÊ1.

Bez�glich der Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz, der Stabilit�t und der
Reproduzierbarkeit der Kennlinie (siehe Kap.Ê3.3.1) hat die Krafteinleitung aus
Parallellenkern die f�r den Kraftsensor besten Eigenschaften.

4.3.2 Temperaturverhalten der Unterlage

Die mechanische Spannungsempfindlichkeit Es, die im Kraftsensor die Kraft zur
Differenzfrequenz f umwandelt, h�ngt von der Reibung zwischen Kristall und
Unterlage ab (Kap.Ê3.3.2). Der Reibungskoeffizient µ ist temperaturabh�ngig /4.16/.
Die temperaturbedingte �nderung der mechanischen Spannungsempfindlichkeit
ergibt sich

  
D DE T

dE
d

d
dT

Ts
s

m
m

( ) = × × (4.24)

Gl.Ê(7.19) in Kap.Ê7.2 zeigt, da§ im Fall des Keilwinkels Null bzw. bei einer ebenen
Unterlage die Empfindlichkeit   Es  unabh�ngig vom Reibungskoeffizient µ ist. Es

sollte dann keine Temperaturabh�ngigkeit vorhanden sein. Um diese Aussage zu
�berpr�fen, wurden die Messungen mit ebener Unterlage und mit V-Nut-Unterlage
unter sonst gleichen Me§bedingungen durchgef�hrt. Im unbelasteten Fall ist der
Temperaturkoeffizient unabh�ngig von der Unterlage. Die Messungen unter Last
zeigt BildÊ4.31.
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BildÊ4.31 Messungen von Kristall HAMÊ3 mit verschiedenen Unterlagen mit 600Êg-
Belastung mit Parallellenkerkrafteinleitung (Dreieckheizen).
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Die Messungen sind mit Parallellenkerkrafteinleitung und einer Belastung von ca.
600Êg bei der Rotationslage Dj Ê=Ê0¡ durchgef�hrt worden. Der gemessene
Temperaturkoeffizient der Differenzfrequenz betr�gt mit ebener Unterlage ca.
-36ÊkHz/¡C und mit V-Nut-Unterlage ca. -136ÊkHz. Bei der Messung mit ebener
Unterlage ergibt also sich ein etwa um den Faktor 5 geringerer Temperatur-
koeffizient.

4.3.3 Messungen mit unterschiedlicher Belastung

In diesem Kapitel wird untersucht, ob der Temperatureffekt von der Belastung ab-
h�ngig ist. Messungen mit unterschiedlich gro§en Belastungen zeigt BildÊ4.32.
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BildÊ4.32 Messungen mit Kristall HAMÊ3 mit verschiedenen Belastungen (DjÊ=Ê0¡)
(Krafteinleitung: Blattfedern, ebene Unterlage, Dreieckheizen).

BildÊ4.32 zeigt die Messungen, die unter sonst gleichen Me§bedingungen aber mit
unterschiedlichen Belastungen (ohne Belastung, mit Stempel als Belastung, mit
StempelÊ+Ê300Êg als Belastung und mit StempelÊ+Ê600Êg als Belastung) durchgef�hrt
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wurden. Die durch den Stempel verursachte Last entspricht ca. 100Êg. Aufgrund
leicht unterschiedlicher Temperaturverteilung innerhalb des Versuchsaufbaus am
Beginn der Messung hat jede Messung am Anfang ein unterschiedliches Verhalten.
Man kann diesen Effekt beim Vergleich der Messungen dadurch beseitigen, da§ die
Messungen erst ab dem Zeitpunkt tÊ=Ê0,3Êh betrachtet werden. Im Bereich
0,3ÊhÊ£ÊtÊ£Ê2Êh weisen alle Messungen eine Differenzfrequenz�nderung im Bereich
von 240ÊkHz bis 280ÊkHz auf. Alle Messungen haben einen ann�hend gleichen
Verlauf. Dies zeigt deutlich, da§ der Temperatureffekt nicht von der Belastung bzw.
von der Phasendifferenz D im Kristall abh�ngt. Diese Aussage wurde auch mit
anderen Kristallen �berpr�ft.

Da der Temperatureffekt der Differenzfrequenz unabh�ngig von der Belastung ist,
k�nnen die Fehlerursachen, die zu einer lastproportionalen Temperaturabh�ngigkeit
f�hren w�rden, ausgeschlossen werden. Auszuschlie§ende Ursachen sind z.ÊB.
- die Temperaturabh�ngigkeit der photoelastische Konstante C0Ê=ÊC0(T),
- die Temperaturabh�ngigkeit des FSR bzw. der Resonatorl�nge LoptÊ=ÊLopt(T),
- die Temperaturabh�ngigkeit der mechanischen Empfindlichkeit EsÊ=ÊEs(T),
- die thermische Ausdehnung des Kristalls.

Die Messungen in BildÊ4.32 zeigen auch, da§ die temperaturbedingte Differenz-
frequenz�nderung unter Belastung nahezu gleich gro§ wie bei der Messung ohne
Belastung ist. Dies ist eine eine Best�tigung daf�r, da§ die bei diesen Messungen
benutzte Krafteinleitung aus Blattfedern sehr wenig zur Temperaturabh�ngigkeit der
Differenzfrequenz beitr�gt.

4.4 Schlu§folgerungen zum Temperatureinflu§

In diesem Kapitel werden die theoretischen, numerischen und experimentellen
Untersuchungen zum Temperatureffekt der Differenzfrequenz zusammengefa§t.

F�r die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz gelten die folgenden
Feststellungen:
- Die Differenzfrequenz f h�ngt nicht nur von der Temperatur T sondern auch von

der zeitlichen Temperatur�nderung dT/dt ab.
- Der Temperatureffekt der Differenzfrequenz ist unabh�ngig von der Belastung

bzw. von der kraftinduzierten Phasendifferenz im Laserkristall.
- Im belasteten Fall h�ngt die Temperaturkoeffizient der Differenzfrequenz auch

von der Rotationslage des Kristalls ab.
- Der Temperaturkoeffizient df/dT ist somit unter gleichen Me§bedingungen von

Kristall zu Kristall stark unterschiedlich, weil ein temperaturabh�ngiger Anteil
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der Offsetdifferenzfrequenz f02 existiert. TabelleÊ4.2 zeigt die durch Dreieckheizen
verursachte Differenzfrequenzdrift Df ohne Last bei den vorhandenen Kristallen.

TabelleÊ4.2 Differenzfrequenzdrift Df durch Dreieckheizen (ohne Last).

Kristall Df/kHz

HAMÊ1 16

HAMÊ3 100Ê-Ê200

HAMÊ4 20

HAM 5 40Ê-50

HAMÊ6 11

HAMÊ7 16

HAMÊ8 30

HAMÊ9 12

VIRGO 1 40

VIRGOÊ4 35

Eine kleine Differenzfrequenzdrift entspricht einem kleinen Temperaturkoeffizienten
der Differenzfrequenz. Die Kristalle HAMÊ1, 4, 6, 7 und 9 weisen deutliche geringere
Temperaturabh�ngigkeiten als HAMÊ3 und HAMÊ5 auf. Die Temperaturkoeffizienten
bei diesen Kristallen sind deswegen ebenfalls klein. Weiterhin zeigen die Daten in
TabelleÊ4.2, da§ die temperaturbedingte Differenzfrequenzdrift unabh�ngig vom
Beschichtungsverfahren (Aufdampfen: HAMÊ1Ê-Ê4, Sputtern: HAMÊ5Ê-Ê9) des
Laserkristalls ist.

Ferner weisen die Beobachtungen:
- der temperaturabh�ngige Anteil f02 der Offsetdifferenzfrequenz f0 besitzt eine

eigene Hauptachsenlage j02,
- der Temperaturgang ist unabh�ngig von mechanischer Belastung bzw. von der

Anisotropie im Kristall,
- durch eine Temperaturstabilisierung an der Mantelfl�che des Kristalls kann der

Temperatureffekt nicht vollst�ndig kompensiert werden,
- eine Temperatur�nderung der Kristallumgebung verursacht auch an der

Stirnfl�che des Kristalls einen Temperaturgradienten, der zu thermischen
Spannungen im Lasermaterial f�hrt

darauf hin, da§ die Temperaturabh�ngigkeit der Offsetdifferenzfrequenz f0 durch
Doppelbrechung in der Endfl�chenverspiegelung und ihre Temperaturabh�ngigkeit
verursacht wird. Dieser Effekt ist durch den Herstellungsproze§ der Spiegelschichten
festgelegt.
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Weitere Ursachen f�r die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz sind:
- thermische Spannungen im Kristall, die mit Hilfe der FEM berechenbar sind,
- die Reibung zwischen Kristall und Unterlage und ihre Temperatur-

abh�ngigkeit,
- die durch thermische Ausdehnung verursachte Verformung der Kraftein-

leitung,
- die temperaturabh�ngigen Verlagerungen der Pumpquelle.

Um die Temperaturabh�ngigkeit zu kompensieren, sind folgende Ma§nahmen
sinnvoll:

- Selektion von Kristallen:
Die Kristalle, die g�nstige Rotationswinkel (j01, j02) der Offsetanisotropie
und ihres temperaturabh�ngigen Anteils besitzen und damit eine kleine
Temperaturabh�ngigkeit liefern, k�nnen durch entsprechende Experimente
ausgew�hlt werden und f�r den Kraftsensor angewendet werden.

- Temperaturstabilisierung des Kristalls:
Es sollte eine Stabilisierung, die sowohl den Kristallk�rper als auch seine
Endfl�chen-Beschichtungen temperaturstabilisiert, entwickelt werden.

- Rechnerische Kompensation mit Temperatursensoren (vergl. KapÊ5)

Die weitere Untersuchung der Temperaturabh�ngigkeit der Offsetdifferenzfrequenz
und ihren vermuteten Ursache in den Beschichtungen erfordert eine enge
Kooperation mit den Herstellern der Nd:YAG-Laserkristalle bzw. den
Spiegelbeschichtern. Diese Arbeiten w�rden den Rahmen dieser Dissertationsschrift
sprengen und m�ssen deshalb zuk�nftigen Aktivit�ten vorbehalten bleiben.
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 5 Mathematisches Fehlermodell und Kompensation des Temperaturgangs

5.1 Blockschaltbild des Me§systems mit Fehlereffekten

Um das ganze Me§system mit Fehlereffekten auf einen Blick klar erkennen zu
k�nnen, werden die in den letzten Kapiteln individuell untersuchten Effekte in
einem Blockschaltbild zusammengefa§t (BildÊ5.1).
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BildÊ5.1 Blockschaltbild des Me§systems mit Fehlereffekten

Die Parameter ohne Rahmen sind die Eingangsparameter. Die Rahmen in BildÊ5.1
stellen die mathematischen Funktionen oder die numerische L�sungsmethode dar,
durch die die Eingangsparameter das Me§system beeinflussen.

Das Me§system mit Fehlereffekten ist in BildÊ5.1 mit drei Ebenen dargestellt. Dies
sind

Ebene I: das Sollme§system,
Ebene II: Betriebsparameter, die direkten Einflu§ auf das Me§system haben,
Ebene III: St�rquelle (betrachtet werden ausschlie§lich die zeitabh�ngige Luft- und

Unterlagentemperatur).

Wird nur das System auf der ersten Ebene betrachtet, d.Êh. wenn die auf der zweiten
Ebene dargestellten Fehlergr�§en alle null sind und deswegen keinen Einflu§ auf das
Me§system haben, liefert das Fehlermodell das Sollme§system des Kraftsensors. Die
Me§kraft   F  wird in den Kristall eingeleitet und verursacht dort eine mechanische
Hauptspannungsdifferenz Dsm. Diese Hauptspannungsdifferenz Dsm f�hrt infolge
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des photoelastischen Effektes zu einer Brechzahldifferenz Dnm, die durch den
Laserbetrieb in die Differenzfrequenz fm umgewandelt wird. Das Sollme§system
wird durch die Sollgleichung (Gl.Ê(2.13)) beschrieben.

Die Betriebsparameter, die einen direkten Einflu§ auf das Sensorverhalten haben,
sind auf der zweiten Ebene gezeigt. Durch das Gewicht m1g und die St�rkraft F1 der
Krafteinleitung ist die auf den Kristall einwirkende Kraft F ungleich der zu
messenden Kraft   F . Die mechanische Hauptspannungsdifferenz Dsm ist abh�ngig
vom Keilwinkel a der Unterlage, vom Reibungskoeffizient µ zwischen dem Kristall
und der Unterlage und vom Parallelversatz (r,Êq) des Laserstrahls im Kristall. Die
photoelastische Konstante C0 schlie§lich ist von der Lage der Kristallachsen und von
der Hauptachsenlage abh�ngig. Die resultierende Differenzfrequenz f ist von der
Offsetdifferenzfrequenz f0, der durch die thermischen Spannungen verursachten
Differenzfrequenz ft, der Offsetdifferenzfrequenz f01 und f02 und von ihren
entsprechenden Hauptachsenlagen jm, jt, j01 und j02 abh�ngig.

Auf der dritten Ebene in BildÊ5.1 befindet sich die Umgebungstemperatur. Wie in
Kapitel 4 dargestellt, beeinflu§t sie die Betriebsparameter wie z.ÊB. die St�rkraft F1

der Krafteinleitung, der Reibungskoeffizient µ zwischen dem Kristall und der
Unterlage, die thermische Hauptspannungsdifferenz Dst und die Offsetdifferenz-
frequenz f02.

5.2 Zusammenfassendes Fehlermodell

Nachdem die Funktionen in BildÊ5.1 bekannt sind, kann das mathematische Fehler-
modell aufgestellt werden.

Die auf den Kristall einwirkende Kraft ist:

  F F m g F= + × +1 1 (5.1)

Die durch die Belastung verursachte mechanische Hauptspannungsdifferenz Dsm

folgt der Beziehung:

  D = × = + × + ×s a m qs sm F E F m g F E r( ) [ , , , ]1 1 (5.2)

Die durch die Belastung verursachte Doppelbrechung Dnm ergibt sich aus Gl.Ê(2.1) zu

  D = × D = × + × + ×n C C F m g F E rm m0 0 1 1s c f j a m qs[ , , ] ( ) [ , , , ] (5.3)

Gl.Ê(2.11) liefert die durch Belastung verursachte Differenzfrequenz fm:

  
f

L FSR
n

L FSR
C F m g F E rm m m= × × × D = × × × × + × + ×2 2
0 1 1l l

c f j a m qs[ , , ] ( ) [ , , , ] (5.4)

Die durch die thermischen Spannungen verursachte Differenzfrequenz ft gem�§ der
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Gln.Ê(2.1) und (2.11) ist

  
f

L FSR
n

L FSR
Ct t t t= × × × D = × × × × D2 2
0l l

c f j s[ , , ] (5.5)

Die approximierte Gleichung f�r f0 ist (Gl.Ê(4.19):

  
f f k k

dT
dT

k
dT
dT

k T k TL u
L u0 0 0 1 2 3 4» = + × + × + × + ×* (5.6)

Die resultierende Differenzfrequenz f von mehreren durch verschiedene
Spannungen verursachte Differenzfrequenzen  f0, ft und fm ist in KapitelÊ7.3
mathematisch hergeleitet. Einsetzen der individuellen Differenzfrequenzen und ihrer
Hauptachsenlagen in BildÊ5.1 liefert f�r die resultierende Differenzfrequenz f

  

f
f f f

f f f

m m t t

m m t t

=
× + × + ×[ ]

+ × + × + ×[ ]
sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

2 2 2

2 2 2

0 0
2

0 0
2

j j j

j j j
(5.7)

Wird der Pumppolarisationseffekt ber�cksichtigt, ist das Ausgangssignal des Me§-
systems mit Fehlereffekten aus Gl.Ê(5.7) und Gl.Ê(3.1)

  f f fp© sin ( )= + D × -2 j b (5.8)

Gl.Ê(5.8) beschreibt die Fehlereffekte und ihre Einfl�sse auf das Me§system. Dieses
mathematische Modell wird im Folgenden f�r einige Sonderf�lle diskutiert.

Bei einer konstanten Umgebungstemperatur bzw. DstÊ=Ê0 f�hrt die Gl.Ê(5.7) zu

  

f
f f

f f
fm m

m m
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× + ×[ ]
+ × + ×[ ]

+ D × -
sin( ) sin( )

cos( ) cos( )
sin ( )

2 2

2 2

0 0
2

0 0
2

2j j

j j
j b (5.9)

Im unbelasteten Fall vereinfacht sich die Gl.Ê(5.7) zu

  f f f f f ft t t t p= × + ×[ ] + × + ×[ ] + D × -sin( ) sin( ) cos( ) cos( ) sin ( )2 2 2 20 0
2

0 0
2 2j j j j j b

(5.10)

Im Fall einer ebenen Unterlage ist die mechanische Empfindlichkeit unabh�ngig vom
Reibungskoeffizienten µ (KapitelÊ7.2). Die Me§gleichung in diesem Fall ist
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Das Ausgangssignal ist ebenfalls unabh�ngig von der Reibung zwischen dem
Kristall und der Unterlage.

Die bisher bekannten wichtigen temperaturabh�ngigen Parameter sind die St�rkraft
F1(T), der Reibungkoeffizient µ(T), die thermische Hauptspannungsdifferenz Dst(T)
und die Offsetdifferenzfrequenz f0(T).

Der durch diese Parameter verursachte Temperaturkoeffizient der Differenzfrequenz
nach Gl.Ê(5.8) lautet:

  

df
dT

df
dT

f
F

dF
dT

f d
dT

f d

dT
f
f

df

dTt

t©= = × +
m

×
m

+ ( ) ×
( )

+ ×¶
¶

¶
¶

¶
¶ s

s ¶
¶1

1

0

0

D
D

(5.12)

Einsetzen der Gln. (5.3)Ê-Ê(5.6) in Gl.Ê(5.12) liefert
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Bei der ebenen Unterlage ergibt sich der Temperaturkoeffizient der Differenz-
frequenz zu
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Im unbelasteten Fall vereinfacht sich Gl.Ê(5.13) dann zu
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Die partiellen Ableitungen 
  

¶
¶
f
fi

 (iÊ=Êm, t, 0) k�nnen aus Gl.Ê(5.6) abgeleitet werden. Sie

sind von ihrer Hauptachsenlage j i (iÊ=Êm, t, 0) abh�ngig, d.Êh. der Temperatur-
koeffizient der Differenzfrequenz ist rotationslagenabh�ngig. Dies wurde durch die
Messungen best�tigt (z.ÊB. BildÊ4.17).
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5.3 Vergleich des Fehlermodells mit experimentellen Beobachtungen

Das im letzten Kapitel entwickelte mathematische Fehlermodell wird nachfolgend
mit Me§werten gepr�ft.

Die Empfindlichkeit des Me§systems ist gem�§ Gl.Ê(5.8)

  
E

df
dF

df
dF

f
f

df

dFm

m= = = ×© ¶
¶

(5.16)

Wenn fm>>ft, f01, f02 ist, gilt gem�§ Gl.Ê(5.6) die Ann�herung

  

¶
¶
f
fm

» 1

Werden diese N�herung und Gl.Ê(5.3) ber�cksichtigt, gilt die Empfindlichkeit des
Me§systems unter gro§er Belastung (dadurch kann der Einflu§ der Offsetdifferenz-
frequenz f0 auf die Me§empfindlichkeit vernachl�ssigt werden):

  
E

L FSR
C E rm» × × × ×2
0l

c f j a m qs[ , , ] [ , , , ] (5.17)

Die Me§empfindlichkeit h�ngt vom Keilwinkel a der Unterlage, dem Reibungs-
koeffizienten µ und dem Parallelversatz der Laserstrahlung (r, q) ab. Die Me§-
empfindlichkeit der Kristalle HAMÊ1 und HAMÊ4 bei gro§er Belastung wurde
gemessen und die theoretischen Kurven (mit Gl.Ê(5.17) berechnet) verglichen.
(BildÊ5.2).
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BildÊ5.2 Vergleich der theoretischen Me§empfindlichkeit in Abh�ngigkeit von der
Winkellage q  der Laserstrahlung (durchgezogene Linie) mit den
gemessenen Werten der Empfindlichkeit von HAMÊ1 und HAMÊ4
(Punkte).

Bei jeder Rotationslage wurde eine Kennlinie bei gro§er Belastung
(fmÊ>Ê10Ê×Ê(ftÊ+Êf01Ê+Êf02)) gemessen und die entsprechende Empfindlichkeit bestimmt.
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Im Kapitel 3.2.3 ist die Messung der Kristallachsenlage beschrieben. Der Kippwinkel
c der [111]-Richtung von der Zylinderachse von Kristall HAMÊKr.Ê1 betr�gt ca.Ê1,49¡
und von Kristall HAMÊKr.Ê4 ca.Ê1,35¡. Die Winkelabweichung c von der [111]-
Kristallrichtung verursacht eine rotationslageabh�ngige photoelastische Konstante
C0 (Kap. 3.2.3). Die theoretischen Kurven in BildÊ5.2 sind mit dem Wert
C0Ê=ÊC0[111]Ê»Ê1,19Ê×Ê10-6Êmm2/N berechnet. Der kleine Unterschied zwischen der
theoretischen Me§empfindlichkeit und den gemessenen Werten wird durch die Ab-
h�ngigkeit der C0 von der Rotationslage j verursacht. Der Vergleich zeigt, da§
Theorie und Me§werte recht gut �bereinstimmen.

Die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz wurde ebenfalls gepr�ft. Durch
die Untersuchungen in Kap.Ê4 wurde festgestellt, da§ die Temperaturabh�ngigkeit
der Offsetdifferenzfrequenz f0 und die durch die thermischen Spannungen ver-
ursachten Differenzfrequenz ft aus den Messungen bei den Hauptachsenlagen j0 von
0¡ und 90¡ berechnet werden k�nnen (BilderÊ4.18Ê-Ê4.21). Durch Einsetzen der
errechneten Werte f0, ft und der anderen ben�tigen Parameter wie z.ÊB.
Rotationswinkel j0, jt in die theoretische Gln.Ê(5.7), (5.8) wurde die Temperatur-
abh�ngigkeit der Differenzfrequenz bei der Rotationslage von j0Ê=Ê45¡ bzw. von
DjÊ=Ê45¡ berechnet (BildÊ5.3).
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BildÊ5.3 Berechnete Differenzfrequenzdrift bei den Rotationslagen von j0Ê=Ê45¡ mit
Gln.Ê(5.7), (5.8) a) unbelastetet, b)Êbelastet (Kristall HAMÊ5, Dreieckheizen).

BildÊ5.3a zeigt die mit Gl.Ê(5.7) berechnete Differenzfrequenzdrift bei j0Ê=Ê45¡ im un-
belasteten Fall. Die f�r die Berechnung ben�tigte Werte der f0 und ft sind mit den in
BildÊ4.16 dargestellten Messungen bei j0Ê=Ê0¡ und j0Ê=Ê90¡ berechnet worden. Die
gemessene Differenzfrequenzdrift in diesem Fall wurde in BildÊ4.16 in Abh�ngigkeit
von der Lufttemperatur dargestellt. Der Vergleich der berechneten Kurve in BildÊ5.3a
mit der gemessenen Kurve in BildÊ4.16, dargestellt in Abh�ngigkeit der Zeit t, zeigt
eine gute �bereinstimmung. Weiterhin wurde die Differenzfrequenzdrift bei der
Rotationslage DjÊ=Ê45¡ im belasteten Fall berechnet (BildÊ5.3b). Dies stimmt ebenfalls
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mit der Messung in BildÊ4.17 in Abh�ngigkeit von der Zeit t �berein.

Reibung zwischen der Unterlage und dem Sensorelement ist eine sehr wichtige
Ursache f�r Me§reproduzierbarkeit und f�r den Temperaturkoeffizienten. Liegt der
Kristall auf einer ebenen Unterlage, ist das Me§system unabh�ngig vom Reibungs-
koeffizienten µ. Er spielt in diesem Fall f�r die Temperaturabh�ngigkeit der
Differenzfrequenz keine Rolle mehr. So ist unter sonst gleichen Me§bedingungen
eine geringere Differenzfrequenzdrift mit der ebenen Unterlage als mit der V-Nut-
Unterlage zu erwarten.

Die Messung mit ebener Unterlage zeigt tats�chlich eine deutlich geringere Drift als
mit V-Nut-Unterlage. Der Temperaturkoeffizient mit ebener Unterlage ist ca. um den
Faktor 5 kleiner als mit der 20¡-V-Nut-Unterlage. Der Unterschied zwischen den
beiden gemessenen Temperaturabh�ngigkeiten entsteht durch den Einflu§ der Haft-
reibung. Die Experimente haben die theoretische Analyse best�tigt.

5.4 Mathematische Kompensation des Temperaturgangs

Die Untersuchung zum Temperaturgang der Offsetdifferenzfrequenz f0 (Kap.Ê4.2.3)
hat gezeigt, da§ f0 der dominierende Anteil der Temperaturabh�ngigkeit der
Differenzfrequenz ist. Er l�§t sich mit einer Approximationsgleichung (Gl.Ê(4.19)), die
von der Luft- und Unterlagentemperatur sowie ihrer �nderungsgeschwindigkeit
abh�ngig ist, beschreiben. Deswegen wird nachfolgend untersucht, ob sich die
gesamte temperaturabh�ngige Differenzfrequenzdrift DfÊ=ÊfÊ-Êf(tÊ=Ê0) mit der
Approximationsgleichung kompensieren l�§t.

Da das Rechteckheizen sowohl die absolute Temperatur T als auch eine deutliche
�nderung von dT/dt erzeugt, sind die Me§daten mit Rechteckheizen f�r die
Approximation besser geeignet. Die mit Me§daten der Differenzfrequenzdrift von
Kristall HAMÊ3 bei Rechteckheizen analog zu Gl. (4.19) approximierte Gleichung
lautet:

  
D = + × + × + × D - × Df

dT
dt

dT
dt

T TL U
L U* , , , , ,0 01105 6 41703 1 74128 0 249972 0 11323 (5.18)

BildÊ5.4 zeigt die durch Gl.Ê(5.18) approximierte Kurve des Kristalls HAMÊ3 mit
Rechteckheizen im Vergleich zur gemessenen Kurve. Die sehr gute
�bereinstimmung beider Kurven zeigt, da§ auch die gesamte Differenzfrequenzdrift
Df von der Luft- und Umgebungstemperatur und von ihren zeitlichen �nderungen
abh�ngig ist.
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BildÊ5.4 Gemessene Kurve und die durch die Me§daten approximierte Kurve der
temperaturbedingten Differenzfrequenzdrift Df (Kristall HAMÊ3,
Rechteckheizen, ohne Last).

Mit der Approximationsgleichung (Gl.Ê(5.18)) des Kristalls HAMÊ3 und den
bekannten Verl�ufen von Luft- und Unterlagentemperaturen ergibt sich die
kompensierte Differenzfrequenzdrift Dfk aus:

  D = D - Df f fk * (5.19)

Mit Hilfe von Gln. (5.18), (5.19) wurde auch die Differenzfrequenzdrift einer
Messung mit Dreieckheizen kompensiert. Auch hier wird mit zwei Sensoren die
Luft- und Unterlagentemperatur gemessen. BildÊ5.5 zeigt die Wirksamkeit des
Kompensationsalgorithmus, der aus dem Temperaturgang bei Rechteckheizen
abgeleitet wurde, f�r diesen unterschiedlichen Temperaturverlauf.
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BildÊ5.5 Gemessene temperaturbedingte Differenzfrequenzdrift und mit Hilfe der
Approximationsgleichung (Gl.Ê(5.18)) kompensierte Differenzfrequenz
(Dreieckheizen, Kristall HAMÊ3, ohne Last).
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Die kompensierte Kurve zeigt eine deutlich geringere Drift der Differenzfrequenz im
Vergleich zur gemessenen Differenzfrequenzdrift. Mehr als 95% des Temperatur-
koeffizienten df/dTL wurde durch die Approximationsgleichung kompensiert.

Das Kompensationsverfahren wurde dar�ber hinaus auch bei einer komplizierten
Form der Temperatur�nderungen (BildÊ5.6) �berpr�ft (BildÊ5.7).
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BildÊ5.6 Gemessene Temperatur�nderungen mit der Zeit (Kristall: HAMÊ3, zwei
hintereinander folgende Dreieckheizvorg�nge).
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BildÊ5.7 Gemessene und kompensierte Kurve der Differenzfrequenzdrift Df bei
dem in BildÊ5.6 dargestellten Temperaturverlauf (Kristall HAMÊ3).

Der Temperaturkoeffizient der Differenzfrequenz df/dTL wird auch hier deutlich
(83%) kompensiert.
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Der untersuchte Kristall HAMÊ3 zeigt den gr�§ten Temperaturgang von allen
Kristallen (siehe Tab.Ê4.2). Das Kompensationsverfahren wurde auch mit anderen
Kristallen �berpr�ft, die teilweise einen um den Faktor 10 geringeren
Temperaturgang haben. Mindestens 70% der Temperaturabh�ngigkeit der Differenz-
frequenz konnte auch hier auf diese Weise korrigiert werden.

Die Untersuchung zum Kompensationsverfahren zeigt, da§ mit zwei
Temperatursensoren und der Approximationsgleichung die Differenzfrequenzdrift
simuliert bzw. kompensiert werden kann, ohne sie messen zu m�ssen. Der Einflu§
der Umgebungsst�rgr�§e Temperatur wird dadurch erheblich verringert.
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6 Schlu§folgerungen und Ausblick

Aufgrund von Voruntersuchungen ist bekannt, da§ die Kraftmessung mit
laseraktiven Nd:YAG-Einzelkristallen eine sehr gute Linearit�t, einen gro§en
Me§bereich von neun Dekaden und eine gro§e Bandbreite von 100ÊkHz hat. Der
Kristallaufnehmer l�§t sich gut miniaturisieren. Allerdings wurde der Sensor bisher
nur unter Laborbedingungen erprobt. Um dieses sehr vielversprechende
Me§verfahren in die Praxis �berf�hren zu k�nnen, war eine vertiefte Untersuchung
der Fehlereffekte sinnvoll.

Die systematischen Fehler durch interne Betriebsparameter wie z.ÊB. Einfl�sse durch
die Pumpquelle, durch die Restanisotropie im Kristall und durch das Kraftf�hrungs-
system lassen sich recht genau kompensieren. Die Untersuchungen haben gezeigt,
da§ Temperaturschwankungen die wichtigste �u§ere St�rgr�§e des Kraftsensors
darstellen. Sie beeinflussen die Offsetdifferenzfrequenz f0. Die Differenzfrequenz-
�nderung ft des Kristallmaterials, die infolge thermischer Spannungen erzeugt wird,
reicht zur Erkl�rung der Temperatureffekte nicht aus. Die Experimente geben
Hinweise darauf, da§ die Ursache der Temperaturabh�ngigkeit der
Offsetdifferenzfrequenz f0 in den Beschichtungen des Laserresonators liegt. Dies ist
vermutlich durch den Herstellungsproze§ festgelegt. Um dem Einflu§ von f0 zu
verringern, sollte die Anisotropie in den Beschichtungen des Nd:YAG-
Laserresonators, m�glichst durch Kooperation mit dem Laserkristallhersteller, in der
Zukunft vertieft untersucht werden.

Die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz kann mit einer linearen
Gleichung approximiert werden. Mit der Approximationsgleichung und durch zwei
Sensoren, die die Temperatur der Luft- und der Unterlage aktuell messen, kann die
Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz um 70% bis 95% kompensiert
werden. Dies gilt offensichtlich auch dann, wenn der Temperaturverlauf beliebig ist,
d.Êh. nicht aus dem Rechteck- oder Dreieckheizen entsteht. Das Kompensations-
verfahren kann durch Variation der Konstanten in der Approximationsgleichung
und/oder durch Vergr�§erung des Temperaturhubes vermutlich noch optimiert
werden.

Im Vergleich zur V-Nut-Unterlage ist unter Last der Temperaturgang bei
Verwendung einer ebenen Unterlage etwa um den Faktor 5 reduziert und die
Reproduzierbarkeit um eine Gr�§enordnung verbessert. Die ebene Unterlage ist f�r
zylinderf�rmigen Kristalle keine g�nstige L�sung f�r die Anwendung in der Praxis,
weil eine Fixierung des Kristalls nur unter Vorspannung und Hertzscher Pressung
m�glich ist. Ein optisch angesprengter Kristall ist wegen des starken Kriecheffektes
nicht geeignet. Weitere Untersuchungen zu einer reibungsfreien, stabileren
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Unterlage sollten deshalb durchgef�hrt werden.

Die Parallellenker ist offensichtlich derzeit die beste L�sung hinsichtlich
Temperaturgang und Reproduzierbarkeit. Da aber die Krafteinleitung aus
Blattfedern eine sehr geringe Temperaturabh�ngigkeit aufweist, h�tte sie bei Ver-
besserung ihrer mechanischen Stabilit�t eine gute Anwendungsperspektive. Dies
sollte untersucht werden.

Das oben beschriebene Kompensationsverfahren ist bisher ausschlie§lich mit
Me§daten ohne Last durchgef�hrt worden. Die Untersuchungen von Kristallen mit
unterschiedlicher Belastung haben jedoch gezeigt, da§ die Temperaturabh�ngigkeit
der Differenzfrequenz unabh�ngig von der Belastung ist (siehe BildÊ4.32). Daraus
schlu§folgere ich, da§ sich die Temperaturabh�ngigkeit der Differenzfrequenz bei
Belastung mit diesem Verfahren ebenfalls gut kompensieren l�§t.

Eine andere Ma§nahme gegen Temperatureinfl�sse ist die aktive Temperaturstabili-
sierung. Hierzu ist die bereits erprobte Temperaturstabilisierung so zu verbessern,
da§ auch die Stirnfl�chen des Kristalls eine konstante Temperatur aufweisen.
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7 Anhang

7.1 Herleitung der photoelastischen Konstante des Sensorkristalls

Die Brechzahl von Kristallen wird i.Êa. durch das Indexellipsoid mathematisch
beschrieben /7.1/:

  B x xij i jå × × = 1 i, jÊ=Ê1, 2, 3 (7.1)

Bij: Koeffizienten des Indexellipsoids.

F�r einen, kubischen Kristall wie YAG gilt im unbelasteten Fall:

  
B x x x0 1

2
2
2

3
2 1× + +( ) =

  
B

n
0

0
2
1=

n0: Brechzahl des Kristalls im isotropen Fall.

Unter Einflu§ von mechanischen Spannungen s bzw. Dehnungen e ver�ndern sich
die Koeffizienten des Indexellipsoids gem�§:

  D PB P= × = ×e s (7.2)

P: elasto-optische Koeffizientenmatrix,
P: photoelastische Koeffizientenmatrix,
e: Dehnungsvektor,
s: Spannungsvektor,

Dehnungsvektor e und der Spannungsvektor s sind durch das Elastizit�tsgesetz
verkn�pft. Es gilt:

  e s= ×S (7.3)

(S: Steifigkeitsmatrix). Einsetzen von Gl.Ê(7.3) in Gl.Ê(7.2) liefert f�r die Matrix p der
photoelastischen Koeffizienten:

  P = ×P S (7.4)

F�r einen kubischen Kristall haben P, P und S die Form

  

P
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=
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(7.5a)
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(7.5b)
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(7.5c)

F�r YAG betragen die Koeffizientenwerte in P und S /7.2/:

p11Ê=Ê-0,029, p12Ê=Ê0,0091, p44Ê=Ê-0,0615,
s11Ê=Ê3,6Ê× 10-6 mm2/N, s12Ê=Ê-0,91 × 10-6 mm2/N, s44Ê=Ê8,73 × 10-6 mm2/N.

Einsetzen dieser Werte in Gl.Ê(7.4) ergibt:

p11Ê=Ê-1,2096 × 10-7 mm2/N, p12Ê=Ê5,087 × 10-8 mm2/N, p44Ê=Ê-5,369 × 10-7 mm2/N.

Gl. (7.2) liefert die Koeffizienten�nderung DB in Form eines Vektors mit 6 Elementen.
F�r die folgenden Koordinatentransformationen ist jedoch DB in Form einer 3*3
Matrix erforderlich. Das Umformulieren der Koeffizienten�nderung DB von der
Vektorform zur Matrixform erfolgt gem�§:
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Liegen zwei Hauptachsen des Indexellipsoids in x1- und x2-Richtung und wird
parallel zur x3-Richtung durchstrahlt, ergibt sich f�r die durch Spannungen
verursachte Brechzahldifferenz zu:

  
D D Dn n n

n
B B= - = - × -( )1 2

0
3

1 22
(7.6a)

Wenn die Hauptachsen x1, x2 und die Koodinatenachsen nicht �bereinstimmen,
betr�gt die Brechzahldifferenz /7.3/:

  
D D D Dn n n

n
B B B= - = - × -( ) + ×1 2

0
3

1 2
2

6
2

2
4 (7.6b)
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Voraussetzung der Gln.Ê(7.6a) und (7.6b) ist:   Dn n n n= - <<( )1 2 0

Die photoelastische Konstante ist:

  
C

n
0

1 2
=

-
D

s s
(7.7)

s 1  und s 2 sind die mechanischen Hauptspannungen senkrecht zur Durch-
strahlrichtung.

Die Matrizen P, S und damit auch die Matrix P sind im Kristallkoordinatensystem
definiert. Dieses Koordinatensystem unterscheidet sich vom zylindrischen
Koordinatensystem des Kristalls. Die Koordinatenachsen des Kristallsystems werden
als x1, x2, x3 und die Achsen des Zylinderkoordinatensystems als x, y, z bezeichnet
(Bild 7.1).

x3 [001]

x2 [010]

x1 [100]

Kristallkoordinatensystem

s1

s2

x

y

z

F

Zylinderkoordinatensystem

Kubische Elementarzelle Laserkristall

Bild 7.1 Koordinatensysteme zur Berechnung der photoelastischen Konstante C0.

Wegen der Matrixsymmetrie l�§t sich die mechanische Spannung sowohl als Vektor
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 als auch als Matrix 
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 beschreiben.

Um die Matrix D B zu berechnen, mu§ die Spannungsmatrix s aus dem
Zylinderkoordinatensystem in das Kristallkoordinatensystem transformiert werden.
Es gilt /7.3/:

  s s¢ = × ×-T T1 (7.8)

s: Spannungsmatrix im Zylinderkoordinatensystem,
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s«: Spannungsmatrix im Kristallkoordinatensystem,
T: Transformationsmatrix vom Zylinderkoordinatensystem in das Kristall-

koordinatensystem.

Die Spannungsmatrix im Zylinderkoordinatensystem ist:

  

s
s

s
s

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

2

3

0 0
0 0
0 0

Gem�§ Gl.Ê(7.2) gilt:

  D PB¢ = × ¢s (7.9)

DB«: Koeffzienten�nderung des Indexellipsoids im Kristallkoordinatensystem.

Um die Brechzahldifferenz nach Gl.Ê(7.5) oder Gl.Ê(7.6) zu berechnen, mu§ DB«
wieder in das Zylinderachsenkoordinatensystem zur�cktransformiert werden. F�r
die R�cktransformation gilt:

  D DB T B T= × ¢ × -1 (7.10)

Die Transformationsmatrix T h�ngt von der Orientierung der Kristallachsen ab.
Dadurch h�ngen D B bzw. C0  nach Gln.Ê(7.5), (7.6) und (7.7) von der
Kristallachsenlage ab. Anschlie§end werden die photoelastischen Konstanten C0 f�r
drei ausgew�hlte F�lle berechnet.

1. [100]-Kristallachse in der Richtung der Zylinderachse

x1

x2

x3 [100]

j
j

(z)

(y)

(x) Drehung um die x3-Achse

BildÊ7.2 Transformation der Zylinderkoordinaten bei Durchstrahlung in [100]-
Kristallrichtung.

Wie in BildÊ7.2 gezeigt wird, ist nur eine Transformation (Rotation um den Winkel j
um die z-Achse) erforderlich. Die Transformationsmatrix lautet:

  

T Tx[ ]

cos sin
sin cos100 3

0
0

0 0 1
= = -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

j j
j j

Einsetzen von T[100] in die Gln.Ê(7.5)Ê-Ê(7.10) liefert:
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C n0 100 0

3
11 12 44 11 12 44

1
4

4[ ] cos= - × × - + + - -( ) × ×( )[ ]p p p p p p j (7.11)

2. [111]-Kristallachse in der Richtung der Zylinderachse

x3 [001]

x2 [010]

x1 [100], x1'

x3'[110]

x2'

g1

g1

1) Drehen um  die x1-Achse

[001]

[010]

 [100], x1'

x3'

x2', x2''

x3''[111]

x1''

g2

g2

2) Drehen um die x2'-Achse

x3'', x3''' [111], (z)

j
j

x2''',(y)

x1''', (x)

x2''

x1''

3) Drehen um die x3''-Achse

BildÊ7.3 Transformationsproze§ in die [111]-Kristallrichtung /7.3/.

BildÊ7.3 zeigt den Transformationsproze§ von der [001]-Richtung in die [111]-
Richtung. Diese Transformationen werden hier mit den Matrizen T1[111], T2[111],
T3[111] beschrieben /7.3/:

1) Drehen um die x1-Achse

  

T1 111 1 1

1 1

1 0 0
0
0

[ ] cos sin
sin cos

=
-

g g
g g

g1Ê=Ê45¡

2). Drehen um die x2Ô-Achse

  

T2 111
2 2

2 2

0
0 1 0

0
[ ]

cos sin

sin cos
=

-

g g

g g   
g 2

1
2

= arctan

3). Drehen um die x3ÔÔ-Achse

  

T3 111

0
0

0 0 1
[ ]

cos sin
sin cos= -

j j
j j
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Die gesamte Transformationsmatrix ergibt sich aus:

  T T T T[ ] [ ] [ ] [ ]111 3 111 2 111 1 111= × ×

Einsetzen von T[111] in die Gln.Ê(7.5)Ê-Ê(7.7) liefert:

  
C n0 111 0

3
11 12 44

1
6

2[ ] = - × × - + ×( )p p p (7.12)

Das Ergebnis zeigt, da§ C0 unabh�ngig von der Rotation j des Kristallzylinders ist.
Einsetzen der p-Werte f�hrt zu

C0[111] = 1,2515Ê×Ê10-6 mm2/N

3. Transformation in eine von der [111]-Kristallachse abweichenden Zylinderachse

Liegt die Zylinderachse nicht exakt in der [111]-Richtung, �ndert sich die
photoelastische Konstante C0 gegen�ber der [111]-Durchstrahlrichtung. BildÊ7.4a
zeigt die von der [111]-Richtung abweichende Zylinderachse beim Kippwinkel c in
der Kipprichtung f. Die BilderÊ7.4b, 7.4c stellen den Transformationsproze§ der
[111]-Richtung in die Zylinderachse dar.

x1

x2

x3 [111]
c

f

(Kristallzylinderachse)z

f
f x1

x2

x3 [111], x3'

x2'
x1'

x2', x2''

x1'

x3'
x3''c

x1''

Um x3-Achse drehen Um x2'-Achse Kippen

a)

b) c)

BildÊ7.4 Transformationsproze§ bei der von [111]-Achse abweichenden Zylinder-
achse.

Werden die drei Transformationen von der [001]- in die [111]-Richtung zus�tzlich
ber�cksichtigt, sind insgesamt f�nf Transformationen erforderlich, um vom
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Zylinderkoordinatensystem in das Kristallkoordinatensystem zu transformieren. Sie
sind:

  T T1 1 111= [ ]

  T T2 2 111= [ ]

  

T3

0
0

0 0 1
= -
cos sin
sin cos

f f
f f

  

T4

0
0 1 0

0
=

-

cos sin

sin cos

c c

c c

  T T5 3 111= [ ]

F�r die gesamte Transformationsmatrix ergibt sich:

  T T T T T T T T T T T= × × × × = × × × ×5 4 3 2 1 3 111 4 3 2 111 1 111[ ] [ ] [ ]

Durch wiederholtes Einsetzen der Matrix T in die Gln.Ê(7.8), (7.9), (7.10), (7.5) (7.7)
wurde C0 berechnet. Die Berechnungen wurden mit Hilfe einer Mathematik-
Software (Mathematica) durchgef�hrt.

C C0 0= ( )f j c, , (7.13)

Das Ergebnis ist zu umfangreich, um hier explizit schriftlich dargestellt zu werden.
Das Mathematica-Programm dient dazu, mit den Eingangsparametern f, j und c die
photoelastische Konstante C0 numerisch zu berechnen. BildÊ3.10 zeigt numerisch
berechnete Werte als Verh�ltnisse C0Ê/C0[111] in Abh�ngigkeit von c, f, j. Das
Verh�ltnis C0Ê/C0[111] wird als relative photoelastische Konstante bezeichnet.
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7.2 Herleitung der mechanischen Hauptspannungen im zylinderf�rmigen

Kristall

F

N N

µ ×N µ ×N

r

1

23

F3 F2

F1

P(r,q)r
q

a

b)

P(x,y)y

x

F
r

a

a)

r0

BildÊ7.5 Zylinderf�rmiger Kristall
a) Zur Berechnung der im Punkt P durch die Kraft F hervorgerufenen 

mechanischen Spannungen.
b) in einer V-Nut liegender, mit einer Kraft F belasteter Kristall.

Eine gem�§ BildÊ7.5a am Rand einer zylinderf�rmigen Scheibe wirkende Kraft F
verursacht am Punkt P die Spannungen /7.4/:
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x r y r
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cos sin

a a

t
p

r a r a r a a

a a

(7.14)

L ist L�nge des Kristalls. BildÊ7.5b zeigt die angreifenden Kr�fte am Kristall, der auf
einer V-Nut-Unterlage mit dem Keilwinkel a liegt. F ist die von oben einwirkende
Kraft. Am Kontaktpunkt mit Unterlage wirken eine Normalkraft N und eine
Reibungskraft µ×N. Gem�§ dem Kr�ftegleichgewicht gilt in y-Richtung f�r die
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resultierende Kraft F2 am PunktÊ2 bzw. F3 am PunktÊ3:

  

F F
F

2 3

21

2
= =

× + m
× m × +( )

= m
sin cos

arctan

a a
r

(7.15)

Wie BildÊ7.5b zeigt, folgt f�r die Kr�fte und ihre Richtungen:

Am Punkt 1

F1Ê=ÊF a1Ê=Êp/2 r1Ê=Ê0

Am Punkt 2:

  
F

F
2

2

0 0

1

2
=

× + m
× m × +( )sin cosa a

a2Ê=Ê3×p/2+a r2Ê=Ê-  arctanm

Am Punkt 3:

  
F

F
3

21

2
=

× + m
× m × +( )sin cosa a

a2Ê=Ê3×p/2-a r3Ê=Ê  arctanm

Einsetzen der Parameter Fi, a i, r i (iÊ=Ê1,2,3) in Gl.Ê(7.14) ergibt die durch diese Kraft
am Punkt P verursachten Spannungen sxi, syi, txyi (iÊ=Ê1; 2; 3).

Die durch alle Kr�fte verursachten Spannungen am Punkt P sind:
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=

=
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(7.16)

Der durch die Kr�fte verursachte Hauptspannungsunterschied betr�gt /7.5/:

  
Ds t s sm xyges xges yges= × + -( )4 2 2

(7.17)

Einsetzen der Gln.Ê(7.15), (7.16) und der Polarkoordinaten xÊ=Êr×sinq; yÊ=Êr×cosq in
Gl.Ê(7.17) liefert die Hauptspannungsdifferenz Dsm:

  D Ds s a qm m F r r L= ( , m, , , , , )0
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Die mechanische Empfindlichkeit ist:

  
E

F
E r r Lm

s s
s

a m q= = ( )D
, , , , ,0 (7.18)

Gl.Ê(7.18) wurde mit einem Mathematica-Programm hergeleitet und ist gleichfalls zu
umfangreich, um explizit schriftlich dargestellt zu werden.

Im Sonderfall aÊ=Ê0 (ebene Unterlage) liefert Gl.Ê(7.18):

  

E
r r r

L r r r r
s

p q
=

× -( )
× × + + × × × ×( )

4

2 2

0 0
2 2

4
0
4 2

0
2 cos( )

(7.19)

F�r die resultierende Hauptachsenlage jm ergibt sich /7.5/:

  
tan( )2

2
× =

×

-
j

t

s sm
xyges

yges xges
(7.20)

jm ist ebenfalls abh�ngig von r, q, a, m, r0, L.

  j j a m qm m r r L= ( , , , , , )0

Im Fall einer ebenen Unterlage vereinfacht sich Gl. (7.20) zu
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cos sin

cos cos
(7.21)

7.3 Herleitung der resultierenden Hauptspannungsdifferenz bzw. Differenz-

frequenz von mehreren Spannungen bzw. mehreren Differenzfrequenzen

Wirkt eine Normalspannung s im Winkel j zur x-Achse, lauten die transformierten
Spannungen im xy-Koordinatensystem /7.5/:

  

s s j

s s j

t s j j

x

y

xy

= ×

= ×

= × ×

cos

sin

sin cos

2

2 (7.22)

Wirken in einem Element die Hauptspannungen s1 und s2 bei den Winkeln j und
j+90¡, gilt:
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(7.23)

Wenn n Hauptspannungspaare s 1, s2 in einem Element existieren, gilt f�r die
resultierenden Spannungen an den Achsen:
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(7.24)

Die resultierende Hauptspannungsdifferenz Ds ist /7.5/:

  
Ds t s s= × + -( )4 2 2

ges yges xges (7.25)

Einsetzen der Hauptspannungsdifferenzen   Ds s si i i= -1 2  und Gl.Ê(7.24) in die

Gl.Ê(7.25) liefert:
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(7.26)

Die Hauptachsenlage j der resultierenden Hauptspannungsdifferenz ist /7.5/:
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Einsetzen von Gl.Ê(7.24) in Gl.Ê(7.27) f�hrt zu
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Im Kraftsensor wird die Hauptspannungsdifferenz in eine Differenzfrequenz
umgewandelt. Der Zusammenhang zwischen Dsi und fi ist linear (Gln.Ê(2.1), (2.11)).
Analog zu Gl.Ê(7.26) gilt deshalb

  
f f fi i

i

n

i
i

n

i= ×
æ

è
ç

ö

ø
÷ + × ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

= =
å åsin( ) cos2 2
1

2

1

2

j j (7.29)

Im Fall nÊ=Ê2 liefert Gl.Ê(7.26)

  D D D D Ds s s s s j j= + + × × × × -( )1
2

2
2

1 2 1 22 2cos

und Gl.Ê(7.29)

  f f f f f= + + × × × -( )[ ]1
2

2
2

1 2 1 22 2cos j j

Die resultierende Hauptachsenlage j erf�llt gem�§ Gl.Ê(7.28) die Beziehung :
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7.4 Vermessung der Kristallachsenlage mit einem R�ntgendiffraktometer

Trifft ein R�ntgenstrahl auf die Gitternetzebenen eines Kristalls, wird er gem�§ der
Braggschen Beugungsbedingung reflektiert (Bild 7.6).

qr 2×qr

R�ntgenstrahl Reflexion

Netzebene

dr

BildÊ7.6 Beugung des R�ntgenstrahls an der Gitternetzebene

Es gilt /7.6/:

2×dr×sinqrÊ=Ênr×lr (nrÊ=Ê1, 2, 3 ...) (7.31)

Wobei
dr: Gitternetzebenenabstand des gemessenen Materials,
qr: Beugungswinkel des R�ntgenstrahls,
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lr: Wellenl�nge des R�ntgenstrahls,
nr: Beugungsordnung des R�ntgenstrahls.

Bei konstanter Wellenl�nge lr und konstanter Beugungsordnung nr ist der Winkel qr,
der die Geometrie der Beugung bedingt, nur vom Netzebenenabstand dr abh�ngig.
Der Aufbau des Gitters bestimmt den Beugungswinkel qr.

Die Beugungswinkel f�r YAG betr�gt:

[111]-Richtung:  2qrÊ»Ê82,6Ê¡
[100]-Richtung: 2qrÊ»Ê45Ê¡

Zur Untersuchung der YAG-Kristallachsen steht ein R�ntgendiffraktometer der
Firma Siemens (Typ: D5000) zur Verf�gung. Das R�ntgendiffraktometer dient dazu,
die Intensit�tsmaxima des reflektierten R�ntgenstrahls zu detektieren, um die Lage
der Netzebenen zu bestimmen.

BildÊ7.7 zeigt die Drehfreiheitsgrade des R�ntgendiffraktometers mit eingebautem
Kristall.

R�ntgenquelleZ�hlrohr

Kristall

x

y

zZ�hlrohr
R�ntgenquelle

a) b)

Kippkreise

Drehkreis

j

2qr

Day

ar

BildÊ7.7 a) Aufbau des R�ntgendiffraktometers
b) Freiheitsgrade des Kristalls.

Durch ein Computerprogramm werden die Orientierung des Kristalls, der
Einfallswinkel der R�ntgenstrahlung und der Detektorwinkel des Z�hlrohrs
gesteuert. Der Kristall ist um die x-Achse kippbar und um die z-Achse drehbar. Das
Z�hlrohr und die R�ntgenquelle k�nnen in der xz-Ebene um die y-Achse gedreht
werden, um die Winkel zu bestimmen, bei denen Intensit�tsmaxima auftreten. Um
die Me§genauigkeit zu erh�hen, wird w�hrend der Messungen eine Blende vor das
Z�hlrohr eingesetzt.
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y

x

z

Day

Dax f0

Netzebene des Kristallgitters

Endfl�che des Kristalls

Da (c)

c

BildÊ7.8 Geometrie der zu messenden Ebene und der Stirnfl�che des Kristalls

BildÊ7.8 zeigt die Geometrie der Netzebene und der Stirnfl�che des Kristalls. Durch
mechanische Bearbeitungsungenauigkeiten weicht die Zylinderachse von der
gew�nschten Kristallrichtung um den Winkel c ab. Das Ziel der Untersuchung mit
dem R�ntgendiffraktometer ist es, diese Kristallachsenabweichung c bzw. den
Winkel Da (BildÊ7.8) zwischen der Netzebene und der Kristallstirnfl�che zu ver-
messen.

Gem�§ BildÊ7.8 gilt f�r den geometrischen Zusammenhang der Winkel Dax, Day und

Da:

  

tan cos tan
tan sin tan

D D
D D

a f a
a f a

× =
× =

0

0

x

y
(7.32)

Aus Gl.Ê(7.32) ergibt sich:

  

tan tan tan

arctan tan /tan

D D D

D D

a a a

f a a

= +

= [ ]
2 2

0

x y

y x

(7.33)

ar
2×qrqr

Dax

[111]-Richtung z (Zylinderachse)

Netzebene des Kristalls

Endfl�che des Kristalls

Dax

x

BildÊ7.9 Geometrische Winkellage in der xz-Ebene.
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Nach dem Einbau des Kristalls liegt seine Stirnfl�che parallel zur xy-Ebene. Mit dem
R�ntgendiffraktometer werden durch das Detektieren der Intensit�tsmaxima des
reflektierten R�ntgenstrahls die Winkel 2×qr, ar und Day (BildÊ7.8) gemessen. Nach
BildÊ7.9 folgt f�r den gesuchten Winkel Dax:

  
Da

q
ax

r
r=

×
-

2
2

(7.34)

Um die Winkel Dax, Day und damit den Winkel Da zu bestimmen, wird zun�chst in
verschiedene Winkel ar nahe  qr  eingestrahlt. Bei jedem Winkel a r erfolgt
anschlie§end eine Vermessung der reflektierten Intensit�t in Abh�ngigkeit von 2qr.
BildÊ7.10 zeigt ein typisches Ergebnis einer solchen Messung.

I max

ar

2qr Z�hlrohrlage

Intensit�t / Cps

BildÊ7.10 Abh�ngigkeit der detektierten Intensit�t des R�ntgenstrahls von den
Winkeln ar und 2qr.

Einsetzen von Gl.Ê(7.34) in Gl.Ê(7.33) liefert:

  
D Da

q
a a=

×
-æ

èç
ö
ø÷

+arctan tg tgr
r y

2 22
2

(7.35)

Mit diesem Me§prinzip werden die Kristallachsen der im Kraftsensor verwendeten
Kristalle HAMÊ1, HAMÊ3, HAMÊ4 und VIRGOÊ1 vermessen. Die Me§ergebnisse sind
in TabelleÊ7.1 dargestellt.
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TabelleÊ7.1 Ergebnisse der R�ntgenvermessung der [111]-Kristallachsen.

Probe fÊ/¡ arÊ/¡ 2qr /¡ Dax /¡ Day/¡ f0 /¡ Da  /¡

HAM 1

Mittelwert

0
90
180

42,550
41,300
39,650

82,570
82,560
82,560

1,2650

0,0200

-1,6300

-0,3200
1,3700
0,1150

-14,194

89,164

-4,0346

1,3048

1,3701

1,6340

1,4900

HAM 3

Mittelwert

0
90
180
270

40,500
40,600
41,720
41,600

82,570
82,550
82,560
82,560

-0,78500

-0,67500

0,44000

0,32000

0,39300
-0,70500
-0,59500
0,52500

-26,593

46,245

-53,518

58,637

0,87786

0,97599

0,74000

0,61483

0,80220

HAM 4

Mittelwert

0
90
180
270

39,850
41,600
42,350
40,600

82,550
82,540
82,580
82,550

-1,4250

0,3300

1,0600

-0,6750

-0,5500
-1,3110
0,4500
1,2000

21,101

-75,874

23,001

-60,645

1,5274

1,3519

1,1515

1,3767

1,3519

VIRGO 1

Mittelwert

0
90
180
270

40,800
41,180
41,370
41,000

82,540
82,560
82,570
82,570

-0,47000

-0,09999

0,08499

-0,28500

-0,17000
-0,33300
0,04000
0,21000

19,885

73,285

25,201

-36,384

0,49980

0,34769

0,09394

0,35401

0,32386

Beim Kristall HAMÊ1 wurde bei fÊ=Ê270¡ keine Intensit�t detektiert.

Die kursiv dargestellten Zahlenwerte sind die nach den Me§daten ausgerechneten
Daten. Wegen der mechanischen Ungenauigkeit des Drehkreises �ndert sich dessen
Position w�hrend der Probendrehung. Dies verursacht unterschiedliche Ergebnisse
der [111]-Richtungsabweichung Da bei verschiedenen Drehwinkeln f. Der gemittelte
Da-Wert aus zwei um 180¡ gegeneinander verdrehten Rotationslagen ist jedoch stets
nahezu konstant. Die Achsenabweichung ist gleich der Winkel zwischen der
Netzebene und der Stirnfl�che des Kristalls. Dieser Wert ist der gesuchte Wert f�r c
nach Fehlerkompensation der Drehachse. Es gilt

  
c a af f= × +[ ]+ °

1
2 180D D( ) ( ) (7.36)
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Die Zylinderachsenabweichung c von der [111]-Richtung betr�gt gem�§ Gl.Ê(7.36):
HAMÊ1: 1,49 ¡
HAMÊ3: 0,80 ¡
HAMÊ4: 1,35 ¡
VIRGOÊ1: 0,32 ¡

Diese Daten zeigen, da§ der Kristall der Firma VIRGO eine kleinere Achsen-
abweichung als die Kristalle der Firma HAM aufweist.

7.5 ANSYS-Programme f�r die FEM-Berechnung der thermischen Spannungen

infolge �nderung der Umgebungstemperatur

1. Berechnung der Temperaturverteilung im Kristall mit Hilfe eines 3D-Modell

!Simulation mit 3D-Modell
/filename,tr3du57a
/PREP7
!Materialdaten YAG
mp,dens,1,4.56e3
mp,c,1,600
mp,kxx,1,10.3
mp,ex,1,3e11
mp,nuxy,1,0.25
mp,alpx,1,7.9e-6
!Element waehlen
et,1,plane55
!3D-Geometrisches Modell
k,1,0,4e-4
k,2,4e-4,4e-4
k,3,4e-4,-4e-4
k,4,0,-4e-4
k,5,0,1.5e-3
k,6,1.06066e-3,1.06066e-3
k,7,1.06066e-3,-1.06066e-3
k,8,0,-1.5e-3
k,9,0,0
l,1,2,4
l,2,3,8
l,3,4,4
l,4,1,8
l,1,5,3
l,2,6,3
l,3,7,3
l,4,8,3
larc,5,6,9,1.5e-3
larc,6,7,9,1.5e-3
larc,7,8,9,1.5e-3
lesize,9,,,4
lesize,10,,,8
lesize,11,,,4
al,1,2,3,4
al,1,5,9,6
al,2,6,10,7
al,3,7,11,8
amesh,all
!Elementtyp waehlen
ET,2,SOLID70
TYPE,2,

MAT,1,
REAL,1,
ESYS,0,
ESIZE,0,5,
FLST,2,4,5,ORDE,2
FITEM,2,1
FITEM,2,-4
VEXT,P51X, , ,0,0,-2.5e-3,,,,
/VIEW, 1 ,1,1,1
/ANG, 1
/REP
/REPLOT
EPLOT
aclear,1,4
eplot
save.db
! L�sungsproze§
/solu
!Temperaturdaten eingeben
ANZ=27
*dim,Ze,ARRAY,ANZ
*dim,T,ARRAY,ANZ
*dim,Te,ARRAY,ANZ
Ze(1)=0.00000
......
Ze(27)=7650
T(1)=20.5317
......
T(27)=21.4710
Te(1)=20.311
......
Te(27)=20.651
!L�sungsmethode
antype,trans
autots,on
outres,all,all
tintp,,,,1.0
!lastschritt 1
timint,off
time,(Ze(1)+1e-6)
!Randbedingung
csys,1
nsel,s,loc,x,1.5e-3
nsel,a,loc,z,0
sf,all,conv,6,T(1)
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alls
csys,0
nsel,s,loc,y,-1.35e-3,-1.51e-3
sf,all,conv,3,Te(1)
alls
solve
!lastschritt 2
timint,on
autots,on
kbc,0
deltim,300
*do,i,2,ANZ
time,Ze(i)
!Randbedingung
csys,1
nsel,s,loc,x,1.5e-3
nsel,a,loc,z,0

sf,all,conv,6,T(i)
alls
csys,0
csys,0
nsel,s,loc,y,-1.35e-3,-1.51e-3
sf,all,conv,3,Te(i)
alls
solve
*enddo
save
FINISH
!Ergebnisse-Darstellung
/post1
plns,temp
set,,,,,3900
plns,temp

2. Berechnung der thermischen Spannungen im Kristall mit 2D-Modell
! Berechnung des Temperaturfeldes
/filename,tr2du57bth
/PREP7
!2D-geometrisches Modell
k,1,0,6.36396e-4
k,2,6.36396e-4,0
k,3,0,-6.36396e-4
k,4,-6.36396e-4,0
k,5,0,1.5e-3
k,6,1.5e-3,0
k,7,0,-1.5e-3
k,8,-1.5e-3,0
k,9,0,0
l,1,2,9
l,2,3,9
l,3,4,9
l,4,1,9
l,1,5,3
l,2,6,3
l,3,7,3
l,4,8,3
larc,5,6,9,1.5e-3
larc,6,7,9,1.5e-3
l,arc7,8,9,1.5e-3
larc,8,5,9,1.5e-3
lesize,9,,,9
lesize,10,,,9
lesize,11,,,9
lesize,12,,,9
al,1,2,3,4
al,1,6,9,5
al,2,7,10,6
al,3,7,11,8
al,4,8,12,5
!Elementtyp waehlen
et,1,plane55
amesh,all
save
!Materialdaten YAG
mp,dens,1,4.56e3
mp,c,1,600
mp,kxx,1,10.3
mp,ex,1,3e11

mp,nuxy,1,0.25
mp,alpx,1,7.9e-6
eplot
save.db
!L�sungsproze§
/solu
! Temperaturdaten eingeben
ANZ=27
*dim,Ze,ARRAY,ANZ
*dim,T,ARRAY,ANZ
*dim,Te,ARRAY,ANZ
Ze(1)=0.00000
......
Ze(27)=7650.00
......
T(27)=22.296
......
Te(27)=21.683
! L�sungsmethode
antype,trans
autots,on
outres,all,all
tintp,,,,1.0
!lastschritt 1
timint,off
time,(Ze(1)+1e-6)
! Randbedingung
csys,1
nsel,s,loc,x,1.5e-3
nsel,r,loc,y,-75,255
sf,all,conv,6,T(1)
alls
csys,0
nsel,s,loc,y,-1.35e-3,-1.51e-3
sf,all,conv,3,Te(1)
alls
solve
!lastschritt 2
! L�sungsmethode
timint,on
autots,on
kbc,0
deltim,300
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*do,i,2,ANZ
time,Ze(i)
! Randbedingung
csys,1
nsel,s,loc,x,1.5e-3
nsel,r,loc,y,-75,255
sf,all,conv,6,T(i)
alls
csys,0
nsel,s,loc,y,-1.35e-3,-1.51e-3
sf,all,conv,3,Te(i)
alls
solve
*enddo
save
FINISH
! Ergebnisse-Darstellung
/post1
plns,temp
fini
/post26
csys,0
nsol,2,node(0,0,0),temp
nsol,3,node(0,1e-4,0),temp
nsol,4,node(0,2e-4,0),temp
add,5,2,3,,,,,-1,1
add,6,2,4,,,,,-1,1
plvar,5,6
plvar,2,3,4
fini
! Berechnung der thermischen Spannungen
/filename,tr2du57bme
! Elementtyp w�hlen
/prep7
etchg
save
fini

! L�sungsproze§
/solu
! L�sungsmethode
antype,static
! Randbedingung
*do,i,1,25
csys,0
nsel,s,loc,y,-1.5e-3
d,all,uy
nsel,a,loc,y,1.5e-3
d,all,ux
allsel
csys,0
! Rechnen
ldread,temp,,,zeit,,tr2du57bth,rth
time,zeit
zeit=300*i
nsub,1,1,1
solve
*enddo
save
FINISH
! Ergebnisse-Darstellung
/post1
plns,sx
plns,sy
sdiffz
pletab,ds,avg
fini
/post26
!Hauptspannungsdifferenz
ee=41
nn=64
dspann
plvar,9
prvar,2,3,4,9
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8 Formelzeichen und Abk�rzungen

a: Gitterkonstante
A: Fl�che
B: magnetische Flu§dichte
c: Lichtgeschwindigkeit
cp: W�rmekapazit�t des Kristallmaterials
C0: Photoelastische Konstante
C0[100]: Photoelastische Konstante in [100]-Durchstrahlrichtung
C0[111]: Photoelastische Konstante in [111]-Durchstrahlrichtung
dr: Gitternetzebenenabstand des gemessenen Materials im

R�ntgendiffraktometer
Dd: Verformung der Feder der Krafteinleitung
D: Durchmesser des Kristalls
E*: Elastizit�tsmodul
E0: Sollme§empfindlichkeit
E: Istme§empfindlichkeit
Es: mechanische Empfindlichkeit
Ex, Ey: Feldst�rkekomponenten
f: Differenzfrequenz
f0: Offsetdifferenzfrequenz bzw. die Differenzfrequenz im unbelasteten

Fall
f01: zeitunabh�ngiger Anteil der Offsetdifferenzfrequenz
f02: zeitabh�ngiger Anteil der Offsetdifferenzfrequenz
fp: Differenzfrequenz unter dem Einflu§ des Frequency-Pulling-Effektes
fm: durch mechanische Belastung verursachter Differenzfrequenzanteil
ft: durch thermische Spannungen verursachter Differenzfrequenzanteil
Dfp: �nderungsamplitude der Differenzfrequenz durch den Pump-

polarisationseffekt
Df(b): durch den Pumppolarisationseffekt verursachter Differenzfrequenz-

offset
Df0: Drift der Offsetdifferenzfrequenz
Df0*: mit Me§daten und Gl.Ê(4.19) approximierte Offsetdifferenz-

frequenzdrift
Df: Differenzfrequenzdrift
Df*: mit Me§daten und Gl.Ê(4.19) approximierte Differenzfrequenzdrift
Dfk: mit der approximierten Gleichung kompensierte Differenzfrequenz-

drift
F: auf den Kristall einwirkende Kraft bzw. gemessene Kraft

  F : Me§kraft
F1: Federkraft der Krafteinleitung
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F2: Reibungskraft der Krafteinleitung
FSR: Free Spectral Range
gi: Resonatorspiegelparameter, iÊ=Ê1, 2
h: W�rme�bergangskoeffizient
k: Steifigkeit der Krafteinleitung
ks: geometrischer Faktor
ki: Konstanten in der Gleichung der Approximation von f0
K: W�rmeleitf�higkeit
l: L�nge der Parallellenker oder Blattfeder, die die Steifigkeit beeinflu§t
Ip: Versorgungsstrom der Pumpdiode
L: L�nge des Kristalls
Lopt: optische L�nge des Nd:YAG-Laserresonators
mg: Beugungsordnung des Gitters
m: Masse
m1×g: durch die Masse der Krafteinleitung verursachte Gewichtskraft
n: Brechzahl
n0: Brechzahl des Nd:YAG-Kristalls im isotropen Fall
n1,Ên2: Brechzahlen in die Richtungen parallel zu den Hauptachsen
Dn: Brechzahldifferenz
Dnm. durch die mechanische Spannung verursachte Brechzahldifferenz
nr: Beugungsordnung des R�ntgenstrahls
N: Normalkraft an den Kontaktfl�chen der Kugelh�lse
Ps, Pw: Modenleistungen in den orthogonal polarisierten Richtungen des

Nd:YAG-Laserstrahls
q: longitudinale Modenordnung des Laserresonators
Qr: Resonatorg�te
Qg: G�te der Verst�rkungslinie
r: Abstand von der Kristallmitte
r0: Radius des Kristalls
R: Radius des Resonatorspiegels des monolithischen Nd:YAG-Kristalls
Ri: Radius des Resonatorspiegels
s: komplexe Variable der Laplace-Transformation
tp: Dicke des photoelastischen Elementes
t: Zeit
T1, T2: Zeitkonstanten des dynamischen Systems
T: Temperatur im Kristall
TL: Temperatur der Umgebung (Lufttemperatur im Kraftsensor)
Tw: Wand- bzw. Oberfl�chentemperatur
TEMmnq: Lasermoden, mn: Ordnung der transversalen Mode, q: Ordnung der

longitudinalen Mode
TU: Temperatur der Unterlage
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V: Verdet-Konstante
wi: Radius der TEM00-Lasermoden an den Resonatorspiegeln
a: Keilwinkel der Kristallunterlage
ar: Winkellage der R�ntgenquelle
a0: thermischer Ausdehnungskoeffizient
b: Pumppolarisationsrichtung
d: Gangunterschied
D: Phasendifferenz
l: Wellenl�nge des Nd:YAG-Lasers
l0: Emissionswellenl�nge des Nd:YAG-Lasers
lp: Wellenl�nge der Pumpquelle
lr: Wellenl�nge des R�ntgenstrahls
n: Querkontraktionszahl
u: Laserfrequenz
umnq: Laserfrequenz der Mode mnq
µ: Haftreibungskoeffizient
sr, sq: thermische Radial- und Tangentialspannung
s1, s2: Hauptspannungen
Ds: Hauptspannungsdifferenz
Dst: thermisch induzierte Hauptspannungsdifferenz
Dsm: mechanisch induzierte Hauptspannungsdifferenz
Ds0: Offset der Hauptspannungsdifferenz
p11, p12, p44: photoelastische Koeffizienten
q: Winkellage um die Zylinderachse
qi: Beugungswinkel bei Wellenl�nge li
qr: Beugungswinkellage im R�ntgendiffraktometer
j: resultierende Hauptachsenlage um die Zylinderachse
j0: Rollwinkel bzw. Hauptachsenlage der Offsetanisotropie um die

Zylinderachse
jt: Hauptachsenlage der thermischen Spannungen um die

Zylinderachse
jm: Hauptachsenlage der mechanischen Spannungen um die

Zylinderachse
j01, j02: Hauptachsenlagen der Offsetdifferenzfrequenzen f01 und f02
f0: Kipprichtung der [111]-Kristallrichtung von der Zylinderachse um

die [111]-Kristallachse
f: Rotationswinkel um die [111]-Kristallachse
r: Dichte
rF: optischer Rotationswinkel durch ein magnetisches Feld
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