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Kapitel 1

Einleitung

Nachdem die Schrédinger- bzw. Dirac-Gleichung in den 20er Jahren gefunden
worden war, und das Einkorperproblem darin mit befriedigender Genauigkeit
gelost werden konnte, begannen sehr schnell Untersuchungen des Vielteilchen-
problems. Schnell war klar, dass es fiir das allgemeine Vielkérperproblem niemals
eine exakte Losung geben wiirde, da es selbst fiir das Dreikérperproblem kei-
ne analytische Losung gibt. In den inzwischen vergangen 80 Jahren haben sich
deshalb sehr viele Naherungen etabliert, die jeweils mit den Methoden der Zeit
moglich waren. Besonders dabei hervorgetan hat sich Hartree, dem es in den 30er
Jahren bereits gelungen war, Vielelektronenrechnungen in der nach ihm benann-
ten Hartree-Methode mit damals akzeptabler Genauigkeit durchzufiihren.

Die eine Schiene der Entwicklung bestand darin, prinzipielle Methoden zu ent-
wickeln. Die Hartree- bzw. Dirac—Fock-Methode stellte sich bald als die generelle
Form der Beschreibung heraus, die von vielen Programmen als eine erste Néhe-
rung der Losung des Vielkorperproblems angenommen wurde. Aus diesem Grund
wird nach einem Kapitel, in dem in Kiirze das Einteilchensystem dargestellt wird,
diese Dirac—Fock-Methode skizziert.

Historisch stellt die Entwicklung der Computer die wichtigste Komponen-
te dar, derartige Systeme in dieser Naherung tatséchlich auch berechnen zu
konnen. Die Dirac-Fock-Methode basiert darauf, dass als Wellenfunktion in die
Vielteilchen-Dirac-Gleichung eine einzige Slater-Determinante eingesetzt wird,
die die in Vielelektronensystemen innewohnende Antisymmetrie garantiert, was
allerdings keinerlei virtuelle Anregungen erméglicht. Als Vorstufe dazu wurden
nach Einfiihrung der Computer die ersten Systeme in der Dirac-Fock—Slater-
Néherung geldst, die aber sehr bald von der genaueren Dirac-Fock-Naherung
abgelost wurde.

Es war klar, dass mit dieser Losung noch keine sehr guten Ergebnisse erwartet
werden konnten, weil die sogenannten Korrelationseffekte noch nicht beriicksich-
tigt wurden. Hier nun entwickelten sich drei prinzipiell verschiedene Ansitze,
um auch die Korrelationsenergien mitzunehmen. Die erste war die CI-Methode
(Configuration Interaction), bei der eine moglichst grofle Anzahl von Slater-
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Determinanten, die aus einem grofien Satz von Basisfunktionen erzeugt werden
konnte, mitgenommen wurde. In dieser Methode werden die Basisfunktionen nicht
von Iteration zu Iteration verdndert, was dazu fiihrt, dass die Zahl der Konfigu-
rationen mitunter extrem grofl werden muss, um genaue Ergebnisse zu erreichen.
Etwas anders war es bei der Multikonfigurations-Dirac—Fock-Methode, der zwar
der gleiche Ansatz wie CI zugrunde liegt, aber die Basisfunktionen von Iteration
zu Iteration mit variiert werden; die Zahl der zu beriicksichtigenden Konfiguratio-
nen ist hierbei wesentlich kleiner. Die dritte Methode ist die Vielteilchenstérungs-
theorie [Many-Body Perturbation Theory (MBPT)], die, ganz wie es der Name
schon sagt, allein auf einer storungstheoretischen Entwicklung basiert. Der un-
gestorte Zustand sollte hierbei eine moglichst gute Néherung darstellen, so dass
hier als Basis meist die Dirac—Fock-Naherung selbst zugrunde gelegt wird; aber
auch jede andere ausreichend gute Ndherung wére moglich. Das Problem bei die-
ser Methode besteht darin, dass fiir jeden Storungsterm sowohl Radial- als auch
Winkelverhalten ausgerechnet werden miissen. Im Rahmen meiner Diplomarbeit
sind derartige Winkelintegrale mit Hilfe des Computeralgebrasystems MAPLE
ausgewertet worden.

In dieser Arbeit gilt es nun, die storungstheoretischen Diagramme automa-
tisch zu erstellen, die Winkelfunktionen mit Hilfe von MAPLE auszurechnen und
die radialen Matrixelemente auf der Basis eines Dirac—Fock-Programms bereit-
zustellen.

Die Arbeit gliedert sich deshalb in fiinf Teile, wobei in Kapitel 2 die relativisti-
schen Einteilchenlosungen wiederholt werden. In Kapitel 3 wird das Dirac-Fock-
Verfahren vorgestellt, auf dessen Losungen die nachfolgende Storungstheorie auf-
gebaut wird. In Kapitel 4 werden die diversen Formen der Vielteilchenstorungs-
theorie behandelt, wobei sowohl die Brillouin-Wigner- als auch die Rayleigh—
Schrodinger-Storungstheorie dargestellt werden. Es folgt ein kleiner Abschnitt
iiber zweite Quantisierung, mit deren Hilfe die Stérungsreihen auf befriedigende
Weise hergeleitet werden kénnen. In Kapitel 5 werden die Stérungsreihen vorge-
stellt, die in dem von mir entwickelten Computerprogramm automatisch erstellt
werden, wobei es im ersten Teil um computeralgebraische Winkelreduktion geht.
Die numerische Auswertung der Radialanteile folgt dann im zweiten Teil.

Um zu sehen, ob mit diesem Vorgehen ein Fortschritt erzielt werden kann,
moglichst genaue Losungen des Vielteilchenproblems zu erhalten, folgt im sech-
sten Kapitel in den Anwendungen die Berechnung eines geschlossenschaligen Sy-
stems sowie eines offenschaligen Problems.



Kapitel 2

Relativistische
Einteilchensysteme — Die
Dirac-Gleichung

Die nichtrelativistische quantenmechanische Beschreibung eines Elektrons ge-
schieht durch eine einkomponentige komplexwertige Wellenfunktion ¥(r,t), wel-
che die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

h? o
——— A+ V(r,t) | ¥(r,t) =ih —¥(r,t 2.1

(g 4 V) ) W) = ih 2 (e, 2.)
erfiillt. V(r,¢) ist hierbei ein duBeres Potential, welches zum Beispiel die elektro-
statische Kraft zwischen einem Elektron und einem Atomkern beschreiben kann.
Formal kann man diese Gleichung erzeugen, indem man in der Energie-Impuls-
Beziehung E = p?/2m + V(r,t) die Ersetzungen F — ihd/0t und p — —ihV
vornimmt. Es lésst sich leicht zeigen, dass aus der Schrodinger-Gleichung eine
Kontinuitatsgleichung der Gestalt

do

folgt, wobei die Grofle p = ¥*W¥ als Wahrscheinlichkeitsdichte und der Vektor

h
j= pw— (U*V¥ — ¥V¥*) als Wahrscheinlichkeitsstromdichte interpretiert wer-
mi

den kann.

Die Schrodinger-Gleichung ist linear in der Zeitableitung, jedoch quadratisch
in den Ortsableitungen. In einer relativistischen Beschreibung hingegen miissten
sowohl Orts- als auch Zeitableitungen gleichermaflen entweder linear oder qua-
dratisch auftauchen. Um eine solche Gleichung zu finden, kann man abermals von
der Energie-Impuls-Beziehung ausgehen, diesmal jedoch von der relativistischen
Variante: E? — p%c? = m?c!. Die Gleichung, die man gemé$ obiger Ersetzungen
erhélt, ist unter dem Namen Klein—-Gordon—Schrédinger-Gleichung bekannt. Es
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zeigt sich jedoch, dass diese nicht imstande ist, das Verhalten von Elektronen
korrekt wiederzugeben. Insbesondere Effekte aufgrund des halbzahligen Spins
konnen nicht beschrieben werden. Vielmehr lassen sich mit ihr Teilchen mit dem
Spin Null beschreiben, wie z. B. Pionen. Diese lassen sich ebenfalls durch eine
einkomponentige Wellenfunktion ¥(r,t) beschreiben.* Auch gilt hier eine Kon-
tinuitédtsgleichung, wobei j wie bei der gewohnlichen Schrodinger-Gleichung de-

ifh (q‘/* ov ov

2mc? ot ot
ist’ und damit auch nicht mehr als Wahrscheinlichkeitsdichte angesehen werden
kann.*

Dirac suchte 1928 eine relativistische Gleichung mit positiv definiter Wahr-
scheinlichkeitsdichte, wobei er von einer mehrkomponentigen Wellenfunktion
v, (r,t) ausging, wobei der Index 1 = 1,2,... die jeweilige Komponente bezeich-
net. Die Ladungsdichte hat dann die Gestalt ep = ezu VW, und aus der La-
dungserhaltung folgt, dass die Gleichung fiir die ¥, linear in der Zeitableitung
(und damit auch in den Ortsableitungen) sein muss. Dieser Ansatz fiihrt fiir ein
freies Teilchen auf die Matrixgleichung®

109, oY,
ey + E,, Q) . +ic % Bu¥, =0. (2.2)

finiert ist, jedoch o = ) nun nicht mehr positiv definit

Der Index k steht hierbei fiir die Ortskoordinaten und durchlauft die Werte =z,
y und z. Man kann zeigen [1], dass die Matrizen oy = (oz,(ﬁ,)) und 5 = (Ou)
hermitesch sein miissen, damit fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte o wie gewiinscht
eine Kontinuitatsgleichung gilt:

a:a+7 6:ﬁ+

Andererseits muss auch noch die relativistische Energie-Impuls-Beziehung E? —
p2c? = m?c* gelten, was letztendlich auf die Bedingungen

OéiOéj + CYJ'O(Z' = 2(51J ,
aiﬁ + ﬁai = 07
g =T

*Fiir ungeladene Teilchen lésst sich ¥(r, t) stets reell wéhlen, geladene Teilchen werden aber
durch komplexwertige ¥ (r, t) reprisentiert.

"Da die Klein-Gordon-Schrédinger-Gleichung eine Gleichung zweiter Ordung in der Zeit ist,
kann man die Werte von ¥ und 0%/t als Anfangsbedingungen willkiirlich wihlen, so dass g
ohne weiteres negativ oder Null werden kann.

!Eine Multiplikation von ¢ und j mit der Teilchenladung e fiihrt jedoch zu einer anderen
Interpretation: mit ep als Ladungs- und ej als Stromdichte folgt aus der Kontinuitétsgleichung
die Erhaltung der Ladung.

$Hierbei und im folgenden sollen atomare Einheiten verwendet werden: 7 = 1, e = 1 und
me = 1. Fiir die Lichtgeschwindigkeit folgt dann in diesen Einheiten ¢ = 1/« & 137.036.




fithrt. Damit diese Bedingungen erfiillt werden kénnen, benétigen die Matrizen
mindestens vier Zeilen und Spalten, so dass auch die Wellenfunktion ¥(r,t) =
(¥,(r,t)) (mindestens) vierkomponentig sein muss.

Die Matrizen
0 o 1 0

0 1 0 —i 10
=) ) Y

die Paulischen Spinmatrizen sind, geniigen den obigen Beziehungen, da o? = 1
und ;0 = i€ 07 + 03 gilt.
Damit kann man die Dirac-Gleichung in ihrer Hamiltonschen Form als
 O0¥(r,t)

= = HpW(r,t) mit Hp = ca-p+ 23 (2.4)

wobel

schreiben, deren formale Ahnlichkeit zur nichtrelativistischen Schrodinger-Glei-
chung offensichtlich ist. Jedoch ist die Dirac-Gleichung, was die vorliegende
Schreibweise nicht unbedingt nahelegt, Lorentz-invariant.

Ebenso wie bei der Schrodinger-Gleichung kann man die Zeitabhéngigkeit mit
Hilfe des Separationsansatzes

W(r,t) = o(r) - f(1) (2.5)

abspalten, falls Hp nicht explizit von der Zeit abhéngt; hieraus erhéilt man einer-

seits .
ft) oce Bt (2.6)

und andererseits die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung:

E&(r) = Hpd(r). (2.7)

2.1 Wasserstoftfihnliche Systeme

Das einfachste physikalische System, das durch die Dirac-Gleichung beschrieben
werden kann, stellt sicherlich ein freies Spin-1/2-Teilchen dar. Wie auch im nicht-
relativistischen Falle ergeben sich als Losungen ebene Wellen, an denen man die
Eigenschaften der relativistischen vierkomponentigen Wellenfunktionen hervorra-
gend studieren kann. In dieser Arbeit soll das Interesse jedoch verstéarkt Systemen
gelten, in denen gebundene Zustédnde existieren. Besonderes Augenmerk wird da-
bei auf zentralsymmetrische Probleme gerichtet, da diese in der Atomphysik eine
dominante Rolle spielen.

Um die Wechselwirkung von Elektronen der Ladung —1 mit dufleren elek-
tromagnetischen Feldern (wie z.B. dem Feld eines Atomkerns) beschreiben zu
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konnen, miissen die entsprechenden Potentiale A und @, noch in der Dirac-
Gleichung beriicksichtigt werden. Dies geschieht mit Hilfe der iiblichen Ersetzung

A

p—pP——-Aund F — F — &,. Falls man externe magnetische Felder, wie

z. B. die durch das magnetische Moment eines Atomkerns hervorgerufenen, nicht
beriicksichtigt, lautet der entsprechende Hamilton-Operator der Dirac-Gleichung
(2.4)

Hp=ca-p+A(B—1)+V(r) (2.8)
mit dem elektrostatischen Potential V(r) = —®.s(r). Hingt das Potential dabei
lediglich vom Betrag r = |r| des Ortsvektors ab, so spricht man von einem Zen-
tralpotential. Hierbei wurde die Ruhenergie ¢® des Elektrons abgezogen, damit
die auftretenden Energieeigenwerte mit denen der nichtrelativistischen Theorie
vergleichbar sind. (Im Falle der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung ist eine solche
Verschiebung stets erlaubt.)

2.1.1 Winkelverhalten

Im Falle des Wasserstoffatoms bewegt sich ein einzelnes Elektron im Feld eines
Protons der Ladung +1; um beliebige wasserstoffihnliche Tonen beschreiben zu
konnen, soll der Kern jedoch im folgenden nicht nur einfach, sondern Z-fach
positiv geladen sein. Der Hamilton-Operator ist dann

. Z
Hp=ca-p+c(p—1)—= (2.9)

r
Da es sich um ein Zentralpotential handglt, ist es moglich, fiir die Wellenfunk-
tion eine Winkelseparation durchzufiihren. Ublicherweise macht man den Ansatz

1 Pu(r) 26 (0, 0)
Prem (1,0, 0) = (i Que(r) Qﬂmw,@) ' (2:10)

Dabei ist n die Haupt- und m die magnetische Quantenzahl, k stellt eine verall-
gemeinerte Drehimpulsquantenzahl dar (siche dazu weiter unten). Die Funktio-
nen P, (1) 2um (0, ¢)/r und 1 Qpy (1) 2_ 1 (0, ) /r werden auch grofie bzw. kleine
Komponente der Wellenfunktion genannt. Haufig bezieht man sich mit dieser Be-
nennung allerdings auch auf die reinen Radialfunktionen P, (r) und @, (r). Die
zweikomponentigen Spinorkugelfunktionen (2 sind dann durch

+1/2

Qum(0,0)= D (Lm—0;50]im) Yim-o(8,6) X0 (2.11)

o=-1/2

gegeben. Ausgeschrieben bedeutet dies fiir k < 0

Dun(0,6) = : (2.12a)



und fir K > 0

(0, ) = m= . (2.12D)

Hierbei sind Y} ,,—,(0, ¢) die Kugelfunktionen und X, 1 die Spinfunktionen fiir
2
Spin-1/2-Teilchen. Die Spinorkugelfunktionen sind geméf
1

2

/ dcos 0 / 46 2 (0, 6) Qs (0, 6) = S Sy (2.13)
0 0
normiert. Hierbei wurde die Notation 27 (6, ¢) fiir den zu £2,,,,(0, ) adjungierten
Spinor eingefiihrt. (Adjunktion bedeutet hier und im folgenden stets die Kombi-
nation von komplexer Konjugierung und Transponierung.)

Ein paar Worte sollten noch iiber die Quantenzahl x gesagt werden. Die Spi-
norkugelfunktionen (2.11) sind Eigenfunktionen der Quadrate von Bahn- und

~92 ~
Spindrehimpuls £ und §2, jedoch nicht von deren z-Komponenten ¢, und 3,. Sie
sind allerdings Eigenvektoren des Quadrates und der z-Komponente des Sum-
menoperators j = £+ 8§, d. h.

P Q=7 +1) L, (2.14)
Der Operator K = —2€ - § — 1 erfiillt dann offenbar die Eigenwertgleichung
K Qi = £ Qe (2.16)
mit den Eigenwerten x = ¢({ +1) +s(s+1) —j(j +1) — 1, und fiir s = 1/2 gilt:
(4 1) fir =741
K= (‘7+§) AR (2.17)
(]—1—5) firj=1-35.

Man erkennt, dass x sdmtliche ganzzahligen Werte mit Ausnahme der Null an-
nehmen kann.
Weiterhin gelten fiir die Spinorkugelfunktionen nun die Beziehungen

T = =0 (2.18)
und
df 14k
5D Qo = 1| = 2 _rm 2.19
6-pflr) 1<dr+ . ) (2.19)



so dass man fiir den Radialanteil das folgende Gleichungssystem erhélt:

V) Par) € (=502 ) Qunlr) = 2w Panl),

drr (2.20)

(B2 Panr) + (V) = 222) Qunlr) = 20 Qo).

2.1.2 Energieeigenwerte

Das diskrete positive! Energiespektrum der Gleichung (2.20) mit dem Kernpo-
Z

tential V(r) = —— ist durch den Ausdruck
r

Ene = (Whe — 1) (2.21)
mit
Wik = 2.22
()] N
1+
n' +s
gegeben. Dabei ist n’ =n — |k| > 0 und s = y/k? — (aZ)2.

Fiir W,,.—1 < 1 ist die folgende Entwicklung nach Potenzen von aZ niitzlich:

1 (aZ)* 1 (aZ)*( 1 3
Wie —1=—= - ML 2.23
2 n? 2 nd \j+3 4n (2.23)

Es fallt auf, dass der erste Term in der Entwicklung, multipliziert mit der Ruh-
energie ¢ = a2 des Elektrons, dem nichtrelativistischen Ausdruck fiir die Bin-
dungsenergie in wasserstoffihnlichen Ionen entspricht.

2.1.3 Radiale Wellenfunktionen

Die Losungen P, (r) und @,.(r) der radialen Gleichungen (2.20) lassen sich mit
Hilfe konfluenter hypergeometrischer Funktionen analytisch darstellen [2]:

Po.(r) = N r(2¢r)"te [—n' 1Fi(—=n'+1;2s 4+ 1; 2qr)—

A
(Ii - Oé)\ ) 1Fi(—n';2s + 1;2q7’)} , (2.24a)
qAc

Qui(r) = N’SK] r (2qr)s_1 e |:TL/ 1Fi(=n' +1;2s + 1;2qr) -

A
</€ — Z)\ ) 1Fi(—n';2s + 1;2qr)} . (2.24b)

TDass €, negativ ist, liegt in obiger Subtraktion der Elektronruhenergie begriindet.

10



Dabei ist A\c = h/(mec) = 2ma die Compton-Wellenldnge des Elektrons und

V1I-W2

q= 3 . Die Normierungskonstanten sind hierbei durch
L 2R (T2 + 1) (14 W) ) 2 (2.250)
= 2ba
T2+ 1) 'l (aZ) (aZ — KqAe)
und
1w, \ 2
gegeben.

2.2 Kernmodelle

In den vorangegangenen Abschnitten wurde angenommen, dass sich ein Elektron
im Feld eines punktformigen Kernes mit dem Potential

A — (2.26)

bewegt. Dieses Potential hat den Vorteil, dass mit ihm die Dirac-Gleichung ana-
lytisch gelost werden kann. Auflerdem wird zur Beschreibung des Kernes lediglich
ein Parameter, ndmlich die Kernladung, vorausgesetzt.

Bei schwereren Kernen ist es jedoch zur genauen Beschreibung eines Atoms
wichtig, auch die endlich Ausdehnung der Ladungsverteilung des Atomkerns zu
beriicksichtigen. Insbesondere fiir s, /o- und auch p; o-Zusténde ergeben sich dann
Verschiebungen in der Bindungsenergie. In den folgenden Abschnitten sollen nun
die hauptséchlich benutzten Kernmodelle kurz vorgestellt werden (siche z. B. [3]).
Dabei wird stets angenommen, dass die Ladungsverteilung des Kerns kugelsym-
metrisch ist, so dass die Ladungsdichte o(r) = o(r) ist. Der mittlere quadratische
Kernradius R, ist dabei eine charakteristische Grofie. Fir einen Kern mit A
Nukleonen (Protonen und Neutronen) gilt in guter Ndherung der empirisch ge-
fundene Zusammenhang

Rims = /(R2) = (0.836A'% + 0.570) fm . (2.27)
Hierbei ist zu beachten, dass A eine ganze Zahl ist und nicht etwa die tatsdchliche
Kernmasse angibt. Der Vergleich mit gemessenen Kernradien zeigt, dass diese

Formel R, mit einer Genauigkeit wiedergibt, die besser als 0.05 fm ist.
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2.2.1 Gleichférmig geladene Kugel

Das einfachste Kernmodell ist eine Kugel mit dem Radius Ry, deren Ladungs-
dichte konstant ist:

u o T<Ro
r) = 2.28
o'(r) {0 r> Ry, (2.28)
o s . 3Z
Fiir einen Z-fach geladenen Kern ist die Kernladungsdichte offenbar g = Py
Ty
und aus der Losung der Poisson-Gleichung,
10/(,0
— [P VY = Are® 2.2
o (2 v = 1m0 (2.20)
mit der Randbedingung V. — 0 fiir » — oo folgt dann das Potential
Z ( r? )
—|3—= ] r<Ry
Vie=4 2o\ fa (2.30)

—— r> Ry.
r

Der Parameter R, ist dabei durch

5
Ry = \/; R (2.31)
gegeben.

Das Modell der gleichformig geladenen Kugel gibt die Kernladungsdichte im
Kerninneren recht gut wieder, da hier tatséchlich eine im Mittel konstante Proto-
nendichte herrscht. Das Abklingen der Ladungsdichte iiber die endliche Ausdeh-
nung des Kernrandes vermag es jedoch nicht wiederzugeben. Aulerdem kann die
auftretende Unstetigkeit in der zweiten Ableitung des Potentials zu numerischen
Problemen fiihren.

2.2.2 Gauflsche Ladungsverteilung

Ein weiteres Kernmodell, das ebenfalls mathematisch recht einfach zu beschreiben
ist, wird durch eine Gauférmige Kernladungsdichte bestimmt:

05(r) = gfe ™" . (2.32)
Dabei ist der Ablingfaktor & durch R,,s bestimmt,

3
B 2RI‘1’HS ’

¢ (2.33)
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und aus der Normierung folgt der Vorfaktor

g—z(é)w 2.34
% = o : ( )

Mit dieser Dichte ergibt sich dann fiir das Kernpotential mit Hilfe von (2.29)

VaL(r) =~ 2 e (VE 7). (2.35)

Dieses Modell ist numerisch gut handhabbar; insbesondere lassen sich bei der
Beschreibung der atomaren Wellenfunktionen durch Gaufifunktionen die auftre-
tenden Integrale mit nur geringem Aufwand auswerten. Das tatsédchliche Kern-
potential wird wegen des zu starken Abfallens von ¢® insbesondere bei grofien
Nukleonenzahlen schnell unrealistisch.

2.2.3 Fermische Ladungsverteilung

Eine Ladungsverteilung, die die tatsédchliche Gestalt des Kernes recht gut wie-
dergibt, ist die Fermiverteilung. Im Gegensatz zur homogen geladenen Kugel und
zum Gaufischen Modell wird hier neben der rdumlichen Ausdehnung C' des Kerns
ein weiterer Parameter, ndmlich die Oberflachendicke T eingefiihrt. T ist definiert
als die Dicke der Schicht, in der sich die Ladungsdichte von 10% auf 90% ihres
Maximalwertes erhoht. In der Praxis hat sich 7' = 2.30 fm fiir alle auftretenden
Kerne bewéhrt. Der Parameter C' kann geméaf

2
5 7 ([ 7T
frg — 2 _ =
- (o1 (21 o

ermittelt werden; fiir kleine Kerne mit weniger als fiinf Nukleonen wahlt man

C = (2.2291-107° AY* — 0.90676 - 10°) ag (A < 5) (2.37)

in Einheiten des Bohrschen Radius’ ag.
Die Fermische Ladungsdichte ist dann durch

_ %
o) = 1+exp[4In3(r—C)/T] (2.38)

gegeben. ol ergibt sich abermals aus der Normierung. Man erkennt insbesondere,
dass o'(C) = 0} /2 sowie o!(C + T/2) = 0.1 o}, und o'(C — T/2) = 0.9 o}, gilt.
Das zugehorige Potential V! (r) ist nun nicht mehr analytisch 16sbar und

muss iiber die Ladungsdichte (2.38) aus der Poisson-Gleichung (2.29) numerisch
ermittelt werden.
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Kapitel 3

Relativistische
Vielteilchensysteme auf
Dirac—Fock-Niveau

Wiéhrend sich das letzte Kapitel mit der Dirac-Gleichung fiir ein einzelnes Teil-
chen beschéftigte, soll nun die Verallgemeinerung auf ein N-Teilchen-System un-
tersucht werden. Das System wird wiederum durch eine vierkomponentige Wel-
lenfunktion ¥(ry, ..., ry,t) beschrieben, die aber jetzt von den 3N Koordinaten
aller Teilchen sowie von der Zeit ¢ abhéngt. Sie ist geméaf3

/dgrl/dgrg---/dngLP+(r1,...,rN,t)W(rl,...,rN,t) =1 (31)

zu jedem Zeitpunkt ¢ normiert. Da die Wellenfunktion ¥ ein System gleichar-
tiger (und damit ununterscheidbarer) Fermionen beschreiben soll, muss sie der
Fermi-Dirac-Statistik gehorchen. (Zum Zusammenhang zwischen Spin und Sta-
tistik siehe beispielsweise §25 von [4].) Vertauscht man also zwei Teilchen i und
7, so gilt:

U(ooo iy Ty, t) = =W(.o 1), .., T, ) (3.2)

Die Vielteilchen-Dirac-Gleichung muss einerseits die freie Bewegung jedes ein-
zelnen Teilchens, aber auch deren Wechselwirkungen untereinander beinhalten.
Der Dirac-Hamiltonoperator nimmt infolgedessen die Form

R N X 1 N
szthE Z_gij (3.3)

an, worin die Operatoren Bl = cay; - Pi+ i ¢+ Ve (1) nur auf die Koordinaten r;
des i-ten Teilchens wirken und g;; = §(|r; —r;|) die paarweise Wechselwirkung der
Teilchen 7 und j beschreibt. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung g;; besteht
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einerseits aus der Coulomb-AbstoBung zweier Elektronen sowie andererseits der
Breitschen Wechselwirkung®, die in dieser Arbeit nicht nédher untersucht werden
soll.

Wie schon im vorigen Kapitel ist fiir stationdre System eine Abspaltung der
Zeitabhéngigkeit moglich, so dass die Operatoren h; wiederum um die Elektro-
nenruhenergie ¢ verschoben werden kénnen: h; = cay - i+ (B — 1) &+ Vie(15).
AufBerdem soll im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit die zeitunabhingi-
ge Wellenfunktion ebenfalls durch den Buchstaben ¥ gekennzeichnet werden. Die
zeitunabhéngige Vielteilchen-Dirac-Gleichung lautet dann

N X
hi + = Gij
i#]
Wie auch im nichtrelativistischen Falle ist es unmoglich, das Vielteilchenproblem
fiir eine beliebige Teilchenzahl exakt zu losen, so dass man zu dessen Losung auf
diverse Ndherungsverfahren zuriickgreifen muss.

Hier soll nun auf eine Naherungslosung der Vielelektronen-Dirac-Gleichung
eingegangen werden, die spater dem storungstheoretischen Losungsansatz zugrun-
de gelegt werden soll. Dabei ist es fiir die Konvergenz der resultierenden Storungs-
reihen von grofler Bedeutung, dass die zugrundeliegenden Modellzustédnde der
tatsdchlichen Losung der Dirac-Gleichung moglichst nahe kommen.

Die zeitunabhéngige N-Elektronen-Dirac-Gleichung ist dquivalent zur Losung
des Variationsproblems (siehe beispielsweise [5])

SEW] =6(W|H|w)=0 (3.5)

U(ry,...,rn) = EV(ry,...,ry). (3.4)

mit der Nebenbedingung
(|w) =1;

die Variation der Zustédnde |¥ ) erstreckt sich hierbei iiber den vollstdndigen Hil-
bertraum aller N-Teilchen-Zustéinde. Die Komplexitéit des Problems verringert
sich dadurch nicht. Man kann jedoch eine Vereinfachung erreichen, indem man
nur einen eingeschrinkten Funktionenraum zugrunde legt. Fiir die folgende Néhe-
rung soll nun angenommen werden, dass | ¥ ) als antisymmetrisches Produkt von
Einteilchenzusténden geschrieben werden kann:

¢a(rl) Tt ¢a(rN)
D ) = % ¢b(51'1> (bb(:rN) (3.6)

bulrr) - fulrw)

*Die elektrostatische Abstofung zweier Elektronen 1/r;; ist fiir die zeitunabhéngige Formu-
lierung der Dirac-Gleichung addquat, jedoch kénnen auf diese Weise keinerlei magnetische und
Retardierungseffekte zwischen den Elektronen beriicksichtigt werden. Im Rahmen der Quanten-
elektrodynamik kann aber auch hierfiir eine zeitunabhéngige Ndherung hergeleitet werden, die
als Breit- Wechselwirkung bezeichnet wird. In Kapitel 5 wird der Ausdruck hierfiir angegeben.
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Dies ist der einfachstmégliche Ansatz, der explizit (3.2) und damit auch das Pauli-
Prinzip beriicksichtigt. Die zugrundeliegenden Einteilchenfunktionen ¢;(r) heiflen
Dirac—Fock-Zustdnde oder auch Dirac-Fock-Orbitale, die sich als Losung einer
effektiven Einteilchengleichung schreiben lassen. Die Kiirzel a, b, . . ., n bezeichnen
dabei alle Quantenzahlen, die zur eindeutigen Charakterisierung des betreffenden
Orbitals nétig sind.

3.1 Matrixelemente von Ein- und Zweiteilchen-
operatoren

Der nun folgende Einschub widmet sich der Berechnung von Matrixelementen
zwischen zwei Zustidnden, die jeweils durch Slater-Determinanten charakterisiert
sind. Dazu soll zunéchst eine vereinfachende Bezeichnungsweise eingefiihrt wer-
den. Der Zustand (3.6) kann zunéchst abkiirzend als |¥ ) = |{ab---n} ) geschrie-
ben werden, wobei die geschweiften Klammern an die Antisymmetrie beziiglich
Vertauschungen der Einteilchenzusténde a, b, ..., n erinnern sollen.

Um auch angeregte Zusténde charakterisieren zu konnen, soll der Bezugszu-
stand | {ab---n}) nun durch einen einzigen griechischen Buchstaben abgekiirzt
werden, also beispielsweise | ) = | {ab---n}). Angeregte oder unbesetzte Orbi-
tale sind dann definitionsgemé$ solche, die nicht in | o) enthalten sind. Sie sollen
mit den Buchstaben r, s, ..., die besetzten Orbitale hingegen mit a, b, . . . bezeich-
net werden. Falls es nicht wichtig ist, ob ein Orbital besetzt oder unbesetzt ist,
sollen die Buchstaben i, j, ... verwendet werden.

Geht nun im N-Teilchen-Zustand |a) das Elektron im Zustand a in den
angeregten Zustand r iiber, so wird dieses im folgenden mit |l ) abgekiirzt.
Eine analoge Notation gilt fiir zwei und mehr angeregte Teilchen: | a5 ), |t ),
und so fort.

Es sei nun F' = Z f (7) ein beliebiger Einteilchenoperator, und G= Z 9(1,7)

i i<j
ein (in ¢ und j symmetrischer) Zweiteilchenoperator. Dann ldsst sich leicht fol-
gendes zeigen [6]:

Fiir Diagonalmatrixelemente gilt

(alGla)=75) ((ab]glab) —(ba|g|ab)); (3.7b)

a,b
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fiir Zustéande, die sich um ein Orbital unterscheiden, ist

(af | Fla)y=(r|fla), (3.7¢)
(ap|Gla)y =Y ((rb|g|ab) — (br|g|ab)), (3.7d)

b

und fiir Zustdnde mit zwei verschiedenen Orbitalen gilt
(als|Fla)=0, (3.7¢)
(api|Gla) = (rs|glab) — (sr|g|ab); (3.76)

alle anderen Matrixelemente verschwinden.
Die Indizes a und b durchlaufen in den auftauchenden Summen, wie schon
erwahnt, lediglich die Zusténde, die in | a) besetzt sind.

3.2 Die Dirac—Fock-Niherung im Zentralfeld

Mit Hilfe der Gleichungen (3.7) lautet der Erwartungswert des Hamilton-Opera-
tors (3.3) nun

(W\F[\W}:Z<a\ﬁ]a>+%Z(<ab|glab)—<ba|§]]ab)). (3.8)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man die Zusténde ¢,(r) als or-
thonormiert annehmen:

(¢aldn) = (alb)=0a.
Mit dieser Nebenbedingung fiihrt die Gleichung (3.5) auf

5(Xtalhla) +5 S (ablglab) — (balglab))) — S eud(ala) =

a a,b

Fiithrt man die Variation aus, so erhélt man das Gleichungssystem

(b|h]a —I—Z (be|glea) = (cb|g|ea)) = eqduw,

woraus man nach Summation iiber alle besetzten Zusténde a = b die Gleichung

ZEQ— +2(G) = EW] +(G)

erhélt. Hierbei wurden die Abkiirzungen F= Z h; und G = Z gij benutzt.

1<J
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Schlieﬁ}ich kann man das Dirac—Fock-Potential upr sowie den Dirac—Fock-
Operator hpp geméaf

(ilupp|j) = ((iclgljc) —(cilgljc)), (3.9)

C

iLDF = }Al + Upp (310)

einfithren.
Hiermit ergeben sich schliellich die Dirac-Hartree-Fock- oder kurz Dirac—
Fock-Gleichungen

hopla) =¢qa). (3.11)

Diese haben die Form einer Einteilchengleichung fiir die Orbitale |a ), wobei je-
doch das Dirac—Fock-Potential selbst wiederum von den Lésungen dieser Glei-
chungen abhéngt, upr = upp[{|a)}]. Eine analytische Losung dieser Integro-
Differentialgleichungen ist somit im allgemeinen unméglich, und man muss eine
andere Losungsstrategie verfolgen. Es zeigt sich jedoch, dass es sich bei (3.11) um
Fixpunktgleichungen handelt, d.h. es existiert eine Folge sukzessiver Losungen
lag) und {|a;)} (i = 1,2,...) der Gleichung hpp[{| ai_y )}] | a; ) = cq, | a; ) derart,
dass {|a; )} fiir i — oo gegen die tatséchliche Losung der Gleichung strebt. Dieses
Vorgehen wird auch als Methode des selbstkonsistenten Feldes bezeichnet.

Eine Néherung, die iiber die Annahme (3.6) hinausgeht, ist die Zentralfeldné-
herung. Hierbei geht man davon aus, dass das Dirac-Fock-Potential upg lediglich
vom Betrag r = |r| abhéngt. Wie im letzten Kapitel gezeigt wurde, haben die
Einteilchenfunktionen dann die Gestalt

_ 1 (P (1) Lm0, 9)
Pa(r) = . (i Onr () e (8, ¢>> : (3.12)

Mit diesem Ansatz werden die Dirac—Fock-Gleichungen fiir die radialen Wellen-
funktionen P, = P, ., und Q, = @ x, 72U

Vi P+ e (o 5 Qulr) = 20 P,

dr r

o (3.13)
c <5 + 7a> P,(r) + (V(r) — 202) Qu(r) =€, Qu(r) .

Hierbei beinhaltet V' (r) das Kern- sowie das Dirac—Fock-Potential:

V(T) = _§+UDF(T)-
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3.3 Die Matrix-Dirac—Fock-Methode

Die Losung des Gleichungssystems (3.13) kann einerseits durch direkte nume-
rische Integration geschehen. Eine andere Methode besteht darin, die radialen
Wellenfunktionen als Linearkombination bestimmter Basisfunktionen zu schrei-
ben und dann mit Hilfe der Gleichungen (3.13) ein lineares Gleichungssystem fiir
die Koeffizienten aufzustellen.

Im allgemeinen ist es unmoglich, mit einer endlichen Anzahl von Basisfunk-
tionen die exakten Losungen von (3.13) darzustellen, der Ansatz

NE

Po(r) =Y XMy, (3.14a)
p=1
N?

Quilr) =Y Xok g, (3.14b)
p=1

muss also stets als Naherung angesehen werden. Hierbei sollen die Beschriftungen
,L¢ und ,,S* die Zugehorigkeit zur grofen (large) bzw. kleinen (small) Kompo-
nente der Wellenfunktion andeuten.

Im allgemeinen kann man fiir die grofle und kleine Komponente eine unter-
schiedliche Anzahl von Basisfunktionen N* und NP wiihlen, jedoch soll im fol-
genden N = NS = N, vorausgesetzt werden, was insbesondere die Anwendung
der kinetischen Balance sowie die Formulierung der Gleichungen in Matrixform
vereinfacht.

Mit dem Ansatz (3.14) werden die radialen Dirac-Fock-Gleichungen (3.13)

dann zu [7] ) g )
X 0 X
(D o

Dabei ist die Fock-Matriz durch

F.=f.+g.+b, (3.16)

mit
f. = (CVHI%IL V’S{SCE_I;’SEQSES) ) (3.17a)
o (JEL_;{;? JES_I—Q;ES) (3.17D)

und
b, — (gi EISE) (3.17¢)
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bestimmt. Die Matrix f,, beschreibt dabei die Bewegung der Elektronen im Zen-
tralfeld des Kerns, die Matrizen g, und b, beinhalten die Elektron—Elektron-
Wechselwirkung aufgrund von Coulomb-Abstofung und Breit-Wechselwirkung.
Die Matrizen! VT, II'" und S'T sowie JIT, K" und BT haben die
Dimensionen N, x N, €, ist eine diagonale (2N, x 2N, )-Matrix, und X} ist ein
N,.-dimensionaler Spaltenvektor.
Im einzelnen sind die Matrixelemente durch

[e.9]

st = [ o) g ar, (3.150)
0
Vi = [ gk Vi ghirar (3.15D)
0
s :/gL*(r) —i—i—f g (r)dr (3.18¢)
N0 K dr r KV
0
und
HSL — /gs* (7") i + E gL (7") dr (318d)
Ky v KL dr r KV
0
gegeben.

Die Matrixelemente des direkten Anteils der Coulomb-Wechselwirkung sind

T = @ V)| DI, T+ DRk i) (3.19)
K\ 0
die des Austausch-Anteils
Kob =" "5 + 1) bily, ) DN, Jen iy (3.20)
k' No k
Dabei ist
DYV = X! XY (3.21)

und by (7, j') stellt einen geeigneten Winkelkoeffizienten dar (siche [8]).

"Der Index , T kann sowohl die Werte ,L“ als auch ,S¢ annehmen; , T“ bezeichnet im
weiteren stets den zu ,, T“ komplementiren Wert.
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3.4 Der no-pair-Hamiltonoperator

Bei der Losung der Matrix-Dirac-Fock-Gleichungen treten fiir jeden xk-Symme-
trieblock 2N, Basisfunktionen auf. Falls diese voneinander linear unabhéngig
sind, so sorgt das Variationsprinzip dafiir, dass die Zustdnde niedrigster Ener-
gie mit der hochsten Genauigkeit reprasentiert werden. Ungliicklicherweise sind
dies im vorliegenden Fall diejenigen des negativen Kontinuums, und wegen der
Unbeschréinktheit nach unten wird eine Erhohung der Basisfunktionen nicht zu
Konvergenz, sondern zu einem divergenten Verhalten fithren. Um diese ,, Brown—
Ravenhall-Katastrophe® [9] zu beseitigen, miissen die Basisfunktionen der grofien
und kleinen Komponenten, wie beispielsweise die Untersuchungen von Grant
([10]) zeigen, die folgende Beziehung erfiillen:
g, =5 <—%+§>ggu mit = 1,..., Ny. (3.22)
Dies ist als Spinorgrenzwerttheorem bekannt. Insbesondere wird hierdurch ge-
wihrleistet, dass die Wellenfunktionen im nichtrelativistischen Grenzfall ¢ — oo
gegen die Losungen der nichtrelativistischen Hartree—Fock-Gleichungen streben.
In der hier vorliegenden Arbeit wird diese Beziehung mit Hilfe der Bedingung
der kinetischen Balance erfiillt:

G = (—%—l—;)gh mit p=1,..., N,. (3.23)

Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass der Berechnung des Dirac—Fock-Poten-
tials (3.9) die richtigen besetzten Zusténde zugrunde gelegt werden. Diese diirfen
nicht die Zustdnde der niedrigsten Energie sein, da diese — im Bild des Dirac-
Sees — keinerlei elektromagnetische Auswirkungen auf die Elektronen positiver
Energie haben. Stattdessen miissen die Zustdnde des positiven Spektrums in das
Dirac—Fock-Potential eingehen.

Die Zustéande des negativen Kontinuums haben noch eine weitere Auswirkung.
Bei der Berechnung einer Storungsreihe (siche Kapitel 4) treten Ausdriicke auf,
in denen iiber das vollstindige Spektrum der angeregten, d.h. nicht besetzten,
Zustéinde summiert werden muss, also auch iiber die des negativen Kontinuums.
Dies fiihrt natiirlicherweise zu verschwindenden Energienennern, was eine effek-
tive Berechnung der Ausdriicke sehr erschwert.

Der sogenannte no-virtual-pair- Hamiltonoperator oder kurz no-pair-Hamilton-
operator umgeht dieses Problem, indem die Zustdnde des negativen Spektrums
yausgeblendet® werden. Dies lasst sich dadurch erreichen, dass das Potential der
Elektron—Elektron-Wechselwirkung durch eines ersetzt wird, das lediglich auf
Zusténde positiver Energie wirkt. Formal kann dies mit Hilfe des Projektions-
operators des positiven Spektrums /Lr(z) = /ii (1) ausgedriickt werden:

Vip. = Z AL (D AL(7) §(i, ) A ()AL (i) (3.24)

i<j
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Diese Naherung des tatsédchlichen Hamiltonoperators schlieft dabei a priori vir-
tuelle Elektron—Positron-Paarerzeugungsprozesse aus, die erst bei Energieskalen
von 2¢? ~ 1 MeV wichtig werden. Fiir niederenergetische Prozesse konnen sol-
che Prozesse praktisch vernachléassigt werden, was die Verwendung des no-pair-
Hamiltonoperators an dieser Stelle rechtfertigt.

3.5 G-Spinoren

Die Basisfunktionen sollten dergestalt sein, dass schon eine moglichst geringe
Anzahl N, von ihnen geniigt, um das korrekte Verhalten der Wellenfunktion wie-
derzugeben. Andererseits ist es jedoch auch notwendig, die auftretenden Integrale
der Elektron—Elektron-Wechselwirkung effizient berechnen zu kénnen. Besonders
geeignet sind hier Gaulsche Funktionen, die im folgenden G-Spinoren genannt
werden sollen. Allgemein haben sie die Gestalt

gy, = Ap, e (3.25)
Hierbei ist wie {iblich [ = |s| — 1 fir K < 0 und | = & fir & > 0. Die Normie-
rungskonstante ist gegeben durch

. 920+7/2 QL+3/2 1/2

Fiir die Basisfunktionen der kleinen Komponente folgt aus der Bedingung (3.23)
giu = Aiu rlemon™ 4 BSH 2 gmonr? (3.27)

mit den Normierungskonstanten

0 fir k <0,
Aiu = 9] 11 / 92+3/2 &L+5/2 2 (3.28)
fiir k > 0.
a, \(2l+3)!/7
920+11/2 15/2\ 1/2
Y (. T (3.29)
a (20 +3) /7

In [11] wird ein universeller Satz von 32 Exponenten «,, angegeben und disku-
tiert, der es ermoglichen soll, die Gesamtenergien (geschlossenschaliger) atomarer
Systeme von Helium (Z = 2) bis hin zu Nobelium (Z = 102) mit einer relativen
Genauigkeit von 1078 oder besser zu berechnen. Der Vorteil einer solchen Basis
liegt, offensichtlich darin, dass man sie fiir nahezu beliebige Systeme anwenden
kann, ohne eine zusétzliche Basisoptimierung durchzufithren. Auflerdem kann sie
fir Zustdnde benutzt werden, die die Gesamtenergie nicht beeinflussen (d. h. un-
besetzte Orbitale), so dass hier eine Optimierung beziiglich der Gesamtenergie
gar nicht moglich ist.
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3.6 S-Spinoren

Slater- oder S-Spinoren sind in ihrer allgemeinen Form durch
Grp = AE# rYeTn” 4 BEM pItle—onr, (3.30)

gegeben, wobei v = (k% — 22/02)1/2 ist.

Fiir k < 0 ist
AL = 48 (20,0741 2 d BY =B =0 (3.31)
g et _— n — == .
KU K 1—\<27+ 1) u Kl K )
fiir k > 0 hingegen kann man schreiben:
T _ T AT T _ AT
A =N, C, und B, =Ng, a, (3.32)
mit
+1-K)(2vy+1) (k—1-K)(2vy+1)
cr_ d 5= 3.33
g 2 (K — ) . 2 2 (K — ) (3:33)
Hierbei ist K = (14 2y + /@2)1/2 und
T(2y+1) (2 +2) T(2y+3)\ /2
T _ T\2 T 2
Nn,u = ((Cn) W + QCR «y (2au)27+2 Oé“ <2au)27+3 . (334)

3.7 Temperierte Basisséitze

Die in den vorhergehenden beiden Abschnitten dargelegten Funktionensétze bein-
halten jeweils IV, verschiedene Parameter «,. Von diesen héngt es auch ab, wie
genau die Losungen der Gleichung (3.13) durch die Basis repréisentiert werden
konnen. Deshalb ist es notwendig, jeden einzelnen Parameter «,, so lange zu va-
riieren, bis die totale Energie ein Minimum einnimmt. Fiir eine grole Anzahl von
Basisfunktionen ist dies recht aufwéandig. Aulerdem muss man diese Optimierung
stets neu durchfiihren, sobald man N, erhthen mochte, um die Konvergenzeigen-
schaften des Systems zu untersuchen.

Ein sehr viel einfacherer Ansatz ist die Einfithrung temperierter Basissdtze,
deren Parameter o, Elemente einer geometrischen Folge sind:

a,=ay, By mitp=1,...,N,. (3.35)

In diesem Falle miissen lediglich zwei Parameter BNN und [y, optimiert werden.
Auflerdem kann die Basis geméf eines einfachen Zusammenhangs leicht erweitert
werden:

Inln By = by In N, + b, (3.36)
Inay, = a,n(By. — 1) +a,. (3.37)

Die Parameter a,,a, und b.,b/, miissen fiir jedes System und jeden Symme-
trieblock k separat bestimmt werden, siehe hierzu [12].
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3.8 Das Iterationsverfahren

Zur Verdeutlichung des Verfahrens sollen hier die bendtigten Schritte angegeben
werden, die zur Losung des Selbstkonsistenzproblems (3.15) erforderlich sind:

1. Da zur Berechnung des Dirac—Fock-Potentials die Kenntnis der Einteilchen-
wellenfunktionen notig ist, muss zunéchst eine Nédherungslosung fiir die
Wellenfunktionen ermittelt werden. Im einfachsten Falle kann dies durch die
Losung der Dirac-Gleichung ohne Beriicksichtigung der Elektron—Elektron-
Wechselwirkung geschehen.

2. Die Matrizen II'T, STT und V7T sowie JTT, KT und gegebenenfalls BI™”
werden berechnet, wobei fiir die letzteren die Einteilchenwellenfunktionen
der letzten Iteration (bzw. von Schritt 1) verwendet werden.

3. Man lose die Gleichung (3.15) durch Diagonalisierung, so dass man genau
2N Eigenvektoren und 2N Eigenwerte erhélt.

4. Das Sortieren der Eigenvektoren nach den (Energie-)Eigenwerten ermog-
licht die explizite Auswahl der besetzten Zusténde. Hier muss darauf geach-
tet werden, dass die N energetisch niedrigsten Zusténde nicht als besetzt
betrachtet werden, da sie zum negativen Spektrum gehoren, was aber auf-
grund der Verwendung des no-pair-Hamiltonoperators ausgeschlossen wer-
den soll.

5. Falls die gewiinschte Genauigkeit beziiglich der Eigenwerte noch nicht er-
reicht ist, fahre man mit Schritt 2 fort.

Die Gleichungen (3.15) miissen dabei abwechselnd fiir jeden Symmetrieblock
gelost werden, bis die Selbstkonsistenz erreicht ist. Die Erfahrung zeigt, dass
dieses Verfahren in praktisch allen Fillen zur Konvergenz der Energieeigenwerte
und Wellenfunktionen fiihrt.
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Kapitel 4

Vielteilchen-Storungstheorie

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel dargelegten Dirac—Fock-Theorie ist es moglich,
eine Nahrungslosung der Vielteilchen-Dirac-Gleichung zu bestimmen. Man erhélt
dadurch die beste Wellenfunktion, die durch eine Beschreibung durch unabhéngi-
ge Teilchen moglich ist. Um jedoch echte Vielteilcheneffekte (sogenannte Kor-
relationen) zu untersuchen, muss man iiber die einfache Darstellung der Wel-
lenfunktion durch eine einzige Slater-Determinante hinausgehen. Eine Moglich-
keit besteht darin, die Wellenfunktion als Linearkombination mehrerer Slater-
Determinanten zu schreiben, deren Symmetrieeigenschaften durch die des zu be-
schreibenden Atoms bestimmt sind. Mit Hilfe des Variationsprinzips (3.5) konnen
dann die Koeffizienten dieser Entwicklung ermittelt werden (Methode der Konfi-
gurationswechselwirkung). Alternativ werden bei der Multikonfigurations-Dirac—
Fock-Methode nicht nur die Entwicklungskoeffizienten, sondern auch die in den
Slaterdeterminanten vorkommenden Einteilchenzusténde variiert, so dass die to-
tale Energie wiederum ein Minimum annimmt.

Neben den soeben erwéhnten Variationsmethoden gibt es aber auch pertur-
bative Methoden. Dabei soll nun davon ausgegangen werden, dass die Lésung
der stationdren Schrodinger- oder Dirac-Gleichung fiir ein bestimmtes physikali-
sches System exakt (oder zumindest mit hinreichender Genauigkeit) bekannt ist,
d. h. die Eigenvektoren und -werte eines Operator Hy werden als bekannt voraus-
gesetzt. Ein anderes, durch den Operator H = Hy + V charakterisiertes System
moge sich von dem urspriinglichen nur geringfiigig unterscheiden. (Das bedeu-
tet insbesondere, dass die Matrixelemente von V zwischen Eigenfunktionen von
H nicht beliebig groff werden diirfen.) Mit Hilfe der Storungstheorie ist es dann
moglich, Eigenvektoren und -werte des Operators H als eine Reihenentwicklung
in den Matrixelementen von V zu schreiben und prinzipiell beliebig genau zu
berechnen.

Die wesentliche Aufgabe ist es dann, die Schrodinger-Gleichung

HY = EW (4.1)
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zu losen, wobei der Hamiltonoperator H gemaf
H=Hy+V (4.2)

aufgeteilt werden kann. Dabei ist es fiir die folgenden Abschnitte zunéchst le-
diglich wichtig, dass Hj ein linearer hermitescher Operator ist. Die genaue Form
(nichtrelativistisch oder relativistisch, Mehrteilchensystem, Kugelsymmetrie zu-
mindest von I:IO) wird spéter festgelegt und ausgewertet.

4.1 Brillouin—Wigner-Storungstheorie

4.1.1 Grundbegriffe

Zu Beginn der formalen Behandlung der Stérungstheorie miissen einige Grund-
begriffe definiert werden. Zunéchst benttigt man einen Hamiltonoperator nullter
Ordnung bzw. einen Modell-Hamiltonoperator, der eine verniinftige Naherung an
den vollen Hamiltonoperator darstellt und einfach zu handhaben ist. Fiir Atome
ist die Zentralfeldnéherung naheliegend:

N 1., Z
Hy=)_ —5Vi— S +uln)] (4.3)

=1

Die Storung ist dabei der nichtzentrale Teil der elektrostatischen Wechselwirkung.
Sie kann auch die magnetische Wechselwirkung zwischen den Elektronen Vmag
und andere Wechselwirkungen, z. B. die Wechselwirkung mit externen Feldern
‘A/ext oder die Hyperfeinwechselwirkung ﬁhfs beinhalten.

N
N 1 R . R
V= ; E - ;u(rl) + Vinag + Vext + Pugs - (4.4)

Im relativistischen Falle entfallen die letzten drei Terme, jedoch muss noch die
Breitwechselwirkung beriicksichtigt werden.

Zunichst ist die genaue Gestalt von H, jedoch nicht wichtig, es soll ledig-
lich angenommen werden, dass es sich um einen hermiteschen Operator handelt,
dessen Eigenwertspektrum bekannt ist,

Hyd* = ESP°. (4.5)
Die Eigenzustédnde sollen orthonormiert sein,
(@°18%) = bg,
auBerdem soll keinerlei Entartung vorliegen.

28



Im vorliegenden Abschnitt wird angenommen, dass die Eigenwerte von f[o, P,
eine verniinftige Ndherung an die exakte Wellenfunktion ¥ des zu untersuchenden
Zustandes darstellen. Diese Naherung nullter Ordnung nennt man Referenzfunk-
tion oder Modellfunktion,

Uy = P°. (4.6)

Es ist nun der Zweck der Storungstheorie, ein Schema zu finden, mit dessen
Hilfe eine Sequenz sukzessiver Verbesserungen dieser Naherung nullter Ordnung
generiert werden kann. Man fiihrt einen sogenannten Projektionsoperator ein, der
mit Hilfe der Modellfunktion (4.6) geméas8

P = |Wo)(Wo| = |#7) ("] (4.7)

definiert wird, und einen entsprechenden Projektionsoperator fiir den komple-
mentédren Teil des Funktionsraums, der als orthogonaler Raum oder Q-Raum be-

zeichnet wird
Q=) |o°)(2"]. (4.8)
B#a

Der p—Operator projiziert aus jeder Funktion, die das hier untersuchte System
reprasentiert, den Teil, der proportional zur Modellfunktion ist, wihrend der Q—
Operator den Teil projiziert, der orthogonal zu dieser Funktion ist. Wegen der
Hermitezitit von Hy und der daraus folgenden Vollstandigkeit seines Spektrums
folgt

P+Q=1. (4.9)

Man kann leicht eine Anzahl wichtiger Relationen zwischen den Projektions-
operatoren ableiten:

Prop Qr=0
PP=P Q0=Q
PO— 0P — (4.10)

Insbesondere vertauschen die Projektionsoperatoren mit dem Modell-Hamilton-
operator Hy.
Wenn man P auf die exakte Wellenfunktion ¥ anwendet, so erhélt man

Py = WOWPO‘W)-

An dieser Stelle definieren wir aufgrund der Normierungsfreiheit, dass das
dabei auftretende Normierungsintegral gleich eins ist:

(T W) =1, (4.11)
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so dass
P =Y,. (4.12)

Da die Modellfunktion ¥, fiir sich genommen ebenfalls auf eins normiert ist, folgt,
dass dies im allgemeinen fiir die tatséchliche Wellenfunktion ¥ nicht mehr gilt.
Diese besondere Art der Normierung heif3t intermedidre Normierung und soll im
folgenden zugrunde gelegt werden.
Mit Hilfe der Gleichungen (4.9) und (4.12) kann die exakte Wellenfunktion in
der Form
= (P+ Q)W =W, + Q. (4.13)

geschrieben werden.

Wie oben bereits erwéhnt, repréisentiert die Modellfunktion ¥, die Ndherung
nullter Ordnung, und der verbleibende Teil QW kann als eine ,,Korrektur® be-
trachtet werden. Wenn ¥ in einem Modell unabhéngiger Teilchen wie Dirac—-Fock
generiert wird, bezeichnet man QW oft als Korrelationsfunktion.

4.1.2 FEin Ausdruck fiir die Wellenfunktion

Angenommen, die Modellfunktion ¥; ist bekannt, und man mochte eine Reihen-
entwicklung des verbleibenden Teils, Q¥, der exakten Wellenfunktion (4.13) fin-
den. Um dies zu erreichen, greift man auf die Schrodinger-Gleichung (4.1) zurtick,
die in der Form

(E— Hy)W =Vw

geschrieben wird, wobei der Hamiltonoperator geméfl Gleichung (4.2) in zwei
Komponenten aufgeteilt wird. Wendet man nun ¢) von links an, so folgt wegen
der Vertauschbarkeit mit H

(E — H))QW = QVv. (4.14)

Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung, die fiir QW durch die Einfiih-
rung einer Resolvente Tr gelost werden kann. Ty ist definiert durch

Dieser Operator, der oft als

TE: QA
E — Hy

(4.16)

geschrieben wird, ist die Umkehrfunktion von (£ — ]:IO) im ()-Raum und ergibt
auf die Modellfunktion angewandt Null. Der Effekt der Anwendung der Resol-
vente auf die Eigenfunktionen von Hy kann direkt aus Gleichung (4.15) abgelesen
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werden.
Tp(E — Ho)|®") = Tp(E — Ef)|°) = Q|&°)

¢ 5197).

Tp|®%) =

Dies zeigt, dass Ty die gleichen Eigenfunktionen wie H, besitzt und dass die
entsprechenden Eigenwerte (E — Eg )~! fiir B # « und Null fiir 3 = « sind.
Benutzt man die Vollstindigkeitsbedingung fiir die Zustinde {@”}, erhiilt man
dann die folgende Spektraldarstellung der Resolvente:

5
oy (3" |7)(2"]
TE_ZT 7Y (D7) = 5; - (4.17)
Wendet man Ty von links auf (4.14) an und benutzt (4.15), so erhilt man
QU = TpVW. (4.18)

Dieser Ausdruck fiir den Teil der Wellenfunktion im @-Raum kann dann in (4.13)
eingesetzt werden, wodurch sich

U =W+ TEVW (4.19)
ergibt. Diese Beziehung ist sehr niitzlich, denn sie ist exakt und kann zur Er-
zeugung einer Reihenentwicklung fiir die Wellenfunktion benutzt werden. Ersetzt

man ¥ auf der rechten Seite der Gleichung durch die vollstindige rechte Seite,
ergibt sich

U =Wy + TpV¥ + TgVTEVW. (4.20)
Wenn man diesen Prozess fortsetzt, erhélt man die unendliche Reihe
U= 1+TpV +TpVIpV + TpVIpVIEV +.. )W => (TpV)F ¥ (4.21)
k=0

oder, unter Anwendung der Form (4.16) der Resolvente,

A k
N Q v
U= }; (E = ﬁov> . (4.22)

Dies ist die Brillouin—Wignersche Storungsentwicklung. Verwendet man die spek-
trale Darstellung (4.17) der Resolvente, sicht man, dass der Term erster Ordnung

Y (P |V |
wird. Ebenso wird der Term zweiter Ordnung
pe = 3 (@) (@7 V| &) (&7 |V |W)
(E - EQ)(E - EY)

(4.24)

und so fort.
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4.1.3 Der Wellenoperator
Der Wert in Klammern in den Gleichungen (4.21,4.22)

A

Qp = 1+ TV +TpVIEV +...
Q  Q o

QAV+ —V V...,
E— H, E-H, E-H,

= 1+

(4.25)
definiert einen Operator geméaf
W = QW (4.26)

Mit anderen Worten, dieser Operator erzeugt die vollstiandige Wellenfunktion,
wenn er auf die Modellfunktion in Gleichung (4.12) angewandt wird, so dass
andererseits

W, = PW. (4.27)

Einen solchen Operator bezeichnet man als Modell-Operator oder Wellenoperator.
Es ist zu beachten, dass dieser Operator in der hier angegebenen Form explizit
von der exakten Energie des betrachteten Zustands abhéngt. In Abschnitt 4.2, der
die Rayleigh—Schrodinger- Stérungstheorie behandelt, wird eine Form des Wel-
lenoperators abgeleitet, der keine solche explizite Energieabhéngigkeit aufweist.

Man kann ebenfalls eine implizite Gleichung fiir den Wellenoperator ableiten.
Aus den Gleichungen (4.19, 4.26) ergibt sich

Qply = Uy + TpV 2. (4.28)
Im P-Raum gilt also die Operatorgleichung
Qp=1+T5V 2. (4.29)

Diese Beziehung kann fiir die Entwicklung (4.25) verwendet werden; sie gilt aber
auch dann, wenn eine solche Reihe nicht konvergiert.

4.1.4 Bestimmung der Energie

Wie schon erwéhnt, ist der im vorigen Abschnitt eingefithrte Operator von der
exakten Energie des Zustands abhéngig, die a priori nicht bekannt ist. Deshalb
muss vor der Anwendung dieses Operators die Energie — bis zum gewiinschten
Genauigkeitsgrad — bestimmt werden.
Bei der intermediiren Normierung (4.11) ergibt sich unmittelbar aus der
Schrodinger-Gleichung (4.1)
E = (W,|H|w) (4.30)
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oder, unter Verwendung der Aufteilung (4.2),
E = (| Ho| W) + (| V|0). (4.31)
Anwendung mit Hy von links reduziert den ersten Term auf
(Wo| HolW) = Eo(Wo|W¥) = Ey, (4.32)
wobei Fy der Eigenwert der Modellfunktion
HoWy = EqWy (4.33)

ist. Dies stellt die Energie nullter Ordnung dar. Benutzt man die Definition des
Wellenoperators (4.26), ergibt sich aus (4.31) die Gleichung

E = Ey + (0| V Q25|W). (4.34)
Der Operator im letzten Term,
Wg =V, (4.35)

kann als eine , effektive Wechselwirkung®* betrachtet werden. Er hat die gleiche
Wirkung auf die Modellfunktion wie die Storung V" auf die exakte Wellenfunktion,

Wl =V, (4.36)

wie direkt aus der Beziehung (4.26) zu erkennen ist. Die exakte Energie hat dann
die Form A
E = Ey + (0| Wg|¥). (4.37)

Die Entwicklung (4.25) des Wellenoperators kann ebenfalls benutzt werden, um
eine Entwicklung der effektiven Wechselwirkung (4.35) zu erhalten:

We =V +VIgV +VIEgVTEV + ... (4.38)
Mit (4.37) fithrt dies zur Energieentwicklung
E = FEy+ (W|V + VIEV + VIEVTEV + ... |%) (4.39)

oder, unter Anwendung der expliziten Form (4.16) der Resolvente,

BByt oV +v—9 yap_@ ¢ @

. —V 4. %), (4.40)
E—H() E_HO E_HO

Gleichung (4.40) ist die Brillouin—Wignersche Energieentwicklung. Die effektive
Wechselwirkung (4.38), die im letzten Term auftaucht, ist dquivalent zur Uber-
gangsmatriz oder T-Matriz, die in der Streutheorie benutzt wird. Die Entwicklung
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(4.38) ist dann unter der Bezeichnung Born-Reihe bekannt. In der Brueckner-
Theorie zur Kernmaterie wird die effektive Wechselwirkung iiblicherweise als Re-
aktionsmatriz oder Kernmatriz bezeichnet.

Die Energieentwicklung (4.40) kann in der Form

E=Ey+EY 4+ E®@ 4+ E® 4 (4.41)

geschrieben werden, wobei E™ der allgemeine Energiebeitrag n-ter Ordnung ist
und n Wechselwirkungen mit der Storung V' enthélt,

N n—1
EM — (,|V QA 1% w,). 4.42
(W (E_HO |Wo) (4.42)

Dadurch ergeben sich im Besonderen die folgenden bekannten Ausdriicke fiir Ter-
me niedriger Ordnung:

EW = (,|V| W)

2@ _ Z (| V'|®7) (D° |V |y
= E—EJ
W, |V | @5V (DB |V | D7DV |V |,
26 _ Z (B |V |DF ) (D7 VD7) (D7 VW) (4.43)

B (E - Eg)(E - Eg)

wobei die spektrale Auflosung (4.17) der Resolvente benutzt wird. Hier ist ins-
besondere zu erkennen, dass die Summe der Energiebeitrige nullter und erster

Ordnung
Ey+ EW = (0| Hy + V) = (W| H|W,) = (E) (4.44)

betragt. Dies ist der erwartete Wert fiir die Energie in dem Zustand, der durch
die Modellfunktion représentiert wird. Genau diese Grofie wird durch das Dirac—
Fock-Verfahren minimiert. Sie wird deshalb als Dirac-Fock-Energie bezeichnet;
der verbleibende Teil der Energie als Korrelationsenergie.

Da die exakte Energie F nicht a priori bekannt ist, konnen die Energiebeitréige
nicht Ordnung fiir Ordnung ausgewertet werden. Stattdessen muss ein Selbstkon-
sistenzproblem gelost werden. Aus diesem Grund kann man die Energie in den
Nennern durch einen Parameter ¢ ersetzen und eine Funktion

Fle)=Ey+ EY(E)+ EP(e) + ... (4.45)
definieren. Die echte Energie E ist dann durch die Losung der Gleichung
F(e)=¢ (4.46)

gegeben. Diese Gleichung kann iterativ mittels einer schrittweisen Néherung,
z.B. dem Newton—Raphson-Verfahren gelost werden.
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4.1.5 Der Feshbach-Operator

Es ist auch moglich, einen expliziten ,effektiven Operator* zu finden, der auf
die Modellfunktion angewandt die exakte Energie liefert, wie von Feshbach und
anderen Autoren gezeigt wurde. Zu diesem Zweck wird die Schrodinger-Gleichung
in der Form

H(P+ Q)W = EW

geschrieben und P und Q jeweils von links beziehungsweise rechts angewendet:

HppWp + HpoWy = EVp
HQPEPP—FF[QQEPQ = EQ—/Q

mit den Abkiirzungen
Hpp = PHP,  Hpo=PHQ

sowie R )
L-DP =P LD, WQ = QLD

Diese Gleichungen konnen auch in Matrix-Form

i ) () =2 ()
N N =F 4.47
(HQP Hgq Yq 128 (4.47)

geschrieben werden. Eliminiert man nun ¥, erhélt man fiir ¥p die Gleichung

Vo = (E — Hoq) ' Hor¥p
[Hpp + Hpg(E — Hqq) 'Hop|¥p = E¥p. (4.48)

Der Operator in der letzten Gleichung kann als ,effektiver Hamiltonoperator*
betrachtet werden, da er auf die Modellfunktion angewandt die exakte Energie
liefert. Allerdings ist auch dieser Operator explizit von der Energie abhéngig. Ein
dquivalenter Operator ohne derartige Energieabhingigkeit wird in Verbindung
mit der Rayleigh—Schrodinger-Storungstheorie im néchsten Abschnitt vorgestellt.
Der Operator in (4.48) ist in der Kernphysik als Feshbach-Operator bekannt.

Die Brillouin-Wigner-Form der Stérungstheorie ist formal sehr einfach. Die
Operatoren sind jedoch von der exakten Energie des betrachteten Zustands ab-
héngig. Dies erfordert ein Selbstkonsistenzverfahren und beschréankt die Anwen-
dung auf jeweils ein Energieniveau nach dem anderen. Dariiber hinaus treten bei
der Brillouin—Wigner-Theorie noch weitere grundlegende Schwierigkeiten auf, ins-
besondere fiir erweiterte Systeme. Die Rayleigh—Schrédinger-Storungstheorie, die
im folgenden Abschnitt beschrieben wird, weist diese Méangel nicht auf und ist
deshalb eine geeignetere Basis fiir Vielkorperrechnungen als die Brillouin-Wigner-
Form dieser Theorie.
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4.2 Allgemeine Rayleigh—Schroédinger-Storungs-
theorie

In diesem Abschnitt wird die Rayleigh—Schrodinger-Storungstheorie behandelt,
die die Grundlage fiir die folgende Vielkérperbehandlung darstellt.

Wie im letzten Abschnitt dargestellt wurde, erfordert die Brillouin—-Wigner-
Storungstheorie ein Selbstkonsistenzverfahren, da jeder Term der Stérungsexpan-
sion von der anfangs unbekannten exakten Energie abhéngt. Dies hat zur Folge,
dass immer nur ein Energielevel nach dem anderen behandelt werden kann. Wenn
man andererseits mehr an der Aufspaltung der Energielevel eines offenschaligen
Systems interessiert ist, wire die Anwendung der Brillouin—Wigner-Stérungstheo-
rie recht langwierig und unpraktikabel. In solchen Fiéllen ist es zweckmafBiger,
eine Storungstheorie zu haben, die gleichzeitig auf eine Gruppe von Energiele-
vels angewandt werden kann. Die Rayleigh—Schrodinger-Stérungstheorie ist solch
ein energieunabhéangiges Verfahren. Zusétzlich hat diese Methode die wichtige Fi-
genschaft, dass die Energie in jeder Ordnung die korrekte lineare N-Abhéngigkeit
aufweist, wobei N die Anzahl der Teilchen des Systems ist. Die Brillouin—-Wigner-
Theorie besitzt diese Eigenschaft nicht, was insbesondere bei der Berechnung
von Groflen wie der Dissoziationsenergie von Bedeutung ist, wenn verschieden
grofle Systeme verglichen werden sollen. Aus diesem Grund ist die Rayleigh—
Schrodinger-Theorie besser als Basis fiir eine allgemeine Vielkérperbehandlung
geeignet als die Brillouin-Wigner-Theorie.

Die Rayleigh—Schrédinger-Theorie kann von der energieabhéngigen Brillouin—
Wigner-Theorie abgeleitet werden, indem die Energie im Nenner vergroflert wird.
Hier soll die Rayleigh—Schrodinger-Theorie stattdessen auf direktere Weise her-
geleitet werden, indem die Energieabhéngigkeit frithzeitig eliminiert wird.

4.2.1 Der Modellraum

Bei der Behandlung der Brillouin—Wigner-Stérungstheorie wurde der Einfachkeit
halber davon ausgegangen, dass die Eigenzustdnde des Modell-Hamiltonoperators
nichtentartet waren. Bei der Betrachtung der Rayleigh—Schrodinger-Theorie wird
diese Einschrinkung jedoch gelockert.
Wie vorher nimmt man an, dass die Eigenfunktionen des Modell-Hamilton-
operators bekannt sind
Hyd* = ESP°,

Wenn es mehrere unabhéngige Eigenfunktionen gibt, die demselben Eigenwert
entsprechen, so sind diese Funktionen nicht automatisch orthogonal. Solche Funk-
tionen konnen aber z. B. durch das Schmidt-Verfahren orthogonalisiert werden.
Dadurch ergibt sich ein kompletter orthonormierter Satz von Eigenfunktionen
von Hy:

(@) = 5(c B).
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Wenn eine Mehrdeutigkeit ausgeschlossen ist, benutzt man der Einfachkeit
halber héufig die Symbole |a),|5),... zur Bezeichnung der Basisfunktionen

() |wP), ... Dadurch kénnen die obigen Gleichungen in vereinfachter Form als
Hola) = Egla)  mit  (a]8) = 6(a, ). (4.49)

geschrieben werden.

Fiir ein entartetes System kénnen die Modellfunktionen oder Funktionen null-
ter Ordnung nicht immer im Voraus bestimmt werden. Wie sich die entarteten
Eigenfunktionen in nullter Ordnung verteilen, hangt von der Storung ab. Des-
halb kann man im Allgemeinen die Modellfunktion nur auf einen bestimmten
Unterraum des gesamten Funktionsraums begrenzen. Man bezeichnet diesen Un-
terraum als Modellraum oder vereinfacht als P-Raum. Er wird durch die Eigen-
funktionen von Hy bestimmt, was einem oder mehreren Eigenwerten entspricht.
Der verbleibende Teil des Funktionsraums wird als Orthogonaler Raum oder Q-
Raum bezeichnet. Man geht immer davon aus, dass Eigenfunktionen von Hy, die
dem gleichen Eigenwert entsprechen, auch dem gleichen Unterraum angehoren.

Die Projektionsoperatoren fiir den Modellraum und den orthogonalen Raum

sind
P=>"la)
Q=>Y_18){Al. (4.50)

pEpP

Der Operator P projiziert aus jeder Funktion den Anteil, der im Modellraum
liegt, und der Operator Q projiziert den Anteil im orthogonalen Raum.

Wie gehabt, gilt

P+Q=1,
und die Relationen (4.10) sind nach wie vor giiltig.

In der Zentralfeldndherung reprasentiert der Modellraum alle Funktionen, die
mit einer oder mehreren Konfigurationen verbunden sind. Der Grund fiir die
Einbeziehung mehrerer Konfigurationen in den Modellraum ist, dass es auf die-
se Weise moglich ist, stark wechselwirkende Konfigurationen in allen Ordnungen
zu beriicksichtigen und die schwach wechselwirkenden durch eine Entwicklung
niedriger Ordnung zu behandeln. Ein groflerer Modellraum sollte daher zu einer
besseren Naherung nullter Ordnung und zu besserer Konvergenz fiihren, was je-
doch auf Kosten hoherer Komplexitéit geht. Die richtige Wahl des Modellraums
kann deshalb von entscheidender Bedeutung fiir den Erfolg der Storungsrechnung
sein.

4.2.2 Die verallgemeinerte Bloch-Gleichung

An dieser Stelle soll ein allgemeiner Modellraum betrachtet werden, der von den
Eigenfunktionen des Modell-Hamiltonoperators aufgespannt wird, die einem oder
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mehreren Figenwerten entsprechen. Wenn der Modellraum d Dimensionen hat,
gibt es normalerweise auch d genau definierte Eigenzustinde ¥ des vollstandigen
Hamiltonoperators, deren grofiter Anteil im Modellraum liegt. Die Projektionen
dieser exakten Zustédnde auf den Modellraum

vl =P (a=1,2,...,d) (4.51)

reprasentieren die Modellfunktionen. Angenommen, die Modellfunktionen seien
linear unabhéngig, so dass sie den kompletten Modellraum aufspannen. Dies be-
deutet, dass es eine Eins-zu-eins-Ubereinstimmung zwischen den d exakten Losun-
gen der Schrodinger-Gleichung und den Modellfunktionen gibt. Man kann dann
einen einzelnen Wellenoperator 2 definieren, der alle Modellzusténde wieder in
die entsprechenden exakten Zustidnde umwandelt:

= Q¢ (a=1,2,...,d) (4.52)

Man beachte, dass in der Rayleigh—Schrédinger-Theorie der Wellenoperator fiir
alle betrachteten Zusténde der gleiche ist.

Die Modellfunktionen (4.51) sind im Allgemeinen nicht orthogonal, da sie Pro-
jektionen orthogonaler Funktionen auf einen kleineren Raum darstellen. Wenn sie
linear unabhéngig sind, kann man immer ,,duale“ Funktionen ¥/* im Modellraum
finden, die die Bedingung der Orthogonalitéit erfiillen:

(W' |%5") = d(a, b). (4.53)

Der Projektionsoperator fiir den Modellraum kann dann in der Form
d
P = g (w| (4.54)
b=1

ausgedriickt werden. Dieser Operator lasst offensichtlich jede Funktion im Q-
Raum verschwinden und alle Funktionen im P-Raum unbeeinflusst:

d
PIgg) = Y 1) 195) = |9").
b=1

Somit ist er identisch mit dem P—Operator.

Nun sollen die Eigenschaften des Wellenoperators untersucht und eine rekur-
sive Formel fiir seine Erzeugung hergeleitet werden.

Wenn man P von links auf (4.52) anwendet und dabei Gleichung (4.51) be-
nutzt, erhdlt man in der Dirac-Schreibweise

wg) = PRI (a=12,....d)
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Dies ergibt sofort
d d
DN = PR ) (|
a=1 a=1

oder, mit Gleichung (4.54)

PQP = P. (4.55)
Im Folgenden soll aus Griinden der Bequemlichkeit noch ein weiterer Operator
x eingefiithrt werden, der als )
2=1+x. (4.56)
definiert ist. Wendet man diesen Operator auf die Modellfunktion an, erzeugt er
die Projektion der vollstindigen Wellenfunktion im @-Raum

G = (2 —1)W¢ =" — PYs = QU

Da dies identisch mit der zuvor erwéhnten Korrelationsfunktion [siehe (4.13)] ist,
wird x als Korrelationsoperator bezeichnet. Aus (4.55) und der Definition (4.56)
folgt, dass dieser Operator die Eigenschaften

PYP=0 mit QNP =QxP=xyP (4.57)

hat, was obiges Ergebnis auf eine andere Art und Weise darstellt.

Es ist zu beachten, dass die Definition (4.52) den Wellenoperator nur dann
bestimmt, wenn sie von rechts auf den Modellraum angewandt wird, d.h. nur
der 2P-Teil definiert ist. Der verbleibende QQ—Teil tritt in der Theorie nie in
Erscheinung, weshalb er hier nicht nédher beschrieben wird. In spateren Abschnit-
ten, in denen der Wellenoperator in zweiter Quantisierung formuliert wird, wird
eine zweckméfligere Form verwendet, die auch im ()-Raum definiert ist.

Im Folgenden wird die Herleitung einer Gleichung fiir den Wellenoperator, der
in (4.52) definiert ist, beschrieben. Da dieser Operator fiir alle Zusténde im Mo-
dellraum gleich ist, kann er nicht von der exakten Energie abhéngig sein, wie es
beim entsprechenden Brillouin-Wigner-Operator der Fall war. Um das gewiinsch-
te Resultat zu erhalten, muss man deshalb die Energie aus den Basisgleichungen
eliminieren. Man geht von der Schrodinger-Gleichung

HY® = E“we
aus, die als R )
(E* — Hy)Ww* =V
umgeschrieben wird, wobei die Partitionierung (4.2) verwendet wird. Die Anwen-
dung des Operators P R o
(E* — Hy)¥y = PVW°,
und (2 von links ergibt
EW® — QHWE = QPV QU
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Dabei benutzt man die Gleichungen (4.51, 4.52) zusammen mit der Tatsache, dass
P mit Hy vertauscht. Man kann nun E® eliminieren, indem man diese Gleichung
von der oben genannten Schrédinger-Gleichung subtrahiert. Dadurch erhélt man

(OF — o0 = (VO — PV e
Diese Gleichung gilt fiir alle Modellfunktionen (a = 1,2, ..., d) und kann in der
Operatorform

(2, Hy|P =V QP - QPVQP (4.58)
geschrieben werden. Dies ist eine Verallgemeinerung einer Gleichung von Bloch fiir
einen vollstdndig entarteten Modellraum. Die obige Gleichung gilt jedoch auch
fiir einen Modellraum, der mehrere ungestorte Energien enthélt, z. B. mehrere
atomare Konfigurationen. Diese Gleichung ist die Grundlage fiir die folgende
Vielkorperbehandlung und wird als verallgemeinerte Bloch-Gleichung bezeichnet.

Mit der Identitit P + Q = 1 kann der erste Term in (4.58) umgeschrieben
werden als
VQP = PVQP+QVQP.
Der zweite Term auf der rechten Seite von (4.58) kann mit der Definition des
Korrelationsoperators (4.56) in der Form

AAAAA

—QPVQP = —PVQP - {PVQP

geschrieben werden. Damit kann man die verallgemeinerte Bloch-Gleichung in
folgende alternative Form bringen:

(0, B, P = OVOP — 3PV RP. (4.50)
Offensichtlich gilt ) o
[)A(v HO] = [97 HO]J
so dass in den obigen Kommutatoren 2 durch X ersetzt werden kann.

Die verallgemeinerte Bloch-Gleichung (4.58, 4.59) ist exakt und fiir die be-
trachteten Zusténde vollig dquivalent zur Schrodinger-Gleichung. In der hier dar-
gestellten Form ist sie sehr geeignet fiir die Entwicklung einer Storungsexpansion,
die als Rayleigh—Schrdidinger- Expansion bezeichnet wird, wie nun gezeigt werden
soll.

Der Korrelationsoperator generiert den Teil der Wellenfunktion im orthogo-

nalen Raum und muss deshalb wenigstens eine Stérung haben. Er kann dann in
der Form

Dy 0® 4 (4.60)

ol
entwickelt werden, wobei 2™ n Wechselwirkungen mit der Stérung V' enthélt.
Verwendet man die Definition (4.56), erhdlt man die folgende Expansion des
Wellenoperators:

X =
n)

A ~ A

D=1+00 400 4
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Setzt man diese Entwicklung in (4.59) ein und identifiziert Terme gleicher Ord-
nung in V', so erhélt man die Sequenz

0, 11,] P = QU P

0@ 1] P = QUawp — oW pyp (4.61)
00 1] = QUA®E — 0DV P - QW ETHOP
die in der Form
n—1
90, )P = QUOIP -3 QR mpTamIE (162)
m=1

verallgemeinert werden kann.

Als Alternative zu der oben demonstrierten Entwicklung Ordnung fiir Ord-
nung kann die exakte Gleichung (4.59) iterativ gelost werden. Angenommen, der
Wellenoperator ist bis zu einer bestimmten Néherung bekannt,

2" =1+ Q" (4.63)
Dann erhélt man die ndchsthohere Ndherung, indem man dies in die rechte Seite
von (4.59) einsetzt

0" BB = OV P — " PU O, (4.64)

Dies ist eine rekursive Formel, die wiederholt angewandt werden kann, wobei mit
20 =1 (X° = 0) begonnen wird. Dies fiihrt zu einer Folge von Approximationen,
die sich von der Expansion Ordnung fiir Ordnung unterscheidet und andere Kon-
vergenzeigenschaften haben kann. Zusammen mit dem Formalismus der zweiten
Quantisierung kann dieses iterative Verfahren benutzt werden, um Ein-, Zwei-,
und Mehrteilcheneffekte selbstkonsistent zu behandeln.

Um die Rayleigh-Schrodinger-Entwicklung (4.61) in eine Matrixform umzu-
wandeln, benutzt man die Eigenfunktionen von Hy (4.49) als Basisfunktionen.
Der Kommutator in (4.59) ist dann

(B12Hy — HoR)e) = (E§ — E§)(B|£2|a) (4.65)

Die Kommutatoren in (4.61) kénnen auf die gleiche Weise behandelt werden.
Angenommen, |a) liege im Modellraum (P) und |3) im orthogonalen Raum (Q).
In diesem Fall werden die Matrixelemente von QV P in (4.61a) zu

(B1QV Pla) = (B]V]a).
Zusammen mit (4.65) ergibt dies

A [y (BV|cr)
(B2 |c) BB (4.66)
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Auf dieselbe Weise ergibt sich durch (4.61b) unter Benutzung der Vollstéandig-
keitsrelation

I

Sy = § GV 0120]) = (8120 ') (o' [V]a)
Ty D Dh oy o

Y a

wobei a, o/(f,7) im P(Q)-Raum liegen. Setzt man den Ausdruck (4.66a) fiir QM
ein, erhélt man

oy s OV, s~ (A7l
IO =D o =) 2 (g - B — )

a/

~

Diese Gleichungen repréasentieren die ersten beiden Terme der allgemeinen
Rayleigh—Schrédinger-Entwicklung. Dabei ist zu beachten, dass beziiglich der un-
gestorten Energien im Modellraum keine Annahme getroffen wurde.

4.2.3 Der effektive Hamiltonoperator

Nun steht ein Verfahren zur Erzeugung des Rayleigh—Schrodinger-Wellenopera-
tors zur Verfiigung, das auf die Modellfunktion angewandt die exakte Wellenfunk-
tion (4.52) — bis zu der Genauigkeit, zu der auch der Wellenoperator bestimmt
wurde — liefert. Im Normalfall ist die Modellfunktion jedoch anfangs nicht be-
kannt. Wenn es im Modellraum mehrere Zustdnde gibt, die durch die Storung
vermischt werden konnen, muss diese Mischung zuerst genau bestimmt werden,
bevor der Wellenoperator angewendet werden kann. Dies kann durch die Kon-
struktion eines effektiven Hamiltonoperators geschehen.
Setzt man P auf der linken Seite der Schrodinger-Gleichung

HOQWE = E“we,
ein, so erhélt man o
PHS = EUS. (4.67)
Daraus folgt, dass der Operator
Hy= PHQP, (4.68)

der in der Rayleigh—Schrodinger-Storungstheorie als effektiver Hamiltonoperator
bezeichnet wird, vollsténdig im Modellraum wirkt und die Eigenwertgleichung

A

HogWo = WS (4.69)

erfiillt. Dies impliziert, dass die Eigenvektoren des effektiven Hamiltonoperators
die Modellfunktionen reprisentieren und die Figenwerte die exakten Energien der
entsprechenden echten Zustinde sind.
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Hier wird ein grundlegender Unterschied zwischen der Brillouin-Wigner- und
der Rayleigh—Schrédinger-Formulierung deutlich. Im ersten Fall gibt es einen ef-
fektiven Hamiltonoperator fiir jede Energie, wihrend im zweiten Fall ein einziger
Operator alle Modellzustinde und die entsprechenden Energien liefert. Dies ist
eine Konsequenz der Tatsache, dass der effektive Hamiltonoperator im Brillouin—
Wigner-Formalismus energieabhéngig ist, nicht aber im Rayleigh—Schrédinger-
Modell.

Der effektive Hamiltonoperator (4.68) kann auch in der Form

g = Py + 0V)0P — PHP + PVOP (4.70)

geschrieben werden, wobei man (4.55) benutzt und die Tatsache beriicksichtigt,
dass P mit Hy kommutiert. Zusammen mit der Definition 2 = 1+ X kann dieser
Operator im weiteren Verlauf ausgedriickt werden als

Hg = PHP + PVXP (4.71)
Die Konstruktion des effektiven Hamiltonoperators und die Losung der Eigen-
wertgleichung (4.69) sind die grundlegenden Probleme in dieser Néherung an das
Vielkorperproblem. Im Prinzip kann dieses Problem auf radikale Weise behan-
delt werden, indem man, wie oben angegeben, umfangreiche Matrixgleichungen
konstruiert. Stattdessen soll in den néchsten Abschnitten ein wesentlich effekti-

verer Formalismus entwickelt werden, der besonders fiir diese Art von Problemen
geeignet, ist.

4.3 Zweite Quantisierung

Vielteilchensysteme lassen sich besonders elegant und auch effizient behandeln,
indem man die Sprache der zweiten Quantisierung benutzt. Dabei bezieht man
sich im allgemeinen stets auf einen besonders einfachen Zustand hoher Symme-
trie, der im folgenden Vakuumzustand genannt werden soll. Dieser Zustand muss
nicht notwendigerweise mit dem tatséchlichen Vakuum iibereinstimmen; es wird
lediglich ein Referenzzustand sein, der eine hohe Symmetrie besitzt, wie z. B. eine
geschlossene Schale im Atom mit dem Gesamtdrehimpuls J = 0. Dieser lésst sich
(fiir fermionische Systeme) durch eine einzige Slaterdeterminante, bestehend aus
geeigneten Einteilchenzusténden, ausdriicken.

Es sei im folgenden [{q1¢2 ... ¢,}) ein antisymmetrischer Vielteilchenzustand.
Der Erzeugungsoperator a; soll dann folgendermafien definiert werden:

agH{aaz - a:}) = Haqae - an}) - (4.72)

Der n-Teilchen-Zustand [{q1¢s . . . ¢, }) wird hierdurch zu einem Zustand mit n+1
Teilchen, der ebenfalls die benotigte Asymmetrie erfiillt. Der adjungierte Opera-
tor a, hat die umgekehrte Wirkung: er iiberfiithrt einen n-Teilchen-Zustand in
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einen (n — 1)-Teilchen-Zustand. Man kann zeigen [13], dass gilt:

n

ag [ {qaz - an}) = Z(_l)j+15qu {ad2 - gi-1¢j1-- - an})

j=1
_JEDT R gt - qo}) falls g =g € {2 - g}
0 falls ¢ ¢ {q1¢2 ... qn}

(4.73)

Die Anwendung von a, bedeutet also die ,, Vernichtung® des Zustandes |g), falls
dieser in [{¢1q2...¢,}) enthalten ist, andererseits ergibt sich Null.
Bezogen auf den Vakuumzustand |0) ist dann

ajl0)=1q¢) und  G4|0) =0 (4.74a)
beziehungsweise
(0lag, = (q| und <O|d;:0. (4.74b)

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen die folgenden Gleichun-
gen:

{&;, &;C} = d;d:{, + d;r,d; =0, (4.75a)
{ag,aq'} = dq0q + agay =0, (4.75b)
{ay. d;} = dqd; + d;&q = Oqq’ - (4.75¢)

Aus der letzten dieser Beziehungen folgt dann unmittelbar die Orthonormiertheit
zweier Zusténde | ¢) und | ¢’ ):

(qlqd) = (0|€qu;§|0> = (0] 04g — A;dq|0> =040 (0]0) = 64y - (4.76)

Auf dhnliche Weise kann man die Orthonormiertheit von 2-, 3- und n-Teilchen-
Zusténden zeigen, was hier jedoch nicht geschehen soll. Es soll jedoch darauf
hingewiesen werden, dass der n-Teilchen-Zustand |{q1q2...¢,}) sich aufgrund
von (4.72) folgendermaflen darstellen ldsst:

H{age - an}) = agag, .. a4, |0). (4.77)

Mit Hilfe dieser Darstellung der Wellenfunktion lassen sich bequem Matrix-
elemente beliebiger Operatoren berechnen, solange diese auch durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren ausgedriickt werden. Als einfaches Beispiel hierfiir
soll der ungestorte Hamiltonoperator dienen:

Hy =) eidfa (4.78)
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Die Summe erstreckt sich hierbei iiber alle Einteilchenzustdnde. Wie eine kur-
ze Rechnung unter Benutzung der Gleichungen (4.74) und (4.75) zeigt, ist der
Erwartungswert dieses Operators im Zustand |{q1q2...¢n})

<{Q1QQ---Qn} ‘FIO | {(J1Q2~--qn}> = ZEZ', (479)

wobei hier lediglich iiber die besetzten Zustdnde summiert wird.

4.3.1 Operatoren in Normalform

Ahnlich wie der Hamiltonoperator lassen sich beliebige hermitesche Operatoren
durch eine Summe iiber Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren darstellen. Der
Vorteil einer solchen Darstellung tritt schnell zutage, wenn man sich beispielsweise
Gleichung (4.76) betrachtet. Hier wird das Produkt a4, mit Hilfe der Antiver-
tauschungsrelationen (4.75) so umgeformt, dass alle Terme, die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren enthalten, bei der Bildung des Erwartungswertes im Va-
kuumzustand |0) verschwinden, d.h. Erzeugungsoperatoren befinden sich links
von Vernichtungsoperatoren. Die Auswertung der verbleibenden Matrixelemente
ist dann trivial.

Das motiviert zu der folgenden Definition: Ein Produkt von Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ist normalgeordnet oder befindet sich in Normalform,
wenn alle Operatoren, die, von links auf das Vakuum angewendet, Null ergeben
(Vernichtungsoperatoren), rechts von all denjenigen stehen, die, auf von rechts
auf das Vakuum angewendet, Null ergeben (Erzeugungsoperatoren). Daraus folgt
offenbar, dass der Erwartungswert eines normalgeordneten Produktes beziiglich
des Vakuumzustandes stets verschwindet.

In diesem Zusammenhang soll nun eine neue Notation eingefiihrt werden: Das
normalgeordnete Produkt, ausgedriickt durch geschweifte Klammern, bringt eine
Sequenz von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren durch paarweise Permu-
tation in Normalform, wobei fiir jede Vertauschung ein Vorzeichenwechsel statt-
findet:

{aq00} = —ajay, (4.80a)
{d;ﬁ&q} = d;dq, (4.80b)
{atar} = atat = —aral, (4.80¢)
{agae} = agaq = —aqaq (4.80d)

Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir eine beliebige Anzahl von Operatoren.
Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist es niitzlich, verschiedene Klassen
von Zusténden zu definieren, die wesentlich vom gewéhlten Referenzzustand | 0. )
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abhéngig sind. Alle Zusténde, die zu |0.) gehoren, werden als Core- oder Loch-
zustdnde, alle iibrigen als virtuelle oder Teilchenzustinde bezeichnet.* Lochzu-
stéande sollen im einzelnen mit den Buchstaben a,b, ¢, ... markiert werden, Teil-
chenzustinde mit r,s,¢,... Falls eine derartige Unterscheidung nicht getroffen
wird, sollen die Buchstaben 1, j, k, ... verwendet werden. Man beachte, dass die
Anwendung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen- und
Lochzusténde verschiedene Resultate liefert:

ar|0c) =0, al0:)=|r), (4.81a)
aq|0:.) = |a), ar0.)=0. (4.81b)
Damit muss auch die Definition der Normalordnung erweitert werden: Ein Ope-

ratorprodukt ist normalgeordnet, wenn @co. und amt links von Gy und al
stehen. Man erhélt dann beispielsweise

{afa} =ata,, {6 4} = 0 G0 = —ad, (4.82a)
{agan} = —aay {aga,} = aja, = —a,a7 . (4.82b)

Der Referenzzustand | 0. ) kann mit Hilfe entsprechender Erzeugungsoperato-
ren auf das tatsdchliche Vakuum' | 0) zuriickgefithrt werden:

[0c) = (Ha:)!m. (4.83)

a

In zweiter Quantisierung kann man fiir den Hamiltonoperator nun schreiben:
H=Hy+V, (4.84)

wobel

N

HO:Z(Caz pz+c (ﬁ —1)+V;mc(rz —|—U I'z

:Zd:r&j i|holj) Za ai e, (4.85)

||I
T Mz

[ . 1 dn
== afaglilulg)+5 Y afafaa (ij|g|k). (4.86)

*In der (englischsprachigen) Literatur werden Teilchen- und Lochzusténde auch durch die
Buchstaben ,,p* (particle) und ,h* (hole) unterschieden.

"Das physikalische Vakuum ist derjenige Zustand, in dem keinerlei Teilchen vernichtet wer-
den kénnen: @,|0) = G,]/0) = 0.
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Die Summen in den Termen, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ent-
halten, laufen hier iiber sdmtliche Orbitale. Die Operatorprodukte sind somit
beziiglich des Referenzzustandes nicht normalgeordnet. Mit Hilfe der Antivertau-
schungsrelationen (4.75) findet man nach kurzer Rechnung (siche beispielsweise
[6]) fiir den ungestérten Hamiltonoperator

N
i=1 i

Die Storung V kann als Summe von Null-, Ein- und Zweiteilchenoperatoren ge-
schrieben werden:

V=V + Vi 4 Vs,

core core

R 1 . N
%=Z<G|U|a>+52(<ab|g|ab>—<ba|9|ab>),
a a,b
~ . P 4.88
=S Gilvld) {afay), (4.88)
(2%]
~ 1 o AoAdoA A
‘/2:§Z<U|g|kl>{ Falaa} .
ikl
Hierbei bezeichnet v = upr — u das effektive Potential,
N
(ilvlg)=(il-ulj)+> ((ik|gljk) — (ki|g|jk)). (4.89)
k=1

Hieraus wird klar, dass ‘71 verschwindet, sofern als Referenzzustdnde Losungen
der Dirac-Fock-Gleichungen benutzt werden [vgl. (3.9)].

4.3.2 Storungsentwicklung fiir geschlossenschalige Syste-
me

Im folgenden Abschnitt soll der Referenzzustand mit der ungestérten Wellen-
funktion des Systems zusammenfallen, |0.) = |¥). ZweckméBigerweise wird
dies auch ein geschlossenschaliger Zustand sein, da nur dann die im néchsten
Kapitel gezeigte Winkelreduktion anwendbar ist. Dann ist

core

N
Eo=(0:|Hy|0:)=> ei=> ea. (4.90)
i=1 a

Der Energiebeitrag erster Ordnung ist einfach der Erwartungswert der Stérung
bezogen auf den Referenzzustand

~

EW = (0, |V [0:) = Vp. (4.91)

47



Die Summe der Energiebeitrige nullter und erster Ordnung ist also nichts weiter
als die Dirac-Fock-Energie (3.8).

Die Beitrdge zur Wellenfunktion lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (4.61)
fiir den Wellenoperator allgemein als

(Hy — Ep) vV = (B - V) wy, (4.92a)
(Hy — Eo) @ = (EV —v) v 4 E@ gy, | (4.92b)
(Hy — Ep) ¥ = (BO —V)v® + E@ g 4 Oy, (4.92¢)

schreiben. Mit Hilfe von E®) = Vj folgt nun aus (4.92a)
([:[0 - Eo) q—/(l) - —<‘71 + ‘72> Ep(]
== (rlvla)dao+ 5 Z rs|g|ab)atatayia| |0 ).

a,r abrs

(4.93)

Andererseits kann ¥ mit Hilfe des Wellenoperators 20 = y®) als w() = () g
ausgedriickt werden, wobei man hierbei den den Ansatz

Zxra a aa + Z eraba G @ba (494)

a,b,r,s

machen kann. Somit erhilt man aus (4.93)

[Z(é —€4) ana)a Qg + Z (er + €5 —€a —€b) xfnslba a, abaa] | 0c )

a,r a,b,r,s

(4.95)
:—[Z<r|v|a af g + = Z rs|glab)ata; dda] |0 ),
a,r a,b,r,s
und durch Koeffizientenvergleich findet man
W = -drleler (4.96a)
Er — Eq
1 g | ab
ngls?zb =5 (rs]gab) (4.96b)

e, te.—e,—cp

Hierdurch ist die Wellenfunktion erster Ordnung bekannt, und fiir die Energie in
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zweiter Ordnung folgt

E® = (0 |V [0 = (@ | VD | @)

- ‘ N fatn 1 .
= (0| VO+Z(@|U|J>{&T%}+§ > g lgl k) {af falak}] X
" B (4.97)
[Z Xra CL CLa + Z erab a a a’baa] | O >
a,b,r,s

Bringt man dieses Produkt auf Normalordnung, so bleiben letztendlich nur die
drei Terme

E® =3 (alvlr)xD+ Y (ablglrs)x, — > (ablglsr) 'L,

a,r a,b,r,s a,b,r,s

Er —&a

1 ab|g|rs){rs|g|ab 1 ab|g|sr){rs|g|ab
__Z< [g]rs)(rs|g] >+‘Z< |g]sr)(rs|g|ab)

€+ Es—Eq — Ep 2 €+ Es—Eq — Ep

a,b,r,s a,b,r,s

(4.98)

iibrig. Benutzt man weiterhin Dirac—Fock-Orbitale, so entfillt der erste Term.
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Kapitel 5

Auswertung der Storungsreihen

In diesem Kapitel wird gezeigt, auf welche Weise das in den vorhergehenden Ab-
schnitten dargestellte Verfahren in die Praxis umgesetzt wurde. Der erste Schritt
hierzu ist offenbar die Herleitung der Storungsreihen und die hierbei vorausge-
setzte Aufteilung des Hamiltonoperators. Dies wurde im vorigen Kapitel fiir die
Energiekorrekturen zweiter Ordnung im Falle geschlossenschaliger Systeme vor-
gefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit werden die benétigten Storungsreihen mit Hilfe
des Programmpaketes APEX hergeleitet, welches weiter unten und auch in [14]
genauer beschrieben wird. Fiir die allgemeine Form der Storungsreihen ist dabei
lediglich die Kenntnis der Gestalt des Modellraumes, d.h. dessen Abweichung
von einer geschlossenschaligen Konfiguration, notig.

5.1 Analytische Winkelreduktion

Bisher wurden die Terme einer Storungsreihenentwicklung beziiglich eines Va-
kuumzustandes |0, ) betrachtet, ohne die genauen Eigenschaften dieses Zustan-
des zu kennen. Eine wesentliche Vereinfachung der einzelnen Terme lésst sich
jedoch erreichen, wenn man annimmt, dass der Zustand |0.) eine abgeschlos-
sene Elektronenschale bildet, d.h. er besitzt den Gesamtdrehimpuls Null. Das
fithrt dazu, dass in den Stérungsdiagrammen Summationen iiber sdmtliche Fin-
teilchenzustande von | 0. ) und damit auch iiber die magnetischen Quantenzahlen
der einzelnen Symmetrieblécke x vorkommen. Das gleiche gilt auch fiir das an-
geregte Spektrum. Da sich weiterhin sdmtliche physikalischen Operatoren durch
sphérische Tensoren ausdriicken lassen (Beispiele hierzu sind unten gezeigt), kann
man die Abhéngigkeit der Matrixelemente von den magnetischen Quantenzahlen
ausnutzen, um eine analytische Summation durchzufiihren.

Der folgende Abschnitt widmet sich dem Wigner—Eckart-Theorem fiir Ein-
und Zweiteilchenmatrixelemente, welches gerade die Abspaltung der m-Abhéngig-
keit beinhaltet. Danach wird kurz vorgefiihrt, wie die anschlieende Vereinfachung
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der Storungsterme durch die Summation iiber die magnetischen Quantenzahlen
geschieht.

5.1.1 Auswertung von Ein- und Zweiteilchenamplituden
Das Wigner—Eckart-Theorem

Es sei T®) ein irreduzibler Tensoroperator des Ranges k. Gemif dem Wigner—
Eckart-Theorem kann man dann fiir seine Matrixelemente schreiben:

. (k) -/ / — (_ jfm .] k j/
(m | Tty = (v (20

) GIT® Y. 6.

Das reduzierte Matrizelement (j || T™ || j') ist dabei unabhéngig von simtlichen
magnetischen Quantenzahlen m, m’ und q.

Einteilchenoperatoren

Als einfachstes Beispiel soll der Einheitsoperator dienen, dessen Matrixelemen-

te durch (jm|1|j'm') = (jm|j'm') = 6;j0mm gegeben sind. Mit Hilfe von
. y

( 70 ) = (=1)7"™8;510mm /27 + 1 ist dann

-m 0 m

<]||1H.]/> :5jj’5mm’ V 2j+1' (52)

Besonders héufig tauchen in der Atomphysik die reduzierten Matrixelemente
der Kugelflachenfunktionen Yy, (£2) bzw. Cy,(§2) = /47 /(20 + 1) Y, (£2) auf. Wie
man leicht zeigt (siche z. B. [6]), sind diese

(LICHI)y = (=1)' /(2L + 1) (21 + 1) (é ’8 é) : (5.3)

Aus den Eigenschaften des hierbei auftauchenden 3j-Symbols folgt, dass dieser
Ausdruck nur dann ungleich Null ist, wenn die Summe [+ k+1’ gerade ist. AuBer-
dem gilt er nur zwischen Eigenzustianden des Bahndrehimpulses. Fiir Elektronen
im Zustand k bzw. £ mit dem Gesamtdrehimpuls j bzw. j' ist dann

-/

lg J )He(l,k,l’). (5.4)
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Hierbei ist
1 falls I+ k + [’ gerade,
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0 sonst. (5-5)

(1, k, 1) = {
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Zweiteilchenoperatoren

Jeder skalare symmetrische Zweiteilchenoperator kann als Skalarprodukt zweier
sphirischer Tensoren T®*) (1) und T™*)(2) geschrieben werden, wobei 1 und 2 die
Abhéngigkeit von den Koordinaten des ersten bzw. zweiten Teilchens bedeuten:

2) = 271@(7“1,7’2) [T®(1)-T®(2)] . (5.6)

Die Funktionen v (ry, r2) beinhalten die vollstdndige Radialverhalten des Opera-
tors. Mit Hilfe von (5.1) erhdlt man dann fiir die Matrixelemente

(ab|g | cd) :Z<_1)ja—ma+jb_mb+k_q ( Ja k ]C> %

—Mg g Mg
k.q

x ( ook ) XFa,be,d).  (57)
—my —q Mg
Um die Notation iibersichtlich zu halten, beschreibt beispielsweise der Buchstabe
a den Zustand mit den Quantenzahlen n,, k, und m,. Die effektive Wechselwir-
kungsstirke X[ (a,b,c,d) ist unabhéngig von magnetischen Quantenzahlen und
muss im allgemeinen numerisch ausgewertet werden. Die verbleibende Summa-
tion iiber magnetische Quantenzahlen kann hingegen analytisch mit Hilfe der
Racah-Algebra (siche z. B. [15]) vereinfacht werden.
Die effektive Wechselwirkungsstérke lésst sich dann schreiben als

Xy(a.be,d) = (=1)*(a| TW | ¢) (b]| T || d) Ry(a,b,c,d),  (5.8)

wobei das reine Radialintegral

Rk (a,b,c,d) = [ dry [ drg pS,.(r1) v(r1,72) prg(r2) , (5.9)
[*]
mit
Pac(r) = Pa(r) Pu(r) + Qa(r) Qc(r) . (5.10)

verbleibt. P,(r) = Py ., (1) und Qu(r) = Qn,x, (1) sind die groBen und kleinen
Komponenten der Wellenfunktion, vgl. hierzu (3.12). Die tatséichliche Auswer-
tung dieser Radialintegrale wird weiter unten detailliert beschrieben.

Die Elektron—Elektron-Wechselwirkung

Die dominierende elektromagnetische Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen
ist die elektrostatische oder auch Coulomb- Wechselwirkung:
1 1

=—. (5.11)

gc = ——
|I'2—I'1| T12
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Sie ldsst sich als Skalarprodukt zweier sphérischer Tensoren C*) schreiben,

"
ri = i CV C’”zZ e quml)ckq(%)

k> kq>

o Z 2]€+ 1 k+1 Yk Q(01>qu(92) (5.12)

wobei r— und r~ der kleinere bzw. gréflere Wert von r; und ry ist.
Fiir die Coulomb-Wechselwirkung ist dann nach (5.8) die effektive Wechsel-
wirkungsstérke

X(kj(aa b> C, d) = 5(ja7jca k) 5(jb7 jd7 k) He</€a> Re, k) He(K'ba Rd, k) X
x (=D (a | CP ) (b|CW || d) RE(a,b,c,d) (5.13)

mit den Radialintegralen

oo o k;
’
RE(a,b,c,d) = /drl /drg po.(r1) _Tkil Pra(r2) - (5.14)
>
0 0

Die Coulomb-Wechselwirkung beriicksichtigt weder Retardierungs- noch spin-
abhéangige Effekte. Die wesentliche Korrektur, die sich in der Quantenelektrody-
namik zur Elektrostatik ergibt, ist die Breit- Wechselwirkung [16, 17, 18]

gg = Sl e (o - V1) (a2 Vs)

12 w27’12

cos(wryp — 1)

, (5.15)

die in der Ndherung w — 0 in die frequenzunabhéingige Breit-Wechselwirkung
iibergeht:

1 o IO - T
~0 1 T200 -T2
_ S . 5.16
9B 27”12( ! 2 T‘%z ) ( )

5.1.2 Winkelreduktion

Fiir geschlossenschalige Systeme ist der Energiebeitrag zweiter Ordnung in einer
Dirac-Fock-Basis

E@):_EZ(rs\v|ab><ab|v[7’s) +lz<rs|v|ab><ba]v|rs> (5.17)

2 € +E5— €4 — & 2 €+ E5—Eq — Ep

abrs abrs

(vgl. Kapitel 4). Mit Hilfe von (5.7) kann man dann eine Separation in einen von
magnetischen Quantenzahlen abhéngigen und unabhéngigen Anteil durchgefiihrt
werden. Die Summation iiber die magnetischen Quantenzahlen kann dann ana-
lytisch durchgefithrt werden. Fiir den zweiten Term soll dies hier exemplarisch
gezeigt werden.
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Der m-abhéangige Anteil lasst sich dann geméaf

S Gslulab)(balolrs) = S “”p(—{% . 7371>X

Ma,Mp,Mr,Ms Ma,Mp,Mr,Ms
k1,q1,k2,q2

x js kl jb jb k? jr ja kQ js x
—ms —q1 My —Mp g2 My —Myg —Qg2 Mg
x X*(r s, a,0) X*(b,a,r,s) (5.18)

schreiben, wobei die Phase p = j,—m,+js—ms+k1 —q1+Jp—mp+Jo —Ma+ ko —qo
ist.

Mit Hilfe des Programmpaketes RACAH [19, 20, 21] kann dieser Ausdruck
nun ausgewertet werden. Dabei werden hauptséchlich die Summationsregeln fiir
Wignersche 3j-Symbole benétigt, die in Anhang A dargestellt sind (sogenannte
loop rules). Damit erhélt man dann den Ausdruck

Z (rs|v|ab) (ba|v|rs) =

Ma,Mp, My, Ms

Z(—l)js_j“_j”_j’ {‘7.“ Js kz} X*(r s a,b) X*2(b,a,r,5), (5.19)
ke o Jb Ir kl

der nun keinerlei m-Abhéngigkeit mehr aufweist.

In hoheren Ordnungen der Storungstheorie erhoht sich die Anzahl und Kom-
plexitat dieser Diagramme dramatisch, so dass in diesen Féllen die Benutzung
eines Computeralgebrasystems beinahe unumggnglich ist. Dann ist die Winkel-
reduktion mit Bleistift und Papier allein nicht mehr praktikabel.

5.2 Das Programm APEX

Das Programmpaket APEX (Atomic Perturbation Expansions) wurde entwickelt
[14], um atomare Storungsreihen analytisch herzuleiten, wie dies am Ende von
Kapitel 4 fiir einen einfachen Fall vorgefiihrt wurde. Dies geschieht ihm Rahmen
des Computeralgebrasystems MAPLE*, welches durch seine flexiblen Datenstruk-
turen eine zuverlissige Behandlung analytischer Ausdriicke moglich macht.

Fiir die Herleitung der Storungsreihen ist es zunédchst notig, den Storopera-
tor (4.88) in zweiter Quantisierung zugrunde zu legen. Die Losung der Bloch-
Gleichung Ordnung fiir Ordnung liefert dann die jeweiligen Beitrage zum Wellen-
operator 2 und zur Korrelationsenergie E. Es ist noch wichtig anzumerken, dass
die auftauchenden Operatorprodukte auf Normalform gebracht werden miissen,

*MAPLE ist ein eingetragenes Warenzeichen von Waterloo Inc.

95



was die Auswertung der Vakuumamplituden erst erméglicht. Dies geschieht for-
mal mit Hilfe von Wicks Theorem, das beispielsweise in [6] ausfiihrlich diskutiert
wird.

Eine von mir durchgefithrte Erweiterung von APEX befafit sich damit, fiir
Ausdriicke der Form (4.98) unter Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems (5.1)
bzw. (5.7) eine Separation in Winkelkoeffizienten und Radialintegrale durch-
zufithren. Der Winkelanteil kann dabei zu seinem sogenannten Racah-Ausdruck
zusammengefasst werden, der im weiteren Verlauf im Rahmen des (ebenfalls com-
puteralgebraischen) Programmpaketes RACAH (siche hierzu [19, 20, 21]) behan-
delt wird. Dabei kénnen insbesondere Summationen iiber Wignersche 3j-Symbole
mit Hilfe der in Anhang A dargelegten Regeln analytisch vereinfacht werden. Fiir
jeden Term der Storungsreihe kann auf diese Weise die Abhéngigkeit von den ma-
gnetischen Quantenzahlen, die zu den Orbitalen geschlossener Schalen gehoren,
beseitigt werden.

Die weitere Vereinfachung der Ausdriicke durch Anwendung von Summenre-
geln fiir 6j- und 9j-Symbole (vgl. Kapitel 12 von [15]) sorgt dafiir, dass die spatere
numerische Auswertung der Winkelanteile méglichst 6konomisch geschehen kann.

Erst zu diesem Zeitpunkt muss dann festgelegt werden, welche Orbitale (aus-
gedriickt durch die Quantenzahlen n und k) den Teilchen- und welche den Loch-
zustdnden zuzuordnen sind. Zuletzt wird dann — immer noch im Rahmen von
APEX — zu jedem Diagramm eine Fortran-Routine erzeugt, die schliefllich die
numerische Auswertung mit Hilfe von Dirac-Fock-Funktionen bewerkstelligt.

5.3 Schritte zur Berechnung einer Stérungsrei-
he

Um zu zeigen, auf welche Weise die Korrekturen zur Gesamtenergie eines Atoms
oder Tons im nachfolgenden Kapitel berechnet wurden, sollen hier die benttigten
Schritte kurz dargelegt werden.

1. Partitionierung des Hamziltonoperators wund Festlegung des
Modellraumes fiir das betrachtete System. Da im weiteren Verlauf
stets Dirac—Fock-Wellenfunktionen als Basiszusténde benutzt werden, ent-
spricht der ungestorte Hamiltonoperator dem Operator (3.10), und die
Storung ist durch Gleichung (4.86) gegeben. Weiterhin muss man sich iiber-
legen, inwiefern das System von einem geschlossenschaligen Zustand ab-
weicht. Innerhalb APEX wird die Stérung durch den Befehl®

> Vop:=apex_addoperators (apex_setoperator(v0),
apex_setoperator (v2));

"Diese Befehle werden interaktiv wihrend einer MAPLE-Sitzung eingegeben; das Symbol
> stellt hier lediglich den zugehotrigen Eingabeprompt dar.
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definiert. Der Modellraum fiir ein geschlossenschaliges System wird weiter-
hin durch

> apex_setmodelspaceoccupation(0,0);

charakterisiert.

. Herleitung der Storungsreithen mit APEX. Die Storungsreihen wer-
den mit Hilfe des Formalismus der zweiten Quantisierung hergeleitet und
abgespeichert.

. Wainkelseparation der erhaltenen Ausdriicke mit RACAH. Mit
Hilfe der im letzten Abschnitt gezeigten Techniken werden die Stérungsdia-
gramme unter der Annahme, dass der Referenzzustand ein geschlossenscha-
liger ist, analytisch vereinfacht. Dadurch entfallen die Summationen iiber
magnetische Quantenzahlen.

. Erzeugung von Fortran-Routinen. Fiir jedes Diagramm wird (von
Maple) eine Fortran-Routine ausgegeben, die, im Rahmen des Dirac—Fock-
Programmes, in der Lage ist, den numerischen Wert dieses Diagrammes zu
berechnen. Anschliefend muss das Fortran-Programm entsprechend kom-
piliert werden.

. Numerische Auswertung. Das Dirac-Fock-Programm wird nun mit den
richtigen Parametern aufgerufen und berechnet einerseits Dirac-Fock-Ener-
gien und -Wellenfunktionen, die dann in einem zweiten Schritt zur Berech-
nung der Stérungsreihe weiterverwendet werden.
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Kapitel 6

Anwendungen

In diesem Kapitel werden Anwendungen des in den vorhergehenden Abschnitten
dargelegten Verfahrens gezeigt.

Hierbei wird als Lichtgeschwindigkeit der Wert 137.0359895 verwendet. Um
den nichtrelativistischen Grenzfall zu simulieren, wird wie auch bei Ishikawa und
Koc [22] ¢ = 10* gesetzt, was fiir die meisten Systeme ausreichend ist. (Noch
groffere Werte von ¢ fithren bei den hier benutzten Basissétzen zu numerischen
Instabilitdten.) Desweiteren wird das Kernmodell einer gleichférmig geladenen
Kugel (vgl. Abschnitt 2.2.1) angewendet.

Es wurden geschlossenschalige Systeme und Systeme mit einem aktiven Teil-
chen bzw. Loch untersucht. Um zu verdeutlichen, wie stark der rechnerische Auf-
wand hierbei mit der stérungstheoretischen Ordnung anwiéchst, zeigt Tabelle 6.1
die Anzahl der zu berechnenden Terme in Dirac—Fock-Nédherung fiir verschiedene
Konfigurationen.

Mit wachsender Ordnung wéchst nicht nur die Komplexitiat der Storungsrei-
hen, auch der rechnerische Aufwand pro Term steigt an. So ist in zweiter Ord-
nung hochstens eine Zweifachsumme iiber das angeregte Spektrum zu berechnen,
in dritter Ordnung jedoch schon eine Vierfachsumme und in vierter Ordnung so-

Ordnung Anzahl ‘ Ordnung Anzahl ‘ Ordnung Anzahl

(0,0) (1,0), (0,1) (1,1)
1 2
2 2 2 6 2 34
3 12 3 96 3 1432
4 832 4 11536

Tabelle 6.1: Anzahl der Stérungsdiagramme fiir verschiedene Konfigurationen un-
ter Verwendung von Dirac—Fock-Orbitalen. Die erste Ziffer in Klammern bedeu-
tet die Anzahl der Teilchen, um die der Referenzzustand von einer geschlossenen
Schale abweicht, die zweite Zahl die Anzahl der Locher.

29



Z Nsl 2 EDC €1sy /9

2 16 -2.861788284 -0.917982706
20 -2.861812960 -0.917990576
24 -2.861813305 -0.917990686
26 -2.861813310 -0.917990688
28  -2.861813311 -0.917990688

Tabelle 6.2: Dirac-Fock-Energien fiir Helium.

gar eine Sechsfachsumme. Insofern kann es niitzlich sein, von der Summation die
Zusténde auszuschlieflen, deren Beitrag vernachlassigbar ist. Diese Moglichkeit
ist im verwendeten Computerprogramm verwirklicht, indem man fiir jeden Sym-
metrieblock k eine Energieobergrenze angeben kann, so dass Terme mit einem
geniigend groflen Energienenner nicht berticksichtigt werden.

6.1 (Geschlossenschalige Systeme

Heliumartige Ionen

Als einfachstes Beispiel eines geschlossenschaligen atomaren Systems soll ein
Zweielektronensystem im Feld eines Kerns untersucht werden. Dazu muss zu-
néchst eine entsprechende Dirac—Fock-Losung gefunden werden, deren Lésungen
dann als Basis der storungstheoretischen Berechnung der Korrelationsenergie die-
nen werden.

Dirac—Fock-Energien

Die totale Energie ergibt sich hierbei in Dirac-Fock-Nédherung gemaf

Foo =Y "(alhla) + 5 3 ((ablglab) —{balglab)),  (6)

a

wobei A die Bewegung eines Elektrons im Feld des Kernes und ¢ die Coulomb-
AbstoBung der Elektronen untereinander darstellen. Der Index ,DC* (Dirac—
Coulomb) soll dies verdeutlichen. Tabelle 6.2 zeigt die Gesamtenergien sowie die
Dirac-Fock-Energie des 1s;/,-Zustandes fiir verschiedene Basissatzgrofien NV
wobei der universelle Basissatz von Malli et al. [11] verwendet wurde.

Man sieht, dass eine Basissatzgréfie von Ny, ,» = 26 ausreicht, um die totale
Energie mit einer relativen Genauigkeit von etwa 10~° wiederzugeben.

1/27
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Energiekorrekturen

Die bei der Berechnung der Korrelationsenergie auftretenden Stérungsreihen neh-
men bei geschlossenschaligen Systemen eine relativ einfache Form an. Insbeson-
dere die Verwendung von Dirac-Fock-Orbitalen fiihrt dazu, dass die Energiekor-
rektur zu (6.1) in der ersten Ordnung verschwindet,

EW =0. (6.2)

Fiir die zweite Ordnung ergeben sich nach der Winkelseparation genau zwei Dia-
gramme:

1 (—1)ir+ds=da=do X*(q,b,7,s) X*(s,7,b,a)
E(Z) - _ _ » Uyl y Iy
ZZZ 2k +1 Er+Es— Eq — Ep +

r.s,ab k

1 S s g k Xk'l(a b,r 3) X'”(s r,a b)
r+is—Ja Js b 1 yUs 1y ) Iy &y
5 E E ( 1)] Js—Ja=Jb { i } .

ok Er+Es— €4 —E
r,s,a,b k1,ka JrJa 2 T+ s a b

(6.3)

Die Summe iiber die core-Zusténde a, b erstreckt sich bei Helium lediglich iiber
das 1s-Orbital. Die angeregten Zusténde r, s reprisentieren das iibrige Spektrum.
Da die Zahl der Basisfunktionen aus praktischen Griinden aber stets endlich sein
muss, stehen hierfiir hochstens N, Zustdnde zur Verfiigung. Hier wird N, den
Wert 32 nicht {ibersteigen, da der hauptsdchlich benutzte Basissatz von Malli
[11] aus maximal 32 Funktionen fiir jeden Symmetrieblock besteht.

In dritter Ordnung sind weiterhin fiir ein geschlossenschaliges System zwolf
Diagramme zu berechnen, die beispielsweise bei Johnson et al. [23] angegeben
sind.

Extrapolation der Energiebeitrige fiir hohe Drehimpulse

Um das Konvergenzverhalten der einzelnen Stérungsterme zu untersuchen, kann
man einerseits die Anzahl der Basisfunktionen fiir jeden Symmetrieblock s erho-
hen. Man kann aber auch die Anzahl der Symmetrieblicke k vergroBern und die
so hinzugekommenen Korrekturen untersuchen.

Sortiert man die Beitréige zur Korrelationsenergie zweiter Ordnung (6.3) nach
dem Summationsindex k, so erhélt man im Falle des Heliumatoms die in Tabelle
6.3 dargestellten Werte. Laut [24] gilt fiir die Beitrdge zu groBen Drehimpulse k
in n-ter Ordnung die Beziehung:

const.

(6.4)

Im hier betrachteten Beispiel zweiter Ordnung ist die auftauchende Konstante
ndherungsweise —0.14, so dass die Extrapolation in diesem Falle eine Korrektur
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k E®(k) (k+ )" E@(k)
0 —0.0134982 —0.000844
1 —0.0189749 —0.096060
2 —0.0031881 —0.124535
3 —0.0009276 —0.139198
4 —0.0003568 —0.146310
5 —0.0001629 —0.149064
6 —0.0000835 —0.149053
7 —0.0000458 —0.144914
8 —0.0000270 —0.140942

Summe: —0.0372648

Tabelle 6.3: Korrelationsenergiebeitrige zweiter Ordnung fiir Helium. Es wurden
Wellenfunktionen fiir die Drehimpulse kK = —9,...,8 in der Berechnung beriick-
sichtigt.

von —0.14 - (9.57* +10.57% 4 - .- ) = —0.0000636 liefert.* Der extrapolierte Wert
betriigt dann E% = —0.0373284.

extrapoliert —

Korrelationsenergien heliumartiger Ionen

In Tabelle 6.4 sind die Dirac-Fock—Coulomb-Gesamtenergien und die Korrek-
turen zweiter und dritter Ordnung fiir heliumartige Systeme (Kernladungszahl
Z, Nukleonenzahl A) angegeben. Fiir alle Beispiele wurde der universelle Gauf3-
sche Basissatz aus [11] benutzt. Dieser ist einerseits fiir alle betrachteten Ionen
geeignet, andererseits kann er systematisch vergrofiert werden, um die Konver-
genzeigenschaften zu studieren. Ein Nachteil ist jedoch, dass er lediglich 32 Ba-
sisfunktionen beinhaltet, so dass die Genauigkeit — insbesondere bei angeregten
Zusténden von Ionen hoher Kernladungszahl — leidet. Die Notation 19s 15p bedeu-
tet dabei beispielsweise, dass 19 sy ,-Basisfunktionen sowie 15 p; /o- und ebenfalls
15 p3/o-Basisfunktionen in die Rechnung einbezogen wurden.

Zunichst ist ersichtlich, dass eine Erhohung der Anzahl der Basisfunktionen,
wie zu erwarten, zu einer Konvergenz der totalen Energien in Dirac—Fock-Néhe-
rung Epc sowie zu den stérungstheoretischen Beitrigen E? und E® fiihrt. Die
Extrapolation im obigen Sinne wurde hierbei angewendet. Einerseits muss hierbei
darauf geachtet werden, dass die Wellenfunktionen selbst — insbesondere die be-
setzten Zustdnde — hinreichend genau wiedergegeben werden, was gegebenenfalls
durch eine Erhohung der Basisfunktionen fiir einen bestimmten Symmetrieblock

*Wenn k. der hochste mitgenommene Drehimpuls und n die Ordnung der Stoérungsreihe
ist, so kann die Korrektur allgemein durch eine Polygammafunktion (2n — 1)-ter Ordnung

ausgedriickt werden: AE™ = const. - ¥(2n — 1, kmax + 3/2)/(2n — 1)

extrapoliert
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Basissatz Epc E® E®)

Z =2, 19s15p11d9f 7g 6h —2.86181229 —0.03677444 —0.00394644
A=4 225 17p13d11f9¢g8h —2.86181326 —0.03718852 —0.00380915
25519p 15d13f 11g9h 8i —2.86181330 —0.03722780 —0.00375535
25522p17d15f13g11h 10795 —2.86181330 —0.03730127 —0.00371178
32527p22d19f 189 16h 15 125 —2.86181330 —0.03733554 —0.00370326
32527p22d19f 189 16k 151125 12k —2.86181330 —0.03733355 —0.00368941
nichtrelativistisch:
32527p22d19f 189 16h 151125 12k —2.86167999 —0.03733673 —0.00368741
Literatur [25]: —2.861812 —0.03707 —0.00377
Literatur [28]: —2.8618133 —0.0373736 —0.0036756
Z =3, 22517p13d11f9g 8h —17.23720496 —0.03975998 —0.00296522
A=T7 25522p17d15f13g11h 107 95 —17.23720532 —0.04005902 —0.00286057
32527p22d19f 189 16h 15¢ 125 —7.23720534 —0.04016528 —0.00284198
32527p22d19f 189 16k 151125 12k —7.23720534 —0.04016238 —0.00283275
32527p22d19f 189 16k 151125 12k
(Punktkern) —7.23720548 —0.04016238 —0.00283275
nichtrelativistisch:
25522p17d15f13g11h10¢ 95 —17.23641516 —0.04006614 —0.00285722
Z =26, 22s17p13d11f9g8h —665.7828247 —0.0411502 —0.0005640
A =56 25519p 15d 13 f 119 9h 8i —665.8314950 —0.0435202 —0.0005211
25522p17d15f13g11h10i 95 —665.8314950 —0.0445948 —0.0004907
32527p22d19f 18¢g 16k 151125 12k —665.8359477 —0.0453574 —0.0004628
nichtrelativistisch:
25522p17d15f 139 11~ 1095 —659.8584163 —0.0447503 —0.0004611
Literatur [29]: —665.836018 —0.0456080 —0.000435
Z =36, 32s527p22d19f18¢g16h15i12j5 12k —1296.1651280 —0.045633 —0.0003572
A=84 nichtrelativistisch:
32527p22d19f 189 16k 151125 12k —1273.6011210 —0.045711 —0.0003166

Z =92, 32527p24d21f18g16h (Punktkern) —9650.3857721 —0.0575837 —0.0002338
A =238 32532p29d25f 229 22h (Punktkern) —9650.3857721  —0.0584512 —0.0002264
32532p29d 25 f 22g 22h (Fermi-Kern) —9637.3261021 —0.0582776 —0.0002259
nichtrelativistisch:
32532p29d 25 f 22g 22h (Punktkern) —8406.7880289 —0.0463919 —0.0001247
32532p29d 25f 22g 22h (Fermi-Kern) —8405.6863625 —0.0463905

Tabelle 6.4: Energiekorrekturen zweiter und dritter Ordnung He-artiger Systeme
fiir verschiedene Basissatzgrofien. Soweit nichts anderes angegeben ist, wurde das
Kernmodell der gleichférmig geladenen Kugel zugrunde gelegt.
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k erreicht wird. Dadurch wird auch sichergestellt, dass die totale Energie mit der
benétigten Genauigkeit berechnet wird. Andererseits hingt die Genauigkeit der
Ergebnisse der Storungsrechnung wesentlich davon ab, wie viele Symmetrieblocke
beriicksichtigt werden. So wurden im Falle von Helium Orbitale mit einem Bahn-
drehimpuls bis zu [, = 8 einbezogen.

Wie zu erwarten, spielt die endliche Ausdehnung des Kerns bei leichten Ilo-
nen nur eine sehr geringe Rolle. Bei heliumartigem Lithium bedeutet er nur eine
Verschiebung der Gesamtenergie um 1.4 - 1077 a. u., auf die Stérungsbeitrige hat
er praktisch keine Wirkung. Anders sieht das jedoch bei heliumartigem Uran
aus, wo sich die Gesamtenergie um etwa 13.06 a. u. nach oben verschiebt. Inter-
essant ist es zu bemerken, dass die nichtrelativistische Verschiebung infolge des
ausgedehnten Kernes lediglich etwa 1.10a.u. betragt. Hierzu muss man bemer-
ken, dass die relativistische Kontraktion der Wellenfunktionen (insbesondere der
s-Zusténde) eine wesentlich hohere Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnéhe
hervorruft, was eine Erklarung fiir dieses Verhalten liefert. Auch in den Ener-
giekorrekturen zweiter und dritter Ordnung zeigt sich eine kleine Verdnderung
gegeniiber dem Punktkernmodell.

Auch werden die relativistischen Effekte mit zunehmender Kernladung Z
starker. Fiir Helium ergibt sich relativistisch eine Verschiebung gegeniiber dem
nichtrelativistischen Wert um 0.00013213 a. u. nach unten, was man mit dem Wert
0.00013249 a. u. von Ishikawa [25] vergleichen kann. Verfolgt man nun die Ver-
schiebung aufgrund der relativistischen Beschreibung hin zu héheren Kernladun-
gen, so erreicht diese bei Z = 92 einen Wert von —1231.64 a. u. Schlieflich erkennt
man, dass relativistische Effekte in der totalen Energie ein wenig stiarker als mit
der vierten Potenz der Kernladung zunehmen

Abschitzung der Groflenordnung der Beitrige n-ter Ordnung

Betrachtet man Tabelle 6.4, so fallt ins Auge, dass die Korrekturen zweiter Ord-
nung nahezu unabhéngig von der Kernladungszahl sind, wahrend sich die Effekte
dritter Ordnung — der Gréflenordnung nach — umgekehrt proportional zur Kern-
ladung verhalten. Dieses Verhalten lésst sich verstehen, wenn man das Verhalten
typischer Gréflen mit variierender Kernladungszahl studiert. Der Vergleich mit
wasserstoffartigen Ionen zeigt, dass typische Energie proportional zu Z? sind,
wéhrend sich typische Abstidnde wie 1/Z verhalten. Damit sind die Matrixele-
mente der Elektron-Elektron-Wechselwirkung (1/r15) im wesentlichen proportio-
nal zu Z.

Storungsterme n-ter Ordnung enthalten ein Produkt von n Matrixelementen
der Elektron—Elektron-Wechselwirkung und werden durch n — 1 Energieterme
dividiert. Damit verhalten sie sich wie

-1 n n
(n)N<"|T12|"> -~ Z _ 2-m
E (AR 1) = VR (6.5)
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Dieses Ergebnis bestétigt das eingangs festgestellte Verhalten der Energiekor-
rekturen zweiter und dritter Ordnung. Insbesondere bedeutet das auch, dass fiir
ein bestimmtes N-Elektronen-System hohere Storungsordnungen mit wachsender
Kernladungszahl zunehmend unwichtig werden.

Neon, Argon und Quecksilber

Ebenso wie Helium ist Neon ein geschlossenschaliges System, wobei jedoch nun
zusétzlich zur K-Schale auch noch die L-Schale besetzt ist. Die core-Zusténde sind
also nun 1sy/9, 25172, 2p1/2 und 2ps/5, das angeregte Spektrum wird durch alle
iibrigen Zusténde reprisentiert. Die Basisfunktionen entstammen abermals der
Veroffentlichung von Malli et al. [11], wobei ein (255 12p20d 18 f 16g 16h 147 145)-
Basissatz fiir die Berechnung des Storungsbeitrages zweiter Ordnung geniigte.
Im Falle von Argon und Quecksilber sind die Teilchen- und Lochzusténde ent-
sprechend zu modifizieren; Argon hat die Elektronenkonfiguration [Ne]3s? 3pS,
Quecksilber [Xe] 414 5d'° 6s%. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.5 gezeigt.

Die Korrelationsenergie von Neon in zweiter Ordnung zeigt eine gute Uberein-
stimmung mit den Literaturwerten, wobei Jankowski und Malinowski [26] Funk-
tionen mit einem Drehimpuls bis zu l,.c = 9 beriicksichtigten. Aufgrund des
erhohten Rechenbedarfs wurden die Beitrage dritter Ordnung hier nicht ermit-
telt. Es zeigt sich aber [26], dass diese fiir Neon weniger als ein Prozent des
Beitrags zweiter Ordnung betragen.

Epc E® Literatur
Ne —128.6919294 —0.3857683 diese Arbeit
—128.6919254 —0.3833856 [22]
—0.386378 [26]
—0.38355 [27] (nichtrelativistisch)
Ar —528.6837461 —0.7017547 diese Arbeit
—528.6838208 —0.6981223 [22]
Hg —19648.83929 —5.2675269 diese Arbeit
—19648.84818 —5.2894722 [22]
—19648.8585 [24]

Tabelle 6.5: Energiekorrekturen zweiter Ordnung von Neon (Z = 10, A = 20),
Argon (Z = 18, A = 40) und Quecksilber (Z = 80, A = 202). Fiir Neon wur-
de der Basissatz 225 18p 184 18 17¢ 17h 16: 165 16k aus [11] benutzt, fir Argon
ein (25s12p20d 18f 16¢g 16h 147 147)-Basissatz aus [12] und fiir Quecksilber der
Satz 325 29p29d 25 f 22g 22h 20i aus [11]. Ishikawa und Koc [22] benutzten eben-
falls Gaufsche Basisfunktionen, wobei sie Funktionen bis zu einem maximalen
Bahndrehimpuls von [, = 6 beriicksichtigten.
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Auch fiir Argon und Quecksilber zeigt sich eine relativ gute Ubereinstimmung,
wobei insbesondere fiir Quecksilber nicht nur die Gréfle des Basissatzes, sondern
auch die Wahl des Kernmodells und der Kernmasse eine Rolle spielen. Im Falle
der (hdufig verwendeten) mittleren Kernmasse von A = 200.59 erhélt man so eine
Dirac—Fock-Energie von —19648.85537 a. u., wiahrend fiir das (héufigste) Isotop
A =202 die Energie —19648.83929 a. u. betrégt.

6.2 Offenschalige Systeme

Lithiumartige Ionen

Fiir Li-artige Ionen besteht der Modellraum aus dem geschlossenschaligen Mo-
dellraum He-artiger Ionen und einem zusétzlichen Valenzelektron. Abermals ver-
schwinden die Beitrédge erster Ordnung zur Korrelationsenergie, und fiir die zweite
Ordnung ergeben sich aufgrund des erweiterten Modellraumes vier weitere Dia-
gramme. Diese Erweiterung soll durch den Index v ausgedriickt werden, der fiir die
Quantenzahlen des Valenzelektrons steht. Die gesamte Energiekorrektur zweiter
Ordnung ist dann die Summe der beiden Terme (6.3) sowie der vier Diagramme

E® — ZZ 1)Jrtde=domd - XF(v, b, 1, 5) X*(r, 5,0, b)
v 2k—|— ) (25, + 1 Er +Es — €y — b

)
Jr+]s Jv—Jb j”U Ir kl ('U, b, T, S) sz <S7 v, b)
DI "
2]v +1 Js ke

3 Es—Eq — €
r,s,b k1,k2 rtEs a b

]u'f‘je Ja—Jb Xk a,b,U,S Xk v,s,a,b
+zz Gnaland,
2k+1 ) (25, + 1) Ev T Es—Ea — Ep

]T+]s Jv—2Jb ; ; k1 ko
Jo Ja k1] X" (a,b,v,s) X" (v,s,b,a)

i 2]v+1 Js Jb k2 Er+Es—Ea—Ep

(6.6)

Weiterhin liefert die Korrektur dritter Ordnung hier bereits 84 zusétzliche Dia-
gramme, die hier nicht wiedergegeben werden sollen.

Unterschiedliche Valenzzustédnde v ergeben damit auch unterschiedliche Kor-
rekturen zur Energie. Die core-Energie und deren Korrektur hingegen ist fiir alle
Zustdnde die gleiche und wurde im Abschnitt iiber heliumartige Ionen bereits
berechnet. Der Zustand v liefert dann in dritter Ordnung den Beitrag

E,=e,+E® +EY®

zur totalen Energie. Fiir die niedrigsten Zusténde ist dieser in den Tabellen 6.6 bis
6.9 fiir verschiedene Kernladungszahlen Z gezeigt. Dabei wurde wieder die Gauf3-
Basis von Malli et al. [11] benutzt und so lange vergroflert, bis sich Konvergenz
eingestellt hat.
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v € E£2) EQ(,?’) Summe Literatur
Li(Z=3 A=7)
2512 —0.196320 —0.001648 —0.000117 —0.198085 diese Arbeit
—0.196320 —0.001649 —0.000125 (23]
2p12  —0.128612 —0.001376 —0.000131 —0.130119 diese Arbeit
—0.128638 —0.001375 —0.000145 23]
2p3p  —0.128610 —0.001376 —0.000126 —0.130112 diese Arbeit
—0.128636 —0.001374 —0.000145 23]
3512 —0.063973 —0.000582 —0.000039 —0.064594 diese Arbeit
3dz/  —0.051259 —0.000060 —0.000006 —0.051325 diese Arbeit
3ds/2  —0.051258 —0.000060 —0.000006 —0.051324 diese Arbeit
3p12 —0.042213  —0.000885 —0.000079 —0.043177 diese Arbeit
3pse —0.042211 —0.000884 —0.000080 —0.043175 diese Arbeit

Tabelle 6.6: Einteilchenenergien der Valenzzustéinde von Lithium.

v € Ef}?) Eq(,g) Summe Literatur
Fe?t (Z = 26, A = 56)

2512 —75.211648 —0.006580 —0.000062 —75.218290 diese Arbeit
—75.211664 —0.006605 —0.000065 23]

2p1p  —73.419673 —0.013203 —0.000126 —73.433002 diese Arbeit
—73.419685 —0.013260 —0.000142 23]

2ps3p  —72.812966 —0.012425 —0.000140 —72.825531 diese Arbeit
—72.812977 —0.012470 —0.000139 23]

3512 —32.956866 —0.001858 diese Arbeit

3pi2 —32.459914  —0.003267 diese Arbeit

3pse —32.280550 —0.003071 diese Arbeit

Tabelle 6.7: Einteilchenenergien der Valenzzustédnde von lithiumartigem Eisen.
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v € Ef}?) Eq(,g) Summe Literatur
K3+ (Z = 36, A = 84)

2512 —151.110874 —0.006905 —0.000049 —151.117828 diese Arbeit
—151.110904 —0.006933 —0.000050 —151.117887 [23]
—151.110900 —0.006956 [30]

2p1p  —148.483678 —0.014347 —0.000101 —148.498126 diese Arbeit
—148.483703 —0.014410 —0.000109 —148.498222 [23]
—148.483705 —0.014416 [30]

2p3p  —146.039353 —0.012739 —0.000108 —146.052200 diese Arbeit
—146.039376 —0.012780 —0.000106 —146.052262 [23]
—146.039376 —0.012816 [30]

3512  —66.296852 —0.001979 —0.000018  —66.298849 diese Arbeit

3p12 —65.567441 —0.003577 —0.000026  —65.571044 diese Arbeit

3p3e —64.843752  —0.003169 —0.000028  —64.846949 diese Arbeit

Tabelle 6.8: Einteilchenenergien der Valenzzusténde von lithiumartigem Krypton.

v €v EQ(;Q) Eq(,g) Summe Literatur
U (Z = 92, Fermi)
25179 —1209.74728 —0.0107137 —0.0000322 —1209.75803 diese Arbeit
—1209.71251 —0.01072 —0.00003 —1209.72326 [31]
2p12  —1199.18027 —0.0305299 —0.0000783 —1199.21088 diese Arbeit
—1199.17688 —0.03066 —0.00008 —1199.20762 [31]
2p3,  —1043.79414 —0.0122073 —0.0000492 —1043.80640 diese Arbeit
—1043.79449 —0.01227 —0.00005 —1043.80681 [31]
3512 —517.12542  —0.0034197 —0.0000149  —517.12885 diese Arbeit
3p1/2 —514.31624 —0.0083614 —0.0000220 —514.32462 diese Arbeit
3p3e  —467.96567 —0.0033832 —0.0000137  —467.96907 diese Arbeit
3ds;p  —467.21766 —0.0013626 —0.0000053  —467.21903 diese Arbeit
3ds;p  —455.54870 —0.0010104 —0.0000044  —455.54971 diese Arbeit

Tabelle 6.9: Einteilchenenergien der Valenzzusténde von lithiumartigem Uran.
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7z Eion Eim E¥™  Literatur

0.19809 2.77967 4.50054 diese Arbeit

0.19814 277981  4.50027 [32]

26 75.21829  324.78590  341.09586 diese Arbeit
75.21834  324.78616  341.09590 [29]

36 636.65867 636.63872  659.57240 diese Arbeit

92 1209.75803 4783.29560 4854.08900 diese Arbeit

w

Tabelle 6.10: Ionisierungsenergien lithiumartiger Tonen.

Es lassen sich nun auch leicht die Ionisierungsenergien von Lithium angeben.
Die erste lonisierungsenergie ist einfach die Differenz der totalen Energien von
heliumartigem Lithium und Lithium im Grundzustand,

ion __ ~ (2) (3)
El — _E251/2 ~ _5281/2 - E2Sl/2 - E2sl/2

= 0.19809 a. u. (6.7)

Entfernt man ein weiteres Elektron, so erhélt man wasserstoffartiges Lithium, des-
sen Grundzustandsenergie einfach durch die Einteilchenenergie des 1s; /o-Zustan-
des (2.21) und (2.22) gegeben ist.

E" = —4.50054 + 7.28021 = 2.77967 a. 1. (6.8)

Die dritte Ionisierungsenergie ist schliefllich die Grundzustandsenergie des was-
serstoffartigen Systems: _
E" = —4.50054 a. u. (6.9)

Auf dieselbe Weise erhélt man auch alle weiteren in Tabelle 6.10 gezeigten
Werte.

Lithium als Ein-Loch-System

Bisher wurde Lithium als System betrachtet, in dem sich auflerhalb des ge-

schlossenen Helium-cores ein Valenzelektron im 2s, /o-Zustand bewegt [Beschrei-

bung durch ein (1,0)-System]. Alternativ kann man jedoch auch ein geschlossenes

Beryllium-core zugrunde legen, in dessen Feld sich ein Loch bewegt [Beschreibung

durch ein (0,1)-System|. Hier sollen nun die beiden Ergebnisse verglichen werden.
Im ersten Falle ergibt sich eine Gesamtenergie von

Ftiew(251/2) = EBue(Z = 3) + Ene(251)2)
= —7.280200 — 0.198085 = —7.478285 .

Fiir das Beryllium-core mit einem 25, /5-Loch ist die totale Energie

Egen(251)2) = Epe(Z = 3) — Epe(251/2)
= —7.493675 + 0.016696 = —7.476979 .
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Die Gesamt- und Einteilchenenergien wurden hierbei bis zur dritten Ordnung
ausgewertet. Es féllt auf, dass die Abweichung der beiden Werte von einander,
| Etie,n(251/2) — Een(251/2)] = 0.001306 etwa die Grofle der Korrekturen drit-
ter Ordnung hat. Diese verhiltnismifig grofle Diskrepanz kann dadurch erklart
werden, dass die hier verwendete Beschreibung des Berylliumatoms als geschlos-
senschaliges System eine weniger gute Naherung ist. Das rithrt daher, dass im
1S-Grundzustand eine starke Mischung der 2s- und 2p-Zustinde vorliegt. Die
Behandlung von Beryllium als offenschaliges System liefert hier bessere Ergeb-
nisse, siehe hierzu [6].

Natrium, Kalium und Kupfer

Als Beispiele fiir Atome, deren Komplexitédt iiber die von Lithium hinausgeht,
sollen Natrium, Kalium und Kupfer untersucht werden. Als core-Konfigurationen
dienen hier diejenigen von Neon und Argon sowie [Ar]3d' fiir Kupfer. Es wur-
den abermals die Basisfunktionen von Malli et al. [11] zugrunde gelegt, wobei fiir
Natrium, Kalium bzw. Kupfer die Basissétze 22s 18p 18d 18f 17g 17h 167 167 16k,
25522p20d 18 f 169 16h 141145 bzw. 30s25p20d 18 f 169 14h 127 verwendet wur-
den.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.11 gezeigt. Auch hier zeigt sich eine recht gu-
te Ubereinstimmung mit den Literaturwerten von Johnson et al., die allerdings
hauptséchlich nichtrelativistisch sind. Fiir Kupfer jedoch liegen auch relativisti-
sche Vergleichswerte vor. Die etwas grofiere Abweichung bei den d-Orbitalen ist
verstidndlich, wenn man bedenkt, dass die hier verwendeten Gauf3-Funktionen
fiir zunehmende Bahndrehimpulse und schwichere Bindungsenergien zunehmend
ungenaue Losungen liefern. Die von Johnson et al. benutzten sogenannten B-
Spline-Basisfunktionen erméglichen dagegen eine weitaus bessere Beschreibung
der Wellenfunktionen auch fiir grofere Kernabsténde [34].

Thallium

Zur Beschreibung der Valenzzustéinde von Thallium wird hier ein quecksilberar-
tiger core-Zustand mit der Kernladung Z = 81 zugrunde gelegt. Es wurden die
gleichen Basisfunktionen verwendet, die auch schon weiter oben fiir Quecksilber
selbst benutzt wurden. Die niedrigsten Valenzzustinde und deren Korrekturen
sind in Tabelle 6.12 zusammengefasst. Zu ihrer Berechnung wurden abermals die
Storungsreihen (6.6) herangezogen. Da auflerdem die Breit-Wechselwirkung fiir
die Valenzzustdnde nur eine sehr geringe Bedeutung hat, konnen die erhaltenen
Energien auch unmittelbar mit dem Experiment verglichen werden.

Die Energie des am stdarksten gebundenen Valenzzustandes liefert hierbei die
erste Ionisierungsenergie von Thallium,

E°"(T1) = 0.226032 a. u. (6.10)
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v € Eq(,Q) Summe  Literatur
Na (Z = 11, A = 23)
3512 —0.182031 —0.005872 —0.187903 diese Arbeit
—0.18180  —0.00586  —0.18766  [24] (nichtrelativistisch)
3pij2 —0.109324 —0.001806 —0.111130 diese Arbeit
3pse —0.109249 —0.001798 —0.111047 diese Arbeit
—0.10944  —0.00178  —0.11122  [24] (nichtrelativistisch)
3ds;,  —0.051423 —0.000335 —0.051758 diese Arbeit
3ds;,  —0.051423  —0.000335 —0.051758 diese Arbeit
—0.05567  —0.00023  —0.05590  [24] (nichtrelativistisch)
K (Z=19, A=39)
4s15  —0.147450 —0.012446 —0.159896 diese Arbeit
—0.14695  —0.01233  —0.15928  [24] (nichtrelativistisch)
4prj2 —0.095126 —0.004821 —0.099947 diese Arbeit
4psjs —0.094900 —0.004767 —0.099667 diese Arbeit
—0.09555  —0.00459  —0.10014  [24] (nichtrelativistisch)
3ds/,  —0.054998 —0.003786 —0.058784 diese Arbeit
3ds2  —0.055015 —0.003784 —0.058799 diese Arbeit
—0.05812  —0.00282  —0.06094  [24] (nichtrelativistisch)
Cu (Z =29, A=063)
45175 —0.238305 —0.034052 —0.272357 diese Arbeit
—0.23830  —0.03540  —0.27370  [33]
—0.23285  —0.03310  —0.26595  [24] (nichtrelativistisch)
4pijp  —0.124055 —0.012126 —0.136181 diese Arbeit
012410 —0.01244  —0.13654  [33]
4psjp  —0.123297 —0.011777 —0.135074 diese Arbeit
—0.12334  —0.01205  —0.13539  [33]
—0.12286  —0.01154  —0.13440  [24] (nichtrelativistisch)
4dz/o  —0.050503 —0.001059 —0.051562 diese Arbeit
4dso  —0.050464 —0.001037 —0.051501 diese Arbeit
—0.05508  —0.00070  —0.05578  [24] (nichtrelativistisch)

Tabelle 6.11: Einteilchenenergien der Valenzzustédnde von Natrium, Kalium und

Kupfer.
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v € E1(,2) Summe
6p12  —0.199677 —0.026355 —0.226032"
6pse  —0.166928 —0.025968 —0.192896
7s12  —0.094014 —0.008602 —0.102616
6ds;,  —0.051048 —0.004578 —0.055626
6dz;  —0.051407 —0.003144 —0.054551
5f52 —0.012663 —0.001520 —0.014183
5f72 —0.012669 —0.001513 —0.014182

Tabelle 6.12: Einteilchenenergien der Valenzzustdnde von Thallium (Z
A = 204). Der niedrigste Zustand ist mit einem * gekennzeichnet.

v € Ef,z) Summe
6512 —0.689514 —0.056658 —0.746171"
5ds;;  —1.073293  +0.053450 —1.019843
5dz;,  —1.161202 +0.062050 —1.099152
Sp3j2  —3.484407 +0.706417 —2.777990
Spij2 —4.251587 +0.251397 —4.000184
4dfr/p —5.281634 +0.675958 —4.605675
4fs;p  —5.457626 +0.744523 —4.713103

81,

Tabelle 6.13: Einteilchenenergien der Lochzusténde von quecksilberartigem Thal-
lium (Z = 81, A = 204). Der am schwichsten gebundene Zustand ist mit einem
* gekennzeichnet.

Zum Vergleich findet man beispielsweise in [32] hierfiir den Wert 0.2245 a. u. Die
kleine Abweichung kann dabei zum einen dadurch erklédrt werden, dass keine
Effekte dritter und hoherer Ordnung beriicksichtigt wurden. Andererseits wiirde
auch eine Erhéhung der Anzahl der Basisfunktionen noch eine kleine Anderung
liefern, was jedoch den Rechenaufwand sehr stark erhéhen wiirde.

Tabelle 6.13 zeigt weiterhin die Einteilchenenergien der Lochzusténde in
quecksilberartigem Thallium T1". Zu ihrer Berechnung wurde die Stérungsent-
wicklung eines (0, 1)-Systems verwendet. Fiir dieses lon ist die Ionisierungsenergie
durch die Einteilchenenergie des am schwdchsten gebundenen Zustandes gegeben,

EX(T1) = 0.746171 a. u. (6.11)

Der Literaturwert hierfiir ist ebenfalls in [32] enthalten, und er betragt 0.7507 a. u.
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v € E1(,2) Summe
Tpr2 —0.251789 —0.021893 —0.277682*
Tpse  —0.143900 —0.025893 —0.169793
8512 —0.099806 —0.008886 —0.108692
Tds;o  —0.049262 —0.003965 —0.053227
Tdz;,  —0.050054 —0.003095 —0.053149
6f72 —0.012682 —0.001503 —0.014185
6f52 —0.012661 —0.001506 —0.014167

Tabelle 6.14: Einteilchenenergien der Valenzzustéinde von Ununtrium (Z = 113,
A = 284). Der niedrigste Zustand ist mit einem * gekennzeichnet.

Element 113 (Ununtrium) und Element 119 (Ununennium)

Die gute Ubereinstimmung der Ionisierungsenergien fiir Thallium ermutigt nun
zur Anwendung derselben Theorie auf Atome noch hoherer Kernladungszahl. Fiir
die Elemente 113 und 119 soll dies hier geschehen. In beiden Féllen wurde eine
(325 32p 32d 25 f 20g 20h 18i 16j)-Basis von GauBfunktionen aus [11] zugrunde ge-
legt. Fiir das Element 113 wurde die Kernmasse A = 284, fiir das Element 119
lediglich ein Schétzwert von A = 300 benutzt. Als Kernmodell wurde aufgrund
der hohen Kernmasse eine Fermische Ladungsverteilung mit den in Abschnitt
2.2.3 gezeigten Parametern gewéhlt, siehe hierzu auch [35].

v € EéQ) Summe

8512 —0.153016 —0.028504 —0.181519"
8pi2  —0.090865 —0.010098 —0.100963
8pse  —0.072688 —0.007711 —0.080398
Tds;p  —0.061239 —0.012498 —0.073737
Tds;,  —0.059321 —0.012854 —0.072174
6f72 —0.013126 —0.003070 —0.016196
6f52 —0.013004 —0.001891 —0.014895

Tabelle 6.15: Einteilchenenergien der Valenzzustinde von Ununennium (Z = 119,
A = 300). Der niedrigste Zustand ist mit einem * gekennzeichnet.

Abermals wurden die Einteilchenenergien eines Valenzelektrons mit 112 bzw.
118 core-Elektronen und deren Stérungen zweiter Ordnung berechnet. Die Ergeb-
nisse zeigen die Tabellen 6.14 und 6.15, wobei der jeweils am starksten gebundene
Zustand mit einem * markiert wurde. Die Ionisierungsenergie ist dann das Nega-
tive dieses Wertes. Fiir Ununtrium betragt sie

E°*(113) = 0.277682 a. u. = 7.55611eV . (6.12)
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v € E1(,2) Summe
Tpse  —0.627877 —0.033641 —0.661517"
Tpij2  —1.152280 +0.039187 —1.113093
Ts12  —1.760574 +0.188360 —1.572214
6ds/,  —2.006131 +0.074099 —1.932032
6dzjp  —2.305020 +0.145516 —2.159505
5f72 —7.028148 +0.438711 —6.589437
S5fsp —7.423189 +0.439726 —6.983463

Tabelle 6.16: Einteilchenenergien der Lochzusténde von 1197 (Z = 119, A = 293).
Der am schwéchsten gebundene Zustand ist mit einem * gekennzeichnet.

In [36] findet man den (ebenfalls nur rechnerisch bestimmten) Wert von 7.306 eV,
wobei der Effekt der Breitschen Wechselwirkung beriicksichtigt wurde. Er betrégt
allerdings nur etwa 0.04eV.

Die Ionisierungsenergie von Element 119 ist weiterhin

E°"(119) = 0.181519a. u. = 4.93939¢V , (6.13)

wofiir allerdings kein Literaturwert zum Vergleich existiert.

Wie auch schon fiir Thallium kann man die zweite lonisierungsenergie be-
stimmen, indem man den am schwéchsten gebundenen core-Zustand sucht. Dies
wurde fiir das Element 119 in Tabelle 6.16 und fiir das Element 118 in Tabelle
6.17 durchgefiithrt. Man findet so

E*"(119) = 0.661517 a. u. = 18.0008 ¢V (6.14)

und

E'°"(118) = 0.334408 a. u. = 9.09971 ¢V . (6.15)
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Tabelle 6.17: Einteilchenenergien der Lochzustinde von Ununoctium (Z = 118,
A = 293). Der am schwichsten gebundene Zustand ist mit einem * gekennzeich-
net.

v I ESQ) Summe
Tpss  —0.305627 —0.028781 —0.334408"
Tpi2  —0.739466 +0.047274 —0.692192
7s12  —1.297006 +0.122838 —1.174167
6ds;2  —1.492966 +0.089913 —1.403052
6dz;p,  —1.763958 +0.132277 —1.631681
5fr2 —6.141397 +0.426360 —5.715037
5f52 —6.511719 +0.461041 —6.050679
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Kapitel 7

Ausblick und Zusammenfassung

Ausblick

Abschlieflend darf es nicht versdumt werden zu erwihnen, dass in der hier vorlie-
genden Arbeit stets Korrekturen zur totalen Energie berechnet wurden, welche
die instantane Coulomb-Wechselwirkung beriicksichtigen. Um mit Experimenten
vergleichbare Werte zu erhalten, muss man jedoch noch weitere Beitrige unter-
suchen, die in diesem Abschnitt kurz aufgezihlt werden sollen.

Die mit Hilfe der Dirac-Hartree-Fock-Gleichungen (3.13) mit einem entspre-
chenden Kernpotential (siehe Abschnitt 2.2) bestimmten Wellenfunktionen bein-
halten alle relevanten Finteilchenbeitrage der Elektronenhiille, insbesondere die
in nichtrelativistischen Modellen als Storung beriicksichtigte Spin—-Bahn-Wechsel-
wirkung. Weitere Beitrige sind:

e Breit- Wechselwirkung. Die frequenzabhéngige oder transversale Breit-
Wechselwirkung

s TN cos(wryp — 1)

~W

gB =

+ (a1 : V1) (012 : Vz)

12 wW2r12

(7.1)

beinhaltet, wie man an deren Struktur erkennt, die Spin—Spin- und Spin—
Bahn-Wechselwirkungen der Elektronen untereinander, was insbesondere
bei grofler Elektronenzahl zu nicht vernachlassigbaren Auswirkungen in den
Einteilchenenergien und der Gesamtenergie fiithrt. {Laut [11] betrigt et-
wa die Verschiebung des 1s;/,-Niveaus fiir Nobelium (Z = 102) etwa 25.8
Hartree nach oben.} Wegen ihrer GroBe fiir schwere Atome ist es deshalb
vorteilhaft, diese Wechselwirkung schon in den selbstkonsistenten Dirac—
Fock-Zyklus mit einzubeziehen (siche beispielsweise [37]) und spéter wei-
terhin im Rahmen der Stérungstheorie gleichberechtigt mit der Coulomb-
Wechselwirkung zu behandeln. Weitere Details sind etwa in [38, 39] zu
finden.
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o Kernmitbewegung und Massenpolarisation. Die endliche Masse M
des Atomkerns kann teilweise durch die Transformation ins Schwerpunkt-
system mit Hilfe einer reduzierten Elektronenmasse, was zu relativen Ener-
giekorrekturen der Grosenordnung —m /(M +m,) fiithrt, und teilweise sto-
rungstheoretisch durch die Massenpolaristion

1 A A At A
AH = i Z (ij | p1- P2 |1k ) af af ady (7.2)

Z"jik7l
mitgenommen werden.

o Strahlungskorrekturen. Die QED-Beitrége der Selbstenergie und Vaku-
umpolarisation sind besonders bei hochgeladenen Ionen mit wenig Elektro-
nen relevant.

o Hyperfeinstruktur. Die Wechselwirkung zwischen einem nichtverschwin-
denden magnetischen Moment des Atomkerns und der Elektronenhiille
fithrt zu geringfiigigen Energieverschiebungen.

o Zustdinde negativer Energie. Die beim no-pair-Hamiltonoperator aus-
geschlossenen Zusténde des negativen Energiespektrums fithren nur bei lo-
nen mit hoher Kernladungszahl Z zu nennenswerden Korrekturen.

Um zukiinftig genauere Losungen der Dirac—Fock-Gleichungen — besonders
fiir hoher angeregte Zustdnde — zu erhalten, wird es notig sein, bessere Basis-
funktionen zu verwenden. Eine sehr flexible Moglichkeit bieten hierzu B-Splines,
die bereits von Johnson et al. [34] in die Atomphysik eingefiithrt wurden. Sie be-
schreiben nicht nur den kernnahen Anteil der Wellenfunktionen sehr gut, sondern
auch die Auflenbereiche kénnen aufgrund ihrer stiickweisen Definition hinreichend
genau beschrieben werden.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, wie mit Hilfe der atomaren Viel-
teilchenstorungstheorie totale Energien und auch Anregungsenergien von Ato-
men und Ionen berechnet werden koénnen. Dabei war es zunéchst erforderlich,
die Storungsreihen mit Hilfe computeralgebraischer Methoden herzuleiten. Dies
wurde fiir geschlossenschalige Systeme und Systeme mit einem aktiven Elektron
bzw. Loch bis zur vierten Ordnung durchgefiihrt, wobei die entsprechenden Terme
aufgrund ihrer groffen Anzahl hier nicht wiedergegeben werden konnten.

Als néchster Schritt folgte die analytische Winkelreduktion unter Anwendung
des Maple-Programmpaketes RACAH, was fiir diesen Zwecke entsprechend ange-
passt und weiterentwickelt wurde. Erst hier wurde von der Kugelsymmetrie des
atomaren Referenzzustandes Gebrauch gemacht. Eine erhebliche Vereinfachung
der Storungsterme war die Folge.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich mit der numerischen Auswertung
der bisher rein analytisch behandelten Storungsreihen. Dazu wurde, aufbauend
auf dem Fortran-Programmpaket RATIP (siche z.B. [40, 41]), ein Dirac-Fock-
Programm fiir geschlossenschalige Systeme entwickelt, welches auf der in Kapitel
3 dargestellen Matrix-Dirac-Fock-Methode beruht. Innerhalb dieser Umgebung
war es nun moglich, die Storungsterme numerisch auszuwerten. Dabei zeigte sich
schnell, dass dies nur dann in einem angemessenen Zeitrahmen stattfinden kann,
wenn die radialen Integrale X* im Hauptspeicher des Computers gehalten werden.
Wegen der sehr hohen Anzahl dieser Integrale stellte dies auch hohe Anspriiche
an die verwendete Hardware. Das war auch insbesondere der Grund dafiir, dass
die Korrekturen dritter Ordnung nur teilweise und die vierter Ordnung gar nicht
berechnet werden konnten.

Schliellich wurden die Korrelationsenergien He-artiger Systeme sowie von Ne-
on, Argon und Quecksilber berechnet und mit Literaturwerten verglichen. Aufler-
dem wurden noch Li-artige Systeme, Natrium, Kalium und Thallium untersucht,
wobei hier die niedrigsten Zustédnde des Valenzelektrons betrachtet wurden. Die
[onisierungsenergien der superschweren Elemente 113 und 119 bilden den Ab-
schluss dieser Arbeit.

79



30



Anhang A

Wignersche 37-Symbole

Summenregeln

Bei der Winkelreduktion von Stérungsreihen tauchen immer wieder Summen iiber
3j-Symbole auf, die auf eine bestimmte Weise zyklisch miteinander verbunden
sind. Durch bestimmte Summenregeln (sogenannte loop rules, vgl. [21]) konnen
diese Ausdriicke vereinfacht werden, so dass die Anzahl der 3j-Symbole stets ab-
nimmt. Auf diese Weise ist es moglich, die m-Abhéngigkeit der Storungsreihen
zu eliminieren. Die wichtigsten Regeln sollen hier noch einmal kurz zusammen-
gestellt werden (siehe [15], Kapitel 12).

Ein 3j7-Symbol

Mg —Mg My

Sy (e e ) it Dgdae. ()

Mma

Zwei 3j7-Symbole

S (= 1o matiom Je o Ja b Joo Gy Jd ) _
—Mme Mg My —Mg —Mp My

Maq,Mp
(_ 1)Jc+mc

——90 'ca -a7- 505mm A2
2. 11 (Jes Jas Jb) 0Jcla Omemy - (A.2)
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Drei 3j-Symbole

Z (_1)ja_ma+jb_mb+jc_mc Ja  Jd Jb Jb Je Je y
mge Mg —Myp my Me —Me
Ma,Mp,Mc
N T A Y T A A
Me My —Myg —Mg —Me —My Je Ja b

Vier 3j-Symbole

§ (_1)ja_mu+jb_mb+jc_mc+jd_md Ja Je Jb X
Mg Me —My
Ma,Mp,Mc,Mqg

o (v dr Je Je  Jg  Jd Ja Jn Ja
my Mmy —Me me myg —Mg mg Mp —Myg

o - e ko T j)
— (—1)Ja—Je=dn=0b 112k +1 J f 9 ) %
(1) Sy +>(m * mh)(mf -

k,q ©

x{].e K J.h} {J.f K J.g}. (A4)
Jd Ja Jb Jd Je b
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