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1 Einleitung

Seit Jahrtausenden werden Metalle wie Gold, Kupfer und Eisen handwerklich bear-
beitet. Diese handwerkliche Formgebung wurde um 1800 mit den ersten Walzwer-
ken durch industrielle Verfahren abgelost. Heutzutage spielt die Umformtechnik
eine zentrale Rolle im Maschinenbau. So umfasst die spanlose Formgebung die
Herstellung von Halbzeugen sowie die Blech- und Massivumformung [H"98]. An
moderne Fertigungsverfahren und -maschinen werden dabei hohe Anforderungen
gestellt. Die hohe Produktqualitit, Zuverlassigkeit, Ressourcenschonung und Anla-
genverfiigharkeit aktueller Maschinen wird mit Simulationsverfahren, insbesondere
mit der Methode der finiten Elemente, weiter verbessert. Die vorliegende Arbeit
soll einen Beitrag zum besseren Verstiandnis und zur weiteren Verbesserung dieses
numerischen Verfahrens leisten.

Da bei Umformvorgéngen grofie Deformationen auftreten, werden die zur Be-
schreibung der Kinematik und Kinetik notwendigen Groflen erldutert. Das Fun-
dament hierfiir liefert die Kontinuumsmechanik und auf diesem basiert auch das
verwendete Materialmodell. Dieses orientiert sich an den Arbeiten [Lio00], [Liih97]
und [TWO04].

Beim Umformen wird das Forménderungsvermogen des Werkstoffes ausgenutzt.
Metallische Werkstoffe konnen durch duflere Kréfte bleibend ihre Form &ndern oh-
ne, bei makroskopischer Betrachtung, dabei den Stoffzusammenhang zu verlieren
[Hor02]. Diese Eigenschaft wird als Plastizitét bezeichnet. Das verwendete Mate-
rialmodell enthélt eine wesentliche Annahme, welche aus Beobachtungen motiviert
ist. Es wird angenommen, dass plastische Dehnungen inkompressibel sind. Daraus
folgt, dass die Determinante des plastischen Deformationsgradienten konstant ist.

Problemstellungen aus der Praxis konnen oftmals nur numerisch gelost werden.
In der Festkorper-und Strukturmechanik hat sich dabei die Methode der finiten
Elemente durchgesetzt. Die meisten der bisher verwendeten Verfahren verletzen
die Bedingung der plastischen Inkompressibilitdt. Andererseits hat man festge-
stellt, siche [HWLO02], dass die Erhaltung von Invarianten oftmals entscheidend
fiir die Stabilitdt und Qualitdt eines numerischen Verfahrens ist. Daher sollten
solche Bedingungen zur Erhaltung von Zwéngen durch das numerische Verfahren
beriicksichtigt werden. Hierzu finden sich Ansétze in [Lith97], [TWO03] und [Hel06].
In dieser Arbeit werden die Ansétze vorgestellt, in dem Programm TASA-FEM
implementiert und die Ergebnisse mit einem Korrekturvorschlag aus [HWLO02] ver-
glichen.
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2 Grundlagen aus der
Kontinuumsmechanik

2.1 Kinematik der groBen Deformationen

In der Kontinuumsmechanik wird davon ausgegangen, dass ein materieller Kérper
B aus einer infiniten Anzahl materieller Punkte P besteht. Der molekulare Aufbau
des Materials wird ignoriert und idealisierend eine kontinuierliche Verteilung der
Materie angenommen. Diese Annahme erscheint im Maschinenbau gerechtfertigt,
da die Bauteilabmessungen in der Regel ein Vielfaches der atomaren Gréfien sind.

Die momentane Lage des Korpers B = {P} im euklidischen Vektorraum V3 zur
Zeit t wird durch die eineindeutige Abbildung®

xt: B—x|B] C Yg (2.1)

Pa t th(P> = I(t)
beschrieben. Die Abbildungen y werden allgemein als Konfigurationen und y; als
Momentankonfiguration bezeichnet. Eine Bewegung des materiellen Koérpers kann
nun als eine kontinuierliche Folge von Konfigurationen aufgefasst werden, siehe
Abb.2.1.

Um sich von dem abstrakten Begriff des materiellen Punktes zu l6sen, wird eine
beliebige Konfiguration als Referenzkonfiguration R gewéhlt. Der Korper muss
diese Konfiguration zu keinem Zeitpunkt einnehmen. Sie dient lediglich dazu dem
materiellen Punkt P eindeutig einen Referenzvektor X zuzuordnen.

Nun kann die Momentankonfiguration in Bezug auf die Referenzkonfiguration
dargestellt werden

Xt(P) = xe(RH(X)) = xr(X, 1) (22)

Dies ist in Abb. 2.2 zusammengefasst.
Neben der Idealisierung des Korpers als Kontinuum werden als weitere verein-
fachende Annahme sogenannte einfache Materialien erster Stufe eingefiihrt. Bei

1Es ist moglich diese Definition noch allgemeiner zu halten und vorerst auf ein Basissystem zu
verzichten, [Hau00]. Da dies fiir die vorliegende Arbeit jedoch unerheblich ist, wird hiervon
abgesehen.
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2 Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik

Abbildung 2.1: Bewegung als Konfigurationenschar mit dem Scharparameter ¢

Abbildung 2.2: Referenzkonfiguration

16



2.1 Kinematik der grofien Deformationen

ihnen wird von dem Prinzip der lokalen Wirkung ausgegangen. Somit reicht es
aus, eine Ndherung erster Ordnung fiir die Bewegung anzugeben.?
Die Bewegung des materiellen Korpers B wird lokal durch den Deformationsgra-
dienten
F(X,t) = Grad yg (X, t) (2.3)

charakterisiert. Dieser entspricht dem linearen Term der Taylor-Reihe des Verschie-
bungsfeldes

7= yr(X,t) = xo(Xo + dX,t) = xr(Xo, t) + FdX + Hd)? (X0, t,dX) (2.4)

mit der Eigenschaft
lim Hf()?o,t,dX)H ~0. (2.5)
[Jax{|—0
Der Vektor dX kann als ein Tangentenvektor einer glatten Kurve® in der Refe-
renzkonfiguration R aufgefasst werden. Er wird dann materielles Linienelement
genannt. Beim Ubergang von der Referenz- zur Momentankonfiguration x; dndert
sich der Betrag und die Richtung des materiellen Linienelementes

dz = FdX. (2.6)

Siehe auch Abb. 2.3.
dx

Abbildung 2.3: Transformation des materiellen Linienlementes durch den Defor-
mationsgradienten

Aus dieser geometrischen Interpretation des Deformationsgradienten folgen di-
rekt die Zusammenhédnge von materiellen Fldchen- und Volumenelementen der
Referenz- und Momentankonfiguration

dd = (det F)FTdA (2.7)

2Siehe hierzu und zu den weiteren Axiomen der Materialtheorie Kap. 3.
3Die Kurve soll aus materiellen Punkten P bestehen und wird im Folgenden materielle Kurve
genannt.
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2 Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik

und

dv = (det F)dV. (2.8)

Da elasto- und viskoplastische Prozesse zeitabhéingig sind, werden fiir die Formu-
lierung der Materialmodelle die Zeitableitungen oder Geschwindigkeiten benétigt.

Der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes ¢ = 7 kann auf zwei Arten berechnet
werden. Je nachdem, ob es in materieller Darstellung? oder rdumlicher Darstellung
gegeben ist, ergibt sich der materielle Geschwindigkeitsgradient®

Grado(X,t) = F(X,t) (2.9)
oder der rdaumliche Geschwindigkeitsgradient

grad v(7,t) = L. (2.10)

Der Zusammenhang der Gradienten folgt aus der Differentiation der Identitat

(X, t) = T(xr(X, 1), 1), (2.11)

wobei die Kettenregel angewendet wird

Grad 0(X,t) = grad (Z, t) Grad yr(X, t),

F = LF. (2.12)
Daher gilt
L=FF! (2.13)

impliziert. Wird (2.13) in (2.6) bis (2.8) eingesetzt, so ergeben sich die Geschwin-
digkeiten der materiellen Elemente zu

(A7) = LdZ, (2.14)
(A7) = [(div 7)1 — LT} da, (2.15)
(dv) " = (div ?) dw. (2.16)

‘Eine Funktion f(P,t) kann entweder in Bezug auf die materiellen Koordinaten X oder die
riumlichen Koordinaten # dargestellt werden. Es gilt f(P,t) = f(X(P),t) = f(Z(P,1),1).
Die Form f = f ()Z, t) wird materielle oder Lagrangesche Darstellung genannt. Die andere
Darstellungsform f = f(Z,t) wird als rdumliche oder Eulersche Darstellung bezeichnet.

5Grad bezeichnet den Gradienten in Bezug auf die materiellen Koordinaten X und grad den
Gradienten in Bezug auf die rdumlichen Koordinaten .
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2.1 Kinematik der grofien Deformationen

Der symmetrische Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten ist der Ver-
zerrungsgeschwindigkeitstensor

D=1(L+L"), (2.17)

er beschreibt die Anderungsrate des Skalarprodukts zweier materieller Linienele-
mente. Der schiefsymmetrische Anteil heiffit Wirbeltensor

W=1(L-L"). (2.18)

Der Wirbeltensor beschreibt die Anderungsrate der Richtung eines materiellen Li-
nienelements.

Auflerdem wird die Kinematik des Korpers lokal mit sogenannten Verzerrungs-
tensoren beschrieben. Sie enthalten nur den von einer Starrkorperbewegung abwei-
chenden Anteil der Gesamtbewegung. Dies ist z.B. essentiell zur Formulierung von
Materialmodellen. Der Spannungszustand in einem Korper ist iiblicherweise nur
von der Verzerrung des Korpers abhingig. Eine Starrkérperbewegung soll daher
keinen Einfluss auf den Verzerrungs- und somit Spannungszustand haben.

Der Verzerrungszustand kann mit dem Greenschen Verzerrungstensor

E(X,t)=3(C-1)=1(FTF-1) (2.19)
beschrieben werden. Der Tensor
C=F'F (2.20)

heifit rechter Cauchy-Greentensor und ist auch in der polaren Zerlegung des De-
formationsgradienten

F = RU, mit C = U~ (2.21)

enthalten. Der Deformationsgradient wird hierbei multiplikativ in einen Rotati-
onsanteil R und einen Streckanteil U zerlegt. Es kann gezeigt werden, dass diese
Zerlegung eindeutig ist.

Das Gegenstiick hierzu ist die ebenfalls eindeutige Zerlegung

F = VR, mit B = V2. (2.22)

Folglich wird der Tensor B linker Cauchy-Greentensor genannt.

Die Forderung, dass der Verzerrungstensor bei reinen Starrkorperbewegungen
verschwindet, kann leicht nachvollzogen werden. Eine Starrkérperbewegung ist all-
gemein gegeben durch die Translation Zy(t) eines Referenzpunktes X, und eine
Rotation, dargestellt durch den orthogonalen® Tensor Q(t). Die Gleichung der Be-
wegung lautet somit

#(t) = xw(X.t) = QU)X — Xo) + 3(t). (2.23)

6Tensoren mit der Eigenschaft QQT = 1 werden als orthogonal bezeichnet.
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2 Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik

Der Deformationsgradient dieser Bewegung ist ortsunabhéngig
F(X,t) = Q(t).
Hieraus ergibt sich der rechte Cauchy-Green Tensor
C=FTF=1
womit der Greensche Verzerrungstensor, wie gefordert, verschwindet
E=0.

Der Greensche Verzerrungstensor beschreibt den Verzerrungszustand in Bezug auf
die Referenzkonfiguration. Der Verzerrungszustand kann auch in Bezug auf die
Momentankonfiguration formuliert werden. Dies fiithrt auf den Almansischen Ver-
zerrungstensor

a=F"EF'=11-F7'F ") =11-B™". (2.24)

2.2 Objektive Tensoren

Materialmodelle miissen bestimmte Anforderungen erfiillen, vgl. Kap. 3. Eine wich-
tige Rolle spielt dabei der Begriff der Objektivitat. Dieser wird hier fiir Tensoren
nullter bis zweiter Stufe erldutert.

Die Position der materiellen Punkte P wird durch Ortsvektoren ' beschrieben.
Diese Vektoren héngen von der Wahl des Bezugssystems ab. Hierbei ist anzumer-
ken, dass nicht alle Bezugssysteme gleichwertig sind. So gelten die Bilanzgleichun-
gen der Mechanik nicht in gleicher Form in jedem Bezugssystem. Beispiele sind die
Impuls- und die Drehimpulsbilanz, welche fiir Inertialsysteme formuliert sind.

Wird von einem Bezugssystem zu einem anderen gewechselt, so muss dies beriick-
sichtigt werden. Besteht der Wechsel in einer reinen Translationsbewegung mit
konstanter Geschwindigkeit, so spricht man von einer Galilei-Transformation. In
diesem Fall bleiben die Bilanzgleichungen der klassischen Mechanik von dem Wech-
sel unberiihrt.

Ist ein Inertialsystem bekannt, so kénnen alle Gleichungen in Bezug auf dieses
System aufgestellt und in ein beliebiges System transformiert werden. Anhand
der Transformationsvorschrift werden alle Groflen in objektive und nicht-objektive
Groflen unterteilt. Ein Wechsel des Bezugssystems ist allgemein gegeben durch

Z*=Q()X+c(t) und t* =t — a. (2.25)

Q(t) ist hierin eine tensorwertige Funktion mit den Eigenschaften QQ” = 1 und
det Q =1, ¢(t) ist eine vektorwertige Funktion und a € R eine Konstante.
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2.2 Objektive Tensoren

Eine skalarwertige Funktion heifit objektiv, wenn sie invariant gegeniiber einem
Wechsel des Bezugsystems ist

o(P,t) = " (P,1). (2.26)

Objektive Vektoren sollen durch den Wechsel des Bezugssystems lediglich gedreht
werden

TP, 1) = QL)F(P, 1) (2.27)

Aufgrund dieser Forderung ist zwar die Differenz zweier Ortsvektoren objektiv, die
Ortsvektoren selbst jedoch nicht. Dies ist an (2.25) zu sehen.

Mit dem Begriff des objektiven Vektors kann die Objektivitét fiir Tensoren de-
finiert werden. Gefordert wird, dass ein objektiver Tensor objektive Vektoren wie-
derum in objektive Vektoren abbildet. Gilt @ = T, so muss auflerdem * = T*v™*
gelten, wobei w* = Qu und v* = QU sind. Einsetzen der Beziehungen liefert
unmittelbar das Transformationsverhalten objektiver Tensoren zweiter Stufe

T = QTQ". (2.28)

Das Transformationsverhalten der in der Kontinuumsmechanik definierten Grofien
ergibt sich aus ihrer Definition. Fiir den Deformationsgradienten und den raumli-
chen Geschwindigkeitsgradienten soll dies exemplarisch bestimmt werden. Ausge-
gangen wird von der Transformationsvorschrift eines Ortsvektors

—

7 = QU)xw(X. ) + &(h) (2:29)
Wird der Deformationsgradient gebildet, so folgen
F* = QF und d¥* = Qdz. (2.30)

Einsetzen dieser Beziehung in die Definition des Geschwindigkeitsgradienten (2.13)
fithrt auf
L' = (F) (F)!
= (QF + QF)F Q"
=QQ" + QFF'Q”
- QLQ" +QQ".

(2.31)

Da weder (2.30) noch (2.31) das Transformationsverhalten (2.28) haben, sind der
Deformationsgradient und der rdumliche Geschwindigkeitsgradient nicht-objektive
Tensoren.
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2 Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik

2.3 Objektive Zeitableitungen objektiver Tensoren
Die materielle Zeitableitung einer objektiven Tensorfunktion
(T") = (QTQY) = QTQ" + QTQ” + QTQ" (2.32)

ist offensichtlich nicht mehr objektiv. Durch Addition oder Subtraktion geeigneter
Terme kommt man jedoch wieder auf objektive Groflen. Beispiele fiir objektive
Ableitungen sind die sogenannte Oldroyd-Ableitungen

T=T+L'T +TL (2.33)
und
T=T-LT - TL”. (2.34)
Fiir die kontravariante Oldroyd-Ableitung (2.34) ergibt sich
T — (T*) — L*T" — 7,7
- QTQ" +QTQ" + QTQ" - (QLQ” +QQ") QTQ”

- QTQ" (QL'Q" +QQ") (2:35)
= QTQ" - QLTQ" - QTL'Q”
— QTQT.

Analog ergibt sich die Beziehung fiir die kovariante Oldroyd-Ableitung (2.33), wo-
bei hier die Beziehung QTQ = —QTQ ausgenutzt wird.
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3 Materialmodellierung

3.1 Anforderungen an Materialmodelle

Materialmodelle werden, im Gegensatz zu den allgemeingiiltigen Bilanzgleichun-
gen, individuell fiir ein bestimmtes Material sowie die zu beschreibenden Phéno-
mene formuliert. Sollen z.B. zyklische Prozesse berechnet werden, so sollte dies
bereits beim Erstellen des Materialmodells beriicksichtigt werden. Im Laufe der
Zeit ist ein ganzer Katalog von Material-Modellen entstanden, aus denen der In-
genieur auswéhlen kann. Abgeschlossen ist die Theorie jedoch noch nicht und die
Forschung wird in diesem Bereich weiter voran getrieben. Die Materialmodelle
miissen bestimmten Anforderungen geniigen. Drei Prinzipien haben sich hierbei
als sehr niitzlich oder sogar unerlésslich herauskristallisiert. Dies sind

1. der Determinismus,
2. die lokale Wirkung und
3. die materielle Objektivitt.

Nach dem Prinzip der Determiniertheit wird gefordert, dass der momentante
Spannungszustand o (P, t) eindeutig durch die Bewegungsgeschichte des Korpers
definiert ist. Mathematisch wird dies durch den Begriff des Funktionals ausge-
driickt.

Das Prinzip der lokalen Wirkung relativiert den ersten Punkt. Der Spannungs-
zustand des materiellen Punktes P € B soll nur von der Geschichte der lokalen
Umgebung, jedoch nicht von der Bewegung aller materieller Punkte abhéngen.
Erst diese Einschrénkung macht es moglich allgemeine Materialmodelle zu formu-
lieren und anzuwenden.

Das Prinzip der materiellen Objektivitdt geht noch iiber den zuvor definierten
Begriff der Objektivitiat hinaus. Die Beschreibung des Materialverhaltens muss un-
abhéngig von der willkiirlich gew#hlten Darstellungsform sein, wie dem gewéhlten
Koordinatensystem, den Basisvektoren oder dem Bezugssystem.

Eine unverzichtbare Forderung ist die Beobachter-Unabhéngigkeit. Dieser geniigt
beispielsweise die Impulsbilanz, formuliert mit der Absolutbeschleunigung @.y,s, der
Masse m und der Kraft F

Moy = F. (3.1)
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3 Materialmodellierung

Da alle enthaltenen Grofien objektiv sind!, geht (3.1) fiir ein bewegtes Bezugssys-
tem in

m*ay,, = F*, (3.2)
MQans = QF (3.3)

itber. Die Beziehung gilt somit fiir alle Bezugssysteme.

Neben den Forderungen 1 bis 3 miissen Materialmodelle die Bilanzgleichun-
gen erfiillen. Wéahrend die Drehimpulsbilanz einfach durch einen symmetrischen
Cauchyschen Spannungstensor gewiéhrleistet ist, ist es nicht einfach zu zeigen, dass
die anderen Bilanzgleichungen fiir jeden Prozess erfiillt werden. Dies gelingt nur
fiir Spezialfalle.

Fiir die Entropie-Bilanz ist es oftmals moglich, das Materialmodell so zu formu-
lieren, dass die Entropie-Bilanz a priori erfiillt wird. Dieser Ansatz wird auch in
Kap. 4 verfolgt.

3.2 Konzept der dualen Variablen und objektive
Ableitungen

Oftmals ist es vorteilhaft Materialmodelle weder in der Momentan- noch in der Re-
ferenzkonfiguration zu formulieren. Stattdessen werden eine oder mehrere gedachte
Zwischenkonfigurationen x , mit der Abbildung

(X, 1) — W(X,t), detW® 0. (3.4)

eingefiihrt. Das Tensorfeld fiihrt auf eine multiplikative Zerlegung des Deformati-
onsgradienten

F(X,t) = (FT ') ¥ = . (3.5)

Das Feld ist im Allgemeinen inkompatibel, d.h. es ist nichteuklidisch. Somit ist
W allgemein auch kein Gradient eines Verschiebungsfeldes, wird aber haufig als
solcher bezeichnet.

Als néichstes wird analog zum raumlichen Geschwindigkeitsgradienten L = FF~!
die relative Anderungsrate des Tensorfeldes x eingefiihrt

A=T00 ! (3.6)

Genau wie im Fall der Momentan- und Referenzkonfiguration kann auch fiir die
Zwischenkonfiguration ein Spannungs- und Verzerrungstensor angegeben werden.
Der Spannungstensor der Zwischenkonfiguration wird mit ¥ und der Verzerrungs-
tensor mit IT bezeichnet.

!Siehe z.B. [Hau00], S. 175ff.
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3.2 Konzept der dualen Variablen und objektive Ableitungen

Fiir den Verzerrungstensor ergibt sich analog zum Almansi Tensor (2.24)
Mm=v 'Ev! (3.7)

und fiir den Spannungstensor erhélt man in Analogie zum gewichteten Cauchy
Tensor
¥ =wsvl, (3.8)

Der transformierte Verzerrungstensor Il ist ein Greenscher Tensor, der auf der
Zwischenkonfiguration operiert

di = wdX = dX=""ldz, (3.9)
d7 - TId% = di - @ TEw'dF
= dX -EdX = 1(d7-d7 — dX - dX). (3.10)

Der Greensche Verzerrungstensor in der Zwischenkonfiguration lésst sich additiv
zerlegen
N=v"E¥¢ ' =10 " (F'F-1)¥"!
=10 T (e oW —1) U}
= % (<I>T<I> — lI-'_T\Il_l)

=11, + 11, (3.11)

mit
I, =1(®"®-1), (3.12)
I, =1 (1-w 7w, (3.13)

In den Bilanzgleichungen der Mechanik treten Produkte von Spannungs- und Ver-
zerrungstensoren, sowie deren Ableitungen auf. Ein Beispiel ist die spezifische
Spannungsleistung [;, welche als Produkt des zweiten Piola-Kirchhoff Tensors S
und der materiellen Zeitableitung des Greenschen Verzerrungstensors E geschrie-
ben werden kann )
l;=—S-E. (3.14)
Or
Die Tensoren S und E sind auf natiirliche Art miteinander verkniipft und werden
als duale Variablen bezeichnet.
Nach dem Konzept der dualen Variablen? wird nun gefordert, dass die Skalar-
produkte der neu eingefiihrten Tensoren 3 und IT, sowie ihrer Ableitungen auf die
gleichen Werte wie S und E fiihren. Fiir ¥ und II ist dies bereits gewéhrleistet

. MI=vS¥" ¢ 'Ev'=S.E. (3.15)

2Siehe [HT89).
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3 Materialmodellierung

Die Zeitableitungen kénnen so definiert werden, dass sie dasselbe Transformations-
verhalten wie die Grofien selbst haben. Dann sind alle Skalarprodukte automatisch
identisch. Die Verzerrungs- und Spannungsgeschwindigkeiten werden definiert als

=0 "Ey! (3.16)
und
> = wSw’ (3.17)
Aus E = WTTIW folgt mit der Produktregel
E =9IV + ¥ ¥ + ¢/ (3.18)
und damit

=TT+ % 70 I+ Iew!
=11+ ATTI + IIA. (3.19)

Fiir die Spannungsgeschwindigkeit errechnet sich
=3 AX - SAT (3.20)

Die in Kap.3.2 definierten Oldroyd-Ableitungen (2.33) und (2.34) stimmen mit
den hier berechneten Ableitungen (3.19) und (3.20) iiberein. Sie sind objektiv und
ergeben sich auf natiirliche Weise.

Aufgrund der Definition gelten fiir die dualen Variablen die Beziehungen

S E=3-1I, S E=3¥.1I, (3.21)
S E=3x.1I, S E=x-1I, (3.22)
(S-E) =X -1+ % IL (3.23)

Das Konzept der dualen Variablen wird in der folgenden Herleitung des Mate-
rialmodells fortlaufend benutzt und dort nicht mehr explizit erwéhnt.
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4 Materialmodell der Plastizitat mit
kinematischer Verfestigung fiir
finite Deformationen

Materialmodelle fiir groffe Verzerrungen kénnen aus den umfassend erforschten Mo-
dellen kleiner Verzerrungen abgeleitet werden. Diese Erweiterung ist jedoch nicht
eindeutig. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik liefert eine zusétzliche Glei-
chung und verringert so die Anzahl aller Moglichkeiten. Trotzdem miissen weitere
Annahmen getroffen werden, [TWO04].

Das in dieser Arbeit verwendete Materialmodell orientiert sich an dem Modell A
aus [TWO04], siehe auch [Lio00]. Es ist eine Erweiterung des Armstrong & Frederick
Ansatzes, siehe [AF66], auf den Fall der grofien Verzerrungen zur Beschreibung
kinematischen Verfestigungsverhaltens.

4.1 Beschreibung der elastischen und plastischen
Deformation

Eine Grundidee der Elastoplastizitét ist die Aufteilung des Materialmodells in zwei
Teile. Der erste Teil besteht aus der Elastizitdtsbeziehung, welche auf einer span-
nungsfreien Zwischenkonfiguration basiert. Der zweite Teil beschreibt die Entwick-
lung dieser Zwischenkonfiguration in Abhéngigkeit des Deformationsprozesses.

Ein mogliches Konzept, welches diesen Gedanken bei finiten Deformationen um-
setzt, ist die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F | siehe [Lio00).
Dieser wird zerlegt in einen elastischen F, und einen plastischen Anteil F,

F(t) = Fe(t)F,(t), (4.1)

mit detF, > 0, detF, > 0. F. entspricht somit ® und F, entpricht ¥ aus
Kap. 3.2. Alle Ergebnisse des Kapitels gelten entsprechend.

F, fithrt auf die sogenannte plastische Zwischenkonfiguration y und erfiillt im
Allgemeinen nicht mehr die Kompatibilititsanforderungen. F. und F,, konnen so-
mit nicht als Gradienten eines Ortsvektors berechnet werden. Sie werden trotzdem
héufig als elastischer und plastischer Deformationsgradient bezeichnet. Die Zwi-
schenkonfiguration ist ein nichteuklidischer Raum, siche [Hau00].Dargestellt ist die
Zwischenkonfiguration in Abb. 4.1.
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

—

dX gk = k(X d7 = FdX = F.di
E,P,S
/N
aT,o
R[B]
sk ok(y L Fy
= X" (X", 1)
P S X[B. 1]

Abbildung 4.1: Plastische Zwischenkonfiguration und zugeordnete Grofien

Der elastische Anteil F', bestimmt den momentanen Spannungszustand mit einer
Elastizitatsbeziehung der Form

o = f(F.). (4.2)

o ist hierin der Cauchysche Spannungstensor. Die materielle Funktion erfiillt die
Bedingung
f(1) = 0. (4.3)

D.h. die Zwischenkonfiguration, definiert durch (X ) — FP(X ,t), ist lokal span-
nungsfrei.
Zu beachten ist auch, dass die multiplikative Zerlegung (4.1) nicht eindeutig ist

F =F.1F,=F.Q"QF, = F F’. (4.4)

Q* ist darin ein beliebiger orthogonaler Tensor. Die freie Wahlméoglichkeit der Ro-
tation Q* muf} beim Aufstellen der Elastizitdtsbeziehungen beriicksichtigt werden.
Alle konstitutiven Gleichungen der Elastoplastizitét, insbesondere (4.2), miissen
invariant gegeniiber Drehungen der Zwischenkonfiguration Q* als auch des Be-
zugssystems Q sein.!

Mit F , F, und F,, konnen die folgenden kinematischen Beziehungen formuliert
werden. Hierbei werden alle Grofien der plastischen Zwischenkonfiguration y mit

'Die Funktion (4.2) muss somit isotrop sein, d.h. es muss gelten f(Q*F.Q*T) = Q*f(F.)Q*”.
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4.1 Beschreibung der elastischen und plastischen Deformation

dem hochgestellten Symbol A gekennzeichnet. Zunéchst wird die polare Zerlegung
der Deformationsgradienten definiert

F =RU = VR, (4.5)
Fe = Refje = Veﬁ'ea
F,=R,U, = V,R,.

R, bezeichnet hierin einen orthogonalen Tensor und beschreibt den Rotationsanteil
der Deformation. U, und V, heiflen rechter bzw. linker Strecktensor der jeweiligen
Konfiguration.

Der Greensche Verzerrungstensor der Gesamtdeformation ist gegeben durch

E—4(FF-1) =4 (FIF/RF, 1) (4.8)
Transformiert in die plastische Zwischenkonfiguration fiihrt er auf
I'=F,"EF," (4.9)
Dieser Verzerrungstensor kann additiv in einen rein elastischen Anteil
f,=1 (FTF - 1) =1 (Cze - 1) (4.10)
und einen rein plastischen Anteil

b=L(1-FFY) =3 (1-8,) (4.11)
zerlegt werden
=1, +T,. (4.12)

Die GréBen C, = ﬁi und B, = \712) werden rechter elastischer bzw. linker plasti-
scher Cauchy-Green Tensor genannt.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen die Geschwindigkeitstensoren (2.13), (2.17)
und (2.18) definiert werden

L,=F,F,'=D,+W,, (4.13)
Dy =1y =1 (L +1Ly) (4.14)
und
-~ 1 (+ ~T
W, =1 (Lp - Lp> . (4.15)
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

Die Oldroyd-Ableitungen (3.19) und (3.20) in Bezug auf x lauten

G = O+ 25O+ O (4.16)

sowie
()=0)-L,( )~ ()L, (4.17)
Wird von plastischer Inkompressibilitét ausgegangen (det F,, = 1), so folgt
(det Fy)" = (det Fy) F7 - T, = (det F,) Sp (Fngl) ~0 (4.18)
und somit
Sp (Fngl) —SpL,=SpD, =0. (4.19)

Das Materialmodell wird formuliert mit dem Spannungstensor vom Typ zweiter
Piola-Kirchhoff Tensor in Bezug auf y

S = (det F)F'oF;T = F '7F; T (4.20)
und dem Mandelschen Spannungstensor
N - €8 - BT (RSF!) BT
(14008 (421
Darin wurde der gewichtete Cauchy Tensor
7T = (detF)o (4.22)

eingefiihrt. Zwischen diesem und dem Mandelschen Spannungstensor besteht der
Zusammenhang

M =FIrF, T (4.23)
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4.2 Thermodynamische Konsistenz

4.2 Thermodynamische Konsistenz

Um die thermodynamische Konsistenz zu gewéhrleisten und die erwahnte Mehr-
deutigkeit zu verringern, wird der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ausgewer-
tet. Dieser ist fiir isotherme Deformationen mit gleichméffiger Spannungsverteilung
dquivalent zur Clausius-Duhem Ungleichung

7-D — or) > 0. (4.24)

or bezeichnet darin die Massendichte in der Referenzkonfiguration R und v die
spezifische freie Energie.

Wie in Kap. 3.2 gezeigt wird, kann das Produkt 7 - D mit S und I' ausgedriickt
werden

r-D=7.4=S-E=S.T. (4.25)
(4.24) geht damit tiber in
S-T — gt > 0. (4.26)

Fiir die spezifische freie Energie wird angenommen, dass sie sich additiv aus einem
elastischen und einem plastischen Anteil zusammensetzt

U(t) = Ye(t) + ¥p(t). (4.27)

Einsetzen von (4.27) in (4.26) fithrt auf

A

ST — orte — oty > 0. (4.28)
Weiterhin wird angenommen, dass v, eine isotrope Funktion von f‘e ist,
we = 1/}e (fe) = 12}6 (QfeQT> . (429)
In diesem Fall ergibt sich die Ableitung? von (4.29) zu

o) o0 (QRQT) b (QE.Q")
o of. =Qf a(QfeQT> Q. (4.30)

Somit ist die Ableitung (4.30) eine isotrope Tensorfunktion

o0 (QEQ") i, (1)
o(ar.qQ") “E @ #3D)

2Siehe hierzu Anh. A.1
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

und daher koaxial zu f‘e.
Nun kann die Zeitableitung der spezifischen freien Energie berechnet werden

o Oe(T)
e — T =~ ° Fe
v ar’,

_ () (a2 ;
or'.
. f‘ s A f A R .

_oh(l) p o(l) 5 0v(f) (£, +Ly) -E. (4.32)

or, T ore &_ 2

Da die Ableitung (4.30) koaxial zu I' ist, kann (4.32) noch weiter vereinfacht

werden R R
C_on(R) & gy O(E)
o =——>——2-I'—(142I'\) ——=-D,,. 4.33
v ot ( * ) or, P (4.33)

Die Clausius-Duhem Ungleichung (4.28) erhélt mit diesem Ergebnis die Form

~

Q 87729 (f‘e) 2 - 3% (fe) A ;
<S - QRT) T+ (1 + 2Fe> QRT Dy — ortp, 2 0. (4.34)

e e

Fiir den plastischen Anteil der spezifischen freien Energie v, wird angenommen,
dass er von inneren Zustandsvariablen abhéngt. Diese sollen die Verfestigungsant-
wort des Materials beschreiben. Der Spannungstensor S wird als Funktion dieser
inneren Variablen jedoch nicht ihrer Geschwindigkeiten definiert. Die Entwicklung
der inneren Variablen soll von den Variablen selbst und der Deformationsgeschwin-
digkeit abhéngen. Fiir rein elastische Prozesse werden die plastischen Dehnungen
und Verfestigungsvariablen als konstant definiert. D.h. f)p und ¢p verschwinden
fiir diese Belastung. Auflerdem sind isotherme elastische Prozesse reversibel und in
(4.34) gilt somit das Gleichheitszeichen. Daher gilt fiir solche Prozesse die Elasti-
zitdtsbeziehung

5 O0%(T)
S =op—n-’, 4.35
s (4.35)

Es wird angenommen, dass die Elastizitdtsbeziehung auch wiahrend elastisch-plastischen
Prozessen gilt. Aus (4.34) zusammen mit (4.21) und (4.35) folgt dann die sogenann-
te Dissipationsungleichung

R e (Te) A :
D = (1 + 2Fe> QRwa]g‘) : Dp - QR'I/JP =M- Dp - Qpr > 0. (436)

e
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4.3 FlieBfunktion und Fliefiregel

4.3 FlieBfunktion und FlieBregel

Um zwischen dem elastischen und plastischen Bereich zu unterscheiden, wird die
sogenannte FlieSfunktion f(t) eingefithrt. Sie ist im Mandelschen Spannungsraum
definiert

f(t) = f(M,€) (4.37)

und mit ihr werden auch die Evolutionsgleichungen bestimmt. Der Tensor £ ist der
kinematische Verfestigungstensor, welcher vom Mandel-Typ sein soll.
Die FlieBiflache gegeben durch

f(M,€) =0 (4.38)

teilt den Spannungsraum in zwei Bereiche. Alle Zusténde innerhalb der Flielfldche
sind elastisch, da fiir jedes M ein entsprechendes T, existiert. Zustinde auf der
FlieBflache sind plastisch und auflerhalb der Fliefliche ausgeschlossen. Fiir die
FlieBfunktion wird die Form

finr £ A D e~ AD
FOLE) = /31— €)° - (V1 — €)° — & (4.39)
angenommen. Die Grofle k£ kann hierin die isotrope Verfestigung beschreiben, wird
zundchst jedoch als konstant angenommen.
Plastisches Flielen tritt ein, sobald sich ein Zustand fiir F, = konst. auflerhalb

der FlieBfliche befinden wiirde. Dieses Kriterium wird in der Belastungsbedingung
fiir den Fall der plastischen Belastung

Plastische Belastung <= f=0 A f.|fp,g:konst, >0 (4.40)

zusammengefasst.

A
Fiir die Evolutionsgleichung von I', wird eine Normalenregel® angesetzt

Of 3 ., 2
f\‘p _ 3(91\{:1 = o (1\/[ — E)D, bei plastischer Belastung (4.41)
0, sonst.
Da f‘p = ﬁp deviatorisch ist, folgt mit (4.19)
detF, = 1. (4.42)

Aus der Konsistenzbedingung f = 0 bei plastischer Belastung kann die plastische

Bogenlinge
a=2[D,] = /2|1 = /20 (4.43)

3Zur Normalenregel siehe [Lub02]. Oftmals wird die Normalenregel postuliert, sie ergibt sich
aber auch aus dem Postulat von II'Tushin. Dies wird z.B. in [Tsa94] diskutiert.

D, r,

berechnet werden.
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

4.4 Armstrong & Frederick Ansatz

Als néchstes soll der Armstrong & Frederick Ansatz, [AF66], auf finite Deforma-
tionen verallgemeinert werden. Die kinematische Verfestigung soll durch die innere
Variable ?, welche ein Verzerrungstensor in Bezug auf y ist, beschrieben werden.
Die sperzifische freie plastische Energie ist somit eine Funktion von Y und wird
definiert als

~ A 1 ~ 4.4
vy = p(Y) = 5 —Y-KY (4.44)
Or
mit
K=alel)+ell-11e1)], (4.45)
Die Ableitung von 1), ist
N 8& 4 A N ~D
zzgRaY =KY =c¢(SpY)1+ Y . (4.46)

Y, und 7 werden nun in die Dissipationsungleichung eingesetzt. Zunéchst ergibt
sich fiir die materielle Zeitableitung von 1,

. &Z)p L.
= —-Y=7Z"Y. 4.47
orp oo (4.47)
Fiir (4.36) folgt dann
D=N.D,—2-Y = (N—§).-D,+-D,~2.Y>0.  (448)

Im plastischen Bereich gilt auflerdem (4.41); und das erste Skalarprodukt in (4.48)
tithrt damit auf

(¥I—&).D, - (M—é)-;’—i(M—é)D _ %(M_g‘)D.(M_é)D. (4.49)

Aus der FlieBbedingung f = 0 folgt mit (4.39) fiir plastische Belastungen

st AD  AD
SN —€)°- (M- &) =12 (4.50)

Damit vereinfacht sich das Skalarprodukt (4.49) zu
(M —§)-D, = sk. (4.51)

Die Dissipationsungleichung hat somit die Form

D=3sk+€-D,-Z-Y>0. (4.52)
Da sk immer positiv ist, ist die Bedingung

A~

Dy:=€-D,-Z-Y>0 (4.53)

hinreichend.
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4.5 Dissipative Zwischenkonfiguration

In der Kristallplastizitdt wird davon ausgegangen, dass die plastischen Verzer-
rungen mit Versetzungsbewegungen in Zusammenhang stehen, [TW04]. Um eine
dementsprechende Interpretation des inneren Verzerrungstensors Y zu erhalten,
wird der plastische Deformationsgradient multiplikativ zerlegt

F, = F\F,, (4.54)

mit detF, > 0. f‘k steht hierbei im Zusammenhang mit den Effekten der kine-
matischen Verfestigung und der Energie, welche im Material gespeichert wird. Die
gespeicherte Energie kommt hauptsichlich aus der Entstehung, Behinderung und
Authebung von Versetzungen. Hierdurch éndert sich die Versetzungsdichte und -
verteilung. Der aus dem Deformationsgradienten Fi abgeleitete Verzerrungstensor
wird daher im Folgenden mit Y gleichgesetzt. Der Anteil F, hingegen ruft die
Spannungsleistung hervor, welche als Warme dissipiert wird.

Die Groflen der neu eingefithrten Konfiguration ¥ werden mit dem Symbol ~
gekennzeichnet. In Abb. 4.2 sind alle vier Konfigurationen dargestellt.

di = FdX = F.di

@ Xt[B]

Abbildung 4.2: Dissipative Zwischenkonfiguration und zugeordnete Groflen

In Analogie zu den zuvor eingefithrten Groflen werden fiir die neue Zwischen-
konfiguration die folgenden Abkiirzungen definiert
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

e die polare Zerlegung von F, und F,

Fk = Rkﬁk = ka{ka
F.=R,U, = erry

der Verzerrungstensor

Fe=1(Cp—1), Cy=F,F =0,

e der Verzerrungstensor

e der transformierte Verzerrungstensor
~ ~T A~ = ~ ~
Yo = B P =+,

und der rdumliche Geschwindigkeitsgradient

L, = F.F !,

e sowie der symmetrische Anteil davon

sowlie
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4.5 Dissipative Zwischenkonfiguration

Die Transformation des Verzerrungstensors f‘p in die Konfiguration y ist

I,Fy. (4.64)

LR =+ 7. (4.65)

Ebenso konnen die Gleichungen fiir 7, und %/p in der Konfiguration y ausgedriickt
werden. Die Beziehungen und Formeln sind in den Abb. 4.3 und 4.4 zusammenge-
fasst.

R Xt

E = ;(C-1) F7()F! | a = FTEF!
E %E 14 = FTEF!
A
F7()F,! ) A
F 7 )F;! F.7()F;!

Y

5 = FTEF! 7 (O)F, I' = F,7EF,!
2 o T —1 > 2 _ -TRE-1
?’ - Fr EFr ]; ]E‘P EAFP
’Yp = ’Yk + ’Yr F Fe + Fp

Abbildung 4.3: Transformation der Verzerrungsgréfien

Da der Verzerrungstensor I'y die kinematischen Verfestigungen beschreibt, wird
er mit Y identifiziert

Y =TI (4.66)

Weiterhin wird von Inkompressibilitét fiir die Konfiguration y ausgegangen, d.h. det F, =
1 oder dquivalent Sp D, = 0.
Der innere Spannungstensor (4.46)

Z = 1 (SpT) 1+ ool (4.67)

transformiert sich in Bezug auf y zu

7Z=F, 7F, . (4.68)
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

R

S = (detF)o
Z
A
Fy( F.()F!
X
§ — F.SF’ Fi( F, | § = F,SFT
7 = F, 2F, |z = Kby

Abbildung 4.4: Transformation der Spannungsgréfien

Das Produkt Z- Y in der Dissipationsungleichung (4.53) kann umgeformt werden
zu

2.¥ 212 (fk_tffk_fkﬁp)
— 2.1 - (28] L]+ T]2L,)
~ 2T - 1,2 (L, + 1)

—¢.1,-7-T. (4.69)
Im letzten Schritt wurde der kinematische Verfestigungstensor mit
£ = (1 - sz) Z (4.70)

identifiziert.
Der Ausdruck (4.69) wird nun in die Dissipationsungleichung (4.53) eingesetzt

1, (60,-2.1,)

T -7

I
my

Dy

> 0. (4.71)

I
N>
2w
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4.6 FElastizitdtsbeziehung

Dies kann gewéhrleistet werden, indem z.B.
Y= — N = SNZ = 3p7Z (4.72)
gewdhlt wird, mit
N=pi-i(1e1).
(4.72) kann nach 'éyp umgestellt werden

A

S 2 . "'D

Yo = Vi T $H1Z

_ (4.73)
— it 56 |Z - H(Sp2)1].

In Bezug auf die Konfiguration y gilt

Bo= B3 (RFc-1) [RS =30 - RR)
_’3’;_/
(o) (47
Auflésen von(4.74) nach B, ' ergibt
B, =1- 2. (4.75)
Damit hat der Verfestigungstensor (4.70) die Form
§=B, 7 (4.76)

4.6 Elastizitatsbeziehung

Die Elastizitétsbeziehung (4.35) ergibt sich aus der Forménderungsenergie Ye. Da
I'. eine Funktion des elastischen rechten Cauchy-Green Tensors C, ist, fithrt die
Kettenregel auf R
G adje 3%
TR, TP e,
Es wird angenommen, dass sich die Forménderungsenergie additiv aus zwei Antei-
len zusammensetzt

(4.77)

e( o, Co) = U () +w(C). (4.78)
Der erste Anteil U (je) resultiert aus dem volumen#éndernden Deformationsanteil

und ist somit eine Funktion von je = +/det Ce = det ﬁ‘e = €ye. Da plastische
Inkompressibilitiat angenommen wird, folgt aufflerdem

Jo = detF, = detF = J. (4.79)
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

Der zweite Anteil @(C.) in (4.78) kommt aus dem gestaltsindernden Deformati-
onsanteil. Er héngt nur von dem unimodularen rechten Cauchy-Green Tensor

C.= (det ée)_

=

C. (4.80)

ab. Fiir diesen gilt offensichtlich det 69 =1.
Fiir den volumenandernden Anteil wird nun der Ansatz

U() = 5 (J 1)’ (4.51)

gewdhlt. Die Variable K bezeichnet den Kompressionsmodul.

Die Forméanderungsenergie des volumenerhaltenden Anteils U_J(EC) wird geméaf
dem Ansatz von Rivlin & Saunders, sieche [Har03] und die dort zitierte Literatur,
als Polynom in den ersten beiden Invarianten* angesetzt

w(C,) = Z Z e (1 ‘(g - 3). (4.82)

=0 75=0

Das einfachste Modell dieser Klasse ist das Neo-Hooke Modell. Hierbei werden alle
Koeffizienten bis auf c¢;y auf Null gesetzt. Es folgt

w(léc) = C10 (IEC — 3) (483)
Die Forménderungsenergie wird insgesamt als
N e = K, . )
Ve (e, Ce) = E(Je —1)" +co(lg, —3) (4.84)
angesetzt.
Fiir den zweiten Piola-Kirchhoff Tensor ergibt sich damit®
e
S=2
OR 9 C

-

— on (Jo = 1) 1.6+ 20mens(det ©.) {1 _ g(spce)ce‘l] . (4s5)

4Als Invarianten eines Tensors T werden hiufig

IT = Sp T7
Ty =} (spT2 - (SpT)z) ,
Iy = det T

gewéhlt. Andere Kombinationen sind selbstverstdndlich auch moglich.
5Siehe Anh. A.2.
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4.6 FElastizitdtsbeziehung

Zusammenfassung der wichtigsten Gleichungen

Additive Zerlegung der Deformation in der P-Zwischenkonfiguration
A A . . T
r=r.+r,=r (4.12)

Mandelsche Spannungstensor

~ ~ T

M=C,S=S8C.=M (4.21)
Flie3funktion
J=/E0-&)°- (N1 &) — (139)

1. Fliefiregel (impliziert det F, = 1)

4 3 . .
Ly = 5 —£)" (4.41)

Innerer Spannungstensor
- . D AT
Z=c(Sply )1+l =27 (4.67)

Additive Zerlegung der Deformation in der R-Zwischenkonfiguration

T = VTN (4.59)
Verfestigungstensor
- “\n m-lp AT
5:(1-2Fk)zsz 7 =€ (4.70)

2. Fliefregel (impliziert det F, = 1)
5, = N2 =382 (4.72)
Hyperelastizitédtsbeziehung

S = QRK(je — 1)jeée_1 + ZQRclo(det Ce)% 1-— l(Sp 66)66 (4.85)
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

4.7 Transformation in die Referenzkonfiguration

Um bei der spéteren Integration der Fliefiregeln keine zusétzlichen Terme beachten
zu miissen, werden alle Grolen in die Referenzkonfiguration transformiert.
Der zweite Piola-Kirchhoff Tensor S ergibt sich aus (4.85) mit der Transforma-
tionsvorschrift (3.8) zu
S=F,'SF,"
= or K (J —1)JC + 20pe10 75 [C; = LSp (CCHCY . (4.86)

p 3 p

Dabei wurde ausgenutzt, dass
Sp (C.) = Sp (FLC.F,7) = Sp (FIFIF.F,F,'F,7) = Sp (CC,') (4.87)
und
Ao T | pelp-lp-Te-T _ p—lp-T _ (-1
F, C, F =F F F 'F ' =F F  =C (4.88)
gilt. A

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch der innere Spannungstensor Z
aus (4.67). Er hat in der Referenzkonfiguration die Darstellung

_ p-lap-T

Z = F;'ZF, (4.89)
=F! [cl Sp (T')1 + e, } F," (4.90)
= (1= ) Sp (B G, + o TV, T (4.91)

Da (4.74) gilt, folgt fiir die Spur des Verzerrungstensors Iy
Spfy = 1Sp (1 - ﬁ;Tﬁ:)
= 3(3-sp (F,"FIR.F, )
—1 (3 ~Sp (Cré,j)) (4.92)

und fiir den Verzerrungstensor selbst folgt

F IV, =1 (C;l - F;ll?“;TF:F;T)
=, (G —FFF RFF)
=i (C,'-¢C'c.ct). (4.93)

Insgesamt ergibt sich somit fiir den inneren Spannungstensor

Z=1(a-3)(3-5(C.G;))C +5 (G -G 'CC, ). (494)

42



4.7 Transformation in die Referenzkonfiguration

Die Transformation des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors fp fithrt auf

4 ~T ~
FIT,F, = 1F7 (L) + 1, )F,
_1pT (Tl | -1
— 1FT(F,7F, + F,F, 1 )F,
T T¥ e ETIY
— (FoF, + FIF, ) = L(FIF, )
= 1C,. (4.95)

Sie stimmt daher mit der Hélfte der materiellen Zeitableitung des rechten Cauchy-
Green Tensors relativ zur plastischen Konfiguration x iiberein. Fiir diese folgt

C, =2F!T,F,. (4.96)

Dasselbe ergibt sich fiir den rechten Cauchy-Green Tensor relativ zur dissipativen
Konfiguration y

C, = 2F'T\F,. (4.97)

Um (4.96) berechnen zu koénnen, miissen noch die Transformationen des Mandel-
schen Spannungstensors und des Verfestigungstensors bekannt sein.
Fiir den Mandelschen Spannungstensor (4.21) berechnet sich

TN/ _ wT&¢ R nVASE nYA IS nY A THT
FIMF, = FISC.F, = FISF!F = F/F SF/F!F
= C,SC = CSC,. (4.98)

Und der Verfestigungstensor (4.70) hat in der Referenzkonfiguration die Darstel-
lung

F7¢F, = F'B, éF, = F'F, ¥, ZF, = F'F, F,ZF'F,
— C,ZC, = C,ZC,. (4.99)

Die Differenz der beiden transformierten Tensoren ist
F! (NI - €)F, = C,SC - C,ZC,. (4.100)
Dariiber hinaus wird noch die Spur der Differenz benétigt, fiir diese folgt
Sp (M _ é) —Sp [F;T (C,SC — Crch)F;]
—Sp (F,SCF, ") — Sp (F, " C.ZF} )
=Sp (SC - C,Z). (4.101)
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4 Materialmodell der Plastizitat fiir finite Deformationen

Jetzt sind alle benotigten Gréflen bekannt und die Zeitableitung von C,, ergibt

¢, = \YCRI[ (N1 &) - 15p (M1 €)a]F,
- A\f [Cpsc ~ C,ZC, — 1 Sp(SC - crz)cp]. (4.102)

Zur Transformation der zweiten Fliefiregel sind bereits alle benttigten Grofien be-
kannt und es folgt direkt

C, = 2A\/§ﬁle{ [Z ~1gp (2)1] F,
- A\/gﬁlFf [FrZFrT ~ 1sp (FrZFrT> 1] F,
_ A\/§51 [CrZCr ~1sp (zcr)cr]. (4.103)
Um die FlieBfunktion in der Referenzkonfiguration zu formulieren, wird das Skalar-

produkt von der Differenz M — € mit sich selbst benotigt. Zusammen mit (4.100)
folgt

(M - é) : (M — é) = F;T (CPSC - CrZCp) F;l .F;T (CPSC _ Crch> F;1

AT p—1p-T
L )EET R

p

)
..)C;l-c;l(...>

ccol - crz) - (sc - C;lcrch). (4.104)

p

Die Fliefunktion hat in R die Form

(e (¢

{ C,SCC;" - CZ) - (SC - C;'C.ZC, )

—
Il
nolee

[\eJ[eN)

1
2

_ %[sp(sc - ch)} 2} — k. (4.105)
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Zusammenfassung der Gleichungen in der
Referenzkonfiguration

Hyperelastizitdtsbeziehung

S = orK (J —1)JC + 20p¢10J 75 [C,;' — LSp (CC 1) C] (4.86)

3 p

Innerer Spannungstensor

c _ L Cof _ _
z=1(a-3)(3-sp(CC;))C + 2(G - Grecy) (4.94)
1. FlieBregel (impliziert det C, = 1)

C, = A% [Cpsc ~ C,ZC, — 1 Sp (SC - C,Z) cp] (4.102)

2. Fliefiregel (impliziert det C, = 1)
C, = A\/§51 [CrZCr ~1sp (zcr)cr] (4.103)
FlieBfunktion

f= \/g {(CpSCCg1 — C,Z) - (SC - C,'C,ZC,)

_ %[sp(sc - CrZ)]Q} —k (4.105)

Die Gleichungen haben die allgemeine Form

S =h(C,C,), (4.106)
C, = \r,(C, C,, C,), (4.107)
C. = Ar,(C,, Cy), (4.108)

f=r(C,C,, C,). (4.109)

Werden noch die rechten Cauchy-Green Tensoren der Zwischenkonfigurationen C,,
und C, in dem Vektor der inneren Variablen q zusammengefasst, so kann das
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System kompakt geschrieben werden als

S =h(C,q), (4.110)
Ad = x(C,a), (1.111)

Die Matrix A hat die Form
A— [1 O} . (4.113)

Das Gleichungssystem (4.111) ist ein sogenanntes Algebro-Differentialgleichungs-
system. Die Differentialgleichungen sind hierbei mit einer algebraischen Nebenbe-
dingung gekoppelt.

4.8 Erweiterung des Materialmodells um viskose
Eigenschaften

Zur Erweiterung des Materialmodells werden in [Hau00] zwei Moglichkeiten vor-
geschlagen. Bei der ersten Moglichkeit wird der zweite Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor S in einen Gleichgewichtsanteil S., und einen Uberspannungsanteil
Sov aufgeteilt

S = Seq + Sov- (4.114)

Fiir sehr langsame Prozesse oder verschwindende Viskositit geht der Uberspan-
nungsanteil S,, gegen Null. Es bietet sich an, den Gleichgewichtsanteil S, mit
dem elasto-plastischen Materialmodell gleichzusetzen. Fiir den Uberspannungs-
anteil kann ein Materialmodell aus der Klasse der visko-elastischen Materialien
gewihlt werden. Bei diesem werden die Materialparameter der Elastizitat zu Null
gesetzt.

Eine andere Moglichkeit ist den plastischen Multiplikator A neu zu definieren. Im
Fall der Elastoplastizitit wird A derart bestimmt, dass die Bedingung f = 0 erfiillt
wird. Fiir die Vikosplastizitdt wird diese Forderung fallen gelassen. Der plastische

Multiplikator wird definiert als
1 T
/\:<f> . (4.115)
1 \0o

Darin ist die Klammer ( ) die sogenannte Foppel oder MacCauley Klammer. Fiir
diese gilt

(z)" = (4.116)

x", firx >0
0, firz<0’
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4.8 Erweiterung des Materialmodells um viskose Eigenschaften

Fiir f < 0 verschwindet A und die inneren Variablen bleiben konstant. Somit teilt
f = 0 auch hier den Spannungsraum in einen elastischen und inelastischen Be-
reich. Die Konstante oy normiert und enddimensionalisiert den Wert von f. Der
Parameter n hat die Bedeutung einer Viskositit und der Exponent r ist eine Ma-
terialkonstante, welche die nichtlineare Geschwindigkeitsabhingigkeit beschreibt.

Zusatzlich muss die FlieBregel (4.102) angepasst werden, da im Fall der Visko-
plastizitdt f # 0 gilt. Es folgt somit

C, = Af\fk [Cpsc ~ C,ZC, — 1 Sp (SC - crz)cp] (4.117)

In [Hau00] wird gezeigt, dass fiir r = 1 und 7 — 0 als Grenzfall das Modell der

Elastoplastizitéit folgt. Der zweite Ansatz, der auch in [Liih97] angewendet wird,

wird im Folgenden gewihlt. In diesem Fall ist die Matrix A gleich der Einheitsma-
trix

A=1 (4.118)

und der Vektor der inneren Variablen hat die Form

q- {gp} (4.119)
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5 Methode der finiten Elemente

Der Zustand eines Korpers wird durch die Bilanzgleichungen der Kontinuums-
mechanik beschrieben. Das daraus resultierende Gleichungssystem ist jedoch un-
vollstandig und muss durch die Materialgleichungen geschlossen werden. Zusam-
men mit geeigneten Anfangswerten und Randbedingungen bilden die Gleichungen
ein sogenanntes Anfangsrandwertproblem (ARWP), siehe [Har93], [Liih97]. Dieses
wird hier zunéchst entwickelt, danach wird die Losung mit der Methode der finiten
Elemente skizziert.

5.1 Impulsbilanz

Das Geschwindigkeitsfeld ¥/(Z, t) eines Koérpers B, mit der spezifischen Dichte o(Z, t)
bzw. gr(X) in der Referenzkonfiguration, wird durch den Impulsvektor I und den
Drehimpulsvektor D charakterisiert. Der Impuls

I(B,t) = / / / F(Z, t)o(Z, t)dv = / / / F(X, t)or(X)dV (5.1)
RIB]

x¢[B]

steht im Zusammenhang mit den &ufleren Kriften

F(B, 1) ://Fda+////%’gdv, (5.2)
xt[B]

Ixt|B]

welche auf den Korper wirken. Diese setzen sich aus zwei Anteilen zusammen.
Der Erste resultiert aus den an der Oberfliche des Korpers angreifenden Kréften,
tda. Die Oberflichenkraftdichte ¢ wird als Spannungsvektor bezeichnet. Der zweite
Anteil ergibt sich aus den volumenverteilten Kréften, Egdv. Ein Beispiel fiir die
Volumenkraftdichte & ist die Gravitationsbeschleunigung.

Der Zusammenhang zwischen dem Impuls eines Korpers und der auf ihn wir-
kenden resultierenden Kraft ist gegeben durch die Impulsbilanz

d - .

—I(B,t) = F(B,t). (5.3)
dt
In der Kontinuumsmechanik wird iiblicherweise vom Cauchyschen Spannungsprin-
zip ausgegangen. Nach diesem hingt der Spannungsvektor ¢ neben dem Ort 7
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5 Methode der finiten Elemente

und der Zeit ¢ nur vom Normalenvektor 77 der Oberfliche ab. Es folgt dann! das
Cauchysche Fundamentaltheorem

Hz,t, 1) = o(Z,t)7. (5.4)

Mit diesem Zusammenhang und dem Divergenztheorem kénnen nun das Ober-
flichenintegral und das Volumenintegral in (5.2) zusammengefasst werden

F(B,t) = /// <div0'—|— g/%’) do. (5.5)

xt([B]

Der Impulssatz kann somit geschrieben werden als

/// <diva’ + ok — Qf;’) dv =0. (5.6)

xt[B]

Wenn der Integrand stetig und hinreichend glatt ist, so ist die integrale Formulie-
rung gleichwertig mit der lokalen Formulierung in der Momentankonfiguration

dive + ok — ot =0 (5.7)
oder in der Referenzkonfiguration
DivP + ork — ot = 0. (5.8)

Der Tensor P ist der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und ist definiert
als
P = (det F)oF " =FS. (5.9)

Der Rand des Korpers 0B kann in zwei Bereiche aufgeteilt werden 0B = 0B, +0B,.
Auf dem Rand 0B, sind die Spannungen vorgegeben und auf dem Rand 0B, sind
die Verschiebungen bekannt. Die Randbedingungen werden als dynamische (Neu-
mann) Randbedingungen bzw. geometrische (Dirichlet) Randbedingungen bezeich-
net.

Fiir Problemstellungen der isothermen, quasistatischen Festkorpermechanik er-
gibt sich somit in der Referenzkonfiguration das ARWP

([ DivP + QRE = 6,
P =h(E,q),
E—}(F'F-1),
Aq =r(C,q), (5.10)
(X, 1) = qo(X), fiir t = to,
7=R(X,t) =7(X,t), fir X € IR,[B,
| Pig = 5(X,1), fir X € OR,[B].

!Siehe z.B. [AA94] oder [Hau00].
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5.2 Variationsprinzip

5.2 Variationsprinzip

In der Methode der finiten Elemente wird die Impulsbilanz weder in der integralen
Form (5.6), noch der differentiellen Form (5.7) ausgewertet. Stattdessen wird von
der dquivalenten? Variationsformulierung, der sogenannten schwachen Form, aus-
gegangen. Im Fall der finiten Deformationen gelangt man so zur Total-Lagrange
Formulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen?®

(t, @, 01, q) = / / / SE(X, 1) - s(C(X', 1), q(X, t)) AV — 7 (07,4) = 0. (5.11)

R[B]
Die virtuellen Greenschen Verzerrungen

SE(X,t) := Dz E(@)[6d] = L (FT6H + JH"F) (5.12)

1
2

miissen hierbei den Randbedingungen geniigen. In (5.12) wurde der Gradient der
virtuellen Verschiebungen 6H = Grad éu (X ) eingefiihrt. Die virtuelle Arbeit der
duferen Lasten ist bei einem konservativen System

Tt 67) = / / 511(X) - i (X, £)dA + / / / 5i(X) - on(X)hdV.  (5.13)
OR[B] R[B]

Wird das Prinzp der virtuellen Verschiebungen in der Momentankonfiguration for-
muliert, so gelangt man zu einer effizienteren Elementformulierung, [Har03]. Das
Produkt dE-S wird hierzu mit den entsprechenden Grofien der Momentankonfi-
guration ausgedriickt

SE-S=1(éh+oh") -T. (5.14)

Die Grofle 6h bezeichnet darin den Gradienten der virtuellen Verschiebungen
oh = grad 6u(¥). (5.15)

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen lautet jetzt

7(t, i, 0, q) = ///; ((5h + (5hT) c7dV — Text
R(B]

= ///% ((5h + 5hT) o dv — oyt (5.16)
xt[B]

2Die Variationsformulierung ist unter Vorraussetzung von geeigneten Stetigkeitseigenschaften
dquivalent zur differentiellen Form, siehe [JF02].
3Siehe [Har03] und die dort zitierte Literatur.
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5 Methode der finiten Elemente

5.3 Raumdiskretisierung

Zur numerischen Losung wird eine Naherung fiir das Verschiebungsfeld (%, t) und
das Feld der virtuellen Verschiebungen §u(Z) eingefiihrt. Das Gebiet wird hierzu
diskretisiert, wobei n,04es die Anzahl aller Knoten angibt. Als Naherung wird eine
Linearkombination der Ansatzfunktionen N;(x) gew&hlt

Mnodes

i(E ) ~ut(xt) = > Ni(xu(t),  u"eR?, (5.17)
j=1
Mnodes

0i(T) = su™(x) = > Nj(x)ou;,  ou"e R, (5.18)
j=1

Die Ansatzfunktionen N;(x) sind gebietsweise ungleich Null und haben am j-ten
Knoten den Wert eins. An den iibrigen Knoten i # j verschwinden die Ansatz-
funktionen N;(x;) = 0. Die realen bzw. virtuellen Knotenverschiebungen des j-ten
Knotens werden mit u;(¢) € R® und du; € R® bezeichnet.

(5.17) und (5.18) konnen in die Matrixschreibweise iibertragen werden. Dies
fithrt auf die Matrix der Ansatzfunktionen N,(x)€ R**"®f den Gesamtvektor
der Knotenverschiebungen u,(t) € R"*" und der virtuellen Knotenverschiebungen
du,(t) € R"f. Es folgt

u'(x,t) = N,(xX)u,(t), (5.19)
su(x) = N,(x)ou,. (5.20)

Der Gesamtvektor der Knotenverschiebungen u, wird in den Vektor der unbekann-
ten Knotenverschiebungen u € R™ und den Vektor der bekannten Knotenverschie-

bungen u € R"" aufgeteilt
_ Ju(t)
u,(t) = {H(t)} : (5.21)

Fiir die Dimensionen der Vektoren gilt ngof = ny + np,. Die Anzahl der Freiheits-
grade nger ist gleich dem Produkt aus der Anzahl der Knoten und der Anzahl der
Freiheitsgrade pro Knoten, bei 3D-Elementen gilt daher ngor = 3 X Nnodes-

Mit der Partitionierung (5.21) lautet der Verschiebungsansatz (5.19)

u”(x,t) = [N(x) N(x)] {ggg} = N(x) u(t) + N(x)a(t). (5.22)
N (x) Vua(t)

Da die virtuellen Verschiebungen die kinematischen Randbedingungen erfiillen,
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5.3 Raumdiskretisierung

verschwinden sie an den Stellen, an denen die Verschiebungen bekannt sind

Su, = {g‘_‘j} - {(mdi 0}, (5.23)

5u"(x) = N, (x)5u, = [N(x) N(x)] {55’ } — N(x)su. (5.24)

Einsetzen des Ansatzes in (5.16) fiihrt auf* das diskretisierte Prinzip der virtuellen
Verschiebungen

g(t u(t),q(t)) =

Ne ng np Mg
Z zr ZzzwﬁczBET(sjkz) T(b;klv CI;M) det Jf(fjkl)] —p(t) =0. (5.25)
e=1 j=1k=1 =1

Darin ist J; die Jacobi-Matrix der Transformation vom normierten Elementgebiet
! in das Elementgebiet der Momentankonfiguration

e ox*
I (&) = o€ ; (5.26)
33
sieche Abb. 5.1. Die mit jkl indizierten Grofien sind an dem GauB-Punkt &, aus-
X = Xe(é) Qref
Q (7171) ,'7‘ (171)
© L1
3
Y (-1,-1) (1,-1)
b ¢ \/
T £=¢"(x)

Abbildung 5.1: Koordinatentransformation in das Referenzgebiet

zuwerten und wﬁcl sind die Wichtungsfaktoren der Gauf-Integration. Die Matrix
Z° ist die Zuordnungsmatrix® des e-ten Elements. Mit ihr ergibt sich der Vektor
der Knotenverschiebungen des Elements

uw=2Zu,=2u+2Zu (5.27)

4Zur Herleitung siehe [Har03].
5Die Einfithrung dieser Gréfe hat lediglich formalen Charakter, um die Assemblierungsroutinen
mathematisch zu beschreiben. Im Programm wird die Zuordnung mit Inzidenztabellen gelost.
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5 Methode der finiten Elemente

und der virtuellen Knotenverschiebungen
u® =2Z06u, = Zu. (5.28)

Die Matrix B ist die Verzerrungs-Verschiebungsmatrix mit B¢ = [Bf e been}
sowie

- e -
na,a:

a?y

e __ a,z _
B; = ne me , a=1... Ny (5.29)
a,y a,x
(&
Naz May
e e
_na,Z na,x .

Nen ist die Anzahl der Elementknoten und B¢ ergibt sich fiir jeden Knoten a des Ele-
ments e aus den Ableitungen® der Ansatzfunktionen. Diese sind jetzt auf Element-
ebene definiert. In dem Vektor p(¢) € R™ ist die Belastung aller &ufleren Kréfte
zusammengefasst.

Der gewichtete Cauchysche Spannungstensor 7 ergibt sich durch Transformation
des zweiten Piola-Kirchhoff Tensors

F_lTjle_T = S5 = h(Cly, aj)- (5.30)

Die Spannungen sind neben dem aktuellen Verzerrungszustand, ausgedriickt durch
den rechten Cauchy-Green Tensor Cf,, auch von den inneren Variablen q abhéngig.
Diese entwickeln sich entsprechend den Evolutionsgleichungen. Neben dem dis-
kretisierten Prinzip der virtuellen Verschiebungen (5.25) ist somit zusdtzlich das
Algebro-Differentialgleichungssystem (4.111) am GauB-Punkt auszuwerten

qukl(t) - "( ;kl(t)?qjkl<t)) =0,

e e .. (5.31)
qjkl(t) = Y51(0) fir t = .

Die inneren Variablen aller n;, Gauf-Punkte’” kénnen in einem Vektor g R"<,
nqg = n;i X nq zusammengefasst werden. Der Zusammenhang ist wieder {iber eine
Zuordnungsmatrix gegeben

qju(t) = Zi(jkl)Q(t), qjr € R™ (5.32)
und
e(g T e
qt) = Y ZV gl (). (5.33)
e,j,k,l

®In (5.29) wurde die abgekiirzte Schreibweise n¢ , = dng/dx eingefiihrt.
" Es gibt insgesamt n; = n. x ng x n, x n¢ GauB-Punkte.
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5.4 Zeitdiskretisierung

Die Evolutionsgleichungen auf Gauf-Punktebene fithren somit auf das globale
Algebro-Differentialgleichungssystem

Aq@) - l’(t, U(t), Q(t)) =0, (534)
q(t) = q,, fiir t = ¢, (5.35)

mit
r(t,u(t),q(t)) = Z Zi(jkl)T"( jkl(t)vqskl(w)' (5.36)

Zusammen bilden (5.25) und (5.34) das Gesamtsystem

0. 90) = { gl ity ey} =0 FERT 6
mit

y(t) = {:8} , uc R™, ge R"?, (5.38)

und den Anfangsbedingungen

viw = { g} = {a =wo (5.39)

5.4 Zeitdiskretisierung

Algebro-Differentialgleichungssysteme (DAE) besitzen ein Losungsverhalten, das
sich wesentlich von dem bei gewthnlichen Differentialgleichungen unterscheidet,
[SWO5]. Das Diskretisierungsverfahren, welches zur numerischen Losung angewen-
det wird, sollte dies beriicksichtigen. Das DAE (5.37) wird hier mit diagonalimpli-
ziten Runge-Kutta-Verfahren (DIRK) gelost. Hierdurch kénnen Verfahren hoherer
Ordnung eingesetzt werden, wobei die Struktur aktueller finite Elemente Program-
me erhalten bleibt, siehe [Har03].

Der Algorithmus der DIRK-Verfahren wird im folgenden erldutert. Hierzu wird
von dem impliziten (nichtlinearen) Differentialgleichungssystem erster Ordnung

F(t,y(t),y(t)) = 0, Fc R™ (5.40)
y(to) = Yo, yeR" (5.41)

ausgegangen. Ist die Jacobi-Matrix OF/0dy in einer Umgebung der Losung y(t)
regulir, so ist (5.40) lokal nach y auflosbar und (5.40) ist ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen in impliziter Form. Ist dagegen 0F /0y singulér, so enthilt
das System auch algebraische Gleichungen und wird DAE genannt, [SW95]. Dies
ist der Fall in (5.37), welches die spezielle Struktur eines semi-expliziten DAEs hat.
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5 Methode der finiten Elemente

5.4.1 Diagonalimplizite Runge-Kutta-Verfahren

Durch mehrmalige Differentiation und algebraische Umformungen gelangt man von
dem impliziten Gleichungssystem (5.40) auf das dem DAE zugrundeliegenden Dif-
ferentialgleichungssystem

y(t) = f(t, y(t)), t € [to. 1] (5.42)
y(t) = Yo, t = to, (5.43)

siehe [SWO5]. Zur Herleitung des Verfahrens wird zunéchst von der expliziten Form
(5.42) ausgegangen. Das Zeitintervall [ty, T'] wird in N Unterintervalle zerlegt. Die
Grenzen lauten ty < t; < --- < t, < ty,41 < ty = T mit den Schrittweiten
At,, = tpy1 — tn. Aus dem Hauptsatz der Integralrechnung [Gre98]| folgt

t'n,+1

Y(turr) = y(ta) + / f(t. y(1))dt. (5.44)

tn
Mit der Substitution t = t,, + 7At, werden die Integrationsgrenzen normiert
dt = At,dr, T(t =1t,) =0, T(t =t, + At,) =1,

und es folgt
1
Y(toir) = y(t,) + At / flt, + AL, Y(t + TAL)) AT (5.45)
0

Das Integral in (5.45) wird mit einem Quadraturverfahren der Form fol f(r)dr =
> bif(¢;) numerisch geldst

Y(tns1) = Yoy = Y(ta) + Aty > bif(ty + iy, Yty + GAL,)). (5.46)

Jj=1

Dabei sind ¢; die Integrationspunkte und b; sind Wichtungsfaktoren. Diese konnen
der Literatur, z.B. [SW95], entnommen werden. Auf der rechten Seite stehen neue
Unbekannte, welche wiederum mit einem Quadraturverfahren berechnet werden.
Hierfiir werden die gleichen Stiitzstellen T,,; = ¢, + ¢;At,, und neue Wichtungsfak-
toren a;; gewéhlt. (5.46) lautet somit

j=1
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5.4 Zeitdiskretisierung

Mit den Abkiirzungen y(t,) =: ¥, und f(T,;, Yo;) =: Yy, folgt

Jj=1

Beim DIRK-Verfahren werden die neuen Gewichte fiir 7 > 7 zu Null gesetzt, a;; = 0
fiir j > 4. Dadurch lduft die Summe in (5.48) nur noch bis ¢

1—1
Vi =¥t A SV Ao (549

J=1

Die ersten beiden Terme sind bereits bekannt bzw. kénnen aus den bisherigen
Ergebnissen berechnet werden. Sie werden in dem Startvektor

i—1

j=1
zusammengefasst. (5.49) wird nach der unbekannten Stufenableitung Y,,; aufgeldst

, _Yu—Ya

Die so ermittelte Stufenableitung Y, wird jetzt in das implizite Differentialglei-
chungssystem (5.40) eingesetzt

Yoi — YS@' ;

Dieses nichtlineare Gleichungssystem muss fiir jede Stiitzstelle T,,; erfiillt sein. Die
numerische Losung liefert die Werte Y,,;. Mit diesen ergibt sich die Losung fiir den
néchsten Zeitschritt

Vor1 = Yo+ At Y b Yo (5.53)

i=1

5.4.2 Anwendung auf Algebro-Differentialgleichungssysteme

Die Raumdiskretisierung in der Methode der finiten Elemente fiithrt auf das Algebro-
Differentialgleichungssystem

ey 70) = { gl ol aopf = FERT 697
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5 Methode der finiten Elemente

mit den Anfangsbedingungen

v = { ) b = {ah =w (5.39)

In diesem Fall ergibt sich® das System

Gni Um;, ni

Darin ist G,,; der Anteil, welcher entsprechend (5.25) aus dem diskretisierten Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen resultiert und auf globaler Ebene ausgewertet
werden muss

=0, i=1,...,s. (5.54)

L,; enthilt die nichtlinearen Evolutionsgleichungen. Diese sind entkoppelt und
konnen daher lokal, d.h. auf Element- bzw. Gaufl-Punktebene, gelost werden

Lni<Uni7 an) =A Qm, - r(Tni7 Unia an)
Q. - Y" (5.56)

Atnaii r( niy Unu Qm) 0

Der Startvektor (5.50) lautet in diesem Fall

i—1

=1

Die gesuchten Groflen fiir den nichsten Zeitschritt ergeben sich nach (5.53). Wird
zusétzlich noch as; = b; gesetzt, so spricht man von steif-genauen Verfahren. Die
Groflen fiir den néchsten Zeitschritt stimmen in diesem Fall mit den Stufengréfien
iiberein

U, = U, (5.58)
Q1 = Qus. (5.59)

Das System (5.54) wird mit einem Mehrebenen-Newton-Verfahren (MLNA) gelost.
Dieses wird in [Har03] und [Qui04] beschrieben. In der zuletzt genannten Referenz
wird ein Vergleich des Standard MLNA und eines verbesserten Verfahrens durch-
gefithrt. Aulerdem wird das Verfahren anhand des Beispiels einer zweidimensio-
nale Funktion in zwei Verdnderlichen illustriert. An dieser Stelle wird lediglich
der Algorithmus in Tab. 5.1 angegeben, um die Liicke zwischen diesem und den
nachfolgenden Kapiteln zu schlielen.

Die Methode der finten Elemente fiir nichtlineare Kontinua ist in Abb. 5.2 zu-
sammengefasst.

8Siehe [EHO1].
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5.4 Zeitdiskretisierung

Tabelle 5.1: Mehrebenen-Newton Verfahren fiir den Zeitschritt ¢, ~ t,,1 und die

Stufe i, entnommen aus [Har03]

Gegeben: Uyg?) - u7l7 Qé?) - qn? Atn7 ELiJ Az Ysza t018)

Bis

Wiederhole m =0,...

Lokale Ebene (Gegeben: U™ Argumentvektor y = (T,;, U™, Q™))

ni

Lokaler Integrationsschritt

LU, Q") =0 ~ Q.
Konsistente Linearisierung
[aL do| _ oL - 49
0oQ y| dUl, ou|, y
Globale Ebene
Lose lineares Gleichungssystem
0G 0G| dQ
ou y 0Q y dU y
Speichere globale Variablen
U(m+1) - U(m) L AU, ~ U(’?'H)

(bei Anwendung des verbesserten Mehrebenen-Newton Verfahrens
berechne tolgn) = min(tolg), |AUL1?))

Konvergenzkriterium erfiillt ist
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virt. Verschiebungen

Prinzip der
Anfangsrandwertproblem virtuellen
Verschiebungen
DivP + QRE = 6
E = L(FTF — 1) w(t, @94, q) =
L(6h + 6h") - odv — Tex
P =h(E, q) 7{[{;{ ! ) t
q(t) = 9, t=to
7=7(X,t), X €0R,[B
Piir = 5(X,t), X € IR, (B
\]?1sk€lgt1§1erung de1(°i Koordinaten- Formulierung auf
BISCITIE AN e, Ll transformation Elementebene

u(x,t) = N,(xX)u,(t)

su”(x) = N(x)du,

n
x:xe@/ f
®
E=¢°(x)
Y

b ¢

uh (€, 1) = N(€)ur(1)
Suh(€) = N°(€)ou°

xT

Abbildung 5.2: Methode der finiten Elemente fiir nichtlineare Kontinua
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Diskretisiertes
Prinzip der virtuellen Verschiebungen

g(t,u(t),qt) =

leeT %:lwﬁclBeT(Ejkl) T(aj'klaq;k:l) det Jf(ﬁjkz) —p(t) =0
e= gk,
)
Diagonalimplizites DAE-System
Runge-Kutta Verfahren fur u(t) und q(t)
A QAt_asgl — F(T5i, Ui, Qui) = 0 Aq(t) =r(t u(t). q(t)
, : q(to) = q
mit 8, = q, + Aty Y aQu v

MLNA zur Loésung des
Nichtlineares Gleichungssystem

Gni ( Uni 5 Qm) = 0
U [ ] Ortsdiskretisierung

Q.1 = Qu [ Zeitdiskretisierung

= u,.1 =

ns
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5.5 Umsetzung auf GauB-Punktebene

Als Anfangswert ist der Verschiebungszustand Uflzn) gegeben. Damit ist auch am
GauB-Punkt der rechte Cauchy-Green Tensor C,; bekannt.? Mit diesem und den
inneren Variablen von der vorigen Stufe

G = {E} (5.60)

wird die FlieBfunktion (4.109) ausgewertet. Ist der Wert der FlieSfunktion
f = 7nf(cm'y cp$7 Crs) <0,

so befindet sich der Spannungszustand innerhalb der Flieflache und die inneren
Variablen verindern sich nicht

Cpm' = Cps und Crm’ = Crs'
In dem Fall, dass
f —_ Tf(cnz, Cpsa CI‘S) Z 07

gilt, wiirde sich der Spannungszustand auf oder sogar auflerhalb der Fliefliche be-
finden. Letzteres wird in der Elastoplastizitdt ausgeschlossen. Daher miissen sich
die inneren Variablen entwickeln, plastisches Flieflen tritt ein. Es gelten die Evo-
lutionsgleichungen

C, = \r,(C,C,, C,), (4.107)
C, = \r,(C,, C,). (4.108)

Zusatzlich muss im Fall der Elastoplastizitdt die Nebenbedingung
f=r(C,C,,C,) =0 (4.109)

erfiilllt werden. Auch im Fall der Viskoplastizitét gelten (4.107) und (4.108) falls
sich der Zustand auf oder auferhalb der FlieSfliche befindet (f > 0). Im Fall
der Viskoplastizitét gilt fiir den plastische Multiplikator (4.115) und fiihrt auf die

Bestimmungsgleichung

(i) —\p=0. (5.61)
0o

Das DAE bestehend aus aus (4.107), (4.108) sowie (4.109), bzw. (5.61) wird mit

Diagonalimpliziten Runge-Kutta-Verfahren integriert. Die diskretisierte Form ist

in (5.56) zusammengefasst.

9Der Index des duBeren Newton-Verfahrens (m) wird zu Gunsten der Ubersichtlichkeit fortge-
lassen.
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5.5.1 Lokales Newton-Verfahren

Explizit lautet das Gleichungssystem

Lp Cpm’ - Cps - Atnaii)\rp(cnia Cpni> Crm)
I.(Cm7 qm) =< L, ;= Cini — Cis — Atr;naiiArr (Cpm'a Crnz) =0. (562)
Lf (i) — )\77

g0

Mit dem Newton-Verfahren [SK04]| wird die Nullstelle

Cpm’
¢

des nichtlinearen Gleichungssystems (5.62) bestimmt. Darin ist als Abkiirzung
(¢ = Atpau\ eingefithrt. Diese Grofle wird nicht abgespeichert und zu Beginn
der Iteration mit dem Wert ¢(© = 0 initialisiert. In jedem lokalen Newton-Schritt
ist das linearisierte System

oL

— Aq™) = —L Cm-,qf;) 5.64
e (Cora?) (560

zu losen. Die neue Naherung fiir die inneren Variablen ist

an = aql) + Aq®. (5.65)

Sobald q) kleiner als eine definierte Grenze tolg ist, wird die Iteration beendet.
Die Funktionalmatrix in (5.64) hat die Komponentendarstellung

oL, oL, oL,
dC, 9C. ¢
oL _|oL, oL, oL, (5.66)
8q | 9C, 9C. A |- -
oLy Oby Oy
aC, 9C, OC

Sie wird im néchsten Abschnitt auch fiir die Berechnung der konsistenten Tangente
benotigt.

5.5.2 Berechnung der konsistenten Tangente

Fiir die globale Iteration wird die totale Ableitung

ds

CTZ:R

(5.67)
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5 Methode der finiten Elemente

benoétigt. Diese wird als konsistente Tangente bezeichnet. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen!® [BHWO06] kénnen auch die inneren Variablen als Funktionen
der Verschiebung angesehen werden. Die totale Ableitung ergibt somit
§_§+ S de+ 8SdCr+§%
dC  9C 9C, dC  4IC,dC = 9¢dC’
Da der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor nicht explizit von C, und (
abhéngt, vereinfacht sich der Ausdruck (5.68) zu

ds _os 08,

dC  oC 0C, dC"’
Befindet sich der Spannungszustand zudem im elastischen Bereich, so sind die
inneren Variablen konstant und es folgt

dS 0SS 4
i -c " Ct. (5.70)
Die Matrix C$ kann bereits aus den vorhandenen Gleichungen berechnet werden.
Dies kann numerisch oder analytisch geschehen.
Im plastischen Bereich ist die Berechnung aufwendiger. Da C,, nicht als Funktion
von C bekannt ist, kann die Ableitung dC,/dC nicht direkt berechnet werden.
Stattdessen wird die totale Ableitung von (5.62) nach C berechnet

dL_ oL oLdC,  oLdC,  dLd¢
dC ~ aC " aC, dC ' aC, dC ' acdC

Das Ergebnis ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Ableitungen der inneren
Variablen, welches die Form

(5.68)

(5.69)

0. (5.71)

oL, oL, 0L,] [dC,] [ oL, ]
gc, oC, ¢ | |dC aC,
oL, AL, oL, | | dC, oy
dgC, dC, o | |dC|=—|aC (5.72)
Oy 0Ly OLp| | d¢ oLy
dgC, 9C, o | |dC aC
I _ I e
oL dq oL
oq ac oC

hat, vgl. auch Tab. 5.1. Die erste Matrix ist darin identisch mit der Funktional-
matrix im lokalen Newton-Verfahren. Im Fall der Viskoplastizitéit ist sowohl die
Funktionalmatrix 0L/0q als auch die rechte Seite OL/OC voll besetzt.

Fiir die Berechnung der konsistenten Tangente wird lediglich dC, benotigt.
Trotzdem muss das Gesamtsystem gelost werden und nur bei der Riicksubstitution
nach der LU-Zerlegung konnen ein paar Operationen eingespart werden.

L0 Auf dieser Annahme beruht auch das MLNA.
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6 Zur Implementierung

6.1 Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften

Die Materialgleichungen fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor S,
den inneren Spannungstensor Z sowie die rechten Cauchy-Green Tensoren C, und
C, sind symmetrisch. Sie haben somit jeweils nur sechs unabhéngige Komponenten.
Diese Eigenschaft sollte bei der numerischen Umsetzung ausgenutzt werden, da sie
eine signifikante Rechen- und Speicherersparnis bietet. Hierzu werden zunéchst
alle Tensoren mit den symmetrischen Tensoren C,C,, C, sowei deren Inversen
dargestellt. AnschlieBend folgt der Ubergang in die Vektorschreibweise. Damit in
den Gleichungen nur symmetrische Terme stehen, werden die Gleichung des zweiten
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

S=aC'+eC,! (6.1)
mit

g = QQRcloJ_g, (62)

a = orK(J —1)J — 3eSp(CC. ") (6.3)

und des inneren Spannungstensors

Z=~C,' -6C.'C.C.! (6.4)
mit
_ 2
5 — > (6.5)
1=1(a-2) [p-sp(cich)] +o (6.6)

in die FlieSregeln (4.102), (4.103) und die FlieBfunktion (4.105) eingesetzt. Fiir die
erste FlieBregel folgt

V6

C,=A\——o
P+ k

{[a —18p(SC-C,Z)]|C, +2C —1C, + 6CrC;10r}. (6.7)
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6 Zur Implementierung

Der darin auftretende Spurterm kann aufgelést werden zu

To = Sp (SC — CrZ)

30 +28p (Co1C) —19p (C21C,) +08p (Gl ). Y

Die zweite Fliefiregel lautet

¢ = \/3m{ - t[ysp (C.c)t) - dsp (c.c;lec Y],
+1G,C;'C, - 0C,C,'C,C, ' C, ). (6.9)

Einsetzen der Groflen in die FlieBfunktion fithrt auf

f= \/g[?)of + 2aem — 29Ty + (72 + 2a) 73 + €274 — 2eTy

(VI

+ 26775 — 29077 + 0°1s — 575 | — k. (6.10)

Hierin wurden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt

7 = Sp (CC’l) (6.11)

7 =Sp (C.C, "), (6.12)

3 = Sp (C:C, 1C C,'). (6.13)

T4 = Sp (C 1CC ) (6.14)

Ts = Sp (C.C, 1CC Y, (6.15)

Sp (C plcc 1C C,'C.), (6.16)

T7—Sp( J'C.C, 1CC S'Cy), (6.17)

7 = Sp (C,'C,C;'C,C;,'C,C;'C,), (6.18)

To = 3o+ &1 — YT + 073. (6.19)

Mit diesen Abkiirzungen lauten die Evolutionsgleichungen (6.7) und (6.9)

¢, = A]ffk (0 = 17)Cy +2C = 1C, + 6C,C; ' G (6.20)

und
C—A[ﬂ[_l — 57)C 1 _1 1
1 3 (72 T3) r +7C.C, G, (5CGC C.C, G| (6.21)

Um die Symmetrieeigenschaften auszunutzen, werden die Tensoren zweiter Stufe in
Vektoren mit sechs Komponenten gespeichert und Tensoren vierter Stufe werden
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6.2 Berechnung der Komponenten der konsistenten Tangente

in (6 x 6) Matrizen gespeichert. So ist z.B. S der Vektor des Tensors S. Es folgen

S=aC'+eC, (6.22)

o =orK(J—1)J —3¢C-C,, (6.23)

Z=17C'-§(C'eC)™C, (6.24)
und

y=1 (C _ %) [3 —C,- c;l} +0. (6.25)

Analog ergeben sich die Darstellungen fiir die Evolutionsgleichungen. Zur Defini-
tion der Produkte zwischen den Tensoren in Vektorschreibweise und Details der
Implementierung siehe [Har03], S. 158ff.

6.2 Berechnung der Komponenten der konsistenten
Tangente

Die Funktionalmatrix dL/0q wird sowohl fiir das lokale Newton-Verfahren, als
auch fiir die Berechnung der konsistenten Tangente Ct benétigt. Sie kann ent-
weder numerisch oder analytisch berechnet werden. Der hohe manuelle Aufwand
der analytischen Berechnung wird belohnt durch erheblich reduzierte numerische
Kosten. Aulerdem ist die analytische Losung genauer und verbessert daher das
Konvergenzverhalten.

Die Terme, mit denen Ct aufgebaut wird, entsprechen den Fréchet-Ableitungen.
Diese werden praktisch mit der Gateaux-Ableitung berechnet oder aus bekannten
Differentiationsregeln abgleitet, [Hel03],[JF02], [K1i66]. Fiir die vorliegende Arbeit
werden vor allem die folgenden drei Differentiationen benétigt

f(A)=A' — DAf(A)SA]=—(A '@ A T)™ A, (6.26)
f(A)=detA — Da f(A)[0A] = (det A)AT.GA, (6.27)
f(A)= ABA — Df(A)[A] = [(AB ®1)™ + (18 AB)Tﬂ SA. (6.28)

Fiir den elastischen Anteil der konsistenten Tangente folgt

B
oS

csl K(J-YJ+len](C'oC!) —a(C o C™)™

—ie(C'eC'+CloCT).

1
2

(6.29)

Um den plastischen Anteil der konsistenten Tangente berechnen zu kénnen, wird
0S/0C,, benotigt. Hierfiir ergibt sich
0S 1

5o, — 3 (€1 eCICC) —= (G e G (6.30)

67



6 Zur Implementierung

Die Fundamentalmatrix dL/0q ist aufgebaut aus den komponentenweisen Ablei-
tungen der Elemente L, L, und L¢. Im Fall der Elastoplastizitidt ergeben sich:

aL:[ V6 V6

T

6 3 23 - - 23
ol L (o= dm)| 14+ ¢52 [5(cr ©C)™(C;' @ CY)”

+1(C,®C,'C.C,") — 3¢(C, ® C,'CC, 1)
— 25(C, ® C;1C,C51C,Co) — L (v — 1) (G, ® C;lch;l)} (6.31)

JL 6
b — —c{ | = 3y = )(C, ® C;Y) - 23(C, ® €, C:C; )

aC,

+0(C, 2 CY) — 41+ §(C.C; @ +1 @ crc;l)Tﬂ (6.32)
L
a—cp =-r,(C,C,,C,) (6.33)
OL, e
o0 = V3] - 3w - fenc o coc m g

~25(C, ® C,)(C, © C)™(Cy @ G, )™
+1(C,'C.C, ® C.C,'C) —7(C ® C)™(C @ C )™
—5(C, 2 C)™(Cy @ G )00 014+ 1 crc;l)} (6.34)

JOL 4
9, = (1 —(%(’)/—F(;)Tg) 1 —C\/§ﬂ1[— %[Cl + %2 - V7'2}<Cr®cgl>

+26(C, ® C,)(C;' ® C;1)™ — »(C,C;'C, ® C;')
’Y(Crcgl ®1+1® Crcgl) + 5(Cr ® Cr)TQ?,(C;l ® C;l)TQS

=

8(C.C,'C.C, @141 CC,'CC, )] (6.35)
OL,
ac =-r,(C,,Cy) (6.36)
OL¢ _1 0y
= 4/3 6.37
ac, Vit ac, (6.37)
OL¢ \/’ 10
=4/3¢72 6.38
oc, — Vs? “oc, (6.38)
0L
— =0 6.39
. (6.39)
Hierin wurden zusétzlich die Abkiirzungen
Ca
V=i <01 - §> , (6.40)
g =3a% + 20Ty — 20Ty + (V2 + 2a0) T3 + €274 — 2675 + 267s
— 2977 + 6215 — %Tg (6.41)
eingefiihrt.
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7 Strukturerhaltende Algorithmen

Viele praktische Probleme und deren Losungen besitzen eine inhirente Struktur.
Bekannte Beispiele dafiir sind die konstante Gesamtenergie eines konservativen
Systems und die Lange eines Pendels, welche beim Hin- und Herschwingen gleich
bleibt. Das Materialmodell aus Kap. 4 hat die Eigenschaft, dass die plastischen
Verzerrungen volumentreu sind. D.h. es gilt zu jedem Zeitpunkt det C,, = det C, =
1.

Es hat sich gezeigt [HWL02], dass die Erhaltung geometrischer Eigenschaf-
ten (des FluBes) nicht nur qualitativ besseres Verhalten bringt. Es gewéhrleistet
dariiber hinaus eine genauere Langzeitintegration, als dies mit general-purpose
methods moglich ist. Es kann gezeigt werden [HWLO02], dass kein Runge-Kutta
Verfahren eine invariante Determinante der Losung erhalten kann. Um dies zu
gewéihrleisten miissen entweder neue Integrationsverfahren entwickelt werden, oder
die Losung muss durch ein geeignetes Projektionsverfahren korrigiert werden. Um
die Struktur aktueller Finite-Elemente Programme zu erhalten und um auf der vor-
handenen Software aufbauen zu koénnen, wird der zweite Ansatz gewéhlt. Hierzu
gibt es bereits erste Untersuchungen in [Li1th97], [TW03] und [Hel06].

Zunéchst werden die Projektionsmethoden allgemein erldutert. Anschliefend
werden sie auf die Methode der finiten Elemente unter Beriicksichtigung der DAE-
Struktur und der zeitadaptiven Losung mit DIRK-Verfahren iibertragen.

7.1 Zur mathematischen Struktur

Angenommen werden die Sub-Mannigfaltigkeit vom R"

M={y|g(y) =0}, (7.1)
mit g : R® — R™, und die Differentialgleichung
y=ry) (7.2)
mit der Eigenschaft
Yo eEM = yt)e MVt (7.3)

g(y) wird hier als schwache Invariante bezeichnet und ¥ = f(y) ist eine Diffe-
rentialgleichung auf der Mannigfaltigkeit M. Ein Beispiel fiir eine solche schwache
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7 Strukturerhaltende Algorithmen

Abbildung 7.1: Mllustrierung des Standard Projektionsverfahrens, nach einer Vor-
lage aus [HWL02]

Invariante ist die schon erwéhnte Lénge eines Pendels. Diese Invariante wird bei
der numerischen Losung der Differentialgleichung nicht automatisch erhalten. Von
keinem numerischen Verfahren, dem gestattet wird das Vektorfeld f(y) auerhalb
der Mannigfaltigkeit M auszuwerten, ist zu erwarten, dass die schwachen Invarian-
ten erhalten bleiben, [HWL02]. Eine natiirliche Herangehensweise zur numerischen
Losung von Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten sind daher Projektions-
verfahren.

7.2 Standard Projektionsverfahren

Es wird angenommen, dass y,, ein Element der Mannigfaltigkeit M ist, y,, € M.
Ein Integrationsschritt y,, — vy, ; wird definiert als

e Berechne g, ., = ®,(y,), ®; ist hierbei ein beliebiges Einschrittverfahren,
welches auf y = f(y) angewendet wird.

e Projiziere den Wert g, ,, auf die Mannigfaltigkeit M, um y,,, € M zu
erhalten.

Fir y,, € M ist der Abstand von ¥,,,; zur Mannigfaltigkeit M von der Gréflenord-
nung des lokalen Fehlers, d.h. O(h?*™!). Die im Exponenten stehende GroBe p gibt
darin die Ordnung des Verfahrens an. Die Projektion verschlechtert somit nicht die
Konvergenzordnung des Verfahrens, [HWL02].

Um y,,,, zu berechnen, ist das Minimierungsproblem mit Nebenbedingung

Hyn+1 — g}n+1H — min, (7.4)

NB: g(yn) =0 (7.5)

zu losen.
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7.2 Standard Projektionsverfahren

Ein Standardverfahren zur Losung ist die Einfithrung der Lagrange-Funktion

E(yn-l—l? A) = %Hyn—‘rl - :gn+1H2 - g(yn+1)TA (76)

mit den Lagrange Multiplikatoren

A= (A, ..., AT (7.7)
Die notwendige Bedingung
oL
=0 (7.8)
8yn-i—l
fithrt auf
Dy E(yn—‘rl? A) [h] = (yn+1 - gn—‘rl) -h — Dy g(yn+1) [h} A
5 0g r
=\ Ynr1 = Yny1 — oy Al -h (7.9)
y Y=Yn+1
und somit
oL _ og|"
e =Y — Uy — A=0. (7.10)
Oy T Oy,
Zu l6sen ist daher das nichtlineare Gleichungssystem
- Jg T
Y1 = Ynt1 — Gy A =0,
+1 +17 Jy —— (7.11)

9(Y,11) =0.

Um Auswertungen zu sparen und den Algorithmus zu beschleunigen, wird in
[HWL02] vorgeschlagen, das Argument von dg/0dy durch g,,,, zu ersetzen. (7.11),
kann dann nach y,,,, aufgelést und in (7.11), eingesetzt werden. Die verbleibende
nichtlineare Gleichung fiir den Vektor A kann effektiv durch die Newton-Iteration

1~ /(= -1 ~ ~
AN == [0 0031)9 Uni1)" ] 9 (Gnar + 9 G As) (7.12)
Aivi = A, + AA; (7.13)

berechnet werden.

Fiir den Startwert Ag = 0 ist das erste Inkrement AA von der Gréflenordnung
O (hP*1), so dass das Verfahren extrem schnell konvergiert, vgl. [HWL02].
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7 Strukturerhaltende Algorithmen

7.3 Anwendung der Projektionsmethode auf das
Integrationsverfahren des Materialmodells

Fiir die Evolutionsgleichungen

C, = Ary(C, Gy, Cy), (4.107)
C, = Ar,(C,, Cy) (4.108)
gelten die Nebenbedingungen
detC, =1 (7.14)
und
det C, = 1. (7.15)

Das Projektionsverfahren erfolgt fiir beide Gleichungen analog und wird anhand
von (4.107) entwickelt. Das Minimierungsproblem lautet

HCgi - é;l — min (7.16)
mit der Nebenbedingung
g (Cy) =detCy —1=0. (7.17)
Es folgt die Lagrange-Funktion
£(cp) =1||cy - & T g(e)A (7.18)
—4(ey-¢)) - (o -&)) —g (i) A, (7.19)
Daraus ergibt sich das Differential mit
DL(CI)[H] = (cgi - égi) “H — ADg(C")[H] (7.20)
mit
Dg(C)[H] = (det C™) (C¥)™" - H. (7.21)

Einsetzen von (7.21) in (7.20) und Berticksichtigen von (7.8) fithren auf

p p

DL(CI)[H] = [Cm — & — A (det C) (cgf)‘T] H =0, (7.22)
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Da dieser Ausdruck fiir jedes beliebiges H erfiillt sein muss, ist der Klammeraus-
druck in (7.22) gleich Null

cr— € — A (det C) (CM) T =0, (7.23)

p

Wird das vereinfachte Verfahren verwendet, so wird in dem Term mit A der Tensor

Cp* durch é;n ersetzt. Die resultierende Gleichung kann explizit nach C}* aufgelost
werden

p

Cp =€)+ A (et ') () o (7.24)

Einsetzen dieser Beziehung in die Nebenbedingung (7.14) ergibt die skalare Glei-
chung

p

~ ~ ni ~ni ~ni\ 71
R(A) = det [Cp A <det cp) (c ) } —1=o0. (7.25)
Wird darin die Abkiirzung p := A det ézl eingefiihrt so folgt
~ ni ~ni\ T
h(p) = det {Cp +p (Cp ) ] -1 (7.26)

Diese nichtlineare Gleichung fir x wird mit dem Newton-Verfahren [SK04] gelost.
Fiir den v-ten Iterationsschritt ergeben sich

dn]™
ApW) = — | = h () 2
Il [ du] (n™) (7.27)
p=p )
und
M(U+1) — M(V) + AM(V)- (7.28)

Die darin enthaltene Ableitung lautet
dh ~ N ~mni\ 1 ~ ni ~ni\ 1 -t ~ni\ 1
g = det {cp +u(C)) } [Cp +u(C)) } (&) )

Die Losung dieses Gleichungssystems kann mit dem Satz von Cayley-Hamilton
[Hel03] in ein Polynom dritten Grades in p iiberfiihrt werden. Dadurch werden die
Funktionsauswertung weiter vereinfacht und somit der Aufwand reduziert. Auf die
Darstellung wird hier verzichtet.
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7.4 Korrekturverfahren nach Helm

In [Hel06] wird, ausgehend vom impliziten Euler-Verfahren, ein neuer Integrations-

operator Z,, 1 hergeleitet. Mit diesem ergibt sich aus y,, der neue Wert

Ypi1 = Lni1Y, (7.30)

Der Integrationsoperator édndert sich mit jedem Zeitschritt und héngt selbst von
Y41 ab. Da der Operator unimodular ist, bleiben alle Losungen auf der Mannig-
faltigkeit. Die Bedingung det y = 1 wird fiir jeden beliebig grofien Zeitschritt exakt
erfiillt. Die in [Hel06] vorgeschlagene Konstruktion des Integrationsoperators fiihrt
auf

Tn+1 = [detIn+1}_% In+1 (731)
Wird dies in (7.30) eingesetzt, so ergibt sich

Ynr1 = AIn+1yn' (733)

Im Hinblick auf das Projektionsverfahren kann (7.33) als eine Projektion durch
skalare Multiplikation auf die Mannigfaltigkeit M interpretiert werden. Im ersten
Schritt wird mit einem impliziten Euler-Verfahren der Wert von y zum neuen
Zeitschritt berechnet

Ypi1 = LY. (7.34)
Die berechnete Losung y,, ., verletzt die Bedingung dety = 1 und wird durch
Multiplikation mit einem Skalar auf die Mannigfaltigkeit projiziert

yn+1 = A:gn+17 (735)
dety, , = 1. (7.36)

Die Umsetzung dieses Konzeptes erfordert nur einen minimalen rechnerischen Auf-
wand, da im Gegensatz zu den anderen Korrekturverfahren kein nichtlineares Glei-

chungssystem gelost werden muss. Zur Stufe 7,,; wird die Losung égz entsprechend
(7.35) korrigiert und fiithrt auf

cr = AC) (7.37)
Dies kann direkt in die Nebenbedingung (7.14) eingesetzt
det C' = A%det C, =1 (7.38)

und somit nach A aufgelost werden

A= (det é”i);’ . (7.39)

p
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7.5 Korrekturverfahren nach Luhrs

Eine weitere Moglichkeit zur Korrektur ist in [Liith97] angegeben und wurde in
[TWO03] auf zwei verschiedene Arten implementiert. In [Li1th97] wird vorgeschlagen
eine additive Korrektur der Form

Cr=C, +A1 (7.40)
mit
det C2' =1 (7.41)

anzuwenden. Auch in diesem Fall kann (7.40) direkt in (7.41) eingesetzt werden
und fithrt auf eine skalare nichtlineare Gleichung fiir den Faktor A

h(A) = det (C2 + A1) —1=0. (7.42)

Diese wird analog zum Standard-Projektionsverfahren mit dem Newton-Verfahren
gelost. Die Inkremente ergeben sich hier zu

AA, = {det (éz + Anl) Sp [(@Zi + An1>1] }_1

{det (é;” + Anl) - 1} . (7.43)
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8 Numerische Beispiele

Das Materialmodell sowie die strukturerhaltenden Algorithmen sind in dem Finite
Elemente Programm TASA-FEM, siehe [Har06], implementiert. Dieses ist mit dem
Intel Fortran Compiler Vers. 9.1 unter dem Betriebssystem Linux iibersetzt worden.
Fiir die Arithmetik werden die optimierten Routinen des GotoBLAS Vers. 1.07,
siehe hierzu [GVdGeda] und [GVdGedb], eingesetzt. Die linearen Gleichungssyste-
me werden mit den LAPACK Vers. 3.0 und UMFPACK Vers. 2.2 Routinen gelost.
Alle Rechnungen werden mit den Variablen des Typs double precision (real, kind
= 2) auf Intel Itanium2 IA64 Prozessoren durchgefiihrt.

8.1 Einfacher Zug

Der Probekorper aus Abb. 8.1(a) wird mit einem einzigen Element vernetzt und
auf Zug beansprucht. Es werden hierzu die Verschiebungsrandbedingungen aus
Abb. 8.1(a) und Abb. 8.1(c) aufgebracht. Die gewéhlten Materialparameter sind

u(t)

. T 1
U I A 1 to t:
AT S { Verschiebung = 0
f Verschiebung = u(t)

a) Ausgangskonfiguration b) Endkonfiguration
@) () (¢) Randbedingungen

Abbildung 8.1: Einfacher Zug

in Tab. 8.1 zusammengefasst. Fiir die Elastizitétsbeziehung entsprechen sie bei
kleinen Deformationen einem Elastizitdtsmodul von E = 200000 MPa und einer
Querkontraktionszahl von v = 0.3.

Zunéchst wird das Konvergenzverhalten studiert. Hierzu wird die maximale Ver-
schiebung innerhalb von ¢, — t; = 1s aufgebracht. Die konstante Schrittweite
Aty wird vorgegeben und das Ergebnis mit einer Referenzlosung verglichen. Diese
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Tabelle 8.1: Materialparameter

1 C2 I3 k K 2 r n
MPa MPa — MPa MPa MPa — S

6666.67 20000 0.0025 200 166666.67 76923.08 1.0 0.0

wird mit dem Verfahren von Cash und der Schrittweite At = 1-107° s ermittelt.
Betrachtet werden die Fehlernorm des Vektors der inneren Variablen quef -q |,
sieche Abb. 8.2(a), sowie die Abweichung von der plastischen Inkompressibilitét
E = n%z;“:l |det Cp(;) — 1| (n; : Anzahl aller GauB-Punkte, siehe Anmerkung
S. 54), siehe Abb. 8.2(b). Verglichen werden drei Verfahren der Zeitintegration, dies
sind das implizite Euler-Verfahren (BE: Backward-Euler), das Verfahren von Ellsie-
pen, [El99], und das Verfahren von Cash, [Cas79]. Die Verfahren sind ein-, zwei-
bzw. dreistufig und haben die Konvergenzordnungen O(h), O(h?), bzw. O(h?),
siehe [Har03]. In Abb. 8.2(a) und Abb. 8.2(b) ist zu erkennen, dass die Verfahren
von Ellsiepen und Cash keinen wesentlichen Unterschied zeigen. Im Vergleich zum
impliziten Euler-Verfahren habe ihre Graphen jedoch eine groiere Steigung.

100 T , 10°

—+— BE —+—BE
il Ellsiepen ] Ellsiepen [
10 —4A— Cash —4A— Cash
102} ]
10—1 L
S
10
105}
108 - - 10-10 - —
1073 1072 1071 1073 1072 107!
At in s Atins
(a) Fehler aller inneren Variablen (b) Abweichung von der Inkompressibilitét

Abbildung 8.2: Konvergenzverhalten beim einfachen Zug

Als néchstes wird der Einfluss des Materialparameters n auf die Spannungsant-
wort betrachtet. Mit steigender Viskositét n wichst der geschwindigkeitsabhéngige
Uberspannungsanteil, siche Abb. 8.3. Hierbei haben erst Werte ab der Gréienord-
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8.2 FEinfache Scherung

nung 7 = 10 s einen merklichen Einfluss. In Kap. 8.2 wird bei Simulation eines
Scherversuchs ein dhnliches Ergebnis erhalten. Zusétzlich wird dort der Einfluss
der Viskositit auf das Konvergenzverhalten studiert.

1000
900 1 —
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<
&
=
g 6001
500 1
400} |
00 ——n =10.00s
| n=1.00s
300 ——n =10.00s |[]
n = 100.00 s
200 L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

(x— X)/X

Abbildung 8.3: Einfluss der Viskositét auf die Spannung beim einfachen Zug

8.2 Einfache Scherung

hv v v e
1 mm
ANZAS
.4,
(a) Vier achtknotige Volumenelemente dargestellt mit (b) Seitenansicht

den Verschiebungs-Randbedingungen

Abbildung 8.4: Einfache Scherung, entnommen aus [Har03]
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8 Numerische Beispiele

Bei der einfachen Scherung wird das Verschiebungsfeld

x X +7Y Y
T=Qy = Y =X+v9<0 (8.1)
z Z 0

angenommen, siche Abb. 8.4. Aus (8.1) ergibt sich der Deformationsgradient
F=1+9(t)e, ®ée,. (8.2)

Dabei besteht zwischen v und dem Scherwinkel 6 die Beziehung ~(¢) = tan0(t).

Die Geometrie wird mit vier achtknotigen Volumenelementen diskretisiert und
die Randbedingungen aus Abb. 8.4 aufgebracht. Als Dicke wird der Wert d =
1.0 mm gewihlt. Der Korper wird innerhalb von ¢t = 1.0 s um v = 0.2 mm ausge-
lenkt. Fiir diesen Prozess und den Fall der Elastoplastizitéit ist das Konvergenz-
verhalten in Abb. 8.5 dargestellt. Das Konvergenzverhalten ist dhnlich zu dem
Ergebnis beim Zugversuch. Auch hier ist kein signifikanter Unterschied zwischen
dem Verfahren von Ellsiepen und dem Verfahren von Cash erkennbar. D.h. die Ord-
nung 3 des Verfahrens von Cash wird nicht erreicht, was als Ordnungsreduktion
bezeichnet wird.

107! T 1072
—+—BE —+—BE
Ellsiepen | Ellsiepen
1072F| —A— Cash E 3F| —A— Cash

10—3 L

10-? 10-? 107" 107? 10°? 107!

At in s Atins
(a) Fehler aller inneren Variablen (b) Abweichung von der Inkompressibilitét

Abbildung 8.5: Konvergenzverhalten bei der einfachen Scherung

Werden die Projektionsverfahren aus Kap. 7 angewendet, so wird die plasti-
sche Inkompressibilitdt gewéhrleistet. Zu jedem Integrationsschritt gilt det C, =
det C, = 1. Der Einfluss der Projektionsverfahren auf den Fehler der inneren Va-
riablen ist in Abb. 8.6 dargestellt. In Bezug auf den Fehler der inneren Variablen
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Abbildung 8.6: Konvergenzverhalten der Projektionsverfahren bei der einfachen
Scherung und Verwendung des Verfahrens von Cash

unterscheiden sich die drei betrachteten Verfahren nur wenig.

In Abb. 8.7 ist der Einfluss der Viskositit auf die Komponenten des Cauchy-
schen Spannungstensors dargestellt. Viskositédten in der Gréfenordnung n = 10 s
haben bei den gewadhlten Materialparametern und der vorgegebenen Belastungs-
geschwindigkeit noch keinen grofien Einfluss auf die Spannungsantworten. Kleine
Werte von 7 kénnen somit zur Approximation der geschwindigkeitsunabhéngigen
Elastoplastizitiat gewahlt werden. Da die Einfithrung der Viskositét eine gléittende
Wirkung hat, ist ein Einfluss auf das Konvergenzverhalten zu erwarten, [HBed]. In
Abb. 8.8(a) ist zu erkennen, dass das Konvergenzverhalten des impliziten Euler-
Verfahrens von der Viskositéat unbeinflusst ist. Erst beim Verfahren von Ellsiepen,
Abb. 8.8(b), und beim Verfahren von Cash, Abb. 8.8(c) wird ein Einfluss sichtbar.
Dieser ist bei dem Verfahren von Cash besonders deutlich. Anzumerken ist, dass die
Verbesserung des Konvergenzverhaltens erst bei hohen Viskositdten 1 nennenswert
ist. Dieses Ergebnis wurde auch im Zusammenhang mit Metallpulvern in [HBed]
gefundenen.

In [TWO03] wird ein drei-viertel Scherzyklus, Abb. 8.9, berechnet. Dort wird
festgestellt, dass bei Nichtberiicksichtigung der plastischen Inkompressibilitdat Ab-
weichungen in den Spannungsantworten sichtbar werden. Es wird angemerkt, dass
det F, wihrend des Zyklus nur minimal von eins abweicht. Trotzdem werden grofie
Abweichungen bei den Spannungen beobachtet. Dariiber hinaus wird angemerkt,
dass die Spannungsantworten bei Berticksichtigung der plastischen Inkompressibi-
litdt den analytischen Losungen entsprechen.

Die Spannungsantworten sind fiir das Verfahren von Ellsiepen mit grofler, kon-
stanter Schrittweite Aty und das schrittweitenkontrollierte Verfahren von Ellsiepen
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Abbildung 8.7: Einfluss der Viskositét n auf die Spannungen bei der einfachen Sche-
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2 FEinfache Scherung
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Abbildung 8.8: Einfluss der Viskositat 1 auf das Konvergenzverhalten bei der ein-
fachen Scherung
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Abbildung 8.9: Verschiebung bei der einfachen Scherung

mit niedrig gewdhlten Toleranzen in Abb. 8.10 dargestellt.

Die Losung, welche mit dem Verfahren von Ellsiepen und kleiner Toleranz erhal-
ten wird, entspricht dem Ergebnis aus [TW03], bzw. [TW04]' mit Beriicksichtigung
der plastischen Inkompressibilitdt. Bemerkenswert ist, dass selbst bei der grofien
Schrittweite Aty des Verfahrens von Ellsiepen der Verlauf qualitativ richtig wieder-
gegeben wird. Dies gilt sowohl fiir die Effekte erster Ordnung als auch die zweiter
Ordnung. Die Anwendung der Projektionsverfahren zeigt hier keine weitere Ver-
besserung der Ergebnisse.

'Da in [TWO03] ein etwas anderes Materialmodell verwendet wird, sind die Ergebnisse mit denen
aus [TW04] Modell A zu vergleichen. Allerdings wird dort die plastische Inkompressibilitit
nicht weiter beachtet.
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Abbildung 8.10: Einfluss der Schrittweite Aty auf die berechnete Spannung bei der
einfachen Scherung, (n = 10s)
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8.3 Zugprobe

Die Probe aus Abb. 8.11(a) besitzt eine mehrfache Symmetrie. Dies wird bei der
Berechnung ausgenutzt und es wird nur ein Achtel des Korpers modelliert und
vernetzt, siehe beziiglich der Randbedingungen Abb. 8.11(b).

Wird die Probe auf Zug belastet, so stellt sich im mittleren Bereich ein hauptséach-
lich homogener Deformations- und Spannungszustand ein. Im Bereich des Uber-
gangs ist dies nicht der Fall. In [Har03] wird in diesem Bereich ein stark inhomoge-
ner Deformationszustand festgestellt. Dieser fiihrt bei schrittweitenkontrollierten
Rechnungen zu geringeren Schrittweiten als beim einfachen Zug.

Die Berechnungen werden mit den Materialparametern aus Tab. 8.1 durch-
gefiihrt. Die Probe wird innerhalb von ¢ = 1.0 s um 30% gedehnt, siche Abb. 8.12.
In Abb. 8.13 wird das Konvergenzverhalten der schon beim einfachen Zug und bei
der einfachen Scherung studierten Verfahren untersucht. Es zeigt sich, dass die Ver-
wendung der Verfahren von Ellsiepen und Cash ein dhnliches Konvergenzverhalten
haben und etwas hohere Konvergenzordnungen als das implizite Euler-Verfahren
erreichen.
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l Y

T
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s
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(a) Abmessungen (b) FE-Netz mit Randbedingungen

Abbildung 8.11: Rotationssymmetrische Zugprobe
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8.3 Zugprobe

Abbildung 8.12: Deformiertes und undeformiertes Netz der Zugprobe
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Abbildung 8.13: Konvergenzverhalten beim Zug
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein Materialmodell der finiten Elastoplastizitét,
welches auf den Arbeiten [Lio00], [TW04] und [Liih97] beruht, vorgestellt und
um viskoplastische Eigenschaften erweitert. Das Materialmodell basiert auf einer
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und in-
elastischen Anteil. Der inelastische Anteil kann wiederum multiplikativ in einen
dissipativen und einen energiespeichernden Anteil zerlegt werden. Das Materialm-
odell ist fiir groe Deformationen formuliert und enthélt eine Verallgemeinerung
des Armstrong & Frederick Ansatzes auf finite Deformationen. Dabei wird die
Annahme getroffen, dass die plastischen Deformationen inkompressibel sind.

Das erarbeitete Materialmodell ist in das Programm TASA-FEM, [Har(06], im-
plementiert worden. Dabei wird auf das Algebro-Differentialgleichungssystem, wel-
ches sich aus der Methode der finiten Elemente ergibt, eingegangen. Gelost wird das
DAE-System mit diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren und dem Mehrebe-
nen-Newton Verfahren. Die Materialgleichungen werden auf Elementebene in der
Referenzkonfiguration ausgewertet und integriert. Anschliefend werden der zweite
Piola-Kirchhoff Tensor und die konsistente Tangente in die Momentankonfiguration
vortransformiert und an die globale Routine {ibergeben. Da alle Tensoren zweiter
Stufe auf Elementebene symmetrisch sind, wird diese Eigenschaft ausgenutzt und
so Speicher und Rechenzeit gespart.

Oftmals ist die Erhaltung von Invarianten, wie der plastischen Inkompressibi-
litdt, entscheidend fiir die Stabilitdt und Qualitédt eines numerischen Verfahrens.
Im Allgemeinen kénnen numerische Verfahren Invarianten jedoch nicht erhalten.
Daher werden drei Projektionsverfahren vorgestellt, mit welchen die plastische In-
kompressibilitét wieder hergestellt wird.

Im Anschlufl werden drei numerische Beispiele vorgestellt. Anhand des einfachen
Zugs, der einfachen Scherung und des Zugs eines rotationssymmetrischen Korpers
werden einige Eigenschaften des Materialmodells und der Algorithmen untersucht.
Dabei wird eine Ordnungsreduktion beobachtet. Der Einsatz von Verfahren der
Ordnung O(h?) und grofer erscheint somit nicht sinnvoll. Die Einfiihrung einer
Viskositéit verringert diesen Effekt wieder. Allerdings miissen relativ grofie Werte
fiir die Viskositdt gewé#hlt werden, damit die Konvergenzordnung der Verfahren
hoherer Ordnung erhalten bleibt.

In [TWO03] wird der Einfluss der plastischen Inkompressibilitiat und ein mogliches
Korrekturverfahren untersucht. Die Autoren stellen dort bei der einfachen Sche-
rung signifikante Abweichungen der Spannungen fest, wenn die Inkompressibilitét

89
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nicht erfiillt wird. Bei der in dieser Arbeit gewéhlten Implementierung ist dieser
Effekt nicht aufgetreten. Selbst bei grofien Schrittweiten und dem impliziten Euler-
Verfahren werden Spannungen berechnet, die qualitativ der analytischen Losung
aus [TWO03] entsprechen. Der Einsatz der Projektionsverfahren bringt in diesem
Zusammenhang keine wesentlichen Verbesserungen.

In weiterfithrenden Arbeiten sollte die Einbeziehung der plastischen Inkompressi-
bilitat als Nebenbedingung in die Losung des Nullstellenproblems auf lokaler Ebene
untersucht werden. Dies wiirde auf ein Minimierungsproblem fiihren, wie es z.B. in
[SK04] dargestellt ist. Um den Spannungsalgorithmus noch robuster zu gestal-
ten, konnten dariiber hinausgehende Zwénge eingebaut werden. Dies wird z.B. in
[HBed] fiir Metallpulver angewendet. Wiinschenswert ist auch eine Parameterstu-
die des Materialmodells, sowie die Validierung des Modells mit einer analytischen
Losung.
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A Ableitung des elastischen Anteils der spezifischen freien Energie 1.
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