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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Reales Materialverhalten

Thermomechanische Kopplungseffekte spielen in vielen praktischen Anwendungen
eine wichtige und zum Teil sogar die entscheidende Rolle. Als einfachste Auswir-
kung der Kopplungseffekte ist die thermische Dehnung bei Temperaturdnderungen
zu nennen. Diese wird beispielsweise bei der Herstellung von kraftschliissigen Verbin-
dungen durch Aufschrumpfen ausgenutzt. Oder fiir die Einbringung von Eigenspan-
nungen bei Glaswaren durch eine geschickte Temperaturfithrung bei der Abkiihlung
von der Schmelze zum Festkorper, um die Widerstandsfahigkeit gegeniiber kleinen
Rissen zu erhohen.

Bei Metallumformungsprozessen zeigt sich ein weiteres Zusammenwirken von me-
chanischem und thermischem Verhalten. Treten plastische Deformationen auf, so
wird Warme dissipiert. Das fithrt zum Anstieg der Temperatur des Werkstiicks. Da
viele Werkstoffparameter wie beispielsweise die FlieBgrenze, der Elastizitdtsmodul
oder der thermische Ausdehnungskoeffizient selbst von der Temperatur abhingig
sind, hat der Temperaturanstieg wiederum einen Einfluss auf das mechanische Ver-
halten des Werkstoffs. Insbesondere wird die Temperaturabhéngigkeit der Flie3gren-
ze bei Warmumformungsprozessen ausgenutzt.

Alle Werkstoffe haben ein mehr oder weniger stark ausgepréigtes temperaturabhéngi-
ges Verhalten. Und selbst bei rein elastischen Verformungen tritt thermomechanische
Kopplung auf, diese bewirkt eine Abkiihlung bei Expansion bzw. eine Erwdrmung
bei Kompression.

Fiir Kunststoffe ist ein viskoelastisches Werkstoffverhalten charakteristisch, da-
bei treten bei anhaltender Belastung Kriechen und bei anhaltender Dehnung Span-
nungsrelaxation auf. Auch diese Effekte sind mit einer Dissipation von Wérme ver-
bunden.

Metalle zeigen ein hochst komplexes Werkstoffverhalten. Bei sehr kleinen Defor-
mationen laufen diese rein elastisch, das heif3t reversibel ab. Dabei tritt nur die zuvor
erwihnte thermoelastische Kopplung auf. Uberschreitet die Spannung im Werkstoff
jedoch eine bestimmte Grenze, ndmlich die Fliefspannung, so entstehen plastische
Verformungen. Die Fliegrenze selber ist auch stark prozessabhiingig. Sie steigt bei
zunehmender plastischer Deformation an, was als Verfestigung bezeichnet wird. Da-
bei ist zu beobachten, dass nach einer Belastung bis zur Spannung  bei Belastungs-
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umkehr plastische Deformationen bereits vor Erreichen der Spannung -+ auftreten.
Dies bezeichnet man als Bauschingereffekt. Desweiteren tritt bei Metallen auch eine
zyklische Verfestigung auf. Darunter versteht man, dass sich bei zyklischer Bela-
stung mit konstanter Mitteldehnung nach einigen Lastzyklen mit wachsender Hy-
sterese eine konstante Hysterese im Spannungs-Dehnungs-Diagramm einstellt. Wird
die Mitteldehnung nun vergréflert, so wichst die Hysterese bis sich wieder eine sta-
tische Hysterese einstellt. Ein Materialmodell, das dieses Verhalten erfasst, wurde in
KAMLAH [8] entwickelt. Aulerdem zeigt sich auch bei Metallen eine Geschwindig-
keitsabhéngigkeit, und zwar bei den plastischen Deformationen. Entsprechende Ma-
terialmodelle der Viskoplastizitét wurden beispielsweise von Lion [10] oder LUHRS
[6] behandelt. Die viskoplastischen Effekte treten besonders bei sehr hohen Tempe-
raturen zum Vorschein.

Die Temperatur hat noch weitere Einfliisse auf das Werkstoffverhalten. Bereits
angefiihrt wurde die Temperaturabhéngigkeit der Werkstoffparameter, besonders
zeigt sich ein starkes Absinken der Flielspannung bei hohen Temperaturen. Zudem
treten bei hohen Temperaturen auch Rekristallisationsvorgénge im Werkstoffgefiige
auf, was eine Riickbildung der Verfestigung, also eine thermische Entfestigung, be-
wirkt.

Bereits erwihnt wurde auch, dass bei plastischen Deformationen Wéarme dissipiert
wird. Dabei wird plastische Arbeit in Warme umgewandelt, jedoch nicht die gesamte
geleistete plastische Arbeit, denn ein Teil der plastischen Arbeit wird im Werkstoff
gespeichert.

Im Rahmen dieser Arbeit kann natiirlich nur ein Teil dieser Eigenschaften und
Phénomene Beriicksichtigung finden.

1.2 Inhalt der Arbeit

In dieser Arbeit werden ausgehend von mechanischen Materialmodell thermomecha-
nische Materialmodelle hergeleitet. Dabei wird die thermomechanische Konsistenz
nachgewiesen, was bedeutet, dass die Materialmodelle den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik in jedem Falle erfiillen. Das heifit die Entropieproduktion ist immer
grofler oder gleich null, egal wie der durchgefiihrte Prozess auch aussehen mag.

In Kapitel 2 werden ausgehend von den Bilanzgleichungen der Kontinuumsme-
chanik fiir die Materialmodelle der Thermoelastizitat, der Thermoviskoelastizitét
und der Thermoplastizitit Forderungen hergeleitet, die, sofern sie erfiillt werden, die
thermomechanische Konsistenz dieser Modelle garantieren. Anschlieend werden die
Wirmeleitungsgleichungen fiir die Modelle hergeleitet. Da, wie Kapitel 3 zeigt, aus
den Gleichungen der Plastizitdt durch formale Schritte die Gleichungen der Visko-
plastizitat hervorgehen, gelten diese Forderungen an die Thermoplastizitat auch fiir
die Thermoviskoplastizitédt. Dies alles geschieht jedoch mit der Beschrankung auf
kleine Deformationen.

Ab Kapitel 3 erfolgt die Behandlung ausschliellich fiir eindimensionale Mate-
rialmodelle. Hier werden anhand von rheologischen Modellen, bestehend aus den
Grundelementen Feder, Démpfer und Reibelement, die Materialmodelle fiir Visko-
elastizitat, Plastizitdt und Viskoplastizitat hergeleitet. AnschlieSfend werden diese
Modelle zu thermomechanischen Modellen erweitert, wobei die thermomechanische
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Konsistenz nachgewiesen wird. Aulerdem erfolgen noch Aussagen zur Energiespei-
cherung im Material bei der Thermoplastizitét.

Kapitel 4 stellt die in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahren vor: das
implizite Eulerverfahren zur Zeitintegration sowie das Newtonverfahren und das
Multilevel-Newton Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme.

In Kapitel 5 wird eine lineare Dehnstabelementformulierung in allgemeiner Form
hergeleitet, sodass man durch Einsetzen der Spannungsbeziehung des Material-
modells und des dissipationsabhédngigen Anteils der Warmeleitungsgleichung schnell
die Elementformulierung erhalten kann.

Dies wird in Kapitel 6 fiir das thermoviskoelastische Materialmodell und in Ka-
pitel 7 fiir das thermoplastische Materialmodell mit nichtlinearer kinematischer und
isotroper Verfestigung durchgefiihrt.

Kapitel 8 dokumentiert die Implementierung der beiden Dehnstabelemente mit
FORTRAN 77 in das FE-Programm FEAP.

In Kapitel 9 werden schlieflich mehrere Berechnungen zur Verifikation der ent-
wickelten Elemente sowie zur Darstellung deren Eigenschaften und Féhigkeiten
durchgefiihrt.



Kapitel 2

Kontinuumsmechanische
Gleichungen

2.1 Bilanzgleichungen

Zunéchst sollen kurz die mechanischen Bilanzgleichungen fiir kleine Verzerrungen
vorgestellt werden, aulerdem werden die freie Energie und das Wéarmeleitungsmo-
dell nach Fourier eingefiihrt (nach HAupT [1]):

Massenbilanz
Die Massenbilanz soll nur der Vollstédndigkeit halber erwdhnt werden und lautet:
m =10 (2.1)

Das bedeutet, dass die Masse m eines Korpers konstant ist.

Impulsbilanz
Die lokale Form der Impulsbilanz lautet:
divT +pf =pi (2.2)

Darin sind T der Spannungstensor, p die Dichte, f die spezischen Volumenkrifte
und i die Beschleunigung.

Drehimpulsbilanz

Die lokale Drehimpulsbilanz besagt, dass der Spannungstensor symmetrisch ist:
T=T" (2.3)

Energiebilanz

Die lokale Energiebilanz ergibt sich aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
und lautet:
.1 T
é=-T-E——divq+r (2.4)
P P
Darin sind é die zeitliche Anderung der inneren Energie, E der Verzerrungsgeschwin-
digkeitstensor, q der Warmestromvektor und r die spezifische Wéarmequelle. Dabei

4
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stellt der erste Term der rechten Seite die Spannungsleistung dar.

Die Verzerrungen setzen sich dabei additiv aus einem elastischen und einem in-
elastischen Anteil zusammen:

E=E,+E, (2.5)

Entropiebilanz
Die lokale Entropiebilanz lautet:

é:—%div (%) +o+T (2.6)

Dabei ist § die zeitliche Anderung der Entropie, # die absolute Temperatur und T
die Entropieproduktion. Der erste Term der rechten Seite stellt den Entropieflufl
aufgrund des Warmestroms dar, der zweite Term ist die Entropiezufuhr durch die
Wérmequelle.

Dazu besagt der 2. Hauptsatz der Thermodynamik, dass die Entropieproduk-
tion I' niemals negativ sein kann:

r>o0 (2.7)
Daraus folgt die Clausius-Duhem-Ungleichung;:

.1 .. rq r
P=s+-div(H-I> 2,
$ ) 1V<0> 7 0 (2.8)

Freie Energie
Die freie Energie (Helmholtz Energie) ¢ wird definiert als:

Y =e—0s (2.9)

Spéater wird fiir die thermomechanischen Materialmodelle ein Ansatz fiir die freie
Energie der Form

v =y(E,0,E;..) (2.10)

gemacht.

Waiarmeleitung nach Fourier
Das Wiarmeleitungmodell nach Fourier besagt, dass die Warme stets entgegengesetzt
zum Temperaturgradienten fliefit

q = —kgradf
= —kg (2.11)

mit k der Warmeleitzahl und dem Temperaturgradienten:

g=10,=gradd (2.12)
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2.2 Innere Dissipation

Die Herleitung der inneren Dissipation folgt HAUPT [1]. Dazu wird die Clausius-
Duhem-Ungleichung (2.8) mit 6 multipliziert:

9r:93+§div<9>—r20 (2.13)
P 0
Dabei wird das Produkt
0=0Tr (2.14)
als innere Dissipation bezeichnet. Damit folgt die Dissipationsungleichung;:
0>0 (2.15)

Mit der Umformung

0. (ay _ O/
v () = (%),
_ Q ii0 — ¢ 0,
= 7
1/ .. 1
= ;(dlvq—éq-g> (2.16)
folgt:
R S 1
(5:«9s+;(dlvq—§q-g>—r (2.17)

Aus der Zeitableitung der freien Energie (2.9) folgt:
05 = —1)+é—0Os (2.18)

Einsetzen in Gleichung (2.13) ergibt:

. . 1 1
5:—w—l—é—9$+—(divq—§q-g>—7“ (2.19)
p
Mit der inneren Energie (2.4) folgt:
=—tY+-T-E—0s— —q-g (2.20)
p pt

Einsetzen des Wirmeleitungsmodells nach Fourier (2.11) fithrt zu:
.1 .. k
d=—yY+-T-E—0s+—g-g>0 (2.21)
p pt
Um bei der Materialmodellierung thermomechanisch konsistente Materialmodelle zu

erhalten, miissen der Ansatz der freien Energie und die Evolutionsgleichungen der
inneren Variablen die Dissipationsungleichung (2.21) erfiillen.
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2.2.1 Thermoelastizitat

Im Falle der Thermoelastizitit wird angenommen, dass die freie Energie Funktion
der Dehnung, der Temperatur und des Temperaturgradienten sein kann:

v =1v(E,0,g) (2.22)
Damit folgt die Zeitableitung der freien Energie zu:
o0 O OY
= . E+ 4+ 2. 2.2
VeaE BT a0t og 8 (223)

Einsetzen in die Dissipationsungleichung (2.21) ergibt:

o - o, oy 1 k
_ B &) s B _T.-E— — . 2.24
=25 0% 95 &1 es+—p6g g (2.24)
zusammengefasst:
(1 oY . oY . oY k
6—<pT 8E) E (89+s>9 Jg g—l—peg g (2.25)

Um ¢ > 0 fiir alle denkbar mb‘glich@ thermomechanische Prozesse zu erfiillen, miissen
die Faktoren der Zeitableitungen E, # und g verschwinden. Damit folgt:

§%=%T (2.26)
g—z =—5 (2.27)
oy

55_0 (2.28)

das heifit, die Freie Energie hat eine Potentialeigenschaft fiir die Spannung und die
Entropie und ist unabhéngig vom Temperaturgradienten:

v =v(E,0) (2.29)
Die verbleibende Restungleichung

k
f=—g.0>0 2.30
88” (2.30)

ist immer erfiillt. Das bedeutet, das Materialmodell der Thermoelastizitéit ist fiir
eine freie Energie nach Gl. (2.29) thermomechanisch konsistent.
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2.2.2 Thermoviskoelastizitiat

Bei der Thermoviskoelastizitdt wird angenommen, die freie Energie ist Funktion
der Dehnung, der Temperatur, des Temperaturgradienten sowie weiterer innerer
Variablen gy, ..., q,, welche Skalare oder Komponenten von Tensoren sein kénnen:

v=v(E0.8q,...q) (2.31)

Damit lautet die Zeitableitung der freien Energie
= Bt — 0+ — g+ > — 2.32
g 2 gy, (2:82)

wobei ¢ die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen sind. Einsetzen in die
Dissipationsungleichung (2.21) ergibt:

87,/1 . 8@/} 8¢ . 81/) k
= -E — — T E— — 2.
) ~3E 80 g g 8 k+p 95+p9gg (2.33)
Zusammenfassen:
1 oY . oY . )
= T—-—L) - E— — 2.34
5 (p 8E) (ae s) Zaqqu+ kg g (2:34)

Um ¢ > 0 in jedem Fall zu erfiillen, miissen die Faktoren von E, 6 und g verschwin-
den, woraus wieder die Potentialeigenschaft der freien Energie beziiglich Spannung
und Entropie folgt:

o 1

—==-T 2.35

JE  » (2.35)

oY

= 2.36

00~ ° (2.36)
Und mit

o

- =0 2.37

e (2.37)
folgt die Unabhéngigkeit der freien Energie vom Temperaturgradienten:

Y =v(E,0,q,...,q) (2.38)

Es verbleibt die Restungleichung:
Z qﬁ—kg g>0 (2.39)

Der rechte Term ist immer grofier /gleich null, somit verbleibt die Forderung an die
mechanische Dissipation 7, dass diese grofier/gleich null sein muss:

==Y >0 (2.40)

Die freie Energie und die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen sind also, um
ein thermomechanisch konsistentes Materialmodell zu erhalten, so zu wéhlen, dass
sie die Ungleichung fiir die mechanische Dissipation (2.40) erfiillen.
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2.2.3 Thermoplastizitit

Fiir die Thermoplastizitdt wird die freie Energie als Funktion der elastischen Deh-
nung, der inelastischen Dehnung, der Temperatur, des Temperaturgradienten sowie

weiterer innerer Variablen ¢, ..., ¢,, welche Skalare oder Komponenten von Tensoren
sein konnen, angesetzt:
¢ :w(EelaEiveaqula'“7Qn) (241)
Damit folgt die Zeitableitung der freien Energie zu:
L oY oY o : w
= ‘E. B4+ —0+— — 2.42
(0 aEel |+ e JE, + 20 + Z B ( )

k=

hierbei sind E; und ¢, die Evolutionsgleichungen von inelastischer Dehnung und den
weiteren inneren Variablen. Einsetzen in die Dissipationsungleichung (2.21) fithrt zu:

W O L D, O N
- K S D B S Y
'=~am, B g, 50" g 8 ; Bg
1 k
+pT E— 08+—6g-g (2.43)

Nach Gl. (2.5) gilt fiir die Dehnung
E=E,+E; (2.44)

dies fithrt zu:

B L WO S (LN I B Y
6_<pT 8Eel) E. (ae ) ag g+pT E;

Qk + —0 g-g (2.45)

Daraus folgt die Potentialeigenschaft der freien Energie beziiglich Spannung und
Entropie:
op 1

=-T 2.46
a:Eel P ( )

o
a6

sowle mit

oy
og

——s (2.47)

0 (2.48)

die Unabhéngigkeit der freien Energie vom Temperaturgradienten:

l/J :w(Eel7Ei797QI7'”7qn> (249)
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Es verbleibt von Gleichung (2.45) die Ungleichung;:
1. o O . - ¢
§=-T-E; — b

B — L gg>0 (2.50)

0 =
=1

Der rechte Term ist stets grofier/gleich null, somit verbleibt die Forderung, dass die
mechanische Dissipation 0, groBer/gleich null sein muss:

1
p

o =

>0 (2.51)

Das bedeutet, die Ansédtze von freier Energie und den Evolutionsgleichungen der
inneren Variablen miissen so gewahlt werden, dass sie die Ungleichung fiir die me-
chanische Dissipation (2.51) erfiillen, um ein thermomechanisch konsistentes Mate-
rialmodell zu erhalten.

2.3 Wairmeleitungsgleichung

Die Herleitung der Warmeleitungsgleichung folgt HAUPT [1]. Aus der lokalen Ener-
giebilanz (2.4)

pée=T-E—divq+pr (2.52)
und der Zeitableitung der freien Energie (2.9)

é =1+ 0s+03 (2.53)
sowie der Fourierschen Warmeleitung (2.11)

q=—kg (2.54)
folgt:

pth+pls+pls=T -E+kdivg+ pr (2.55)

Durch Einsetzen der freien Energie der einzelnen Materialmodelle ergeben sich nun
die Warmeleitungsgleichungen dieser Modelle.

2.3.1 Thermoelastizitit
Mit der Zeitableitung der freien Energie der Thermoelastizitit (2.29)

I o O

b=on B (2.56)
eingesetzt in Gleichung (2.55) ergibt:
0 0
83 E+p alg 0+ pbs+phs=T -E+kdivg+pr (2.57)
——

=T =—3s
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Unter Verwendung der Potentialbeziehungen (2.26) und (2.27) folgt:
1
05 = ~kdivg +r (2.58)
p

Die Zeitableitung der Entropie ergibt sich aus der Potentialbeziehung (2.27) mit
(2.29) zu

- (@)

_ _(‘%" g LY 9’)

000E 0000
10T 0% .
= -E 0 2.59
(p 06 "t D608 ) (2:59)
Damit folgt:
1 0T 0% 1
—— 00— -E—§0 = —k di 2.
PR 5090 ivg+r (2.60)
Mit der Definition der Warmekapazitéit bei konstanter Deformation
1)
= — 2.61
=~ 3000 (2:61)
ergibt sich die Wérmeleitungsgleichung der Thermoelastizitat zu:
. 1 T .
CdQ_EQaG—G E+ — kdlvg—i-?“ (2.62)
e we

Der Term der linken Seite beschreibt die Temperaturdnderung aufgrund der Warme-
zufuhr bzw. Warmeabfuhr der Terme der rechten Seite. Der Term w, ist der thermo-
elastische Kopplungsterm (auch piezocalorischer Kopplungsterm) und bewirkt eine
Abkiihlung bzw. Erwérmung infolge von Expansion bzw. Kompression. Durch wg
wird Warmeaustausch ermdoglicht: der erste Term bewirkt Temperaturdnderungen
infolge von Wéarmeleitungsvorgéingen. Der zweite Term erzeugt Temperaturerhéhun-
gen infolge von Warmequellen, wie beispielsweise einer Strahlungsquelle.

2.3.2 Thermoviskoelastizitiat

Die Zeitableitung der freien Energie der Thermoviskoelastizitéit (2.38) lautet:

L0 O oY .
V= op B0 +Zla—qqu (2.63)

Eingesetzt in Gleichung (2.55) ergibt:

5@/) o o _
8E E+p 89 0+pza G+ pls+ps =T -E+kdivg+ pr (2.64)

_T =—5
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bzw.

N — O
0s = —kdivg +r — —q 2.65
p ;8% K (2.65)

Mit der Potentialbeziehung (2.36) und mit (2.38) lautet die Ableitung der Entropie
nach der Zeit:

2 TN
5= o0
(P L Py, N P
= - (808E 3939“259@% 0
10T .. 0% " s
- _(;W'E+8989 Zaq Qk) (2:66)

Damit folgt unter Verwendung der in Gl. (2.61) definierten Wérmekapazitiat bei
konstanter Deformation die Wérmeleitungsgleichung der Thermoviskoelastizitit zu:

"2 O + 0s)

1 OT

. .1
cgb=-0— E+ -kdivg+r — g 2.67
e Ty ) ; oo 207

—we weQ q;; -

Im Gegensatz zur Wirmeleitungsgleichung der Thermoelastizitiat (2.62) entsteht
hier auf der rechten Seite aufgrund der mechanischen Dissipation der inneren Va-
riablen ein weiterer Term wp. Dieser leistet einen Beitrag zur Temperaturerh6hung,
sobald sich die inneren Variablen entwickeln.

2.3.3 Thermoplastizitit
Die Zeitableitung der freien Energie der Thermoplastizitit (2.49)

0 e O e O W
w_aEdEJraE E;, + 9+Zak’“ (2.68)

und die Gleichung (2.55) sowie (2.5) ergeben:

N o o N
‘E 0 E 0 0
PaEel el+P8E +p 8 Qi +pbs+pbs
——
=T =—s
:T~(E61+Ei)+kdivg+pr (2.69)
Zusammengefasst:

o1 1o 0 . =0
93:;kdlvg+7’+;T'Ei—aEi'Ei—;—% (2.70)
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Die Ableitung der Entropie nach der Zeit ergibt sich nach Gleichung (2.47) mit

(2.49) zu
(5)

2 2 2 2
= —( A -Ei+a¢0+z o )

D00E,, D00E; 0000 <= 990q, "
_ (%%.Eel_% 1} +§;§99 zz:g—;qk> (2.71)
und damit;
_%g%_“; ‘el+9%.Ei—9§;§99+e;§—;%
:%kdivg+r+%T-Ei—§—;§i-Ei—zn:g—;/;% (2.72)

Daraus folgt mit der Wérmekapazitit bei konstanter Deformation (2.61) die Wérme-
leitungsgleichung der Thermoplastizitét:

. 1 0T . 1
cg = 08&9 Eel+;kdivg+7’
e -
1 : (Y +0s) (Y +0s) .
~-T-E;— | ———%E; —_ 2.73
2 < 3E, +§_; o (2.73)
SN—— N v_ »
wp

Im Vergleich zur Thermoelastizitit treten nun drei weitere Terme auf, welche aus
der mechanischen Dissipation resultieren. w, ist die plastische Spannungsleistung.
Der Term w, beschreibt die Energie, welche benttigt wird, um bei der plastischen
Deformation das Materialgefiige zu verdndern, woraus die Verfestigung resultiert.

Das wiederum bedeutet, dass nicht die gesamte plastische Spannungsleistung w,
in Warme umgewandelt wird, sondern der Anteil w, wird im Werkstoff gespeichert.
Diesen Anteil bezeichnet man auch als cold work. Erste Untersuchungen dazu stam-
men von TAYLOR & QUINNEY. Somit tragt nur die Differenz wp zur Erwérmung
des Werkstoffs bei.

Aus diesem Grunde wird bisher beispielsweise bei kommerziellen FE-Programmen
wie LS-DYNA und ABAQUS die Vereinfachung gemacht, dass die plastische Span-
nungsleistung w,, multipliziert mit einem Faktor, dem Taylor-Quinney-Koeffizient
7, in der Warmeleitungsgleichung als Wéarmequelle wp angesetzt wird:
1 .
wp =Jw, =7—-T-E; (2.74)
p
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Typische Werte von 7 liegen bei 0.9 . Damit lautet die Warmeleitungsgleichung;:

.1 0T . 1 1 :
ch——Q “Eg+ —-kdivg+r+7-T-E; (2.75)
o p p
Zusammenfassung:

Eine allgemeinere Form der Warmeleitungsgleichung ist:

.1 0T 1
cd0——9% E~|—;kdivg~|—r—|—D (2.76)

Dabei beinhaltet D genau diejenigen Terme, welche aufgrund der mechanischen
Dissipation entstehen. Fiir die einzelnen behandelten Materialmodelle hat D die fol-
gende Form:

Thermoelastizitét:
D=0 (2.77)
Thermoviskoelastizitét:
— (¢ +0s)
D= — _ 2.78
; I o ( )
Thermoplastizitét:
Loow 10T . O +06s) "L O + 0s) .
D=-T-E,——0— -E,——— - E, — 2.79
o T T T, 2" BT
Thermoplastizitat bei kommerzieller FE-Software:
1 1 oT .
D=~5-T-E,—-0=—E; (2.80)
p p 00

Linearisierung der Wiarmeleitungsgleichung;:

Die Warmeleitungsgleichung (2.76) ist aufgrund des ersten Terms der rechten Seite
nichtlinear. Fiir kleine Temperaturdnderungen 6 — 6, < 6y kann die Gleichung durch

0 =06, (2.81)
linearisiert Werden
oT 1. .
ch——QOE E+ -kdivg+r+ D (2.82)
P

Entsprechend folgt fiir die Ausdriicke D der Wéarmeleitungsgleichung der Thermo-
plastizitét

1 : oT . (w+es : w+es
D:—T~Ei——0 E,————— - E; — 2.83
: "0 Z 50 (2.83)
und der Thermoplastizitdt bei kommerzieller FE—Software.
1 . T
D=~-T-E; — - 908 (2.84)

p 00 E;
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Materialmodelle

Da in dieser Arbeit lediglich Berechnungen am Dehnstab erfolgen sollen, werden
auch die Materialmodelle direkt in 1-dimensionaler Formulierung behandelt.

3.1 Motivation von mechanischen Materialmodel-
len anhand rheologischer Modelle

Im folgenden sollen die zu verwendeten Materialmodelle anhand ihrer rheologischen
Modelle motiviert werden. Dazu werden zuerst kurz die Eigenschaften der Grund-
elemente Feder, Dampfer und Reibelement erklért.

Linear elastische Feder

Die Spannung in einer linear elastischen Feder ergibt sich nach dem Hookschen
Gesetz zu:

o= FEe (3.1)
(oY
E
W -
o E o £
-
3

Abbildung 3.1: Feder mit o-e-Diagramm

15
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Linear viskoser Dampfer
Die Spannung eines linear viskosen Dampfers betrégt:
= nlélsgn(é)

o

néol

< } >
L 77 o
[ ———

g .
T\

0% /

€9 = konst.

Abbildung 3.2: Dampfer mit o-e-Diagramm

Reibelement (von Mises-Element)

Damit das Reibelement gedehnt werden kann, muss fiir die Spannung gelten

o = K sgn(é) (3.3)
bzw.

lo| =k (3.4)

wobei k die Fliefigrenze des Reibelements darstellt. Die dabei am Reibelement auf-
tretenden Dehnungen sind plastische Dehnungen.

(oN'Y
7\ “I
< > -
o) K o) 9
[ ———
g

Abbildung 3.3: Reibelement mit o-e-Diagramm

Ist hingegen |o| < &, so verhilt sich das Reibelement wie ein starrer Stab.
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3.1.1 Elastizitat

Das Elastizitatsmodell soll dem Hookschen Gesetz folgen, somit verhélt es sich wie
die zuvor beschriebene linear elastische Feder. Damit gilt fiir die Spannung;:

o= Ee (3.5)

3.1.2 Viskoelastizitit (Maxwell-Element)

Das Maxwell-Element ergibt sich durch Reihenschaltung einer linear elastischen Fe-
der mit einem linear viskosen Dampfer und beschreibt das Verhalten eines Fluides.

~—/ N —
o) E —" o

|———— |-
Eel Ev

Abbildung 3.4: Maxwell-Element

Dabei ergibt sich die Dehnung zu:

E=¢Ee+Ey (3.6)
Fiir die Spannung gilt

o= Eeq =né, (3.7)

und es folgt:

o= FE(—¢,) (3.8)
bzw.
o=EFE(E—2¢&,) (3.9)
Mit
o
€y = — 3.10
p (3.10)
ergibt sich nun die Differentialgleichung des Maxwell-Elements zu:
E
oc— —o=FE¢ (3.11)
n

Fiir eine vorgegebene in der Zeit lineare Dehnung ¢ = £t lautet die analytische
Losung der DGL:

o(t) = néy (1 . e_%t> (3.12)
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oA )

[ AEQ

neon

€
Abbildung 3.5: o-e-Diagramm Maxwell-Element

Die Spannung kann auch in Abhéngigkeit einer internen Variablen, ndmlich von der
viskosen Dehnung ¢, dargestellt werden:

oc=FE(—z¢,) (3.13)
Dazu lautet die Evolutionsgleichung fiir ¢,
o FE

év = ; = 5(8 — 81,) (314)

mit der Anfangsbedingung:
£,(0) =0 (3.15)

Diese Gleichungen bilden zusammen ein Algebrodifferentialgleichungssystem zur Be-
rechnung der Spannung des Maxwell-Elements.

3.1.3 Viskoelastizitit (Kelvin-Element)

Das Kelvin-Element erhélt man durch Parallelschaltung einer linear elastischen Fe-
der und eines linear viskosen Dampfers.

Ry -
E Oeq

I <
— 77 O-OU
f——— |
£

Abbildung 3.6: Kelvin-Element
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Dabei ergibt sich die Spannung aus der Summe von Gleichspannung und Uberspan-
nung zu

0 = O¢ + Oov
= Fe+ne, (3.16)

mit

(3.17)

I
m.

€

Abbildung 3.7: g-e-Diagramm Kelvin-Element

3.1.4 Viskoelastizitit (3P-Modell)

Das 3-Parameter-Modell entsteht durch Parallelschaltung des Maxwell-Elements mit
einer linear elastischen Feder.

Y

A 9
—/MW! -
E Teq
LW -
i — Oov

1 Ui

€1 Ev

Abbildung 3.8: 3P-Modell

Die Dehnung ergibt sich zu:
e=¢€1+¢, (3.18)
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Fiir die Spannung gilt:

0 =0cq+ 0o (3.19)
Mit der Gleichspannung

Oeg = Le (3.20)

und der Uberspannung

Oow = E181 = né, (3.21)
folgt

o = FEe+Ei(e—¢y) (3.22)
bzw.

06 = FEe+Ei(é—¢,) (3.23)
Mit,

évzaov:a—oeq:a—Eé (3.24)

n U] n
ergibt sich die Differentialgleichung des 3-Parameter-Modells zu:

E EE
64+ —o=(FE+ E)é + —¢ (3.25)
n U

Fiir eine vorgegebene in der Zeit lineare Dehnung ¢ = £t lautet die analytische
Losung der DGL:

E
o(t) = Be + 1 (1 —e_71t> (3.26)
oA )

4 €0
I\E+ B

/

/1

/

Y =

no Tov -3~

Abbildung 3.9: g-e-Diagramm 3P-Modell

Natiirlich folgen aus der DGL des 3P-Modells und ihrer Losung fiir £ — 0 bzw.
E; — oo die entsprechenden Gleichungen von Maxwell- und Kelvin-Element.
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Auch beim 3P-Modell kann die Spannung wieder in Abhéngigkeit der internen Va-
riablen ¢, dargestellt werden:

o = Fe +ne, (3.27)
Aus Gl. (3.21) ergibt sich die Evolutionsgleichung fiir €, zu

To FE,
=—(c—¢, 3.28
1 1 ( ) ( )

mit der Anfangsbedingung:

Ey =

£,(0)=0 (3.29)
Diese Gleichungen bilden das Algebrodifferentialgleichungssystem zur Berechnung

der Spannung des 3-Parameter-Modells.

3.1.5 Idealplastizitit

Das rheologische Modell der Idealplastizitit setzt sich aus einer linear elastischen
Feder und dem Reibelement zusammen. Dabei ergibt sich die Dehnung zu:

E=C¢Eq+E&p (3.30)

Abbildung 3.10: Rheologisches Modell der Idealplastizitéit

Die Spannung in der Feder ergibt sich zu:
o = Eeg (331)

Wird das Reibelement gedehnt, so entwickeln sich dabei plastische Dehnungen. Die
zugehorige Spannung im Reibelement lautet

0, = Ko sgn(é,) (3.32)
und es gilt:
o =04=0, (3.33)

Durch Betragsbildung von Gl. (3.33) mit (3.32) folgt:
o] = ro (3.34)
Daraus erhélt man die Flie3funktion f(o) der Idealplastizitét:

flo) = lo| — ko =0 (3.35)
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Bei f(o) = 0 entwickelt sich nur die plastische Dehnung im Reibelement, die ela-
stische Dehnung hingegen bleibt nach Gl. (3.31) konstant, denn die Spannung wird
durch das Reibelement nach (3.32) konstant gehalten.

Fir f(o) < 0 dagegen entwickelt sich nur der elastische Bereich gemafl Gl. (3.31)

und das Reibelement verhélt sich wie ein starrer Stab, sodass die plastische Dehnung
konstant bleibt.

Fiir die plastische Dehnrate gilt:
£y, = |€p] sgn(ep) (3.36)

Mit Gl (3.32) bis (3.34) folgt daraus die Flieiregel (Evolutionsgleichung fiir die
plastische Dehnung) zu:

. ., 0

Ep = |e5p||0—| (3.37)
Die zugehorige Anfangsbedingung lautet:

£,(0) =0 (3.38)

oA

Ko

SR /

—&1 €1

Ro

Abbildung 3.11: o-e-Diagramm der Idealplastizitdt, dehnungsgesteuerter Bela-
stungspfad € = 0,e1, —€1,0
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3.1.6 Plastizitit mit isotroper Verfestigung

Im Gegensatz zur Idealplastizitdt hat das Reibelement bei isotroper Verfestigung
keine konstante FlieBgrenze ry. Stattdessen wird x als interne Variable, mit einem
Ansatz in Form einer monoton wachsenden Funktion, eingefiihrt und beschreibt
somit die Verfestigung des Materialmodells.

>
o VVVE K o

Abbildung 3.12: Rheologisches Modell der Plastizitit mit isotroper Verfestigung

Lineare isotrope Verfestigung erreicht man durch eine Evolutionsgleichung fiir
k der Form

k= B3, (3.39)
mit der Anfangsbedingung fiir x:
/1(0) = Ko (340)

Dabei ist 3 ein positiver Materialparameter und s, die Zeitableitung der plastischen
Bogenlénge s,, einer monoton wachsenden Funktion definiert als:

sp= [ letnlar (3.41)

Die plastische Bogenléinge wird geméf} ihrer Definition auch akkumulierte plastische
Dehnung bezeichnet.

Mit der Definition des plastischen Multiplikators A
A= 8, = || (3.42)
lautet die lineare isotrope Verfestigung:

= \3 (3.43)
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K K — 00
fiir e — o0

Ko
Sp

Abbildung 3.13: Diagramm & iiber der plastischen Bogenlénge s, bei linearer isotro-
per Verfestigung

E F1

oW |

R2

Abbildung 3.14: o-e-Diagramm bei Plastizitdt mit linearer isotroper Verfestigung,
dehnungsgesteuerter Belastungspfad ¢ = 0,¢ey, 9,6 — 00

Nichtlineare isotrope Verfestigung (mit Séttigung) ermoglicht folgende Evolu-
tionsgleichung fiir x:

k= [k — K)Sp
AB (oo — ) (3.44)
mit
k(0) = Ko (3.45)

hierbei ist k., die SattigungsflieBgrenze. x entwickelt sich von kg monoton wachsend
bis zum Wert k., fiir den dann £ = 0 wird, somit ist eine Séttigung in x erreicht.

Die zugehorige FlieSfunktion der Plastizitéit mit isotroper Verfestigung erhélt man
in gleicher Weise wie bei der Idealplastizitét. Sie lautet:

flo,k)=|o| —k (3.46)
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Abbildung 3.15: Diagramm & iiber der plastischen Bogenldnge s, bei nichtlinearer
isotroper Verfestigung mit Sattigung

oA

K — Koo

___________ fiir e — o0

R9
R1

Ko \E

y : : >
€9 €1 £

R1

K2

N

Ny

Abbildung 3.16: o-e-Diagramm bei Plastizitdt mit nichtlinearer isotroper Verfesti-
gung mit Sattigung, dehnungsgesteuerter Belastungspfad ¢ = 0,e1,€2,6 — o0
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3.1.7 Plastizitit mit kinematischer Verfestigung

Es ist zu beobachten, dass bei Belastungsumkehr nach plastischem Flielen das er-
neute plastische FlieBen im Druckbereich nicht erst wie in Bild (3.14) oder (3.16)
bei einer Spannung von ki, sondern schon wesentlich frither auftritt. Dies wird als
Bauschinger-Effekt bezeichnet und kann durch die kinematische Verfestigung im
Materialmodell erfasst werden.

Plastizitdtsmodelle mit linearer kinematischer Verfestigung erhélt man aus den
zuvor betrachteten Plastizitdtsmodellen durch Parallelschaltung einer linearen Feder
zu dem Reibelement.

B

Eel Ep

Abbildung 3.17: Plastizitdt mit kin. Verfestigung

Dabei ergibt sich die Dehnung zu:
E=Eq+6&p (3.47)

Entwickeln sich plastische Dehnungen, so muss fiir die Spannung gelten

S (3.48)
mit

0 = Be (3.49)
und

o, = K sgn(e,) + Eeey (3.50)

Mit der Definition der kinematischen Verfestigung £ als interne Variable

€ := Eeep (3.51)
folgt:

o=k sgn(é,) +¢ (3.52)
Nach Umformung und Betragsbildung

lo— ¢l =k (3.53)
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folgt die FlieBfunktion f(o,&, k) bei Plastizitdt mit kinematischer Verfestigung zu:
f(O',f,li) = |O-_§’_I{:O (354)

Aus Gl. (3.52) folgt

sgn(e,) = - - 3 (3.55)

und mit Gl. (3.53) und Multiplikation mit |£,| ergibt sich die Flieflregel zu
. ., 0§
& = &l o —¢|
o—¢§
) (3.56)
o —¢|

mit der Anfangsbedingung:

£,(0) =0 (3.57)

Aus Gl (3.51) folgt direkt durch Differentiation nach der Zeit die Evolutionsglei-
chung fiir die lineare kinematische Verfestigung ¢ zu

é = Efép
-

o

mit der zugehorigen Anfangsbedingung:

£0)=0 (3.59)
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| Ko

Ko

Abbildung 3.18: o-e- und &-e-Diagramm fiir Plastizitédt mit linearer kinematischer
Verfestigung (ohne isotrope Verfestigung), dehnungsgesteuerter Belastungspfad fiir
e =0,e1,—¢€1,0

Nichtlineare kinematische Verfestigung (mit Séttigung) ermoglicht eine Evo-
lutionsgleichung fiir £ nach dem Armstrong Frederick Ansatz, siche HARTMANN (3],

£ = ag,— sb¢
= ag, —blgy[¢
- A(a‘Z:Z—bf) (3.60)

wobei a und b positive Materialparameter sind. Fiir b = 0 ergibt sich die lineare
kinematische Verfestigung:

£=aé, (3.61)

Ist Sattigung bei der kinematischen Verfestigung erreicht, so gilt:

§=0 (3.62)
Mit GI. (3.60) ergeben sich die beiden Maximalwerte &4, zu:

a o—¢
Smaz = 3 o ¢ (3.63)
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Abbildung 3.19: £-¢-Diagramm fiir Plastizitdt mit nichtlinearer kinematischer Ver-
festigung (ohne isotrope Verfestigung)

Abbildung 3.20: g-e- und &-e-Diagramm fiir Plastizitdt mit nichtlinearer kinema-
tischer Verfestigung (ohne isotrope Verfestigung), dehnungsgesteuerter Belastungs-
pfad e = 0,1, —£1,0
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3.1.8 Viskoplastizitit mit kinematischer Verfestigung

Durch die Parallelschaltung eines Dampfers zu dem Reibelement erhélt man aus den
zuvor betrachteten Plastizitdtsmodellen Viskoplastizitdtsmodelle:

—MWH b
o E o

A

Abbildung 3.22: Viskoplastizitdt mit kinematischer Verfestigung

Bei dem Viskoplastizitdtsmodell mit kinematischer Verfestigung aus Abbildung 3.22
ergibt sich die Dehnung zu:

€ =€+ Eup (3.64)
Entwickeln sich viskoplastische Dehnungen, so muss fiir die Spannung gelten

0 =00 =0y (3.65)
mit

Oq = Feg (3.66)
und

Oup = K SEN(Eyp) + Newp + & (3.67)



Kapitel 3. Materialmodelle 31

fiir

§ = Egeyp (3.68)
Durch Umformung folgt:

0 =& = (k4 nlew|) sgn(€v) (3.69)

Da x und 7 positive Materialparameter sind folgt durch Betragsbildung und weitere
Umformung;:

3 —10— — K
|5vp|_n(| £l =) (3.70)

Um diese Gleichung stets zu erfiillen, muss die rechte Seite stets grofer /gleich null
sein. Dies wird durch die Einfithrung der MacCauly Klammer

r fur >0
<3:)—{ 0 fir z<0 (3.71)

erreicht:

3 —la— —K
Eupl = 5 (o =&l = #) (3.72)

Durch Betrachtung von Gleichung (3.69)

o= €= (ki nlEyl) sen(éy) (3.73)
—_———— ——
—lo—¢| = sgno—)
folgt:
senly) = senlo =) = T4 (3.74)

Nun ergibt sich die Flieregel der Viskoplastizitdt durch Multiplikation von Glei-
chung (3.74) mit (3.70) zu:

.1 o—¢
Eop = ;<|O-_€|_K>’O'—f|
_ Ly o=¢
= n<f> o ¢ (3.75)

Aus dieser Gleichung léasst sich nun die FlieBfunktion der Viskoplastizitéit identi-
fizieren:

flo,§,k) =|lc =& —Kk>0 (3.76)

Diese FlieSfunktion selbst ist identisch mit der der Plastizitéit (3.54), jedoch unter-
scheiden sich die Funktionswerte beider FlieBfunktionen. Denn bei der Plastizitét
musste im plastischen Bereich die FlieBfunktion mit f = 0 erfiillt werden, dagegen
wird bei der Viskoplastizitdt nur die schwéchere Forderung f > 0 erfiillt.
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Die Anfangsbedingung zu Gl. (3.75) lautet:
Ep(0) =0 (3.77)

Aus Gl. (3.68) folgt wieder durch Differentiation nach der Zeit die Evolutionsglei-
chung fiir die lineare kinematische Verfestigung £ zu

é - Eééfup
1 o—¢
n<>§w—ﬂ
1 o—¢

= —(lo =& —r)E, 3.78
77<| ’ > 13 ’0_ — 5‘ ( )
mit der zugehorigen Anfangsbedingung:
£0)=0 (3.79)

Nichtlineare kinematische Verfestigung (mit Séittigung) wird auch bei der
Viskoplastizitdt mit dem Armstrong Frederick Ansatz erzielt, LUHRS [6]:

£ = aé,, — $b¢
= gy —blEy|¢

“ 0 (g )

= 1(7— —K aa—f_
= o —€l-n) (a5 - 5¢) (3.80)

Auch hier wird eine viskoplastische Bogenlidnge als

¢
Sup :/ |€op(T)| dT (3.81)
0
definiert und es folgt:
. (352)
Fiir b = 0 beinhaltet Gl. (3.80) die lineare kinematische Verfestigung:
£ =aty, (3.83)

Lineare isotrope Verfestigung erreicht man analog zu Gl. (3.39) durch

Kk = 5$Up
= 5|évp|

= Yo—¢|-m)p

= L @81
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mit der Anfangsbedingung fiir x:

k(0) = Ko (3.85)

Nichtlineare isotrope Verfestigung (mit Sittigung) erfolgt wie mit Gl. (3.44),
LUHRS [6]:

k= [(keo — K)Sup
= Sl = e
— o=l = 8} Bl — )
— ) Bl = ) (3.56)
mit
k(0) = Ko (3.87)

3.2 Anmerkungen zur Plastizitit

Im dreidimensionalen Hauptspannungsraum stellen sich die Plastizitdtsmodelle sehr
anschaulich dar. Die Fliefunktion f(o,&,x) = 0 beschreibt hier eine Fliefflache.
Solange sich die Spannung innerhalb dieser FlieBfliche befindet, gilt f(o0,&, k) < 0
und es besteht Elastizitdat. Trifft die Spannung aber auf die FlieBfliche, so gilt
f(o,&,k) = 0 und man befindet sich im plastischen Bereich. Die Spannung kann
die FlieBflache jedoch niemals iiberschreiten, stattdessen entwickeln sich gegebenen-
falls die inneren Variablen entsprechend ihrer Evolutionsgleichungen. Das bedeutet
in Bezug auf die Fliefliche, dass sich ihre Gestalt unter der Bedingung f(o, &, k) = 0
andert. Dabei entspricht die Entwicklung der isotropen Verfestigung x der Aufwei-
tung des Fliefflichenradius und somit kann auch die Spannung weiter ansteigen. Die
Entwicklung der kinematischen Verfestigung & dagegen beschreibt im Hauptspan-
nungsraum die Verschiebung des Mittelpunkts der Fliefliche. Somit kann auch hier
die Spannung in Richtung der Verschiebung des Mittelpunkts der FlieBfliche weiter
anwachsen.

Die Kriterien zu Unterscheidung zwischen elastischem und plastischem Bereich sind
wie folgt, HAuPT [1]:

Fir f(o,€, k) < 0 besteht Elastizitét.

Im Falle f(0,&,k) < 0 gibt es drei mogliche Zustédnde, namlich plastische Bela-
stung, neutrale Belastung und elastische Entlastung. Zur Unterscheidung wird eine
zweite Bedingung eingefiihrt, die Belastungsfunktion B:

B = f(o_,gjfi)k,ﬁ:const.
of |

800

(3.88)
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Fir f = 0 und B < 0 findet elastische Entlastung statt, fir f = 0 und B = 0
neutrale Belastung und fiir f = 0 und B > 0 plastische Belastung, wobei sich die
inneren Variablen entwickeln.

— Elastizitat
innere Variablen entwickeln sich nicht

flo,&,k) <0

—> elastische Entlastung

flo.& k) =0 & B <0 innere Variablen entwickeln sich nicht

—> neutrale Belastung
innere Variablen entwickeln sich nicht

flo,§,k) =0 & B=0

—> plastische Belastung
innere Variablen entwickeln sich

flo,&,k) =0 & B>0

Der allgemeine Ansatz fiir die Evolutionsgleichung der plastischen Dehnung ist da-
bei, HAupT [1]:
\of
30

Dieser fiihrt natiirlich auf die zuvor hergeleiteten Evolutionsgleichungen fiir die pla-
stische Dehnung der einzelnen Modelle.

(3.89)

Mit Einbeziehung der zuvor getroffenen Unterscheidungskriterien zwischen elasti-
schem und plastischem Bereich ldsst sich die Evolutionsgleichung der plastischen
Dehnung folgendermafien angeben:

. AN fir f=0 und B >0
— do

“p { 0 sonst (3.90)
Im plastischen Bereich muss die Fliefunktion f(o, ¢, ) = 0 identisch erfiillt werden.
Dies wird durch die Konsistenzbedingung

flo.&,5) = 0
of . 9f; (9f

90 8 ¢ 3 + (3.91)
sichergestellt. Da die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen linear im plasti-
schen Multiplikator A sind, ldsst sich aus der Konsistenzbedingung der plastische
Multiplikator A als Funktion der Dehnung bestimmen.

Die Ableitungen der FlieBfunktion und die Evolutionsgleichungen eingesetzt in
die Konsistenzbedingung fithrt zu:

flo,6.0) = E(¢—¢,) - E:; )\(a |Z:§| —bg) — A B(Keo — K)

a—f . U—f §
_ -\ b A 0o —
Py ( \a—a> @+ A S = Al =)

ot U N
= g (Fre el ) =0 69)
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Damit ergibt sich A zu:
B sgn(oc — &) FE
 E+a—bEsgn(o— &)+ Bk — k)

Durch Einsetzen von A in die Evolutionsgleichungen kénnen die inneren Variablen
durch Integration berechnet werden.

A E(t) (3.93)

3.3 Anmerkungen zur Viskoplastizitit

Im Gegensatz zur Plastizitdt wird bei der Viskoplastizitdt im plastischen Bereich
die FlieBbedingung f(o,&, k) = 0 nicht mehr erfiillt: nun ist auch f > 0 zuléssig.

Formal gesehen ergibt sich die Viskoplastizitdt aus der Plastizitéit, wenn fiir den
plastischen Multiplikator A ein Ansatz der Form, LUHRS [6]:

A= % <kio f(a,{,/i)>m (3.94)

eingesetzt wird. Dieser Ansatz geht auf Perzyna zuriick. Mit diesem Ansatz fiir \ er-
geben sich Evolutionsgleichungen, die sich ein wenig von den Evolutionsgleichungen
aus der vorangegangenen Herleitung der Viskoplastizitit unterscheiden. Das heifit
aber nicht, dass die Herleitung fehlerhaft war; sondern der Ansatz (3.94) hat eine
zusiitzliche Eigenschaft, die aus der erfolgten Herleitung nicht hervorgehen konnte.
So wird mit Hilfe des Exponenten m die bei Metallen beobachtete unterproportionale
Geschwindigkeitsabhéngigkeit modelliert. Der Faktor % sorgt dazu fiir einen dimen-
sionslosen Ausdruck in der Klammer. 7 ist ein Maf§ fiir die Viskositédt, hat jedoch
aufgrund des dimensionslosen Ausdrucks in der Klammer statt [-2;] die Einheit [s].

mm?2
Aus

)

folgt:

Ist f(0,&,k) < 0 so ist A = 0, das heifit man befindet sich im elastischen Be-
reich.

Ist aber f(0,&,k) > 0 so gilt A = %(kl—o > , das heiit man befindet sich im
viskoplastischen Bereich und die inneren Variablen entwickeln sich.

— Elastizitit
flo,&, k) <0 A=0 innere Variablen entwickeln sich nicht
m Viskoplastizitiat
> _ 1 (i ) — . . .
flo,6,5) 20| A n \ ko f innere Variablen entwickeln sich
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3.4 Zusammenfassung

Nun werden die wesentlichen Gleichungen der zuvor behandelten Materialmodelle
kurz zusammengestellt:

Elastizitat
Spannung;:

o= Ee (3.96)

Viskoelastizitiat Maxwell-Element

Dehnung:

E=¢€e+Ey (3.97)
Spannung;:

o=FE(E—z¢,) (3.98)

viskose Dehnung;:

o E
€y = — = —(€—¢g, 3.99
p 77( ) (3.99)
mit AB:
£,(0) =0 (3.100)

Viskoelastizitit Kelvin-Element

Dehnung:

€ =¢&y (3.101)
Spannung;:

o= FEe+ne (3.102)

viskose Dehnung;:

€y =€ (3.103)

Viskoelastizitit 3P-Modell
Dehnung;:

E=¢€1+6 (3.104)
Spannung;:

o = FEe+Ei(e—¢y) (3.105)
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viskose Dehnung;:

Oov E 1

Ey = ” = 7(5 — &) (3.106)
mit AB:

£,(0) =0 (3.107)
Idealplastizitit
Dehnung:

E=cu—te, (3.108)
Spannung;:

o= Fey (3.109)
FlieBfunktion:

flo) = o] — ko (3.110)
Fliefiregel:

ép = |€'p||z—| (3.111)
mit AB:

£,(0) =0 (3.112)

Plastizitit mit nichtlinearer Verfestigung!

Dehnung:

c—cute, (3.113)
Spannung;:

o = PFey

= FE(e—¢p) (3.114)

Fliefunktion:

f0,6, k) =|o =& -k (3.115)
Belastungsfunktion:

B % 5 (3.116)
Konsistenzbedingung:

f(o,6,5) =0 (3.117)

!Das Modell findet sich auch in HARTMANN [3].
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FlieBregel:
ép:{gg:Algjg fsi;stf:o und B >0 (3.118)
mit AB:
ep(0) =0 (3.119)
plastische Bogenlédnge:
Sp = /Ot €p(T) ] dT (3.120)
plastischer Multiplikator:
A =5
= [&] (3.121)
nichtlineare kinematische Verfestigung:
£ = aé,—4,b¢
A (a ﬁ - bg) (3.122)
mit AB:
£0)=0 (3.123)
nichtlineare isotrope Verfestigung:
k= Bk —K)Sp
= AfB(Ke — K) (3.124)
mit AB:
k(0) = Ko (3.125)
Viskoplastizitit mit nichtlinearer Verfestigung?
Dehnung:
€ = Eel + Eup (3.126)
Spannung;:
o = PFey
= Ee—ey) (3.127)
Fliefunktion:
flo, &, k) =]oc =& —k (3.128)

2Dieses Materialmodell ist in dem Materialmodell von LUHRS [6] enthalten.
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FlieBregel:
: 1/1 "of
Evp = ;<k_0f<0-7§7’£)> %
1/1 o€
_ Y e — ) =S 3.129
mit AB:
viskoplastische Bogenlénge:
t
sw= [ lewlnldr @.131)
0
und
Sop = |Eup
1/1 "
= —(—(lo—& —kK 3.132
(o —el=n)) 3.132)
nichtlineare kinematische Verfestigung:
£ = @y — byt
1/1 " o—¢&
= —(—(lo—=¢& —k a —bf) 3.133
Hmto-d-n) (of=¢ )
mit AB:
£€0)=0 (3.134)

nichtlineare isotrope Verfestigung;:
ko= [Syp(ke — K)

= 5 lo=8-n) (m—n) (3.135)

k(0) = Ko (3.136)



Kapitel 3. Materialmodelle 40

3.5 Erweiterung zu thermomechanischen Mate-
rialmodellen

Die zuvor behandelten rein mechanischen Materialmodelle lassen sich leicht durch
den Ansatz einer freien Energie 1) entsprechend den Bedingungen aus Kapitel 2.2 zu
thermomechanischen Materialmodellen erweitern. Dabei miissen die gewihlte freie
Energie v zusammen mit den Evolutionsgleichungen der inneren Variablen die Un-
gleichungen der mechanischen Dissipation erfiillen, um ein thermomechanisch kon-
sistentes Materialmodell zu erhalten.

Zunéchst werden die Spannungen der zuvor hergeleiteten Materialmodelle um den
temperaturabhéangigen Term

g = —Ea(f — ) (3.137)

erweitert, um die Tatsache, dass die thermischen Dehnungen keine Spannungen ver-
ursachen, zu erfassen.

Natiirlich konnten auch die Materialparameter wie E-Modul, thermischer Ausdeh-
nungskoeffizient, Viskositét, ... sowie die inneren Variablen temperaturabhingige
Funktionen sein. Dies zu behandeln ist allerdings im Rahmen dieser Arbeit nicht
moglich.

3.5.1 Thermoelastizitat

Fiir die Spannung der Thermoelastizitét soll gelten:

o = Fe — Ea(f — ) (3.138)

Ein Ansatz fiir die freie Energie der linearen Thermoelastizitét ldsst sich beispiels-
weise in HAUPT [1] finden:

11, 1 )
(e, 0) = ,0 <2E€ Ea(0 — 0y)e 200pcd (0 —6p) ) (3.139)
Damit folgt die Spannung nach (2.26) zu:
L
~ P
= Ee— EBa(f— ) (3.140)

Dies ist genau die Spannung, die in Gl. (3.138) gefordert wurde. Die Warmekapa-
zitdt soll konstant sein. Nach Gleichung (2.61) unter Verwendung der in Gl. (2.81)
gemachten Linearisierung 6 = 6, folgt

o
00?
= ¢ (3.141)

Cq — —90
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die geforderte konstante Warmekapazitét. Die freie Energie nach Gl. (3.139) erfiillt
alle hier gestellten Forderungen. Zudem wurde die thermomechanische Konsistenz
bereits fiir ¢ = (g, 0) bereits in Kapitel 2.2.1 nachgewiesen.

Die Entropie lautet nach (2.27):

s = _¥
90
1 1
= —Fac+ —cq(0 — b)) (3.142)
P bo
Schliefllich ergibt sich nach Gl. (2.82) und mit (2.77)
: 0
cal = ;Hoa—gs—i- =
— LloBac+ lho,, 40 (3.143)
p p

die Warmeleitungsgleichung der Thermoelastizitét.

3.5.2 Thermoviskoelastizitit (Kelvin-Element)

Fiir die Spannung des thermomechanischen Kelvin-Elements soll nach Gleichung
(3.16) mit (3.137) gelten:

o= Fe+ne, — Ea(f — ) (3.144)
Dabei ist:
€y =€ (3.145)

Unter Verwendung der Potentialbeziehung (2.35) und der Dissipationsungleichung
(2.40) kann durch Integration und systematische Uberlegungen ein Ansatz fiir die
freie Energie fiir das Kelvin-Element gefunden werden:

1 1 1
V(e e0,0) = = 2 E* +1(c — £,)é, — Ba(f — 0y)e — —pcq (0 — 09)* )(3.146)
1% 2 290

Nun wird gezeigt, dass dieser Ansatz alle gestellten Forderungen erfiillt.

Fiir die Spannung ergibt sich nach Gl. (2.35) die zu anfangs geforderte Spannung:
o

P oe

= Ee+né, — Ea(f — b)) (3.147)

g =

Die Wiarmekapazitét soll wieder konstant sein. Nach Gleichung (2.61) folgt mit der
Linearisierung 6 = 6y:

2
— ¢ (3.148)

Cq —
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Bleibt zu zeigen, dass die mechanische Dissipation nach (2.40) nie negativ werden
kann:

2
de, "

S = —
..
= Neyé&y
P
1
= —net>0 (3.149)
P

Dies ist immer erfiillt, womit die thermomechanische Konsistenz nachgewiesen ist.

Die Entropie ergibt sich nach Gl. (2.36) zu

W
90

1 1
= Ly Leso-a (3.150)
P to

Und schlielich lautet die Wérmeleitungsgleichung nach (2.82)

: B
(6 = 19971 k:c9m+r+D
p 00

= ——QoEaé+ —k97x$+r+D (3.151)
P P

mit dem Dissipationsanteil (2.78):

D — _8(1/) + 0s) .
s,
1

p

1
= & (3.152)
P

——

P

3.5.3 Thermoviskoelastizitit (3P-Modell)
Die Spannung fiir das 3P-Modell nach Gleichung (3.22) mit (3.137) ist:

o=FEe+ Ei(c —¢,) — Ea(d — b) (3.153)
Dabei lautet die Evolutionsgleichung der viskosen Dehnung nach Gleichung (3.28):
E
by =—(c—5,) (3.154)
Ui

Ein Ansatz fiir die freie Energie kann wieder durch Integration der Potentialbezie-
hung (2.35) und der Dissipationsungleichung (2.40) gefunden werden:

11, 1 L,
vletie) = 5 (SEE+ 3Eile — 2~ Balo — b0 — 5mpea (6 - o)

(3.155)
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Mit Gleichung (2.35) folgt die Spannung aus der freien Energie zu:

3¢
P oe
= FEe+ Ei(e —¢,) — Ea(0 — b)) (3.156)

Dies entspricht der am Anfang gegebenen Spannung. Auch ergibt sich fiir 6 = 6,
aus Gleichung (2.61) eine konstante Warmekapazitét:

0?1

00?

= ¢ (3.157)

Cq — 90

Die mechanische Dissipation nach Gleichung (2.40) lautet
N
oy = —— &y
M Oe, c
CBi(e -2
= —Fi(e —¢y)é
P
1
= _775112
P
1 Ey®
_ B >0 (3.158)
P

und ist stets grofier/gleich null. Damit ist die thermomechanische Konsistenz bewie-
sen.

Nach Gleichung (2.36) lautet die Entropie:

_w
26

— Bact 2es(0—60) (3.159)
P bo

Und die Wérmeleitungsgleichung ergibt sich nach (2.82) zu
do .

cgf = ;90%s+ k;9m+r+D

— LoEac+ i 0 o+ 1+ D (3.160)
p p

mit dem Dissipationsanteil nach (2.78):

D — Oy +0s) .
e,
1

= —Fi(e —¢g,)&,
P 1( )

. (3.161)
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3.5.4 Thermoplastizitit

Hier sei ein Modell der Thermoplastizitdt mit nichtlinearer kinematischer und iso-
troper Verfestigung mit Séttigungsverhalten betrachtet. Die Spannung der Thermo-
plastizitéat ergibt sich nach (3.114) mit (3.137) zu:

o = Eeyq— Ea(d—0,) (3.162)

Aus spéter ersichtlichen Griinden werden zunéchst die FlieBbedingung (3.115) und
die Evolutionsgleichung der isotropen Verfestigung leicht modifiziert:

flo.& k) = o =& = (ko + k) (3.163)
Somit muss die Anfangsbedingung der isotropen Verfestigung lauten:
k(0) =0 (3.164)

und die Evolutionsgleichung (3.124) selbst éndert sich zu:

k= A3(Koo — Ko — K)
= A3(R — k) (3.165)

Motivation der freien Energie

In HELM [7] wird ein Ansatz fiir die freie Energie fiir isotrope und kinematische
Verfestigung sehr anschaulich motiviert. Die freie Energie setzt sich, wie allgemein
angenommen wird, additiv aus einem elastischen und einem plastischen Anteil zu-
sammen. Den plastischen Anteil kann man wiederum in einen Teil fiir die isotrope
Verfestigung und einen Teil fiir die kinematische Verfestigung aufspalten.

Zuerst erfolgt die Motivation fiir die isotrope Verfestigung. Da die Versetzungsbe-
wegungen dissipationsbehaftet sind, wird eine innere Variable r mit rein dissipativer
Eigenschaft eingefiihrt. Jedoch treten im Werkstoff aufgrund der Versetzungsbewe-
gungen auch Energiespeicherungseffekte auf, diese lassen sich mit Hilfe der Differenz
zwischen der akkumulierten plastischen Dehnung s, und der inneren Variablen r er-
fassen. Damit wird der Anteil der isotropen Verfestigung der freien Energie mit

11
Yy, = 02 Y(sp—1)? (3.166)

angesetzt.

HELM motiviert in seinem Modell noch einen weiteren Anteil der freien Energie,
welcher nur von der akkumulierten plastischen Dehnung abhéngig ist. Dieser soll
hier jedoch keine Beriicksichtigung finden.

In gleicher Weise wie bei der isotropen Verfestigung wird auch der Teil der kine-
matischen Verfestigung der freien Energie begriindet. Auch bei kinematischer Ver-
festigung treten sowohl Dissipation als auch Energiespeicherung auf. Hier wird die
innere Variable y mit der Dissipation assoziiert, die Differenz ¢, — y wird zur Be-
schreibung der gespeicherten Energie genutzt. Damit erfolgt ein Ansatz der freien
Energie aufgrund kinematischer Verfestigung als

11 ,

Vp, = —5 alep —y)

3 (3.167)
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Damit lautet der plastische Anteil der freien Energie:

Vp = Up, + Uy,
- b+ )
= ¢(€p,y, Sp,T’) (3168)

Der elastische Anteil der freien Energie wird wie bei der Thermoelastizitéit nach Gl.
(3.139) angesetzt:

1/1
Ve = ; (§Eezl — Ea(0 —0y)eq — 200pcd (0 — 6y) ) (3.169)
Somit folgt die freie Energie zu:
Y = Y+ wp
1/1 ., 1 , 1 )
= ; iEgel — EO&(Q — 90)865 - 2—90PCd (9 - 90) + Ea(gp - y)
1
+57(sp = 7’)2> (3.170)
Die mechanische Dissipation nach (2.51) lautet nun:
1. o, . W L
oy = — - — 3.171
M 7 Dz, Ea oy v- s, S~ ar ( )

Einsetzen der Ableitungen der freien Energie nach den inneren Variablen ergibt:

1y . : . . :
oy = —(05p —ale, —y) éptale,—y) §y—(sp —1) $ +7(sp — 1) 7’)
P T T/ —— —_———
1 ) . ) )
= ;((U—f)epjtfy—fisp—i—/ﬁr) (3.172)
Damit ergeben sich die beiden Potentialbeziehungen:
Ll
_ 3.173
&= de, Oy =alep =) ( )
oy oy
_ 3.174
asp a/r 7(810 r) ( )

Einsetzen der Fliefregel (3.118) fithrt zu:

1
oy = p((a §)sp| +&y — /{ép—i—fm">

— €|
_ ;(|o——5ysp+§y—ms'p+m) (3.175)
Mit der FlieSfunktion (3.163) folgt:

1 : . : :
o = ;((no+m)sp+£y—nsp+/€r>

(I
- ;(Hosp+§y+m) (3.176)
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Fiir y proportional & und 7 proportional s ergibt sich eine stets positive Entropie-
produktion. Darum werden die Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen y
und r wie folgt gewéhlt:

. b

y=- 5, € (3.177)

. B

r==35,K 3.178
- 5 ( )

Damit folgt die mechanische Dissipation zu:
1 b
(SM = —</€0 + —52 + é/€2>ép
p a 8
1 b
- )\—<H0+—€2+él€2>20 (3.179)
P a 8

Also ist die positive Entropieproduktion nachgewiesen und damit die thermomecha-
nische Konsistenz.

Aus Gleichung (3.173) folgt

€= alz,— ) (3.180)

und mit Gl. (3.177) ergibt sich die Evolutionsgleichung der kinematischen Verfesti-
gung nach dem Armstrong Frederick Ansatz:

£ =aé,—bs,¢ (3.181)
Aus Gleichung (3.174) folgt
fo = (5, — 7) (3.182)

und mit Gl (3.178) folgt die Evolutionsgleichung der isotropen Verfestigung:

i= 3,0 <% - /Q) (3.183)

Mit der Identitit K = % entspricht dies der Evolutionsgleichung (3.165) vom Anfang
dieses Kapitels.
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Durch Auswertung der Potentialbeziehung (2.46) ergibt sich nun aus der freien Ener-
gie die zu Beginn des Kapitels angesetzte Spannung;:

oY
-7 8551
= FEeyq— Ea(d — b)) (3.184)
Fiir 0 = 6, folgt aus Gleichung (2.61) eine konstante Warmekapazitét:
0%
@ = e
= ¢4 (3.185)

Die Entropie lautet nach Gleichung (2.47):

s = K
T
1 1
= —Fagg+ —cq4 (Q - 00) (3186)
P to
Aus Gleichung (2.82) folgt die Wérmeleitungsgleichung der Thermoplastizitit zu:
cgl = —908—05+ k:em+r+D
p 00
= —= QOEaé + —k; 04p+1+D (3.187)
p p
Der dissipationsabhéngige Anteil ergibt sich nach Gl. (2.83) zu
1 0o . 1 . O0W+0s). O@+0bs).
D = ——6— - e
gt 0 T T, T T gy Y
O +0s) . O +0s) .
—— 5, - ———=7T
Osy or
1 1 oY 81/) . aqp
p obag,+7 p o Oe, - 8y &Sp RNy
—5M
B 1 b.o B o
= )\; OoEasgn(oc — &) + ko + af + ;Ii (3.188)

Der Vollstandigkeit halber werden noch einmal die restlichen relevanten Materi-
algleichungen genannt:

FlieSfunktion:
flo.&, k) =lo =& — (Ko + K) (3.189)
Belastungsfunktion:
0
B = —f o (3.190)

Oo
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Konsistenzbedingung;:

flo,&,5) =0 (3.191)
plastischer Multiplikator:

A =38, =& (3.192)

Evolutionsgleichungen:

ép:{xg—gj:Alg:g fir f=0 und B >0 (3.103)
0 sonst
S ik —b) 3.194
¢ (a,a_g\ ¢ (3.194)
= \3 (% —m) (3.195)
mit
k(0) = 0 (3.196)

3.5.5 Energieumsetzung

Zur Auswertung der Energieumsetzung wird das Verhéltnis gespeicherte Energie e,
zur plastischen Arbeit a, gebildet:

€s

= 3.197
o= (3.107)

Die plastische Arbeit ergibt sich als Integral der plastischen Spannungsleistung w,
iiber der Zeit:

t
a, = / wy(7) dr (3.198)
0
Damit folgt
ap = Wy (3.199)

und mit der plastischen Spannungsleistung (2.73):

. I
a, = ;Jsp (3.200)
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Die Integration wird nach dem Backward-Eulerverfahren (4.2) ausgefiihrt:

n+1
CLp

= a, +Ata,

1
= CLZ—FAt;O'gp
o—¢§
o —¢&|

1
— A+ A\At=0 (3.201)
p

Die gespeicherte Energie ergibt sich als das Integral der gespeicherten Spannungs-
leistung wy iiber der Zeit:

t
es :/ wg(7)dr (3.202)

0

Hieraus folgt:
€s = Ws (3.203)

Nach Gleichung (2.73) mit Gl. (3.168) lautet die gespeicherte Spannungsleistung:
e N oy .

= &+ — —_ —y 3.204
w a€p5p+ayy+aspsp+aTr ( )
Dies ist genau die Zeitableitung des plastischen Anteils der freien Energie:

wy = U, (3.205)

Damit folgt:

s = .p d
e /0 v, dT
= (3.206)

Mit Gleichung (3.168) unter Verwendung von Gl. (3.173) und (3.174) lautet die
gespeicherte Energie:

1 /1 1
ey =1, = 2, (5 2+ S KQ) (3.207)
Daraus kann direkt eine Aussage iiber eine mogliche Energiefreisetzung der gespei-
cherten Energie gemacht werden: eine Energiefreisetzung bei Entlastung ist nur fiir
die aufgrund kinematischer Verfestigung gespeicherte Energie méglich, da sich nur £
bei Entlastung zuriick entwickeln kann. Dagegen kann die aufgrund isotroper Verfe-
stigung gespeicherte Energie nie wieder freigesetzt werden, denn x ist eine monoton
wachsende Funktion.

Das Verhéltnis ¢ von gespeicherter Energie e, zur plastischen Arbeit a, lautet
schlieBlich:
eS
Y = —
ap
- % (3.208)
Jo wp(7) dr
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3.5.6 Thermoviskoplastizitit:

Wie bereits bei den rein mechanischen Materialmodellen ergeben sich auch die Glei-
chungen der Thermoviskoplastizitit aus denen der Thermoplastizitdat, wenn fiir A
der Ansatz

P <i o€, K)> (3.200)
n \ ko

eingesetzt wird. Ferner kann die FlieSfunktion nun auch Werte grofler null anneh-
men, dadurch verbleibt im Gegensatz zur Thermoplastizitdat bei der mechanischen
Dissipation (3.176) der zusétzliche Term $,f bzw. bei Gleichung (3.179) und im
dissipationsabhéngigen Anteil der Warmeleitungsgleichung (3.188) der zusétzliche
Term der FlieSfunktion f. Da A und f jedoch nur positive Werte annehmen konnen,
gilt der Nachweis der thermomechanischen Konsistenz der Thermoplastizitit ent-
sprechend auch fiir die Thermoviskoplastizitét.

Nun werden die relevanten Materialgleichungen zusammengestellt:

Freie Energie:

1/1 1
(e 8y 5oer) = 5 ( 528 = BlO = Bu)es = 5 (6 — )
1 1
+§a(evp —y)?+ 57(%, — r)2) (3.210)
Spannung;:
0= Feg— Ea(f —06) (3.211)
Entropie:
_ W
B 00
1 1
= —Faeg+ —cq4 (9 - 90) (3.212)
P bo
Mechanische Dissipation:
1 /1 " b
(SMI—<—f(O',§,/€)> <f+/io+—£2+él€2> >0 (3213)
P\ ko a’

Warmeleitungsgleichung;:
. 1 1
cg = —=00Fac+ kO +17+ D (3.214)
P p
mit:

D=1 (- fo6n) S (BBasmlo -+ f 4ot o+ D) (o)
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Fliefunktion:

flo,&, k) =0 —&| — (ko + K) (3.216)

Evolutionsgleichungen:

.1 /1 "o —¢

5p—;<k—of(07§7’f)> o —¢| (3.217)
_ /1 R N

£ = ; <k0 f(o,¢&, /{)> (a|0 ] bf) (3.218)
i = % </<;i0 (o, ¢, ﬂ)>mﬁ (% - ﬁ> (3.219)

mit

k(0) = 0 (3.220)
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Numerische Losungsverfahren

4.1 Implizites Eulerverfahren

Das implizite Eulerverfahren (Backward-Euler-Verfahren) ist ein Verfahren zur Losung
von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Dabei wird die Zeitableitung (erster Ordnung) zum unbekannten Zeitpunkt t,,,4
durch eine Riickwértsdifferenz approximiert

X<tn+1)A; X(tn) (41)

bzw. in Kurzschreibweise

X(tps1) =

x —x"
X — 4.2
4.2 Newton-Verfahren
Beim Newton Verfahren (Newton Rhapson Verfahren) werden die Residuen
R = R(x) (4.3)

an der Stelle x; in eine Taylorreihe entwickelt, welche nach dem linearen Term ab-
gebrochen wird:

dR
Ri+1 = Rz + |:E:| i {Xi-i-l — Xi} =0 (44)
Umgeschrieben:

Darin sind K;; die Tangentenmatrix und R; die Residuen, die beide in Abhéngigkeit
einer ersten bekannten Niherungslosung x; berechnet werden kénnen. Nach Gl. (4.3)
gilt fiir die Tangentenmatrix Kj:

K = ——
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Die Ableitungen der Geschwindigkeit und der Beschleunigung nach der Unbekann-
ten x lassen sich aus den Gleichungen des verwendeten Zeitintegrationsverfahrens
berechnen.

Somit kann das Gleichungssystem (4.5) nach Ax; aufgelost werden und mit
Xit1 = X; + Ax; (4.7)

kann die verbesserte Néherungslosung x;,1 berechnet werden. Durch mehrfaches
Iterieren bis zum Erreichen der festgelegten Konvergenznorm wird so die Losung x
berechnet.

4.3 Multilevel-Newton Verfahren

Das Multilevel-Newton-Verfahren ist ein numerisches Losungsverfahren fiir nichtli-
neare Gleichungssysteme der Form:

G(Y,Q) =0
L(Y,Q) =0

Diese treten auch bei FE-Berechnungen mit nichtlinearen Materialmodellen mit in-
neren Variablen auf. Aus den diskretisierten Feldgleichungen g;(y;, ;) aller Elemente
i entsteht ein Gleichungssystem G(Y,Q), mit G, Y € R™, Q € R". Dabei ist n,
die Anzahl aller Knotenfreiheitsgrade und n, die Anzahl aller inneren Variablen.
Ferner sind y die Freiheitsgrade eines Elements 7 und q alle inneren Variablen des
Elements 4, mit ¢ = 1, .., n.. n. ist die Anzahl der Elemente.

Aus den Evolutionsgleichungen der inneren Variablen aller Gausspunkte folgt ein
zweites Gleichungssystem L(Y,Q) mit L € R™. Das Gleichungssystem L(Y, Q)
hat die Eigenschaft, dass es fiir die einzelnen Gausspunkte! entkoppelt ist, HART-
MANN [4],

Li(y,ai)

12 (Y7 Q2)

LY,Q) = (4.8)

Lo, (¥, dne,)

dass heifit, die Gleichungssysteme 1; der einzelnen Gausspunkte sind hier nur aus
formalen Griinden in ein grofles Gleichungssystem L einsortiert. y sind die Ele-
mentfreiheitsgrade des Elements zu dem der jeweilige Gausspunkt gehort. ng ist die
Anzahl aller Gausspunkte.

'Das thermoplastische Dehnstabelemente aus Kapitel 7 ist ein lineares Element und wird ana-
lytisch integriert, somit ist dort das Gleichungssystem L(Y, Q) nicht fiir die Gausspunkte, sondern
fiir die einzelnen Elemente entkoppelt.
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Entsprechend sind auch die inneren Variablen q; in den Vektor Q einsortiert:

q1
Q= ng (4.9)

Ane

Gegeben ist also das Gleichungssystem bzw. die Funktionen:

G(Y,Q) =0 (4.10)
L(Y,Q) =0 (4.11)

Durch Anwendung des Satzes fiir implizite Funktionen auf Gleichung (4.11) folgt
fiir eine geniigend glatte Funktion L in der N#he der Losung eine Funktion Q(Y),
HARTMANN [2], [5]. Das fiihrt zu:

G(Y,Q(Y)) =0 (4.12)

Damit kann dieses Gleichungssystem gelost werden

oG 0G dQ1™
i+ | AY =G(Y, Q)™ 4.1
Nty AY-GrQ (4.13)
K,
mit
Y™ =AY +Y™ (4.14)

Voraussetzung dafiir ist jedoch das zuvor der Vektor QQ und die Matrix % bestimmt
werden.

Die Schritte des Multilevel-Newton Verfahrens im Einzelnen:

Schritt 1:

Der erste Schritt erfolgt auf lokaler Ebene, das heifit auf Elementebene. Unter der
Voraussetzung, dass eine erste Naherungslosung y* gegeben ist? , wird an jedem
Gausspunkt® das nichtlineare Gleichungssystem

mit dem Newton-Verfahren (4.5) gelost. Daraus ergibt sich der Vektor der inneren

Variablen Q.

2Beim ersten Iterationsschritt ist y* = 0, folglich entwickeln sich auch die inneren Variablen
noch nicht.

3Das thermoplastische Dehnstabelemente aus Kapitel 7 ist ein lineares Element und wird ana-
lytisch integriert, also werden dort die Gleichungssysteme nicht fiir die Gausspunkte sondern fiir
jedes Element geltst.
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Schritt 2:
Dieser Schritt findet ebenfalls auf lokaler Ebene, also auf Elementebene, statt. Nun
wird auf jedes Gleichungssystem (4.11) die Kettenregel angewendet:

01, | 01, da,

=0 =1, .. 4.16
ay aq] dy ) J y e NG ( )

Aus diesen linearen Gleichungssystemen mit mehreren rechten Seiten werden die
. dq
Matrizen diyj berechnet.

Schritt 3:
Die Losung des Gleichungssystems (4.12)

K/"AY = G(Y,Q)" (4.17)
mit

Y™ =AY +Y™ (4.18)

erfolgt auf globaler Ebene. Zur Bestimmung der Tangentenmatrix K; werden jedoch
weitere Berechnungen auf lokaler Ebene durchgefiihrt: es wird fiir jedes Element die
Elementtangentenmatrix erstellt:

kt:_[a_gg?_g&]

4.19
dy 0q, dy (4.19)

Dabei sind q, die inneren Variablen der Gausspunkte* des Elements. Die Matrizen
%f’ wurden in Schritt 2 bestimmt.

Die Tangentenmatrix K; wird dann aus den einzelnen Elementtangentenmatrizen k;
zusammengesetzt. Mit dem Vektor Q aus Schritt 1 kann nun das Gleichungssystem
(4.17) gelost werden.

Schritt 4:
Wiederholung der Schritte 1-3, bis Konvergenz erreicht ist.

“Beim thermoplastischen Dehnstabelemente aus Kapitel 7 sind q, die inneren Variablen des
Elements.
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Allgemeine Herleitung der
Elementformulierung

Nun werden aus der Impulsbilanz (2.2) fiir den statischen Fall in eindimensionaler
Formulierung

o.+pf=0 (5.1)
und der verallgemeinerten linearisierten Wérmeleitungsgleichung (2.82) in eindimen-

sionaler Form

pcd9:9gg—gé+kz9,m+pr+pD (5.2)
die Elementformulierungen hergeleitet. Dazu wird die Methode von Galerkin zur
Herleitung der schwachen Form auf Impulsbilanz und Warmeleitungsgleichung an-
gewendet. Anschlieffend wird ein Naherungsansatz fiir Verschiebung und Tempera-
turdnderung sowie die zugehorigen Groflen gemacht. Dazu folgt dann ein linearer
Elementansatz zur Bereitstellung der Dehnstabelementformulierungen.

Diese Herleitung erfolgt zunéchst in einer allgemeinen Form, sodass schliellich
fiir die unterschiedlichen Materialmodelle nur die Spannungsbeziehungen und die
Wirmequellterme aufgrund der mechanischen Dissipation D eingesetzt und inte-
griert werden miissen, um die vollstédndigen Elementformulierungen zu erhalten.

Zunichst werden noch einige Anderungen gemacht:

Da bei allen hier verwendeten Materialmodellen der Ausdruck

oo
— =—-F 5.3
gleich ist, wird dies gleich in die Warmeleitungsgleichung eingesetzt:

pcdéz —OoEoe+ kO oo +pr+pD (5.4)
Mit Einfithrung der Temperaturdifferenz ©

0=0—6 (5.5)

26
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und damit

=40 (5.6)
bzw.

O,=10, (5.7)

folgt fiir die Spannungsbeziehungen
o=o(e, q,0) (5.8)
und fiir die Warmeleitungsgleichung:

pcd@: —0oEae+ kO oo +pr+pD (5.9)

Die Impulsbilanz (5.1) und die Warmeleitungsgleichung (5.9) bilden mit der Span-
nungsbeziehung (5.8) ein beidseitig gekoppeltes Differentialgleichungssystem fiir die
unbekannten Feldgroflen der Verschiebung v und der Temperaturdifferenz ©:

0(£,¢,0) . +pf =0

pcd@—l—GOEaé—k@,m—pr—i-pD =0

Die Impulsbilanz beschreibt das Verschiebungsfeld v in Abhéngigkeit der Tempera-
turdifferenz ©. Die Energiebilanz beschreibt das Temperaturfeld © in Abhéngigkeit
der Verschiebung u. Somit stehen beide Feldgleichungen in gegenseitiger Abhéingig-
keit.

5.1 Schwache Form der Impulsbilanz

Zur Herleitung der schwachen Form der Impulsbhilanz nach der Methode von Ga-
lerkin wird die Impulsbilanz mit einer Wichtungsfunktion (virtuelle Verschiebung)
multipliziert und iiber das Volumen integriert. Die Wichtungsfunktion kann dabei
beliebig sein und muss lediglich die Randbedingungen erfiillen. Damit folgt:

/ u(o,+pf)dvV=0 (5.10)
v

Das Volumenintegral iiber V' wird aufgespalten in das Flichenintegral iiber A und
das Integral iiber die Stabldnge L. Mit der Integration iiber A unter Annahme einer
konstanten Querschnittsfliche folgt:

A/éucr,xdx—l—A/(SupAfdx:O (5.11)
L L
Durch partielle Integration des ersten Summanden folgt:

Alduo(z)=t - A/ deodr + A/ Supfdr=0 (5.12)
L L
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Mit den Randlasten F'(z) bei x = L und = 0

[AoZg = [F(@)—o1 (5.13)
folgt mit
A/Lésodx—A/L(SUpfdx—[5uF(az)]x:07L:O (5.14)

die schwache Form der Impulsbilanz.

5.2 Schwache Form der Wirmeleitungsgleichung

Die Galerkin Methode angewendet auf die Warmeleitungsgleichung (5.9) fiithrt zu:
/Va@ (pcd@—l—ﬁoEaé—k@m—pr—pD)dV:O (5.15)
Integration iiber A unter Annahme einer konstanten Querschnittsfliche fithrt zu:
A/La@pcdé)dx+A/La@eoEag'dx — A/f@k@mdx
—A/Lé@prdx—A/L66dex—O (5.16)
Durch partielle Integration des dritten Summanden folgt:
A/L(S@ pcg© dx + A/L(S@ fEaédr — A[6O kO ,)"="
—I—A/Ld(a,xk@,xdx—A/Lé@prdx—A/Ld@dex:O (5.17)

Einsetzen der Randwirmestrome Q(z) bei z = L und z = 0

[kA© 225 = [Q(w)} (5.18)

z=0,L

ergibt:
A/é@pcdédx+A/5@00Eaédx+A/(SG)@k@,xdx
L L L

—A/L(S@prdm—A/]f@dew— [5@@(:1;)} =0 (5.19)

=0,

Diese Gleichung stellt die schwache Form der Warmeleitungsgleichung dar.
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5.3 Néiaherungsansatz fiir die Feldgrofien

Die schwache Form von Impulsbilanz bzw. Warmeleitungsgleichung beschreibt das
Verschiebungsfeld u(x) bzw. das Temperaturfeld ©(x) des Dehnstabs exakt. Nun
wird der Dehnstab diskretisiert, also in endlich viele Elemente unterteilt. Fiir die
Elemente wird ein Naherungsansatz in Einheitskoordinaten fiir die Feldgrofien und
deren Ableitungen sowie die virtuellen Gréflen gemacht. Dieser Naherungsansatz
erfiillt die schwache Form von Impulsbilanz bzw. Warmeleitungsgleichung nicht-
mehr exakt, sondern nur noch an diskreten Stellen: den Elementknoten. Dazwischen
wird interpoliert.

So wird die Verschiebung mit
u(z) ~u"(¢) = N(¢) " (5.20)
angesetzt. Darin sind

N = [M(Q) - N;(Q)] (5.21)

die Formfunktionen und
ub = [ub L ub]” (5.22)

die diskreten Knotenwerte, also die Knotenverschiebung, am Knoten j des Elements.
Die Knotenverschiebung ist nicht vom Ort abhéngig, lediglich die Formfunktionen
sind Funktion des Ortes.

Fiir die virtuellen Gréflen wird ein entsprechender Ansatz gemacht. Also lautet die
virtuelle Knotenverschiebung;:

Sule) ~ 6u"(() = N(¢)T out
N NI (5.23)

Die Verzerrung ist die Ableitung der Verschiebung nach z, also:

cw)meh(o) = 22

_ ON@Q"

or
= B (5.24)

Dementsprechend lautet die virtuelle Verzerrung:

9 5u"(¢)

ox
— (5ukT 8N(<)

ox
_ B (5.25)

de(x) = 0"(¢) =
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Die Verzerrungsgeschwindigkeit ergibt sich als Ableitung der Geschwindigkeit nach
dem Ort x:

E(x) = () =

= B(O)Ta" (5.26)

In Analogie dazu wird der Ansatz fiir die Temperaturinderung und die zugehérigen
Groflen gemacht:

O(z) = ©"(¢) = N(¢)"OF (5.27)
Virtuelle Temperaturdnderung;:
00(x) = d0"(¢) = N(()" 96"
= O N(Q) (5.28)

Temperaturgradient:

O.(x) = 0(C) =

= eF
= B()Te" (5.29)

Virtueller Temperaturgradient:

950" (C)

ox
ox

= 0 B(() (5.30)

00 ,(z) ~ 6@2(() =

Temperaturdanderungsgeschwindigkeit:

O(z) ~ ©"(¢) = N(¢)"®" (5.31)

Mit denselben Formfunktionen wird auch die Einheitskoordinate ¢ auf die physi-
kalische Koordinate x abgebildet:

z = () = N()" x* (5.32)

Dabei sind x* die physikalischen x-Koordinaten der Elementknoten.

Das Differential dz ergibt sich zu

dr = 229 qe = yac (5.33)

a¢
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mit
9x(¢)
J = 5.34
o (534

Bei der Koordinatentransformation gilt fiir die Randbedingungen:

[F (@)oo, = [F(Ole=a11 (5.35)
bzw.

Q@] =leo] . (5.36)
Verschiebungsfeld

Einsetzen der Ansatzgleichungen aus (5.20) - (5.36) in die schwache Form der Ver-
schiebungsfeldgleichung (5.14) und Transformation der physikalischen Koordinate x
in die Einheitkoordinate ¢ nach Gl. (5.33) mit (5.35) ergibt:

1 1
kT kT kT _
A[léu Bad(—A/_léu N pfJd¢ — [511 NF(g)} =0 (63

Herausziehen der konstanten virtuellen Knotenverschiebung aus den Integralen fiihrt
AV

sut” A/lB dg‘—A/lN - -
Bo  Npfrdc INF(Q)]ezar,i ¢ =0 (5.38)

1

Diese Gleichung muss fiir alle beliebigen virtuellen Verschiebungen du* gelten. Somit
folgt

1 1
A/ BaJdg_A/ NpfJd — [NF(C)_y, =0 (5.39)
-1 -1
bzw. mit Einsetzen der (-Koordinaten in die Randlasten:

A/lBaJdg—A/lede(—[N(l)F(1)+N(—1)F(-1)] ~0 (5.40)

1

Y g
~~ ~~ Fa

F(o) Fy

Dabei ist F,, der Vektor der &uleren Lasten und F; der Vektor der inneren Lasten.
F (o) ist ein Vektor, der aus der Spannung resultiert. Uber die Spannungsbeziehun-
gen der einzelnen Materialmodelle beinhaltet dieser die Abhéngigkeit von Knoten-
verschiebung und Temperaturéinderung sowie von den inneren Variablen. Dies wird
spéter fiir die einzelnen Materialmodelle genauer betrachtet.
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Temperaturfeld

Einsetzen der Ansatzgleichungen aus (5.20) - (5.36) in die schwache Form der Tem-
peraturfeldgleichung (5.19) und Transformation der physikalischen Koordinate x in
die Einheitkoordinate ¢ nach Gl. (5.33) mit (5.36) ergibt:

1 1
A / 5O N pey NTOF Jd¢ + A / 50" N 0, Ea B 0" J d¢
-1 -1
1 1
+A / 50" BEBTOFTd¢ — A / 50" N prJd¢
—11 § . —1.
—A/ 50" N pDJd¢ — [5@k NQ(Q] =0 (5.41)

1 ¢=-1,1

Herausziehen der konstanten Knotenwerte aus den Integralen sowie Einsetzen der
(-Koordinaten in die Randlasten fiihrt zu:

1 1
5@+ {A/ N peg NTJ d¢ @’“+A/ N OpFaBTJd¢ o
-1 -1
1 1
+A/ BLB”JdC @k—A/ N prJ d¢
-1 -1

A /_1NpDJd§ - [N(l) O(1) + N(-1) Q(J)} } —0 (5.42)

Auch diese Gleichung muss fiir alle beliebigen virtuellen Temperaturinderungen d@F
gelten. Damit folgt:

1 1
A/ N peg NTJd¢ ®k+90,4/ NEaBTJd¢ w*
-1 -1

~
Doo 0o Koy

1 1
+A/ BLB”JdC¢ @k—A/ N prJ d¢
- -1

1

s

g

Koo Q-
—A[leDJdC— [N(1)Q(1)+N(-1)Q(_1)} ~0 (5.43)
 am Q

Hierbei ist Dge die Wéarmekapazitdtsmatrix, 6y Kg, ist eine Kopplungsmatrix zwi-
schen dem Temperaturfeld und dem Verschiebungsfeld. Diese Matrix bewirkt die
thermoelastischen Kopplungseffekte, ndmlich die Temperaturdnderungen aufgrund
elastischer Dehnungen (genauer aufgrund der Dehnungsgeschwindigkeit). Kgg ist
die Wirmeleitungmatrix. Q, ist der Vektor der inneren Wirmequellen, diese kénn-
ten beispielsweise Strahlungen wie Mikrowellen sein. Q, ist der Vektor der duBeren
Wirmequellen. Q(D) ist ein Warmequellvektor, der aufgrund der mechanischen Dis-
sipation entsteht. Dieser enthélt die Wéarme, die aufgrund von Vorgédngen im inneren
des Materials, wie beispielsweise innerer Reibung oder plastischer Verformung, ent-
steht. Der Vektor Q(D) wird spiter fiir die einzelnen Materialmodelle noch genauer
betrachtet.
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Die Verschiebungsfeldgleichung (5.40) und die Temperaturfeldgleichung (5.43) lau-
ten nun mit den eingefithrten Abkiirzungen (Index * wird von nun an weggelassen):

F(o) - F; —F,=0 (5.44)
0o Ko, 1+ Deo © + Koo ® —Q, — Q(D)—Q, =0 (5.45)
mit
F; = pAf /1 NJ d¢ (5.46)
-1
F, = [N(1) F(1) + N(-1) F(-1)] (5.47)
und
1
Ko, = EAa/ NB”Jd¢ (5.48)
-1
1
Deo = pAcy / NN”.Jdc¢ (5.49)
-1
1
Koo = kA / BB?Jd¢ (5.50)
-1
Q, = pAr /IN Jdc¢ (5.51)
-1
Qu = [N(1) Q1) +N(-1) Q(-1) (5.52)
sowie
1
F(0) :A/ BoJdC (5.53)
-1

Q) =pa [ 1N DJdC (5.54)
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5.4 Linearer Elementansatz

Nun wird fiir die zuvor hergeleiteten Gleichungen ein linearer Elementansatz ge-

macht.

N11

7 L

Abbildung 5.1: Dehnstabelement mit Formfunktionen

Die Formfunktionen fiir das 2-Knoten-Dehnstabelement lauten:

_ _ M@l _1f1-¢
N=NO= {0 =aliie)
Damit folgt die Knotenverschiebung u(() zu

w0 = N(©)u = [M(©) M) {22}

und die Knotentemperaturanderung O(¢) zu

0(¢) = N = [%(6) M) { g1

und dementsprechend auch die virtuellen Grofien.

Die Funktion x(¢) ergibt sich nach Gl. (5.32) zu

. Ty + X2 L
=272 L
und das Differential dz folgt nach Gl. (5.33) zu
de = Jd¢
mit
L
’=3

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

Die Ableitungen der Formfunktionen nach der physikalischen x-Koordinate ergeben

sich nach der Kettenregel und mit Gl. (5.34) zu:
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_ON(Q) _ IN(Q)d¢ _ a1
B=— = o a — N/ _L{l} (5.61)

Die Formfunktionen (5.55) und deren Ableitung (5.61) werden nun in die Element-
matrizen und Vektoren (5.46) - (5.54) eingesetzt. AnschlieBend kann die Integration
analytisch erfolgen:

_ PpALf [T [1-¢
Fr = [1{1+<}d<

AL
- %{1} (5.62)
F, = {2} (5.63)
_ EAa 1+¢ 1—¢
Keu = = / {1—g 1+<] d
_ 2] s
_ pALeq [T[1-20+¢*  1-¢?
D@@ - 8 [1|: 1_§2 1_2<-+C2:| dC
= Llécd ﬁ é] (5.65)
kA [T 1 -1
Keo = ﬁ/_l[-l de
= %“ ﬂ (5.66)
- pALr ['{1-¢
@ = /.1{1+<}dC
_ 0142”{1} (5.67)
Q. = {g;} (5.68)

Damit sind alle Matrizen bzw. Vektoren berechnet, die bei den Elementen trotz
unterschiedlicher Materialmodelle gleich sind. So bleiben die beiden Vektoren, die
Funktion der Spannung o bzw. des von der mechanischen Dissipation abhéngigen
Ausdrucks D sind, fiir die jeweiligen Materialmodelle zu bestimmen:

F(o) = A[ BoJd( (5.69)

1

Qi) =pa [ NDIaC (5.70)



Kapitel 6

Thermoviskoelastisches
Dehnstabelement (3P-Modell)

Die Spannung des thermoviskoelastischen 3P-Modells (3.153) unter Verwendung der
Ansitze (5.24) und (5.27) fir Dehnung und Temperaturidnderung fiihrt zu:

o= (E+E)B"u—- Ee — EaNTO© (6.1)

Der Dissipationsterm (3.161) der Warmeleitungsgleichung lautet:
D=""(c—¢g,)? (6.2)

Die Evolutionsgleichungen der viskosen Dehnung (3.154) ist:

€y = %(5 — &) (6.3)

6.1 Zeitintegration der Evolutionsgleichung der vis-
kosen Dehnung

Als Zeitintegrationverfahren soll das implizite Eulerverfahren (4.2) verwendet wer-
den. Damit folgt:

Ey — Ey

Ey = A7 (6.4)
Somit gilt:

&’A_fﬁ _ %(5 e (6.5)
Diese Gleichung kann nach ¢, aufgelost werden:

€y + Eiat Ey = EiAt £+el (6.6)

n n

66
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ElAt £+ el

1 E1At
- n

E1Ate+ne}

.
n+E1 At

n
n 77—|—E1At€+ n+ EiAt fv (6.7)

Mit dem Ansatz (5.24) fiir die Dehnung ergibt sich:
ElAt BT n

_ _— " 6.8
77+E1At u+n+E1At€v ( )

€y =

Die viskose Dehnung (6.8) eingesetzt in die Spannungsbeziehung (6.1) fiithrt zu:

ElAt n
= (E+ E)B'u-F, (| ——BT _— EaNTe
o (E+ E;)B'u 1(7)+E1At u+n+E1At v) «
E12At E177
= |(E+F ——— |Blu+—"_—_"— EaN’O 6.9
(+ ! 77+E1At) u+n+E1At€” “ (6.9)

Einsetzen der Spannung in F(o) nach (5.69) ergibt:

1 2
E2AE N g
F = A B F+F ———— | B
() [1 (( h 77+E1At) "

Eqn
n—+ ElAt “v

1 2
E2At
— Al B|E+E, ——— |\B"uJd

[1 <+ ! 77+E1At> uJdg

— Ea NT@) Jd¢

1 1
Eyn / T
A B——c"Jd(— A BEaN'©®Jd
* [1 77+E1A756U ‘ -1 “ ‘

E2At !
= A|E+E — ——— BB’
\<+1 n+E1At>/_1 JdQ;u

Kuu

En
- N7 o .
EAaLB Jd¢ G)+An Al ULBJdg (6.10)

g ~~

K,o Fy

Da ein linearer Elementansatz verwendet wurde, ist die Verschiebung im Element
linear, folglich die Dehnung konstant. Damit ist auch die viskose Dehnung konstant
im Element, deshalb konnte €] aus dem Integral gezogen werden. Es gilt

Flo) =K, u—K, e © +F) (6.11)

mit den Abkiirzungen:

E’At /1 -
K.,.=A|\F+FE — —— BB Jd 6.12
( - At) ) ¢ (6.12)
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1
Ko = EAa/ B N'Jd¢ (6.13)

-1

n Eqn n/l
= A—F—¢
! n+EAL T

Dabei ist K,,,, die Steifigkeitsmatrix. Diese enthélt neben dem rein elastischen Anteil
durch F auch einen viskosen Anteil durch E;. K, g ist die Kopplungsmatrix zwischen
Verschiebungsfeld und Temperaturfeld und bewirkt die thermischen Dehnungen. F7'
ist ein Vektor, der aus der viskosen Dehnung resultiert. Fiir n = 0 ergibt sich die
Steifigkeitsmatrix der Elastizitat und der Vektor F7 fallt weg. Wie spéter ersichtlich
ist, féllt fiir n = 0 auch bei der Warmeleitungsgleichung der viskose Anteil weg, das
heifit das Materialmodell enthélt die Thermoelastizitét.

B.Jd¢ (6.14)

Nun werden die Formfunktionen (5.55) und deren Ableitung (5.61) eingesetzt. An-
schlieend konnen die Matrizen bzw. der Vektor analytisch integriert werden:

A EV2At |
K, = — |E+F — —+—_
u 2L ( e n%—E&At)(/;{—l 1}d§

F2At > ! -1}

eonvd I (6.15)

A
- Z(E+E —
L<+1

_ BAa ['[-14¢ -1-¢

FAo | -1 -1
2 1 1

F — n
! 2(n + E1At) o [1{ 1} 4

o ’I'}ElA n -1
= I EAL en { 1} (6.17)

(6.16)

Einsetzen der viskosen Dehnung (6.7) in Gl. (6.2) fiihrt zu:

1E12 ElAt n n 2
D = ——|e— €— €y

pn n+ E At n+ By At
1E12 n+E1At—E1At n n 2
— € — €
pon n+ E1At n+ EiAt

1 E,> 2
- 2 ()
p n \n+ EiAt

1 E?
;(4?E—1At)2 (82 — 2652 -+ 522) (618)
n 1
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Mit dem Ansatz der Dehnung (5.24) folgt:

1 77E12 T T npT n2
D = —— 1 (B"uB"u - 2e"B u+ ) (6.19)
p(n+ E1At)

Einsetzen von D nach Gleichung (6.19) in Q(D) nach (5.70) ergibt

. nE12A 1
Q(D) = m/ N (B"uB"u —2¢!B'u+¢)%) Jd¢
n 1
E2A !
= (ZE;A&/ N BTuBTu Jd¢
n 1 1
Qp" ()
nE12A n ! T
L= e [ NBTJdC u
(77 + ElAt -1
DOu
E,?
el / NJdC (6.20)
ay
bzw.
Q(D) = Qp"(u) - K,eu u+ Qjp (6.21)
mit den Abkiirzungen:
: E?A
NL(y) = (Zﬁ/ N B uB u.J d¢ (6.22)
n 1
E2A !
K eu = QWZE;N)?EZ/ NB”Jd¢ (6.23)
1 -1
= NJd 6.24
QD (7] + ElAt ) v C ( )

Diese drei Terme resultieren aus der mechanischen Dissipation und bewirken eine
Erwirmung aufgrund der viskosen Dehnungen. Dabei ist Q¥%(u) ein nichtlinearer
Ausdruck in der Verschiebung u. Fiir n = 0 verschwinden alle drei Terme.

Mit den Formfunktionen (5.55) und deren Ableitung (5.61) kénnen auch diese Vek-
toren und die Matrix analytisch integriert werden:

nE;* A / [-1+§ 1—@“}
Ko, = — 122 _en d
T Ys ikl I IR Y I
_ nE*A n[-l 1]

6.25
o EAE 1 (6:25)
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: - nk’A -1+ ¢ 1-¢] fw Uy
b= 7}+E1At2/ [1—¢ 1+gH }[-1 1}{u2}dg
= nE’4 (-1 4+ Qui + (1 = Qug
a 7]+E1At2/ {( —Quy + (1 +C)u2}(_u1+u2)d<
_ 77E12A (ug — ug) + C(ug — ug) B
N 7]+E1At2/ {(ug—u1)+g(uz ul)}(UZ uy) d¢

- nk* A ¢
AL (n+ BE\AL? / {HC} —u) ¢

N nE"A Y 1{1—<}
AL (n+ BE\AG)’ (1 = ua) [1 1+cf %

nE2A 1
: nE?AL 5 ! {1 - g}
n — n d
QD 4(?7—|—E1At)2 gv - 1+C C
E2AL

Die umgeformten Ausdriicke F(o) nach (6.11) und Q(D) nach (6.21) eingesetzt
in die Gleichungen (5.44) und (5.45) ergibt:

ke ool {0 [ 8] et}

Aatatate o
Mit den Abkiirzungen
F=F,+F;+F (6.29)
und
Q=Q.+Q +Qp (6.30)
folgt
{of =l oo {8 [ {8} -{alol
Q 0o Ke. Deo| | © Koo Koo |© N(u)
(6.31)
bzw.
F=K,,u—K, © (6.32)

@ = 90 K@u u + D@@ @ + KD@u u + Ke@ O - QgL(u) (633)
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6.2 Koordinatentransformation

Im allgemeinen werden Stabwerke berechnet, wobei die lokalen Stabachsen der ein-
zelnen Elemente in unterschiedliche Richtungen verlaufen. Deshalb ist es notwendig
die lokalen Elementachsen in ein globales Koordinatensystem xyz zu transformie-
ren. Dabei werden die lokalen Verschiebungsfreiheitsgrade u; und us in die globalen
Verschiebungsfreiheitsgrade v, bis vg transformiert.

Us

Abbildung 6.1: Dehnstab mit lokalen und globalen Verschiebungsfreiheitsgraden

Die Koordinatentransformation wird mit Hilfe der Transformationsmatrix a aus-

gefiihrt
u=av
bzw. ausgeschrieben

U1
(%

urs [ [0 0 0 ¢ ¢ ¢ )

Us

Vs
mit

Az Ay
oo ==

Die Geschwindigkeit 0 ergibt sich zu:

Cy = COS (B, =

u=av

(6.34)

(6.35)

c, =cosf3, = — (6.36)

~|¥

(6.37)

Entsprechend ldsst sich mit Hilfe der Transformationsmatrix a der globale Lastvek-
tor P aus dem lokalen Lastvektor F (6.29) bestimmen:
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P = a'F 6.38
= a'F,+a’' F; +a’ F" (6.39)
(e, 0] (¢, O] [c, 0]
cy 0 cy 0 ¢, 0
= e O|fF c, 0| pAL 1 c, O nEyA -1
P =10 %{5}+ 0 | 2 V170 e|nymar ™1
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢
|0 ¢ ] | 0 ¢ ] | 0 ¢ ]
Pl ( fx ) ( -Cg )
P2 fy —Cy
) B pAL ) f. nk, A = U
o P4 . 2 fx + n + ElAt Cy co
P5 fy Cy
\ Pb V \ fz / \ €z V
= P, +P;+ P} (6.40)

Zum Herleiten der globalen Elementmatrizen wird Gl. (6.32) in Gl. (6.38) eingesetzt:

P=a"K,u-a’"K,®© (6.41)
Mit Gl. (6.34) folgt:

P=a'K,av—alK,©® (6.42)
—— ——
Kl Ko

Gleichung (6.34) und (6.37) eingesetzt in Gl. (6.33) fithrt zu:

Q:90 Ko, a v+ Degg ®+KD@ua V—|—K@@@—QgL(aV) (643)
K& K¢

pOu
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Gleichung (6.34) bzw. (6.35) eingesetzt in Gl. (6.26) ergibt:

. E2A 1
Nlilav) = 1 { } e + ¢, Uy + v
D ( ) 2L(’I7—|—E1At)2 1 (( 1 y U2 3)
—(Cpvg + cyus + CZUG))2
nE2A {1} 2
= Ce(V1 —y) + (Vg —v5) + (V3 —0
(6.44)
Damit lauten die Gleichungen in globalen Koordinaten:
P=KJ v-K/,0O (6.45)
Q=0 K%, v +Doo @+ K, v+Keo © — Q¥-(av) (6.46)
mit
K/ =a’ K, a (6.47)
K =a" K,e (6.48)
K?, =Ko, a (6.49)
Kig, =K oua (6.50)
2
NL nk"A { 1 } 2
av) = Ce(V1 —y) +cy(Vg —v5) + (V3 —0
D ( ) 2L(77+E1At)2 1 ( ( 1 4) y(2 5) (3 6))
(6.51)
6.3 Element in globalen Koordinaten
Die Residuengleichungen lauten:
R =0
_ /Py [ o 0 ][v] [Ki, -Kig]fv], 0
o @ 00 Kg@u D@@ © Ki])@?t K@@ Q) gL(av)
(6.52)
mit
( Pl ) ( f:r: ( ~Cg )
P2 fy —Cy
_ P3 pAL fz ?7E1A -C,
P = — — 6.53
P4 + 2 f;L’ +77+E1At “v Cx ( )
P5 fy Pn Cy
\ PG / \ fZ / v \ Cz V
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Cy Cary Crz -Cs 'Cmy Crz
Cay ci Cyz  ~Cay c2 Cyz
A E12At Copz Cyz Cg ~Cyz 'Cyz 'Cz
Ky =—|(E+F ————— 6.54
u L( ! 77+E1At)1 -2 Cyy Cpr B Cpy Cas (6:54)
K, “Cay  -Cp  Cyr Cay  Ch Cye
Cow Cpz -C0 Cox Gy O]
Dabeli ist:
Coy = CaCy Car = CyCs Cyz = CyCs (6.55)
Ferner sind:
e ]
“Cy Gy
FAa | -c. -¢
g _ " z z
Klg = 5 o o (6.56)
——
K> Cy Gy
-~ CZ CZ—
- ’ AL’I” ]_ E QAL ]_
Q—{Q1}+p { }+"1—2532{ } (6.57)
Q2 2 ) 2+ EAY 1
b
FAa | - - -
K-‘éu . (6% |: Cyp Cy C, Cgp Cy Cz:| (658)
2 “Cp ~Cy -Cy; Cp Cy C
~——
D2/90
_pALcd 2 1
Dge = 5 L 2} (6.59)
——
Do
E2A e -¢, -
= 53{_% v T s G 5 (6.60)
<7]+E1At) Ce Cy C; Cx Cy Cy
K3
kA [1 -1
Koo = I {_1 1} (6.61)
~~
Ky
2
NI nE*A {1} 2
av) = Ce(U1 —Vy) 4+ Cy(Vo — U5) + Cy(v3 — U
p (av) 2L(77+E1At)2 1 ( (01 4) y (V2 5) (v3 6))
Ks

(6.62)
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Komponentenform:
rplw rfx\ (_CJJPJL\
P2 fy —Cypvn
P3 fz —CZPJZ
P4 pAL fgg C:npzzl
R W (I WA G
P6 fz CZPJZ
@ r b
\ Q2 Vs \ r / \ % Vs
[0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
—CxDl —CyDl 'Cle Cle CyD1 Cle 2D2
L —CxDl —CyDl 'Cle Ca:Dl CyDl Cle DQ
I C?;Kl CzyKl C:szl ‘CiKl ‘CzyKl ‘C:szl
nyKl C;Kl CyzKl 'nyKl 'CzKl 'CyzKl
szKl CyzKl CgKl 'C:BZKI ‘CyzKl -CzKl
—C:%Kl —nyKl ‘szKl CiKl nyKl szKl
—nyKl —CgKl ‘CyzKl CmyKl CZQJKl CyzKl
_szKl _CyzKl _CzKl szKl CyzKl CzKl
-CxKg —Cng -Cng Cng Cng Cng
L -Cng —Cng -Cng CxKg Cng CZKg
( O 3
0
0
0
+ K5 0 (co(vr — va) + ¢y(v2 — v5) +—cz(v3-—-v6))2
0
1
\ 1 Vs
mit
n_ kA

T

nE2AL

2 (T] + ElAt)Q !

2
en

O O O O OO

D,

2D,
e Ko
cy Ko
c. K
- Ko
-y Ky
-¢. K
Ky
K,

( 2'}1 3\
0
Vs
Uy
Us
Ug
©1
o, |
CwKQ-
CyKQ ( V1 )
CZKQ v2
U3
_CZ‘KQ V4
—cng Vs
Vg
_CzKQ @1
—K4 \ 62 )
Ky |
(6.63)
(6.64)
(6.65)
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EA
Dy = 60— a (6.66)
AL
D, = P22 (6.67)
6
A E2At
Ki==(E+E — ——_ 6.68
! L( T n+ElAt) (6.68)
EA
Ky =22 (6.69)
2
E2A
kA
K, = A (6.71)
T]E12A

oL (n + EyAt)°
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6.4 Stabkraft und Warmestrom

Da iiber der Léange des Dehnstabelementes aufler den konstanten Volumenkréften
keine weiteren Kréfte angreifen, ist die Stabnormalkraft N und damit auch die
resultierenden Stabkréfte Sg; und Sge konstant im Element. Es gilt:

N = Sp=-5Sm (6.73)
— Ao (6.74)

Mit der Spannungsbeziehung (3.153) und der viskosen Dehnung (6.7) ergibt sich die
Normalkraft zu:

N = A((E+E)e— Ei, — Ea©) (6.75)
E12At nElA
= AlE+BE————)e———— ¢l — EAa®
( + ?7+E1At) © 7]—|—E1At Fv “
= LK e— P} —EAey, (6.76)

Dabei lautet die Dehnung e nach Gl. (5.24) mit (6.35) und (6.36)
1

£ = Z(cx (vg —v1) + ¢y (V5 — v2) + ¢, (v — Ug)) (6.77)
= %(Al‘ (v —v1) + Ay (v5 — v2) + Az (v — v3)) (6.78)

und die thermische Dehnung:
g =0 (6.79)

Um eine konstante Stabkraft zu erhalten muss die thermische Dehnung konstant
sein. Da aber die Temperaturdifferenz © linear im Element verteilt ist, muss aus
Gl (5.27) die mittlere Temperaturdifferenz ©,, bestimmt und in die thermische
Dehnung eingesetzt werden:
Eth = « [NT@]CZO
0, +0
= a % (6.80)

Damit lautet die Normalkraft:

N = K1 (Cx ('U4 — Ul) + Cy (U5 — ’Uz) + C, (UG — Ug)) — KQ (@1 + @2) — PJL
(6.81)

Fiir den Wirmestrom Q5 im Element soll gelten: Qp sei dann positiv, wenn Qg
vom Knoten 1 zum Knoten 2 flieit. Damit folgt:

Qpr = Qun=—Qr (6.82)
= % (€1 —6y)

— K, (0, - ©y) (6.83)
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Umformungen der Residuengleichung

Nun konnen an den Residuengleichungen (6.63) im Hinblick auf den numerischen
Berechnungsaufwand einige Vereinfachungen gemacht werden.

Aus

[ 2K,
C:vyKl
Ca:zKl
2K,

-Cay K1

L _szKl

Kf v =

uu

folgt mit Gl. (6.77):

K, v=K Le
\
Aus
FA

folgt mit Gl. (6.79):

K/ © = EAzy, !

CJ:yKl
CZZIKI
CyzKl
-Coy K4
—CZKl
_CyzKl

szKl
CyzKl
CgKl
‘szKl
'CyzKl
—CgKl

-CiKl
_C;ryKl
'C:szl

2K,

C:cyKl

szKl

'CmyKl 'czzKl
2 U1
‘CyKl ‘CyzKl
U2
2
‘CyzKl -C Kl V3
v
nyKl C:z:zKl 4
2 s
CyKl CyzKl

Vg
CyzKl CQKl_

(6.84)

(6.85)

Damit ergibt sich unter Verwendung von Gl. (6.76) der mechanische Teil der Resi-
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duengleichung (6.63) zu:
R, = P—Kguv+Kz@ C)
Pl ) ( fx ) ( -Cy )
P2 fy -Cy
Pg pAL fz n -C,
— P4 —|—T fx +(Pv _Kl L€—|—EA€th) Ca
P5 fy Cy
\ Fs J \ e ) L =)
Pl ) ( fx ) ( Cx )
PQ fy Cy
PS PAL fz Cz
= P, + 5 fo +N ¢, ’ (6.86)
P5 fy -Cy
\ P6 / \ f’z J \ Gz J
Mit Gl. (6.77) folgt (o)
1
U2
-CxKg —Cng —CZK3 CIKg Cng CZKg V3
Ki)@?t v = v
—C:EKg —Cng —CZK3 C;EK?, CyK?, CZKg v4
5
Sy
1
= Kng{l} (6.87)
sowie
. 1
Mav) = K; {1} (ca(vr — va) + ¢y(v2 — v5) + c2(vs — vﬁ))2
B { }} (6.88)
Mit Gl. (6.83) folgt:
K4 —K4 @1 . 1
Foo @ ['K4 Ky {@2} - { '1} (6:89)
Damit ergibt sich der thermische Teil der Residuengleichung (6.63) zu
R, = Q-0 K%, v—Dge ® —K’/, v—Kge ©+QN-(av)
Q pALr 1 . . 1
{Q; * 5 1 — 0K, v—Deo © — Qp g
+ (Q%—K3L5+K5L252) {}} (6.90)

K
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mit der Abkiirzung:
Ki=Qb — KsLe+ K5 L?&” (6.91)
Der letzte Term von Gl. (6.90) enthélt alle Dissipationsanteile.

Somit lautet die vereinfachte Residuengleichung:

( Pl ) ( fz ) ( CxN )
P2 fy CyN
Py fz c, N
Py pAL | f, - N
R = Pt g i + e,N
B fz -c,IN
@ r K1 —Qp
\QQ/ kr/ \K1+QE/
[0 0 0 0 0 0 0 0 (7))
0 0 0 0 0 0 0 0 Uy
0 0 0 0 0 0 0 0 U3
0 0 0 0 0 0 0 0 Uy
B 0 0 0 0 0 0 0 0 Us (6.92)
0 0 0 0 0 0 0 0 Vg
—CIDl —CyD1 'Cle Cle CyDl Cle 2D2 D2 Ql
_-CxDl —CyDl -Cle Cach CyD1 Cle DQ 2D2 1\ @2 )

Umsortierung fiir die Implementierung in FEAP

In FEAP ist die Reihenfolge der Elementfreiheitsgrade nicht [vq vg v3 v4 v5v6 ©1 @g]T,
sondern [v; vy v3 ©1 v4 V5 Vg GQ]T. Daher miissen die Gleichungen fiir die Implemen-
tierung dementsprechend umsortiert werden:

(P ) f:r 3\ (¢, N )
P, £y cyN
Pg fz _ CZN_
O3 pAL | r K1 — Qg
R = P, + T £, + ¢, N >
Ps Iy -cy N
PG fz —CZN
\ Q2 / \ r \ Kl + QE 7
0 0 0 0 0 0 0 0 (v
0 0 0 0 0 0 0 0 Uy
0 0 0 0 0 0 0 0 1:)3
. —CxDl —CyDl 'Cle 2D2 CxDl CyDl Cle D2 @1 (6 93)
0 0 0 0 0 0 0 0 Uy '
0 0 0 0 0 0 0 0 s
0 0 0 0 0 0 0 0 1:)6
_-Cle -CyDl _CZDI DQ C:EDl CyDl Cle 2D2 1 U @2 )
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6.5 Linearisierung mit Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren (4.5) angewendet auf die Residuengleichung (6.52) fiihrt zu
k Ay =R (6.94)

mit

Ay = {(Y)} (6.95)

Dabei ergibt sich die Tangentenmatrix k; zu:

OR OR 0x

Fiir die Zeitintegration von Gl. (6.52) wird das implizite Eulerverfahren angewendet.
Damit folgt nach Gl. (4.2)

ox 1
ox At
und die Tangentenmatrix k; ergibt sich zu:

Cg;Kl Ca:yKl C{L’ZKI ‘CiKl 'CmyKl ‘szKl C:BK2 C:BKZ-
oK1 Ky . Ky -epyKi -G Ky - Ky oKy ¢ K
K1 . K1 EKy -, K1 -, K1 Ky Ky K
—C:%Kl —nyKl —szKl C:%Kl Cg;yKl CJ;ZKl —CwKQ —CxKQ

(6.97)

k; =
! ‘CzyKl —CiKl ‘CyzKl nyKl C?2JK1 CyzKl —CyKQ —CyKQ
‘szKl ‘CyzKl —CgKl szKl CyzKl CgKl —CZKQ —CZKQ
—CxKg -Cng —CZK:), CIKg Cng CZKg K4 -K4
L —CxKg -Cng —Cng CxKg Cng CZKg —K4 K4_
[0 0 0 0 0 0 0 O]
0O 0 0 0 0 0 0 O
0 00 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 O
- 2K; 000000 0 0 (co(v1—v1) + ¢y (v2—v5) + ¢:(v3—5))
0 0 0 0 0 0 0 O
Co Cy Cy ~Cy ¢y -¢; 0 0
| ¢ ¢y ¢ ¢y ¢y . 0 0]
[0 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
A0 0 0 0 0 0 0 0 (6.98)
0 0 0 0 0 0 0 0
-CxDl -CyDl —CZD1 C:(:Dl CyDl Cle 2D2 DQ
_—Cach —CyDl ‘CZDI Cle CyDl Cle D2 2D2 ]




Kapitel 6. Thermoviskoelastisches Dehnstabelement (3P-Modell)

82

Die drei Matrizen kénnen noch zusammengefasst werden. Somit lautet die Tangen-

tenmatrix k;

CgKl nyKl szKl -CiKl ‘CmyKl _CI'ZKI CxKQ C;EKQ-
C:pyKl C;Kl CyzKl -nyKl —C;Kl 'CyzKl CyK2 Cng
CaczKl CyzKl CgKl ‘C:(;zKl ‘CyzKl —CgKl CZKQ CZKQ
k -CiKl —nyKl 'Car;zKl C:%Kl nyKl szKl -CxKQ -C$K2
. ‘CzyKl —CgKl cyzKl CzyKl C?%Kl CyzKl —CyKQ —CyK2
‘szKl ‘CyzKl —CgKl szKl CyzKl CgKl —CZKQ —CZKQ
—CmKQ —CyKQ —CZKQ CIKQ Cykg CZRQ Kg K4
| —Cx[_(g ‘CyKQ —CZ[_(Q CIKQ CyKQ Cz[_(g [_(4 Kg_
(6.99)
mit den Abkiirzungen:
— 1
Ky = K3+ 2K;5(co(v1—vs) + ¢y (va—v5) + ¢ (v3—5)) + EDl
1
= — D +K3—2KsLe (6.100)
At
Ky= 2D + K (6.101)
3 = At 2 4 .
K, = ! Dy — K (6.102)
4 — At 2 4 .

Umsortierung fiir die Implementierung in FEAP

Nun werden die Matrixelemente so umsortiert, dass sie der

Reihenfolge der Ele-

mentfreiheitsgrade vy vg v3 O v4 V5 Vg @2]T entsprechen:

CZKI nyKl Ca:zKl CIKQ ‘CiKl

nyKl CzKl CyzKl CyK2 ‘czyKl

C.Z’ZKl CyzKl CgKl CZK2 ‘Ca:zKl

K -Cx[_(g -CyKQ —CZ[_(Q Rg CxRQ
b 'CiKl —nyKl ‘CaczKl —CxKQ CiKl
‘CzyKl —CgKl ‘CyzKl —CyK2 C$yK1

'C:rzKl ’CyzKl 'CgKl ’CzK2 CI'ZKI

| —kag —Cykz —CZKQ K4 CxKQ

C:vyKl _C:szl CacKQ-
—CZKl ‘CyzKl CyKQ
'CyzKl -CzKl CZKQ
CyKQ CZRQ K4
nyKl szKl 'CJJKQ
CZZIKI CyzKl —CyK2
CyzKl CzKl -CZKQ
CyKQ CZKQ Kg_

(6.103)
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Thermoplastisches
Dehnstabelement

Die Spannung der Thermoplastizitdt nach (3.184) mit den Ansétzen (5.24) und
(5.27) fiir Dehnung und Temperaturdnderung lautet:

c=FEB"u- FEs,— EaN"® (7.1)
Einsetzen der Spannung in F(o) nach (5.69) ergibt:

1
F(o) = A/ B (EB"u— Es, — EaN"®©) Jd(¢

1

1
= EA/ BB'Jd¢ u

1

g

K.
1 1
—EAa/ B N”Jd¢ @—Egp/ BJd¢ (7.2)
-1 -1
K‘:@ FP‘(EP)

Aufgrund des linearen Elementansatzes ist die Dehnung im Element konstant. Damit
sind auch die plastische Dehnung sowie die anderen inneren Variablen konstant im
Element. Deshalb konnte €, aus dem Integral gezogen werden. Somit gilt:

F(o) =Ky u— K, © —F,(s) (7.3)
mit:
1
K,.=FEA / BB’ Jd¢ (7.4)
-1
1
K.o = EAa/ B N”7Jd¢ (7.5)
-1
1
F(c,) = Ec, / B JdC (7.6)
-1

83
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Dabei ist K, die Steifigkeitsmatrix, K,o die Kopplungsmatrix fiir thermische Deh-
nungen. Der Vektor F,(g,) sorgt dafiir, dass durch die plastischen Dehnungen kein
Spannungsbeitrag entsteht.

Entsprechend dem viskoelastischen Dehnstabelement ergeben sich diese Terme zu:

EFA|l 1 -1
FAa -1 -1
K.o = — [ 1 1} (7.8)

F,(c,) = EAe, { }} (7.9)

Der Dissipationsterm (3.188) der Warmeleitungsgleichung ist:
1 b 2 ﬁ 2
D =X\—ko+ b FEasgn(c—§&)+ -+ =k (7.10)
p a’

Mit der Abkiirzung

h = E:; = sgn(o — ) (7.11)

folgt:
D=t </{0 +60pFEan + 952 + é/@?) (7.12)
p a gl

Einsetzen von D in Q(D) nach (5.70) ergibt:
1

Q(D) :A/_ N)\(/€0+90E04n+g§2+§52> Jd¢

1

(7.13)

Da die Spannung und die inneren Variablen beim linearen Element konstant sind,
konnen all diese Groflen aus dem Integral gezogen werden. Damit folgt:

Q(D) = AA(HOMOEQH 5+ )/deg

= A&(ﬁo+90Ean+ 5—1—5 ){ }
2 v 1

= QD(n,f, Ky A) (7.14)
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Die Ausdriicke F(o) nach (7.3) und Q(D) nach (7.14) eingesetzt in die Gleichungen
(5.44) und (5.45) ergibt

g =0
= F,+F;+F,(s) —Kyuu+K,0©
— F-K,u+Ke® (7.15)
mit
F=F,+F;+F,) (7.16)
sowie
g = 0
= Qi+ Qr+Qp(n & kA —hKe, 1 —Dege ® — Kge ©
= Q- 6Ke, 11— Deo© — Koo © (7.17)
mit
Q = Qu+Q +Qn(né kN (7.18)

bzw. in Matrixform:

_ )&l _
® - {gz}_o

_ { Fa.‘i‘Ff."“Fp(gp) }
B Qa+Qr+QD(n7€>H>)\)

- {6’01(()911 D(;@} {g} - {Kdm _Kiﬂ {(‘;} (7.19)

7.1 Element in globalen Koordinaten

Die Koordinatentransformation erfolgt in volliger Analogie zu Kapitel 6.2 und fiihrt
zu:

g =0
_ { P, +P;+P,y(c,) }
B Qa_‘_QT—i_QD(n’f?/ﬁ)\)

0 0 v K, —K9.7 (v
e, oo {) [0 ] {8) 20
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Komponentenform:
( Pl ) (fa: ) ( -Cy pp(gp) )
Py fy -¢y By(ep)
P3 fz -C, Pp<5p)
Py pAL ) f, cx Pp(ep)
B\ P (T 2 fy i ¢y Bp(ep)
‘_PG fz Cz PP<€p)
Ql T QD(n7§7K7>‘)
\QQ; L7 ) KQD(nvgaﬁa)\))
[0 0 0 0 0 0 0 0 T(wn
0 0 0 0 0 0 0 0 Vg
0 0 0 0 0 0 0 0 U3
B 0 0 0 0 0 0 0 0 (O
0 0 0 0 0 0 0 0 7?5
0 0 0 0 0 0 0 0 Us
—CxDl —CyDl 'Cle Cle CyD1 Cle 2D2 D2 Ql
L ‘C:le —CyDl —Cle Cle CyDl Cle D2 2D2 1\ @2 )
i CiKl CmyKl szKl -CiKl ‘CmyKl —szKl CIKQ Cng_
nyKl C;Kl CyzKl 'nyKl —C;Kl ‘CyzKl CyKQ CyKQ ( (% )
szKl CyzK1 CzKl —szKl 'CyzKl -CEKl CZK2 CZK2 ZQ
3
‘CiKl CacyKl ‘szKl CiKl Ca:yKl szKl _CJJKQ _CxKQ V4
—nyKl —C2K1 ‘CyzKl CmyKl C?/Kl CyzKl -CyKQ —Cng ZE’
-szKl ‘CyzKl -CgKl szKl CyzKl CgKl —CZKQ —CZKQ (,_)61
0 0 0 0 0 Ky -K3||©:
|0 0 0 0 0 -K3 Kj |
(7.21)
mit
EA
K =2 (7.22)
EA
Ky =22 (7.23)
2
kA
K=~ (7.24)
EA
Dy = 6 — a (7.25)
AL
D, = P2 (7.26)
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P,(e,) = FAg, (7.27)
QD - QD( n7€7 K, A)
= )\& /<;0+(90Eom+é£2+ éﬁ) (7.28)
2 a vy

7.2 Stabkraft und Wiarmestrom im Element

Fiir die Stabnormalkraft N und die resultierenden Stabkréifte Sg; und Sgs gilt analog
zum thermoviskosen Dehnstabelement:

N = Sp=-5m (7.29)
~ Ao (7.30)
Mit der Spannungsbeziehung (3.184) folgt:
N = A(E(e—-¢,) —Ea0®)

= FA(e—¢,—¢€w) (7.31)
Mit der Dehnung nach Gleichung (6.77)
1
€= Z(cx (v —v1) + ¢ (Vs — v2) + ¢ (V6 — v3)) (7.32)
und der thermischen Dehnung nach (6.80)
e = a2l ; ©: (7.33)
lautet die Normalkraft:
EA
N = T(caC (vs — v1) 4 ¢ (vs — v2) + ¢ (vs — v3))
EFAa

—FEA €p — T (@1 + @2)
= K1 (C:v (1}4 — Ul) + Cy (05 — UQ) + C, (UG — 03))

—Fy(ep) — K2 (01 + O2) (7.34)
Entsprechend lautet die Spannung:
E Ea
o = Z(Ca: (U4 - Ul) + Cy (U5 - 'UQ) +c, ('Uﬁ - Ug)) — E{':p — 7 (@1+ @2) (735)

Fiir den Wiirmestrom (g im Element gilt nach (6.83):

QE - % (@1 - @2)
= K3(0,—-6,) (7.36)
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Umformung des GLS

An dem Gleichungssystem (7.21) konnen in Analogie zum thermoviskosen Dehn-
stabelement einige Vereinfachungen im Bezug auf den numerischen Berechnungs-

aufwand vorgenommen werden:

4 Pl A
Py
Ps
Py pAL
e P (T
Fs
Q1
[ @2 )
[0 0
0 0
0 0
0 0
o 0
0 0
‘Cach —CyDl
_—CID1 —CyDl

Umsortierung fiir die Implementierung in FEAP

( fx
Jy
f
fo
fy

f:

r

L7

\

-

O OO OO

0

—Cle
_CZDI

cy N

c, N

-c; N

-cy N

-c, N
_D(n’gﬂ‘ia/\) -

E

O-O-

Q
\QD(n7€7 K, )\) +

O O OO oo
o O O O O
OO OO oo

0
Ca:Dl CyDl Cle
CIDl CyDl Cle

( CxN 3\

E)

O OO OO

0
2D,
D,

O O OO oo

D

2D, |

( r[)l
0y
03
Uy
U5
Vg
O,
O

(7.37)

Vertauschen der Matrixelemente, sodass sie der Reihenfolge der Elementfreiheits-
grade [v1 vg v3 O vy V5 Vg QQ]T entsprechen:

( Pl A
Py
Ps
(1
g = P,
Ps
Fs
\ Q2 /

0

0

0
-cp D

0

0

0
| —CID1

pAL

0

0

0
-cy Dy

0

0

0
—CyDl

( f:)c
fy
I

r

Jfa

fy

I

-

o O

'Cle

‘Cle

4 co N 3\
cy N
c, N
QD( n, &, K, )‘> — Qg
-c; N
-cy N
-c, N
(@p(n, &k, A) +QF
0 0 0
0 0 0
0 0 0
2D2 Cach CyDl
0 0 0
0 0 0
0 0 0
D2 CxDl CyDl

2

BOOO@CDOO

( 1')1
Uy
U3
O,
Uy
Us
Vg

2

CH

(7.38)
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7.3 Zeitintegration der Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen

., 0—¢

5p—/\7|0_§| (7.39)
- o—¢

§A<a’0_§‘ —bg) (7.40)

k= \3 (1 - ,@) (7.41)

werden mit dem impliziten Eulerverfahren (4.2) integriert:

gp =€, + AAtn (7.42)
E=¢"+ AAt (an —bE) (7.43)
_ i
k= K"+ MNAt (B - li) (7.44)
Dabei bedeutet die Abkiirzung:
N S (7.45)
o — ¢

7.4 Berechnung der Elementtangentenmatrix

Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems erfolgt mit dem Multilevel-Newton
Verfahren (4.12) — (4.19). Dabei werden in stetigem Wechsel auf globaler Ebene
(Ebene der Gesamtstruktur) die Verschiebungen/Temperaturdnderungen und auf
lokaler Ebene (Elementebene) die inneren Variablen bestimmt, solange bis Konver-
genz erzielt wird.

Pradiktor-Korrektor Verfahren

Bei der Bestimmung der inneren Variablen wird das Pradiktor-Korrektor Verfahren,
siche HARTMANN [2] verwendet. Dabei wird fiir jedes Element einzeln im sogenann-
ten elastischen Pradiktor gepriift, ob man sich im elastischen oder im plastischen
Bereich befindet. Im Falle des plastischen Bereichs werden im sogenannten plasti-
schen Korrektor die inneren Variablen berechnet.
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Elastischer Pradiktor:

Ausgehend vom Losungsvektor der Verschiebung/Temperaturdnderung y des vor-
angegangenem Iterationsschritts sowie der plastischen Dehnung &7 wird die Trail-
Spannung berechnet:

"o =FE(c—¢))— Ea® (7.46)
Anschliefend werden die Trail-Spannung und die inneren Variablen £", k™ in die
FlieSfunktion (3.189) eingesetzt. Wenn nun gilt

f(lo,8" k") = "o = €"] = (Ko + £") < 0 (7.47)

so befindet man sich im elastischen Bereich. Das bedeutet die inneren Variablen
entwickeln sich nicht

€;L+1 — ‘C’:Z (748)
KT =g (7.50)

und die aktuelle Spannung ist gleich der Trail-Spannung:
o't =Tg (7.51)
Da die inneren Variablen konstant bleiben, gilt:

8g$_0

—— = 7.52

9q dy (7.52)
Somit ergibt sich die Elementtangentenmatrix (4.19) zu:

g

ki=—— 7.53
Plastischer Korrektor:
Ist jedoch

f( TO? gn’ Hn) = | TJ - §n| - (HO + Iin) >0 (754)
so miissen sich die inneren Variablen unter der Konsistenzbedingung (3.191)

f(o,6,k) =0 (7.55)

entwickeln.

Im Rahmen der numerischen Berechnung kann der plastische Multiplikator A jedoch
nicht aus der Konsistenzbedingung bestimmt werden. Zwar wére die Berechnung
von A selbst problemlos. AnschlieBend miisste A aber in die Evolutionsgleichungen
der inneren Variablen eingesetzt werden. Diese werden numerisch integriert. Auf-
grund der numerisch bedingten Ungenauigkeiten bei der Integration wére fiir die so
berechneten inneren Variablen die Fliebedingung f = 0 nicht exakt erfiillt.
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Deshalb wird die Konsistenzbedingung nicht ausgewertet; stattdessen wird der pla-
stische Multiplikator A als zusétzliche Unbekannte zu den inneren Variablen aufge-
nommen. Dazu wird zur Bestimmung von A die FlieSbedingung f = 0 als zusétzliche
Gleichung herangezogen:

flo.&,k)=c =& — (ko +K)=0 (7.56)

Die FlieBfunktion und die in der Zeit integrierten Evolutionsgleichungen (7.42) —
(7.44) bilden ein nichtlineares Gleichungssystem

I =g, — " — MAtn =0 (7.57)
Iy = €—€"— Mt (an—b) =0 (7.58)
zg—n—nn—mw(%—m)—o (7.59)
li=lo—& — (ko+r) =0 (7.60)

bzw.
gp— €y — AAtn
E—&" — AAt(an —bg)
iy a) = k— K" = AALB(5 — K)
07— €] — (50 + )

=0 (7.61)

zur Bestimmung der drei unbekannten inneren Variablen sowie des plastischen Mul-
tiplikators:

(7.62)

> m

Nun werden die Schritte 1, 2 und sowie die Bestimmung der Elementtangenten-
matrix aus Schritt 3 des Multilevel-Newton Verfahrens aus Kapitel 4.3 ausgefiihrt.

Schritt 1
Das nichtlineare Gleichungssystem (4.15)
I(y,q) =0 (7.63)

wird mit dem Newton-Verfahren fiir gegebene y gelost

o1 -
- {%} Aq =1 (7.64)

F
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mit
Q" =q" + Aq (7.65)
Die Funktionalmatrix F ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (7.61) zu:
e
L9q
[RCLEN) V) VIR ) Vi
dep  OE Ok OA
Oy 9y Oy Oly
Oep O Ok OX
_ ¢ (7.66)
o Oy Oy Ol
dep € Ok OA
L2) VIR ) VIR ) VIR ) VY
| 95, ¢ s N |
Es gilt
0 b
mgixﬂ =asgn(az+0b) (7.67)
und
0 (sgn(azx+0>))
=0 7.68
52 (7.68)
Damit folgt die Funktionalmatrix F zu:
-1 0 0 Atn
0 -1-MAtD 0 At(an—b
P (an=b) (7.69)
0 0 -1-MAL S Atﬁ(%—m)
En n 1 0

Somit lautet das zu 16sende GLS mit Gleichung (7.61)

-1 0 0 Atn

Ag,
0 -1—=AAtD 0 At(an—bg) A¢ |
0 0 A-MAEB ALB(Z k)| | A [
En n 1 0 AX

ep — &, — AAtn
E—E&"— MAt (an — bf)
k=K"= AALB(5 - K) (7.70)
o —&] = (ko + k)

mit
Ep m—+1 Ep m AEP
§ _ )¢ A¢
. =9 . 9 A . (7.71)
A A A\
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Schritt 2
Nun muss das lineare Gleichungssystem mit 8 rechten Seiten (4.16) gelost werden:

_01dg_ 0!

oq dy Oy
F

(7.72)

bzw.
da_o1
dy Oy

Dabei ist F die Funktionalmatrix aus Schritt 1. Die zu berechnende Matrix hat
folgende Gestalt:

(7.73)

dep dep  dep  dep  dep  dep  dey dep
‘dv;  dvg  dvz  dvg  dvs  dvg  dO;  dOs
d¢  d¢  dg  de  d¢  d¢ de de
dq dv;  dv; dvy  dvs  dos  dvg  dO;  dOs
— = (7.74)
dy de  de  de  de  de  de  de _dw
dvy dvso dvs duy dvs dvg de; dOs
A dx dh dh dh dd dd )
| dovg dvs dvs duy dus dvg doe; d©Os ]
Die Matrix der rechten Seite folgt mit Gl. (7.61) zu:
[0 901 i T
96 0 0
o1 | 58 U
5 = lon on| = (7.75)
y 5L Ge 0 0
Ola Ola Ola Ola
| ov 00 | ov 9O |
Mit Gleichung (7.60) und (7.35) folgt
oL _ ol oo
ov  OJo Ov
E
= n f[—cw -Gy -Cy Cp Gy cz] (7.76)
und
oL _ ol oo
0®  Jo 0O
E
~ (-1)70‘[1 1] (7.77)
Damit ergibt sich die Matrix der rechten Seite zu:
(0 0 0 0 0 0 0 0]
o1 E o o0 o0 o0 0 0 0 0
S (7.78)

dy L o o 0 0 0 0O 0 0
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Das zu losende lineare GLS lautet:

1 0 0 Atn
0 -1-MAtb 0 At(an—0) | [ dq]
0 0 1-MAES ALB(3 — k) [d_y]_
En n 1 0

&n (7.79)
L1o o o o 0 0 0 0
“Cy Cy -C, Cp Cy Cp - % - O‘2—L

Da sich die 8 rechten Seiten des GLS jeweils nur um einen Faktor unterscheiden,
kann das GLS fiir eine rechte Seite gelost werden:

-1 0 0 Atn

hy 0

0 -1—-AAtD 0 At(an—bg) ha |l  En o0 (7.80)
0 0 A-AALB AtB(L—k) | | s L )oY
En n 1 0 iy L

Die anderen Losungen ergeben sich dann durch Multiplikation mit den entsprechen-
den Faktoren:

'thl 'cyhl ‘Czhl C;ch]_ Cyhl Czhl '%hl —%hl
dq -Czhy ‘Cyhz -c,hy ciho cyh2 czho _%hQ _%hQ

dy ‘th:} ‘Cyh3 ‘Czhg thg Cyhg Cth _%h{’) ‘%hg

(7.81)

-Czh4 -Cyh4 -Czh4 th4 Cyh4 Czh4 —Oéz—Lh4 ——h4
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Schritt 3:
Im dritten Schritt wird die Elementtangentenmatrix nach Gleichung (4.19)
0 Jg d
k=22 (7.82)
dy  Oqdy
bestimmt. Mit Gleichung (7.19) folgt die Matrix:
Jg1  Og1
0 v 00
e _ | v 9 (7.83)
dy Jg2  Og2
ov 0O

Diese enthélt die Ableitungen von Verschiebungsfeld- und Wérmeleitungsgleichung
nach den Knotenfreiheitsgraden.

Dabei ergibt sich die Ableitung der Verschiebungsfeldgleichung (7.15) nach den Ver-
schiebungsfreiheitsgraden zu

g1 g
v - K?Y, (7.84)

und die Ableitung der Verschiebungsfeldgleichung nach den Temperaturfreiheitsgra-
den zu:

% ~ K’ (7.85)

Die Ableitung der Wérmeleitungsgleichung (7.17) nach den Verschiebungsfreiheits-
graden wird unter Verwendung von Gl. (7.35) wie folgt ermittelt:

g2 _ Oz, 082 OV, 082 Jo
ov  Ov ov ov  do Ov
1 8QD80
— 0_ g - -

= 00K, 3+ 5o (7.86)

Dabei wurde als Zeitintegrationsverfahren das implizite Eulerverfahren (4.2) ver-
wendet. Aus Gleichung (7.14) ergibt sich

a(QD( nafaﬁa)‘) 0
= 7.87

do 0 (7.87)
Unter Verwendung von Gleichung (7.20) bzw. (7.21) folgt nun

3g2 1
782 _p KY
v 070w At
B —LD -y -Cy -C. Cp Cy Cs
N A “Cy Ci Cp Cy Cy
_ _Kl[—cw “Cy Cy Cp Gy cz} (7.88)

“Cp ~Cy -C; Cp Cy Cy

mit der Abkiirzung!:

_ 1
Ki=—D - K 7.89
1 At 1 4 ( )
'Um die gleiche Struktur wie in Kapitel 7.5 zu erhalten, wird rein formal K, eingefiihrt und zu
null gesetzt.
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Ki=0 (7.90)

Die Ableitung der Wirmeleitungsgleichung (7.17) nach den Temperaturfreiheits-
graden ergibt sich unter Verwendung des impliziten Eulerverfahren (4.2) und von
Gleichungen (7.20) bzw. (7.21) zu

Jg2 0g2 agz@ 0ge Oo

00 00 ' 90 00 ' Jo 0O

= —Kee —Dee éﬂLO

= —Kee —Dee é

= ks [-11 _11] B A1tD2 ﬁ ﬂ

~ [% gﬂ (7.91)
mit den Abkiirzungen?:
Ry =K+ 2$D2 + K (7.92)
Ky = —Ks+ iDg + K (7.93)
At

Ks=0 (7.94)

Damit lautet die Matrix mit den Ableitungen nach den Knotenfreiheitsgraden:

2 2 7]
CxKl nyKl szKl ‘CIKI —C$yK1 ‘C;zzKl CxKQ CIKQ
2 2
nyKl CyKl CyzKl —nyKl -C Kl ‘CyzKl CyKQ CyKQ

Y
2 2
szKl CyzKl CzKl —szKl ‘CyzKl 'CzKl CZKQ CZKQ
2 2
ag 'CIKI 'C:vyKl 'C:szl CIKI CmyKl CaczKl 'CxKQ 'C:L‘KZ
oy 2 2
8}7 ‘cwyKl ‘CyKl 'CyzKl Ca:yKl CyKl CyzKl -Cng —Cng

2 2
_szKl _CyzKl _CZKI szKl CyzKl & Kl ‘CzK2 ‘CzK2
-CzKl —CyKl 'CZKI CxKl CyKl CZKI KQ Kg

| -Czkl -Cykl -CZK1 kal CyKl CzKl Kg KQ_

(7.95)

2Um die gleiche Struktur wie in Kapitel 7.5 zu erhalten, wird rein formal K5 eingefiihrt und zu
null gesetzt.
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Mit Gleichung (7.19) ergibt sich die Matrix

[9g1 9g1 Og1  Om1
g dep OE Ok OX

oq Jg2 Oga Ogz Og2
| Osp O Ok o

_BPP(EZD)
el 0 0 0

= 7.96
0 9Qp 9Qp 9Qp ( )
o€ ok OA

Diese enthélt die Ableitungen von Verschiebungsfeld- und Wérmeleitungsgleichung
nach den inneren Variablen.

Die einzelnen Ableitungen ergeben sich mit Gleichung (7.9) und (7.14) zu

_CZ‘
_Cy
OPy(gp) -c,
2, =FA c (7.97)
Cy
\ CZ)
0Qp  (ALbD
oc Ao 525{1}
(1
- onll) =

9Qp AALﬁ {1}

Ok
- { } (7.99)

0Qp  @pf1
ox x|l
= Q {1} (7.100)
mit den Abkiirzungen:
Qs =AAL ¢ (7.101)
a
o g

: AL b
Qps = -5 (no +0oFE an+ 552 + gf{?) (7.103)
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Damit lautet die Matrix mit den Ableitungen nach den inneren Variablen:
[ c,EA 0 0 0 ]
-c, A 0 0 0
-c,FA 0 0 0
o0g e FA 0 0 0
aq | EA 0 0 0 (7.104)
c.EA 0 0 0
0 @p2  Qps  Eps
i 0 Qp2 (b3 Qpa |
Aus (7.104) und (7.81) folgt die Matrix
CiHl nyHl szHl ’CiHl 'CacyHl 'CrzHl CxHZ C:EHQ-
CmyHl C;Hl CyzHl -CgcyHl —C?/Hl 'CyzHl CyH2 CyHQ
szHl CyzHl Cng 'C:(:zHl ‘CyzHl —Cng CZHQ CZHQ
8g dq 'C?UHl ‘Ca;yHl ‘Ca:zHl C;%Hl nyHl CazzHl 'CxHQ 'CJ:HQ
aq dy ‘C:cyHl ‘CzHl ‘CyzHl CzyHl C?2JH1 CyzHl —CyHQ —CyHQ
—szHl ‘CyzHl —CzHl cszl CyzHl CzHl —CZHQ —CZHQ
—Cng —CyHg —CZHg CIHg CyHg CZHg H4 H4
L -Cng —CyHg —CzHg Cng CyHg CzHg H4 H4_
(7.105)
mit den Abkiirzungen®:
H, =FEAh (7.106)
EA
Hy = = “Lh (7.107)
Hs = Qpihi + Qpaha + Qps hs + Qpaha (7.108)
L
Hy = — 0‘7 Hy (7.109)
Dabei ist:
Qp1 =0 (7.110)

) 3Um die gleiche Struktur wie in Kapitel 7.5 zu erhalten, wird bei Hj rein formal der Term
Qp1hy eingefithrt und @ p; zu null gesetzt.
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Nun kann aus Gleichung (7.95) und (7.105) die Elementtangentenmatrix k; zusam-
mengesetzt werden

ki = —o2 — 22—

A A A A AT
2 2

CxKl nyKl szKl 'CxKl 'Ca:yKl 'szKl CxK2 CCCK2
5 A A 9 A A A

CryK1 CylK1 Cy K1 -Gy -G KL -Gy K g CyKo
A 9 A A 9 A A A

Cez K1 CyzKl CZKl -Cr K1 ’CyzKl ’CzKl Ko c. Ko
9 A A 9 A A A A

‘Cg;Kl ‘Ca:yKl ‘CaczKl CxKl cwyKl C:czKl _CxKQ _C:L‘KQ
9 A A A 9 A A A

‘nyKl ‘CyKl ‘CyzKl Ca:yKl CyKl CyzK] ‘CyK2 ‘CyKQ
A 9 A A 9 A A A

_szKl _CyzKl _CZKI szKl CyzKl CZKI ‘CzKQ ‘CZKQ

N A

N A A N
;K3 -cyK3 -C.K3 C: K3 CcyK3 Cc.K3 K4 Ks

| -foA(S -CyfA(:s -szA(:s fo(a CylA(:«: CzlA(:s ffs) JAQ_
(7.111)
mit den Abkiirzungen:
K = K,—H (7.112)
Ky = Ky— H (7.113)
ffs = K —Hs
1
= —D;—Ky— H 7.114
D1 K Hy (7.114)
Ki = K- H,
1
At
[A(5 = Ks;—H,
1
= —K3+——=Dy+ K5 — H, (7.116)
At
sowie
EA
Hy = = “Lh (7.118)

H; = Qp1hi+ Qp2ha + Qpshs + Qpaha (7.119)
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L
H=— 0‘7 H; (7.120)
Ks;=0 (7.122)
und
Qp1 =0 (7.123)
. b
@p2 = AAL P 3 (7.124)
— g
®@p3 = —NAL ; K (7.125)
) AL b
Qps= —F (no +0Ean+ —£* + ﬁﬁ) (7.126)
2 a v
n= sgn(oc—¢) (7.127)

Umsortierung fiir die Implementierung in FEAP

Vertauschen der Matrixelemente, sodass sie der Reihenfolge der Elementfreiheits-

T
grade [v] Vg v3 ©1 V4 U5 Vg Os)

9 A A
CxKl ca:yKl
A 9 A
Ca,’yKl CyKl
A A
szKl CyzKl
A A
'CxK?) 'CyK?:
9 N A
‘CxKl 'CctyKl
A 9 A
'nyKl ‘CyKl

A A
'szKl 'CyzKl

N A
-C K3 -CcyK3

entsprechen:
A AN
c:czKl CzK2
A A
cyzKl cyKZ
2 A A
;K1 Ko
A N
_CzK3 K4
A N
'szKl _CIK2
N N
'CyzKl ‘CyKQ
2 A N
K1 -C.Ko
A N
-C.K3 Ks

9 A
_CIKI

A
_Caijl

A
’CsczKl

A
C:L’K3

A

2

CIKl

A
nyKl

A
szKl

A
C:EK?)

A
'CscyKl
A
2
-Cy K1
A
‘CyzKl
A
Cng
A
nyKl
A
2
cy iK1
A
CyzKl

A
Cng

A
'szKl
A
_CyzKl
A
2
_CZKI
A
CzKB
A
C:(:zKl
A
CyzKl
A
2
CZKl

A
CzKB

A
czK2
A
CcyKo
A
CZK2
A
Ks
A
_CCCK2
A
_CyKQ
A
'CzK2

A

K4_
(7.128)
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Gegeben ist die Losung zur Zeit t*: Y, Q"
Ubertrage: Y™ =Y" mit m =0

Globale Ebene:
Gegeben: Y™, Q" t = "1

Elementebene:

Gegeben: y™, q" = [ep & k"]T
Trail-Spannung: o = E(e —¢}) — Ea©

Elastischer Pradiktor:
f(Tavfna’%n) - |T - Sn’ - (HO + an)

f(To,6m k™) <0 f(To, & k™) >0

— Elastischer Bereich — Plastischer Bereich

Plastischer Korrektor:

Aktualisiere: Lose:
q=q" I(y",q)=0 = q
Lose:
81 dg _ 01 d
“Pady oy 7 ay
Berechne: Berechne:
0 0, Jdg d
= = -
Globale Ebene:
Lose:
K; AY = G(Y™, Q)
Yl =Y™+ AY
m=m-+1
Wiederhole bis Konvergenz erzielt
Tabelle 7.1: Darstellung des Losungsschritts von " zu ¢"+!
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7.5 Zum Vergleich: plastische Spannungsleistung
als Wiarmequellterm

Zum Vergleich soll auch die Warmeleitungsgleichung mit der Warmequelle wp in
Form des Taylor-Quinney-Koeffizienten multipliziert mit der plastischen Spannungs-
leistung implementiert werden. Dies bedarf lediglich kleiner Anderungen.
Der Dissipationsterm (2.84) der Warmeleitungsgleichung lautet nun:
1 1
D = —Foe,+ -6yEas,
p p
1
= An(yo+6Ea) (7.129)
p
Einsetzen von D in Q(D) nach (5.70) ergibt

1
Q(D) = A/}VAM§0+%EMJdC

- A%n(va—k@oEa){i}

- af)

= Qp(n, KA (7.130)
mit
Qp = QD(”H‘% A)
A % n(yo+6Ea) (7.131)

Nur in Schritt 3 des Multilevel-Newton-Verfahrens treten weitere An'derungen auf.
Die Anderungen betreffen aber nur die Gleichungen, die den Vektor Qp beinhalten
oder daraus hervorgehen. Mit
0Qp VAL 1
=A—n
Do 2 "1

ergibt sich Gleichung (7.86) unter Verwendung von (7.35) zu

(7.132)

@ _ 3g2+3g2+8g26_0
ov ov ov do Ov
1 0Qp E
_ 9 _— —_ |- _ _
= 0-60Kg, At+ P L[cx Cy -C; Cp Cy cz}

1 D |G G GGGy G
= ——1
“Cy Cy Cy Cp Cy Cs

EA [—CI -Cy -Cy Cp Gy cz]

“Cp Cy Cp Cp Cy Cy
o iDl K, “Cy -Cy Cy Cp Cy Cy
At -Cp -Cy -Cy Cp Cy Cy

_ _K1|:_Cw “Cy -Cp Cp Cy Cz:| (7133)

-Cp ~Cy -C; Cp Cy Cy
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mit den Abkiirzungen:
_ 1
K, = KtDl — Ky (7.134)
EA
Entsprechend folgt aus Gleichung (7.91) mit (7.132) und (7.35)
g2 _ Og2 08200 Oz 0o
00 90 9O 00 I 0O
1 AL (1 Fa
= —Koe — Deo A—t+A7 n*y{l} (-1) - [1 1]
1 -1 1 2 1 11
= i [-1 1] A [1 2} —Hs [1 1]
_ Ky Ky
_ {K% [_(2} (7.136)
mit den Abkiirzungen:
EAaL
Ky =\ 40‘ n7y (7.137)
_ 1
Ky = K3+2ED2+K5 (7.138)
_ 1
Kg - —K3+—D2+K5 (7139)
At
In der Matrix (7.96) dndern sich die Koeffizienten:
9OPp(ep)
g Ber 0 0 0
5 _ . ‘ . . (7.140)
oq 9Qp 9Qp 9Qp 9Qp
Oeyp 193 0K oA
Nur a%(;p) bleibt unverdndert. Die anderen Koeffizienten ergeben sich zu
aQD . aQD do
e, 0o O
AL 1
- “7{1}<'E>
1
= @p 1} (7.141)
0Qp v
oc 1
: 1
— O {1} (7.142)
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3QD B 1
ok 0{1}

: 1
= Wps { 1 } (7.143)

0Qp _ Qb [1

ox a1

. 1
= @ps { 1} (7.144)

mit den Abkiirzungen:
Qp1 = —AE;lL n7y (7.145)
Qp2 =0 (7.146)
Qps =0 (7.147)
. AL

@ps = 5" (Yo +bEa) (7.148)

Zusammenfassung aller durchzufithrenden Anderungen

- AL

Qp=A—-n (Yo + 60 Ea) (7.149)
EA

K5 =\ E’iO‘L ny (7.151)

- FEAL

Qpr=—A——n7 (7.152)

Qp2 =0 (7.153)

Qps =0 (7.154)
AL

Qpi="n(Fo+6hEa) (7.155)
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Energieumsetzung

In Gleichung (3.197) wurde das Verhiltnis von gespeicherter Energie e, zur pla-
stischen Arbeit a, definiert:

Cs

0= (7.156)

ap
mit
t

es —/0 wg(7) dT (7.157)
Die im Material gespeicherte Leistung ergibt sich nach Gleichung (2.73) zu:

Wy = w, — Wp (7.158)
Dabei ist wp nach Gleichung (2.74):

wp =y w, (7.159)
Damit folgt

ws = (1 —H)w, (7.160)

und

t
eo = (1— a)/ w,(r) dr (7.161)
0
So lautet das Verhiltnis ¢ von gespeicherter Energie e, zur plastischen Arbeit a,:

p=1-7% (7.162)



Kapitel 8

Implementierung in Feap

In FEAP ist die Programmierung von Userelementen und anderen Benutzerroutinen
bereits vorbereitet. Informationen dazu kénnen im FEAP Programmer Manuel [11]
gefunden werden. Nun erfolgt die Dokumentation der mit FORTRAN 77 implemen-
tierten Elementformulierungen.

In dem Ordner user der FEAP-Quelldateien sind unter anderem 50 leere Userele-
mentroutinen elmt01.f bis elmt50.f, sogenannte dummy-Routinen, enthalten. Diese
Routinen sind schon in das Programm eingebunden und konnen bereits iiber die
Materialdefinition aufgerufen werden:

MATErial x
ELMT xx

dabei ist x die Materialnummer und xx die Userelementnummer. Die Zeile ELMT xx
ruft die Routine elmtxx.f auf. Beim Aufruf einer leeren Routine erfolgt eine Fehler-
meldung. Ausgehend von diesen dummy-Routinen elmtxx.f werden die neuen Ele-
mente programmiert. Anschliefend muss FEAP mit Hilfe der makefile neu kompiliert
und gebunden werden. Dann stehen die zugefiigten Routinen zur Verfiigung.

106
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Routinenkopf
Der Kopf der Userelem

entroutinen hat folgende Struktur:

subroutine elmtxx(d,ul,x1,ix,tl,s,p,ndf,ndm,nst, isw)

Darin werden die wichtigsten Variablen und Datenfelder iibergeben:

Variable/Feld | Beschreibung

d(*) enthélt alle eingegebenen Materialparameter
ndf (maximale) Anzahl der Knotenfreiheitsgrade
ndm Dimension der Berechnung

nst GroBle der Elementmatrizen, nst = ndf*nen,

ul(ndf,nen,j)

xI(ndm,nen)
ix(nen)
tl(nen)
s(nst,nst)
p(ndf,nen)

ISW

Tabel

COMMOM-BIl6cke

nen. .. (maximale) Anzahl Knoten pro Element

Losungdaten eines Elements
(k)

j = 1: Verschiebung u,/,

j = 2: Inkrement ug?a — Uy,

j = 3: Inkrement ugﬂl — ug:ll)
j = 4: Geschwindigkeit v,(ﬁa

j = 5: Beschleunigung aﬁa

j = 6: Geschwindigkeit v,

mit 0 < a <1 je nach Integrationsverfahren
Knotenkoordinaten des Elements

globale Knotennummer

Knotentemperatur

Elementtangentenmatrix

Residuenvektor, auch als p(nst) nutzbar
Funktionsparameter zur Steuerung der Elementroutine

le 8.1: Beschreibung der Variablen(-felder)

Durch die Einbindung der COMMON-Blécke aus dem Ordner include werden weitere
Variablen und Felder bereitgestellt. Folgend sind die verwendeten COMMON-Blocke
dargestellt und die davon genutzten Variablen kurz beschrieben:

character«4
common /bdata/

integer
common /cdata/

realx8
integer

common /eldata/

o, head
0, head (20)

numnp, numel, nummat, nen, neq, ipr
numnp, numel, nummat, nen, neq, ipr

dm
n,ma,mct,iel, nel
dm, n,ma,mct, iel, nel

real«8 tt

common /elplot/ tt(200)

realx8 bpr ,ctan ,psil
common /eltran/ bpr(3),ctan(3),psil
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integer ior,iow,ilg
common /iofile/ ior,iow,ilg

integer istv, iste, istp
common /strnum/ istv, iste, istp

integer nhl,nh2,nh3,nlm
common /hdata/ nhl,nh2,nh3,nlm

integer nstep,niter,nform, naugm, titer,taugm,tform
common /counts/ nstep,niter,nform,naugm, titer,taugm,tform

integer iaugm, iform, intvc, iautl, nstepa
common /counts/ iaugm,iform,intvc,iautl, nstepa

real«8 hr
integer mr
common hr(1),mr (1)

Listing 8.1: Verwendete COMMON-Blocke

Der letzte dargestellte COMMON-Block gehort zur Datei comblk.h.

Variable/Feld | Beschreibung

head enthélt Berechnungstitel

nen Anzahl der Knoten pro Element

n Elementnummer

ma Materialnummer

mct Zahlvariable fiir Ergebnisausgabe

iel Userelementnummer

tt STREss-Datenfeld fiir TPLOt Befehl

ctan(3) Multiplikator fiir Tangentenmatrix; ctan(2) entspricht bei

transienter Berechnung mit Zeitintegration nach dem
impliziten Eulerverfahren dem Zeitschritt At

ior, iow Variablen fiir Datenein- und Ausgabe

iste Variable fiir Spannungsprojektion auf Knoten

nhl Adresse! der History-Variablen im Feld hr(*) zur Zeit "

nh2 Adresse der History-Variablen in hr(¥*) zur Zeit "+

nh3 Adresse! der zeitunabhiingigen History-Variablen in hr(*)

niter zahlt die Iterationen eines Zeitschritts fiir die Berechnung
der inneren Variablen

hr(*) Feld zur Speicherung der History-Variablen

Tabelle 8.2: Beschreibung der verwendeten Variablen der COMMON-Blocke

!Enthilt unter isw=1 nicht die Adresse der History-Variablen, sondern deren Anzahl.
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Funktionsparameter isw

Nun wird der Funktionsparameter isw nédher beschrieben. Die Elementroutine wird
jeweils mit unterschiedlichen Werten fiir isw aufgerufen, um die einzelnen Berech-
ungsschritte der Elemente auszufiihren:

isw-Wert | Hauptfunktion

Einlesen der Materialparameter in das Feld d(*)
Kontrolle auf fehlerhafte Elemente

Berechnung von Tangentenmatrix S und Residuen p
Ergebnisausgabe

nur Berechnung der Residuen p

Projektion von Spannung und Warmestrom auf

die Knoten fiir die graphische Ausgabe

0O O = W N+~

Tabelle 8.3: isw-Funktionen

Weitere isw-Funktionen:

e bei isw = 1: Vorbereitung fiir graph. Ausgabe des Netzes:
durch den Routinenaufruf pltin2(iel) wird eine fiir die graphische Ausgabe des
Elementnetzes benotigte Liste der Knoten erstellt.

e bei isw = 1: Anzahl der History-Variablen &ndern.

e bei isw = 6: Berechnung der Werte fiir den Solution Befehl TPLOt:
Mit dem TPLOt Befehl kénnen bei jedem Losungsschritt Ergebniswerte wie
Spannung, Dehnung usw. in eine ASCII-Datei herausgeschrieben werden. Diese
Werte miissen bei isw=6 berechnet werden und im COMMON-Block elplot im
Feld tt(*) abgespeichert werden. Mit den Befehlen

BATCh
TPLOt
END
STREss, e, 1 ! Spannung
STREss, e, 2 ! Dehnung
STREss, e, 3 ! thermische Dehnung

werden die Daten fiir das Element e in die Datei * str geschrieben. Eine genaue
Beschreibung der moglichen Ausgabegrofien der Elemente erfolgt spéter.

e bei isw = 14: Startwerte fiir History-Variablen setzen.
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Zugriff auf History-Variablen
Mit Hilfe der History-Variablen konnen Werte der inneren Variablen aus dem Zeit-
schritt n in den Zeitschritt n + 1 iibergeben werden.

Alle History-Variablen sind in dem Feld hr(*) gespeichert. Beim Aufruf einer Ele-
mentroutine werden iitber den COMMON-Block hdata.h die Adressen im Feld hr(*)
der History-Variablen des jeweiligen Elements iibergeben: nhl enthélt die Adresse
der ersten History-Variable zur Zeit ¢, nh2 enthéilt die Adresse der ersten History-
Variable zur Zeit t"*! und nh3 enthilt die Adresse der ersten zeitunabhingigen
History-Variable.

Nur unter isw = 1 enthalten nh1l und nh3 nicht die Adressen der History-Variablen,
sondern deren Anzahl. Hier kann durch Setzen von nhl = x und nh3 = y die Anzahl
auf x und y gedndert werden?.

Lese- und Schreibzugriff auf die History-Variablen erfolgt durch: ... = hr(nh1+4(x-1))
bzw. hr(nh2+(x-1)) = ..., wobei x die Anzahl der zeitabhéngigen History-Variablen
des Elements ist. Analog dazu erfolgt der Zugriff auf die zeitunabhingigen History-
Variablen.

Das Umschreiben der History-Variablen von hr(nh2+(x-1)) auf hr(nhl1+4(x-1)) er-
folgt erst zu Beginn des jeweils néchsten Zeitschritts, dass heifit bei isw = 4 bzw.
isw = 8 miissen ggf. zur Ergebnisausgabe die Werte aus hr(nh2+(x-1)) benutzt wer-
den.

Bei isw = 14 konnen History-Variablen falls benotigt mit Startwerten belegt wer-
den, ansonsten haben die History-Variablen am Anfang den Wert null.

2 nh2 wird automatisch auf den Wert von nhl gesetzt.
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8.1 Thermoviskoelastisches Dehnstabelement

Das thermoviskoelastische Dehnstabelement wurde in FEAP als Userelement elmt04

eingebunden. Es folgt die Beschreibung der lokal in der Elementroutine verwendeten
Variablen und Felder:

Variable/Feld Beschreibung

i, J, YY, hhl Hilfsvariablen

tdof Nummer des thermischen Freiheitsgrades

area Querschnittsflache

alpha thermischer Ausdehnungskoeffizient

rho Dichte

xk Warmeleitzahl

c spezifische Warmekapazitit

TempO Referenztemperatur

bf(4) spezifische Volumenkréfte/Wiarmequelle

E, E1, eta Materialparameter des 3P-Modells

dt Zeitschritt

xlen Elementlénge

dx, du Hilfsvariablen zur Dehnungsberechnung

xx(3) Koordinaten des Elementmittelpunkts

ta mittlere Temperaturdnderung im Element
body(4) resultierende Volumenkraft/Wérmequelle am Knoten
rcos(8) Richtungscosinus

eps, sig, forc, flux Dehnung, Spannung, Stabkraft, Warmestrom
epsv, epsvn, epsth | viskose Dehnung zur Zeit "1, ¢, therm. Dehnung
Pvn, QDn, D1, D2 | Hilfsvariablen fiir Tangentenmatrix und Residuen
K1- K5, KK1-KK4 | Hilfsvariablen fiir Tangentenmatrix und Residuen

Tabelle 8.4: Beschreibung lokale Variablen elmt04

Nun folgt der Quellcode des thermoviskoelastischen Dehnstabelements. Vorgelagert
ist die Beschreibung der Elementroutine. Dabei wird ggf. die entsprechende Glei-
chungsnummer aus der zuvor gemachten Herleitung angegeben.

Zeile | Beschreibung

2 | Routinenkopf mit Variableniibergabe

23-31 | Einbindung der COMMON-Blo6cke
34, 35 | Deklaration/Dimensionierung der Variablen aus Routinenkopf
37-42 | Deklaration/Dimensionierung der lokalen Variablen

Tabelle 8.5: Beschreibung Elementroutine elmt04 Teil 1
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Zeile | Beschreibung
47-69 | isw=1 Funktion:
51, 52 Ausgabe der Elementbezeichnung
54 Einlesen Materialparameter d(*) und tdof in Subroutine inmate
56 - 66 Uberpriifung der Knotenfreiheitsgrade auf Fehler
69 Routinenaufruf pltin2(iel)
73-95 | isw=2 Funktion:
77-81 Test auf Element ohne Knoten
82-95 Test auf Element ohne Lénge
99-249 | isw=3 und isw=6 Funktionen:
103-117 relevante Materialparameter aus d(*) iibernehmen
120-123 Einlesen des Zeitschritts aus ctan(2), beim 1. Routinenaufruf
ist ctan(2) noch mit 0 belegt, d.h. dt bekdme den Wert 1/0
zugewiesen, deshalb wird in diesem Fall dt auf 0 gesetzt
125-135 Berechnung von Dehnung nach Gl. (6.77) und Elementlinge
138 Einlesen der viskosen Dehnung zur Zeit ¢,
140-154 Berechnung der Variablen fiir Tangentenmatrix und Residuen
nach Gl. (6.64) - (6.72), (6.91), (6.100) - (6.102)
157 Berechnung der mittleren Temperaturdnderung im Element
159-163 Berechnung von thermischer Dehnung, Stabkraft (6.76),
Spannung und Warmestrom (6.83)
166 Berechnung der viskosen Dehnung zur Zeit ¢,,,1 nach (6.7)
169 Abspeichern der viskosen Dehnung in hr()
171-179 Speichern von Spannung, Dehnung, thermischer Dehnung,
Stabkraft, Warmestrom und viskoser Dehnung im
STREss-Feld tt(*) fir TPLOt-Kommando
181-187 Erstellung des Richtungscosinusfeldes nach (6.36)
189-192 Berechnung Volumenkraft-/Wiarmequellvektor, siehe (6.93)
194-213 Berechnung der Residuen nach (6.93)
216-249 | isw=3 Funktion:
220-247 Erstellung der Tangentenmatrix nach Gl. (6.103)
253-319 | isw=4 und isw=8 Funktionen:
257-262 relevante Materialparameter aus d(*) iibernehmen
265 Konstante fiir Warmestrom
268 Einlesen der viskosen Dehnung zur Zeit ¢,
270-281 Berechnung von Dehnung und Elementlange
284 Berechnung der mittleren Temperaturdnderung im Element
286 - 290 Berechnung von therm. Dehnung, Spannung (6.1),
Stabkraft und Warmestrom
292-304 | isw=4 Funktion:
Ausgabe von Element-, Materialnummer, Koordinaten der
Elementmitte, Stabkraft, Spannung, Dehnung, therm.
Dehnung, viskoser Dehnung, Warmestrom
305-317 | isw=8 Funktion:
Projektion von Spannung und Warmestrom auf die Knoten
326-344 | FORMAT-Anweisungen

Tabelle 8.6: Beschreibung Elementroutine elmt04 Teil 2
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le-—iiiiiH——— 0
2 subroutine elmt04(d,ul,x1,ix,tl,s,p,ndf, ndm,nst, isw)

3

4 c Autor: Christoph Broecker, Matr.-Nr. 21206760

5 ¢c Universitaet Kassel 11/2006

6

7 c————- [—— e ]
8 ¢ 3 dimensional thermoviskoelastic truss element routine (3p-modell)
9

10 ¢ Outputs: (isw = 4)

11

12 ¢ XX — Coordinates at mid-length of truss bar

13 ¢ forc - force on truss bar

14 ¢ sig - stress on truss bar

15 ¢ eps — Strain on truss bar

16 c epsth - thermal strain

17 ¢ epsv - viscous strain

18 ¢ flux - Flux on truss bar

19 c————- [ ]
20

21 implicit none

22

23 include 'bdata.h’

24 include 'cdata.h’

25 include ’eldata.h’

26 include ‘'elplot.h’

27 include ‘'eltran.h’

28 include 'iofile.h’

29 include 'strnum.h’

30 include ’hdata.h’

31 include ’comblk.h’

32

33

34 integer ix (*),ndf,ndm,nst, isw

35 realx8 d(*),ul (ndf,nen, *),x1(ndm,nen),tl(*),p(ndf, ), S(nst,nst)
36

37 integer i, j, tdof

38 realx8 area, alpha, rho, xk, ¢, TempO, bf(4), E, El, eta, dt
39 realx8 xlen, dx, du, xx(3), ta, body(4)

40 realx38 rcos(8), YY

41 realx8 eps, sig, forc, flux, epsv, epsvn, epsth

42 real«8 hhl,Pvn,QDn, D1,D2,K1,K2,K3,K4,K5,KK1,KK2, KK3, KK4

43

44 save

A5

46

47 ¢ INPUT MATERIAL PROPERTIES

19 if(isw.eqg.1l) then

50

51 write(iow, 2000)

52 if(ior.1t.0) write(*,2000)

53 ¢ Input material parameters

54 call inmate(d, tdof,ndmx2,2)

55

5

check if ndm=3 and ndf=tdof=4

(@
Q
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f(ndm.1lt.3) then
write(iow,3003)
if(ior.1t.0) write(*,3003)
elseif (ndf.ne.4) then
write(iow,3004)
if(ior.1t.0) write(*,3004)
elseif (tdof.ne.4) then
write(iow,3005)
if(ior.1t.0) write(*,3005)
endif

Set plot sequence
call pltln2(iel)

CHECK FOR ZERO LENGTH ELEMENTS

elseif (isw.eqg.2) then

COMPUTE ELEMENT STIFFNES

if(ix (1) .eq.0 .or. ix(2).eqg.0) then
write(iow,4000) n,ix(1),1ix(2)
if(ior.1t.0) then
write(*,4000) n,ix(1),ix(2)
endif
else
xlen = 0.0d0
eps = 0.0d0
do i = 1,3
eps = max(eps , abs(xl(i, 1)),

xlen = max(xlen, abs(xl(i,2)

end do

if(xlen.eq.1.0d-10xeps) then

write(iow,4001) n
if(ior.1t.0) then
write(x,4001) n
endif
endif
endif

elseif(isw.eq.3 .or. isw.eqg.6)

Materialparameter
area = d(32)
E = )
alpha = )
rho = )
xk =
c =
TempO =
El = d(
eta = d(

- n e

d(1l
(3
(4
(
(
(
1
2

g o000 0 0
— — O o o

AND RESIDUAL ARRA

then

- x1(1,1)))
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Volumenkraefte / Waermequelle
do i =1,3
bf(i) = d(10+1)
end do
bf(4) = d(66)

Einlesen des Zeitschritts

dt = 1/ctan(2)

if(ctan(2).eq.0.0d0) then
dt = 0.0d0

endif

Compute strain and length
xlen = 0.0d0

eps = 0.0d0

do i =1,3
dx = x1(1i,2) - x1(i,1)
du =ul(i,2,1) - ul(i,1,1)
eps = eps + dxxdu
xlen = xlen + dxx*2

end do

eps = eps/xlen

xlen = sqgrt(xlen)

Einlesen der viskosen Dehnung zur Zeit t_n
epsvn = hr (nhl)

Konstanten

hhl = eta + Elxdt

Kl = area/xlen *(E + E1 - (E1xElxdt)/hhl )
K2 = Exareaxalpha/2

K3 = etaxElxElxarea/(hhlshhl)xepsvn

K4 = xk*area/xlen

K5 = etaxElxElxarea/(2+«xxlenxhhlxhhl)

D1 = TempOxK2

D2 = rhoxarea*xlen*c/6

Pvn = etaxElxarea/hhlxepsvn

ODn = etaxElxEl*areaxxlen/ (2+hhl+hhl)«epsvnxepsvn
KK1 = ODn + KS#xlenxxlenxepsxeps — K3*xlenxeps
KK2 = 1/dt«D1 + K3 - 2*K5+xlenx*eps

KK3 = 2/dt«D2 + K4

KK4 = 1/dt«D2 — K4

Compute temperature change
ta = 0.5d0x(ul(4,1,1) + ul(4,2,1))

Compute strain_th, force, stress and flux for tplot
epsth = alphaxta

forc = xlenxKlxeps - Pvn - Exareaxepsth

sig = forc/area

flux = Ké4*(ul(4,1,1) - ul(4,2,1))

Berechnung der viskosen Dehnung
epsv = Elxdt/hhlxeps + eta/hhl*epsvn

Abspeichern der viskosen Dehnung in hr ()
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169 hr (nh2) = epsv

170

171 ¢ Save stress, strain, strain_th, force, flux and viscous strain
172 ¢ for tplot

173 tt(l) = sig

174 tt(2) = eps

175 tt(3) = epsth

176 tt(4) = forc

177 tt(5) = flux

178 tt(6) = epsv

179 ¢ siehe programmer manual S.47

180

181 c.o v n Richtungscosinusfeld

182 DO i=1,3

183 rcos (i) = (x1(i,2) - x1(i,1)) / xlen

184 rcos(i+4) = —-rcos (1)

185 END DO

186 rcos (4)=0.0d0

187 rcos (8)=0.0d0

188

189 ¢ Volumenkraefte/Waermequellvektor

190 do i =1,4

191 body (i) = rhoxareaxxlen/2*bf (1)

192 end do

193

194 c....... Residuenvektor p(4,2)

195 ¢ Residuenterme aus Vektor mit Stabkraft N, KK1 und Waermestrom Q_E
196 do i =1,3

197 p(i, 1) = rcos(i) = forc

198 p(i,2) = -p(i,1)

199 end do

200 p(4,1) = KK1 - flux

201 p(4,2) = KK1 + flux

202 ¢ Residuenterme aus Volumenkraft/Waermequellenvektor
203 do i =1,4

204 p(i,1) = p(i,1) + body (i)

205 p(i,2) = p(i,2) + body (i)

206 end do

207 ¢ Residuenanteile von Daempfungsmatrix * Geschwindigkeiten
208 DO i=1,3

209 p(4,1) = p(4,1) - rcos(i)*Dl«( — ul(i,1,4) + ul(i,2,4) )
210 p(4,2) = p(4,2) — rcos(i)*Dl«( — ul(i,1,4) + ul(i,2,4) )
211 END DO

212 p(4,1) = p(4,1) — 2«D2»ul(4,1,4) - D2+ul(4,2,4)
213 p(4,2) = p(4,2) - D2%ul(4,1,4) — 2+«D2%ul(4,2,4)
214

215

216 c Compute element stiffness

217

218 if(isw.eqg.3) then

219

220 c.. ... Tangentenmatrix K_t

221 ¢ 6x6 Tangentenmatrixterme mit K_1

222 DO i=1,8

223 YY=rcos (1) *K1

224 DO j=i,8
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C

S(j,1i)=rcos(j)*YY

S(l,j)=s
END DO
END DO

(3,1)

6x2 Tangentenmatrixterme mit K_2

DO i=1,3

S(i,4) =
S(i,8) =
S (

END DO

K2xrcos
K2xrcos

i+4,4)=-K2+*rcos
S(i+4,8)=—-K2*rcos

6x2 Tangentenmatrixterme von KK2

DO i=1,3

S
S
S

(4,1) =—KK2*rcos (1)
(8,1) =—KK2*rcos (1)
(4 i+4)= KK2+xrcos (1)
S( (1)

8,1i+4)= KK2*rcos

END DO

2x2 Tangentenmatrixterme mit KK3 und KK4

S(4,4)= KK3

S(4,8)= KK4
S(8,4)= KK4
S(8,8)= KK3
endif

OUTPUT STRESS AND STRAIN IN ELEMENT

elseif (isw.eqg.4 .or.

Materialparameter

area = d(32

E = d(1)

alpha = d(3)

xk = d(61l)

El1 = d(51)
Konstante

K4 = xkxarea/xlen

Einlesen der viskosen Dehnung

)

epsv = hr(nh2)

isw.eq.8)

Compute strain and length

xlen = 0.0d0

eps = 0.0d0
do i =1,3

dx = x1(i,2) - x1(i,1)

du = ul(i,2,1) — ul(i,1,1)

eps = eps + dxxdu

xlen = xlen + dx*x*2

xx (1) = (x1(i,2) + x1(i,1))=0.5d0
end do

eps = eps/xlen

then
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xlen = sqgrt(xlen)

Compute temperature change
ta = 0.5d0x(ul(4,1,1) + ul(4,2,1))

Compute strain_th, stress, force and flux
epsth = alphaxta

sig = (E + El)xeps - Elxepsv - Exepsth
forc = sigxarea

flux = Ké4x(ul(4,1,1) - ul(4,2,1))

Output element results

if(isw.eqg.4) then
mct = mct - 1
if(mct.le.0) then
write(iow,2001) o, head
if(ior.1t.0) write(*,2001) o,head
mct = 50
endif
write(iow,2002) n,ma,xx,forc,sig,eps,ep
if(ior.1t.0) then
write(*,2002) n,ma,xx,forc,sig,eps,ep
endif
else

Coveennnns Stress projections

C

2000

2001

QR R

&

(aus subroutine trcnnd uebernommen und
plot,stre,1 -> Spannung ploten
plot,stre,2 -> Flux ploten
do i =1,2
p(i, 1) = p(i,1) + 1.d0
s(i, 1) s(i, 1) + sig
s(i+2,1) = s(i+2,1) + flux
end do ! i
iste = 2
siehe programmer manual S.48

endif

endif

FORMATS

format (///

14

____________ USER ELEMENT

sth,epsv, flux

sth,epsv, flux

angepasst)

04 : ——————---—

3D Thermoviscoelastic

T rus s E1lemen

t

format (al,20a4//9x, '3D Thermoviscoelastic Truss Element’//

4

Elmt Matl ", "l-coord 2—coord 3-

& 9%, "Force’,8x, 'Stress’,8x, "Strain’, 4x, 'th.
& 3x,’'vis. Strain’,10x, "Flux’)

coord’,
Strain’,
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2002 format(2i5,1p,3e11.3,1p,6el14.5)

3003 format(’ *ERROR* 3D Element -> ndm must be EQUAL 37)
3004 format(’ *ERROR* ndf must be EQUAL 3')
3005 format(’ »ERROR* tdof must be EQUAL 37)

4000 format(’ *ERROR+ Element’,i7,’ has nodes’,2i8)
4001 format(’ *ERRORx Element’,i7,’ has zero length’)

Listing 8.2: Quellcode Elementroutine elmt04
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8.2 Thermoplastisches Dehnstabelement

Das thermoplastische Dehnstabelement wurde in FEAP als Userelement elmt05 ein-
gebunden. Es folgt die Beschreibung der lokal in der Elementroutine verwendeten
Variablen und Felder:

Variable/Feld Beschreibung

LYY Hilfsvariablen

tdof Nummer des thermischen Freiheitsgrades

count Iterationszéhler fiir Newtonverfahren

marke, ipiv(4), dum(4)| Variablen fiir Gaussloser

xlen, dx, du Elementliange, Hilfsvariablen zur Dehnungsberechnung
xx(3) Koordinaten des Elementmittelpunkts

ta mittlere Temperaturdnderung im Element

body(4) resultierende Volumenkraft/Wérmequelle am Knoten
dt Zeitschritt

area, E Querschnittsflache, Elastizitdtsmodul

alpha, rho thermischer Ausdehnungskoeffizient, Dichte

xk, ¢ Warmeleitzahl, spezifische Warmekapazitét

TempO Referenztemperatur

bf(4) spezifische Volumenkréfte/ Wirmequelle

kapO Anfangsfliespannung

beta, gamma Parameter isotr. Verfestigung

kina, kinb Parameter kin. Verfestigung

Qflag Kontrollparameter, bei Qflag=1 wird plast.

Spannungsleistung mal Taylor-Quinney-Koeff.
als Warmequelle verwendet

gamma?2 Taylor-Quinney-Koeffizient

epn, xin, kapn, plbln A SN

ep, xi, kap, lambda entl, € k" plastischer Multiplikator A

sigtr, ff, nn Trailspannung, Fliefunktion f, sgn(o — &)

1(4), dldq(4,4), dq(4) | Variablen zur Berechnung der inneren Variablen
tol, norml Variablen fiir Konvergenzpriifung

h(4) Variablen fiir Matrix dq/dy

K1-K5, KK1-KK5 Hilfsvariablen fiir Tangentenmatrix und Residuen
HH1 - HH4, QD Hilfsvariablen fiir Tangentenmatrix und Residuen
QD1,- QD4 Hilfsvariablen fiir Tangentenmatrix und Residuen
eps, epsth Dehnung, therm. Dehnung

sig, forc, flux Spannung, Stabkraft, Warmestrom

rcos(8) Richtungscosinus

es im Material gespeicherte Energie

apn, ap spezifische plastische Arbeit bei 7, ¢"+!

state Variable fiir Start des elast. Pradiktors

noconv Variable fiir Konvergenzpriifung

Tabelle 8.7: Beschreibung lokale Variablen elmt05
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Nun folgt der Quellcode des thermoplastischen Dehnstabelements. Vorgelagert ist
die Beschreibung der Elementroutine. Dabei wird ggf. die entsprechende Gleichungs-
nummer aus der zuvor gemachten Herleitung angegeben.

Zeile | Beschreibung
2 | Routinenkopf mit Variableniibergabe
23-34 | Einbindung der COMMON-Bl6cke
37, 37 | Deklaration/Dimensionierung der Variablen aus Routinenkopf
41-59 | Deklaration/Dimensionierung der lokalen Variablen
67-106 | isw=1 Funktion:
71, 72 Ausgabe der Elementbezeichnung
74 Einlesen Materialparameter d(*) und tdof in Subroutine inmate
7 Anzahl der History-Variablen auf 5 erhchen
79-90 Ausgabe der Plastizitdtsmaterialparameter
92-102 Uberpriifung der Knotenfreiheitsgrade auf Fehler
106 Routinenaufruf pltin2(iel)
109-131 | isw=2 Funktion:
113-117 Test auf Element ohne Knoten
118-131 Test auf Element ohne Lénge
135-528 | isw=3 und isw=6 Funktionen:
140- 164 relevante Materialparameter aus d(*) iibernehmen
166-170 Einlesen des Zeitschritts aus ctan(2), beim 1. Routinenaufruf
ist ctan(2) noch mit 0 belegt, d.h. dt bekdme den Wert 1/0
zugewiesen, deshalb wird in diesem Fall dt auf 0 gesetzt
172-179 Einlesen der inneren Variablen plast. Dehnung, kin. und
isotr. Verfestigung sowie der plast. Bogenldnge und der
spezifischen plast. Arbeit der Zeit ¢”
182-192 Berechnung von Dehnung nach Gl. (7.32) und Elementlénge
194-196 Berechnung der mittleren Temperaturidnderung im Element
und der thermischen Dehnung
200 Berechnung der Trailspannung nach (7.46)
203 Elast. Pradiktor: Berechnung der FlieBfunktion (7.47)
206-211 beim 1. Routinenaufruf des Zeitschritts wird Verschiebung/

Temperaturdnderung berechnet (entspricht niter=0), erst
danach beginnt Iteration zur Berechnung der innernen
Variablen

Tabelle 8.8: Beschreibung Elementroutine elmt05 Teil 1
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Zeile | Beschreibung
214-353 Plastischer Korrektor:
217-295 Berechnung der inneren Variablen durch Loésung von (7.70)
221-230 Startwerte setzen fiir Newtonverfahren
232-295 Newtonverfahren
238-242 Aufbau der rechten Seite von (7.70)
244 -248 Norm der rechten Seite fiir Konvergenzpriifung
250 - 266 Aufbau der Koeffizientenmatrix von (7.70)
269 Losung von (7.70) mit Gaussverfahren
271-275 Update der inneren Variablen nach (7.71)
277-290 Priifung der Konvergenz, ggf. Ausgabe einer Warnung bei
fehlender Konvergenz
293 Spannung mit aktualisierter plast. Dehnung
298- 326 Losung von Gl. (7.80)
300-317 Aufbau der Koeffizientenmatrix von (7.80)
319-323 Aufbau der rechten Seite von (7.80)
326 Losung von (7.80) mit Gaussverfahren
330-336 Berechnung von QD1 - QD4 nach (7.152) - (7.155) fiir
Herleitung mit Taylor-Quinney-Koeffizient
338-347 Berechnung von QD1 - QD4 nach (7.123) - (7.126)
349-353 Berechnung von HH1 - HH4 nach (7.119) - (7.122)
356-374 Elastischer Pradiktor:
360- 363 Umschreiben der inneren Variablen nach (7.48) - (7.50)
366 Nullsetzen des plast. Multiplikators
368-372 Nullsetzen von HH1 - HH4 um (7.52) zu erreichen
376 - 380 Abspeichern der inneren Variablen, plast. Bogenlange in hr()
382-384 Berechnung Stabkraft, Spannung
386-391 Konstanten nach (7.22) - (7.26)
394 -397 Konstanten nach (7.150) und (7.151) fiir Herleitung mit
Taylor-Quinney-Koeffizient
398-401 Konstanten nach (7.121) und (7.122)
403-408 Konstanten fiir Tangentenmatrix nach (7.112) - (7.116)
411 Wirmestrom nach (7.36)
412-415 QD nach (7.149) fiir Herleitung mit Taylor-Quinney-Koeff.
415-419 QD nach (7.28)
422 -440 Berechnung der Energieumsetzung
425 spezifische plast. Arbeit nach (3.201)
428 Abspeichern der spezifischen plast. Arbeit in hr()
431-432 gespeicherte Energie fiir Herleitung mit Taylor-Quinney-
Koeffizient nach (7.162)
433-435 gespeicherte Energie nach (3.207)
438 Verhiltnis gespeicherte Energie zu plast. Arbeit (3.208)

Tabelle 8.9: Beschreibung Elementroutine elmt05 Teil 2
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Zeile | Beschreibung
440-457 Speichern von Spannung, Dehnung, thermischer Dehnung,
Stabkraft, Warmestrom, plast. Dehnung, kin. und isotr.
Verfestigungsvariable, plast. Bogenlange, plast. Arbeit,
gespeicherte Energie, Verhéltnis gespeich. Energie zu
plast. Arbeit im STREss-Feld tt(*) fiir TPLOt-Kommando
460 - 466 Erstellung des Richtungscosinusfeldes nach (6.36)
468-471 Berechnung Volumenkraft-/Wiarmequellvektor, siehe (7.38)
473-492 Berechnung der Residuen nach (7.38)
495-528 | isw=3 Funktion:
499- 526 Erstellung der Tangentenmatrix nach Gl. (7.128)
532-600 | isw=4 und isw=8 Funktionen:
537-541 relevante Materialparameter aus d(*) iitbernehmen
543 - 546 Einlesen der inneren Variablen zur Zeit ¢,
548 - 559 Berechnung von Dehnung und Elementlénge
562 Konstante fiir Warmestrom
565 Berechnung der mittleren Temperaturdnderung im Element
567-571 Berechnung von therm. Dehnung, Spannung, Stabkraft
und Wéirmestrom
573-585 | isw=4 Funktion:
Ausgabe von Element-, Materialnummer, Koordinaten der
Elementmitte, Stabkraft, Spannung, Dehnung, thermischer,
plastischer Dehnung, kinematischer und isotroper
Verfestigungsvariable, Warmestrom
586 - 600 | isw=8 Funktion:
Projektion von Spannung und Warmestrom auf die Knoten
607-656 | FORMAT-Anweisungen

Tabelle 8.10: Beschreibung Elementroutine elmt05 Teil 3
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o
subroutine elmt05(d,ul,x1,ix,tl,s,p,ndf, ndm,nst, isw)

c Autor: Christoph Broecker, Matr.-Nr. 21206760

c Universitaet Kassel 11/2006

c————— -t -+ - - k- - ]

c 3 dimensional thermoplastic truss element routine

C Outputs: (isw = 4)

c XX — Coordinates at mid-length of truss bar

c forc - force on truss bar

c sig - stress on truss bar

C eps - Strain on truss bar

c epsth - thermal strain

C ep - plastic strain

c xi - internal variable xi for kinematic hardening

C kap - internal variable kappa for isotropic hardening

c flux - Flux on truss bar

c

C————- [ ]

implicit none

include ’bdata.h’

include ’cdata.h’

include ’eldata.h’
include ’elplot.h’
include ’eltran.h’
include ’'iofile.h’
include 'strnum.h’
include ’hdata.h’

include counts.h’
include comblk.h’

~

~

integer ix (*),ndf,ndm,nst, isw
realx8 d(*),ul(ndf,nen, ), xl(ndm,nen),tl(x),p(ndf, x),S(nst,nst)

integer i, j, tdof, count, marke, ipiv(4)

realx38 xlen, dx, du, xx(3), ta, body(4)

realx8 dt, area, E, alpha, rho, xk, c, TempO, bf(4)
realx8 kap0, beta, gamma, kina, kinb, Qflag, gamma?
realx8 epn, xin, kapn, plbln, ep, xi, kap, lambda
realx8 sigtr, ff, nn

realx8 11(4), dldg(4,4), dg(4), dum(4),tol, norml, h(4)
real«8 K1,K2,K3,K4,K5,KK1,KK2,KK3,KK4,KK5,D1, D2

realx8 HH1,HH2,HH3, HH4, QD, QD1, QD2, QD3, QD4

realx8 rcos(8), YY

realx8 eps, epsth, sig, forc, flux
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Q

Q

C

Q

realx8 es, apn, ap, verh
logical state, noconv
data tol /1.d4-08/

save

INPUT MATERIAL PROPERTIES
if(isw.eqg.1l) then

write(iow, 2000)

if(ior.1t.0) write(%,2000)

Input material parameters

call inmate(d, tdof,ndmx2, 2)

Anzahl der History Variablen erhoehen

nhl = nhl + 1

Materialparameter ausgeben

if (d(235).eg.l) then
write(iow,2004) d(41),
if(ior.1t.0) then
write(x,2004) d(41),
endif
else
write(iow,2003) d(41),
if(ior.1t.0) then
write(x,2003) d(41),
endif
endif

(d(230+1),

(d(230+1),

(d(230+1),

(d(230+1),

check i1f ndm=3 and ndf=tdof=4

if(ndm.1lt.3) then
write(iow,3003)

if(ior.1t.0) write(x,3003)

elseif (ndf.ne.4) then
write(iow,3004)

if(ior.1t.0) write(x,3004)

elseif (tdof.ne.4) then
write(iow,3005)

if(ior.1t.0) write(x,3005)

endif

Set plot sequence
call pltln2(iel)

CHECK FOR ZERO LENGTH ELEMENTS

elseif (isw.eqg.2) then

i=1,6)

i=1,6)

i=1,5)

i=1,5)
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113 if(ix(1l).eq.0 .or. ix(2).eq.0) then
114 write(iow,4000) n,ix(1),1ix(2)
115 if(ior.1t.0) then

116 write(*,4000) n,ix(1l),ix(2)
117 endif

118 else

119 xlen = 0.0dO

120 eps = 0.0d0

121 do i =1,3

122 eps = max(eps , abs(x1l(i, 1)), abs(xl(i,2)))
123 xlen = max(xlen, abs(x1(i,2) - x1(i,1)))
124 end do

125 if(xlen.eq.1.0d-10xeps) then
126 write(iow, 4001) n

127 if(ior.1t.0) then

128 write(*,4001) n

129 endif

130 endif

131 endif

132

133

134

135 ¢ COMPUTE ELEMENT STIFFNESS AND RESIDUAL ARRAYS
136

137 elseif(isw.eqg.3 .or. isw.eq.6) then
138

139

140 c....... Materialparameter

141 area = d(32)

142 E = d(1)

143 alpha = d(3)

144 rho = d(4)

145 xk = d(61)

146 c = d(64)

147 TempO0 = d(9)

148 ¢ isotrope Verfestigung

149 kap0 = d(41)

150 beta = d(231)

151 gamma = d(232)

152 ¢ kinematische Verfestigung

153 kina = d(233)

154 kinb = d(234)

155 ¢ bei Qflag=1l Waemeleitungsgleichung mit Taylor-Quinney-Koeffizient
156 Qflag = d(235)

157 ¢ Taylor—-Quinney-Koeffizient

158 gamma?2 = d(236)

159

160 c Volumenkraefte / Waermequelle

161 do i =1,3

162 bf (i) = d(10+1)

163 end do

164 bf(4) = d(66)

165

166 c Zeitschritt einlesen

167 dt = 1/ctan(2)

168 if(ctan(2).eq.0.0d0) then



169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224

Kapitel 8.

Implementierung in Feap

127

dt = 0.0d0
endif

Einlesen der inneren Variablen zur Zeit t_n

epn = hr (nhl)
xin = hr (nhl+1)
kapn = hr (nhl+2)

plastische Bogenlaenge

plbln = hr(nhl+3)

spezifische plastische Arbeit
apn = hr(nhl+4)

Compute strain and length

xlen = 0.0d0

eps = 0.0d0

do i =1,3
dx = x1(1i,2) - x1(i,1)
du = ul(i,2,1) — ul(i,1,1)
eps = eps + dxxdu
xlen = xlen + dx*x*2

end do

eps = eps/xlen

xlen = sqgrt(xlen)

Compute temperature change and thermal strain
ta = 0.5d0*(ul(4,1,1) + ul(4,2,1))
epsth = alphaxta

Trail stress
sigtr = Ex(eps - epn - epsth)
Elastischer Praediktor

ff = abs(sigtr - xin) - (kapO + kapn)

Check state for iterations

if(niter.eq.0) then ! First iteration in step
state = .false.

else ! Not first iteration in step
state = .true.

endif

plastischer Bereich
if (£f£.9t.0.0d0 .and. state) then

..Loesen des nichtlin. GLS

1(y,q)=0
mit Newton-Verfahren zur Berechunng der inneren Variablen

Startwerte
ep = epn
xi = xin

kap = kapn
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225 lambda = 0.0d0

226

227 sig = sigtr

228

229 noconv = .true.

230 count = 0

231

232 do while (noconv)

233

234 count = count + 1

235

236 nn = (sig - xi)/abs(sig - xi)

237

238 ¢ Aufbau der rechten Seite

239 11(1) = ep - epn - lambdaxdt*nn

240 11(2) = xi - xin - lambdaxdt=*(kinax*nn - kinbxxi)
241 11(3) = kap - kapn - lambdaxdt*betax (gamma/beta - kap)
242 11(4) = abs(sig - xi) - (kapO + kap)

243

244 ¢ Norm der rechten Seite fuer Pruefung auf Konvergenz
245 norml = 0.d0

246 do i=1,4

247 norml = norml + abs(11(1))

248 enddo

249

250 ¢ Aufbau der Koeffizientenmatrix F = dl/dg
251 c Nullsetzen der Matrix

252 do i=1,4

253 do j=1,4

254 dldg(i, j) = 0.0d0

255 enddo

256 enddo

257 ¢ Berechnen der Koeffizienten

258 dldg(l,1) = -1.0d0

259 dldg(l,4) = dtxnn

260 dldg(2,2) = -1.0d0 - lambdaxdtxkinb

261 dldg(2,4) = dt*(kinax*nn - kinbxxi)

262 dldg(3,3) = -1.0d0 - lambdaxdtxbeta

263 dldg(3,4) = dtxbetax*(gamma/beta - kap)

264 dldg(4,1) = Exnn

265 dldg(4,2) = nn

266 dldg(4,3) = 1.0d0

267

268 c Gaussloeser

269 call fgauss(4,dldqg,4,11,dgq,marke,dum, ipiv)
270

271 ¢ Update der inneren Variablen und von lambda
272 ep = ep + dg(l)

273 xi = x1i + dg(2)

274 kap = kap + dg(3)

275 lambda = lambda + dg(4)

276

277 ¢ Pruefung der Konvergenz

278 if ((norml.le.tol)

279 & .and. ( abs(dg(l)).le.tol*abs(ep ) )

280 & .and. ( abs(dg(2)).le.tolxabs(xi ) )
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.and. ( abs(dg(3)).le.tolxabs(kap )
.and. ( abs(dg(4)).le.tolxabs(lambda)
noconv = .false.
elseif (count.gt.25) then
if(ior.1t.0) then
write(%,3000) lambda,dqg(4)
endif
write(iow,3000) lambda,dqg(4)
noconv = .false.
endif

Berechnung der neuen Spannung
sig = Ex(eps - ep - epsth)
enddo !

while (noconv)

Berechnen der Werte hl, h2, h3 und hi4
Aufbau der Koeffizientenmatrix F = dl/dg
nn = (sig - xi)/abs(sig - xi)
Nullsetzen der Matrix
do i=1,4

do j=1,4

dldg(i,j) = 0.0d0

enddo
enddo
Berechnen der Koeffizienten
dldg(1l,1) = -1.0d0
dldg(l,4) = dtxnn
dldg(2,2) = -1.0d0 - lambdaxdtxkinb
dldg(2,4) = dt*(kina*nn - kinb=xxi)
dldg(3,3) = -1.0d0 - lambdaxdtxbeta
dldg(3,4) = dtxbetax (gamma/beta - kap)
dldg(4,1) = E*nn
dldg(4,2) = nn
dldg(4,3) = 1.0d0

Aufbau der rechten Seite

11(¢(1) = 0.0d0
11(2) = 0.0d0
11(3) = 0.0d0
11(4) = Exnn/xlen

Loesen des lin. GLS
call fgauss(4,dldqg,4,11,h,marke,dum, ipiv)

Berechnen der Werte QD1,
if (Qflag.eq.1.0d0) then

QD2, OD3 und QD4

mit Taylor-Quinney-Koeffizient

)
)

)

then

OD1 = - lambda*Exareaxxlen/2+gamma2*nn

QD2 = 0.0d0

OD3 = 0.0d0

QD4 = areaxxlen/2+nn«*( gammal2x+sig + TempO*Exalpha )
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else
QoD1 = 0.0d0
QD2 = lambdaxareaxxlenxkinb/kinaxxi
OD3 = - lambda*areaxxlen*beta/gammaxkap
QD4 = areaxxlen/2«*
( kap0 + TempO*xExalpha*nn + kinb/kina*xi*xi
+ beta/gammaxkapxkap )
endif

. .berechnen der Konstanten fuer dg/dg*dqg/dy

= Exarea*h (1)

= Exarea*alpha/2xxlen+h (1)

= QD1xh (1) + QD2%h(2) + QD3%h(3) + QD4xh(4)
= —alpha*xlen/2+HH3

HH
HH
HH
HH

else

1
2
3
4

..elastischer Bereich

..Update der inneren Variablen g (n+l) = g.n
ep = epn
xi = xin
kap = kapn

..plastischen Multiplikator auf null setzen
lambda =

0.0do0

..setzen der Konstanten aus dg/dgxdg*dy auf null
= 0.0d0
= 0.0d0
= 0.0d0
= 0.0d0

HH
HH
HH
HH

endi

1
2
3
4

£

Abspeichern
hr (nh2) =
hr (nh2+1) =
hr (nh2+2) =
hr (nh2+3) =

der inneren Variablen g_(n+1)
ep

x1i

kap

plbln + lambdaxdt

Compute force, stress

forc
sig

Exareax(eps - ep - epsth)

= forc/area

Konstanten berechnen

K1l
K2
K3
D1
D2

= Exarea/xlen

Exarea*alpha/2
xkxarea/xlen
TempO*K2
rhoxarea*xlenxc/6
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if (Qflag.eq.1.0d0) then
mit Taylor-Quinney-Koeffizient

K4 = lambdaxExarea/2+xgamma2*nn

K5 = lambdaxExareaxalpha*xlen/4xgamma2+nn
else

K4 = 0.0d0

K5 = 0.0d0
endif

Konstanten fuer Tangentenmatrix
KK1 = K1 - HHI

KK2 = K2 - HH2

KK3 = 1/dt+«Dl1 - K4 - HH3

KK4 K3 + 2/dt«D2 + K5 - HH4
KK5 = -K3 + 1/dt«D2 + K5 - HH4

Compute flux, QD(nn,xi,kap)
flux = K3x(ul(4,1,1) — ul(4,2,1))
if (Qflag.eqg.1.0d0) then

mit Taylor-Quinney-Koeffizient

QD = lambdaxareaxxlen/2+nnx( gamma2+xsig + TempOxExalpha )
else
QD = lambda*areaxxlen/2x*

( kap0 + TempO*xExalpha*nn + kinb/kinasxi*xi
+ beta/gammaxkap*kap )
endif

Energieumsetzung

spezifische plastische Arbeit
ap = apn + 1.0d0/rhoxsigxlambda*nnxdt

abspeichern der gesamten spezifischen plastischen Arbeit
hr (nh2+4) = ap

spezifische im Material gespeicherte Leistung
if (Qflag.eq.1.0d0) then

es = (1.0d0 - gammaZ2)xap
else

es = 1.0d0/rho/2.0d0«*(xi*xi/kina + kapxkap/gamma)
endif

Verhaeltnis gespeicherte Energie / plastische Arbeit
verh = es / ap

Save stress, strain, strain_th, force, flux for tplot
t(l) = sig
t(2) = eps
t(3) = epsth
t(4) = forc
t(5) = flux

Save plastic strain, xi, kappa and accumulated plastic strain

tt(6) = ep

tt(7) = xi
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449 tt(8) = kap

450 tt(9) = plbln + lambdaxdt

451 ¢ speichere spezifische plastische Arbeit, spezifische im
452 c Material gespeicherte Energie und Verhaeltnis gespeicherter
453 ¢ Energie / plastische Arbeit fuer tplot

454 tt(10) = ap

455 tt(ll) = es

456 tt(12) = verh

457 ¢ siehe programmer manual S.47

458

459

460 c....... Richtungscosinusfeld

461 DO i=1,3

462 rcos (i) = (x1(i,2) - x1(i,1)) / xlen

463 rcos(i+4) = -rcos (i)

464 END DO

465 rcos (4)=0.0d0

466 rcos (8)=0.0d0

467

468 c Volumenkraefte/Waermequellvektor

469 do i =1,4

470 body (i) = rhoxareaxxlen/2+bf (1)

471 end do

472

473 c.o ... Residuenvektor p(4,2)

474 ¢ Residuenterme aus Vektor mit N, Q D und Q E

475 do i =1,3

476 p(i,1) = rcos(i) =* forc

477 p(i,2) = -p(i, 1)

478 end do

479 p(4,1) = QD - flux

480 p(4,2) = QD + flux

481 ¢ Residuenterme aus Volumenkraft/Waermequellenvektor
482 do i =1,4

483 p(i,1) = p(i,1) + body (i)

484 p(i,2) = p(i,2) + body(i)

485 end do

486 c Residuenanteile von Daempfungsmatrix x Geschwindigkeiten
487 DO i=1,3

488 p(4,1) = p(4,1) - rcos(i)*Dl«( — ul(i,1,4) + ul(i,2,4) )
489 p(4,2) = p(4,2) — rcos(i)*Dl«( — ul(i,1,4) + ul(i,2,4) )
490 END DO

491 p(4,1) = p(4,1) — 2«D2»ul(4,1,4) — D2+ul(4,2,4)
492 p(4,2) = p(4,2) - D2xul(4,1,4) — 2+D2+ul(4,2,4)
493

494

495 ¢ Compute element stiffness

496

497 if(isw.eqg.3) then

498

499 c....... TangentenmatrixK_t

500 ¢ 6x6 Tangentenmatrixterme mit KK1

501 DO i=1,8

502 YY=rcos (1) *KK1

503 DO j=i,8

504 S(j,1)=rcos(j)*YY
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C

S(ilj)zs(jli)

END DO
END DO
6x2 Tangentenmatrixterme mit KK2
DO i=1,3
S(i,4) = KK2xrcos (i)
S(i,8) = KK2+rcos (i)
S(1+4 4)=-KK2*rcos (i)
S(i+4,8)=—-KK2+rcos (1)
END DO
6x2 Tangentenmatrixterme von KK3
DO i=1,3
S(4, i) =—KK3x*rcos (i)
S(8,1) =-KK3*rcos(i)
S(4 i+4)= KK3*xrcos (i)
S(8,1+4)= KK3+rcos (i)

END DO

2x2 Tangentenmatrixterme mit KK4 und KK5

S(4,4)= KK4

S(4,8)= KK5
S(8,4)= KK5
S(8,8)= KK4
endif

OUTPUT STRESS AND STRAIN IN ELEMENT

elseif (isw.eqg.4 .or.

....Materialparameter

area = d(32)

E = d(1l)
alpha = d(3)
xk (61)

isw.eq.8) then

Einlesen der inneren Variablen

ep = hr (nh2)
xi = hr (nh2+1)
kap = hr(nh2+2)

Compute strain and length

xlen = 0.0d0

eps = 0.0d0

do i =1,3
dx = x1(i,2) - x1(i,1)
du =ul(i,2,1) - ul(i,1,1)
eps = eps + dxxdu
xlen = xlen + dx*%*2

xx (1) = (x1(i,2)
end do
eps = eps/xlen
xlen = sqgrt(xlen)

+ x1(i,1))*0.5d0
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C

2000

2001

R R R

&

Konstante

= xk*area/xlen

Compute temperature change
= 0.5d0x(ul(4,1,1) + ul(4,2,1))

forc = Exareax(eps - ep - epsth)
sig = forc/area
flux = K3x(ul(4,1,1) - ul(4,2,1))

Output element results

if(isw.eqg.4) then

mct = mct - 1
if(mct.le.0) then
write(iow,2001) o, head

if(ior.1t.0) write(*,2001) o,head

mct = 20
endif

Compute strain_th, force, stress and flux
epsth = alphaxta

write(iow,2002) n,ma,xx,forc,sig,eps,epsth,ep,xi,kap,flux

if(ior.1t.0) then

write(%,2002) n,ma,xx,forc,sig,eps,epsth,ep,xi, kap, flux

endif

else

Stress projections

(aus subroutine trcnnd uebernommen und angepasst)

plot,stre,1 -> Spannung ploten
plot,stre,2 -> Flux ploten
do i = 1,2
p(i, 1) p(i, 1) + 1.d0
s(i,1) = s(i, 1) + sig

s(i+2,1) = s(i+2,1) + flux
end do ! i
iste = 2

siehe programmer manual S.48

endif

endif

FORMATS

format (///

4

____________ USER ELEMENT

05 : —————-

3D Thermoplastic
Trus s Element

format (al,20a4//9x, '3D Thermoviscoelastic Truss Element’//

4

Elmt Matl ", "l-coord 2—coord

3—-coord’,

& 8x,'Force’,7x,’'Stress’, 7x, 'Strain’,3x, 'th. Strain’,
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& 3%, 'pl. Strain’,1l1x,’'xi’,8x, 'kappa’,9x, 'Flux’)
y 2002 format(2i5,1p,3el11.3,1p,8el13.5)
2003 format (//
& T,/
& 5%,’P 1 asticity Parameters’//
& ! U S ER ELEMENT 05 ",////
& 8x, 'Nonlinear isotropic hardening '/
& 10x, "Initial Yield stress ',1p,1el5.5,’ (kappa_0)'/
& 10x,’1. Parameter ’,1p,1el5.5," (beta)’/
& 10x, "2. Parameter ’,1p,1el5.5, " (gamma)’/
& 8x, 'Nonlinear kinematic hardening '/
& 10x,’1. Parameter ", 1p,1el5.5," (a)'/
& 10x, ’'2. Parameter ",1p,1el5.5," (b) '/
& 8x, 'Dissipation flag ", 1p,1el7.5," (Qflag)’/
T 1)
2004 format(//
& e ",/
& 5x,'P 1l asticity Parameters’//
& ! USER ELEMENT 05 7,////
& 8x, 'Nonlinear isotropic hardening ’/
& 10x, "Initial Yield stress ',1lp,1el5.5,’ (kappa_0)"'/
& 10x, 1. Parameter ’,1p,1el5.5," (beta)’/
& 10x, ’2. Parameter ", 1p,1el5.5, " (gamma)’/
& 8x, 'Nonlinear kinematic hardening ’/
& 10x,’1. Parameter ’,1p,1el5.5," (a)'/
& 10x, ’'2. Parameter ",1p,1el5.5," (b) '/
& 8x, 'Dissipation flag ", 1p,1el7.5, " (Qflag)’/
& 10x, 'Taylor-Quinney-Coeff. ’,1p,1lel5.5,’ (gamma2) '’/
T 1))
3000 format(’ WARNING* No convergence in PLAS1D’/
& ’ lambda =’,1p,1lel2.4,’ dlambda =',1p,1lel2.4)
3003 format(’ *ERROR* 3D Element -> ndm must be EQUAL 37)
3004 format(’ *ERROR* ndf must be EQUAL 3')
3005 format(’ *ERRORx tdof must be EQUAL 3')
4000 format(’ *ERROR+x Element’,i7,’ has nodes’,2i8)
4001 format(’ «ERRORx Element’,i7,’ has zero length’)
end
o

Listing 8.3: Quellcode Elementroutine elmt05
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Berechnungen

9.1 Aufbau der Eingabedateien

Die Erstellung einer Eingabedatei bei FEAP gliedert sich in zwei Teile: die Erstellung
des FE-Modells mit den Randbedingungen, Lasten und Materialdefinition sowie die
Steuerung des Berechnungsablaufs. In beiden Teilen stehen Kommandos gefolgt von
den zugehorigen Parametern. Die Kommandos werden durch eine Leerzeile abge-
schlossen. Kommentare kénnen am Ende jeder Zeile nach einem ! eingefiigt werden.

Modellerstellung

Die Modellerstellung startet mit dem Kommando FEAP und wird mit dem Kom-
mando END abgeschlossen. Dazwischen erfolgt die Definition von Material, Knoten,
Randbedingungen, Elementen und Lasten.

FEAP-Kommando:

FEAP Name
001342

In der ersten Zeile steht der Berechnungsname. In der zweiten Zeile stehen sechs
Kontrollparameter:

Wert | Parameter | Bedeutung
0 | NUMNP Anzahl der Knoten (optional)
0 NUMEL Anzahl der Elemente (optional)
1 NUMMAT Anzahl der Materialien
3 NDM Dimension der Berechnung
4 | NDF (maximale) Anzahl Knotenfreiheitsgrade
2 NEN (maximale) Anzahl Knoten pro Element

Das hier implementierten Elemente sind als 3-dimensionale Versionen programmiert,
somit muss NDM den Wert 3 haben. Das Element hat NDM Verschiebungsfreiheits-
grade und den Temperaturfreiheitsgrad, somit muss NDF den Wert 4 haben. Die
Elemente haben zwei Knoten, also ist NEN gleich 2.

136
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Die Aufbringung von Belastungen durch Wérmestrome erfolgt mit den selben Kom-
mandos wie die Aufbringung von Kréften: der Warmestrom wird wie eine Kraft in
vierter Koordinatenrichtung eingegeben, beispielsweise mit
FORCe
nO 0.0 0.0 0.0 100.0

wird am Knoten n ein Warmestrom von 100 aufgebracht.

Auf die Beschreibung der Erstellung des FE-Netzes wird hier verzichtet, stattdessen
sei auf das FEAP User Manuel [12] und das FEAP Example Manuel [13] verwiesen.

Materialdefinition
Die Materialdefinition fiir das thermoviskoelastische Dehnstabelement hat folgende
Form:

1 MATErial 1

2 ELEM 4

3 CROSs SECTion 20 ! area

4 THERmal ISOTropic 4.0e-5 300.0 ! alpha T_null

5 FOURier ISOTropic 0.5 1.4e9 'k ¢

6 DENSity MASS 1.8e-9 ! rho

7 ELAStic ISOTropic 926.78 ! EO

8 VISCoelastic terml 1132.74 382.3 ! E1 eta

9 BODY FORCes 1.0 1.0 1.0 ! £ x f_y f z
10 BODY HEAT 1.0 ' r

Listing 9.1: Materialdefinition elmt04

Zeile | Parameter/Bedeutung

1 | Materialnummer

2 | ELMT 4 ruft Userelement elmt04, also das
thermoviskoelastische Element auf
Querschnittsflache A

thermischer Ausdehnungskoeffizient o und
Referenztemperatur 7j (in Kelvin!)
Warmeleitzahl k£ und spezifische Warmekapazitit ¢
Dichte p

Materialparameter F0

Materialparameter E'1 und n
Volumenkrifte f,, f,, f.

10 | Wéarmequelle r

W

© 00 3 O Ot

Tabelle 9.1: Parameterbeschreibung Materialdefinition elmt04
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Die Materialdefinition fiir das thermoplastische Dehnstabelement ist wie folgt:
| MATErial 1

2 elmt 5

3 ELAStic ISOtropic 60759.5 I E

! CROSs SECTion 113.1 ! area

5 THERmal ISOTropic 2.15e-5 286.0 ! alpha T_null

6 FOURier ISOTropic 210.0 0.94e9 'k ¢

7 DENSity MASS 2.9e-9 ! rho

8 BODY FORCes 1.0 1.0 1.0 ! f_x f_y f_z
9 BODY HEAT 1.0 ' r

10 PLAStic MISEs 60.0 ! kappa_0

11 UPARameter PLAStic 85.0 2625.0 2625.0 85.0 0

121! beta, gamma, a, b, Qflag, gammaquer

Listing 9.2: Materialdefinition elmt05

Zeile | Parameter /Bedeutung

1 | Materialnummer

2 | ELMT 5 ruft Userelement 5, also das

thermoplastische Element auf

3 | Elastizitdtsmodul £

Querschnittsfliche A

thermischer Ausdehnungskoeffizient o und
Referenztemperatur T (in Kelvin!)

Warmeleitzahl k£ und spezifische Warmekapazitéit ¢
Dichte p

Anfangsflielspannung r

Volumenkrifte f,, f,, f.

10 | Warmequelle r

11 | Parameter fiir isotrope Verfestigung: 3, v

Parameter fiir kinematische Verfestigung: a, b
Kontrollparameter Qflag: fiir Qflag=1 erfolgt Berechnung
mit Taylor-Quinney-Koeffizient multipliziert mit plastischer
Spannungsleistung als Warmequelle (siehe Kapitel 7.5).
Taylor-Quinney-Koeffizient 7

12 | Kommentarzeile

T

© 00~ D

Tabelle 9.2: Parameterbeschreibung Materialdefinition elmt05
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Steuerung der Berechnung
Die Steuerung des Berechnungsablaufs startet mit dem BATCh-Kommando und
endet mit dem Kommando END. Das Kommando STOP beendet FEAP.

Die Kommandos

| BATCh

2 DT,,0.01

3 TRANsient, BACKward
4 LOOP, , 1000
-

TIME
LOOP iter 10

UTANgent,, 1

8 NEXT iter

9 DISPlacement, ALL
10 STREss, ALL

11 REACtion, ALL

12 NEXT

13 END
14 STOP

steuern eine transiente Berechnung.

Zeile | Bedeutung
1-13 | Start und Ende des Macros zur Berechnungssteuerung
2 | Festlegung des Zeitschritts auf At = 0.01s
3 | Auswahl des Backward-Fulerverfahrens fiir die Zeitintegration,
natiirlich muss hier das Zeitintegrationsverfahren gewéhlt werden,
das bei der Herleitung der Elementformulierung genutzt wurde
4-12 | Schleife: wird 1000 mal durchlaufen
5 Erhohung der Berechnungszeit um At
6-8 Schleife: Losung des GLS, iterieren bis Konvergenznorm
erreicht ist oder bis 10 Iterationen erreicht sind
7 Aufstellen der unsymmetrischen Tangentenmatrix
und des Lastvektor, Losen des Gleichungssystems
9 Ausgabe der Verschiebungen/Temperaturianderung aller
Knoten in Ausgabedatei O*
10 Ausgabe der Stabkraft, Spannung, Dehnung, Warmestrom
aller Elemente in O*
11 Ausgabe der Reaktionkrifte/-wirmestrome aller Knoten in O*
14 | FEAP wird beendet

Das Kommando UTANgent,,1 in Zeile 7 ist eine verkiirzte und effizientere Form der
Kommandofolge:
UTANgent

FORM
SOLVe
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TPLOt-Kommando

Vor dem Beginn der Steuerung des Berechnungsablaufs kénnen noch einige an-
dere Kommandos stehen, wie beispielsweise das TPLOt-Kommando. Das TPLOt-
Kommando dient zur Ausgabe wihrend der Berechnung im Feld tt(*) abgespeicher-
ter Ergebnisgrofen! und hat folgende Form:

BATCh
TPLOt

END

STREss, 1,1

STREss, e, 1
Dabei bedeutet STREss,e,i, dass bei jedem Zeitschritt vom Element mit der Nummer
e die im Feld tt(i) gespeicherte Ergebnisgrofie in die Datei *.str herausgeschrieben
wird. Fiir die beiden implementierten Dehnstabelemente stehen folgende Ausga-
bemdglichkeiten zur Verfiigung:

i = | Ausgabewert

Spannung

Dehnung

thermische Dehnung
Stabkraft
Warmestrom

viskose Dehnung

S O = W N+~

Tabelle 9.3: Ausgabemoglichkeiten TPLOt-Kommando elmt04

Ausgabewert

o

Spannung

Dehnung

thermische Dehnung

Stabkraft

Wérmestrom

plastische Dehnung
Verfestigungsvariable kin. Verfestigung
Verfestigungsvariable isotr. Verfestigung
plastische Bogenldnge

10 | plastische Arbeit

11 | gespeicherte Energie

12 | Verhiltnis gespeicherte Energie zu
plastischer Arbeit

00 ~J O UL = W N+

Ne}

Tabelle 9.4: Ausgabemoglichkeiten TPLOt-Kommando elmt05

Aus diesen Ergebnisdaten konnen dann beispielsweise mit gnuplot Ergebnisdiagram-
me erstellt werden.

Isiehe thermoviskoelastische Elementroutine Zeile 171-178 bzw. thermoplastische Elementrou-
tine Zeile 440-456
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9.2 Thermoviskoelastisches Dehnstabelement

Die Abbildung zeigt das FE-Modell des Dehnstab der folgenden Berechnungen. Der
Stab hat die Lénge L und die Querschnittsfliche A. Die y- und z-Freiheitsgrade
sowie der x-Freiheitsgrad am Knoten 1 sind gesperrt.

® ©) ® O,

© © ©

[] 2] 5]

Fu

Y4

Abbildung 9.1: FE-Modell der thermoviskoelastischen Berechnungen

Materialdaten:
Die Materialparameter wurden fiir ein Epoxidharz identifiziert bzw. aus der Litera-

tur entnommen:
Ey = 926.78 N/mm?
By = 1132.74N/mm?
n = 382.3NWmm> = 1.376 * 10 Ns/mm?
p = 1.8%107% t/mms
¢ = 1.4%109mI/ik
k
«

= 0.5W/mk
= 4.0%107 1k
Ty = 300.0K
Geometrie:
L = 100 mm
A = 20mm?

Material Definition fiir FEAP:

MATErial 1
ELEM 4

CROSs SECTion 20 ! area

THERmal ISOTropic 4.0e-5 300.0 ! alpha T_null
FOURier ISOTropic 0.5 1.4e9 'k ¢

DENSity MASS 1.8e-9 ! rho

ELAStic ISOTropic 926.78 ! EO
VISCoelastic terml 1132.74 382.3 ! E1 eta

Anmerkung zu den Ergebnisdiagrammen:

In den Diagrammen sind in der Regel die Ergebnisgraphen aller Elemente E; bzw.
aller Knoten N; angegeben. Hiufig liegen diese jedoch genau iibereinander, was dann
bedeutet, dass diese Ergebnisgrofie im Dehnstab konstant ist.
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9.2.1 Berechnung 1: Relaxationsprozess

Am Stabende wird mit dem ersten Zeitschritt eine Verschiebung von 3 mm aufge-
bracht. Diese wird im Verlauf der Rechnung konstant gehalten, dabei relaxiert die
Spannung im Stab.

Belastung:
Verschiebung am Knoten 4: ©, = 3 mm

Weitere Angaben:

Thermische RB: keine (adiabat)
Zeitschritt: At =0.004 h
Berechnungsdauer: ¢ =4h

Ergebnisdiagramme:
Relaxationsprozess
0.04 .
epsE; ——
epsEy, —— |
—_ 0.035 eps E3 PR
— epsvE; ——
©® 903} > @@ @@ spey E
€ 0.03 epsv-E;
2 epsv E;
& 0025
[0
3 0.02
X
8
~. 0015
(o))
c
>
£ 0.01
[0
a
0.005
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Zeit [h]

Abbildung 9.2: Dehnung und viskose Dehnung

Die Dehnung ergibt sich entsprechend der vorgegebenen Belastung durch die Kno-
tenverschiebung. Die viskose Dehnung? entwickelt sich vom Anfangswert null bis sie
den Wert der Dehnung erreicht. Das fithrt zur Absenkung der Uberspannung des
3P-Modells®. Dementsprechend relaxiert die Spannung, bis sich ein konstanter Wert
einstellt.

2Die viskose Dehnung ist die Dehnung im Déampferelement, siche Abb. 3.8.
3siche Abb. 3.8 sowie zugehorige Formeln
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Relaxationsprozess
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Abbildung 9.3: Relaxationskurve
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Abbildung 9.4: Temperaturentwicklung

Die Abkiihlung zu Beginn begriindet sich durch die thermoelastische Kopplung. So-
lange sich die viskose Dehnung entwickelt, wird Wérme dissipiert. Dies fithrt schlie3-
lich zu einer positiven Endtemperatur.
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9.2.2 Berechnung 2: Kriechprozess

Am Stabende wird mit dem ersten Zeitschritt eine Kraft von 1000 N aufgebracht.
Diese Kraft wird wiéhrend der Rechnung konstant gehalten, was zum Kriechen des
Stabes fiihrt.

Belastung:
Kraft am Knoten 4: F, = 1000 N

Weitere Angaben:

Thermische RB: keine (adiabat)
Zeitschritt: At =0.004 h
Berechnungsdauer: ¢=4h

Ergebnisdiagramme:
Kriechprozess
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Abbildung 9.5: Kriechkurve

Durch die aufgebrachte Kraft beim ersten Zeitschritt erhélt der Stab eine Anfangs-
dehnung. Nun beginnt sich wieder die viskose Dehnung zu entwickeln, folglich sinkt
die Uberspannung* ab. Da die aufgrund der &uBeren Last anliegende Spannung
jedoch konstant bleibt, muss sich die Dehnung erhéhen, um das Absinken der Uber-
spannung auszugleichen. Das bedeutet: der Stab kriecht.

Zu Beginn ist im Temperaturverlauf in Diagramm 9.6 wieder der thermoelastische
Kopplungseffekt sichtbar. Durch die Entwicklung der viskosen Dehnung wird Warme
dissipiert, also steigt die Temperatur an. Allerdings findet gleichzeitig aufgrund der
Kriechdehnung thermoelastische Abkiihlung statt. Diese iiberwiegt im mittleren Teil
der Berechnung, deshalb sinkt die Temperatur dort wieder etwas ab. Gegen Ende

4siehe Abb. 3.8 sowie zugehorige Formeln
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konvergieren die viskose Dehnung und damit auch die Dehnung gegen ihren Endwert,
dadurch stellt sich eine konstante Temperatur ein.

Kriechprozess
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Abbildung 9.6: Temperaturentwicklung

9.2.3 Berechnung 3: Zyklische Belastung

Belastung:
Zyklische Verschiebung am Knoten 4 entsprechend der Abbildung:

Zyklische Belastung

AN AT A
VA
WERWIRWEL
RNV AV

S A A A A

-3
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Zeit [s]

Verschiebung [mm]
EN o
P
T ——

Abbildung 9.7: Vorgegebene Verschiebung Knoten 4

Weitere Angaben:

Thermische RB: isotherme RB (Tpor am Knoten 1 und 4 gesperrt),
d.h. Warme wird aus Stab geleitet

Zeitschritt: At =4s

Berechnungsdauer: ¢t = 16000 s
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Zyklische Belastung
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Ergebnisdiagramme:
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Abbildung 9.8: Dehnung und resultierende viskose Dehnung
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Das Diagramm zeigt die vorgegebene Dehnung und die sich einstellende viskose
Dehnung. Hier wird deutlich, dass sich zwischen Dehnung und viskoser Dehnung
eine Phasenverschiebung einstellt.
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Spannungs-Dehnungs-Diagramm bei zyklischer Belastung
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Abbildung 9.9: Spannungs-Dehnungs-Diagramm

Aufgrund der Uberspannung bei der Viskoelastizitét zeigt das Spannungs-Dehnungs-
Diagramm 9.9 eine Hysterese. Auffillig ist, dass die maximale Spannung beim ersten
Lastzyklus niedriger ist, als bei den folgenden. Der Grund dafiir ldsst sich im Dia-
gramm 9.8 finden. Die Phasenverschiebung zwischen Dehnung und viskoser Dehnung
entwickelt sich wihrend dem ersten Lastzyklus. Deshalb ist beim ersten Maximal-
wert der Dehnung die viskose Dehnung grofler als bei den folgenden Maxima. Somit
ist die Uberspannung beim ersten Lastzyklus etwas geringer.
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Im Diagramm 9.10 ist wieder das Zusammenspiel von thermoelastischer Kopplung
und Wirmeentwicklung aufgrund der Dissipation erkennbar. Je nachdem welchen
Betrag die viskose Dehnung gerade hat, iiberwiegt das Eine oder das Andere. Hinzu
kommt noch die Warmeleitung aufgrund der isothermen Randbedingungen. Durch
das Zusammenwirken von Warmeleitung aus dem Stab und Warmeproduktion im
Stab stellt sich schliellich ein periodisches Verhalten ein.

Zyklische Belastung
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N
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Temperaturaenderung [K]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Zeit [s]

Abbildung 9.10: Temperaturentwicklung

9.2.4 Berechnung 4: Zyklische Belastung adiabat

Nun wird Rechnung 3 als adiabate Berechnung wiederholt. Zudem wird die Berech-
nungszeit verlingert, wobei die Verschiebung am Stabende konstant gehalten wird.

Belastung:
Anfangs zyklisch, am Ende konstant entsprechend der Abbildung:

Zyklische Belastung adiabat

Verschiebung [mm]
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S
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0 5000 10000 15000 20000 25000
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Abbildung 9.11: Vorgegebene Verschiebung Knoten 4
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Weitere Angaben:

Thermische RB: keine (adiabat)
Zeitschritt: At =4s
Berechnungsdauer: ¢ = 25000 s

Ergebnisdiagramme:

Zyklische Belastung adiabat
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Abbildung 9.12: Dehnung und resultierende viskose Dehnung

Waéhrend der Belastung zeigt sich im Diagramm 9.12 das gleiche Verhalten wie bei
der vorherigen Berechnung. Nach den fiinf Lastzyklen ist die Dehnung konstant,
die viskose Dehnung ist jedoch aufgrund der Phasenverschiebung noch nicht bei
null angelangt. Die viskose Dehnung scheint dann gegen null zu konvergieren. Das
stimmt jedoch nicht ganz, wie sich bei der Temperaturauswertung zeigen wird.
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Auch der Spannungsverlauf 9.13 zeigt im ersten Teil das gleiche Verhalten wie bei
der vorherigen Rechnung, im Endteil der Rechnung relaxiert die Spannung gegen

null.
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Abbildung 9.13: Spannungsverlauf
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Abbildung 9.14: Temperaturentwicklung

Der Temperaturanstieg aufgrund der Belastung ist deutlich durch den thermoela-
stischen Kopplungseffekt gezeichnet. Wahrend der Zuriickbildung der viskosen Deh-
nung bei t=16000 s ist nochmal ein kleiner Temperaturanstieg erkennbar. Schliellich
erreicht die Temperaturdnderung einen stationdren Wert. Das heifit aber, es besteht
auch eine thermische Dehnung. Da die Dehnung jedoch gleich null ist, bedeutet
dies, dass die viskose Dehnung nicht gegen null konvergieren kann, sondern gegen

den Wert -gy,.
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9.3 Thermoplastisches Dehnstabelement

Die Abbildung zeigt das FE-Modell des Dehnstabs der folgenden Berechnungen.
Der Stab hat die Lange L und die Querschnittsfliche A. Die y- und z-Freiheitsgrade
sowie der x-Freiheitsgrad am Knoten 1 sind gesperrt.

© @ @6 o 6
0 = o

Abbildung 9.15: FE-Modell der thermoplastischen Berechnungen

9.3.1 Berechnung 1: mit isotroper Verfestigung nach HELM

In HELM [7] sind Berechnungen zur Thermoplastizitét enthalten. Diese werden zur
Verifikation des entwickelten Elements nachgerechnet.

Materialdaten:

Die folgenden Materialparameter fiir die Aluminiumlegierung AIMgSil gelten fiir die
Berechnungen 1, 2, 3, 4 und 5, sofern keine anderen Angaben erfolgen. Die Material-
daten wurden aus HELM [7] iibernommen. Nur der Parameter a der kinematischen
Verfestigung musste mit dem Faktor % multipliziert werden, um den Unterschied

zwischen 3-dimensionaler und 1-dimensionaler Formulierung auszugleichen.

E = 60759.5 N/mm? p=2.9%107 t/mm?

Ko = 60.0 N/mm? c=0.94%10%mI/ik
v = 5250.0 N/mm? k= 210.0W/mx

B =285.0 a=215%10"1/k
a = 5252.0 N/mm? Ty = 286.0K
b=285.0

Abweichend der gemachten Angaben werden bei dieser Berechnung, um nur isotrope
Verfestigung zu erhalten, die Parameter der kinematischen Verfestigung wie folgt
gesetzt:

a = 1.0N/mm? b = 1000.0
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Geometrie:
L 90 mm
r 6 mm
A 113.1 mm?
Auch die Geometriedaten gelten fiir die Berechnungen 1 bis 5.
Material Definition fiir FEAP:
MATErial 1
elmt 5
ELAStic ISOtropic 60759.5 ' E
CROSs SECTion 113.1 ! area
THERmal ISOTropic 2.15e-5 286.0 ! alpha T_null
FOURier ISOTropic 210.0 0.94e9 'k ¢
DENSity MASS 2.9e-9 ! rho
PLAStic MISEs 60.0 ! kappa_0
UPARameter PLAStic 1000 1 5250.0 85.0 0
! beta, gamma, a, b, Qflag, gamma?2

Belastung:

Die Belastung bei den Rechnungen 1 bis 4 erfolgt dehnungsgesteuert durch Vorgabe
der Verschiebung am Knoten 5. Dabei ergibt sich folgende Dehnung:
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Abbildung 9.16: Dehnungsgesteuerter Belastungspfad fiir Rechnung 1, 2, 3, 4

Weitere Angaben:

Thermische RB:
Zeitschritt:

Berechnungsdauer: ¢ =

keine (adiabat)
At =0.05s

50 s

Auch diese Angaben gelten fiir die Berechnungen 1 bis 4.
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Ergebnisdiagramme:
Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Abbildung 9.17: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, isotr. Verfestigung
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Abbildung 9.18: Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit

Die isotrope Verfestigung strebt sehr schnell gegen ihren Séttigungswert, sodass nach
der ersten Belastung die Fliespannung nahezu konstant ist.

Das Verhéltnis gespeicherte Energie zu plastischer Arbeit hat zu Beginn, wo sich
die isotrope Verfestigung entwickelt, ihr Maximum, dann strebt es gegen null.

Dies sind die gleichen Ergebnisse wie in HELM.
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9.3.2 Berechnung 2: mit kinematischer Verfestigung nach
HELM

Um nur kinematische Verfestigung zu erhalten, werden die Parameter der isotropen
Verfestigung wie folgt gesetzt:

v = 1.0 NV/mm? 3 = 1000.0

Ergebnisdiagramme:
Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Abbildung 9.19: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, kin. Verfestigung
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Abbildung 9.20: Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit

Auch hier wurden die gleichen Ergebnisse wie in HELM ermittelt.
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Da sich die kinematische Verfestigung bei Belastungsumkehr zuriick entwickeln kann,
ist hier eine vollstéindige Energiefreisetzung moglich. Dabei ist folglich das Verhéltnis
gespeicherte Energie zu plastischer Arbeit gleich null. Dies tritt bei der Berechnung
zweimal auf, siche Abbildung 9.20.

9.3.3 Berechnung 3: mit isotroper und kinematischer Ver-
festigung

Nun erfolgt die Berechnung mit isotroper und kinematischer Verfestigung. Dazu
werden folgende Verfestigungsparameter verwendet:

Y= 2625.0 N/mm2 a = 26250N/mm2

Ergebnisdiagramme:
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Abbildung 9.21: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, isotr. und kin. Verfestigung

Die Ergebnisse stellen wie erwartet eine Kombination der Ergebnisse der beiden vor-
angegangenen Berechnungen dar, sowohl auf mechanischer als auch auf energetischer
Seite.
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Kin. und isotr. Verf. - Verhaeltnis gesp. Energie / plast. Arbeit
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Abbildung 9.22: Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit
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Abbildung 9.23: Temperaturentwicklung

Nun soll auch die Temperaturentwicklung ausgewertet werden. Der Temperaturan-
stieg von gut 7 K ist entsprechend der noch recht geringen plastischen Dehnung
von 4% nicht sehr gro. Deutlich ist noch die Auswirkung der thermoelastischen
Kopplung zu Beginn und vor allem bei der Lastumkehr ersichtlich.
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9.3.4 Berechnung 4: Wirmequelle mit Taylor-Quinney-Ko-
effizient

Auch diese Berechnung wird mit isotroper und kinematischer Verfestigung aus-
gefithrt. Es werden wieder die Verfestigungsparameter

Y= 26250 N/mm2 a = 2625.0N/mm2

verwendet. Allerdings wird nun nach der Modifikation des Elements gerechnet, bei
der die Spannungsleistung multipliziert mit dem Taylor-Quinney-Koeffizienten ¥
als Warmequelle in die Wiarmeleitungsgleichung eingeht. Es wird mit den Werten
4 = 1.0 und 4 = 0.9 gerechnet.

Ergebnisdiagramme:

Kin. und isotr. Verfestigung - Taylor-Quinney-Koeff. = 1.0

N WA~ OO N

Temperaturaenderung [K]
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Abbildung 9.24: Temperaturentwicklung bei ¥ = 1.0

Die Temperaturentwicklung fiir 4 = 1.0 scheint gleich zu sein wie bei der vorherigen
Berechnung, nur bei genauer Betrachtung sind feine Unterschiede zu erkennen. Das
bedeutet, wird viel plastische Arbeit verrichtet, so hat bei diesem Materialmodell
die Energiespeicherung auf die resultierende Temperatur kaum eine Auswirkung.
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Kin. und isotr. Verfestigung - Taylor-Quinney-Koeff. = 0.9
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Abbildung 9.25: Temperaturentwicklung bei ¥ = 0.9

Nun bei 4 = 0.9 ist die Temperaturanderung mit 6.5 K merklich niedriger.
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Abbildung 9.26: Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit bei 4 = 0.9

Der Vergleich zwischen diesem Diagramm und dem Diagramm 9.22 zeigt sehr deut-
lich den Unterschied zwischen den beiden Modellierungsvarianten. Wéahrend hier
genau 10% der gesamten plastischen Arbeit irreversibel gespeichert werden, zeigt
das Energiespeicherungsverhiltnis bei der thermomechanisch konsistenten Formu-

lierung nach dem anfinglichen Maximum von 15% wesentlich niedrigere Werte.
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9.3.5 Berechnung 5: Zyklische Belastung mit isotroper und
kinematischer Verfestigung

Diese Berechnung mit dehnungsgesteuerter zyklischer Belastung entsprechend Ab-
bildung 9.27 wird wieder mit den Parametern

Y= 26250 N/mm2 a = 2625.0N/mm2

fiir isotrope und kinematische Verfestigung durchgefiihrt. An den Stabenden werden
isotherme Randbedingungen angenommen. Die Berechnungszeit betrédgt dabei 20 s.

Belastung:

Kin. und isotr. Verfestigung unter zyklischer Belastung
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Abbildung 9.27: Dehnungsgesteuerter Belastungspfad

Weitere Angaben:

Thermische RB: isotherme RB (Tpor am Knoten 1 und 4 gesperrt),
d.h. Warme wird aus Stab geleitet

Zeitschritt: At =0.02 s

Berechnungsdauer: ¢ =20s
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Ergebnisdiagramme:
Kin. und isotr. Verfestigung unter zyklischer Belastung
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Abbildung 9.28: Temperaturentwicklung

Zu Beginn zeigt sich ein recht starker Temperaturanstieg, der im Laufe der Berech-
nung aufgrund der aus dem Stab geleiteten Warme jedoch etwas abflacht. Dabei ist
deutlichen bei den Umkehrpunkten der Belastung der Einfluss der thermoelastischen
Kopplung erkennbar.

Zykl. Belastung - Verhaeltnis gesp. Energie / plast. Arbeit
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Abbildung 9.29: Verhiltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit

Das Verhiltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit strebt dabei gegen null.
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9.3.6 Berechnung 6: Vergleich zu KAMLAH

Diese Berechnung orientiert sich an einer Berechnung von KAMLAH [8]. Dort wur-
de ein thermoplastischer Dehnstab mit kinematischer Verfestigung® unter Zug- und
Druckbelastung berechnet. Die Berechnung von KAMLAH erfolgte allerdings analy-
tisch, dazu mussten dort einige Vereinfachungen gemacht wurden.

Belastung:
Die Berechnung erfolgt dehnungsgesteuert entsprechend der Abbildung:
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Abbildung 9.30: Dehnungsgesteuerter Belastungspfad

Materialdaten:

Die Materialdaten wurden von KAMLAH [8] fiir XCrNi8.9 Stahl gewihlt. Auch hier
musste der Materialparameter a der kinematischen Verfestigung mit dem Faktor %
multipliziert werden.

E =200 00.0 N/mm? p="T78%107"/mm?
ko = 200.0 N/mm? c=0.48 %107 mI/tx
v = 1N/mm? k= 20.0W/mK

= 1000 a=16%1071k

a = 75000.0 ¥/mm? Ty = 293.0K

b = 830.0

Die Parameter v und [ der isotropen Verfestigung wurden so gesetzt, dass die iso-
trope Verfestigung gegen null geht.

Geometrie®:
L = 100mm
A = 20mm?

®Das Materialmodell von KAMLAH ist im Gegensatz zu dem hier verwendetem auch in der Lage,
zyklische Verfestigung zu erfassen. Die hier zum Vergleich herangezogene Berechnung wurde jedoch
auch ohne Beriicksichtigung der zyklischen Verfestigung ausgefiihrt.

5Der Wert der Querschnittsfliiche A war nicht vorgegeben, sondern wurde frei gewiihlt. Da die
Gleichungen des Dehnstabs bis auf den Term der dufleren Lasten linear in A sind, hat die Wahl
von A hier keinen Einfluss auf die Berechnungsergebnisse.



Kapitel 9. Berechnungen 161
Material Definition fiir FEAP:
MATErial 1
elmt 5
ELAStic ISOtropic 200000.0 ' E
CROSs SECTion 20 ! area
THERmal ISOTropic 1.6e-5 293.0 ! alpha T_null
FOURier ISOTropic 20.0 0.48e9 'k ¢
DENSity MASS 7.8e-9 ! rho
PLAStic MISEs 200.0 ! kappa_0
UPARameter PLASic 1000 1 75000.0 830.0 O
! beta, gamma, a, b, QOflag, gamma?2

Weitere Angaben:

Thermische RB: isotherme RB (Tpor am Knoten 1 und 4 gesperrt),

d.h. Warme wird aus Stab geleitet

Zeitschritt: At =0.335 s
Berechnungsdauer: ¢ =335s
Ergebnisdiagramme:
Spannungs-Dehnungs-Diagramm
300 T
/ sigE, ———
sigE; —— |
200 / / sigEq ——
< 100
£
Z
o 0
c
>
c
S -100
-200
-300
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
Dehnung [ ]

Abbildung 9.31: Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Abbildung 9.32: Temperaturentwicklung in der Stabmitte nach KAMLAH

KaMmLAH gibt die Temperaturentwicklung in der Stabmitte fiir drei Berechnungen
mit unterschiedlichen thermischen Ausdehnungskoeffizienten an: o = 0.0, 1.6 %107,
3.2% 1070 k.

TN,

TN

4 L8y
5

A\

1 /o

Temperaturaenderung [K]
N

0 — ]
N _——
-1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Zeit [s]
Abbildung 9.33: Temperaturentwicklung

Die obere Kurve vom Knoten 3 stellt die Temperaturentwicklung in der Stabmitte
dar. Qualitativ stimmt dieser Verlauf sehr gut mit KAMLAH iiberein, jedoch sind
die Temperaturwerte in der zweiten Hilfte der Berechnung ca. 10% kleiner als bei
KAMLAH.

Eine mogliche Begriindung fiir diesen Unterschied konnte in den von KAMLAH
durchgefiihrten Vereinfachungen liegen, die gemacht wurden um eine analytische
Losung zu finden.
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Abbildung 9.34: Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit

Das Verhéltnis gespeicherte Energie zur plastischen Arbeit ist wesentlich niedriger
als bei den vorhergehenden Berechnungen fiir die Aluminiumlegierung.

9.3.7 Berechnung 7: Experiment von ADAMS und KREMPL

In ApaMS und KREMPL [9] wurde ein zylindrischer Probenkérper des rostfreien
Stahls AISI Typ 304 einaxial zyklisch belastet mit einer Frequenz von 1 Hz und
einer Dehnungsamplitude von 0.5%. Dabei wurde die Temperaturentwicklung an
sechs Punkten der Oberfliche gemessen. Nach 100 Lastzyklen betrug die Authei-
zung an der Probenmitte 52 K. Dieser Versuch wird zur Verifikation des plastischen
Dehnstabelements nachgerechnet.

Da die isotrope Verfestigung bereits nach wenigen Lastzyklen gegen ihren Satti-
gungswert konvergiert, wird bei der Berechnung nur die kinematische Verfestigung
berticksichtigt.

AuBlerdem wird angenommen, dass sich die Temperatur an den Enden der Probe
isotherm verhlt.

Materialdaten:

Die mechanischen Materialparameter konnten aus dem Spannungs-Dehnungs-Dia-
gramm 9.35 fiir zyklische Belastung aus AbDAMS und KREMPL [9] identifiziert wer-
den. Die thermischen Materialparameter waren in dem Artikel angegeben.

E = 21000.0 N/mm? p=T7.951% 107 t/mm3
Ko = 157.2 N/mm? c=0.477% 10" m/ik
v = 1N/mm? k=14.9.0WV/mk

£ = 1000 a=1.66+1071/k

a = 75000.0 N/mm? Ty =293.0K

b= 843.0
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Die Parameter v und [ der isotropen Verfestigung wurden so gesetzt, dass die iso-

trope Verfestigung gegen null geht.

Geometrie’:
L = 50mm
r = 12.7mm

A = 126.7mm?
Material Definition fiir FEAP:

MATErial 1

elmt 5
ELAStic ISOtropic 210000.0
CROSs SECTion 126.7

|

1

THERmal ISOTropic  1.66e—5 293.0 !
|

|

FOURier ISOTropic 14.9 0.477e9

DENSity MASS 7.95e-9 !

PLAStic MISEs 157.0 !

UPARameter PLASic 1000 1 75000
! beta, gamma, a,

Belastung:

E

area

alpha T_null
k c

rho

kappa_0

.0 843.0 O

b, Qflag,

gamma?2

Sinusformige Dehnungsbelastung mit einer Amplitude von €4 = 0.005 und einer

Frequenz von 1 Hz:
g(t) = 0.005 sin(27t)

Es werden 100 Belastungszyklen durchgefiihrt.

Weitere Angaben:
Thermische RB:

isotherme RB (Tpor am Knoten 1 und 4 gesperrt),

d.h. Warme wird aus Stab geleitet

Zeitschritt: At =0.025 s
Berechnungsdauer: ¢ = 100 s

"Die Probe hat im Messbereich von 38.1 mm einen konstanten Querschnitt. Daran schliefit sich
eine Querschnittserweiterung an; das bedeutet, es treten dort weniger plastische Verformungen
auf, jedoch kann mehr Warme abgeleitet werden. Im Hinblick dessen und der Annahme isothermer

Randbedingungen wird fiir die Berechnung eine Probenlédnge von 50 mm gewéhlt.
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Ergebnisdiagramme:

0 25 SO0
PERCENT IN

Abbildung 9.35: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir rostfreien Stahl AISI Typ 304
aus ADAMS und KREMPL [9]
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-0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006
Dehnung [ ]

Spannung [N/mm2]

Abbildung 9.36: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir 100 Lastzyklen
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Abbildung 9.37: Temperaturentwicklung nach AbAMS und KREMPL [9]
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Die Abbildung zeigt die Temperaturentwicklung an der Oberfliche des Stabes, wie
sich von ADAMS und KREMPL experimentell aufgenommen. Die oberste Kurve ent-
spricht der Temperatur an der Stabmitte. Hier tritt am Ende des Experiments ein
Temperaturanstieg von 52 K auf.
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Abbildung 9.38: Temperaturentwicklung

100

Auch hier zeigt die obere Kurve die Temperaturentwicklung in der Stabmitte. Dabei
zeigtsich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen experimentellen Ergebnissen und
der Berechnung. Der Endwert des Temperaturanstiegs liegt mit 55 K nun wenig iiber
dem des Experiments.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Modellierung, der numerischen Umsetzung
mittels der Methode der finiten Elemente und mit Simulation von thermoviskoelas-
tischem und thermoplastischem Werkstoffverhalten. Dabei wird auch die Thermo-
viskoplastizitit tangiert.

Zu Beginn werden Anforderungen an die Materialmodelle formuliert, um die ther-
momechanische Konsistenz zu erfiillen.

Ausgehend von rheologischen Modellen werden die Materialmodelle der Visko-
elastizitdat, der Plastizitdt und der Viskoplastizitdt motiviert. Diese werden dann
zu thermomechanischen Materialmodelle erweitert, wobei die thermomechanische
Konsistenz erfiillt wird.

Anschliefend wird eine lineare Dehnstabelementformulierung zuerst allgemein,
und dann fiir die Thermoviskoelastizitdt und die Thermoplastizitiat hergeleitet. Die-
se Elemente werden mit FORTRAN 77 in das FE-Programm FEAP implementiert
und dokumentiert.

Schliellich folgen fiir beide Elemente einige Verifikation- und Beispielrechnungen.
Fiir das thermoviskoelastische Element werden mit den Materialdaten fiir Epoxid-
harz adiabat ein Kriech- und ein Relaxationsprozess berechnet. Dabei findet ein,
wenn auch geringer, Temperaturanstieg aufgrund von Dissipationvorgéngen statt.
Bei Berechnungen mit zyklischer Belastung zeigt sich die Geschwindigkeitsabhéngig-
keit durch die Ausbildung einer Hysterese im Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Der
auftretende Temperaturanstieg ist nun erheblich hoher als bei den vorherigen Rech-
nungen. Deutlichen Einfluss hat bei all diesen Berechnungen der thermoelastische
Kopplungseftekt.

Fiir das thermoplastische Dehnstabelement werden fiir eine Aluminiumlegierung
Berechnungen nach HELM [7] zur Ermittlung der Energieumsetzung der plastischen
Spannungsleistung in Warme nachgerechnet. Dabei ergeben sich die gleichen Ergeb-
nisse wie bei HELM.

Eine Vergleichsrechnung zwischen thermomechanisch konsistenter Formulierung
und einer Berechnung mit einem Taylor-Quinney-Koeffizienten von 1.0 zeigt, dass die
vom Modell wiedergegebene Energiespeicherung aufgrund der mechanischem Dissi-
pation bei einer groflen verrichteten plastischen Arbeit nahezu keinen Einfluss mehr

167
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auf die Temperaturdnderung hat. Dagegen zeigt sich fiir einen héufig in der Praxis
verwendeten Wert des Taylor-Quinney-Koeffizienten von 0.9 bei der Temperaturent-
wicklung ein deutlicher Unterschied.

Bei einer Berechnung mit zyklischer Belastung und isothermen Randbedingungen
ergibt sich ein schon recht hoher Temperaturanstieg von 18 K. Deutlichen Einfluss
hat auch hier noch der thermoelastische Kopplungseffekt. Das Verhéltnis von ge-
speicherter Energie zur plastischen Arbeit strebt hier gegen null.

In einer Vergleichsrechnung zu KAMLAH [8] wird ein qualitativ gleiches Ergebnis
gefunden, jedoch liegen die Temperaturwerte ca. 10% niedriger als bei KAMLAH.

Zum Abschluss wird noch ein Experiment von ADAMS und KREMPL [9] nach-
gerechnet. Die Materialparameter dafiir wurden zum Teil aus einem Spannungs-
Dehnungs-Diagramm identifiziert. Dabei ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen den experimentell ermittelten Ergebnissen von ADAMS und KREMPL und
der Berechnung.
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