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WERNERBLUM

Elementare Ableitungsbestimmung für Exponentialfunktionen im
Mathematikunterricht der beruflichen Oberstufe

Wir wollen zuerst einige allgemeine Prinzipien für den Analysisunterricht in der beruf­
lichen Oberstufe hervorheben und diese sodann an Hand der Ableitungsbestimmung für
Exponentialfunktionen verdeutlichen.

1. Zum Analysisunterricht in der beruflichen Oberstufe 1)

1.1. Die neuere fachdidaktische Diskussion zur Analysis auf der Schule läßt sich idealty­
pisch durch 2 Pole kennzeichnen. Auf der einen Seite steht, ausgehend von der Kritik an
der unexakten Analysis früherer Jahre, die Forderung nach unbedingter fachwissenschaft­
licher Exaktheit. Diese Forderung hat sich seit Ende der 60er Jahre in den Lehrbüchern
für das allgemeinbildende Schulwesen in der Weiseniedergeschlagen, daß faktisch die Uni­
versitäts-Analysis kopiert und in mehr oder weniger reduzierter Form in die Schule trans­
formiert wird. Dieses Streben nach fachsystematischer Exaktheit wurde mit einiger Zeit­
Verzögerung in weiten Teilen auch von fast allen neueren Mathematikbüchern für beruf­
liche Schulen übernommen/J. Auf der anderen Seite steht eine Auffassung von der Analy­
sis als einer Rezeptesammlung, bei der unter weitgehendem Verzicht auf mathematische
Uberlegungen kalkülmäßig Übungsbeispiele gelöst werden"),

1.2. Zur Minderung des bestehenden curricularen und didaktischen Defizits bzgl. der Ma­
thematik im beruflichen Schulwesen und als Alternative zu den genannten Extrem-Positi­
onen bzgl. der Analysis wird in [3] ein Vorschlag für eine Art "Grundkurs in Analysis"
fiir die berufliche Oberstufe gemacht. Dieser Vorschlag basiert auf den allgemeinen Zielen,
die der Mathematikunterricht an der beruflichen Oberstufe verfolgen sollte. Zu nennen
sind hierbei sowohl materiale Ziele wie Umweltverständnis, Berufsvorbereitung, Verste­
hen von Praxisproblemen oder Bewältigung von Problemen aus Berufund Alltag als auch
formale Ziele wie Persönlichkeitsbildung, Förderung kognitiver Strukturen oder Förde­
rung von Kreativität, Motivation und Kommunikation durch Beschäftigung mit Mathema­
tik. Diese allgemeinen Ziele des Mathematikunterrichts orientieren sich wiederum an all­
gemeinen Erziehungszielen wie Emanzipation, Mündigkeit u.a.

1.3. Unter Würdigung dieser Ziele in Bezug auf die Schüler der beruflichen Oberstufe und
auf den Stoff der Analysis ergibt sich hieraus als wichtigstes Ziel des Analysis-Unterrichts
in der berufsbildenden Oberstufe, daß beim Schüler adäquate Vorstellungen von den
grundlegenden Begriffen, Methoden und Regeln der Differential- und Integralrechnung
aktiv aufgebaut werden. Der Schüler soll dadurch in die Lage versetzt werden, die Begrif­
fe, Methoden und Sätze der Analysis möglichst weitgehend - verbunden mit Erfolgserleb­
nissen - in Eigenaktivität zu erarbeiten und verständig zu handhaben.

Diese Ziele lassen sich mit den geschilderten Extrem-Positionen nicht erreichen. Der Vor­
schlag in [3] basiert hingegen auf dem Spiralprinzip (siehe Bruner [6]). Hierbei ist es wich­
tig zu unterscheiden zwischen einer ersten Begegnung mit den Gegenständen der Analysis
und einem späteren Wiederaufgreifen mit Präzisierungen und Vertiefungen. Es ist in
einem ersten Durchgang der Analysis nicht das wesentliche, daß die Schüler sämtliche Be­
griffe, Methoden und Sätze in ihrer abschließenden exakten mathematischen Fassung und
an der genauen Stelle innerhalb des deduktiven Gerüsts der Analysis kennenlernen. Ent­
sprechende mathematische Skrupel hat nur der Lehrer oder der Schulbuchautor. Viel-

Vgl. [3, S. 291-293) sowie bzgl. einiger etwas ausführlicher beschriebener Stellen, welche auch
auf die berufliche Oberstufe zutreffen, [4).

2 Als Beispiel sei (8) genannt.
3 Als Beispiel hierfür seien die Bücher [14a/b) genannt.
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mehr ist es legitim und notwendig, didaktische Vereinfachungen'! vorzunehmen, die keine
Verfälschungen, sondern-um mit Bruner [6] zu sprechen - intellektuell ehrlich sind und
auf höherer Stufe ausgebaut werden können. Dies bedeutet, daß an ein Vorverständnis
der Schüler bewußt angeknüpft wird und somit einerseits einige Begriffe in einer noch
nicht präzisierten Form eingeführt und benutzt, andererseits bewußt Lücken im mathema­
tischen Aufbau gelassen werden. Stets muß jedoch - wenn auch manchmal auf der
Grundlage von solch unpräzisierten Begriffen - mathematisch einwandfrei argumentiert
werden und müssen diese Lücken für Lehrer und Schüler bewußt gelassen werden, d.h. der
Schüler soll stets wissen, wann vereinfacht wird und wann nicht und er soll unterscheiden
können zwischen Plausibilitätsbetrachtungen und exakten Beweisen. In einem derartigen
Aufbau ist es auch möglich, im mathematischen Sprachniveau auf die Adressaten einzuge­
hen und die diesbezüglichen bekannten Überforderungen zu vermeiden, ohne auf einem
vormathematischen Niveau stehenbleiben zu müssen.

Als wichtige Beispiele für didaktische Vereinfachungen in unserem Analysis-Konzept seien
genannt:

der Verzicht auf vorgängige Behandlung von Vollständigkeit, Konvergenz und Ste­
tigkeit, um die grundlegenden Begriffe Ableitung und Integral schnell ansteuern zu
können
die Verwendung eines noch unpräzisierten Grenzwertbegriffs.

- die bewußte Entnahme derjenigen Tatsachen aus der Anschauung, die auf dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung beruhen.

1.4. Ein ganz wesentliches Prinzip eines solchen Analysis-Konzepts ist die Betonung des
Anwendungsaspektes als integraler Bestandteil. "Anwendung" bedeutet dabei nicht bloße
Anwendung fertiger Mathematik auf außermathematische Probleme, sondern auch und
m.E. noch wichtiger Mathematisierung realer Problem situationen, d.h. Entwicklung der
Begriffe und Methoden der Analysis an Hand von ProblemkontextenS) .

In aller gebotenen Kürze ist damit für den Analysisunterricht in der beruflichen Oberstufe
eine didaktische Konzeption aufgezeigt, die sich nicht unkritisch an die gymnasiale Ober­
stufe anlehnt, trotzdem gleichwertig ist und curriculare Integration ermöglicht.

2. Exponentialfunktionen im Mathematikunterricht

2.1. Zu den für reale außermathematische Anwendungsprobleme wichtigsten reellen
Funktionen gehören ohne Zweifel die (in [11] so genannten) exponentiellen Wachstums­
funktionen" J

In einem Analysisunterricht wie in Abschnitt 1 beschrieben sind diese Funktionen daher
unverzich tbar.

Nun stehen einer frühen Beschäftigung mit Wachstumsfunktionen auf der Schule bekannt­
lich beträchtliche mathematische Schwierigkeiten entgegen (vgl. [2]). Bei Kirsch [11] sind
jedoch Wege aufgezeigt, diese Funktionen in elementarer Weise bereits vor Beginn der
Analysis zu behandeln. Aus Platzgriinden kann hierauf in vorliegendem Aufsatz nicht ge-

4 Vgl, [9, S. 909-911] zur gesamten Problematik der didaktischen Reduktion
5 Eine besonders wichtige Klasse von Anwendungsproblemen wird übrigens durch den Aspekt .)t"n­

derungsraten" charakterisiert (z.B. Wachstums- oder Zerfallsgeschwindigkeit, Erwärmungs- oder
Abkühlungsgeschwindigkeit, Reaktionsgeschwindigkeit, Luftdruckgefälle, Grenzkosten, Spitzen­
steuer, Empfindlichkeit usw.). Stets interessiert hierbei die lokale Änderung einer Größe, die man
durch Grenzübergang aus den durchschnittlichen Änderungen erhält.

6 Vgl. die Examensarbeit [13] für das Lehramt an beruflichen Schulen, in der weit über 100 diesbe­
zügliche Anwendungsbeispiele aus Physik, Technik, Biologie, Chemie und Ökonomie zusammenge­
stellt und teilweise didaktisch aufbereitet sind.
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nauer eingegangen werden. Jedenfalls gehen wir davon aus, daß vor Beginn der Analysis
die Wachstumsfunktionen als in der folgenden Weise charakterisiert bekannt sind:

Durch je zwei Punkte der oberen Koordinatenhalbebene, die nicht auf einer Parallelen
zu einer der Achsen liegen, geht genau eine Funktion f mit den Eigenschaften

(1) f ist eine streng monotone reelle Funktion mit Wertemenge IR+

(2) f erfüllt die "Grundeigenschaft": Wenn sich das Argument jeweils um denselben
Summanden v erhöht, multipliziert sich der Funktionswert jedesmal mit dem­
selben Faktor q:

f(v)
f(u + v) = q . f(u), wobei q = f(O)

2.2. Es genügt für alles folgende, wenn wir uns auf die
Exponentialfunktionen 7)

expg: IR ~ IR+, x Ho b X (b E IR+ \ {I} ]

beschränken, da alle Wachstumsfunktionen ja auf ein­
fache Weise aus ihnen entstehen. Die Grundeigen­
schaft der Exponentialfunktionen entspricht der
ersten Potenzregel bU+v = bUbv für alle u, v E IR. Aus
den obigen Eigenschaften läßt sich sofort die zweite
Potenzregel bUV = (bu)v für alle u, v E IR herleiten
(vgl. [11]).

Als streng monotone Funktion hat jede der Exponen­
tialfunktionen eine Umkehrfunktion, die Logarith­
musfunktion

logg: IR+ ~ IR, x H- logj,x,

2.3. Je zwei Exponentialfunktionen zu verschiedenen
Basen hängen auf einfache Weise zusammen. Aus der
zweiten Potenzregel folgt nämlich

cX = blogbC·X

für alle b, c E IR+ \ {I} und x E IR. Dies bedeutet
1

also~): Die Streckung x ~ -1- . x parallel zur
ogbc

ersten Achse (im folgenden kurz .x-Affinität") über­
führt den Graphen von x Ho bX in den Graphen von
x H> CX •

Als ausgezeichnete Basis, auf die sich solche Transfor­
mationen beziehen, empfiehlt sich vor der Analysis
die Basis 2. Erst in der Differentialrechnung erweist
es sich als zweckmäßig, die Eulersche Zahl e als aus­
gezeichnete Basis zu nehmen (siehe Abschnitt 5).

-1 1

..L bX'.... ~at

7 Wir benutzen im folgenden mitunter expjyals Name für die Exponentialfunktion x - bX • Im Un­
terricht wird sich dies weitgehend vermeiden lassen.

8 Man mache sich klar: Durch x - x* =~ (k E IR \ {O} ) geht der Graph von x .... f (x) in den Gra­
phen von x - f (kx) über, denn für jedes x ist f (kx*) = f (x).
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3. Haupt-Ziele dieser Arbeit

3.1. In einem anwendungsorientierten Analysisunterricht in der beruflichen Oberstufe
werden recht bald auch die Ableitungen der Exponentialfunktionen benötigt. Eine exakte
Ableitungsbestimmung stößt jedoch auf größere mathematische Schwierigkeiten'v (vgl.
[2]). Unser Ziel ist es nun, einen Vorschlag zu unterbreiten, der diese Ableitungsbestim­
mung im Sinne der in Abschnitt 1 genannten Prinzipien in elementarer Weise bereits
früh - etwa in einem "Grundkurs" zur Analysis (vgl. [3]) - ermöglicht 10).

Unser Weg läßt an einer genau gekennzeichneten Stelle eine bewußte Lücke, indem aus
der Anschauung entnommen wird, daß jede der Exponentialfunktionen x 1-* bX eine
"Linkskurve" beschreibt und im Punkt (0/1) eine Tangente besitzt, die - außer in 0 ­
ganz unterhalb des Graphen verläuft. Auf diese Weise können Anwendungsprobleme im
Zusammenhang mit Exponentialfunktionen ohne begrifflichen Aufwand allen Schülern
zugänglich gemacht werden.

3.2. Bei der eben erwähnten Stelle handelt es sich keineswegs um einen Baustein, dessen
Fehlen das ganze mathematische Gebäude der Ableitungsbestimmung für Exponential­
funktionen zum Einsturz bringt. Vielmehr ließe sich der bewußt ausgegliederte Nachweis
der Konvexität der Exponentialfunktionen und ihrer Differenzierbarkeit an der Stelle 0
auch im Rahmen eines Grundkurses exakt führen, Hierzu fehlt hier aber der Platz (siehe
jedoch [5]) und im Unterricht die Zeit.

3.3. In der Literatur wird oft ein Weg gewählt, bei dem zuerst die Ableitungen der Loga­
rithmusfunktionen bestimmt werden 11J - obwohl diese für Anwendungsprobleme weit
weniger relevant sind - und danach erst auf geometrischem (Spiegelung an der Winkelhal­
bierenden) oder rein formalem Wege (Ableitungsregel für die Umkehrfunktion) die Ablei­
tungen der Exponentialfunktionen, Abgesehen davon, daß hier - im Gegensatz zu unserem
Vorschlag -- die Stetigkeit der Logarithmusfunktionen in der Form der Vertauschbarkeit
von .Jogg" mit .Jim" substantiell eingeht und auch - entsprechend unserem Vorschlag -

n-+ oo

die Differenzierbarkeit der Logarithmusfunktionen ohne Beweis vorausgesetzt werden

muß, muß bei diesem Weg die Konvergenz der Folge «1 + l)n) mit allen dazu notwendi-
n

gen unangenehmen Abschätzungen bereits vorher behandelt worden sein. Unser Zugang
hat also den großen Vorzug, auch für einen "Grundkurs" geeignet zu sein, in dem Folgen
nicht vorgängig behandelt worden sind.

Wir zählen nun in Abschnitt 4 die Voraussetzungen auf, welche die Schüler in unserem
Vorschlag besitzen müssen; sodann schildern wir unseren Weg in Abschnitt S. In Ab­
schnitt 6 beschäftigen wir uns näher mit der numerischen Bestimmung der Eulerschen
Zahl.
9 Diese Schwierigkeiten werden in den meisten Schulbüchern für die gymnasiale Oberstufe dadurch

umgangen, daß Logarithmus- und Exponentialfunktionen erst im Anschluß an die Integralrechnung
behandelt werden. In einigen Schulbüchern für das berufliche Schulwesen werden die Schwierig­
keiten dadurch "behoben", daß stillschweigend über sie hinweggegangen wird und den Schülern
unbegründete Tatsachen, die manchmal den Aufbau echt verfälschen, heimlich untergeschoben

werden. So wird in [18] eß x - l = *' gesetzt und stillschweigend nEIN .angenommen, tim

lim (1 + 1:. )D = e von vorher benutzen zu können. In [10], [14] und (18) wird stillschweigend die
n~oo n

Vertauschbarkeit von "ln" und "tim" angenommen. In [19], [14] und [17] werden zuerst die Lo­
n~oo

garithmusfunktionen abgeleitet und wird ohne Kommentar IJ.x = ~ (n EIN) gesetzt.
n

10 Vgl. zu unserem Wegauch [16] und [15, S. 171-174]

11 In einigen Schulbüchern vielleicht deshalb, weil jenes in Fußnote 9 montierte Unterschieben unbe­
griindeter Tatsachen hier einfacher geht?
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4. Schüler-Voraussetzungen

4.1. Den Schülern müssen die Exponentialfunktionen in der Weise bekannt sein, wie dies
in Abschnitt 2 geschildert wurde. Die Schüler müssen also

-- die Graphen der Exponentialfunktionen kennen, insbesondere deren strenge Mono­
tonie
wissen, daß die Exponentialfunktionen IR ~ IR+ und deren Umkehrfunktionen IR+
~ IR bijektiv sind
die erste und zweite Potenzregel kennen

sowie (für vertiefende Betrachtungen über die Existenz der Eulerschen Zahl, vgl. 5.3)

wissen, daßdie Graphen je zweier Exponentialfunktionen durch eine bestimmte
Affinität auseinander hervorgehen.

4.2. Die Schüler müssen . + _ t
- den Begriff der Ableitung f' (x) = lim f(x h~ (x) einer Funktion f an einer Stelle

h~O
x kennen.

-- wissen, daß die Ableitung als Tangentensteigung gedeutet werden kann.

Der Grenzwertbegriff darf dabei durchaus in einer noch vorläufigen, mehr intuitiven
Form im Sinne einer "immer besseren Approximation" behandelt worden sein (vgl. [1,
S. 23], [15, S. 50], [3, S. 295]); die einfachen Regeln für das Rechnen mit Grenzwerten
werden dabei bewußt ohne Begründung verwendet.

5. Die Ableitungsbestimmung

5.1. Der Differenzenquotient zur Exponentialfunktion eXPb (b E IR+ \ {I} ) an der Stelle
x ist 12 )

Nun entnehmen wir bewußt aus der Anschauung:

Der Graph von eXPb beschreibt eine Linkskurve
und hat an der Stelle 0 eine wohlbestimmte
Tangente, die --- außer in 0 - ganz unterhalb des
Graphen verläuft. Bezeichnet ab die Steigung
dieser Tangente, so existiert also

1· bn - 1
ab = h~ -h- (b E IR+ \ {I}).

Hieraus ergibt sich die Differenzierbarkeit von bX an jeder Stelle x ,mit der Ableitung
ab . bX • Es gilt somit eXPb =ab . eXPb, d. h. die Ableitung einer Exponentialfunktion ist
bis aufeinen konstanten Faktor, der nur von der Basis abhängt, gleich der Funktion selbst.
Dieser Faktor ist gleich der Tangentensteigung im Punkt (0/1).

12 Bei der folgenden Umformung wird die Potenzregel bX+h = bXbh benutzt. Da wir die benötigten
Eigenschaften der Exponentialfunktionen eben zusammengestellt haben, werden wir im folgenden
nicht jedesmal einzeln darauf hinweisen, wenn wir sie verwenden.
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5.2. Das Problem ist nun reduziert auf die Bestim­
mung der Konstanten ab für b E IR+ \ {I} . Durch
Zeichnen verschiedener Exponentialfunktionen in der
Umgebung von 0 und näherungsweises Zeichnen der
Tangenten in (0/1) lassen sich erste Nahrungswerte
für ab ermitteln. Z.B. ergibt sich

a1,5 ~ 0,4; a2 ~ 0,7; a2 ,5 ~ 0,9;

a3 ~ 1,1; a 10 ~ 2,3 usw.

1

5.3. Wir wissen, daß die Graphen zweier Exponential­
funktionen eXPb' expc jeweils durch eine x-Affinität
auseinander hervorgehen (siehe 2.2). Dieselbe x-Affi­
nität überführt auch die Tangenten in (0/1) ineinan­
der. Für ihre Steigungen gilt damit 13 )

ae = loggc : ab (b, c E IR+ \ {I} ).

5.4. Anschaulich ist klar, daß es genau eine Exponen­
tialfunktion geben muß, deren Tangente in (0/1) ge­
rade die Steigung 1 hat, und daß deren Basis zwischen
2,5 und 3 liegen muß. Diese Exponentialfunktion ist
deshalb besonders interessant, da sie mit ihrer Ablei­
tungsfunktion übereinstimmt.

Die Begründung14 ) für die Existenz und Eindeutigkeit
einer solchen Basis e mit ae =1, also exp~ =exp.; ge­
schieht mittels der Bijektivität der Logarithmusfunk­
tionen. Für beliebig festgehaltenes b E IR+ \ {I}
nimmt nämlich logj,c und damit auch logj,c . ab jeden
reelen Wert genau einmal an, wenn c alle positiven
reellen Zahlen durchläuft. Insbesondere gibt es genau
eine Zahl e E 'IR+ mit oe =logj,e : ab = 1.

Diese Zahl e wird Eulersche Zahl genannt. Sie ist hier
also in der Weise definiert, wie ihre praktische Bedeu­
tung begründet ist, nämlich als Basis derjenigen Ex­
ponentialfunktion, die an der Stelle 0 die Steigung 1
hat, also mit ihrer Ableitung übereinstimmt.

Natürlich interessiert die Schüler der genaue numeri­
sche Wert von e ; vgl. dazu Abschnitt 6.

1

1+X

13 Natürlich läßt sich dies auch formal mit Hilfe der Ableitungsregel "f(x) =g (kx) f':.l f' (x) =k .
g' (kx)" berechnen:

logbc . x .x L'I logge . x xcX = f'(x) = b r>« 0c . c-- = I (x) = logbc' ab . b = logbc' ab . c .

Jene Regel kann übrigens unabhängig von der - in einem Grundkurs entbehrlichen - Kettenregel
ganz elementar algebraisch oder geometrisch (vgl. [12, S. 25/26]) bewiesen werden, wobei dieser
geometrische Beweis substantiell derselbe ist wie unserer mittels x-Affinitäten.

14 VgI.auch das Schulbuch (7).
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5.5. Da die Eulersche Zahl e nach ihrer Definition die in der Differentialrechnung adä­
quate Basis für Exponentialfunktionen ist, werden - entsprechend 5.3. - die Graphen
aller Exponentialfunktionen expc mit eXPe verglichen. Wenn In: = log, gesetzt wird, er­
gibt sich wegen oe =1 wie in 5.3. 0f: = In c für alle cE IR+ \ {I}. Damit sind die gesuch­
ten konstanten Faktoren bestimmt 5 , und es gilt mithin

exp'b = In b . eXPb für alle b E IR+ \ {I} .

5.6. Im Unterricht wird man in der Regel nicht die in 5.3. bis 5.5. vorgezeichnete Reihen­
folge einhalten. Vielmehr kann die eindeutige Existenz einer Basis e mit oe =1 schon di­
rekt im Anschluß an die Ermittlung von Näherungswerten für einige ob (vgl.5.2.)aus der
Anschauung entnommen werden, da diese Existenz den Schülern völlig plausibel ist. Dann
steht die Exponentialfunktion zur Basis e mit ihrer wichtigen Eigenschaft exp; =exp e so­
fort für Anwendungen zur Verfügung!". Auch die im nachfolgenden Abschnitt 6 geschil­
derte numerische Bestimmung der Eulersche Zahl e ist unabhängig von der Begründung
für deren Existenz. Dieser Existenznachweis (entsprechend 5.3 und 5.4), der ja im An­
spruchsniveau etwas höher liegt, kann im Unterricht als vertiefende Betrachtung hintan
gestellt werden.

6. Numerische Bestimmung der Eulerschen Zahl

6.1. Eine möglichst genaue Ermittlung der Tangentensteigungen in (0/1) für einige Expo­
nentialfunktionen mit Basen zwischen 2,5 und 3 liefert e ~ 2,7.

Diese Genauigkeit ist jedoch noch unbefriedigend. Weit bessere Näherungswerte liefert
der lineare Approximationsaspekt (siehe [4, S. 174/175]): In der Umgebung von 0 läßt
sich der Graph einer jeden Exponentialfunktion näherungsweise durch die zugehörige
Tangente in (0/1) ersetzen, d.h. es gilt

insbesondere also
bX ~ 1 + Ob . x
eX~I+x

für kleine Ix I,
für kleine Ix I.

1
Mit x = ~ wird also en ~ + kfür große n. Indem in dieser Näherungsgleichung ein-

fach aufbeiden Seiten die n-te Potenz gebildet wird, ergibt sich

e ~ (1 + 1.)n für große n.
n

Hieraus berechnet man mit Hilfe eines Taschenrechners - unter vorteilhafter Verwendung
1 2 m

von Zweierpotenzen : e ~ (1 + 2m) - sofort e ~ 2,718.

6.2. Wir haben eben naiv auf beiden Seiten der Näherungsgleichung die n-te Potenz gebil­
det. Dies erscheint plausibel, ist aber bisher durch nichts gerechtfertigt, da im Unterricht

IS Es gilt also In b = ~~ b
h
~ 1 für alle bE IR+\ {I} . Damit hat sich als Nebenresultat eine Berech­

nungsmöglichkeit für die Logarithmenwerte zur Basis e ergeben.

16 Die Ableitung der Exponentialfunktion zur Basis b für beliebiges bE IR+\ {I} (siehe 5.5) kann
dann auch direkt formal bewiesen werden (vgl. Fußnote 13):

eXPb(x) = bX = e1nb' x~ expt,(x) = lnb- elnb' x = lnb· bX
•
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das Rechnen mit dem ,;~"-Zeichen sicherlich noch nicht thematisiert worden ist. Da­
her ergibt sich die Notwendigkeit der Präzisierung und Begründung der Aussage

e ~ (1 +;;)ß für große n. Dies ist nun aber im Unterricht in elementarer Weise möglich:

Wir benutzen aus 5.1. daß der Graph von exp, - außer an der Stelle 0 - oberhalb der
Tangente in (0/1) verläuft. Es gilt also

eX > 1 + x für alle x E IR \ {O}.

1

Setzen wir nun einerseits x =L, so folgt e;;- > 1 + l ,also e > (1+l)ß für alle nEIN.
n 1 n n

1 s: 1 - n+ 1 1
Setzen wir andererseits x =- -1' so 10 gt e > 1 - -1' alson+ n+

n+l
n

n+l
(n + 1) - 11

1-­
n+l

1

eß +1 < ---

und damit

(1 + ~ )n
e < (I + l)ß+ 1 = (1 + 1.)n . (1 + 1-) = (1 + 1.)Ii + n < (1 +1- )n +~

n n n n n n n

für alle nEIN. Insgesamt hat sich also ergeben

(1 + 1.)ß < e < (1 + l)n + ~ für alle nEIN.
n n n

Wegen e < (1+1 )n+1 ist insbesondere e. < 4 (setze n = 1). Daher kann man auf dern

rechten Seite auch i statt":' schreiben, wodurch die Ungleichung erst numerisch hand-
n n

habbar wird!".

Wir haben damit gezeigt, in welchem präzisen Sinn unsere Aussage e ~ (1+* )n zu ver­

stehen ist. Unser Beweis war deshalb so einfach im Vergleich zu den üblichen Abschätzun­

gen im Zusammenhang mit der Folge ( (1+{)ß), weil wir die Zahl e nicht mehr definie­

ren, sondern nur noch berechnenmußten.

6.3. Aus der eben hergeleiteten Ungleichung folgt sofort

o < e - (1 + 1.)n < ± für alle nEIN,n n

also lim (1 +*)n = e. Hierbei brauchen keineswegs Folgen bereits vorher thematisiert
n-+oo

worden zu sein (vgl. [3, S. 292]). Diese Grenzwertaussage ist aufgrund obiger expliziter
Abschätzung vollkommen klar, gleichgültig ob ein exakter Grenzwertbegriff zugrunde­
liegt oder aber - wie wir für den ersten Durchgang der Analysis vorschlagen - ein didak­
tisch vereinfachter.

17 Das "Fehlerglied" i macht es im übrigen plausibel, weshalb die Annäherung von (1+!. )n an die
n n

Zahl e so langsam erfolgt.
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Die anerkannten Ausbildungsberufe

Der Bundesminister für Bildung und Wissenschaft hat eben nach § 30 des Berufsbildungs­
gesetzes die Ausgabe 1976 des "Verzeichnisses der anerkannten Ausbildungsberufe" her­
ausgebracht. In jeder beruflichen Schule sollte dieses wichtige Dokument vorhanden sein,
das im W. Bertelsmann Verlag KG, Bielefeld, unter der Bestell-Nr. 600111462 h bezogen
werden kann (Preis 15,30 DM).

Diesem Verzeichnis entnehmen wir, daß es zum 1. Juni 1976 in der Bundesrepublik
Deutschland 456 Ausbildungsberufe gegeben hat. Zum Vergleichszeitpunkt des Vorjahres
waren es noch 465. Diese 456 Ausbildungsberufe können wie folgt aufgeteilt werden:

92 Ausbildungsberufe sind neu (nach § 25 BBiG/§ 25 HwO) geregelte Berufe;
338 Ausbildungsberufe waren schon vor Irrkrafttreten des Berufsbildungsgesetzes aner­
kannt und
26 Ausbildungsberufe sind vergleichbar geregelte Ausbildungsberufe (§ 108 Abs. 1).

Weitere wichtige Daten: 1974 gab es im Ausbildungsbereich der Industrie, des Handels
und des Dienstleistungsgewerbes 664.554 Auszubildende, im Handwerk 486.531, in der
Landwirtschaft 27.404, im öffentlichen Dienst 47.189, in sonstigen Ausbildungsbereichen
105.090 Auszubildende.

586




