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WERNER BLUM

Einkommensteuern als Thema des Analysisunterrichts
in der beruflichen Oberstufe

O. Einleitung

Im folgenden wird das Thema Einkommensteuern (meist kurz: ESt) unter mathematik-
didaktischen Gesichtspunkten diskutiert!). Damit sollen zum einen dem Mathematiklehrer,
der Anwendungsbeispiele fiir den Analysisunterricht sucht, Anregungen gegeben werden;
zum anderen sollen an Hand des Beispiels ESt einige wesentliche Aspekte der Problematik ei-
nes anwendungsorientierten Mathematikunterrichts exemplarisch verdeutlicht werden. Dazu
werden zuerst in Abschnitt 1 die relevanten steuerlichen Begriffe im Mathematisierungs-
Kontext eingefithrt und in Abschnitt 2 die notigen Informationen iiber die bundesdeutschen
ESt gegeben. Es folgen in Abschnitt 3 einige allgemeine Bemerkungen zur Anwendungs-
orientierung des Mathematikunterrichts. In Abschnitt 4 werden dann auf diesem Hintergrund
Begriindungen fiir eine Behandlung des Themas ESt im Analysisunterricht genannt und Uber-
legungen zur unterrichtlichen Verwendung angestellt.

1. Einkommensteuern und Mathematisierung

Den Betrachtungen liegt stets ein unverheirateter Steuerzahler zugrunde?), der fiir sein zu ver-
steuerndes (Brutto-)Jahreseinkommen Einkommensteuern bezahlen muf3. Der Begriff ,,Ein-
kommensteuer’’ ist hier und im folgenden stets umfassend gemeint und schlie3t den Begriff
,,Lohnsteuer’’ mit ein.

Steuertechnische Probleme, welche die Ermittlung des zu versteuernden Einkommens betref-
fen, werden hier nicht erértert. Wohl aber wollen wir als Ausgangspunkt fiir den folgenden
Mathematisierungsprozef} iiberlegen, welche Fort?erungen an die ESt sinnvoll erscheinen. Bei-
spiele fiir solche steuerpolitischen Forderungen sind:

A: Stets soll die zu zahlende ESt geringer sein als das Einkommen
oder schwicher:

A’: Nie...... hoher sein . .....

B: Wenn das Einkommen wichst, so soll die zu zahlende ESt auch wachsen
oder schwécher:

B: ...... nicht abnehmen
Andererseits soll auch gelten:

C: Wenn das Einkommen wichst, so soll das nach Abzug der ESt verbleibende
(Netto-)Einkommen auch wachsen

oder schwicher:
C: ..., nicht abnehmen

D: Wenn das Einkommen wichst, so soll der Prozentsatz der vom Einkommen zu
zahlenden ESt auch wachsen

1) Zu diesem Thema liegen eigene Unterrichtserfahrungen aus mehreren Fachoberschul- und Gymnasial-
Klassen vor. Insbesondere habe ich im Herbst 1976 zusammen mit Frau G. Kaiser und Herrn R. Stein
(beide Kassel) ein mehrwochiges Unterichtsprojekt an einem Kasseler Wirtschaftsgymnasium durchge-
fithrt; viele der folgenden Uberlegungen sind aus gemeinsamen Diskussionen im Zusammenhang mit
diesem Projekt hervorgegangen.

2) Fiir Verheiratete ist das Splittin g zu beachten; siche Fu3note 3.
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oder schwicher:
D:...... nicht abnehmen

E: Wenn das Einkommen wichst, so soll der Steuersatz, der fiir jede hinzuverdiente
Mark gezahlt werden muf3, auch wachsen

oder schwicher:
E: ...... nicht abnehmen
Weniger auf der Hand liegend ist:

F: Stets soll der Steuersatz, der fiir jede hinzuverdiente Mark gezahlt werden muf3,
hoher sein als der insgesamt zu zahlende Steuersatz

oder schwicher:
F': Nie...... geringer sein . . . ...

Wir wollen diese Forderungen nun mathematisieren.Dazu sei x das zu versteuernde Jahresein-
kommen, gemessen in DM; s(x) sei die beim Einkommen x zu zahlende Einkommensteuer?),
ebenfalls in DM gemessen. Wir idealisieren und setzen fiir das folgende x "¢ IR} voraus.
Die Zuordnung

s:x »s(x); x e IR}

heile Einkommensteuerfunktion. Die Forderungen A bzw. A’, B bzw. B’ und C bzw. C’ lau-
ten nun in mathematischer Fassung4):

A: s < id auf IR}
A’: s < id auf le

B : s streng monoton wachsend
B’: s monoton wachsend

C : id-s streng monoton wachsend
C’: id-s monoton wachsend

Zur mathematischen Fassung der weiteren steuerpolitischen A Fig. 1
Forderungen miissen wir neue Begriffe einfiihren.

Zum Einkommen x e IR* sei d(x) := §-(-—;:) der Durch-

schnittssteuersatz (oder globale Steuersatz); der Prozentsatz  scx){
der vom gesamten Einkommen zu zahlenden ESt ist dem-
nach 100-d(x). Geometrisch gibt d(x) die Steigung der Se-
kante durch O und (x | s(x)) an. Die Funktion

d:x » d(x);x & IR*
heile Durchschnittssteuersatzfunktion. Die Forderungen D bzw. D’ besagen nun:

D : d streng monoton wachsend
D’: d monoton wachsend

3) Nach Splitting-Tarif haben Verheiratete 2 - s(-é— xg'+x Q)) zu zahlen.
4) Im folgenden wird die Funktion x + x mit id bezeichnet.
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Der Steuersatz, der bei gegebenem Einkommen x fiir jede hinzuverdiente Mark gezahlt wer-

den muf, ist s@g—h)h;s(x)’ wenn sich das Einkommen von x auf x+ h erhdht. Dies ist der

Differenzenquotient, d. h. die durchschnittliche Anderungsrate fiir die Funktion s an der Stelle x
zur Abszissendifferenz h. Da h gegeniiber x i. a. sehr klein ist, idealisieren wir’) und betrach-

ten statt der Differenzenquotienten den Differentialquotienten s’(x) =hli_r)ng(i%ﬂ, d. h.

wir betrachten statt der durchschnittlichen Anderungsraten
die lokale Anderungsrate von s an der Stelle x. Wir setzen Fig. 2
dabei voraus, daf} die ESt-Funktion s fast iiberall differen- T
zierbar ist; in den (endlich vielen) Ausnahmestellen a sei s
wenigstens rechtsseitig differenzierbar, und wir setzen dort
s’(a) : = s’r(a). Die Zahl s’(x) heifle der zum Einkommen x 5001
gehdrige Spitzensteuersatz)(oder lokale Steuersatz). Geome-
trisch gibt s’(x) die Steigung der Tangente (bzw. der rechts-
seitigen Tangente) im Punkt (x | s(x)) an den Graphen der 4
ESt-Funktion an.
In der Okonomie ist die ,,marginale’’ Sprechweise ,,s’(x) ist der fiir jede hinzuverdiente Mark
zu zahlende Steuersatz’’ iiblich. Dies bedeutet also, dal man die lokale Anderungsrate als gu-
te Approximation der — real allein auftretenden — durchschnittlichen Anderungsraten
s(x+ h}),— s(x) oder

s(x+h) a s(x) + h-s’(x) fiir kleine |hl.
Dies ist der lineare Approximationsaspekt der Differentialrechnung, der in der 6konomischen
Praxis oft intuitiv verwendet wird und der insbesondere zum Verstdndnis sowie zur nidhe-
rungsweisen Berechnung der Steuermehrbelastung s(x + h) — s(x) bei einem Mehrverdienst h
duflerst niitzlich ist.
Die Funktion

$ X » S'(X); x & IR}

»f--=--

betrachtet, d. h. man benutzt s’(x) A

heifle Spitzensteuersatzfunktion. Die Forderungen E bzw. E’ und F bzw. F’ besagen nun:

E : s’ streng monoton wachsend

E’: s’ monoton wachsend

F: s > daufIR*

F: s > dauf IR+
In den Differenzierbarkeitsintervallen von s bedeutet strenge Monotonie bzw. Monotonie von
s’ bekanntlich strenge Konvexitit bzw. Konvexitit von s. Ein hinreichendes Kriterium hierfiir
ist s”’> 0 bzw. s> . Die Zahl s’’(x) heifle die zum Einkommen x gehérige Progression.

Man kann nun untersuchen, wie die einzelnen Forderungen miteinander zusammenhéngen.

Z.B.giltt ¢ ¢ oder: B A D ©B AF oder: B A C = sstetig.

Darauf aufbauend 148t sich eine Axiomatisierung vornehmen. Wir verzichten hier aus Platz-
griinden auf diese mathematischireizvollen, didaktisch jedoch nicht primir relevanten Uberle-
gungen.

5) Diese Idealisierung ist iiblich und zweckmaiBig; natiirlich kann man Differenzenrechnung an Stelle von

Differentialrechnung betreiben und auf infinitesimale Begriffsbildungen verzichten. Solche Idealisie-
rungen, die auf Anderungsraten fiihren, liefern iibrigens eine Fiille von Anwendungsbeispielen zur Dif-

ferentialrechnung.
6) Oft auch Grenzsteuersatz genannt; manchmal bezeichnet dieser Begriff aber auch den Differenzenquo-

tienten s(a+ 1) — s(a).
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Auch die Frage, wie aus den genannten Forderungen in Verbindung mit fiskalischen Uberle-
gungen (insbesondere zur derzeitigen bzw. zu erwartenden Einkommensverteilung in der Bun-
desrepublik) ,,verniinftige’’ ESt-Funktionen aufgestellt werden kénnen, kann hier nicht wei-
ter verfolgt werden. Statt dessen betrachten wir sogleich das Resultat entsprechender (ver-
niinftiger?) Uberlegungen unserer Steuer-Politiker, ndmlich die derzeitige bundesdeutsche
ESt-Funktion.

2. Die Einkommensteuerfunktion der Bundesrepublik Deutschland
Derjenige Teil des bundesdeutschen Einkommensteuergesetzes, in welchem der derzeit giiltige
ESt-Tarif mitgeteilt wird, lautet7):

§32a
Einkommensteuertarif
(1) Die tarifliche Einkommensteuer bemif}t sich nach dem zu versteuernden Einkommen. Sie
betrdgt vorbehaltlich der §§ 32 b, 34 und 34 b jeweils in DM
1. fir zu versteuernde Einkommen bis 3 329 DM; 0;
2. fir zu versteuernde Einkommen von 3 330 DM bis 16 019 DM: 0,22x—726;
3. fiir zu versteuernde Einkommen von 16 020 DM bis 47999 DM:
[(—49,2y + 505,3)y + 3077y + 2792;
4. fir zu versteuernde Einkommen von 48 000 DM bis 130019 DM:
{ 1(0,12—6,07)z + 109,95]z + 4800 } z + 16200;
5. fiir zu versteuernde Einkommen von 130 020 DM an: 0,56x—12742.

,,X"’ ist das abgerundete zu versteuernde Einkommen. ,,y’’ ist ein Zehntausendstel des 16 000
DM iibersteigenden Teils des abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,,z’’ ist ein Zehn-
tausendstel des 48 000 DM iibersteigenden Teils des abgerundeten zu versteuernden Einkom-
mens.

Wenn wir von Abrundungen absehen und

wie bisher x & IR} voraussetzen, ist die” rem— Fig. 3
bundesdeutsche ESt-Funktion s hiernach al-
so eine stiickweise ganzrationale Funktion;
Fig. 3 zeigt ihren Graphen. s ist bis auf die
Ubergangsstellen zwischen den Tarif-Zonen
differenzierbar. An diesen Ubergangsstellen
hat s ,,winzige’’ Spriinge vom Betrage < 1.
Die Graphen der zugehorigen Durchschnitts-
bzw. Spitzensteuersatz-Funktion ergeben
sich hieraus wie in Fig. 4 und § dargestellt. "0 tog 100’ oo0

10 000

Erfiillt sind hier also die Forderungen A’, E’ und F’ aus Abschnitt 1. ,,Beinahe’’ (d. h. bis auf
kleine Umgebungen der Sprungstellen) sind erfiillt B’, C’ und D’. Innerhalb einzelner Zonen
gelten auch die schirferen Forderungen A, B etc.

7) Der bis 1977 giiltige Tarif ist z. B. in [8] zu finden. Bei dem von der Bundesregierung fiir 1979 vorgese-
henen neuen Tarif sollen der ,,Grundfreibetrag’’ (von derzeit 3 300 DM auf voraussichtlich 3 690 DM)
erhoht und der derzeitige ,, Tarifsprung’’ der Spitzensteuer (von 22 % auf beinahe 30,8 % beim Uber-
gang von der ,,Proportionalzone” 2 zur ,,ersten Progressionszone’’ 3) beseitigt werden. Dadurch 4n-
dern sich simtliche Koeffizienten in der ersten Progressionszone, wihrend in den iibrigen Zonen nur
die absoluten Terme vermindert werden (um voraussichtlich 85 in der Proportionalzone und um vor-
aussichtlich 902 in der ,,zweiten Progressionszone’’ 4 und in der ,,proportionalen Endzone’’5). Des-
halb dndern sich auch die Graphen in Fig. 3 — 5 entsprechend, insbesondere der dritte Teil des Spitzen-
steuergraphen.
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Durchachnittssteversatzfunktion Spitzensteversatzfunktion

20 000 100 900 10 600 100 000

Fig. 4 Fig. 5

Laut Gesetz werden die Einkommensteuern fiir 30- bzw. 60-DM-Intervalle konstant berech-
net:

(2) Das zu versteuernde Einkommen ist

1. auf den nichsten durch 30 ohne Rest teilbaren vollen DM-Betrag abzurunden, wenn es
nicht mehr als 48 000 DM betrédgt und nicht bereits durch 30 ohne Rest teilbar ist,

2. auf den nichsten durch 60 ohne Rest teilbaren vollen DM-Betrag abzurunden, wenn es
mehr als 48 000 DM betriagt und nicht bereits durch 60 ohne Rest teilbar ist.

Die tatsdchlich verwendete ESt-Funktion ist demzufolge ei-

ne Treppenfunktion (Fig. 6).

Die Idealisierung zur in Fig. 3 dargestellten ,,stetigen’’ Steu- /F
erfunktion ist jedoch fiir weitere Untersuchungen zweckma-
Big bzw. — wenn zur Untersuchung der ESt-Funktion Hilfs- -
mittel aus der Differentialrechnung eingesetzt oder wenn -
Spitzensteuern berechnet werden sollen — notwendig und '
wird daher im folgenden stets zugrundegelegt.

Fig. 6

A 4

Die Berechnung der ESt muBl nach § 32 a (3) nach dem
Horner-Schema erfolgen, wobei Rundungen vorgeschrieben sind:

(3) Die zur Berechnung der tariflichen Einkommensteuer erforderlichen Rechenschritte sind in
der Reihenfolge auszufiihren, die sich nach dem Horner-Schema ergibt. Dabei sind die sich aus
den Multiplikationen ergebenden Zwischenergebnisse fiir jeden weiteren Rechenschritt mit drei
Dezimalstellen anzusetzen; die nachfolgenden Dezimalstellen sind fortzulassen. Der sich erge-
bende Steuerbetrag ist auf den nidchsten vollen DM-Betrag abzurunden.

3. Bemerkungen zur Anwendungsorientierung des Mathematikunterrichts

Ich nenne hier drei wesentliche Griinde dafiir, dal der Mathematikunterricht anwendungs-
orientiert gestaltet werden sollte:

1. Ein wichtiges allgemeines Ziel, welches der Mathematikunterricht verfolgen sollte und wel-

ches nur iiber Anwendungsbeziige erreicht werden kann, ist die Vermittiung solcher ma-
thematischen Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten, die zur Beschreibung, zum Ver-
stdndnis und zur Bewdltigung von relevanten auflermathematischen Problemen beitragen
(siehe [3, S. 644]). Der Mathematikunterricht hat somit auch die Aufgabe einer Hilfelei-
stung fiir Anwendungsprobleme. ,,Relevant” hei3e ein solches Problem dann, wenn es aus
der derzeitigen oder absehbar zukiinftigen beruflichen oder alltiglichen Umwelt des Schii-
lers stammt und fiir ihn ,,herausfordernden’’ Charakter besitzt.
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2. Umgekehrt haben Anwendungsprobleme die (lernpsychologische) Aufgabe, mathemati-
sche Inhalte zu motivieren und zu veranschaulichen. Auch und gerade die aktive Auseinan-
dersetzung mit geeigneten Anwendungsproblemen fiihrt zu einem tieferen Verstdndnis und
langeren Behalten der zugehérigen mathematischen Inhalte und férdert die Ausformung
kognitiver Strategien und intellektueller Techniken ([10]).

3. Ohne Beriicksichtigung aulermathematischer Anwendungen wiirde den Schiilern ein fal-
sches Bild der Mathematik vermittelt, sowohl der derzeitigen Wissenschaft Mathematik,
der Rolle, die diese Wissenschaft in der heutigen Welt spielt, als auch der Mathematik in
ihrer geschichtlichen Entwicklung; Anwendungsorientierung fiihrt also zu einem ausgewo-
generen Bild der Mathematik als Gesamtphénomen.

Diese drei Griinde legitimieren sich wiederum an iibergreifenderen Zielsetzungen des Schulun-
terrichts.

Deshalb miissen Anwendungsprobleme integraler Bestandteil des Mathematikunterrichts sein,
insbesondere in beruflichen Schulen, in denen das in 1. genannte Ziel das primére Ziel eines im
unfassenden Sinne ,,allgemeinbildenden’’ Mathematikunterrichts sein sollte (vgl.[4]). Dabei
ist nicht nur ein Anwenden einer im Unterricht fertig entwickelten Mathematik auf auflerma-
thematische Probleme gemeint. Vielmehr soll an Hand von Beispielen das Wechselverhiltnis
zwischen Mathematik und Realitdt deutlich werden (vgl. dazu auch z. B. [7] oder [9]):

2) Mathema-

Resultate

Resultate

Fig. 7 Realitat Mathematik

Dieser Prozef des wechselseitigen Ubergangs zwischen den beiden Bereichen sollte im Unter-
richt durchgefiihrt und auch reflektierend thematisiert werden. Der Schiiler sollte die Qualifi-
kation erwerben, zwischen den Ebenen ,,Realitidt’’ und ,,Mathematik’’ in beiden Richtungen
tibersetzen zu k6énnen.

Zu den Kriterien, denen ,,gute’’ Anwendungsprobleme fiir den Mathematikunterricht genii-
gen sollten, gehdren insbesondere die folgenden (vgl. [3, S. 645]): Ein solches Problem sollte
real, relevant, vom auflermathematischen Aufwand her faflich und innermathematisch zu-
ginglich sein; zudem sollte es mit den Lehrplinen fiir den Mathematikunterricht vertriglich
sein, mehr noch, es sollte eine ,, fragende Funktion’’ im Mathematikunterricht iibernehmen
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konnen. Anwendungsorientierung des Mathematikunterichts bedeutet namlich nicht eine be-
liebige Aufeinanderfolge diverser Anwendungsbeispiele; vielmehr soll sich die Mathematik
um einige wenige, im Sinne der genannten Begriindungen exemplarisch ausgewabhlte ,, Leitpro-
bleme’’ herum konsistent aufbauen. ,,Real >’ bedeutet dabei ,,nicht verfilschend”’, wobei
Vereinfachungen aus methodischen wie auch aus methodologischen Griinden selbstverstdnd-
lich zugelassen und in der Regel sogar notwendig sind.

Das Thema ,,Einkommensteuern’’ ist ein Anwendungsbeispiel, welches sowohl allen genann-
ten Kriterien geniigt als auch dazu beitragen kann, alle genannten Bergriindungen fir einen
,,beziehungshaltigen’> Mathematikunterricht ([5]) tatsdchlich einzuldsen; mehr dazu in Ab-
schnitt 4.

4. Didaktische Uberlegungen zur Behandlung von Einkommensteuern
im Mathematikunterricht

4.1. Begriindungen fiir die Behandlung des Themas Einkommensteuern

Erstens geniigt dieses Thema den eben aufgezéhlten Kriterien fiir Anwendungsbeispiele: Das
Problem Einkommensteuern ist real. Es ist fiir sehr viele Schiiler wohl relevant, da einerseits
Lohn- und Einkommensteuern ein permanentes Thema der 6ffentlichen Diskussion sind®8)
und andererseits der Schiiler sowohl derzeit in seinem familidren Kreis wie auch als zukiinfti-
ger Steuerzahler mit diesem Thema konfrontiert wird. Weiter ist das Thema aufermathema-
tisch fafilich, wie etwa der Gesetzestext aus Abschnitt 2 deutlich macht. Da die im Zusammen-
hang mit Einkommensteuern auftretenden mathematischen Inhalte zu den Themenkreisen
Funktionen und Differentialrechnung gehéren (mehr dazu nachher), ist das Thema in der
Oberstufe auch innermathematisch zugdnglich und lehrplanvertriglich. Wie das folgende
zeigt, konnte es sogar als ,, Leitproblem’’ im Analysisunterricht dienen.

Zweitens kann eine Behandlung des Themas ESt im Analysisunterricht aufzeigen, inwiefern
Inhalte aus der Analysis zum Beschreiben, Verstehen und Bewiltigen von mit ESt zusammen-
héngenden Problemen beitragen kénnen (dies entspricht Begriindung 1 aus Abschnitt 3). Der
Analysisunterricht kann dem Schiiler z. B. dazu verhelfen, die laufend in der politischen Dis-
kussion benutzten Begriffe ,,Steuersatz’’ und ,,Progression’’ zu verstehen. Dies sollte nicht
auf Facher wie Wirtschaftskunde oder Gemeinschaftskunde abgeschoben werden, sondern
gehort auch zu den Aufgaben des Mathematikunterrichts. Um MiBverstdndnissen bei der In-
terpretation von Begriindung 1 entgegenzutreten betone ich, daf} es nicht darum geht, zukiinf-
tige Okonomen oder Steuerberater auszubilden, auch nicht im Wirtschaftsgymnasium; viel-
mehr soll jedem Schiiler die Gelegenheit gegeben werden, das Problem ESt besser zu durch-
schauen und sich eine fundierte eigene Meinung iiber die in der Offentlichkeit diskutierten
Fragen zu bilden.

Die zugehérigen mathematischen Inhalte — wie z. B. der Ableitungsbegriff — miissen und
sollen dabei keineswegs bereits in einer abschliefend gemeinten Fassung erarbeitet und be-
nutzt werden. Genausowenig diirfen diese Inhalte nur rezeptemiBig fiir die Anwendung be-
reitgestellt werden. Ziel ist eine verstindige Handhabung der Begriffe, Methoden und Sitze
der Analysis im Anwendungszusammenhang (vgl. {2, S. 291]). Dazu sind nicht-verfilschende,
ausbaufihige Vereinfachungen (im Sinne des Spiralprinzips) legitim und sogar notwendig,
wenn ein solches Anwendungsbeispiel méglichst frith und mit allen Oberstufenschiilern be-
handelt werden soll. Prizisierungen solcher vereinfachten Begriffe und Methoden konnen im
Unterricht dann auf hoherer Ebene erfolgen, in der Regel innermathematisch motiviert.

8) Einige Uberschriften von Zeitungsartikeln aus 1976 bis 1978: ,,Steuerprogression packt zu’’, ,,Spreng-

bombe Lohnsteuer’’, ,,Marsch in den Lohnsteuerstaat’’, ,,Tarifsprung in der Progression kappen’’,
,»Absurder Sprung’’.
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Drittens liefert das Anwendungsbeispiel ESt gute Motivationen und hervorragende Veran-
schaulichungen fiir eine grofle Anzahl von Inhalten aus der Analysis (dies entspricht Begriin-
dung 2 aus Abschnitt 3), insbesondere:

— Tabellen, Graphen und Terme in wechselseitigem Zusammenhang

— Geraden (Steigungen, Gleichungen)

— Treppenfunktionen

— Stiickweise ganzrationale Funktionen

— Funktionswertberechnung bei ganzrationalen Funktionen (Horner-Schema, Taschenrech-
ner)

— Eigenschaften von Funktionen (Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Monotonie,
Konvexitiat, Umkehrbarkeit)

— Geometrische Abbildungen von Funktionsgraphen

— Schnittpunkte ganzrationaler Funktionen

— Stetigkeit und Differenzierbarkeit bei abschnittsweise definierten Funktionen

— Ableitung ganzrationaler Funktionen

— Globale und lokale Anderungsraten von Funktionen

— Sekanten und Tangenten

— Differenzenquotientenfunktion bzgl. o, Ableitungsfunktion und Vergleich

— Tangente als lineare Approximierende

— Asymptotisches Verhalten von Funktionen

— Untersuchung ganzrationaler Funktionen (auf Steigungs- und Kriimmungsverhalten)

— Bestimmung von Funktionen aus vorgegebenen Eigenschaften

— Interpolation

— Vergleich verschiedener Graphen

So kann beim Unterrichtsthema ,,Funktionen’’ in Klasse 11 die ESt-Funktion als Beispiel i-
ner stiickweise ganzrationalen Funktion behandelt werden. Das Horner-Schema (in Verbin-
dung mit dem Taschenrechner) zeigt hier seine auBerordentliche Niitzlichkeit; daB die Koeffi-
zienten der Polynomterme ,,krumme’’ Zahlen sind, ist eher ein didaktischer Vorteil, da in der
Realitit i. a. selten ,,glatte’’ Zahlen auftreten. Die Eigenschaften: Definitionsbereich, Werte-
bereich, Monotonie, Konvexitdt und Umkehrbarkeit haben fiir die ESt-Funktion reale Bedeu-
tung, d. h. am Beispiel der ESt-Funktion treten diese Begriffe im Sinne des Integrationsprin-
zips ({10, S. 60)]) in natiirlicher Weise auf und wird der Zweck von Funktionsuntersuchungen
ganz deutlich. Der Spitzensteuersatz ist in der Differentialrechnung eine addquate Veran-
schaulichung und Interpretation des Differentialquotienten. Der Unterschied zwischen Sekan-
ten und Tangente und die Bedeutung der Tangente als lineare Approximierende werden sicht-
bar u. a. m.

Auch jetzt ist wieder zu sagen, daf} die ESt-Funktion Motivationen und Veranschaulichungen
nicht nur fiir jeweils abschlieBend prézisierte mathematische Begriffe und Methoden liefert,
sondern gerade fiir solche Begriffe und Methoden, die in einem ersten Durchgang eines Spirail-
curriculums in vereinfachter Form eingefiihrt und benutzt werden und die auch noch nicht in
ein liickenloses deduktives Geriist eingebettet sind; ein Beispiel ist wiederum der Ableitungsbe-
griff (vgl. [2]). Die Behandlung solcher Anwendungsprobleme wie unseres Beispiels ESt eignet
sich also besonders gut fiir Analysis-Grundkurse in Fachoberschule und Gymnasium.
Viertens kann das Thema ESt als ein modellhaftes Exempel dafiir dienen, wie sich die komple-
xen Beziehungszusammenhinge zwischen Realitédt (hier: politisch/wirtschaftliche Umwelt)
und Mathematik darstellen konnen (dies entspricht Begriindung 3 aus Abschnitt 3), Ich ver-
zichte hierzu auf genauere Erlauterungen, da ich mich in Abschnitt 1 darauf beschrinkt habe,
nur einige Teile des in Fig. 7 dargestellten Kreislaufs zu thematisieren (ndmlich den ,,qua-
litativen’” Teil des Mathematisierungs- bzw. Interpretationsprozesses). Jedenfalls soll das
Thema ESt mit dazu beitragen, da der Schliiler ein — in voller Breite betrachtet recht an-
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spruchsvolles, aber — sehr wichtiges Zie/ erreicht: Er soll an Hand von Beispielen erfahren,
daB die Mathematik — hier: die Analysis — tatsdchlich Verbindungen zur Realitdt hat und
welcher Art diese Verbindungen sind; genauer: wie eine Situation — eventuell in unterschiedli-
cher Weise — mathematisiert werden kann, wie ein mathematisches Modell in — eventuell
verschiedenen — Anwendungssituationen interpretiert werden kann, wie mathematische
Hilfsmittel zur Losung eines realen Problems entwickelt und verwendet werden, wie sich aus
auflermathematischen Fragestellungen reizvolle innermathematische Probleme ergeben und
so fort. Dies stellt sicherlich keine geringeren Anforderungen an die am Unterricht Beteiligten
als ,,beziehungsloser’” Mathematikunterricht (auch modernster Pragung), im Gegenteil! Es
besteht trotzdem begriindete Hoffnung, dafl solche Erlebnisse im Mathematikunterricht die
Einstellung der Schiiler zu diesem Fach positiv beeinflussen kdnnen.

4.2. Uberlegungen zur unterrichtlichen Verwendung des Themas Einkommensteuern
Entsprechend den verschiedenen Intentionen sind verschiedene Arten der Behandlung des
Themas ESt im Mathematikunterricht méglich®). Das Spektrum reicht von einem ,,lokalen”’
Einsatz der ESt-Funktion als Veranschaulichungsbeispiel fiir (stiickweise) ganzrationale
Funktionen oder zur Interpretation der Ableitung bis hin zu einem mehrwochigen
Unterrichtsprojekt. Ich gebe hier eine mogliche Lernsequenz innerhalb eines Analysis-
Grundkurses in FOS 12 bzw. in Gymnasium 11/1I oder 12/1 an, die ,,global’’ angelegt ist und
alle Intentionen beriicksichtigt. Aus dieser Lernsequenz sind Teile ausgliederbar fiir eine ,,lo-
kale’’ Behandlung.
— Diskussion iiber ESt: Begriffe, steuerpolitische Forderungen, Einkommensstatistik
— Mathematische Fassung (qualitativ und quantitativ) der steuerlichen Begriffe und Forde-
rungen
— ESt-Gesetz und politische Kommentare
— ESt-Berechnungen, ESt-Tabellen, reale und idealisierte ESt-Funktion
— Untersuchung und Zeichnung des Graphen der (idéalisierten) ESt-Funktion (mit den Hilfs-
mitteln der Differentialrechnung)
— Interpretation von ESt-Funktion und deren Ableitung
— Untersuchung von Durchschnittssteuersatz- und Spitzensteuersatzfunktion
— Vergleich mit steuerpolitischen Forderungen (der Schiiler bzw. der Politiker)
— Beispiele konkreter ESt-Berechnungen (inklusive steuertechnischer Probleme)
— Interpretation aller bisherigen mathematischen Resultate und Bewuftmachen der Bezie-
hungszusammenhinge

Als méglicher mathematischer Ausbau bietet sich fiir interessierte Leistungskurse an Gymna-
sien an:
— Untersuchung mathematischer Zusammenhiinge zwischen verschiedenen steuerpolitischen Forde-
rungen
sowie eventuell
— Axiomatisierung.

5. SchluBbemerkung

Durch Anwendungsorientierung des Mathematikunterrichts, durch Herstellung von Bezie-
hungen der Mathematik zur Umwelt soll sowohl dem Schiiler eine Hilfe bei der Umwelter-
schlieBung als auch der Mathematik ein hoherer weil umfassenderer Stellenwert gegeben wer-
den. Ein bezichungshaltiger Mathematikunterricht schlie3t ,,nicht banale und nicht zu viele,
dafiir aber in verschiedenen Bereichen sorgfiltig ausgewéhlte [Anwendungs-]Beispiele’’ ([6, S.
12)) integral mit ein. Das Thema Einkommensteuern kann fiir den Analysisunterricht in Fach-
oberschule und Gymnasium ein solches Beispiel sein.

9) Vgl. auch Kap. 7 in [1], welches als einziges Schulbuch das Thema ESt aufgreift und recht ausfiihrlich
behandelt.
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