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,»Glatte** Zahlen fiir eine Schulbuchaufgabe —
eine diophantische Gleichung und deren elementare Losung

Von Werner Blum in Kassel

1. Problemstellung

Eine Aufgabe aus einem Schulbuch ([1a, S. 86]) lautet:

»Aus einem rechteckigen Stiick Pappe mit den Seitenlingen 50 cm und 30c¢m soll man einen Kasten
ohne Deckel herstellen, indem man an jeder Ecke ein Quadrat ausschneidet und die entstehenden
Seitenflichen nach oben biegt. Der Kasten soll moglichst groBes Volumen haben.*

Der Lésungsansatz (s. Fig. 1) mit a:=50 und b:=30

(in cm) fiihrt zum von x abhingigen Volumen a

V=4x3—-2(a+b)x*+abx. x

Die Nullstellen der Ableitung V'=12x*—4(a+b)x b
+ab sind

$in=tatb) 4 Ly/@ —ab4b®
.

. " . . Fig. 1
Das sind ,,unschone™ Zahlen zum Weiterrechnen.

Hitte das Resultat mir ,glatten” Zahlen ,,aufgehen sollen, hdtten die Seitenldngen ¢ und b
statt 50 und 30 derart lauten miissen, daB a® —ab-+b?* eine natiirliche Quadratzahl wird.
Den trivialen Fall a=»b schlieBt man dabei sinnvollerweise aus, setzt also a=bh, 0.B.d.A.
a>b voraus (Mit c=1/a?—ab+b? ist die Losung dann x=~1(a+b—0)).

Damit hat sich folgendes Problem ergeben (vgl. auch [5]):

Gesucht sind die Losungen der diophantischen Gleichung

(1) a’—ab+b?>=c? mit a,b,ceN, a>b.

2. Anmerkung zur Problemstellung

Es ist heutzutage, da Taschenrechner immer weitere Verbreitung finden, keine unterrichtsre-
levante Frage mehr, ob quadratische Gleichungen ,,aufgehen”. Es besteht sogar die Gefuhr,
daB durch die stete Wahl ,,glatter Zahlen den Schiilern falsche Vorstellungen von realen
Verhiltnissen vermittelt werden. Die obige Frage ist also ,,nur* von theoretischem Interesse.

Doch auch solche theoretisch motivierten Fragestellungen sind legitim und gewinnbrin-
gend, sowohl fiir Lehrer und Studenten als auch fiir Schiiler. Denn es ist geradezu ein
Wesenszug der Mathematik, dal3 sich urspriinglich kontextgebundene Fragen verselbstindi-
gen, zu Interessanten Losungsmethoden und Resultaten fiihren sowie Querverbindungen
zwischen verschiedenen Teilgebieten aufzeigen kdnnen; hierbei sind zahlentheoretische Pro-
bleme oft besonders fruchtbar (vgl. [3, S.3/4] oder [4, S.290/2917]). In diesem Sinne
illustriert das geschilderte Problem exemplarisch das Spannungsverhdltnis zwischen , prakti-
scher” Aufgabenstellung und verselbstdndigter ,,theoretischer” Fragestellung.

Wir werden das gestellte Problem in Abschnitt 3 algebraisch und in Abschnitt 4 geome-
trisch auf elementare Weise 16sen. Dabei wird deutlich werden, daB3 die Uberlegungen auch
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fiir interessierte Schiiler zugdnglich sind. In Abschnitt 5 skizzieren wir, wic das Problem
eleganter, daflir aber nicht mehr elementar (ndmlich mit Mitteln der algebraischen Zahlen-
theorie) gelost werden kann.

3. Elementare Losung des Problems

Ist (a; b; ¢) eine Losung unserer Gleichung (1), so gilt wegen a>b
c=a’—ab+b*>a’>—a*>+b*=b%* also ¢>b und
?=a*—ab+b*<a®>—b*+b*=qd% also c<a

Fiir s:=c—b gilt daher 0<s<c.

Aus ¢?=a?—ab+b? berechnet man mit b=¢—s sofort

a*+as+s? . a*—s
¢=————— und hieraus b=— .
a+2s a+2s

Umgekehrt liefern, wie man durch einfache Rechnung bestitigt,

2 2 2
r—s FEHFS+s
(2) a=r, b= — , (=—

F+2s r+2s
cine Losung von (1), sofern nur a,b,ceN gilt. Hierflir muB notwendig r,seN und r>s
gelten.

Man iiberlegt leicht:

Bemerkung 1.
(1) Ist (a; b; ¢) eine Losung von (1), so auch (ta; th; 1 ¢) fir jedes teN.
(2) Ist (a: b; ¢) eine Losung von (1) und ist d cin gemeinsamer Teiler von a, b, ¢, so ist auch

ab ¢\ . .
(7:7; 7> eine Losung,
d d a

Daher (Multiplikation in (2) mit r+ 2s) erhilt man alle Losungen von (1) in der Form

2 2

a=r?+2rs, b=r* s  c=r*trs+s? mit r,seN, r>s

ab ¢

d'dd

Es ist klar, daB wegen Bemerkung | nur ,primitive” Ldsungen von lInteresse sind, d.h.
Losungen mit ggT(a, b, ¢)=1. Diese Bedingung ist, wic man lcicht einsicht, zu ggT(a,b)=1
dquivalent.

sowie, falls d cin gemcinsamer Teiler von a, b, ¢ ist, durch

Man iiberlegt sofort:

Bemerkung 2.
Ist k cin gemeinsamer Teiler von r,s, so ist k* ein gemeinsamer Teiler von a, b.
Daher muB nur der Fall ggT(r,s)=1 betrachtet werden.

In der folgenden Tabelle sind einige Losungen festgehalten. Bis auf die mit ,,T* gekenn-
zeichneten Fille sind sic primitiv. In den ,,1*-Féllen muB man a,b und ¢ noch durch 3
teilen, um primitive Lésungen zu erhalten.
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Die an der Tabelle beobachteten Sachverhalte lassen sich einfach beweisen.

Lemma 1. Gilt ggT(r, s)=1 und ist r —s nicht durch 3 teilbar, so gilt ggT(a, b)=1.
Beweis: Angenommen, die Primzahl p teile a und b.

Wegen a=r(r+2s) gilt dann p | r oder p | r+2s.
Wegen b=(r+s)(r—s) gilt dann p | r+s oder p | r—s.

Fall1: p | rund p | r+s; dann auch p | (r+s)—r=s Widerspruch!
Fall2: p | rund p | r—s; dann auch p | r—(r—s)=s Widerspruch!

Fall3: p | r+2sund p | r+s; dann auch p | (r+2s)—(r+s)=s und damit auch
p | (r+s)—s=r Widerspruch!

Fall4: p | r+2s und p | r—s; dann auch p | (r+2s)—(r—s)=3s; wegen p+3 (Vorausset-
zung!) folgt p | s und damit wicder p | r Widerspruch!

Lemma 2. Gilt ggT(r,s)=1 und ist r—s durch 3 teilbar, so sind ¢ und b durch 3 teilbar,
ab
desgiter (L)1
und es gilt ggT {5
Beweis: Wegen

a=r(r—s)+3rs und b=(r+s)(r—s)
gilt 3 | aund 3 | b.

b
Angenommen, die Primzahl p teile g und 3 Wie eben folgt dann

r—s)
37 )

Die Fille 1,2, 3 fiihren wie eben, Fall 4 nun sogar ebenso direkt zum Widerspruch.

(p | r oder p ’ frr;—i—H) und (p | r+s oder p

Damit haben wir sdmiliche primitiven Losungen von (1) erkannt (vgl. nochmals obige
Tabelle). Insgesamt ist also bewiesen:

Satz. Alle Losungen von (1) sind gegeben durch
() a=r?+2rs, b=r?~s* c=r*+rs+s*
mit r,seN, r>s, ggT(r,s)=1, 34r—s und
(1) a=102+2rs), b=4(r?—s?), c=L0*+rs+s?)
mit r,seN, r>s, ggT(r,s)=1, 3lr—s
(in beiden Fillen ist ggT(a, b, c)=1) sowie alle Vielfachen (t a;tb;tc) mit teN.
Ein genaueres Studium der Tabelle zeigt noch den folgenden Sachverhalt:

Nebenbemerkung. Zu jeder primitiven Losung (a; b; ¢) nach (I} gibt es eine primitive Lésung (a’; b’; ')
nach (I1) mit ¢’ =a und ¢'=c; dabei ist ' >r. Die Umkehrung ist ebenfalls richtig.
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Dies rechnet man mit
ri=r42s und s:=r—s bzw. umgekehrt

. Py
r:=—z—+5 und  si=-ooe-

einfach nach.

4. Geometrische Deutung

Es ist unmittelbar klar, da3 die natiirlichzahligen (bzw. die ganzzahligen) Lésungen von a?
—ab+b>=¢? genau den positiv rationalzahligen (bzw. den rationalzahligen) Losungen
von a*—ab+b*=1 entsprechen.

Die Gleichung a®>—ab+b?=1 definiert nun bekanntlich eine (winkelhalbierendensymmetri-
sche) Ellipse E in der a - b-Ebene (Fig. 2).

Es interessieren also die ,,rationalen Punkte™ auf
dieser Ellipse.

Wir betrachten die Geradenschar g,: b=ma+ 1
durch den Punkt (0]1). Die Ellipsenpunkte
mit a=0 sind dann genau dic zweiten Schnitt-
punkte dieser Geraden mit der Ellipse. Es ist
klar, daB der zweite Schnittpunkt von g, mit E
hochstens flir me@ rational sein kann. Umge-
kehrt rechnet man leicht nach, da fiir ratio-

s .
nales m=—- (s€Z, reN) der rationale
-

Schnittpunkt (a|b) mit

"2 o] —s
re42rs st Fig. 2

a= — E —
r24rs+s2 r?trs+s?

resultiert. Es gilt a>b>0 genau fiir —1 <m<0; dies ist gleichbedeutend mit »>s>0.
Damit haben wir die Losungen von (1) in derselben Form wic in Abschnitt 3 erhalten.

5. Skizze einer nicht-elementaren Losung des Problems

Wir betrachten die quadratische Form
Q(x, y)i=x>—xy+°.
Ihre Diskriminante ist —3. Daher stellt sich unser Problem als eine Fage im imaginir-
quadratischen Zahlkorper K:=Q(}/ —3) dar.
Bekanntlich (siehe z.B. [2]) besteht die Menge ¢ der ganzen Elemente von K genau aus

den

utvp mit woeeZ und p:=3(1+3/=3).
Die Norm eines solchen Elements ist
N (u+vpy=u?+uv+vi

Genau dann ist A/(—b+ap)=a>—ab+b* (mit a,beN) eine Quadratzahl, wenn —b+ap
ein Quadrat in ¢ ist. Man berechnet

(S+rp)=(s2—rH+(>+2rs)p.
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Mit ~b+ap=(s+rp)* ergibt sich
a=r’+2rs und b=r?—s>

wobei fiir unseren Fall a,belN, a>b gelten mull r,selN und r>s. Fiir cr:=]/?jﬁ+7b5
gilt dann

c=N(s+rp)=r’+rs+s’

Damit haben wir die L.osungen der diophantischen Gleichung (1) in derselben Form wie in
Abschnitt 3 erhalten. Wiederum ist klar, daB fiir die allein interessierenden primitiven
Losungen nur der Fall ggT(r,s)=1 zu betrachten ist. Aus dem Zerlegungsverhalten der
rationalen Primzahlen in K (vgl. z.B. [2]) kann man nun folgern, daB fiir r=s(mod 3) gilt
ggT(a,h)=1 (Lemma 1) und daB fiir r=s(mod 3) gilt ]/j}: —1+42p | s+rp und weiter
—b+ap=3-(—b+d p) mit ggT(a’,b)=1 (Lemma 2). Damit hat sich erneut der Satz aus
Abschnitt 3 ergeben.

Man kann zeigen (siehe [2, S.208]), daB die Zahlen Q(a,b)=a*—ab+b> mit ggT(a,b)=1

(-3

nur solche Primteiler p haben, deren Kronecker-Symbol ( p) gleich 0 oder 1 ist. Die
Félle p=2 und p=3 scheiden aus, und es bleibt allein der Fall p=1(mod3). Damit ist
abschlieBend noch eine weitere Beobachtung an der Tabelle bestitigt:

Nebenbemerkung. Ist (a; b; ¢) eine primitive Losung von (1) und ist p ein Primteiler von ¢,
so gilt p=1(mod 3).

6. Riickblick auf die Ausgangsfrage

Alle Losungen der Gleichung (1) liefern glatte Zahlen fiir die in Abschnitt 1 referierte
Schulbuchaufgabe. DaB} offenbar auch der Autor dieser Aufgabe nach Losungen von (1)
gesucht hat, zeigt die Bemerkung im Ldsungsheft ([1b, S. 1197):

wAchtung: Ab 2. Auflage Anderung der Zahlenwerte: , ... Seitenlingen 40 cm und 25cm ...°"

Dies sind die Zahlen 5-a und 5-b zur Losung (a; b; ¢)=(8; 5;7), die von r=4 und s=1
herriihrt (Fall 11).

Literatur

[la/b] Athen, H./Griesel, H. (Hrsg.): Mathematik heute, Grundkurs Analysis |, Hannover 1980/1.6-
sungen und didaktisch-methodischer Kommentar, Hannover 1981.

[2] Cohn, H.: A Second Course in Number Theory. Wiley & Sons, New York/London 1962.

[3] Henn, W.: Eine Einfiilhrung in die elementare Zahlentheorie in einem Leistungskurs der Klasse 13.
[n: Padagogik heute (Hrsg.: Phil.-Verb. BW), Heft 5, Karlsruhe 1976 (Pdd. Arbeit fiir das zweite
Staatsexamen).

[4] Neubrand, M.: Ein Kurs iiber diophantische Gleichungen fiir Lehrerausbildung und Sekundarstufe
II. DAM 7 (1979) 290-305.

[51 PM 22 (1980) 154-156 (P737).

Anschrift des Verfassers:
Prof. Dr. Werner Blum, Wegmannstr. 1, 3500 Kassel

en A‘ redumeren sich durch das Vorurteﬂ Vauf AAV. So

K-H H.

202 PM 25 (1983) Nr.7



