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Werner Blum. Kassel

Einige allgemeine Fragpn des Analysisunterrichts am Beispiel der Ableitung

der Exponentialfunktionen

Im folgenden wird zuerst ein unterrichtlicher Weg zur Ableitung der Exponen­
tialfunktionen (inklusive Eulersche Zahl und Diffel~entialglei.chung f': k.f)
vorgestellt .. Dann werden, ausgehend von diesem Beispiel, einige allgemeine
Fragen des Ana lys i sunterri chts di skuti ert, betreffend seine Zi el e, das
Grundverständnis der Differentialrechnung, die Rolle von Rechnern und die
zugrundeliegende methodische Konzeption.

1. Ein Unterrichtsvorschlag zur Ableitung der Exponentialfunktionen

Der folgende (in wesentlichen Teilen an [3] orientierte) Vorschlag ist Tur

Klasse B der AHS wie auch für HTL und HAK geeignet. Vorkenntnisse. welche

Schüler mitbringen müssen, sind aus Klasse 6 die Exponentialfunktionen mit

ihren wesentlichen Eigenschaften und aus Klasse 7 der Ableitungsbegriff (in­

klusive verschiedene Deutungen) sO\,/;e einfache Ableitungsregeln. Ein forma­

lisierter Grenzwertbegriff wird nicht benötigt. Ziel ist die Ableitung der

Exponentialfunktionen

eXPb: x .. bX
; x E IR (b E IR+...... {I) )

(also nicht nur die Ableitung der e-Funktion exPe ).

h
~ für kleine Ihl

1.2.

Schritt 1: Ableitung von eXP2

1.1. Zuerst für a=0,1,2, .• ". dann für beliebiges a wird der Differenzen­
quotient umgeformt:

2a+h_2a a 2h-l
---,,- = 2 .n-'

Die Ableitung an 0 h

m := exPZO : 1im~
h..O

wird zeichnerisch und rechnerisch (Bestimmung von
mittels Taschenrechner) zu m- 0,693 bestimmt.

Dami t ist

expZa;; m.2a mit m = eXP20::; 0,693.

1.3.

Schritt 2: Ableitung von eXPb

2.1. Durch Umformung des Differenzenquotienten
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b"

1 + m•. x

-1

- 1

ba+h_ba a bh-l
---n- = b .--n

wird die Proportionalität zwischen Differenzenquotient und Funktions­
wert sichtbar.

Auf~rund der Vertrauthei t mi t Exponen­
tialfunktionen ist plausibel, daß die
Ableitung in 0, d.h. der Grenzwert

I • bh-l
mb := eXPbO = 11m~

h..O
existiert und *0 ist. Diese Tatsache
\~i rd ni cht bewiesen, sondern "ausge­
g1i edert ", d. h. bewußt der Anschauung
entnonvnen.

2.2.

Abb.1

2.3. Damit gilt also h

eXPba D ~. ba mit mb = eXPbO = lim y
h-Q

oder formaler eXPb = mb eXPb' D.h. die Ableitung von eXPb an der Stel-

le a ist proportional zum Funktionswert an dieser Stelle, mit der Ab­
leitung an der Stelle 0 als Proportionalitätsfaktor.

Schritt 3: Näherungsweise Bestimmung einiger Faktoren ffib

3.1. Näherungswerte für einige mb (etwa b = 2,5; b = 3; b = 10) können zu­
erst zeichnerisch bestimmt werden. Die Veränderung der Tangente in 0
und damit auch die ihrer Steigung mb mit variierender Basis b kann auf
dem Bildschirm eines Computers visualisiert werden.

3.2. Jeweils einzeln mit einem Taschenrechner oder lIin Serie" mittels eines
einfachen Computer-Programms können genauere Näherungswerte für einige
mb bestimmt werden, etwa m2 ,5 ~ 0,916 oder m3 z 1,099.

Schritt 4: Die Eu1ersche Zahl e

4.1. Es erfolgt nun ein bewußter Standpunktwechsel t indem nach derjenigen
(offenbar eindeutig bestirmlten) Zahl c E IR+ gefragt wird, für die ge­
rade mc = 1 gilt. D.h. es wird diejenige Basis c gesucht, bei der die
Ableitung der zugehörigen Exponentialfunktion in 0 gleich 1 ist, für
die also Ableitung und Ausgangsfunktion identisch sind. Dies ist übri­
gens die "wahre" Bedeutung der Eulerschen Zahl!

4.2. Als Differenzierung für höhere Niveaus, d.h. in erster Linie (nur) für
Realgymnasien. kann formal bewiesen werden, daß eine solche Zahl c exi­
stiert und eindeütig bestimmt ist. Beim Beweis wird aus

bX = 2x.lo92b
durch Ab 1e i ten

mb = lo92b • m2
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l+x

Abb.2

-1

gefolgert; aufgrund der Eigenschaften von 10g2 gibt es nun genau ein

c E lR+ mit 1og2c = ~2 ' d. h. mit mc = 1.

4.3. Die Basis c mit mc = 1 wird in mehreren Stufen numerisch bestimmt:

a) Durch Variieren von b wird versucht, mit~ für z.B. h = 10-3 mäg­

1ichs t nahe an 1 heranzukolTVllen; dies kann auch im Di a1on mi t ei nem
Computer geschehen. Es ergibt sich
c " 2,718.

b) Durch Ausnutzen der linearen Approxi­
ma t i On Cx == 1 + x fü r k1eine Ix I und

Spezialisieren auf x =*resultiert

c :::: (I +i)n für große n. Hieraus kann

c dann mi t Hil fe ei nes Rechners noch
genauer bestimmt werden.

c) Wiederum als Differenzierung für höhe­
re Niveaus kann diese Näherungsglei­
chung durch Benutzen von CX > l+x für

x *0 und Spezialisieren auf x =! undn
x = - nir nach einigen elementaren Um-

formungen zu

(1 +~)n < c < (1 +*)n + ~ für all e n E lN

präzisiert werden. 1 n
d) Schließlich wird c = lim (I +-) erkannt, d.h. die Zahl c wird als

n"'" n
die bekannte Eulersche Zahl e identifiziert. Wenn e noch nicht als

1im (1 +!)n eingeführt worden ist, so stellt Schritt 4.1 sogar einen...... n -
Definition der Eulerschen Zahl dar.

4.4. Aus bX = ex-ln b folgt sofort mb = 1n b. Damit ist die Ableitungsbe­
stimmung abgeschlossen: Es gilt also

eXPba = lnb-ba

Schritt 5: Behandlung von a • ekx

5.1. Für f(x) = a - ekx wird f'(X) = k_a_ekx . Mit diesem Wissen können nun
die schulüblichen Typen von innermathematischen Anwendungsaufgaben be­
handelt werden. vor allem "Kurvendiskussionen" mit Exponentialfunktio­
nen.

5.2. Die Funktionen x ... a - ekx gestatten die Beschreibung und rechnerische
Durchdringung von zahlreichen außermathematischen Anwendungssituatio­
nen, l.B. exponentielles Populationswachstum, radioaktiver Zerfall, Ab­
sorption oder exponentielles Vergessen. Dieser Schritt kann auch schon
unmittelbar nach ~ folgen.

Schritt 6: Die Differentialgleichung f' = k· f

6.1. Schon von Beginn an wurde die analytische Grundeigenschaft "Ableitung
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Abb.3

proportional Funktion" der Exponentialfunktionen betont, und aus 5.1
ist fl(x) = kof(x) für f(x) = aoe kx bekannt. Im Anschluß an 5.2 weraen
nun außermathematische Anwendungen behandelt, die durch eine solche
Differentialgleichung beschrieben werden können.

In einem bewußten Niveauwechsel wird nun
die' Differentialgleichung f' = k 0 f zum
Thema gemacht. Es werden Existenzfragen
behandelt, Richtungsfelder gezeichnet
und Lösungen im Richtungsfeld veran­
schaulicht.

Mittels Quotientenregel und Satz über
Konstante wird bewiesen, daß es keine
wei teren Lösungen von f' = k • f außer
den bekannten gibt.

Als letzte Differenzierung für ·höhere
Niveaus kann in Realgymnasien nun noch die Frage nach Lösungen von f'
= k • f gestellt werden, wenn (vorerst)
keine Vorkenntnisse über Exponential-
funktionen benutzt werden dürfen. Ele-
mentargeometrische Oberlegungen am Rich­
tungsfeld liefern bereits wesentliche
E; genschaften von Lösungen bzw. der Lö­
sungsmenge. Durch sukzess i ves Ausnutzen
der linearen Approximation

6.3.

6.2.

6.4.

f{a+h)-f(a)+hof'(a) = (l+k oh)of(a)
fü r k1e; nes IhI

können für konkretes k mit Hilfe von
Rechnern Näherungslösungen numerisch be­
stinrnt werden.

- J

Abb.4

Weitere mögliche. für die Schule wegen ihrer Schwierigkeit m.E. aber nicht
sinnvolle höhere Differenzierungsstufen sind zum einen (vgl.Schritt 2.2) der
formale Beweis der Existenz von eXPbO (siehe dazu (3]) und zum ander~(vgl.

Schritt 6.4) die fonnale "Neu-Definition" und Untersuchung der Exponential­
funktionenals lösungen von f' = k • f (siehe dazu Abschnitt 3.2.4 in [5)).

Die eben in großen Zügen geschi lderte Sequenz knüpft an das Vorverständnis

der Schüler an, enthält naheliegende Stufungen und sachangemessene Stand­

punktverlagerungen und läßt sich durchgängig in inner- und außermathema­

tische Fragestellungen einbetten; kurz: Sie ist "na türlich ll aufgebaut im

Sinne des genetischen Prinzips. Trotzdem ist dieser Weg aus verschiedenen

Gründen (siehe dazu Kap. A.3 t A.6 und B.1 in [51) keineswegs schulüblich;

nur das Schulbuchwerk [1] geht entsprechend vor.

Der vorgestellte Unterrichtsvorschlag läßt verschiedene allgemeine Fragen
des Analysisunterrichts erkennen, die nun im folgenden thematisiert werden.
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2. Einige allgemeine Fragen des Analysisunterrichts

2.1. Zu den Zielen des Analysisunterrichts

Die fnlgenden allgemeinen Ziele 1 - 3, die dem Unterrichtsvorschlag aus l zu­
grundeliegen, sind für alle Schularten wichtig (vgl. Kap. B.1'in (5]):

1) Der Analysisunterricht 5011 Schülern helfen, relevante Anwendungssitua­
tionen besser verstehen bzw. besser bewältigen zu können.

Beispiele für solche Anwendungen sind exponentielle Prozesse oder Bewegungs­
vorgänge. Ich werde zum (auch im Ziel 2a angesprochenen) wichtigen Thema
"Anwendungenll nichts weiter sagen, sonqern verweise auf die Beispiele in (7)
und vor allem auf die allgemeinen Ausführungen ;n [2].

2) Durch Beschäftigung mit Analysis sollen formale Qualifikationen bei Schü­

lern gefördert werden, insbesondere
a) "Metawissen lt und "0bersetzungsfähigkeiten" bzgl. Anwendungen,
b) fähigkeiten zum Argumentieren, zum "funktionalen Denken", zum "infin'ite-

simalen Denken" oder zum "algor ithmischen DenkenlI,
cl Offenheit gegenüber Problemsituationen.

Dabei ist beim "Argumentieren" nicht in erster Linie an lückenlose formale
Beweise gedacht, sondern vor allem auch an geometrische oder plausible Argu­
mente sowie an fonmale lokale Deduktionen; Beispiele:
- Geometrische Begründung für Existenz und Eindeutigkeit einer Zahl c mit

m, : 1 (siehe 1, Schritt ~)
- Plausibilitätsbeweis für den Satz "Wenn f' = 0, dann f konstant".
Im Unterrichtsvorschlag enthaltene Beispiele zur Förderun9 und Anwendung der
weiteren in 2b angesprochenen formalen Qualifikationen sind nacheinander:
- Betrachtung der Zuordnung b ~ mb

Numerische Bestimmung von eXP20 via Grenzprozeß (siehe Schritt 1.1)
- Schrittweise Bestimmung von c (siehe Schritt ~). -----

3) Schüler sollen kulturhistorisch wichtige Themen aus der Analysis exempla­
risch kennenlernen

Das wichtigste Beispiel hierfür ist der Grenz\oJertbegriff; dieser wird bei
unserem Unterrichtsvorschlag im Zusammenhang mit der Untersuchung von

. h 1
1im~ weiterentwickelt.
h..O

Die genannten Ziele implizieren insbesondere zwei Zielvorstellungen für den

Analysisunterricht:
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A) Schüler sollen adäquate Vorstellungen von den grundlegenden Begriffen und
Methoden der Analysis aktiv aufbauen

Anders gewendet: Schüler sollen die IIfundamentalen IdeenIl bei den reellen
Funktionen (Fischer [6] in Anlehnung an Bruner) erfassen. Z.B. sollten sich
als geometrische Grundvorstellungen vom Ableitungsbegriff bei Schülern ein­
prägen
- 1oka 1: Tangente als t1Anschmi egende ll (genaueres in Abschni tt 2.2);
- global: Ableitung als Funktion, die an jeder Stelle angibt, WTe steil dort

der Graph der Ausgangsfunktion ist.

B) Schüler sollen einfache Begriffe, Methoden und Sätze der Analysis bei der

Behandlung von inner- und außermathematischen Aufgaben begründet und ver­
ständig handhaben können

Innermathematische Beispielaufgaben hierzu aus dem Thema Exponentialfunktio­
nen sind etwa
- Wo hat der Graph von x ~ 2x eine Tangente paralleJ zur Hauptwinkelhalbie-

renden?
- Bestimme angenähert eO,OO004.
Außermathematische Beispiele beziehen sich etwa auf die Mathematisierung
bzw. Interpretation von Begriffen wie Wachstumsrate oder Grenzsteuersatz.

Ein weiteres allgemeines Ziel ist nur für Realgymnasien von Bedeutung:

4) Schüler sollen exemplarisch Begriffsbildungen, Beweismethoden und einen
strukturellen Aufbau der Analysis als wichtiges mathematisches Teilgebiet
kennenlernen

Beispiele zur Förderung solcher Ziele sind etwa:
- Formaler Beweis für Existenz und Eindeutigkeit von c (siehe Schritt 4.2)
- Aufbau eines deduktiven Gerüsts der zentralen Sätze der Differentialrecn-

nung.

2.2. Zum Grundverständnis in der Differentialrechnung

Bei den meisten realen Problemen, bei denen Größen funktional voneinander
abhängen, interessieren mittlere Änderungsraten f(x)-f(a} (x *a) der zugrun­x-a
deliegenden reellen Funktion f. Für sämtliche mittleren Änderungsraten in
einer kleinen Umgebung von a ist die lokale Änderungsrate 1im f(x~=:(a}

x-a
(sofern sie existiert) eine praktisch brauchbare Näherung. Auch theoretisch
ist diese Idealisierung zum Begriff der lokalen Änderungsrate von grundsätz­

licher Bedeutung. Beispiele für lokale Anderungsraten sind Momentangeschwin­
digkeit, Stromstärke, Dichte, Empfindlichkeit, Grenzkosten oder Inflations-
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rate. Das den in Abschnitt ~ genannten Zielen entsprechende Grundverständ­

nis der Differentialrechnung in der Schule ist deshalb die Ableitung fl(a)

als Zahl, die aus einem GI'enzprozeß hervorgeht und die lokale Änderungsrate

von f an der Stelle a angibt. Eine schul adäquate Definition des Ableitungs­

begri ffs erfolgt demnach über Grenzwerte von Di fferenzenquotienten, ni cht

über s tet i ge Ergänzung der Di fferenzenquot i entenfunkti on oder über 1i neare

Approximation.

·~=~~~~~'-0
-"----+---------.

f

a

Dieses Grundverständnis muß von einer auf den kartesischen Graphen bezogenen

angemessenen Grundvorstellung von der Ableitung unterstützt werden. Eine

solche Grundvorstellung kann vermittelt werden über die Idee der sukzessi­

ven Vergrößerung des Graphen um den betrachteten Punk t herum mi thi 1fe ei nes

"Funktionenmikroskops" (Kirsch [8)). Genau bei den differenzierbaren Funk­

tionen glättet sich der Graph dabei

mehr und mehr, und das Resu1ta t

dieses Prozesses ist eine Gerade,

eben die Tangente im betrachteten

Punkt. Die Tangente erweist sich so

als diejenige Gerade, die sich dem

Graphen lokal anschmiegt, d.h. un­

ter allen Geraden am besten anpaßt.

Auch das Verständnis für Nicht-Dif-

ferenzierbarkeit wird hierdurch
Abb.5

wirksam unterstützt. Der Prozeß der

fortwährenden Vergrößerung kann mi t Fa1i en ([ 9]) oder besser noch auf dem

Bildschirm eines Computers visualisiert werden.

2.3. Zur Rolle von Rechnern im Analysisunterricht

Einige Mathematiker und Fachdidaktiker sprechen in letzter Zeit von der Not­
wendigkeit einer radikalen Umgestaltung oder gar - so in den USA - von der
Abscha ffung des Ana lys i sunterri chts als Konsequenz aus dem immer wei teren
Vordri ngen von Computern und - dami t zusammenhängend - aus der wachsenden
Bedeutung der diskreten Mathematik. Ich möchte dazu einige grundsätzliche
Bemerkungen machen.

Taschenrechner bz\·1. Computer können im Ana lys i sunterri cht ers tens als Re­

chen-H 11 fsm; tte1 d; enen, we 1ehe den Unterri cht ent1asten und effek ti vi eren

Sowie komplexere Probleme, auch außermathematischer Art, mit realistischeren
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Daten schulzugänglich machen; Beispiele:
- Funktionswertberechnungen. insbesondere bei Polynomen mittels Horner-Sche­

ma
- Nullstellenberechnungen. insbesondere mit Intervallhalbierung, Regula

Falsi, oder Newtonverfahren
- Numerische Bestimmung von Extrema
- Numerische Differentiation, z.B. bei exp·Q (siehe !' Schritt ~) oder bei

si n'0
- Numerische Integration, insbesondere mit Trapez- oder Simpsonverfahren
- Numerische Lösung einfacher Differentialgleichungen, z.B. von fl = k . f

(siehe Schritt ~).

Zweitens können Rechner als methodische Hilfsmittel eingesetzt werden, wel­
che zur Förderung gerad~ der anspruchsvolleren Ziele ("Argumentieren" oder

"ÜbersetzenlI, siehe~) beitragen und die Aneignung mathematischer Inhalte
er1ei chtern, deren Vers tehen fördern und zu ihrem besseren Beha1ten be i tra­
gen können. Fast alle eben genannten Beispiele passen auch zu dieser Katego­
rie, etwa
- Numeri sche Vorbere i tung und Veranschau1ichung des Konvergenz-, des Ab1ei­

tungs- oder des Integralbegriffs.
Weitere Beispiele:
- Oef; ni ti on und Berechnung der Eu1ersehen Zah1 als Bas i s derjeni gen Expo­

nentialfunktion, für die explO = 1 gilt (siehe Schritte 4.1 und 4.3)
- Simulationen, z.B. von exponentiellen Prozessen oder von~äuber~ute-Sy­

sternen.

Es sollte betont werden, daß für die meisten Beispiele bereits einfache,
ni chtprogralflßierbare Taschenrechner genügen. Eine dri tte methodi sehe Rolle
von Rechnern kann natürlich nur von Computern mit Bildschirm übernommen wer­
den. nämlich als Visualisierungs-Hilfsmittel. Durch eine (auch) bildliche
Darstellung von Begriffen und Methoden der Analysis, vor allem in dynamisch­
operativer Weise. sollen andere Denk- und Wahrnehmungsformen angesprochen
und damit. im Zusammenspiel verschiedener Darstellungsarten, wiederum höhere

Ziele sowie ein umfassenderes Verstehen und besseres Behalten von Inhalten
gefördert werden. Dabei steht heute für die Schule, vor allem für komplexere
Visualisierungen. z.T. auch schon entsprechende Software zur Verfügung~ Bei­
spiele:
- Zeichnen von Funktionsgraphen und Verändern von Parametern
- Veranschaulichung numerischer Algorithmen für Nullstellen oder für Inte-

grale
- Veranschaul ichung und Variation der Steigungen exPbO für verschiedene b

{siehe I, Schritt 3.1}
- Funktionenmikroskop-Tsiehe ~)
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Die Verfügbarkei t von Rechnern hat jedoch ni cht nur methodi sche, sondern

auch inhaltliche Konsequenzen. Denn dadurch, daß praxisrelevante und - ent­

sprechend den in~ genannten Zielen - auch schul relevante diskrete Begrif­

fe und numerische Verfahren (insbesondere auch im Zusammenhang mit Anwendun­

gen, -so vor allem bei Differentialgleichungen) nun für die Schule zugänglich

sind, erhöht sich die curriculare Bedeutung dieser Themenbereiche; dasselbe

gilt z.B. für Fragen der Genauigkeit von Algorithmen oder der FehlerfGrt­

pflanzung. Dagegen werden einige schulklassische formale Kalküle dementspre­

chend weniger wichtig, etwa die routinemäßige Untersuchung von Funktionen

auf Extrema oder Wendepunkte oder Integrat ionsverfahren wi e Subs ti tut; on

oder partielle Integration. (Daß solche Kalküle auch andere wichtige Aufga­

ben in der Schulpraxis erfüllen. die nicht so einfach ersetzbar sind, näm­

lich u.a. Schülern Erfolgserlebnisse zu vermitteln, insbesondere für Klas­

senarbeiten, soll hier niGht diskutiert werden.)

Weitere methodische und curriculare Veränderungen im Analysisunterricht wer­
den sich aus der Verfügbarkeit von Software für symbolisches Rechnen erge­
ben. Ich will hierauf in diesem Rahmen nicht eingehen.

Aufgrund der bisherigen Oberlegungen sind gewisse curriculare Umschichtungen

hi n zu di sk reten Begri ffen und zu numeri schen Al gori thmen (vor allem im Zu­

sal1lnenhang mit Anwendungen) gerechtfertigt (vgl. dazu auch [10]. (11] oder

[12)) und ist vor allem eine konseguente methodische Nutzung von Rechnern.

insbesondere schon von einfachen Taschenrechnern, als Werkzeuge im Analysis­

unterri cht si nnvo11. Der Lehrer darf kei ne Angs t vor Rechnern und keine i r­

rationale Abneigung gegen sie haben. er soll sie vielmehr als wirksame Hil­

fen (neben anderen) auf dem Weg zu den angestrebten Unterrichtszielen be­

trachten.

Die bisherige rein "positive" Sichtweise der Rolle von Rechnern muß aber ßlit

einigen weiteren Aspekten konfrontiert werden. Zum einen läßt sich ein Rech­

nereinsatz im Analysisunterricht nicht losgelöst von der allgemeinen Proble­

matik möglicher Implikationen von Computern in der Schule betrachten. Ich

nenne in diesem Zusaßlllenhang exemplarisch nur die durch Computer bedingte

indirekte Vermitteltheit von Lernen oder die Unterstützung einer stark in-

strumentell ausgerichteten Denkweise und verweise auf die erfreulicherweise

mit zunehmender Intensität geführte diesbezügliche pädagogische Diskussion

(siehe etwa das Friedrich-Jahresheft 1985 zum Thema IfBildschirm"). Deshalb
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müssen auch im Analysisunterricht solche allgemeinen Fragen mit Schülern

thematisiert werden, d.h. muß 2.B. der Charakter von Rechnern als (mächti­

ges, im Prinzip aber eher nebensächliches) Hilfsmittel bewußt gemacht und

muß über den Sinn einer Nutzung von Rechnern gesprochen werden. Es geht hier

also um· einen Beitrag des Analysisunterrichts zur Entwicklung eines "Meta­

wissens" über Rechner und einer rationalen Einstellung hierzu.

Zum zwei ten .muß der Stellenwert von diskreten Begriffen und von Algorithmen

auch aus rein fachlichen Gründen relativiert werden (vgl. auch [11)). Denn

die kontinuierlichen Begriffe, Methoden und Resultate (z.B. der Ableitungs­

begriff oder der Hauptsatz) sind weiterhin unersetzlich wichtig, vor allem

zum Beschreiben und Bewältigen von Anwendungssituationen (vgl. auch das in.

~ einleitend Gesagte) wie auch zur theoretischen Absicherun~ von Nähe­

rungsverfahren. Dies liegt in der Natur dieser analytischen Gegenstände, an

ihrem idealisierten Charakter, an ihrer historischen Genese, an ihrer denk­

ökonomischen Struktur.

Auch aus weiteren Gründen ist Vorsicht vor allzu raschen curricularen oder

methodischen Änderungen geboten. So besteht - wie bei allen schulischen Re­

fonnen - die Gefahr, daß einfach nur zusätzliche Inhalte, hier also vor al­

lem numerische Verfahren, ins Curriculum aufgenonmen werden und die ohnehin

bes tehende Stoffülle vergrößern. Eine andere Gefahr im Zusanvnenhang mi t dem

Einsatz von Rechnern ist die, daß Schüler dazu verleitet werden können,

"hartenU Begriffsbildungen durch Spielen am Rechner aus dem Weg zu gehen.

Und weitere Gefahren bei Rechnern liegen - wie bei allen methodischen Hilfs­

mitteln - darin, daß ihre tatsächlichen Möglichkeiten überschätzt werden

oder daß bei vorgelegtem Problem ein blindes Manipulieren mit ihnen an die

Stelle einer geistigen Anstrengung tritt. Dagegen sind solche Mittel ja dazu

da, die Aneignung von Inhalten z~ erleichtern, nicht aber dazu, dem Lernen­

den diese Aneignung abzunehmen (dies ist prinzipiell nicht möglich), und sie

sollen sich in ihrer methodischen Funktion mit der Zeit gewissermaßen selbst

überflüssig machen.

Zusammenfassend möchte ich nachdrücklich vor radikalen Änderungen warnen und

vielmehr vorschlagen, auf der einen Seite Rechner ohne falsche Scheu als

Mittel zur methodischen Verbesserung und curricularen Weiterentwicklung des

Analysisunterrichts zu nutzen. auf der anderen Seite aber bei methodischen
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und noch mehr bei inhaltlichen Änderungen behutsam und - gemessen an unserer

Ana lys i s-Konzeption (4) - wei tgehend "sys teminrnanent" vorzugehen. Was das
konkret bedeuten kann, habe ich durch meine Beispiele aufzuzeigen versucht.

2.4. Zur methodischen Konzeption des Analysisunterrichts

Ausgangspunkt ist die Feststellung, daß sich der Analysisunterricht (wie

jeglicher Un'terricht) an allgemeinen Zielen (siehe .?.:.!), an anerkannter.

methodischen Prinzipien wie dem genetischen Prinzip (und darin enthalten

z.B. dem Spiralprinzip) sowie an Erkenntnissen und Erfahrungen über das

Lernen jeweiliger Themen zu orientieren hat. Das bedeutet für den Analysis­

unterricht u.a.:

a) Anknüpfen an ein Vorverständnis von Schülern

Beispiele:
- Verwenden von inner- und außermathematischen Vorkenntnissen über Exponen­

tialfunktionen bei deren Ableitung
- Anerkennen von geometri schern Vorwi ssen über Fl ächen i nha1te als tragfähi ge

Grundlage für Definitionen und Beweise in der Integralrechnung.

b) Stufung der Strenge, "spiralige" Vereinfachungen, insbesondere durch Wahl

geeigneter Darstellungsebenen

Es ist nämlich zum Erreichen der Ziele legitim und notwendig, nicht-verfäl­

schende Vereinfachungen vorzunehmen, d.h. zum einen einige Begriffe in einer

noch nicht abschließend präzisierten Form einzuführen und zu benutzen, zum

anderen bewußt Lücken im mathematischen Aufbau zu lassen. Dies geschieht vor

allem durch Ausgliedern von plausiblen, genau abgegrenzten (und bei Bedarf

nachlieferbaren) Definitions- und Beweisteilen, wobei der Anschauung eine

große Bedeutung zukonvnt. Solche Stufungen sind übrigens nicht nur lernpsy­

chologisch. sondern auch wissenschaftstheoretisch begründbar. denn "Exakti­

fizieren" gehört zu den "fundamentalen Ideen" ([6l) der Analysis.

Stichwortartig einige Beispiele (genaueres in [5]): h

A 1 b -1 (. 1- usg iedern von Existenz und Eindeutigkeit von 1im ---n- s1ehe _' Schritt
2.2) h..O

- brenzwerte als Werkzeug; Verzicht auf formale Behandlung vor der Differen­
t; a1rechnung. Ges tufte Entwi ck1ung des Grenzwertbegri ffs (numeri 5ch 9 gra­
phisch, verbal, algebraisch, operativ, formal) im Verlaufe der Differen­
tialrechnung. Naives Verwenden von Rechenregeln fiir Grenzwerte

- Stetigkeit als Werkzeug~ Verzicht auf Behandlung vor der Differentialrech­
nung. Verwenden des Stetigkeitsbegriffs heim ersten Auftreten (d.h. beir:l
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Beweis des Hauptsatzes oder der Produktregel) in noch unpräzisierter Form
- Festhalten genau der (bei sowieso behandelten Themen) als Hilfsmittel be­

nötigten Sätze, d.h. Verzicht auf den Mittelwertsatz. Nur plausible und/
oder geometri 5ch-anschau 1; che Begründung der zur Voll ständi gkei t von IR
äquivalenten Sätze: Monotonie-. Extrema- und Konstanten-Kriteria. Extrem­
wert~at2 sowie Mittelwertsatz der Integralrechnung

- Nur plausible bzw. geometrische Begründung der einfachsten Ableitungsre­
geln

- Ausgliedern von Existenz- und Eindeutigkeitsfragen bzgl. Bogenlängen und
Flächeninhalten bei der Definition und Ableitung der Sinusfunktion

- Verzicht auf Definition von Flächeninhalten im Koordinatensystem, Ausglie­
dern von txistenz- und Eindeutigkeitsproblemen. Naives Verwenden von Ei­
genschaften von Flächeninhalten in der Integralrechnung.

Dabei werden insbesondere die erstgenannte sowie die beiden letztgenannten
Vereinfachungen selbst in Realgymnasien nicht aufgehoben. sondern erst im
Mathematikstudium.

c) Herstellen von Querverbindungen, insbesondere ~u außennathematischen "An­
wendungen It

Beispiele siehe etwa in [7].

d) Forderung von Schüleraktivitäten

Ein Beispiel aus unserem Unterrichtsvorschlag in 1 ist die arbeitsteilige
Bestimmung der Konstanten ~ für verschiedene b in Schritt 3.

Selbstverständlich soll - wenn auch z.T. auf der Basis von noch vorläufigen
Begri ffen oder von aus der Anschauung entnol11nenen Sätzen - stets substan­
tiell mathematisch argumentiert werden:

e} Argumentieren auf verschiedenen Niveaus

Schüler sollten in der Regel wissen. wann vereinfacht wird und wann nicht,
und 5 ie sollten unterschei den können zwi schen Pl aus i bi 1i tätsbetrachtungen
und Bewei sen. Das Wesentl i che bei allen Verei nfachungen ist. daßn; chts ver­
fälscht und für später nichts verbaut wird. Wenn dies gewährleistet ist. ist
es an geeigneten Stellen (z.B. bei der Integraldefinition) sogar legitim.
Verei nfachungen sti 11 schwei gend vorzunehmen und erst bei Rückfragen von
Schülern - dann natürlich - den Sachverhalt zu problematisieren und die Ver­
einfachung bewußt zu machen. I.a. wird dies aber bewußt vom Lehrer initiiert
werden. denn neben dem Umgehen mit den wichtigsten Gegenständen der Analysis

als Werkzeuge (innerhalb und außerhalb der Mathematik) soll der Schüler auch
zum Weiterfragen. zu fortschreitendem Begriffsklären und Begründen angehal­
ten werden. All dies erfordert eine Steigerung (statt - wie oft in Büchern
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und im Unterricht - eines Abfalls) des Argumentationsniveaus während des

Vorangehens:

f) Allmähliche Steigerung des Niveaus

Die~soeben aufgeführten Aspekte gelten für sämtliche Schulart~n. Unterschie­

de zwischen Realgymnasien und neusprachlichen oder humanistischen Gymnasien

auf methodischer Ebene bestehen u.a.
- in der Aufhebung einiger Vereinfachungen, l.B. bei der Stetigkeit oder bei

den zentralen Sätzen
- in einem höheren Anteil formaler Argumentationen, z.B. bei der Ableitung

der Exponentialfunktionen
- in der Bf!handlung von mehr und von anspruchsvolleren Querverbindungen zu

inner- und außermathematischen Gebieten

in Realgymnasien.

3. Schlußbemerkungen

Die in! beschriebene und in .! am Beispiel der Ableitung der Exponential­
funktionen konkretisierte, von A. Kirsch und mir vertretene Konzeption des

Analysisunterrichts ([4)) wendet sich

- ei nersei ts gegen ei ne unkri tische Ori ent i erung an der Hochschul aoa lys is.
insbesondere gegen ein überzogenes Streben nach formaler fachsystemati­

scher Exaktheit und inhaltlicher Vollständigkeit schon im ersten Anlauf

(wie es während der "Strenge-Welle" in den 70er Jahren in sehr vielen

Schulbüchern zu beobachten war).

- andererseits gegen eine unsaubere Rezeptvermittlung mit höchstens schein­

plausiblen Argumenten (wie es vor der "Strenge-Welle" in den SOer Jahren

verbreitet war) ebenso wie gegen einen resignierenden Verzicht auf mathe­

matisches Argumentieren angesichts eines nicht erreichbaren Uni-Niveaus.

Vielmehr versuchen wir, mit unseren Vorschlägen angemessene Niveaus dazwi­

schen zu treffen, angemessen für lernende. angemessen für lehrende und ange­

messen bezogen auf die Ziele.

Diese Konzeption stellt genügend hohe, aber auch legitimierbare Ansprüche an

Schüler. Vor allem aber stellt sie auch hohe Ansprüche an den Lehrer. an

sein Urteilsvermögen, an seine Sensibilität für didaktisch relevante Unter­

schiede bei mathematisch Gleichwertigem, an seine inhaltliche und methodi­

sche Souveränität. Die Konzeption steht und fällt - mehr noch als andere
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Konzeptionen - mit der fachlichen und didaktischen Qualifikation des Unter­
richtenden. Und dies ist beileibe kein Nachteil, sondern im Gegenteil er­
wünscht, indem wieder die zentrale und unersetzlich wichtige Rolle des
Lehrers ,betont wird.
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