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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den Fehlern, die bei der Berechnung von
Tragstrukturen auftreten kénnen, dem Diskretisierungs- und dem Modellfehler. Ein
zentrales Werkzeug fiir die Betrachtung des lokalen Fehlers in einer FE-Berechnung
sind die Greenschen Funktionen, die auch in anderen Bereichen der Statik, wie man
zeigen kann, eine tragende Rolle spielen.

Um den richtigen Einsatz der Greenschen Funktion mit der FE-Technik sicherzu-
stellen, werden deren Eigenschaften und die konsistente Generierung aufgezeigt. Mit
dem vorgestellten Verfahren, der Lagrange-Methode, wird es moglich auch fiir nicht-
lineare Probleme eine Greensche Funktion zu ermitteln.

Eine logische Konsequenz aus diesen Betrachtungen ist die Verbesserung der Ein-
flussfunktion durch Verwendung von Grundlésungen. Die Greensche Funktion wird
dabei in die Grundlésung und einen reguldren Anteil, welcher mittels FE-Technik
bestimmt wird, aufgespalten. Mit dieser Methode, hier angewandt auf die Kirchhoff-
Platte, erhilt man deutlich genauere Ergebnisse als mit der FE-Methode bei einem
vergleichbaren Rechenaufwand, wie die numerischen Untersuchungen zeigen.

Die Lagrange-Methode bietet einen generellen Zugang zur zweiten Fehlerart, dem
Modellfehler, und kann fiir lineare und nichtlineare Probleme angewandt werden.
Auch hierbei iibernimmt die Greensche Funktion wieder eine tragende Rolle, um die
Auswirkungen von Parameterinderungen auf ausgewéhlte Zielgroflen betrachten zu
konnen.

Abstract

The present thesis deals with the errors which can appear in the numerical analysis
of mechanical structures, that is the approximation and modeling error. A main tool
for the consideration of the local error in an FE calculation are the Green’s functions
which play an important role also in other areas of the statics, as can be shown.

To guarantee the correct application of the Green’s function within the FE fra-
mework, their characteristics and the consistent generation are detailed. With the
introduced technique, the Lagrange method, it becomes possible to determine influ-
ence functions also for nonlinear problems.

A direct consequence of these considerations is the improvement of the influence
function by using fundamental solutions. The Green’s function is split in a fun-
damental solution and a regular part, which is calculated by the FEM. With this
method, here applied to the Kirchhoff-plate, one clearly receives more exact results



than with the FEM with a comparable costs, as the numerical investigations point
out.

The Lagrange method offers also a general access to the second kind of error, the
modeling error, and can be applied to linear and nonlinear problems. In this case
the Green’s function too plays a major role and is the optimal tool to focus on the
effects of design parameter changes.
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1 Einleitung

Die Planung von Tragwerken beginnt mit Skizzen, aus denen Modelle entstehen,
die bei der Dimensionierung verwendet werden. Dabei werden an unterschiedlichen
Stellen unvermeidbare Fehler begangen, da das Modell von der Realitéit abweicht.
Anhand des in Abb. 1.1 dargestellten Prozesses sollen diese Fehler aufgezeigt werden.

Als Endprodukt im Bauwesen steht immer das reale Tragwerk, welches bemessen
werden soll, im Mittelpunkt. Um dieses physikalisch erfassen zu kénnen, muss das
Bauwerk, in Abb. 1.1 ist exemplarische eine Briicke dargestellt, idealisiert werden,
da eine Abbildung der Realitdt als Modell derzeit aus verschiedenen Griinden nicht
moglich und auch nicht sinnvoll ist. Natiirlich werden bereits bei der Modellie-
rung des komplexen Modells Fehler, sogenannte Modellfehler, begangen, zumal das
tatséichliche Bauwerk! erst nach der Gesamtplanung entsteht und in der Regel von
dieser abweicht. Man geht also von einem fiktiven Modell aus; die Realitéit sieht
anders aus.

Der néchste Schritt ist die Vereinfachung des noch sehr komplexen Modelles. Man
erhélt das Rechenmodell. Dieses stellt dann letztlich die Grundlage fiir die stati-
schen Berechnungen dar. Durch die Umwandlung der physikalischen Struktur in ein
mathematisches Modell kommen weitere Modellfehlerquellen hinzu.

Zuletzt wird das entstandene Rechenmodell in ein Programm eingegeben und diskre-
tisiert. Erst an dieser Stelle tritt der numerische Fehler, der Diskretisierungsfehler,
auf. Somit gibt es bei der Tragwerksplanung zwei Fehler, die gleichwertig nebenein-
ander auftreten und Unsicherheiten bei der Dimensionierung von Bauwerken dar-
stellen.

In den letzten Jahrzehnten hat sich die Forschung intensiv mit der Berechnung
des numerischen Fehlers, dessen Abschitzung und der Anpassung des FE-Netzes
tiber adaptive Methoden (h- oder p-Adaption) auseinander gesetzt. Durch Fehler-
estimatoren, meist basierend auf der Energienorm, sind Netzanpassungen moglich,
die den Diskretisierungsfehler stark reduzieren.

Anfénglich wurden globale Fehlerschétzer verwendet, um z.B. eine adaptive Netz-
verfeinerung (h-Adaption) durchzufiithren. Ziel dabei ist es, den Gesamtfehler gleich-

1Zumindest ist dies im Bauwesen der Fall.
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Abb. 1.1: Abstrakte Darstellung der Entwicklung eines Rechenmodells fiir ein rea-
les Tragwerk.

- d —8 Diskretisierung

méafig auf alle Elemente zu verteilen. Mit diesem Verfahren erhélt man FE-Netze,
die generell gute Ergebnisse liefern. Eine Aussage iiber die Giite einer lokalen Grofie
ist dabei allerdings nicht moglich. Erst mit der Einfithrung der zielorientierten Feh-
lerschatzung wird es moglich, qualitative Aussagen iiber eine gewéhlte Zielgrofie zu
treffen. Dabei wird die Greensche Funktion verwendet, durch deren Einsatz die Be-
trachtung lokaler Zielgréflen moglich wird. Es wird nicht mehr nur der Fehler des
eigentlichen Problems betrachtet, sondern zusétzlich der Fehler in der Greenschen
Funktion. Globale Fehlerschétzer kénnen demnach nicht die Aufgabe eines lokalen
Fehlerschéatzers, der qualitative Aussagen iiber eine lokale Zielgrofie zulésst, erfiillen.

In [21] wurde mit dem Projektionssatz gezeigt, dass jedes mit einem FE-Programm
berechnete Ergebnis durch die Uberlagerung der gendherten Greenschen Funkti-
on mit der Belastungsfunktion exakt berechnet und damit nachvollzogen werden
kann. Mit dem Wissen aus der zielorientierten Fehlerschétzung und der Erkennt-
nis, dass die gendherte Einflussfunktion jedes FE-Ergebnis liefert, kommt man zu



dem Schluss, dass der Fehler der FE-Methode dann besonders gering ist, wenn die
Greensche Funktion gut abgebildet werden kann. So hat die aus der klassischen
Statik bekannte Einflussfunktion auch bei den modernen Berechnungsverfahren ei-
ne zentrale Bedeutung. Sollen lokale Gréflen betrachtet werden, so kommen Ein-
flussfunktionen zur Anwendung. Aber auch die FE-Ergebnisse selbst hédngen direkt
von der gendherten Einflussfunktion ab. Das alles gilt fiir lineare Probleme.

Fiir nichtlineare Probleme konnte ein allgemeiner Zugang geschaffen werden, mit
dem zielorientierte Fehlerestimatoren berechnet werden kénnen. Die Greensche Funk-
tion im eigentlichen Sinne existiert nur fiir lineare Probleme. Fiir nichtlineare Aufga-
ben kann eine Greensche Funktion im Linearisierungspunkt erzeugt werden, welche
genau die Eigenschaften hat, die fiir die Auswertung einer lokalen Zielgrofie notwen-
dig sind.

In den letzten Jahren ist die Betrachtung des Modellfehlers zunehmend in den Fokus
der Forschungsarbeit geriickt. Dabei wurde z.B. der Fehler untersucht, der entsteht,
wenn ein inhomogenes oder pordses Material als homogen angenommen wird. Der
Modellfehler zeigt die Bereiche an, die einen besonders hohen Fehler aufweisen. Man
muss sich vom gewéhlten, groben Modell wegbewegen und korrigierende Verinde-
rungen, d.h. Verfeinerungen, vornehmen. Dazu sind Daten vom realen Tragwerk
notig, ohne die ein verbessertes Modell nicht moglich ist. Der Modellfehlerschétzer
liefert die Information, wie grof3 der Bereich (2,, sein muss. Ziel dabei ist, den Mo-
dellfehler durch die Anpassung des Modells in einem definierten Bereich €2,,, z.B.
durch die exakte Formulierung der Materialeigenschaften, zu minimieren. Mit die-
sem Ansatz erhédlt man einen direkten Zugang zur Multiskalen Methode, d.h. der
Bereich, der als komplexes Modell dargestellt werden soll, wird aus dem Modell
ausgegliedert, berechnet und anschlieBend mit den Daten wieder in das grobere
Modell eingegliedert. Auch hierbei spielen die Greenschen Funktionen wieder eine
Schliisselrolle, wenn eine lokale Zielgrofle betrachtet werden soll. Die Methode der
lokalen Modellfehlerbestimmung konnte, in Anlehnung an die fiir die Berechnung
des Diskretisierungsfehlers verwendete Technik, auf nichtlineare Probleme erweitert
werden.

Die Betrachtung aller Modellfehler in Summe, die an einem Tragwerksmodell auf-
treten konnen, ist genauso komplex, wie die Berechnung des realen Tragwerks. Al-
lerdings ist es moglich und sinnvoll, den Fokus auf ausgewéhlte Parameter zu lenken
und deren Auswirkungen abzuschétzen. Dabei kommen als Fehlerquellen die folgen-
den Punkte in Frage:

e Geometrie (Langen, Winkel und Bauteildicken)
e Materialparameter (Schwankungsbreiten, Ungewissheiten )

e Materialgesetz (Materielle Nichtlinearitét)
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e Dimension der Modellbildung (1-, 2- oder 3 dimensional)
e geometrisch (nicht-)lineare Formulierung

e Lagerung und Federkenngréfien (auch von Bauteilverbindungen)

Die vorliegenden Arbeit betrachtet die Auswirkungen von Modellparameterinde-
rungen bei linearen und geometrisch nichtlinearen Problemen sowie den Vergleich
zwischen linearer und nichtlinearer Formulierung.

Richtig?
Ao— - @ E,g ************************* t,g
M Y
e Besser? 1 @ ] 7
Tk

Abb. 1.2: Das einfache Modell des Einfeldtriagers. Welches Modell hat den kleinsten
Modellfehler?

Jeder konstruktive Ingenieur steht vor der Aufgabe, ein reales Bauwerk als Trag-
werksmodell abzubilden. Eine ganze Bandbreite von Annahmen, wie z.B. Material,
Geometrie, Lasten und Tragverhalten?, sind zu treffen. Jede dieser Entscheidungen
beeinflusst das Berechnungsergebnis. Dem Planer fehlt die Moglichkeit, das ent-
standene Modell in seiner Giite zu beurteilen. Die Regelwerke und die Erfahrung
begleiten den Ingenieur bei der Modellbildung und gleichen so mégliche Fehler aus.
Bestes Beispiel ist der Einfeldtrager im Massivbau, welcher als Balkenmodell abge-
bildet wird, siehe Abb. 1.2. Die gezeichnete Strich-Punkt-Linie entspricht dabei der
Schwerachse des Tragers. Dabei liegt der Trager aber an den Auflagern mit der un-
teren Kante auf, d.h. die Systemlinie ist um den Wert der halben Querschnittshche
(bei einem Rechteckquerschnitt) angehoben, was zu einem anderen Momentenver-
lauf fithrt, wie in [56] detailliert erlautert wird.

Ein weiteres, haufig auftretendes Problem sind Einzellasten auf Tragwerken. Eine
Punktlast (Kraft oder Moment), kann, je nach verwendetem Modell® dazu fiihren,
dass Singularitdten entstehen und so die Schnittgroflen sehr grofle Werte annehmen.

2Damit ist die Wahl der Differentialgleichung gemeint: Stab, Balken, Scheibe, Platte, Schale oder
Membran.

3Beim Balken und Stab fiihrt eine Einzellast zu keinen Problemen, bei Flichentragwerken, wie
z.B. Scheibe, Platte oder Schale, fithrt das an der Stelle der Einzellast zu beliebig grofien
Schnittgrofen.



1.1 Ziele der Arbeit
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Abb. 1.3: Wie sind die Auswirkungen von Parameterdnderungen auf die einge-
zeichnete Zielgrofe?

Der Modellfehler im weitesten Sinne bietet noch andere Moglichkeiten, die den Trag-
werksplaner bei seiner Arbeit unterstiitzen konnen. So ist es z.B. moglich, Abhéngig-
keiten von Parameterveranderungen auf eine Zielgrofle in einem Tragwerk festzu-
stellen. Dies ist in Abb. 1.3 schematisch dargestellt. Wenn sich die Steifigkeit einer
Feder oder eines Bauteils dndert, wie dndert sich dann die Zielgrofle? Dabei konnen
ganze Tragwerksteile aber auch nur kleine Bereiche betrachtet werden. Die Berech-
nung der Auswirkungen eines gerissenen Querschnitts auf die Verformungen, wie
es z.B. in [74] beschrieben ist, ist mit der Modellfehlerbestimmung ebenfalls sehr
einfach moglich. In diesem Kontext ist eine Sensitivitdtsanalyse des Tragwerks, d.h.
wie sensibel das Tragwerk auf Parameterverdnderungen reagiert, moglich, um bei
der Planung, aber auch bei der Bauausfiihrung, kritische Abschnitte zu ermitteln.
Ziel bei all diesen Betrachtungen ist, die Losung des eigentlichen und des dualen
Problems, also die Greensche Funktion, am vereinfachten System zu ermitteln und
damit Riickschliisse auf die Auswirkungen einer Parameterédnderung zu ziehen, ohne
ein verdndertes System berechnen zu miissen.

1.1 Ziele der Arbeit

Die Ziele der Arbeit ergeben sich aus den oben beschriebenen Bereichen der Sta-
tik und stellen eine Weiterentwicklung der bekannten Techniken dar. Im Einzelnen
werden die folgenden Themen in dieser Arbeit betrachtet.

Die Greensche Funktion ist der Schliissel fiir die Betrachtung von zielorientierten
Groflen bei der Berechnung des numerischen Fehlers und des Modellfehlers. Daher
soll ausfiihrlich die Erzeugung der Greenschen Funktion mit der Methode der finiten
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Elemente hergeleitet werden.

Es ist bekannt, dass eine moglichst genaue Darstellung der Greenschen Funktion bei
der Betrachtung von Punktgréfien besonders wichtig ist. Daher wird ein Verfahren
vorgestellt, welches unter Verwendung von Fundamentallésungen, die Genauigkeit
von Punktgrofien deutlich verbessert. Die Intention dabei ist, die Greensche Funktion
so exakt wie moglich abzubilden.

Neben dem Diskretisierungsfehler, ist der Modellfehler gleichberechtigt zu betrach-
ten. Es soll ein moglichst einfacher Zugang zu diesem Thema hergestellt werden,
um z.B. das Modell prazise verdndern zu kénnen oder um die Auswirkungen einer
Parameterverdanderung auf die Zielgrofle quantifizieren zu koénnen.

Die Modellfehlerbestimmung soll auf geometrisch nichtlineare Probleme ausgeweitet
werden. Dabei kommt eine verallgemeinerte Greensche Funktion zur Anwendung, die
dhnliche Eigenschaften wie die Funktion fiir lineare Probleme aufweist. So wird es
moglich, auch fiir ein nichtlineares Problem eine zielorientierte Fehlerbestimmung
durchzufiihren.

All diese einzelnen Punkte ergeben in sich einen geschlossenen Themenkomplex und
sind gerade im Hinblick auf Modell- und Diskretisierungsfehler nicht losgelost von-
einander zu betrachten.

1.2 Gliederung der Arbeit

Kapitel 2 stellt die fiir diese Arbeit notwendigen Grundlagen vor. Dazu gehort
ein Einblick in die verwendeten Differentialgleichungen. Insbesondere wird auf die
Greenschen Identitédten und die schwache Form des Gleichgewichts eingegangen. Die
fundamentalen Arbeitsprinzipe der Statik werden formuliert und die Eigenschaften
der Greenschen Funktionen erldutert.

Kapitel 3 befasst sich mit der FE-Technik, mit den Eigenschaften der Greenschen
Funktionen und deren Berechnung mit der Methode der finiten Elemente. Weiter
werden einige Besonderheiten der gendherten Greenschen Funktion betrachtet, wie
z.B. das Verhalten bei Singularitdten oder der Berechnung von Kraftgrolen {iber ein
Arbeitsintegral. Weiter wird auf unterschiedliche Méglichkeiten zur Abschiatzung des
Approximationsfehlers (global und lokal) eingegangen. In Anlehnung an die DWR-
Methode (engl.: dual weighted residual), einer zielorientierten Fehlerschitzung, wird
ein genereller Zugang auch fiir nichtlineare Probleme aufgezeigt. Damit steht eine
verallgemeinerte Greensche Funktion zur Verfiigung. Diese Technik wird spater fiir
die Berechnung des Modellfehlers fiir nichtlineare Probleme benétigt.



1.2 Gliederung der Arbeit

Das Kapitel 4 stellt die GFD-Methode (engl.: Green’s function decomposition) am
Beispiel der Kirchhoff-Platte vor. Bei dieser Methode wird die Idee umgesetzt, die
genidherte Greensche Funktion durch Aufspalten in die Grundlésungen und einen
reguldren Anteil fiir die Berechnung von Punktgréfien zu verbessern. Anhand von
numerischen Beispielen werden die Moglichkeiten der GFD-Methode dargestellt.

Im Kapitel 5 wird zunéchst ein einfacher Zugang zur Modellfehlerbestimmung aufge-
zeigt. Anschliefend wird eine Berechnungsmethode fiir die zielorientierte Modellfeh-
lerbestimmung bei Parameterdnderungen fiir lineare Modellfehler und nichtlineare
Probleme vorgestellt. Anhand einer einfachen Betrachtung, wird eine Verbesserung
sowohl fiir ein- als auch fiir zweidimensionale Tragwerke in der Modellfehlerbestim-
mung herbeigefithrt. Auch wird die Uberfithrung des Gebiets- in ein Randintegral
zur Verbesserung der Ergebnisse untersucht.

Die numerischen Beispiele in Kapitel 6 dienen dazu, die im vorigen Kapitel hergelei-
teten Berechnungsmethoden genauer zu analysieren und deren Méglichkeiten aufzu-
zeigen. Dabei werden sowohl Stab und Balken als auch die Scheibe mit einer linearen
und einer geometrisch nichtlinearen Formulierung betrachtet. Abschlieend werden
die Ergebnisse einer in semi-integraler Bauweise erstellten Briicke unter Beriicksich-
tigung der Variationsbreite der Bodenkenngrofien auf die Bemessungsschnittgrofien
zusammenfassend dargestellt.

Die Arbeit schliefit mit Kapitel 7, welches eine Zusammenfassung der wesentlichen
Aspekte enthélt und einen Ausblick auf die zukiinftige Forschungsarbeit liefert.



1 Einleitung




2 Mechanische Grundlagen

Fiir die Behandlung der Themen dieser Arbeit werden in diesem Kapitel die not-
wendigen theoretischen Grundlagen aus der Mechanik zusammengefasst dargestellt.

2.1 Nichtlineare Statik

Der Zustand eines elastischen Kontinuums wird durch das Triple § = {u, E, S}
aus Verschiebungsfeld u = [u;], dem Green-Lagrangschen Verzerrungstensor E =
[€i] und dem zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensor S = [o;;] beschrieben. Es
wird von einem hyperelastischen Material ausgegangen, dessen Eigenschaften iiber
Differentiation einer Forméanderungsenergiefunktion W (E) bestimmt werden. Seien
p die auf den Korper wirkenden Volumenkrifte, dann geniigt S = {u, E, S} in
jedem Punkt & des unverformten Korpers dem System, siehe [26],

1
E(u—-E=0 3 (Vu +Vu' +Vu'Vu) - E =0, (2.1a)
ow
"E)— S = — -8 = 2.1

W/ (E)—S=0 E S=0, (2.1b)
—div(S§+VuS)=p. (2.1¢)
Dazu kommen Verschiebungsrandbedingungen w = w auf einem Teil I'p des Randes
und Spannungsrandbedingungen ¢(S,u) = t auf dem komplementéiren Teil Ty,

wobei
t(S,u):=(S+VuS)n (2.2)

der Spannungsvektor in einem Randpunkt mit nach auflen gerichteter Normalen n
ist.

Das System (2.1) kann als die Anwendung eines (dreizeiligen) Operators A(-) auf
den elastischen Zustand S angesehen werden. Das Randwertproblem fiir S kann
damit in der Form

A(S)={0,0,p}" mit wu=wauflp und t=¢taufly (2.3)

geschrieben werden.



2 Mechanische Grundlagen

2.1.1 Greensche ldentitat und schwache Form

Im Folgenden wird die erste Greensche Identitét fiir den Operator A(-) hergeleitet.
Sie bildet die Grundlage fiir die Behandlung des Randwertproblems (2.3) mit finiten
Elementen.

Ist der Spannungstensor S symmetrisch, dann erhilt man nach partieller Integration
und unter Anwendung des Divergenztheorems, siehe [26],

/ —div(S+V u S) - & dS
Q

(2.4)
_ —/t(S,u) Cavds + / Eo(it)- SdQ,
r Q
wobei ]
E, (1) := §(va+vfaT+vfuTva+vaTvu) (2.5)
die Gateaux-Ableitung der Matrix E(u) ist:
d . .
—[E(u+eu)] =FE,(u). (2.6)
de e=0

Zusammenfassend kann die erste Greensche Identitéat des Operators A(S), d.h. des
Systems (2.1), formuliert werden:

G(S,8) = (A(S),S) + /t(S,u) cds —a(S,8) =0. (2.7)

r

~

Dabei steht (A(S),S) fiir den Ausdruck

(A(S),8) = /Q (E(w) — E)- §d0
(2.8)
+/(W’(E)—S)-Ed9+/—div(S+VuS)-ﬁ,dQ,

also das Skalarprodukt aus dem System (2.1) und dem virtuellen Zustand S und
oS, ) —/(E(u) _E).§d0
@ (2.9)
+ /(W’(E) - S)- EdQ+/ E.,(u)-SdQ
Q Q
bezeichnet die virtuelle innere Energie (oder Wechselwirkungsenergie). Diese Iden-

titdt (2.7) ist grundlegend fiir die Variationsprinzipe der nichtlinearen Mechanik

10



2.1 Nichtlineare Statik

und kann in dhnlicher Weise fiir alle géngigen Differentialgleichungen der Statik
formuliert werden, siehe z.B. [26].

Im Falle einer reinen Verschiebungsformulierung, also S = {u, E(u), W'(E(u))}
und @ = 0 auf I'p, reduziert sich Gl. (2.7) auf

G(u,a):/p-ad9+/ t-ads—/Eu(a).SdQ:O, (2.10)
\Q 'y . ‘Q J
540 5A;

wobei S = W/(E(u)). Gl. (2.10) kann in dieser Form als die schwache Formulierung
des Randwertproblems der nichtlinearen Elastizitdtstheorie interpretiert werden. Die
Gleichung kann nur in wenigen Ausnahmeféllen analytisch gelost werden und muss
im Allgemeinen mit einer Naherungslosung berechnet werden. Mit dem iiblichen
FE-Verschiebungsansatz fithrt dies auf die nichtlineare (Vektor-)Gleichung

k(up) = f (2.11)

fiir die Knotenwerte u;, = {u;} der FE-Losung,.

2.1.2 Linearisierung

Um mit der schwachen Form, Gl. (2.10), rechnen zu koénnen, ist eine Linearisierung
notwendig. Es seien Ap und At Lastinkremente und u + Awu das Verschiebungsfeld,
welches zu p + Ap und t + At gehore. Dann gilt

(p+Ap)~'&dQ+/ (t+ At)-uds

Clowt A, &) :/ Ty (2.12)

Q
—a(u+ Au,u) =0,

wobei

a(u + Au,u) := / E, pu() - W(E(u+ Au))dQ). (2.13)

Die Gateaux-Ableitung der Verze?rungsenergie
alu,w) = /QEu(’&) -W/'(E(u))dQ (2.14)

beziiglich des Verschiebungsinkrements Aw ist

ar(w;Au, ) := di [a(u + € Au, u)]
€

e=0 (2.15)
~ [ {T(aw W'(B(w)) - Vi + Bu(@) - ClB.(Au)]} 0.

11



2 Mechanische Grundlagen

wobei der Tensor 52 5
w
©=%BoE " E"
die zweite Ableitung von W ist, die im Punkt w zu bilden ist. Der Ausdruck
ar(u; Au, ) ist linear im zweiten und dritten Argument, Aw und .

(2.16)

Mit der Ndherung
a(u+ Au,u) ~ a(u; ) + ar(u; Au, u), (2.17)

wird aus Gl. (2.10)
A, —a(u;u) — ap(u; Au,u) =0. (2.18)

Ubertragen auf die in Gl. (2.11) genannte FE-Formulierung bedeutet dies dann

KT(uh) A’U,h = f — k:(uh) s (219)

wobei Awuy, der Vektor der Knotenverschiebungen des Feldes Auy, und K7 die tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix

(Kr)ij = aT(“h?‘Pja‘Pi) (2.20)

1st.

2.2 Lineare Statik

Einflussfunktionen beruhen auf den Arbeitssidtzen der Statik und Mechanik und die-
se wiederum beruhen auf der ersten und zweiten Greenschen Identitét der zu Grunde
liegenden Differentialgleichung. Im vorigen Kapitel wurde bereits die erste Green-
sche Identitdt fiir das System der nichtlinearen Elastizitdtstheorie hergeleitet. Im
Folgenden soll noch einmal ausfiihrlicher auf die Argumentation bei der Herleitung
dieser Identitédten eingegangen werden. Es wird das einfachst mogliche Beispiel, der
Zugdruckstab, gewahlt.

Die Differentialgleichung des Stabes lautet
— BAY =p. (2.21)

Multiplikation mit einer Testfunktion  liefert

I !
—/ EAu" 4 dx :/ pudz (2.22)
0 0

12



2.2 Lineare Statik

und anschlieende partielle Integration fiihrt auf die erste Greensche Identitdt fiir
den Stab

l l NN
G(u, ) = —/ EAW" 4 dx + [N, — Tp 0 =04s —34; = 0. (2.23)
0 L, J0
54, 54,

Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Funktionen u und u geniigend glatt sind
u € C?*0,]] und @€ CH0,l]. (2.24)

Die erste Greensche Identitdt entspricht der Gleichheit von virtueller duflerer Arbeit
0A, und virtueller innerer Arbeit dA;. Sie stellt somit das Prinzip der virtuellen
Verriickungen dar. Vertauscht man die Plédtze von v und 4, so erhélt man das Prinzip
der virtuellen Kréfte

l N ZNN
G(u,u) ::—/0 EAY wdz + [Nul, — i E—dz:(SAZ—(SAf:O. (2.25)

Subtrahiert man beide Identitéiten voneinander, so erhélt man die zweite Greensche
Identitdt, auch bekannt als der Satz von Betti,

B(U,ﬂ) = G(u, fb) - G(@,u) = Al,g —A2,1 = O, (226)

wobei nun an beide Funktionen die Forderung u, 4 € C?[0,] gestellt wird. Ausfiihr-
lich lautet der Satz von Betti fiir den Stab

I I
B(u, 1) := —/ EAY" 4 dr + [Na]h, — [uN]) — / w(—EAW" ) de=0. (2.27)
0 0

J/

-

TV
A1,2 Az,1

Sinngeméaf lassen sich diese Schritte fiir alle anderen Differentialgleichungen der
Statik und Mechanik wiederholen.

Im Falle der linearen Elastizitdtstheorie lautet das Differentialgleichungssystem

I _
— Lu:=— |uA + Vdiv| u = 2.2
u {u Ty di ] u=np, (2.28)

mit L als linearer Differentialoperator. Die Wiederholung der obigen Schritte liefert
als zugehorige erste Greensche Identitét

Glu, @) = /Q(—Lu)~ﬁdQ+/FSn~'&ds—/ﬂS~E(f&)dQ:O (2.29)

13



2 Mechanische Grundlagen

mit S als dem Spannungstensor

S =C[E(u)], (2.30)
dem Elastizitédtstensor
CE=2uE+\(trE)I (2.31)
und dem Operator
1
E(u) = 3 (Vu+Vau'), (2.32)

der die zu dem Feld uw gehorigen linearen Dehnungen angibt. Der Vektor Sn = ¢
ist der Spannungsvektor auf dem Rand, der von der Randnormalen n abhéngt.

Das Integral

o, i) = /Q S B(a)dQ = /Q ClE(w)] - E(a) dO (2.33)

ist die virtuelle innere Energie oder auch Wechselwirkungsenergie genannt. Der Aus-
druck a(-, -) wird als Bilinearform bezeichnet, siche z.B. [13], [32] oder [42], und wird
als symmetrisch bezeichnet, wenn

a(u,v) = a(v,u) Yu,v eV (2.34)
gilt und als positiv definit, wenn

a(u,u) >0 VYueV, u#0. (2.35)

Die zugehorige zweite Greensche Identitét (Satz von Betti) lautet im Fall der linearen
Elastizitatstheorie

Blu, @) := /Q(—Lu) CwdQ + /

t-ﬁds—/i-uds+/L*'&-udQ:O, (2.36)
r r Q

wobei mit L* der zu L adjungierte Operator!' bezeichnet wird.

Die Grundstruktur dieser Greenschen Identitdten wird noch besser sichtbar, wenn
Symbole benutzt werden. Es sei L ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m
und Jyu,i =0,...,2m — 1 die zugehorigen Randwerte. Die damit verbundene erste
Greensche Identitédt lautet in allgemeiner Form

m—1
G(u, @) = (Lu, @) + Y (=1)" | Oomoy—udsids — a(u, i) =0, (2.37)

i=0 r

'In der Statik handelt es sich in der Regel um selbstadjungierte Operatoren, so dass L = L*.

14



2.2 Lineare Statik

woraus durch einfaches Vertauschen und Subtrahieren die zweite Greensche Identitat
entsteht

2m—1

1=0

Weiteres dazu ist [27] bzw. [28] zu entnehmen. Die in den Identitdten auftretenden
Randwerte 0;u nennt man die Cauchy Daten oder auch die kanonischen Daten eines
Differentialoperators L, weil sie festlegen, wie die zu dem Gebietsintegral (L u,u)
komplementédren Randarbeiten aussehen.

Die Identitédten lassen sich auch fiir nicht selbstadjungierte Differentialgleichungen
aufstellen und natiirlich auch fiir nichtlineare Differentialgleichungen, siehe z.B. [26].

2.2.1 Die schwache Form des Gleichgewichts

Eine wichtige Anwendung der ersten Greenschen Identitét ist bei der Einfithrung
des Begriffes der schwachen Losung.

Es sei das Randwertproblem
—FAYW"=p O<ax<l u(0)=0, N =0 (2.39)

gestellt. Dabei wird angenommen, dass die Losung hinreichend glatt ist und es sei
v eine virtuelle Verriickung aus der Teilmenge

V = {ve H'0,1]v(0) = 0}, (2.40)

wobei mit H™ ein Sobolev-Raum der Ordnung m bezeichnet wird, siehe [14], [19]
und [42].

Dann folgt aus der ersten Greenschen Identitéit?
! l
G(u,v) = / pvdr —a(u,v) =0 mit a(u,v) := / EAuW v dx, (2.41)
0 0

dass die Losung u auch eine Losung des folgenden Variationsproblems ist:
Finde eine Lésung u € V' so, dass

a(u,v) :/o pvdz =: (p,v) (2.42)

2Streng genommen folgt die schwache Form nicht aus der ersten Greenschen Identitit, da die
Gleichungen im starken Sinne differenzierbar sein miissen, u € C? und v € C'. Bei der schwa-
chen Form wird die Losung im Hilbertraum H' gesucht, d.h. die Funktionen miissen nur noch
im schwachen Sinne differenzierbar sein, siehe dazu z.B. [21].

15



2 Mechanische Grundlagen

fiir alle v € V' erfiillt ist.

Die Losung u dieses Variationsproblems nennt man die schwache Lédsung des obigen
Randwertproblems. Die Theorie der schwachen Loésungen spielt eine zentrale Rolle
bei der mathematischen Analyse der finiten Elemente. Auf diese Theorie soll hier
nicht néher eingegangen werden, es sei vielmehr auf die Standardwerke, wie z.B. [§],
[19] oder [32] verwiesen.

Insbesondere soll vereinbart werden, dass unter dem Losungsraum S die Menge aller
(hinreichend reguldren) Funktionen zu verstehen ist, die die geometrischen Lagerbe-
dingungen des Randwertproblems erfiillen und unter V' die Menge aller (hinreichend
reguldren) Funktionen, die die geometrischen Lagerbedingungen in ihrer homogenen
Form erfiillen.

Sind die geometrischen Lagerbedingungen homogen, dann ist V' = S. Wenn nicht,
dann entsteht S aus V' durch Addition einer Funktion us

S=usdV, (2.43)

wobei us die inhomogenen geometrischen Lagerbedingungen erfiillt.

2.3 Einflussfunktionen

Die drei Begriffe Finflussfunktion, Funktional und Greensche Funktion sind zentral
fiir diese Arbeit. Im Bauwesen ist der Begriff der Einflussfunktion recht eng gefasst.
Im abstrakten Sinne ist aber alles, was die Fingabe mit der Ausgabe verkniipft eine
Einflussfunktion. Und wenn man die Losung eines Randwertproblems auswertet, um
z.B. die Durchbiegung des Trigers in einem Punkt, das maximale Feldmoment, das
Stiitzmoment etc., zu berechnen, dann wendet man, auch wieder abstrakt gedacht,
ein Funktional auf die Losung an. So ist z.B. die Verschiebung u; an der Stelle §
einer Scheibe ein Funktional

J(u) = u(8). (2.44)

Das Funktional J angewandt auf die Funktion w liefert den Wert von w; an der
Stelle = £. Das wird vielleicht noch besser verstindlich und leitet damit zu den
Greenschen Funktionen iiber, wenn man an ein FE-Programm denkt. Wenn der
Programmierer den Wert u;(€) wissen will, dann ruft er die Routine auf, die u(x)
bereitstellt und diese Routine wertet u;(x) an der Stelle & = £ aus. Formal gesehen
kann man die Auswertung von w als die Anwendung des Dirac Deltas 56(3/ - £)
ansehen

J(u) = / uly) 84y — €) dy = u(€). (2.45)
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2.3 FEinflussfunktionen

das aufgrund seiner bekannten Eigenschaften
dy—x)=0 fir z#y und / 8)(y — ) - u(y) dy, = u(x) (2.46)
Q

ein Punktfunktional symbolisieren kann. Auf den ersten Blick mag das sehr abstrakt
erscheinen. Die Bedeutung dieses Zugangs wird aber sofort klar, wenn man sich dar-
an erinnert, dass nach dem Satz von Betti das obige Integral gleich der Uberlagerung
der Greenschen Funktion fiir u;(£) mit der Belastung p auf der Scheibe ist

J(u) = uy(€) = / uly) - (y — £)d2, = / Go(y.€) py)dQy.  (247)

Dies stellt den Zusammenhang zwischen Funktional und Greenscher Funktion her.
Im Folgenden sollen diese Aspekte deutlicher beleuchtet werden.

2.3.1 Funktionale

Ein Funktional J(u) ist formal eine Abbildung aus V' in die Menge der reellen Zahlen
J:V-oR;uw— J(u). (2.48)

Die Untermenge der linearen und stetigen Funktionale J bildet den sogenannten
Dualraum V*, siehe z.B. [14] oder [42], mit der Eigenschaft

Jau+ba)=a-J(u)+b-J(@)  J(u) <cluly. (2.49)

Die Norm eines linearen Funktionals

u

[7]lv- = sup |J(u)| = supJ(

) (2.50)
iy =1 uzo ||lully

ist das Supremum des Funktionals auf der Einheitskugel in V', also der Menge aller
u mit ||u|ly = 1, siche [14], [32] und [42].

Ist die Belastung p auf einem Balken beschriankt, p € L[0,[], dann ist z.B. das
Arbeitsintegral

J(w):/O pwdx (2.51)

ein stetiges Funktional auf V' und seine Norm ist identisch mit der Energienorm der
zu p gehorigen Biegelinie, siehe z.B. [30],

l 2 1/2
w M

ve =sup J(——) = |lw||g = a(w,w)"/* = [/ —dx} . (2.52)
wzo  [wllv o Bl

7]
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2 Mechanische Grundlagen

Jeder Punktwert, also jede Verschiebung u(x), jede Spannung o,,(x) oder Aufla-
gerkraft A und ebenso auch jeder integrale Wert, z.B. die Spannungen léngs eines
Schnittes, ist ein Funktional J(u). So auch die folgenden Ausdriicke

J(u) = uj(x) J(u) = 04 (u)(x) J(u) = /0 Ouy(u)ds. (2.53)
Hierbei bedeutet eine Notation wie
J(u) = oz (u)(x), (2.54)

dass der Wert des Funktionals die Spannung o,, des Verschiebungsfeldes w an der
Stelle @ ist.

Die meisten Funktionale in der Mechanik der Kontinua sind allerdings unbeschrénkt,
das heif3t nicht stetig. Dies bedeutet, dass es keine globale Konstante ¢ gibt, so dass
fiir alle w € V' die Abschitzung

J(u) < cllully (2.55)

zutrifft, oder, weil die Energienorm und die Sobolev-Norm des H™(£2) dquivalent
sind, siehe z.B. [14], bedeutet dies, dass die Funktionale nicht durch die innere
Energie der Verschiebungsfelder nach oben beschrénkt sind. Es gibt keine Konstante
¢ so, dass

J(u) < c-a(u,u)/?. (2.56)

So ist zum Beispiel die Spannung in einem Punkt, o,,(w)(), ein zwar lineares, aber
unbeschréanktes Funktional. Wenn es anders wire, dann miissten zwei Verschiebungs-
felder mit nahezu identischer innerer Energie, a(u — @, u — @)"/? = ||u — 4|z < 1,
auch nahezu die gleichen maximalen Spannungen in {2 besitzen

max| oy () — 04 (0)] < ¢ alu —a,u—a)> < 1, (2.57)
weil die Norm in C' das maximum der O-ten bzw. 1-ten Ableitung sind.

Wenn die Felder in der Energie dicht beieinander liegen, dann kann man nur folgern,
dass ihre Maxima in etwa gleich grofl sein miissen. Die Maxima kénnen aber an
verschiedenen Stellen liegen.

Damit fallen die meisten Funktionale aus der normalen Losungstheorie heraus, die
sich um die schwachen Losungen entwickelt hat. Die klassische Hilbertraumtheorie
beschrénkt sich auf rechte Seiten, die als lineare und stetige Funktionale interpretiert
werden konnen und damit auf Losungen mit endlicher Energie.

Es sei daran erinnert, dass die rechte Seite in der klassischen Formulierung

a(u,v) = (p,v) YveV (2.58)
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das Arbeitsintegral (p, v) ein beschrinktes Funktional auf V' ist und damit hat auch
die schwache Losung u endliche Energie.

In der Formulierung fiir die Greenschen Funktionen G des Funktionals J(u)
a(G,v)=Jv) YveV (2.59)

steht jedoch rechts das Funktional selbst. Weil dieses auf V' unbeschrinkt?® ist, ist
auch die Energie der Greenschen Funktion G unbeschréinkt. Theoretisch handelt es
sich bei der Approximation der Greenschen Funktionen mit finiten Elementen daher
um lauter schlecht gestellte Probleme.

2.3.2 Greensche Funktionen

Unter der Greenschen Funktion G; versteht man im klassischen Sinne eine Funktion
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Gily,z) € C(Q—{=})
() —L,Giy,®) =8y —x) a0
(3) G;(y,x) erfillt die Randbedingungen auf I'p, und I'y.

Eine Greensche Funktion, welche nur die ersten beiden Eigenschaften aufweist, wird
als Grundlosung g, bezeichnet. Die Grundlésungen sind fiir eine ganze Reihe von
Differentialgleichungen bekannt, siche z.B. [27].

Ist ein Funktional J(w) auf V' linear und stetig, dann gibt es nach dem Rieszschen
Darstellungssatz (dessen Giiltigkeit auf V' hier vorausgesetzt wird), siche z.B. [13]
oder [42], ein Element Gy € V so, dass

J(u) = a(Gy, u) (2.60)

oder nach partieller Integration

Iw) = a(Go.w) = [ Galy. ) ply) a0y, (2.61)

Man nennt das Riesz Element die verallgemeinerte Greensche Funktion des Funk-
tionals J(u), welche oft in der Literatur mit z bezeichnet wird.

Der Begriff der verallgemeinerten Greenschen Funktion schliefit den Begriff der klas-
sischen Greenschen Funktionen oder Einflussfunktionen mit ein, weil die Variations-
formulierung fiir die klassischen Einflussfunktionen mit Gl. (2.60) iibereinstimmt.

3 Auf Seite 24 wird niher auf diesen Sachverhalt eingegangen.
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2 Mechanische Grundlagen

Der Begriff des Riesz Elements geht jedoch dariiber hinaus, insofern, dass jedem
Funktional geméB Gl. (2.60) eine Greensche Funktion zugeordnet werden kann. Da-
her die Bezeichnung verallgemeinerte Greensche Funktion.

Aus der Linearitat des Skalarproduktes folgt, dass Greensche Funktionen auf lineare
Probleme beschrinkt sind, denn das Skalarprodukt impliziert das Superpositions-
prinzip. Es sind aber nun zwei Ideen, die es méglich machen den Begriff der Green-
schen Funktion in einer natiirlich verallgemeinerten Version auch auf nichtlineare
Probleme anzuwenden:

e Der Begriff des Funktionals J(w) ist nicht auf lineare Probleme beschrénkt.

e Die Greensche Funktion ist im linearen Fall identisch mit dem Lagrange Mul-
tiplikator A, was in Kapitel 2.3.4 gezeigt wird,

L(u, A) = J(u) — (a(u, A) = (p, A)), (2.62)

denn
Lo=Jv)—alv,A\)=0 VYveV =A=G (2.63)
Lx=a(u,v)— (p,v)=0 Vvoel. (2.64)

Aus der Gleichung £,,, = 0 ergibt sich der Lagrange Multiplikator A. Dieser ist, wie
man an der Struktur der Gleichung ablesen kann, gleich der Greenschen Funktion
G des Funktionals J(u).

Im nichtlinearen Fall, siche Abschnitt 3.2.3, entspricht der Multiplikator A der
Greenschen Funktion im Linearisierungspunkt. Mittels Lagrange Multiplikatoren
ist es moglich, den Begriff der Greenschen Funktion auch auf nichtlineare Probleme
zu erweitern. Wie sich zeigt, ist es sinnvoll den Fehler in Funktionalen iiber den
Fehler in der Greenschen Funktion im Linearisierungspunkt abzuschétzen, wie auch
die Sensitivitédt eines nichtlinearen Tragwerks anhand dieser Greenschen Funktion
zu beurteilen.

Klassischer Zugang

Formal ist die Greensche Funktion die Losung der adjungierten Gleichung, wie ein
Beispiel aus der Matrizenalgebra erlautern moge: Es sei A eine n x n-Matrix. Weil
die Transponierte einer Zahl die Zahl selbst ist, 7 = 77, gilt mit Vektoren & und
x € R” die Identitét

B(x,z) =2 Ax —xTATz=0. (2.65)
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2.3 FEinflussfunktionen

Ist nun 2 die Losung der Gleichung Az = y und A” g, = e; die Losung der
adjungierten Gleichung, mit dem Einheitsvektor e; auf der rechten Seite, dann gilt

B(x,g;) =g Az —x"A"g, =g/ y—a"e; =0 (2.66)
oder
=9 Y. (2.67)

Greensche Funktion und Skalarprodukt héngen also ganz eng zusammen. Existiert
ein Skalarprodukt, dann fithrt dies in natiirlicher Weise zum Begriff des adjungierten
Operators —L*

(-Lu,v) = (u,—L"v) (2.68)

und damit zur Darstellung der Lésung der Gleichung —L uw = p mittels der Losung
der adjungierten Gleichung —L*G, = &},

uj(x) = (Go, p) - (2.69)

Das Dirac Delta beschreibt im schwachen Sinn eine Punktkraft und ist genauso,
wie die ZielgroBe fiir vektorwertige Funktionen, an eine Richtung gebunden. Im
Folgenden wird auf die richtungsabhéngige Schreibweise verzichtet; in besonderen
Féllen wird die Richtung explizit und eindeutig angegeben.

Die Funktion g hat in allen Punkten y # @ den Wert Null und ihre Arbeit auf
dem Wege einer virtuellen Verriickung v ist gleich 1 x v(x), wie in Gl. (2.47) bereits
definiert wurde. Es sei u die Losung des Randwertproblems

—Lu=p Oiu=0 auf I’ i=0,....m—1 (2.70)

oder einer anderen Kombination von homogenen Randwerten 8;u. Setzt man G|
in Gl (2.70) mit der zugehorigen rechten Seite ein, so erhélt man als Losung die
Greensche Funktion Gy. Wird mit beiden Losungen in die erste Greensche Identitét
formuliert, so erhélt man nach entsprechendem Grenziibergang, siehe [28],

G(Go,’U,) = III%G(G(),’U,)QG (271)
die schwache Integraldarstellung
u(x) = a(Go, u) (2.72)

bzw. in analoger Weise aus der zweiten Greenschen Identitét (wieder nach entspre-
chendem Grenziibergang) die starke Integraldarstellung

u(z) = / Go(y. ) - ply) d = (Go.p) (2.73)
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2 Mechanische Grundlagen

Die schwache Integraldarstellung ist in der Mechanik mit dem Prinzip der virtu-
ellen Kréfte bzw. bei Vertauschen der Funktionen, mit dem Prinzip der virtuellen
Verriickungen verkniipft und die starke Integraldarstellung mit dem Satz von Betti.

Es sei an dieser Stelle betont, dass die schwache Integraldarstellung auf die Berech-
nung von Weggrolen beschrinkt ist. Darauf wird in Abschnitt 3.2.5 ndher eingegan-
gen.

Streng genommen existiert jeweils eine ganze Kette von m schwachen Einflussfunk-
tionen mit der Formulierung

Ju(x) = a(Gy,u) i=0,....,m—1 (2.74)

und 2m starken Einflussfunktionen mit der Formulierung

du(m) = /QGi(y,ar:) p(y)dQy  i=0,...2m—1 (2.75)

fiir die kanonischen Werte 9@;u. Die Greenschen Funktionen in diesen Darstellungen
sind die Losungen der Gleichungen

- L,G(y,z) =0,y —x) Ableitung nach y . (2.76)

Wenn man hier einmal die Balkendifferentialgleichung als Beispiel nimmt, so haben
die Dirac Deltas die Eigenschaften

: v'(x)
(5i(y - 33‘) = Yy 7é x /(; 51(3/ - :L‘) U(y) dy = jvwz("g‘) _ _EE;IQ/}/i/((x)) (277)

Die Herleitung der Einflussfunktionen mittels der Dirac Deltas aus den Integral-

identitéten ist formal gesehen einfach, wie man es am Beispiel der Losung des Rand-

wertproblems vom Zugdruckstab mit den Randbedingungen u(0) = u(l) = 0 zeigen

kann. Geht man mit v und der Greenschen Funktion GGy, die Losung der Gleichung
d2

— EAd—yQGo(y,x) = do(y — 7) Go(0,2) = Go(l,x) =0 (2.78)

ist, in die zweite Greensche Identitét

l l
B(Go,u) / o(y — ) uly) dy — / Goly,2)ply)dy =0 (2.79)
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2.3 FEinflussfunktionen

(die Randarbeiten sind alle null), dann erhdlt man aufgrund der Definition des Dirac
Deltas

/0 oy — ) uly) dy = u(z) (2.80)

sofort das Ergebnis

!
Agyy = u(x) = /0 Goly,x)p(y)dy = Ay 5 . (2.81)

Wenn man auf demselben Wege die Einflussfunktion fiir N(z) = EAu/(x) ableitet,
also die Greensche Funktion Gy (y,x) verwendet

2
A

dy? Gi(y,x) = d1(y — =) G1(0,2) = G1(l,z) =0, (2.82)

so lautet das Ergebnis

Apo= N(z) - / Ga(y,2) ply) dy = 0 = Aoy . (2.83)

Regel: Bei der Formulierung des Satzes von Betti fiir Finflussfunktionen von Weg-
groflen gilt Ay o = Asy und fiir Einflussfunktionen von Kraftgrofien gilt Ay o = 0.

Der Dirac Kalkiil ist ein sehr elegantes Werkzeug, aber man muss klar sehen, dass
es nur eine Symbolschreibweise in dem Sinne ist, dass sie im Nachgang das zusam-
menfasst, was zuvor durch mathematische Analyse erarbeitet worden ist.

Die eigentliche Herleitung der Einflussfunktionen beruht auf dem Studium der Grenz-
werte der Integralidentitéten, denn weil die Greenschen Funktionen nicht gentigend
glatt sind, konnen die Identitéten zunichst nur auf dem gelochten Gebiet, siehe [28],

Q.= Q- Ul(z) (2.84)

formuliert werden und somit wird der Aufpunkt @ ausgespart. U,(x) ist eine kleine
e-Umgebung des Punktes x. Da die zweite Greensche Identitédt auf dem gelochten
Gebiet (2, fiir alle € > 0 null ist,

B(u,G;)g, =0 (2.85)
muss sie es auch in der Grenze, € — 0, sein

lim B(u, Gi)g, = 0. (2.86)

e—0

Auf dieser Logik beruht die Herleitung der Einflussfunktionen.
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2 Mechanische Grundlagen

Es zeigt sich, dass die Punktwerte d;u(x), d.h. die Terme, die nachher auf der linken
Seite der Einflussfunktionen stehen, die Grenzwerte eines Randintegrals iiber den
inneren Rand I'y, des gelochten Gebiets sind

Oiu(x) zlir% 01G;(y,x) - O;u(y) dsy =: (0;,(y — x),u) (2.87)
e— .

mit k+i=2m—1.

Der zu d;u(x) konjugierte Randwert der Greenschen Funktion, 0,G;(y, x), k+i =
2m — 1, verhélt sich folglich in der Grenze wie 1/(27 ), im zweidimensionalen Fall,
und kann somit den schrumpfenden Umfang U = 27r des Lochrandes ausgleichen,
d.h. die zu den Greenschen Funktionen gehorenden Lasten sind integrale Einsen

lim 0:Gi(y,x)ds, = '1". (2.88)

Ihre charakteristische Singularitédt ist an das Mafl der e-Kugel im R"™ gebunden.
Die Greensche Funktion fiir ;u(x) hat die folgenden Eigenschaften:

1. Sie ist eine homogene Losung, L,G;(y,x) = 0, in allen Punkten y # «.

2. Der Randwert 3G iiber den Rand des gelochten Gebietes strebt gegen das
Dirac Delta 9; .

Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung gibt es zwei Greensche Funktionen,
welchen sich die folgenden Belastungen zuordnen lassen

Go(y, ) — Einzelkraft G1(y,z) — Versatz (2.89)

und bei Differentialgleichungen vierter Ordnung (z.B. Kirchhoff-Platte) vier Bela-
stungen,

Go(y, ) — Einzelkraft G1(y, x) — Einzelmoment (2.90)
Gs(y, x) — Verdrehung G5(y,x) — Versatz. (2.91)

Wobei bei zweidimensionalen Problemen, wie bereits erwéhnt, immer die Richtung
der Zielgrofle anzugeben ist.

Unendliche Energie

Es sei wieder 2m die Ordnung der Differentialgleichung mit dem Operator L. Dann
wird der Sobolev-Raum H™(2) als der Energieraum bezeichnet, denn auf V' C
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2.3 FEinflussfunktionen

Tabelle 2.1: Zuléssige (v') und nicht zuléssige (X ) Singularitéten

n=1 n=2 n=3
Singularitét Seil, Stab, Scheibe,
m=1 Timoshenko Balken Reissner-Mindlin ~ 3-D
1=0: l v X X
i=1: ~L- X X X
Singularitét
m =2 Euler-Bernoulli Balken Kirchhoff-Platte
1=20: l v v
i=1: v X
1=2: N X X
i=3: ~L- X X

H™(Q) sind die Energienorm und die Sobolev-Norm dquivalent, siche [14]. Es gibt
folglich von u unabhéingige Konstanten ¢; und ¢y so, dass

e ||ullm < alu, w)? < e ||w|m - (2.92)
Grundlegend fiir die Charakterisierung der Punktfunktionale ist der folgende Satz,
siehe z.B. [26] oder [30]:
Satz 2.3.1 (Sobolevscher Einbettungssatz) Es sei 2 ein beschrinktes Gebiet
des R™ mit einem glatten Rand. Wenn 2m > n ist, dann gilt die Inklusion
H™™(Q) C CY(Q) (2.93)

und dann ezistieren Konstanten ¢; < 0o so, dass fiir alle u € H™(Q) die Abschiit-
zung gilt

Die Norm einer Funktion w
Ollu(x)
G = . 2.95
lulle:@) = max | =75 (2.95)

ist das Maximum des Betrages von u und seinen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ in

Q.

Dieses Theorem impliziert, dass die Verzerrungsenergie aus einer Punktlast be-
schrankt ist und die konjugierte Grole (der Effekt, den die Punktlast im Aufpunkt

produziert) endlich und stetig ist, wenn die drei Indizes der Ungleichung
n
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1 e
i /\(\1 b Pr [ 1

Abb. 2.1: Die vier Singularitdten eines Balkens, beim Knick gilt tan ¢+
tan o, = 1.

geniigen. Die Ordnung der Energie betréagt

m=1 Timoshenko Balken, Reissner-Mindlin Platte, Elastizitatstheorie
m =2 Euler-Bernoulli Balken, Kirchhoff-Platte

und die Singularitéten in einer Differentialgleichung zweiter Ordnung (2m = 2)
haben die Indizes

t=0 — Kraft und i=1 — Versetzung
und in einer Differentialgleichung vierter Ordnung (2m = 4)

1=0 — Kraft, t=1 — Moment,

t=2 — Knick und ¢=3 — Versetzung.

Der Index n = 1,2, 3 in Ungleichung (2.96) entspricht der Raumdimension. Tab. 2.1
fasst die Ungleichung (2.96) zusammen, siehe auch Abb. 2.1.

Ua

Abb. 2.2: In der Analysis ist die Steigung
u'(x) eine lokale Grofe. In der Statik ist
_ sie aber eine globale Grofe, die von weit
z  entfernt liegenden Lasten beeinflusst wird.

2.3.3 Lokal & global

Die Steigung einer Funktion

i (z) = Tim u(r + Azx) — u(x — Ax)

2.97
Az—0 2Ax ’ ( ) )
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2.3 FEinflussfunktionen

als die Grenzlage der Tangente, siche Abb. 2.2, ist eine lokale Eigenschaft. Wenn
die Funktion aber die Losung eines Randwertproblems wie in Gl. (2.39) ist, dann
ist die Steigung v’ in jedem Punkt x global bestimmt, wie aus der Einflussfunktion
fiir v/ an der Stelle x folgt

l
W (z) = / Gy, ) ply) dy. (2.98)

Darin liegt die Bedeutung der Tatsache, dass die Verformungsfigur eines Tragwerks
einer Differentialgleichung geniigt: Eine scheinbar rein lokale Eigenschaft ist global
bestimmt.

2.3.4 Lagrange Multiplikator

Die Methode der Lagrange Multiplikatoren ist, wie in Kapitel 3.4.4 gezeigt wird,
grundlegend fiir die Abschétzung der Fehler mittels Dualitétstechniken.

Traditionell werden Lagrange Multiplikatoren bei der Lésung von Optimierungspro-
blemen mit Nebenbedingungen eingesetzt, wenn etwa eine Funktion f(z,y) unter
Einhaltung einer Nebenbedingung g(x,y) = 0 einen Extremwert annehmen soll. Bil-
det man mit den beiden Funktionen f und g und dem Lagrange Multiplikator \ die
Funktion

L(z,y,\) = f(x,y) + Ag(z,9), (2.99)

so kann man zeigen, dass diese Funktion in einem Punkt {z,y, A} stationér wird
AL =L, dv+ L, , dy+ L,y d\ =0 (2.100)

und dass die Komponenten x, y den Punkt markieren, in dem f(z,y) zum Minimum
wird.

Die Technik der Lagrange Multiplikatoren ist aber nicht auf Optimierungsprobleme
beschrankt: Die Funktion f(z,y) muss keinen Extremwert annehmen. Wesentlich ist
nur, dass an das Argument {z,y} von f Nebenbedingungen gestellt werden.

In diesem Sinne werden in dieser Arbeit die Lagrange Multiplikatoren eingesetzt.
Die Funktion f ist bei den weiteren Betrachtungen das Funktional J(-), d.h. z.B.
die Spannung oder die Verschiebung in einem Punkt. Das eigentliche Problem wird
dann als Nebenbedingung formuliert.

Das Lagrange Verfahren wird fiir die Abschétzung des Diskretisierungsfehler in Ka-
pitel 3.4.4 fiir nichtlineare Probleme und fiir die Berechnung des Modellfehlers in
Kapitel 5.6 benotigt.
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Abb. 2.3: a) Die Grundlésung der Platte fiir die Durchbiegung (Einzellast als Be-
lastung) und b) die Grundlosung der Platte fiir die Verdrehung (Einzelmoment als
Belastung).

2.3.5 Grundlésungen

Jede Greensche Funktion G; kann man aufspalten in eine Grundlosung g, und einen
(relativ) reguldren, homogenen Anteil wg:

Gi(y,z) =g,(y,x) + up(y, ). (2.101)

Die Grundlésung ist die Greensche Funktion des Vollraums (engl.: free space Green’s
function) und sie ist, wie z.B. die Grundlésung des Laplace Operators

(y,z) SR — (2.102)
)= —- = — _
e dnr  Adrwly — x|
translationsinvariant. Das Integral
/ 90(y, ) - p(y) dily (2.103)
Q

gleicht einem Faltungsintegral. Die Grundlosungen sind Losungen der Differential-
gleichung

—Lg,(y,z)=0;(y —x), (2.104)

sie geniigen aber nicht den Randbedingungen des aktuellen Problems. Geht man mit
einer Grundlésung statt einer Greenschen Funktion in die Identitdten, dann erhélt
man zwar auch wieder Darstellungen fiir J;u, aber diese sind gegeniiber den klassi-
schen Einflussfunktionen um zusétzliche Randintegrale (Randarbeiten) erweitert, zu
deren Berechnung erst die unbekannten Randwerte bestimmt werden miissen. Die
Methode der Randelemente wendet diese Technik an, siche z.B. [27] und [28].
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0.3

LSS <yl

0303

Abb. 2.4: a) Die Grundlosung der Platte fiir das Moment (Knick als Belastung)
und b) die Grundlosung der Platte fiir die Querkraft (Versatz als Belastung).

Im Unterschied zu den Greenschen Funktionen, die man in der Regel nicht geschlos-
sen angeben kann, sind die Grundlésungen fiir die Standardprobleme der Mechanik
bekannt. Darin liegt der Reiz der Aufspaltung in Gl. (2.101), denn das Problem,
die Greensche Funktion zu bestimmen, kann damit auf das Problem zuriick gefiihrt
werden, den reguldren Anteil wr zu bestimmen. Dieser Anteil sollte sich leichter
approximieren lassen als die Kerne g, selbst. Daher ist zu erwarten, dass diese Auf-
spaltung ein Gewinn an Genauigkeit darstellt. In Kapitel 4.1 wird diese Technik auf
die Platte angewendet.

In Abb. 2.3 und 2.4 sind die vier Grundlésungen der Platte dargestellt. Man er-
kennt, dass sich die Singularitdt bei den Grundlosungen fiir das Moment und die
Querkraft, siche Abb. 2.4, auf ein relativ kleines Gebiet beschrankt und dann sehr
schnell abklingt. Die Konzentration auf den Aufpunkt @ ist umso stirker, je hoher
die Ableitung ist, die der Kern liefert. Das klassische Dirac Delta ¢y (Punktkraft)
klingt am langsamsten ab, wihrend das Dirac Delta 03, das die Querkraft v, (3.
Ableitung) liefert, ein Dipol darstellt; Ausschlige +oo, deren Fernwirkung aufgrund
der gegensétzlichen Bewegungen relativ gering ist.
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3 Finite Elemente Methode

3.1 Die grundlegende Technik

Die Methode der finiten Elemente beschriankt sich darauf, die schwache Form des
Gleichgewichts
ueV: a(u,v) = (p,v) YveV (3.1)

auf einem endlich dimensionalen Teilraum V,, C V zu formulieren. Die diskrete
Variationsformulierung lautet:
Finde eine Funktion uy, € V), CV so, dass die Gleichung

a(up, v1) = (P, V) (3.2)
fiir alle v, € V), C V' erfiillt ist.

Bilden n Einheitsverformungen ¢, die Basis des V},, so lautet der FE-Ansatz
uy = i i) (3.3)
i=1

mit den n Knotenwerten w;. Die Variationsaufgabe (3.2) ist daher mit den n Bedin-

gungen

=1

aquivalent, und so folgt, dass der Vektor u der Knotendaten u;, u = {u;}, dem
Gleichungssystem
Ku=f (3.5)

mit der Notation

K = {km} = {a(e;, @j)} und  f = {fi} = {(p, ‘Pj)} (3.6)

genligen muss.

31



3 Finite Elemente Methode

3.2 Greensche Funktionen

Die Greenschen Funktionen haben in der mathematischen FE-Literatur eine grofle
Bedeutung, da mit der gendherten Greenschen Funktion jeder Wert der FE-Be-
rechnung ermittelt werden kann. Bei der Fehleranalysis von Punktgréfen spielt die
Greensche Funktion ebenso eine zentrale Rolle, worauf in Abschnitt 3.4 néher ein-
gegangen wird.

RANNACHER, siehe z.B. [7] oder [8], hat mittels Dualitdtsargumenten, ausgehend
von der Gleichung

J(u) — J(up) = u(x) —up(x), (3.7)

was der Ingenieur als

u@»—w@»=[ﬁ%@aﬂ—amux»p@mm, (3.8)

interpretieren kann, den Fehler in der Greenschen Funktion zur Abschétzung des
Fehlers in der FE-Losung benutzt. CIRAK, siehe [17], hat dieses Verfahren der ziel-
orientierten Verbesserung (engl.: goal oriented recovery) auf baustatische Probleme
angewandt. Charakteristisch fiir den mathematischen Ursprung der Idee ist, dass in
dieser Arbeit, aber auch in den Arbeiten von ODEN, siche [1] oder [2], die Punktla-
sten verschmiert wurden, weil sonst die Hilbertraumtheorie der schwachen Losungen,
auf der ein grofler Teil der Argumentation beruht, nicht mehr anwendbar ist. RAMM
hat dann entdeckt, dass TOTTENHAM die Grundgleichung schon 1970 verdffentlicht
hat [65], wobei Tottenham nicht an die Umsetzung der Gleichung im Sinne einer
zielorientierten Verfeinerung gedacht hat.

Tottenham hatte herausgefunden, dass die FE-Losung das Skalarprodukt der gené-
herten Greenschen Funktion G und der rechten Seite p ist

mwzéﬁm@mmaw (3.9)

Tottenham verfuhr dabei in zwei Schritten. Wegen der ersten Greenschen Identitét,
es werden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit homogene Randwerte vorausge-
setzt, gilt

G(up, GE) = (~Luy, GY) — a(Gl, ) = (py,, G) — a(Gh,up) =0.  (3.10)
Dabei ist wegen (p,, G§) = (p, G§) die Gleichung identisch mit

un(@) = (80, un) = a(Gl, up) = (G, p). (3.11)
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Tottenham interpretierte dann uy, als die FE-Losung des Lastfalls p und G’g eV
als eine virtuelle Verriickung

o(Gh ) = / Gli(y. @) - ply) A, . (3.12)

Dann sah er Gg als die FE-Losung des Lastfalles dy an und u,, iibernahm die Rolle
der virtuellen Verriickung

x) = / do(y — ) - up(y) dy, = a(Gh, uy), (3.13)
Q
was die linke Seite erklérte. Die Symmetrie der Wechselwirkungsenergie a(Gg ,up)

machte diese duale Betrachtungsweise moglich.

Weil es fiir das tiefere Verstiandnis der Methode der finiten Elemente niitzlich ist, soll
der Beweis auch noch in einer anderen Form gefiihrt werden. Tottenham’s Formel
ergibt sich ndmlich auch aus einer Erweiterung des Satzes von Betti auf FE-Losun-
gen.

In seiner knappsten Form lautet der Satz von Betti, siehe Kapitel 2 oder auch [40)]

A= (pl,uz) = (p27u1) = A1, (3-14>

wenn u; die Losung des Lastfalls p; ist und us die Losung des Lastfalls p,. Man
kann zeigen, dass dieser Sachverhalt richtig bleibt, wenn man w; und wy durch die
FE-Losungen ersetzt, siehe [30],

A= (pl,u2) (p27u1) Asr . (3'15>

Die Arbeiten A;,; in den Gln. (3.14) und (3.15) sind natiirlich nicht gleich. Die A;,;
stehen hier und im Folgenden symbolisch fiir den Satz von Betti. Angewandt auf

A= (50,’“) = (P7 Go) = Az (3-16)

folgt
ALQ = (507 ’U,h) (pa G ) AZ 1, (317)

und das ist Tottenham’s Formel

(30, n) = up(x / Gli(y. ) ply)dy = (p.G). (3.18)

Gleichung (3.9), die zunéchst nur als ein mathematisches Werkzeug zur besseren
Abschétzung des Fehlers von FE-Losungen diente, reprisentiert einen wesentlichen
Aspekt der Methode der finiten Elemente: Bei linearen Problemen ersetzt die FEM
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die exakten Greenschen Funktionen durch deren Projektionen auf den Ansatzraum
V. Insofern formuliert Tottenham’s Gleichung ein ganzes Programm: Die FEM
tauscht nur die Greenschen Funktionen aus. Die Gleichungen selbst aber, also die
Einflussfunktionen und die Logik, die der Ingenieur mit dem Begriff der Einflussfunk-
tion verbindet, bleiben erhalten.

Dies ist umso bemerkenswerter, da das Variationsproblem der Gleichung
—LGy(y. ) =6o(y — ) (3.19)

ein schlecht gestelltes Problem (engl.: ill-posed problem) ist, denn die (meisten) Ein-
flussfunktionen haben eine unendlich grofie Energie. Die ganze Losungstheorie, die
sich um die Variationsprobleme und die finiten Elemente entwickelt hat, ist auf
Probleme mit endlicher Energie beschriankt, aber (fast) alle Punktwerte auf dem
Bildschirm und im Ausdruck sind das Skalarprodukt der Belastung p mit Kernen
G, die nicht im Energieraum H™(() liegen.

Um die Losungstheorie auch auf die Greenschen Funktionen G; anwenden zu kénnen,
ersetzt man in Gedanken die Punktlasten durch verschmierte Gréflen, weil dann die
Greenschen Funktionen wieder endliche Energien haben und damit auch Abschétz-
ungen wie

[u(z) — un(@)| < | Go — Golle lu — w5, (3.20)

die auf der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Energienorm beruhen
1Gol|% = a(Go, Go) = / 0ij « €ij A2 (3.21)
Q

wieder einen Sinn machen. So soll auch in dieser Arbeit verfahren werden. Wann
immer Abschétzungen dieser Art benutzt werden und die Greensche Funktion G;
eigentlich nicht in H™(Q)) liegt, dann soll G; als die Greensche Funktion fiir den
Mittelwert (engl.: average value), etwa der Verschiebung,

u® = i/ udQ) = / Go(y,xz) - p(y) d, (3.22)
Qe Qe Q

iiber eine kleine Umgebung €2, des Aufpunktes x gedeutet werden.

3.2.1 Der Projektionssatz

Alle Daten, die der Ingenieur sich auf dem Bildschirm anzeigen lésst, sind das Er-
gebnis von Funktionalen

J(u) = u(x) J(u) = 04(x) etc. (3.23)
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a) b) N
f’ﬂ/ﬂﬁ 0.03 0.02 0.07 0.03 0.01
60 0.06 0.28 % 0.03 0.01
0.29 % é é .08 0.04 0.01
3 0.07 0.07 0.06 0.06 0.03
\% 0.08 0.09 0.08 0.07 0.06
2 0.12 0.12 ‘E 0.11 0.11 0.10
\ N
01 0. 0.13 ;T 0.16 0.
0.3: 0. 0. 0.1 0.
.}

Abb. 3.1: Modelldaten der Scheibe: E =3-10", v =0,16,t = 0,2, b x h = 6 x 8.
a) Dirac Delta 8, und b) Dirac Delta d; als FE-Lastfall.

Das FE-Programm ersetzt jedoch die exakten Funktionale, wie z.B. fiir die Verschie-
bung,

J(u) = u(z) = / Go(y. @) - ply) d2, (3.24)

durch Funktionale auf dem Ansatzraum Vj:
T(up) = up () = / Gh(y, @) - ply) dO . (3.25)
Q

Im abstrakten Sinn ist ein Netz eine Abbildung der Funktionale J(-) auf Funk-
tionale Jj,(-) oder, was damit gleichbedeutend ist, eine Abbildung der Greenschen
Funktionen G; auf Niherungen G”.

Nach dem in [21] genannten Projektionssatz, kann man sogar die FE-Losung so
definieren. Es gilt der folgende Satz:

Die FE-Lésung uy, geniigt allen Greenschen Identititen in bezug auf die projizierten
Greenschen Funktionen,

G(uy/p,G") =0 und B(u,/p,GI/5;). (3.26)

35



3 Finite Elemente Methode

Eine spezielle Interpretation ist J(up) = Jn(u) und dies ist gerade der Inhalt von
Tottenham’s Gleichung

() = (80, un) — un(x) / Gl pdQy — Ju(u). (3.27)
Q
die natiirlich auf alle Funktionale anwendbar ist.

Und so wie es eine Abbildung der exakten Greenschen Funktionen G; auf die genéhr-
ten Funktionen G gibt, so gibt es auch zu jedem Dirac Delta §; ein Dirac Delta 8"
in dem Dualraum von Vj, mit der Eigenschaft

(5,-,vh) = (5?,’0;1) Yo, € 'V}, , (328)

was bedeutet, dass sie arbeitsdquivalent beziiglich der Testfunktionen v, sind. Die
geniherten Dirac Deltas ] sind keine Einzelkrifte, sondern es sind Elementkréifte
—LG" und Linienkrifte (auf den Elementkanten), die die Wirkung von Einzel-
kriften, Punktversetzungen, etc. simulieren und zwar so, dass auf Vj, kein Unter-
schied besteht zwischen dem echten Dirac Delta und dem genédherten Dirac Delta.
Das ist die Bedeutung von Gl. (3.28).

In Abb. 3.1 sind beispielhaft das echte Dirac Delta und das genédherte Delta auf
dem Netz dargestellt. Beide sind auf V}, arbeitsiquivalent. Ob man die Arbeit der
echten, horizontal gerichteten Punktlast P = 1 auf dem Weg v, () (der horizontalen
Verschiebung) berechnet oder die Arbeit der Volumenlasten und Linienlasten &) (das
sind die Lasten in dem rechten Bild) auf all den anteiligen Wegen von vy,

@) = [ sy —a) oiw)i = [ Sy-o) v, (G2

ist dasselbe.

Weil der FE-Lastfall p, = —Lu;, dem Originallastfall p dquivalent ist
(P, vn) = (Ph, vn) Vop €V, (3.30)

folgt, dass man die FE-Losung auf sechs verschiedene Arten und Weisen schreiben
kann

uh<m) = (piw GO) = (phv Gg) = (pv Gg) = (607“”1) = (587uh) = (68711’) : (331)
Ob man z.B. den FE-Lastfall p;, mit der exakten Greenschen Funktion Gy iiberlagert

w@) = [ Goly.) - pi(y) 2, 332
Q
oder mit der geniherten Greenschen Funktion G|

un(x) = / Gy, ) - pu(y) Ay . (3.33)

macht keinen Unterschied.
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3.2 Greensche Funktionen

3.2.2 Dirac Energie

Dieser Begriff wurde in [30] eingefiihrt, um darauf aufmerksam zu machen, dass alle
Werte, wie z.B. die Spannung in einem Punkt,

1 0ula) = [ Gily.2) plw)do, (3.34)

eigentlich Energien sind. So gehort zu jeder Kraftgrofle die duale Weggrdfle und
damit eine ganz bestimmte Vorgehensweise. Es wird dem Tragwerk eine Bewegung
erlaubt, die vorher nicht méglich war. Die Arbeit, die die Kraft auf dem Wege
der zugehorigen Einheitsspreizung leistet, ist dann gleich o,,(x). Das, was von der
Einheitsbewegung im Fuflpunkt einer Kraft ankommt, ist umgekehrt gleich dem
Einfluss, den die Kraft auf o,,(x) hat. Das ist die Aussage von Gl. (3.34).

Die Fehler bei der FE-Analyse eines Tragwerks rithren daher, dass die Methode nicht
in der Lage ist, die Bewegungen, die durch die Spreizung ausgelost werden, richtig
darzustellen.

3.2.3 Lagrange Multiplikator und gendherte Greensche Funktion

Es sei J(u), u € V, ein lineares Funktional, z.B.
J(u) = u(x), (3.35)

wobei der Skalar u(x) fiir eine Komponente des Feldes w stehen moge und Gy sei
die zugehorige Greensche Funktion

Tw) = | Goly. ) ply) a9 (3.36)
Nun wird das Funktional auf dem FE-Ansatzraum V;, C V
T(un) = J(uip;) = J(u” ¢) = up() (3.37)
unter der Nebenbedingung, dass der Vektor u dem Gleichungssystem (n X n)
Ku=f (3.38)

geniige, betrachtet.

Mit einem zweiten Vektor A wird der Ausdruck

L=Juy) - A (Ku—f) (3.39)
gebildet. Dann gibt es einen Punkt {w, A}, in dem das Funktional £ stationér ist:
AL = L,,, du; — L., d\; =0. (3.40)
Dieser Punkt {u, A} ist bestimmt durch die beiden Gleichungssysteme
Ku=Ff K\=j mit j; = J(¢p;) - (3.41)
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3 Finite Elemente Methode

Beweis: Die Spalten s; der Steifigkeitsmatrix K und die Einheitsvektoren e; ge-
niigen den Gleichungen
Kei = S; e, = K_l S; (342)

und damit folgt
,C,ui = J;ui —)\T S; = Jmi —jT K_l S, = J,ui —jT e, = Jmi —J(QOZ) = 0, (343)

denn

Ty, = J (), = J(@i) - (3.44)

Bemerkung: Die Gleichung KX = 3 ist die Bestimmungsgleichung fiir die Knoten-
werte \;(x) der gendherten Greenschen Funktion

Gy, x) = \i(z) ¢;(y) (3.45)
des Funktionals J(up,)
Jup) =u’j=f K 'j=f"X, (3.46)

d.h. der Lagrange Multiplikator A ist identisch mit dem Vektor der Knotenwerte der
gendherten Greenschen Funktion.

Nichtlineare Funktionale
Nun sei das Funktional J(w) nichtlinear. Es bezeichne

fmmy:%wm+em . (3.47)

die Gateaux-Ableitung des Funktionals J(wu). Fiir zwei beliebige Funktionen w und
uy, gilt unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,

1
J(u) — J(uy) = / J(up+se;e)ds mit e=wu—uy, (3.48)
0
und insbesondere, wenn u = 0,
1 1
— J(up) = / J (up, — sup; —up) ds = —/ J (up, — sup;up)ds. (3.49)
0 0

Der Punkt, in dem das Lagrange Funktional

L=Ju) - A" (Ku—f) (3.50)
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3.2 Greensche Funktionen

stationdr wird, ist bestimmt durch die beiden Gleichungen
Ku=f ud KA=3j,, (3.51)

mit
Jui = J'(wn; ;) - (3.52)

D.h. die Gateaux-Ableitung des Funktionals J(-) im Punkt wy, liefert die rechte Seite
der Bestimmungsgleichung von A, also der gendherten Greenschen Funktion zj bzw.
G, und es gilt

Jup) =ATf=XN"Ku=j5 u. (3.53)

Nichtlineare Probleme

Die FE-Analyse nichtlinearer Probleme der 2-D und 3-D Elastizitétstheorie fiihrt
auf die n skalaren Gleichungen

fiir den n-gliedrigen FE-Ansatz
wy(x) =Y uipy(x). (3.55)

Daraus folgt, dass der Vektor u = {u;} der Knotenwerte der nichtlinearen Gleichung
k(u)=f (3.56)
genligen muss.

Es sei wieder J(uy) ein (zunéchst) lineares Funktional auf dem Ansatzraum V;, das
im Punkt w, auszuwerten ist,

J(up) =u’j mit j={5}={J(g)}, (3.57)

wobei der zu u; gehorige Knotenvektor u der Bedingung k(u) — f = 0 geniigen
muss. Das Lagrange Funktional lautet damit

Lu,A) =u"j— A" (k(u) - f). (3.58)

Mit der gleichen Argumentation wie zuvor ergibt sich dann, dass der stationire
Punkt {u, A} durch die Gleichungen

k(u)=f und Kr(u)=j (3.59)
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3 Finite Elemente Methode

bestimmt ist, wobei K1 die tangentiale Steifigkeitsmatrix im Punkt wy, ist.
Es sei nun

= Z ur; p; () = ul ®(x) (3.60)

das Feld in V},, welches das wahre Verschiebungsfeld u () in den Knoten interpoliere
und e = u; — u die Differenz der Knotenvektoren der beiden Felder w und wuy,.

Die Losung der Gleichung k(u) = f ist eine Nullstelle der Funktion
F(u):=k(u) - f. (3.61)

Folgt man der Logik des Newton Verfahrens

und setzt
U1 =u;, uw;=u und e=u;—u, (3.63)
dann erhalt man
Kr(u)e=f —k(u). (3.64)
Mit GL. (3.59) folgt
N (f — k() = 7 (K7)" Kre=j"e=J(e), (3.65)

woraus folgt, dass man mittels des Vektors A und des Residuums k(u) — f im
Linearisierungspunkt den Fehler J(e) darstellen kann.

Ist das Funktional J(w) nichtlinear, dann ist in den Bestimmungsgleichungen fiir den
Lagrange Multiplikator A der Term J(wu) durch die Gateaux-Ableitung zu ersetzen,
wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, und es ist natiirlich

J(u—up) # J(u) — J(up). (3.66)

3.2.4 Die aquivalenten Knotenkrafte

Die Umwandlung eines Randwertproblems in ein Variationsproblem macht aus der
rechten Seite der Differentialgleichung ein Funktional

a(u,v) = (p,v) =: J(v) YvoeV. (3.67)

GeméB der klassischen Hilbertraumtheorie gilt: Ist die rechte Seite J(v) = (p,v)
ein lineares, stetiges Funktional auf V' C H™(2) und die Wechselwirkungsenergie
a(u,w) auf V koerziv, dann existiert eine schwache Losung w € V' C H™(2).
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3.2 Greensche Funktionen

Es sei nun J(v) ein beliebiges stetiges und lineares Funktional und die Funktion z
die Losung des Variationsproblems

a(z,v) =J(v) YveV. (3.68)
Nach Verwendung der folgenden Greenschen Identitét
G(v,z) =(—Lv,z) —a(v,z) =0 (3.69)
folgt, es werden homogene Randwerte vorausgesetzt,
(—Lv,z)=a(z,v) =J(v). (3.70)

D.h. man kann das Funktional J(v) an der Stelle v aus dem Skalarprodukt von z
und der zu v gehorigen rechten Seite —L v = p (der Belastung) berechnen

J(v) = /Qz (~Lv)d9. (3.71)

Weil diese Technik nicht auf die klassischen Punktfunktionale J(v) = (§;,v) be-
schrankt ist, sondern jedem linearen Funktional eine solche Funktion z zugeordnet
werden kann, nennt man das Riesz Element eine verallgemeinerte Greensche Funk-
tion, siehe Kapitel 2.3.2.

a) b)
I [
IREEE =
L
T iis

Abb. 3.2: Einflussfunktion fiir die Spannung o,, an einem Scheibenproblem, Mo-
delldaten: £ =3-107, v = 0,16, t = 0,2, b x h = 5 x 5. a) Knotenkriifte f; und b)
Einflussfunktion G

Es sei zunéchst J(u) = (dg, u) = u(x) das klassische Punktfunktional. Die Losung
der Variationsgleichung

a(Goy,v) = (dg,v) veV (3.72)
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3 Finite Elemente Methode

mit finiten Elementen fiihrt auf das Gleichungssystem

a(Gh @) = (80, ;) = vi(x) = f; i=1,2,...n. (3.73)

Die dquivalenten Knotenkréfte f; sind also gerade die Werte der Testfunktionen ¢,
in dem Aufpunkt @, d.h. f; = J(¢,), sieche Abb. 3.2. In Abb. 3.3 sind die Kno-
tenkréfte fiir eine integrale Zielgrofle dargestellt. Die Berechnung der dquivalenten
Knotenkrifte kann als Regel formuliert werden.

Aquivalente Knotenkrifte fiir Greensche Funktionen Die dquivalenten Knoten-
krifte zur Bestimmung der verallgemeinerten Greenschen Funktion z; eines Funk-
tionals J(vp) mit v, € Vj, lauten f; = J(p;).

Ist das Funktional linear,
T(up) = J(urpy +uapy + ..+ unp,) = > wiJ(p) =Y wji=u'j, (3.74)

dann ist J(-) auf V}, durch die n Werte j; = J(¢;), also den Vektor j bestimmt.

Die FE-Formulierung fiir die Greensche Funktion z lautet somit in allgemeiner Form

a(zp, ;) = J(p;) i=1,2,...n. (3.75)

In [45] und [53] wird die Berechnung der benétigten dquivalenten Knotenkrifte fiir
die Berechnung von FE-Einflussfunktionen fiir die Scheibe und fiir die Platte de-
tailliert erklért. In [47] wird auf eine geometrisch nichtlineare Scheibenformulierung
eingegangen.

3.2.5 Einflussfunktionen in schwacher Form
Weggrsfen kann man auf zwei Arten durch Einflussfunktionen darstellen

ulz) = / Goly,2) ply) dy = a(Go, u). (3.76)

Die erste Formel wird als eine starke Einflussfunktion und die zweite Formel als
eine schwache Einflussfunktion fiir die Verschiebung u bezeichnet. Die erste Formel
basiert auf der zweiten Greenschen Identitat und die zweite Formel basiert auf der
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|

|

1828724 kN
2586207 kN 1828724 kN 2586207 kN

1828724 kN
1838724 K 1828724 kN 1828724 kN

2586207 kN 2586207 K|
1828724 kN 1828724 kN
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Abb. 3.3: Einflussfunktion fiir die Schnittkraft N,, an einem Scheibenproblem,
Modelldaten siche Abb. 3.2. a) Knotenkréfte f; und b) Einflussfunktion.

3 i armrran e R Y
v ./

2 === = 7 - ==

I, | =6m I,

T T 366,67 kNm

925 kNm

J Y 11,25 kNm G,

2 (W | - — =

Abb. 3.4: Modelldaten: Querschnitt HEA 100, Material Stahl S235. a) System mit
Belastung p = 5kN/m, daraus resultierenden Momentenverlauf und der Biegelinie.
b) System zur Erzeugung der Greenschen Funktion fiir das Moment an der Ein-
spannstelle und zugehorigem Momentenverlauf.

ersten Greenschen Identitédt. Mit der ersten Formel kann man jede Weg- und Kraft-
grofie berechnen (unter Benutzung geeigneter G;), mit der zweiten Formel jedoch
nur Weggrofen.

Mit dem Unterschied zwischen diesen beiden Formeln soll sich in diesem Abschnitt
anhand der Balkenstatik beschéftigt werden. Es wird die Balkenstatik als Modell-
problem gew&hlt, weil beim Kraftgréofenverfahren der Unterschied zwischen diesen
beiden Formeln besonders deutlich wird.
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3 Finite Elemente Methode

Zunéchst soll die Behauptung an einem kleinen Beispiel verifiziert werden. Gesucht
ist eine Kraftgrofle, das Moment, an der Einspannstelle bei dem Trager in Abb.
3.4. Die Einflussfunktion fiir das Biegemoment ist die Biegelinie des Balkens, wenn
man dem Balken an der Einspannstelle einen Knick von eins erteilt. Das zugehorige
Moment hat einen dreiecksformigen Verlauf, siehe Abb. 3.4b. Die Uberlagerung des
Momentenverlaufs M, aus der Greenschen Funktion mit dem Momentenverlauf M
aus der Belastung p, also die Berechnung der Wechselwirkungsenergie zwischen den
Biegelinien w und Gs, ergibt null

LM M,
o EI

und nicht das Moment M an der Einspannstelle. Wenn man sich an die Orthogona-
litdtsbedingung

a(w,Gy) =

dy =0 (3.77)

LM M

0=
o EI

dr = a(w,w;) M; = Moment aus X; =1 (3.78)

beim KraftgroBenverfahren erinnert, dann wird auch verstiandlich warum: Die Uber-
lagerung von M, (= Moment aus X; = 1) mit M entspricht der Kontrolle w’(0) = 0.
Das heifit, wahlt man als statisch bestimmtes Hauptsystem den Tridger mit einem
Gelenk an der Einspannstelle, dann entspricht das Moment M, bis auf einen Faktor
dem Moment X; = 1. Daher muss logischerweise M, orthogonal zu M sein.

Die schwachen Einflussfunktionen
Ow = a(Gy,w) (3.79)
liefern folglich stets null, wenn G; die Einflussfunktion fiir eine Kraftgrofie 0;w ist.

Diesen Ubergang von der starken Einflussfunktion zur schwachen Einflussfunktion
kann man direkt beobachten. Das Moment an der Stelle x eines Balkens wird mittels
Greenscher Funktion iiber das Integral

M(x) = / ply) Galy, ) dy (3.80)

bestimmt. Da die Greensche Funktion nur abschnittsweise stetig ist, muss das Inte-
gral in zwei Teilbereiche aufgeteilt werden. Dabei wird der Bereich der Unstetigkeit
zunéchst in einem Bereich von 4¢ ausgespart und zweimal partiell integriert:

r—e€ l
M(z) = / p(y) Ga(y, z) dy + / p(y) Galy,2) dy
0 x+e€
=[EIw" Gy — EIw" G4|§~ + / EIw" Gy dy+
0
l

+ [EIw" Gy — ETw" GyJL, + / EIw" G dy . (3.81)

Tr+€
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Die zwei Integralausdriicke kénnen zu einem zusammengefasst werden. Durch Ein-
setzen der Schnittgroflen M = —FEIw” bzw. V = M’ erhdlt man

M(z) =[MGy—VGoli  + MGy —V Gl + Ol ]WEA[@ dy . (3.82)
Wird nun eine Grenzwertbetrachtung fiir € — 0 durchgefiihrt?
lim [—V(z—€)Go(z —€) + V(z+€) Gao(z+€)] =0 (3.83)
lim [M(z — €) Gy(x — €) = M(x +€) Gy(z + )] = M(x), (3.84)
so ist das Ergebnis
M(z) = M(x) + Ol A{E*Afz dy (3.85)

=0
was bedeutet, dass die Uberlagerung der Momentenflichen null ergeben muss und
es bleibt das triviale Ergebnis, dass das Moment an der Stelle x gerade das Moment
an der Stelle x ist.

@) M b) Knick von 1
YA VYYYVYYVYVYYVY
>y % ¥ . .
| 3m f 3m | o
N —11/12 ET
—18,75 kNm G, —e-
M, 3,75 liNm 1 }\
g j 1 ~1/4 BI —
m’)kNm 5/6 EI

Abb. 3.5: a) System mit Belastung und der Unterteilung in zwei Elemente. Der
daraus resultierende Momentenverlauf und die Biegelinie sind unten dargestellt. b)
System zur Erzeugung der Greenschen Funktion fiir das Moment an der Einspann-
stelle und zugehorigem Momentenverlauf.

Bemerkenswert jedoch ist, dass die finite Elemente Methode den Unterschied zwi-
schen der schwachen und der starken Form der Einflussfunktion nicht kennt. Wenn
die gendherte Einflussfunktion aus den Gleichungen

GheVi:  alGhp)=J(p) i€V (3.86)

'Die Daten an den Réndern 0 und [ werden zu null, da immer einer der beiden dualen GréSen
null ist und kénnen daher bei der Betrachtung weggelassen werden.
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bestimmt wird, dann ist die FE-Losung G% in der Lage, aus beiden Formen das
gewiinschte Resultat zu extrahieren

J(wy) = / Gli(y,7) ply) dy = a(Cl,wn). (3.87)

weil auf V}, die beiden Formeln {ibereinstimmen

l
J(wy,) = /0 Gh(y,z) ply) dy = uls f = ui Ku = a(Gy,wy) . (3.88)

Das Beispiel aus Abb. 3.5, bei dem der Balken in zwei Elemente unterteilt wurde,
soll dies erldutern. Die Wechselwirkungsenergie zwischen M, und M} ergibt

3 3
My (x) = a(M2, My,) :/ %VAder/ —= —dy=-18,75, (3.89)
0 0

was, wie Abb. 3.5a zeigt, genau der richtige Wert ist. Wird die Knotenlast fiir den
Drehfreiheitsgrad resultierend aus der Streckenlast von —3,75kNm hinzu addiert,
so ergibt das das exakte Auflagermoment von —22, 5 kNm.

3.2.6 Berechnung von Punktwerten

Es sei u(x) die Losung des Problems
— FAY (z) = p(x) O<z<l wu0)=N(1)=0. (3.90)

Zu berechnen ist die Greensche Funktion fiir die Langsverschiebung an der Stelle z
in einem Stab. Man bestimmt die Losung der Gleichung

— FA—Gy(y,z) = o(y — ). (3.91)
Der FE-Ansatz
Goly,x Zu @i (3.92)
fithrt auf das Gleichungssystem

Kug = fg (3.93)

mit dem im Kapitel 3.2.4 vorgestellten Verfahren zur Bestimmung der Knotenlasten
1.¢. Der Vektor

ug = ug(z) = {u(z), ug (), ..., up(2)}" (3.94)
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ist der Vektor der Knotenwerte u; der Greenschen Funktion. Der Produktansatz in
Gl. (3.92) ist typisch fiir die Darstellung von Greenschen Funktionen mit finiten
Elementen: Die Knotenwerte u; sind abhéngig von der Lage des Aufpunktes x.

Es sei up(x) die FE-Losung von Gl. (3.90), welche auf zwei Arten durch Integrale
dargestellt werden kann:

un(x) = / Gli(y, 2) ply) dy = / wn(y) doly — ) dy (3.95)

0 0 i %
—uLf=ulKu=ul, K "u=flu= £E () ug (3.96)

Die Léngsverschiebung uy(z) ist das Skalarprodukt zwischen den Knotenverschie-
bungen der Greenschen Funktion und den dquivalenten Knotenkréften des Lastfalles
p oder, umgekehrt, zwischen den Knotenwerten der FE-Losung und den dquivalenten
Knotenkriiften f¢ der Greenschen Funktion

> la)ui = [ unlo) ooy~ 2) dy = £
up(x) = i 0 (3.97)

l
/0 Gli(y,) ply) dy = ul

Die #quivalenten Knotenkrifte f& der Greenschen Funktion sind folglich die Ver-
schiebungen der Ansatzfunktionen im Punkte x

Z fE (@) us = Z oly — x), ) = gi(x)u; = fT(x) = @ilx). (3.98)

Geht es um Krifte (Normalkrifte N oder um Spannungen o bei der Scheibe)

Y N(gpi(@)u; = fEu
Npy(z)=¢ ¢ (3.99)

l
/ Gy, z) ply) dy = ul f,

0

so sind es die Schnittkréifte der Ansatzfunktionen im Aufpunkt x.
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10— &
ll
l
Il
]

3117978 kN, 3117978/ kN 1

31157978 kN, X.3117978|kN A

< 15 >

Abb. 3.6: Modelldaten der Scheibe: E = 3 - 107, v = 0,16, t = 0,2. a) Lastfall
fiir die Einflussfunktion und b) Darstellung der Verformung der Scheibe unter einer
Linienlast am oberen Rand.

In der FEM kann die Auswertung der Einflussfunktion auf die Summation tiber die
Knoten zuriickgefiihrt werden. Ob man die Einflussfunktionen auswertet oder die
Ansatzfunktionen direkt differenziert, macht natiirlich keinen Unterschied, wie das
nachstehende Beispiel erlautern soll.

In Abb. 3.6 ist eine auf der linken Seite fest eingespannte Kragscheibe zu sehen,
wobei in Abb. 3.6a die Knotenlasten zur Erzeugung der Einflussfunktion und in b
die Verformungsfigur aus der Linienlast dargestellt sind. Gesucht ist die Spannung
042 an der Stelle 3,5/0, 5m. Uber die direkte FE-Berechnung erhilt man einen Wert
von 0., = —177,93. Wird der Wert iiber die Knotenlasten fiir die Einflussfunktion
multipliziert mit den Knotenverschiebungen aus der Linienlast berechnet, so ergibt
sich ein Wert fiir 0,, von o,, = —177,93. Man erhélt auf unterschiedlichen Wegen
das exakt gleiche Ergebnis.

3.2.7 Die inverse Steifigkeitsmatrix

Die Knotenwerte ug; der gendherten Greenschen Funktion

Gy, w) = 3 ucilwr) vily) (3.100)

fiir die Verschiebung u(x) im Knoten z;, sind die Losung der Gleichung

K ug = ey Einheitsvektor ey, (3.101)
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3.2 Greensche Funktionen

d.h. u ist identisch mit der Spalte ¢ (engl.: column) der inversen Steifigkeitsmatrix
K*l

uc = K le, =c¢y. (3.102)
Anders gesagt: Die Spalten von K ' sind Knotenverformungen und zwar die Kno-
tenverformungen, die zu den n geniherten Greenschen Funktionen G (y,x;,) der n
Knoten z; gehoren

?J, .CUk Z Ci 901 = Cg ¢<y) . (3103)

Damit wird klar, warum die Inverse einer schwach besetzten Steifigkeitsmatrizen voll
besetzt ist: Selbst wenn man nur einen Knoten x;, mit einer Kraft P = 1 belastet,
fithrt das schon zu Verformungen im ganzen Tragwerk.

Und so, wie die Verformungsfigur eines Tragwerks die Einhiillende der unendlich
vielen Einflussfunktionen ist, die jede fiir sich einen infinitesimalen Teil pdy der
Last repréasentieren

l
u(z) = /0 Go(y, =) p(y) dy, (3.104)

so ist auch die FE-Losung uy,(r) = u” ¢(z) die Summe von n mit f; gewichteten
geniherten Greenschen Funktionen

up(x) = f1 Golyr, x) + fo Go(ya, ) + ... + fr Go(yn, x) , (3.105)
denn der Vektor der Knotenwerte lautet
u=K'f=K'(fies+ faea+...+ foe,). (3.106)

Was fiir die FE-Losung uy, gilt, gilt sinngeméf auch fiir die Ableitungen bzw. Schnitt-
kriifte. Die Einflussfunktion fiir die Normalkraft N, (z) = FAw) in einem Stab aus
linearen Elementen hat z.B. die Knotenwerte

EA EA EA
U(;((L‘) =K~ (T er — T €r_ 1) ] (Ck — Ck:—l) Tp—1 < T < Tk, (3107)

und ist somit der Differenzenquotient der Spalten ¢;, und cj_; der Inversen K .

Beispiele In Abb. 3.7a ist ein Zugdruckstab aus fiinf gleich langen linearen Ele-
menten dargestellt. Der Stab ist links festgehalten.

Die reduzierte Steifigkeitsmatrix K

, (3.108)
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2)
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f , | | | |
b) 1 1 1 .

R —> — L, L 1,

1. Spalte
2. Spalte
3. Spalte —__
4. Spalte
5. Spalte

Abb. 3.7: a) Stabsystem mit Lagerungsbedingungen unterteilt in fiinf Elemente.
b) Die Einflussfunktionen der Verschiebung fiir die fiinf freien Knotenwerte.

ist eine Tridiagonalmatrix. Aber die inverse Steifigkeitsmatrix

1 1 1 1 1
1tz o2 2 2
K'=— |1 2 3 3 3 (3.109)
EAlL 2 3 4 4
1 2 3 4 5

ist dagegen voll besetzt. Die Spalten ¢ der Inversen sind in Abb. 3.7 b dargestellt; es
sind die Knotenwerte u¢;, der Einflussfunktionen fiir die Verschiebung im Knoten xy,.
Man erkennt, wie aufgrund des freien rechten Endes die Knotenwerte zunéchst linear
ansteigen und dann jenseits des Knotens x; auf konstantem Niveau weiterlaufen.

Hélt man auch den rechten Knoten fest, sieche Abb. 3.8 a, so reduziert sich die Stei-
figkeitsmatrix auf die Grofle (4 x 4). Ansonsten #ndert sich nur der letzte Eintrag
auf der Hauptdiagonalen. Aus der 1 wird eine 2. Aber die Inverse sieht jetzt ganz
anders aus

5 1 0 0 43 2 1
EA|-1 2 —1 0 Y T P SR

K==1¢ 1 o 1| = K =512 4 ¢ 3| G110
0 0 -1 2 1 2 3 4

denn die Greenschen Funktionen fallen von ihren Spitzenwerten in den Knoten xy
zu den festen Lagern hin auf null ab, sieche Abb. 3.8b.
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l ! l | ! !

a)
b) 1

1 1 1
1 1 1
> > > —>

Abb. 3.8: a) Stabsystem mit Lagerungsbedingungen unterteilt in fiinf Elemente.
b) Die Einflussfunktionen der Verschiebung fiir die vier freien Knotenwerte.

3.2.8 Wenn Spannungen unendlich werden

Singularitéten sind bei Flachentragwerken kaum zu vermeiden. Wenn die Spannun-
gen in einer Scheibe unendlich werden, dann sollte sich das an unendlich groflen
Ausschliagen der Einflussfunktionen ablesen lassen. Weil dieser Punkt in der Lite-
ratur {iber Greensche Funktionen nicht behandelt wird, wird im Folgenden darauf
eingegangen.

Solche singulédren Punkte sind typischerweise die Eckpunkte. Angenommen eine ver-
tikale Einzelkraft P, die in einem Punkt yp in einiger Entfernung von der Ecke x
angreift, verursacht unendlich grofie Spannungen in der Ecke, dann miisste aber die
Einflussfunktion

0(x) = GY*(yp,x) - P (3.111)

fiir die Spannung im FufSpunkt yp der Kraft, d.h. in einiger Entfernung von der Ecke,
den Wert unendlich haben. Anders gesagt: Eine Einheitsversetzung der Scheibe im
Eckpunkt @ miisste in der Scheibe unendlich grofe vertikale Verschiebungen in jedem
Punkt verursachen, wenn angenommen wird, dass die Lage des Angriffspunktes yp
fiir das Phidnomen unerheblich ist. Nur so kann o,, unendlich werden.

Dies scheint dem gewohnten Bild zu widersprechen: Einflussfunktionen haben wohl
Singularitdten im Aufpunkt @, aber aulerhalb des Punktes selbst sind sie beschrank-
te und relativ reguldre Funktionen.

Es gibt aber Gegenbeispiele. Das einfachste Beispiel ist der Hebel des Archimedes,
siehe Abb. 3.9a. Wenn der Abstand h zwischen den beiden Lagern gegen null geht,
oder wenn die Lénge [ des Hebels gegen unendlich geht, was dasselbe ist, dann geht
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na =

S|~

Abb. 3.9: Wie Einflussfunktionen mit unendlich grolen Ausschlégen entstehen: a)
Der Hebel des Archimedes, b) Biegemoment M (x) und c¢) Einflussfunktion fiir die
Querkraft.

die Lagerkraft A gegen unendlich, so dass man theoretisch die gesamte Erde durch
einen Fingerdruck (P) anheben kann

A= %ZP. (3.112)

In der obigen Gleichung ist [/h gerade die Greensche Funktion fiir eine Last P an
der Stelle {.

Eine dhnliche Situation ergibt sich bei dem Durchlauftrager in Abb. 3.9b, der eine
Einzelkraft P im ersten Feld tragt. Wenn der Abstand h zwischen den beiden In-
nenlagern gegen null geht, dann nimmt die Neigung des Biegemomentes M zwischen
den beiden Lagern immer mehr zu, d.h. die Querkraft

V(x) =—FEIM'(z) (3.113)
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3.2 Greensche Funktionen

geht fiir h — 0 gegen unendlich. Die Frage ist, ob man diese Tendenz an der Ein-
flussfunktion fiir

V(z) = Gs(yp,x) P (3.114)
ablesen kann und ob G5 im Fuflpunkt yp von P unendlich grofl wird.
Zielgrofle o, Verformun b)

T 3.4 T T T T T T T T 1T
[ 3.2

SEi
+

2.8
2.6
24
22

1.8
1.6

1.4 T S T R T S B |
0 0.10203040506070809 1

< 1570 > ElementgroRe [m]

11 1 1 1 1 1 1 1 1

Vertikale Verschiebung [m]

«—80——m &

Abb. 3.10: a) Modelldaten der untersuchten Kragscheibe: E = 3 - 107, v = 0, 16,
t = 0,2. Fiir die linke obere Ecke wird die Einflussfunktion fiir die Spannung o,
berechnet. b) Darstellung der Ergebnisse: vertikale Verformung der Kragscheibe im
markierten Punkt e bei immer kleiner werdender Elementgréfie in der Ecke.

Die Einflussfunktion Gj ist die Antwort des Tréigers auf eine Einheitsversetzung im
Aufpunkt x, dem Punkt zwischen den beiden Lagern in Abb. 3.9. Wegen der Symme-
trie des Problems spaltet sich die Versetzung [[w]] = 1 in zwei gleiche Teile w = £0,5
auf, und so kommt es zu gleichsinnigen Drehungen der beiden Endtangenten um den
Winkel

tan p = —— = —. (3.115)

Daraus wird aber in der Grenze, h — 0, eine Drehung von 90°, und diese Drehung
fithrt zur Auslenkung G(yp, x) = oo im Fuipunkt yp von P.

Wihrend Singularitdten in der Stabstatik eher die Ausnahme sind, sind sie bei
Flachentragwerken schon fast die Regel. Die Scheibe in Abb. 3.10 a soll als Beispiel
dienen. Wirken vertikale Lasten auf die Scheibe, so stellt sich ein Biegezustand in
der Scheibe ein. Die horizontalen Spannungen o,, am oberen und unteren Rand der
Einspannung werden singulér, wie in Abb. 3.11 zu erkennen ist.

Solch unendlich groflen Spannungen miissten einem unendlich groflen Ausschlag der
Greenschen Funktion im Fupunkt y, von P entsprechen

Q
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Opgx — OO

v

3,0

< 5,0 >

Abb. 3.11: Die Spannung o,, geht gegen +00 am oberen Rand der Scheibe an der
Einspannstelle.

wenn die Last in einen beliebigen Punkt konzentriert gedacht wird.

Das heifit eine horizontale Einheitsversetzung [[u]] = 1 der oberen linken Ecke x. der
Scheibe fithrt zu unendlich grofien vertikalen Verschiebungen der ganzen Scheibe;
der ganzen Scheibe, weil die Lage des Angriffspunktes yp der Einzelkraft P fiir den
Ausgang des Experiments unerheblich ist.

1,26 - 108
8
IBN |
I —

Abb. 3.12: Knotenlasten fiir die Er-
zeugung der Einflussfunktion.

Die Einflussfunktion G7* fiir die Spannung o,, ist das Verschiebungsfeld, welches
durch eine horizontale Einheitsversetzung des Eckknotens x. ausgelost wird, also
die Losung der Differentialgleichung

— LG{* =6{"(y — x.) . (3.117)
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3.3 Anmerkungen zur Greenschen Funktion

Das Dirac Delta angewandt auf eine Testfunktion v ergibt die Spannung o, (v)(x.)
des Feldes in der Ecke x.

8y~ @).0) = [ 87y - @) vly) 2 = 0ua(o)(e.). (3.118)

Die #dquivalenten Eckkrifte sind die Spannungen der Ansatzfunktionen ¢, in der
Ecke x,

fi = oua(pi) () - (3.119)

Da nur die Ansatzfunktionen des Eckelements von null verschiedene Spannungen im
Eckknoten haben, tragen nur die vier Ecken des Elements dquivalente Eckkrifte f;
(von denen einige null sind), wihrend alle anderen Knoten lastfrei sind, siehe Abb.
3.12.

In Abb. 3.10b sind die vertikalen Verschiebungen der rechten oberen Scheibenecke
fiir verschiedene Elementgréfien h angetragen. Es ist deutlich erkennbar, dass die
Verschiebungen mit h — 0 gegen unendlich tendieren und damit kiindigt sich an,
dass die Spreizung der linken oberen Ecke zu einer Absenkung —oo der oberen
rechten Ecke der Scheibe fithrt. Und das Ergebnis gilt dann fiir alle Punkte der
Scheibe.

3.3 Anmerkungen zur Greenschen Funktion

Bei der Losung statischer Probleme werden héufig, ohne dass es explizit ausge-
sprochen wird, Greensche Funktionen verwendet. Die Betrachtung der darstellbaren
Einflussfunktion allein, kann Aufschluss iiber die Giite eines Verfahrens geben.

In diesem Abschnitt werden zwei Punkte, die Darstellung der Greenschen Funktion
und die daraus resultierenden Rechenkosten, betrachtet.

3.3.1 Unterschiedliche Darstellungen fiir die Berechnung einer
ZielgroBe

Zunéchst einmal sollen unterschiedliche Formen zur Berechnung der gewéhlten Ziel-
grofe unter Verwendung einer Greenschen Funktion vorgestellt werden. Das Ergeb-
nis ist immer dasselbe, aber die Berechnungen unterscheiden sich in ihrem Aufwand.
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Erinnert man sich an die Abschnitte 3.2.5 und 3.2.6, so gibt es drei Formeln, um die
Spannung o, (x) in einem Punkt zu berechnen:

o) = i Gi(y,x) - p(y) dSl, kurz (3.120)
o (@) = a(Gy,u) = /Q 05 (Gh) - 215(w) dO, lang (3.121)
o) = /Qél(y —x) - u(y) dQ, kurz . (3.122)

Die Funktion G ist das Verschiebungsfeld, welches durch eine Spreizung im Punkt
x erzeugt wird. Das Dirac Delta §; stellt diese Spreizung als Lastterm dar.

Das erste Integral, Gl. (3.120), erstreckt sich nur iiber den belasteten Teil €2, der
Scheibe. Das zweite Integral, Gl. (3.121), muss durch Integration iiber ganz ) aus-
gewertet werden. Das Integral in Gl. (3.122) ist die kiirzeste Variante: Es ist einfach
die Auswertung der differentierten Funktion w an der Stelle x.

Gl. (3.121) darf in dieser Liste nicht fehlen, sie hat aber keinen praktischen Nutzwert,
denn man kann, wie in Abschnitt 3.2.5 gezeigt wurde, Spannungen nicht im naiven
Sinne mit der Wechselwirkungsenergie berechnen. Das ginge nur, wenn man den
Grenzprozess

oyy(x) =lima(Gy,u)q

e—0

— 0y () 40 (3.123)

€

rechentechnisch begleitete. Dann wiirde aus a(G1,w) in der Grenze der Einzelterm
oyy(x) herausspringen und der Rest wére null. Der Rest, die Null, ist sozusagen die
eingehaltene Orthogonalitdtsbedingung, die hier die Bedeutung von

lin% oy +ep)dsy =0 p=|y—z| (3.124)
€e— I,

hat und somit die Stetigkeit der Spannung oy, im Punkt x garantiert.

Die zweite Gleichung wurde trotzdem zitiert, weil ihre Anwendung bei den finiten
Elementen durchaus einen Sinn macht, siehe Kapitel 3.2.5.
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a) b)

|t
|

Bl
5

T

Abb. 3.13: Berechnung der Einflussfunktion fiir o,,: a) Aquivalente Knotenkrifte,

b) FE-Lastfall 6 und ¢) FE-Losung G

Die Gln. (3.120)-(3.122) lauten bei einer FE-Berechnung:
@) = | Gily.2) ply)dy

- | lwe)-piwo,

= | Glwe) )i, =t s
ol () = G;L, u) = a(G" up) = ul Ku
JZy(a:) = /5h —x) - u(y) df,

= | St w) a0, - flu

(3.125)

(3.126)

(3.127)
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Hierbei ist G'f die FE-Naherung fiir die Greensche Funktion G, siehe Abb. 3.13 ¢,
und 6? sind die Kréfte im FE-Modell, sieche Abb. 3.13 b, die §; annidhern. Das Gebiet
Q7 ist der Lastbereich 7, plus einem daran angrenzenden schmalen Bereich, in dem
die Ansatzfunktionen ausklingen, die ihren Tréger in €27, haben.

Im selben Sinn ist QF der patch von Elementen, deren Ansatzfunktionen den Auf-
punkt & sehen, d.h.  gehort zu dem Trager der Ansatzfunktionen.

?/\

a) b)

N i
nEE

1

[

|

Abb. 3.14: Scheibe mit a) Teilflichenlast, b) FE-Lastfall p, und c¢) FE-Losung.

Man beachte, dass die Kréfte p, auf der ganzen Scheibe wirken, sieche Abb. 3.14 b,
dass bei der Uberlagerung mit G¥, Gl. (3.125), aber gleichwohl nur iiber den Be-
reich Q} integriert wird, weil auerhalb dieses Bereiches die Ansatzfunktionen ¢,
orthogonal zu den Kréften p;, sind

/ph p; A2 =0, (3.128)
Q
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3.3 Anmerkungen zur Greenschen Funktion

und damit natiirlich auch zur geniherten Einflussfunktion G, siche Abb. 3.15. Diese
Orthogonalitét liegt in dem Projektionsansatz der finiten Elemente begriindet.

a) b)

OF Dy
di/ ’ % \ -
Qp \l j/ j/
.:1:
Dy,
A f
G
c) M
/\ JWJ\'/X[ﬂ Ty () = /Q \ G (y.)-py(y)dQ,

K
]

.

Abb. 3.15: Die Auswertung geschieht nur durch Integration iiber QF, also die
unmittelbare Umgebung von €27, dem Ort von p, obwohl G’f und p,;, auch aulerhalb
von ), préasent sind.

Die Koordinaten eines Vektors, z; = v’ e;, sind das Skalarprodukt zwischen v und
den Einheitsvektoren der Achsen oder, anders ausgedriickt, die Projektionen des
Vektors auf die Achsen. In der FEM sind die dquivalenten Knotenkréfte

fz-=/p-<pi df2 (3.129)
Q
die Koordinaten und die FEM wé&hlt den Ersatzlastfall p, = —L wuy so, dass er
dieselben Koordinaten hat
fi= [ proidn= [ pgidn= 1. (3.130)
Q Q
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Fiir diese Metrik, die auf dem Prinzip der virtuellen Verriickungen basiert, ist all
das nicht existent, was orthogonal zu den Ansatzfunktionen ¢, ist.

Dieses f; = fI sieht man am eindrucksvollsten am Beispiel der Greenschen Funk-
tionen, bei denen p = §; auf einen Punkt, den Aufpunkt x, beschrankt ist. Das
FE-Dirac Delta (5}1‘ hingegen ist eine Ansammlung von Elementkriften und Linien-
kriften, die sich iiber ganz €) erstreckt, siche Abb. 3.13b.

Weil aber f; nur dann ungleich null ist, wenn der Tréiger der Ansatzfunktion ¢, den
Aufpunkt x enthélt,

st oo . Tw@)@). )N (=) £ 2
fz—/ﬂal(y ) - pi(y) dSdy { 0, o.(y) N {z} =0 (3.131)

sind es auch die f/, wie sich aus der Galerkin-Orthogonalitiit
a(Gr — GY, ;) = (61 = 81,0) = i = [} =0 (3.132)

ergibt. Im Sinne der FE-Metrik sind die abliegenden Anteile von 8" folglich nicht
prasent.

3.3.2 Rechenkosten

Als zweites soll noch auf einen praktischen Aspekt der Greenschen Funktionen ein-
gegangen werden.

Die FE-Losung kann, wie bereits erwéahnt, auf zwei Weisen dargestellt werden

Lx)u,
un(x) = { fi( ) (3.133)
ug(x) f -
Beide Gleichungen kann man natiirlich ineinander iiberfiihren
@)= fh@) K f = ul(@) f. (3.134)

Wenn nur wenige Auswertungen vorzunehmen sind, etwa nur zwei Funktionale aus-
zuwerten sind, aber gleichzeitig sehr viele Lastfille, dann ist die zweite Formel

up(x) = ub(x) f (3.135)

glinstiger, weil dann die Steifigkeitsmatrix nur zweimal invertiert werden muss,
namlich um die beiden Vektoren ug zu bestimmen. Wahrend bei vielen Auswer-
tungen aber nur wenigen Lastfdllen wahrscheinlich die erste Formel

up(x) = fo(x)u (3.136)
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giinstiger sein wird.

Auf jeden Fall zeigen die beiden Formulierungen, dass man geschickterweise eine
Abwéagung vor einer Berechnung trifft und dass es durchaus sinnvoll sein kann,
direkt mit Greenschen Funktionen zu rechnen.

Nicht unerwéhnt bleiben soll bei dieser Gelegenheit, dass in der Computeranimation
bei der Darstellung von elastischen 3-D Korpern Greensche Funktionen eine grofe
Rolle spielen, weil nur so in Echtzeit realistische Verformungsabldufe darstellbar
sind, siehe [31]. Die Greenschen Funktionen sind bekanntlich die Spalten der inver-
sen Steifigkeitsmatrix. Indem man direkt mit den Greenschen Funktionen arbeitet,
umgeht man das aufwindige Matrizenprodukt K ' f.

3.4 Abschatzung des Approximationsfehlers

Anhand der Eigenschaften des Losungsgebietes (2 und der Last p kann man Aus-
sagen iiber die Regularitdt der Losung w eines Randwertproblems machen, z.B. in
welchem Sobolev-Raum H™*? die Losung liegt. Die Art und Giite der Ansatzfunk-
tionen andererseits entscheidet {iber die Qualitdt der Interpolation auf dem Netz.
Kombiniert man diese beiden Informationen, so kann man a priori Aussagen iiber
das Konvergenzverhalten einer FE-Losung treffen, ohne iiberhaupt gerechnet zu ha-
ben.

A posteriori Fehlerschitzer greifen auf die aktuellen Ergebnisse einer Berechnung
zuriick, um den Fehler in einer geeigneten Norm, z.B. der Energienorm, abzuschét-
zen. So wird es moglich, FE-Netze optimal an die geforderte Genauigkeit anzupassen.

Die a posteriori Fehlerschéitzer werden weiter in explizite und implizite unterteilt.
Die impliziten Fehlerschéatzer benotigen noch einen weiteren Zwischenschritt, wo
hingegen die expliziten Estimatoren direkt aus der berechneten FE-Losung ermittelt
werden.

3.4.1 Primaler und dualer Fehler

Es wird das Modellproblem der linearen Elastizitéatstheorie, siehe Gl. (2.28) in Kapi-
tel 2.2, mit zugehorigen Randbedingungen auf den Réndern I'y und I'p betrachtet.
Die Rénder I'y (Kraftrandbedingungen) und I'p (Wegrandbedingungen) ergeben
zusammen die Berandung I' des betrachteten Gebietes €2; die Wegrandbedingungen
seien homogen. Die Losung w liege in H' = H' x H' (2-D Problem) und

V= {vEHl(Q)|u:Oauf FD} (3.137)
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sei die Menge der zuléssigen Testfunktionen. Die schwache Form des Gleichgewichts
lautet bekanntlich
Finde eine Losung u € V' so, dass

a(u,v) = (p,v) YveV. (3.138)

Konstruiert man nun eine Teilmenge V;, C V' des Losungsraumes und sucht eine
Néherung der Variationslosung auf Vj,, so fithrt das Variationsproblem auf die Be-

stimmungsgleichung
a(up,vy) = (p,v,) Yo, €V (3.139)

fiir die FE-Losung uy, € V.

In demselben Sinne sei J(u) ein lineares Funktional auf V' mit zugehoriger Green-
scher Funktion z, die man auf V}, durch eine Funktion z, approximiert

a(zp,vp) = J(vg) Yo, €V, (3.140)
Als den primalen und den dualen Fehler
e=u—u, und e =z-—z (3.141)
bezeichnet man den Fehler in der Losung v bzw. in der Greenschen Funktion z.
Aus der schwachen Form folgt fiir den Fehler
a(u — up,v) = (p,v) — a(uy, v) veV (3.142)

bzw.

J(u) — J(up) = J(u) — a(u, zp) . (3.143)
Das erste Funktional, Gl. (3.142),
p(un)(v) = (P, v) — a(un, v) = (p,v) = (P}, v) = (P — Py, v) (3.144)
heifit das primale Residuum und das zweite Funktional, Gl. (3.143),
p*(zn)(-) = J() —alzn, ) = J(-) = Ju(") (3.145)
das duale Residuum. Beide Funktionale nehmen Argumente (-) aus V.

Das primale Residuum nach Gl. (3.144) ist die Arbeit der Fehlerkrifte p — p,, auf
dem Argument v (den Wegen v).

Das duale Residuum

p (zn)(v) = J(v) —a(v, z)) =

=(-Lv,z) — (—Lv,z,) = (—Lv,z — z,) = (—Lv, ") (3.146)
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3.4 Abschitzung des Approximationsfehlers

ist die Arbeit, die die Krifte —Lwv des Arguments v auf dem Fehler z — z;, in der
Greenschen Funktion leisten. Die Ndherung z; misst an —Lwv etwas anderes als das
wahre z

p*(zp)(v) = (—Lv,z) — (—Lv, z3) . (3.147)
Fiir Funktionen vy, € V), ist das primale Residuum null:
p(un)(vn) = (P — Py, vn) = ale,vy) = 0. (3.148)

Das ist die Galerkin-Orthogonalitét.
Insbesondere nimmt das primale Residuum an der Stelle z den Wert J(e) an
(P — P, 2) = p(un)(z) = J(e). (3.149)

Man kann von z noch beliebige Funktionen 1, € V), abziehen, ohne am Wert etwas
zu dndern,

(P =Py, z =) = p(un)(z = p) = (p, 2 = y,) — alun, z =) = J(e), (3.150)

denn

a(u,z = P;) — alun, z — ) =a(u —up, 2) — a(u — up, Py

=a(u —up, z) = J(e).
Ebenso nimmt das duale Residuum an der Stelle w den Wert J(e) an, denn

p*(Zh)('U,> = (p7 8*) = (p,Z) - <p7 zh)
— () = () = J(w) — J(un) = J(e). (3.151)
Das gilt auch noch fiir jedes u — ¢, mit ¢, € V},

alu — e, z2) —alu— @y, zn) = (P, 2 — z1) +alup, 2 — z,) = (p,z — zp) . (3.152)

Zusammenfassend ldsst sich sagen:

(P — Py, 2) = p(un)(z) = J(e) = p"(z1)(u) = (2 — 2z, P) . (3.153)

Oder in Worten: Fehler in p x z = Fehler in z x p. Diese Symmetrie gilt nur im
linearen Fall.

3.4.2 Fehlerschatzer

Die Differentialgleichung fiir den Fehler e = u — w;, lautet in der schwachen Form

a(e,v) = a(u,v) — a(up,v) = (p,v) — a(uy, v) YveV, (3.154)
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3 Finite Elemente Methode

was, wenn man fiir die virtuelle innere Energie der FE-Losung die virtuelle duflere
Arbeit setzt

a(up,v) = (py,v), (3.155)
gleichbedeutend ist mit
a(e.v) = (p— Py ) = plw)(v). (3.156)

Die Differenz der rechten Seiten, p — p;,, steht hier symbolisch fiir das Residuum im
Gebiet (in den Elementen), —L(u — uy) = p — p;, = 7, bzw. die Sprungterme auf
den Elementgrenzen, siche Abb. 3.16

(t—t), auf I'g\OQ,

(

j = t—th), auf FKQFN s (3157)
0, auf FK N FD .
a) b)
a) b) ng Nk
K T K’ K o K’

Abb. 3.16: a) Zwei Elemente K und K’ mit einer gemeinsamen Kante I'. b) Die
Normalenvektoren an einer gemeinsamen Kante I' zweier Elemente mit den Ele-
mentkanten ' bzw. ['g/.

Gl. (3.154) ist daher dquivalent mit der Summe iiber alle Elementbeitrige (Elemente
K des Netzes P) zu der virtuellen dufleren Arbeit

ale,v) = Z{/T-’vdﬂ—i—/j-fvds}. (3.158)

KeP Qx T

Nach einigen Zwischenschritten (Verwendung der Galerkin-Orthogonalitéit und der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung) erhélt man so eine Abschétzung fiir den Fehler
e in der Energienorm:

lell% < O{ STrkrl, + > hKHjH%Q} . (3.159)

KeP vyeOP

Alle Ausdriicke in dieser Gleichung, mit Ausnahme der Konstanten C', sind aus der
FE-Berechnung bestimmbar. Die Konstante C' héngt von der Giite der Interpolation
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3.4 Abschitzung des Approximationsfehlers

auf Vj, ab. In der Literatur gibt es unterschiedliche Ansétze, um C' abzuschétzen,
siehe z.B. [5] oder [33].

Das duale Residuum im Punkt w

p*(Zh>(’U,) = <p7e*) = (p,Z) - (p7 zh)

— () — Ju(u) = () — Tur) = J(e) (3.160)

ist gleich der Differenz J(u) — J(up), d.h. dem Unterschied in der Zielgrée zwischen
der exakten Losung und der FE-Losung. Es ist der Fehler, welcher den Ingenieur
vor allem interessiert.

Wechselt man wieder zur klassischen Darstellung mit z = G, so beruht der Fehler
im Funktional auf dem Fehler in der Greenschen Funktion

J(e) = u(@) — un(w) = / Goly. @) — Ghi(y, o)) - ply) A . (3.161)

Wegen der Galerkin-Orthogonalitét kann diese Gleichung um p,, erweitert werden
und lautet
J(e) = u(x) — up(x) = a(Go — G, u —uy) . (3.162)

Der Fehler kann mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung direkt abgeschétzt
werden

[J(e)l = |u(®) — un(®)| = |a(Go — G, u — uy)|
<1Go = Gille - [l — w5 (3.163)

Die obere Schranke fiir |J(e)| ist folglich das Produkt aus dem Fehler in der Green-
schen Funktion und dem Fehler aus der FE-Losung, beide Fehler gemessen in der
Energienorm.

Seien 7, und ng Fehlerschitzer im Element ). fiir den primalen bzw. den dualen
Fehler, dann kommt man so zur Abschétzung

()] = lu(e) —un(@)] <Y 115 (3.164)

auf der die zielorientierten adaptiven Verfahren beruhen.

3.4.3 Eine Analyse des zielorientierten Fehlerschitzers

Anscheinend beruht der Fehler

Je) = u(a) - w(@) = [ [Go(y.x) - Glly.o) pw)dy (3169

Qp
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3 Finite Elemente Methode

doch nur auf dem dualen Fehler Gy — G{, der Differenz zwischen Gy und G§ im
Bereich der Last. Warum erscheint dann in der obigen Abschéitzung in Gl. (3.163)
auch der primale Fehler ||u — u||?

Die Bemerkung, dass der Fehler nur von G, — GSL abhéngt, stimmt natiirlich nicht
ganz, denn eine einfache Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Lo-
Skalarprodukt)

[J(e)] < [1Go = Gillo - [Ipllo (3.166)

macht deutlich, dass der Fehler auch von der Norm der Belastung abhéngt. Die
Lo-Norm der Belastung aber ist an die Energienorm der Lésung v gekoppelt und
wegen der Galerkin-Orthogonalitdt kann man in der obigen Gleichungen p durch
p — p;, ersetzen. So kommt es alternativ zu dem ||u — uy||g in der Abschétzung in
Gl. (3.163). Dies soll im Folgenden im Detail gezeigt werden.

Zunéchst kann man Gl. (3.165) wegen der Galerkin-Orthogonalitét um p,, erweitern,

J(e) = / Goly.) - Gy @) [p(y) — pu(y)]dYy.  (3.167)

Dann sei angenommen, dass die Last p — p,;,, was gleichbedeutend mit —Lu + Lu,,
ist, auf V' ein lineares und stetiges Funktional darstellt. Fiir jedes v € V ist das
Integral

(P =Py, v) = /(p—ph) -vdS) (3.168)
Q
stetig und beschrankt,
(= pw, V)| < llp = Pyl |[v]|e (3.169)
wobei || - ||g die Energienorm auf V' ist und | - |« die Norm auf dem Dualraum V*

(der Menge aller linearen und stetigen Funktionale auf V') ist. Da u — uy, die Losung
des Randwertproblems zur rechten Seite p—p,, ist, d.h. es gilt —L(u—wuy) = p—py,
ist die Energienorm von u — uy, gleich der Norm von p — p,,, siehe z.B. [30],

P —pulls = llu—uslle. (3.170)

Setzt man jetzt noch v = Gy — Gg , so erhélt man die Abschiatzung

[/ (e)] =

/Q Goly. z) — Ghi(y. )] [(p(y) — Pa(®)] O,
<G — Gl - 1t — ] (3.171)

was genau dasselbe Ergebnis wie in Gl. (3.163) ist. Der primale Fehler kommt iiber
die Last p in die Abschétzung hinein.
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3.4 Abschitzung des Approximationsfehlers

Der primale Fehler

Bei der globalen adaptiven Verfeinerung ist der primale Fehler das einzige Maf}, das
die Verfeinerung steuert

lw—unl <D ng. (3.172)
Man kann zeigen, dass durch die klassische adaptive Verfeinerung der mittlere Fehler

- 1
J(e) = —/(u —up) dQ, (3.173)
€2 Ja
zwischen w und wy, im Bereich der Last kleiner gemacht wird.

Um die Darstellung zu vereinfachen, wird eine skalarwertige Losung u betrachtet.
Der Mittelwert von w im Bereich €2, der Last ist das Funktional

- 1

J(u)=—— [ ud. (3.174)
| Ja,

Die Greensche Funktion fiir .J(u) ist die Losung @, wenn €, mit der Kraft p = 1/]€,)|
belastet wird. Der Einfachheit halber sei angenommen, dass die Belastung p, die mit
dem FE-Programm analysiert wird, eine Gleichlast ist. Dann implizieren die beiden

Gleichungen
1

—Lu=p und —Lu=—, (3.175)
€2
dass u bis auf ein Vielfaches mit @ identisch ist
1 1
2lp"
Es wirke nun die Last p auf das Tragwerk und v sei die zugehorige Losung, —L 0 = p,
dann ist der Mittelwert von ¥ im Gebiet €2,

DMittel = /Qp u(x) p(x) dQ2 = 2l /Qp u(x) p(x) d2. (3.177)

u =

(3.176)

1. Bemerkung: Dieses Argument kann man natiirlich auch auf Linienlasten [ und
Punktlasten P anwenden. Die Losungen

u(x) = A Go(y,z)l(y)dsy und wu(x)=Go(y,x)P (3.178)

sind, bis auf den Faktor |I|7!|T'z|~! bzw. |P|~!, die Einflussfunktion fiir den Mittel-
wert der Losungen in dem Bereich, in dem die Last angreift. Im Falle einer Punktlast
schrumpft €2, auf einen Punkt zusammen

lim i/ 1dQ =1 (3.179)
Q, Ja,

[€2p|—0
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3 Finite Elemente Methode

und der Mittelwert ist die Verschiebung im Punkt.

2. Bemerkung: Mit der Verringerung von 7, wird nicht nur der mittlere Fehler von
uyp, reduziert, sondern natiirlich auch der mittlere Fehler der Greenschen Funktion
des Funktionals J(-), denn auch Gy ist eine Losung der Differentialgleichung

(G = Gohaa = 7 [ (Colw.) ~Ghtwaae,. (3150
Somit wird automatisch der Fehler
1) = ulw) ~w(e) = [ [Goly.) = Chlw.a)lpw)a2, (@181
reduziert.

Dies sieht man auch wie folgt: Es sei y, € €, der Punkt, an dem die Funktion Go—G!
ihren Mittelwert annimmt. Eine Taylor-Entwicklung um diesen Punkt ergibt

Fly) :=Go— G =F(y,) + VF(y,) (y —y,) +- .. (3.182)

und damit

(@) = u(@) — (@) = / (Fly) + VF) (y—9.) + .. ply) dO,

= Fu) [ pw)d0y + V@) [ (- ) pl) a2+ .
’ ’ (3.183)

was impliziert, dass der grofite Beitrag zu dem Fehler, wenn der Gradient V F' nicht
zu groB ist, von dem Term F(y,) kommt, dem fiihrenden Term in dem Fehler Go—GJ
auf €2,. Indem ||u—wy,|| kleiner gemacht wird, wird automatisch auch |F'(y,)| kleiner.

3.4.4 Zielorientierte Fehlerschatzer fiir nichtlineare Probleme

Der Begriff des Funktionals und der schwachen Losung fithrt, wie bereits erwéhnt,
zum Begriff der verallgemeinerten Greenschen Funktion z mit der Bestimmungsglei-
chung

a(z,v) = J(v) VveV. (3.184)

Die Aufgabe, J(u) unter der Nebenbedingung a(u,v) = (p,v) Yv € V auszuwerten,
bedeutet andererseits im Kalkiil der Lagrange Multiplikatoren einen stationéren
Punkt des Funktionals

L(u,A) =J(u)— (a(u,A) — (p,A)) (3.185)
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3.4 Abschitzung des Approximationsfehlers

zu finden. Es zeigt sich, dass A identisch ist mit der verallgemeinerten Greenschen
Funktion z, siehe Kapitel 2.3.4.

Um den Fehler J(u) — J(uy) abzuschétzen, wird @ = {u, A} und x, = {up, A}
gesetzt. Man bemerkt, dass

L(x) — L(xy) = J(u) — J(up) . (3.186)

Indem man nun die linke Seite in eine Taylorreihe entwickelt, kann man den Fehler
auf der rechten Seite abschétzen. Das ist die zentrale Idee. Wie das moglich ist, soll
im Folgenden in Anlehnung an [8] gezeigt werden.

Es sei a(-;-) eine Semilinearform, d.h. sie ist im ersten Argument nichtlinear und
im zweiten linear. Gesucht ist die Losung w des nichtlinearen Variationsproblems

A(u;v) == a(u;v) — (p,v) =0 YveV. (3.187)
Die zugehorige Galerkin-Approximation auf dem Unterraum Vj, lautet dann
A(uh; ’Uh) = a(uh; ’Uh) — (p, ’Uh) =0 Yv,eV,CV. (3188)

Das Ziel ist, J(u) unter Beachtung der Gl. (3.187) zu bestimmen. Dazu wird die
duale Variable z als Lagrange Multiplikator eingefiihrt und das Lagrange Funktional
L gebildet

L(u,z):=J(u)— A(u; 2) . (3.189)

Die Gateaux-Ableitungen der Funktionale nach u lauten

d
Ju(w; ) = —[J(u+ ep)] (3.190)
de o
und p
A p.2) = (At ep2)] | (3.191)
€ e=0
wéhrend die Ableitung nach z
, d
Al (u; z,0) = d—n[A(U; z+nv)]| = Au;v), (3.192)
n=0

wegen der Linearitdt im zweiten Argument von A(+; ) identisch mit A(wu;v) ist, wie
im linearen Fall.

Damit lauten die Variationsgleichungen fiir das primale bzw. duale Problem

L' (u,z)(p,v) = { i;jfl?q;i})_ Aului ¢, 2) } =0 Ve¢,Vo. (3.193)
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3 Finite Elemente Methode

Auf gleiche Weise lésst sich das Lagrange Funktional £ fiir die Galerkin-Approxi-
mation {up, z,} € Vj, x V}, aufstellen, das dann auf die beiden Variationsgleichungen

/ Ju(tn; @p) — Ay (wn; @y,
£ ) o) 1= { T o) = A I) oy v (2100

fithrt.

Die Gleichungen —A(u;v) = 0 und —A(uy;v,) = 0 liefern die Losungen w bzw.
uy,. Sie sind identisch mit den Variationsformulierungen in den Gln. (3.187) bzw.
(3.188). Die Gleichung J.,(+;-) — AL (+;+,-) = 0 ist das Variationsproblem fir die
duale Losung.

Die Berechnung des Fehlers in der Zielgrofie macht von der Fehlerdarstellung
J(u) — J(up) = L(u; 2) — L(up; z,) =: L(x) — L(xp)
_ % L (@n) (@ — y,) + R (3.195)
Gebrauch, siehe [8]. Sie setzt
L(x):=L(u;z) L(xzp) = L(up;zp), x={u,z} xz,={unz,} (3.196)

und entwickelt dann die Differenz in eine Taylorreihe mit einem Restglied D‘if’), das
kubisch im primalen w — u;, und im dualen Fehler z — z,, ist.

Das L'(z)(x —y,,) ist das Gateaux Differential von £ an der Stelle @}, in Richtung
von © — y;,. Es gilt

L'(zp)(x — yp,) = Loy (wn, 25) (w — up) + L (un, 21)(z — 2)
= J (up;u —uy) — Al (up;u —up, 2,) — A(up; 2 — z3)
= p"(up, zp)(u — up) + p(up)(z — zp) - (3.197)

Das ist gerade die Summe aus dem dualen Residuum und dem primalen Residuum,
die aber im nichtlinearen Fall nicht mehr gleich grofl sind. Die Abweichung

P (up, zp)(w —up) = p(up)(z — z,) + Ap (3.198)

ist wegen, (e = u — uy, € = z — z;,),
1
Apz/ {A"(u, +se)(e,e,z, +se*)—J (u, +se)(e,e)} ds (3.199)
0

von zweiter Ordnung klein, siehe [8]. Dadurch ist die Ndherung

J(w) — J(uy) = plur)(z — up) + R (3.200)
oder ausgeschrieben
J(u) — J(up) = alup; z —up) — (p,z2 —uy) + 9‘{,(12) (3.201)

mit einem in e und e* quadratischen Fehlerterm i)%f) gerechtfertigt.
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3.4 Abschitzung des Approximationsfehlers

Nichtlineare Funktionale

In der obigen Formulierung kann das Funktional J(-) auch nichtlinear sein. Im Fol-
genden soll ein Beispiel dafiir zitiert werden.

In der diskreten Form lautet die Variationsgleichung
Au(un; o, zn) = Jy(unsey) Ve, € Vi (3.202)

Dabei entspricht A’() der in Abschnitt 3.2.3 beschriebenen Tangentenform ar().
Schreibt man GI. (3.202) fiir alle Ansatz- und Testfunktionen ¢, mit i = 1,2,...,n
an, so entsteht das lineare Gleichungssystem

KT(uh) z = Ju (3203)
mit dem Vektor 7,, dessen Komponenten
J (up; ;) i=1,2,...n (3.204)

die Gateaux-Ableitungen von J(uy;) in Richtung von ¢; sind.

Ein solches nichtlineares Funktional ist zum Beispiel im Rahmen der nichtlinearen
Elastizitatstheorie die Spannung in einem Punkt x

J(u) = o;5(u)(x). (3.205)

Die Gateaux-Ableitung dieses Funktionals lautet

J (u;v) := %[J(u + €v)] . = %[alj(u + €v)] . (3.206)
oder mit S = C[E(u)],
%[S(u + €v)] . =C %[E(u + €v)] . = C[E,(v)] =8 (3.207)

wobei E,(v) die Gateaux-Ableitung des Green-Lagrange’schen Verzerrungstensors
ist. Daher sind die dquivalenten Knotenkréfte

gk = J' (up; i) = 0ij(pp) () (3.208)

die Komponenten ¢;; des tangentialen Spannungstensors C|E,,, (¢,,)], was den Span-
nungen im aktuellen Gleichgewichtspunkt u;,, die aus dem Feld ¢, resultieren, ent-
spricht.
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¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢f‘m/m

KEigdngewicht Abb. 3.17: Ausgangsnetz
N/ der Scheibe fiir die ad-
aptive Netzverfeinerung.
t = 0,20m, E = 3107,
v = 0,16, Abmessungen
C—— — 15mx8m.

3.4.5 Beispiele fiir eine h-Adaption

Um die Unterschiede zwischen globalen und zielorientierten Fehlerschitzern fiir die
adaptive Netzverfeinerung deutlich zu machen, dient das in Abb. 3.17 dargestell-
te Scheibentragwerk. Es wurde ein System gewéhlt, bei dem an unterschiedlichen
Stellen Singularititen auftreten; an den Ecken der Offnungen und an den Spriingen
in den Lagerungsbedingungen. Belastet ist die Scheibe mit einer Gleichstreckenlast
am oberen Rand und mit Eigengewicht. Die Randbedingungen sind Abb. 3.17 zu
entnehmen.

2) T 1 grmmm ]
i H
77# T T J\r T TTT +i+ 22 £ Hi
+ H ;;H [ T \77 7;# [ \%ii ﬁ;’* + $¥’7 +i
+ H f7 1 1 + HHH
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BaE i1 1] H i
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IR i e : : iR LT 1]

Abb. 3.18: Dargestellt sind die Ergebnisse einer adaptiven Netzverfeinerung un-
ter Verwendung verschiedener Fehlerschitzer. a) Globaler Fehlerschitzer nach
Babuska-Rheinbold-Miller und b) ein zielorientierter Fehlerschétzer nach John-
son-Hansbo.

Die Literatur, z.B. [5], [33], [37] oder [38], liefert eine ganze Reihe unterschiedlicher
Fehlerestimatoren zur adaptiven Netzverfeinerung. Um auf einfache Weise die Un-
terschiede zwischen globalen und lokalen Fehlerschéitzern aufzuzeigen, wurden zwei
verschiedene Estimatoren fiir die Netzanpassung verwendet. Als Einstellungen wur-
den vier Adaptionsstufen vorgegeben und es sollten die ersten 30% der Elemente
verfeinert werden.
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In Abb. 3.18 a ist das Ergebnis fiir den globalen Fehlerestimator dargestellt. Es ist
deutlich zu erkennen, dass an den singuldren Punkten das Netz stark verfeinert
wurde, da an diesen Stellen der Beitrag zum globalen Fehler am gréfiten ist.

A
il
N

)
)
i

)

N

)
)

Abb. 3.19: a) Einflussfunktion fiir die Spannung o,, am Punkt (7,5 /7,5) auf dem
Ausgangsnetz, b) gleiche Einflussfunktion wie unter a, allerdings auf dem mit einem
zielorientierten Fehlerschéitzer verfeinerten Netz.

In Abb. 3.18 b ist zum Vergleich ein mit einem zielorientierten Fehlerschitzer gene-
riertes Netz dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Fokus der Netzverdich-
tung im Bereich der Zielgréfe liegt. Zwar wird im Bereich der singuldren Punkte
ebenfalls das Netz verfeinert, aber bei weitem nicht in dem Mafle, wie es bei einem
globalen Fehlerestimator der Fall ist.

Mit Abb. 3.19 wird deutlich gemacht, worin der Vorteil der zielorientierten Adapti-
onsmethoden liegt. Mit beiden Netzen wurde versucht, die Einflussfunktion fiir die
Spannung o0,, an der Stelle x = 7,5m, y = 7,5m zu berechnen. Um beide Ein-
flussfunktionen vergleichen zu kénnen, wurde die gleiche Skalierung gewéhlt. Es ist
deutlich zu erkennen, dass die Greensche Funktion vom adaptiv verfeinerten Netz,
gerade im Bereich der Singularitiat, deutlich besser approximiert werden kann als
vom Ausgangsnetz. Dieses Netz ist ein Spezialist fiir die Zielgrofie, wihrend die mit
einem globalen Fehlerschétzer erzeugten Netze als Generalisten bezeichnet werden.
Beim Vergleich der beiden Einflussfunktionen in Abb. 3.19 zeigt sich, dass die Sin-
gularitdt nur in einem eng begrenzten Gebiet auftritt und schnell wieder abklingt.
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4 Finite Elemente Technik mit
Grundlosungen

Bei der klassischen adaptiven Verfeinerung ist es das Ziel, das Netz lokal so an-
zupassen, dass jedes Element den gleichen Beitrag zum Gesamtfehler liefert. Geht
es darum, gezielt einen einzelnen Wert mdoglichst gut anzundhern, dann muss das
Netz so aufbereitet werden, dass die Greensche Funktion des zugehorigen Funktio-
nals moglichst exakt dargestellt werden kann. Das ist eine logische Konsequenz der
zielorientierten FE-Methoden.

In diesem Zusammenhang liegt es nahe, die Aufspaltung der Greenschen Funktionen
G; in Grundlésungen g; und regulire Anteile wg

Gi(y,z) = gi(y, x) + wr(y, x) (4.1)

auch auf der numerischen Seite vorzunehmen. Dies fiihrt auf das in diesem Kapitel
beschriebene Verfahren.

4.1 Die GFD-Methode

Wegen der direkten Abhéngigkeit der FE-Ergebnisse von den Greenschen Funktio-
nen liegt es nahe, eine moglichst einfache und effiziente Methode zu suchen, um
die in der FE-Technik verwendete Greensche Funktion zu verbessern. Der Problem-
bereich der Einflussfunktion ist eigentlich nicht das ganze Gebiet €2, sondern der
Nahbereich des Aufpunktes. An dieser Stelle ist eine Singularitdt vorhanden, welche
mit den normalen Ansédtzen der FEM nur schlecht dargestellt werden kann.

Bei dem in [22] und [24] mit GFD-Methode (engl.: Green’s Function Decompositi-
on) bezeichneten Verfahren fiir die Scheibe, wird die Greensche Funktion in einen
unbekannten reguldren Anteil wg und eine bekannte Grundlosung g aufgespalten.
Dies hat den Vorteil, dass mit den polynomialen Ansétzen der FEM nur der relativ
reguldre Anteil der Greenschen Funktion approximiert werden muss. Im Folgenden
wird diese Technik fiir die Platte hergeleitet.

1)



4 Finite Elemente Technik mit Grundlésungen

4.1.1 Das Modellproblem — Kirchhoff-Platte

Das Modellproblem ist eine Kirchhoff-Platte 0 € R? mit hinreichend regulirem
Rand (Ecken sind erlaubt) I' = T'p + 'y + I'y. Die Biegefliche ist die Losung
w(x) = w(zx,y) der elliptischen Bipotentialgleichung

Eh?

K(waxrzx +2wamyy +w?yyyy) = KAAIU =b mit K - 12 (1 — 7/2) 7

(4.2)

wobei die Flichenlast p aus Lo(§2) sei. Der Rand I' wird dabei in I'p = eingespannt
(Dirichlet-Rand), I'y = gelenkig (Navier-Rand) und I'y = frei (Neumann-Rand),
I'=Tp+ Ty +I'y, mit den Randbedingungen

w=w,=0 auflp, w=m,=0 aufl'y und m,=v,=0 auf 'y (4.3)
aufgeteilt.

Der Biegemomententensor hat die Komponenten

May = — K (W40 +10W,y, ) (4.4a)
Myy = — K<w7yy TUVW, g ) (44b)
May = — (1 — V) Kw,yy, (4.4¢)

und die Querkréfte berechnen sich geméfl den Formeln

z = — K(wmwﬂc +wayy:v ) (45&)
dy = — K(w7yyy +w7xxy) . (45b)

Die eigentliche Lagerkraft der Platte ist der Kirchhoff-Schub,

dmyg,

dy

dmyg,

dr ’

Uy = Q@ + bzw. v, =q, + (4.6)

d.h. die Querkraft plus dem Gradienten des Torsionsmomentes 1.

Die natiirliche Wahl fiir die schwache Formulierung des obigen Randwertproblems
ist der H?(2). Die geometrischen Randbedingungen legen dann den eigentlichen
Losungsraum fest

V ={w e H™(Q)|w erfiillt die geometrischen Randbedingungen} , (4.7)
auf dem das zum Randwertproblem &dquivalente Variationsproblem gestellt wird:

Finde eine Funktion w € V' so, dass

a(w,v) = (p,v)  VweV (4.8)
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4.1 Die GFD-Methode

erfillt ist.

Die Verzerrungsenergie
a(w,v) = / [w,m (Vygw F00,4y ) + 2(1 — V)W 3y Vs
Q

FW,yy (Vyyy +10,05 )] dQ = / M(w)+ K(v)dQ (4.9)

ist eine Bilinearform auf V' x V. Der Ausdruck (p,v) ist eine Linearform. Er stellt
die virtuelle &ulere Arbeit dar

(p,v) ::/vadﬂ—l—/F[vn(w)v—mn(w)v,n]ds%—ZE-v(azi). (4.10)

Die F; sind die bekannten Eckkrifte, die aus dem Kirchhoff-Schub resultieren
F; = F(w)(x;) = may(x]) — myy(x]). (4.11)

i

Die Methode der finiten Elemente konstruiert mit konformen Ansatzfunktionen ; €
H?(Q) eine Teilmenge V;, C V des Losungsraums und findet auf diesem Ansatzraum
die Naherung wy, € V}, als Losung des Variationsproblems

a(wp,vp) = (p,vp) Yo, € V. (4.12)

4.1.2 Greensche Funktionen fiir die Platte

Die Grundlosung g fiir die Durchbiegung w

1
go(y, ) = r? Inr mit r= [(yl — x1)2 + (yo — ZE2)2} 1/2 (4.13)

- 81K
bildet den Kern der Greenschen Funktion
Go(y,x) = go(y, ) + wr(y, ). (4.14)
Aus ihr lassen sich durch Differentiation die weiteren Grundlésungen g; bestimmen
gi(y7 CC) = agi;gO<ya a;) ) (4'15>

wobei hier die Operatoren 8; fiir die Randoperatoren in der zweiten Greenschen
Identitat stehen

0 .
0w = w O'w = a_w 0*w = my,(w) PPw = v, (w). (4.16)
n
Die Greenschen Funktionen sind die Losungen der Differentialgleichungen
KAAG;(y,x) =d;(y —x) auf Q (4.17)

und die Dirac Deltas sind gerade die Kerne in den, den Randwerten zugeordneten,
Funktionalen

(6:(y — ), w) = O'w(x) . (4.18)
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4 Finite Elemente Technik mit Grundlésungen

4.1.3 Verbesserte Genauigkeit bei ZielgréBen

Die Greenschen Funktionen G; miissen die Randbedingungen des primalen Problems
erfiillen:

Gi = wrp+¢ =0

Gi = wrp+g =0
mn(Gi) = mu(wr) +mup(g;) =0 } auf I'y (4.20)
0o (Gy) = vp(wg) + va(g:) = 0 auf I'y, (4.21)

woraus folgt, dass es die Aufgabe des reguliren Anteils wg ist, fiir die Einhaltung
der Randwerte zu sorgen,

wr(y, ) = —go(y, x) yelp (etc.). (4.22)

Je nach Lagerart werden daher an wr Randbedingungen in Form von inhomogenen
Dirichlet-Daten bzw. Neumann-Daten gestellt. Die inhomogenen Dirichlet-Daten,
wie Gl. (4.22), gehen in die Definition des Losungsraums S ein, wihrend die inho-
mogenen Neumann-Daten im Funktional (p,v) auf der rechten Seite auftauchen.

Der Losungsraum fiir wg

S=waV (4.23)

besteht aus einer Funktion w, die die inhomogenen Dirichlet-Daten erfiillt plus allen
Funktionen in V' (= Menge aller w mit homogenen Dirichlet-Daten).

Entsprechend hat die diskrete Losung des regulidren Problems die Gestalt!

wh(y) = wn(y) + Z w; i (y) (4.24)

wobei wy, eine Naherung fiir w ist. Typischerweise wird wy;, aus Ansatzfunktionen ¢;
gebildet, die ihre Knoten auf dem Dirichlet-Rand haben

wy(y) = Z w; 0i(Y) » (4.25)

d.h. wy, interpoliert w auf dem Dirichlet-Rand. Der FE-Lésungsraum ist dann

Sy =wp® V). (4.26)

LAn Stelle von wg(y, z) wird vereinfachend wg(y) geschrieben.
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4.2 Numerische Beispiele fiir die GFD-Methode

Die schwache Form
wh € Sy : a(wh, vy) = (p,vn) vy, € Vi (4.27)

lautet somit im Detail z.B. fiir eine allseits gelenkig gelagerte Platte (I'y = T')

(%h

a(z wi;, vp) = —a(wp, vy) — mn(go) I ds. (4.28)
j Tn

Damit lasst sich die Greensche Funktion konstruieren

ég(ya IE) = w%(ya CC) + gO(y> CC) ) (429>

mit der sich dann der Punktwert w(x) ~ w(x)

() Z/Q@’S(yw)p(y) deZ/ng(y,w)p(y) d9y+/§2wﬁ(y,w)p(y) df, (4.30)

berechnen lédsst. Die Vorgehensweise fiir andere Zielgrofen ist analog.

4.2 Numerische Beispiele fiir die GFD-Methode

Die Implementierung der Technik in ein bestehendes FE-Programm ist sehr einfach,
da lediglich das Programm um die Grundlésungen erweitert werden muss.

Die Vorteile der GFD-Methode sollen zunéchst an einigen einfachen Modellproble-
men verdeutlicht werden.

Es werden Ergebnisse, die auf konformen, bikubischen Plattenelementen beruhen,
mit der GFD-Methode verglichen. Die uniformen FE-Netze sind bei beiden Metho-
den jeweils gleich. Die quasi exakte Losung ist eine Randelementlosung auf einem
sehr feinen Netz.

4.2.1 Rechteckplatte

Das erste Beispiel, siche Abb. 4.1a, ist eine allseits eingespannte Rechteckplatte
unter Gleichflachenlast. Verglichen werden die beiden Momente m,, und m,, im
Punkt (5,0;2,5).

Die mit der GFD-Methode berechneten Werte weisen bereits bei weniger als 100
Freiheitsgraden einen Fehler von weniger als 0,1% auf, wihrend die FE-Losung selbst

bei 6000 Freiheitsgraden nicht unter diese Fehlergrenze kommt. Die Konvergenzrate
der GFD-Methode ist sichtlich besser als bei der FE-Methode.
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Abb. 4.1: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden,
mit denen der Standard FE-Methode fiir die Momente m,, und m,,. a) Verwendetes
System, £ = 3-107, v = 0,16, t = 0,2 und belastet mit einer Gleichflichenlast, b)
Darstellung der relativen Fehler fiir die betrachteten Momente.
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S 12m x 12m : Anzahl der Freiheitsgrade
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Abb. 4.2: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden,
mit denen der Standard FE-Methode fiir das Moment m,, und die Querkraft ¢, im
markierten Punkt. a) Verwendetes System, Systemdaten siehe Abb. 4.1, gemisch-
ten Randbedingungen und belastet mit einer Gleichflichenlast, b) Darstellung der
relativen Fehler fiir das betrachtete Moment und die Querkraft.

4.2.2 L-Platte mit gemischten Randbedingungen

Das zweite betrachtete System ist eine L-Platte mit wechselnden Randbedingungen,
sieche Abb. 4.2a. Das System ist wieder mit einer Gleichflichenlast belastet und im
markierten Punkt e werden das Moment m,, und die Querkraft g, berechnet. Das
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4.2 Numerische Beispiele fiir die GFD-Methode

Besondere an diesem Beispiel sind zum einen die gemischten Randbedingungen, zum
anderen aber auch die Auswirkungen der Singularitidt der einspringenden Ecke auf
die Zielgroe (Stichwort: pollution error).

Der Unterschied in dem Moment ist relativ gering, siche Abb. 4.2b, mit kleinen
Vorteilen fiir die GFD-Methode, die auch insgesamt einen ausgeglichenen Verlauf
aufweist. Bei diesem Beispiel liefert die klassische FE-Technik nur unwesentlich
schlechtere Ergebnisse fiir die Momente als die GFD-Methode. Allerdings hat die
FE-Technik deutlich Schwierigkeiten mit der Greenschen Funktion fiir die Querkraft
qy. Die Werte sind etwa eine Zehnerpotenz schlechter als in der GFD-Methode. Hinzu
kommt noch, dass der Fehler nicht zwangsldufig bei einer Erhohung der Freiheits-
grade kleiner wird.

a) rreiiiiiiiieiiiiiiiiiiiiiiiios . b) 1000 F— Ty
: : 100 ;-—@—.—Z—,—,:—;—:—; e N —;
L i HN ]
g 10 e I
= 1E : : -
. () F : : 1
(37107 3715) % T -
®. L [ : : ]
5 0.0 [ o
3 0.001 : FEMq, «
: : o 0.0001 e i FEM q © =
: 1e-005 ‘ GFD q);
> 10 100 1000 10000

Anzahl der Freiheitsgrade

Abb. 4.3: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden,
mit denen der Standard FE-Methode fiir die Querkrifte ¢, und ¢, im markierten
Punkt. a) Verwendetes System, Systemdaten siehe Abb. 4.1, gelenkige Lagerung
und belastet mit einer Einzellast (mit ) markiert) in der Ndhe des betrachteten
Punktes, b) Darstellung der relativen Fehler fiir die betrachteten Querkrifte.

4.2.3 Punktlasten

Beim dritten Beispiel geht es um die Berechnung einer Zielgroe in direkter Néahe
einer Einzellast, siche Abb. 4.3a. Bei mehr als 200 Freiheitsgraden hat die GFD-
Methode quasi die exakte Losung erreicht, da der Fehler unter 0,0001%y liegt. Die FE-
Losung startet mit einem relativ groen Fehler (ca. 100%), aber selbst bei einem sehr
feinen Netz bleibt es bei einem Fehler von iiber 10%. Das Beispiel ist natiirlich unfair
gegeniiber der klassischen FE-Technik, weil hier zwei singuldre Anteile zusammen
kommen, aus der Belastung und aus der Auswertung. Es zeigt aber die Vorteile der
GFD-Methode ganz deutlich.
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Abb. 4.4: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden,
mit denen der Standard FE-Methode fiir das Moment m,, und die Querkraft g, im
markierten Punkt. a) Verwendetes System, Systemdaten siehe Abb. 4.1, fest einge-
spannter Rand und mit einer Teilflichenlast belastet (markiert mit einem grauen
Kasten), b) Darstellung der relativen Fehler fiir das betrachtete Moment und die
Querkraft.

4.2.4 Teilflachenlasten

Das néchste Beispiel ist eine allseits eingespannte Quadratplatte mit einer Teilfl4-
chenlast, sieche Abb. 4.4a. Der Aufpunkt liegt auf dem Rand der Gleichflichenlast.
Die Zielgréflen sind das Moment m,, und die Querkraft g,.

Auch hier wird der Vorteil der GFD-Methode wieder deutlich; die Fehlerkurven
liegen bei der Querkraft zwei bzw. beim Moment drei Zehnerpotenzen unterhalb des
Fehlers der FE-Losung.

Auffallend ist, dass die Steigungen der Fehlerkurven beider Methoden quasi gleich
sind. Das lasst darauf schliefen, dass der Fehler hauptséchlich vom reguldren An-
teil, welcher mittels FE-Technik berechnet wird, herriihrt. Bei den vorher gezeigten
Beispielen ist dies nicht zu beobachten.

In Abb. 4.5 sind die analytisch bekannte Grundlésung und die FE-Losung des re-
gulédren Problems fiir die Greensche Funktion der Querkraft dargestellt. Beide Bie-
geflichen zusammenaddiert, ergeben die gesuchte Einflussflache fiir die Querkraft.
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5
<>
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Abb. 4.5

Fiir das in Abb. 4.4 berechnete System sind a) die Grundlésung mit

der Singularitdt und b) der glatte, mit der FE-Technik bestimmte, regulire Anteil

dargestellt.

IS

4.2.5 Be

| aus der Bauprax

ispie

Die Platte in Abb. 4.6 a ist allseits gelenkig gelagert und liegt im Innern noch zusétz-

lich auf Wénden (Linienlagerung) auf. Als Zielgrofien wurden Werte, die fiir die Be-

messung der Platte relevant sein konnen, gewéhlt: Die Querkraft in der Nahe einer
Wandecke und das Moment im Feld. Der relative Fehler der berechneten Werte ist

in Abb. 4.6b in einem Diagramm dargestellt.
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Abb. 4.6: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden
mit denen der Standard FE-Methode fiir das Moment m,, und die Querkraft ¢,
in den markierten Punkten fiir ein quasi reales System. a) Verwendetes System,
Systemdaten siche Abb. 4.1, gelenkiger Randlagerung und Linienunterstiitzungen
und mit einer Gleichflichenlast belastet, b) Darstellung der relativen Fehler fiir das
betrachtete Moment und die Querkraft.

Die Momentenwerte streben mit zunehmender Netzverfeinerung sowohl bei der FEM
als auch bei der GFD-Methode gleichméflig gegen den exakten Wert, wobei die Er-
gebnisse der GFD-Methode qualitativ besser sind. Allerdings ist die Fehlerkurve
nicht mehr eine Gerade, sondern entspricht im doppeltlogarithmischen Maflstab ei-
ner Kurve, deren negative Steigung bei der GFD-Methode mit Zunahme der Frei-
heitsgrade deutlich zunimmt.

Die Querkraft konvergiert in beiden Verfahren deutlich schlechter. Wahrend der
Verlauf des Fehlers der GEFD-Methode stabil ist, treten bei der FE-Methode starke
Schwankungen auf: Eine Erhchung der Freiheitsgrade fithrt nicht zwingend zu ge-
naueren Ergebnissen. Um die relativ schwache Konvergenzrate der GFD-Methode
zu erkldaren, sind in Abb. 4.7 die Fundamentallosung und die Losung des reguldren
Anteils fiir die Querkraft dargestellt. Dabei ist gut zu erkennen, dass der regulére
Anteil, aufgrund des Systems und der Lage des Aufpunktes, nicht mehr so glatt
ist. Die Singularitdt kann zwar dank der Grundlésung gut dargestellt werden, der
reguldre Anteil verschlechtert aber die Approximation der Greenschen Funktion.

4.2.6 Bemessung im Stiitzenanschnitt

Mit der Frage, wie genau die Stiitzenanschnittsmomente sind, wird sich héufig im
Zusammenhang mit den finiten Elementen befasst. Da die Momente in der Né&he
von Stiitzen sehr stark ansteigen, befiirchten die Praktiker, dass die FE-Ergebnisse
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mit der FE-Technik bestimmte, regulére Anteil und

c¢) das System mit den Lagerungen dargestellt.

Y

Fiir das in Abb. 4.6 berechnete System sind a

nen fiir die Stiitzenkréfte identisch sind mit den Einflussfunktionen fiir die Durch-
biegungen. Man entfernt in Gedanken die Stiitze und bringt dort eine Kraft F' so

auf, dass sich die Platte dort um eine Léngeneinheit absenkt.
WEeil diese Biegefldche auch auf groben Netzen sehr leicht zu approximieren ist, sind

man Stiitzen in FE-Programmen modelliert und welches Modell besser geeignet ist

oder wie die Verfeinerung des Netzes aussehen soll.
Man kann zeigen, dass die Stiitzenkrifte relativ genau sind, weil die Einflussfunktio-

auf der unsicheren Seite liegen. Daher kommt immer wieder die Diskussion auf, wie

Singularitdt und b) der glatte

Abb. 4.7
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vk Abb. 4.8: Platte mit einer Stiitze
6mx6ml, 90/30cm (markiert mit 0O), Systemdaten
wie in Abb. 4.1.

aV

die Stiitzenkrifte P; in einer FE-Berechnung relativ genau. Dies legt den folgenden
Ansatz fiir die Berechnung der Biegefliche nahe

(@) = wh+ > Pt (4.31)
i=1
mit n = Anzahl der Stiitzen.

Methodisch wiirde das Verfahren so verlaufen, dass man im ersten Durchgang die
Stiitzenkrifte P; bestimmt und dann in einer Nachlaufrechnung

ngvw:=ﬁf(—fﬁ;é mnwy)%ﬂds—gyw})-%@ﬂm) (4.32)

- n
=1

die reguliire Losung w’ und daraus die Stiitzenanschnittsmomente, etwa m,, mit
der Gleichung

0wl 0wl - 0?g 9g
h R R 0 0
m,, = —K( 2 +v 2 + E P,( 92 +v 3 )) (4.33)

=1

berechnet wiirden. Auf gleiche Weise wire mit der Querkraft bzw. mit dem Kirchhoff-
Schub zu verfahren. Dass diese Methode bessere Ergebnisse liefert als die normale
FE-Technik, wird am Beispiel der punktgestiitzten Platte im folgenden Abschnitt
gezeigt.

4.2.7 Punktgestiitzte Platten

Das letzte Beispiel ist eine punktgestiitzte Platte unter Gleichlast, siehe Abb. 4.8. Die
hierfiir verwendete Technik wurde im Kapitel 4.2.6 kurz erlautert. Der Momenten-
und Querkraftverlauf im horizontal verlaufenden Schnitt sind in Abb. 4.9a und
b dargestellt. Die vertikalen Striche in den Diagrammen markieren die Orte, die
gewohnlich zur Bemessung der Platte im Bereich der Stiitze herangezogen werden.
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Abb. 4.9: Vergleich der Ergebnisse, die mit der GFD-Methode bestimmt wurden
mit denen der Standard FE-Methode fiir das Moment m,, und die Querkraft ¢, in
einem Schnitt durch die Platte, siche Abb. 4.9. Markiert sind die fiir die Bemessung
relevanten Stellen. a) Momentenverlauf und b) Querkraftverlauf.

Grundsatzlich ist festzuhalten, dass der Querkraft- bzw. Momentenverlauf der GFD-
Methode an den berechneten Stellen deckungsgleich mit dem exakten Verlauf ist.
Hingegen ist bei der FE-Technik zu erkennen, dass mit den Bordmitteln der Element-
formulierung? nicht mehr als der dargestellte Verlauf moglich ist. Gleiches gilt fiir den
berechneten Querkraftverlauf. Und somit kénnen sich an den bemessungsrelevanten
Stellen Differenzen in den Schnittkréiften ergeben, die nicht zu vernachléssigen sind.
Im gezeigten Beispiel verhélt es sich so, dass man mit den Werten der FE-Methode
bei der Bemessung auf der sicheren Seite ist.

Abschlieflend sind in Abb. 4.10 die Einflussfunktionen fiir die Querkraft fiir die
Stiitze dargestellt. Dabei zeigt sich, dass bei der GFD-Methode kein Unterschied zur
exakten Einflussfunktion festzustellen ist; beide Funktionen sind deckungsgleich. Die
Abweichungen der FE-Einflussfunktion treten hauptséichlich im Bereich der Stiitze
(Abstand bis ca. 20 cm) auf. AuBlerhalb dieser Zone sind die Ergebnisse sehr gut.

8
6
4

_ 2

§ 0
2 ‘ R ‘ Abb. 4.10: Vergleich der exakten Ein-
Ao - T - | flussfunktion mit der, die mit der FE-
S . R . | Methode erzeugt wird und mit der mit
8 3 35 4 45 5 Hilfe der GFD-Methode bestimmten Ein-

X flussfunktion.

2ein bikubischer Ansatz
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5 Modellfehlerbestimmung

Werden fiir die Berechnung eines Bauteils Naherungsverfahren wie z.B. die finite
Elemente Methode verwendet, so ist die Losung des Problems nicht exakt. Erst fiir
einen sehr hohen Diskretisierungsgrad néhert sich die FE-Losung der exakten Losung
an. Das haben die vorherigen Untersuchungen gezeigt. Gesteuert werden kann dieser
Prozess durch eine adaptive Netzgestaltung, sowohl global als auch zielorientiert.

Unberiicksichtigt bleibt dabei der Fehler, der im vorher formulierten Modell steckt:
Annahmen {iber die Geometrie, Vereinfachungen im Materialgesetz oder unkorrekte
Randbedingungen. Dieser Fehler kann neben dem Diskretisierungsfehler eine ent-
scheidende Grofle sein und miisste daher eigentlich bei jeder FE-Berechnung mit
beriicksichtigt werden.

In diesem Kapitel sollen verschiedene Moglichkeiten entwickelt und untersucht wer-
den, einen Modellfehler bzw. die Verdnderungen, die durch eine ungenaue Modellbil-
dung hervorgerufen werden, zahlenméflig zu ermitteln. Dadurch kann dem Ingenieur
eine Entscheidungshilfe an die Hand gegeben werden, die Abweichungen in einer Be-
messungsgroffe bei Parameterschwankungen berechnet oder z.B. einen Indikator fiir
eine detailliertere Modellbildung zu Verfiigung stellt.

Bei allen folgenden Betrachtungen wird davon ausgegangen, dass es keinen Unter-
schied macht, ob man den Modellfehler mit der analytischen Losung der Differenti-
algleichung oder mittels der FE-Losung berechnet. In Kapitel 5.9 wird aufgezeigt,
dass man den Modellfehler und den Diskretisierungsfehler getrennt voneinander be-
trachten kann.

5.1 Ein erster Zugang

Es wird von der Gleichgewichtsbedingung in der schwachen Form ausgegangen
ac(te,v) = (p,v) YoeV. (5.1)

Die schwache Losung dieses exakten Modells, das durch die Bilinearform a.(u.,v)
charakterisiert wird, sei die Funktion ..
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5 Modelltehlerbestimmung

Es sei nun angenommen, dass die Losung dieser Aufgabe mit vertretbarem Aufwand
nicht zu erreichen ist und stattdessen ein vereinfachtes Modell zum Einsatz kommt,
das durch eine vereinfachte Bilinearform a(-, -) beschrieben wird

a(u,v) = (p,v) YveV. (5.2)

Gesucht ist eine Bestimmungsgleichung fiir den Fehler e, = u. — u zwischen diesen
beiden Losungen.

Am Beispiel eines Zugdruckstabes soll die Vorgehensweise verdeutlicht werden. Die
Dehnsteifigkeit des exakten Modells hdnge von den beiden verdnderlichen Parame-
tern E(x)A(z) ab, wihrend in dem vereinfachten Modell der E-Modul als konstant
angenommen wird, EyA(x). Die Differentialgleichungen fiir die beiden Systeme lau-
ten:

—(FAu.) =
—<EOA U/)/

p  bzw. (5.3)
p.

Der Modellfehler ist der Unterschied zwischen der exakten Losung u,. und der Losung
u des vereinfachten Problems
Cm = Ue — U. (5.5)

Entscheidend fiir alles Folgende ist, dass die rechten Seiten beider Differentialglei-
chungen identisch sind:

—(EAU.) + (Eg Au) =p—p=0. (5.6)
Erweitert man Gl. (5.6) um die Identitét (FAw') — (EAW) =0
—(EAYU.) + (EAYW) — (FAU) + (EgAu') =0 (5.7)
und fasst die ersten beiden Terme zusammen, so folgt
—(EA€,) = (EAWY — (ByAd) . (5.8)

Es ist zweckméBig, die rechte Seite dieser Gleichung weiter zusammenzufassen. Man
erhélt so eine Differentialgleichung fiir den Modellfehler.
—(EAe) = (EAU) — (EgAu') = (EA(I — (EA) ' EgA) ')

=: (FAZ,u') (5.9)

Das Symbol
T, =1—(EA)EA (5.10)
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kann man als Riickrechenoperator Z,, bezeichnen. Stellt man die Gleichung nach [/
um und setzt in Gl. (5.8) ein, so fithrt das auf

—(EA€,) =

EAU) — (EyAu') = (FATW) — (EgAu')
EA{ZL, + (EA) ' EgAW) — (EgAu')
EAL, W) + (EA(EA) ™ EgAu') — (EgAu)
EAT, ") + (EgAu') — (EgAu')

A~~~ /N~

oder, siehe z.B. [51] oder [52],
— (EAe€l,) = (EAZ,u') . (5.11)

Die Koeffizienten F' A in dieser Differentialgleichung stammen von dem inhomogenen
Material. Die rechte Seite der Differentialgleichung ist abhéingig von der Losung
u. Geht man davon aus, dass das inhomogene Materialgesetz ohne all zu groflen
Aufwand beschrieben werden kann, so ist dieses Problem mit vertretbarem Aufwand
zu 16sen. Die schwache Form fiir die Bestimmung des Modellfehlers lautet somit

ac(em,v) = R(u,v) YoeV (5.12)
mit l
Ae(€m,v) = / EAel v dx (5.13)
0
und l
R(u,v) := / FAZ,u' v dzx. (5.14)
0
An dieser Stelle wiirde dann die FE-Technik ansetzen.
p =10 kN/m
e e e s e e
777 l=5m ==

Abb. 5.1: System mit Belastung.

5.1.1 Ein Beispiel

Ein kleines Beispiel moge die Analyse des Modellfehlers veranschaulichen. Ausgangs-
punkt ist das in Abb. 5.1 dargestellte System, welches mit zwei unterschiedlichen
E-Moduli (Ey und E;) modelliert werden soll. Der sich daraus ergebende Unter-
schied in den Verschiebungen w soll iiber Gl. (5.9) bestimmt werden.
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5 Modelltehlerbestimmung

Das urspriingliche System hat eine Dehnsteifigkeit von EyA = 100.000kN/m, das
verdnderte System einen Wert von E;A = 80.000kN/m. Fiir das Ausgangssystem
erhélt man die Losung

u(z) = —ﬁ(f)ﬁ — 50z). (5.15)

Damit folgt fiir den Riickrechenoperator Z,,

Tn=1—(BA) " EA= —i . (5.16)

Somit ergibt sich fiir die rechte Seite der Differentialgleichung

1 10 . 5 80.000
AT W = FA- (=) (——0) = 2. 20 g 1
LA SEm U A (=) EOA) 2" 100.000 (5.17)

und folglich lautet die Bestimmungsgleichung fiir den Modellfehler
— E1Ael =2. (5.18)

Sie hat die Losung

— B Aen(z) =210 = e,() (102 — 2?). (5.19)

T EA

Im Punkt x = [ betréigt die Differenz in der Verschiebung 0,3125 mm. Diese Differenz
wird durch Nachrechnung an beiden Systemen bestétigt

em = U —u = 1,5625 — 1,25 mm = 0, 3125 mm . (5.20)

5.2 Schwache Formulierungen und der d-Term

Es soll eine einfache Moglichkeit entwickelt und untersucht werden, mit der es
moglich ist, den Modellfehler zu ermitteln bzw. die Auswirkungen der Modell-
verdnderungen abzuschétzen. Diese Methode wird sowohl an einfachen Beispielen,
welche analytisch gelost werden konnen, als auch an Problemen der Scheibe, welche
mittels FEM gelost werden, erldutert, wobei die Technik immer die Gleiche bleibt.

5.2.1 Berechnung des Modellfehlers fiir lineare Probleme

Den Ausgangspunkt bilden die beiden Gleichungen

— (EoAu) =p (5.21)
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5.2 Schwache Formulierungen und der d-Term

und
— (BAw) =p, (5.22)

also das vereinfachte Modell mit der Losung u und das genauere Modell mit der
Losung .

Zum vereinfachten Modell gehort die Bilinearform
!
a(u,v) —/ EoAu' v dx (5.23)
0

und die Formulierung
a(u,v) = (p,v) YoeV, (5.24)

wahrend zum verfeinerten Modell die Bilinearform
! l
ac(u,v) = / EAW v dr = / (EgA+ AEA)u' v dx
0 0

I I
:/ EoAu’v’dx+/ AFEAV vV dx
0 0
= a(u,v) + d(u, v) (5.25)

gehort, die die Summe aus a(u, v) und der zusatzlichen, symmetrischen Bilinearform
!
d(u,v) = / AFE Au'v' dx (5.26)
0

ist. Das exakte Problem fiihrt auf die Variationsgleichung
a(ue,v) + d(ue,v) = (p,v) YveV (5.27)

mit dem Zusatzterm d(u.,v), der die Teile eines Modells repréasentiert, welche nur
mit hohem Aufwand zu modellieren und zu berechnen sind.

Subtrahiert man die Gln. (5.27) und (5.24) voneinander, so liefert dies
a(ue —u,v) + d(ue,v) =0 (5.28)

oder mit e,,, = u. — u

a(em,v) = —d(ue,v) . (5.29)
Da diese Gleichung Ahnlichkeit mit der aus der Methode der finiten Elemente be-
kannten Galerkin-Orthogonalitidt hat, wird sie in [12] als eine gestorte Galerkin-
Orthogonalitét bezeichnet. Gl. (5.28) ist die Bestimmungsgleichung fiir den Modell-

fehler. Sie ist dquivalent zur im vorigen Abschnitt formulierten Differentialgleichung
fir den Fehler e, = u. — u.
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5.2.2 Der Fehler in der ZielgroBe

Nach diesen einleitenden Betrachtungen soll wieder zur linearen Elastizitétstheorie
gewechselt werden. Den Ingenieur interessieren die Abweichungen in den Verschie-
bungen oder Spannungen in ganz bestimmten Punkten (Bereichen). Mathematisch
ist das der Fehler in den Funktionalen

uc(x) —u(x) = J(ey,) oder o (x)— om(x)=J(en). (5.30)

Trr

Wesentlich fiir das Folgende ist wieder, dass sich die Belastung p des Systems nicht
andert. Dies impliziert, dass ein Test mit einer virtuellen Verriickung v vorher wie
nachher dieselbe virtuelle duflere Arbeit (p,v) liefert und daher auch die virtuellen
inneren Arbeiten gleich sein miissen

0A;(ue,v) = a(u,,v) + d(u.,v) = (p,v) = 0A.(p,v) (5.31)
dA;(u,v) = a(u,v) = (p,v) = §A.(p,v), (5.32)
was bedeutet
0A; (U, v) — 04;(u,v) = a(u., v) + d(u., v) — a(u,v) = (5.33)
oder
a(en,,v) = —d(u.,v) mit e, =u.—u. (5.34)

Es sei 2z, die Greensche Funktion des Funktionals J(-) im verfeinerten Modell, also
die Losung des Variationsproblems

a(v,z.) +d(v,z.) =J(v) YveV. (5.35)

Setzt man v = e, = u. — u, so erhilt man den Modellfehler im Funktional J(-),
d.h. den Fehler in einer bestimmten Zielgrofle an einer definierten Stelle,

J(en) = alen, z.) + d(em, z.) (5.36)
oder mit a(ey,, z.) = —d(u,, z.)
J(en) = —d(u, z.) + d(u., z.) — d(u, z.) = —d(u, z.) . (5.37)

Das ist die zentrale Gleichung fiir den Modellfehler.

Dasselbe Resultat erhilt man auch, wie man zeigen kann, mit dem Paar {u., z}
J(en) = —d(u., z). (5.38)

Beide Kombinationen sind also méglich

J(en) = —d(u., z) = —d(u, z.) . (5.39)

Zusammenfassend lésst sich sagen: Die Elemente einer rechnerischen Modellanalyse
sind
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e u = Losung des vereinfachten Modells
e u, = Losung des verfeinerten Modells
e z = Greensche Funktion am vereinfachten Modell

o z,. = Greensche Funktion am verfeinerten Modell

Die Bilinearform d(-, -). Sie erstreckt sich nur iiber den Bereich des Tragwerks,
in dem sich die beiden Modelle unterscheiden.

Die praktische Bedeutung der Formel J(e;,) = —d(u, z.) liegt darin, dass man mit

ihr voraussagen kann, welche Auswirkungen z.B. Anderungen in den Materialkon-
stanten auf interessierende Werte haben werden.

Genauso kann man die Formel dazu benutzen, Modelle gezielt zu vereinfachen. Die
Sensitivitat steckt dabei in der Greenschen Funktion z.. Sie wichtet anhand des
Verlaufs von w und z, den Einfluss, den die Anderungen der Materialkonstanten
bzw. die Anderungen am Modell auf J(u) haben.

Formal ist die Bilinearform d(u, z.) ein Lo-Skalarprodukt. Das bedeutet:

1. Sie lésst sich durch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung abschétzen

ld(u, z.)| < d(u,u) - d(z, z.) (5.40)

2. v und z. konnen im energetischen Sinne orthogonal zueinander sein

d(u,z.) =0 u#0, z.#0. (5.41)

Spielt man die verschiedenen Varianten, u grof3/klein, z. grof$/klein, durch, so sieht
man, dass Anderungen in den Steifigkeiten nur dann spiirbare Konsequenzen haben,
wenn beide Anteile, u und z., im Integrationsbereich der Bilinearform d(-,-) grof3
sind und sie parallel gerichtet sind. Was bei Vektoren der Winkel ¢ zwischen den
Vektoren ist
Ty
a' b=cosyl|al-|b|, (5.42)

ist bei Flachentragwerken der Winkel ¢ zwischen den Hauptspannungen von v und
Hauptdehnungen von z,

d(u, z.) :A—EE/ gij(u) - g;(z.) dQ

AE [ .
—T/ [o7 - (€1 - cos® @ + g5 - sin )
Qe

+oqr - (67 -sin® o + g7 - cos® )] dQ . (5.43)
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Der maximale Effekt stellt sich dann ein, wenn die Richtungen von z. und w zu-
sammenfallen,

AFE
J(en) = —d(u,z.) = B ; lor - er+ o - €] dSY. (5.44)

Diese Richtungsabhingigkeit der Wechselwirkungsenergie d(-,-) wird auch gut in
der FE-Notation sichtbar, wo die innere Energie sich als quadratische Form der
Knotenvektoren darstellt

a(u,v)g, = v Ku=f"u. (5.45)

Wenn sich der Elastizititsmodul E eines Elements dndert, £ — E + AFE, dann
hangt der Effekt von dem Winkel ¢ zwischen dem Vektor f,, = AK z. und dem
Vektor u ab

- d(ua'ZC) = _ch AKu = _ch’u’ - _|fzc| ) |’U,| Cos . (546)

Natiirlich ist der Winkel ¢ formal ein anderer Winkel als zuvor, wenn er gleichwohl
indirekt von den Richtungen der Hauptspannungen und Hauptdehnungen der beiden
Felder u und z. abhéngt.

Die Elemente des Vektors f.. sind die Arbeiten, die die Spannungen der Green-
schen Funktion z. auf den Wegen der virtuellen Verriickungen ¢f des Elements
leisten. Und wenn f,. in dieselbe Richtung zeigt, wie die Knotenverschiebungen u
des Elements vor der Anderung, dann ist der Effekt der Anderung maximal.

Beispiel

Um die Handhabung der Grundgleichung
J(en) = —d(u, z.) (5.47)
verstdndlich zu machen, wird ein Beispiel aus der Balkenstatik betrachtet.

In dem Stockwerkrahmen in Abb. 5.2 féllt die Steifigkeit £ in dem oberen linken
Riegel um 30% ab. Es soll der Einfluss bestimmt werden, den diese Anderung auf das
Moment im oberen Riegel rechts von der Stiitze hat. Es geht bei dieser Fragestellung
um das Funktional

Hw) = M) =3 [ Gata) o) dy (543)

96



5.2 Schwache Formulierungen und der d-Term

a) b)

Abb. 5.2: Windbelastung auf Rahmen und Einflussfunktion fiir Stiitzenanschnitts-
moment, a) Windlast, b) Momentenverlauf M (x), ¢) Einflussfunktion fiir das Mo-
ment und d) Moment aus der Einflussfunktion.

fiir das Stiitzenanschnittsmoment M rechts von der Stiitze. Es ist Gy(y, x) = 2z die
zugehorige Einflussfunktion, siehe Abb. 5.2c.

Die Biegeenergie in dem Rahmen ist, es sei FA = GA = oo, gleich

l;
a(u,v) = Z/ Elu} v dz, (5.49)
—Jo
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so dass das Resultat lautet

AEI ' M M¢
EI J, AEI+EI

l
Hem) = =d(u,z) = =DEI [ a3l dy = - dy. (5.50)
0

Es sind folglich der Momentenverlauf aus der Greenschen Funktion z, und der Mo-
mentenverlauf M aus der Belastung im Riegel, siche Abb. 5.2b und d, die dariiber
entscheiden, welche Konsequenzen der Steifigkeitsabfall hat.

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde immer die Funktion z. vom verdnderten
bzw. quasi-exakten Modell verwendet. Im folgenden Kapitel wird diese Funktion
durch eine Naherung ersetzt, denn das Problem ist, dass die Funktion z. nur in
Ausnahmefillen bekannt ist und ansonsten nur mit nicht vertretbarem Aufwand
bestimmt werden konnte.

5.2.3 Die Naherung 2. ~ 2

Der Momentenverlauf AM¢ in Abb. 5.2d ist eigentlich der Momentenverlauf M.,
d.h. das Moment aus der Einflussfunktion z am urspriinglichen System. Fiir das
Modellproblem der linearen Elastizitdatstheorie bedeutet das

a(v,z) =J(v) YveV, (5.51)

wihrend das z. in der Formel (5.47) die Einflussfunktion am geschwéchten bzw.
verdnderten System ist

a(v,z.) +dv,z.) =J(v) YveV. (5.52)
Erweitert man die Gleichung
J(en) = —d(u, z.) (5.53)
um die Identitét d(u, z) — d(u, z) = 0, so ergibt sich
J(en) =—d(u,z) —du,z. — z) . (5.54)

Wenn man annimmt, dass im Bereich, {iber den in der d-Form integriert wird, der
Unterschied z. — z &~ 0 vernachléssigbar ist, dann folgt

J(en) ~ —d(u, z) (5.55)

als Ndherung fiir die Abweichung J(e,,) in dem Funktional. Dieses Vorgehen wird
durch Betrachtungen in [12] unterstiitzt.
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In Form von Gl. (5.55) ist die Abschéitzung brauchbar, denn es werden lediglich die
Losungen v und z am urspriinglichen Modell benétigt.

Die vereinfachte Formel soll am System in Abb. 5.1 {iberpriift werden. Der d-Term

fiir den Stab mit einem verénderten E-Modul lautet

"N N,
EA?

I
J(em) = —d(u, z) = —AEA/O w2 dy=—-AFA i dy (5.56)

und liefert niherungsweise fiir die Anderung der Stabverschiebung am rechten Ende
des Stabs

20. °
ue(l) —u(l) =~ ﬂ/ — dr =0,25mm, (5.57)
0

™~ 100.0002

wihrend die tatsichliche Anderung in der Verschiebung J (ém) = 0,3125mm be-
tragt.

a) P l l b)
4 T2 4 !
2 o~ — 2 > T —
0
p3 3
w(l/2) = ——— =: ¢ —_—
48V5EI  k 48+/5ET
d
) Wy ) Wy
A N
Aw Aw? [\ Tangente
Ay steifer va steifer
‘Ak Aki R ‘Ak Ali R
) 4 k=EI : k=EI

Abb. 5.3: Durchbiegung eines Tréigers: a) System und Belastung, b) Greensche
Funktion Gy, ¢) Durchbiegung w und d) Linearisierung.

5.2.4 Linearisierung

Indem man die Greensche Funktion z. durch die Greensche Funktion z annéhert,
linearisiert man praktisch J(w) im Punkt w, wie am Beispiel des Trégers in Abb.
5.3 erlautert werden soll.
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Zum Studium des Zusammenhangs zwischen Belastung P und Durchbiegung u(=
w), kann der Tréager auf eine Feder reduziert werden. Die Steifigkeit k& der Feder
andert sich auf den Wert k + Ak. Die schwache Form des Gleichgewichts lautet mit
a(u,v) =vkuund d(u,v) =vAku

a(u,v) =ukv = (P,v) (5.58)
a(te,v) + d(te,v) = uckv+u. Akv = (P,v). (5.59)

Es sei J(u) = u die Auslenkung der Feder, dann gilt
1
J(u):u:a(u,z):zku:Eku:u, (5.60)

mit z = 1/k als Greensche Funktion. Andert sich die Federsteifigkeit, k — k 4 Ak,
so gilt, wenn u,. die zu (k + Ak) gehorige Verschiebung bezeichnet

J(em) = J(u.) — J(u) = —d(u, z.) = —z. Aku = — Aku. (5.61)

k+ Ak

Dasselbe Ergebnis erhiilt man aus den beiden Gleichgewichtsbedingungen. Weil sich
die Last P nicht dndert, gilt

ku= P = (k+ Ak) u, (5.62)
und daraus folgt, nach einigen Zwischenschritten, wieder Gl. (5.61).

Entwickelt man das Federgesetz

P
u=u(k) = - (5.63)
in eine Taylorreihe
P P U
so erkennt man, dass die Naherung
uc—u:u(k;—i—Ak)—u(k:)%—d(u,z):—zAku:—%Ak (5.65)

gerade den ersten beiden Termen der Taylorreihe entspricht und folglich die Form
d(u, z) eine Linearisierung darstellt. Ahnliche Diagramme wie in Abb. 5.3 werden
spater im Kapitel 6 fiir die Scheibe gezeigt.
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5.2.5 Asymmetrie

Linearisierung bedeutet aber eben auch, dass Anderungen +Ak rechnerisch zu sym-
metrischen Anderungen |J(e,,)| fithren, was aufgrund des 1/k-Effektes nicht der
Federcharakteristik entspricht, sieche Abb. 5.3 c. Eine Feder reagiert unsymmetrisch
auf Anderungen in der Federsteifigkeit. Anders gesagt: Verringert man die Steifig-
keit, Ak < 0, dann hat dies andere Auswirkungen auf die Verschiebung als wenn man
die Steifigkeit um dasselbe MaB;, Ak > 0, erhoht. Eine Reduzierung der Steifigkeit
hat grofere Auswirkungen auf die Federauslenkung u als eine Versteifung?.

Es gibt ein zweites Phdnomen, das mit dem 1/k zusammenhéngt. Wegen des Feder-
gesetzes

1 S
ku=f oder u:Ef = u :_ﬁf’ (5.66)

ist die Ableitung von u(k) invers proportional zu k% und so sind die zu Ak gehdrenden
Verschiebungsinkremente Au
1
Au=u' Ak = —2 Ak f (5.67)

um so grofler, je schwécher die Feder ist.

Was fiir die Feder gilt, gilt natiirlich fiir ganze Tragwerke ebenso. Die Ausgleichsbe-
wegungen, die ein Tragwerk vollfithrt, wenn sich die Steifigkeiten d&ndern, sind invers
proportional zu den urspriinglichen Steifigkeiten. So reagieren weich aufgehéngte
Tragwerke sehr empfindlich gegeniiber Steifigkeitsinderungen, woraus folgt, dass
den Einflusskoeffizienten bei solchen Tragwerken mit einiger Skepsis zu begegnen
ist.

Dass die Statik hinter der Naherung von Gl. (5.65) eigentlich nicht falsch ist, sondern
die Anderungen im Kréftespiel gut wiedergibt, belegen die folgenden Gleichungen.

Eine Taylor-Entwicklung der Greenschen Funktion

=———=Ak+... )
FiAk k RorT (5.68)
liefert fiir u, das Ergebnis
1 1 Ak 1
raft

Die Steifigkeitséinderung k& — k + A k bewirkt, dass das urspriingliche u die Kraft
(k+Ak)u= f+Akuin der Feder produziert. Um diese iiberschiissige Kraft zu eli-
minieren, muss eine entgegengesetzte Bewegung Au, = Ak - u./k (ndherungsweise)
dem wu iiberlagert werden.

Dasselbe gilt beim Autofahren: Wer eine Hilfte der Strecke mit 80 km/h fihrt und die andere
Hélfte mit 120 km/h, kommt spéter an, als der Kollege, der konstant 100 km/h fihrt.
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Die vollstandige Arbeitsgleichung

szMky Mzszz MLTMkT
ik, = dr  + + T+
GIT
Blegemomente Blegemomente Torswnsmomente
um die y—Achse um die z—Achse um die z —Achse
l l
+ K ‘/izvkz de + K ‘/zyvky dx + chNkJ:
o 9P GA o YT GA
Querkrafte Querkréfte Normalkrafte
in z—Richtung in y—Richtung

l l l
AT AT,
+ / NiO[Tde + / MiyOéTTZ dx + / MizaTTy dx +
0 0 0

GleichméBige UngleichméfBige Temperatur UngleichméfBige Temperatur
Temperatur in z—Richtung in y —Richtung
+ Z Ni’nNkn + Z Mi'kam
n CNn " CMm
—_——
Normalkraftfedern Biegemomentenfedern
— Z Cilckl — Z Cilckl
N—— N——
Eingepragte Eingepréagte
Lagerverschiebungen Widerlagerverdrehungen
Erlauterungen

i,k = Spannungszustande i, k AT, = T, -T, (Temperaturdifferenz)
E = Elastizitdtsmodul h = BalkenhoGhe
G = Schubmodul AT, = T, —T} (Temperaturdifferenz)
I, = Trégheitsm. um y—Achse b = Balkenbreite
I, = Tragheitsm. um z—Achse CN = Translationsfedersteifigkeit [in kN/m)]
Ir = Torsionstragheitsmoment cM = Rotationsfedersteifigkeit [in kNm]
A = Querschnittsflache Cu = Lagerkraft in Richtung c;
kg = Schubflichenbeiwert Cki = Lagerverschiebung [in m)|
ar = Temperaturdehnungskoeff. M;, = Einspannmoment in Richtung .,
T = Gleichm. Erwidrmung [in K] ¢Yrw = Lagerverdrehung

Abb. 5.4: Mohrsche Arbeitsgleichung.

Bei Steifigkeitsmatrizen hat die Taylor-Entwicklung die folgende Form, siehe z.B.
[18],

(K+AK)'=K'-K'AKK'+..., (5.70)
woran die Analogie zwischen Gl. (5.69) und
= (K+AK) 'f~u—- K 'AKu (5.71)

ablesbar ist.
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5.2 Schwache Formulierungen und der d-Term

5.2.6 Zusatzterme in der inneren Energie

Wie man an der Mohrschen Arbeitsgleichung ablesen kann, siehe Abb. 5.4, be-
schrinkt sich die Wechselwirkungsenergie in realen Stabtragwerken nicht einfach

nur auf das Integral
. .
M M
v) = d 5.72
a(w, w) . EI T, (5.72)

sondern zu jedem der elastischen Konstanten K1, EA, GA, Glr, k, k, etc. gehort
ein eigener Beitrag

AN L1

NN Vv
—d —d te. 5.73
. EaA x A x etc. , (5.73)
der wiederum Anlass zu einem eigenen d-Term gibt, wenn sich die elastischen Ei-
genschaften &ndern. Fast alle diese Beitrége sind aber von derselben Bauart wie Gl.
(5.72). Unterschiede machen nur Federterme und Erweiterungen der inneren Ener-

gie, wie sie bei elastisch gebetteten Trégern auftreten.

Liegt ein Trager auf elastischen Lagern z; mit den Federsteifigkeiten k;, dann lautet
die Wechselwirkungsenergie

a(w,w) + Z ki w () w(x;) . (5.74)

Andert sich die Federsteifigkeit in einer Feder? z; = =, k — k+ Ak, dann lautet der
d-Term
d(w, ) = Akw(z)w(x). (5.75)

Die Anderung in einem Funktional wird ndherungsweise iiber

Ak

J(em) = —Ak z.(x)w(zr) =& —Ak z(z) w(x) = %
bestimmt. Hierbei ist z die Stauchung der Feder im Lastfall §; und w ist die Stau-
chung der Feder unter der Last p, beide Werte vor der Anderung der Steifigkeit. Die

Schreibweise

fo(x) w(z) (5.76)

Tew) = =2 fa) wie) (5.77)

soll daran erinnern, dass J(e,;,) eine Energie ist. Es ist die Arbeit, die die Federkraft
f. aus dem Lastfall §; auf dem Federweg w leistet und das ganze mit dem Verhéltnis
der Steifigkeiten multipliziert.

Mit Lastfall §; ist die Singularitédt gemeint, die man aufbringen muss, um die Green-
sche Funktion G; zu erzeugen. An statisch unbestimmten Systemen entstehen aus

?Der Index ¢ wird im Folgenden weggelassen.
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5 Modelltehlerbestimmung

einer Einzelkraft P = 1 (dy), einem Moment M = 1 (§;), etc. Krifte f. in den
Lagerfedern.

Die Behandlung von elastisch gebetteten Balken
EIw' +cw=p (5.78)

erfolgt analog. Die Wechselwirkungsenergie enthélt ein zusétzliches Integral
! !
a(w,w) = / Elw" " dx +/ cwwdx. (5.79)
0 0

So fithrt eine Anderung ¢ — ¢ + Ac der Bettungsziffer auf die Formel

l lA
J(em)%—d(z,w):—/o Aczwdy:—/o C—;ffzdy (5.80)

fiir den Modellfehler im Funktional J(w), wobei f = cw bzw. f, = ¢z die Bodenre-
aktionen sind.

Diese Darstellung wurde in [59] angewandt, um den Einfluss der Pfahlgriindung bei
Schwankungen im Steifemodul Fy des Baugrundes auf bemessungsrelevante Schnitt-
grofen zu ermitteln. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse dazu befindet sich in
Kapitel 6.6.

) b) A
1 1
fiih fjf_h
pom e 0 it O
EI=1 ¥ >
Ql QQ
1 1 1
M, h

Abb. 5.5: Biegemoment M! der FE-Einflussfunktion fiir M (z): a) statisch be-
stimmter Tréger und b) statisch unbestimmter Triger.

5.3 Stabtragwerke

Bei einem Stabtragwerk ist der Ausdruck

LM, M,
o EI.FI

l
J(en) = —d(w,, 2) = —AEI /0 W 2" dy — —AEI dy (581
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5.3 Stabtragwerke

bis auf die diversen Faktoren AFEI, Fl., EI identisch mit dem Mohrschen Arbeits-
integral. Nun kann man aber mit dem Mohrschen Arbeitsintegral z.B. nicht das
Moment J(w) = M (z) in einem Punkt berechnen, wie in Abschnitt 3.2.5 gezeigt
werden konnte. Wieso man aber dennoch mit der obigen Formel (5.81) die Anderung
J(em) = M.(x) — M(x) berechnen kann, soll kurz aufgezeigt werden.

Es gilt, siehe Abb. 5.5a,

z+0,5h 1

}lbli%a(wh? Zh) = }ILI_)I% o 0.5h E Mh<y)dy = M(:U) ) (582)

aber der zur Grenzlage gehorige Ausdruck

YM, M oM
Edy= | ——dy = 5.
T /O 77 W="0 (5.83)

ist null. Im mathematisch schwachen Sinne konvergiert die Folge der Rechtecke gegen
das Dirac Delta, siche Gl. (5.82), aber am Schluss hat man keine Funktion {ibrig,
mit der man rechnen kann.

Am statisch unbestimmten Tréger in Abb. 5.5b kann man das rechnerisch nachvoll-
ziehen. Der Momentenverlauf M, = My + X; M; = 0 + X; M ist dreiecksférmig.
Die statisch Uberzéihlige X ist das Einspannmoment und M, ist ein Vielfaches (X})
von M;. Die Gleichung

! I
M, M X My M
a(z,w) = dy = / —————dy=0 (5.84)
. EI . EI

ist gerade die Orthogonalitat zwischen M und M, d.h. die Eigenschaft w’(0) = 0.

An diesem Tréger kann man gut zeigen, dass der d-Term nicht null wird. Der Trager
[0,1] wird in zwei Intervalle 2; und €y unterteilt und nur in ©; &ndert sich die
Steifigkeit. Es sei w, die Biegelinie, die sich nach der Steifigkeitsinderung einstellt
und z sei die Einflussfunktion fiir das Moment M (z) an einer Stelle x des Trigers
mit konstanter, durchgehender Biegesteifigkeit E'1.

Formuliert man die erste Greensche Identitdt am urspriinglichen Trager mit dem
Paar {w,, z} und spart eine e-Umgebung des Aufpunktes x aus, dann folgt nach
dem iiblichen Grenziibergang das Ergebnis

lim G(w,, 2)q, = a(we, z) = 0. (5.85)

e—0

Somit kann man schreiben

AFE]T AFET

0 = a(we, 2) = a(w,, 2)q, + a(we, 2)q, = Foli a(we, 2)q, + =T a(we, 2)q,
AFET
= d(wc7 2)91 + ﬁa(wca Z)Qg (586)
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5 Modelltehlerbestimmung

~20, 83kNm

~10, 42KNm
Y V\ Y VY Y VY Y VY \ 4
= i N
77%7 r=2,5m —
M
—15,62kNm
b) J(e) = 2, 61kNm
y \ YV Y Y Y YYY VY
[—
77 —
M.
—6796, 87 kNm
c)
MC
~N ?
[ I |
| 5 m 5 m |
1 1

Abb. 5.6: Durchlauftriger, a) Momente bei ungleichen Steifigkeiten, b) Momente
bei gleichen Steifigkeiten, ¢) Momentenverlauf der Greenschen Funktion.

und damit AE]

T a(we, 2)q, (5.87)
was in der Regel nur null ist, wenn das Intervall €2, auf einen Punkt schrumpft, aber
dann wire €; = [0, (] gleich dem ganzen Trager. Und dann ist in der Tat die Formel
J(em) = —d(w,, z) = 0 nicht anwendbar.

d(we, z) =

Regel [n der Balkenstatik ist die Formel
J(em) = —d(w,, z) = —d(w, z.) (5.88)

auch auf Kraftgrifien anwendbar, solange sich das Arbeitsintegral d(w,, z) nur tiber
einen Teil des Tragwerks erstreckt.
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5.4 Tragwerksmodelle

Beispiel

Ein Beispiel soll dies erlautern. Das Flachentragheitsmoment I im ersten Feld des
Trégers in Abb. 5.6a ist urspriinglich doppelt so groff wie im zweiten Feld, d.h.
EI, = 2- EI, = 90.626 kNm?, fillt dann aber auf denselben Wert wie im zweiten
Feld, FI, = EI,. Das Moment im Punkt x = 2, 5m vorher und nachher betragt

M(z) = —10,42kNm  M.(z) = —7,81kNm, (5.89)
was J(en) = 2,61 kNm entspricht.

Dasselbe Ergebnis erhélt man durch Auswertung des d-Terms, wobei iiber das erste
Feld integriert wird

> M M¢ AEI >
J(em) = —d(w,z,)=—-AFl | — —Z2dy=——"—— [ MM-d
(€m) (w, z) . EIEL®™ EI-EIC/O 2 Y
AEI 1
AE] —EI, 1

(5.91)

El-EI, 2-EL-El,  90.626°

Bemerkung: Bei anderen Tragwerken stellt sich das Problem so nicht, da man in der
Regel immer nur auf die FE-Losung zuriickgreifen kann und fiir die FEM gibt es
keinen Unterschied zwischen schwachen und starken Einflussfunktionen fiir Kraft-
grofien; dann funktioniert d(z., w) immer.

5.4 Tragwerksmodelle

Die Formel
J(ey) = —d(u, z.) (5.92)

beschrankt sich nicht nur auf die Berechnung von Modellfehlern, grob gegeniiber
fein, sondern im Grunde kann man sie auch benutzen, um unterschiedliche Trag-
werksmodelle miteinander zu vergleichen.

5.4.1 Geschichtete Materialien

Uber den d-Ansatz sollte es auch méoglich sein, den Versteifungseffekt von Beweh-
rungsstahl, sonstigen Zulagen oder von Schichten mit unterschiedlichen Steifigkeiten
abzuschétzen.
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5 Modelltehlerbestimmung

y< Py
Schwerpunkt des
%e Nettobetonquerschnitts
C [ — R
i
[/ — &~ - —— — ——— L ¥
Schwerpunkt des
h Zs ideellen Querschnitts

Abb. 5.7: Bezeichnungen eines Betonquerschnitts.

Es wird hierzu ein Einfeldtrdger mit der Spannweite [ = 10m, mit einer Gleich-
last p = 1kN/m und einem E-Modul von E,. = 2,67 - 10"kN/m? betrachtet. Der
Querschnitt sei rechteckférmig, b = 10cm, h = 20cm, I, = 6.667 cm*. Die Quer-
schnittsbezeichnungen kénnen Abb. 5.7 entnommen werden. Am unteren Rand liegt
Stahl mit einem Querschnitt A, = 10cm?. Das Verhiltnis von E-Modul Stahl zu
E-Modul Beton betrage

s=—=1,5.
Q@ E

Der ideelle Querschnitt und sein Schwerpunkt ergeben sich wie folgt, siehe z.B. [74],
A ze+ (g — 1) - Ag - 24
A;

A=A+ (ag—1)- Ay = 265ecm?, 2 = =12,3cm.

Damit erhélt man als ideelles Tragheitsmoment
Li=I. 4+ A (zi—2)* + (as — 1) - Ay - (25 — 2)* = 11.094 cm* ~ 1,66 1,.

Das Mohrsche Arbeitsintegral liefert fiir die £ I-fache Durchbiegung in Balkenmitte
den Wert

El (l) /lM Md 5 10° 10 =130, 2 (5.93)
c.w_: 5 T = —+« — « — — , i .
2 0 12 8 4
Fiir den Balken ohne Bewehrung betriagt die Biegesteifigkeit
EI.=2,67-10°kNem? - 6.667 cm® = 17.800 - 10° kNem? (5.94)

und fiir den Balken mit Bewehrung betrégt sie FI; ~ 1,66 - E 1., so dass sich rech-
nerisch durch den Stahl die Durchbiegung in etwa halbiert

l I 130,21 I
wi(z) —w(z) = Bl (1’% —1,0)=-0,4-w(3). (5.95)
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5.4 Tragwerksmodelle

Nun soll zur selben Abschéitzung die d-Form benutzt werden. Bei konstanten Deh-
nungen und Spannungen {iber die Breite des Querschnitts, wie sie beim Balken
vorliegen, vereinfacht sich das Integral iiber das Volumen 2 des Stahls

AFE

—d(u,z) = — z

/ Oij (u) *Eij (Z) ds2 (596)
Q
zu einem Linienintegral (A; = Querschnitt des Stahls)

AFE
Ee

I
—d(u,z) ~ — AS/O Orz(U) - €40 (2) d (5.97)

mit AF = E;, — E,. = 6,5 E,. Fiir die Spannungen und Dehnungen in dem Balken
gilt

M
O'(Z):TZ und e(z):%zﬁz
und somit, wenn ein festes z betrachtet wird,
AE "M M,
—d(u,z) ~ — : 2d. (5.98)

E. ), EI?

Der untere Rand, dort liegt der Stahl, hat den Abstand z = 7,7cm vom ideellen
Schwerpunkt. Damit folgt

[\

)~ —6.5-10-w(b) - = —6.5-10-w(b) T — 0,58 w(l) . (5.99)
T 2’ T 27 6.666 2/

Die Abweichung gegeniiber dem Wert aus der Balkenstatik betriagt etwa 45%.

Die hier dargestellte Vorgehensweise ist eine einfache Betrachtung des Problems
und soll auf die Moglichkeiten aufmerksam machen, die die Modellfehlerbestimmung
bietet.

Abb. 5.8: Scheibe mit Faserbeton.
Die Fasern haben eine beliebige Ori-
entierung.
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5 Modelltehlerbestimmung

5.4.2 Faserbeton

Der Grundgedanke des vorigen Abschnitts lasst sich z.B. auch auf Faserbeton {iber-
tragen, d.h. einen Beton, der eine Beimischung von Stahlfasern enthélt, siehe Abb.
5.8.

Der Einfachheit halber wird wieder ein Balken unter Gleichlast betrachtet. J(w) =
w(l/2) sei die Durchbiegung in der Mitte des Balkens. Wie oben hat die d-Form die

Gestalt
AFE

EC /gzgij(Z)'éfij(U) dQ, (5100)

wobei €2 das Volumen ist, das von den Stahlfasern eingenommen wird.

—d(z,u) = —

Es wird der Zugbereich des Balkens betrachtet, 0 < z < h/2. Weil die Einzelkraft d,
und die Gleichlast p dhnliche Tragbilder erzeugen, darf angenommen werden, dass
die Hauptspannungen aus o und die Hauptdehnungen von w gleich gerichtet sind.
Wechselt man wieder zum Balkenmodell, so geht Gl. (5.100) in den Ausdruck

n 2

AFE LML M
—d(zu)m — ALY : -Zde
=1

E. . EI
AFE "rh MM h2 (5.101)
= —q- A, = dx -
“E, ; . EI Y161

iiber, wobei jetzt A, der Stahlquerschnitt einer Faser ist und {iber die Léngen [0, [;]
aller n Fasern zu integrieren ist.

Theoretisch dndert sich der Abstand z von der Schwerachse auf dem Integrationsweg
[0,1;]. Das kann man, wie hier vorgeschlagen, umgehen, indem man fiir z einen
konstanten Wert setzt, ndmlich die mittlere Hohe des Zugbereichs, z = h/4, und
nur die Fasern zdhlt, deren Neigung ¢ gegeniiber der unteren Kante in dem Intervall
—30° < ¢ < +30° liegt, was fiir den Faktor a den Wert @ = 60°/360° = 0, 167
ergébe.

5.5 Sensitivitdtsanalyse

In der Sensitivitédtsanalyse kennt man eine sogenannte adjoint method, siehe z.B.
[34] und [63]. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass sich ein direkter Zusam-
menhang zwischen der d-Form in der vereinfachten Form

J(en) ~ —d(u, z) (5.102)
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5.5 Sensitivitdtsanalyse

und der adjoint method herstellen lasst.

Es sei u (n-Komponenten) der Verschiebungsvektor und p (m-Komponenten) sei
der Vektor der Design-Variablen oder Modellparameter. Gegeben ist ein Funktional
J(u,p), welches von v und (moglicherweise) direkt von p abhéngt. Der Verschie-
bungsvektor 4 muss einem Gleichungssystem K u = f geniigen. Die Situation kann
man deuten als die Bestimmung eines Funktionals J unter Einhaltung gewisser Ne-
benbedingungen:

Funktional J(u,p) Nebenbedingung Ku—f=0. (5.103)

Gesucht ist das totale Differential von J(-,-) beziiglich einer Anderung dp der Mo-

dellparameter

dJ dJ dJ
dJ = —dp=—d ... ——dp,, . 104
J dp D dn p1+ . % (5.104)

Der Gradient von J (hier als Zeilenvektor)

dJ
% = {J7p1 5 J7p2 PRI Japn } (5105)
hat die Komponenten
oJ 0J 0
Top, = - (5.106)

AR
Weil die Nebenbedingung K u — f = O fiir alle Parameter p gilt, ist die Nebenbe-
dingung invariant gegeniiber den p;

0
Op;

(Ku—f)=K,,,u+Ku,, —f,, =0 (n) (5.107)
und somit

Uy =K ' (fp —Kypu=K'd (n). (5.108)
Es sei D(y,xm) die Matrix mit den m Spalten
di=fp,—K,u i=1,2,...m. (5.109)

Der Vektor
d; x dp; = (fp, —K 5, u) x dp; (5.110)

beschreibt die Anderungen in der Energie aufgrund der Anderungen in der Struktur
K ,,, und der Last f,,, die durch dp; hervorgerufen werden. Durch die Anderung
leistet w eine zusétzliche Arbeit d; x dp;, die durch die Ausgleichsbewegung

w,,, xdp; = K~ '(f,,, —K ,, u) x dp; (5.111)
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5 Modelltehlerbestimmung

kompensiert werden muss. Die Wechselwirkungsenergie zwischen der Ausgleichsbe-
wegung u,, und der Greenschen Funktion z (oder A) ergibt dann die Anderung in
dem Funktional J.

U,=K'D (nxm) (5.112)

sei die Matrix mit den Spalten u,, . Ferner sei

oJ . 0J dJ oJ oJ oJ 0aJ oJ

- L 11
Op {8p1’8p2’ ’8pn} ou {8u1’8u2’ ’8un}’ (5.113)

dann gilt

dJj oJ 0oJ oJ oJ
-+ U, =2+ 2K 'D. 5.114
dp Op + ou P Op * ou ( )

(Ixm)=(1xm)+(1xn)(nxn)(nxm)

Es sei nun der (Spalten-) Vektor A die Losung des Gleichungssystems

(9J . 8J K(_l)T . (9J K(_l)

K\=(=2)\T Tr_z2 = — A1
A (811,) A ou ou (5.115)
dann folgt

dJ 0J

— ="+ \"D. 5.116

b op (5.116)
Anwendung

An einem einfachen Beispiel wird gezeigt, dass A gerade die Greensche Funktion
fiir die betrachtete Zielfunktion bzw. Zielgrofle ist. Als direkte Folge davon, kann
darauf geschlossen werden, dass die Ableitung des Funktionals J nach w, die zur
Einflussfunktion gehérende Belastung liefert.

v o o — >
Pl EA, ° EA, = p
1

Abb. 5.9: FEin in zwei Elemente unterteilter Zugstab. Die Verformungen us und ug
sind zu berechnen und héngen von den Dehnsteifigkeiten FA; der Stiabe ab.

Es wird das in Abb. 5.9 dargestellte, in zwei Elemente unterteilte, System betrach-
tet und die vorgestellte Methode darauf angewandt. Als Zielfunktion soll die Ver-
schiebung am Knoten 3 und als Parameter die Dehnsteifigkeiten der zwei Elemente
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5.5 Sensitivitdtsanalyse

gewihlt werden, J(u,p) = uz. Die Ableitung von J nach w ist gerade der Einheits-
vektor es. Das entspricht dem Lastfall, der nétig ist, um die Einflussfunktion fiir
die Verschiebung am Knoten 3 zu erzeugen. Somit lasst sich A, im Folgenden mit z
fiir die Greensche Funktion bezeichnet, iiber das lineare Gleichungssystem (5.115)
bestimmen.

a) b)

1 Differenzieren
E] Element 1 T nach p,
E] Element 2
reduzierte Matrix
1 |_ 1| Differenzieren
I | [lz| nach p,
11
Gesamtsteifigkeitsmatrix la] 1o

Abb. 5.10: a) Darstellung vom Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix und der fir
das Gleichungssystem bendétigten reduzierten Steifigkeitsmatrix, b) Ableitungen der
reduzierten Matrix nach den Parametern p; und p».

Fiir die anderen zur Bestimmung des Gradienten erforderlichen Terme gilt:

1
pZ_EA’L

Jp=0", f,=0, K K9 (5.117)
In Abb. 5.10a ist der Aufbau der Steifigkeitsmatrix und in Abb. 5.10b sind die
Ableitungen der reduzierten Steifigkeitsmatrix dargestellt. Hieriiber wird deutlich,
dass die Ableitungen der Steifigkeitsmatrix nach den Parametern p; immer nur das
betreffende Element anspricht und somit fiir die Sensitivitat der ZielgroBe lediglich

das Element 7 betrachtet werden muss. An Stelle des Gradienten von J soll nun das

totale Differential
o dJ

d
I= 0

dp (5.118)
bestimmt werden. So erhélt man mit F eine Verkniipfung zwischen der Anderung
von ug bei einer Anderung der Dehnsteifigkeit im Element i: Aug = F - AEA;. Es
gilt

AFEA;

EA;
Dies entspricht der in diesem Kapitel fiir die Modellfehlerbestimmung verwende-
ten d(-,-)-Form. Hier wurden die Betrachtungen von einem anderen Blickwinkel
aus vorgenommen, fithren aber, zumindest fiir unsere Problemstellungen, zu einem
identischen Ergebnis.

dJ = Aug = — 2N KOy = —d(z,u). (5.119)
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Wird konkret die Verschiebung ug des Systems mit einer Belastung von P = 100 kN,
der Elementléinge [ = 5m, einer Dehnsteifigkeit von EA = 50.000kN und eine
Verénderung im Element 2 von AEA; = 5.000 kN betrachtet, so erhélt man mit

z = [0,0001; 0,0002]" und w =[0,01;0,02]" (5.120)

fiir die Verschiebungsénderung ndherungsweise

1 _
Aug ~ ~AE Ay -[0,0001; 0,0002] - { 1 1] _ {0,01]

~1 1] 0,02 (5.121)

=—-AFEA,-2-107%=—0,01m.

Auch hier erhilt man eine lineare Funktion fiir die Berechnung der Anderung in der
Verschiebung bei einer Variation der Dehnsteifigkeit im zweiten Element.

5.6 Modellfehlerbestimmung fiir nichtlineare
Probleme

In nichtlinearen Problemen

uecV Au)(p) =a(u;p) — (p,p) =0 VeV  (5.122)
u. €V Adul)(p)=a(uc;p) +d(uc @) — (p,p) =0 VeV  (5123)

sind die Funktionale a(-;-) und d(-;-) semilinear.

Es werden die Lagrange Funktionale

L(x):=L(u,z) =Ju)— A(u)(z) x ={u,z} (5.124)
Lo(x.): = LU, 2c) = J(u,) — Ac(ue)(2.) . = {u., 2.} (5.125)
eingefithrt und man sucht nach stationdren Punkten x = {u, 2} und z. = {u,, 2.}
£(@) (&) = { iﬁ"@g’(‘z))_ Aulw)(z @) } ~0 Ya-{az (512
und

C(m)(&) = { fjfl“d(')“()z)_ Acu(we) (2e, ) } —0  Va-—{az}, (5127)

wobei der Strich die Gateaux-Ableitung andeutet
J (u)(a) = %[J(u +eu)] . (5.128)
Al (u)(z, 1) = %[A(u +eu)(z)] . (5.129)
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5.7 Verbesserung der Prognose

Offensichtlich gilt

J(u) = L(x) (5.130)
J(“’c) = Ec(mc) = ‘C(mc) - d(“’c; zc) : (5131)

Wechselt man in allen Gleichungen zu L., so ist eine Taylor Entwicklung
J(u.) — J(u) = Lo(x.) — L(x) = Lo(x) — Lo(x) — d(u; 2)

= /1 L (x+ Ne)(e)d\ —d(u; 2) e=x,— (5.132)

0

moglich. Mit der Trapezregel

/0 L+ Ae)(e)dr = ¢ {Li(w)(e) + Li@)e) + %) (5.133)

erhilt man

L(x.)(e)+ L(x)(e) = —d(u;e,) —d(u;e,, z), (5.134)

wobei (e, = u. —u, e, = z. — z) und wo R das folgende Restglied ist
1
R = / Ll (x+ Ne)(e,e,e) - N1 —N)d\, (5.135)
0
so dass schliellich die Abschétzung
1
J(ue) — J(u) = —d(u; z) — 3 {d(u;e,) +d(u;e,, z) — R} ~ —d(u;z) (5.136)

folgt. Weitere Details sind [12] zu entnehmen.

Der entscheidende Punkt ist wieder, dass auch hier die Anderung lokal fassbar ist,
d.h. es muss nur iiber das Element (2. integriert werden, dessen Steifigkeiten sich
dndern.

5.7 Verbesserung der Prognose

Das in den vorigen Kapiteln ausfiihrlich vorgestellte Verfahren liefert die Richtungs-
ableitung der Anderung infolge der Parameterverinderung. Daher sind lediglich
Prognosen maglich, die sich in der Form einer Geradengleichung darstellen lassen.
Die Anderung in der ZielgroBe ist im Allgemeinen aber nichtlinear, so dass lediglich
bei einer kleinen Parametervariation davon auszugehen ist, dass die Verdnderung in
der Zielgrofle mit guter Genauigkeit vorhergesagt werden kann.
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5 Modelltehlerbestimmung

Das Bestreben ist es, die Aussagekraft der Naherungsformel
J(en) ~ —d(u, z) (5.137)
zu erhohen.

Zunéchst zeigt es sich, dass es moglich ist, dem d-Term verschiedene Fassungen zu
geben, die sich ihrer Genauigkeit nach unterscheiden.

Es soll mit dem Balken begonnen werden. Eine direkte Ubernahme der Formel
J(u.) — J(u) ~ —d(u, z) (5.138)
liefert im Fall des Balkens das Ergebnis

_AEI LM M,
EI ), EFEI

J(we) — J(w) = —d(w, z) = dy . (5.139)

Geht man nun noch einmal eine Stufe zuriick, zur exakten Gleichung
!
J(we) — J(w) = —AEI/ w" 2! dy (5.140)
0

und setzt M = —FETw” und M¢ = —(EI + AEI)z2!, so ergibt sich

AEI M oMe
- 2 dy . 141
El+AEL ), BI Y (5.141)

J(we) = J(w) =

Macht man nun die Substitution M¢ = M., so erhélt man

AET UM M,

J(we) — J(w) = J(em)D = TEI+AEL ), EBI

dy . (5.142)

Man vergleiche dies mit Gl. (5.139). Diese Formel liefert bessere Ergebnisse als Gl.
(5.139), da die Parameterédnderung einen nichtlinearen Verlauf zur Folge hat; die
numerischen Untersuchungen in Kapitel 6 bestitigen dies.

Dies ist schnell erkldrt: Wenn sich das ETI in einem Intervall [z, x5 &ndert, EI —
EI+AFI, dann kann sich das Moment éndern, M — M+AM , oder die Kriimmung,
w” — w” + Aw” (oder beides). In einem statisch bestimmten Triger dndert sich die
Kriimmung, nicht das Moment. In einem statisch unbestimmten Tréger &ndert sich
normalerweise beides. Wenn man aber an das KraftgrofSenverfahren denkt und die
Aufspaltung in Lastspannungszustand am statisch bestimmten Hauptsystem und die
Einheitsspannungszustédnde, dann weifl man, dass auch bei statisch unbestimmten
Systemen die Anderungen primér in den Kriimmungen liegen.
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5.7 Verbesserung der Prognose

Die beiden Gleichungen (5.139) und (5.142) basieren gerade auf dieser unterschied-
lichen Betrachtungsweise: Hinter Gl. (5.139) steckt, wie man zeigen kann, implizit
die Annahme, dass die Kritmmungen gleich sind, w” = w”, wihrend die genauere
Formel (5.142) auf der Annahme M. = M basiert.

Die Abweichung zwischen M, und M kann im Ubrigen maximal linear sein. Das folgt
aus der Tatsache, dass die Belastung p sich nicht dndert und die zweite Ableitung
von —M die Belastung ist:

—M!'=-M"+AM"=p=-M" = AM"=0. (5.143)
Die obige Verbesserung lésst sich natiirlich auch auf den Stab

AEA NN,

_ ~ (1) —
J(ue) — J(u) = J(en)' : FATALA), EA dy (5.144)
und die Feder iibertragen
Ak ff
W= —Akwz=— : 14
J(em) w2z PRy (5.145)

Numerische Betrachtungen haben gezeigt, siehe z.B. [59], dass die Wahl von ET +
0,5-AFI eine ebenso gute Naherung wie die vorgestellte Variante ist. Der berechne-
te Fehler wird dann mit J(-)( bezeichnet. Gleiches gilt natiirlich auch fiir den Stab
bzw. die Feder. Dabei besitzen diese beiden Varianten der Modellfehlerbestimmung
Schrankeneigenschaften. Bei allen Rechnungen war es so, dass der tatséchliche Mo-
dellfehler J(-) von den beiden Approximationen J(-)®) und J(-)(®® eingeschlossen
wurde. Bei einer Schwéchung, d.h. AET < 0, gilt

[T < [T < [T (5.146)
und bei einer Versteifung, d.h. AET > 0, gilt

[JOW < TOE< 1) (5.147)

5.7.1 Anwendung bei der Scheibe

Diese Verbesserungen lassen sich direkt auf die lineare Elastizitétstheorie iibertra-
gen. Dabei sollen zunichst Verdnderungen des F-Moduls in einem FElement als
Ausloser fiir den Modellfehler beriicksichtigt werden, weshalb die Berechnung des
d-Terms als ein Gebietsintegral {iber das betroffene Element €2, auszufiihren ist. Es
erfolgt der Wechsel zur Methode der finiten Elemente, da eine analytische Losung
im Allgemeinen nicht zur Verfiigung steht.
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5 Modelltehlerbestimmung

Fiir den Modellfehler in der Zielgroe (Verschiebung oder Spannung) mit dem Ma-
terialtensor C. = C' + AC gilt

J(uj, — up) =~ —d(up, zp) = E(uh) AC[E(zp)] dQ
(5.148)
/ c! |- AS(z))dS.

Dies entspricht der einfachen Naherung am Balken.

Eine Verbesserung erhélt man wie folgt: Es wird zunéchst von der exakten Gleichung
fiir den Modellfehler ausgegangen, d.h.

d(un, 2) = / E(uy) - AC[E(5)] )

(5.149)
g C7'[S(un)] - AC[CTC [E(27)]]]d02.

Fiir die exakten Spannungen S. der Greenschen Funktion wird angenommen, dass
S.(z5) = S(zp) =C|[E(zy)] := S~ (5.150)

Die Betrachtung der Elastizitdtsmatrix ACC ' mit

1 v O 1 v 0
AE E+AE

AC = v 1 0| wd C.=2"271, 1 o (5.151)

1— V2 1—v 1— V2 1—v

00 5= 00 5=

fithrt auf die Matrix
AFE

AC-C;! -TI. 152
T E+AE (5.152)

Damit lédsst sich eine verbesserte Modellfehlerbestimmung analog zum Stab oder
Balken beschreiben:

J(uy — up) = J(uj, —up)' o= /C uy)] EiZESdee. (5.153)

Mit dieser Darstellung wird die Analogie zur Schreibweise vom Balken deutlich,

S = L yna 2L _greap M (5.154)
EI E+ AFE ET+ AFEI

118



5.8 Bestimmung von u, am Grundsystem

5.8 Bestimmung von u. am Grundsystem

Die Prognosefihigkeit wire optimal, wenn man die exakte Formel
J(em) = —d(’U,, ZC) = _d(u(37 Z) (5155)

benutzen konnte. Das setzt voraus, dass man die Losung u. am modifizierten System
kennt. Zumindest in der Stabstatik ist es moglich, die Losung u,. oder genauer, die
Werte von u,, die man fiir die Aufstellung von d(u., z) braucht, am Grundsystem
zu berechnen.

Genau genommen sind es zwei Ideen, die es moglich machen mit der exakten Formel
zu arbeiten, ohne die Losung u,. zu kennen:
1. Umwandlung von d(u., z) in ein Randintegral.

2. Bestimmung der unbekannten Randwerte u. aus einem linearen Gleichungs-
system bzw. einer Integralgleichung.

5.8.1 Randintegral

Der Einfachheit halber wird ein Stab betrachtet. Dadurch wird aus den Randinte-
gralen (z.B. fiir den Fall einer Scheibe) eine Punktauswertung.

In einem Abschnitt [z, 23] des Stabes, édndert sich die Steifigkeit von FA auf EA +
AFA. Es sei
AFA
a=—r
EA

die relative Anderung der Steifigkeit und z die zur gesuchten Zielgrofie gehorige
Greensche Funktion. Die d-Form lautet bekannterweise

(5.156)

To To 9
d(z,uc):/ AEAz’u’Cdy:/ aEAz’u’cdy:/ aN, u. dy. (5.157)

x1 xr1 1

Formuliert man nun den Satz von Betti an zwei nichtgleichen Systemen, also an
einem System mit FA =const. und dem System mit einer Verdnderung im Abschnitt
[x1, 23], so erhélt man fiir den Modellfehler J(e,,) die Punktauswertung

J(em) = —[aN, u®? (5.158)

an Stelle der Integralauswertung. Das Gebietsintegral konnte so auf einfache Weise
in einen Randausdruck iibertragen werden. Allerdings ist u. aus dem verdnderten
System. Ziel ist es nun, u, iiber ein lineares Gleichungssystem zu bestimmen.
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5.8.2 Bestimmung von u. an den Stellen x; und z-

Es werden nun die Gleichungen fiir den Modellfehler an den Stellen z; und x5 fiir die
unbekannten Groflen u.(x1) und u.(x2) mit der gleichen Technik aufgestellt. Dabei
handelt es sich immer um Greensche Funktionen fiir Weggroflen, in diesem Fall um
Go. Man erhélt so zwei Gleichungen

_[aNGo[xﬂuc]IQ (5159)

(1) — u(:) z
UC(xQ) - u(xZ) = _[O‘NGo[le}uC]m (5'160)

1

bzw. nach Umstellen

U ot 81 o] R | IR

fiir die Bestimmung von uc'(xl) und u.(x2). So ldsst sich folglich der Modellfehler
J(em) exakt ermitteln. Die Ubertragung der Methode auf den Balken wurde anhand
eines numerischen Beispiels in Abschnitt 6.1.2 vorgenommen.

Im eindimensionalen Fall handelt es sich nicht um Integralgleichungen, sondern um
ein lineares Gleichungssystem fiir die Randwerte. Integralgleichungen sind es erst in
hoherer Dimension. Aber sinngeméf sind es eben Kopplungen der Randterme.

5.8.3 Scheibe

Die gleiche Technik lasst sich natiirlich auch bei Flachentragwerken, z.B. bei Schei-
ben, anwenden, um den d-Term

J(u.) — J(u) = —d(u., G;) (5.162)

in ein Randintegral umzuwandeln. Es sei (2. das Gebiet, in dem der Elastizitétstensor
eine Verdnderung gegeniiber dem Grundmodell aufweist, und I'. sei der Rand von
Q.

Wird die gleiche Logik wie im vorigen Kapitel angewandt (Formulierung der zweiten
Greenschen Identitét fiir ungleiche Systeme), so fithrt das auf die Randintegraldar-
stellung des Modellfehlers fiir die Scheibe:

() — J(u) = — / AL(G) - upds. (5.163)

c

Dabei ist At(-) der modifizierte Spannungsvektor, welcher durch Multiplikation des
Spannungstensors t mit AF/FE ermittelt wird. Diese Vorgehensweise ist analog zum
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5.8 Bestimmung von u, am Grundsystem

betrachteten Stab. Fiir die Auswertung werden allerdings die Randwerte u. der
modifizierten Losung benotigt.

Um diese Werte zu erhalten, kann man mit der Greenschen Funktion G eine In-
tegralgleichung fiir w,. formulieren. Zu dieser Integralgleichung kommt man, wenn
man in Gl. (5.163) fiir G; die Greensche Funktion Gy setzt und den Aufpunkt @ auf
den Rand legt

%uc(w) - / At(Golx]) - u.ds =u(x) xel.. (5.164)

Diese Integralgleichung ist allerdings nur mit einigem Aufwand lésbar. Daher wird im
Folgenden eine andere Technik vorgeschlagen, wie man die Werte u,. ndherungsweise
bestimmen kann.

Bemerkenswert an der obigen Gl. (5.164) ist aber, dass sie eine Kopplung zwischen
den alten (u) und den neuen Randwerten (u.) von €. darstellt. Das heifit, wenn
das Tragwerk aufgrund von Steifigkeitsénderungen in einem Bereich €2, in eine neue
Gleichgewichtslage iibergeht, dann muss es Riicksicht nehmen auf den Zustand an-
te. Es muss folglich seine Geschichte kennen, es muss wissen, aus welcher Gleichge-
wichtslage u heraus es in die neue Lage u,. wechselt.

5.8.4 Finite Elemente

In der FEM ist die Wechselwirkungsenergie eine quadratische Form in den Knoten-
werten der Funktionen w;, und 4,

a(up,y) =0 Ku K=K, (5.165)

Dies gilt auch fiir
d(up, ) = 4" AK ., (5.166)

wobei die symmetrische Matrix AK zusammen mit der Ausgangsmatrix K
K+ AK (5.167)

die Steifigkeitsmatrix des modifizierten Systems darstellt. Die Anderung in einer
Zielgrofe ergibt sich somit zu

Jel) = J(ul) - J(u") = —du,u,) = —u!'AKu. = —Aflu,. (5.168)
Das Problem sind die unbekannten Knotenwerte ..
Um sie zu ermitteln, werden fiir J(-) nacheinander die n Knotenfunktionale

Ji(u) = u(x;) i=1,2,...n (5.169)
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5 Modelltehlerbestimmung

gewahlt und man erhélt so
u, —u=-U'AKu,, (5.170)

wobei u.,u die Knotenverschiebungen und die n Spalten w, der Matrix U, die
Knotenwerte der n Greenschen Funktionen in den Knoten des (ganzen) Netzes sind.

Die Spalten der Inversen K ' sind gerade diese Knotenwerte und daher ist U,
identisch mit K ', was bereits ausfiihrlich in Abschnitt 3.2.7 behandelt wurde. So
folgt

u.—u=-K 'AKu,, (5.171)

oder
I+ K 'AK)u,=u (5.172)

und mit der Néherung, siche z.B. [18]
(I+K'AK)'=T-K'AK +... (5.173)

ergibt sich
u.~ (I - K 'AK)u (5.174)

fiir die Knotenwerte u.. Im Falle einer einzelnen Feder k ware dies gerade die Formel
ue = u — Ak/k - u.

Wenn die Matrix
K=D+S8 (5.175)

in die Diagonalmatrix D und eine Matrix S mit den Nebendiagonalelementen von
K aufgeteilt wird, dann kann die Inverse von K wie folgt approximiert werden

(D+8S)'=D'-D'SD'+.... (5.176)
Dies in Gl. (5.174) eingesetzt, ergibt die Nédherung

u~{I-(D"'-D'SD ") AK}u. (5.177)
Untersuchungen mit dieser Formel wurden in Kapitel 6.1.2 durchgefiihrt. Es zeigt
sich dabei allerdings, dass sich der erhoffte Gewinn an Genauigkeit nicht einstellt,

oder zumindest nicht bei den gewihlten Beispielen. Die Abschiitzungen J(-)1) oder
J(-)©3) liefern im Vergleich deutlich bessere Ergebnisse.
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Alternative Herleitung
Die Gleichung
u.= I+ K 'AK)'u (5.178)

kann man auch noch auf einem anderen Wege herleiten.

Weil sich die elastischen Eigenschaften des Tragwerks éndern, aber die Belastung p
nicht, bedeutet dies, wegen des Prinzips der virtuellen Verriickungen, dass sich die
virtuelle innere Energie = virtuelle dulere Arbeit nicht dndert

SAS = §AS = 6A, = 0A; . (5.179)

Der Test mit einer virtuellen Verriickung ¢, liefert vor und nach der Anderung
dasselbe Ergebnis

vorher  f; = (p, p;) = a(un, @;)

—afulp) + dlut0) = (poip) = £, machher, 1
so dass in den beiden FE-Gleichungen die rechte Seite dieselbe ist
(K+AK)u.=f=Ku. (5.181)
Umgestellt ergibt sich
K (u.—u) = -AKu,. (5.182)

Diese Gleichung von links mit dem Knotenvektor u, einer Greenschen Funktion
multipliziert, ist gerade die Differenz des zugehorigen Funktionals

Wihlt man als Funktionale nacheinander die Knotenwerte J(u) = u(x;) und erin-
nert sich, dass u,[x;] gerade die Spalte i von K ! ist, dann folgt genau GI. (5.178).

5.9 Kombination von Modellfehler und
Diskretisierungsfehler

Es soll an dieser Stelle aufgezeigt werden, dass man mit guter Ndherung den nume-
rischen Fehler und den Modellfehler unabhéngig voneinander berechnen kann.

Bei einer numerischen Berechnung sind der Diskretisierungsfehler und der Modell-
fehler eigentlich nicht zu trennen. Mathematisch ist die Kombination der beiden
Fehler die Frage nach dem Fehler

J(ue) — J(up) . (5.184)
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Es wird der Abstand zwischen der FE-Losung u;, des vereinfachten Modells und der
exakten Losung u,. des physikalisch zwar korrekt gestellten, aber zu komplexen und
damit unlésbaren Modells, berechnet.

Mit denselben Techniken wie zuvor, sieche Kapitel 5.2 und 5.6, erhélt man die fol-
gende Darstellung fiir den Fehler, siehe auch [12],

J(’U,C) — J(’U,h) = — d(uh; Zh)
+ % {p(un; zc — z1) + p*(un, zn) (e — upn)} (5.185)
— 1 {d(up;e.) + d'(un; €y, zp)} + 3 RO

wobei e, = u, —u, und e, = z,. — z;,.

In [12] wird vorgeschlagen die exakten Losungen u, und z. durch ein upgrade der
FE-Losungen zu ersetzen. Konkret werden in [12] die stiickweise bilinearen FE-
Losungen uj, und z; durch stiickweise biquadratische Ansétze interpoliert, uf) und
zf). Es wird

Ze— Zp N z,(f) —z, und w,—u, ~ uf) — uy, (5.186)

gesetzt. Wegen der Galerkin-Orthogonalitat gilt

plun; 2y = z1) = pluy; 27) (5.187)

P (i, 205 uf” — wn) = p" (wn, 205 ). (5.188)

Vernachlédssigt man noch die Terme hoherer Ordnung, so fithrt das auf die Darstel-
lung

J(ue) = J(un) = 1 + 0w (5.189)

fiir den Fehler mit den Fehlerschatzern
= 3 {p(wn; 27) + p*(wn, 205 uf?) } (5.190)
N = —d(un; zp) - (5.191)

Somit lédsst sich der Modellfehler und der Approximationsfehler getrennt voneinan-
der bestimmen.
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In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse zur Berechnung des Modellfehlers
vorgestellt, die die Anwendung der in den vorherigen Kapiteln theoretisch erarbei-
teten Verfahren verdeutlichen sollen.

6.1 Modellfehlerberechnung am Balken

Betrachtet wird ein Biegebalken, der in einem Teilbereich eine Schwéchung erfahrt,
was einer Abminderung der Steifigkeit entspricht. Ausgang der Betrachtung sind das
Originalproblem und das modifizierte Problem in der schwachen Form

! I
/Efw”v”dm :/pvda: und
0

0
l l !
/Efwgv"da:—l—/ AEIwZU”d:L‘:/ pvdz.
0 0 0

Der Modellfehler in einem Funktional J(-) ldsst sich mit der modifizierten Green-
schen Funktion z. wie folgt darstellen

!
J(em) = —/ AFEIw" z!l dy = —d(w, z.) . (6.1)
0
Die Naherungsformel verwendet dagegen die duale Losung z am Originalsystem
!
J(em) =~ —/ AEIw" 2" dy = —d(w, z) , (6.2)
0

um die Anderung in der ZielgroBe abzuschiitzen.

6.1.1 Zweifeldtrager — Verfahrensvergleich

Gegenstand sind die drei Varianten fiir die Naherungsformel

I
J(em) ~ —d(w, z) = —/0 AETw"2" dy. (6.3)
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a) veranderter
M~
¢ Querschmtt — 100 kKN

Greensche Funktion

Abb. 6.1: Querschnittsschwichung an einem Biegebalken. a) Als durchgehende
Querschnittsfliche wird b/h = 40/90 cm? angenommen. Im gekennzeichneten Be-
reich wird die Trégerhohe variiert. Material C30/37. b) Greensche Funktion und
der dazu gehérende Momentenverlauf.

Die erste Variante ist die naive Variante, wenn man einfach die zweiten Ableitungen
durch die Momente ersetzt

2 AET M M*?
Wie in Kapitel 5.7 erldutert, sollte man eine bessere Abschétzungen mit der Formel
2 AEI M M?
Jmmjm(l)::—/ d 6.5
(em) ~ J(em) . EI+AEI EI " (6.5)

erhalten. Das exakte Ergebnis sollte sich mit der Formel

/12 AFET M M~

J(em) = J(em) " = —
(em) % J(em) EI+0,5-AEI EI

dy (6.6)

weiter eingrenzen lassen.

Diese drei Formeln sollen auf das in Abb. 6.1 dargestellte System angewandt werden.
Dabei soll die Anderung des Moments unter der Einzellast F' = 100 kN bestimmt
werden, wenn sich im markierten Bereich die Querschnittshéhe dndert.

Dazu muss neben dem Momentenverlauf M unter der Einzellast der Momentenver-
lauf M* der Greenschen Funktion am vereinfachten System (EI = 777.600 kNm?)
bestimmt werden, siche Abb. 6.1 a und b. Im Vergleich dazu ist der Momentenverlauf
M, bei verdanderlicher Querschnittshohe ebenfalls dargestellt.
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veranderter

a) Querschnitt p =10 kN/m

Greensche Funktion

Abb. 6.2: Querschnittsschwichung an einem Biegebalken mit den Abmessungen
b/h = 40/90cm? und aus Beton C30/37. Im markierten Bereich variiert die
Tragerhohe. b) Greensche Funktion fiir die Querkraft 10 cm rechts vom mittleren
Auflager und der dazu gehorende Querkraftverlauf.

Die zweite Untersuchung gilt der Querkraft direkt neben dem mittleren Auflager
unter einer Gleichstreckenlast im zweiten Feld, siehe Abb. 6.2. Auch hier sind wieder
die Momentenverldufe aus der Belastung und der Einflussfunktion dargestellt.

a) Vergleich der prognostizierten Momente b) Vergleich der prognostizierten Querkraft
85 25 T T T PI T T T T T
= rognose —
80 | . 245 X tate v S
= B | = 24 verb. Prog. 1x —e— -
% 75 AZ._ﬁ. 235 L Q\\ verb. Prog. 0,5x —&— |
= 70 1 [ = ’ Q\
c o 23 -
o 65 B <
1 7 9] 225 B
S gyl / Prognose — ] =1
= é% tats. M —_ o 22 E
55 L | verb. Prog. 1x ~—e&— | 215 L |
l. verb. Prog. 0,5x —&— ’ )
0 1 1 1 1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-100-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 -100-80 -60 40 -20 0 20 40 60 80 100
Anderung von El in [%] Anderung von El in [%]

Abb. 6.3: Vergleich der unterschiedlichen Methoden a) das verénderte Moment am
System 1 vorher zu sagen und b) die verdnderte Querkraft am System 2 zu ermitteln.

Die Anderung des Moments ist in Abb. 6.3a bzw. der Querkraft in Abb. 6.3b dar-
gestellt. Zum Vergleich sind die tatséichlichen Anderungen in den SchnittgroBen ein-
gezeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die grundstéindige, die naive Variante
einer linearen Prognose entspricht, wihrend die verbesserten Verfahren einen nicht-
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linearen Verlauf fiir die Momente bzw. Querkraft anzeigen. Beim grundsténdigen
Verfahren wird die Tangente im Ausgangspunkt des homogenen Systems bestimmt.

Klar ist, dass eine Erhohung der Biegesteifigkeit, d.h. AET ist positiv, kleinere Ande-
rungen in den Schnittgréfen zur Folge hat als eine Querschnittsschwéchung und
somit die Prognose bei einem Zugewinn an AF]I grundséatzlich genauer ist als bei
einer Abnahme.

Die Prognose mittels J(e,,)") + J(w) ist niher an der Wirklichkeit als die Prognose
mittels J(e,,) % +J(w). Aber das ist, zumindest bei den untersuchten Flichentrag-
werken, nicht immer so, wie spéater noch gezeigt wird. Festzuhalten ist aber, dass
die beiden Modellfehler J(e,,)® und J(e,,)®® eine obere und untere Schranke, wie
im Kapitel 5.7 erwahnt, fiir den Modellfehler liefern.

=12kN/m
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Zielgrofle M
‘ , Abb. 6.4: Berecﬁhnung des. Emﬁusse.s der
Variation Querschnittswerténderung im markierten
in BT Bereich auf die Zielgrole M an der Stelle

4L 4m 4L 4m 4L 3m4|, 5,2 m.

6.1.2 Beidseitig eingespannter Balken mit der exakten Methode

Im Kapitel 5.8 wurden weitere Verfahren zur (exakten) Modellfehlerbestimmung
vorgestellt, welche nun anhand von kleinen Beispielen erldutert werden. Als Beispiel
soll hier der beidseitig eingespannte Balken etwas eingehender untersucht werden.

Zusétzlich soll die in Kapitel 5.8.4 vorgestellte Methode der Approximation der
inversen Matrix getestet und deren Prognosegenauigkeit untersucht werden.

Der Balken in Abb. 6.4 ist beidseitig fest eingespannt und hat eine Biegesteifigkeit
von EI = 50.000kNm?. Die ZielgroBe ist das Moment im Punkt z = 5,2m. Da-
bei wird mit M, das Moment im verdnderten Modell, d.h. mit einem nicht mehr
konstanten EI, bezeichnet.

In Abb. 6.5a sind die Ergebnisse der Studie im Diagramm zu sehen. In Abb. 6.5b
sind die Abweichungen von der tatséchlichen Momentendnderung im doppeltloga-
rithmischen Maf}stab dargestellt. Als Vergleichswert wurde hier nicht der absolute
Momentenwert M, gewshlt, sondern die Anderung M, — M.
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a b
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Abb. 6.5: a) Ergebnisse der Verinderungsberechnung fiir das Moment. Verglichen
werden vier beschriebene Verfahren: Formulierung iiber den Satz von Betti, Approxi-
mation der Inversen Matrix und die Verbesserungen fiir den d-Term. b) Darstellung
der Fehler in der Rechnung bezogen auf die Biegesteifigkeit im mittleren Bereich.

Auf die gleichzeitige Darstellung der tatsidchlichen Momentenédnderung wurde ver-
zichtet, da diese mit der Formulierung iiber den Satz von Betti, siche Kapitel 5.8,
deckungsgleich ist.

Die Approximation der inversen Matrix liefert eine etwas bessere Prognose als es mit
dem einfachen d-Term moglich ist. Die verbesserten Verfahren d(,)1x und d(,)0,5x
stellen wieder obere und untere Schranken fiir die tatséichlichen Anderungen des
Moments dar. Grundsétzlich sind auch hier diese Formulierungen anderen Techniken
vorzuziehen, da sie einfach zu berechnen sind und Schrankeneigenschaften aufweisen.

Aus den in Abb. 6.5b dargestellten Fehlerkurven ist herauszulesen, dass die Néhe-
rungsverfahren in der N#he von ET, in diesem Fall ET = 50.000 kNm?, bei nicht zu
grofler Abénderung der Steifigkeit, sehr gute Vorhersagen liefern.

6.2 Modellfehlerberechnung und Sensitivitatsanalyse
einer Kragscheibe

An dem in Abb. 6.6 dargestellten System sollen einige einfache Modellfehlerberech-
nungen an einem Scheibentragwerk durchgefiihrt werden. Alle Elemente der Scheibe
haben zuniichst den gleichen E-Modul von E = 3 - 107 kN/m?. Die Zielgrofie ist bei
den folgenden Untersuchungen immer die Spannung o,,.. Unterschieden werden zwei
Fille:
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Zielgrofle o, bei 2,5;4,5m

4| 42 )(/ “ | 45 | 46 | a7 | 8 | 29 | 50
Elementreihe 5

A
Y

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Elementreihe 4

A
\ 4

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Elementreihe 3

A
Y

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

< Elementreihe 2 »
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
< —_ Elementreihe 1 >
L—

Abb. 6.6: Kragscheibe fiir die Modellfehlerberechnung. Systemdaten: F-Modul =
310" kN/m?, Dicke ¢ = 0,2 m, Querdehnzahl v = 0,16, Gleichflichenlast p, = 10
kN/m?. Die Scheibe hat die Abmessungen 10 mx5m. Als Zielgrofie dient die Span-
nung o,, an der Stelle x = 2,5m und y = 4, 5m.

1. Der Ort der ZielgroBe ist fest gewéhlt und der £-Modul wird in den Elementen
der Scheibe veréndert.

2. In einem Element wird der E-Modul abgeéndert, (z.B. E. = 2,4 - 10" kN/m?),
und der Ort der Zielgrole andert sich, z.B. wandert der Ort ldngs eines Schnit-
tes durch die Scheibe.

Im ersten Fall kann die Auswirkung einer Steifigkeitsdnderung in einzelnen Elemen-
ten auf eine bestimmte Zielgrofle untersucht werden. Damit eignet sich die Methode
zur direkten Modellfehlerbestimmung als Kriterium fiir eine Modellanpassung und
zur Analyse kritischer Bereiche in einem Tragwerk.

Bei der zweiten Variante wird das Ausmaf} der Steifigkeitsénderung eines einzelnen
Elementes bezogen auf einen Schnitt ermittelt. So konnen z.B. Stellen bestimmt wer-
den, an denen die Anderung in der ZielgréBe (resultierend aus dem einen veréinderten
Element) besonders grof ist.

6.2.1 Verdanderungen des F-Moduls iiber die gesamte Scheibe

Als Zielgrofle wird bei diesem Beispiel die Spannung o,, an der Stelle x = (2,5 m;
4,5m) gewéahlt. Der E-Modul wird abwechselnd in jedem Element von E = 3 -
10"kN/m? auf £+ AFE = 2,4-10"kN/m? herabgesetzt, mit AE = —6 - 109 kN/m?.
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Abb.  6.7: Durch die
Einfdarbung der einzelnen
Elemente wird die Grofle
der Spannungsénderung in
der Zielgrofle (mit x mar-
kiert) dargestellt. BH/Rot:
positive  Spannungsidnde-
rung, H/Blau: negative
Spannungsanderung.

Das entspricht einer Verdnderung im E-Modul von 20%. Die Berechnung des Modell-
fehlers erfolgt durch Auswertung der d-Form (Gebietsintegral) in dem betreffenden
Element. Der Faktor vor dem Integral ist bei der einfachen Methode AFE, so dass
sich eine lineare Verdnderung fiir die Zielgrole ergibt. Eine Verbesserung wurde in
Anlehnung an Abschnitt 5.7 vorgenommen, indem die Bilinearform a(-,-) mit den

Faktoren
EAFE EAFE

— = d s

h=fgvap ™ Jo=gi05 a8

multipliziert wird. Damit wird ein nichtlinearer Verlauf bei einer Variation von AFE
erreicht. Die Ergebnisse werden spéter diskutiert.

(6.7)

Um die Auswirkungen auf die Spannungen darstellen zu kénnen, wurden die Ele-
mente rot (fiir eine positive Spannungsidnderung) und blau (fiir eine negative Span-
nungsdnderung) eingefarbt. Somit ist jedem Element ein Modellfehler in Bezug auf
die ZielgroBle zuzuordnen. Das Ergebnis ist in Abb. 6.7 zu sehen. Es ist natiirlich
klar, dass die Anderung des E-Moduls in dem markierten Element einen besonders
groflen Einfluss auf die Spannungen hat. Aber auch aulerhalb dieses Elementes kann
die ZielgroBle durch Variation des E-Moduls deutlich verédndert werden.

X

Abb. 6.8: Darstellung
der Auswirkungen einer
E-Modulverdnderung  auf
die Zielgrofle (mit x mar-
kiert). Dabei wird der
Bereich deutlich, der einen
grofen Einfluss auf die
Zielgrofe hat.

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit des Modellfehlers fiir jedes Element ist die
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betragsméflige Beriicksichtigung des Fehlers, wie es auch beim numerischen Fehler
zur adaptiven Netzgestaltung iiblich ist. Das Ergebnis einer solchen Darstellung ist
in Abb. 6.8 zu sehen. Je dunkler ein Element eingefirbt ist, desto grofler ist der
Einfluss auf die Zielgrofle. Damit stellt diese Vorgehensweise einen Indikator zur
Verfiigung, der es erlaubt, das Modell durch eine detailliertere, und damit mehr
dem realen Tragwerk entsprechende, Modellanpassung zu verbessern.

Abb. 6.9: Darstellung
der Auswirkungen einer
E-Modulveranderung — auf
die Zielgrofe auf einem
feineren Netz.

In Abb. 6.9 ist die gleiche Scheibe mit einem feineren Netz dargestellt. Hierbei
werden deutlich kontinuierlichere Verldufe sichtbar und dies erméglicht so eine dif-
ferenziertere Abbildung des Modellfehlers.

Abb. 6.10 zeigt die Prognosen der Spannungsinderung bei einem um 20% reduzier-
ten E-Modul fiir die ersten vier Elementreihen (siche Abb. 6.6) fiir die unterschied-
lichen Verfahren. Ebenfalls eingezeichnet ist die tatséichliche Spannungsdnderung
in der Zielgrofle, welche als Referenzgrofie fiir die Berechnung des relativen Fehlers
verwendet wurde.

Gut zu erkennen ist, dass alle Verfahren die tatséchliche Spannungsédnderung gut ap-
proximieren, dass aber bei groflen Spannungsédnderungen in der Zielgrofle, wie z.B.
in den Elementen 1 bis 4, merkliche Unterschiede in den Verfahren auftreten. Fest-
zuhalten ist, dass jedes dieser Verfahren gut als ein Indikator fiir den Modellfehler
geeignet ist.

In Abb. 6.11 sind die Prognosen fiir die Elementreihe 5 dargestellt. Die Span-
nungséinderungen in der Zielgrofle konnen fiir jedes Element mit Vorzeichen und
Wert gut vorhergesagt werden; einzige Ausnahme stellt das Element 43, in dem die
ZielgroBe selbst liegt, dar.

In Abb. 6.12 sind die relativen Fehler fiir die prognostizierte Spannung darge-
stellt. Damit ist es moglich, die angewendeten Verfahren miteinander zu vergleichen.
Mit Fehler 1 wird das vereinfachte Verfahren bezeichnet, mit Fehler 2 und Fehler
3 die zwei verdnderten Verfahren, siche hierzu die Erlduterungen zur Abb. 6.12.

132



6.2 Modellfehlerberechnung und Sensitivitidtsanalyse einer Kragscheibe
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Abb. 6.10: Darstellung der Spannungsédnderung der unterschiedlichen Verfahren
im Vergleich zur tatséchlichen Spannungsédnderung fiir a) Elementreihe 1 b) Ele-
mentreihe 2 ¢) Elementreihe 3 und d) Elementreihe 4.

Elementreihe 5

300 T T T T T T T T T T
L X Prognose +
2 250 0 Realitét x
5 200 - Verb. Prog. 1x % 7
g 150 |k Verb. Prog. 0,5x 0 |
§, 100 s
2 90 —
§ Or w 4 g ® ® ® K X % 7 Apbb. 6.11: Vergleich der Span-
? 50 x 71 nungsdnderung fiir die Elementreihe 5.
_100 | | | | | | | | | | . . .
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 Ig dlefer Reihe liegt auch der Ort der
Elementnummer ZielgroBe (Element 43).

Grundsétzlich liefert das vereinfachte Verfahren, abgesehen von wenigen Ausnah-
men, einen Fehler zwischen 10 und 20%. Die beiden verdnderten Verfahren weisen
einen zum Teil deutlich niedrigeren Fehler auf und sind damit dem vereinfachten
Verfahren vorzuziehen, zumal der Berechnungsaufwand identisch ist.
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Abb. 6.12: Fehler 1, dargestellt mit + bezieht sich auf Prognose und Realitét,
Fehler 2, dargestellt mit X bezieht sich auf die Variante (E AE)/(E + AE) und
Fehler 3, dargestellt mit * bezieht sich auf die Variante (EAE)/(E+0,5-AE). a)
bis e) Elementreihen 1 bis 5 der Kragscheibe.

Nach der Auswertung der Fehlerdiagramme kann nicht gesagt werden, dass eines
der verbesserten Verfahren zu genaueren Ergebnissen fiithrt. Festzustellen ist, dass
das Verfahren mit (F 40,5+ AE) zu Fehlern deutlich unter 5% fiihrt. Dennoch sind
nach dieser Betrachtung beide verbesserten Verfahren als gleichwertig anzusehen,
da keines grundsitzlich bessere Ergebnisse liefert. An dieser Stelle noch einmal der
Hinweis: Auch bei der Scheibe besitzen beide Verfahren Schrankeneigenschaften, wie
den gezeigten Diagrammen zu entnehmen ist.

Um das Verhalten der prognostizierten Spannungsénderung der verschiedenen Ver-
fahren auch bei grofleren Verdnderungen im FE-Modul zu untersuchen, wurde das
Element 32 gewihlt und der E-Modul um +60% variiert. System und Ergebnisse
sind in Abb. 6.13 dargestellt. Das vereinfachte Verfahren kann lediglich einen linea-
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Veranderung des E-Moduls im Elem. 32
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Abb. 6.13: Links das System, rechts das Diagramm, welches die Auswirkungen der
Veranderung im E-Modul im Element 32 zeigt.

ren Verlauf der Spannungsidnderung darstellen, da mit diesem Verfahren die Steigung
in dem Ausgangspunkt bestimmt wird. Sind die Anderungen im E-Modul nicht zu
groB, so liefert dieses Verfahren verléssliche Prognosen. Bei grofieren Abweichungen
im E-Modul kommt aber immer stédrker die nichtlineare Spannungsdnderung zum
Tragen und dann bieten sich die verbesserten Verfahren an, wobei bei dieser Kon-
stellation das Verfahren mit (E 4 0,5 - AE) deutlich ndher am exakten Verlauf ist,
als das Verfahren mit (F + AFE). Wenn man den Fehler in Abb. 6.12d betrachtet,
so ist dieses Verhalten zu erwarten.

|
|
12 43 4 45 46 47 48 49 50

31

(V)

33 34 35 36 37 38 39 40

21 23 24 25 26 27 28 29 30

13 14 15 16 17 18 19 20

b
|
i
I
1 J\3 4 5 6 7 8 9 | 10
PFX

ZielgroBe oy, im Schnitt y=0...5m bei x=1,5m

Abb. 6.14: Im Element 41 wird der E-Modul auf 2,4 - 107 kN/m? reduziert. Die
Auswirkungen auf die Zielgrofle o,, im vertikalen Schnitt bei x = 1,5m sollen
untersucht werden.
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6.2.2 Vertikaler Schnitt durch die Scheibe

Im Folgenden sollen die Anderungen an derselben Kragscheibe in einem vertika-
len Schnitt untersucht werden, siche Abb. 6.14. Zunéchst wird das Element mit
veriandertem E-Modul, Element 41, fest gewéhlt, die Zielgrofle o,, auf der Breite
x = 1,5m wandert in vertikaler Richtung durch die Scheibe und wird jeweils in
0,2 m-Schritten von den Elementkanten durch die Elementreihe hindurch abgefragt.

a) b) 22 T T |F hll 1| T T T T
L ehler1 —— 4 i
20 Fehler2 =/
= _ 18 ‘
] X 16
(]
° > 14
3 g 12
o [0
c o 10
2 5 8
& B Prognose =
g o Realitat e, x
-80 | Verb. Prog. 1x
Verb. Prog. 0.5x 2rF X 7
_100 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 X 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Hohe [m] Hohe [m]

Abb. 6.15: a) Spannungsidnderungen der verschiedenen Methoden im Vergleich zur
tatsidchlichen Spannungsdnderung, b) Darstellung des Fehlerbetrages.

Das Ergebnis der prognostizierten Spannungsinderungen iiber den Schnitt ist in
Abb. 6.15a dargestellt. Auch hier ist wieder zu erkennen, dass alle Verfahren den
exakten Spannungsverlauf gut abbilden. Allerdings sind die Abweichungen des ver-
einfachten Verfahrens vom exakten Verlauf am gréfiten, was durch die Darstellung
des relativen Fehlers, sieche Abb. 6.15b, bestétigt wird. Beide verbesserten Verfahren
(Fehler 2 und Fehler 3) sind als gleichwertig zu beurteilen, da keine signifikanten
Unterschiede festzustellen sind. Betrachtet man Abb. 6.15 etwas genauer, so kann
man erkennen, dass die Berechnungsmethoden Verb. Prog. 1x und Verb. Prog. 0.5x
den exakten Spannungsédnderungsverlauf eingrenzen und somit auch hier eine obere
und untere Beschrankung liefern.

6.3 Untersuchung an einer L-Scheibe

Anhand einer L-Scheibe, sieche Abb. 6.16, soll die Funktion des Modellfehlerindi-
kators an einem feineren Netz betrachtet werden. Hier ist zu erwarten, dass sich
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5m
]\_

8,5 m >

[€—5m

le—35m—»

Abb. 6.16: System der L-Scheibe mit Randbedingungen unter Lastfall Eigenge-
wicht.

deutlich Bereiche abzeichnen, in denen der Modellfehler vernachlassigbar ist bzw.
andere, wo die Verdnderung im £-Modul einen markanten Einfluss auf die Zielgrofie
hat.

In Abb. 6.17 sind die Ergebnisse der Berechnungen fiir unterschiedliche Zielgrofien
dargestellt. Grundsétzlich ist mit einem feinen Netz eine differenziertere Betrachtung
des Modellfehlers bzw. der Bestimmung des Einflusses auf die Zielgréfie moglich.

Abb. 6.17 a zeigt den Indikator fiir die Spannung o, am unteren Rand der L-Scheibe.
Der grofite Einfluss auf die Zielgréfe ist natiirlich in dessen Nahe. Mit dem Modell-
fehlerindikator ist es nun moglich, den Bereich genau zu quantifizieren. Das ist der
entscheidende Unterschied zu den Erfahrungen und dem Fachwissen eines Ingenieurs.
In dieser Darstellung wird deutlich, dass der linke Rand der L-Scheibe ebenfalls noch
einen Einfluss auf die Zielgrofle ausiibt, der nicht zu vernachléssigen ist. Anders ge-
sagt kann an dieser Darstellung abgelesen werden, bis zu welchem Bereich die rechte
obere Ecke keinen Einfluss auf die Zielgrofie hat. Auch hier sagt die Erfahrung des
Ingenieurs wieder, dass ein Bereich der Ecke fiir die Zielgrofle unwesentlich ist, aber
den Bereich genau anzugeben, ist nicht moglich.

Das zweite Indikatorbild, sieche Abb. 6.17 b, zeigt die Auswirkungen der Verdanderung
im E-Modul der einzelnen Elemente auf die Spannungen o,, am oberen Rand der
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a) b)

ZielgroBe oy,

Zielgrofle oy,

ZielgroBe oy

Abb. 6.17: Darstellung der Modellfehlerindikatoren fiir die Zielgréen a) oy, in der
Néhe des unteren Randes, b) 0,, am oberen Rand und c¢) ., in der linken oberen
Ecke des Systems.

Scheibe. Hierbei ist, im Vergleich zur ersten Zielgréfe, der Fehler deutlich gleichméfi-
ger iiber die gesamte Scheibe verteilt. Nahezu alle Bereiche der Scheibe haben einen
Einfluss auf die Zielgrofe.

Das Fehlerbild fiir die dritte betrachtete Grofe ist in Abb. 6.17 ¢ zu sehen. Auch hier
zeichnet sich ein differenziertes Bild ab. So ist besonders der Bereich an der linken
Einspannung der Scheibe fiir die Anderung in o,, verantwortlich. Der Bereich um
die rechte obere Ecke hat, wie bei der ersten Zielgrofle, kaum einen Einfluss auf die
ZielgroBe.
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6.4 Nichtlineare Modelle

6.4 Nichtlineare Modelle

In Abschnitt 5.6 konnte in allgemeiner Form die Berechnung des Modellfehlers fiir
nichtlineare Probleme hergeleitet werden. Der zentrale Punkt ist dabei die Ermitt-
lung der verallgemeinerten Greenschen Funktion, deren Knotenwerte (Vektor z)
mittels des Gleichungssystems

KT(uh)z :Ju (68)

bestimmt werden. Hierbei ist K1 die tangentiale Steifigkeitsmatrix im Gleichge-
wichtspunkt u; und die Komponenten des Vektors 7, sind die Gateaux-Ableitung
des Funktionals J(u) im Linearisierungspunkt w;, in Richtung der ¢;.

Die Anwendung der Modellfehlerbestimmung auf geometrisch nichtlineare Probleme
wird zunéchst am Stab und anschlieSfend an der Scheibe gezeigt.

6.4.1 Stab

Die Ermittlung der verallgemeinerten Greenschen Funktion wurde im Kapitel 3.4.4
vorgestellt und die Berechnung des Modellfehlers fiir nichtlineare Probleme konnte
in Abschnitt 5.6 hergeleitet werden. Anhand eines einfachen Beispiels sollen die-
se Methoden verdeutlicht werden. Betrachtet wird ein nichtlinearer Zugdruckstab,
dessen horizontale Verschiebung mit linearen Ansatzfunktionen angenéhert wird.

EA = 10.000 kN
P =50.000 kN —>

A 1] * 2] =P

| l=4m | l=4m |
f f f

Abb. 6.18: Berechnung der Auswirkungen einer E-Modul Anderung in einem Ele-
ment bei einer geometrisch nichtlinearen Formulierung.

Es werden die Auswirkungen auf die Verformung an der rechten Seite des Stabes
bei einer Anderung im E-Modul im zweiten Element untersucht. Das System mit
der Last und den Systemdaten ist in Abb. 6.18 dargestellt.

Der Berechnungsablauf sei an dieser Stelle noch einmal kurz skizziert. Am Grund-
system (gleiches F in allen Stabelementen) wird die Losung u;, des Lastfalls P er-
mittelt. Anschlielend wird mittels der tangentialen Steifigkeitsmatrix K, im Punkt
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uy, die verallgemeinerte Greensche Funktion zj, fiir die Verschiebung am rechten En-
de bestimmt, also fiir das Funktional J(u) = u(l). Dann kann mit der d-Form die
Anderung in der Verschiebung prognostiziert werden.

Das Ergebnis ist in Abb. 6.19 zu sehen. Die Berechnung liefert das von der linearen
Differentialgleichung gewohnte Bild. Der von der Nédherung prognostizierte Fehler,
hier mit Prognose bezeichnet, folgt einer Geraden, deren Steigung mit der Ableitung
im Nullpunkt der wahren Kurve der Verdanderungen folgt. Und auch die Eigenschaf-
ten der verbesserten Modellfehlerberechnung mit /()% und .J()*) bleiben erhalten.
Sie bilden eine obere und untere Schranke der tatséchlichen Verdnderung in der Ziel-
grofe.

@
K2 ><

| —
L—

Abb. 6.20: Scheibe, an der eine nichtlineare Modellfehlerberechnung durch-
gefithrt wurde. Abmessungen 5mx2m, Gleichstreckenlast am oberen Rand mit
p = 1.000kN/m. Zwei untersuchte Konfigurationen: K1 und K2, ZielgréBe o,,.
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6.4.2 Scheibe

Fiir einen Stab konnte anschaulich gezeigt werden, dass die Modellfehlerbestimmung
fiir einen geometrisch nichtlinear formulierten Stab gleiche Ergebnishilder wie bei
einer linearen Formulierung liefert. Anhand der in Abb. 6.20 dargestellten Scheibe
soll die Modellfehlerbestimmung fiir ein geometrisch nichtlineares Scheibenelement
untersucht werden. Die betrachteten Konfigurationen, K1 mit der Zielgroe o, an
der Stelle (0, 25;0,25) und einer Veranderung des E-Moduls in Element 32 bzw. K2
mit der Zielgrofe o, an der Stelle (2, 25;0,25) und einer Verédnderung des E-Moduls
in Element 1, sind dort abgebildet.

a) 20 T T T T T T T 1 b) 500 T T T T T T T
! q Prognose —t—
10 400 Realitét e
2 2 300 i Verb. Prog. 1x —e— |
g 0 g | Verb. Prog. 0,5x —&—
g g 200
2 10 @100 |-
2 0 2 of
& Prognose & 100 kL
& Realitét &
-30 ¢ Verb. Prog. 1x ~—e— 7] -200 | =3
Verb. Proq. 0,5x —&— N
_40 1 1 1 1 1 _300 1 1 1 1 1 1 1
-40 -30 20 10 O 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40
Anderung von E in [%] Anderung von E in [%]

Abb. 6.21: a) Zielgrofie 0., bei 0,25/0,25 Anderung vom E-Modul im Element
32, b) ZielgroBe o, bei 2,25/0,25, Anderung vom E-Modul im Element 1.

In Abb. 6.21 sind die Ergebnisse der Berechnung zu sehen. Dabei zeigt sich auch
hier das bekannte Bild des mit den unterschiedlichen Methoden berechneten Mo-
dellfehlers. Interessant ist bei diesen Beispielen, dass die Konfiguration K1 mit der
verbesserten Prognose J()®") nahezu die tatsichliche Anderung liefert, wihrend bei
der Konfiguration K2 .J()®% deutlich niiher an der tatséchlichen Anderung ist. Auch
hier bilden beide Methoden wieder eine obere bzw. untere Schranke des Modellfeh-
lers.

6.5 Vergleich lineare und nichtlineare Berechnung

Die Berechnung des Modellfehlers bei nichtlinearen Problemen konnte hergeleitet
werden und zeigt bei der Untersuchung von Verdnderungen im E-Modul gute Er-
gebnisse. Ziel in diesem Abschnitt ist es, den Fehler zu bestimmen, der bei Ver-
nachléssigen der geometrisch nichtlinearen Anteile bei einer Berechnung entsteht.
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Die schwache Form des nichtlinearen Problems,
) = [ Bulv)- S = (pv)  S(u) = CE@)]  (69)
und des linearen Problems
ailu, v) = /Q E(v)- S(u)dQ = (p,v) (6.10)
unterscheiden sich nur in dem Term

d(u, v) = /Q (Bu(v) — E(v)) - S(u) d0

= / 1(Vu'Vo + Vol Vu) - S(u)d, (6.11)
Q
was dem bekannten Muster
a;(te, v)+d(u,.,v) = (p,v) (nichtlinear) (6.12)
a;(u,v) = (p,v) (linear) (6.13)

entspricht. Daher sollte es moglich sein, die nichtlinearen Effekte anhand der Glei-
chung

T(u) — J(w) = —d(z,uy) = — /Q LVulVz + V2T V) S(u)d?  (6.14)

zu bestimmen. Hier ist z die Greensche Funktion des linearen Modells und wu, die
nichtlineare Losung.

Bei der FE-Berechnung wird man natiirlich wieder u. durch w ersetzen und so zur
Néherung

J(ul) — J(up) ~ —d(zn, up) = — / HVulVz, + V2] V) - S(uy)dQ (6.15)
Q

kommen.

Am Beispiel des im vorigen Kapitel behandelten nichtlinearen Zugdruckstabes soll
die Giiltigkeit dieser Vorgehensweise verifiziert werden. Der Stab ist in zwei gleich
lange Elemente der Lange [ = 4m unterteilt und die Dehnsteifigkeit betrigt FA =
100.000 kN. In Abb. 6.22 ist das Ergebnis der Prognose im Vergleich zur tatséchlichen
Anderung dargestellt. Dabei ist gut zu erkennen, dass die Schitzung, dhnlich wie
bei den vorher betrachteten Problemen, eine gute Nédherung darstellt. Erst wenn der
nichtlineare Anteil in der Rechnung dominiert, entsteht ein groBerer Fehler.
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6.6 Sensitivitdtsanalyse

Die Sensitivitdtsanalyse (= Empfindlichkeitsanalyse) im klassischen Sinne stellt ein
Verfahren zur Verfiigung, mit dem das Tragverhalten komplexer Systeme und Struk-
turen bei Verédnderung von Systemparametern, wie z.B. E-Modul oder Querschnitts-
werten, untersucht werden kann, um optimale Werte fiir die Systemvariablen zu
finden. So kann z.B. eine Grenzbetrachtung fiir einzelne Parameter erfolgen.

In der Sensitivitdtsanalyse wird der Einfluss von Systemparametern (einzeln oder
gemeinsam) auf bestimmte Zielgrolen, wie z.B. Kraft- oder Weggrofien, untersucht.
Das kann mathematisch durch das Analysieren von Modellgleichungen erfolgen oder
durch die Verwendung von variierten einzelnen Systemparametern (Iterationsver-

fahren).

Anhand einer in semi-integraler Bauweise erstellten Autobahnbriicke soll die Sensi-
tivitdtsanalyse unter Verwendung des d-Terms vorgestellt werden. Dabei wird un-
tersucht, ob ein deutlicher Einfluss der Bodensteifigkeit auf bemessungsrelevante
Schnittgroflen an der Briicke festzustellen ist, d.h. es wird die Frage beantwortet,
wie sensibel das Tragwerk auf Verinderungen im Baugrund reagiert. In [59] wurden
solche Untersuchungen mittels der Modellfehlerbestimmung durchgefiihrt. Als eine
einfiihrende Arbeit in das Thema der Sensitivitdtsanalyse mit Einflussfunktionen sei
[15] erwéhnt.

6.6.1 Integrale und semi-integrale Briickenbauweise

Die integrale bzw. semi-integrale Bauweise kann wie folgt definiert werden. Sind die
Briickenpfeiler und Widerlager monolithisch mit dem Briickeniiberbau verbunden,
so spricht man von einer integralen Briickenbauweise. Die zyklischen Temperaturein-
wirkungen auf die Briicke haben Schnittgrofien zur Folge und somit Verformungen,
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welche Auswirkungen auf die Widerlager und Griindungen haben. Das Bauwerk
steht in Interaktion mit dem Baugrund.

a) Uberbau
—

\Systemtrennung

F

/Mg\

77777 77777

A

7 “Widerlager

77777 77777

Abb. 6.23: a) Semi-integrale Briickenbauweise, die Briicke ist vom Widerlager ent-
koppelt und b) integrale Bauweise, die Briicke als monolithisches Bauwerk.

Bei der semi-integralen Bauweise besteht nicht mehr die gesamte Briicke aus ei-
nem monolithischen Stiick. Es werden hier Systemtrennungen eingefiigt, wie z.B.
die Trennung des Systems Uberbau—Pfeiler-Griindung von den Widerlagern. Bei-
spiele fiir die (semi-)integrale Bauweise werden in [55] und [57] gegeben. In Abb.
6.23 sind beispielhaft zwei Briicken dargestellt.

Die integrale Briickenbauweise stellt eine besondere Herausforderung dar, da das
Bauwerk mit dem Untergrund bzw. mit der Griindung in Interaktion tritt und so
die Ermittlung der mafigebenden Lastfélle relativ schwierig und aufwendig ist. Eine
deutliche Erleichterung wire es, wenn die Auswirkungen der verschiedenen Variati-
onsparameter, hier die Steifigkeit des Bodens, auf die Bemessungsgréfien ohne grofien
Aufwand abgeschétzt werden kann.

6.6.2 Untersuchungsergebnisse einer Briicke in semi-integraler
Bauweise

In Abb. 6.24 ist die auf Pfiahlen gegriindete Briicke in semi-integraler Bauweise dar-
gestellt. Das Bauwerk erstreckt sich iiber eine Linge von ca. 100 m, dessen erstes
und drittes Feld eine Lange von ca. 30 m hat. Die mitwirkende Plattenbreite wur-
de bei der Modellierung der Plattenbalkenquerschnitte beriicksichtigt, sieche Abb.
6.24. Die Pfihle fiir die Griindung haben einen Durchmesser von 1,20m und eine
Lange von 23,30 m, wobei vier Bodenschichten mit unterschiedlichen Steifemoduli zu
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Abb. 6.24: Modell einer Briicke erstellt mit Balkenelementen.

beriicksichtigen sind. Die Pfahle nehmen als elastisch gebettete Tréger horizontale
Krifte auf, die z.B. als Bremslasten aus dem Uberbau auf den Unterbau wirken, sie
behindern aber eben auch aufgrund ihrer Bettung die Verformungen des Uberbaus
in allen anderen Lastféllen.

Das Ziel der Untersuchung in [59] war, festzustellen, welchen Einfluss die Variation
der Bettungsziffern in den Bodenschichten auf die Schnittgréfen im Uberbau hat.

Die zur Differentialgleichung des elastisch gebetteten Trégers
Elw"Y +kw=p (6.16)

gehorige Wechselwirkungsenergie lautet

'TM M
a(w,w) = / {— + k:ww] dx (6.17)
. | EI

und somit lautet der d-Term bei einer Anderung der Bettungsziffer, k — k + Ak, in
einer Schicht [yq, yp]

d(w, G;) = /bew@) Gily, ) dy. (6.18)

Ya

Hierbei ist w die seitliche Auslenkung des Pfahls aus den Uberbaulasten und G;
die seitliche Auslenkung des Pfahls als Reaktion auf die Zwangung, die durch die
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Einflussfunktion in das Tragwerk hineingetragen wird. Die Einflussfunktion fiir die
Querkraft an einer Stelle  im Uberbau entsteht bekanntlich durch eine vertikale
Versetzung des Léangstragers im Punkt z. Diese Versetzung fithrt dann zu seitlichen
Bewegungen (G3 in den Punkten y der Pfahle. Der Einfluss einer Steifigkeitséinderung
k — k + Ak in der Bodenschicht auf die Querkraft an der Stelle z im Uberbau ist
dann groB, wenn alle drei Faktoren in Gl. (6.18) grofl sind, insbesondere, wenn die
Uberlagerung von w mit G; einen nennenswerten Beitrag liefert.

Insbesondere diirfen die beiden Funktionen nicht orthogonal zueinander sein, weil
sonst ihr Integral null ist und selbst grofite Anderungen in der Bettungsziffer keine

Auswirkungen haben wiirden.

e oo s

ITTTTrere==

e
e R e L

Abb. 6.25: Erzeugte Einflussfunktion fiir das Moment im ersten Feld.

Um eine reprisentative Auswahl an bemessungsrelevanten Schnittgréofien betrachten
zu konnen, wurden insgesamt neun Einflusslinien erzeugt; zwei davon sind in Abb.
6.25 und 6.26 dargestellt. Die Auswertung der Anderung in den ZielgréBen erfolgt
tiber die obige Gleichung (6.18). Dabei ist das Integral fiir jede Schicht auszuwerten

und aufzusummieren.

Neben der einfachen Néherung iiber —d(w, G;) wurde die verbesserte Approximation

der Verdnderung durch

k; :
0~ N 8 Ak wGid 1
J(em) : kj+0,5.Akj/0 jwGidy (6.19)

bestimmt. Fiir die Auswertung der Integralausdriicke werden nach Gl. (6.19) die
Verformungsfiguren der Ausgangskonfiguration w vom gewihlten Lastfall und der
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Abb. 6.26: Erzeugte Einflussfunktion fiir die Querkraft rechts vom ersten Briicken-
pfeiler.

Greenschen Funktion GG; benotigt. Detailliert sind diese Funktionen in Abb. 6.27 fiir
den Lastfall Gleichstreckenlast auf den dufleren Feldern und fiir die Einflussfunktion
fiir die Querkraft in der Nahe des linken Widerlagers dargestellt. Dabei wird die
Funktion als stiickweise linear angenommen, d.h. mit Hilfe der Trapezregel integriert.
Die Trapezldnge betrigt bei diesen Betrachtungen etwa 1m. In Tab. 6.1 ist dieser

Rechengang mit Ergebnissen dargestellt.

Uber die Niherungsformel erhilt man so fiir die Anderung in der Querkraft einen
Wert von AV = —4,25kN. Wendet man eine rudimentéirere Berechnung des Inte-
grals an!, so fithrt das mit AV = —4,7kN auf ein dhnliches Ergebnis bei deutlich

geringerem Aufwand. Die mit dem Programm Sofistik berechnete tatséichliche Ande-

rung betrigt AV = —4kN.

Wendet man die verbesserte Approximation J (em)(0’5) an, so ist zunéchst fiir jede

Schicht der Faktor vor dem d-Term zu bestimmen:

kj

= it j = Schicht j. 6.20

L= 50,5 Ak, Mt J=5chicht (6.20)

Man erhilt so mit J(e,,)®% fiir die Querkraftinderung einen Wert von AV =
—3, 7TkN, welcher ebenfalls einen guten Prognosewert darstellt. So wurden verschie-
dene ZielgroBlen und Szenarien der Bodenkenngréfien untersucht. Detaillierte Aufli-

stungen und Ergebnisse sind [59] zu entnehmen.

'Es werden lediglich die ersten beiden Bodenschichten beriicksichtigt. Fiir die erste Schicht wird
vereinfachend eine Trapez- und fiir die zweite Schicht eine Dreiecksfliche angenommen.
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Tabelle 6.1: Auswertung des Integral iiber eine stiickweise lineare Integration.

Kote Schicht Ak AL a a, b b, Ad d
[m] [l [MN/m’] [m] [mm] [mm] [mm] [mm] [N] [kN]

15,13 15 0,89 17,8 13,8 9,56 8 -1856,82

16,02 1 15 0,89 13,8 10,1 8 6,3 -1146,37

16,91 15 0,89 10,1 6,9 6,3 4,65 -626,44 -3,63
17,8 20 1 6,9 398 465 3,01 -424.69

18,8 20 1 398 1,85 3,01 1,72 -142,46

19,8 2 20 1 1,85 045 1,72 0,79 -31,05

20,8 20 1 0,45 -0,36 0,79 0,18 -1,27

21,8 20 1 -036 -0,75 0,18 -0,17 -0,19 -0,60
22,8 20 0,95 -0,75 -0,84 -0,17 -0,33 -3,80

23,75 20 0,95 -0,84 -0,79 -0,33 -0,37 -5,43

24,69 20 0,95 -0,79 -0,66 -0,37 -0,35 -4,95

25,64 20 0,95 -0,66 -0,50 -0,35 -0,29 -3,51

26,58 20 0,95 -0,50 -0,34 -0,29 -0,22 -2,05

27,53 20 0,95 -0,34 -0,22 -0,22 -0,15 -1,00

28,48 3 20 0,95 -0,22 -0,12 -0,15 -0,10 -0,40

29,42 20 0,95 -0,12 -0,05 -0,10 -0,05 -0,12

30,37 20 0,95 -0,05 0 -0,05 -0,02 -0,02

31,31 20 0,95 0 0,02 -0,02 -0,00 0,00

32,26 20 0,95 0,02 0,03 -0,00 0,01 0,00

33,21 20 0,95 0,03 0,03 0,01 0,01 -0,01

34,15 20 0,95 0,03 0,03 0,01 0,01 -0,01 -0,02

35,10 4 50 1 0,03 0,02 0,01 0,01 -0,02

36,10 50 1 0,02 0,01 0,01 0,01 -0,01 0,00

Summe: -4,25

Das Verfahren der Modellfehlerbestimmung, hier im Sinne einer Sensitivitédtsana-
lyse angewandt, ist, wie man sieht, gut fiir eine Abschétzung der Verinderung in
der ZielgroBe geeignet, wobei die mit Gl. (6.19) berechneten Werte? grundsiitzlich

genauer sind als die mit dem Term J(e,,) erhaltenen Ergebnisse

Zu der Frage, ob die Variationen in den Bodenschichten einen signifikanten Einfluss
auf die Schnittgrofien haben, ldsst sich feststellen, dass bei diesen Betrachtungen
die maximale Anderung in einer Schnittgrofe bei unter 2% liegt, in den meisten

2Der relative Fehler liegt hier um 10%.

3Hier liegt der relative Fehler bei ca. 20%.
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Abb. 6.27: Darstellung der Verformungsfigur des Pfahls unter einem mafigeblichen
Lastfall und aufgrund der Einflussfunktion.

Fallen deutlich unter 1%. Damit ist gezeigt, dass bei den betrachteten Lastfillen die
Ungenauigkeit in der Ermittlung der Bodenkenndaten keine Auswirkungen auf die
bemessungsrelevanten Schnittgréfien hat.

Zusétzlich zu den bisherigen Betrachtungen wurde die Steifigkeit des Trégers im
mittleren Feld variiert, um Anderungen in den ZielgréBen zu untersuchen. Dabei ist
zu beobachten, dass in mehreren Fillen die tatséchliche Anderung der ZielgroBe so-
wohl bei einer starken Schwéchung als auch bei einer grofien Versteifung des Trégers
zu gleichen Auswirkungen, z.B. einer Abnahme der Schnittkraft, in der Zielgrofie
fithrt. In diesen Sonderféllen fiihrt das Naherungsverfahren zur Modellfehlerbestim-
mung zu Aussagen, die nicht verwendet werden konnen. Dabei ist allerdings zu
beachten, dass ein gesamtes, sehr grofles Bauteil in der Steifigkeit variiert wurde
und die Zielgrofe z.T. im verdnderten Tréger lag.

Bei den Betrachtungen stellte sich aber heraus, dass bei einer Verdnderung der Stei-
figkeit bis £30%, das Verfahren gut geeignet ist, um die Anderung in der ZielgroBe
vorherzusagen. Eine Teilung des Trégers in mehrere Abschnitte wird zu besseren,
detaillierteren Ergebnissen fiithren.
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{ Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die Erweiterung der Fehlerberechnung in der Me-
thode der finiten Elemente in Form der Modellfehlerbestimmung aufgezeigt. Die
Estimatoren des Approximationsfehlers sind seit einigen Jahren gut erforscht und
bieten gute Moglichkeiten, eine adaptive Netzanpassung (h- oder p-Adaption) durch-
zufithren. So konnen fiir eine gegebene Problemstellung optimale Netze erzeugt wer-
den. Da aber neben dem numerischen Fehler dem Modellfehler eine ebenso grofie
Bedeutung beizumessen ist, wurden in dieser Arbeit die Methoden zur Modellfeh-
lerberechnung auf baustatische Belange iibertragen und untersucht.

Der Greenschen Funktion kommt bei der Modellfehlerbestimmung und der zielori-
entierten Fehlerschéitzung eine zentrale Bedeutung zu. Diese wurde ausfiihrlich mit
ihren Eigenschaften und den Berechnungsmoglichkeiten im Allgemeinen und im spe-
ziellen mit der FE-Technik erldutert. Mit Hilfe einer Lagrange Formulierung wurde
eine Technik aufgezeigt, die es auch bei nichtlinearen Problemen ermdoglicht, eine
zielorientierte Fehlerschidtzung durchzufiihren. Hierfiir wurde eine verallgemeinerte
Greensche Funktion eingefiihrt. Es wurde gezeigt, wie die Generierung einer Ein-
flussfunktion mit einem FE-Programm durchgefiithrt werden kann. Mit diesem Wis-
sen kann man auch die Berechnung einer Einflussfunktion mit einem kommerziellen
FE-Programm, ohne dass die Elementformulierung bekannt ist, vornehmen; es sind
lediglich die Knotenkrifte zu bestimmen.

Die zielorientierten Fehlerestimatoren steuern die Netzadaption neben dem Fehler
in der eigentlichen Losung w — w;, zusétzlich iiber den Fehler in der dualen Losung,
z — zjp, was eben dazu fiihrt, dass dem Fehler in der Zielgrofie bei der Netzanpassung
besondere Bedeutung beigemessen wird. Fiir diese Technik wurde unter Betrachtung
des Projektionssatzes gezeigt, dass die Einflussfunktion auf einem FE-Netz moglichst
gut dargestellt werden muss, um ein exaktes Ergebnis zu erhalten.

Es wurde ein Verfahren, die GFD-Methode, vorgestellt, mit dem es moglich ist,
Punktgroflen bei der Platte moglichst genau zu bestimmen. Unter Verwendung der
bekannten Grundlésung der Platte, in der die von der FE-Methode nicht darstellbare
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Singularitéit enthalten ist, und Berechnung des reguléren Anteils, d.h. Anpassung der
Randdaten der Fundamentallosung an das gegebene Problem, wurde eine deutlich
verbesserte Einflussfunktion gefunden, die mit der Belastungsfunktion iiberlagert,
die gewahlte Zielgrofle liefert. Das Verfahren hat sich als besonders stabil erwiesen
und liefert gerade fiir Einzellasten in der Nahe der Zielgrofle hervorragende Ergeb-
nisse.

Die Modellfehlerberechnung wurde von verschiedenen Seiten betrachtet. Das Haupt-
augenmerk lag dabei auf der Berechnung des Modellfehlers bei einer Verdnderung
im E-Modul sowohl fiir lineare als auch fiir nichtlineare Probleme. Das Grundle-
gende dabei ist, dass der Modellfehler iiber Berechnungen am vereinfachten Modell
bestimmt wird und damit Prognosen iiber die Verdnderungen der Zielgrofie an ei-
nem verdanderten Modell moglich werden. Der Naherungscharakter der verwendeten
Technik konnte aufgezeigt werden, wobei einfache Verbesserungsmafinahmen zu ei-
ner deutlichen Verbesserung der Prognose fiithrten. Mit diesem Verfahren konnten
der Modellfehlerabschitzung Schranken zugewiesen werden, was gerade in Hinblick
auf die Bemessung von Bauteilen von grofler Bedeutung sein kann.

AuBlerdem wurde die Modellfehlerbestimmung auf nichtlineare Probleme iibertragen,
wobei die Eigenschaften, die fiir lineare Probleme gelten, erhalten blieben.

Uber die Formulierung mit dem Satz von Betti gelang es, das Gebietsintegral, wel-
ches fiir die Modellfehlerberechnung bei Flachentragwerken bestimmt werden muss,
in ein Randintegral zu iiberfiihren. Fiir Stabtragwerke kann dieses Verfahren als
exakt bezeichnet werden. Fiir Flachentragwerke ist die Berechnung aber zu aufwen-
dig, wenn das zweite Gleichungssystem tatséchlich gelost wird, oder die Ergebnisse
stellen, wenn die inverse Matrix approximiert wird, keine Verbesserung dar.

Neben der Modellfehlerbestimmung spielt die Sensitivitdtsanalyse eines Tragwerks
fiir den Tragwerksplaner eine entscheidende Rolle und gibt ihm ein Werkzeug an
die Hand, mit welchem er sichere Abschitzungen iiber die bemessungsrelevanten
Schnittgrofien treffen kann.

Ausblick

Es sind mehrere Entwicklungen, die das Interesse an Greenschen Funktionen wie-
der geweckt haben. Zum einen ist es die Methode der zielorientierten Verfeinerung,
zum andern ist es das zunehmende Interesse bei den Tragwerksplanern an Fragen
der Zuverlassigkeit von FE-Berechnungen. Die gliickliche Fiigung dabei ist, dass es
kein abstraktes tool ist, auf dem die Analyse beruht, sondern eben Einflussfunktio-
nen und der Tragwerksplaner daher die theoretischen Ergebnisse gut umsetzen und
nachvollziehen kann. Die neue Statik ist eigentlich die alte Statik.
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In Zukunft sollte es darum gehen, die hier vorgetragenen Zusammenhénge in die
Programme einfliefen zu lassen. Insbesondere sollten die FE-Programme in der Lage
sein, Einflussfunktionen fiir beliebige Schnittgrofien, in Einzelpunkten und in ganzen
Schnitten, zu berechnen. Denn anhand des Verlaufs der Einflussfunktionen kann sich
der Tragwerksplaner einen ersten Einblick von der zu erwartenden Genauigkeit, den
Abhéngigkeiten und den Sensitivitdten verschaffen. Die meisten FE-Programme, die
in den Ingenieurbiiros eingesetzt werden, bieten diese Optionen nicht an; wie generell
in der Praxis sehr wenig mit Einflussfunktionen gearbeitet wird.

Denkbar wére auch, dass man mit Hilfe von Einflussfunktionen rechentechnisch zu
einer Beurteilung der Standsicherheit bzw. der Tragreserven von Gebéduden kommt,
indem man die Einflussfunktionen fiir die Schnittkrifte an den héchstbeanspruchten
Stellen plottet und iiber Parameterstudien zu quantitativen Aussagen beziiglich des
Ausfalls von Bauteilen kommt.

Auch die Validierung von FE-Berechnungen kann nur {iber das Studium der Ein-
flussfunktionen geschehen. Bei der Entwicklung der finiten Elemente hat man sich
viele Jahre vorwiegend mit dem Problem der Verifizierung der FE-Ergebnisse be-
schéftigt, aber die Frage, wie gut das FE-Modell eigentlich das reale Tragverhalten
widerspiegelt, wurde nicht gestellt. Will man aber die Giite eines Tragwerkmodells
beurteilen, so kommt man nicht umhin, sich mit den Sensitivitdten, mit den Mo-
dellparametern und den Anderungen derselben zu beschiftigen. Und diese Frage-
stellungen zielen alle auf das Studium der Einflussfunktionen ab.

Natiirlich ist mit dieser Arbeit erst ein kleiner Bereich der Modellfehlerbestimmung
erschlossen. Die numerischen Untersuchungen sind nicht abgeschlossen. So ist z.B.
eine Ausweitung der Modellfehlerberechnung auf andere Fehlerquellen wie z.B. ma-
terielle Nichtlinearitét, geometrische Ungenauigkeiten und Fehler in den Lagerungen
ein weiteres grofles Thema. Auch die Zuverlassigkeit der Abschétzung mittels des
linearisierten d-Terms sollte, wenn moglich, noch verbessert werden.

Der Erfolg der hier vorgeschlagenen Techniken wird wesentlich davon abhéngen,
wie sie in der Praxis umgesetzt werden und angenommen werden. Wir glauben,
dass die rechnerische Beurteilung der Standsicherheit eines Tragwerks, welche alle
notwendigen Nachweise einschliefft, nur iiber den hier aufgezeigten Weg moglich ist.
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7 Zusammentassung und Ausblick

154



Literaturverzeichnis

[10]

[11]

AINSWORTH, Mark ; ODEN, J. T.: A Posteriori Error Estimation in Finite

Element Analysis. In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
142 (1997), S. 1-88

AINSWORTH, Mark ; ODEN, J. T.: A Posteriori Error Estimation in Finite
Element Analysis. New York : John Wiley & Sons, 2000 (Pure and Applied
Mathematics)

Avr, Hans W.: Lineare Funktionalanalysis. 5. Auflage. Berlin : Springer, 2006

ALTENBACH, Johannes ; ALTENBACH, Holm: Finfihrung in die Kontinuums-
mechanik. Stuttgart : Teubner, 1994

BABUSKA, Ivo ; MILLER, A.: A feedback finite element method with a posteriori
error estimation: Part I. The finite element method and some basic properties

of the a posteriori error estimator. In: Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 61 (1987), Nr. 1, S. 1-40

BABUSKA, Ivo ; STROUBOULIS, Theofanis: The Finite Element Method and
its Reliability. Oxford : Oxford university press, 2001 (Numerical mathematics
and scientific computation)

BANGERTH, Wolfgang ; RANNACHER, Rolf: Finite Element Approximation of
the Acoustic Wave Equation: Error Control and Mesh Adaption. In: Journal
of Numerical Mathematics 7 (1999), Nr. 4, S. 263-282

BANGERTH, Wolfgang ; RANNACHER, Rolf: Adaptive Finite Element Methods
for Differential Equations. Basel : Birkhauser, 2003

BATHE, Klaus-Jiirgen: Finite-Elemente-Methoden. 2. Auflage. Heidelberg :
Springer-Verlag, 2002

BECKER, Roland ; RANNACHER, Rolf: An Optimal Control Approach to a

Posteriori Error Estimation in Finite Element Methods. In: Acta Numerica 10
(2001), Nr. 00, S. 1-102

BECKER, Wilfried ; GROSS, Dietmar: Mechanik elastischer Kéorper und Struk-
turen. Berlin : Springer, 2002

155



Literaturverzeichnis

[12]

156

BrAAcCK, Malte ; ERN, Alexandre: A Posteriori Control of Modeling Errors
and Discretization Errors. In: Multiscale Modeling and Simulation 1 (2003),
Nr. 2, S. 221-238

BRAESS, Dietrich: Finite Elemente. 3. Auflage. Berlin : Springer, 2003

BRENNER, Susanne C. ; ScoTT, L. R.: The Mathematical Theory of Finite
Element Methods. 2. Auflage. New York : Springer, 2002 (Texts in Applied
Mathematics)

CARL, Oliver: Sensitivititsanalyse mit Einflussfunktionen. Kassel, Universitét
Kassel, Diplom 2, 2004

CIARLET, Philippe G. (Hrsg.) ; Lions, Jacques-Louis (Hrsg.): Handbook of
numerical analysis. Bd. 2. Vol.: Finite Element Methods (Part 1). Amsterdam
: North-Holland, 1991

CIRAK, Fehmi: Adaptive Finite-Element-Methoden bei der nichtlinearen Ana-
lyse von Flichentragwerken. Stuttgart, Universitat Stuttgart, Diss., 1998

DEIF, Assem: Sensitivity Analysis in Linear Systems. Berlin : Springer, 1986

DoBroOwOLSKI, Manfred: Angewandte Funktionalanalysis. Berlin : Springer,
2006

FrRANKE, Wolfram ; KuNow, Thorsten: Kleines Einmaleins der Baustatik.
Kassel : Kassel University Press, 2007

GRATSCH, Thomas: Ls—Statik. Kassel, Universitit Kassel, Diss., 2002

GRATSCH, Thomas ; HARTMANN, Friedel: Finite element recovery techniques

for local quantities of linear problems using fundamental solutions. In: Compu-
tational Mechanics 33 (2003), Nr. 1, S. 15-21

GRATSCH, Thomas ; HARTMANN, Friedel: Duality and Finite Elements. In:
Finite Elements in Analysis and Design 40 (2004), Nr. 9-10, S. 1005-1020

GRATSCH, Thomas ; HARTMANN, Friedel: Pointwise error estimation and ad-

aptivity for the finite element method using fundamental solutions. In: Com-
putational Mechanics 37 (2006), Nr. 5, S. 394-407

GREVE, Ralf: Kontinuumsmechanik. Berlin : Springer, 2003

HARTMANN, Friedel: The Mathematical Foundation of Structural Mechanics.
Berlin : Springer, 1985

HARTMANN, Friedel: Methode der Randelemente. Berlin : Springer, 1987

HARTMANN, Friedel: Introduction to Boundary FElements. Berlin : Springer,
1989

HARTMANN, Friedel ; KATz, Casimir: Statik mit finiten Elementen. Berlin :
Springer, 2002



Literaturverzeichnis

[30]

[31]

[32]

[33]

[38]

[42]

[43]

HARTMANN, Friedel ; KATz, Casimir: Structural Analysis with Finite Elements.
2. Auflage. Berlin : Springer, 2007

JAMES, Doug L. ; PAI, Dinesh K.: Multiresolution Green’s Function Methods

for Interactive Simulation of Large-Scale Elastostatic Objects. In: ACM Tran-
sactions on Graphics 22 (2003), Nr. 1, S. 47-82

JOHNSON, Claes: Numerical Solution of Partial Differential Equation by the
Finite Element Method. Cambridge : Cambridge University Press, 1995

JOHNSON, Claes ; HANSBO, Peter: Adaptive finite element methods in computa-

tional mechanics. In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
101 (1992), S. 143-181

JOHNSON, Steven G.: Notes on Adjoint Methods for 18.336. 2007. — Mathe-
matical Notes im Internet

KaLik, Karl ; KOLBE, Werner ; WENDLAND, Wolfgang L. ; STEINBACH, Olaf
; MEHLHORN, Gerhard (Hrsg.): Der Ingenieurbau: Grundwissen. Bd. Mathe-
matik, Technische Mechanik: Mathematik. Berlin : Ernst & Sohn, 1999

Kasiv, A. M. A. ; TopPING, B. H. V.: Static Reanalysis: A Review. In: Journal
of Structural Engineering, ASCE 113 (1987), S. 10291045

KEeLLY, D. W. ; GAGO, J. P. De S. R. ; ZIENKIEWICZ, O. C. ; BABUSKA, [.: A
posteriori error analysis and adaptive processes in the finite element method:

Part I - error analysis. In: International Journal for Numerical Methods in
Engineering 19 (1983), Nr. 11, S. 1593-1619

KELLY, D. W. ; GAGO, J. P. De S. R. ; ZIENKIEWICZ, O. C. ; BABUSKA, I.: A
posteriori error analysis and adaptive processes in the finite element method:

Part II - adaptive mesh refinement. In: International Journal for Numerical
Methods in Engineering 19 (1983), Nr. 11, S. 1621-1656

Kizio, Stephan: Adaptive Finite-Elemente-Algorithmen in der Strukturdyna-
mek. Karlsruhe, Universitat Karlsruhe, Diss., 2008

KRrATZ1G, Wilfried B. ; HARTE, Reinhardt ; MESKOURIS, Konstantin ; WIT-
TEK, Udo: Tragwerke 1. 4. Auflage. Berlin : Springer, 1999

Kunow, Thorsten: Verbesserte Berechnung von lokalen Zielgroen mit der Me-
thode der finiten Elemente unter Verwendung von Grundlisungen. Kassel, Uni-
versitat Kassel, Projekt 3, 2003

LARSSON, Stig ; THOMEE, Vidar: Partielle Differentialgleichungen und nume-
rische Methoden. Berlin : Springer, 2005

LiNk, Michael: Finite Elemente in der Statik und Dynamik. 3. Auflage. Stutt-
gart : B. G. Teubner, 2002

157



Literaturverzeichnis

[44]
[45]

[46]

[51]

[52]

[53]
[54]

[55]

[56]

[57]

158

MANG, Herbert ; HOFSTETTER, Giinter: Festigkeitslehre. Wien : Springer,
2000

MATERNA, Daniel: Finite Elemente und Einflussfunktionen. Kassel, Universitit
Kassel, Diplom 1, 2002

MATERNA, Daniel: Herleitung eines bilinearen Elements zur Untersuchung von
geometrisch nichtliearen Scheibenproblemen. Kassel, Universitit Kassel, Pro-
jekt 3, 2003

MATERNA, Daniel: Goal-oriented recovery bei nichtlinearen Scheibenproblemen.
Kassel, Universitat Kassel, Diplom 2, 2004

ODEN, J. T. ; PRUDHOMME, Serge: Goal-Oriented Error Estimation and Ad-
aptivity for the Finite Element Method. In: Computer and Mathematics with
Applications 41 (2001), S. 735-756

ODEN, J. T. ; PRUDHOMME, Serge: Estimation of Modeling Error in Com-
putational Mechanics. In: Journal of Computational Physics 182 (2002), S.
496-515

ODEN, J. T. ; PRUDHOMME, Serge ; HAMMERAND, Daniel C. ; KuczMA, Miec-
zyslaw S.: Modeling Error and Adaptivity in Nonlinear Continuum Mechanics.
In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering (2001), Nr. 190,
S. 66636684

ODEN, J. T. ; VEMAGANTI, Kumar: Adaptive Modeling of Composite Struc-

tures: Modeling Error Estimation. In: International Journal for Computational
Civil and Structural Engineering (2000), Nr. 1, S. 1-16

ODEN, J. T. ; ZouDI1, Tarek I.: Analysis and Adaptive Modeling of Highly
Heterogeneous Elastic Structures. In: Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 148 (1997), S. 367-391

PANKE, Thorsten: Berechnung von FEinflussfunktionen mit der Methode der
finiten Elemente. Kassel, Universitdat Kassel, Diplom 1, 2002

PARiscH, Horst: Festkorper- Kontinuumsmechanik. Stuttgart : Teubner Verlag,
2003

PELKE, Eberhard ; GRAUBER, Carl-Alexander ; ILIC, Goran: Neue Lahnbriicke

im Zuge der Teilortsumgehung Weilburg. In: Beton- und Stahlbetonbau 101
(2006), Nr. 7, S. 522-527

RoMBACH, Gilinter: Anwendung der Finite-Elemente-Methode im Betonbau. 2.
Auflage. Berlin : Ernst & Sohn, 2007

SCHIEFER, Stefan ; FucHs, Michael ; BRANDT, Bernd ; MAGGAUER, Herhard
; EGERER, Andreas: Besonderheiten beim Entwurf semi-integraler Spannbe-
tonbriicken. In: Beton- und Stahlbetonbau 101 (2006), Nr. 10, S. 790-802



Literaturverzeichnis

[58]
[59]

[60]

[61]

[62]

[63]
[64]

[65]

[66]

[67]

[69]

[70]
[71]

SCHWARZ, Hans R.: Methode der finiten Elemente. 3. Auflage. Stuttgart :
B. G. Teubner, 1991

SOPOTH, Marek ; SOPOTH, Georg: Sensitivititsanalyse an einem Briickenbau-
werk in semi-integraler Bauweise. Kassel, Universitdt Kassel, Diplom 1, 2008

STEIN, Erwin ; BARTHOLD, Franz-Joseph ; MEHLHORN, Gerhard (Hrsg.): Der
Ingenieurbau: Grundwissen. Bd. Werkstoffe, Elastizitéitstheorie: Flastizitdts-
theorie. Berlin : Ernst & Sohn, 1996

STEIN, Erwin ; RUTER, Marcus ; OHNIMUS, Stephan: Adaptive finite element
analysis and modelling of solids and structures. Findings, problems and trends.
In: International Journal for Numerical Methods in Engineering 60 (2004), S.
103-138

STEIN, Erwin ; RUTER, Marcus ; OHNIMUS, Stephan: FError-controlled ad-
aptive goal-oriented modeling and finite element approximations in elasticity.
In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 196 (2007), Nr.
37-40, S. 3598-3613

STRANG, Gilbert: Computational Science and Engineering. Wellesley, USA :
Wellesley-Cambridge Press, 2007

SzABO, Barna A. ; BABUSKA, Ivo: Finite Element Analysis. New York : John
Wiley & Sons, 1991

ToTTENHAM, H. ; TOTTENHAM, H. (Hrsg.) ; BREBBIA, C. (Hrsg.): Basic
Principles. Southampton : Southampton University Press, 1970 (Finite Element
Techniques in Structural Mechanics)

VEMAGANTI, Kumar: Modeling Error Estimation and Goal-Oriented Adaptive
Modeling of Perforated Materials. In: TICAM Report (2000), Nr. 00-25

VEMAGANTI, Kumar S.: Goal-Oriented Adaptive Modeling of Heterogeneous
FElastic Solids. Austin, Texas, University of Texas at Austin, Diss., 2000

VEMAGANTI, Kumar S. ; ODEN, J. T.: Estimation of Local Modeling Error
and Goal-Oriented Adaptive Modeling of Heterogeneous Materials, Part II. In:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 190 (2001), S. 6089—
6124

VERFUHRT, Riidiger: A Review of a Posteriori Error Estimation an Adaptive
Mesh-Refinement Techniques. Chichester and Stuttgart : John Wiley & Sons
und B. G. Teubner, 1996

WERNER, Dirk: Funktionalanalysis. 6. Auflage. Berlin : Springer, 2007

WRIGGERS, Peter: Nichtlineare Finite-Element-Methoden. Berlin : Springer,
2001

159



Literaturverzeichnis

[72] Z1ENKIEWICZ, Olgierd C. ; TAYLOR, Robert L.: The Finite Element Method.
Bd. 1. 5. Auflage. Oxford : Butterworth-Heinemann, 2002

[73] Z1ENKIEWICZ, Olgierd C. ; TAYLOR, Robert L.: The Finite Element Method.
Bd. 2. 5. Auflage. Oxford : Butterworth-Heinemann, 2002

[74] ZiLcH, Konrad ; ZEHETMAIER, Gerhard: Bemessung im konstruktiven Beton-
bau. Berlin : Springer, 2006

160



Erklarung

Hiermit versichere ich, Thorsten Kunow, dass ich die vorliegende Dissertation selb-
stdndig und ohne unerlaubte Hilfe angefertigt und andere als die in der Dissertation
angegebenen Hilfsmittel nicht benutzt habe. Alle Stellen, die wortlich oder sinn-
gemaf aus verdffentlichten oder unverdffentlichten Schriften entnommen sind, ha-
be ich als solche kenntlich gemacht. Kein Teil dieser Arbeit ist in einem anderen
Promotions- oder Habilitationsverfahren verwendet worden.

Kassel, im Oktober 2008 —h’&\g V’ S

Thorsten Kunow



	Einleitung
	Ziele der Arbeit
	Gliederung der Arbeit

	Mechanische Grundlagen
	Nichtlineare Statik
	Greensche Identität und schwache Form
	Linearisierung

	Lineare Statik
	Die schwache Form des Gleichgewichts

	Einflussfunktionen
	Funktionale
	Greensche Funktionen
	Lokal & global
	Lagrange Multiplikator
	Grundlösungen


	Finite Elemente Methode
	Die grundlegende Technik
	Greensche Funktionen
	Der Projektionssatz
	Dirac Energie
	Lagrange Multiplikator und genäherte Greensche Funktion
	Die äquivalenten Knotenkräfte
	Einflussfunktionen in schwacher Form
	Berechnung von Punktwerten
	Die inverse Steifigkeitsmatrix
	Wenn Spannungen unendlich werden

	Anmerkungen zur Greenschen Funktion
	Unterschiedliche Darstellungen für die Berechnung einer Zielgröße
	Rechenkosten

	Abschätzung des Approximationsfehlers
	Primaler und dualer Fehler
	Fehlerschätzer
	Eine Analyse des zielorientierten Fehlerschätzers
	Zielorientierte Fehlerschätzer für nichtlineare Probleme
	Beispiele für eine h-Adaption


	Finite Elemente Technik mit Grundlösungen
	Die GFD-Methode
	Das Modellproblem -- Kirchhoff-Platte
	Greensche Funktionen für die Platte
	Verbesserte Genauigkeit bei Zielgrößen

	Numerische Beispiele für die GFD-Methode
	Rechteckplatte
	L-Platte mit gemischten Randbedingungen
	Punktlasten
	Teilflächenlasten
	Beispiel aus der Baupraxis
	Bemessung im Stützenanschnitt
	Punktgestützte Platten


	Modellfehlerbestimmung
	Ein erster Zugang
	Ein Beispiel

	Schwache Formulierungen und der d-Term
	Berechnung des Modellfehlers für lineare Probleme
	Der Fehler in der Zielgröße
	Die Näherung zc z
	Linearisierung
	Asymmetrie
	Zusatzterme in der inneren Energie

	Stabtragwerke
	Tragwerksmodelle
	Geschichtete Materialien
	Faserbeton

	Sensitivitätsanalyse
	Modellfehlerbestimmung für nichtlineare Probleme
	Verbesserung der Prognose
	Anwendung bei der Scheibe

	Bestimmung von uc am Grundsystem
	Randintegral
	Bestimmung von uc an den Stellen x1 und x2
	Scheibe
	Finite Elemente

	Kombination von Modellfehler und Diskretisierungsfehler

	Numerische Ergebnisse
	Modellfehlerberechnung am Balken
	Zweifeldträger -- Verfahrensvergleich
	Beidseitig eingespannter Balken mit der exakten Methode

	Modellfehlerberechnung und Sensitivitätsanalyse einer Kragscheibe
	Veränderungen des E-Moduls über die gesamte Scheibe
	Vertikaler Schnitt durch die Scheibe

	Untersuchung an einer L-Scheibe
	Nichtlineare Modelle
	Stab
	Scheibe

	Vergleich lineare und nichtlineare Berechnung
	Sensitivitätsanalyse
	Integrale und semi-integrale Brückenbauweise
	Untersuchungsergebnisse einer Brücke in semi-integraler Bauweise


	Zusammenfassung und Ausblick
	Literaturverzeichnis

