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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit sollen numerische Verfahren fiir Differentialgleichun-
gen untersucht und weiterentwickelt werden, deren spezielle Anwendungsfelder in
den Bereichen der 6kologischen Seenmodelle und chemischen Reaktionen liegen.
Beiden Feldern ist es gemeinsam, dass die beschriebenen Grofen zumeist positiv
sind und die Differentialgleichungssysteme in Teilen oder auch vollstindig Masse

erhaltende Reaktionen und Prozesse beschreiben.

Diese Eigenschaften, die Erhaltung der Positivitdt und die Erhaltung lokal
konservativer Prozesse und globaler Konservativitit, werden sich im Laufe der
Arbeit als die bestimmenden Eigenschaften herausstellen, deren Respektierung
von géngigen Verfahren fiir Differentialgleichungen in der konkreten Umsetzung

nur eingeschrinkt oder auch gar nicht garantiert werden.

In der Praxis sind hiufig anzutreffende Vorgehensweisen zur Sicherstellung
der Positivitdt der berechneten Ndherungen z.B. das Abschneiden negativer Lo-
sungen oder die Neuausfithrung mit geringeren Schrittweiten des vollzogenen Be-
rechnungsschritts. Diese Vorgehensweisen zerstéren entweder die Konservativitét

der Prozesse oder generieren im Grenzfall untragbaren Rechenaufwand.

Auf dem Gebiet der gewohnlichen Differentialgleichungen ist in den letzten
Jahren eine Serie von Verdffentlichungen [BDM03, BBKS07, BRBMO07| zu Ver-
fahren zu diesem Themenkomplex erschienen. Diese Arbeiten bauen mit unter-
schiedlichen Schwerpunkten eine Idee aus dem Buch [Pat80] von Patankar fiir ihre
jeweiligen Verfahren aus, um die jeweils gewiinschten Eigenschaften zu erhalten.

Im Gegensatz zur oben beschriebenen héufig vorgefundenen Praxis verwen-
den die erwidhnten Verfahren problemangepasste Zeitschrittweitensteuerungen.
Sie drosseln die verwendeten Zeitschritte je nach Verfahren mit einem Faktor fiir
alle Reaktionen, mit einem Faktor fiir jede Reaktion oder mit einem Faktor fiir
jede Gruppe von Reaktionen. Hierdurch garantieren sie die Positivitit der Nahe-

rungen und gewihrleisten eine (verfahrensabhéngige) Form der Konservativitit.
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Im Kapitel 2 sind die wesentlichen theoretischen Ergebnisse zusammengetra-
gen. Hier wird den oben beschriebenen Ansitzen eine gemeinsame formale Basis
gegeben (Unterkapitel 2.1). Anschliefend werden die theoretischen und prakti-
schen Eigenschaften und Schwierigkeiten der Verfahren aus [BDM03, BBKS07]
beschrieben (Unterkapitel 2.2 und 2.4.1). Abschliefend werden zur Losung der
Schwierigkeiten alternative problemspezifische Strategien aufgezeigt und Verbes-
serungen vorgeschlagen. Konkret wird sowohl eine Variante der modifizierten Pa-
tankar Verfahren [BDMO03] bewiesen, welche nicht mehr dem diesen Verfahren
inhérenten Ordnungsmaximum von Zwei unterliegt (Unterkapitel 2.3), als auch
eine Weiterentwicklung der modifizierten Patankar Verfahren, welche in der Lage
ist, die von Bruggeman in [BBKS07] angeregte komplexere Definition der Kon-
servativitit zu geniigen und steife Differentialgleichungen zu 16sen (Unterkapitel
2.4.3).

Die gemachten theoretischen Aussagen werden anhand von praxisrelevanten
und akademischen Beispielen aus den Bereichen der chemischen Reaktionen und
der Okologie illustriert und bestitigt. Die Vorstellung der Testfille findet sich in
Kapitel 1 und spéter auch in Unterkapitel 3.2. Die numerische Auswertung und
Anwendung der Verfahren erfolgt in Kapitel 5 und Unterkapitel 6.1.

Ein zweiter Schwerpunkt der Arbeit besteht darin, das Verhalten dieser Ver-
fahren im Kontext der Seenmodellierung zu untersuchen. Die Basis bildet das
im Internet verfiighare ,Null-D“ Modellierungswerkzeug ,;Ecobas“ (siehe [Ben09,
AWB™196, Ben94, BGH99, BHG98, BHL01, HGB98, Str06, SBKB08|). Dies ist
eine allgemeine Oberfliche. Sie wurde im Hinblick auf 6kologische Anwendung
konzipiert, ermdglicht es dem Benutzer aber grundsétzlich beliebige gewohnliche
Differentialgleichungssysteme zu definieren.

Wesentliche Optionen im Hinblick auf die 6kologische Anwendung stellt Eco-
bas durch die angepassten Ausgaben von Graphiken der bestimmten Niherungen
und der Dokumentation des aktuell betrachteten Systems inklusive aller verwen-
deten Rand- und Anfangsdaten mit Einheiten fiir alle Konstanten, Parameter
und Differentialgleichungskomponenten bereit.

Ecobas 16st die Systeme im Rahmen der gegebenen Moglichkeiten durch die
Anwendung des im Internet auf [HP09] dokumentierten und frei verfiigbaren
ODE-Solver Pakets ,LSODA* als Blackbox, ohne weitere numerische Kenntnisse
des Modellierers zu verlangen. Dies liefert fiir nicht steife Probleme sehr gute Er-
gebnisse. Fiir anspruchsvolle Differentialgleichungssysteme wie z.B. den Roberts-
on Testfall oder das Orego Problem aus |Tes09| sind die Methoden als Black-
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box nicht mehr in der Lage, zufriedenstellende N&herungen zu berechnen und
liefern fiir diese Testfille negative und damit unbrauchbare Ergebnisse. Wegen
dieser Schwierigkeiten ist die Verwendung positivitdtsgarantierender Verfahren
von grofkem Interesse.

Ebenso ist es ein langfristiges Ziel, die Einschrdnkung von Ecobas auf ge-
wohnliche Differentialgleichungen zu beenden und eine Erweiterung auf spezielle
Typen von partiellen Differentialgleichungssystemen zu erreichen, um eine gro-
fsere physikalische Nahe der Modelle zu komplexen 6kologischen Phinomenen zu
erlauben.

Auf die direkte Implementierung eines Stromungslosers in Ecobas ist vorerst
aber verzichtet worden. Bei einem solchen Ansatz wire die Kontrolle der berech-
neten Ergebnisse und die direkte Einflussnahme auf Verfahrensdetails unnétig
erschwert worden. Beides sind aber in der Entwicklung sehr wiinschenswerte Ar-
beitsbedingungen.

Stattdessen wurde die im Bereich der Seenmodellierung fiir flache, nicht ge-
schichtete Seen in natiirlicher Weise auftretende, zweidimensionale Flachwasser-
gleichung, beschrieben in Unterkapitel 3.1, mit einem realistischen 6kologischen
Modell fiir einen Phosphorzyklus gekoppelt (Unterkapitel 3.2). Das verwendete
okologische Modell ist eine Weiterentwicklung des Phosphorzyklus Modells von
Hongping und Jianyi zum West Lake bei Hangzhou in China aus [HJ02].

Das so entstehende gemischt hyperbolisch parabolische System wurde mit ei-
ner Adaption des bewéhrten Stromungslosers Taucode (siehe z.B. [MS98, Mei94])
und den oben beschriebenen Zeitintegrationsverfahren gelost. Der Stromungsléser
wird in Kapitel 4 beschrieben.

Die numerischen Ergebnisse fiir das gesamte System aus Phosphorzyklus und
zweidimensionaler Flachwassergleichung, die sich allerdings auf Grund mangeln-
der Messdaten auf strukturelle Testfille beschrianken, werden in Unterkapitel 6.3
prasentiert. Zusatzlich werden aber Vergleichsrechnungen fiir ein Dammbruch-
problem aus [Tor01b] die Eignung des Stromungslosers fiir komplexe Stromungen
demonstrieren. Die Ergebnisse finden sich in Unterkapitel 6.2. Ebenso werden fiir
das Phosphormodell die Rechnungen mit den Ergebnissen des aktuellen Ecobas
verglichen. Dies wird in Unterkapitel 6.1 vorgestellt.

Abschliefsend findet sich die Zusammenfassung und der Ausblick auf mogliche

weitere Entwicklungsfelder in Kapitel 7.
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Teil 1

Uber gew6hnliche

Differentialgleichungen
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Kapitel 1

Testfalle gewohnlicher

Differentialgleichungssysteme

Um die in Kapitel 2 vorgestellte Theorie anhand von Modellgleichungen moti-
vieren zu konnen, werden im Folgenden einige autonome gewohnliche Differenti-
algleichungssysteme vorgestellt. Um alle fiir die im Weiteren gemachten Unter-
suchungen benotigten Informationen zu den einzelnen Differentialgleichungssys-
temen an einer Stelle gesammelt zu haben, werden in diesem Kapitel Begriffe
verwendet, die erst im Laufe des 2. Kapitels erklart werden. Das Verstdndnis von
nicht eingefiihrten Begriffen ist nicht notwendig und soll den Leser bei der ersten
Lektiire nicht verwirren. Diese Art der Aufbereitung dient der Biindelung aller

relevanten Informationen an einer Stelle in der Arbeit.

1.1 Ein einfacher linearer Fall

Das erste System (aus [BDMO3|) ist ein akademischer Testfall, der {iberschau-
bar ist, da er eine analytische Lésung besitzt. Dieser wird genutzt, um die tat-
sichlichen numerischen Fehler der jeweiligen Verfahren exakt (im Rahmen der

Rechengenauigkeit) zu bestimmen.

Beispiel 1.1 Das System

/
c co—ac
1 2 1
c = = (1.1)
A acy — Co

15t linear und beschreibt einen Masseaustausch zwischen c; und co. Die analylische
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Abbildung 1.1: Die analytische Losung zum System (1.1).

Losung 1ist
c1(t) = (1 + cexp (@FDh) e

mit der asymptotischen Losung fiir t — oo
oo 1(0) +¢2(0)

1

und ¢ = —CI(O)
a+1 c°

Wegen der Konservativitit nach Definition 2.36 und auch 2.12 ergibt sich
Cg(t> = C1 (O) + CQ(O) —C (t)
Fiir das Beispiel wird a = 5, ¢1(0) = 0.9 und c2(0) = 0.1 gewdhlt, d.h. die zu

konservierende Masse betrigt eins. Entsprechend sollte ¢y (t) + co(t) = 1 fiir alle
t gelten. Dies fiihrt auf

—1.

cj’ozaundcg‘):a
FEine graphische Darstellung der analytischen Lisung findet sich in Abbildung 1.1.

Zwei alternative Darstellungen von (1.1) sind gegeben durch

C/ = Slrl = SQI'Q (12)
mat
—a 1 c1 —1 1 acy
Sl = , 'y = und SQ = , I'g =
a —1 Co 1 -1 Co

14



— Referenz C
--- Referenz N
== Referenz P
== Referenz D

. . .
0 10 20 30
Zeit

Abbildung 1.2: Die Referenzlosung zum System (1.3), erstellt mit dem Euler
Verfahren und einer Schrittweite von h = 1077,

1.2 Ein einfaches biologisches Modell

Das zweite Beispiel (aus [BBKS07|) beschreibt ein einfaches biologisches Modell
fiir die Ndhrstoffaufnahme und das Sterben von Phytoplankton. Eine wesentliche
Eigenschaft ist die Konservativitit auf atomarer Ebene nach Definition 2.36 aber
nicht auf der Ebene der Masse nach Definition 2.12.

Beispiel 1.2 Das System mit den Konstanten ry.y, Ko, Ky, a,b, e

C N

- max P
¢ ¢’ @l 70 Ky + N
/ N’ —br ¢ N P
o Co _ _ maéKC+C Ky+ N (13)
C, Pl max P_ P
3 T YO Kyt N ©
¢4 D’ eP

beschreibt das Wachstum auf der Basis zweier Nihrstoffe Stickstoff, N, und Koh-
lenstoff, C, sowie das Absterben zu toter Masse, D, von Phytoplankton, P, in
héheren Meeresschichten. Als Startwerte werden C(0) = 29.98, N(0) = 9.98,
P(0) = 0.01 und D(0) = 0.01 verwendet. Die Konstanten werden wie folgt ge-
wahlt: rmax = 100, Ko = 1000, Ky = 1,a = 4,b = 1,e = 0.3. Durch eine
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Einschrinkung auf die drei Komponenten N, P und D und unter Vernachldssi-
gung des Kohlenstoffs, C, wirde man ein NPD konservatives Modell, bzw. eine
Konservativitit auf Ebene der Massen (Definition 2.12), erhalten. Da ein Ziel
der Arbeit aber die Entwicklung von Verfahren ist, welche die komplexere Form
der Konservativitit, eben jene auf atomarer Ebene (Definition 2.36), erhalten, ist
die genannte Form (1.3) gewdhit worden.

FEine alternative Darstellung des Systems in der Form
¢ =Sr

wird in (2.27) detailliert ausgefihrt. Mit der Matrizc E wie in (2.28) und un-
ter Beriicksichtigung der gewdhlten Anfangsbedingungen und Konstanten fiir alle
Zeiten t findet man die Invariant E c(t), die durch

C(t) +4P(t) + 4D(t) 30.06
Ec(t) — =
N(t)+ P(t) + D(t) 10

festgelegt ist.

Die Referenzlosung (Abbildung 1.2) wurde mit dem Euler Verfahren und einer

festen Schrittweite von h = 107° berechnet.

1.3 Das Orego Problem, Teil 1

Das dritte Beispiel ist ein sehr steifes, d.h. numerisch sehr anspruchsvolles, System
aus [HWNO2, Tes09] und wird in zwei Versionen betrachtet. Die urspriingliche
Version, hier zu erst beschrieben, hat lediglich positive Grofen. Allerdings ist das
System weder nach Definition 2.12 noch nach Definition 2.36 konservativ.

Fiir eine Beschreibung der zugrunde liegenden chemischen Zusammenhinge
wird hier direkt die Quelle [Tes09] zitiert.

,The OREGO problem originates from the celebrated Belousov Zhabotinskii
(BZ) reaction. When certain reactans, like bromous acid, bromide ion and cerium
ion, are combined, they exhibit a chemical reaction which, after an induction pe-
riod of inactivity, oscillates with change in structure and in color, from red to blue
and viceversa. The color changes are caused by alternating oxidationreductions
in which the cerium switches its oxidation state from Ce(III) to Ce(IV). Field,

Koros and Noyes formulated the following model for the most important parts

16



T T T T T T
le+05 — —
— Referenz: c_1
10000 — ---- Referent: ¢_2 _
- Referenz: ¢_3

1000

. . . . . .
0 60 120 180 240 300 360
Zeit

Abbildung 1.3: Die Referenzlosung zum System (1.4), erstellt mit dem vmPE

Verfahren und einer Schrittweite von h = 107°.

of the kinetic mechanism that gives rice to oscillation in the BZ reaction. This

mechanism can be summarized as three concurrent processes [Gra02|:

e the reduction of bromate (BrOj3) to bromine (Br) via the reducing agent

bromide (Br~). Bromomalonic acid (BrMA) is produced;

e the increase of hypobromous acid (HBrO;) at an accelerating rate and the
production of Ce(IV). Here we have a sudden change in color from red to
blue;

e the reduction of Cerium catalyst Ce(IV) to Ce(III). Here we have a gradual

change in color from blue to red.”

Beispiel 1.3 Das System

ch s(cy — crco + 1 — qc?)
d=1| ¢ | = Y—=co —c1ca + c3) (1.4)
c w(cy — c3)

mit den Konstanten s = 77.27,w = 0.161 und ¢ = 8.375 - 107° beschreibt die Be-
lousov Zhabotinskii Reaktion. Dabei entsprechen ¢; HBrQO,, co Br~ und cg Ce(IV).

17



Die Anfangswerte sind gegeben durch ¢1(0) = 1,¢2(0) = 2,¢3(0) = 3. Mit den

Abkiirzungen

qcy
-5 s 0 —s s Co
S = 0 —% % —% 0 und r = 3 (1.5)
0 0 —w 0 w C1Co
G

ergibt sich ¢ = Sr.

Als Referenz werden von den Autoren in [Tes09] die Massen der drei Kom-
ponenten c¢1,c2 und ¢z am Ende des Integrationsintervalls (f. = 360) mit den

nummerischen Werten
™ (te) = 1.0008148, 5™ (t.) = 1228.1785, 5™ (t.) = 132.05549

angegeben. Um fiir weitere Zeitpunkte 0 < t < t. Vergleichslosungen zur Ver-
fiigung zu haben, wurde mit dem vmPE Verfahren eine Referenzrechnung mit
einer Schrittweite von h = 107° durchgefiihrt (siche Abbildung 1.3). Die korre-
spondierenden Werte der hier verwendeten Referenzldsung fiir den Zeitpunkt ¢,
sind

c1(te) = 1.0008146, c5(t.) = 1228.2315, c3(t.) = 132.08593.

Man sieht eine Ubereinstimmung von wenigstens vier Stellen, insgesamt ergibt

sich ein gemittelter relativer Fehler

1 |Cl(te> _. C]fari(teﬂ |C2(te) _ Cgari(te)‘ |03(t3> _' Cgari(teﬂ — 91287 . 1075'
s\ F0 T

Die erstellte Referenzlosung liefert also einen sehr hohen Grad an Ubereinstim-

mung mit der Referenz der Autoren von |Tes09).

1.4 Das Orego Problem, Teil 2

Fiir theoretische Zwecke wird das System (1.4) um die Komponente ¢, erweitert.
Diese Erweiterung wird so gewahlt, dass das so entstehende System konservativ
nach Definition 2.36 ist. Da die neue Grofe ¢, keine physikalische Bedeutung

hat, ist sie im Vorzeichen nicht festgelegt. Wie man spéater noch sieht, gilt sogar:
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2e+06

-2e+06 — _

4e+06 — —

-6e+06 — _

“Masse”

-8e+06 —

-le+07 — —

-1.2e+07 — —

14407 — -

. . . . . .
0 60 120 180 240 300 360
Zeit

Abbildung 1.4: Die Referenzlosung zur Grofke ¢y des Systems (1.6), erstellt mit

dem vmPE Verfahren und einer Schrittweite von h = 107°.

Da durch die Erweiterung keine Verdnderung in der verwendeten Schrittweite
der numerischen Verfahren zu Problem (1.4) erzeugt werden soll, muss die vierte

Grofe uneingeschrankt im Vorzeichen sein.

Das so entstehende System ist eingeschrinkt positiv nach Definition 2.4. In
diesem Sinne ist dieses System das Anspruchsvollste der in diesem Kapitel vor-

gestellten.

Beispiel 1.4 Verwendet man

) s(cy — crco + ¢ — qc?)
c Ly —cie+ ¢
d=| "= e —acta) (1.6)
c w(cy — c3)
c, 5(2c1c9 — 2¢1 + qc?)

mit den Konstanten und Anfangsbedingungen wie in (1.4), so erhdlt man ein
konservatives System nach Definition 2.36. Als zusdtzlicher Anfangswert wird
c4(0) = 0 festgesetzt.
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Fir die entsprechende Matrix

und den Vektor v wie in (1.5) ergibt sich wiederum die alternative Darstellung
¢ =S5r.

Mit dem Zeilenvektor E = (1, 52, 2, 1) sowie den Konstanten und den Anfangs-

werten fiir ¢1, co, c3 wie im Beispiel 1.3 ergibt sich fiir alle Zeiten t die Invariante
Ec(t) = cy+ 52y + —cs+ ey = 1+ 252 + 3 ~ 13382.12. (1.7)
w w

Die Referenzlosung wurde wiederum mit dem vmPE Verfahren und einer festen
Schrittweite von h = 1075 erstellt.

Da die Komponente c4 nicht Bestandteil des urspringlichen Problems ist, gibt
es hier keine Literaturwerte. Fir t, = 360 liefert die Konservativitit aus (1.7)

mit den Referenzwerten c{*"(t.), c5**(t.) und c§*(t.) die Bedingung
ca(te.) = —7383024.971.

Die Niherung der hier verwendeten Referenzlisung (Abbildung 1.4) ist c4(te) =
—7383356. Also ergibt sich auch hier eine minimale Ubereinstimmung von vier
Stellen und ein relativer Fehler von 4.4837 - 107°.
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Kapitel 2

Numerische Verfahren fur

gewohnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden Verfahren und Verfahrensklassen fiir autonome ge-
wohnliche Differentialgleichungssysteme vorgestellt, die wesentliche anwendungs-
relevante Nebenbedingungen (zusétzlich zur klassischen Fehlerordnung fiir ein
gegebenes System von gewohnlichen Differentialgleichungen) erfiillen. Es gab seit
dem Jahr 2003 eine Reihe von Veroffentlichungen [BDM03, BBKS07, BRBMO07]
zum Thema der positiven und Masse erhaltenden Verfahren. Ein ausfiihrlicher
Vergleich der Verfahren aus [BDM03, BBKS07]| findet sich in [Zar05].

Im Folgenden (Unterkapitel 2.1) wird ein Formalismus dargestellt, mit dem
alle in den eben erwéhnten Veroffentlichungen vorgestellten Verfahren bzw. Ver-
fahrensklassen einen gemeinsamen Hintergrund bekommen. Anschliefsend (Un-
terkapitel 2.2) wird auf die modifizierten Patankar Verfahren aus [BDMO03] und
den ihnen eigenen Konservativititsbegriff eingegangen. Diese werden beschrieben
und ihre Einschriankungen aufgezeigt. Eine Modifikation des in Unterkapitel 2.2
vorgestellten modifizierten Euler Patankar Verfahrens von beliebiger Ordnung ist

im Unterkapitel 2.3 zu finden.

Im letzten Unterkapitel (Unterkapitel 2.4) wird eine allgemeinere Definiti-
on der Konservativitit priasentiert. Da die in [BBKS07| besprochenen Verfahren
diese allgemeine Form der Konservativitiat respektieren, werden sie anschliefsend
vorgestellt. Abschliefend wird eine Erweiterung fiir die modifizierten Patankar
Verfahren vorgeschlagen und diskutiert, welche ebenfalls diese allgemeinere Form

der Konservativitiat erhélt und steife Differentialgleichungen l6sen kann.
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2.1 Ordnungsanalyse fiir gestorte Runge Kutta Ver-

fahren

Es erweist sich als zweckmaifig, in Problemstellungen der Biologie und Chemie
die iibliche allgemeine Form der rechten Seite eines Systems von gewohnlichen

autonomen Differentialgleichungen
c(t) = file(t)),i=1,...,N (2.1)
zu prézisieren. Jedes System lésst sich alternativ zu (2.1) auch immer in der Form
c'(t) = fle(t)) = Sr(e(t)) (2.2)

darstellen. Vergleiche dazu die Darstellungen in (1.2) oder (1.5) zu den Systemen
(1.1) respektive (1.4).

Definition 2.1 Die zur Darstellung (2.2) gehérende Matriz S € RN*E heift
Stoichiometriematrix. Sie beschreibt das Verhdlinis der K Reaktionen zu den N

Komponenten eines biochemischen Systems. Der Vektor v(c) : G — (RT)* .G C
RY heifit Reaktionsvektor.

Fiir eine exemplarische Umsetzung der Begriffe der Stoichiometriematrix und des
Reaktionsvektors siehe in Kapitel 1 und in der Einleitung zum Unterkapitel 2.4.
Da es als pathologisches Beispiel immer wieder von Interesse sein wird, wird

folgende Terminologie verwendet.

Definition 2.2 Das System ¢’ = 0 heifit triviales System.

Folgendes wird in spitere Uberlegungen immer wieder stillschweigend einge-
hen.

Bemerkung 2.3 Weder die Matriz S noch der Vektor r aus der Darstellung
(2.2) sind eindeutig. Speziell ist v beliebig und S = 0 eine Umsetzung des trivialen

Systems. FEbenso wenig ist die Anzahl der Reaktionen K formal eindeutig.

Von zentraler Bedeutung sind die folgenden Definitionen.

Definition 2.4 Fine Grifie ¢; heifst positiv, wenn fir ¢;(0) > 0 und alle t > 0
gilt, dass c¢;(t) > 0 ist. Ein System (2.2) heifit positiv, wenn alle Grifen ¢; positiv
sind. Ein System heif$t eingeschriankt positiv, wenn es sowohl positive als auch

uneingeschrinkte Gréffen c; gibt.
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Ebenso von auferordentlicher Bedeutung ist der im weiteren Verlauf folgende

und spéter allgemeiner bestimmte Begriff der Konservativitat.

Definition 2.5 FEin System (2.2) heifit patankar-konservativ genau dann, wenn
fiir alle Reaktionen ri, k =1,..., K genau ein i und j existieren mit Sy, Sjr 7# 0

und fiir diese beiden Elemente zudem S, = —Sji gilt.

Dazu folgt ein Beispiel.

Beispiel 2.6 1. Zuerst wird noch einmal der pathologische Fall betrachtet.
Das triviale System ist patankar-konservativ. Wihle (in Erginzung zu Be-
merkung 2.3) 2.B. K = N,

1 0 0 -1
-1 1 0 0
S = 0 und ry =rq9 = =ry=1
0
0 0 -1 1

2. Aus den expliziten Formen von Sy und Sy aus (1.2) wird ersichtlich, dass

das System (1.1) patankar-konservativ ist.

3. Man erkennt auch, dass das System (1.4) mit der Darstellung (1.5) nicht

patankar-konservativ ist.

Diese Form der Konservativitat lasst sich physikalisch deuten.

Bemerkung 2.7 In der Prazis wird die Patankar-Konservativitat auch NPD
Konservativitdat oder Massenkonservativitdit genannt, da sie von allen Kompo-

nenten des Systems verlangt, dass sie in derselben Einheit betrachtet werden.

Um den Begriff Konservativitiat noch weitergehend zu motivieren, dient der

folgende Satz.

Satz 2.8 Gilt fir ein System (2.2) mit stetig differenzierbarer Lisung c fir alle
k=1,....K

N
> Sy =0,
=1
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so folgt fiir die analytische Lésung

(ci(t+h) —c(t) =0

=0

fiir t,h > 0.

Beweis: Mit dem Mittelwertsatz folgt fiir ein { € [t,t + h]

% (ci(t+h) =) =D Q) =D Sur(Q) =D r(¢) Y S =0.
i=0 i=0 =0 k=0 k=0 =0

Die, durch diesen Satz definierte, Klasse von Problemen, lidsst sich in patankar-

konservative Form bringen.

Bemerkung 2.9 Gilt fiir ein System

N
i=1

fur alle k, so kann man daraus ein patankar-konservatives System konstruieren.
Alle Reaktionen ry, fir die die Bedingung aus Definition 2.5 nicht zutreffen, las-
sen sich additiv so zerlegen, dass die Bedingungen aus der Definition erfillt sind.
Dies erhoht die Anzahl K der Reaktionen. Zur Verdeutlichung kann das im spd-
teren Kontext ausgefiihrte Beispiel 2.48 dienen.

Wichtiger aber ist, dass dadurch eine konservative Behandlung durch die spa-
ter vorgestellten verallgemeinerten modifizierten Patankar Verfahren (Unterkapi-
tel 2.4.3) fur konservative Systeme nach der auch noch folgenden Definition 2.56
verhindert wird.

An den angegebenen Stellen wird dies im Detail erkldrt. Hier soll nur darauf
hingewiesen werden, dass diese Systeme formal zwar gleich, aber in der maéglichen

numerischen Behandlung sehr wohl unterschiedlich sind.

Zur Vereinfachung von Verfahrens- und Eigenschaftenbeschreibungen bedient

man sich der folgenden Definition.

Definition 2.10 Fir Einschrittverfahren wird die Notation von Henrici [Hen62]
" =c"+ho(hc ") (2.3)

mit Verfahrensfunktion ¢ und Zeitschritt h = t" Tt —t" > 0 verwendet.
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Die Definitionen 2.4 und 2.5 fiir Systeme haben Entsprechungen fiir Verfahren.

Definition 2.11 FEin Verfahren (2.3) heifit genau dann positiv, wenn, angewen-
det auf ein positives System (2.2), fir alle n € N;h € RT und ¢" > 0 gilt,
dass
"t =c"+h¢(h, e, ") > 0
15t.
Ein Verfahren heifit allgemein positiv, wenn es, angewendet auf ein einge-

schrinkt positives System, die Positivitat der positiven Groflen bewahrt.

Genauso grundlegend fiir die Gedanken zu den modifizierten Patankar Verfahren

ist die Definition der entsprechenden Konservativitét.

Definition 2.12 FEin Verfahren (2.3) heifst patankar-konservativ, wenn, ange-
wendet auf ein patankar-konservatives System (2.2), fir alle n € N, h € RT und
c" € RY

N

> gi(h,e ") = 0

=1

gilt.
Folgendes sieht man leicht.

Bemerkung 2.13 Fiir zwei zeitlich aufeinander folgende Niherungen eines pa-

tankar-konservativen Verfahrens zu einem patankar-konservativen System gilt

N N

Do —a) = Yo (A hgih et ) ~ )
=1 1=1
N
= hY ¢i(h,c" " ") = 0.
i=1

Um einen allgemeinen Grundstock an Verfahren fiir gewohnliche Differential-

gleichungen zu haben, wird weitere Notation bendtigt.

Definition 2.14 FEin allgemeines r stufiges Runge Kutta Verfahren fir autono-
me Systeme (2.2) mit rechter Seite £ bzw. Sr hat die Form firv=1,...,r und
i=1,...,N

r K
w=1 k=1
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mit der letztendlichen Ndherung

r K
k=1

v=1
und Konstanten by,...,b.,a11,...,a,, € R.

Dies fiihrt auf eine allgemeinere Klasse von Verfahren mit noch zu klérenden

Eigenschaften.

Definition 2.15 Gegeben sei ein allgemeines v stufiges Runge Kutta Verfahren

fiir autonome Systeme (2.2) mit rechter Seite £ bzw. St und Koeffizienten by, ...,

by, a1, ..., arr € R nach Definition 2.14 mit exakt Ordnung p € N.
Firv=1,....,rundi=1,..., N heifit ein Verfahren der Form

r K
F=cth Y an <Z Sikrk(éw)ao (2.6)
w=1 k=1
und
r K
gttt =d'+h Z by (Z Sz’kzrk(gv)ﬁk> (2.7)
v=1 k=1

mit Grofen af,...,ak,....;af, ... a% € R und B, ..., k € R gestortes Runge
Kutta Verfahren.

Die Grifen af,...,a% € R und By, ...,k € R heifien Storkoeffizienten des
gestorten Runge Kutta Verfahrens.

Es bleibt anzumerken, dass sich die Exponentenschreibweise fiir die Stoérkoeffi-
zienten o, ..., a% € R an der korrespondierenden Schreibweise fiir Zeitschritte
c” bzw. ¢! und den Zwischenlésungen sV orientiert.

Es kann davon ausgegangen werden, dass im Weiteren alle Exponenten ei-
ne Zuordnung zu einem Zeitschritt oder Zwischenergebnis bedeuten. Ausnahmen
werden explizit im Text angegeben. Eine globale Ausnahme bilden die Exponen-
ten zur Schrittweite A, diese meinen immer Potenzen.

Um in den kommenden Beweisen bestimmte Maxima aus Z U {—o00, 00} ver-
wenden zu konnen, werden die folgenden Konventionen verwendet. Bei allen fol-

genden Grenzwertprozessen wird immer h — 0 betrachtet.
a=O(h>™)
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bedeutet a = Q(hP) fiir alle p € Z. Analog dazu versteht sich
a=O(h™™)
als die Aussage, fiir kein p € Z gilt a = O(h?).

Theorem 2.16 Gegeben sei ein gestortes Runge Kutta Verfahren. Dies sei ange-
wendet auf ein System (2.2) mit ausreichend glattem r. Die exakte Ordnung des
zugrunde liegenden Runge Kutta Verfahrens sei p. Es gelten alle Bezeichnungen
entsprechend den Definitionen 2.14 und 2.15. Sei u; € Z U {—00, 00} mazimal
gewdhlt, so dass firk=1,... K

B =1+ 0 (h") (2.8)
gilt. Wihle uy so, dass firv=1,...,r
§" =s"4+ 0O (h"?) (2.9)

erfillt und uy € 7Z U {—00,00} mazimal ist.
Sei p:= min{p, uy, ug, uy + us}. Ist p > 1, dann ist p die exakte Ordnung des
untersuchten gestorten Runge Kutta Verfahrens. Ist p < 1, so ist das Verfahren

nur zum trivialen System konsistent.

Beweis: Es sei daran erinnert, dass fiir Ordnungsuntersuchungen immer die
exakten Startwerte angenommen werden, d.h. ¢} = ¢;(t").
Einsetzen von (2.8) und (2.9) in (2.7) liefert fiiri =1,..., N

r K
gt = &+ h Z by < Sikrk<§v)ﬁk>
k.

v=1 =1

- S[S (et o) (1 0m)

v=1 k=1

) g S0 (3 sun)) £ 00
v=1 k=1

(2:5) C?—‘,—l + @(hu+1)

_ ci(t"H) + @(hml) + (O)(huH)
ﬁ;:mi:n{u,p} Ci(tn+1) + @(hﬁJrl)_

Gilt also p > 1, so hat das gestorte Runge Kutta Verfahren mindestens Ordnung

p. Da die Gréfen p, uq, us maximal gewahlt waren, ist die Ordnung genau p. Ist
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p < 1 und das untersuchte System nicht das Triviale, so ist das Verfahren nicht
konsistent zu diesem System. Ist das untersuchte System das Triviale, so folgt

unabhéngig vom verwendeten Verfahren direkt

én—l—l — Cn—l—l — Cn

und es ist in diesem Spezialfall konsistent. 0
Daraus erhélt man direkt die folgende Charakteristik.

Korollar 2.17 Es gelten die Bezeichnungen aus Theorem 2.16. Ein gestirtes

Runge Kutta Verfahren ist genau dann ordnungserhaltend, wenn uy,us > p gilt.

Der folgende Satz zeigt einen Zusammenhang zwischen den Storkoeffizienten
oy sowie der JAhnlichkeit “ der neuen Zwischenlésungen §¥ und den klassischen

Runge Kutta Zwischenlosungen s”.

Satz 2.18 Gegeben sei ein System (2.2) mit glattem r. Wendet man ein explizi-
tes, r-stufiges, v > 2, gestirtes Runge Kutta Verfahren auf dieses System an, so
gilt firv=1,...r

S = 4 0 (ht)
falls ein us € NU{oco} ezistiert, so dass firk=1,..., K undv=1,...,r
al =140 (h*) (2.10)
gilt. Firr =1 qilt die Aussage analog fiir
én—i-l — Cn—H 4 @ (hU3+l)

und

Br=1+0(h").

Beweis: Liegt dem untersuchten gestérten Runge Kutta Verfahren ein explizites

Runge Kutta Verfahren zugrunde, so wird aus (2.6)

v—1 K
5 =c'+h Z Ay (Z Sikrk(éw)az> . (2.11)
w=1 k=1
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Fiir v = 1 gilt 8! = s! = ¢”. Mit Induktion zeigt man das Weitere. Sei v = 2,

dann erhalt man

K
=2 n =1\ 2
5, = ¢ +hag, E SikT (s )ak>
k=1

K
= C? + h a271 Z Sikrk (Sl) (1 -+ @ (huS))>
k=1

K

= C? -+ h 21 Z Sik'rk (S1)> + O (hu3+1)
k=1

= 574+ 0 (h").

Sei die Aussage fiir v gezeigt und folgere nun die Aussage fiir v + 1. Dazu sieht

man
v K
~v+1 n Sw v+1
5; = ¢ +h E Ayt1 0 E Sikri (8) af
w=1 k=1

= b Y e (Z (S (s*) + O (B*H)) (1+ 0 (m@))

k=1
= s/ 40O (R,

Der Induktionsanfang liefert nach einer Umbenennung ebenso die Aussage fiir
r=1. 0

Wie man im Folgenden sieht, gilt die Gegenrichtung auch fiir implizite Verfahren.

Satz 2.19 Gilt fir ein gestortes Runge Kutta Verfahren (sowohl explizit als auch
implizit) angewendet auf ein System (2.2) mit glattem v firv=1,... r

5 = s+ 0 (A"

mit einem uz € N U {oo}, welches mazimal ist, so folgt fir k = 1,..., K und
v=1,...,r
al =1+ 0 (h").

Beweis: Sei nun uz € NU {oco} maximal, so dass firv=1,...,r
sV =s" + O(h*t) (2.12)

gilt. Da die Menge {a%‘k‘ € Neg,v € Ngr} endlich ist, existiert ein maximales
uy € ZU{—o00,00}, welches fiiralle k =1,... Kundv=1,...,r

af = 1+ O(h")
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erfiilllt. Nun bleibt u3 = uy zu zeigen. Einsetzen in (2.6) fiir v = 1,...,r und
1=1,..., N liefert

] =

,
57 = '+ h E Ay S’ikrk(éw)az>
w=1

T
n
= g +h E Ay 1
w=1

r
us:=min{uz+lus}
= c; +h E oy
w=1

(2:4) S’U + @(hu5+1>.

£
Il
—

] =

(Sinre(s™) + O(h™*1)) (1 + @(h““)))

B
Il
—

] =

Sikrk(sw)> +0(h™)

e
Il
—

Unter Beriicksichtigung der Maximalitdatsforderung in (2.12) folgt us > us =
min{ug + 1, us}, woraus sich direkt us = wuy ergibt. Aus den Maximalitéitsforde-
rungen fiir jeweils uz und wuy folgt nun aus (2.12) direkt uz = uy, was den Beweis

abschliefst. O

2.2 Die Klasse der modifizierten Patankar Verfah-

ren

Die Verfahren des modifizierten Patankar Typs sind eine konservative Weiterent-
wicklung der von Patankar in [Pat80] vorgestellten Modifikation zur Linearisie-
rung von Senkentermen zur Generierung von positivitdtserhaltenden Verfahren.
Patankar entwickelte fiir die Anwendung in turbulenten Stromungen positive Mo-
difikationen bestehender Verfahren.

Formal, d.h. nach dem weiter oben vorgestellten Vokabular, sind es gestorte
explizite Runge Kutta Verfahren, deren Anwendung ein patankar-konservatives
(Definition 2.5) System voraussetzt. Man hat also zu jeder Reaktion 7, genau
eine Komponente ¢; und ¢; mit S;, # 0 # Sj; und Sj; = —S;. Ohne Einschrén-
kung wird angenommen, dass Sy, = —Sj; = 1 gilt. Mit Hilfe dieser Indizes, i(k)
und j(k), ist es moglich, die Storkoeffizienten aj und g so zu wéhlen, dass die

entstehenden Verfahren sowohl positiv als auch patankar-konservativ sind.

Definition 2.20 Zu einem expliziten r-stufigen Runge Kutta Verfahren liefern
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die Wahlen von

5
ap = —=7,0 > 2, und B = = (2.13)
J J

die zugehdrigen modifizierten Patankar Verfahren, wobei zu jeder Reaktion ry, der

Index j mit der Komponente korrespondiert, fir die Sj, = —1 gilt.

Jeweils ein Verfahren erster und zweiter Ordnung werden vorgestellt. Betrachtet
man das Euler Verfahren angewendet auf ein System (2.2) fir allei =1,... N,

so ergibt sich

K
C?—H = C;L + h (Z SZka(Cn)) . (214)

k=1

Definition 2.21 Gemdf (2.13) wird aus (2.14) das modifizierte Patankar Euler
Verfahren (mPE Verfahren). Firi=1,...,N hat es die Form

n+1

K
C.
ntl _ oy op . ny _J i 2.1
ck 4+ <;Szk7‘k(c) = ) (2.15)

J

Mit einigem Aufwand [BDMO03, Zar05| ldsst sich der folgende Satz zeigen.

Satz 2.22 Das mPE Verfahren ist angewendet auf ein patankar-konservatives
System mit positiven Anfangswerten und ausreichend glatter Funktion r fir alle

Grifen positiv, patankar-konservativ und erster Ordnung.

Satz 2.22 gibt Anlass zu folgender Generalvoraussetzung. Fiir die Anwendung
des mPE Verfahrens wird immer ein patankar-konservatives System mit positiven
Anfangswerten und glattem Reaktionsvektor r angenommen.

Es sei ausdriicklich auf folgenden wichtigen Gedanken hingewiesen.

Bemerkung 2.23 Wird das mPE Verfahren auf ein eingeschrinkt positives,
patankar-konservatives System mit lediglich positiven Anfangswerten angewendet,
werden auch die uneingeschrinkten Groffen immer positiv angendhert.

Das mPE Verfahren ,erhdlt” Positivitdt auch dort, wo sie nicht die Giite der
Niherung verbessert. Gleichzeitig, was die folgenden Rechnungen vereinfacht und
auch regelmafig Anwendung findet, weiff man aber sicher, dass alle berechneten

Néiherungen immer positiv sind, d.h. C?H >0 fiir allei=1,...,N.

Aus den Sétzen 2.18 und 2.22 gewinnt man eine bedauerliche Kernerkenntnis

iiber Verfahren vom modifizierten Patankar Typ.
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Satz 2.24 Fiir ein gestirtes explizites Runge Kutta Verfahren vom modifizierten

Patankar Typ gibt es ein Ordnungsmazximum von zwei.

Beweis: Bei einem expliziten Verfahren ist der erste ,echte Schritt, die Berech-
nung von 52, strukturell immer ein modifizierter Patankar Euler Schritt. Entspre-
chend erhédlt man mit der generischen Form (2.13) und unter Verwendung der

ersten Ordnung des mPE Verfahrens, also ug = 1,

512 (C?+1)mPE

Einsetzen in (2.6) liefert

5 = '+haxn < Sz‘kﬁc(gl)ai)

= ¢ +haz ( Sri(st) (1+0 (h))>

> 15 15

— C? + h 0271 < Sikrk(sl)> + @ (hz)

= s;+0(h%).

k=1

Entsprechend der Notation aus Theorem 2.16 ergibt sich also us = 2 und damit

die maximale Ordnung von zwei fiir das gestorte Verfahren. U

Weiterhin kann man zeigen, dass sich die Ndherungen des mPE Verfahrens

durch eine formale Potenzreihe darstellen lassen.

Satz 2.25 Fir das mPE Verfahren (2.15) gilt mit P € NU {0} beliebig und fir
h —0

At = ZP: R () + O (RFT) (2.16)
wobei -
fi(e") = i Sz-m(c”)@ (2.17)
mit - ]
foe") = ¢ (2.18)

ist. Auch hier gilt, die Ezponenten v zu den f¥ sind Ordnungszuordnungen und

keine Potenzen (im Gegensalz zu den v bei der Schrittweite h).
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Beweis: Hiervon iiberzeugt man sich mit Induktion. Fiir P = 0 gilt unter

Verwendung der Ordnungsaussage von Satz 2.22
A=+ 0(hY).

Sei die Aussage nun fiir P gezeigt, d.h. gilte
n+1 _ Zhu 1/ +© (hP+1)

Daraus folgt

n+1 V n

P
7, =0 7,

Einsetzen in (2.15) liefert

= g (Z Sari(c (Z hyf” (hP+1)>>
k=1
- 1 <cn) P+2
= c? + Z vt Z Sikrk(c”) Jcn +0 (h + )

= +Zh”+1f”+1 ")+ 0 (hFF?)

+ O (7).

P+1

= +Zh”f” ) + O (h7+?)

P+1

= Zh“ fi(c™) + 0 (h7*2).

O
Es kann noch folgendes Detail festgehalten werden.
Korollar 2.26 Es gilt f'(c(t)) = f(c(t)) [= €(t) ].
Beweis: Einsetzen liefert fir¢i=1,..., N
fO(C(t)) S c(t);
fH(e(®) Z Surn(el) =gy~ = 2 Suru(e(t) gy
2.2
= Zsim(t)) 2 fie)).
k=1
O

Nun l&sst sich noch ein fiir spitere Beweise niitzliches Faktum festhalten.
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Lemma 2.27 FEzistieren fir alle Reaktionen 1y, und Griflen ¢; aus (2.2) Tay-
lorentwicklungen bis mindestens der Ordnung P, dann existieren auch Entwick-
lungen fir die Funktionen f! aus (2.17) des mPE Verfahrens bis zur Ordnung
P.

Beweis: Der Beweis funktioniert wiederum induktiv. Fiir v = 0 gilt sicherlich

fi(e(®) = o (t”“)

P

- Z Yty + O (P
Sei die Aussage nun fiir v gezeigt. Einsetzen liefert

i (e (t™+)

) = 3 sun e ST

Da fiir die f/ nach Voraussetzung eine Entwicklung vorliegt und die S;;, konstant
sind, bleiben nur noch die folgenden Terme

re(e () X bt drk (e () + O (BT
c; (t+1) ZP ( ) (t”) + O (P

pOp'

1 he- dP P+1
- cj(t”)+@(h)z_' " (N O
>0 "

ri(c(tnt!
zu untersuchen. Es ldsst sich also auch eine Entwicklung fiir die Briiche %
J

in A fiir h — 0 angeben. U

Mit Lemma 2.27 und (2.16) erhélt man direkt eine Entwicklung fiir die Ver-
fahrensfunktion ¢.

Korollar 2.28 Sei P € NU {0}. Euxistieren Taylorentwicklungen fir die Funk-
tionen 1 und ¢; bis zur Ordnung P, so ergibt sich aus den Darstellungen (2.16)
und (2.8) durch Einsetzen
P
¢ (h,c", ") =Y R (eh) + 0 (hF). (2.19)
v=1
Haben also die £¥ eine Entwicklung bis wenigstens zur Ordnung P — v, so hat ¢

eine der Ordnung P — 1.
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Dazu ist noch eine kurze Bemerkung angebracht.

Bemerkung 2.29 Besitzen alle Funktionen ¥ eine Entwicklung bis zur Ordnung
m, so gilt m =P —v > P — 1, woraus sofort P > m + 1 folgt.
Oder anders formuliert, existieren Entwicklungen fir alle £V bis zur Ordnung

m, so besitzt auch ¢ eine Entwicklung der Ordnung m.

Fiir weitere theoretische Aussagen ist die kommende Definition essentiell.

Definition 2.30 Man definiert mit (2.3) den lokalen Diskretisierungsfehler l; im

(n + 1)-ten Schritt der i-ten Komponente eines Finschrittverfahrens durch
Lin+1)=c (") = (¢; (") + h i (h, e ("), e (£"F1) ™)) (2.20)

firi=1,...,N. Beachte dabei, dass in dieser Notation die Abhingigkeit des Feh-
lers von der verwendeten Schrittweite h stillschweigend vorausgesetzt und nicht

explizit notiert wird.

Aus (2.18) und der Taylorentwicklung fiir ¢(t"*1) ergibt sich direkt eine all-
gemeine Darstellung des lokalen Fehlers fiir das mPE Verfahren.

Korollar 2.31 Der lokale Fehler des (n + 1)-ten Schrittes in der i-ten Kompo-
nente l;(n + 1) des mPE Verfahrens zu einem Problem ¢ = Sv(c) mit Funktionen

c und v, fir welche Taylorentwicklungen bis zur Ordnung P existieren, lautet

P (V) n
(")

_ Z proi \ ¢ ” hP-l—l Z hl/fV + [0 (hP+1)

Kortiar .20, (0.9 Z hu( " e (tn))) ey

Damit sind die Untersuchungen zum Verfahren erster Ordnung vorldufig abge-
schlossen. Als Verfahren zweiter Ordnung wird das Heun Verfahren modifiziert.

Das Heun Verfahren ist hier noch einmal in neuer Schreibweise (2.2) fiir
1=1,..., N angegeben:

N

K
§2 = i +h (Z SikTE (c"))

k=1

35



und firi=1,...,N

K

C?—H = C? - Z (Sikrk (Cn) + Sika <S2)> .
k=1

| S

Definition 2.32 Daraus gewinnt man das modifizierte Patankar Heun Verfahren
(mPH Verfahren) firi=1,...,N

Sikrk (Cn) ey

1 J

2
2 = '+h 2

e
Il

~~
[~
@) W

h & il
n+1 n n ~2 J
Gt o= d+g ;Sik (rk (c ) + 7 (3 )) = (2.21)

Dabei ist j = j(k) derjenige Index fir den Sj, < 0 gilt. Dies ist nach Vorausset-
zung eindeutig, da es nur zwei Elemente Sj, Sy, # 0 gibt und fir diese ebenfalls
Sjk = _Slk: ngt

Unter der Voraussetzung von Satz 2.22 lassen sich mit weniger Aufwand die

gewiinschten Eigenschaften fiir das mPH Verfahren zeigen (ebenso wie die Be-
weise zum mPE Verfahren findet sich auch dies in [BDMO03, Zar05]).

Satz 2.33 Das mPH Verfahren ist angewendet auf ein patankar-konservatives
System mit positiven Anfangswerten und glattem r positiv, patankar-konservativ

und zweiter Ordnung.

2.3 Modifizierte Patankar Verfahren beliebiger Ord-

nung

Satz 2.24 erzwingt auf der Suche nach positiven und patankar-konservativen Ver-
fahren héherer Ordnung neue oder wenigstens erweiterte Ansétze als die generi-
sche Modifikation bekannter Runge Kutta Verfahren geméf (2.13). Der folgende
Abschnitt dient dem Beweis einer Weiterentwicklung der modifizierten Patankar
Verfahren, welche in Abhéngigkeit des Problems von beliebig hoher Ordnung ist.
Die Idee, welche genutzt wird, geht auf Romberg zuriick und wurde von Gragg
z.B. in |Gra65| formuliert.
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2.3.1 Die Extrapolationsidee

Das wesentliche Ergebnis findet sich im Buch von Plato [Pla04]. Dies wird an

dieser Stelle nur angegeben.

Satz 2.34 Sei eine Funktion T fiir diskrete Werte h; > 0 bestimmbar und besitze
eine asymptotische Entwicklung in h fir h — 0 mit Konstanten 7, € R, Q0 €
N,k € {1,2}, so dass
Q
T(h) =) hi"r; + O (RFOD) (2.22)
i=0
gilt. Auflerdem gebe es ein H > 0 und eine Folge n; mit 1 < ng und n; < njq
die hj = nﬁ definieren.
J

.....

den Wert der, an der Stelle Null ausgewerteten, Interpolationspolynome.

Dann qilt die asymptotische Abschitzung fir H — 0 und 0 <m < Q —1

Th...ham = To + (_1)m%[_]n(m+l) +0 (Hn(m-i-Q)) .
IL=" nf
Was bedeutet das? Die Funktion 7 beschreibt {iblicherweise ein numerisches
Verfahren. Der globale Fehler g im n-ten Schritt eines Verfahrens ist festgelegt
durch
gn) =c(t") —c" (2.23)
fiir ¢(t") die gesuchte Losung und ¢® = 7 (h) die numerische Losung, berechnet

mit Schrittweite h > 0 jeweils im n-ten Schritt. Kann man fiir den globalen Fehler

g(n) eines gewohnlichen Einschrittverfahrens (2.3) eine Darstellung geméif

Q
g(n) = =Y h7; + O (hHOHD) (2.24)

i=1
finden, ergibt sich die theoretische Form (2.22) durch die Wahl 75 = ¢(¢"). Beachte
hierbei, K = 2 bedeutet, dass der globale Fehler des Verfahrens nur gerade Poten-

zen umfasst, also alle Koeffizienten vor den ungeraden Potenzen Null sind. Dies
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fithrt zu einer grofsen Effizienzsteigerung, da mit jeder zusdtzlichen Naherungslo-
sung 7 (h;) die Ordnung der erreichten Extrapolation um zwei zunimmt statt der
sonst moglichen Ordnungssteigerung um eins fiir eine weitere Naherungslosung
T (hy).

Berechnet man mit {2 unterschiedlichen Schrittweiten h;,7 = 0,...,Q — 1
Néherungen fiir den Zeitpunkt ¢", also ¢/ = T (h;) ~ ¢(t"),j = 0,...,Q—1

so ldsst sich daraus eine Naherung der Ordnung s €2 konstruieren. Dies ist im

Y Y

Wesentlichen unabhingig von der Ordnung des urspriinglichen Verfahrens.

Das Vorgehen ist wie folgt. Man bestimmt das Interpolationspolynom

.....

und wertet es an der Stelle 0 aus. Bedenke hierbei, dass H, der eigentliche Schritt,
unverdndert bleibt. Es wird lediglich fiir die Zwischenschritte h; der Grenzfall
h; = 0 explizit eingesetzt.

Dieser Wert ist die abschliefende Néherung
Cn+1 = TQ

der Ordnung x (2. Eine umfassende Darstellung der Ideen findet sich zum Beispiel
auch in [HNW91, HWNO02|. Fiir die Ausfiihrung einer automatischen Schrittwei-

tensteuerung sei hier noch auf [Deu83, Deu85| verwiesen.

2.3.2 Die Fehlerentwicklung des globalen Fehlers fiir das

modifizierte Patankar Euler Verfahren

Mé&chte man also Satz 2.34 anwenden, um die Tauglichkeit eines Verfahrens als
Grundschema in einem Extrapolationsalgorithmus zu untersuchen, muss man den
globalen Fehler dieses Verfahrens untersuchen. Gelingt es diesen fiir ein spezielles
Verfahren in der Form (2.24) fiir ein Q2 € N darzustellen, erhéilt man die Ordnung
(eben k ), die durch Extrapolation mindestens zu erreichen ist.

Eine aufserordentliche Effizienzsteigerung erhilt man, wenn man als Grund-
verfahren einen Loser verwendet, dessen globaler Fehler ausschlieflich in geraden

Potenzen der verwendeten Schrittweite h Koeffizienten 7; # 0 hat,

Q
g(n) = — th ir +Q (h2 (Q+1)) )

=1
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Ein prominentes Beispiel hierfiir ist die implizite Trapezregel [HWNO02| oder,
vorgestellt in [BD83|, die linear implizite Mittelpunktsregel. Leider sind beide
Methoden nicht positivitatserhaltend.

Jetzt ist eine asymptotische Entwicklung, wie in (2.24) gefordert, fiir den
globalen Fehler g;(n + 1) in h fiir h — 0 fiir das mPE Verfahren zu zeigen.
Dazu wird g;(n + 1) auf den lokalen Fehler zuriickgefiihrt; auferdem finden die
Ergebnisse aus dem vorherigen Unterkapitel {iber die Verfahrensfunktion ¢ des
mPE Verfahrens Anwendung. Eine Aufschliisselung des globalen Fehlers liefert

gi(n+1) 2.28) i

(
FAZ20 (1) + gy (Bt e(t7)) + L+ 1) — (c? +h ¢i(h,t", C”))
= -+ Ln+1)+h <gz5¢(h, ", c(t™)) — ¢i(h,t", c”))

=  gn)+Ln+1)+h (gbz-(h, ", c(t") — ¢i(h,t", c”)) . (2.25)

J/

thrl) _ n+l

-

=:A¢i(n)

Dieses Ergebnis wird im folgenden Satz aufgearbeitet.

Satz 2.35 FEs existiert eine Entwicklung fir g;(n + 1) bis zur Ordnung P, wenn
ri bzw. ¢; aus (2.2) wenigstens (P + 1) mal stetig differenzierbar sind und man

fiir g;(0) eine Entwicklung der Ordnung P hat.

Beweis: Korollar 2.31 liefert die gewiinschte Entwicklung bis zur Ordnung P
fiir den lokalen Fehler I;(n + 1).

Lemma 2.27 liefert eine Entwicklung der Potenzreihenfunktion £ bis zur Ord-
nung P. Hieraus erhilt man mit Korollar 2.28 eine Entwicklung fiir ¢; bis zur
Ordnung P. Insgesamt ergibt sich also eine Entwicklung fiir A¢;(n) bis zur Ord-
nung (P + 1). Das ist mehr als man ben6tigt, schadet aber nicht. Die Existenz
dieser Aufschliisselung (2.25) ist unabhéngig von n. Daher lsst sie sich wiederholt

ausfiithren und liefert

gi(n+1) = gi(my) + Z li(ma+ 1) + A¢i(msg), mi =0,....n
ma=m1
Betrachtet man in dieser Darstellung m; = 0 und nutzt die nach Vorausset-
zung vorhandene Entwicklung fiir ¢;(0), so hat man sich davon iiberzeugt, dass
fiir simtliche Terme Entwicklungen bis mindestens Ordnung P existieren. Damit
sind alle Terme behandelt und die Aussage ist gezeigt. 0
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Es sei angemerkt, dass fiir Fehleruntersuchungen {iblicherweise g;(0) = 0 be-
trachtet wird, d.h. man startet mit der exakten Losung. In diesem Fall existiert
natiirlich eine Entwicklung beliebig hoher Ordnung.

Es ist also moglich fiir ein hinreichend glattes Problem durch Extrapolation
der mit dem mPE Verfahren bestimmten Ndherungen eine Niherung beliebig
hoher Ordnung zu berechnen. Die auf diese Weise entstehenden extrapolierten
modifizierten Patankar Euler Verfahren seien mit em PE ord ~ bezeichnet, wobei
v € N fiir die Ordnung steht. Auch die Schrittweitensteuerung aus [Deu83, Deu85|
wurde implementiert. Die durch diese Variante bestimmten Ndherungen werden
mit em PE auto bezeichnet. Im weiteren Verlauf sind Ndherungen der Ordnung

zwel bis zwOlf betrachtet.

2.4 Verfahren zum Erhalt von linearen Invarian-

ten

Im Kontext chemischer Reaktionsgleichungen oder komplexerer Okosystemmo-
delle ergeben sich aber weitere Schwierigkeiten. Dies sieht man leicht an den
Beispielsystemen 1.2, 1.3 und 1.4. Im Gegensatz zu Beispiel 1.1 sind alle diese
Systeme nicht patankar-konservativ. Damit sind die Verfahren vom modifizierten
Patankar Typ nicht anwendbar.

Gleichwohl sind diese Systeme aber von Interesse, worauf Bruggeman et al. in
[BBKS07] und Broekhuizen et al. in [BRBMO07| hingewiesen haben. Weiterhin ist
es moglich fiir diese Systeme eine alternative Form (statt der bereits besproche-
nen Patankar-Konservativitit) der Konservativitdt aufzustellen, deren Gewihr-
leistung zusammen mit der entscheidenden Positivitit durch gingige Verfahren
nur eingeschrankt oder gar nicht gegeben ist. Zu diesem Zweck wird spater noch
eine allgemeinere Fassung des Begriffs der Konservativitit eines Systems bzw.
eines Verfahrens gegeben.

Den Systemen aus den Beispielen 1.2, 1.3 und 1.4 ist es gemeinsam, dass
die Zusammensetzung der einzelnen Komponenten jedes Gleichungssystems nicht
gleich ist, sondern dass die Zusammensetzungen der einzelnen Komponenten
durch eine nicht triviale Stoichiometriematrix beschrieben werden.

Weiterhin sind viele Modelle nicht quellen- und senkenfrei definiert. Aber
auch dies ist eine Eigenschaft, die zur Anwendung der modifizierten Patankar

Typ Verfahren sichergestellt werden muss.
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Zur Veranschaulichung wird sich eines Beispiels aus [BBKS07| bedient und die
Begriffe aus Definition 2.1 werden an dem einfachen biochemischen System aus
Beispiel 1.2 erklart. Die rechte Seite aus Beispiel 1.2 besteht aus chemischer Sicht
aus zwei Reaktionen r; und ry. Diese lassen sich quantitativ veranschaulichen
durch

aC + bN rl(ﬂp) P und
p =22 p

In Worten heifst das, aus Anzahl a Kohlenstoffeinheiten C' und Anzahl b Nitrat-
einheiten N wird durch die Reaktion r; eine Phytoplanktoneinheit P. Und eine
Phytoplanktoneinheit P wird via r, zu einer Einheit toter Materie D.
Die beiden Reaktionen r; und ro haben die konkrete Gestalt
C N

max P7
Tmax e 0 Ky + N
ro(P) = eP.

Tl(C>N7P)

(2.26)

Die rechte Seite von Beispiel 1.2 kann man nun mit Hilfe dieser Reaktionen
als das Produkt einer Matrix-Vektor-Multiplikation schreiben.
Sei

—a 0 C
T1 —-b N
r= , S = und c¢= , (2.27)
T2 1 -1 P
0 1 D
dann kann man das System aus Beispiel 1.2 schreiben als
¢ =Sr(c).
Dieses System wére beispielsweise fiir die Wahl ¢ = 0 und b = 1 patankar-

konservativ. Physikalisch gedeutet heifst das, dass man den Kohlenstoff, C', aus
der Betrachtung nimmt und alle Grofen nur noch iiber ihren Stickstoffgehalt
miteinander in Verbindung setzt. Dieses System bestiinde dann aus den (inter-
essanten) Komponenten N, P und D. Daher kommt der in der Bemerkung 2.7
erwihnte Name, NPD konservativ.

Nun folgt die allgemeine Fassung des Begriffs der Konservativitét.
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Definition 2.36 FEin System (2.2) heifit konservativ, falls es nicht triviale linea-
re Invarianten gibt, d.h. es existiert eine Matrir E € R™N_ E #£0,i € N, s0 dass
fur alle h >0 und t > 0

E(c(t+h)—c(t))=0

gilt. Diese Matrix E heifit Komponentenzusammensetzungsmatrix.

Die Matrix E ist zu einem gegebenen System nicht eindeutig bestimmt. Speziell
ist die Anzahl der Zeilen ¢ nicht eindeutig. Allerdings hingen mogliche Werte fiir
1 vom betrachteten System ab. Dies illustrieren die folgenden Beispiele.

Eine Matrix E fiir das Beispiel 1.2 lautet

1 0 a «a
E = ) (2.28)
01 b b

Andere mogliche Wahlen fiir Beispiel 1.2 fiir die Komponentenzusammenset-

zungsmatrix £ sind

G 0 Ga Ga

EICl(lOaa>>E:Q<O1bb>0derE: 0 G Gb Gb

fiir G1,¢ € R\ {0}

Das triviale System ist ebenfalls konservativ, da aus ¢/ = 0 unmittelbar c(¢ +
h) = c(t) fiir alle h folgt. Hier erfiillt offensichtlich jede Matrix E # 0 € RV
die Bedingung aus Definition 2.36.

Die meisten konservativen Systeme werden auch durch den folgenden Zusam-

menhang beschrieben.

Satz 2.37 Gegeben sei ein System (2.2) dessen Komponenten c; stetig differen-
zierbar sind.

Ist das System konservativ mit Komponentenzusammensetzungsmatriz E und
seien die Komponenten des Reaktionsvektors r linear unabhdngig, so liegt S im
Kern von E.

Existiert andererseits eine Matric E # 0 mit ES = 0, so ist das System

konservativ mit Komponentenzusammensetzungsmatriz E.

Beweis: Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt sich fiir ein & € [t, ¢ + h]
E(c(t+ h) —c(t)) = E(h'(€)) = E (hSr(§)) = h E Sr(§). (2.29)
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Sei das System konservativ mit Komponentenzusammensetzungsmatrix E #
0. Man erhélt dann aus (2.29) und der Setzung r = r(¢)

0= ESr.

Man berechnet fiir jede Komponente ¢
K
0 = (ESr), Z (ES) (zk
k=1

Da die 74, ..., rg nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, folgt (E'S)x) = 0
fiir alle ¢ und k, also gilt ES = 0. Und S liegt wie gefordert im Kern von E.

Ist andererseits S = 0, so liefert Einsetzen in (2.29) die gewiinschte Aus-
sage. Das System ist konservativ mit Komponentenzusammensetzungsmatrix F.

Damit sind beide Richtungen gezeigt. U

Weiterhin erkennt man leicht den Zusammenhang zur Definition 2.12.

Bemerkung 2.38 Ist ein System patankar-konservativ nach Definition 2.5, so

ist es ein konservatives System mit
E=(11..1) (2.30)

Die Umkehrung gilt nicht, da fir E wie in (2.30) nur

N
>
i=1

fir alle k folgt. Das ist aber offensichtlich schwdicher als Definition 2.5. Vergleich

dazu auch Bemerkung 2.9.

Verfahren, die die Konservativitit eines Systems respektieren, lassen sich fol-

gendermafen charakterisieren.

Definition 2.39 Fin Verfahren, das angewendet auf ein konservatives System
die Figenschaft
E(c"" - ") =Eh¢(hc", ") =0

besitzt, heifit konservatives Verfahren.

Zusammen mit dem Satz 2.37 ergibt sich direkt die nichste Aussage.
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Korollar 2.40 Gegeben sei ein konservatives System mit K linear unabhdngigen
Reaktionen, Stoichiometriematriz S und einer stetig differenzierbaren Lisung c.

Ein numerisches Verfahren, angewendet auf dieses System, fir das
¢ =Sv
mit v € RE qilt, ist konservativ.

Abschliefsend bleibt noch die folgende Bemerkung anzufiigen.

Bemerkung 2.41 Ein gestértes Runge Kutta Verfahren nach Definition 2.15

ist, falls anwendbar, immer konservativ nach Korollar 2.40.

2.4.1 Die Bruggeman Verfahren

In [BBKSO07] werden Verfahren vorgestellt, welche in allgemeiner Weise konser-
vativ nach Definition 2.36 und positiv sind. Allerdings sind sie nicht in der Lage,
steife Probleme wie z.B. den Robertson Testfall oder das Orego Problem mit
praktikabler Schrittweite A > 0 zu 16sen (beide aus [HWNO02]).

Die Grundidee der im Folgenden als Bruggeman Verfahren bezeichneten Lser
ist eine Schrittweitensteuerung in Abhéngigkeit der bedrohten (moglicherweise
negativ werdenden) Grofen.

Fiir das Euler Verfahren

c"t =" + hf(c") = ¢ + hSr(c")
verwendet Bruggeman eine modifizierte Schrittweite
" =c" + h*f(c") = " + h*Sr(c") (2.31)
mit
h* = h po.

Da die Schrittweitenanpassung hier global geschieht, es werden alle Reaktionen
mit dem gleichen Zeitschritt h* berechnet, wird zur Vereinfachung im Weiteren

die konventionelle Notation verwendet.

Definition 2.42 Das Verfahren (2.31) heifit Bruggeman FEuler Verfahren und

wird im Folgenden als BmE Verfahren bezeichnet.

Man sieht direkt die folgende Eigenschaft.
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Korollar 2.43 Das BmE Verfahren ist nach Konstruktion konservativ nach De-
finition 2.36.

Im Kontext ihrer Ausfithrungen schlagen Bruggeman et al. in [BBKS07| vor,
trotz der ,tatséchlich verwendeten Schrittweite h*, im weiteren Verlauf eine voll-
zogene Schrittweite von h anzunehmen.

po wird so gewédhlt, dass die berechneten Niherungen positiv sind und Reak-
tionen die Richtung nicht &ndern, d.h. fiir f; < 0 sollte auch folgen, dass ¢/t < ¢
ist. Der folgende Satz klart die Voraussetzungen an die Schrittweite zur Gewihr-
leistung dieser beiden Bedingungen und préazisiert damit ein Ergebnis von Brug-
geman et al.

Satz 2.44 Waklt man py € I — <0,min (1 +>) mit J* = {1 <i<

) maijJn ‘(13‘
N|fi(c") < 0} und a; = %(:n) ist das BmE Verfahren (2.31) allgemein posi-
J
tiv und reaktionsrichtungserhaltend, d.h. Prozesse kinnen nicht das Vorzeichen

andern.
Beweis: Seii € J", d.h. speziell gilt a; < 0. Dann erhdlt man aus (2.31)

ci’n-i-l h Z.cn
" ="+ hpofi(e") = ——— =1 +Po% =1+poai=1-polal.

Da i € J™" ist, sollte man sicherstellen, dass

Cin—l—l < ¢

ist. Diese Forderung ist dquivalent zu

Cin+1

< 1.

e
G

Das ist eine direkte Folge aus

Cin+1

T
K3

1>1—pg ‘CL,L| =
——
>0

fiir pg > 0. Zuséatzlich erwartet man auch
Cin+1 > 0.

Das lasst sich umformulieren zu

Cin+1

> 0.

7
G

45



Dafiir betrachte man die beiden mdglichen oberen Grenzen von [. Fiir 1 <

1
max;e gn |aj|

& 1 > maxje m |a;| folgt pp < 1. Einsetzen liefert

1 —po |a;| > 1 —po max|a;| > 0.
jegn

———
<1
. 1 . .
Fiir 1 < maxjen |a | folgt po < e Einsetzen liefert
1
1—pola| >1 - ———— ]al\ > 0.
manerz ‘aj|
P

Das konkrete py wird von Bruggeman et al. als eine Losung der Gleichung
ieJn
aus dem Intervall [ bestimmt. Es gelten die Definitionen aus dem vorhergehen-
den Satz 2.44. In [BBKSO07| wird ebenfalls gezeigt, dass das py in dieser Weise

bestimmt eindeutig ist.

Aus der Darstellung (2.31) ergibt sich sofort die folgende Aussage.

Korollar 2.45 Das BmFE Verfahren ist so wie das Fuler Verfahren ein Verfahren

erster Ordnung.

Bruggeman formuliert auch eine Modifikation des Verfahrens von Heun

sf =c' 4+ hf;i(c")

und
qtt=¢ (fz( ")+ fi(s?)
durch
si=c+poh fi(e")
und

At =l 4 Qo1 5 (fl( ")+ fi(s%)) . (2.33)

Hier 1st J” ={1 <j < Nla; <0} und a; = hw Weiterhin ist ¢y =
Hje,n g und ¢; € I eine Losung der Gleichung 0 = HjeJ" (14 a;q90q1) — ¢1-
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Das so beschriebene Verfahren (2.33), im Folgenden mit BmH abgekiirzt, ist
zweiter Ordnung, allgemein positiv und konservativ. Die entsprechenden Beweise
finden sich in [BBKS07, Zar05|.

Welchen Vorteil die Wahl des Faktors pg, wie in (2.32), gegeniiber anderen
auch konsistenten Wahlen py € I hat, wird nicht begriindet. Wobei man festhalten
muss, dass die Losung der Gleichung (2.32) einen ernst zu nehmenden Anteil am
Gesamtrechenaufwand hat [BRBM07, BBKS07|. Demgegeniiber wird hier kurz

ein vereinfachtes Vorgehen beschrieben.

2.4.2 Minimalistische Schrittweitensteuerung

Zu Testzwecken sei an dieser Stelle eine alternative minimalistische Schrittwei-
tensteuerung zu den Bruggeman Verfahren beschrieben.

Runge Kutta Verfahren entsprechen exakten Taylorentwicklungen bis zu einer
gewissen Ordnung (siehe z.B. [HNW91]). Die modifizierten Patankar und Brug-
geman Verfahren entsprechen nur im Grenziibergang h — 0 den abgeschnittenen
Taylorentwicklungen (vergleiche Unterkapitel 2.1 oder [Zar05]). Nach Definition
sind alle Runge Kutta Verfahren konservativ (Bemerkung 2.41). Daher scheint
es nahe liegend zu versuchen, die bekannten Runge Kutta Verfahren moglichst
wenig und nur da, wo zur Wahrung der Positivitit notig, zu modifizieren.

Wiéhlt man eine Sicherheitsschranke, die die maximale Reduzierung einer Gro-
fse in einem Zeitschritt auf z.B. ¢, = 3% ihres letzten Wertes gewéhrleistet, kann
man aus der Form (2.31) und der oben beschriebenen Maxime eine minimalisti-
sche Schrittweitensteuerung konstruieren.

Es soll fiir alle ¢ gelten, dass
¢ Cin < =+ B fi(c).

Fiir eine Reduktion der Schrittweite sind alle ¢ € J" entsprechend der Definition
des BmE Verfahrens (s. Satz 2.44) von Bedeutung,.
Fiir alle ¢ € J" ergibt sich als maximale, den Anforderungen geniigende,
Schrittweite
. (1 — Cmin) P
1 |fi(c™)]
Definition 2.46 Das Euler Verfahren wie in (2.31) mit der modifizierten Schritt-

weite

(2.34)

h* = min (1, )

ieJn
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mit h} wie in (2.54) wird als Emini Verfahren bezeichnet.

Korollar 2.47 Das Emini Verfahren ist allgemein positiv, konservativ und erster

Ordnung.

Dieses Verfahren unterliegt dhnlichen Einschrinkungen der Schrittweite wie die
zuvor geschilderten Bruggeman Verfahren. Auch dieses Verfahren ist nicht in der
Lage steife Probleme mit praktikabler Schrittweite zu l6sen. Numerische Experi-
mente des Autors zu dem Robertson Testfall aus [Tes09] und dem Orego Problem
(Beispiel 1.3) aus derselben Quelle lieferten instabiles Verhalten fiir Schrittweiten
bis zu einer Grofenordnung von h(n) = 1.0002" - 1071 und i = 1071 respektive.

2.4.3 Das verallgemeinerte modifizierte Patankar

Ziel des folgenden Abschnitts ist die Konstruktion und der Beweis eines Ver-
fahrens, welches sowohl allgemeine Konservativitat nach Definition 2.36 erhélt,
so wie es die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Bruggeman und
Emini Verfahren leisten, aber im Gegensatz zu diesen zusétzlich auch in der Lage
ist, wie die modifizierten Patankar Verfahren aus Unterkapitel 2.2 und 2.3 stei-
fe Probleme zu 16sen. Dafiir werden die Ansdtze all dieser Verfahren mit ihren
jeweiligen Schwichen noch einmal kurz zusammengefasst.

Sowohl die Bruggeman Verfahren als auch das Emini Verfahren verwenden
einen einzigen Dampfungsfaktor (po und ¢y bzw. h*) fiir alle auftretenden Re-

aktionen und Prozesse. Im Gegensatz dazu verwendet das mPE Verfahren un-
5v ntl

terschiedliche Dampfungsfaktoren Sf—il bzw. cﬂgr_ ) fiir jede Reaktion rg, welche
i

nach Definition 2.12 jeweils eine Transformation von einer Grofe ¢; zu einer Grofke

c; ist. Nur einen Dampfungsfaktor zu verwenden, ermoglicht es den Bruggeman
und dem Emini Verfahren unter anderem allgemeine Positivitit zu erreichen;
allerdings werden auch uneingeschrankte Grofen nicht entsprechend der exak-
ten Taylorentwicklung angenihert (nach Makgabe des zugrunde liegenden Runge
Kutta Verfahrens), sondern genauso in der Entwicklung geddmpft wie alle positi-
ven Grofsen. Das ist nicht wiinschenswert. Auch sind diese Verfahren nicht in der
Lage, steife Probleme wie 7z.B. das Orego Problem (Beispiel 1.3) oder den Ro-
bertson Testfall aus [Tes09, HWNO2] zu losen. Letzteres ist ein Problem, welches
den formalen Anforderungen des mPE Verfahrens geniigt und von diesem auch
bewiltigt wird [BDMO03, Zar05].

48



Nun folgt eine Betrachtung zu den Unterschieden der beiden Konservativi-
tatsbegriffe (Definition 2.12 und 2.36). Grundsétzlich ist ein System patankar-
konservativ, wenn jede Reaktion zwei Bedingungen erfiillt. Sie transformiert ge-
nau eine Grofie in genau eine andere und die Masse, welche bei der einen abgebaut
wird, wird der anderen ohne Modifikation zugeschlagen. Diese beiden Bedingun-
gen werden vom mPE Verfahren erhalten und die berechneten Ndherungen sind
in diesem Sinne konservativ. Wenn das System diesen beiden Bedingungen aber
nicht geniigt, sondern Reaktionen aufweist, welche z.B. mehr als zwei Kompo-
nenten miteinander in Verbindung setzen, ist das mPE Verfahren nicht mehr

anwendbar. Den Konflikt illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 2.48 Es wird nochmal die Reaktion r1 aus dem Beispiel 1.2 genauer
betrachtet. Vergleiche dazu auch (2.26) und (2.27).
Es gilt eingeschrinkt auf rq

/!

C —ar; —a
N = —br; | = —b . (2.35)
P 1 1 "

S

Gilte a,b > 0 und a+b =1, also Zf’zl S; = 0, so kdnnte man, ohne formal etwas
2u andern, die Reaklion ry additiv in r1, und rq, zerlegen. Vergleiche hierzu auch

Bemerkung 2.9. Eine Moglichkeit wdre
T1a = a1 und rip = bry mit vy = 114 + 71p-

Dann liefe sich (2.35) schreiben als

!/

C —T1a —1 0
Ta
N =] —-m [=] 01
1
P T1a + T1p 1 1 ——
~————— r
S

Das mPE Verfahren wiirde diese zwei Reaktionen jetzt entkoppelt betrachten und

n+1 . n+1
CCn und entsprechend ry, mit X

N 2
dampfen. Das zerstirte aber die eigentlich modellierten stoichiometrischen Ver-
haltnisse. Daher ist das mPE Verfahren selbst in dem seltenen Fall, dass a+b =1

ist, nicht Erfolg versprechend anwendbar.

sie mit unterschiedlichen Faktoren, ri, mit
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Ebenso ist das mPE Verfahren nicht auf Modelle anwendbar, in denen Quellen
und Senken ohne jeweilige Entsprechungen (zu jeder Quelle eine Senke und um-
gekehrt) formuliert sind. Diese Einschrankungen sind (mindestens fiir konkrete
Probleme) aufhebbar.

Die Idee ist also, im Gegensatz zu den Bruggeman Verfahren, fiir jede Reaktion
ri einen eigenen Modifikator (3, zu verwenden und so eine grofere Stabilitit zu
erlangen, wie sie auch von den modifizierten Patankar Verfahren erhalten wird.
Dies fiihrt zu Verfahren des gestorten Runge Kutta Typs und ist entsprechend
Bemerkung 2.41 konservativ.

Der Modifikator soll in Anlehnung an das mPE Verfahren definiert sein. Zwei
Konventionen, die das Lesen des folgenden Formalismus erleichtern sollen, sind
die Festlegung der Indizes. ¢ steht immer fiir eine Grofe, £ steht immer fiir eine
Reaktion. Auch sei noch einmal daran erinnert, dass immer N Grofen und K
Reaktionen betrachtet werden.

Da im allgemeinen Fall (2.2) nicht mehr klar ist, wie viele positive Grofen
durch eine Reaktion bedroht sind, sei dazu fiir jede Reaktion r; die Indexmenge

der moglicherweise bedrohten Groéfen
Gr={ie{l,...,N}|Su <0 und ¢; ist positive Griofe} (2.36)

definiert. Zur allgemeinen Darstellung sind ebenso folgende Mengen hilfreich. Zu

einem System (2.2) sei
P={ke{l,..., K}|Sy >0und G, # 0}

bzw.

die Menge aller Indizes von Reaktionen, die fiir Gréfe ¢; eine Quelle bzw. Sen-
ke und die fiir wenigstens eine positive Grofe eine Senke sind. Die noch nicht

beriicksichtigten Beitrége # 0 zur i-ten Grofse werden in

zusammengefasst. Die Reaktionen dieser Mengen bedrohen keine positiven Gro-

fsen und miissen daher nicht geddmpft werden. Daher definiert man noch

G' o= '+h Z Sk (€7). (2.37)

keL;
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Es wird auch eine Einteilung der Indizes der N Groken benétigt. Man unter-

scheidet alle moglicherweise bedrohten positiven Grofen,
Ny ={ie{l,...,N}|¢ ist positive Groke und 3k : S, < 0}

und alle sicher unbedrohten Gréfen (alle anderen), Ny = {1,..., N} \ N;. Aqui-

valente Definitionen der Mengen lauten
Ni={ie{l,...,N}|Fk :i € Gy}

und

Ny={ie{l,... N}k :i€c Gy}

Nun wahlt man

0 (2.38)
n '

wobei noch zu kléren ist, welcher Index ¢, € GG}, zu wéahlen ist. Hierfiir wird eine

Heuristik herangezogen. Zur Berechnung dient

lp = argmin p—.

= argmin {1 + M} = arg min { } : (2.39)
1€Gg 5? 1€Gy 67

Hierbei meint arg min;cq, das Element 7 aus Gy, fiir das der Ausdruck Sik 1ninj-

cl

mal ist. Es werden also Euler Ndherungen mit der Reaktion r fiir alle 7 € Gy

verwendet.

Des Weiteren weifs man noch nicht, wann (3, = 0 zu wéhlen ist; unzweifelhaft
ist dieser Fall idealerweise zu vermeiden! Details dazu ergeben sich im weiteren
Verlauf und werden entsprechend ausdriicklich erwéhnt.

Definition 2.49 Das verallgemeinerte modifizierte Patankar Euler Verfahren
(vmPFE) ist definiert durch

K
G =+ hY) Sure (") B,

k=1

mit dem Modifikator By wie (2.38) und v, wie in (2.39).
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Die Fille, in denen ; = 0 gesetzt werden muss, sind stark problemabhingig.
Sie werden hier nicht weiter allgemein erdrtert, sondern im weiteren Verlauf der
Untersuchungen genauer spezifiziert.

Das erste Ergebnis sieht man leicht.

Korollar 2.50 Das vmPE ist nach Bemerkung 2.41 konservativ.

Im Gegensatz zu den Bruggeman und dem Emini Verfahren steuert die Aus-
wahl der Menge G im vmPE Verfahren die zu ddmpfenden Reaktionen. Dies
fithrt zu dem Ergebnis, dass fiir uneingeschriankte Grofen, soweit wie mdglich
ohne die zu bewahrende Positivitidt der positiven Grofen zu riskieren, die exak-
ten Taylorentwicklungen als Naherungen verwendet werden.

Die konkrete Berechnung der Niherungen c¢"*! findet durch die Losung eines

linearen Gleichungssystems
Mc"™ =¢, M € RVY (2.40)

statt.

Fiir das nun Folgende wird die Moglichkeit 5, = 0 vernachléssigt. Dies ist
zuldssig, da sich dadurch die Zuordnung der Terme S;ir () B zu den Mengen
L;, P;, D; nicht dndert. Es erspart die ansonsten formal notwendige Unterschei-

n+1

dung zwischen G, = C;?; und S, = 0. Letzteres macht die Ausdriicke aber ma-
ke

thematisch nicht komplexer, es wiirde nur die auszuschliekenden Ausnahmen in
jeder Zeile erhGhen.

Die Gestalt von M lésst sich in der folgenden Art und Weise herleiten,

K
Gt = ' +h Z St (€") Br
k=1

Cn+1 Cn+1
= ' Hh > Sure()+ Y Surk (c”) -~ = |Sulrk () B
keL; kEP; Lk keD; tk

Stellt man dies nach den neuen Zustinden ¢!

der Identitat (2.37)

um, resultiert unter Verwendung

Cn—i—l Cn—l—l
G = TR Y Sk () —E— = ) Sy ()
keD; CLk kep; ch

Hieraus ergeben sich die Elemente der Matrix M durch

J k€D;ti.=7 kEP;,tx=7
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Dies lasst sich weiter prazisieren. Die Spalte eines Eintrags gibt an, welches
die vermeintlich am meisten bedrohte Grofe ist. Die Zeile erklirt, welche Grofe

modifiziert wird. Fiir ¢« = 5 gilt
> Sure(c’) =0,
keEP;, 1=t

daauskEP(36)

man

i & Gk ) # 1, = {k € PiJu, =i} = 0 folgt. Somit erhélt

M;; > 1.

Sei 7 € Ny. Dann zeigt ein dhnliches Argument fiir j € N, (243 g€

Gy, 2':3>9) Ak = J. Hieraus erhilt man wie zuvor fiir i € Ny U Ns
{k’ S R|Lk :j} = {/{7 S Di|Lk :j} = 0.

Man erhélt hieraus

> ISk (e®) =0

k€D;,u=3

Z Sika (Cn) =0

keP;,u=j

und

Mit (2.41) ergibt sich zusammenfassend fiir ¢ € Ny,7 € Ny und i,j € Ny, i # j
Mij = 07

und fiir ¢ € N, folgt M;; = 1.
M hat also eine Blockstruktur mit zwei Matrizen X € R#¥V>#M ynd YV €
R#N2x#N1 der Form
X110

Y |1

wobei #N; und # N, die Anzahl der Elemente der jeweiligen Menge bezeichnet.

n+1

Man bestimmt ¢"™ nun durch die formale Invertierung von M

= M~ten.
Offensichtlich ist
= X! 0
-YX 1|1
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M ist also invertierbar, wenn X invertierbar ist. Hierfiir aber allgemeine Be-
dingungen aufzuschreiben ist sehr komplex und nur von bedingtem praktischen
Nutzen. Daher wird nur fiir den konkreten Einzelfall bestimmt, ob eine Invertie-
rung moglich ist. Ahnlich schwierig ist die allgemeine Abschitzung der Matrix
M~ (und damit der Nachweis der Ordnung). Die Ordnung wird sich in den

Anwendungsheispielen aber zeigen lassen.

Satz 2.51 Das vmPFE Verfahren ist von genau erster Ordnung, wenn die Matrix
M~ ezistiert und M~ = O(1) ist.

Beweis: Der Beweis verlauft entlang den Gedanken des entsprechenden Beweises
zum mPE Verfahren in [BDMO03, Zar05].
(2.37)

Nach Identitit (2.40) gilt ¢"™ = M~'¢". Da¢" =’ ¢" + O(h) folgt c"** —

& — (M~ — I)e" = O(1).
el cr el 40 C?Jrl

Daraus erhilt man O(1) = -+ — & = =< 7 = —5— — 1. Umstellen

=3
+

ergibt

Setzt man dies in die allgemeine Form des vimPE Verfahrens ein, erhélt man fiir

alle ¢

Cn-l—l Cn+1
= b [ Sara(cn Surr(€™) 2 — 37 | Sinlra(c™) =
G ¢ + Z kre(c”) + Z kri(c”) o Z |Sire| (") o

keL; keP; k keD; Lk

J/

=0(1)
= I+ O(h).

Speziell gilt dies auch fiir © = 1. Wiederum eine Umstellung liefert

Cn+1
Br = —-—=1+0(h).

n
Lk

Da das zugrunde liegende Euler Verfahren erster Ordnung ist, liefert Korollar
2.17 die Aussage. ]

Es folgt eine weitere schlechte Nachricht. Fiir die allgemeine Form, in der
das Verfahren definiert ist, lisst sich die Positivitdt nicht zeigen. Wenn man die
Einschrinkungen fiir das mPE Verfahren (siehe Unterkapitel 2.2) annimmt, er-

halten die Matrizen M eine so stark festgelegte Gestalt, dass Positivitit allgemein
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gezeigt werden kann (siche [BDMO03, Zar05]). Lasst man einen Grofteil der For-
derungen fallen, wie zur Definition des vinPE geschehen, verliert man auch die
mathematische Sicherheit, dass man im Allgemeinen die gewiinschte Positivitét
fiir beliebige Schrittweiten A erhilt. Fiir konkrete Testfélle (Beispiel 1.2 und 1.3)
lassen sich aber, wie noch gezeigt werden wird, die gewiinschte Positivitdt und

Konservativitat erzielen.

Satz 2.52 Das vmPE liefert im Allgemeinen ohne die Beriicksichtigung der Mdég-
lichkeit By = 0 uneingeschrinkte Niherungen (vergleiche dazu Definition 2.4).

Beweis: Sei fiir zwei positive Grofen, ¢; und ¢y, folgendes System betrachtet

/
C1 mi;  —Mi2 T miyiry — MaaTs

=Sr = = (2.42)
C2 —Ma1 M2 T2 —M21T1 + MaaT2
mit mqy, M2, Moy, moe > 0. Aus Gy = {2} folgt ¢; = 2 und entsprechend aus
Go = {1}, dass 15 = 1 ist. Weiterhin sieht man P, = {1}, D; = {2} und P, = {2},
Dy = {1} sowie L; = Ly = (). Abschliefend ist festzuhalten, dass N; = {1,2}
und Ny = () gilt.
Da beide Mengen G; und G5 einelementig sind, gibt es nur eine mogliche
Matrix M. Sie hat die Gestalt

h h
L+ Zmaars e LGRUAY

M:

h h
oMaara L+ =maimy

mit der Determinante

h h h h
d = 14+ —mqors 1+ —maoiry | — —myiri—maars
C1 C2 C2 1
h h h h h
= 1+ —mare + —ma1r1 + —MigTa—Mma1T1 — —My171— Mool
C1 Co C1 Co C2 C1
h2
= 14+ —maors + —morr1 + ——r1ra | MiaMmog — Moamyy | - (2.43)
C1 C2 C1C2 —
—_—_—— ———— —— >0 >0
>0 >0 >0 N ~~ d
uneingeschrinkt
Fiir d # 0 erhdlt man
1{ 14 2mgr Lmqr
ot o 2171 o T
d h h
ooMaoora 14 =maars
N -~ 7
>0
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Da d fiir d # 0 sowohl positiv als auch negativ sein kann, ist auch M~! entwe-

der vollstandig negativ oder positiv. Um Positivitdt zu garantieren miisste man
n+1

B1 = P2 = 0 setzen. Dann hat man aber ein Verfahren fiir das ¢ = ¢} gilt und

das ist nur fiir ausgewihlte Systeme richtig. U

Andererseits gibt das System (2.42) aber auch Grund zur Hoffnung.

Satz 2.53 Ist das System (2.42) konservativ nach Definition 2.86 mit einer
Komponentenzusammensetzungsmatriz E, sodass ES = 0 ist, dann ist das vmPE

fiir dieses Problem uneingeschrinkt positiv.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein Vektor £ = (e, e2) # 0 mit
ES =0.

Hieraus ergibt sich aber, dass die Zeilen der Matrix S linear abhéngig sind und

somit

det(S) =0

gilt, was dquivalent ist mit mi9ma; — moamy; = 0. Das bedeutet aber in (2.43)

eingesetzt, dass M~ existiert und M~ > 0 ist. Damit ist alles gezeigt. O

Exemplarisch werden nun die Matrizen M bzw. M~ fiir die Probleme aus
den Beispielen 1.2 und 1.3 aufgestellt und abgeschétzt.

Sei dazu das erstgenannte Beispiel genauer untersucht.

Satz 2.54 Das vmPE Verfahren ist angewendet auf das Modellproblem aus Bei-
spiel 1.2 erster Ordnung.

Beweis: Alle Grofsen des Problems sind positiv. Die Definition von r und S
befindet sich in (2.27).

Die erste Reaktion r; hat zwei positive Grofen, C' und N, fiir die sie als
Senke fungiert, d.h. G; = {1, 2}. Vergleiche dies mit den Eintragen S;; = —a und
So1 = —b mit a,b > 0.

Die Reaktion r, besitzt nur eine positive Grofe, fiir die sie eine Senke ist.
Auch dies ergibt die Matrix S mit dem Eintrag S3; = —1. Man erhilt Gy = {3}.

Insgesamt ergibt sich ¢; € G; = {1,2} und 1, € Gy = {3}, was aber bedeutet,
dass 15 = 3 ist. Es gibt also zwei mdgliche Kombinationen fiir ¢; und ¢s. Diese

Kombination wird durch die Wahl von ¢; bestimmt, da ¢, immer der gleiche
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Ausdruck ist. Das bedeutet entsprechend gibt es zwei mogliche Formen der Matrix

M, im Weiteren als M; und M, bezeichnet.

Seien ergénzend noch die weiteren zuvor definierten Mengen benannt. Es gilt

fir die Produktionsmengen P, = 0, P, = 0, P; = {1} und P,

{2}. Die

Destruktionsmengen sind gegeben durch Dy = {1}, Dy = {1}, D3 = {2} und
D, = (. Fiir die uneingeschrankten Mengen gilt L; = Ly = Ly = L, = (). Es gilt

also ¢ = ¢".

Betrachtet man nun als ersten Fall 1y = 1, so gilt §; = Cg—:l Das bedeutet,

dass die Verfahrensmatrix die folgende Gestalt hat.

l+2ar; 0 0 0
h
Zbry 1 0 0
My = Ch h
—67'1 0 1 + }—)TQ 0
0 0 —%7”2 1

Im anderen Fall, es gilt also ¢; = 2, was §; = %:1 bedeutet, ist

1 %arl 0 0

0 1+2bry 0 0
M2 - h h

0 —NTl 1 + FTQ 0

0 0 —hry 1

Diese beiden Matrizen lassen sich problemlos invertieren. Fiir

c

arith+C 0 0 0
—bri1h
M—l — ar1h+C 1 0 0
! ___mhP g _P_
(ar1h+C)(r2h+P) roh+P
roh?ry 0 roh 1
(reh+P)(ar1h+C) roh+P

(2.44)

(2.45)

(2.46)

siecht man sofort, dass dies wohldefiniert ist, falls alle Grofen positiv sind, was

nach Voraussetzung erfiillt ist. Weiter kann man jedes Matrixelement abschétzen.

So ist

SHES

[(M) | (M) ] <
und
|(M1),,| <

57



Fiir die anderen Elemente gilt )(Ml_ 1)“‘ < 1. Ebenso lasst sich dies fiir die Ma-
trix M, ! zeigen. Es folgen analoge Abschiitzungen mit vertauschten Rollen von
a und b. Auf die Darstellung der Rechnung wird hier aber verzichtet. Womit man
insgesamt gezeigt hat, dass M1 existiert und M~' = Q(1) ist, was den Beweis

unter Verwendung von Satz 2.51 abschlieft. U

Es ldsst sich dariiber hinaus zeigen, dass das vimPE, ohne Beriicksichtigung
eines moglichen Setzens von 3 = 0, fiir dieses Problem uneingeschriankt positiv
ist.

Satz 2.55 Das vmPFE Verfahren liefert unter Vernachldissigung der Mdglichkeit
O, = 0 mit der Definition 2.49 und der strikten Wahl

n+1 Cn+1
_u _ 3
pr = e und [y = p
11 3

und vy wie in (2.39) fir das Problem (1.3) uneingeschrinkt positive Naherungen.

Beweis: In Analogie zum Beweis des vorhergehenden Satzes 2.54 sind wiederum
zwei Fiélle zu betrachten. Alle dort verwendeten Definitionen und Schreibweisen
finden wieder Anwendung. Die beiden Félle gliedern sich wie dort nach der Wahl

von (.

Fiir den ersten Fall betrachte ¢; = 1. Das bedeutet mit (2.39), dass

—a —b
<

Cn = Nn
ist, was wiederum folgende Aquivalenzen hat

b
G 2 7 & AN 2 HC" & aN" = bC" 2 0.
Der einzige negative Ausdruck in der Matrix M, ', siche (2.46), ist das Indexpaar
(2,1). Insofern konnte hochstens die Groke N negativ werden. Dies ist kon-

sistent mit der Tatsache, dass die Reaktion r; die Grofe N bedroht, von dieser
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aber nicht direkt gedimpft wird. Schaut man sich N"*! genauer an, sicht man

cn
Nn+1 _ —leh ’170’0 N7
CLTlh—f—Cn pr
Dr
leh
— N
arlh—i—C’"
. N”(arlh—i—C’") —bT‘thn
N arith + C»
>0 >0 >0

— AN
N O™ 4k (aN™ — bC™)

arith +C"
———
>0
> 0.
Die Behandlung des Falls M = M, erfolgt analog. Somit ist alles gezeigt. 0

Fiithrt man eine dhnliche Analyse fiir das Orego Problem (Beispiel 1.3) durch,
so stokt man leider auf einige Schwierigkeiten. Die Ordnung kann man noch un-
eingeschrinkt zeigen. Bei der Positivitat erweist es sich, dass man die Méglichkeit
B = 0 (wenigstens theoretisch) nicht vollstindig vernachléssigen kann.

Zur Vereinfachung und groferen Ubersicht wird vorab der eingefiihrte For-
malismus auf das Orego Problem angewendet. Die Definitionen der Stoichiome-
triematrix S und des Reaktionsvektors r finden sich in (1.5). Die zugehorigen

Mengen zu den Reaktionen sind
Gl = {1},G2 = {2}7G3 = {3},G4 = {1, 2} und G5 = @ (247)

Die Mengen zu den Grofen sind gegeben durch P = {2}, P» = {3}, P; = 0,
sowie Dy = {1,4}, Dy = {2,4}, D3 = {3} und abschliefend L; = L3 = {5} und
Ly = (). Aus der Gestalt der Mengen L; erkennt man, dass €" # ¢" ist, vergleiche
dazu (2.37).

Satz 2.56 Das vmPE Verfahren unter Verwendung der Heuristik (2.89) ange-
wendet auf das Orego Problem (1.4) ist exakt erster Ordnung.

Beweis: Wieder ist es laut Satz 2.51 ausreichend, die Wohldefiniertheit von
M~ und M~! = O(1) zu zeigen. Dafiir werden alle moglichen Matrizen M
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untersucht. Zur Zeichenersparnis gilt ¢; = cf, c; = ¢y, c3 = ¢§. Weiterhin werden
zur Abkiirzung die Reaktionen nummeriert, r; = gc2,ry = ¢y,73 = ¢3 und ry =
c1¢co. Beachte hier, in der Reaktion r; ist der Exponent zu c¢; tatsichlich eine
Potenz, ebenso der Exponent zur Konstanten s in den weiteren Rechnungen.

Eine Betrachtung der Mengen Gy aus (2.47) ergibt, dass es fiir die Wahl der ¢,
nur eine echte Wahl gibt. Dies ist die Wahl des ¢4; alle anderen ¢, sind als Elemente
der zugehorigen Menge G, festgelegt, da diese bis auf GG, alle einelementig oder
leer sind.

Man hat es hier also auch, wie beim vorher untersuchten Problem, Beispiel
1.2, mit zwei moglichen Matrizen My, falls ¢; das begrenzende Element ist (also

1y = 1) und My, falls ¢o begrenzend wirkt (entsprechend ¢y = 2), zu tun. Man
findet

s(n;m)h +1 _% 0
M, = rih pho o _rsh (2.48)
sc1 sc2 SsC3
0 0 wmhgg
und
mh gy ghren
]\42 — 0 h?"4SJCr27“2 + 1 _% . (249)
0 0 wrsh 4 1

c3

Formale Invertierung durch Maple 11.0 liefert

c(rahtsca) c1hras® roh®racs
d d (wrsh+cs)d
M—l _ __hraco cos(sr1hdshrytci)  (srih+shradci)rshcs
! d d (wrsh+cz)d
Cc3
O O wrsh+cs
ds+de dss? hrssds
d d (wrsh+-cs)d
— _da d3+ds+ds (d3+da+de)rsh 9
s2d d s(wrgh+cs)d ( 50)
c3
0 0 wrsh+cs

mit
d = 2r4h®res + srihry + s2rihey + $2hracy + c1mah + ¢ 8¢y
—_———— T N N N

=:d; =:dg =:d3 =:d4 =:ds =:dg
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und

c1 c1h(ro—ry)s? (ro—r4)h2rscys
srih+c1 (roh4rah+sce)(srih+c1)  (srih+ci)(roh+rah+scs)(wrsh+cs)
Ml = __sca corzh . (2,51
2 0 roh+rah+scy (wrsh+-c3)(roh+rah+sca) ( )
c3
0 0 wrsh+cs

Da alle Gréfen positiv sind, sind alle Nenner ungleich Null und damit die Inversen
wohldefiniert. Weiter lassen sich diese Matrizen nun elementweise abschitzen.
Dafiir geht man wie folgt vor. Die Konstanten s und w sind problemabhéngig.

Uber alle anderen Grofen weiff man nur, dass sie positiv sind. Nun ist es das

1
14€’
die Zéhlerterme mit den Nennertermen. Fiir das Indexpaar (1,2) ergibt sich die

Abschatzung durch ds. Man erhélt

Ziel, die Briiche in die Form const e > 0 zu bringen. Dafiir vergleicht man

<1
[P S
d 1
—1y 2% 2 2
(M )12_Sd 81+(d—d5)<8’
ds
———
>0

da d > ds > 0 ist. In gleicher Weise gewinnt man auch die Abschitzungen der
anderen Matrixelemente

0< (M)

13

0> (M)

1 B
2128_2’ OS(Mll)

0= |(My1),] < 5% 0 (M) ] < 1 und
1
-1
0< (M2 )23 < sw
Fiir alle weiteren Elemente gilt 0 < (Mfl)ij , (M{l)ij <1
Auch hier existieren die Inversen und es ergibt sich ebenso M; ' = O(1) und
My ' = O(1), was den Beweis abschliefst. O

Um die Positivitidt zu garantieren, muss man die Inversen aus dem letzten

Beweis weiter untersuchen.

Satz 2.57 Das vmPE Verfahren unter Verwendung der Heuristik (2.39) ange-
wendet auf das Orego Problem (1.3) ist uneingeschrinkt positiv, falls 1y = 1 oder

By = 0.
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Beweis: Hierfiir miissen wiederum zwei Fille unterschieden werden. Auch in
diesem Beweis wird wieder ¢; = ¢}, ca = ¢§, c3 = c§ zur Zeichenersparnis gesetzt.
Betrachtet man den ersten Fall, 14 = 1, und wahlt in Ubereinstimmung mit

n
1

der Definition (2.38) (4 = CC—H, so ergibt sich aus der Heuristik (2.39), dass
1

-s -1
s
C1 ~ SCo
gilt, was wegen ¢ > 0 die folgenden Aquivalenzen besitzt
S 1 2 — 2— —
— > — & S5t > & sty —cp > 0. (252)
C1 SCo
Erinnere, M; ' steht in (2.50). Die einzige Komponente, die bei der Operation
M; 'e" negativ werden konnte, ist ¢3 ™, da nur das Element (Ml_l)21 negativ ist.
Betrachte dazu unter Verwendung der Abschitzung (2.52) und der Erweiterung

mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner der zweiten Zeile

At (wrsh + c3) d s
= (wrsh+ c3)ds® Z (Ml_l)zi Ci
i=1,2,3
= —&dy(wrsh + c3) + 25 (d3 + dy + dg) (wrsh + c3) + €3 (dy + dy + dg)r3hs
= d, (—61 (wrsh + c3) + s2Cy(wrsh + 03)) + dyscsrsh +e
———

>0

> dy (—51 + 8262)(11)7“3]1 + 63)
>0

> 0,

wobei € € R alle nicht weiter explizit aufgefiihrten Terme mit d3 oder dg als
Faktor beinhaltet. Damit ist der erste Fall abgehandelt und die uneingeschrénkte
Positivitat der berechneten Naherungen fiir diesen Fall gezeigt.

Sei nun andererseits ¢4 = 2, so erhélt man wiederum aus (2.39) die dquivalen-

ten Abschitzungen
-5 -1 S

1
_—>T<:>_—<T<:>8252<51<:>51—5252>0.
C1 SCo C1 SCo

n+1
Verwendet man aber 3, = CQCT, im Gegensatz zur Forderung (3, = 0, so ergibt sich
2
die vollstindige Matrix M, !, wie sie sich in (2.51) findet. Man sieht, dass die bei-

den moglicherweise negativen Elemente von M, ! zu den Indexpaaren (1,2) und
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(1,3) gehodren. Daher untersucht man ™! = (MZ_l(_:”)1 erweitert um den maxi-
malen Nenner der Briiche aus der ersten Zeile der Matrix M, '. Dies ausfiihrend

erhalt man

T (srih 4 ¢1)(roh 4 14h + sco) (wrsh + c3)
= (srih+ c1)(roh + rah + sco)(wrsh + ¢3) Z (Mz_l)li i
i€1,2,3
= cici(roh + rah + sco)(wrsh + ¢3) + Eacih(ry — 14)8* (wrsh + c3)
+C3(ry — r4)h*rscy s
> ¢iersh(wrsh + c3) 4 ¢iersca(wrsh 4 c3) — Cacrhrys® (wrsh + c3)

—C3rah2rscy s

>0
——

> cyrah(wrsh + c3) (61 - 6282) + € C1Cy SC3 — C3rahT3eys
~—~

=Ty

= T4S (5163 — 6361h27‘3) s

wobei die jeweils unterstrichenen (positiven) Terme zur néchsten Zeile entfallen.

Man erkennt zwei Dinge. Zuallererst ist das Verfahren in dieser Form nicht
uneingeschriankt positiv. Das kann man aber erzwingen, indem man r4 = 0 wahlt,
da sich in allen negativen Termen r, als Faktor findet. Dies geschieht explizit
durch die Wahl (5, = 0. Beachte weiterhin, fiir r, = 0 gilt M; = M, mit der

entsprechenden Gleichheit fiir die Inversen.

Als zweites sieht man aber auch, dass die ,negativen Anteile fiir h — 0 ein
O(h?) sind. Man muss also fiir die Asymptotik zum Beweis der Ordnung kei-
ne weitere Matrix mit 4, = 0 betrachten und die negative Storung ist {iber die
Schrittweite kontrollierbar. O

Fiir die Programmierung ergibt sich also die Notwendigkeit eine Ausnahme
fiir den Fall M = M5 und c’f“ < 0 vorzusehen. Diese ldsst sich aber problemlos
iiber die Wahl g4 = 0, d.h. 844 = 0 abhandeln. Fiir die Ordnung des Verfahrens
ergibt sich durch dieses ,,Abschneiden” kein weiteres Problem, da ¢! fiir h — 0

garantiert positiv wird.

An dieser Stelle sei aber explizit darauf hingewiesen, dass keine der im Wei-

teren gezeigten Rechnungen bei voll besetzter Matrix, d.h. 0y # 0 gewéhlt, ent-

63



sprechend der Heuristik (2.39)

cq . s —1
_ a fiir a7 >
64 - cn+1 9
2
o sonst

negative Werte lieferte.
Alle Testrechnungen der in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren zu den

Modellproblemen aus Kapitel 1 befinden sich in Kapitel 5.
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Teil 11

Zur erweiterten 2 D
Flachwassergleichung mit

Phosphorzyklus
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Kapitel 3

Modellbildung zur erweiterten
zweldimensionalen

Flachwassergleichung

Um die modifizierten Patankar Verfahren im Kontext der Seenmodellierung un-
tersuchen zu konnen, bedarf es eines Testfalls. Das vorliegende Kapitel widmet
sich der Beschreibung des in dieser Arbeit verwendeten Problems. Es besteht
einerseits aus der zweidimensionalen Flachwassergleichung und andererseits aus

einem Phosphorzyklus.

Das erste Unterkapitel widmet sich der Darstellung der zweidimensionalen
Flachwassergleichung und eines Dammbruchproblems aus [Tor01b| fiir die reine

Flachwassergleichung als Testfall des reinen Stromungslosers.

Das Folgende umfasst eine kurze Beschreibung verschiedener Seenmodelle und
legt den Schwerpunkt auf die, von ihnen beschriebenen, 6kologischen Prozesse
und vernachlissigt in den Modellen moglicherweise vorhandene Beriicksichtigun-
gen der Hydrodynamik. Ebenso findet sich dort eine Ubersicht zum verwendeten
Phosphorzyklus (die Details finden sich in Anhang A). Es schliefen sich einige

Bemerkungen zu typischen Modellierungstermen 6kologischer Phéinomene an.

Abschliefsend findet sich die Zusammenfiithrung des Gesamtsystems sowie der

verwendeten Rand- und Anfangswerte.
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3.1 Die Flachwassergleichung

Die zweidimensionale Flachwassergleichung (in der englischen Literatur 2D shal-
low water equation, daher kurz swe) ist ein nicht lineares System von hyperbo-
lischen Erhaltungsgleichungen. Sie beschreibt die Anderungen der Stromungsge-
schwindigkeiten und Wasserhohe in Abhéangigkeit der Fliefigeschwindigkeiten, der
Wasserhohe, den Volumenkréften (zu meist nur der Gravitation) sowie Quellter-
men. Die Quellterme konnen je nach Anwendung Ausdriicke fiir Niederschlag und
Verdunstung, Bodenprofil, Windschub, Bodenreibung, Corioliskréifte oder auch
Turbulenzmodelle enthalten. Beispiele zu letzterem finden sich unter anderem in
[VCO07].

Die Gleichungen werden iiblicherweise aus den Eulergleichungen der Gasdy-

namik hergeleitet. Die vereinfachenden Annahmen sind,

e die Dichte ist konstant und

e die relevante Skala fiir die vertikalen Prozesse (z) ist deutlich kleiner als die

entsprechende Skala fiir die horizontalen Ablaufe (x).
Detaillerte Herleitungen finden sich zum Beispiel in [Lev02, TorO1b]. Eine aus-

fithrliche Herleitung durch eine asymptotische Entwicklung nach o = ;—i findet
sich in [Sto57], welches sich aber auch noch anderen Arten der Herleitung umfas-
send widmet. Die mathematische Struktur der swe ist dquivalent zu den isentro-
pen Eulergleichungen der Gasdynamik mit dem adiabatischen Faktor zwei (siehe
z.B. |Lev06]).

3.1.1 Die mathematische Form der zweidimensionalen Flach-
wassergleichung

In dieser Arbeit wird die swe in der folgenden Form fiir einen Vektor der konser-

vativen Grofen u verwendet,
atuswe + a:rl fl (uswe) + ax2f2(uswe) - rswe<uswe)7 (31)

wobei 0, und 0,, die partiellen Ableitungen nach der Zeit ¢ respektive den beiden

horizontalen Raumkoordinaten x|, zs bezeichnen. Es gilt

Uy P Uit1
2
J— J— — u Us u
Uepe = [ gy | = | Qo1 |, fi(Wwe) = 2u11+1 + 01is
2
U3 Ui41 Juy
Uus ) V2 —ul + (522 3
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Weiterhin ist ® = ¢ H mit der Gravitationsbeschleunigung g = 7.32312576-
100 % bzw. g = 9.81 % (je nach Anwendungsfall, 6kologisches Problem oder
Dammbruchproblem) und H der tatséchlichen Wasserhohe, d;; das Kroneckerdel-
ta und v; die Fliefgeschwindigkeit in x; Richtung. Haufig wird ¢ als Geopotential
bezeichnet. Die Einheit fiir [g] = % bzw. [g] = & wird jeweils gewihlt, um der
Zeiteinheit fiir die Ausgabe der Ergebnisse des noch zu beschreibenden &kologi-
schen Modells (Unterkapitel 3.2) bzw. Dammbruchproblems (Unterkapitel 3.1.2)

m

Rechnung zu tragen. Damit ergeben sich die Einheiten fiir [v;] = % bzw. [v;] = =

und [®] = 73—22 bzw. [®] = ’:—22
Die im Rahmen des 6kologischen Modells (Unterkapitel 3.2) beriicksichtigten

Quellterme lauten
94
Towe(Uswe) = | gquy |- (3.2)
gqv2

Hierbei bezeichnet ¢ den Niederschlag bzw. die Verdunstung mit der Einheit
[q) = % Das bedeutet, dass die Anderungen der Wasserhdhe und der Geschwin-
digkeiten zusitzlich zu den Transporttermen nur von Regen und Verdunstung
abhéngig angenommen werden. Auf die Wasserhohe H, bzw. das Geopotential
® = g H, wirkt sich ¢ direkt aus. Fiir die Anderungen der Geschwindigkeiten
gilt die Annahme, dass sich der auf das Wasser auftreffende Regen direkt mit
den Fliekgeschwindigkeiten der Stromung bewegt, da das Wasser als vollstdndig
vertikal durchmischt angenommen wird.

Mogliche Einfliisse durch Bodenprofil, Turbulenz, Corioliskraft, Windschub,
Bodenreibung o.a., werden vernachlissigt. Dies rechtfertigt sich fiir das 6kologi-
sche Modell (Unterkapitel 3.2) iiber sehr geringe Flielgeschwindigkeiten im be-
trachteten Problem einerseits und andererseits dariiber, dass der betrachtete See
von so geringer Fléche ist und somit die Erdrotation keinen grofsen Einfluss hat.
Des Weiteren sei eine ruhige Wetterlage ohne signifikante Winde angenommen.

Fiir das Dammbruchproblem (Unterkapitel 3.1.2) ergibt sich die Vernachlés-
sigung aller Quellterme aus der Referenzimplementierung. Da die Ergebnisse, des
noch vorzustellenden Stromungslosers (Unterkapitel 4.5), mit N#herungen, be-
rechnet mit Hilfe des Sourcecodes von Toro nach [Tor0O1b|, verglichen werden
sollen und in dieser Referenzimplementierung keine Quellen verwendet werden,
geschieht dies hier auch nicht.

Damit ist die rechte Seite ry,. der Gleichung vollstédndig beschrieben.
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3.1.2 Ein kreisformiges Dammbruchproblem

Um die Fahigkeiten des noch vorzustellenden Strémungslosers aus Kapitel 4 un-
abhingig von anderen Einfliissen beobachten zu kénnen, wird ein Testfall fiir die
reine swe (3.1) aus [Tor01b| verwendet.

Die Fragestellung ist so gewéhlt, dass die Ergebnisse des Strémungsldsers
(Kapitel 4) mit den Ergebnissen des Stromungslosers von E. F. Toro [Tor0O1b|
verglichen werden konnen. Die Ergebnisse des Stromungslosers von Toro stehen
nach freundlicher Freigabe des Sourcecodes durch den Autor zur Verfiigung.

Ein weiterer Vorteil dieses Problems ist, dass es zweidimensional gestellt ist,
die Losung aber in einer Dimension vollstindig beschrieben werden kann. Dies
vereinfacht die Darstellung und den Vergleich der Naherungen.

In einem See mit quadratischem Grundriss, gleichméafiger Wasserhohe von 0.5
Metern und ohne Bodenprofil befindet sich in der Mitte des Sees eine Wasserséule
mit 2.5 Metern Durchmesser und einer Wasserhohe von ebenfalls 2.5 Metern.

Das Rechengebiet ist quadratisch mit einer Kantenldnge von 40 Metern. Es
wird in der eigenen Implementierung mit einer Sekundérnetzmethode iiber einem
unstrukturierten Gitter mit 46626 Zellen diskretisiert.

Die Anfangswerte sind

vi(x,y,0) = va(z,y,0) =0

und
0.5 , (r—z)*+ (y —ye)? > 2.5°

H(z,y,0) = 2 2 2
25 , (r—z)*+(y—y.)* <25

mit z. = y. = 20.

An den Randern werden Neumann Randbedingungen durch

auswe

on

~0 (3.3)

festgelegt, wobei die Rechnung beendet wird, bevor die erste Welle mit dem Rand
interagiert.

Als Referenz dient die Ndherung nach Toro [Tor01b|. Dieser Code verwendet
strukturierte Gitter. Er rechnet mit 40000 Zellen, da diese in der Darstellung des

Autors identische Ergebnisse wie eine Rechnung mit 10° Zellen liefert.
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3.2 Die Phosphor- und Biomassedynamik

Um die Anwendbarkeit der vorgestellten modifizierten Patankar Euler und Heun
Verfahren (Unterkapitel 2.2) und deren Erweiterungen im Bereich der 6kologi-
schen Seenmodellierung zeigen zu kénnen, wird die swe mit einem Phosphorzyklus
gekoppelt.

Dieses Unterkapitel widmet sich der Vorstellung einiger verbreiteter Seenmo-
delle und einer Untersuchung ihrer Eignung als Testfille fiir die modifizierten
Patankar Verfahren. Anschliefend wird das Modell von Hongping und Jianyi aus
[HJ02| kurz beschrieben. Dieses Modell dient als Basis fiir das in dieser Arbeit
verwendete System. Die Details des verwendeten Modells sind im Anhang A zu-

sammengefasst.

3.2.1 Die Modellauswahl

Der Vorauswahl lagen die Ubersichtsartikel [BHO7, AO03, SMB*04] zu Grunde.
Die konkrete Auswahl des Modells erfolgte aus mathematisch praktischen Uber-
legungen sowie GGedanken zur biologischen und 6kologischen Plausibilitat.

Da dies eine Grundlagenarbeit ist und kein konkretes 6kologisches Szenario
vorlag, wurde das Modell als besser eingestuft, welches komplexere Phinomene
modelliert. Die Algorithmen sollten auf ihre Kignung fiir realistische Fragestellun-
gen hin untersucht werden. Somit sollte ein Modell aus der 6kologischen Praxis
Anwendung finden.

Die technische Seite stellte zwei Bedingungen an das verwendete Modell. Die
Klasse der modifizierten Patankar Verfahren und deren Ordnungserweiterung soll-
ten auf das Modell anwendbar sein. Damit war es notig, ein Modell auszuwahlen,
das einen vergleichsweise einschrinkenden Begriff der Konservativitit (vergl. De-
finition 2.5) erfiillte oder aber sich mit wenig Aufwand in die entsprechende Form
umformulieren lieft, ohne dabei die grundlegenden Modellideen zu verlieren.

Als zweite, weniger rigorose Bedingung erwies sich die Frage der Uberschau-
barkeit. Das Modell sollte einerseits komplex genug sein, um realistische Testbe-
dingungen zu garantieren. Andererseits sollten aber keine unnétigen zusétzlichen
Details Bestandteil des zu schniirenden Programmpakets werden, die in der beab-
sichtigten Grundlagenforschung den Blick auf das Wesentliche verstellen wiirden.

Im Folgenden werden exemplarisch einige neuere Phosphor und Algendyna-
mikmodelle (ein Modell von Omlin et al. zum Ziiricher See, Biola, LEEDS, PCLa-
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ke, EcoLE und PROTECH) kurz charakterisiert. Dies geschieht mit Hauptaugen-

merk auf ihre Eignung fiir die vorliegende Fragestellung.

Modell von Omlin

Das in [ORFO01] von Omlin et al. vorgestellte Modell zur Modellierung der Al-
gendynamik im Ziiricher See ist aus technischen Griinden fiir die gegebene Frage-
stellung nicht geeignet. Sie verwenden in ihrer Modellierung des Phosphors weder
einen geschlossenen Massezyklus, noch setzen sie in ihren Massefliissen gleichen
Abbau wie Produktion durch eine gegebene Transformationsfunktion fest. Des
Weiteren hétte es den zusétzlichen programmiertechnischen Aufwand bedeutet,
Wasserschichtung zu beriicksichtigen, welche zur besseren Uberschaubarkeit des
Codes nicht erwiinscht war.

Aus 6kologischer Sicht wire aber eine Verwendung durchaus interessant gewe-
sen, da an einigen Stellen eine realistischere Modellierung bekannter Skologischer
Phénomene erfolgt. Das sei prézisiert. Speziell werden Prozesse hervorgehoben,
die im verwendeten Modell nach Hongping und Jianyi in dieser Art nicht beriick-
sichtigt werden.

Das Sediment, welches gerade fiir flache Seen eine aufserordentliche Bedeu-
tung inne hat, wird in zwei Schichten aufgeteilt und ermdglicht es somit, ein
langfristiges Binden des Phosphors, und damit ein dauerhaftes Entziehen aus
dem Néahrstoffkreislauf des Sees, abzubilden.

Ebenso wird die Bindung des geldsten Phosphors an im Wasser vorhandene
Schwebepartikel modelliert. Als Nahrstoffe werden nicht nur der Phosphor be-
trachtet, sondern auch der fiir das Phinomen des ,,Umkippens eines Sees” wich-
tige Sauerstoff sowie Ammonium und Stickstoff. Im Modell werden verénderliche
Phosphoranteile in der Gesamtmasse der Algen, aber nicht des Zooplanktons, zu-
gelassen. Weiterhin beriicksichtigt das Modell fiir den Ziiricher See keine hoheren

trophischen Ebenen.

Biola

Das Modell Biola von C. Pers (siehe zur Modellbeschreibung und Anwendung in
[Per02, Per05, Per06] sowie fiir einen Vergleich mehrerer Modelle unter anderem
Biola und LEEDS in [DP04]) ist auf Grund der restriktiven Anforderungen an
die zur Formulierung des Modells gewéhlte Konservativitit (Definition 2.5) nicht

geeignet. Dieses Modell beschreibt ebenso wie das Modell von Omlin Algendyna-
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miken mit Hilfe der Nahrstoffe Phosphor, Sauerstoff, Ammonium und Stickstoff.
Es nimmt weiterhin hohere trophische Ebenen in die Betrachtung, pflanzen- und
fischfressende Fische sowie Macrophyten. Allerdings werden in diesem Modell, wie
in vielen anderen Modellen auch (siehe dazu die Absétze zu LEEDS, PROTECH
oder EcoLE), konstante Phosphoranteile fiir alle Organismen angenommen. Inso-
fern eriibrigt sich eine explizite Formulierung der Néhrstoffe in den Organismen
und verhindert dadurch einen geschlossen formulierten Materiekreislauf fiir Nahr-

stoffe im Sinne der Definition fiir patankar-konservative Systeme.

LEEDS

Das in [MH04, MBMPO06] beschriebene Modell LEEDS modelliert Phosphorkon-
zentrationen zur Beurteilung der Eutrophierung eines Sees. Ein Vergleich fiir
den schwedischen See Vénern fiir insgesamt vier unterschiedliche Modelle (von
den hier aufgefiihrten LEEDS und Biola) findet sich in [DP04]. Allerdings werden
Organismen nicht explizit in Arten aufgeteilt dargestellt. Das mag sich durch aus-
gewahlte Ergebnisse oder Fragestellungen rechtfertigen lassen, wobei die Autoren
selbst einrdumen: ,,To account for just two biological compartments is evidently
an over-simplification from biological point of view,...“. Dariiber hinaus gibt es
keine geschlossene Angabe der verwendeten Differentialgleichungen. Damit sind

die Griinde benannt, die zum Ausschluss dieses Modells gefiihrt haben.

PCLake

Ein anderes weit verbreitetes Modell ist PCLake bzw. sein Vorgénger PCLoos (be-
schrieben und angewendet unter anderem in [JA90, Jan05| sowie beriicksichtigt
in einem sehr umfassenden Vergleich von Modellen stark unterschiedlicher Kom-
plexitét in [BHOT7]). Es beriicksichtigt weit iiber 50 Differentialgleichungen. Néahr-
stoffkonzentrationen werden nicht in festen Verhéltnissen zueinander modelliert.
Dieses Modell ist auf Grund seiner Komplexitat nicht als Testfall geeignet, da sich
hier der Blick auf die wesentlichen Entwicklungsziele erschweren wiirde. Grund-
sétzlich ist eine Anwendung der in dieser Arbeit entwickelten und vorgestellten
Verfahren aber moglich; dies wiirde lediglich einen enormen programmiertechni-
schen Aufwand bedeuten, der fiir diese Dissertation aufterhalb der Zielsetzung

liegt.
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EcoLE

Das Modell EcoLE, beschrieben in [ZCBO08|, ist eine Erweiterung eines Modells
beschrieben in [Boe99] fiir den See Erie. Auch EcoLE beriicksichtigt eine Vielzahl
von Néihrstoffen als Zustandsgrofen: Stickstoff, Phosphor und Kohlenstoff. Aller-
dings verwendet auch dieses Modell konstante Phosphorkonzentrationen in den

Biomassen. Somit ergeben sich dhnliche Gegenargumente wie zum Biola Modell.

PROTECH

Als letztes Modell wurde noch PROTECH (zu finden in [RIEO1]) in Betracht
gezogen. Hier wird ebenso mit konstanten Phosphorkonzentrationen in den Bio-
massen gearbeitet. Zusétzlich ist das Modell nicht in der Form eines Differential-
gleichungssystems beschrieben. Stattdessen wird die Losung einer linearen Diffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten als Losungsalgorithmus verwendet,
wobei die Koeffizienten aber nicht konstant gewihlt sind. Durch diese Art der For-
mulierung ist eine Behandlung im Rahmen der modifizierten Patankar Verfahren

nicht umsetzbar.

3.2.2 Das verwendete Modell - eine Erweiterung zum West

Lake Modell von Hongping und Jianyi

Hongping und Jianyi modellieren in [HJ02| die Algendynamik des West Lakes
bei Hangzhou nahe Shanghai mit dem limitierenden Nahrstoff Phosphor. Sie ver-
wenden das Modell zum Vergleich unterschiedlicher restorativer Mafsnahmen zur
Reduktion der zu erwartenden Algenbliiten.

Zentral fiir die Auswahl dieses Modells waren drei Kriterien. Es werden keine
konstanten Néhrstoffverhiltnisse in den Biomassen angenommen. Dies fiihrt im
urspriinglichen Modell zu einer geschlossenen Néhrstoffkreislaufmodellierung und
somit einer Gleichungsform, die der Konservativitdt nach Definition 2.12 geniigt.

Das Modell ist von moderater Komplexitit. Es wird gebildet (in seiner ur-
spriinglichen Formulierung) iiber 13 gewohnliche Differentialgleichungen. Damit
liegt es weit iiber einfachen akademischen Problemen und ist trotzdem mit fiir
diese Arbeit angemessenem programmiertechnischem Aufwand zu bewiltigen.

Da kein 6kologisches Problem den Untersuchungen zu Grunde lag, gab es auch
keine Messdaten. Um eine Bewertung der berechneten Ergebnisse anstellen zu

konnen, war daher eine Referenzimplementierung wiinschenswert. Diese existiert
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fiir Ecobas. Zusatzlich liefert Ecobas seine Ergebnisdaten in einer Form, die sich
fiir einen Ergebnisvergleich anbietet.

Nimmt man ungestortes Algenwachstum (growth;) unter Idealbedingungen
an, so haben die Algengruppen Verdopplungszeiten zwischen fiinf und sieben
Stunden. Dem gegeniiber stehen das Wachstum (assim) des Zooplanktons mit
einer Verdopplungszeit von knapp drei Tagen und 15 Stunden und Mineralisie-
rung, deren langsamster (minpd) eine Halbierungszeit von knapp 70 Tagen auf-
weist. Die Details zu den Termen und den Konstanten befinden sich im Anhang
A. Damit ergeben sich Zeitskalendifferenzen in der Grofenordnung von 102. Das
System ist somit nicht besonders steif. Dies widerspricht aber einer Verwendung
der Erweiterung des West Lake Modells aus [HJ02] als Testproblem nicht, da
das Ziel dieser Arbeit das erstmalige numerische 16sen 6kologischer Flachseenmo-
delle im Rahmen einer Adaption des TAU 2D Codes war und die Eignung der
Erweiterungen der modifizierten Patankar Verfahren fiir steife Probleme anhand
gewoOhnlicher Differentialgleichungssysteme (Beispiel 1.3) gezeigt wird.

Eine wesentliche Eigenschaft des Sees ist die durchschnittliche Tiefe von nur
1.5m, was es ermoglicht, den See als vertikal durchmischt anzunehmen. Dies er-
laubt eine sinnvolle Anwendung der swe (vergleiche dazu die vereinfachenden An-
nahmen aus Unterkapitel 3.1). Auch sind Hongping und Jianyi in der Lage, die
relevanten Algengruppenarten auf vier einzuschrinken und diese in ihrem Modell
gesondert zu betrachten. Weiterhin verwenden sie keine konstanten Phosphoran-
teile in den Organismen und beriicksichtigen in einfacher Form das Sediment.
Das Modell ist als gewhnliche Differentialgleichung formuliert.

Das Modell benétigt als Vorgaben die Temperatur des Wassers ([T] = °C),
des Sediments ([TE] = °C) sowie die Lichtintensitit an der Wasseroberfliche
([I] =Lux).

Das Modell beschreibt die Dynamiken der vier Algengruppenarten (Cyano-
phyta, Chlorophyta, Cryptophyta und Bacillariophyta) mit ihren Biomassen BA;,
i = 1,...,4 und deren entsprechenden Phosphormassen PA;,i = 1,...,4. Da-
ritber hinaus wird Zooplankton mit Biomasse BZ und der korrespondierenden
Phosphormasse PZ beriicksichtigt. Als Nahrstoff wird Phosphor modelliert. In
der verwendeten FErweiterung wird der Phosphor im Wasserkdrper und im Sedi-
ment jeweils sowohl in geloster, P.S respektive PEj, als auch in organisch gebun-
dener, PD bzw. PEp, Form betrachtet.

Die Differenzierung des Phosphors nach organischer und anorganischer Frakti-

on im Sediment ist eine Neuerung und im urspriinglichen Modell nicht enthalten.
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Im urspriinglichen Modell wurden an dieser Stelle konstante Verteilungen von
partikuldrem und gelostem Phosphor in den Gréfen PD und der einen Sedi-
mentgroke vPEurspriingliches Modell " angenommen.

Diese Aufsplittung in partikuldren und gelosten Phosphor ermdéglicht es, tem-
peraturverzogerte Phosphorriickfiihrung abzubilden. Der Phosphor im Sediment
steht also nicht sofort wieder im diffusiven Ausgleich mit dem gelosten Phos-
phor des Wasserkorpers. Allerdings ist es durch diese Art der Modellierung nicht
moglich, ein langfristiges Binden (iiber Jahre hinweg) des Phosphors an die Bo-
denmatrix zu reproduzieren, ein Phinomen, welchem im Bereich der flachen Seen
eine wesentliche Rolle fiir die Ndhrstoffverteilung zukommt. Dies leisten beispiels-
weise die Modelle PCLake oder das Modell von Omlin et al.

Weitere vorgenommene Verdnderungen betreffen die konkreten Formulierun-
gen der Terme in (3.4) und werden im Anhang A beschrieben. Die Erweiterung
des Modells um weitere Nahrstoffe oder Prozesse, wie z.B. im Modell von Omlin
oder PCLake, ist moglich, sollte ein gegebenes Okologisches Problem dies nahe
legen.

Insgesamt ergibt sich das Gleichungssystem fiir u, = (BA4, BAg, BAc, BAp,
PAy, PAp, PAc, PAp, BZ, PZ, PS, PD, PE;, PEo)"

0t+BA; growth;—res;—sink; —graz;
OtPA; uptba; —resp; —setpa; —gsinkp; —assimp;
0+BZ Z?‘:1 assim;—zres—zmor
u; _ oPZ _ Z?:1 assimp; —zresp—2zmorp _ rp '
o PS exchpps—exchppe, —E?: 1 uptba; +minpd+zresp+2?: 1 TESD;
otPD —minpd—setpd+zmorp
Ot PE} —ea:chpps—&—ewchppei +minpe
0tPEo —minpe—l—setpd—i—Z?:l (setpaj+gsinkp;).

(3.4)

Die zeitlichen Anderungen der Biomassen (BA;, BZ,i = 1,...,4) werden be-

stimmt durch Wachstum bzw. Aufnahme (growth; respektive assim;), Stoffwech-

selprozesse zum Erhalt der Organismen (res;, zres), Sedimentation (sink;, zmor)
und im Fall der Algen auch Grazing durch das Zooplankton (graz;).

Die Prozesse fiir die assoziierten Phosphormassen erkléren sich analog, wobei

die Terme gsinkp; und assimp; fiir die Phosphormassen der Algen PA; in graz;

fir BA; zusammenfallen.
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Die Dynamiken des nicht Organismen zugeordneten Phosphors im Wasser
und Sediment (PS, PD, PE;, PEp) werden bestimmt iiber jeweils einen Prozess
der Mineralisierung (minpd, minpe) und den diffusiven Austausch zwischen den
gelosten Phosphorfraktionen (exchp,,y € {pe;,ps}). Des Weiteren werden die
entsprechenden Terme der Organismendynamiken (uptba;, resp;, setpa;, gsinkp;,
zresp, zmorp) beriicksichtigt.

Eine explizite Aufschliisselung aller Terme findet sich im Anhang A. Die Zu-
ordnung der verschiedenen Funktionen der rechten Seite werden im folgenden
Schema (Abbildung 3.1) noch verdeutlicht. Zur Vereinfachung wurden in der Gra-

phik nur eine Algengruppenart mit der entsprechenden Bio- und Phosphormasse

beriicksichtigt.
l growth 4
|
i
assimilarion grazing 1
gz | BA [mmmmmm e Lo :
sinking i Biomassedynamik — !
|
— o | PR _ L
momaliy l lrespiration lsmkmg l respiration | positiv, nicht patankar- konservatlvi
respiration :‘ ““““““““““““““““
! Phosphordynamik — !
PZ | 1
! positiv, patankar—konservativ
L e e
assimilation H
1
: respiration H
i grazing
mortality PA P i
|
uptake E
sedimentation !
|
PD i
mineralization H
exchange !
. : |
sedimentation Wasser !
|
..................................................................................................... 1
|
Sediment 1
|
1
mineralization H
PE5 PE, i
|

Abbildung 3.1: Beriicksichtigte biologische und chemische Prozesse

Man erkennt sofort einen geschlossenen Materiekreislauf fiir den Phosphor im
Wasser und Sediment. Dieser Kreislauf ist patankar-konservativ nach Definition
2.5 und ermoglicht somit eine Anwendung des bereits vorgestellten modifizierten
Patankar Euler Verfahrens und seiner Erweiterungen. Die Biomassen sind nicht
geschlossen modelliert und erfordern daher eine gezielte Beriicksichtigung konser-

vativer und nicht konservativer Wechselwirkungen unter der generellen Forderung
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Abbildung 3.2: Typische Kontrollfunktionen: monod, steele und hyprep

der Positivitat.

3.2.3 Mechanik der Modellierung

An dieser Stelle soll nur auf einige fiir 6kologische Modellierung typische Aus-
driicke eingegangen werden. Fiir eine allgemeine und umfassende Darstellung
siche [RMO8| oder auch [SG85].

Fiir Sattigungsprozesse in Abhéngigkeit einer Grofe c¢; ist ein haufig verwen-

deter nach Monod! benannter Modellierungsterm gegeben durch

&

monod,(¢;) = fiir a,¢; > 0. (3.5)

a—+ ¢

Es gilt offensichtlich 0 < monod,(¢;) < 1 bzw. monod,(¢;) < monod,(c) < ¢; <

¢, und monod,(a) = 3.

Fiir Prozesse mit einem festgelegten Maximum max fiir eine Groke c; bietet
sich eine Formulierung nach Steele [Ste62]

steele, (c) = (ce' )" fiir max, ¢;;a > 0 (3.6)

mit ¢ = - an. Auch hier gilt 0 < steele(c) < 1. Da

max

(Cel—c)aa

steele’(¢) = (1 — ¢) .

nur eine Nullstelle hat, steele’(1) = 0, gibt es nur ein Maximum von steele(1) = 1.
Beides sind also Funktionen, die als Steuerungselemente ddmpfend wirken. Der
Parameter a bei monod respektive steele steuert, wie schnell nahezu ungedampf-

te Aufnahme oder Umsetzung bzw. wie schnell die Dampfung um das Maximum

!Jacques Lucien Monod, franz. Biochemiker, Nobelpreistriger, 1910-1976

78



herum stattfindet. Die Funktion steele erzeugt eine nicht symmetrische Steige-
rung vor bzw. Abnahme der Prozessstirke nach dem Maximum ¢; = maz. Eine

Funktion zur Darstellung hyperbelartiger Reduktion fiir eine Grofe [ liefert

-l

1—
hyprep(l) = fir I > 0. (3.7)

Nach I’'Hospital gilt hyprep(l) "Z° 1 und hyprep ist streng monoton fallend.

Die Abbildung 3.2 zeigt alle beschriebenen Kurventypen. Thre Anwendungen
befinden sich in den detaillierten Prozessbeschreibungen des Phosphormodells
(3.4) im Anhang A.

3.3 Das mathematische Gesamtsystem

Fiihrt man zusammen, was in Unterkapitel 3.1.1 und 3.2.2 beschrieben wurde und
erweitert simtliche im Wasser modellierten Komponenten des Systems (3.4) durch
advektiven Transport und die gelésten Phosphorfraktionen des Wassers und des
Sediments um diffusiven Transport, so ergibt sich das vollstindige erweiterte West
Lake Modell. Es wird nur fiir die gelosten Fraktionen des Phosphors Diffusion
betrachtet, da der Effekt fiir partikulare Stoffe als deutlich geringer angenommen

wird. Die Struktur ist dhnlich zur swe (3.1) erweitert um den diffusiven Transport,
o+ 0., (Ex(w) — £1() + 0y, (5(w) — £(w) = x(w).  (3.8)

Die rechte Seite r(u) ist -nach entsprechender Sortierung- eine, ohne weitere Mo-

difikationen durchgefiihrte Zusammensetzung der rechten Seiten

Iswe (uswe>

rp(uy)
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Vergleiche dazu (3.2) und (3.4). Allerdings sind die Komponenten der Gleichung
(3.8), explizit dargestellt

o P 0
by Puyv; + %@2 0
duy Duyv; + %@2 0
Ps v, PS Diffpsd,, PS
PD v PD 0
PE, 0 Diffpg, s, Py
PEy 0 0
PA, v PA, 0
u=| PA, |.fj(u)= v; P Ay und £f(u) = 0
PA, v; PAs 0
PA, v;PAy 0
PZ v, PZ 0
BZ v BZ 0
BA, v;BA, 0
BA, v; BA, 0
BA; v BA; 0
BA, v BA, 0
(3.9)
mit zwei Konstanten, Diffpg = 8.64-10_51%2 und Diffpg, = 6.83-10_5%2, deutlich

umfangreicher als in Form (3.1).

3.4 Rand- und Anfangsbedingungen

Im Allgemeinen wird der Rand des Rechengebiets in die drei Klassen, feste Wand,
Ein- und Ausstromrand, eingeteilt. Dabei ist n auf dem Rand immer ein nach

aufsen gerichteter Einheitsnormalenvektor. An der festen Wand wird

vn = 0
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mit v = (vy,v9)? gesetzt. Fiir den Ausstromrand werden Neumann Randbedin-

gungen durch
ou
on
festgelegt. Am Einstromrand schreibt man mit Dirichlet Randbedingungen jeder

0 (3.10)

Komponente einen festen Wert
u=gy, pcRY (3.11)
vor. Eine Anfangsverteilung wird mittels einer Funktion
ug(z1,72) (3.12)

festgelegt.

Die Wahl eines Szenarios geschieht also iiber die Festlegung des Rechengebiets,
des Eingangszustands ¢ und der Anfangsverteilung uy.

Um die Eignung des Gesamtverfahrens zu demonstrieren, wird neben speziel-
len Tests fiir die einzelnen Teile des Losers auch ein Gesamtszenario prasentiert.

Dafiir wird ein See, siehe Abbildung 3.3, {iber einen Jahreszyklus simuliert.
Der See ist mit 1889 Boxen diskretisiert und hat eine physikalische Kantenlédnge
von etwa 10km x 5km. Das linke Ende des unter dem See befindlichen Kanals ist
der einzige Einstromrand, das rechte Ende des Kanals der einzige Ausstromrand.
Alle anderen Rénder sind feste Wand.

S
feste Wand

e e Yk kY Yk kY Y Ve 2V ek Yk 7k VYV Y V2 V2 2 kY Vi VAV Wt

Einstromragd

™
Q%éuss jiromrand

Abbildung 3.3: Das Netz des Sees
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Es wird der Effekt eines partikelfreien Zustroms betrachtet. Daher ist

1.56 m

m
200 q

p= 0 . (3.13)

0

Als Startwerte werden die Ergebnisse aus der Ecobas Rechnung von Unterkapitel

6.1 fiir die Zeit t = 180d, d.h. dem ersten Sommer der vorgenannten Rechnung,

verwendet:
H 1.56 m
Vg 0. %
Uy 0. %
BA, 1.478178 10 -5,
BAg 8.506500 10" B,
BAc 9.482997107°" &5
BAp 1.298752 100" 55
PA, 2.008258 102 &,
uw = | PAg | =| 1480144107 B;
PAc 1.200959 1092 B
PAp 1.714340 100" B
BZ 5.427954 107% -8,
Pz 7.181461107° B;
ps 1.64267410~% 55
PD 4.067037107% &5
PE; 3.585960 1070 55
PEo 4.446198 102 By

0
Eine Darstellung der Ergebnisse der mit dem Solver aus Kapitel 4 berechneten

Néaherungen befindet sich in Unterkapitel 6.3.
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Kapitel 4

Numerische Verfahren fur

Erhaltungsgleichungen

Fiir hyperbolisch parabolische Erhaltungsgleichungen,

o+ > 0y, (£ —£7) (w) =1(u) (4.1)
i=1,2

mit konvektivem Anteil f¢, diffusivem Anteil f¢ und Quellen bzw. Senken r(u),
sind Finite Volumen Verfahren (kurz FVV) die nahe liegende Verfahrensklasse,
da man {iiber die integrale Formulierung sowohl die fiir Erhaltungsgleichungen
gewiinschte Konservativitit direkt erhélt, als auch die Verfahren beim Auftre-
ten unstetiger Losungen bis zu einem gewissen Grad numerisch robust sind. Da
unstetige Losungen in natiirlicher Weise mogliche Losungen nicht linearer Glei-
chungssysteme sind, ist letzteres vor allem in der Anwendung von grofser Bedeu-
tung.

Die folgenden Unterkapitel dienen der Beschreibung des verwendeten Stro-
mungslosers. Der vorliegende Loser ist eine Adaption des in [Mei96, MS98, Mei94|
beschriebenen Verfahrens. Es soll hier nur so wenig wie zur vollstandigen Beschrei-
bung des verwendeten Algorithmus noétig behandelt werden.

Fiir eine Einfiihrung in das Gebiet der FVV fiir hyperbolische Erhaltungs-
gleichungen wird auf das exzellente Buch von LeVeque [Lev02] verwiesen. Als
weiterfilhrende Texte mit numerischem Schwerpunkt sei hier unter vielen noch
auf |[Lev06] vom selben Autor oder die umfassende Behandlung durch Morton
und Sonar in [MS07] sowie auf das Buch [GR96] von Godlewski und Raviart hin-
gewiesen. Eine theoretische Auseinandersetzung mit hyperbolischen Problemen

findet sich beispielsweise in [Smo94| von Smoller.
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4.1 Die integrale Form

Zur Verwendung eines FVV ist es notig, die Differentialgleichung (4.1) im Raum
zu integrieren.
Integration iiber ein Gebiet  C R? mit dem Rand 99 und die Anwendung

des Satzes von Gauls liefert

O /Q u dx = /BQ [Z (£ — £°) (w)n;

i=1,2

ds+/Qr(u)dx.

Betrachtet man nun die Mittelwerte iiber dem Gebiet €2, also

1
ug(t) := @/Qu(x, t) dx

mit der Fliache |Q2] erhdlt man

du (t) =
—Ugo
dt |Q| 0 i=172

Definiert man dann noch

LS = £ (u)n,ds,
IQ! aQZ

1=1,2

£ = —/ Zfi‘i(u)nids und
€ 99 15

R = ’—é’ /Q r(u)dx

so erhalt man zusammenfassend

%uﬂ( £ =L+ L+ R. (4.2)

1
ds + — [ r(u)dx.
9] Jo

Legt man
LI(SC7 Y, t) = uQ<t) (43)

fiir (z,y) € Q\ 0N fest, d.h. es werden ab jetzt Q-weit nur noch Raummittelwerte
betrachtet, vereinfachen sich die Ausdriicke fiir (z,y) € Q \ 0Q weiter zu

R = I'(U.Q>.

Einsetzen liefert
doag = L°+ LT+ r(ug). (4.4)
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Fiir die Diskretisierung der Gleichung (4.4) wird ein Splitting Ansatz (siehe

[Lev06]) verwendet. Man zerlegt dafiir die rechte Seite von (4.4) in zwei Teile

dug = L4+ £%und (4.5)
diug = r(ug). (4.6)

Nun werden beide Gleichungen nach dem Schema

n+3 n h n
uﬂ+3 = ug+ 5 ¢1 (ug, h, 1) (4.7)
W= Wl g, (ug*ﬁ, h, L0+ cd) (4.8)
n+2 h nt-2
ug—i—l — uQ‘*‘a + 5 ¢1 (uﬂ+",h, I')

angendhert. Dies fithrt nach [Lev06| zu einem Verfahren zweiter Ordnung, falls
die beiden untergeordneten Verfahren ¢; und ¢, zur Naherung der Gleichungen
(4.5) respektive (4.6) jeweils auch zweiter Ordnung sind.

Unterkapitel 4.2 beschéftigt sich mit der Diskretisierung von £¢, Unterkapitel
4.3 mit der zu £% und fiir die Diskretisierung der Quellen und Senken, R, wurden

bereits eine Vielzahl von problemangepassten Verfahren in Kapitel 2 vorgestellt.

Die Netzstruktur

Sei das Gebiet Q C R? von Interesse. Es habe den polygonalen Rand 0f). Der
Rand sei gegliedert in drei Bereiche entsprechend den geltenden Randbedingun-
gen, 0.8} der Einstromrand, 0,2 der Ausstromrand und 0,2 die feste Wand. Es
gelte 9Q2 = 0.20U 0,220 04 und die Mengen 9.£2M0,€2, 0.2N Q2 und 9;2N 9,2
sind vom Lebesgue Mafs Null bei Linienintegralen.

Das Gebiet 2 wird in eine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt. Seien
AN C Qi =1,..., Ny; die Dreiecke und 7 = {A;]i = 1,..., Ny} die Menge
aller Dreiecke der Zerlegung. Die Aufteilung erfolgt ohne hiingende Knoten und

iiberschneidungsfrei in dem Sinne von
(Di\OA) N (D \0A;) =0

fiir ¢ # j und es gilt
Ui Ny = Q.

Zur Berechnung dienen aber im Wesentlichen nicht diese Dreiecke, sondern mit

ihrer Hilfe definierte polygonal berandete Boxen €2;. Man wihlt aus dem Inneren
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Abbildung 4.1: Ein Netzausschnitt - unstrukturiertes Netz mit Boxen

jedes Dreiecks einen Punkt und verbindet diesen durch ein Geradenstiick jeweils
mit den Seitenmittelpunkten der Dreiecke. Diese Geradenstiicke bilden eine po-
lygonale Berandung um die Ecken der Dreiecke und definieren in dieser Art die
Boxen 2;. Es sei die Anzahl der Boxen mit Np,, bezeichnet. Siehe dazu Abbildung
4.1, wobei die Dreiecke durch durchgezogene und die Boxen durch unterbrochene
Linien definiert sind. Die Dreiecksecken, die ausgefiillten Punkte, korrespondieren
dabei mit den Boxen. So bezeichnet ©; die Koordinaten der Dreiecksecke, die in
Box Q; liegt, wohin gegen (€2;) den Schwerpunkt der Box 2; bezeichnet.

Bezeichne weiterhin N (i) = {j € {1,..., Npoz } \ {i}|©2; N Q; # 0} die Menge
aller echten Nachbarn zur Box €2;.

Man erkennt sofort, dass es in dem Dreieck A;; = A(Qi, Qj, Ql) genau drei
Kanten von Boxen gibt, wobei j und [ eingeschrinkt sind auf j € N(i) und
[ € N(i) N N(j). Die Kanten in Dreieck A\;; werden wie folgt bezeichnet. Die
Kante in A;;; zwischen ; und §; heifit k;;;, die Kante zwischen €2; und €; heit
Eij usw.

Zu den Kanten k£ werden normierte Normalenvektoren n bendétigt. Ihre Be-
zeichnung erfolgt analog. n;;; ist der Normalenvektor zur Kante £;;; und zeigt von
€2; nach Q;, folglich gilt n;;; = —n;;.

Es fehlen noch die Bezeichnungen fiir die Kanten k, die auf dem Rand des
Rechengebiets 0€2 liegen. Hier ist eine eindeutige Zuordnung iiber Dreiecke nicht
mehr moglich. Diese Kanten liegen nicht innerhalb von Dreiecken sondern auf

Dreieckskanten. Bezeichne daher £;; die Kante zwischen Qi und dem Mittelpunkt
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der Strecke Qin. Das heifst, Qin = k;j Ukj;. Um den Formalismus im Folgenden
zu vereinheitlichen, bestimme die Dreiecks- und Zellkanten auf dem Rand des
Rechengebiets 2 in deren Unterteilung

kij , kij C 0L kij , kij C 0,0

Kije, = ; Kije, =
0 , sonst ),  sonst

kii , ki C 00
und & ’ / ! .

He 0 ,  sonst

Weiterhin definiere die Menge der erweiterten Nachbarn fiir alle Boxen ¢ durch
N*t(i) = N(i) U {1, 2, (3}. Hierbei sind (i, (s, (3 keine Indizes im klassischen
(nummerierten) Sinne. Es sind willkiirlich gewéhlte Zeichen, die lediglich der
Identifizierung als Randkante eines bestimmten Typs dienen und eine Summation
ermoglichen. Die Details werden spéter verdeutlicht. Analog verfihrt man mit den
zugehorigen Normalenvektoren. Fiir m = 1, 2, 3 zeigt dabei n;j¢,, von ; und nj;,,
von €); ausgehend jeweils aus dem Rechengebiet hinaus.

Zur Vermeidung von Definitionsliicken wird noch
Ug, = Ug = Ug; =0

gesetzt.

4.2 Die Diskretisierung der konvektiven Terme

In diesem Unterkapitel soll die numerische Approximation des Integrals

! Z fc (u)n,ds (4.9)

2] Joe, =,

Lo=—

beschrieben werden. Aus der Struktur des Netzes weiff man, dass
/ >t (wnids = > / > t5(w) (ni),, ds (4.10)
0% =12 JEN() IE(N*(HNN*()) it m=1,2
ist.
Nutzt man nun die Rotationsinvarianz (siehe z.B. [Tor01b]) der gewohnlichen

swe bezogen auf die erweiterte swe (3.8) erhdlt man

/ S° £ (u) (i), ds = / T (Tyj) ds,
k-.

ijl m=1,2 Kiju
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fiir Matrizen

10 0 0 0

0 nq N9 0 0

T( ) 0 —Ng Ny 0 0
n —=

0 0 0 1 0

0 0 0o 0 --- 1

mit 7} = T (n;j). Das Problem reduziert sich also auf die Losung der Integrale

[ it @ ds.

ij1

Hierfiir wird die Mittelpunktsregel aus [SK04], also

ijl 11 ijl 1

/k T (Tija) ds =~ k| [T (T (4.11)
o

verwendet. Statt aber eine Ndherung u,; zu bestimmen und diese einzusetzen,
bestimmt man direkt eine Naherung fiir den Kantenfluss £ (7;;u,;,).

Durch die Wahl der Mittelpunktsregel (die Gauf Quadratur zweiter Ordnung)
gewahrleistet man exakte Integration fiir Polynome erster Ordnung. Da die ver-
wendeten Rekonstruktionstechniken maximal Polynome erster Ordnung als Re-
konstruktionen liefern, ist eine Integration mit héherer Genauigkeit theoretisch
nicht nétig.

4.2.1 Zellkanten im Inneren

Seien nun zur vereinfachten Schreibweise alle noch verbliebenen Indizes, 751 mit
I # (1, (s, (3, als fest betrachtet und damit entbehrlich.

Da l # (1, (s, (3 ist, liegt k£ im Inneren des Rechengebiets. Es existieren also
2, und ; mit £ C ; N ;. Man kann entsprechend zwei unterschiedliche Zu-
standsvektoren u; und u;, jeweils aus den Zusténden der Boxen ; und ©; (sowie
gegebenenfalls weiteren umliegenden Boxen), konstruieren.

Sei kijl der Mittelpunkt der Strecke k;j;;. Nimmt man also zwei gegebene Zu-
stande u; und u; fiir den Mittelpunkt k als gegeben an, ist man noch mit dem
Problem konfrontiert, aus diesen einen Zustandsvektor, u;;;, zu konstruieren, mit

dessen Hilfe man dann den gesuchten Fluss in (4.11) approximieren kann.
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Riemann Loser und Kantenfliisse

Fiir die Kantenfliisse 16st man ein Riemannproblem mit den Zustdnden u; und u;.
Eine detaillierte Beschreibung zu Riemannproblemen und Riemann Losern findet
sich z.B. in [Tor01a]. In der vorliegenden Umsetzung wird der HLL Riemann Loser
(von Harten, Lax und van Leer) verwendet. Fiir eine theoretische Herleitung siehe
ebenfalls in [Tor0la].

Hat man Schétzungen fiir die minimale, s;, und die maximale, s,, charakte-

ristische Geschwindigkeit an k, definiert man

T , 0< s
wy =< T , 0280 (4.12)
s | Srliiae — sl + £ (T;w) — £ (Tija,) |, sonst

Fiir die Festlegung der minimalen und maximalen Geschwindigkeiten s; und s,
folgt man der Orientierung der Normalenvektoren. Entsprechend korrelieren u;
und u; mit w; und u, in dem Verhéltnis, wie die Wahl der Ausrichtung féllt. Da
die Normalenvektoren immer nach aufien zeigen, gilt hier u; = u; und u, = u;.
Die Gleichung (4.12) ldsst sich verwenden, um in (4.11) die Auswertung des

Integrals {iber die Kantenfliisse mittels des HLL Flusses
gt (w,u,, ny) = £ (Tjai) (4.13)

zu approximieren. Man findet

gt (w;, u,, n) (4.14)
£ (7' (n) w) , 0<s
- { KT @) 0z,

(s, £5(T () w) — s,f(T (n) u,) + 85,7 (n) (u, —w;)) , sonst

Sr—S|

Die charakteristischen Geschwindigkeiten s; und s, werden wie folgt geschétzt.

Der Einsatz elementarer Linearer Algebra liefert die charakteristischen Geschwin-
dfy

digkeiten, die Eigenwerte der Jakobimatrix t(u), als v und v & /¢ mit v =

n1v1 + Novy. Pragmatisch wird

$; = min (vl — \/E, Uy — @) und s, = max (vl + \/E, v, + qﬁT)

gesetzt. In der Herleitung von (4.14) werden sechs Integrale bestimmt. Die Wahl

der Geschwindigkeiten, s; und s,, ermoglicht das exakte Ldsen von vier dieser
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Integrale. Fiir die verbleibenden zwei Kanten verwendet man die Ndherung aus
(4.12).
Zur besseren Notation definiere fiir [ # (1, (3, (3

gglLL (ui, u;) = gHLL (ug,u5,n55) . (4.15)

Rekonstruktion

Fiir die Bestimmung der Grofen w; und u, werden zwei Moglichkeiten angeboten.
Die erste Variante verwendet die jeweiligen Zellmittelwerte, ug, und ug;, siche

dazu (4.3), der beiden Boxen. Dies entspricht
u; = ug, und u; = ug;, (4.16)

einer Rekonstruktion der Werte an den Kantenmittelpunkten mit konstanten

Polynomen in der jeweiligen Box.

Qs

Abbildung 4.2: Gradienten {iber Dreiecke

Alternativ konstruiert man komponentenweise zu jeder Box unter Beriick-

sichtigung aller direkten Nachbarzellen eine lineare Verteilung entsprechend der

Form
w =, + 00, Y (Vu,); (k= ();) (4.17)
j=12
wobei .
Vug, = 1| Z [Fj[Vua,

JET (@)

die Ndherung an den Gradienten innerhalb einer Box meint. Sei T'(i) = {j|4; €
7,0, N A # 0}, die Indexmenge aller Dreiecke, die in Teilmengenbeziehung mit
), stehen.
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Fir j € T'(q) ist F; = A; N Q; die zur Box Q; gehérende Menge des Dreiecks
A
Vuy, ;) bezeichnet den eindeutig bestimmten Gradienten auf dem Dreieck, des-
sen Ecken durch die Schwerpunkte (€2;,), (€2;,) und (€2;,) der drei Boxen bestimmt
werden fiir die Q;,, NA; # 0, m = 1,2, 3 gilt. Die konkrete Berechnungsvorschrift
findet sich z.B. in [Lud99].

Die Niherungen an die Verteilung in der Zelle sind also mittels Polynomen
erster Ordnung dargestellt. Der Faktor oq, € (RTU {O})N soll das Erzeugen
neuer Extrema in den wihrend der Rechnung verwendeten Naherungen durch
die Rekonstruktion verhindern.

Wie ist der Limitierungsfaktor, oq,, des Gradienten, Vug,, in (4.17) zu wih-
len? Es werden wiederum zwei Moglichkeiten angeboten, einerseits der klassische
Limiter nach Barth und Jesperson [BJ89] und andererseits der Limiter von Ven-

katakrishnan [Ven95| in einer Formulierung von Aftosmis et al. [AGT95|.

Limiter

Das Konstruktionsziel des Limiters nach Barth und Jesperson (LBJ) aus [BJ89]
ist die Verhinderung von neuen Extrema im Verlauf der Rechnung durch den
Prozess der Rekonstruktion. Dies wird angestrebt iiber eine Einschriankung der
rekonstruierten Werte innerhalb jeder Box 2;, u;, an jeder Zellkante k;; zwischen

den Zellmittelwerten aller anliegenden Zellen, ug,, j € N (i), und ug, selbst.

Fiir eine Box (2; geht man dabei wie folgt vor. Fiirm =1,... N sei
Upnin ). = min u und (Upax ), = ma u )
(tmin)n = 8y (o)) 10 (e = sy (),

Mit Hilfe dieser Werte bestimmt man oq, € [0,1]" komponentenweise maximal,
so dass nach (4.17)

Umin S u; S Umax

gilt.

Alternativ dazu bestimmt der Limiter nach Venkatakrishnan (LV') aus [Ven95]
in einer Formulierung nach [AGT95] ein oq, € (RT U {O})N fiir jede Zellkante,
kiji, und wahlt komponentenweise das Minimum.

Der Limiter verwendet an jeder inneren Kante, k;j;, in jeder Komponente, m,

(Oﬂ ) _ Apmdpm + el + 2dpy,dfm,
) Appdpm + 2df mdfm + dpmdfi, + €2
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Dabei ist
af = 3" (Vug,),, (b = (2
1=1,2
(vergleiche (4.17)), el eine charakteristische Liange (Radius des groften Kreises
um den Schwerpunkt, der noch vollstindig in der Zelle Platz findet) in dritter
Potenz, €2 = 1079 eine Konstante zur Verhinderung der Division durch Null und
ug, — U, , sign(ug, — ug,) = sign(df)

dp =
0 , sonst

Abschlieftend wahlt man

= jl) )
0q.) = min oy .
( Ql)m JEN() (( Qi)

Die beiden Limiter zeigen charakteristisch unterschiedliches Verhalten. Dies zeigt
die Abbildung 4.3. Es ist zu beachten, dass die Graphiken jeweils Schnitte durch
ein 2D Netz veranschaulichen. Die durchgehenden Linien sind die angedeuteten
integralen Mittelwerte ug, usw. Die unterbrochenen Linien stellen mogliche un-
geddmpfte Rekonstruktionen dar.

Abbildung 4.3: Limitervergleich

Der in der linken Graphik illustrierte Fall konnte durch 2D Effekte auftreten,
wenn man den gewahlten Schnitt entsprechend ,,geschickt® wahlt. Der LBJ wiirde
hier nicht ddmpfend wirken. Der LV wiirde in diesem Fall oo, = 0 setzen.

In der von der rechten Graphik dargestellten Situation wiirde, unter Vernach-
lassigung weiterer Einfliisse von nicht abgebildeten Zellen, der LV stiarker ddmpfen
als der LBJ. Dort ist in der Zelle €2; auch noch die Limitierung durch den LV an-
gedeutet. Der LBJ wiirde hier die Rekonstruktion am linken Rand der Zelle €; bis

auf das Niveau des integralen Mittelwertes der links liegenden Zelle anheben, aber
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nicht dariiber hinaus. Man erkennt deutlich, dass beide nicht garantieren konnen,
dass die Box mit dem gréferen Mittelwert auch in der Kantenrekonstruktion den

grofseren Wert erhalt.

4.2.2 Zellkanten an den Randern

Fiir die Kanten auf den Riandern des Rechengebiets mit | = (y, (5, (3 hat man nur
einseitige Informationen aus der laufenden Rechnung oder den Anfangswerten
beziiglich der Zustandsgréfen zur Losung des Riemannproblems. Man kennt also
in (4.14) nur w; und nicht u,. Daher lasst sich (4.14) nicht direkt verwenden.

Fiir die Ein- und Ausstromrander wird ein Ghost Cell Ansatz verwendet, um
dieses Informationsdefizit behandeln zu konnen.

An den Einstromrandern gibt es eine Funktion ¢, vergleiche (3.11), welche
hier Zustdnde vorschreibt. Man setzt u, = ¢ und erhilt fiir die Kantenfliisse auf

Einstromrandern

gitt (u,u)) =g

Fiir die Ausstromrander werden von Neumann Randbedingungen mit g—g =0

fEL (uiv 2 nij(l) : (4'18)

angesetzt. Hier wird entsprechend u, = u; betrachtet und ergibt fiir die Kanten-

fliisse

ggéL (w;,u;) = g (u;, u;, n;jc,) - (4.19)

Fiir die Kanten k auf der festen Wand ist vin = 0 festgelegt, d.h. es gibt keine
Fliisse senkrecht zu einer festen (undurchdringlichen) Wand. Verwendet man dies

in (3.9), so vereinfachen sich die relevanten konvektiven Fliisse zu

0
%9252”1
12
c vn=0 _¢ D)
g, (wiuy) = £ (T (nige,) wg) "= | 2 . : (4.20)
0

Man erhélt abschliefend fiir (4.9) durch sukzessives Einsetzen von (4.10),
(4.11) und (4.13) und den Definitionen (4.15), (4.18), (4.19) und (4.20)

L = — Z Z il | Tgi'gi ™ (i) | ] - (4.21)

2]\ 5 it
JENG)  IE(N+@HNN+())
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4.3 Die Diskretisierung der viskosen Terme

Zur numerischen L('jsung des Integrals

£t = u)n,,ds
Q Y =12
1
= o > > / S £ () (nig),, ds (4.22)
‘1jeN@)  le(N+(@H)NN+() kiji m=1,2

iber einer Zelle ©;, unter Zuhilfenahme der Netzstruktur (vergleiche dazu auch
(4.10)), ist es hilfreich, sich die konkrete Form von f¢(u) zu Nutze zu machen.
Man findet in (3.9), dass

(£!(u)), = Diffpsd,,, PS und (f,‘fl(u))6 = Diffpg, 0., PE;

ist. Fiir alle anderen Komponenten gilt (ff,{b(u))j =0,7€{1,...,17}\ {4,6}.
Das Integral wird mittels Mittelpunktsregel, siehe (4.11), durch direktes Ein-

setzen am Kantenmittelpunkt

/ > £ (a) (), ds = [kl (Z £ (u,;) (niﬂ)m) (4.23)

Eijt m=1 2 m=1,2

ausgewertet, dabei ist u;; =~ u (kiﬂ) Einsetzen fiir die Komponente PS liefert

|kijl| ( Z fd 112]1 nzgl ) = Diﬁps|kijl| (amPS (nz’jl)l -+ 8x2PS (nijl)g) .
m=1,2

Man benétigt nun Schitzungen fiir die Gradienten in den Grofen PS und PE;

an den Integrationspunkten.

4.3.1 Viskose Fliisse uiiber innere Kanten

Es gelte | # (1, (s, (3. Die Integrationspunkte liegen fiir alle Kanten, die nicht
auf dem Rand des Rechengebiets liegen, nach Konstruktion des Netzes innerhalb
eines Dreiecks. Die Gradienten V, , PS auf den Dreiecken Ay in der Groke
PS sind eindeutig bestimmt iiber eine Lokalisierung der Zellmittelwerte an den
Dreiecksecken, vergleiche dazu das auf (4.17) Folgende. Auch hier entspricht die

Berechnung der Formel aus [Lud99]. Direktes Einsetzen liefert

|ijil <Z £ (W) (1) ) = Diffps|ki| (Va,, PS - nijn)

m=1,2
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und analog

|Fiji (Z £, (wij1) (nijl)m) = Diffpg, [kiji| (Va, PEr - 1) -
6

m=1,2

Setze den diffusiven Fluss fiir [ # (1, (3, (3
Hijl (ugi, UQ]., UQZ) = lefu (VAW (llQi, qu, UQZ) . nijl) s (424)

dabei ist Diff, = (0, 0, 0, Diffpg, 0, Diffpg,, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T der
Vektor der Diffusionskoeffizienten. Man lokalisiert zur Bestimmung des Gradien-
ten Va,, (uQi, qu,qu) in nahe liegender Weise die Werte ug,, ug;, U, an den

korrespondierenden Punkten 2, Qj, Q.

4.3.2 Viskose Fliisse iiber Randkanten

Fiir Kanten, die auf Ausstromréndern liegen oder auf der festen Wand, gibt es

auf Grund der Randbedingungen keine diffusiven Fliisse. Daher wird fiir [ = (5, (3
Hijl(u’i7 llj7 ul) =0 (425)

gesetzt.

Fiir die Randkanten, welche auf einem Einstromrand liegen, ist das bereits
beschriebene Vorgehen nicht direkt umsetzbar. Natiirlich will man aber die Form
(4.24) nutzen. Zu kliren ist also, welche Form die Funktion H haben soll. Auch
hierbei wird sich der Formulierung von Ludwig aus [Lud99| bedient. Allerdings

ist es notig, nochmals Notation einzufiihren.

Definition 4.1 Zu jeder Box €); mit wenigstens einer Finstrémkante sei
. 3
pi = + £rmin (‘

: )

Dabei sind Qp, Qi, Q. Qj und Qq die Koordinaten der jeweiligen Ecken der Drei-

0, — O,

)Q_Q

)
2

ecke, vergleiche Abbildung 4.4 und r bezeichnet die normierte Winkelhalbierende
2u dem Winkel £ <Qn, Q, Qj> Beachte dabei, dass Qp und Qq die Fcken zu dem

Dreieck sind, in welches r zeigt.

Nun hat man ausreichend definierte Koordinaten zur Verfiigung, um Dreiecke
zu wahlen, iiber die eine sinnvolle Gradientenschitzung mdglich ist. Setze daher

fiir die Einstromréander, also [ = (3,

Hije, <u9i7qu7uQ<1> = Diff, (VA ) (ug,, v, ) - Ilz*jgl) . (4.26)

(pi$ﬂiﬁxij
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Abbildung 4.4: Randbehandlung: Diffusion

Man bestimmt also den Gradienten, VA ) (ug,, ¢, @), durch eine Lokalisie-

(Pinivxij
rung der Werte von ug, an p; und der Werte von ¢ an den beiden Punkten auf
dem Rand des Rechengebiets QZ- und x;;.

Insgesamt liefert einsetzen von (4.23) und den Definitionen von H (4.26),

(4.25) und (4.24) in (4.22)

Z Z |kiji| Hiji(ag, uj, wy). (4.27)

JEN(i) IENT(HE)NNT(5)

IQ!

4.4 Implizite Fliisse

Legt man ¢t = t" fest, so ergeben sich durch das bisher beschriebene (Unterka-
pitel 4.2 und 4.3) explizite Berechnungsvorschriften. Dies bringt aber auch star-
ke Einschrinkung der numerisch zulissigen Zeitschrittweite, h, mit sich, da aus
Stabilitdtsgriinden der numerische Abhangigkeitsbereich den physikalischen um-
fassen muss. Daher wird durch die konvektiven Fliisse fiir die Schrittweite, h, des

expliziten Verfahrens fiir jede Box (2; eine Beschriinkung in der Form

h<CFL (4.28)

|v| —I— <I>

angewendet, dabei ist CFL € (0,1), z, der Radius des groften Kreises, der
vollsténdig in der Box ; liegt, ® das Geopotential und |v| = \/m

Unter Zuhilfenahme der gleichen Notation werden fiir die Schrittweite des

expliziten Verfahrens durch jede Box (); Einschriankungen durch die viskosen
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Flisse in der Form
h< 0FL$ (4.29)

angenommen, wobei d = max(Diffpg, Diffpg,) das Maximum aus den beiden
Diffusionskoeffizienten ist.

Insgesamt wird fiir explizite Verfahren das maximale h gewéhlt, welches fiir
alle Boxen ; den Bedingungen aus (4.28) und (4.29) geniigt.

Um dieser Schrittweitenschranke theoretisch nicht unterworfen zu sein, bie-
ten sich implizite Verfahren an. Dafiir werden in den Fliissen g/’ und H die

Argumente entsprechend gesetzt. Das explizite Verfahren ist gegeben durch

gt =g (uf', v}, n),
das Implizite durch

HL

g L _ gHLL (u;H-l n+1’ 1’1) ]

7u7"

Zu beachten ist, dass n bzw. (n + 1) hier den Zeitschritt meint und nicht den
Normalenvektor n. Da aus offensichtlichen Griinden u}*! und u”*! aber noch

nicht bekannt sind, verwendet man abgebrochene Taylorentwicklungen der Art

g (! urt n) (4.30)
~ gl (0, ul,n) + JEEE (uP, u?, n) (Aup) + JHEE (u), ul, n) (Aul)

~ g (g m) A (g m) (Aug,) 4 S (uf g n) (Aug,)

ol - HLL noom oy 99t : HLL g;
Hierbei bezeichnen (J& )ij (uf,ul’,n) = B, (uf,ul,n) respektive J; " die
jeweiligen Jakobimatrizen und Auf = u]*! — u’ bzw. Au” die Differenzenvek-

toren der Zustandsgroben oder, alternativ formuliert, die Updates der Zustands-
vektoren. Die Jakobimatrizen werden durch Differenzenquotienten bestimmt.

Genauso kann man mit den viskosen Fliissen H verfahren,
n+1 n+1 n+1
Hijl (uﬂz ) qu ) uﬂl )
~ Hy(u® u® u? )+ J2 (u? u?  u? (Au”)
~ 7'.7[ Qi’ Qj’ QL ugi QN Qj7 Ql Ql‘

w0, (i, g ) (Aus,) + 20 (0, ub . ub, ) (Aug,) - (431

4.5 Das verwendete Gesamtverfahren

Das Gesamtverfahren fiir die Gleichung (3.8) besteht, wie in (4.5) und (4.6) darge-

legt, in zwei Berechnungsschritten. Diese werden identifiziert durch die Ausdriicke
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¢1 und ¢ aus (4.7) und (4.8). Thre konkrete Gestalt ist eine Zusammenfiithrung
der Uberlegungen aus Kapitel 2 sowie den vorhergehenden Betrachtungen dieses

Kapitels.

4.5.1 Die Gestalt von ¢,

Die vollstandige rechte Seite des Systems (3.8) stellt stark unterschiedliche Anfor-
derungen an die zur Losung verwendeten Verfahren. Die Biomassen (BZ, BA;,
i =1, 2, 3,4) sowie die Wasserhthe in ® (und damit auch @ selbst) sind in
natiirlicher Weise positiv. Fiir diese Grofken wird das Verfahren von Patankar
aus |Pat80| in seiner dort beschriebenen urspriinglichen Form verwendet. Dies
garantiert positive Ndherungen.

Alle beteiligten Groken des Phosphorzyklus (PS, PD, PE;, PEo, PZ, PA;,i =
1,2,3,4) sind nicht nur positiv, sondern auch konservativ bzw. Masse erhaltend
nach Definition 2.5. Daher finden die in Unterkapitel 2.2 vorgestellten modifizier-
ten Patankar Verfahren Anwendung.

Die Geschwindigkeiten (und damit auch die Grofen ®v; und ®w;) sind nicht
eingeschrinkt. Fiir sie werden explizite Runge Kutta Verfahren verwendet, wie
sie in jedem Textbuch zur Numerik von gew6hnlichen Differentialgleichungen aus-
fithrlich besprochen werden (klassische Monographien, die sich nur mit diesem
Thema beschéftigen, sind [HNW91, HWNO02]).

4.5.2 Die Gestalt von ¢,

Fiir die Zeitintegration des Stromungsanteils wird im Fall des expliziten Verfah-
rens zur Wahrung der Positivitdt der Ergebnisse das Emini Verfahren verwen-
det. Fiir das implizite Verfahren wird das explizite Euler fiir die Zeitintegration
verwendet. Falls negative Nédherungen berechnet werden, wird die Schrittweite
reduziert und ein erneuter Schritt ausgefiihrt.

Setzt man (4.21) und (4.27) fiir eine Box €); zusammen, so erhélt man fiir

explizites ¢, aus (4.8) zum Zeitpunkt ¢"

¢2 = (‘Cc + ‘Cd)Zex
1
= > L [ﬂ;zlgglm (', uf )}

JEN() le(N*T(@HNNT*(5))
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\k’ijl’Hijl(u?vU?au?)
]eN (i) leEN*(H)NNT(H)

|kzjl| [ zjl(u u;'l7u?) - Crz]llgf;[lLL (u?7u?)] ’

]EN( ) LENT(H)NNT(5)

Mochte man die Zeischrittweitenrestriktion aufheben und wendet das implizite

Verfahren an, wird daraus unter Verwendung von (4.30) und (4.31)

(o + £)"

i,impl

- X ]

JEN(i) leNT(H)NNT(5
Hop(u? uf  u? )+ J2 (u? u?  ub (Au” )
Z]l Qﬂ Qj’ Ql uQi Ql'? Qj’ Ql Qi

+Jf;j (ugi,ugj,uQJ (AuQ ) + Jf;l (ugi,ugj,ugJ (Augl)

= ’Q’ Z Z K

JEN() IEN*+(HNNT(5)

n n n 1 _HLL n o..n
Hz’jl (ugi, Ug;, um) - ngz g (ui » Uy n)
H n n n HLL n ..n n
+1J, i (uQi’qu’qu> - T J (ui ,uj,n)] (Auﬂi)

+—JH:<%iJ$ﬁu&)——ﬂiJHM«uﬁuﬁn)}(Au&)

+ Jli)l <u6i7 ugj’ u&) } (AUFZJ ] )

Lost man nun Gleichung (4.5) mittels des expliziten Euler Verfahrens, ergibt
sich fiir Zelle €,

uptt =ug +h (L°4 L]

zem

oder im Falle des impliziten Verfahrens

Aug =h (£°+ LY

i,0mpl
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Einsetzen und Umstellen ergibt fiir die impliziten Updates fiir Zelle €,
h n 7 —1 ” n 7
|:1—Qli| E]‘EN(i) ZlgNJr(i)mNJr(j) %351 [JLIEQZ (ugi,uﬂj,u&)— Tijl JZLL(UJ:Uj ,ﬂ)]:| (Au&i)
- LZ Y kil | JE (u” u? ,u? )—T_lJHLL(uTL u”? n) (Au” >
[Q;] Z4GEN (D) LeNTHNNT(5) M Tug \T0; 70, ey ijl Yy iU Q;
h n n n n
- {m 2jen) Lien+@nn+() kil [Jtﬁzl (“ﬂw“ﬂy“ﬂ;)” (2ug,)

__h —1_ HLL
=TT 2GeN(G) 2ien+@nN+ () Kl [Hi.jl(ugivugjvual)_Tijl g (u?,u?,n):| :

Zusammensetzen iiber alle Zellen, €, ..., Qy, , liefert eine schwach besetzte
Matrix L mit (Npyg X N)2 Eintragen. Man erhélt insgesamt das System
LAu" =h (L4 L%

mit (EC + /Ld); = ((/f + Ld)im ey (EC + Ed)23017€z>T und Au” = (Augl, .
T
,Au?ZNBOI) .

Das Losen dieses Gleichungssystems geschieht mit Hilfe iterativer Loser auf
die an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden soll. Fiir den interessierten
Leser sei hier auf [Mei01, Mei99, Bir05]| verwiesen. Ein zentraler Bestandteil des
impliziten Algorithmus ist die Invertierung von Matrizen der Dimension N. Im
hier betrachteten Fall gilt N = 17. Fiir diese Invertierung wird das Paket Lapack
aus |[Fou09| verwendet.

Die Ergebnisse des Gesamtsystemlosers finden sich in Unterkapitel 6.3.

Zur Berechnung des kreisformigen Dammbruchproblems (Unterkapitel 3.1.2)
wird mit der nahe liegenden Einschrankung von u auf ug,. ebenso der hier vor-
gestellte Algorithmus verwendet. Die Ergebnisse zu diesem Testfall befinden sich
in 6.2.
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Kapitel 5

Ergebnisse fiir die gewohnlichen

Differentialgleichungssysteme aus
Kapitel 1

In diesem Kapitel werden alle Ergebnisse zu den Problemen aus Kapitel 1 und
den Verfahren aus Kapitel 2 gezeigt und besprochen. Das erste Unterkapitel wid-
met sich der Darstellung zum Problem aus Beispiel 1.1. Das zweite Unterkapitel
widmet sich unter Verwendung des Problems aus Beispiel 1.1 und der dazu geho-
renden analytischen Losung einer Ordnungsanalyse aller vorgestellten Verfahren
aus Kapitel 2.

Das Unterkapitel 5.3 zeigt die Ergebnisse zu dem System aus Beispiel 1.2 und
den dazu passenden Verfahren aus Kapitel 2. Im letzten Unterkapitel wird das

Modell aus Beispiel 1.4 numerisch behandelt.

5.1 Numerische Bearbeitung des linearen Systems
(1.1) durch die Verfahren aus Kapitel 2

Im folgenden Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse zum System aus Bei-
spiel 1.1 prasentiert. Das System beschreibt den Masseaustausch von Kompo-
nente c; zu co bis zu einem asymptotisch angestrebten Endzustand des Systems.
Abbildung 1.1 zeigt die analytische Losung.

Eine quantitative Untersuchung der Fehler und eine einhergehende Ordnungs-

betrachtung aller vorgestellten Verfahren findet in Unterkapitel 5.2 statt, daher
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Abbildung 5.1: Das Euler-Verfahren mit Schrittweite h = 0.25 und die analytische

Referenzlosung fiir das lineare System.
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Abbildung 5.2: Das Emini Verfahren mit Schrittweite h = 0.25 und die analyti-

sche Referenzlosung fiir das lineare System.

findet in diesem Unterkapitel keine Quantifizierung der Fehler statt.
Das Euler Verfahren (Abbildung 5.1) liefert bei der gewihlten Schrittweite

im ersten Berechnungsschritt negative Ergebnisse. Es ist aber in der Lage, den

Endzustand des Systems korrekt wiederzugeben.

Das Emini Verfahren (Abbildung 5.2) liefert keine negativen Ergebnisse. Al-
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Abbildung 5.3: Das BmE Verfahren mit Schrittweite A = 0.25 und die analytische

Referenzlosung fiir das lineare System.
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Abbildung 5.4: Das BmH mit Schrittweite A = 0.25 und die analytische Refe-

renzlosung fiir das lineare System.

lerdings oszillieren die berechneten Losungen stark um die analytische Losung.

Den Endzustand gibt auch das Emini Verfahren zuverlissig wieder.

Die Bruggeman Verfahren (BmE Abbildung 5.3 und BmH Abbildung 5.4) lie-
fern, wie erwartet, ausschliefslich positive Ergebnisse. Die berechneten Naherun-

gen liegen in unmittelbarer Nihe der analytischen Losung, wobei die Naherungen
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Abbildung 5.5: Das mPE Verfahren mit Schrittweite A = 0.25 und die analytische

Referenzlosung fiir das lineare System.
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Abbildung 5.6: Das mPH Verfahren mit Schrittweite h = 0.25 und die analytische

Referenzlosung fiir das lineare System.

zweiter Ordnung des BmH noch erkennbar besser sind.

Das mPE (Abbildung 5.5) und das mPH (Abbildung 5.6) liefern ebenso nur
positive Ergebnisse. Allerdings démpfen sie die Anderungen sichtlich stirker als
die Bruggeman Verfahren und verzégern so den stattfindenden Austausch. Ent-

sprechend liefern sie schlechtere Ergebnisse fiir dieses Problem.
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Abbildung 5.7: Das emPE Verfahren mit automatischer Schrittweitensteuerung

und die analytische Referenzldsung fiir das lineare System.
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Abbildung 5.8: Das emPE Verfahren vierter Ordnung mit Schrittweite h = 0.25

und die analytische Referenzlosung fiir das lineare System.

Die beiden gezeigten emPE Verfahrensvarianten (emPE auto Abbildung 5.7
und emPE ord 4 Abbildung 5.8) zeigen diese charakteristische Verzogerung der
mPE, mPH, BmE und BmH Verfahren nicht. Sie liefern sehr gute (und nur po-

sitive) Naherungen.
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5.2 Vergleich der Verfahren und praktische Feh-

lerordnung

In der Abbildung 5.9 sind die Varianten aller vorgestellten Verfahren fiir gew6hnli-
che Differentialgleichungen charakterisiert. Jeder Punkt steht fiir eine vollstandige
Berechnung des linearen Problems (1.1) mit fester Schrittweite h(i) = 2° 10~ fiir
i=0,...,14 und h(15) = 2. Zu jedem Rechendurchlauf wurde jeweils der Skalar

P R N b vy (TGO R e
9= N 2N TR, ) B

N
mit Hilfe der berechneten und der analytischen Losung bestimmt. Dabei ist N =

2 die Anzahl der Komponenten, D € N,% < D < % + 1 die Anzahl der

verwendeten Rechenschritte und der Exponent 2 meint jeweils die zweite Potenz

(5.1)

und steht in diesem seltenen Fall nicht fiir einen Zeitschritt. Dieser gemittelte
relative Gesamtfehler (grgf) ist iiber der verwendeten Schrittweite aufgetragen.

Die Graphik liefert folgende Anschauung. Man erkennt die prognostizierte
Ordnung aller Verfahren in wenigstens Teilen der untersuchten Schrittweitenbe-
reiche.

Vor allem die extrapolierten mPE Verfahren hoher Ordnung, Ordnung acht
und aufwérts, sind nur fiir grofe Schrittweiten in der Lage, also h > 0.1, die
theoretisch zu erzielende Ordnung auch numerisch zu gewinnen. Das scheint fiir
dieses Problem grundsétzlich nicht von Nachteil, da realistische Rechnungen si-
cherlich mit Schrittweiten in diesen Bereichen arbeiten. Allerdings ist der Auf-
wand enorm. Fiir eine Naherung 12. Ordnung benétigt man 78 <: Zjlil j) mPE
Verfahrensschritte. Wird eine solch hohe Genauigkeit in diesem Schrittweiten-
bereich benotigt, ist das Verfahren 12. Ordnung allerdings das effizienteste im
Vergleich aller mPE Varianten.

Zu den Bruggeman Verfahren (BmE und BmH) lésst sich festhalten, dass sie
im Bereich ihrer Ordnung, also das BmE verglichen mit dem Euler und dem mPE
Verfahren und das BmH Verfahren verglichen mit dem mPH Verfahren, fiir dieses
Problem die kleineren Fehler liefern.

Insgesamt ergibt sich folgendes Bild. Ist das Problem einfach genug (z.B. das
lineare System), ist, trotz moglicher Positivitdtsforderungen, die Anwendung der
modifizierten Patankar Verfahren und deren Erweiterungen nur zu empfehlen,

wenn gleichzeitig auch noch sehr hohe Anforderungen an die Grofe der Zeitschrit-
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Abbildung 5.9: Die Ordnungsgraphik fiir alle ODE Loser berechnet mit Hilfe des
linearen Problems (1.1) mit den Schrittweiten h(i) = 2°-107* fiir i = 0,...,14
und A(15) = 2.

te und die Giite der Naherungen vorliegt. Fiir geringe Ordnungsanforderungen
sind die Bruggeman Verfahren zu empfehlen.

Fiir anspruchsvolle, steife Probleme (z.B. das Orego Problem oder der in
[BDMO3, Zar05] behandelte Robertson Testfall) sind sowohl die Bruggeman Ver-
fahren als auch die hier nur kurz gestreiften expliziten Runge Kutta Verfahren
ungeeignet. Diese lieferten in allen numerischen Tests des Autors keine Losungen.
Hier liegt die Stérke der modifizierten Patankar Verfahren und ihrer Varianten.
Die Verfahren erster und zweiter Ordnung berechnen die Losungen zwar mit einer
zeitlichen Verzogerung, sie geben aber die Losungen quantitativ sehr gut wieder.

Die extrapolierten Verfahren wirken dieser Verzdgerung entgegen und zeigen

sie in sehr viel geringerem Mafe und erlauben zudem eine beliebig hohe Ordnung.
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5.3 Numerische Bearbeitung des geobiologischen
Systems (1.3) durch die Verfahren aus Kapitel
2

In diesem Unterkapitel werden die Ndherungen verschiedener Verfahren fiir das
System Beispiel 1.2 betrachtet. Dieses System (Beispiel 1.2) beschreibt die Auf-
nahme der Nahrstoffe C' und N durch Phytoplankton P und das Absterben des
Phytoplanktons zu toter Materie D. Zu Beginn ist der beherrschende Prozess das
Wachstum des Phytoplanktons. Dies dauert bis zur Erschopfung der vorhandenen
Rohstoffe C' und N an. Nachdem der erste Rohstoff (bei der Wahl der Konstanten
in diesem Fall C') erschopft ist, wichst P nicht mehr und das Absterben des Phy-

toplanktons bleibt, solange noch P vorhanden ist, der aktive Prozess. Das Euler

Verfahren | Euler | Emini | BmE | BmH | vinPE
grgf | 0.54 0.58 | 0.76 | 0.40 0.64

Tabelle 5.1: grgf (5.1) der Verfahren zu Problem (1.3)

Verfahren (Abbildung 5.10) liefert wiederum, wie in den Niherungen zum Beispiel
1.1 (Abbildung 5.1) negative Schitzungen. Ebenso kann man Verzogerungen der
Néhrstoffaufnahme erkennen. Das erreichte Maximum der Phytoplanktonmasse
liegt deutlich iiber dem der Referenzlosung. Den Endzustand prognostiziert das
Euler Verfahren aber korrekt. Insgesamt ergibt sich ein grgf von 0.54 (Tabelle
5.1).

Das Emini Verfahren (Abbildung 5.11) bietet ein vergleichbares Bild zum
Euler Verfahren mit dem wesentlichen Unterschied, dass es keine negativen N&-
herungen bestimmt und einen etwas schlechteren grgf von 0.58 (Tabelle 5.1) auf-
zuweisen hat.

Die Bruggeman Verfahren (das BmE: Abbildung 5.12 und das BmH: Abbil-
dung 5.13) liefern eine maximale Phytoplanktonmasse, die der Referenzlosung
dhnlich ist. Die Verzogerung der Prozesse sicht man deutlich. Auch hier sieht
man eine klare Verbesserung der Naherungen durch die Anwendung des Verfah-
rens zweiter Ordnung. Fiir diese beiden Verfahren beldauft sich der grgf auf 0.76
respektive 0.40 (Tabelle 5.1).

Das vimPE Verfahren (Abbildung 5.14) erbt die Eigenschaften des mPE Ver-

fahrens. Es verzogert deutlich die Prozesse und liefert ein Phytoplanktonmaxi-
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Abbildung 5.10: Das Euler-Verfahren mit Schrittweite h = 1 und die Referenzlo-
sung fiir das geobiologische System (1.3).

3mﬂ%AA&AAA&AA&AAAAA&AA&AA&AAAAAﬁ

< — Referenz C
. --— Referenz N
r C -—— Referenz P
== Referenz D
A4 Emini Summe C
20 p 77 Emini Summe N| |
- : €€ Emini C
; NN Emini N
PP Emini P
PP Emini D B

Masse
T
~

Zeit

Abbildung 5.11: Das Emini Verfahren mit Schrittweite A = 1 und die Referenz-
16sung fiir das geobiologische System (1.3).

mum unter dem Niveau der Referenzlosung. Man sieht aber die Wahrung der
Konservativitdt im Sinne der Definition 2.36, welches es vom mPE Verfahren
unterscheidet. Ebenso liegt der grgf mit 0.64 (Tabelle 5.1) im Vergleich der Ver-
fahren erster Ordnung zwischen dem der Euler bzw. Emini Verfahren einerseits

und dem BmE Verfahren andererseits.
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Abbildung 5.12: Das BmE Verfahren mit Schrittweite h = 1 und die Referenzlo-

sung fiir das geobiologische System.
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Abbildung 5.13: Das BmH Verfahren mit Schrittweite A = 1 und die Referenzlo-
sung fiir das geobiologische System (1.3).

In der letzten Graphik zu diesem System (Abbildung 5.15) sind die Verfahren
direkt miteinander fiir die Groke D verglichen. Man erkennt, dass das Fuler
Verfahren das Ende des Anstiegs am besten nachvollzieht. Bevor die Ressource C'
knapp wird (¢ < 7), zeigt das einzige hier prisentierte Verfahren zweiter Ordnung,
das BmH, die beste Ndherung. Zur Wahrung der Positivitit (von C') aber dimpft
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Abbildung 5.14: Das vinPE Verfahren mit Schrittweite h = 1 und die Referenz-
16sung fiir das geobiologische System (1.3).
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Abbildung 5.15: Ein Ausschnitt aller Verfahren mit Schrittweite h = 1 und der
Referenzlosung fiir Komponente D des geobiologischen Systems (1.3).

es so stark, dass das Euler Verfahren die bessere Néherung liefert. Das Emini
Verfahren ist vergleichbar gut. Das vimPE Verfahren ist dhnlich, aber schlechter
als die anderen bereits besprochenen Verfahren. Das BmE Verfahren dampft sehr
viel starker und liegt abgesehen von den Anfangs- und Endzustéinden (nicht mehr

im gewdhlten Ausschnitt zu sehen) weit von der Referenzlésung.
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5.4 Numerische Bearbeitung des Orego Problems
(1.4) durch die Verfahren aus Kapitel 2

Das Modell aus Beispiel 1.4 ist ein sehr steifes Differentialgleichungssystem und
beschreibt eine zyklisch ablaufende chemische Reaktion. Abbildung 1.4 zeigt die
Referenzlosung.

Das vinPE Verfahren ist grundsétzlich in der Lage, das Problem zu bewélti-
gen. Es liefert einen grgf (5.1) von 0.34. In der Gesamtansicht, Abbildung 5.16,
scheinen die Ndherungen mit der festen Schrittweite h = 0.015 die Referenzlo-
sung sehr gut zu treffen. Ein Zoom auf den zweiten starken Impuls (Abbildung
5.17) zeigt aber deutlich wieder die fiir modifizierte Patankar Verfahren typische
Verzogerung der Reaktionen. Andererseits kann man aber ebenso die Ahnlichkeit
der Kurven beobachten. Die Maxima und Steigungen sind vergleichbar.

Die Abbildung 5.18 zeigt die vierte Komponente des erweiterten Orego Pro-
blems. Sie ist nicht in der vorhergehenden Graphik enthalten, da sie negative
Werte hat und diese eine Darstellung mit logarithmischer Skala unméglich ma-

chen wiirden.

.
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Abbildung 5.16: Das vimnPE Verfahren mit Schrittweite h = 0.015 fiir die ersten
drei Komponenten des Systems (1.4) und die Referenzlosung fiir das Orego Pro-

blem.
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Abbildung 5.17: Ein Ausschnitt des vinPE Verfahrens mit Schrittweite h = 0.015
fiir die ersten drei Komponenten des Systems (1.4) und der Referenzlosung fiir

das Orego Problem.
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Abbildung 5.18: Das vmPE Verfahren mit Schrittweite h = 0.015 fiir die vierte

Komponente des Systems (1.4) und die Referenzlésung fiir das Orego Problem.

Das BmH war mit einer Schrittweite von h = 1078, also deutlich kleiner als
die Schrittweite der Referenzlosung, h = 107°, nicht in der Lage, das Problem zu

bewiltigen. Auch grofere Schrittweiten brachten keinen Erfolg.
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Kapitel 6

Ergebnisse fiir alle Testfalle aus
Kapitel 3

6.1 Numerischer Vergleich des Phosphorzyklus (3.4)
fiir Ecobas und die modifizierten Patankar Ver-

fahren

Im Folgenden finden sich die Darstellungen von Niherungen zum Modell (3.4)
des Phosphorkreislaufs ohne Stromung. Gezeigt sind die Berechnungen fiir einen
Zeitraum von acht Jahren. Hier dargestellt sind nicht alle Gréfen der Gleichung
(3.4). Vielmehr wurden zwei besonders interessante, P.S und BA,4, ausgewéhlt.
Um den Fehler zu jeder Abbildung angeben zu kénnen, wird hier noch ein
vereinfachter Fehler definiert. Fiir den Fall, dass man nur eine Grofe c; betrachtet,

wird aus dem grgf (5.1) unter Beibehaltung der dortigen Notation

ZleD[Cj(h(i> k) - Czﬂ ' (6.1)
P [Cj (h(z) ' k”

rgf =

Eine Zusammenfassung aller Fehler befindet sich in Tabelle 6.1.
Die ersten beiden Graphiken (Abbildung 6.1 und 6.2) zeigen die Ndherungen

des mPH Verfahrens. Sie sind mit einer sehr hohen Auflésung, h = =, gerechnet.

1
64°
Die Losungen stimmen iiber weite Teile mit den Vergleichslésungen von Eco-
bas iiberein (rgf <0.036, vergleiche dazu Tabelle 6.1). Die einzige wahrnehmbare

Differenz ist das erreichte Maximum der Algenbiomasse BA, im dritten Jahr
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Abbildung 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8
Verfahren | mPH | mPH | mPH | mPH | Emini | Emini | Emini | Emini

h 1 1 1 1 1 1 1 1

64 64 2 2 64 64 2 2
rgf | 0.010 | 0.036 | 0.077 | 0.702 | 0.010 | 0.036 | 0.088 | 0.772

Tabelle 6.1: rgf (6.1) aller Abbildungen 6.1 bis 6.8
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Abbildung 6.1: Das mPH Verfahren mit Schrittweite h = 6%1 und die Ecobaslosung
fiir die Grofse PS des Systems (3.4).

(730 < t < 1095). Die anderen Grofen werden in gleicher zufriedenstellender
Weise berechnet.

Die beiden nichsten Graphiken, Abbildung 6.3 und 6.4, liefern ein anderes
Bild. Wiederum sind Ergebnisse des mPH Verfahrens gezeigt. Ebenfalls sieht
man wieder die Ndherungen fiir die Gréfen PS und BA,. Hier wurde relativ
grob aufgeldst, h = % Die Groke PS wird in optimaler Ubereinstimmung ge-
troffen (rgf = 0.077), aber die Biomasse BA,4 ist quantitativ sehr weit von der
Vergleichslosung von Ecobas entfernt (rgf = 0.702). Insgesamt sind alle Biomas-
sen der Algen, BA,, BAg, BAc und BAp stark abweichend von den Ndherungen

der hoch aufgelosten Rechnung bzw. Ecobas. Trotzdem ist die Masse des gelosten
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Abbildung 6.2: Das mPH Verfahren mit Schrittweite h = é und die Ecobaslosung
fiir die Grofse BA4 des Systems (3.4).
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Abbildung 6.3: Das mPH Verfahren mit Schrittweite h = % und die Ecobaslosung
fiir die Grofse PS des Systems (3.4).

Phosphors, PS, in allen drei Rechnungen iibereinstimmend.
Die néchsten beiden Darstellungen (Abbildungen 6.5 und 6.6) zeigen den Ver-

gleich des Emini Verfahrens mit der Schrittweite von h = 6%1 und der von Ecobas
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Abbildung 6.4: Das mPH Verfahren mit Schrittweite h = % und die Ecobaslosung
fiir die Grofse BA4 des Systems (3.4).
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Abbildung 6.5: Das Emini Verfahren mit Schrittweite h = 6%1 und die Ecobaslo-
sung fiir die Grofse PS des Systems (3.4).

bestimmten Ndherungen. Die Abweichungen (rgf) sind identisch zu denen der
Rechnung des mPH Verfahrens bei gleicher Schrittweite.

Abschliefend, Abbildung 6.7 und 6.8, sind noch die Ergebnisse des Emini
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Abbildung 6.6: Das Emini Verfahren mit Schrittweite h = é und die Ecobaslo-
sung fiir die Grofse BA4 des Systems (3.4).
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Abbildung 6.7: Das Emini Verfahren mit Schrittweite h = % und die Ecobaslosung
fiir die Grofse PS des Systems (3.4).

Verfahrens mit ebenfalls sehr grober Schrittweite, h = 0.5, présentiert. Auch hier
werden die Maxima des gelosten Phosphors sehr gut getroffen. Im Bereich der

Minima (den Sommermonaten) oszilliert die Naherung stark, was auf Grund der
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Abbildung 6.8: Das Emini Verfahren mit Schrittweite h = % und die Ecobaslosung
fiir die Grofse BA 4 des Systems (3.4).

Auflésung nur zu erahnen ist (rgf = 0.088). Die Ergebnisse fiir die Grofe BA,4
werden in entgegengesetzter Richtung verfehlt (rgf = 0.772). Die nahezu véllige
Ausléschung der Algengruppe A, welche von allen anderen Rechnungen gezeigt
wird, wird nicht abgebildet. Insgesamt dhneln die Prognosen fiir die letzten vier
Jahre aber, unabhéingig von zuvor gezeigten Unterschieden, den Naherungen von
Ecobas.

Die Beobachtung deckt sich mit den Folgerungen aus dem Kapitel 5. Fiir
grofse Zeitschritte bieten sich die modifizierten Patankar Verfahren an. Sie lie-
fern nicht oszillierende, positive und konservative Naherungen. Allerdings wird
dies bei vielen Beispielen mit einer Dampfung im Vergleich zu Referenzlésungen
erzielt. Aufserdem verlangen sie das Ldsen linearer Gleichungssysteme fiir jeden
Berechnungsschritt und sind damit im Vergleich zu expliziten Verfahren in der
Anwendung relativ aufwéindig.
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6.2 Das kreisformige Dammbruchproblem

Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse des in Kapitel 4 vorgestellten
Stromunsglosers mit den Ergebnissen des Stromungslosers von Toro [Tor01b| zu
dem kreisférmigen Dammbruchproblem aus Unterkapitel 3.1.2 verglichen.

Der eigene Stromungsloser wird in zwei Varianten verwendet. Sie unterschei-
den sich lediglich in der Wahl des Limiters (dem Limiter nach Barth und Jesper-
son (LBJ) und dem nach Venkatakrishnan (LV), beide beschrieben in Unterka-
pitel 4.2.1). Ansonsten sind Beide hoherer Ordnung und explizit. Eine Ubersicht
zu den Fehlern aller gezeigten Darstellungen befindet sich in Tabelle 6.2.

Abbildung 6.9 6.10 6.11 6.12
Limiter LV LV LBJ LBJ
Zeitpunkt in s 0.4 4.7 0.4 4.7

Grofke H VX H VX H VX H VX
rgf | 0.049 | 0.060 | 0.028 | 0.738 | 0.038 | 0.086 | 0.024 | 0.087

Tabelle 6.2: rgf (6.1) zu den gezeigten Abbildungen

— Toro,t=04s
¥--% Taucode, LV, t=04s

— Toto,t=04s
—++ Taucode, LV, t=0.4s

25 —

Abbildung 6.9: Naherung des Stromungslosers mit dem Limiter nach Venkata-
krishnan fiir die Wasserhohe H und die Geschwindigkeit v; des Dammbruchpro-
blems zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s und die Vergleichslosung nach [TorO1b].
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Abbildung 6.10: Nédherung des mit dem Limiter

Venkatakrishnan fiir die Wasserhhe H und die Geschwindigkeit v; des kreis-

Stromungslosers

formigen Dammbruchproblems zum Zeitpunkt ¢ = 4.7s und die Vergleichslésung
nach [Tor01b].
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Abbildung 6.11: Niaherung des Stromungslosers mit dem Limiter nach Barth und
Jesperson fiir die Wasserhohe H und die Geschwindigkeit v; des kreisférmigen
Dammbruchproblems zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s und die Vergleichslésung nach
[Tor01b).

Die bestimmten Nédherungen zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s (Abbildung 6.9 und

6.11) zeigen beide eine gute Ubereinstimmung mit der Vergleichslosung (jeweils
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Abbildung 6.12: Naherung des Stromungslosers mit dem Limiter nach Barth und
Jesperson fiir die Wasserhohe H und die Geschwindigkeit v; des kreisférmigen
Dammbruchproblems zum Zeitpunkt ¢ = 4.7s und die Vergleichslésung nach
[Tor01b).

rgf<0.09), siche Tabelle 6.2. Sie unterscheiden sich allerdings in der Hohe des
Maximums der Wasserhohe. Hier liegt die Variante mit dem LBJ iiber dem Ma-
ximum der Vergleichslosung nach Toro [Tor01b|, wohingegen die durch den LV
modifizierte Variante dieses Maximum unterschitzt. Die Variante des Taucodes
benotigte 48 (im Wesentlichen dquidistante) Rechenschritte bis zum Zeitpunkt
0.4s, wohingegen der Code nach Toro 20 Schritte ben&tigte.

Zum Zeitpunkt t = 4.7s liegen die Ndherungen sehr viel weiter auseinander
(Abbildung 6.10 und 6.12). Beide Limiter liefern eine passable Ubereinstimmung
in der prognostizierten Wasserhéhe, wobei hier der LBJ die Naherungen liefert,
welche ndher an der Vergleichslosung sind (grf = 0.024 im Gegensatz zu 0.028).

Bei der Schitzung der Geschwindigkeiten liegen erhebliche Differenzen zwi-
schen den Ndherungen mit dem LV und der Vergleichslosung (grf = 0.738). Zu
diesem Zeitpunkt liefern die Vergleichslosung und die Ndherung mit dem LBJ
(grf = 0.087) bereits eine zweite von innen nach aufien laufende Welle; diese fehlt
in der Naherung mit dem LV vollstandig. Dalfiir ist die dufsere Welle noch nicht
soweit wie in der Vergleichslosung.

Es lasst sich festhalten, dass die Variante mit dem LBJ insgesamt einen sehr
hohen Grad an Ubereinstimmung zur Vergleichslosung liefert. Die den LV nutzen-
de Variante liefert deutliche Differenzen. In der Prognose der Wasserhohe liegen

alle Verfahren sehr dicht beieinander.
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Abbildung 6.13: Ndherung des Stromungslosers mit dem Limiter nach Barth und
Jesperson fiir die Wasserh6he H in Metern zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s (links) und
t = 4.7s (rechts).

Abbildung 6.13 zeigt jeweils eine 2D Ansicht der Wasserhohe. Es sind die mit

dem LBJ berechneten Ndherungen zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s links und ¢t = 4.7s

rechts. Man erkennt deutlich die erwartete kreissymmetrische Form der Wellen.
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6.3 Anwendung des Gesamtverfahrens

Im nun folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse des Gesamtverfahrens aus
Unterkapitel 4.5 betrachtet. Da es keine Messdaten gibt, beschriankt sich der Ver-
gleich auf die Losungen von Ecobas fiir das System (3.4). Dieses System behandelt
keinen Transport (weder advektiv noch diffusiv). Es konnen also nur strukturelle
Anhaltspunkte aus dem Vergleich gewonnen werden.

Die beiden Graphiken (Abbildung 6.14 und 6.15) zeigen diesen Vergleich, d.h.
sie zeigen einerseits die von Ecobas berechneten Verlaufe der beiden bereits in
Unterkapitel 6.1 untersuchten Gréfsen P.S und BA 4. Andererseits werden die Ver-
ldufe des Verfahrens aus Unterkapitel 4.5 (inkl. Stromung - advektiv wie diffusiv)
zu jeweils zwei Zellen dargestellt, wobei hier nochmal in Erinnerung gerufen wird,
dass Ecobas keinen Transport in Betracht zieht.

Die Zelle 1 liegt auf dem Einstrémrand, die Box 150 in dem dem Ausstromrand
zugewandten Arm des Kanals. Die Daten sind im Abstand von etwa 30 Tagen
ohne weitere Zwischenwerte erfasst.

Betrachtet man die Abbildung 6.14, erkennt man grofse quantitative Unter-

schiede in den Ndherungen des Gesamtverfahrens zu den Ecobas Nédherungen.

0.4
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Abbildung 6.14: Vergleich zweier Boxen und der Ecobas Nidherung fiir die Grofse
PS des Gesamtsystems (3.8).
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Diese lassen sich mit dem Zufluss von Wasser ohne gelosten Phosphor erklaren.
Dieser Prozess ist nahe liegender Weise am Einstrémrand, Zelle 1, deutlich aus-
gepragter als bei Zelle 150. Daher wurde die Groke PS der Zelle 1 auch mit
dem Faktor 50 vergrofert dargestellt. Das qualitative Verhalten der Kurven ist
relativ dhnlich, womit die Dynamik des gesamten Systems auch bei geringeren
Massekonzentrationen erhalten zu bleiben scheint.

Die Betrachtung der folgenden Graphik 6.15 liefert weniger leicht zu deu-
tende Informationen. Festzuhalten bleibt zuerst, dass das qualitative Verhalten

wiederum gut iibereinstimmt zwischen den Naherungen von Ecobas und den Né-

herungen des Gesamtverfahrens.

=g/m"3

1e-06 |-

|Masse pro Volumen|

—— Ecobas: BA_A
[} -0 Gesamtverfahren, Box 150, BA_A
G -0 Gesamtverfahren, Box 1: BA_A

YT N T T T N IO NN NN N RO IO R IR
180 210 240 270 300 330 360 390 420 450 480 510 540 570
[Zeit}=d

Abbildung 6.15: Vergleich zweier Boxen und der Ecobas Niherung fiir die Grofe
BA, des Gesamtsystems (3.8).

Die absoluten Konzentrationen aber liefern eine Verkehrung des Arguments
zur Erkldrung der geringeren Konzentrationen des gelosten Phosphors. Die Be-
rechneten Konzentrationen der Biomasse der Algengruppe A sind in den Ndherun-
gen des Gesamtverfahrens im Wesentlichen grofier als die entsprechende Lésung
von Ecobas. Dies lasst sich als Beleg fiir die Komplexitit des Systems deuten.

Die Algengruppe A ist in der Vergleichsrechnung von Ecobas nahezu ausge-
16scht. Dies geschieht auf Grund spezieller nicht periodischer Verhiltnisse der

anderen Systemgrdfien; die Konzentration der Algengruppe A erholt sich in den
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Rechnungen des reinen Phosphorsystems, vergleiche dazu die Ergebnisse aus Un-
terkapitel 6.1. Diese extreme Reduktion der Algengruppe A scheint so sensibel,
dass durch die Verringerung der Konzentration durch das Ausspiilens die Ent-
wicklungsumsténde fiir diese Algengruppe besser und nicht schlechter zu werden
scheinen.

Die Abbildung 6.16 zeigt die auskonvergierten Absolutgeschwindigkeiten. Tm
Bereich des Sees findet keine grofse Bewegung statt. Die Stromung im Kanalzu-
fluss und -abfluss liegt in der Gréfsenordnung der Geschwindigkeit am Einstrom-
rand (3.13). Dieser Zustand ist nach einem Monat berechnete Zeit erreicht. Die
Stromung dndert sich anschlieffend nicht mehr. Dieses Szenario wurde gewahlt,
damit die berechneten Naherungen um nicht noch mehr unabschéitzbare Unter-
schiede zu den Vergleichslosungen von Ecobas differieren.

Die beiden Graphiken in Abbildung 6.17 schliisseln die Geschwindigkeiten in
die beiden Richtungskomponenten auf. Dabei ist fiir die linke Darstellung (vz)
die abgebildete obere Grenze der Skala, die Zehn, nicht das Maximum der im
See berechneten Geschwindigkeiten. Vielmehr wurde dieser Mafsstab gewahlt, um
die interessanten Teile der Stromung, das Gebiet im Einflussbereich des Sees
differenziert auflésen zu kénnen. Fiir die rechte Darstellung (vy) gilt mit dem
gleichen Gedanken, dass die untere Grenze, die minus Zehn, nicht das Minimum
ist, sondern auch hier der Differenzierungsbereich gewahlt wurde, um das Gebiet
im Seezulauf besser aufzulosen.

Es bleibt anzumerken, dass iiber die Nutzung des impliziten Strémungslo-
sers eine Rechenzeitersparnis von 50% erzielt werden konnte. Dabei hatte der

verwendete Zeitschritt die Form

Tmin 2
h:2-103-min( Tmin_ (%5%) ) .

| +®"  d

Vergleiche dazu auch (4.28) und (4.29).
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Abbildung 6.16: Die auskonvergierten Absolutgeschwindigkeiten in Metern pro
Tag des Gesamtsystems (3.8).
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Abbildung 6.17: Die auskonvergierten Geschwindigkeiten in x und y Richtung in
Metern pro Tag des Gesamtsystems (3.8).
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde eine vereinheitlichende Theorie fiir numeri-
sche Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen im Kontext chemischer
und biologischer Reaktionen und Prozesse vorgestellt. Dabei wurde besonderes
Augenmerk auf Verfahren gelegt, die die in diesen Bereichen zentralen Begriffe
Konservativitit und Positivitidt von Systemen beachten und deren mathemati-
schen Eigenschaften erhalten.

Die existierenden Verfahren, welche in unterschiedlicher Weise diesen Themen-
bereichen zuzuordnen sind, wurden beschrieben. Mit Hilfe der allgemeinen hier
entwickelten Theorie, konnten inhirente Schwichen dieser Verfahren aufgezeigt
werden, z.B. das Ordnungsmaximum von zwei, die Schwierigkeiten beim Ldsen
steifer Differentialgleichungen oder der Erhalt von Konservativitiat ausschliefslich
in sehr restriktiver Form.

Anschliefsend wurden Verfahrensverallgemeinerungen und Varianten entwi-
ckelt, die diese Mangel beheben: Die vorgestellten extrapolierten Verfahren sind in
Abhéngigkeit des betrachteten Problems von beliebiger Ordnung. Ebenso konnte
eine Verallgemeinerung der bereits bekannten modifizierten Patankar Verfahren
gezeigt werden, die die komplexe Form der Konservativitdt von Systemen er-
hilt und steife Differentialgleichungen losen kann. Fiir dieses Verfahren wurde an
konkreten Beispielen die Wirksamkeit und Effektivitit sowie die Erfiillung aller
gewiinschten Eigenschaften sowohl theoretisch als auch praktisch gezeigt.

Mogliche zukiinftige Forschung konnten in der genaueren Untersuchung des
verallgemeinerten modifizierten Patankar Verfahrens bestehen. Besonders hervor-
zuheben wire dabei die Frage, ob sich das verallgemeinerte modifizierte Patankar

Verfahren ebenso wie das modifizierte Patankar Euler Verfahren als Kernalgorith-
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mus zur Extrapolation eignet. In gleicher Weise wire auch die Frage interessant,
welchen Figenschaften ein System geniigen muss, um die uneingeschrinkte Posi-
tivitdt des verallgemeinerten modifizierten Patankar Verfahrens zu garantieren.

Im zweiten Abschnitt der Arbeit ging es um eine Untersuchung moglicher
Schwierigkeiten und Effekte einer Erweiterung des bestehenden Modellierungs-
werkzeugs Ecobas auf spezielle Typen von partiellen Differentialgleichungen. Da-
bei wurde aber noch nicht Ecobas selbst erweitert, sondern in einem Grundla-
genansatz, die in dieser Arbeit entwickelten Algorithmen auf ein Problem an-
gewendet, welches in seiner Art der Formalisierung und Komplexitéit von einem
erweiterten Ecobas sinnvoll angendhert werden kénnen soll. Dafiir wurde ein 6ko-
logisches Problem von relevanter Komplexitit mit der bekannten zweidimensio-
nalen Flachwassergleichung gekoppelt.

Zur Losung wurde eine Variante des Taucodes weiterentwickelt und mit den
modifizierten Patankar Verfahren aus dem ersten Abschnitt dieser Arbeit kom-
biniert. Die einzelnen Teile des Algorithmus wurden in einzelnen Tests auf ihre
Tauglichkeit fiir diese Aufgabe untersucht. Weiterhin wurde ein Gesamttest pré-
sentiert. Die vorgestellten Verfahren konnten die Testfille ausnahmslos zufrie-
denstellend bewéltigen. Damit wére eine entsprechende Weiterentwicklung von
Ecobas in einer Folgearbeit moglich.

Zum konkurrenzfihigen Einsatz wire aber eine automatische Schrittweiten-
steuerung und Verfahrensauswahl fiir die gewthnlichen Differentialgleichungsloser
ein grofser Schritt. Da die modifizierten Patankar Verfahren und deren Varianten
in ihrem Einsatzfeld sehr stark sind (d.h. sehr robust, in der Extrapolationsva-
riante sehr genau usw.), dafiir aber numerisch auch sehr aufwendig, gilt es fiir
einen effizienten Einsatz, die Nutzung auf die notwendigen Stellen zu reduzieren.
Daher sind die in dieser Arbeit gemachten Annahmen (zumeist feste Schrittweite,
immer nur Einsatz eines Verfahrens fiir ein Problem bzw. eine Komponente usw.)
fiir einen Einsatz in der Praxis nur begrenzt geeignet.

Ebenso lasst sich der implizite Stromungsloser weiter optimieren. Besonders
das Losen der linearen Gleichungssysteme mittlerer Dimension verbraucht einen
Grofteil der Rechenzeit. Hierfiir wire ein Loser vorstellbar, der z.B. Informatio-

nen iiber die Struktur der Matrizen ausnutzt.
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Anhang A

Das ausformulierte okologische

Modell

Das vollstandige System besteht aus den 14 gewohnlichen Differentialgleichungen
(1 =1,2,3,4 respektive A, B,C, D)

atBAZ
0, PA;

oBZ

oPZ

o PS

oPD
O PE;

0PEo

growth; — res; — sink; — graz;
uptba; — resp; — setpa; — gsinkp; — asstmp;

4
Z assim; — zres — zmor
j=1

4
Z assimp; — zresp — Zmorp
j=1

4 4
exchpys — exchppe, — Z uptba; + minpd + zresp + Z resp;
J=1 Jj=1
—manpd — setpd + zmorp
—exchp,s + exchp,e, + minpe
4
—minpe + setpd + Z(Setpaj + gsinkp;).
j=1

Samtliche verwendete Konstanten sind in den Tabellen A.1, A.2, A.3, A.4 und
A.5 beschrieben. Die nummerischen Werte sind der Verdffentlichung [HJ02] ent-

nomimen.

Im Folgenden werden alle Funktionen der rechten Seite in Konstanten, Zu-

standsgrofen und Inputparameter (vom Anwender vorgegebene, moglicherweise
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Konstante ‘Wert Finheit | Beschreibung

growthmaz; 3.3, 5.97, 6.43, 10.37 Maximale Wachstumsrate von Algengruppe ¢

-

DPsg, 0.027, 0.016, 0.016, 0.018 % monod a zur Phosphoraufnahme von Algengruppe ¢
TOP; 30, 23, 28, 21 Cce optimale Wachstumstemperatur von Algengruppe @
TP 4,12,9.3,19 - steele Modifikator von Algengruppe ¢

LOP; 310, 340, 350, 310 Lux Optimale Wachstumslichtintensitidt von Algengruppe ¢

Tabelle A.1: Beschreibung aller Konstanten, nummerischen Werte und Einheiten
- Teil 1

variable Grofsen, Wassertemperatur T, Sedimenttemperatur T'F und Lichtinten-
sitdt I) aufgeschliisselt. Fiir die gezeigten Rechnungen wurden Lufttemperatur-
und Niederschlagsdaten von [Wea08c, WeaO8b, Wea08a| verwendet. Losen einer
eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung liefert die Temperaturverteilung wie
in der Abbildung A.1 gezeigt. Ebenso ist dort die Lichtintensitdt angegeben. Es
wird die Ndherung

783 — 268 2m
I =268+ — " [1—cos | —(t+1
08 2 ( cos (365( 0))>

mit dem Lichtintensitdtsmaximum, 768 Lux, und -minimum, 268 Lux, verwendet.
Die Zahlen stammen ebenso wie die anderen Konstanten aus der Arbeit [HJ02].
Zuerst wird die Aufsplittung der Terme zur Dynamik der Biomassen der Algen
beschrieben.

e Der Zuwachs der Biomasse einer Algengruppe ¢ ist festgelegt durch ihre
maximale Wachstumsrate growth,,,,,, die limitierenden Faktoren fiir Tem-

peratur, Licht und verfiigbaren Phosphor
growth; = growth.,, TT; PP; LL; BA,;.

— Die Limitierung des Algenwachstums durch den verfiigbaren Phosphor
wird beschrieben nach Monod (3.5) durch

PS

PP =—""__
‘~ DP, + PS

— Die Auswirkung der Temperatur und der ,,gemittelten* Lichtintensitit

auf das Algenwachstum wird nach Steele (3.6) modelliert durch

T T TOP;—T Th 4 LL L LOP;—L
L= TOP; J— LOP;
i <TOR e ) un ‘= TOP e
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Konstante || Wert FEinheit | Beschreibung

Ky 1.5 % Extinktionskoeffizient des Wassers

K> 1 % Extinktionskoeffizient der Algen

RO; 0.007, 0.003, 0.003, 0.003 % Stoffwechselverlustfaktor von Algengruppe ¢
TCOEF 0.038 % Q10 Koeffizient; Temperaturvergleichskoeffizient
Ket, 0.035, 0.052, 0.048, 0.073 | = Sedimentierungsgeschwindigkeit von Algengruppe ¢
GRmax 0.09 % Maximale Grazingrate fiir Zooplankton

R; 0.8, 0.45, 0.3, 0.5 - Préferenzfaktor des Grazings von Algengruppe ¢

Tabelle A.2: Beschreibung aller Konstanten, nummerischen Werte und Einheiten

- Teil 2

— Die mittlere Lichtintensitit, bestimmt iiber die Wassertiefe H und die

Extinktion K, wird berechnet unter Verwendung der Funktion hyprep
(3.7) durch

1_67KH
L=1|————].
()

— Die Extinktion wird abhéngig von der Wassertriibung und den Algen-

massen und deren Beschattungseffekt bestimmt

K =K + K, Y BA;

J

e Die Biomasseverluste einer Algengruppe durch Stoffwechselprozesse sind

modelliert als

res; = RO; eTCOFFT BA..

e Die Sedimentation einer Algengruppe und der damit einhergehende Verlust

an Biomasse wird quantifiziert durch

Ko,
ink; = BA; —<.
s 2

e Die Reduktion einer Algengruppe durch Zooplanktongrazing wird beriick-
sichtigt durch

graz; = GRyur F'F

R; BA;

BZ.
F

135



Konstante || Wert Einheit | Beschreibung

Forin 0.05 % minimale Nahrungskonzentration fiir Zooplankton
Fs 0.25 % monod a flir die Zooplanktonnahrungsaufnahme
util; 0.8,0.8,0.8,0.8 | - Effizienzkoeffizient der jeweiligen Algenaufnahme
Z RO 0.02 % Stoffwechselrate, Masseerhalt von Zooplankton
ZRM 0.04 - Stoffwechselrate, Verdauung von Zooplankton

Tabelle A.3: Beschreibung aller Konstanten, nummerischen Werte und Einheiten
- Teil 3

— Dabei spielen die Priferenz und die verfiigbaren Biomassen aller Al-

genarten eine wesentliche Gewichtungsrolle

F =) R; BA;.
J

— Die Gesamtverfiigharkeit von Algenarten als Nahrung fiir das Zoo-

plankton gehen in einer Formulierung nach Monod (3.5) ein

0.0 Foin > F

F_Fmin .
Fs+F—Fpin me S F

FF =

Jetzt wird die Dynamik der Biomasse des Zooplanktons prézisiert.

e Der Biomassenzuwachs fiir Zooplankton richtet sich nach den entsprechen-

den Verlusten der Algen graz; reduziert um einen Effizienzfaktor
assim; = util; graz;.
e Die Verluste der Biomassen der Algen, die durch Grazing entstehen, aber

auf Grund von ineffizienter Verwertung nicht durch Zooplankton aufgenom-

men werden, werden als fester Bestandteil quantifiziert
gsink; = (1. — util;) graz;,
sie werden aber nur in der Phosphorbilanz weiter verwendet.

e Der Stoffwechselverlust an Biomasse des Zooplanktons ist die Summe aus
den Beitragen zum Erhalt der bestehenden Biomasse und der verrichteten

Verdauungsarbeit

zres = ZRO eT“OFFT Bz + ZRM Zgrazj.

J
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Konstante || Wert | Einheit | Beschreibung

mor 0.005 % Sterberate von Zooplankton
Kea 0.03 % Diffusionskoeffizient des gelosten Phosphors, PS und PE;
Vs 0.125 | = Sedimentationsrate von PD

Tabelle A.4: Beschreibung aller Konstanten, nummerischen Werte und Einheiten
- Teil 4

e Die Sedimentation reduziert die Biomasse des Zooplanktons durch
zmor = mor BZ,

wobei an dieser Stelle die Sedimentationsrate mor hoher angesetzt wird
als aus Beobachtungen hervorgeht, um die Nichtberiicksichtigung hoherer

trophischer Ebenen in der Modellierung auszugleichen, siehe [HJ02].

Die Funktionen, welche die nicht an Organismen gekoppelten Phosphorfrak-
tionen miteinander in Verbindung setzen, werden nun beschrieben.

e Der diffusive Austausch der geldsten Phosphorfraktionen PS und PFE; wird
beschrieben durch

exchp = K, (PEr — PS).

In dieser Form lasst sich die Funktion exchp aber nicht im Kontext der
modifizierten Patankar Verfahren verwenden. Hier ist es ndtig, fiir jeden

Term das Vorzeichen zu kennen. Daher wird die Aufschliisselung

exchp = exchpps — exchppg,

mit den Definitionen

exchp , PS < PE;

exchpps = und
0 , sonst
—exchp , PS> PE;
exchppg, =
0 , sonst

verwendet.
e Die Sedimentation von PD beschreibt

PD
tpd = — V.
setp I
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Konstante || Wert Einheit | Beschreibung

Kmi1 0.01 % Mineralisierungsrate von PD

Sm1 0.8 - Temperaturkoeffizient der Mineralisierung von PD
Ko 0.178 % Mineralisierungsrate von PEo

Sma2 1.08 - Temperaturkoeffizient der Mineralisierung von PEg

PU Pz, 0.07, 0.1, 0.07, 0.07 Maximale Phosphoraufnahmerate von Algengruppe ¢

-

Pingin, 0.005, 0.005, 0.005, 0.005 Minimale Phosphorkonzentration von Algengruppe ¢

- 3k
W

Pinmax; 0.015, 0.020, 0.015, 0.015 Maximale Phosphorkonzentration von Algengruppe ¢

Ew

Tabelle A.5: Beschreibung aller Konstanten, nummerischen Werte und Einheiten
- Teil 5

e Die Mineralisierung des organisch gebundenen Phosphors im Wasser re-
spektive im Sediment ist modelliert durch

minpd = K,,; ST

ml

PD bzw. minpe = KmQSTg_QO PEo.

m

Als letzter Komplex bleiben noch die Funktionen, die die Zusammenhénge
zwischen den Phosphorfraktionen der Algen bzw. des Zooplanktons und den nicht

an Organismen gekoppelten Phosphorfraktionen beschreiben.

e Die Phosphoraufnahme durch Algengruppe ¢ wird beschrieben durch
uptba; = PUP,,..; PC; BA; PP,.

— Die Aufnahme wird gehemmt durch bereits in den Zellen enthaltenen
Phosphor in der Form nach Monod (3.5)

PC; = 0 PCON; > Ping,,, mit PCON; =
Pinmas,— PCON;

Plnm(wci_Pznmini

PA;
BA;

sonst

e Die Stoffwechselverluste des Phosphors von Algengruppe ¢ sind direkt an die
entsprechenden Stoffwechselverluste der Biomasse gekoppelt ebenso auch
die Verluste durch Sedimentation

resp; = res; PCON; und setpa; = sink; PCON;.
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Abbildung A.1: Verwendete Lichtintensitit I, Wassertemperatur 7 und Sedi-

menttemperatur T'F

e Der Phosphor, der durch Grazing den Algen entzogen wird, wird zum einen
Teil iiber den Effizienzfaktor wutil; gesteuert, der Phosphormasse des Zoo-
planktons und zum anderen Teil direkt dem organisch gebundenen Phos-

phor im Sediment via
gsinkp; = gsink; PCON; und assimp; = assim; PCON;

zugefiihrt.

e Ebenso wie im Falle der Stoffwechselverluste und der Sedimentation der
Algen wird auch fiir das Zooplankton ein dem aktuellen Verhéltnis zwischen

Bio- und korrespondierender Phosphormasse angepasster Verlust verwendet

zresp = zres PCON und zmorp = zmor PCON

PZ
it PCON = —.
mi 57
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