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ZusammenfassungDiese Arbeit befasst sih mit der Lokalisierungsanalyse des Rissbeginns von sprödenFaserverbundwerksto�en, wie sie beispielweise durh Glas- oder Kohlefaser verstärk-ter Epoxidharze gegeben sind. Faserverbundmaterialien bestehen aus einer Matrix, diedurh Fasern verstärkt ist. Verbundmaterialien sind also durh das Zusammenwirkenvon zwei individuellen Werksto�en gekennzeihnet. Das Verhalten des homogenisiertenspröden Materials wird von der Degradation der elastishen Stei�gkeiten geprägt. DasVersagen zeigt sih auf Strukturebene häu�g in der Entwiklung von Zonen, in denenDeformationen lokalisieren - d.h. die Dehnungen wahsen örtlih vergleihsweise starkan gegenüber benahbarten Bereihen - und sih dann Risse bilden.Das Verhalten der untersuhten Werksto�e wird mittels eines kontinuumsmehanishenModells beshrieben, wobei die Shadensvariablen als Elastizitätskennwerte de�niertsind. Mit diesem Modell kann eine zuverlässige Prognose des Materialverhaltens biszum Zustand des Versagens getro�en werden.Bei der Rissbildung tritt das Problem auf, dass die Shädigungsenergie als Volumenener-gie auftritt; die Bruhenergie, die der Energieaufnahme durh Rissbildung entspriht,dagegen �ähenabhängig ist. Der Übergang der räumlihen Shädigung zum �ähigenBruh erfordert daher erstens die Umsetzung einer räumlih de�nierten Gröÿe in eineFlähengröÿe und hängt zweitens vom Verlauf der Bruh�ähe im geshädigten Volu-men ab. Somit wäre die Kenntnis des Bruhverlaufs erforderlih, um den Übergangvon der Shädigungsmehanik zur Bruhmehanik �folgerihtig� darzustellen. In dervorliegenden Arbeit werden zunähst Methoden zur Bruherkennung untersuht, dieniht nur den Bruh anzeigen, sondern auh Zusatzinformationen über die Rissbildungbieten. Die Untersuhung hat die Bifurkationsanalyse als geeignetste Methode ergeben.Mit der Bifurkationanalyse kann die Rissbildung beshrieben werden und darüberhin-aus wird auh die Rihtung erkannt, in die sih ein Riss entwikelt. Dazu wird eineStabilitätsbedingung für das zunähst ungeshädigte Material im Form eines quarti-shen Polynoms hergeleitet. Das Entstehen reeller Nullstellen dieses Polynoms zeigtdie Existenz von Rissen, deren Werte der Rihtung der Rissnormalen entsprehen. Dasabgeleitete Kriterium ergibt zwei Kategorien von Nullstellen:1. Das Polynom hat nur eine reelle Nullstelle und daraus folgt, dass der Bruhin einer festgelegten Rihtung erfolgt.2. Das Polynom hat mehr als eine reelle Nullstelle. Es folgt dann, dass dieBruhrihtung unbestimmt ist, weil es mehrere möglihe Rissrihtungen gibt. DieRissbildung kann jede der ermittelte Rihtungen annehmen und somit entstehteine Symmetriebrehung, die durh die Pithforkshe Bifurkation zu beshrei-ben ist. 1



2Das Ergebnis der vorliegenden Untersuhungen ist bezüglih eines Gleihungssystems,das mit den Methoden der klassishen Kontinuumsmehanik beshrieben ist, sehr uner-wartet, da mit dem Auftreten einer Pithforkshen Bifurkation das Determinismus-prinzip der linearen klassishen Mehanik verletzt wird.Um das in dieser Arbeit erreihte Ergebnis auf seine Praxistauglihkeit hin zu über-prüfen, werden einfahe Teststrukturen unter Zug und Shub berehnet und die dabeientstandenen Resultate in der abgeleiteten Theorie interpretiert und diskutiert.



Kapitel 1EinleitungDie zulässige Beurteilung stark beanspruhter Bauteile erfordert eine mehanishe Ana-lyse, die eine Beshreibung der Shädigungs- und Versagensmehanismen des Materialsbeinhaltet. Die mathematishe Darstellung des Materialverhaltens wird anhand vonModellen beshrieben, die den Versagensprozess phänomenologish abbilden. Die kon-tinuumsmehanishe Materialbeshreibung hat sih für das Materialverhalten in denpostkritishen Bereih als unzureihend erwiesen. Um das Problem zu beheben, wirddas Modell um Kriterien erweitert, die die Rissinitiierung kennzeihnen. Diese Erwei-terung ermögliht somit die korrekte Erfassung der Materialdegradation in den Ver-sagensbereih [5, 6, 7, 9, 43, 44℄. Eine Vielzahl von Bruherkennungsmethoden wurdevorgeshlagen, um kontinuumsmehanishe Modelle zu erweitern und die Rissbildungzu beshreiben [12, 47, 48, 49℄.Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ein Shädigungsmodell auf Basis der Degrada-tion der elastishen Kennwerte für die Beshreibung des Materialversagens vorgestellt[35, 42℄. Die Anwendung geeigneter Bruherkennungsmethoden, die sowohl den Rissals auh die Rissrihtung liefern, ermögliht die Beshreibung der Initiierung und derAusbreitung des Risses [50, 51, 52℄.1.1 MotivationAufgrund der ausgezeihneten Eigenshaften von Faserverbundwerksto�en, wie zumBeispiel deren hohe Festigkeit und hohe Energieabsoprtionsfähigkeit in Crashelementenbei Überbelastung, hat deren Nutzung in der Industrie stark zugenommen. Der An-wendungsbereih beshränkt sih niht nur auf die Luft- und Raumfahrt, sondern ererweitert sih auh auf die Konsumgüter- und die Sportgeräteindustrie. Daher ist dieVerhaltensvohersagbarkeit derartiger Werksto�e Gegenstand aktiver Forshungstätig-keit [21, 22℄.Das Bruhverhalten von Faserverbundwerksto�en ist durh die Ausbildung einer Pro-zesszone geprägt, in der es zu einer Konzentration von Dehnungen kommt. Die Beshrei-bung dieses Phänomens wird in einem Shädigungsmodell erfasst, in dem die Shwä-hung der inneren Struktur des Materials durh die Degradation der Materialeigen-shaften (Elastizitäts- und Shubmoduli) abgebildet wird. Basisgröÿen dieses Modellssind die Elastizitätsmoduli und der e�ektive Shubmodul, der von einer vorde�nierten3



4 1.2 ZielsetzungVergleihsdehnung abhängt. Diese Vergleihsdehnung lässt sih mit Hilfe von einfaherund homogener Shubbeanspruhung bestimmen.Das Versagen von Faserverbundstrukturen ist durh vielfältige Versagensvorgänge ge-kennzeihnet, wobei das Auftreten eines Risses noh niht zum sofortigen Ausfall derStruktur führen muss [34℄. Die Rissinitiierung und die Rissausbreitung lassen sih ge-trennt formulieren, damit der Versagenshergang realitätstreu abgebildet wird.Zur Bruhinitiierung sind in der Literatur zahlreihe Versagensindikatoren vorgeshla-gen worden. Diese Indikatoren markieren zuerst den Beginn des Bruhvorgangs unddann können sie über die Rissbildung Zusatzinformationen liefern. Da der Ort des Riss-auftretens bekannt ist, kann die Bruhmehanik angewendet werden. Die Kenntnis desBruhverlaufs bildet den Übergang von der Shädigungsmehanik zur Bruhmehanik.1.2 ZielsetzungZielsetzung dieser Arbeit ist es, zur Beshreibung des Shädigungs- und Bruhverhal-tens von Faserverbundstrukturen beizutragen. Dabei wird der Bruh in zwei Shrittenbeshrieben: die Rissinitiierung und die Rissausbreitung.Im Rahmen der Aufgabenstellung werden zwei wesentlihe Shwerpunkte behandelt,die erforderlih sind, um die wirklihkeitsnahe Beshreibung des Materialverhaltens bisin den Versagensbereih hinein zu ermöglihen.- Der erste Shwerpunkt der Arbeit befasst sih mit der Vorstellung des Modells desgeshädigten Materials und diskutiert einige Versagensindikatoren. Diese Indika-toren können eventuell auh Zusatzinformationen über die Rissbildung liefern. DieVersagensindikatoren sind niht aus der Modellbeshreibung für das ungeshädigteMaterial herleitbar, sondern sie enthalten eine Zusatzinformation, die mit empi-rishen Daten veri�ziert werden muss. Die Versagensindikatoren sind Kriterien,die das Ende des Gültigkeitsbereihs der Materialbeshreibung für das ungeshä-digte Material anzeigen. Als solhe Kriterien kommen daher vor allem �kritishePunkte� oder Singularitätskriterien der Materialbeshreibung für den ungeshä-digten Werksto� in Frage. Welhe �kritishen Punkte� das tatsählihe Versageneinleiten, muss im Experiment überprüft werden. In der vorliegenden Arbeit wer-den mehrere möglihe Kriterien untersuht. Es wird der Nahweis erbraht, dassfür das untersuhte Material die Bifurkationspunkte der Materialbeshreibungs-gleihung das Ende von deren Gültigkeitsbereih anzeigen. Die Bifurkationsanaly-se hat sih somit als geeignete Methode zur De�nition eines Versagensindikatorserwiesen und sie wird im Weiteren verwendet.- Der zweite Shwerpunkt beshäftigt sih ausshlieÿlih mit der Bifurkationsanaly-se und den Folgerungen, die aus dieser für das Materialverhalten gezogen werdenkönnen. Aus der Bifurkationsanalyse erhalten wir ein Versagenskriterium das ma-thematish durh ein quartishes Polynom darstellbar ist, dessen reelle Nullstellendie Rissnormalen beshreiben.Diese Methode liefert also niht nur den Rissbeginn,



5sondern auh dessen Ausbreitungsrihtung. Es werden einige Anwendungsfälleerörtert und die daraus entstehenden Ergebnisse ausführlih diskutiert.Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit ist das Prinzip des Determinismus. Das angewende-te Materialmodell erzeugt im einaxialen oder biaxialen Zug beim Versagen eine Sym-metriebrehung und verletzt somit das Determinismusprinzip der klassihen Mehanik.Diese Situation wird durh die Pithfork-Bifurkation beshrieben, die einer der wih-tigsten Hilfsmittel der Chaostheorie ist.Zur numerishen Auswertung der dargelegten Ergebnisse müsste zusätzlih im Mate-rialmodell die Abhängigkeit zwishen der aus dem Modell bestimmbaren Shädigungs-variablen und der Risswahstumsgeshwindigkeit als empirisher Ansatz eingeführt wer-den. Dieser Ansatz müsste aber von der hemishen Sto�besha�enheit abhängen undist damit in einem rein kontinuumsmehanishen Ansatz noh niht enthalten.1.3 GliederungDie vorliegende Arbeit kann grob in zwei Teile gegliedert werden. Der erste Teil be-shäftigt sih mit der Beshreibung eines Shädigungsmodells zur Analyse des Versa-gens geshädigter Faserverbundstrukturen. Im zweiten Teil wird die Rissinitierung unddie Rissausbreitung anhand der Bruherkennungsmethoden beshrieben. Die Arbeit be-steht aus sieben Kapiteln, deren Inhalt im Folgenden kurz erläutert wird.In Kapitel 2 werden zunähst die notwendigen mathematishen Grundlagen, dann diekinematishe Beshreibung von Deformationen und die Erläuterung des Spannungsbe-gri�s vorgestellt. Nahdem universelle physikalishe Aussagen für Kontinua als Bilanz-prinzipien angegeben wurden, wird die konstitutive Modellierung von unidirektionalverstärkten Faserverbunden mit Hilfe der anisotropen linearen Elastizitätstheorie an-gegangen.Das Kapitel 3 stellt die Beshreibung eines geshädigten Faserverbundswerksto�s be-reit. Dabei werden Modellannahmen und physikalishe Voraussetzungen vorgestellt.Dazu gehören die mathematishe Darstellung der Nahgiebigkeiten und der Querkon-traktionszahlen in Abhängigkeit des Shädigungszustands.In Kapitel 4 werden die Materialgleihungen und deren zeitlihe Ableitung hergeleitet.Hier wird auh das Anfangsrandwertproblem aufgestellt, das aus der kontinuumsme-hanishen Betrahtung folgt.Das Kapitel 5 befasst sih mit den Bruherkennungsmethoden und der Suhe nahder geeignetesten Vorgehensweise. Die Bifurkationsanalyse wird sih dabei als am be-sten erweisen.In Kapitel 6 wird die Rissbildung anhand der Bifurkationsanalyse untersuht. Die Sym-metriebrehung und die Pithfork-Bifurkation werden dabei erläutert. Danah wirdin Kapitel 7 die Bifurkationsbedingung an einfahen Beanspruhungsbeispielen ange-wendet und die daraus entstehenden Ergebnisse ausführlih diskutiert.



6 1.3 GliederungEine Zusammenfassung und ein Ausblik auf möglihe o�engebliebene Punkte folgenshlieÿlih in Kapitel 8 und shlieÿen somit diese Arbeit ab.



Kapitel 2Grundlagen der KontinuumsmehanikIn diesem Kapitel werden die wesentlihe Grundlagen der Kontinuumsmehanik vorge-stellt. Zunähst wird nah der Vorstellung der mathematishen Grundlagen die geome-trishe Beshreibung der Bewegung und der Deformation von Körpern vorgenommen.Dann wird mit Hilfe der Spannungsmaÿe der Zusammenhang zwishen äuÿeren Kräf-ten und der Spannungsantwort dargestellt. Danah werden die Bilanzgleihungen für dieMasse, den Impuls und den Drehimpuls aufgestellt. Anshlieÿend werden die material-abhängigen Eigenshaften von Körpern durh spezi�she Modellannahmen beshrieben.Dadurh ergeben sih die konstitutiven Gleihungen [3, 4℄. Ausführlihe Darstellungender kontinuumsmehanishen Grundlagen sind in den klassihen Werken [8, 26, 41℄ zu�nden.2.1 Mathematishe GrundlagenDie wesentlihen mathematishen Grundlagen werden zusammengefaÿt und die verwen-dete Notation zum besseren Verständnis des Kapitels kurz erläutert.2.1.1 Rehenregeln für Vektoren und TensorenVektorenDie mathematishe Grundlage für die Beshreibung der Bewegung eines materiellenKörpers im dreidimensionalen Raum ist der euklidishe Vektorraum. Für zwei Vektoren
a und b

a =
3∑

i=1

a
i

e
i

und b =
3∑

i=1

b
i

e
i

(2.1)im kartesishen Koordinatensystem {e
1
, e

2
, e

3
} wird das Skalarprodukt wie folgt

a · b =
3∑

i=1

a
i

b
i

= a
i

b
i (2.2)berehnet. Wir lassen das Summationszeihen weg und verwenden die Indexshreibwei-se eines Vektors. Diese Shreibweise heiÿt Einsteinshe Summationsregel. Es wird dabeiüber doppelt auftretende Indizes summiert.7



8 2.1 Mathematishe GrundlagenDie euklidishe Norm eines Vektors ergibt sih mit dem Skalarprodukt
a · a = |a|2 ⇒ |a| =

√
a · a =

√

a1a1 + a2a2 + a3a3 . (2.3)VektorproduktDas vektorielle Produkt a × b (auh äuÿeres Produkt genannt) der Vektoren a und berzeugt einen Vektor c, der senkreht auf den Ausgangsvektoren steht, und so gerihtetist, dass die Vektoren a, b, c ein Rehtssystem bilden.
a× b = det ∣∣∣∣∣∣

∣
∣
∣
∣

e
1

e
2

e
3

a
1

a
2

a
3

b
1

b
2

b
3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=









a
2

b
3 − a

3

b
2

a
3

b
1 − a

1

b
3

a
1

b
2 − a

2

b
1









=  . (2.4)
Dyadishes ProduktDas dyadishe Produkt a⊗ b zweier Vektoren erzeugt eine Matrix A:

a⊗ b = ab
T
=









a
1

a
2

a
3









[

b
1

b
2

b
3
]
=









a
1

b
1

a
1

b
2

a
1

b
3

a
2

b
1

a
2

b
2

a
2

b
3

a
3

b
1

a
3

b
2

a
3

b
3









= A . (2.5)Das dyadishe Produkt besitzt die Eigenshaften:1. a⊗ (b
1
+ b

2
) = a⊗ b

1
+ a⊗ b

2
und (a

1
+ a

2
)⊗ b = a

1
⊗ b+ a

2
⊗ b2. α(a⊗ b) = (αa)⊗ b = a⊗ (αb) , α ∈ R3. (a⊗ b

1
) b

2
= (b

1
· b

2
)a4. (a⊗ b

1
)(b

2
⊗ c) = (b

1
· b

2
)(a⊗ c).TensorenTensoren zweiter Stufe sind lineare Abbildungen eines Vektorraumes in einen anderenVektorraum, also:  = Tu . Da die Tensoren auf den Vektoren aufbauen, lassen sihihre Rehenregeln auf Rehenregel für Vektoren zurükführen.Für Tensoren zweiter Stufe T = T

ij

e
i
⊗ e

j
werden de�niert:SpurDie Spur (auh english �trae� genannt) eines Tensors im kartesishen Basissystemist durhtrT = tr [T ij

e
i
⊗ e

j

]

= T
ii (2.6)de�niert. Die Spur ist also die Summe der Diagonalelemente.



9TensorproduktFür zwei Tensoren T = T
ij

e
i
⊗ e

j
und U = U

kl

e
k
⊗ e

l
ergibt sih das Tensorproduktwie folgt:TU = T

ij

U
kl

(e
i
⊗ e

j
)(e

k
⊗ e

l
) = T

ij

U
kl

δ
k

j
e

i
⊗ e

l
= V

ile
i
⊗ e

l
. (2.7)Im Allgemeinen gilt das Kommutativgesetz niht, d.h. TU 6= UT.SkalarproduktDas Skalarprodukt für Tensoren ist wie folgt de�niert:T ·U = tr [TUT]

= α . (2.8)Dyadishes ProduktDas dyadishe Produkt zwishen Tensoren zweiter Stufe T = T
ij

e
i
⊗ e

j
und U =

U
ij

e
i
⊗ e

j
führt zu Tensoren vierter Stufe 4V:T⊗U = T

ij

U
kl

e
i
⊗ e

j
⊗ e

k
⊗ e

l
= V

ijkl

e
i
⊗ e

j
⊗ e

k
⊗ e

l
=

4V . (2.9)Für die lineare Abbildung des Tensors zweiter Stufe T in den Tensor zweiter Stufe Udurh den Tensor vierter Stufe 4C wird geshrieben1:
U =

4C [T ] . (2.10)Ein Tensor vierter Stufe besitzt im dreidimensionalen Fall 34 = 81 Koe�zienten mit
4C= C

ijkl

e
i
⊗ e

j
⊗ e

k
⊗ e

lals Komponentendarstellung.2.1.2 TensoranalysisEntsprehend der Anzahl der prinzipiell notwendigen Basissysteme, die die Stufe desTensors angibt, kann man die Einteilung der Tensoren vornehmen. Im dreidimensionalenRaum besitzt ein Tensor der Stufe n also 3n Komponenten.Einteilung- Ein Tensor 0. Stufe hat kein Basissystem und 30 = 1Komponente wie zum Beispieldie Temperatur.- Ein Tensor 1. Stufe hat ein Basissystem und 31 = 3Komponenten wie zum Beispielder Kraftvektor.1Für die Anwendung eines vierstu�gen Tensors auf einen zweistu�gen Tensor im Sinne eines dop-pelten Skalarprodukts wird in dieser Arbeit die Shreibweise aus [26℄ gewählt.



10 2.1 Mathematishe Grundlagen- Ein Tensor 2. Stufe hat zwei Basissysteme und 32 = 9 Komponenten wie zumBeispiel der Spannungstensor.- Ein Tensor n. Stufe hat n Basissysteme und 3n Komponenten wie zum Beispielder Elastizitätstensor mit n = 4 und 81 Komponenten.GradientDer Gradient eines Skalarfeldes φ (x) ist ein Zeilenvektor und ist in kartesishen Koor-dinaten durhgradφ (x) =
∂φ

∂x
i

e
i
=

∂φ

∂x
1

e
1
+

∂φ

∂x
2

e
2
+

∂φ

∂x
3

e
3

(2.11)gegeben. Der Gradient eines Vektorfeldes berehnet sih durh
gradv (x) =

∂v
i

∂x
k

e
i
⊗ e

k
=











∂v
1

∂x
1

∂v
1

∂x
2

∂v
1

∂x
3

∂v
2

∂x
1

∂v
2

∂x
2

∂v
2

∂x
3

∂v
3

∂x
1

∂v
3

∂x
2

∂v
3

∂x
3











. (2.12)
DivergenzDie Divergenz eines Vektorfeldes ist die Spur des Gradienten:divv (x) = tr [ gradv (x) ] =

∂v
i

∂x
i

= v
i,i
. (2.13)Die Divergenz eines Tensorfeldes ergibt sih zu:

divT (x) =
∂T
∂x

k

e
k
=

∂

∂x
k

[

T
ij

e
i
⊗ e

j

]

e
k
=

∂T
ik

∂x
k

e
i
=












∂T
11

∂x
1

+ ∂T
12

∂x
2

+ ∂T
13

∂x
3

∂T
21

∂x
1

+ ∂T
22

∂x
2

+ ∂T
23

∂x
3

∂T
31

∂x
1

+ ∂T
32

∂x
2

+ ∂T
33

∂x
3












.(2.14)
2.1.3 DivergenztheoremDer Gaussshe Integralsatz ermögliht die Überführung eines Volumenintegrals in einFlähenintegral:

∫

V

divT dV =

∫

A

Tn da (2.15)mit A als der Ober�ähe des Volumens V und n als dem Normalenvektor des Flähen-elements da.



112.2 KinematikKon�gurationenHier untersheidet man zwishen Materialpunkt und Raumpunkt. Der Materialpunktbezeihnet einen Massenpunkt oder ein Teilhen des Körpers und der Raumpunkt be-zeihnet einen festen Punkt im Raum.Die Kon�guration zumZeitpunkt t = t
0
ist dieAusgangkon�guration undzum Zeitpunkt t > t

0besteht die Momentankon-�guration.
{e

1
, e

2
, e

3
} ist ein kar-tesishes Bezugsystem.

G
1
, G

2
und G

3
sinddie Basisvektoren im unver-formten Ausgangzustandund g

1
, g

2
und g

3
sind dieverformten Basisvektoren.

{

θ
1

, θ
2

, θ
3

} ist ein krumm-liniges Koordinatensystemzur Beshreibung derAusgangs- und Momentan-kon�guration.
1

2

3

θθ
θθ

θ
1

3

2

3θ

x

u

X

G
G G g g

g

e
ee

Ausgangskonfiguration Momentankonfiguration

3
12

3

2

1

2

1

Abb. 2.1: Ausgangs- und Momentankon�guration
Der Bewegungsverlauf eines materiellen Körpers B, der als Teilgebiet des EuklidshenRaumsΩΩΩ ∈ R3 dargestellt wird, ist durh eine Funktion ϕ gegeben. Diese Funktion weistjedem materiellen Punkt P des Körpers seine aktuelle Position x zum Zeitpunkt t > t

0zu. Im Rahmen einer Lagrangeshen Beshreibung der Bewegung ist die aktuelle Lagedes Punkts P durh seinen Ortsvektor X in einer zeitlih konstanten Referenzkon�gu-ration zum Zeitpunkt t = t
0
und durh die Funktion ϕ bestimmt:

x = ϕ(X, t) mit ϕ(X, t) = X + u ⇒ u = x−X. (2.16)Während also bei der Eulershen Beshreibung die aktuelle Lage des Punkts P mitdem Ortsvektor x ohne Betrahtung der Referenzkon�guration in t = t
0
erfolgt, wird beider Lagrangeshen Beshreibung ein materieller Punkt P bezüglih des Ortsvektors

X dargestellt. Aus der Gl. (2.16) ist zu erkennen, dass sih die Funktion ϕ aus derAddition des Ortsvektors X mit einem relativen Vershiebungsvektor u ergibt. Wenndie Funktion ϕ bekannt ist, können sowohl der Deformationsgradient F als auh derVershiebungsgradient H ermittelt werden.



12 2.2 KinematikKoordinatensysteme und BasisvektorenDie Lage eines Körpers läÿt sih durh die konvektiven krummlinigen Koordinaten θ
ibeshreiben. Das Koordinatensystem {

θ
1

, θ
2

, θ
3
} beshreibt die Ausgangs- und dieMomentankon�guration. In jedem Punkt des Körpers, der einem Ortsvektor

X = X
i

e
i
= θ

i

G
i

bzw. x = x
i

e
i
= θ

i

g
i

(2.17)zugeordnet wird, können die kovarianten Basisvektoren als tangentiale Vektoren imkonvektiven Koordinatensystem der Ausgangs- und Momentankon�guration mittels
G

i
=

∂X

∂θi bzw. g
i
=

∂x

∂θibestimmt werden, während die kontravarianten Basisvektoren mit
G

i

=
∂θ

i

∂X
bzw. g

i

=
∂θ

i

∂xdargestellt werden. Die Tangenten- und Gradientenvektoren sind dual zueinander undsomit gelten die Beziehungen
G

i
·Gj

= δ
j

i
bzw. g

i
· gj

= δ
j

imit δ
j

i
als Kroneker-Symbol.MetriktensorenDie Metrikkoe�zienten werden als Skalarprodukt der krummlinigen Basisvektoren de-�niert:

G
ij
= G

i
·G

j
G

ij

= G
i·Gj bzw. g

ij
= g

i
· g

j
g

ij

= g
i· gj

.Daraus folgen die Metriktensoren in der Ausgangs- und der Momentankon�guration zu:G = G
ij
G

i⊗G
j g = g

ij
g

i⊗ g
j

. (2.18)DeformationsgradientEin materielles in�nitesimales Linienelement dx der Momentankon�guration läÿt sihfür den Gradienten der materiellen Koordinaten wie folgt darstellen:dx =
∂x

∂X
dX = GRADx dX . (2.19)Somit wird der DeformationsgradientF := GRADx (2.20)als lineare Abbildung des Di�erentials dX auf das Di�erential dx de�niert. Der Defor-mationsgradient ist ein Zweifeldtensor und wird in einem kartesishen Koordinatensy-stem zuF = GRADx =

∂x

∂X
=

∂x

∂X j ⊗ ∂X
j

∂X
=

∂x
i

∂X j ei
⊗ ej ; x = x̃

i

(X
j

) e
i

(2.21)



13berehnet, während in einem konvektiven KoordinatensystemF = GRAD x =
∂x

∂X
=

∂x

∂θi ⊗
∂θ

i

∂X
= g

i
⊗G

i mit x = x(θ
i

) (2.22)geshrieben wird. Damit lassen sih die kovarianten Basisvektoren der Ausgangskon�-guration in die der Momentankon�guration abbilden:
g

i
= F G

i
. (2.23)Daher ergibt sih der Deformationsgradient in konvektiven Koordinaten zu:F = g

k
⊗G

k

. (2.24)Der Deformationsgradient kann bezüglih der kovarianten und kontravarianten Basis-vektoren wie folgt dargestellt werden:FT
= G

i⊗ g
i
, F-1

= G
i
⊗ g

i

, F-T
= g

i⊗G
i
. (2.25)Die Umkehrabbildung des Deformationsgradienten ist durh den inversen Tensor F−1nur möglih, wenn die Jakobi-Determinante des Deformationsgradienten J ungleihnull ist. Eine Durhdringung des materiellen Körpers ist physikalish niht möglih,d.h. J kann nur positive Werte annehmen.

J := detF > 0Die Transformation von in�nitesimalen Flähen- bzw. Volumenelementen kann durhden Deformationsgradienten wie folgt beshrieben werden.da = J F-T dA (2.26)dv = J dV . (2.27)Zeitlihe Änderung kinematisher GröÿenMit Hilfe des räumlihen Geshwindigkeitsgradienten LL = grad ẋ = Ḟ F−1 (2.28)werden die zeitlihen Änderungen ˙( ) =
d( )dt der wihtigsten kinematishen Gröÿenangegeben:

(dx). = L dx , (2.29)
(da). =

(

(div ẋ) 1− LT) da , (2.30)
(dv). = (div ẋ) dv , (2.31)

(detF). = (div ẋ)detF . (2.32)Es handelt sih dabei um die Änderungsgeshwindigkeiten von materiellen Linien-,Flähen- und Volumenelementen sowie um die Zeitableitung der Jakobi-Determinanten.



14 2.2 KinematikMultiplikative Zerlegung des DeformationsgradientenDie Deformation eines Körper setzt sih zusammen aus der Starrkörpertranslation, derStarrkörperrotation und der eigentlihen Deformation. Der Deformationsgradient F, derniht singulär ist, läÿt sih wie jeder niht singuläre Tensor zweiter Stufe eindeutig indie FormF = R U = V R (2.33)zerlegen mit U und V als Strek-Tensoren2 und R als Drehtensor. Dabei ist R ortho-gonal, U und V sind symmetrish und positiv de�nit. U wird als materieller Rehts-Strek-Tensor bezeihnet und V als räumliher Links-Strek-Tensor [23, 46℄. Die Ten-soren lassen sih wie folgt bestimmen:U =
√FTF =

√UTRTRU =
√UU , (2.34)V =

√FFT
=
√VRRTVT

=
√VV , (2.35)R = FU-1

= V-1F . (2.36)Der Deformationsgradient F kann wegen der darin enthaltenen Starrkörperrotation keinsinnvolles Maÿ der Verzerrung eines Körpers darstellen. Durh die Eliminierung desRotationstensors bilden sih CR als der rehte und CL als der linke Cauhy-GreenTensor zu:FTF = U2

= CR , (2.37)FFT
= V2

= CL . (2.38)Diese Tensoren stellen anshaulih die Beziehungen zwishen dem Quadrat eines Lini-enelements in der Ausgangs- und in der Momentankon�guration dar. Daraus ergebensih nahfolgende Beziehungen:dx · dx = FdX · FdX = dX · FTFdX = dX ·CRdX , (2.39)dX · dX = F−1dx · F−1dx = dx · F-TF−1dx = dx ·C−1L dx . (2.40)VerzerrungstensorenDas absolute Verzerrungsmaÿ eines Körper wird durh die Di�erenz der Quadrate einesdi�erentiellen Linienelements in der Momentankon�guration dx und der Ausgangskon-�guration dX de�niert. Das Verzerrungsmaÿ läÿt sih unter Verwendung des rehten(2.37) oder des linken (2.38) Cauhy-Green Tensors und eines Metriktensors (2.18)darstellen. Dieser Zusammenhang soll im Folgenden dargelegt werden.2Konvention ignoriert: (Physikalishe Gröÿe in der Momentankon�guration werden klein geshrie-ben.)



15Mit ds2 = dx · dx =
(

g
i
dθi
)

·
(

g
j
dθj) = g

ij
dθidθj (2.41)und dS2 = dX · dX =

(

G
i
dθi
)

·
(
G

j
dθj
)
= G

ij
dθidθj (2.42)erhalten wirds2 − dS2 =

(
g
ij
−G

ij

) dθidθj (2.43)und können den Green-Lagrangeshen Verzerrungstensor E über die Gleihungds2 − dS2 = 2E
ij
dθidθj (2.44)einführen. Die Koe�zienten des Green-Lagrangeshen Verzerrungstensors werdenin Gl. (2.44) de�niert durh:

E
ij

=
1

2

(
g
ij
−G

ij

) (2.45)Der Greenshe Verzerungstensor E ergibt sih bezüglih des konvektiven Koordina-tensystems zu:E =
1

2

(
g
ij
−G

ij

)
G

i⊗G
j

. (2.46)Die Cauhy-Green Tensoren in konvektiven Koordinaten werden mit Hilfe der Be-ziehungen in Gl. (2.25) wie folgt geshrieben:CR = FTF =
(

G
i⊗ g

i

)(

g
j
⊗G

j
)

=
(

g
i
· g

j

)(

G
i⊗G

j
)

= g
ij
G

i⊗G
j

, (2.47)CL = FFT
=
(

g
i
⊗G

i
)(

G
j⊗ g

j

)

=
(

G
i ·Gj

)(

g
i
⊗ g

j

)

= G
ij

g
i
⊗ g

j
. (2.48)Zusammen mit dem Metriktensor G der Ausgangskon�guration und dem Metriktensorg der Momentankon�guration in der Gl. (2.18) kann der Greenshe Verzerrungstensorwie folgt dargestellt werden:E =

1

2
(CR −G) . (2.49)Mit dem AusdrukEA

=
1

2

(g−C−1L ) (2.50)ist der der Almansishe Verzerrungstensor de�niert. Die Tensoren E und EA sindsymmetrish - d.h. E = ET und EA
= EAT - und invariant gegenüber Starrkörperbe-wegungen.



16 2.3 SpannungsmaÿeIn�nitesimaler VerzerrungstensorEs ist häu�g nützlih, den Greenshen Verzerrungstensor E durh die Vershiebungenauszudrüken. Dazu de�nieren wir den Vershiebungsgradienten H durhH = GRADud.h. es gilt:F=1+Hmit 1 als Identitätstensor. Der Tensor E ergibt sih in Abhängigkeit des Vershiebungs-gradienten H zuE =
1

2

(H + HT
+ HTH)und ist daher nihtlinear abhängig von H. Für hinreihend kleine Vershiebungsgradi-enten ||H|| ≪ 1 kann man quadratishe Glieder in E vernahlässigen. Der GreensheVerzerrungstensor reduziert sih dann auf den symmetrishen Teil des Vershiebungs-gradienten. Mit ǫ wird der in�nitesimale Verzerrungstensor bezeihnet:

ε =
1

2

( H + HT )
. (2.51)In diesem Fall gibt es keinen Untershied zwishen Ausgangs- und Momentankon�gu-ration und daher gilt auh nahfolgende Beziehung:E ≈ EA

. (2.52)Ebenso lässt sih folgern, dass die Ableitung des Vershiebungsvektors nah der mate-riellen Koordinate mit derjenigen nah der räumlihen zusammenfällt:H ≈ gradu . (2.53)2.3 SpannungsmaÿeIn der Kontinuumsmehanik untersheidet man zwishen Volumen- und Flähenkräf-ten. Die Volumenkräfte wirken auf die Partikel im Körpervolumen; die Flähenkräftesind dagegen über die Körperober�ähe verteilte Kräfte. Neben den äuÿeren Kräftenspielen auh die innere Kräfte eine wihtige Rolle, weil sie die Wehselwirkung zwishenbenahbarten Teilen innerhalb eines Körpers beshreiben [8℄. Durh äuÿere Krafteinwir-kung entstehen im Inneren des Körpers Beanspruhungen, die als Shnittkräfte durheine gedahte Shnitt�ähe zugänglih gemaht werden:
t (x,n) = lim

∆a →0

∆f

∆ a
=

dfda . (2.54)Der Spannungsvektor t ergibt sih nah der Gl. (2.54) durh eine Grenzwertbetrah-tung des auf das Flähenelement ∆a bezogenen Kraftvektors ∆f , wobei ∆a := ‖∆a‖de�niert ist. Die vektorielle Gröÿe t ist an jedem Ort x abhängig von der Rihtung



17der Shnitt�ähe da und somit eine Funktion des Normalenvektors n. Das Cauhy-Theorem besagt, dass der Spannungsvektor t eine lineare Abbildung des Normalenvek-tors ist:
t = Tn . (2.55)Mit Berüksihtigung der Gl. (2.54) folgt:df = Tn da (2.56)wobei T = T

ij

g
i
⊗ g

j
gilt. Da der Cauhy-Spannungstensor T in räumlihen Ko-ordinaten ausgedrükt wird und sih auf die Momentankon�guration bezieht, werdendamit die �wahren� Spannungen ausgedrükt.Aufgrund der Tatsahe, dass die resultierenden Kräfte df auf ein Flähenelement un-abhängig von der Kon�guration sind, wird die Transformationsbeziehung des Flähen-elements in Gl. (2.56) eingeführt. Dann ergibt sih der 1. Piola-Kirhhoffshe Span-nungstensor T

0
, der sih auf die Ausgangskon�guration mit dem Normalvektor N unddem Flähenelement dA bezieht mit dA = ‖dA‖ zu:df = Tn da = T

0
N dA . (2.57)Nah Eliminierung des Flähenelements mit Hilfe von Gl. (2.26) erhält man T

0
zu:T

0
= T

ij

0
g

i
⊗G

j
:= J TF-T

= JT
ij

g
i
⊗G

j
. (2.58)Dieser Tensor ist unsymmetrish und seine Basen beziehen sih sowohl auf die Ausgangs-als auh die Momentankon�guration. Um den Nahteil der Unsymmetrie und des Cha-rakters eines Doppelfeldtensors zu beheben, wird häu�g der 2. Piola-KirhhoffsheSpannungstensor T̃ eingeführt, der durh die Rüktransformation des Basisvektors g

iGl. (2.58) gewonnen wird:T̃ = T̃
ij

G
i
⊗G

j
:= F−1T

0
= JF−1TF-T

= J T
ij

G
i
⊗G

j
. (2.59)Dieser Tensor ist symmetrish - s. Abshnitt 2.4.3 - und bezieht sih vollständig auf dieBasisvektoren der Ausgangskon�guration.In�nitesimale VershiebungsgradientenIm Falle kleiner Vershiebungen und Verdrehungen gilt

||H|| ≪ 1und daraus folgt für den DeformationsgradientenF = H + 1 ≈ 1und somit
J = detF = 1.Dann folgtT ≈ T

0
≈ T̃ (2.60)In diesem Fall wird, wie zuvor erwähnt, niht mehr zwishen dem Bezug des Spannungs-tensors auf die Ausgangs- oder die Momentankon�guration untershieden.



18 2.4 Bilanzgleihungen2.4 BilanzgleihungenDie Bilanzgleihungen sind materialunabhängig und bilden die Grundlage der Konti-nuumsmehanik. Sie werden in integraler Form aufgestellt und gelten somit für dengesamten Körper. Mit Hilfe der geeigneten Stetigkeitsannahmen lassen sih lokale Bi-lanzgleihungen herleiten, die für jeden Materialpunkt gelten.2.4.1 MassenbilanzDie Massem eines materiellen Körpers wird über das Volumenintegral der Massendihte
ρ

0
(X, t) in der Ausgangskon�guration bzw. ρ (x, t) in der Momentankon�gurationde�niert:

m (t) =

∫

Bo

ρ
0
(X, t) dV =

∫

Bt

ρ (x, t) dv . (2.61)Die Masse m verändert sih während des Deformationsprozesses niht und ist sowohlin der Ausgangkon�guration als auh für jede weitere Kon�guration Bt konstant:
m =

∫

Bt

ρ dv =

∫

Bo

ρ
0
dV = konstant (2.62)für alle Zeitpunkte t. Mit der Transformation des Volumenelements gilt für die Massen-bilanz:

m =

∫

Bo

ρ
0
dV =

∫

Bo

ρ detF dV (2.63)und es folgt
∫

Bo

[ ρ
0
− ρ detF ] dV = 0 . (2.64)Aus der Beziehung (2.64) ergibt sih die lokale Form der Massenerhaltung in materiellerDarstellung:

ρ
0
− ρ detF = 0 . (2.65)Mit der zeitlihen Änderung der Masse und der Massenerhaltung folgt aus ρ

0
= ρdetF

ρ̇
0

= ρ̇ detF+ ρ (detF). = detF (ρ̇ + ρ div ẋ)und
ρ̇

0
= 0 ergibt ρ̇ + ρ div ẋ = 0 .Somit entsteht in räumliher Darstellung die lokale Form der Massenerhaltung:

ρ̇ + ρ div ẋ = 0 . (2.66)Diese Beziehung wird auh als Kontinuitätsgleihung bezeihnet.



192.4.2 ImpulsbilanzDer kinetishe Zustand eines materiellen Körpers wird durh den Impulsvektor I be-shrieben. Der Impulsvektor ist de�niert durh das Volumenintegral über die Massen-dihte multipliziert mit dem Geshwindigkeitsvektor:
I =

∫

Bt

ρ ẋ dv (2.67)mit ẋ =
dxdt als Geshwindigkeitsvektor. Der Impulssatz besagt, dass die zeitlihe Än-derung des Impulses eines Körpers gleih der Summe der an diesem Körper angreifendenKräfte ist. Die zeitlihe Ableitung des Impulses lässt sih wie folgt shreiben:

İ =
dIdt =

ddt ∫Bt

ρ ẋ dv = F
1
+ F

2
=

∫

Bt

ρk dv
︸ ︷︷ ︸

F
1

+

∫

∂Bt

t da
︸ ︷︷ ︸

F
2

. (2.68)Der erste Teil F
1
bezeihnet die resultierende Volumenkraft, wobei am Volumenelementdie volumenbezogene Massenkraft ρk(x, t) wirkt und der zweite Teil F

2
die Ober�ä-henkraft, die auf der ganzen Ober�ähe oder einem Teil davon als �ähenbezogeneBelastung t(x, t) agiert. Unter Verwendung des Cauhy-Theorems

t (x, t,n) = T (x, t)nund des Gausshen Integralsatzes zur Umformung eines Ober�ähenintegrals in einVolumenintegral
∫

∂Bt

T (x, t) n da =

∫

Bt

divT dvfolgt die lokale Impulsbilanz in räumliher DarstellungdivT + ρ (k − ẍ) = 0 , (2.69)die zu jedem Zeitpunkt an jedem Punkt des Kontinuums erfüllt sein muss. Diese Be-ziehung ist auh als 1. Cauhyshe Bewegungsgleihung bekannt. Mit Hilfe der Trans-formationsbeziehungen - s. Gln. (2.30) und (2.31) - lässt sih die Beziehung (2.68) inder Ausgangskon�guration formulieren, wobei N die Normale des Randes ∂Bo in derAusgangskon�guration darstellt. Es folgt
∫

Bo

ρ
0
Ẍ dV =

∫

∂Bo

T
0
N (X, t) dA +

∫

Bo

ρ
0
k (X , t) dV (2.70)und mit Hilfe des Divergenztheorems

∫

Bo

ρ
0
Ẍ dV =

∫

Bo

DIVT
0
dV +

∫

Bo

ρ
0
k (X, t) dV . (2.71)Die lokale Form in materiellen Koordinaten lautet:DIVT

0
+ ρ

0
(k − Ẍ) = 0 (2.72)wobei T

0
= detF TF-T der 1. Piola-Kirhhoff-Spannungstensor ist und T̃ = F-1T

0der 2. Piola-Kirhhoff-Spannungstensor wie bereits erwähnt - s. Gl. (2.58) und Gl.(2.59).



20 2.4 Bilanzgleihungen2.4.3 DrehimpulsbilanzDer Drehimpuls Dc eines materiellen Körpers in der Momentankon�guration Bt, dersih mit der Geshwindigkeit ẋ bewegt, wird bezüglih eines raumfesten Punkts C mitdem Ortsvektor c durh
Dc :=

∫

Bt

(x− c)× ẋ dm mit dm = ρ dv (2.73)de�niert. Der Drehimpulssatz besagt, dass die zeitlihe Änderung des Drehimpulsesgleih der Summe der Momente aller auf den Körper einwirkenden Kräfte ist. Mit Hilfevon r = x− c lautet der Drallsatz bezüglih des Punkts C:
Ḋc =

ddt ∫Bt

ρ r × ẋ dv =

∫

Bt

ρ r × k dv +

∫

∂Bt

r × t da
=

∫

Bt

ρ r × k dv +

∫

∂Bt

r ×Tn da . (2.74)Der erste Teil bezeihnet das resultierende Moment der Volumenkraft k und der zweitedas Moment aus der Ober�ähenkraft t bezüglih des Punkts mit dem Ortsvektor c.Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Tensorfeld r ×T ergibtdiv [r ×T] = r ×
[

∂T
ij

∂xj g
i

]

+ T
ij

g
j
× g

i
= r × divT − T

ij

g
i
× g

jund führt zusammen mit Gl. (2.74) zu
∫

Bt

[

r × (ρ ẍ− divT− ρk) + T
ij

g
i
× g

j

]dv = 0 . (2.75)Aufgrund der lokalen Impulsbilanz reduziert sih die Drehimpulsbilanz auf die Forde-rung
∫

Bt

T
ij

g
i
× g

j
dv = 0 , (2.76)aus der mit der üblihen Stetigkeitsannahme die Beziehung

T
ij

g
i
× g

j
= 0folgt. Durh Umformung und Anwendung sowohl des Cauhy-Theorems als auh desGaussshen Integralsatzes erhält man unter Berüksihtigung der lokalen Impulsbilanzdie Symmetrie des Cauhyshen Spannungstensors:T = TT (2.77)d.h. die Symmetrie des Cauhyshen Spannungstensors wird bei hinreihender Ste-tigkeit aus der Gl. (2.76) hergeleitet. Es folgt dann, dass der 1. Piola-Kirhhoff-Spannungstensor niht symmetrish, wohingegen der 2. Piola-Kirhhoff-Spannungs-tensor symmetrish ist.T

0
6= TT

0
und T̃ = T̃T



212.5 Konstitutive Modellierung der linearen Elastizität2.5.1 Allgemeines lineares ElastizitätsmodellMit Hilfe der konstitutiven Gleihungen, die das Verhalten eines Materials beshreiben,und der Bilanzgleihungen, die materialunabhängig gelten, kann ein Anfangsrandwert-problem für die Vershiebungen formuliert werden, wenn noh die kinematishen Bezie-hungen herangezogen werden. Im Allgemeinen stellt das Werksto�modell den Zusam-menhang zwishen den Spannungen und den Verzerrungen her. Die Materialgleihungder linearen Elastizitätstheorie wird durh den Materialstei�gkeitstensor 4

C, den zwei-ten Piola-Kirhhoff-Spannungstensor T̃ und den Greenshen VerzerrungstensorE ausgedrükt:T̃ =
4

C[E] . (2.78)Für nihtlinear, elastishes Materialverhalten ist der zweite Piola-Kirhhoff- Span-nungstensor eine Tensorfunktion des Deformationsgradienten:T̃ = T̃(F) , (2.79)d.h. für einen materiellen Punkt eines Körpers ist der Spannungstensor T̃ zu einembeliebigen Zeitpunkt eine Funktion des Deformationsgradienten [26℄.Geht man davon aus, dass ein spezi�shes Formänderungspotenzial W int
(E) existiert, solassen sih zum einen, die Spannungen T̃ als erste Ableitung, und zum anderen der vier-stu�ge Materialtensor 4

C als die zweite Ableitung des Potentials nah den VerzerrungenE angeben:T̃ : =
∂W

int
∂E und 4

C : =
∂

2

W
int

∂E2
. (2.80)Für den Fall der linearen Elastizität stellt 4

C einen eindeutigen und linearen Zusammen-hang zwishen dem Spannungstensor und dem Verzerrungstensor her3 - s. Gl. (2.78)mit:
4C= C

ijkl

G
i
⊗G

j
⊗G

k
⊗G

lAufgrund der Symmetrieeigenshaften des Spannungstensors T̃ = T̃T und des Verzer-rungstensors E = ET ergeben sih folgende Symmetriebeziehungen für die Komponen-ten des Elastizitätstensors:
C

ijkl

= C
ijlk

= C
jikl

= C
jilk

. (2.81)Dadurh verringert sih die Zahl der unabhängigen elastishen Materialkennwerte von81 auf 36 und die Überführung der tensoriellen Form in die Matrix-Vektor-Form wirdermögliht (Voigtshe Notation). Dazu werden die Spaltenmatrix T̃ der Spannungen,3Verjüngung des vierstu�gen Tensors 4

C



22 2.5 Konstitutive Modellierung der linearen Elastizitätdie Spaltenmatrix E der Verzerrungen und die Stei�gkeitsmatrix C de�niert, wo die
C

ijkl Komponenten des vierstu�gen Materialstei�gkeitstensors 4

C einsortiert werden.T̃ = C E
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. (2.82)
Der Spannungszustand elastisher Werksto�e ist nur vom momentanen Verzerrungszu-stand und niht vom Deformationsprozess abhängig. Durh die Anwendung desShwarzshen Satzes, der besagt, dass die Reihenfolge der zweiten Ableitungen von
W

int nah E vertaushbar ist, ergibt sih:
∂2W

int
∂E

ij
∂E

kl

=
∂2W

int
∂E

kl
∂E

ij

. (2.83)Daraus folgt die Hauptsymmetrie des Materialtensors 4

C und demzufolge die Symmetrieder Stei�gkeitsmatrix C. Somit reduziert sih die Anzahl der unabhängigen Komponen-ten auf 21. Ein solhes Materialmodell besitzt keine werksto�ihe Symmetrieebene unddie Stei�gkeitsmatrix besitzt im Fall des linearen elastishen Verhaltens die Form:
C = CT =
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. (2.84)
Eine weitere Reduzierung der unabhängigen Materialkennwerte wird durh die Be-rüksihtigung der inneren Ausrihtung des Materials möglih. Es gibt die grundsätzli-he Untersheidung zwishen isotropen Materialien, die rihtungsunabhängig sind undanisotropen Werksto�en, die rihtungsabhängiges Verhalten zeigen.



232.5.2 Symmetriebeziehungen für den ElastizitätstensorDer Grad der Anisotropie kann durh die Anzahl der Symmetrieebenen klassi�ziertwerden. Nahfolgend werden die wihtigsten Symmetrieebenen für langfaserig bewehrtesHarz betrahtet und die entstehenden Stei�gkeitsmatrizen aufgestellt [1℄.MonotropieMonotropes Materialverhalten ist dadurh harakterisiert, dass eine werksto�ihe Sym-metrieebene vorhanden ist. Für den Fall, dass die x
2
− x

3
−Ebene die einzige Symme-trieebene des Materialverhaltens ist, liegt monotropes Verhalten vor. Es ergibt sih fürdie Symmetrieebene x

1
= konst. die nahfolgende Stei�gkeitsmatrix:

CMon.
=
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. (2.85)
Dabei sind aus den 20 von null vershiedenen Komponenten nur 13 unabhängig von-einander. Monotrope Materialsymmetrie kann zum Beispiel bei unidirektional faser-verstärkten Kunststo�en auftreten, wenn keine Koordinatenahse mit der Faserrih-tung zusammenfällt. Man erkennt auh aus der Struktur der Stei�gkeitsmatrix, dass esShubbeanspruhugen σ

12
gibt, die niht nur mit den Shubverzerrungen γ

12
verbundensind, sondern auh von Normaldehnungen ε

11
, ε

22
und ε

33
hervorgerufen werden.OrthotropieIm Fall der Orthotropie existieren drei rehtwinklig zueinander stehende Symmetrie-ebenen und die Stei�gkeitsmatrix ergibt sih zu:

COrt.
=
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. (2.86)
Dabei sind von den 12 Komponenten, die ungleih null sind, nur 9 voneinander unab-hängig. Orthotropes Materialverhalten ist typish für kreuzweise bewehrte Laminate.



24 2.5 Konstitutive Modellierung der linearen ElastizitätWenn die Koordinatenahsen den Orientierungen der Fasern entsprehen, so folgt derStetigkeitstensor wie durh die Matrix in Gl. (2.86) dargestellt. Der Aufbau der Stei�g-keitsmatrix zeigt, dass die Normalspannungen und die Shubspannungen voneinanderentkoppelt sind, d.h. Normalspannungen erzeugen ausshlieÿlih Dehnungen und Shub-spannungen ausshlieÿlih Gleitungen.Transversal isotropes MaterialverhaltenEs gibt eine Zentralsymmetrie bezüglih einer Ahse (die sogenannte Vorzugsrihtung).Für die x
1
−Ahse in Vorzugsrihtung ergibt sih die Stei�gkeitsmatrix zu:

CTr. Is.
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(2.87)
Es sind 5 unabhängige Materialkennwerte in den 12 von null vershiedenen Kompo-nenten de�nierbar. Dieses Materialverhalten erfaÿt die elastishe Materialsymmetriebei unidirektional faserverstärkten Laminaten, falls die Koordinatenahse x

1
der Faser-orientierung entspriht und das Werksto�verhalten in Shnittebenen rehtwinklig zumFaserverlauf als makroskopish rihtungsunabhängig betrahtet wird.Isotropes MaterialverhaltensDie materielle Isotropie ist die höhste Symmetriestufe mit unendliher Anzahl von be-liebig ausgedahten Symmetrieebenen in Raum. Es gibt dabei symmetrishes Verhaltenin Bezug auf alle Ebenen und alle Ahsen. Die Stei�gkeitsmatrix ergibt sih zu:
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(2.88)



25Als unabhängige elastishe Materialkennwerte verbleiben nur C1111 und C
1122 . Alter-nativ zu C

1111 und C
1122 läÿt sih die Stei�gkeitsmatrix mit Hilfe der LaméshenKonstanten λ und µ zu nahfolgender Beziehung angeben:

CIs.
=





















λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2µ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ





















(2.89)
Dabei lauten die Ingenieurkonstanten für isotrope Materialien wie folgt:

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
E-Modul

G = µ Shubmodul
K = λ+

2

3
µ Kompressionsmodul

ν =
λ

2 (λ+ µ)
QuerdehnzahlIsotropes Werksto�verhalten kann für Polymere, Glas und eine Vielzahl von Metallenvorausgesetzt werden.Fazit: Tab. 2.1 liefert einen Überblik über häu�g verwendete Materialien in der Me-hanik. Sie untersheiden sih niht nur hinsihtlih ihrer Symmetrieebenen, sonderndamit verbunden auh bezüglih der Anzahl der unabhängigen Materialkonstanten.Material anisotrop monotrop orthotrop transversal- isotropisotropUnabhängigeMaterialkonstanten 21 13 9 5 2Symmetrieebenen 0 1 3 ∞ ∞Tab. 2.1 Anzahl der Materialkonstanten und der SymmetrieebenenDaher spriht man von monotropem bzw. orthotropem Material, wenn eine bzw. dreiSymmetrieebenen vorhanden sind. Allerdings im Fall, dass unendlih viele Symmetrie-ebenen existieren, ist das Material entweder räumlih isotrop oder transversal isotropin der Normalenebene zur Vorzugsrihtung.



26 2.6 Anfangsrandwertaufgabe der Mehanik2.6 Anfangsrandwertaufgabe der MehanikDas vollständige Verhalten eines materiellen Punkts in einem Bauteil wird durh dieErfüllung der Bilanzgleihungen unter bestimmten Randbedingungen ausgedrükt. Diedaraus entstehenden Vershiebungsgleihungen werden nah der Zeit abgeleitet unddann als Anfangsrandwertaufgabe zusammengestellt. Man betrahte den Körper Bmit den materiellen Punkten P und dem Ortsvektor X. Die Vershiebungen und Deh-nungen sollen im Folgenden als klein angenommen werden, so daÿ niht mehr zwi-shen den räumlihen und materiellen Ableitungen untershieden werden muss. Dannist grad( ) = ∂( )
∂x ≈ GRAD( ) = ∂( )

∂X
bzw. div( ) ≈ DIV( ) und es ist niht mehrwihtig zwishen der De�nition eines Tensors im Koordinatensystem der Ausgangs- undMomentankon�guration Bo bzw. Bt zu untersheiden oder zwishen den Spannungsma-ÿen T, T

0
und T̃ - s. Gl. (2.60).Der Körper ist durh den Rand ∂B mitder nah auÿen gerihteten Normalen N be-grenzt. Die vorgegebenen Gröÿen auf demRand Ū und t̄ sind per Querstrih gekenn-zeihnet. Der Rand ∂B wird aufgeteilt in diePunktmengen ∂B

U und ∂B
t , sodass gilt

∂B
U ∩ ∂B

t

= ∅und
∂B

U ∪ ∂B
t

= ∂B.

∂B
U und ∂B

t seien Kurven bzw. Flähenim räumlihen Fall.
t

Ū

ρk
∂B

t

∂B
U

B

t̄

N

Abb. 2.2: Kon�guration des Körpersbei kleinen VershiebungenWir betrahten in Abb. 2.3 einen beliebigen Punkt P auf einer Shnitt�ähe mit demin�nitesimalen Flähenelement dA durh den Körper B.Die Shnitt�ähe dA wird durh einennah auÿen weisenden Einheitsnormalen-vektor N harakterisiert. Das Cauhy-Theorem besagt: Für jede beliebige Shnitt-�ähe mit dem Normalenvektor N gibtes eine lineare Abhängigkeit zwishen demSpannungsvektor s und dem Normalen-vektor N am Punkt P wie folgt:
s = TN . (2.90)Die Vielzahl aller Spannungsvektoren s aufallen möglihen Shnitt�ähen durh einenMaterialpunkt des Körpers läÿt sih mitdenjenigen auf den Koordinaten�ähen an-geben, deren Spannungsvektoren s

1
, s

2und s
3
dann den Spannungszustand amMaterialpunkt P bestimmen [26, 41℄.

dA
s3

NP

s2

s1

s(N)

e3

e2

e1

Abb. 2.3: Spannungsvektor s auf einerbeliebigen Shnitt�ähe dA
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Um die Materialgleihungen aufzustellen, gehen wir von folgenden Prämissen aus.- Innerhalb des Körpers B wirkt am Volumenelement die volumenbezogene Mas-senkraft ρk.- Auf dem Randbereih ∂B

t agieren die Flähenlasten t̄, die nah dem Reaktions-prinzip mit dem Spannungsvektor s im Gleihgewiht sind: s = t̄ = TN .- Auf dem Randbereih ∂B
U ist die Vershiebung Ū vorgegeben.Mit diesen Feldlasten und Randbedingungen wird die Randwertaufgabe formuliert,die sih aus den Feldgleihungen und den Bedingungen an den Spannungs- und Ver-shiebungsrändern zusammensetzt, um die Lage eines Körpers und dessen Deformati-onsverhalten zu beshreiben. Mittels der zeitlihen Ableitung der Feldgleihungen undder Anfangsrandbedingungen wird die Anfangsrandwertaufgabe formuliert.Feldgleihungen für kleine VerzerrungenDie GleihungdivT + ρk = ρü (2.91)beshreibt die lokale Impulsbilanz in Gl. (2.72) bei kleinen Vershiebungen. Die zeitliheAbleitung der kinematishen Beziehungen gemäÿ Gl. (2.51) ergibt bei kleinen Vershie-bungen mit obigen Vereinfahungen:

ε̇ =
1

2

[

grad u̇ + (grad u̇)
T]

= ( grad u̇ )
sym (2.92)mit u̇ als Geshwindigkeitsvektor und ( )

sym als symmetrishem Anteil des Vershie-bungsgradienten. Gemeinsam ergeben die Bilanzgleihungen (2.91) und die kinema-tishen Beziehungen (2.92) die ratenabhängigen, werksto�freien Feldgleihungen desmehanishen Problems.RandbedingungenDie zeitlihen Ableitungen der Randbedingungen ergeben:
u̇ = ˙̄U am Rand ∂B

U (2.93)mit Ū als vorgegebene Vershiebung am Rand ∂B
U undṪN = ˙̄t am Rand ∂B

t (2.94)mit t̄ als Randlast am Rand ∂B
t mit dem Normalenvektor N .



28 2.6 Anfangsrandwertaufgabe der MehanikMaterialgleihung in RatenformDie ratenabhängige Materialgleihung4 ergibt sih zu:Ṫ =
4L(ε)[ ε̇ ] bzw. in Indexnotation: Ṫ

ij
= L

ijkl
ε̇
kl

(2.95)mit 4L(ǫ) und Komponenten L
ijkl

als Tangentenoperator, der ein Tensor vierter Ordnungist. Mit Hilfe der Gl. (2.95) werden die mehanishen Materialeigenshaften, also dasinstantane Verformungsverhalten eines Körpers, im Laufe der Zeit beshrieben. Auf-grund der Drehimpulsbilanz ist die Rate des Spannungsfeldes symmetrish, so dass immateriellen Körper B gilt:Ṫ = ṪT
⇔ Ṫ

ij
= Ṫ

jiund damit sind die Indizes des Tangentenoperators (L
ijkl

) paarweise vertaushbar, d.h.:
L

ijkl
= L

jikl
(2.96)Wegen der Symmetrie der Rate des Verzerrungstensors (ε̇ = ε̇

T
) gilt ebenso dieVertaushbarkeit des zweiten Indexpaares:

L
ijkl

= L
jilk

(2.97)Unter der Annahme einer linearen Kinematik berehnen sih die Verzerrungsraten ε̇als symmetrishen Anteil des Geshwindigkeitsgradienten - s. Gl. (2.51) und (2.92). Dieratenabhängige Materialgleihung Gl. (2.95) ergibt sih demnah zu:Ṫ =
4L(ε)[ ε̇ ] =

4L(ε)[1
2

(

grad u̇ + (grad u̇)
T)]

=
4L(ε)[ ( grad u̇ )

sym] (2.98)und in Indexshreibweise5:
Ṫ

ij
= L

ijkl
ε̇
kl
= 1

2

(
L

ijkl
u̇

k,l
+ L

ijkl
u̇

l,k

)
= L

ijkl
( u̇

k,l
)
sym (2.99)Fazit: Das vollständige Verhalten des beshriebenen Materials wird durh die Er-füllung der Bilanzgleihungen unter bestimmten Randbedingungen ausgedrükt. Diedaraus entstehenden Gleihungen werden nah der Zeit abgeleitet und als Anfangs-randwertaufgabe zusammengestellt, die durh die Gln. (2.91), (2.92), (2.93), (2.94) und(2.95) festgelegt worden ist.

4s. S. 425Es gelte (
∂u

k

∂x
l

)˙= u̇
k,l



Kapitel 3Ebenes Shädigungsmodell fürunidirektional verstärkte langfaserigeVerbundwerksto�eIn diesem Kapitel werden nah einer kurzen physikalishen Motivation des phänome-nologishen Shädigungsmodells die grundlegenden Gleihungen der Kontinuumsshä-digungsmehanik angegeben. Diese Gleihungen dienen als Basis für die Herleitungder geshädigten Materialgleihungen [42℄. Darüber hinaus werden mit Hilfe der zeitli-hen Ableitung die ratenabhängigen Materialgleihungen hergeleitet. Zuerst wird jedohein kurze ingenieuranshaulihe Deutung der Elastizitätsmoduli im ebenen orthotropenSpannungszustand gegeben.3.1 Elastizität und Shädigung3.1.1 Orthotrop elastishes Materialverhalten im ebenen Span-nungszustandDas Materialverhalten von unidirektionalen Laminatshihten ist dadurh harakteri-siert, dass drei bzw. zwei rehtwinklig Symmetrieebenen und fünf bzw. vier unabhän-gige Materialkonstanten im 3D bzw. 2D Fall existieren - s. Abshnitt 2.5.2 und Tab.2.1 [1, 30℄. Dieses Verhalten ist typish für unidirektionalen Faserverbundwerksto�, beidenen eine der Koordinatenahsen der Faserrihtung entspriht. Im ebenen Fall ergibtsih die Stei�gkeitsmatrix Gl. (2.86), wenn die Fasern in x
1
−Rihtung verlaufen zu:COrt. = 




C
1111

C
1122

0

C
2211

C
2222

0

0 0 C
1212









. (3.1)Die in Gl. (3.1) enthaltenen Materialparameter können im linear elastishen Fall anhandder Superposition untershiedliher Zugversuhe bestimmt werden. Der Zugversuh inFaserrihtung führt zu Längs- und Querdehnungen:
ε
11
=

T
11

E
1

und ε
22
= −ν

12
ε
11
, 29



30 3.1 Elastizität und Shädigungwährend der Zugversuh in Querrihtung zu folgenden Werten führt:
ε
11
= −ν

21
ε
22

und ε
22
=

T
22

E
2

.Die Superposition beider Versuhe (in Faser- und in Querrihtung) führt shlieÿlih zu:
ε
11
=

T
11

E
1

− ν
21

E
2

T
22

und ε
22
= −ν

12

E
1

T
11
+

T
22

E
2

.Aus der Struktur der Stei�gkeitsmatrix Gl. (3.1) ist es o�ensihtlih, dass in der Theo-rie kleiner Verformungen die Normalspannungen ausshlieÿlih Dehnungen erzeugen,während Shubspannung ausshlieÿlih Gleitung hervorruft[1℄. Somit kann die Materi-algleihung im ebenen Fall mit Hilfe des Shubmoduls G
12
in Matrizenform vollständigdargestellt werden - s. Gl. (3.2).
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(3.2)
ǫ = S TIn vereinfahter Indexshreibweise lauten die Nahgiebigkeiten S

ij
(i = 1, 2 , j = 1, 2)und S

44
demgemäÿ:

S
11
=

1

E
1

, S
12
= −ν

21

E
2

, S
21
= −ν

12

E
1

, S
22
=

1

E
2

und S
44
=

1

G
12

. (3.3)Durh die Inversion der Nahgiebigkeitsmatrix S−1

= C ergeben sih in Ingenieurno-tation die nahfolgenden Stei�gkeitskomponenten C
ij
, die dann die Stei�gkeitsmatrixbilden:

C
11

=
E

1

1− ν
12
ν
21

, C
12
=

ν
12
E

2

1− ν
12
ν
21

, C
21
=

ν
21
E

1

1− ν
12
ν
21

,

C
22

=
E

2

1− ν
12
ν
21

und C
44
= G

12
. (3.4)3.1.2 Shädigung des elastishen VerhaltensDie Kontinuumsshädigungsmehanik beshreibt die Entwiklung von Fehlstellen (Ris-se, Löher) in Materialien und den damit einhergehenden Stei�gkeitsverlust. Fernerbeshreibt sie auh die Auswirkung der Versagensvorgänge auf der Makroskala. Dabeikommt es zu einem völligen Verlust der Materialstei�gkeit und häu�g zur Akkumulationder Shädigung in Versagensbändern oder Versagenszonen[16, 17℄. Bei der idealisiertenBetrahtung des Shädigungsvorgangs von Materialien wird angenommen, dass sih die



31Shädigung lediglih auf die elastishen Materialparameter auswirkt [18, 38, 45, 57, 60℄.Dies bedeutet, dass eine Degradation der elastishen Materialparameter statt�ndet,entsprehend der Vorstellung, dass die Shädigung eine Auswirkung der Reduktion deratomaren Verbindungen auf molekularer Ebene ist [50, 52, 58℄.Die Grundlagen der Kontinuumsshädigungsmehanik werden beispielweise in[36, 37, 40℄ dargelegt. Dort wurde zur phänomenologishen Beshreibung der Degra-dation von Materialeigenshaften eine skalare Gröÿe δ eingeführt, die das Niveau derShädigung angibt. Dabei gilt:- Bei δ = 0 ist das Material ungeshädigt.- Bei δ = 1 ist das Material vollständig geshädigt.Zur Berüksihtigung anisotroper Shädigung werden isotrope Shädigungsmodelleerweitert. Dabei werden vektor- oder tensorwertige Shädigungsvariablen eingeführt.3.2 ModellannahmenWie in Abshnitt 3.1.2 bereits erläutert, werden die elastishen Materialparameter alsShädigungsvariablen angenommen. Das verwendete Materialmodell - s. [35℄ und [42℄- basiert auf der Beshreibung der Degradation von Elastizitätskennwerten in den ein-zelnen Vorzugsrihtungen. Demgemäÿ werden Shädigungsvariablen in den einzelnenVorzugsrihtungen (Faserrihtung, Querrihtung) und für die Sherung eingeführt. Die-se Variablen geben zusammen mit den damit verbundenen Abminderungen der Elasti-zitätskennwerte das Versagensverhalten an. Es wird weiterhin von der unverändertenSymmetrieklasse des Elastizitätsmodells infolge der Shädigungsvorgänge ausgegangen,d.h. diese ändern die elastishen Vorzugsrihtungen niht [13, 32℄. Alle Untersuhungenbeshränken sih weiterhin auf die ebene Elastizitätstheorie, genauer gesagt auf denebenen Spannungszustand.
ε
22

ε
22Abb. 3.1: Rissbildung durh Querdeh-nungen

ε
11 ε

11Abb. 3.2: Rissbildung durh Längs-dehnungenDas Versagensverhalten von Laminatshihten wird entsheidend von den bereits vor-handenen Defekten (Fehlstellen, Löher , Mikrorissen) bestimmt, die sih unter Kraft-beanspruhung zu Makrorissen ausbilden [18, 19, 20, 42℄. Deshalb wird das Phänomender Rissbildung auf Laminatebene genauer betrahtet, um die Herabsetzung der Stei�g-keit des Laminats realitätsnah abzubilden [28, 29, 32℄. Im Hinblik auf die Festigkeit desgeshädigten Laminats wird die Wirkung von Rissen, sowohl parallel als auh senkreht



32 3.2 Modellannahmenzur Faser analysiert [34, 54, 57℄. Die Untersuhung soll Rükshlüsse über das Lami-natverhalten unter Beanspruhung durh Dehnungen in Abb. 3.1 und Abb. 3.2 liefern.Hierbei erkennt man unter dem Ein�uss einer Belastung, dass Risse in Faserrihtung,die durh Querdehnungen ε
22

verursaht werden eine untergeordnete Auswirkung aufdie Stei�gkeit in Faserrihtung haben. Somit werden die Querdehnungen keinen Ein�ussauf den Stei�gkeitsverlust in Faserrihtung haben. Folglih sind Längsdehnungen verant-wortlih für Risse quer zur Faserrihtung. Die Stei�gkeitsdegradation in Faserrihtungist also nur durh die Längsdehnungen beein�usst (Ê
1
(ε

11
)), wohingegen die Stei�g-keit in Querrihtung ausshlieÿlih mit den Querdehnungen verbunden ist (Ê

2
(ε

22
)). Eswird in der Literatur oft das Versagensphänomen durh geshädigte, veränderlihe Grö-ÿen, wie beispielweise den Materialeigenshaften als Shädigungsparameter angeführt.Demnah ist aus den zuvor getro�enen Annahmen die Stei�gkeit in Faserrihtung bzw.Querrihtung ein Funktional der maximalen erreihten Längs- Ẽ

1
(ε

11max
) bzw. Quer-dehnungen Ẽ

2
(ε

22max
) [35, 42℄. Im Folgenden werden die Elastizitätskennwerte, die alsShädigungsvariablen zur Verfügung stehen, niht nur mathematish beshrieben, son-dern deren Abhängigkeit auh graphish veranshauliht.3.2.1 Shädigung in FaserrihtungDer in diesem Abshnitt zu betrahtende Elastizitätskennwert Ê

1
für die Stei�gkeit inFaserrihtung ist ein Funktional der Längsdehnungsgeshihte:

Ê
1
=

˜̂
E

1
(ε

11max
) mit ε

11max
= max

s≤t [ ε11
(s) ].Wie shon angedeutet, ist Ê

1
von der maximalen, bereits aufgetretenen Faserdehnung

ε
11max

abhängig. Der Einfahheit halber wird ein stükweise linearer Verlauf für Ê
1
inAbhängigkeit der maximalen Längsdehnungen angenommen. Mit Hilfe der Steigung

m
1
=

1

ε
11f

− ε
11b

(3.5)wird ein Materialparameter eingeführt, der die mathematishe Beshreibung der De-gradation von Ê
1
vereinfaht - s. Gl. (3.6). Die graphishe Darstellung ist der Abb. 3.3zu entnehmen.
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ε
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ε
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Abb. 3.3: Shadensverlauf in Faserrihtung
Ê

1
=







E
1

: ε
11max

≤ ε
11b

E
1
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1

(
ε
11f

− ε
11max

)
: ε

11b
≤ ε

11max
≤ ε

11f

0 : ε
11max

≥ ε
11f

(3.6)
Entsprehend des Degradationsbegri�s beginnt der Abfall des Elastizitätskennwerts Ê

1nahdem die Längsdehnung den Wert ε
11b

erreiht hat. Dieser Wert wird als Anfangs-dehnung der Degradation in Faserrihtung bezeihnet. Vom Wert ε
11b

an soll der Abfalllinear bis zum endgültigen Versagen des Materials bei ε
11f

verlaufen - s. Abb. 3.3.



333.2.2 Shädigung in QuerrihtungAnalog zu den Betrahtungen im vorangegangenen Abshnitt ist der degradierte Elasti-zitätsmodul quer zur Faserrihtung Ê
2
ebenfalls ein Funktional der Dehnungsgeshihteund dementsprehend auh von der maximal aufgetretenen Querdehnung ε

22max
abhän-gig:

Ê
2
=

˜̂
E

2
(ε

22max
) mit ε

22max
= max

s≤t [ ε22
(s) ]Die Abb. 3.4 stellt den angenommenen Verlauf der Dehnstei�gkeit Ê

2
quer zur Faser-rihtung in Abhängigkeit der Querdehnung ε

22max
dar. Die Einführung der Steigung

m
2
=

1

ε
22f

− ε
22b

(3.7)ermögliht die Vereinfahung der mathematishen Beshreibung der Degradation fürden prozessabhängigen Elastizitätsmodul Ê
2
- s. Gl. (3.8).
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Abb. 3.4: Shadensverlauf in Querrihtung
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0 : ε
22max

≥ ε
22f

(3.8)
Beginnend mit der sogenannten Anfangsdehnung der Degradation ε

22b
fällt der Ela-stizitätsmodul Ê

2
linear ab bis das Versagen durh Bruh bei der Querdehnung ε

22ferreiht wird.3.2.3 ShershadensverlaufAnders als bei den zuvor erwähnten Shadensformen wird bei Sherbelastung die Sher-stei�gkeit eines Materials niht nur von der Shubverzerrung ε
12max

, sondern auh vonden Längs- ε
11max

und Querdehnungen ε
22max

beein�usst - s. [35, 42℄. Es ersheint des-halb als notwendig, eine von allen Dehnungen abhängige Vergleihsdehnung ε
12v

zude�nieren, die vom einfahen und homogenen Shubversuh ausgeht. Dabei werden alleDehnungskomponenten im ebenen Fall berüksihtigt und die Vergleihsdehnung wirdwie folgt ausgedrükt:
ε
12v

=
√

(ε
11max

− ε
22max

)2 + ε2

12max
(3.9)Diese Formulierung ist sinnvoll, weil auf die Sherstei�gkeit G

12
= 1

S
44

sowohl Faser-als auh Matrixrisse einwirken, die durh die Dehnungen ε
11max

und ε
22max

verursahtwerden. Die Sherstei�gkeit Ĝ
12

soll eben deshalb von der Vergleihsdehnung abhängigsein. In [42℄ wird darauf detaillierter eingegangen. Analog zu den Abshnitten 3.2.1 und



34 3.3 Annahmen für das Querdehnverhalten3.2.2 ist der Shershadensverlauf Ĝ
12
von der Vergleihsdehnungsgeshihte abhängigund deswegen ein Funktional der maximalen, bereits aufgetretenen Vergleihsdehnung

ε
12v max

= max
s≤t [ε12v

(s)] ,wobei Ĝ
12
=

˜̂
G

12
(ε

12v max
) gilt. Mit der Steigung in Gl. (3.10)

m
12
=

1

ε
12vf

− ε
12vb

(3.10)erhält man einen neuen Materialparameter, mit dem die Modellbeshreibung in Gl.(3.11) vereinfaht wird. Der Verlauf der Shubstei�gkeit wird wie folgt angenommen -s. Abb. 3.5.
ε
12vf

ε
12vb

ε
12v max

Ĝ
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Abb. 3.5: Shadensverlauf in Sherrihtung
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(3.11)
Von einem festen, bestimmten Wert ε

12vb
an, auh Anfangsvergleihsdehnung der Degra-dation genannt, fällt die Vergleihsdehnung linear bis zum endgültigen Versagen ε

12vfab, wo der degradierte e�ektive Shubmodul null wird.Anhand der vorgegebenen Anfangswerte für die Elastizitätsmoduli
E

1
, E

2
und G

12und der angenommenen Steigungen
m

1
, m

2
und m

12sowie der Anfangs- und Endwerte
ε
11b

, ε
11f

, ε
22b

, ε
22f

, ε
12vb

, ε
12vfist das Modell bis auf das Querdehnverhalten eindeutig beshrieben, das im Folgendennäher untersuht werden soll.3.3 Annahmen für das QuerdehnverhaltenBei der vorliegenden Shädigungsmodellierung werden die prozessabhängigen Material-eigenshaften als Shadensvariable verwendet, die nun in die Komponenten der nah-folgenden Materialgleihungen eingebraht werden müssen [15, 54℄,
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ε
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γ
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}T = Ŝ {T
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12
}T , (3.12)



35mit der Annahme, daÿ sih die Symmetrieeigenshaften des Materials während derShädigungsentwiklung niht ändern und demzufolge die geshädigte Nahgiebigkeits-matrix die FormŜ =
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(3.13)annimmt. S ist die entsprehende ungeshädigte Nahgiebigkeitsmatrix wie in Gl. (3.2).Die Nahgiebigkeiten in Gl. (3.13) stehen in unmittelbarem Zusammenhang zu denProzess abhängigen Elastizitätsgröÿen in den Gl. (3.6), (3.8) und (3.11) ebenso wie dieElastizitätskonstanten zu den S
ij
−Werten in Gl. (3.3) im ungeshädigten Fall:

Ŝ
11
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Ê
1

, Ŝ
12
= − ν̂

21

Ê
2

, Ŝ
21
= − ν̂

12

Ê
1

, Ŝ
22
=

1

Ê
2

und Ŝ
44
=

1

Ĝ
12

(3.14)Die Komponenten von S sind Ingenieurgröÿen, die durh Superposition von einaxialenBeanspruhungen hergeleitet worden sind. Durh die Inversion der erhaltenen Nahgie-bigkeitsmatrix ergeben sih die Komponenten der Stei�gkeitsmatrix C - s. Abshnitt3.1.1. Wie man in Gl. (3.14) erkennen kann, ergeben sih die Nahgiebigkeiten au-ÿerhalb der Hauptdiagonalen (Ŝ
12

und Ŝ
21
) als Quotient von zwei untershiedlihenMaterialkennwerten, nämlih aus dem Querdehnparameter und aus dem degradiertenElastizitätsmodul. Es ist zu vermuten, dass die Degradationen der beiden Eigenshaf-ten demnah gekoppelt ist. Physikalishe Shlüsse hierzu werden im Folgenden nähererläutert.3.3.1 Modellvorstellung für das QuerdehnverhaltenDas Phänomen der Querkontraktion beshreibt das Verformungsverhalten eines Kör-pers quer zur Belastungsrihtung unter dem Ein�uÿ einer Zugkraft bzw. Drukkraft.Der Körper reagiert in Rihtung der Kraft mit einer Längenänderung und senkreht da-zu mit einer Verringerung oder Vergröÿerung seines Durhmessers. Die relative Durh-messeränderung ist proportional zu der relativen Längenänderung, wobei der Propor-tionalitätsfaktor eine dimensionslose Gröÿe ist, bekannt als Querkontraktionszahl. Fürunidirektionales Laminat (orthotropes Material) wird je nah Belastungsart die groÿevon der kleinen Querkontraktionszahl [1, 53℄ untershieden. Der groÿen Querkontrakti-onszahl liegt Belastung in Faserrihtung zugrunde. Der Last in Rihtung quer zur Faserliegt die kleine Querkontraktionszahl zugrunde, die das Verhältnis der Längenänderungin Faserrihtung bezüglih der Dehnung quer zur Faser bei Belastung quer zu Faserangibt. Die Berüksihtigung der Gl. (3.14) führt zu der Verknüpfung der Querkontrak-tionszahlen und der Elastizitätsmoduli eines geshädigten, unidirektionalen Laminats.Ausgehend von physikalishen Beobahtungen und Überlegungen wird vorausgesetzt,dass der Quotient ν̂

12
/Ê

1
(Nahgiebigkeiten auÿerhalb der Hauptdiagonale) währenddes gesamten Shädigungsprozesses unverändert bleibt - s. [18, 38℄. Risse parallel zuden Fasern behindern noh begüngstigen das unbehinderte Querdehnverhalten bei Be-lastung in Faserrihtung. Dieser Ansatz bedeutet, dass ν̂

12
und Ê

1
während der Defor-mation proportional zueinander sind. Dadurh ist auh die groÿe Querkontraktionszahl



36 3.3 Annahmen für das Querdehnverhalten
ν̂
12

ein Funktional
F [ ε

11
(τ) ]

t=τ

τ>−∞der Längsdehnungsgeshihte ebenso wie auh Ê
1
gemäÿ Gl. (3.6) es ist und es gilt:

ν̂
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= ˜̂ν
12
(ε

11max
) . Der Bruh ν̂

21
/Ê

2
(Nahgiebigkeiten auÿerhalb der Hauptdiago-nale) soll aus physikalishen Gründen - Potentialeigenshaft der Elastizitätstheorie -ebenfalls konstant sein. Das bedeutet ν̂

21
ist proportional zu Ê

2
. Somit ist die kleineQuerkontraktionszahl ν̂

21
auh ein Funktional

F [ ε
22
(τ) ]

t=τ

τ>−∞der Querdehnungsgeshihte sowie auh Ê
2
und es gilt: ν̂

21
= ˜̂ν

21
(ε

22max
) .Die Querkontraktionszahlen werden abhängig von der Dehnungsgeshihte im Folgen-den graphish aufgetragen - s. Abshnitte 3.3.2 und 3.3.3.3.3.2 Groÿe QuerkontraktionszahlWie bereits in Abshnitt 3.3.1 erwähnt, ist die geshädigte groÿe Querkontraktionszahl

ν̂
12

proportional zum Stei�gkeitsabfall in Faserrihtung Ê
1
. Sie ergibt sih wegen derStetigkeitsvoraussetzungen aus den Gln. (3.3) und (3.22) und drükt sih dann wie folgtaus

ν̂
12
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11max
) = −S

21
Ê

1
(ε

11max
) , (3.15)mit der Nahgiebigkeit S

21
als Proportionalitätsfaktor. Der Verlauf der groÿen Quer-kontraktionszahl ν̂

12
soll sowohl in Abhängigkeit der maximalen Längsdehnungen ε

11maxals auh in Abhängigkeit der maximalen Querdehnungen ε
22max

abgebildet werden. Al-lerdings haben die Querdehnungen aus physikalishen Gründen keinen nennenswertenEin�uss auf die Querkontraktion bei Belastung in Faserrihtung des durh Risse parallelzu den Fasern geshädigten Materials. Deswegen wird auh die groÿe Querkontraktions-zahl unabhängig von der maximalen Querdehnungen. Daher lässt sih deren Verlauf inAbhängigkeit der Querdehnungen als konstant annehmen - s. Abb. 3.6. Die mathema-tishe Beshreibung von ν̂
12
ist in Gl. (3.16) angegeben und in Abb. 3.6 zur Darstellunggebraht.
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Abb. 3.6: Degradation der groÿen QuerkontraktionszahlFazit: Es ist aus obigen Annahmen o�ensihtlih, dass aus physikalishen Vorausset-zungen die groÿe Querkontraktionszahl ν̂
12

nur von der maximal erreihten Längsdeh-nung ε
11max

beein�usst ist und die Querdehnungen keine Wirkung haben.3.3.3 Kleine QuerkontraktionszahlAnalog zur obigen Ausführung soll ebenso die kleine Querkontraktionszahl ν̂
21

propor-tional zur Stei�gkeit in Querrihtung Ê
2
sein wie bereits erläutert. Mit Hilfe der Gln.(3.3) und (3.22) ergibt sih für die kleine Querdehnzahl der folgende Zusammenhang:

ν̂
21
(ε

22max
) = −S

12
Ê

2
(ε

22max
) (3.17)mit der Nahgiebigkeit S

12
als Verhältnisgröÿe. Aus physikalishen Annahmen bietetsih die mathematishe Beshreibung der kleinen Querkontraktionszahl wie folgt an:
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≤ ε
22f

0 : ε
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≥ ε
22f

(3.18)Denn es wird auh an der Haupsymmetrie des konstitutiven Tensors im Sinne derUberlegungen von Gl. (2.83) festgehalten. Die graphishe Darstellung erfolgt niht nurin Abhängigkeit der maximalen Querdehnung ε
22max

, sondern auh in Abhängigkeitder gröÿten Längsdehnung ε
11max

, die laut Modellvorstellung keinen Ein�uss auf dieStei�gkeit in Querrihtung haben soll - s. Abshnitt 3.3.1. Es entsteht daraus die ma-thematishe Darlegung in Gl. (3.18) mit der Veranshaulihung in Abb. 3.7.
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Abb. 3.7: Degradation der kleinen Querkontraktionszahl



38 3.4 Darstellung der Nahgiebigkeiten des Faserverbundwerksto�sFazit: Da die Shubverzerrung ε
12
keine Einwirkung auf die Querkontraktionszahlenhat, ist die kleine Querkontraktionszahl nur von der maximalen Querdehnung ε

22maxabhängig und ebenso die groÿe Querkontraktionszahl nur von der maximalen Längs-dehnung ε
11max

.3.3.4 Resümee zum Shädigungsein�uÿ auf das Querdehnver-haltenWie bereits in Gl. (3.14) erwähnt, sind die Querdehnparameter und die Elastizitäts-moduli in den Komponenten auÿerhalb der Hauptdiagonale der Nahgiebigkeitsmatrixgekoppelt. Demnah neutralisieren sih deren Degradationen im Verlauf des Shädi-gungsprozesses, was dazu führt, dass die Matrixkomponenten auÿerhalb der Hauptdia-gonale unverändert bleiben; d.h. Nahgiebigkeiten auÿerhalb der Hauptdiagonale blei-ben während eines Shädigungsprozesses unverändert, bzw. nur Komponenten auf derHauptdiagonale der Nahgiebigkeitsmatrix (S
11
, S

22
, und S

44
) degradieren währendeines Shädigungsprozesses. Also gilt:

S
12
= Ŝ

12
und S

21
= Ŝ

21
. (3.19)Daraus folgt mit Hilfe der Gln. (3.3) und (3.14) der folgende Zusammenhang1 für diegeshädigten Querkontraktionszahlen und Elastizitätsmoduli:
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=
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Ê
2
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12

E
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=
ν̂
12

Ê
1

. (3.20)Ferner gilt aufgrund der Wegunabhängigkeit der Belastung im Fall des elastishen Ma-terialverhaltens die Symmetrie des Nahgiebigkeitstensors in Matrizenform:
S

12
= S

21
und Ŝ

12
= Ŝ

21
. (3.21)Die Verknüpfung der Gln. (3.19), (3.20) und (3.21) führt zu folgendem Zusammenhang:
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Ê
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Ê
2

=
ν
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E
2

(3.22)und somit zu einem orthotropen, elastishen ebenen Materialmodell mit Shä-digung .3.4 Darstellung der Nahgiebigkeiten des Faserverbund-werksto�sFür die im vorigen Abshnitt erwähnte geshädigte Nahgiebigkeitsmatrix Ŝ sind dieEinzelkomponenten in Gl. (3.14) angegeben. Nah den bereits getro�enen Annahmenzur Shädigungsevolution bleiben die Komponenten auÿerhalb der Hauptdiagonale wäh-rend des Shädigungsprozesses unverändert. Somit lassen sih die Nahgiebigkeiten Ŝ
12und Ŝ

21
wie folgt darstellen.

Ŝ
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E
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= S
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(3.23)Selbstverständlih gilt auh für den geshädigten Verbundwerksto�: Ŝ
12
= Ŝ

211Komponenten aus den Seiten 30 und 35
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ii
, i = 1, 2 und Ŝ

44
) verändern sihwährend der Prozessgeshihte. Diese Änderungen lassen sih mathematish allgemeinbeshreiben,
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12vfund durh die folgenden Kurvenverläufe veranshaulihen - s. Abb. 3.9.
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Abb. 3.9: Nahgiebigkeiten auf der Hauptdiagonale



40 3.4 Darstellung der Nahgiebigkeiten des Faserverbundwerksto�sMit zunehmender Norm der Dehnungsgeshihte erkennt man unshwer in Abb. 3.9,dass die Nahgiebigkeiten auf der Hauptdiagonalen Ŝ
11
, Ŝ

22
und Ŝ

44
ab der Anfangs-degradation ε

11b
, ε

22b
und ε

12vb
ansteigen und bei der Versagensdehnungen ε

11f
, ε

22fund ε
12vf

gegen unendlih streben. Die Nahgiebigkeiten Ŝ
11
, Ŝ

22
und Ŝ

44
sind am Endeder Degradation über alle Maÿe groÿ.Die Nahgiebigkeitsmatrix des geshädigten Laminats lautet also:
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(3.24)



Kapitel 4Materialgleihung fürVerbundwerksto�e mit ShädigungDie Idealisierung des Werksto�verhaltens für spröde, unidirektional verstärkte Duro-mere anhand eines geshädigten Elastizitätsmodells - s. [35℄ und [42℄ - soll hier in dieFormulierung der Gleihgewihtsbedingungen eingebraht werden. Daraus erhält mandie Materialgleihung für den geshädigten Werksto� und mittels der zeitlihen Ablei-tung deren ratenabhängige Form. Dafür werden die Komponenten des Materialstei�g-keitstensors und des instantanen Materialstei�gkeitstensors angegeben.4.1 Orthotrope ebene Materialstei�gkeit des geshä-digten LaminatsFür die weitere Anwendung muÿ das Shädigungsmodell stei�gkeitsbasiert vorliegenund die Shädigungsentwiklung ist verzerrungskontrolliert zu formulieren. Zu jedemMaterialpunkt können zu einem vorgegebenen Verzerrungszustand bei Kenntnis derBelastungsgeshihte die Spannungen und die Materialstei�gkeitstangente eindeutig be-stimmt werden:T = Ĉ ǫ (4.1)mit
Ĉ =
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44







als geshädigte Stei�gkeitsmatrix. Analog zur Gl. (3.4) ergeben sih die Komponentender geshädigten Stei�gkeitsmatrix durh die Inversion der geshädigten Nahgiebig-keitsmatrix in Gl. (3.24) ( Ŝ−1

= Ĉ):
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= Ĝ

12
. (4.2)41



42 4.2 Herleitung der ratenabhängigen MaterialgleihungDie abgeleiteten Beziehungen beshreiben somit ein orthotropes, stei�gkeitsbasiertesShädigungsmodell, wobei die Normalspannungen T
11
und T

22
von der Shubspannung

T
12
in den Materialgleihungen entkoppelt sind.Fazit: Die elastishen Materialkonstanten Ê

1
und Ê

2
(Elastizitätsmoduli in Faser-und Querrihtung) sind unabhängig vom zeitlihen Verlauf der Shubverzerrung ε

12max
,während der eingeführte e�ektive Shubmodul Ĝ

12
von der Vergleihsdehnung ε

12v maxbeein�usst ist, die wiederum eine Funktion der Shubverzerrungen ε
12max

sowie derLängs- und Querdehnungen ε
11max

bzw. ε
22max

ist - s. Gl. (3.9).4.2 Herleitung der ratenabhängigen MaterialgleihungEs wird die konstitutive Relation für die Shädigung im Materialmodell laut Gl. (4.1)betrahtet:T = Ĉ ǫ .Leitet man diese Relation nah der Zeit ab ˙( ) =
dd t( ) , so entsteht die ratenabhängigeMaterialgleihung - s. Gl. (2.95) -, die im Folgenden in Voigtsher Notation,Ṫ = L(ε) ǫ̇ , (4.3)angegeben wird. Sie dient als Basis für die Singularitätsanalyse und wird in Gl. (4.7)in Komponentenshreibweise angegeben. Wie zuvor erwähnt - s. Gl. (2.95) - ist derinstantane Materialtensor 4L(ε) von der Dehnung ε abhängig.Durh die Voigt-Notation wird die tensorielle Materialgleihung in die Vektor-Matrix-Form überführt. Somit wird der Materialstei�gkeitstensor als Matrix - s. Gl. (4.7) - undder Dehnungstensor als Vektor unter Bezugnahme auf die kinematishe Beziehung wiefolgt dargestellt1:
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. (4.4)Die zeitlihe Ableitung der Materialgleihung (4.1) ergibt nun die ratenabhängige FormṪ =
˙̂C ǫ + Ĉ ǫ̇ (4.5)mit ǫ̇ als Dehnungsgeshwindigkeitsvektor. Der wesentlihe Vorteil von Gl. (4.3) ge-genüber der Beziehung in Gl. (4.1) besteht darin, dass diese Gleihung linear in derwesentlihen Variablen ǫ̇ ist und die Zustandsänderungen beshreibt. Aus der Gl. (4.3)können daher harakteristishe Änderungen im Materialverhalten, wie sie bei Bruh-vorgängen erwartet werden, mit Methoden der linearen Algebra ermittelt werden.1s. Fuÿnote Seite 28



434.2.1 Bestimmung des instantanen Materialstei�gkeitstensorsFür den instantanen Materialstei�gkeitstensor L gemäÿ Gl. (4.3) und Gl. (4.5) werdenunter Verwendung von Gl. (4.4) die Komponenten hergeleitet:








Ṫ
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es folgt:
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.

Mit Hilfe der nahstehenden Bezeihnungen für die einzelnen partiellen Ableitungen dergeshädigten Stei�gkeitskomponenten,
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44 4.2 Herleitung der ratenabhängigen Materialgleihungbesteht nah Umstellung folgender Zusammenhang :
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= L(ε) ǫ̇ . (4.7)Für die einzelnen Komponenten des instantanen Materialstei�gkeitstensors
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44
+ 1

2
χA

4412
(u

1,2
+ u

2,1
) , L

1112
= L

2212
= 0 .

(4.8)
Aus Gl. (4.8) folgt, dass der instantane Materialstei�gkeitstensor stets von der Form
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454.2.2 Komponenten des instantanen Materialstei�gkeitstensorsEs wird hier zunähst die Aufteilung des Verzerrungsraumes ǫ - s. Abb. 4.1 - vorgestelltund dann die zugehörigen Matrizen angegeben.Aufteilung des Verzerrungsraumes in Teilgebiete ǫ I bis ǫ V III
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In der Abb. 4.1 ist die prinzipielle Aufteilung des Raumes ǫ dargestellt. Diebeiden Flähen ε
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und ε
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Tangentenstei�gkeitsmatrixEs ist
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= L(ε)ǫ̇ (4.21)
mit L(ε) aus Gl. (4.7). Die Tangentenstei�gkeitsmatrix L(ε) ist gemäÿ Gl. (4.7) bzw.



49Gl. (4.8) für alle Teilräume ǫK , K = I, . . . , V III, zu ermitteln. Insbesondere ist in
ǫK , K = I, . . . , IV , wegen χ = 0
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(4.32)
Anmerkung: Man beahte, dass die Tangentenstei�gkeitsmatrix L(ε) beim Über-gang von einem Teilgebiet ǫK zu einem anderen Teilgebiet ǫK′ niht mehr stetig ist.



52 4.2 Herleitung der ratenabhängigen MaterialgleihungDas in Abshnitt 4.1 eingeführte und bisher angewendete Materialmodell beshreibtdas Werksto�verhalten niht vollständig, da es die Bruhmodellierung niht enthält - s.[35℄. Wird die Beshreibung der Entstehung und Ausbreitung eines Bruhes als zusätz-lihes Kriterium hinzugenommen, ist eine realistishe Strukturberehnung bis in denNahbruhbereih hinein möglih.In Kapitel 5 werden vershiedene Bruherkennungsmethoden vorgestellt, die, wie wirsehen werden, die Entstehung und Ausbreitung eines Bruhes beshreiben und somitzusätzlihe Modellbeshreibungsinstrumente darstellen (s. [51, 61℄).Aus der detaillierten Analyse dieser Bruherkennungsmethoden stellt sih eine Methodeals besonders geeignet heraus, da sie sowohl den Eintritt des Bruhes als auh die ent-sprehende Rissrihtung anzeigt. Mit der Kenntnis über den Bruhursprung kann dannanhand von weiteren bekannten Methoden aus der Kontinuumsmehanik die zeitliheEntwiklung des Materialverhaltens eindeutig bestimmt werden.



Kapitel 5Methoden zur Bruherkennung
5.1 Werksto�versagenDie in Kapitel 4 dargelegten Modellgleihungen beshreiben das Verhalten des unidirek-tionalen Faserverbundwerksto�s unter der Voraussetzung, dass alle Annahmen, die inKapitel 3 zu ihrer Herleitung gemaht werden mussten, gültig bleiben. Im Shädigungs-fall wird das Materialverhalten verändert mit der Folge, dass die getro�enen Annahmenihre Gültigkeit verlieren. Daraus folgt das Auseinanderbrehen eines Materials durhRissbildung. Der eigentlihe Bruhverlauf ist bisher aus dem verwendeten Modell nihtermittelbar, da die physikalishen Phänomene, die diesen bedingen, im Modell nihtenthalten sind. Deshalb werden hier diese Bruhphänomene niht modelliert, sonderndie Risserkennung wird ganz auf die bisher dargestellten Ansätze beshränkt. Diese An-sätze werden aber um Kriterien ergänzt, die Materialversagen anzeigen.Unter einem Versagenskriterium versteht man einen mathematishen Ausdruk, derdurh die Variablen des ungeshädigten Materialverhaltens de�niert ist. Tri�t diesesVersagenskriterium zu, so shlieÿt man auf das Auftreten eines Materialbruhs. DieseInformation muss dann in das Materialmodell eingearbeitet werden, indem die Materi-albruhkante zum Rand des Materials hinzugenommen wird, bevor das Materialmodellwieder als gültig vorausgesetzt werden kann.Das Versagenskriterium selbst kann niht aus dem Materialmodell abgeleitet werden,sondern muss als eine zusätzlihe Annahme zur Materialbeshreibung hinzugenom-men werden. Die Wahl des �rihtigen� Versagenskriteriums muss sih im Vergleihmit Messdaten aus Materialbruhversuhen erweisen. In der Literatur werden mehreremöglihe Versagenskriterien vorgeshlagen, die sih wesentlih untersheiden, indem sie1. für untershiedlihe Materialzustände den Werksto�bruh anzeigen,2. neben der Bruhanzeige weitere Zusatzinformationen liefern.Hier werden untershiedlihe Versagenskriterien vorgestellt und shlieÿlih wird die Be-sonderheit der Bifurkationsanalyse als für unseren Anwendungsfall geeigneteste Metho-de begründet. 53



54 5.2 Grundsätzlihe Überlegungen zu Shädigungskriterien5.2 Grundsätzlihe Überlegungen zu Shädigungskri-terienDer wesentlihe Grund dafür, dass die im Modell ermittelte Materialshädigung - dievom Abfall der Werte der Materialparameter (Elastizitätsmoduli E oder Querdehnzahl
ν) angezeigt wird - niht direkt als Versagenskriterium verwendet werden kann, liegtdarin, dass bei unseren Modellannahmen die Materialshädigung eine Eigenshaft desVolumenelements dv ist. Die Shädigung führt zu einer prinzipiellen Änderung desMaterialverhaltens, wenn genügend Shädigungsenergie vorliegt, um diese Änderungzu bewirken. Diese Energien sind immer bezogen auf das Volumenelement dv . Bruhbedeutet dagegen eine Trennung von Volumenteilen und ist daher mittels Ebenen imMaterial de�niert. Eine Ebene hat immer ein Volumenmaÿ identish Null ( dv ≡ 0 )und so vershwindet jedes Volumenintegral der Shädigungsvariablen über der Ebene.Die Modellvorstellungen führen somit niht zwangsläu�g zu einer eindeutigen Bezie-hung zwishen Shädigungsenergie und Energiefreisetzung beim Entstehen der neuenBruh�ähe.Dieses Resultat ist natürlih auh physikalish sinnvoll, denn in einem realen physika-lishen Körper wird sih die Shädigungsenergie, die die Energiezustände der Moleküledes Materials harakterisiert, im Material ausbreiten. Diese Ausbreitung und die Wir-kung der Shädigungsenergie auf den Sto�zusammenhalt ist aber sto�abhängig undkann somit niht in einem allgemeinen kontinuumsmehanishen Materialmodell ent-halten sein. In [42℄ haben Matzenmiller et al. daher zunähst ein einfahes und an em-pirishe Erfahrungen anpassbares Versagenskriterium gewählt: �Bruh tritt in einemkleinen Volumenelement dann auf, wenn die ermittelten Materialshädigungsparameter(Elastizitätsmoduli E oder Querdehnzahl ν ) in diesem Volumenelement eine gewisseShranke untershreiten.� Das Problem bei diesem Ansatz besteht darin, dass niht be-rüksihtigt werden kann, inwieweit der höhere Energiezustand, der im Material durhden Bruh entsteht (unter Einhaltung des Energieerhaltungssatzes) nun zu einer Ver-minderung der Shädigungsenergie im Umfeld des Bruhs führt. Das Versagen müssteals Bruh des Volumenelements dargestellt werden; damit wäre aber die Bruhenergievon der - in diesem Ansatz niht ermittelbaren - Bruhrihtung abhängig.
dvAbb. 5.1: Bruhverlauf eines Volu-menelementes dv mit kleiner Energie

dvAbb. 5.2: Bruhverlauf eines Volu-menelementes dv mit groÿer EnergieAus den dargelegten Vorüberlegungen erkennt man, dass Zusatzinformationen zur Rih-tungsangabe der Bruh�ähe aus dem Bruhkriterium benötigt werden, um eine Be-ziehung zwishen Shädigungsenergie und Bruh�ähe zu formulieren. Mittels dieserZusatzinformation und einer empirish ermittelten, materialabhängigen Funktion FB :Bruh�ähe = FB [ Shädigungsenergiedihte im Umfeld des Bruhs ]ist dann eine mathematishe Beshreibung des Bruhphänomens gegeben.



555.3 VersagenskriterienIn diesem Abshnitt werden Versagenskriterien, die den Rissbeginn markieren, vorge-stellt. Insbesondere wird auf die Frage eingegangen �wann entsteht ein Riss und inwelhe Rihtung breitet er sih aus �.Zur Beshreibung des Materialversagens kann grundsätzlih auf vershiedene Ansätzeder Singularitätsanalyse zurükgegri�en werden, mittels der das Lösungsverhalten derkonstitutiven Materialgleihungen Gl. (4.3) untersuht wird [33, 50, 52℄. Ist die Lö-sung eines Gleihungssystems niht eindeutig oder ändert sih die prinzipielle Strukturder Gleihung, so spriht man von einer Singularität. Um die Nihteindeutigkeit vonLösungen eines Gleihungssystems festzustellen, existieren in der Literatur viele Krite-rien, die jedoh überwiegend auf der Auswertung der Determinanten basieren. DiesemAnsatz folgend, werden hier einige Singularitätskriterien (Bruherkennungsmethoden)abgeleitet und ausführlih diskutiert. Dabei wird der Fokus auf die Suhe nah einemKriterium gerihtet, das die Übereinstimmung mit empirishen Daten erfüllt und auhdie Rissbildung als Zusatzinformation liefert. Diese Methode ist dann geeignet, im Ma-terialmodell die Entstehung und die Ausbreitung eines Bruhs zu beshreiben.Für unsere eigentlihe Vorgehensweise nutzen wir einige bekannte Versagensindikato-ren (Singularitätskriterien) aus der Literatur, die im Kern jedoh nur den Beginn deseigentlihen Bruhvorgangs markieren [2, 13, 17, 53, 59℄.1. MaximalspannungskriteriumDas Kriterium geht auf W.J.M. Rankine (1820-1872), G. Lamé (1795-1870)und C.L. Navier (1785-1836) zurük. Es wird angenommen, dass ein Bruh(Riss) eintritt, sobald eine Hauptspannung unabhängig vom Betrag der anderenHauptspannungen einen vomMaterial abhängigen Grenzwert erreiht. Dabei kannzwishen einem Grenzwert im Zugbereih (T
z
) und einem Grenzwert im Druk-bereih (T

d
) untershieden werden [24, 25℄. Wenn eine der Bedingungen

T = T
z

oder T = −T
derfüllt ist, gibt es Versagen. Dieses Charakteristikum beshreibt überwiegend dasspröde Versagen von Werksto�en. Die Vershiebungsgleihungen der elastishenShädigungstheorie, welhe die strukturmehanishe Verhaltensweise als Systempartieller Di�erentialgleihungen darlegen, können dabei die Eigenshaft der Ellip-tizität verlieren und somit niht eindeutig werden. Diese Änderung deutet jedohniht notwendigerweise auf ein Strukturversagen am Materialpunkt hin [45, 54℄.Bei dem hier angewendeten Materialmodell [35, 42℄ ist die Maximalspannung dannerreiht, sobald das ratenabhängige Materialgleihungssystem singulär wird. Dar-aus folgt, dass die Determinante des instantanen Materialstei�gkeitstensors nullsein muss. Aus det(L) = 0 werden die Singularitätskriterien unmittelbar abgelei-tet, die auh den Materialbruh kennzeihnen. Daher ist diese Maximalspannungnur von den instantanen Stei�gkeitskomponenten abhängig, die wiederum von denDehnungen beein�usst sind.2. Änderung des WahstumsverhaltensDas entfestigende Materialverhalten hat für die Stabilität der Lösung von Rand-oder Anfangsrandwertaufgaben weitreihende Konsequenzen. Bei kleinen Ände-rungen (Störung) der Eingangsparameter bleiben die Änderungen der stabilen



56 5.4 MaximalspannungskriteriumLösungen hinreihend klein, wohingegen die instabilen Lösungen zu groÿen Ab-weihungen in den Ergebnissen neigen. Während die stetige Abhängigkeit derLösung von den Ausgangsparametern bei Stabilität gewährleistet ist, ist diesebei Instabilität niht mehr gegeben. Der Stabilitätsverlust der Rand- oder An-fangsrandwertaufgabe ist durh die Lösung eines zugehörigen Eigenwertproblemsgegeben, wobei der Realteil der Eigenwerte im instabilen Fall positiv ist. Zur Un-tersuhung der Änderung des Wahstumsverhaltens werden die Eigenwerte deslinearisierten konstitutiven Gleihungssystems ausgewertet. Falls ein Eigenwertmit positivem Realteil vorhanden ist, shlieÿt man auf Stabilitätsverlust. DieserShluss ist jedoh für Eigenwerte mit kleinem Realteil und für kleine Intervalleproblematish, weil dann zwishen Instabilität und Stabilität niht auh qualitativuntershieden werden kann.3. BifurkationsanalyseDie Lösung der Rand- oder Anfangsrandwertaufgabe kann bei entfestigendemMaterialverhalten ihre Eindeutigkeit verlieren. Ein geeigneter Indikator zur Fest-stellung des Verlustes der Eindeutigkeit ist die Auswertung des sogenannten Lo-kalisierungstensors. Wir erhalten so ein lokales Versagenskriterium, weil die Aus-wertung an einem Materialpunkt erfolgt und wenden hier dieses Kriterium auf dieAbhängigkeit der Spannungsänderung Ṫ bezüglih des Dehnungszuwahses ε̇ an.Existieren zur Spannungsableitung Ṫ(x, t) in einem Raumpunkt (x, t) vershie-dene Dehnungsänderungen ε̇
1
, ε̇

2
, so wird hier die Annahme getro�en, dass eszum Verlust der Kopplung zwishen Ṫ und ε̇ und damit zu einem Materialbruhgekommen sein muss. Dieses Charakteristikum führt als Bruhersheinungstermzu einem quartishen Polynom, das von entsheidender Bedeutung für die Bestim-mung der Rissrihtung ist.Eines der wesentlihen Ergebnisse dieser Arbeit ist der Nahweis, dass die reellenNullstellen des quartishen Polynoms als Rissnormalen interpretiert werden kön-nen. Es wird ferner der Nahweis erbraht, dass das erstmalige Auftreten einerSingularität durh den Lokalisierungstensor bestimmbar ist, und zwar durh dieUntersuhung der Nullstellen der Determinante des Lokalisierungstensors.Die Singularität des Gleihungsystems Gl. (4.3) führt zu Kriterien oder Bedingungen,die von den Komponenten (L

1111
, L

1122
, L

2211
, L

2222
, L

1211
, L

1222
, L

1212
) des instantanenMaterialstei�gkeitstensors L abhängen. Die eindeutige Bestimmung der Komponentenvon L ist also von entsheidender Bedeutung für die Beurteilung des Materialversagens.5.4 MaximalspannungskriteriumWie zuvor erwähnt, ist das Erreihen der Maximalspannung gleihbedeutend mit demVershwinden der Determinante des instantanen Materialstei�gkeitstensors. Wir zeigen:Satz 5.1: Gegeben sei der instantane Materialstei�gkeitstensor im Raum ǫK

L
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57gemäÿ Gl. (4.8) bzw. Gln. (4.25) - (4.32).Das Gleihungssystem Ṫ = L(ε) ǫ̇ ist genau dann singulär, wenn mindestens eine derKomponenten in der Hauptdiagonalen (L
K

1111
, L

K

2222
, L

K

1212
) identish null ist.Beweis: Für die Determinante von L

K in ǫK gilt gemäÿ Gl. (4.8)
det L

K

= L
K

1212

(

L
K

1111
L

K

2222
− L

K

1122
L

K

2211

)

.Das Gleihungssystem (4.3) ist im Raum ǫK genau dann singulär, wenn die Determi-nante von L
K gleih null ist. Da

det L
K

= 0 ⇔ L
K

1212
(L

K

1111
L

K

2222
− L

K

1122
L

K

2211
) = 0 , (5.1)führt dies mit den Beziehungen (4.25) bis (4.32) im Raum ǫK , K = I, . . . , V III, zurBedingungsgleihung

L
K

1212
L

K

1111
L

K

2222
D

K
= 0, (5.2)wobei

D
I
:= 1− ν

12
ν
21
, D

K
:= D

K−IV
, K = V , . . . , V III . (5.3)Da nah Gl. (4.26) bis Gl. (4.28) und Gl. (5.3) D

K
6= 0 ist, folgt aus Gl. (5.2), dassSingularität genau dann vorliegt, wenn einer der Terme L

K

1111
, L

K

2222
oder L

K

1212
imVerzerrungsraum identish null ist, d.h.:

L
K

1111
= 0 oder L

K

2222
= 0 oder L

K

1212
= 0 . (5.4)Da nah Gl. (4.21)

L
1111

=
∂T

11

∂ε
11max

, L
2222

=
∂T

22

∂ε
22 max

, L
1212

= 1
2

∂T
12

∂ε
12max

,führen obige Überlegungen zur folgenden Maximalspannungshypothese.MaximalspannungshypotheseFür einen kritishen Verzerrungszustand (ε
11krit, ε22krit, ε12krit)T gilt

∂T
11

∂ε
11max

∂T
22

∂ε
22max

∂T
12

∂ε
12max

= 0 ; (5.5)d.h., mindestens eine der folgenden Beziehungen ist erfüllt:
∂T

11

∂ε
11max

= 0,
∂T

22

∂ε
22max

= 0,
∂T

12

∂ε
12max

= 0 .Bemerkungen- Durh Gl. (5.5) sind im Verzerrungsraum drei Bruhgrenz�ähen de�niert,die - entsprehend zusammengefügt - die ganze Bruhgrenz�ähe bilden.- Wegen der Unstetigkeit der Tangentenstei�gkeitsmatrix bei den Übergängen von
ǫ Kzu ǫ K′(s. Anmerkung S. 51) kann es zu Verletzungen der Bedingung (5.5)kommen.



58 5.4 Maximalspannungskriterium5.4.1 Beshreibung der Bruhgrenz�ähe im DehnungsraumDie notwendigen Bedingungen in Gl. (5.4) bzw. Gl. (5.5) werden durh die Matrix-komponenten auf der Hauptdiagonale von L
K gegeben, die entweder von Quer- undFaserlängsdehnung (ε

22max
, ε

11max
) wie im Fall von

L
K

1111
= f

1
(ε

11max
, ε

22max
) , L

K

2222
= f

2
(ε

11max
, ε

22max
)oder von Shub- , Quer- und Faserlängsdehnung (ε

12max
, ε

22max
, ε

11max
) wie bei

L
K

1212
= f

12
(ε

11max
, ε

22max
, ε

12max
)abhängig sind. Die in Tab. 7.1 aufgeführten Materialparameter aus [35℄ �nden hierAnwendung. Es werden dabei für untershiedlihe Querkontraktionszahlen Diagrammeerstellt, die zur Veranshaulihung der Zusammenhänge zwishen Längs- und Quer-dehnungen (Dehnungs-Kurven) oder Spannung und Dehnung (Spannungs-Dehnungs-Flähen) dienen.1. Die Flähe ∂T

11

∂ε
11max

= 0 in ǫ II , ǫV IAus der Bedingung
∂T

11

∂ε
11max

= 0 bzw. L
II

1111
= 0 (5.6)folgt nah Gl. (4.26)

ε
11f

− 2ε
11max

− ν
21
ε
22max

−m
1
ν
12
ν
21
(ε

11f
− ε

11max
)
2

= 0 . (5.7)Da Gl. (5.7) von ε
12max

unabhängig ist, wird dadurh eine auf der (ε
11max

, ε
22max

)−Ebenesenkreht stehende Bruhgrenz�ähe de�niert.- Im Spezialfall ν
21
= 0 erhält man als Bruhgrenzkurve in der (ε

11max
, ε

22max
)−Ebenedie Gerade ε

11krit = 1
2
ε
11f
.- Im Falle ν

12
= 0 und ν

21
6= 0 entspriht die Bruhgrenzkurve der Geraden

ε
22krit = 2

ν
21

(1
2
ε
11f

− ε
11krit).- Für ν

12
ν
21
6= 0 stellt die Bruhgrenzkurve ε

22krit(ε11krit) eine Parabel dar.Mit den Zahlenwerten ν
12
= ν

21
= 0.3 ist der Verlauf des in ǫII

,ǫV I interessieren-den Parabelastes in Abb. 5.3 skizziert.In den Abbildungen 5.4, 5.5 ist die Spannungs�ähe T
11
(ε

11max
, ε

22max
) über den Bereih

{(ε
11max

, ε
22max

) | 0 ≤ ε
11max

≤ ε
11f

, 0 ≤ ε
22max

≤ 1
2
ε
22f

}dargestellt, wobei sie in jedem Teilbereih mittels der entsprehenden Stei�gkeitsmatrixaus (4.17) bis (4.19) erzeugt wird.



59

0.005 0.010 0.015 0.020

−0.01

0.01
III VIII

I II VIV

IVVII

ε
11max

ε
11 max

= ε
22 max

1

2
ε
22f

ε
22b

ε
22max

ε
11b

1

2
ε
11f ε

11f

ǫ / ǫ ǫ / ǫ

ǫ / ǫǫ / ǫ

Abb. 5.3: Leitlinie der senkreht stehenden Bruhgrenz�ähe in den Verzer-rungsräumen ǫ II

/ǫV I bzw. ǫ IV

/ǫV III für ε
11krit ≥ ε

22krit und ν
12
= ν

21
= 0.3

0

5
10
15

0.005
0.010

0.015
0.020

0.005

0.010

T
11

ε
11max

ε
11f

ε
11b 1

2
ε
11f

ε
22max

1
2
ε
22fε

22b

0.005

0.01010
15

5
0

0.005
0.010

0.015
0.020

T
11

ε
11max

ε
11f

ε
11b

1
2
ε
11f

ε
22max

1
2
ε
22f

ε
22b

Abb. 5.4: Spannungs-Dehnungs-Diagramm T
11
(ε

11max
, ε

22max
) für

ν
12
= ν

21
= 0

0.005

0.010

0.005
0.010

0.015
0.020

0
5

10
15
20

T
11

ε
11max

1
2
ε
11f

ε
11f

ε
11b

ε
22max

1
2
ε
22f

ε
22b

0.010

0.0050
5

10
15
20

0.005
0.010

0.015
0.020

T
11

ε
11f

ε
11max

1
2
ε
11f

ε
11b

ε
22max

1
2
ε
22fε

22bAbb. 5.5: Spannungs-Dehnungs-Diagramm T
11
( ε

11max
, ε

22max
) für

ν
12
= ν

21
= 0.3Auf der T

11
-Flähe werden auh die kritishen Punkte, die über der Bruhgrenzkurveliegen, eingetragen; den Abb. 5.5 liegt die Bruhgrenzkurve aus Abb. 5.3 zugrunde.



60 5.4 Maximalspannungskriterium2. Die Flähe ∂T
22

∂ε
22max

= 0 in ǫ III , ǫV IIAus Symmetriegründen erhält man die Bruhgrenz�ähe aus obiger Flähe durh Spie-gelung an der Ebene ε
11max

= ε
22max

(s. Abb. 5.9).3. Die Flähen ∂T
11

∂ε
11max

= 0,
∂T

22

∂ε
22max

= 0 in ǫ IV , ǫV IIIAus der Bedingung
∂T

11

∂ε
11max

= 0 bzw. L
IV

1111
= 0 (5.8)ergibt sih nah Gl. (4.28) für die Bruhgrenzkurve in der (ε

11max
, ε

22max
)-Ebene

ε
11f

− 2ε
11max

−m
2
ν
21
(ε

22f
− ε

22max
)
[

ε
22max

+m
1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)
2
]

= 0 . (5.9)- Im Spezialfall ν
21
= 0 reduziert sih Gl. (5.9) auf die Gerade ε

11krit = 1
2
ε
11f
.- Im Falle ν

12
= 0 und ν

21
6= 0 ist die Bruhgrenzkurve durh

ε
11krit = 1

2

[
ε
11f

−m
2
ν
21
(ε

22f
− ε

22krit)ε22krit] (5.10)beshrieben.- Für ν
12
ν
21

6= 0 steht auf der linken Seite in Gl. (5.9) ein Polynom 3. Grades;Gl. (5.9) kann aber mit der quadratishen Lösungsformel sowohl nah ε
11krit alsauh nah ε

22krit aufgelöst werden.In Abb. 5.3 ist die durh Gl. (5.9) de�nierte Kurve (ε
11krit , ε

22krit) für
ν
12
= ν

21
= 0.3 in ǫ IV dargestellt.Die Bruhgrenz�ähe aus ∂T

22

∂ε
22

= 0 erhält man wiederum durh Spiegelung an der Ebene
ε
11max

= ε
22max

(s. Abb. 5.9).4. Die Flähe ∂T
12

∂ε
12max

= 0 in ǫV ,ǫV I ,ǫV II , ǫV IIIAus der Bedingung
∂T

12

∂ε
12max

= 0 bzw. L
V

1212
= 0folgt nah Gl. (4.24)
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ε
12vf

− (ε
11max

− ε
22max

)
2

+ 2ε
2

12max
√

(ε
11max

− ε
22max

)2 + ε2

12max

= 0 . (5.11)
Durh Gl. (5.11) ist im Dehnungsraum eine gekrümmte Bruhgrenz�ähe (ε

11krit,
ε
22krit , ε

12krit) de�niert; sie ist von ν
12
, ν

21
unabhängig. Für ε

11krit = ε
22krit ist

ε
12krit = 1

2
ε
12vf

, und allgemein gilt für ε
11krit − ε

22krit = onst. auh ε
12krit = onst.;d.h., die Niveaulinien der Bruhgrenz�ähe Gl. (5.11) verlaufen parallel zur Diagonalen

ε
11krit = ε

22krit . Zur Veranshaulihung der Bruhgrenz�ähe führen wir daher das ge-drehte Koordinatensystem (ξ, η) ein mit ξ = 1√
2
(ε

11max
+ε

22max
), η = 1√

2
(ε

22max
−ε

11max
)(Abb. 5.6). Es intereressiert dann nur die Kontur der Flähe in der (η, ε

12max
)−Ebene.
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Die Kontur in der (η, ε
12max

)−Ebene ist gegeben durh
ε
12vf

− 2η
2

+ 2ε
2

12krit
√

2η2 + ε2

12krit = 0 (5.12)
(s. Abb. 5.7). In Abb. 5.8 ist ein Ausshnitt der Flähe ∂T

12

∂ε
12max

= 0 dargestellt.
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635.4.2 Die Spannungs-Dehnungs-Flähe T
12
(ε

11max
, ε

22max
, ε

12max
)Nah Gl. (4.1) und Gl. (4.20) ist

T
12
(ε

11max
, ε

22max
, ε

12max
) =

{
2G

12
ε
12 max

: 0 ≤ ε
12v max

≤ ε
12vb

2m
12
G

12
(ε

12vf
− ε

12v max
)ε

12max
: ε

12vb
≤ ε

12v max
≤ ε

12vf

(5.13)mit
ε
12v max

=
√

(ε
11max

− ε
22max

)2 + ε2

12max
.Da T

12
von ε

11max
, ε

22max
, ε

12max
abhängig ist, kann das Verhalten von T

12
nur überebenen Shnitten des De�nitionsbereihs dargestellt werden. (T

12
(ε

11max
, ε

22max
, ε

12max
)ist eine Hyper�ähe im Spannungs-Dehnungs-Raum.) Entsprehend der Symmetriender Bruhgrenz�ähe (Abb. 5.6, 5.8, 5.9) intereressieren insbesondere die Shnitte ξ = 0und η = 0 .1. T

12
-Flähe für η = 0

T
12
(ξ, 0, ε

12max
) wird über dem Bereih

{(ξ, ε
12max

) | 0 ≤ ξ ≤
√
2ε

11f
, 0 ≤ ε

12max
≤ ε

12vf
}dargestellt (s. Abb. 5.10). Für η = 0 ist ε

12v max
= ε

12max
und somit nah Gl. (5.13)
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12vf
(b)(5.14)Da sowohl (5.14-a) als auh (5.14-b) von ξ unabhängig ist, sind die Parallelen zur

ξ-Ahse Niveaulinien der Flähe. Es intereressiert daher nur die Kontur in der
(ε

12max
, T

12
)−Ebene (s. Abb. 5.12).
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64 5.4 MaximalspannungskriteriumIn Abb. 5.7 bzw. Abb. 5.11 ist abzulesen, dass die kritishen Punkte über der Geraden
ε
12max

= 1
2
ε
12vf

liegen. In Abb. 5.12 ist die T
12
-Flähe für η = 0 dargestellt, wobei linksdie kritishen Punkte eingetragen sind.
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) wird über dem Bereih
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) | 0 ≤ η ≤ ε
12vf√
2
, 0 ≤ ε

12max
≤ ε

12vf
}dargestellt (s. Abb. 5.6). Für beliebiges ξ ist ε

12v max
=
√

2η2 + ε2

12max
und somit nahGl. (5.13) insbesondere
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(b)(5.15)Die Begrenzungen in (5.15) sind ähnlihe Ellipsen. Die kritishen Punkte liegen überder Kontur der Bruhgrenz�ähe in Abb. 5.7.
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65Abb. 5.14 zeigt die T
12
-Flähe für ξ = 0 mit den kritishen Punkten. (Da Gl. (5.15) von

ξ unabhängig ist, erhält man für beliebiges festes ξ = ξ
0
dieselbe Flähe.)
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) bei ε
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=onst.=cgilt nah Gl. (5.15)
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(0, η, ε
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) für c = 0.002 (links) und

c = 0.035 (rehts) dargestellt.
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66 5.5 Änderung des Wahstumsverhaltens5.4.3 Fazit aus der Analyse des MaximalspannungskriteriumsAus der obigen Diskussion des Maximalspannungskriteriums zur Bestimmung der kri-tishen Verzerrungszustände lässt sih nun folgern, dass aufgrund der einfahen ma-thematishen Struktur der Bruhgrenz�ähe das Kriterium leiht zu handhaben ist. InKapitel 7 wird das Maximalspannungskriterium bei vershiedenen Spannungszuständenangewendet. Das Kriterium liefert aber primär keine Information über die Rissrihtung,lediglih der kritishe Spannungszustand wird angegeben. Bei den in Kapitel 7 disku-tierten Anwendungsfällen zeigt sih, dass die in Abshnitt 5.6 entwikelte Methode zurErmittlung der Rissrihtung im Prinzip in Verbindung mit dem Maximalspannungskri-terium auh eingesetzt werden kann.5.5 Änderung des WahstumsverhaltensGegeben sei ein System von gekoppelten gewöhnlihen Di�erentialgleihungen Σ ersterOrdnung:dUd t = f (U) (5.17)mit dem Vektor der Unbekannten U ∈ Rn und f (U) als vektorwertige Funktionvon U. Das Gleihungssystem Σ wird im Zustand U
0 exponentiell anwahsen, falls einEigenwert λmax der Matrix der partiellen Ableitungen erster Ordnung der rehten Seite

A :=

{
∂f

∂U

∣
∣
∣
∣
U=U

0

}einen Realteil ℜe (λmax) besitzt, dessen Wert gröÿer null ist. Dieser Sahverhalt be-deutet in Kurzshreibweise:
∃λmax ∈ EW{

∂f

∂U

∣
∣
∣
∣
U=U

0

} mit ℜe(λmax) > 0 . (5.18)Das Kriterium in Gl. (5.18) wird beispielweise in der Prandtlshen Grenzshihttheo-rie zur Erkennung des Umshlagpunkts vom laminaren zum turbulenten Strömungsver-halten verwendet. U0 stellt dabei die Grundlösung dar und die Matrix A beshreibtdas exponentielle Anwahsen kleiner Störungen
△U = U−U

0im Zustand U
0 falls ℜe(λmax) > 0 ist.AnwendungIm vorliegenden Fall wird die Variable U wie folgt de�niert:UT

=
[
u u̇ T ]

=

[

u
dud t T ]mit u als Vershiebungsfeld, u̇ als Geshwindigkeitsfeld und T als Spannungstensor[13, 17℄. Die Zusammenstellung der Feldgleihungen (2.91), (2.92) und (2.95) gemäÿ der



67Form in Gl. (5.17) ergibt:
dUdt =







u̇ = v mit v als Geshwindigkeitsfeld,
v̇ =

1

ρ
( div T + ρk ) mit ρk als Volumenkraft,Materialgleihung mit 4L alsṪ =

4L [ ε̇ ] =
4L [(grad v)

sym ] Tangentenoperator vierter Ordnung.Die Taylor-Reihenentwiklung der rehten Seite von Gl. (5.17) um U0 ergibt:
f
(U0

+ △U
)
∼= f

(U0

)

+
∂f (U)

∂U ∣
∣
∣
∣U0

△U ;daraus folgt nah Einsetzen in Gl. (5.17):U̇ =
∂f (U)

∂U ∣
∣
∣
∣U0

△U + f
(U0

)

=: A △U + f
(U0

) (5.19)mit U0

= U(t = 0) als vorgegebener Anfangslösung. Die Berehnung der Eigenwerteder Matrix A ermögliht die Auswertung des Gleihungssystems (5.19). Gibt es einenEigenwert λA, dessen Realteil positiv ist (ℜe (λA) > 0), so shlieÿen wir auf Instabilität.Diese Eigenshaft kann zum Bruheintritt bei spröden Werksto�en führen oder auh zuSherbändern (Gleitebenen) im Fall eines duktilen Materials wie für Umformstahl.Bei der Anwendung dieses Kriteriums treten im vorliegenden Fall folgende Problemeauf:1. Ein kurzeitiges instabiles Wahstumsverhalten des nihtlinearen Systems ändertdas qualitative Systemverhalten niht. D.h., die Existenz eines kleinen Eigenwertsführt niht notwendigerweise zum Materialbruh.2. Das Kriterium liefert keine Aussage über die möglihe Rissrihtung.5.6 BifurkationsanalyseBei der Bifurkationsanalyse zur Untersuhung mehrdeutiger Lösungen des Geshwin-digkeitsfeldes wird in der Ausgangsgleihung (5.20) die Kopplung zwishen der Span-nungsrate und der Verzerrungsrate betrahtet:Ṫ =
4L[ ε̇ ] = 4L[1

2

(

grad v + (grad v)
T)]

=
4L[ (grad v)

sym ]
. (5.20)Wenn die eindeutige Kopplung - bijektive Abbildung zwishen T und v - verloren geht,gibt es Mehrdeutigkeit der Lösung des Gleihungssystems, d.h., es gibt für ungeänder-te Spannungszustände zwei vershiedene Verzerrungsraten, die das Gleihungssystem



68 5.6 Bifurkationsanalyse(5.20) erfüllen. Diese Tatsahe bedeutet, dass die Di�erenz von zwei zulässigen Ge-shwindigkeitsfeldern ∆v = v
1 − v

2 6≡ 0 eine Lösung des Gleihungssystems (5.21)
4L[ (grad ∆v)

sym
︸ ︷︷ ︸

∆ ε̇

] = 0 (5.21)ist [10℄. Daher entsteht die Mehrdeutigkeit als Existenz eines Spannungszustandes mitzwei oder mehr zugehörigen untershiedlihen Geshwindigkeitszuständen des materi-ellen Punkts.5.6.1 Darstellung der Di�erenzfunktion ∆vAnsatz 1: Wir betrahten die Di�erenz von zwei zulässigen Lösungen in der folgendenForm
∆v(x) = g exp(±i ξ n·x) (5.22)mit i als imaginärer Einheit. Der Ansatz 1 beshreibt eine Momentaufnahme zum Zeit-punkt t = 0 des Geshwindigkeitsfelds als elastodynamishe Wellenausbreitung in einemräumlihen Kontinuum in der Rihtung des Vektors n mit ξ als Wellenzahl (Inverse derWellenlänge) und x als Ortsvektor eines Materialpunkts, der sih mit einer Geshwin-digkeit∆v in Rihtung des Vektors g bewegt - s. Abb. 5.16. Es wird darauf hingewiesen,dass dies ein spezieller Ansatz ist, begründet durh Überlegungen zur Entwiklung derallgemeinen Lösung in eine Fourrierreihe [11, 31, 56℄.Abb. 5.16 zeigt die qualitative Darstellung von ∆v über einer Linie von Materialpunk-ten in der (x1, x2)-Ebene. Bei ∆v = 0 gilt die Eindeutigkeit und bei ∆v 6= 0 dieMehrdeutigkeit; die Grenzlinien zwishen diesen Gebieten beshreiben die Rissrihtun-gen, die in Abhängigkeit von n und g entstehen.

n

x1

δ⊥n

g
I

Rihtung der Welle
ℜe(∆v) beshreibt dasder LösungsfunktionenAuseinanderstreben

δ

Rihtung desRissrandsauf dem Rissrandmit dem Ortsvektor δ

Rihtung derGeshwindig-keitsdi�. ∆v

der Rihtung g :

Interpretation x2

zur Zeit t = 0

zu Gl. (5.20)
Rihtung g

Ig
I in 6.1.1 de�niert wird.g

I
sin(ξn·x) = ℜe(∆v), wobei

Materialpunkt PAbb. 5.16: Graphishe Veranshaulihung der Di�erenzfunktion ∆v in der Ebeneder Ortspunkte



69Nah Gl. (5.20) beshreibt (grad∆v)
sym

= ∆ε̇ die Mehrdeutigkeit der Änderung desDehnungstensors ε zu gleihen Werten der Spannungsrate Ṫ. Die Normale n beshreibtdie Rihtung in der (x1, x2)-Ebene, in der diese Änderung ihren maximalen Wert an-nimmt. Senkreht zu dieser Rihtung �ndet kein Wahstum von ∆v statt, d.h., in dieserRihtung gibt es keinen Materialbruh. Diese Rihtung muss daher den Rissrand kenn-zeihnen.Rissbildungshypothese: Es gäbe ∆v = g exp (± iξ n · x) als Bifurkationslösung1,dann ist die Rissrihtung senkreht zur Wellenausbreitungsrihtung n .Fazit: Die Bifurkationsanalyse zeigt also den Materialbruh und damit die Rihtung,in die sih ein Riss im spröden Werksto� entwikeln kann. Bezüglih der Rissentstehungwird im Folgenden das Kriterium bewiesen:Satz 5.2: (Rissbildungskriterium)Es sei
∆v = g exp (±iξ n · x)als Di�erenz von zwei Lösungen v

1 und v
2 der Anfangsrandwertaufgabe und die Mate-rialbeziehung in Gl. (5.20) als Kopplung zwishen der Spannungs- und Verzerrungsrategegeben. Ferner sei der Rihtungsvektor n in der (x1, x2)-Ebene - s. Abb. 5.16 - wiefolgt parametrisiert:

n =
[
cos θ sin θ

]T
. (5.23)Falls ein θR existiert, so dass eine reelle Zahl zR = tan θR eine Nullstelle des quartishenPolynomsP(z) := z4L

1212
L

2222
+ z3L

1211
(L

2222
+ L

2211
)

−z2 [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

−zL
1211

(L
1111

+ L
1122

) + L
1212

L
1111

(5.24)ist, dann ist ein Riss vorhanden, der senkreht zur Normalen mit dem Neigungswinkel
θR verläuft. Das Polynom P(z) wird im Folgenden hergeleitet - s. Abshnitt 5.6.3.1Indizes werden weggelassen, weil - falls es überhaupt solhe ∆v gibt - sie von der Form Gl. (5.22)sind.



70 5.6 Bifurkationsanalyse5.6.2 Herleitung des RissbildungskriteriumsEine Bifurkation der Gl. (5.20) bedeutet:Ṫ
1
=

4L [ε̇
1
] und Ṫ

2
=

4L [ε̇
2
] für Ṫ

1
= Ṫ

2
und ε̇

1
6= ε̇

2Für ∆Ṫ = Ṫ
1
− Ṫ

2
= 0 und ∆ε̇ = ε̇

1
− ε̇

2
6= 0 folgt damit:

0 = ∆Ṫ =
4L [∆ε̇] (5.25)Die Tensorgleihung (5.25) wird mit einem beliebigen VektorN skalar multipliziert undzu einer Vektorgleihung verjüngt:

0 = ∆ṪN = Ṫ
1
N − Ṫ

2
N =

4L [∆ε̇]N . (5.26)Die Gröÿe
ṡ := ṪN (5.27)kann als Zeitableitung des Spannungsvektors interpretiert werden, der bezüglih einerEbene entsteht, die senkreht zu N durh den betrahteten Ortspunkt im Materialverläuft - s. Abb. 2.3. Wegen
∆ε̇ = 1

2

[

grad∆v + (grad∆v)
T] (5.28)ergibt Gl. (5.26)

0 = ∆ṡ = ∆ṪN =
4L [∆ε̇]N . (5.29)Mit Gl. (5.28) folgt für ∆v = g exp(i ξn · x)

∆ε̇ = i ξ 1
2
[g ⊗ n+ n⊗ g] exp(i ξn · x) . (5.30)Unter Berüksihtigung der Symmetrie des instantanen Materialstei�gkeitstensors L

ijklhinsihtlih der Vertaushbarkeit der Indizes k und l ergibt die Gl. (5.29) zusammenmit Gl. (5.30):
0 = ∆ṡ = ∆ṪN =

(∗)
︷ ︸︸ ︷(

4L[∆ε̇ ]

)

N = i ξ exp(i ξn · x)

(∗∗)
︷ ︸︸ ︷(

4L[ g ⊗ n ]

)

N . (5.31)Wegen Symmetrien von 4

L folgt aus (*) dann (**). Da N beliebig ist, kann man N=nwählen.Bemerkung: Die Wahl N=n kann damit motiviert werden, dass beim Entstehendes Bruhs in der Rihtung, die parallel zum Bruhrand verläuft, keine Mehrdeutigkeitder Änderung des Spannungsvektors vorhanden sein darf. In Rissrihtung ist die Be-dingung (5.31) trivial erfüllt, da sie aus der Annahme folgt, dass das Material in dieserRihtung unbeshädigt ist, d.h. keine Bifurkation auftritt. Damit folgt aus Gl. (5.31)die Vektorgleihung
± i ξ 6=0

︷ ︸︸ ︷

exp(i ξn · x)
(

4L[ g ⊗ n ]

)

n = 0 . (5.32)



71Der exponentielle Vorfaktor ist i.a. ungleih null, so dass Gl. (5.32) zu folgendem ho-mogenen Gleihungssystem führt:
[

n
4L n

]

g = 0 oder Hg = 0 (5.33)mit dem LokalisierungstensorH = [n
4L n] , (5.34)dessen Bildungsgesetz mittels Indexshreibweise in Gl. (5.36) erklärt wird. Da g 6= 0vorausgesetzt ist, bedeutet dies, dass das Gleihungssystem (5.33) singulär ist, d.h.

det [H ] =





H
11

H
12

H
21

H
22



 = det

[

n
4L n

]

= 0 . (5.35)Gl. (5.35) stellt somit die Bifurkationsbedingung dar, die in Satz 5.2 behauptet wurde.Es wird das Polynom P in Gl. (5.24) durhP(tan θ) = det

[[
cos θ
sin θ

]
4

L (ε)

[
cos θ
sin θ

]]de�niert.5.6.3 Lokalisierungstensor als Funktion der WinkelkoordinateDer Lokalisierungstensor H ist ein Indikator zur Feststellung der Nihteindeutigkeitdes Gleihungssystems gemäÿ Gl. (5.33). Er ist durh die einzelnen Komponenten H
iklaut Gl. (5.34) gegeben:

H
ik
= n

j
L

ijkl
n

l
mit i, j, k, l = 1, 2 . (5.36)Wie in Abb. 5.17 zu sehen ist, wird eine Parametrisierung des Rihtungsvektors gemäÿGl. (5.23) n =

[
cos θ sin θ

] T vorgenommen. Damit erhält man den Lokalisierungs-tensor H als Funktion der Winkelkoordinate θ. Die Determinante des Lokalisierungs-tensors ist somit ein Polynom mit der Winkelkoordinate θ als Variable. Die Unbekannte
θ stellt, wie auf Seite 69 angedeutet, die Rissnormale dar - s. Abb. 5.17.

e1

g
ne2

θ

Abb. 5.17: Allgemein belastetes in�nitesi-males Element der Ebene

Die Singularitätsbedingung
det

[

n
4L n

]

= 0 ergibt dieNullstellen des Polynoms in Gl.(5.24). Die Existenz von reellenNullstellen bedeutet, dass einVektor
n ∈ R

2existiert, der die Rissnormalenrih-tung darstellt, sobald der Bruhauftritt.
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Die Komponenten des Lokalisierungstensors H lauten gemäÿ Gl. (5.36):

H
11

= L
1111

cos2 θ + L
1212

sin2 θ + L
1211

cos θ sin θ

H
12

= (L
1122

+ L
1212

) cos θ sin θ − L
1211

sin2 θ

H
21

= (L
2211

+ L
1212

) cos θ sin θ + L
1211

cos2 θ

H
22

= L
1212

cos2 θ + L
2222

sin2 θ − L
1211

cos θ sin θ (5.37)Das Auswerten der Determinante in Gl. (5.35) ergibt ein Polynom Q(n):
det [ H ] = det

[

n
4L n

]

=: Q(n) = 0 . (5.38)Die Existenz reeller Nullstellen des Polynoms Q(n) wird als Materialversagen inter-pretiert. Die Nullstelle gibt die Rissrihtung an. Mit Gl. (5.23) und Gl. (5.38) hat dieSingularitätsbedingung Gl. (5.35) die Gestalt
Q(θ) := H

11
H

22
−H

12
H

21
= 0 (5.39)mit

Q(θ) = sin4 θL
1212

L
2222

+ sin3 θ cos θL
1211

(L
2222

+ L
2211

)

− sin2 θ cos2 θ [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

− sin θ cos3 θL
1211

(L
1111

+ L
1122

) + cos4 θL
1212

L
1111

. (5.40)Das Dividieren durh cos4 θ führt zu:
Q1(θ) :=

Q(θ)

cos4 θ
= tan4 θL

1212
L

2222
+ tan3 θL

1211
(L

2222
+ L

2211
)

− tan2 θ [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

− tan θL
1211

(L
1111

+ L
1122

) + L
1212

L
1111

. (5.41)Das gesuhte Polynom P(z) in Gl. (5.24) entsteht durh die Substitution von tan θ = z



73aus Q1(θ) :P(z) = z4L
1212

L
2222

+ z3L
1211

(L
2222

+ L
2211

)

−z2 [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

−zL
1211

(L
1111

+ L
1122

) + L
1212

L
1111

. (5.42)P(z) ist ein quartishes Polynom, das maximal vier reelle Nullstellen besitzt. Man erhältsomit die Bruherkennungsbedingung. Das Polynom P(z) hängt über seine Parameter
L

ijkl
von den folgenden physikalishen Gröÿen ab:- x, dem Ortsvektor des Materialpunkts- ǫ, dem Dehnungszustand, der im Ortspunkt x angenommen wird- von vorgegebenen MaterialparameternWährend eines Belastungsprozesses (Variation von ǫ) werden die Nullstellen z von P(z)untersuht. Sobald eine reelle Nullstelle auftritt, ist eine Bifurkation erkannt und es wirdauf einen Materialbruh geshlossen.Bruhbedingung: Man shlieÿt auf das Ende der Materialstabilität im Punkt x,falls beim Dehnungsprozess ǫ(t) (t ∈ [t

0
, tBruh ]) beginnend mit dem Zeitpunkt t

0
dasPolynom P(ǫ, z) für den Bruheintritt t = tBruh eine reelle Nullstelle hat.Reelle Nullstellen dieses Polynoms erhärten niht nur die Existenz von Rissen, sondernsie stellen auh Winkel θ dar, welhe die möglihe Rissrihtung darlegen. Man unter-sheidet für die Bestimmung des Rissverlaufs zwishen dem Existieren von einer undmehr als einer reellen Nullstelle. Die Rissrihtung ist eindeutig, wenn nur eine Nullstelleexistiert, andernfalls kann sie mehrdeutig sein - s. Lemma 5.3.5.6.4 Interpretation der Anzahl von reellen Nullstellen der Sin-gularitätsbedingungLemma 5.3: Die Anzahl von reellen Nullstellen lässt sih für die Bestimmung derRissrihtung in zwei Kategorien unterteilen. Zur ersten Kategorie gehören die Polynomemit nur einer einzigen reellen Nullstelle. Zur zweiten Kategorie zählen alle Polynomemit mehr als einer reellen Nullstelle:1. Falls es nur eine reelle Nullstelle gibt, dann ist sie mindestens doppelt oder garvierfah - s. Abb. 5.18. Dies bedeutet, dass der Bruh in einer festgelegten Rih-tung erfolgt.2. Falls mehr als eine reelle Nullstelle existiert (Abb. 5.19), so bedeutet dies, dassder Bruh in einer unbestimmten Rihtung erfolgt. Somit kann sih in jeder derermittelten Rihtungen ein Riss bilden.
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z

P(z)
Abb. 5.18: Eine doppelte reelle Nullstelle z

P(z)
Abb. 5.19: Mehrere reelle NullstellenFalls das Polynom P(z) in Gl. (5.24) mehrere reelle Nullstellen besitzt, so ersheint eszunähst möglih, dass durh die Bildung einer Linearkombination der zugehörendenLösungen neue Lösungen mit anderen Rissrihtungen entstehen können. Alle dieseMöglihkeiten werden im nähsten Kapitel untersuht.



Kapitel 6RissbildungZunähst wird mit Hilfe der Bifurkationsanalyse das Berehnungsverfahren zur Rissbil-dung beshrieben und anshlieÿend dessen Anwendung an einfahen Teststrukturenvorgestellt.6.1 Rissbildung und Berehnung des RissrandsDie Interpretation des Trennungsverhaltens von festen Körper wird im Folgenden formu-liert. Dabei wird untersuht, welhe Rissränder entstehen, um anshlieÿend die Rissrand-kurve darzustellen.Bedingung für die Stetigkeit der Rissentstehung: Da der betrahtete Punktder Rissentstehung an den Ursprung des Koordinatensystems gelegt wird, muss für einegegebene Separationsfunktion ∆v(x) für stetiges Anwahsen des Risses die Bedingung
∆v [x = 0, t = tBruh ] = 0 (6.1)gelten, mit tBruh als Zeitpunkt des Rissbeginns.6.1.1 Der Fall einer eindeutigen Kennzeihnung des RissrandsWir setzen hier voraus, dass beim Übergang der Nullstellen des quartishen Polynomsaus dem Komplexen ins Reelle nur eine (doppelte) reelle Nullstelle entsteht. Mit Hilfeder Eulershen Formel wird der allgemeine Lösungsansatz aus der Gl. (5.22) (∆v =

g exp(±i ξ n· x)) umgeformt und in Real- und Imaginärteil zerlegt:
∆v(x) = g exp(±i ξ n· x ) =

Realteil
︷ ︸︸ ︷

∆v
R
(x) + i Imaginär-

︷ ︸︸ ︷

∆v
I
(x) . (6.2)Der Vektor g für die Koe�zienten muss komplex angenommen werden:

g = g
R ± igI

. (6.3)75



76 6.1 Rissbildung und Berehnung des RissrandsNah Umformung des Ausdruks in Gl. (6.2) und Einsetzen von Gl. (6.3) erhält man:
∆v(x) =

[

g
R ± igI]

[ cos(ξ n· x) ± i sin(ξ n· x) ]
=

=:∆vR
(x)

︷ ︸︸ ︷

g
R
cos(ξ n· x)− g

I
sin(ξ n· x) ± i[gI

cos(ξ n· x) + g
R
sin(ξ n· x)

]

︸ ︷︷ ︸

=:∆vI
(x)

.Der imaginäre Teil i∆v
I des Geshwindigkeitsfeldes ist ohne physikalishe Bedeutungund wird niht weiter verfolgt. Für die Bestimmung der reellen Nullstellen des quar-tishen Polynoms in Gl. (5.24), wird nur der Realteil in Gl. (6.2) ∆v

R
(x) weiter be-trahtet. Er lautet: ∆v

R
= ℜe [∆v ] und liefert das tatsählihe Auseinanderstrebender Lösungen nah dem Beginn des Bifurkationsvorgangs. Der Realteil der allgemeinenLösung für das Nullstellenproblem des quartishen Polynoms1 ergibt sih zu:

∆v
R
(x) = g

R
cos(ξ n· x) + g

I
sin(ξ n· x) mit (g

R
, g

I ∈ R
2) (6.4)mit g

R als Real- und g
I als Imaginärteil von g - s. Gl. (6.3).In Abb. 6.1 ist die Forderung nah Stetigkeitder Rissentstehung veranshauliht, wo der Bruhmit seinen anfangsparallelen Rissränder aus demKontinuumszustand heraus eine allmählih von�null� aus anwahsende Kla�ung verursaht.Ferner soll der Prozess der Rissentstehung stetigsein. Dabei soll - ohne Beshränkung der Allge-meinheit (O.B.d.A.) - die Annahme getro�en wer-den, dass der Ursprung des Koordinatensystemsan den betrahten Punkt gelegt wird. Dann ist

x = 0 an der Rissstelle gültig, d.h. der Riss sollim Koordinatenursprung sih von Null an ö�nen- s. Gl. (6.1). Abb. 6.1: Riss mit Bewegungs-rihtung der RissränderZusammen mit Gl. (6.4) folgt aus Gl. (6.1), dass ∆v
R
(0) = 0 sein muss, denn dieCosinus-Glieder sind bei x = 0 niht null. Dann folgt:

g
R ≡ 0 , g

I ∈ R
2und es verbleibt in Gl. (6.4):

∆v
R
(x) = g

I
sin(ξ n· x).Die Rissö�nung (∆v

R
) erfolgt daher in Form einer sinusförmigen Wellenausbreitung.Sie bewirkt, dass die Bruhränder in Rihtung des Vektors n auseinanderstreben, wäh-rend der Riss selbst dann senkreht zu n verläuft.Ergebnis: Hat das quartishe Polynom nur eine (doppelte) reelle Nullstelle beimÜbergang der Nullstellen ins Reelle, so entsteht ein Riss mit einer Rihtung, die überallsenkreht zu n also in Rihtung von n

⊥ verläuft.1s. Gl. (5.42) S.73



776.1.2 Der Fall einer mehrdeutigen Kennzeihnung des RissrandsAnhand einer Linearkombination der reellen Lösungen ∆v
1R
(x) und ∆v

2R
(x) , dieNullstellen des quartishen Polynoms in Gl. (5.24) entsprehen, wird geprüft, ob siesih überlagern und dabei mögliherweise neue Bruhränder entstehen können. Es sei

Θ(x) eine Funktion, die die Kurve Σ des Rissrands Gl. (6.5) darstellt:
Σ = { x | Θ(x) = 0 } (6.5)O.B.d.A. der Lösung xwird so gewählt, dass x

0
=
[
0 0

]T den Punkt beshreibt, an dem die Rissbildungbeginnt. Um die Kurve Θ(x) = 0 zu bestimmen, betrahten wir die Überlagerung von
∆v

1R
(x) und ∆v

2R
(x) , die den Bifurkationsvorgang in den Rihtungen n

1 und n
2angibt. Existiert mehr als eine reelle Nullstelle des quartishen Polynoms, so ergebensih zwei Normalenrihtungen n

1 und n
2 . Dann ergibt sih die allgemeine reelle Lösung

∆v
R
(x) als Linearkombination der einzelnen Lösungen zu:
∆v

R
(x) =

(

g
1R
cos(ξ n

1· x) + g
1I
sin(ξ n

1· x)
)

α
1

+
(

g
2R
cos(ξ n

2· x) + g
2I
sin(ξ n

2· x)
)

α
2

(6.6)mit n
1 und n

2 als Rihtungen aus der Parametrisierung der reellen Nullstellen desquartishen Polynoms. Da die Funktion ∆v
R
(x) am Rissbeginn identish Null ist, soergibt sih für die Kurve Σ , die den Rissrand darstellt, folgender Zusammenhang zumZeitpunkt des Rissbeginns (Anfangsbedingung):

∆v
R
(x)
∣
∣
∣
Σ
= 0 . (6.7)Wählen wir wieder o.B.d.A. x = 0 als Ort am Zeitpunkt des Rissbeginns, so folgtwegen Annahme (6.1) bzw. (6.7):

α
1
g
1R

+ α
2
g
2R

= 0 ⇒ α
1
g
1R

= −α
2
g
2R

. (6.8)Mit Hilfe der Taylorreihe stellt man fest, dass der Ein�uss der osinus-Terme auf dasWahstum der Funktion ∆v
R quadratish ist. Für die osinus-Terme in Gl. (6.6) giltnun:

∆v
R
(x) = α

1
g
1R

cos(ξ n
1· x)− α

1
g
1R

cos(ξ n
2· x)

= α
1
g
1R [

cos(ξ n
1· x) − cos(ξn

2· x)
]

≃ α
1
g
1R
(O
(

|x|2
)

)Dieser Ein�uss der osinus-Terme ist deshalb für das stetige Anwahsen des Risses vonNull aus vernahlässigbar gegenüber dem der sinus-Terme, für die gilt:
sin(ξ n

1· x) ≃ O(|x|)Die Rihtung, in der der Riss auftritt, wird hauptsählih von den sinus-Termen be-stimmt:
∆v

R
(x) ≃ ∆̃v

R
(x) = α

1
g
1I
sin(ξ n

1· x) + α
2
g
2I
sin(ξ n

2· x) (6.9)



78 6.1 Rissbildung und Berehnung des RissrandsAus der Forderung, dass der Lösungsansatz Gl. (6.9) am Rissrand stetig sein soll, ent-steht nahfolgende Beziehung Gl. (6.10) für den Rissrand:
∆̃v

R
(x) = α

1
g
1I
sin(ξ n

1· x) + α
2
g
2I
sin(ξ n

2· x) = 0 . (6.10)Diese Beziehung verwenden wir nun zur Bestimmung der gesuhten Funktion Θ(x) . Inder Notation von Gl. (6.10) sind die Gröÿen
β

1

:= sin(ξ n
1· x) und β

2

:= sin(ξ n
2· x)Skalare. Der Ortsvektor x wird so de�niert, dass bei x = 0 ein Riss beginnt. EineKompensation der Sinus-Terme, die am Rissrand vorausgesetzt werden muss, bedeutet

sin(ξ n
1·x) = 0 und sin(ξ n

2·x) = 0. In diesem Fall erhält man die Rissränder, die shonim Fall der einzelnen Nullstelle besprohen wurden. Eine neue Rihtung kann daher nurentstehen, wenn sih die sinus-Termen gegenseitig in Gl. (6.10) kompensieren. Für dieErfüllbarkeit von Gl. (6.10) müssen die Vektoren g
1I und g

2I somit linear abhängigsein:
α

1
g
1I
+ α

2
g
2I
= 0 mit α

1
, α

2
∈ R .Damit wird die Beziehung Gl. (6.10) darstellbar durh:

∆̃v
R
(x) = g

1I [
α

1
sin(ξ n

1· x) + α
2
sin(ξ n

2· x)
]

= g
1I
f(x) = 0 ,mit

f(x) = α
1
sin(ξ n

1· x) + α
2
sin(ξ n

2· x) . (6.11)Da der Vektor g
1I 6≡ 0 ist, muss die Forderung f(x) = 0 erfüllt werden. Aus diesemGrund ist f = Θ die gesuhte Beshreibungsfunktion des Rissrands. Die Menge allerMaterialpunkte x, die die Bedingung Θ(x) = 0 einhalten, stellt somit die Kurve desRissrands dar:

Σ = {x | α
1
sin(ξ n

1· x) + α
2
sin(ξ n

2· x) = 0 mit α
1
, α

2
, ξ ∈ R}

= {x | sin(ξ n1· x) + α sin(ξ n
2· x) = 0 mit α :=

α
2

α
1

, ξ ∈ R}6.1.3 Untersuhung der RandkurvenDurh Einsetzen von zwei untershiedlihen Einheitsvektoren n
1 und n

2 der beidenLösung ∆v
1R und ∆v

2R in Gl. (6.11) wird mit x =
[
x1 x2

]T die Funktion Θ(x) infolgender Form angegeben:
Θ(x) = sin(ξ n

1· x) + α sin(ξ n
2· x)

= sin
(

ξ n
1

1 x1 + ξ n
1

2 x2

)

+ α sin
(

ξ n
2

1 x1 + ξ n
2

2 x2

) (6.12)Anhand der Darstellung von Gl. (6.12) kann die Untersuhung des Kurvenverlaufs von
Θ(x) vorgenommen werden. Dazu stellen wir für die Materialpunkte x =

[
x1 x2

]T ,für die Θ(x) = 0 gilt, eine Komponente (z.B. x2 ) als Funktion der anderen Kompo-nente (hier z. B. x1 ) dar, d.h. x2 = f
1
(x1) bzw. x1 = f

2
(x2) . Die Randkurven sind



79sowohl von der skalaren Gröÿe α als auh von der Wellenzahl ξ und den Einheits-vektoren n
1 und n

2 abhängig. Untersuhungen des Verlaufs der Randkurven werdenim Folgenden in Abhängigkeit von der skalaren Gröÿe α vorgenommen. Aus der Gl.(6.12) lassen sih die Funktionen f
1
(x1) und f

2
(x2) bestimmen. Für den speziellen Fall

α = ±1 können die Funktionen f1 und f2 explizit angegeben werden. Es folgt:
sin
(

ξ n
1

1 x1 + ξ n
1

2 x2

)

= ± sin
(

ξ n
2

1 x1 + ξ n
2

2 x2

)und dies führt nah Umformung zu
x2 = f

1
(x1) =

−n
1

1 ± n
2

1

n
1

2 ± n
2

2

x1 oder x1 = f
2
(x2) =

n
2

2 ± n
1

2

n
1

1 ± n
2

1

x2 .In den anderen Fälle (d.h. α 6= ±1 ) lassen sih nur unter expliziter Kenntnis von α, ξ,
n

1 und n
2 die Funktionsgleihungen f

1
bzw. f

2
für den Verlauf des Rissränder explizitangeben. Diese Kurven - nahfolgend als Rissränder bezeihnet - werden einer Parame-terstudie an einigen Sonderfälle unterzogen. Mit den daraus gewonenen Erkenntnissenlassen sih Rükshlüsse auf möglihe Verläufe der Rissränder auh für den allgemeinenFall ableiten.Erläuterung der ArgumentationDie Beziehung (6.12) Seite 78 mit Θ(x) ≡ 0 wird nur für reelle x1, x2 im Punkt

(x1, x2)
T
= (0, 0)

T untersuht. Gibt es keine reellen x1, x2 so gibt es auh keinen Bruhund daher keine Notwendigkeit diese Gleihung weiter auszuwerten. Untersuht wirdfür x1, x2 ∈ R2 die Gleihung (6.12):
sin
(

ξ n
1

1 x1 + ξ n
1

2 x2

)

= −α sin
(

ξ n
2

1 x1 + ξ n
2

2 x2

)

α ist in der weiteren Argumentation ein fester Parameter. Die Untersuhung erfolgt füreinen Punkt im R2, der hier o.B.d.A als der Punkt (0,0) betrahtet wird.Annahme: |α| ≤ 12Die Sinusfunktion ist von
[−π

2
,
π

2
] → [−1, 1]bijektiv d.h. bei diesem De�nitionbereih ist die Gl. (6.12) eindeutig au�ösbar nah

x1 für x2 vorgegeben, wenn nur der Lösungszweig, der stetig durh den Anfangspunkt
(x1, x2)

T
= (0, 0)

T verläuft, beobahtet wird.Im Fall
n

1

=
[
1 0

]T und n
2

=
[
0 1

]Tergibt sih Gl. (6.12) zu
sin (ξ x1) = −α sin (ξ x2) (6.13)Für vorgegebene x2 ∈ [− π

2ξ
, π

2ξ
] ist diese Gleihung mit |α sin (ξ x2) | < 1 für x1im Interval [x1− , x1+ ] eindeutig au�ösbar. Die Randwerte (x1− , x1+) ergeben sih aus

sin(ξ x1−) = α und sin(ξ x1+) = −α.2Wäre |α| > 1 untersuhen wir − 1

α
sin
(

ξ n
1

1
x1 + ξ n

1

2
x2

)

= sin
(

ξ n
2

1
x1 + ξ n

2

2
x2

)



80 6.1 Rissbildung und Berehnung des Rissrands
x2

n
2

x1
n

1

x1− x1+

− π
2ξ

π
2ξ

α < 0

α > 0Abb. 6.2: Rissränder falls |α| < 1Die in Abb. 6.2 gestrihete Kurve wird von den Werten (x1− , − π
2ξ
) nah unten bzw.

(x1+ ,
π
2ξ
) nah oben für weitere x2 Werte stetig fortgesetzt, daher muss der x1 Wert bei

x1− erhöht bzw. bei x1+ erniedrigt werden, wenn x2 über π
2ξ

anwähst bzw. − π
2ξ

abfällt.Die graphishen Veranshaulihungen sind für α positiv und negativ in Abb. 6.2 darge-stellt. Der Parameter ξ kann als Skalierungsfaktor aufgefasst werden. Die Vergröÿerungvon ξ entspriht einer Maÿstabvergröÿerung d.h. einer Verkleinerung der Kurven. Da-durh wird gezeigt, dass die in Abb. 6.2 gekennzeihneten Kurven für ξ → ∞ gegen die
x2-Ahse streben.Im Fall

n
1

=
[
1 0

]T und n
2

=

√
2

2

[
1 1

]Tführt Gl. (6.12) zu
sin (ξ x1) = −α sin

(

ξ

√
2

2
(x1 + x2)

) (6.14)Da die Abbildung
x1 → sin(ξ x1) : [−

π

2
,
π

2
] → [−1, 1]bijektiv ist, so gibt es ein eindeutig bestimmtes x1 sodass die Gl. (6.14) für ein vorge-gebenes x2 erfüllt ist. Diese Tatsahe sieht man auf folgende Weise:Für ein beliebiges x2 bleibt der Wert vom Term −α sin

(

ξ
√
2
2
(x1 + x2)

) im Interval
[−α, α]. Da der Wert des Terms sin(ξ x1) monoton und stetig von −1 bis 1 anwähst,falls die Variable x1 vom Punkt − π

2ξ
zum π

2ξ
sih verändert, muss die Kurve für die Funk-tion sin(ξ x1) für ein x1 die Kurve −α sin
(

ξ
√
2
2
(x1 + x2)

) (bei festen x2) shneiden -s. Abb. 6.3.
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α − π

2ξ

π
2ξ

x1

−α

1

x1

ւ

x2

sin(ξ x1)

−1 −α sin[π
√

2

2ξ
(x1 + x2)]

ւAbb. 6.3: Zusammenstellung der Funktionen
sin (ξ x1) und −α sin

[

ξ
√
2
2
(x1 + x2)

]

(x2 fest)Der kleinste x1 Wert, für den sih die Kurven in Abb. 6.3 shneiden, wird als Lösunggewählt. Für wahsende x2 Werte wird immer der x1 Wert gewählt, der die Kurve stetigfortsetzt. Eine solhe stetige Fortsetzung ist möglih, da sin ξ x1 im Bereih [− π
2ξ
, π

2ξ
]eine eindeutige Abbildung der Funktion von [− π

2ξ
, π

2ξ
] nah [−1, 1] ist. Die Kurve, diesih als Lösung hier von Gl. (6.14) ergibt, ist in Abb. 6.4 dargestellt.
x1

x2

n
1

x2
−

n
2

α < 0

α > 0

x1+

x11

x11

x21

x21

Abb. 6.4: Rissränder falls |α| < 1Die Variation von ξ in Abb. 6.5 führt zu Strekung bzw. Stauhung der Lösungskurve,wobei die Graphen für ξ → ∞ die Winkelhalbierende annähern.
ξ → ∞

x2

x1

x2

α > 0

α < 0
↓

ր

α > 0
ւ

α < 0
ւ

x1

Abb. 6.5: Rissränder falls ξ → ∞D.h. die Lösungskurven in Gl. (6.14) streben im Grenzfall (ξ → ∞) gegen die Winkel-halbierende.Ergebnis für Gl. (6.14): Die stetige Kurve, die Gl. (6.14) löst und durh den Anfangs-punkt (x1, x2)
T
= (0, 0)

T verläuft, strebt für ξ → ∞ gegen die Winkelhalbierende.



82 6.2 Rissbildung als Pithfork-BifurkationDie Winkelhalbierende wird physikalish von uns daher als Rihtung postuliert, in derein lokaler Riss, der im Anfangspunkt (0, 0) verläuft.Ergebnis: Hat das quartishe Polynom zwei vershiedene reelle Nullstellen beim Über-gang ins Reelle, so ergeben sih für die Entstehung der Rissbildung folgende Möglih-keiten:1. Der Riss kann senkreht zu einer der Rihtungen n
1 und n

2 verlaufen. DieseRihtungen sind stabil, d.h. eine kleine Parameteränderung von α (α 6= 1) führtzu keinen Änderungen der Rissrihtung.2. Der Riss kann entlang einer der beiden Winkelhalbierenden von n
1 und n

2verlaufen; diese Verlaufsrihtungen sind instabil, da eine geringe Abweihung desParameters α vom ausgezeihneten Wert (α = ±1) zur Folge hat, dass einÜbergang zu einer der stabilen Rissrihtungen (α 6= ±1) erfolgt.6.2 Rissbildung als Pithfork-Bifurkation6.2.1 BifurkationstheorieDie Bifurkationstheorie untersuht das Verhalten von Systemen bezüglih ihrer Ab-hängigkeit von Parametern. Dabei interessieren besonders die Übergänge des Systemsin denen dieses seine grundsätzlihen Verhaltensweisen verliert oder abändert. Solhe(Übergangs)-Punkte werden nah René Thom [55℄ Katastrophen-Punkte genannt. Bei-spiele hierzu sind:1. Kniken eines längsbeanspruhten Biegestabs unter der Last PLängsbeanspruhte Biegestäbe könnenihre Stabilität verlieren und querzur Beanspruhungsrihtung auswei-hen. Das Phänomen des Ausknikensist sihtbar oberhalb einer bestimmtenkritishen Last P
kr.

(P > P
kr.
), wobeies mehr als eine Gleihgewihtlage gibt.Der Stabilitätsverlust ist also mit einerVerzweigung des Gleihgewihtszustan-des verbunden [27℄.

PAbb. 6.6: Möglihe Gleihgewihtlagen
2. Bogenbrüke unter der Belastung G

G3
G1 G2

G
BruhAbb. 6.7: Brükenformen bei wahsender Belastung G bis zum DurhshlagenAn den Punkten der Grenzbelastung, den Versagenspunkten, ändert die Brüke ihretopologishe Gestalt.



833. Die Zellteilung in der MikrobiologieDie Zellteilung ist der biologishe Vorgang der Teilung einer Zelle, wobei die Mutterzelleauf die Tohterzellen aufgeteilt wird - s. Abb. 6.8.Wahstum TeillungAbb. 6.8: Wahstum und Teilung einer ZelleIn der Mikrobiologie wird durh das Wahstum einer Zelle der Zellinhalt zunähst ver-gröÿert bis im Moment der Teilung, eine unstetige Bifurkation erfolgt.4. Der Zusammenbruh eines MarktesAngebot und Nahfrage sind niht mehr im Gleihgewiht, das Marktgeshehen erfährteine totale Änderung.In der Katastrophentheorie wird versuht, diese harakteristishen Übergangsphäno-mene zu klassi�zieren. Ein der wihtigsten und ältesten Übergangsphänomene ist diePithforkshe Bifurkation.6.2.2 Rissbildungsphänomene als Beispiel einer Pithfork-Bi-furkationDieser Abshnitt beshäftigt sih mit der Einordnung des Phänomens der Rissbildungin den allgemeinen Rahmen der Bifurkationstheorie. Bei Überlagerung vershiedenerBruhrihtungen würde man zunähst eine beliebige Zwishenrihtung für die mögli-hen Bruhrihtungen erwarten. Dies ist hier bis auf eine einzige Ausnahme niht derFall. Die Winkelhalbierende für α = ±1 ist die einzige Zwishenrihtung, die eine in-stabile zusätzlihe Bruhrihtung als Überlagerung anderer Bruhrihtungen darstellt.Diese Betrahtungen lassen sih als Pithforkshes Bifurkationsphänomen beshrei-ben und als Folge der Aufspaltung der Bruhrihtungen. Die Pithforkshe Bifurka-tion ist eines der bestuntersuhten Phänomene der Chaostheorie. Die Anwendung aufdie hier untersuhten Fälle lässt sih am besten im folgenden Bild erläutern.Eine oder zwei reelleNullstellen könnenbeim Übergang derNullstellen des quar-tishen Polynomsins Reelle für einenMaterialparameter νentstehen. Die Gröÿe
νkrit. bezeihnet denWert von ν , bei demder Übergang erfolgt- s. Abb. 6.9.

α = ±1

νkrit.EindeutigeLösung
θ = arctan z

ν

1. RihtungstabilWinkelhalbierendeinstabilstabil2. RihtungAbb. 6.9: Pithforkshe Bifurkation



84 6.2 Rissbildung als Pithfork-BifurkationFür ν < νkrit. ergibt sih dann nur eine zur Körpergeometrie symmetrishe Bruh-rihtung. Wird ν jedoh gröÿer als νkrit., dann entstehen zwei Bruhrihtungen, diejede für sih allein die Symmetrien der Ausgangskon�guration briht. Durh Über-lagerung dieser neuen Bruhrihtungen ergibt sih wieder eine symmetrishe, jedohinstabile Bruhrihtung. Nah Übershreiten des kritishen Werts νkrit. überlagern sihdie Bruhrihtungen θ1 und θ2 mit α = ±1 auf eine instabile Bruhrihtung nämlihentlang den Winkelhalbierenden. Diese Instabilität führt durh kleine Störungen zu denstabilen Bruhrihtungen mit α 6= ±1 herbei. In den untersuhten Rissbildungsphäno-menen tritt dieser Fall tatsählih für praktish relevante Parameter auf: im folgendenBild - Abb. 6.10 - sind die Ergebnisse zusammengefasst.Eine Nullstelle desquartishen Polynoms Zwei vershiedene Nullstellendes quartishen Polynoms

Instabiler FallBruhrihtung 90
◦

+ δ

Bruhrihtung 90
◦

Bruhrihtung 90
◦ − δBruhrihtung 90

◦ System-parameterBruhrihtung entsprihteiner Symmetrieebenedes Materials Bifurkationspunkt

δMaÿ der Symmetrieabweihung

Abb. 6.10: Zusammenstellung der Ergebnisse6.2.3 SymmetriebrehungHäu�g führen Bifurkationsphänomene zur Verletzung einer Invarianz (Symmetriebre-hung). Unter einem Symmetriebruh wird in der Physik die Verletzung eines symme-trishen Zustand und speziell der Übergang von einer Phase oder einer Kon�gurationhöherer Symmetrie in eine Phase oder eine Lage geringerer Symmetrie verstanden.Dieses Phänomen soll im Folgenden präzisiert werden.De�nition: Es sei ein Phänomen gegeben, das mittels Gleihungen und Randbedin-gungen beshrieben ist, die gegenüber einer Transformation D invariant sind.Ist das Phänomen selbst gegenüber D niht invariant, so spriht man von einer Sym-metriebrehung.



85Betrahtet man ein Di�erentialgleihungssystem Ω , dargestellt durh die RelationẊ = f(X) (6.15)mit der AnfangsbedingungX(0) = X
0und einer Transformation

D(X) = X′ (6.16)sodass giltẊ′
= D(Ẋ) = f(D(X)) = f(X′) (6.17)mit X′(0) = D(X

0
) .

D stellt dabei eine Symmetrie der Systemgleihungen dar. Diese Symmetrie ist danngebrohen, wenn eine Lösung X(t) der Gl. (6.15) existiert, für die die Symmetrie nihtgilt, d.h.X′(t) = D(X(t)) 6= X(t).Das Beispiel in Abb. 6.11 stellt D als eine Spiegelung an der (x1, x2)-Ebene dar.

Riss�ähe
(x1, x2)-EbeneSpiegelung an der

x2

x1

x3

Abb. 6.11: Belastetes Bauteil



86 6.2 Rissbildung als Pithfork-BifurkationFalls eine Symmetriebrehung auftritt, wie wir sie im vorliegenden Fall für die Bruhme-hanik nahgewiesen haben, so ist die Auswahl der tatsählih real auftretenden Lösung,d.h. in unserem Fall, der tatsählih auftretenden Bruhrihtung, aus den Grundglei-hungen der Mehanik niht herleitbar. Aus den Grundgleihungen kann keine Prognosedarüber abgeleitet werden, welher Zweig der Pithfork-Bifurkation der Realität ent-spriht. Wie die vorliegenden Untersuhungen zeigen, ist daher Indeterminismus keinPhänomen, das auf die Quantenmehanik beshränkt wäre. Auh in der klassishenMehanik tritt Indeterminismus auf, wie es z.B. durh die Sturm-Liouville Di�eren-tialgleihung des Knikstabs gegeben ist und das als elastishe Strukturinstabilitätbekannt ist.



Kapitel 7AnwendungsfälleDie aufgestellte Lokalisierungsbedingung in Gl. (5.24) - dargestellt durh ein quarti-shes Polynom P(z, ǫ) - wird im Folgenden für einige Sonderfälle analytish gelöst.Die Anwendungsfälle bestehen aus einfahen Teststrukturen, die unter reiner Zug-oder Shubbeanspruhung oder Kombinationen daraus betrahtet werden. Nah derErmittlung des quartishen Polynoms und dessen Nullstellen werden die bestehendenErgebnisse erörtert und interpretiert. Die Auswertung des quartishen Polynoms wirdunter folgenden Bedingungen vorgenommen:- Ebener Spannungszustand mit in�nitesimalen Verzerrungen- Ratenabhängige Materialmodellierung mit Ṫ = L(ε) ǫ̇ .- Die Testbeispiele werden unter nahfolgenden Beanspruhungen betrahtet:1. Einaxialer Zug mit zwei untershiedlihen Randbedingungen2. Einfaher und homogener Shub3. Biaxialer Zug.Zunähst erfolgt die Ermittlung der Komponenten des instantanen Materialstei�gkeit-stensors 4

L(ε), die dann in das quartishe Polynom P(z, ǫ) Gl. (5.24) eingesetzt werden.Das quartishe Polynom P(z, ǫ) hängt zum einen von der Rissnormalen mit dem Win-kel θ = arctan z und zum anderen vom Verzerrungszustand ǫ ab. Die Nullstellenbestimmen niht nur die Bruhdehnungen bzw. die Bruhbedingungen sondern auhdie Rihtung des Rissverlaufs. Die Bruhbedingung liefert eine Bruhorts�ähe im Deh-nungsraum.Wir diskutieren die Bruhbedingung, die das Polynom P(z, ǫ) anzeigt, indem die Wan-derung der Nullstellen in Abhängigkeit der Änderung des Dehnungszustandes betrahtetwird. 87



88 KAPITEL 7. ANWENDUNGSFÄLLEDie Zahlenwerte in Tab. 7.1 gelten für isotropes Materialverhalten bis zum Beginnder Shädigung; nah Eintritt der Shädigung ist das Materialverhalten anisotrop. DieAuswertung der Bruhbedingungen wird mit diesen Werten durhgeführt.
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2
G

12
m

1
m

2
m

12
ε
11f

ε
22f

ε
12vf

ε
11b

ε
22b

ε
12vb[MPa℄ [MPa℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄ [ - ℄

2000
E

1

2(1+ν
12

)
1

0.013
1

0.013
1

0.0518
0.02 0.02 0.0548 0.007 0.007 0.003Tab. 7.1 Materialparameter aus [35℄, Seite 129Da bei den nahfolgenden Beispielen immer der Spezialfall L

1211
= −L

1222
= 0 vorliegt,wird dieser Fall zunähst allgemein betrahtet.Das Rissbildungskriterium im Fall L

1211
= −L

1222
= 0Da L

1211
= −L

1222
= 0 gilt, reduziert sih das quartishe Polynom in Gl. (5.24) aufP1(z) := z4L
1212

L
2222

− z2 [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

+L
1212

L
1111

. (7.1)Durh die Substitution y := z
2 lässt sih dann P

1
(z) in ein quadratishes PolynomR(y) überführen, so dass jetzt die GleihungR(y) := y

2

L
1212

L
2222

− y [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]

+L
1212

L
1111

!
= 0 (7.2)zu lösen ist. Die Nullstellen des Polynoms R(y) in Gl. (7.2) können nun einfah be-stimmt werden. Mit

∆ = [L
1212

(L
2211

+ L
1122

)− L
1111

L
2222

+ L
1122

L
2211

]
2 − 4L

2

1212
L

2222
L

1111
(7.3)erhält man die Nullstellen:

y
1, 2

=
L

1212
(L

2211
+ L

1122
)− L

1111
L

2222
+ L

1122
L

2211
±

√
∆

2L
1212

L
2222

. (7.4)



89Reelle Nullstellen von P1(z) existieren o�enbar nur, wenn mindestens eine Nullstelle vonR(y) gröÿer gleih Null ist. Dazu ist es notwendig, dass die Diskriminante ∆ positivoder zumindest Null ist. Im Sonderfall L
1212

L
2222

= 0 gibt es als Lösung y = ±∞, imSonderfall L
1212

L
1111

= 0 eine Lösung y = 0 .Die Dehnung, die zur ersten reellen Nullstelle des Polynoms P1(z) führt, wird als Bruh-dehnung oder kritishe Dehnung (Verzerrung) (ǫ
RK
11 krit) de�niert und ist für den Riss-beginn verantwortlih. (Der Index � RK � steht für � Rissbildungskriterium �.) Aus obi-gen Überlegungen ergibt sih folgendes Kriterium zur Ermittlung der Bruhdehnung:Ein kritisher Verzerrungszustand ǫ

RKkrit = (ε
RK
11krit, ε

RK
22krit , ε

RK
12krit)T tritt ein, wennentweder (i) oder (ii) in Gl. (7.5) gilt:

(i) ∆(ǫ
RKkrit) = 0 ∧ y

1
> 0

(ii) L
1212

(ǫ
RKkrit)L2222

(ǫ
RKkrit) = 0 ∧ y

1
= +∞

(7.5)
Im Fall ∆(ǫ

RKkrit) = 0, y
1
= 0 und ∆(ǫ) < 0 für 0 < ||ǫ− ǫ

RKkrit|| < δ für ein δ > 0ist der kritishe Dehnungszustand labil.In den Beispielen werden jeweils die Bruhdehnungen ǫ
RKkrit mit den aus dem Maximal-spannungskriterium resultierenden kritishen Dehnungen ǫ

MKkrit verglihen, ebenso dieRissrihtungen. (Der Index � MK � weist auf das � Maximalspannungskriterium �hin.)Zur Vereinfahung der Darstellung werden noh folgende Bezeihnungen eingeführt:R(y)|
ǫ
RKkrit =: R∗

(y) , P1(z)|
ǫ
RKkrit = P1(tan θ)|

ǫ
RKkrit =: P∗

1(θ) (7.6)Die Polynome R∗

(y) und P∗

1(θ) sind jeweils für vershiedene Querkontraktionszahlenaufgezeihnet. Die Darstellung von R∗ erfolgt mit ν
12

= 0 und ν
12

= 0.5 und dieVeranshaulihung von P∗

1 mit ν
12
= {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}.7.1 Einaxialer ZugAls erstes Beispiel wird der einahsige Zugversuh betrahtet. Hier werden zwei Fällemit untershiedlihen Randbedingungen, nämlih ohne und mit Querbehinderung, dieals RB-a und RB-b gekennzeihnet sind, untersuht - s. Abb. 7.1 bzw. 7.7.



90 7.1 Einaxialer Zug7.1.1 Fall 1a: Einaxialer Zug ohne Querbehinderung (RB-a)
e1

ue2

n

θ s

Abb. 7.1: Spannungsvektor s, Rissnor-male n und einaxiale Zugbelastung ohneQuerbehinderung
Unter Vorgabe einer äuÿeren Bela-stung ε

11max
= u

1,1
ergeben sih derSpannungs- und der Verzerrungs-tensor zu:T =





T
11

0

0 0



und
ε =





ε
11max

0

0 −ν̂
12
ε
11max



Da
ε
12max

= 0 und ε
22max

= −ν̂
12
ε
11max

=

{
−ν

12
ε
11 max

, 0 ≤ ε
11max

≤ ε
11b

,

−m
1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)ε

11 max
, ε

11b
≤ ε

11max
≤ ε

11f
,liegt der kritishe Verzerrungszustand im Teilgebiet ǫV I - s. Abb. 5.9. Es ist dann

ε
22max

= −m
1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)ε

11max
, ε

12v max
= ε

11max
[1 +m

1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)] ,

ε
11b

6 ε
11max

6 ε
11f

.(Im Fall ν
12
= 0 ist ε

22max
= 0.)
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Abb. 7.2: Belastungsverlauf für ν
12
= 0.3Mit

D
II
= 1−m

1
ν
12
ν
21
(ε

11f
− ε

11max
) , 0 < D

II
≤ 1 ,lassen sih die Komponenten des instantanen Materialstei�gkeitstensors L

ijkl
gemäÿGl. (4.26) wie folgt ausdrüken:
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L

1111
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m
1
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1

D
II

(
ε
11f

− 2ε
11max

)
= :

L̃
1111

D
II

, L
1122

= m
1
ν
12
(ε
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− ε

11max
)L

2222
,

L
2211

= ν
21

L̃
1111

D
II

, L
2222

=
E

2

D
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, L
1211

= −L
1222
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L
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= m
12
G

12

{
ε
12vf

−
[
1 +m

1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)
]
ε
11max

}
.

(7.7)
Das Polynom in Gl. (7.2) ergibt sih zuR(y) =

1

D
II

{

y
2

L
1212

E
2
− y

[

L
1212

(

ν
21
L̃

1111
+ E

2
m

1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)
)
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E
2

]}

+
1

D
II

(L
1212
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1111

) (7.8)bzw. R(y) = 1

D
II

R̃(y)mit R̃(y) := y
2

L
1212

E
2
− y

[

L
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(

ν
21
L̃

1111
+ E

2
m

1
ν
12
(ε

11f
− ε

11max
)
)

− L̃
1111

E
2

]

+L
1212

L̃
1111

. (7.9)Diskussion der BruhkriterienDas Maximalspannungskriterium liefert die Bedingung L
1111

= 0, d.h., der kritisheVerzerrungszustand (ε
MK
11krit , −ν̂

12
ε
MK
11krit, 0) ist im Fall ν

12
6= 0 der Shnittpunkt der inAbb. 7.2 skizzierten Kurve mit dem grünen Parabelast im Raum ǫ II

/ǫV I in Abb. 5.9bzw. im Fall ν
12
= 0 der Shnittpunkt der ε

11max
-Ahse mit der Geraden ε

11max
= 1

2
ε
11f
.Es stellt sih heraus, dass unabhängig von der Querkontraktionszahl ν

12
immer

ε
MK
11krit = 1

2
ε
11f

ist. Eingesetzt in R̃(y) liefert dies die Nullstellen:
y
MK(1)
1

= 1
2
m

1
ν
12
ε
11f

, y
MK(1)
2

= 0 für ν
12
6= 0,

y
MK(2)
1

= y
MK(2)
2

= 0 für ν
12
= 0.Bezüglih des Rissbildungskriteriums ist wegen ε

MK
11krit = 1

2
ε
11f

die Gleihung R(y) = 0bzw. R̃(y) = 0 für ε
11b

≤ ε
11max

≤ 1
2
ε
11f

zu untersuhen.Die graphishe Darstellung in Abb. 7.3 bzw. 7.4 läÿt unshwer erkennen, dass die Dis-kriminante ∆(ε
11max

) oberhalb der sogenannten kritishen Dehnung ε
RK
11 krit - nämlih

ε
RK
11krit. = 0.010000 für ν

12
= 0 bzw. ε

RK
11krit. = 0.009795 für ν

12
= 0.5 - niht mehrnegativ wird und auh die gröÿere Nullstelle y

1
positiv bleibt. Da mit Erreihen derkritishen Dehnung die erste Nullstelle des quadratishen Polynoms in Gl. (7.2) gröÿergleih Null ist, können daraus die ersten reellen Nullstellen z = ±√

y des quartishenPolynoms P
1
(z) in Gl. (7.1) zur Berehnung des Bruhwinkels θ bestimmt werden.
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Abb. 7.6: Polynom P∗

1(θ) für ν12
=

{0, ; 0.1 ; 0.2 ; 0.3 ; 0.4 ; 0.5}In den Abb. 7.5 und Abb. 7.6 sind die Polynome R(y) bzw. P1(z) für ε
11max

= ε
RK
11kritdargestellt, s. Gl. (7.6).Man beahte, dass wegen ∆ = 0 bei Bruhdehnung das Polynom R∗

(y) an der Nullstellegerade die Abszisse berührt, ebens P∗

1(θ) bei den entsprehenden Winkeln. Hier erkenntman leiht die Existenz reeller Nullstellen beim Bruheintritt. Für ν
12
6= 0 gibt es zweidoppelte Nullstellen, für ν

12
= 0 nur eine einzige vierfah Nullstelle.
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ν
12

y
1
(ε

RK
11 krit) θ

RK
1, 2

θ
MK
0,1,2

ε
RK
11 krit ε

MK
11 krit g(θRK

1
) g(θRK

2
)- - Grad Grad - - - -0.5 0.15917 ±21.75◦ 0◦, ±31.80◦ 0.009795 0.010 (1, -0.24) (1, 0.24)0.4 0.13075 ±19.88◦ 0◦, ±29.02◦ 0.009873 0.010 (1, -0.24) (1, 0.24)0.3 0.10161 ±17.68◦ 0◦, ±25.66◦ 0.009928 0.010 (1, -0.23) (1, 0.23)0.2 0.07060 ±14.88◦ 0◦, ±21.42◦ 0.009967 0.010 (1, -0.22) (1, 0.22)0.1 0.03680 ±10.86◦ 0◦, ±15.50◦ 0.009991 0.010 (1, -0.18) (1, 0.18)0 0 0◦ 0◦ 0.010000 0.010 (1, 0.0)Tab. 7.2 Nullstelle y

1
(ε

RK
11 krit), Winkel θRK

1,2
bzw. θMK

0,1,2
, Bruhdehnung ε

RK
11 krit bzw.

ε
MK
11 krit sowie Rihtung g(θRK

1
) bzw. g(θRK

2
) des Geshwindigkeitsfeldes ∆v fürvershiedene ν

12FazitAus Tab. 7.2 geht hervor, dass die kritishe Dehnung (ε
RK
11 krit) u.a. von der Querkon-traktionszahl ν

12
abhängig ist. Es ist erstaunlih, daÿ im Fall ohne Querbehinderungdie kritishe Dehnung von ν

12
abhängig sein soll - s. Abb. 7.3 bzw. 7.4. Die Existenzvon reellen Nullstellen des Polynoms P1(z) ist als Indiz für die Bruhentstehung zuinterpretieren.Für ν

12
6= 0 ergeben sih für die Rissnormale zwei stabile von der Querkontraktionszahl

ν
12

abhängige Bruhwinkel θ = ± θ̃(ν
12
). Dieses Ergebnis entspriht der vorgestelltenBeshreibung des Phänomens als Pithfork-Bifurkation.Zudem ist aus der Tab. 7.2 zu erkennen, dass sih für das Maximalspannungskriteri-um und das Rissbildungskriterium im allgemeinen untershiedlihe kritishe Dehnungenergeben. Da ε

RK
11 krit kleiner als εMK

11 krit ist, bedeutet dies, dass das Rissbildungskriteriumfrüher einen Riss anzeigt. Damit erhält man untershiedlihe Bruhwinkel θRK bzw. θMK
.Für das Maximalspannungskriterium entsteht zusätzlih θ

0
= 0 als Lösungswinkel.7.1.2 Fall 1b: Einaxialer Zug mit Querbehinderung (RB-b)

e2 u

e1

s

θ

n

Abb. 7.7: Spannungsvektor s, Rissnormale
n und einaxiale Zugbeanspruhung mitQuerbehinderung

Unter Vorgabe der äuÿerenBelastung mit ε
11max

= u
1,1ergeben sih Spannungs-und Verzerrungstensor zu:T =





T
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0 ν
12
T
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und
ε =





ε
11max

0

0 0







94 7.1 Einaxialer ZugDa
ε
22max

= 0, ε
12max

= 0 und ε
12v max

= ε
11max

,liegt der kritishe Verzerrungszustand im Teilgebiet ǫV I - s. Abb. 5.9. Es ist dann
ε
22max

= 0 , ε
12v max

= ε
11max

, ε
11b

≤ ε
11max

≤ ε
11f

.Mit
D

II
= 1−m

1
ν
12
ν
21
(ε

11f
− ε

11max
) , 0 < D

II
≤ 1,ist nah Gl. (4.26)
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)
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)
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(7.10)
Das Polynom in Gl. (7.2) hat damit die GestaltR(y) = 1

D2

II

R̃(y) (7.11)mit R̃(y) := y
2

L
1212

E
2
D

II
− y
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L
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(

ν
21
L̃

1111
+m

1
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2
D

II
(ε

11f
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11max
)
)

−E
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]

+L
1212
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1111

. (7.12)Diskussion der BruhkriterienDas Maximalspannungskriterium liefert wie im vorigen Fall die Bedingung L
1111

= 0.Damit erhält man als kritishen Verzerrungszustand (ε
MK
11krit , 0, 0) den Shnittpunktder ε

11max
−Ahse mit dem grünen Parabelast in Abb. 5.9 bzw. im Fall ν

12
= 0 mit derGeraden ε

11max
= 1

2
ε
11f
, s. Tab. 7.3. Für die Nullstellen von R(y) ergibt sih:

y
MK(1)
1

= m
1
ν
12
(ε

11f
− ε

MK
11krit) und y

MK(1)
2

= 0 für ν
12
6= 0 ,

y
MK(2)
1

= y
MK(2)
2

= 0 für ν
12
= 0 .Das Rissbildungskriterium ist für ε

11b
6 ε

11max
6 ε

MK
11krit zu untersuhen. Dabei musswieder die Diskriminante ∆ von R(y) diskutiert werden. Der Übergang von negativenzu positiven Werten liefert die kritishe Dehnung ε

RK
11krit , s. Abb. 7.8 / 7.9 und Tab. 7.3.Die Polynome R(y) und P1(z) werden im kritishen Zustand veranshauliht, indem mitder kritishe Dehnung ε

RK
11krit die Koe�zienten von R∗

(y) gemäÿ Gl. (7.2) ausgerehnetwerden - s. in Abb. 7.10 / 7.11. Der Graph des Polynoms P∗

1(θ) berührt die Abszisse beiEntstehung reeller Nullstellen von R∗

(y), was dem Bruheintritt entspriht. Für ν
12
= 0ist die Nullstelle von P∗

1(θ) vierfah, für ν
12
6= 0 liegen doppelte Nullstellen vor.
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Abb. 7.11: Polynom P∗

1(θ) für
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= {0 ; 0.1 ; 0.2 ; 0.3 ; 0.4 ; 0.5}

In Tab. 7.3 sind in Abhängigkeit der Querdehnzahl ν
12
die Ergebnisse für die kritisheDehnung und den Bruhwinkel zusammengestellt.



96 7.2 Shub
ν
12

y
1
(ε

RK
11 krit) θ

RK
1,2

θ
MK
0,1,2

ε
RK
11 krit ε

MK
11 krit g(θRK

1
) g(θRK

2
)- - Grad Grad - - - -0.5 0.1753 ±22.72◦ 0◦, ±33.29◦ 0.008593 0.00879 (1, -0.25) (1, 0.25)0.4 0.1396 ±20.49◦ 0◦, ±29.86◦ 0.009168 0.00929 (1, -0.25) (1, 0.25)0.3 0.1056 ±18.00◦ 0◦, ±26.06◦ 0.009555 0.00963 (1, -0.24) (1, 0.24)0.2 0.0717 ±14.99◦ 0◦, ±21.57◦ 0.009808 0.00984 (1, -0.22) (1, 0.22)0.1 0.0369 ±10.88◦ 0◦, ±15.33◦ 0.009952 0.00996 (1, -0.18) (1, 0.18)0.0 0 0◦ 0◦ 0.010000 0.01000 (1, 0.0)Tab. 7.3 Nullstelle y

1
(ε

RK
11 krit), Winkel θRK

1,2
bzw. θMK

0,1,2
, Bruhdehnung ε

RK
11 krit bzw.

ε
MK
11 krit sowie Rihtung g(θRK

1
) bzw. g(θRK

2
) des Geshwindigkeitsfeldes ∆v fürvershiedene ν

12FazitAus der Tabelle 7.3 lassen sih analoge Shlüsse ziehen wie im vorhergehenden Fall.7.2 ShubWir betrahten die einfahe und die homogene Shubbeanspruhung, die aus Abb. 7.12bzw. Abb. 7.17 zu entnehmen sind.7.2.1 Fall 2a: Einfaher Shub
e2
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n

s

θ

u u

Abb. 7.12: Spannungsvektor s, Rissnormale nund einfahe Shubbeanspruhung

Für den Spannungs- und denVerzerrungstensor gilt bei ein-faher Shubbeanspruhung im
(e1, e2)-Koordinatensystem:T =





0 T
12

T
12

0



und
ε =





0 ε
12max

ε
12max

0



Da
ε
11max

= ε
22max

= 0 und ε
12v max

= ε
12max

,liegt der kritishe Verzerrungszustand im Teilgebiet ǫV - s. Abb. 5.9. Es ist dann
ε
11max

= ε
22max

= 0 , ε
12v max

= ε
12max

, ε
12vb

≤ ε
12v max

≤ ε
12vf

.Mit
D

I
= 1− ν

12
ν
21
, 0 < D

I
≤ 1 ,
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=
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L
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ε
12vf

− 2ε
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]
.

(7.13)Das Polynom in Gl. (7.2) ergibt sih zuR(y) = 1

D
I
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E
2
− y [L

1212
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+ ν
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)−E
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]+ L

1212
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1
. (7.14)Diskussion der BruhkriterienDas Maximalspannungskriterium liefert L

1212
= 0 und damit εMK

12krit = 1
2
ε
12vf

unabhängigvon ν
12
. Der Grenzübergang ε

12max
↓ 1

2
ε
12vf

führt für beliebiges ν
12
zu den beiden Null-stellen y

MK
1

= 0 , y
MK
2

= ∞ von R̃(y) bzw. R(y). Es ist zu untersuhen, ob sih beimRissbildungskriterium aus der Gleihung R̃(y) = 0 für ε
12vb

≤ ε
12max

≤ ε
MK
12krit anderekritishe Bruhdehnungen ergeben.Die kritishe Dehnung wird wieder mit Hilfe der Diskriminante und der Nullstellen vonR(y) errmittelt. Dabei stellt sih heraus - s. Abb. 7.13 bis 7.16 -, dass sih wie beimMaximalspannungskriterium als kritishe Dehnung ε

RK
12krit = 1

2
ε
12vf

= 0.02740 ergibt undzwar unabhängig von ν
12
; d.h., es ist auh beim Rissbildungskriterium L

1212
(ε

RK
12krit) = 0.(Hier liegt Fall (ii) in Gl. (7.5) des Rissbildungskriteriums vor.) Entsprehend hat mandie Nullstellen y

RK
1

= 0 , y
RK
2

= ∞ . Somit sind θ
RK
0,1,2

= {0, ±π
2
} stabile Bruhwinkel -siehe dazu die Abb. 7.13 bis 7.16.
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θ
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0,1,2

ε
RK
12 krit. ε

MK
12 krit. g(θRK

0
) g(θRK

1,2
)- Grad Grad - - - -0/∞ 0◦/±90◦ 0◦/±90◦ 0.02740 0.02740 (0, 1) (1, 0)Tab. 7.4 Nullstellen y

1,2
(ε

RK
12 krit), Winkel θRK

0,1,2
bzw. θMK

0,1,2
, Bruhdehnung

ε
RK
12 krit bzw. εMK

12 krit sowie Rihtung g(θRK
0

) bzw. g(θRK
1,2

) des Geshwin-digkeitsfeldes ∆v (Werte unabhängig von ν
12
)
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997.2.2 Fall 2b: Homogener Shub
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Abb. 7.17: Spannungsvektor s, Rissnormale nund homogene Shubbeanspruhung

Unter Vorgabe biaxialer Zug-/Druk-Belastungen (ε
11max

= u
1,1
, ε

22max
= u

2,2und ε
11max

= −ε
22max

) ergeben sih derSpannungs- und der Verzerrungstensorfür die homogene Shubbeanspruhungzu: T =
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11max

0

0 −ε
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Da
ε
11max

= −ε
22max

und ε
12v max

= 2ε
11max

,ist der kritishe Verzerrungszustand im Teilgebiet ǫV I - s. Abb. 5.9. Es ist dann
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Das Polynom in Gl. (7.2) hat die GestaltR(y) = 1
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Diskussion der BruhkriterienDas Maximalspannungskriterium liefert wie in den Fällen 7.1.1 und 7.1.2 die Bedin-gung L

1111
= 0. Damit ergibt sih für ν

12
6= 0 als kritisher Verzerrungszustand

(ε
MK
11krit , −ε

MK
11krit , 0) der Shnittpunkt der Geraden ε

22max
= −ε

11max
mit dem grünenParabelast in Abb. 5.9 bzw. εMK

11krit = 1
2
ε
11f

für ν
12

= 0 . Im Spezialfall ν
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= 0 hatR(y) die Nullstellen y
MK
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= 0 ; im Fall ν
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6= 0 die Nullstellen

y
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= m
1
ν
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(ε

11f
− ε

MK
11krit) und y
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2

= 0wie im Fall 7.1.2.Das Rissbildungskriterium erfordert wieder die Lösung der Gleihung R(y) = 0 für
ε
11b

≤ ε
11max

≤ ε
MK
11krit . Die kritishe Dehnung ε

RK
11krit wird anhand der Bedingungen in Gl.(7.5) bestimmt und ergibt sih aus dem Verlauf des Graphen der Diskriminante ∆ undder Nullstellen y

1, 2
von R(y) - s. Abb. 7.18 und 7.19. Der Übergang von negativen zupositiven Werten der Diskriminante zeigt die kritishe Dehnung ε

RK
11krit an. Für ν12

= 0�ndet sih ε
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11krit = 1

2
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und y
1
= 0 bzw. θ = 0; für ν
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1(θ) für
ν
12
= {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}

In Abb. 7.20 ist für ν
12

= 0 und ν
12

= 0.5 das Polynom R(y) am kritishen Zustanddargestellt; Abb. 7.21 zeigt das Polynom P1(z) am kritishen Zustand für untershied-lihe ν
12
. Da an der kritishen Stelle die Diskriminante Null ist, berühren die Polynomebei den Nullstellen die Abszisse. Die Ergebnisse sind in Tab. 7.5 zusammengestellt.
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θ
MK
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11 krit ε

MK
11 krit g(θRK

1
) g(θRK

2
)- - Grad Grad - - - -0.5 0.113519 ±18.62◦ 0◦, ±28.02◦ 0.01252 0.01264 (1, -0.21) (1, 0.21)0.4 0.101974 ±17.71◦ 0◦, ±26.37◦ 0.01192 0.01201 (1, -0.21) (1, 0.21)0.3 0.084957 ±16.25◦ 0◦, ±23.93◦ 0.01141 0.01147 (1, -0.21) (1, 0.21)0.2 0.062628 ±14.05◦ 0◦, ±20.44◦ 0.01094 0.01097 (1, -0.20) (1, 0.20)0.1 0.034821 ±10.54◦ 0◦, ±15.14◦ 0.01048 0.01049 (1, -0.17) (1, 0.17)0.0 0 0◦ 0◦ 0.01000 0.01000 (1, 0.0)Tab. 7.5 Nullstelle y
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, Bruhdehnung ε

RK
11 krit bzw.

ε
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11 krit sowie Rihtung g(θRK

1
) bzw. g(θRK

2
) des Geshwindigkeitsfeldes ∆v fürvershiedene ν
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FazitTab. 7.5 zeigt für ν
12
6= 0 untershiedlihe kritishe Dehnungen bei Maximalspannungs-kriterium und Rissbildungskriterium. Hier erkennt man dass unabhängig von ν

12
derkritishe Zustand für das Rissbildungskriterium früher eintritt (εRK

11 krit < ε
MK
11 krit). Dieswar zu erwarten.



102 7.3 Biaxialer Zug7.3 Biaxialer ZugWir betrahten den biaxialen Zugversuh, der in Abb. 7.22 dargestellt ist.
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Abb. 7.22: Spannungsvektor s, Rissnormale nund biaxiale Zugbeanspruhung
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= ε
22max
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Das Polynom in Gl. (7.2) hat damit die GestaltR(y) = 1
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. (7.19)Diskussion der BruhkriterienDas Maximalspannungskriterium liefert L

1111
= 0, d.h., kritisher Verzerrungszustand

(ε
MK
11krit , ε

MK
11krit , 0) ist im Fall ν

12
6= 0 der Shnittpunkt der Geraden ε

11max
= ε

22maxmit der roten Kurve im Teilgebiet ǫ IV in Abb. 5.9 bzw. im Fall ν
12

= 0 mit derGeraden ε
11max

= 1
2
ε
11f
. Da sih der Faktor L̃

1111
in R̃(y) ausklammern lässt, istR(y) |ε

11krit. = R∗

(y) = 0 für beliebiges y, d.h., der Bruhwinkel θMK kann alle Werteannehmen.Beim Rissbildungskriterium ist wieder die Gleihung R̃(y) = 0 für ε
11b

6 ε
11max

< ε
MK
11kritzu untersuhen. Nah obigem ist die Gleihung R̃(y)

L̃
1111

= 0 näher zu analysieren. Dabeistellt sih heraus, dass es für ε
11b

6 ε
11max

< ε
MK
11krit keine reellen Lösungen gibt, da dieDiskriminante durhwegs negativ ist, s. Abb. 7.23 und 7.24. Damit liefert das Rissbil-dungskriterium die gleihen kritishen Dehnungen wie das Maximalspannungskriteriumund dementsprehend beliebige Bruhwinkel θRK.
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104 7.3 Biaxialer ZugIn Tab. 7.6 sind die kritishen Dehnungen für vershiedene ν
12
zusammengestellt.

ν
12

0.4 0.3 0.2 0.1 0
ε
MK
11krit 0.00766 0.00846 0.00908 0.00958 0.01000
ε
RK
11krit 0.00766 0.00846 0.00908 0.00958 0.01000Tab. 7.6 Kritishe Dehnung ε

MK
11krit bzw. ε

RK
11krit für

ν
12
= {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4}Anmerkung: Wie anhand der Tab. 7.6 zu erkennen ist, wandert die kritishe Deh-nung ε

RK/MK
11krit mit wahsendem ν

12
gegen die Grenze ε

11b
= 0.007. Da die Tangentenstei-�gkeitsmatrix an den Grenzen von ǫ IV unstetig ist, sollten die Kriterien für ν

12
> 0.4niht mehr angewendet werden (s. Anmerkung auf S. 51).FazitWie man der Tab. 7.6 entnehmen kann, liefern sowohl das Maximalspannungskriteriumals auh das Rissbildungskriterium dieselbe kritishe Dehnung für ν

12
≤ 0.4 . Darausergeben sih die gleihen Werte für die Lösungswinkel (beliebig). Die beiden Ansätzeliefern somit dasselbe Resultat.



Kapitel 8Zusammenfassung und AusblikGegenstand dieser Arbeit ist die Untersuhung und Analyse des postkritishen Ver-haltens von Faserverbundlaminaten mittels Lokalisierungsanalyse. Dabei ist der Fokussowohl auf eine detaillierte Materialbeshreibung im Versagensbereih als auh auf eineverbesserte Beshreibung des Rissbildungsphänomens gelegt worden. Bei der Ausma-lung des Degradationsverhaltens von Faserverbundlaminaten ist man von einem geshä-digten Modell für unidirektional verstärkte, langfaserige Verbundwerksto�e mit den ela-stishen Kennwerten als Shädigungsvariable ausgegangen. Hierbei handelt es sih umdie Elastizitätsmoduli, die Querkontraktionszahlen und den e�ektiven Shubmodul, deraus der einfahen und der homogenen Shubbeanspruhung hervorgeht. Diese Materi-alkenngröÿen stellen dann die Variablen zur Darstellung der Degradation infolge einesShädigungsvorgangs dar. Der Degradationsverlauf wird während des Shädigungspro-zesses als linear mit den maximal erreihten Dehnungen angenommen.Ein zweiter Shwerpunkt dieser Arbeit stellt die Untersuhung einiger bekannterBruherkennungsmethoden auf das hier entwikelte Materialmodell dar. Aus dieserUntersuhung zeigt sih, dass nur die Bifurkationsanalyse als geeignete Bruherken-nungsmethode in Frage kommt. Ein wesentlihes Ergebnis der Arbeit besteht darin,nahzuweisen, dass mit der Bifurkationsanalyse auh die Rihtung des entstehendenBruhes festgelegt werden kann. Das erweiterte kontinuumsmehanishe Modell mitden geeigneten Bruhkriterien ist daher in der Lage, die Rissbildung phänomenologishrealitätstreu abzubilden.In Kapitel 2 werden die kontinuumsmehanishen Grundlagen eingeführt. In Kapitel 3wird auf deren Basis das hier verwendete Shädigungsmodell für unidirektional ver-stärkte langfaserige Verbundwerksto�e entwikelt. Die Materialbeshreibung erfolgt inden Versagensbereih als kontinuierlihe Degradation.In Kapitel 4 leiten wir die Materialgleihung für Verbundwerksto�e her, derenzeitlihe Ableitung zur ratenabhängigen Matrialgleihung führt, die zusammen mit densto�freien Gleihungen eine Anfangsrandwertaufgabe zur Bestimmung des Materialver-haltens darstellt.Anhand einiger Fallstudien werden grundsätzlihe Uberlegungen zu Shädigungskrite-rien durhgeführt und eine Übersiht über möglihe Bruherkennungsmethoden vor-gestellt. Das mathematishe Grundproblem, das beim Rissbildungsphänomen auftritt,besteht darin, die im Raumvolumen entstehende Shädigungsenergie in Relation zu dendurh zweidimensionale Mannigfaltigkeiten darstellbaren Rissen zu setzen. Die Unter-suhung der Bruherkennungsmethoden in Kapitel 5 hat erwiesen, dass dieses Problemnur mittels Bifurkationsanalyse in befriedigender Weise gelöst werden kann.105



106 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKIn Kapitel 6 wird die Rissbildung anhand der Bifurkationanalyse berehnet. DasBruherkennungskriterium, das mittels der Bifurkationsanalyse gewonnen wird, ergibtsih als ein quartishes Polynom, bei dem die reellen Nullstellen die Rissränderbeshreiben. Die Anzahl dieser Nullstellen kann als die Anzahl der Möglihkeiten zurRissentstehung interpretiert werden. Die Berehnung des Rissrands erfolgt zunähst imFall der Eindeutigkeit. Im Fall einer Mehrdeutigkeit ist das Rissbildungsphänomen auhdurh den um das Bruherkennungskriterium erweiterten Modellansatz niht eindeutigdeterminiert. Die Analyse lässt shlussfolgern, dass die Rissbildung als Pithfork-Bifurkation interpretiert werden kann. In dieser Arbeit werden mehrere Anwendungs-fälle (Kapitel 7) für das Maximalspannungskriterium und das Rissbildungskriteriumvollständig durhgerehnet. Die Ergebnisse haben die Erkenntnis bestätigt, dass einRiss beim Rissbildungskriterium früher eintritt.Zur Überprüfung des Rissbildungskriteriums sollten Versuhe an anisotropen Materiali-en durhgeführt werden. Zur Implementierung in kommerzielle FE-Programme muss ei-ne numerishe Handhabung des Rissbildungskriteriums für den allgemeinen Belastungs-fall entwikelt werden.



Anhang AErläuterung und Argumentation zurRissnormalenFall 1: Lösung mit orthogonal zu einander stehenden NormalenO.B.d.A. wird hier von folgenden senkrehtzueinander stehenden Einheitsvektoren aus-gegangen:
n

1

=
[
1 0

]T und n
2

=
[
0 1

]TAus Gl. (6.12) folgt nun die Kurve für denVerlauf des Rissrandes:
x2 =

1

ξ
arcsin

(

− 1

α
sin (ξ x1)

) für |α| > 1bzw.
x1 =

1

ξ
arcsin (−α sin (ξ x2)) für |α| < 1

Rissränder
n

2

n
1 x1

x2

Abb. 1.1: Ursprünglihe Rissränder
Abb. 1.2 stellt die Rissränder aus derÜberlagerung von ∆v

1 und ∆v
2 mit denParametern α = ±1 dar. Dabei ent-spriht der durhgezogenen Kurve die Dar-stellung mit dem positiven Parameter α =

1 und der gestrihelten Kurve die Darstel-lung mit dem negativen Parameter α = −1 .Unshwer ist zu erkennen, dass für α = ±1die neuen Rissränder entlang der Winkelhal-bierenden von n
1 und n

2 verlaufen.
x1

x2

n
1

n
2

α = −1α = +1

Abb. 1.2: Rissränder mit α = ±1Abb. 1.3 enthält die Darstellung der Rissränder für ξ = 1 und αa = ±2.5 , wäh-107



108ANHANGA. ERLÄUTERUNG UNDARGUMENTATION ZURRISSNORMALENrend Abb. 1.4 dem Verlauf der Rissränder mit dem gleihen ξ -Wert (ξ = 1) allerdingsfür αb = ±0.25 = 1
10
αa entspriht.

n
1

n
2

x2

x1

α = −2.5

α = +2.5

Abb. 1.3: Rissränder für α = ± 2.5

n
2

n
1 x1

x2

α = +0.25

α = −0.25

Abb. 1.4: Rissränder für α = ± 0.25Genau wie in Abb. 1.2 entsprehen Darstellungen mit gestrihelten Linien in Abb. 1.4und Abb. 1.3 den Rissrändern mit negativen Parametern (α = −2.5 bzw. − 0.25)und Darstellungen mit durhgezogenen Linien Rissränder mit positiven Parametern
(α = 2.5 bzw. 0.25) .Bei den bisherigen Betrahtungen beshreibt die Randkurve Σ eine Seite des Ris-ses. An der gegenüberliegende Seite von Σ muss die Lösung ebenfalls eindeutig sein.Demnah müssen auh hier für jede Einzellösung ∆v

1R oder ∆v
2R die Ausdrüke

sin(ξ n
1·x) = 0 oder sin(ξ n

2·x) = 0 gelten, d.h. es gibt für die Lage xq der anderenSeite des Risses, der bei x=0 beginnt:
ξ n

iq xq = k π mit i, q = 1, 2 und k ∈ ZFür den Sonderfall
n

1

=
[
1 0

]T und x =
[
x1 x2

]Tgilt nun:
ξ x1 = k π ⇒ x1 =

k π
ξ

;

π

ξ
ist die minimale Rissbreite, die sih dabei ergibt. Da die Rissbreite am Anfangsehr klein ist, hat ξ einen sehr groÿen Wert im Moment des Auseinanderbrehens,d.h. ξ → ∞ . Setzt man diesen Wert in die Rissrandkurve Abb. 1.4 oder Abb.1.3 ein, so erkennt man, dass der Rissrand sih den Geraden x1 oder x2 für sehrgroÿe ξ ( ξ → ∞ ) nähert - siehe Abb. 1.5 bzw. Abb. 1.6. D.h. es entsteht für

|α| 6= 1 bei Überlagerung von ∆v
1R und ∆v

2R keine neue Rissrandkurve. Die angeblihdurh Überlagerung entstehenden neuen Rissränder streben mit wahsender Rissö�nungasymptotish gegen die ursprünglihen Rissränder.Es ist ersihtlih, dass jede minimale Abweihung von den Parameterwerten im Fall
α = ±1 in Abb. 1.2 zu einem Rissverlauf führt, der analog zum Fall α 6= ±1 ist - sieheAbb. 1.3 oder Abb. 1.4. Der Rissverlauf ist somit für α = ±1 instabil und stabil für



109
x1

n
2

n
1

x2
α = +2.5 α = −2.5

ξ = 1

ξ = 2

ξ = 2

ξ = 1Abb. 1.5: Rissränder für α = ± 2.5und ξ = 1 bzw. 2

x2

n
2

n
1

x1

α = +0.25

ξ = 1

ξ = 2

α = −0.25

ξ = 1

ξ = 2

Abb. 1.6: Rissränder für α = ± 0.25und ξ = 1 bzw. 2
α 6= ±1 . Anhand weiterer Falluntersuhungen (Rihtungskon�gurationen) wird dieseErkenntnis näher analysiert. Nah den bisherigen Analysen können neue Rissränder nurfür α = ± 1 mit instabilen Rissrihtungen entstehen. Wir werden daher im Folgendennur Fälle (α 6= ± 1) betrahten, wo keine neuen Rissränder vorkommen.Fall 2: Lösung mit shief zueinander stehenden NormalenMan betrahte

n
1

=
[
1 0

]T und n
2

=
[ √

2
2

√
2
2

]Tals Einheitsvektoren aus der mehrdeutigen Lösung des quartishen Polynoms für dieSingularitätsbedingung. Die Vektoren sind niht senkreht zueinander.
n

1 x1

Rissränder
x2

n
2

Abb. 1.7: Ursprünglihe Rissränder

x2

n
2

n
1

α = −2.5

α = 2.5

x1

Abb. 1.8: Rissränder nah Überlage-rung mit α = ±2.5Abb. 1.7 stellt sowohl Einheitsvektoren n
1 und n

2 als auh die ihnen zugehörigenRissränder dar. Die Überlagerung von ∆v
1R und ∆v

2R erfolgt mit den Parameterwer-ten ξ = 1 für die Wellenzahl und α = ±2.5 für die Vielfahheit. Die entstehendenBruhränder sind in Abb. 1.8 dargestellt.Wie zuvor in vorigen Fälle vorgeführt, wird beim Bruh der Parameter ξ sehr groÿ,d.h. ξ → ∞ . Setzt man diesen Wert in die Rissrandkurve - Abb. 1.8 - ein, so stellt



110ANHANGA. ERLÄUTERUNG UNDARGUMENTATION ZURRISSNORMALENman fest, dass die Kurve gegen einen der ursprünglihen Rissränder - Abb. 1.7 - strebt.Damit ist ebenfalls gezeigt, dass die asymptotishe Betrahtung der Überlagerung mit
α 6= 1 keine neue Rissrandkurve zulässt.Ähnlih wie im Fall 1, ist für α 6= ±1 die Existenz von neuen Rissrändern ausge-shlossen. Die Abbildungen der Überlagerung von ∆v

1R und ∆v
2R - Abb. 1.8 - fallenasymptotish mit den ursprünglihen Rissrändern - Abb. 1.7 - zusammen. Die Rissrän-der sind also für |α| < 1 senkreht zu n

1 und für |α| > 1 senkreht zu n
2 .



Anhang BZeihenerklärung
Allgemeines
X kursive Fettshrift zur Kennzeihnung vonVektorfeldern, z.B. OrtsvektorF normale Fettshrift zur Kennzeihnung vonTensorfeldern, z.B. Deformationsgradient
4C Hohgestellte 4 zur Kennzeihnung vonTensoren vierter Stufe, z.B. Werksto�tensor
R,C Zahlenmengen, z.B. die der rellen unddie komplexen Zahlen
∂B Ober�ähe des Gebiets B
∂B

U Teilrand mit gegebenen Ū

∂B
t Teilrand mit gegebenen t̄

Bt Momentankon�guration
Bo Ausgangskon�guration
B Kon�guration bei kleinen Vershiebungen
Skalare
da, dA Norm der Flähenelemente, z.B. da =‖ da ‖, dA =‖ dA ‖
E Elastizitätsmodul
G Shubmodul
K Kompressionsmodul
W

int Formänderungspotenzial
ν
12
, ν

21
Querkontraktionszahlen

ν̂
12
, ν̂

21
geshädigte Querkontraktionszahlen

E
1

Elastizitätsmodul in Faserrihtung
Ê

1
geshädigter Elastizitätsmodul in Faserrihtung

E
2

Elastizitätsmodul senkreht zur Faserrihtung111
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Ê

2
geshädigter Elastizitätsmodul senkreht zur Faserrihtung

G
12

efektiver Shubmodul
Ĝ

12
geshädigter efektiver Shubmodul

J Jaobi-Determinante J = det(F)
u, v Vershiebungen in x- bzw. y-Rihtung
dv , dV Volumenelemente (Momentan- bzw. Ausgangskon�guration)
x, y, z Koordinaten in einem x-y-z Koordinatensystem
a

i Komponente eines Vektors
T

ij Komponente eines Tensors
m1, m2 Steigungen für die
m12 Degradationsbeshreibung
θR Rissrihtung als reelle Nullstelleeines quartishen Polynoms
z = tan θR Variable des quartishen Polynoms
ρ0 Dihte (Ausgangskon�guration)
ρ Dihte (Momentankon�guration)
m Masse
δ Niveau der Shädigung (0 6 δ 6 1)
ξ Wellenzahl
Vektoren
a b Vektoren
ai orthonormiertes konvektives Basissystemda , dA Flähenelemente (Momentan- bzw. Ausgangskon�guration)dx , dX Linienelemente (Momentan- bzw. Ausgangskon�guration)
Gi, G

i ko- bzw. kontravariante Basisvektoren (Ausgangskon�guration)
gi, g

i ko- bzw. kontravariante Basisvektoren (Momentankon�guration)
n, N Normale (Momentan- bzw. Ausgangskon�guration)
k Volumenkraftvektor
u Vershiebungsvektor
t Spannungsvektor
v = ẋ Geshwindigkeitsvektor
I Impulsvektor
Dc Drehimpulsvektor (c Ortsvektor)
Ū Vorgeshriebene Vershiebung am Vershiebungsrand
t̄ Randlast
∆v Di�erenzwert von Geshwindigkeitsvektoren



113Matrizen und TensorenL GeshwindigkeitsgradientF DeformationsgradientU rehter StrektensorV linker StrektensorR DrehtensorCR rehter Cauhy-Green TensorCL linker Cauhy-Green TensorE Greensher Verzerrungstensor: E := 1
2
(F

T

F− 1)

E
A Almansi'sher Verzerrungstensor: EA

= F
−T

EF−1T Cauhysher Spannungstensor
T0 1. Piola-Kirhhoff-Spannungstensor: T0 := det(F)TF

−T

T̃ 2. Piola-Kirhhoff-Spannungstensor:1 Einheitstensor zweiter Stufe
4

1 Einheitstensor vierter Stufe
4

C Sto�tensorC ElastizitätsmatrixCMon. Elastizitätsmatrix (monotropes Materialverhalten)COrt. Elastizitätsmatrix (orthotropes Materialverhalten)CTr. Is. Elastizitätsmatrix (transversal isotropes Materialverhalten)CIs. Elastizitätsmatrix (isotropes Materialverhalten)
ǫǫǫ Voigtsher Dehnungstensor
ǫ̇ǫǫ Voigtshe Dehnungstensorrate
εεε Verzerrungstensor
ε̇εε Verzerrungstensorrate
H Lokalisierungstensor
4

L(ε) instantaner Materialsto�tensor
L(ε) instantane Materialstei�gkeitsmatrix
Ĉ Stei�gkeitsmatrix des geshädigten Laminats
Ŝ Nahgiebigkeitsmatrix des geshädigten Laminats
PolynomeQ(θ) quartishes PolynomP(z) quartishes PolynomP1(z) biquadratishes PolynomR(y) quadratishes Polynom



114 ANHANG B. ZEICHENERKLÄRUNGOperatoren
d(.) Di�erenzialdet DeterminanteEW{.} Eigenwerte {.}div, DIV Divergenzgrad , GRAD Gradienttr Spur eines Tensors
(.)

sym symmetrisher Anteil eines Tensors / einer Matrix
(.)

T Transposition eines Tensors / einer Matrix
∆(.) Di�erenzwert
× Kreuzprodukt
⊗ Dyadishes Produkt
δij , δij Kroneker-Symbol: δij = δij :=

{
1 für i = j
0 für i 6= j

||E|| Norm eines Tensors: ||E|| := √
E · EAbkürzungenFEM Finite-Elemente-Methodeo.B.d.A. ohne Beshränkung der AllgemeinheitCDM Kontinuums-Shädigungs-MehanikFM Bruhmehanik
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