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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Lokalisierungsanalyse des Rissbeginns von spréden
Faserverbundwerkstoffen, wie sie beispielweise durch Glas- oder Kohlefaser verstirk-
ter Epoxidharze gegeben sind. Faserverbundmaterialien bestehen aus einer Matrix, die
durch Fasern verstiarkt ist. Verbundmaterialien sind also durch das Zusammenwirken
von zwei individuellen Werkstoffen gekennzeichnet. Das Verhalten des homogenisierten
sproden Materials wird von der Degradation der elastischen Steifigkeiten geprigt. Das
Versagen zeigt sich auf Strukturebene hiufig in der Entwicklung von Zonen, in denen
Deformationen lokalisieren - d.h. die Dehnungen wachsen ortlich vergleichsweise stark
an gegeniiber benachbarten Bereichen - und sich dann Risse bilden.

Das Verhalten der untersuchten Werkstoffe wird mittels eines kontinuumsmechanischen
Modells beschrieben, wobei die Schadensvariablen als Elastizitdtskennwerte definiert
sind. Mit diesem Modell kann eine zuverlissige Prognose des Materialverhaltens bis
zum Zustand des Versagens getroffen werden.

Bei der Rissbildung tritt das Problem auf, dass die Schadigungsenergie als Volumenener-
gie auftritt; die Bruchenergie, die der Energieaufnahme durch Rissbildung entspricht,
dagegen flichenabhiingig ist. Der Ubergang der rdumlichen Schidigung zum flichigen
Bruch erfordert daher erstens die Umsetzung einer rdumlich definierten Grofe in eine
Flachengrofe und hingt zweitens vom Verlauf der Bruchfliche im geschidigten Volu-
men ab. Somit wire die Kenntnis des Bruchverlaufs erforderlich, um den Ubergang
von der Schiadigungsmechanik zur Bruchmechanik “folgerichtig” darzustellen. In der
vorliegenden Arbeit werden zunichst Methoden zur Brucherkennung untersucht, die
nicht nur den Bruch anzeigen, sondern auch Zusatzinformationen iiber die Rissbildung
bieten. Die Untersuchung hat die Bifurkationsanalyse als geeignetste Methode ergeben.
Mit der Bifurkationanalyse kann die Rissbildung beschrieben werden und dariiberhin-
aus wird auch die Richtung erkannt, in die sich ein Riss entwickelt. Dazu wird eine
Stabilitatsbedingung fiir das zunichst ungeschidigte Material im Form eines quarti-
schen Polynoms hergeleitet. Das Entstehen reeller Nullstellen dieses Polynoms zeigt
die Existenz von Rissen, deren Werte der Richtung der Rissnormalen entsprechen. Das
abgeleitete Kriterium ergibt zwei Kategorien von Nullstellen:

1. Das Polynom hat nur eine reelle Nullstelle und daraus folgt, dass der Bruch
in einer festgelegten Richtung erfolgt.

2. Das Polynom hat mehr als eine reelle Nullstelle. Es folgt dann, dass die
Bruchrichtung unbestimmt ist, weil es mehrere mogliche Rissrichtungen gibt. Die
Rissbildung kann jede der ermittelte Richtungen annehmen und somit entsteht
eine Symmetriebrechung, die durch die PITCHFORKsche Bifurkation zu beschrei-
ben ist.



Das Ergebnis der vorliegenden Untersuchungen ist beziiglich eines Gleichungssystems,
das mit den Methoden der klassischen Kontinuumsmechanik beschrieben ist, sehr uner-
wartet, da mit dem Auftreten einer PITCHFORKschen Bifurkation das Determinismus-
prinzip der linearen klassischen Mechanik verletzt wird.

Um das in dieser Arbeit erreichte Ergebnis auf seine Praxistauglichkeit hin zu iiber-
priifen, werden einfache Teststrukturen unter Zug und Schub berechnet und die dabei
entstandenen Resultate in der abgeleiteten Theorie interpretiert und diskutiert.



Kapitel 1

Einleitung

Die zuléssige Beurteilung stark beanspruchter Bauteile erfordert eine mechanische Ana-
lyse, die eine Beschreibung der Schidigungs- und Versagensmechanismen des Materials
beinhaltet. Die mathematische Darstellung des Materialverhaltens wird anhand von
Modellen beschrieben, die den Versagensprozess phdnomenologisch abbilden. Die kon-
tinuumsmechanische Materialbeschreibung hat sich fiir das Materialverhalten in den
postkritischen Bereich als unzureichend erwiesen. Um das Problem zu beheben, wird
das Modell um Kriterien erweitert, die die Rissinitiierung kennzeichnen. Diese Erwei-
terung ermdglicht somit die korrekte Erfassung der Materialdegradation in den Ver-
sagensbereich [5, 6, 7, 9, 43, 44]. Eine Vielzahl von Brucherkennungsmethoden wurde
vorgeschlagen, um kontinuumsmechanische Modelle zu erweitern und die Rissbildung
zu beschreiben [12, 47, 48, 49].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ein Schiadigungsmodell auf Basis der Degrada-
tion der elastischen Kennwerte fiir die Beschreibung des Materialversagens vorgestellt
[35, 42]. Die Anwendung geeigneter Brucherkennungsmethoden, die sowohl den Riss
als auch die Rissrichtung liefern, ermoglicht die Beschreibung der Initiierung und der
Ausbreitung des Risses [50, 51, 52].

1.1 Motivation

Aufgrund der ausgezeichneten Eigenschaften von Faserverbundwerkstoffen, wie zum
Beispiel deren hohe Festigkeit und hohe Energieabsoprtionsfihigkeit in Crashelementen
bei Uberbelastung, hat deren Nutzung in der Industrie stark zugenommen. Der An-
wendungsbereich beschrinkt sich nicht nur auf die Luft- und Raumfahrt, sondern er
erweitert sich auch auf die Konsumgiiter- und die Sportgerateindustrie. Daher ist die
Verhaltensvohersagbarkeit derartiger Werkstoffe Gegenstand aktiver Forschungstitig-
keit [21, 22].

Das Bruchverhalten von Faserverbundwerkstoffen ist durch die Ausbildung einer Pro-
zesszone geprigt, in der es zu einer Konzentration von Dehnungen kommt. Die Beschrei-
bung dieses Phinomens wird in einem Schéidigungsmodell erfasst, in dem die Schwé-
chung der inneren Struktur des Materials durch die Degradation der Materialeigen-
schaften (Elastizitits- und Schubmoduli) abgebildet wird. Basisgrofen dieses Modells
sind die Elastizitdtsmoduli und der effektive Schubmodul, der von einer vordefinierten
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4 1.2 Zielsetzung

Vergleichsdehnung abhéngt. Diese Vergleichsdehnung lasst sich mit Hilfe von einfacher
und homogener Schubbeanspruchung bestimmen.

Das Versagen von Faserverbundstrukturen ist durch vielfiltige Versagensvorginge ge-
kennzeichnet, wobei das Auftreten eines Risses noch nicht zum sofortigen Ausfall der
Struktur fithren muss [34]. Die Rissinitiierung und die Rissausbreitung lassen sich ge-
trennt formulieren, damit der Versagenshergang realitdtstreu abgebildet wird.

Zur Bruchinitiierung sind in der Literatur zahlreiche Versagensindikatoren vorgeschla-
gen worden. Diese Indikatoren markieren zuerst den Beginn des Bruchvorgangs und
dann konnen sie iiber die Rissbildung Zusatzinformationen liefern. Da der Ort des Riss-
auftretens bekannt ist, kann die Bruchmechanik angewendet werden. Die Kenntnis des
Bruchverlaufs bildet den Ubergang von der Schiidigungsmechanik zur Bruchmechanik.

1.2 Zielsetzung

Zielsetzung dieser Arbeit ist es, zur Beschreibung des Schiadigungs- und Bruchverhal-
tens von Faserverbundstrukturen beizutragen. Dabei wird der Bruch in zwei Schritten
beschrieben: die Rissinitiierung und die Rissausbreitung.

Im Rahmen der Aufgabenstellung werden zwei wesentliche Schwerpunkte behandelt,
die erforderlich sind, um die wirklichkeitsnahe Beschreibung des Materialverhaltens bis
in den Versagensbereich hinein zu ermdéglichen.

- Der erste Schwerpunkt der Arbeit befasst sich mit der Vorstellung des Modells des
geschidigten Materials und diskutiert einige Versagensindikatoren. Diese Indika-
toren kdnnen eventuell auch Zusatzinformationen iiber die Rissbildung liefern. Die
Versagensindikatoren sind nicht aus der Modellbeschreibung fiir das ungeschéidigte
Material herleitbar, sondern sie enthalten eine Zusatzinformation, die mit empi-
rischen Daten verifiziert werden muss. Die Versagensindikatoren sind Kriterien,
die das Ende des Giiltigkeitsbereichs der Materialbeschreibung fiir das ungesché-
digte Material anzeigen. Als solche Kriterien kommen daher vor allem “kritische
Punkte” oder Singularititskriterien der Materialbeschreibung fiir den ungesché-
digten Werkstoff in Frage. Welche “kritischen Punkte” das tatsichliche Versagen
einleiten, muss im Experiment iiberpriift werden. In der vorliegenden Arbeit wer-
den mehrere mogliche Kriterien untersucht. Es wird der Nachweis erbracht, dass
fiir das untersuchte Material die Bifurkationspunkte der Materialbeschreibungs-
gleichung das Ende von deren Giiltigkeitsbereich anzeigen. Die Bifurkationsanaly-
se hat sich somit als geeignete Methode zur Definition eines Versagensindikators
erwiesen und sie wird im Weiteren verwendet.

- Der zweite Schwerpunkt beschéaftigt sich ausschliefslich mit der Bifurkationsanaly-
se und den Folgerungen, die aus dieser fiir das Materialverhalten gezogen werden
konnen. Aus der Bifurkationsanalyse erhalten wir ein Versagenskriterium das ma-
thematisch durch ein quartisches Polynom darstellbar ist, dessen reelle Nullstellen
die Rissnormalen beschreiben.Diese Methode liefert also nicht nur den Rissbeginn,



sondern auch dessen Ausbreitungsrichtung. Es werden einige Anwendungsfille
erortert und die daraus entstehenden Ergebnisse ausfiihrlich diskutiert.

Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit ist das Prinzip des Determinismus. Das angewende-
te Materialmodell erzeugt im einaxialen oder biaxialen Zug beim Versagen eine Sym-
metriebrechung und verletzt somit das Determinismusprinzip der klassichen Mechanik.
Diese Situation wird durch die PITCcHFORK-Bifurkation beschrieben, die einer der wich-
tigsten Hilfsmittel der Chaostheorie ist.

Zur numerischen Auswertung der dargelegten Ergebnisse miisste zusétzlich im Mate-
rialmodell die Abhéngigkeit zwischen der aus dem Modell bestimmbaren Schadigungs-
variablen und der Risswachstumsgeschwindigkeit als empirischer Ansatz eingefiihrt wer-
den. Dieser Ansatz miisste aber von der chemischen Stoffbeschaffenheit abhéngen und
ist damit in einem rein kontinuumsmechanischen Ansatz noch nicht enthalten.

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit kann grob in zwei Teile gegliedert werden. Der erste Teil be-
schéftigt sich mit der Beschreibung eines Schiadigungsmodells zur Analyse des Versa-
gens geschidigter Faserverbundstrukturen. Im zweiten Teil wird die Rissinitierung und
die Rissausbreitung anhand der Brucherkennungsmethoden beschrieben. Die Arbeit be-
steht aus sieben Kapiteln, deren Inhalt im Folgenden kurz erldutert wird.

In Kapitel 2 werden zunéchst die notwendigen mathematischen Grundlagen, dann die
kinematische Beschreibung von Deformationen und die Erlduterung des Spannungsbe-
griffs vorgestellt. Nachdem universelle physikalische Aussagen fiir Kontinua als Bilanz-
prinzipien angegeben wurden, wird die konstitutive Modellierung von unidirektional
verstirkten Faserverbunden mit Hilfe der anisotropen linearen Elastizitdtstheorie an-
gegangen.

Das Kapitel 3 stellt die Beschreibung eines geschidigten Faserverbundswerkstoffs be-
reit. Dabei werden Modellannahmen und physikalische Voraussetzungen vorgestellt.
Dazu gehoren die mathematische Darstellung der Nachgiebigkeiten und der Querkon-
traktionszahlen in Abhéngigkeit des Schadigungszustands.

In Kapitel / werden die Materialgleichungen und deren zeitliche Ableitung hergeleitet.
Hier wird auch das Anfangsrandwertproblem aufgestellt, das aus der kontinuumsme-
chanischen Betrachtung folgt.

Das Kapitel 5 befasst sich mit den Brucherkennungsmethoden und der Suche nach
der geeignetesten Vorgehensweise. Die Bifurkationsanalyse wird sich dabei als am be-
sten erweisen.

In Kapitel 6 wird die Rissbildung anhand der Bifurkationsanalyse untersucht. Die Sym-
metriebrechung und die PITCHFORK-Bifurkation werden dabei erlautert. Danach wird
in Kapitel 7 die Bifurkationsbedingung an einfachen Beanspruchungsbeispielen ange-
wendet und die daraus entstehenden Ergebnisse ausfiihrlich diskutiert.



6 1.3 Gliederung

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf mogliche offengebliebene Punkte folgen
schlieflich in Kapitel 8 und schliefsen somit diese Arbeit ab.



Kapitel 2

Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel werden die wesentliche Grundlagen der Kontinuumsmechanik vorge-
stellt. Zundchst wird nach der Vorstellung der mathematischen Grundlagen die geome-
trische Beschreibung der Bewegung und der Deformation von Koérpern vorgenommen.
Dann wird mit Hilfe der Spannungsmafe der Zusammenhang zwischen dufseren Kraf-
ten und der Spannungsantwort dargestellt. Danach werden die Bilanzgleichungen fiir die
Masse, den Impuls und den Drehimpuls aufgestellt. Anschlieffend werden die material-
abhéngigen Eigenschaften von Korpern durch spezifische Modellannahmen beschrieben.
Dadurch ergeben sich die konstitutiven Gleichungen [3, 4]. Ausfiihrliche Darstellungen
der kontinuumsmechanischen Grundlagen sind in den klassichen Werken [8, 26, 41| zu
finden.

2.1 Mathematische Grundlagen

Die wesentlichen mathematischen Grundlagen werden zusammengefafst und die verwen-
dete Notation zum besseren Verstindnis des Kapitels kurz erldutert.

2.1.1 Rechenregeln fiir Vektoren und Tensoren

Vektoren

Die mathematische Grundlage fiir die Beschreibung der Bewegung eines materiellen
Korpers im dreidimensionalen Raum ist der euklidische Vektorraum. Fiir zwei Vektoren
a und b

3 3
a= Zaiei und b= Z be, (2.1)
i=1 i=1

im kartesischen Koordinatensystem {e,, e,, e,} wird das Skalarprodukt wie folgt

3

a~b:Zaibi —a'b (2.2)

i=1

berechnet. Wir lassen das Summationszeichen weg und verwenden die Indexschreibwei-
se eines Vektors. Diese Schreibweise heift Einsteinsche Summationsregel. Es wird dabei
iiber doppelt auftretende Indizes summiert.

7



8 2.1 Mathematische Grundlagen

Die euklidische Norm eines Vektors ergibt sich mit dem Skalarprodukt
a-a=lal = la| = Va-a=Vdad +dd +dd . (2.3)

Vektorprodukt

Das vektorielle Produkt a x b (auch &uferes Produkt genannt) der Vektoren a und b
erzeugt einen Vektor ¢, der senkrecht auf den Ausgangsvektoren steht, und so gerichtet
ist, dass die Vektoren a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden.

e e, e, v —ad't’
axb=det|ad o a |=]|db —db |=c. (2.4)
bl b2 b3 a/l b2 - a/2 bl

Dyadisches Produkt
Das dyadische Produkt a ® b zweier Vektoren erzeugt eine Matrix A:

a a'b a'b ad'd’
a®b=ab = | d [ bovow | = b b dY | =A. (2.5)
a ab d’b db

Das dyadische Produkt besitzt die Eigenschaften:
l.a® (b,+b,)=a®b,+a®b, und (a,+a,)®b=a,®b+a,®b
2. a(la®b)=(ca) @b=a® (ab), acR
3. (a®b,)b,=(b,-b,)a
4. (a®b,)(b,®c)= (b, -b,)(a®c).

Tensoren

Tensoren zweiter Stufe sind lineare Abbildungen eines Vektorraumes in einen anderen
Vektorraum, also: ¢ = T u. Da die Tensoren auf den Vektoren aufbauen, lassen sich
ihre Rechenregeln auf Rechenregel fiir Vektoren zuriickfiihren.

Fiir Tensoren zweiter Stufe T =T"e, ® e, werden definiert:

Spur

Die Spur (auch englisch “trace” genannt) eines Tensors im kartesischen Basissystem
ist durch

tr'T = tr [T”ei ®ej} =T

i1

(2.6)

definiert. Die Spur ist also die Summe der Diagonalelemente.



Tensorprodukt

Fiir zwei Tensoren T = T"e, ® e, und U= Ukle,c ® e, ergibt sich das Tensorprodukt
wie folgt:

TU=T"U"(e, ® e)le, ®e)= TijUkléfei ®e = V'e ® e . (2.7)

Im Allgemeinen gilt das Kommutativgesetz nicht, d.h. TU # UT.

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt fiir Tensoren ist wie folgt definiert:

T~U:tr[TUT]:a. (2.8)

Dyadisches Produkt

Das dyadische Produkt zwischen Tensoren zweiter Stufe T = T"e, ® e, und U=
y 4

U'e, ® e, fithrt zu Tensoren vierter Stufe V:

4
e e ®e e =V . (2.9)

ijkl

T®U:TijUklei®ej®ek®el =V
Fiir die lineare Abbildung des Tensors zweiter Stufe T in den Tensor zweiter Stufe U
4
durch den Tensor vierter Stufe C wird geschrieben!:
4
U=C [T]. (2.10)

Ein Tensor vierter Stufe besitzt im dreidimensionalen Fall 3* = 81 Koeffizienten mit
4 ijkl
C=0C"eRe Re Re,

als Komponentendarstellung.

2.1.2 Tensoranalysis

Entsprechend der Anzahl der prinzipiell notwendigen Basissysteme, die die Stufe des
Tensors angibt, kann man die Einteilung der Tensoren vornehmen. Im dreidimensionalen
Raum besitzt ein Tensor der Stufe n also 3" Komponenten.

Einteilung

- Ein Tensor 0. Stufe hat kein Basissystem und 3° = 1 Komponente wie zum Beispiel
die Temperatur.

- Ein Tensor 1. Stufe hat ein Basissystem und 3! = 3 Komponenten wie zum Beispiel
der Kraftvektor.

!Fiir die Anwendung eines vierstufigen Tensors auf einen zweistufigen Tensor im Sinne eines dop-
pelten Skalarprodukts wird in dieser Arbeit die Schreibweise aus [26] gewéhlt.
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- Ein Tensor 2. Stufe hat zwei Basissysteme und 32 = 9 Komponenten wie zum
Beispiel der Spannungstensor.

- Ein Tensor n. Stufe hat n Basissysteme und 3" Komponenten wie zum Beispiel
der Elastizitdtstensor mit n = 4 und 81 Komponenten.

Gradient

Der Gradient eines Skalarfeldes ¢ (x) ist ein Zeilenvektor und ist in kartesischen Koor-
dinaten durch

0 0 0 0
grad ¢ (x) = 8—jei = 8x¢ e, + &f e, + 8x¢ e, (2.11)

gegeben. Der Gradient eines Vektorfeldes berechnet sich durch

vy Ov Ovy
Bml 8:1:2 8:1:3

avi vy, Ovy,  Ovy
gradv (x) = e®e = | 5% wm o | (2.12)

vy vy Dy
Or, Oz, Oxg

Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist die Spur des Gradienten:

divv () = tr[ gradv () | = g% =u,, . (2.13)
- :

Die Divergenz eines Tensorfeldes ergibt sich zu:

ar'' | ar" i or®’
O, O, ox
ik
oT 0 i oT 21 22 23
divT (z)= —e, = — [T e, e]} e, = e, = | &L+ 2L L I 1(214)

Oz, Oz, Oz, Ty To T3

o1 o1 o

L O, O, O i

2.1.3 Divergenztheorem

Der GAUsssche Integralsatz ermoglicht die Uberfithrung eines Volumenintegrals in ein
Flachenintegral:

/diVT dV:/Tn da (2.15)
1% A

mit A als der Oberfliche des Volumens V und n als dem Normalenvektor des Flachen-
elements da.
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2.2 Kinematik

Konfigurationen

Hier unterscheidet man zwischen Materialpunkt und Raumpunkt. Der Materialpunkt
bezeichnet einen Massenpunkt oder ein Teilchen des Korpers und der Raumpunkt be-
zeichnet einen festen Punkt im Raum.

Die Konfiguration zum
Zeitpunkt t = {, ist die
Ausgangkonfiguration und
zum Zeitpunkt ¢t > £,

besteht die Momentankon-  Ausgangskonfiguration Momentankonfiguration
figuration.

{e,, e,, e,} st ein kar-
tesisches Bezugsystem.

G,,G, und G, sind
die Basisvektoren im unver-
formten  Ausgangzustand
und g , g, und g, sind die
verformten Basisvektoren.

91, 02, 03} ist ein krumm-
liniges Koordinatensystem Abb. 2.1: Ausgangs- und Momentankonfiguration
zur  Beschreibung  der
Ausgangs- und Momentan-
konfiguration.

Der Bewegungsverlauf eines materiellen Korpers B, der als Teilgebiet des Euklidschen
Raums Q € R3 dargestellt wird, ist durch eine Funktion ¢ gegeben. Diese Funktion weist
jedem materiellen Punkt P des Korpers seine aktuelle Position & zum Zeitpunkt ¢t > ¢,
zu. Im Rahmen einer LAGRANGEschen Beschreibung der Bewegung ist die aktuelle Lage
des Punkts P durch seinen Ortsvektor X in einer zeitlich konstanten Referenzkonfigu-
ration zum Zeitpunkt ¢t = ¢, und durch die Funktion ¢ bestimmt:

r=p(X,t) mit X, )=X+u = u=z-X. (2.16)

Wihrend also bei der EULERschen Beschreibung die aktuelle Lage des Punkts P mit
dem Ortsvektor & ohne Betrachtung der Referenzkonfiguration in ¢ = ¢, erfolgt, wird bei
der LAGRANGEschen Beschreibung ein materieller Punkt P beziiglich des Ortsvektors
X dargestellt. Aus der Gl. (2.16) ist zu erkennen, dass sich die Funktion ¢ aus der
Addition des Ortsvektors X mit einem relativen Verschiebungsvektor u ergibt. Wenn
die Funktion ¢ bekannt ist, konnen sowohl der Deformationsgradient F als auch der
Verschiebungsgradient H ermittelt werden.
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Koordinatensysteme und Basisvektoren

Die Lage eines Korpers lafst sich durch die konvektiven krummlinigen Koordinaten 0
beschreiben. Das Koordinatensystem {01, 0, 03} beschreibt die Ausgangs- und die
Momentankonfiguration. In jedem Punkt des Korpers, der einem Ortsvektor

X=Xe =0G, bzw. r=1e = Gigi (2.17)

zugeordnet wird, konnen die kovarianten Basisvektoren als tangentiale Vektoren im
konvektiven Koordinatensystem der Ausgangs- und Momentankonfiguration mittels

0X ox

G, =— bzw. = —

I
bestimmt werden, wiahrend die kontravarianten Basisvektoren mit

.00 ;o

G = — bzw. =

0X v g ox

dargestellt werden. Die Tangenten- und Gradientenvektoren sind dual zueinander und
somit gelten die Beziehungen

G- G = 5; bzw. g, gj =4

K3

mit ¢ als KRONECKER-Symbol.

Metriktensoren

Die Metrikkoeffizienten werden als Skalarprodukt der krummlinigen Basisvektoren de-
finiert:

id

G,=G,G, e e bzw. 9,=9,9, ¢ =g-q
Daraus folgen die Metriktensoren in der Ausgangs- und der Momentankonfiguration zu:

G=G,GoG g=9,9%g . (2.18)

Deformationsgradient

Ein materielles infinitesimales Linienelement dx der Momentankonfiguration laft sich
fiir den Gradienten der materiellen Koordinaten wie folgt darstellen:

Ox
=—dX = ADxz dX . 2.1
dx X d GRADzx d (2.19)

Somit wird der Deformationsgradient
F:=GRAD«x (2.20)

als lineare Abbildung des Differentials d X auf das Differential da definiert. Der Defor-
mationsgradient ist ein Zweifeldtensor und wird in einem kartesischen Koordinatensy-
stem zu

ox  Ox _0X'  0Od s

0X —ox Yox Tox e Per  meiXe

F = GRADz = (2.21)
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berechnet, wihrend in einem konvektiven Koordinatensystem

ox Oz _ 00 ;
F=GRADxz=—FS=—® —= = G
GRAD® =5% = o © ox =99
geschrieben wird. Damit lassen sich die kovarianten Basisvektoren der Ausgangskonfi-
guration in die der Momentankonfiguration abbilden:

g =FG,. (2.23)

mit x = x(') (2.22)

Daher ergibt sich der Deformationsgradient in konvektiven Koordinaten zu:
F=g oG . (2.24)

Der Deformationsgradient kann beziiglich der kovarianten und kontravarianten Basis-
vektoren wie folgt dargestellt werden:

F =G g, F =Gog, F =¢g®G,. (2.25)

Die Umkehrabbildung des Deformationsgradienten ist durch den inversen Tensor F '
nur moglich, wenn die JAKOBI-Determinante des Deformationsgradienten J ungleich
null ist. Eine Durchdringung des materiellen Korpers ist physikalisch nicht moglich,
d.h. J kann nur positive Werte annehmen.

J :=detF >0

Die Transformation von infinitesimalen Flichen- bzw. Volumenelementen kann durch
den Deformationsgradienten wie folgt beschrieben werden.

da = JF dA (2.26)
dv = JdV . (2.27)

Zeitliche Anderung kinematischer Grofen

Mit Hilfe des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten L

L=gradié =FF (2.28)
. . d
werden die zeitlichen Anderungen () = % der wichtigsten kinematischen Groéfen
angegeben:
(dz)” = Ldex, (2.29)
(da) = ((div:ic) 1- LT> da, (2.30)
(dv) = (diva) do, (2.31)
(detF) = (diva)detF . (2.32)

Es handelt sich dabei um die Anderungsgeschwindigkeiten von materiellen Linien-,
Flachen- und Volumenelementen sowie um die Zeitableitung der JAKOBI-Determinanten.
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Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Die Deformation eines Korper setzt sich zusammen aus der Starrkérpertranslation, der
Starrkorperrotation und der eigentlichen Deformation. Der Deformationsgradient F, der
nicht singulér ist, laft sich wie jeder nicht singulére Tensor zweiter Stufe eindeutig in
die Form

F=RU=VR (2.33)

zerlegen mit U und V als Streck-Tensoren? und R als Drehtensor. Dabei ist R ortho-
gonal, U und V sind symmetrisch und positiv definit. U wird als materieller Rechts-
Streck-Tensor bezeichnet und V als rdumlicher Links-Streck-Tensor [23, 46]. Die Ten-
soren lassen sich wie folgt bestimmen:

U = VFF=VUR'RU=VUU, (2.34)
V = VFF' = VVRR'V' = VVV, (2.35)
R = FU =V F. (2.36)

Der Deformationsgradient F kann wegen der darin enthaltenen Starrkérperrotation kein
sinnvolles Maf der Verzerrung eines Korpers darstellen. Durch die Eliminierung des
Rotationstensors bilden sich C, als der rechte und C_ als der linke CAUCHY-GREEN
Tensor zu:

FF = U =cC (2.37)

FF' = V =C, . (2.38)
Diese Tensoren stellen anschaulich die Beziehungen zwischen dem Quadrat eines Lini-

enelements in der Ausgangs- und in der Momentankonfiguration dar. Daraus ergeben
sich nachfolgende Beziehungen:

dz-dz = FdX FdX =dX -F FdX =dX-C,dX, (2.39)
dX dX = F de-F dz=dz-F'F dz=dz-C, dz. (2.40)

Verzerrungstensoren

Das absolute Verzerrungsmaf eines Korper wird durch die Differenz der Quadrate eines
differentiellen Linienelements in der Momentankonfiguration do und der Ausgangskon-
figuration dX definiert. Das Verzerrungsmak l4ft sich unter Verwendung des rechten
(2.37) oder des linken (2.38) CAUCHY-GREEN Tensors und eines Metriktensors (2.18)
darstellen. Dieser Zusammenhang soll im Folgenden dargelegt werden.

2Konvention ignoriert: (Physikalische GroRe in der Momentankonfiguration werden klein geschrie-
ben.)
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Mit,

ds? = dz - dz = <gid0i> : <gjd9j> — g, do'de’ (2.41)
und

A5? = dX -dX = (G,a0') - (G,d0") = G, a0’ ¢! (2.42)
erhalten wir

ds? —dS? = (g, — G,,) d6'd¢’ (2.43)
und konnen den GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor E iiber die Gleichung

ds® —dS? = 2F,df d¢’ (2.44)

einfilhren. Die Koeffizienten des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors werden
in Gl. (2.44) definiert durch:

1
Eij = 5 (gij - ng) (245)

Der GREENsche Verzerungstensor E ergibt sich beziiglich des konvektiven Koordina-
tensystems zu:

E = % (9, - G,)G2G . (2.46)

Die CAUCHY-GREEN Tensoren in konvektiven Koordinaten werden mit Hilfe der Be-
ziehungen in Gl. (2.25) wie folgt geschrieben:

C,=FF= (G'@ gi> <gj® G’) = <gi -g],) <G"® Gj) =g9,G®G, (247

C, = FF = (gz@ Gi> (GJ@ gj) = (Gi -Gj> (gz@ gj.) = Gijgz@ g, - (2.48)

Zusammen mit dem Metriktensor G der Ausgangskonfiguration und dem Metriktensor
g der Momentankonfiguration in der Gl. (2.18) kann der GREENsche Verzerrungstensor
wie folgt dargestellt werden:

1

E = 3 (Cp —G) . (2.49)
Mit dem Ausdruck
1
E'=-(g-C (2.50)

2

ist der der ALMANSIsche Verzerrungstensor definiert. Die Tensoren E und E" sind
T

symmetrisch - d.h. E = E und E' =E" - und invariant gegeniiber Starrkdrperbe-
wegungen.
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Infinitesimaler Verzerrungstensor

Es ist hdufig niitzlich, den GREENschen Verzerrungstensor E durch die Verschiebungen
auszudriicken. Dazu definieren wir den Verschiebungsgradienten H durch

H = GRADu
d.h. es gilt:
F=1+H

mit 1 als Identitatstensor. Der Tensor E ergibt sich in Abhéngigkeit des Verschiebungs-
gradienten H zu

1
E-;(H+H +HH)
und ist daher nichtlinear abhingig von H. Fiir hinreichend kleine Verschiebungsgradi-
enten ||H|| < 1 kann man quadratische Glieder in E vernachléssigen. Der GREENsche
Verzerrungstensor reduziert sich dann auf den symmetrischen Teil des Verschiebungs-
gradienten. Mit € wird der infinitesimale Verzerrungstensor bezeichnet:

1
s:§<H+HT). (2.51)
In diesem Fall gibt es keinen Unterschied zwischen Ausgangs- und Momentankonfigu-
ration und daher gilt auch nachfolgende Beziehung:

E~E". (2.52)

Ebenso lisst sich folgern, dass die Ableitung des Verschiebungsvektors nach der mate-
riellen Koordinate mit derjenigen nach der rdumlichen zusammenfillt:

H =~ gradu . (2.53)

2.3 Spannungsmafie

In der Kontinuumsmechanik unterscheidet man zwischen Volumen- und Flichenkraf-
ten. Die Volumenkréfte wirken auf die Partikel im Korpervolumen; die Flichenkréfte
sind dagegen iiber die Korperoberfliche verteilte Krifte. Neben den duferen Kriften
spielen auch die innere Krifte eine wichtige Rolle, weil sie die Wechselwirkung zwischen
benachbarten Teilen innerhalb eines Korpers beschreiben [8]. Durch dufere Krafteinwir-
kung entstehen im Inneren des Korpers Beanspruchungen, die als Schnittkrifte durch
eine gedachte Schnittfliche zugénglich gemacht werden:
. Af df

t(x,n)= Al;rgo i (2.54)
Der Spannungsvektor t ergibt sich nach der Gl. (2.54) durch eine Grenzwertbetrach-
tung des auf das Flichenelement Aa bezogenen Kraftvektors A f, wobei Aa := ||Aal|
definiert ist. Die vektorielle Grofe ¢ ist an jedem Ort & abhéngig von der Richtung
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der Schnittflache da und somit eine Funktion des Normalenvektors n. Das CAUCHY-
Theorem besagt, dass der Spannungsvektor ¢ eine lineare Abbildung des Normalenvek-
tors ist:

t=Tn. (2.55)
Mit Beriicksichtigung der Gl. (2.54) folgt:
df =Tnda (2.56)

wobei T = Tijgl@ g, gilt. Da der CAuCHY-Spannungstensor T in rdumlichen Ko-
ordinaten ausgedriickt wird und sich auf die Momentankonfiguration bezieht, werden
damit die “wahren” Spannungen ausgedriickt.

Aufgrund der Tatsache, dass die resultierenden Krifte d f auf ein Flichenelement un-
abhingig von der Konfiguration sind, wird die Transformationsbeziehung des Fléchen-
elements in Gl. (2.56) eingefiihrt. Dann ergibt sich der 1. PIOLA-KIRCHHOFFsche Span-
nungstensor T, der sich auf die Ausgangskonfiguration mit dem Normalvektor N und
dem Flichenelement dA bezieht mit dA = ||dA|| zu:

df =Tnda=T, NdA. (2.57)
Nach Eliminierung des Flidchenelements mit Hilfe von Gl. (2.26) erhélt man T, zu:
T,=T'9g®G, :=JTF =JT"g®G,. (2.58)

Dieser Tensor ist unsymmetrisch und seine Basen beziehen sich sowohl auf die Ausgangs-
als auch die Momentankonfiguration. Um den Nachteil der Unsymmetrie und des Cha-
rakters eines Doppelfeldtensors zu beheben, wird haufig der 2. P1oLA-KIRCHHOFFsche
Spannungstensor T eingefiihrt, der durch die Riicktransformation des Basisvektors g
Gl. (2.58) gewonnen wird:

T-T'G®G =F 'T,=JF 'TF =JT'G®G, . (2.59)

i

Dieser Tensor ist symmetrisch - s. Abschnitt 2.4.3 - und bezieht sich vollstindig auf die
Basisvektoren der Ausgangskonfiguration.

Infinitesimale Verschiebungsgradienten
Im Falle kleiner Verschiebungen und Verdrehungen gilt
H|| < 1
und daraus folgt fiir den Deformationsgradienten
F=H +1~1
und somit
J = detF = 1.
Dann folgt
T~T,~T (2.60)

In diesem Fall wird, wie zuvor erwéihnt, nicht mehr zwischen dem Bezug des Spannungs-
tensors auf die Ausgangs- oder die Momentankonfiguration unterschieden.
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2.4 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen sind materialunabhéngig und bilden die Grundlage der Konti-
nuumsmechanik. Sie werden in integraler Form aufgestellt und gelten somit fiir den
gesamten Korper. Mit Hilfe der geeigneten Stetigkeitsannahmen lassen sich lokale Bi-
lanzgleichungen herleiten, die fiir jeden Materialpunkt gelten.

2.4.1 Massenbilanz

Die Masse m eines materiellen Kérpers wird iiber das Volumenintegral der Massendichte
p, (X, t) in der Ausgangskonfiguration bzw. p(zx, t) in der Momentankonfiguration
definiert:

m(t):/ P, (X, t)dV:/B p(x, t)dv. (2.61)

Die Masse m verdndert sich wihrend des Deformationsprozesses nicht und ist sowohl
in der Ausgangkonfiguration als auch fiir jede weitere Konfiguration By konstant:

m= [ pdv= / p, V' = konstant (2.62)
Bt o

fiir alle Zeitpunkte ¢. Mit der Transformation des Volumenelements gilt fiir die Massen-
bilanz:

m = p, dV = / pdetF dV (2.63)
By 0
und es folgt

/ [p, — pdetF |dV = 0. (2.64)
Bo

Aus der Beziehung (2.64) ergibt sich die lokale Form der Massenerhaltung in materieller
Darstellung:

p, — pdetF =0. (2.65)
Mit der zeitlichen Anderung der Masse und der Massenerhaltung folgt aus p, = pdetF
p, = pdetF + p(detF) = detF (p + pdiva)
und
P, =10 ergibt p+ pdive =0.
Somit entsteht in rdumlicher Darstellung die lokale Form der Massenerhaltung:
p+ pdive=0. (2.66)

Diese Beziehung wird auch als Kontinuitéitsgleichung bezeichnet.
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2.4.2 Impulsbilanz

Der kinetische Zustand eines materiellen Korpers wird durch den Impulsvektor I be-
schrieben. Der Impulsvektor ist definiert durch das Volumenintegral iiber die Massen-
dichte multipliziert mit dem Geschwindigkeitsvektor:

I:/ pxdv (2.67)
Bt

d ,
mit & = d_:: als Geschwindigkeitsvektor. Der Impulssatz besagt, dass die zeitliche An-

derung des Impulses eines Korpers gleich der Summe der an diesem Korper angreifenden
Krifte ist. Die zeitliche Ableitung des Impulses lasst sich wie folgt schreiben:

. dI d

=—=— | pedv=F, + F2:/ pkdv +/ tda . (2.68)
dt dt By B 0Bt

F F

Der erste Teil F', bezeichnet die resultierende Volumenkraft, wobei am Volumenelement
die volumenbezogene Massenkraft pk(x, t) wirkt und der zweite Teil F', die Oberfli-
chenkraft, die auf der ganzen Oberfliche oder einem Teil davon als flichenbezogene
Belastung t(x, t) agiert. Unter Verwendung des CAUCHY-Theorems

1 2

t(x, t,n) =T (x, t)n

und des GAUSSchen Integralsatzes zur Umformung eines Oberflachenintegrals in ein
Volumenintegral

/ T (x, t)nda:/ divT dv
Bﬁt Bt

folgt die lokale Impulsbilanz in rdumlicher Darstellung
divT + p(k—&)=0, (2.69)

die zu jedem Zeitpunkt an jedem Punkt des Kontinuums erfiillt sein muss. Diese Be-
ziehung ist auch als 1. CAUCHYsche Bewegungsgleichung bekannt. Mit Hilfe der Trans-
formationsbeziehungen - s. Gln. (2.30) und (2.31) - lasst sich die Bezichung (2.68) in
der Ausgangskonfiguration formulieren, wobei IN die Normale des Randes 0B, in der
Ausgangskonfiguration darstellt. Es folgt

/ pOXdV:/ T, N (X, t)dA + / p, k (X, t)dV (2.70)
o 9B, o
und mit Hilfe des Divergenztheorems

/ pOXdV:/ DIVT,dV + / p, k(X t)dV . (2.71)

Die lokale Form in materiellen Koordinaten lautet:
DIVT, +p,(k—X)=0 (2.72)
wobei T, = detF T F ' der 1. P10LA- KIRCHHOFF-Spannungstensor ist und T = F_IT0

der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor wie bereits erwéhnt - s. GL. (2.58) und Gl.
(2.59).
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2.4.3 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls D, eines materiellen Korpers in der Momentankonfiguration By, der
sich mit der Geschwindigkeit & bewegt, wird beziiglich eines raumfesten Punkts C' mit
dem Ortsvektor ¢ durch

D, = / (x—c)xxdm  mit dm=pdv (2.73)
By

definiert. Der Drehimpulssatz besagt, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses
gleich der Summe der Momente aller auf den Korper einwirkenden Krifte ist. Mit Hilfe
von r = x — ¢ lautet der Drallsatz beziiglich des Punkts C:

: d
Dc:—/pfrxdzdv = /prxkzdv+/ r X tda
dt Jg, By 9By

= /prxkzdv+/ rx Tnda. (2.74)
Bt aBt

Der erste Teil bezeichnet das resultierende Moment der Volumenkraft k und der zweite
das Moment aus der Oberflichenkraft ¢ beziiglich des Punkts mit dem Ortsvektor c.
Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Tensorfeld r» x T ergibt

ij

ox’ g,

div[rXT]:rx[ —|—Tijgj><gi:'r><divT—Tijgixgj

und fiihrt zusammen mit Gl. (2.74) zu
/ [rx(p:’iz—divT—pk) + T"g, xg, |dv=0. (2.75)
By

Aufgrund der lokalen Impulsbilanz reduziert sich die Drehimpulsbilanz auf die Forde-
rung

/ Tg xgdv=0, (2.76)
B, !
aus der mit der iiblichen Stetigkeitsannahme die Beziehung

Tijgi xg,=0

folgt. Durch Umformung und Anwendung sowohl des CAUCHY-Theorems als auch des
GAussschen Integralsatzes erhiilt man unter Beriicksichtigung der lokalen Impulsbilanz
die Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors:

T=T (2.77)

d.h. die Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors wird bei hinreichender Ste-
tigkeit aus der Gl. (2.76) hergeleitet. Es folgt dann, dass der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor nicht symmetrisch, wohingegen der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungs-
tensor symmetrisch ist.

T

T,#T, und T=T
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2.5 Konstitutive Modellierung der linearen Elastizitat

2.5.1 Allgemeines lineares Elastizitatsmodell

Mit Hilfe der konstitutiven Gleichungen, die das Verhalten eines Materials beschreiben,
und der Bilanzgleichungen, die materialunabhéingig gelten, kann ein Anfangsrandwert-
problem fiir die Verschiebungen formuliert werden, wenn noch die kinematischen Bezie-
hungen herangezogen werden. Im Allgemeinen stellt das Werkstoffmodell den Zusam-
menhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen her. Die Materialgleichung

4
der linearen Elastizititstheorie wird durch den Materialsteifigkeitstensor C, den zwei-
ten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor T und den GREENschen Verzerrungstensor
E ausgedriickt:

T =CJ[E] . (2.78)

Fiir nichtlinear, elastisches Materialverhalten ist der zweite PIOLA-KIRCHHOFF- Span-
nungstensor eine Tensorfunktion des Deformationsgradienten:

T = T(F) , (2.79)

d.h. fiir einen materiellen Punkt eines Korpers ist der Spannungstensor T zu einem
beliebigen Zeitpunkt eine Funktion des Deformationsgradienten [26].

Geht man davon aus, dass ein spezifisches Formdnderungspotenzial Wt(E) existiert, so
lassen sich zum einen, die Spannungen T als erste Ableitung, und zum anderen der vier-

4
stufige Materialtensor C als die zweite Ableitung des Potentials nach den Verzerrungen
E angeben:

N 8Wint 4 82Wint
T : = ——— = s 2.
9E und C o (2.80)

4
Fiir den Fall der linearen Elastizitét stellt C einen eindeutigen und linearen Zusammen-
hang zwischen dem Spannungstensor und dem Verzerrungstensor her?® - s. Gl. (2.78)
mit;:

4 ijkl

C=0 G, 3G,G, 3G,

~ ~T

Aufgrund der Symr%etrieeigenschaften des Spannungstensors T = T und des Verzer-
rungstensors E = E  ergeben sich folgende Symmetriebeziehungen fiir die Komponen-
ten des Elastizitdtstensors:

P A CL e LSt (2.81)

Dadurch verringert sich die Zahl der unabhéngigen elastischen Materialkennwerte von
81 auf 36 und die Uberfiihrung der tensoriellen Form in die Matrix-Vektor-Form wird
ermoglicht (VoiGTsche Notation). Dazu werden die Spaltenmatrix T der Spannungen,

4
3Verjiingung des vierstufigen Tensors C
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die Spaltenmatrix E der Verzerrungen und die Steifigkeitsmatrix C definiert, wo die

o Komponenten des vierstufigen Materialsteifigkeitstensors C einsortiert werden.

T = C E
r =11 7 r 1111 1122 1133 1112 1113 1123 7 — -
T C C C C C C E,
~ 22 2211 2222 2233 2212 2213 2223
T C C C C C C E,
~33 3311 3322 3333 3312 3313 3323
T C C C C C C E,,
_ (2.82)
~12 1211 1222 1233 1212 1213 1223
T C C C C C C E,
~13 1311 1322 1333 1312 1313 1323
T C C C C C C E,
~23 2311 2322 2333 2312 2313 2323
T C C C C C C | B,y |

Der Spannungszustand elastischer Werkstoffe ist nur vom momentanen Verzerrungszu-
stand und nicht vom Deformationsprozess abhingig. Durch die Anwendung des
SCHWARZschen Satzes, der besagt, dass die Reihenfolge der zweiten Ableitungen von
W™ nach E vertauschbar ist, ergibt sich:

;ewr rwt
OE, OE, OE, OE,

(2.83)

Daraus folgt die Hauptsymmetrie des Materialtensors é und demzufolge die Symmetrie
der Steifigkeitsmatrix C. Somit reduziert sich die Anzahl der unabhéingigen Komponen-
ten auf 21. Ein solches Materialmodell besitzt keine werkstoffliche Symmetrieebene und
die Steifigkeitsmatrix besitzt im Fall des linearen elastischen Verhaltens die Form:

1111 1122 1133 1112 1113 1123 7
C C C C C C

1122

2233 2212 2213 2223
C C C C

1133 3333 3312 3313 3323

S (2.84)

1112 3312 1212 1213 1223

1113 3313 1213 1313 1323

C
C
C

Q Q Q

1123 3323

Q Q aQ aQ Q
Q Q Q Q
Q Q@ aQ Q

I 1223 01323 02323 |
Eine weitere Reduzierung der unabhingigen Materialkennwerte wird durch die Be-
riicksichtigung der inneren Ausrichtung des Materials moglich. Es gibt die grundsétzli-
che Unterscheidung zwischen isotropen Materialien, die richtungsunabhéngig sind und
anisotropen Werkstoffen, die richtungsabhéngiges Verhalten zeigen.
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2.5.2 Symmetriebeziehungen fiir den Elastizititstensor

Der Grad der Anisotropie kann durch die Anzahl der Symmetrieebenen klassifiziert
werden. Nachfolgend werden die wichtigsten Symmetrieebenen fiir langfaserig bewehrtes
Harz betrachtet und die entstehenden Steifigkeitsmatrizen aufgestellt [1].

Monotropie

Monotropes Materialverhalten ist dadurch charakterisiert, dass eine werkstoffliche Sym-
metrieebene vorhanden ist. Fiir den Fall, dass die z, — z, —Ebene die einzige Symme-
trieebene des Materialverhaltens ist, liegt monotropes Verhalten vor. Es ergibt sich fiir
die Symmetrieebene z;, = konst. die nachfolgende Steifigkeitsmatrix:

c'toott oo™t oot o 0
c'ooT oot oo o 0
. oot ot oot o 0
° - c'toort oot oo 0 25)
0 0 0 o ¢’ o™
0 0 0 0o oCc

Dabei sind aus den 20 von null verschiedenen Komponenten nur 13 unabhingig von-
einander. Monotrope Materialsymmetrie kann zum Beispiel bei unidirektional faser-
verstarkten Kunststoffen auftreten, wenn keine Koordinatenachse mit der Faserrich-
tung zusammenfallt. Man erkennt auch aus der Struktur der Steifigkeitsmatrix, dass es
Schubbeanspruchugen o, gibt, die nicht nur mit den Schubverzerrungen ,, verbunden
sind, sondern auch von Normaldehnungen ¢,,, €,, und ¢,, hervorgerufen werden.

Orthotropie

Im Fall der Orthotropie existieren drei rechtwinklig zueinander stehende Symmetrie-
ebenen und die Steifigkeitsmatrix ergibt sich zu:

1111 1122

e C a0 0 0
01122 C2222 C2233 0 0 0
. 01133 C2233 03333 0 0 0
c™ = (2.86)
0 0 0o o 0 0
0 0 0 0o o 0
o o0 0 0 0 )

Dabei sind von den 12 Komponenten, die ungleich null sind, nur 9 voneinander unab-
hiangig. Orthotropes Materialverhalten ist typisch fiir kreuzweise bewehrte Laminate.
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Wenn die Koordinatenachsen den Orientierungen der Fasern entsprechen, so folgt der
Stetigkeitstensor wie durch die Matrix in Gl. (2.86) dargestellt. Der Aufbau der Steifig-
keitsmatrix zeigt, dass die Normalspannungen und die Schubspannungen voneinander
entkoppelt sind, d.h. Normalspannungen erzeugen ausschliefslich Dehnungen und Schub-
spannungen ausschlieflich Gleitungen.

Transversal isotropes Materialverhalten

Es gibt eine Zentralsymmetrie beziiglich einer Achse (die sogenannte Vorzugsrichtung).
Fiir die #;, —Achse in Vorzugsrichtung ergibt sich die Steifigkeitsmatrix zu:

1111

1122

1122

coct' ¢ 0 0 0
c'oo™t o™t o 0 0
c'oott o™ o 0 0
o= o 0 0 O™ 0 0 (2.87)
0 0 0 0o " 0
|0 0 0 0 0 o ;C |

Es sind 5 unabhéngige Materialkennwerte in den 12 von null verschiedenen Kompo-
nenten definierbar. Dieses Materialverhalten erfalt die elastische Materialsymmetrie
bei unidirektional faserverstirkten Laminaten, falls die Koordinatenachse =, der Faser-
orientierung entspricht und das Werkstoffverhalten in Schnittebenen rechtwinklig zum
Faserverlauf als makroskopisch richtungsunabhéngig betrachtet wird.

Isotropes Materialverhaltens

Die materielle Tsotropie ist die hochste Symmetriestufe mit unendlicher Anzahl von be-
liebig ausgedachten Symmetrieebenen in Raum. Es gibt dabei symmetrisches Verhalten
in Bezug auf alle Ebenen und alle Achsen. Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich zu:

1111

1122 1122 T

e C C 0 0 0
01122 Cllll 01122 O 0 0
01122 01122 Cllll O 0 0
Is mi 41122
1111 1122
0 0 0 0 ¢ -C 0
2
0 0 0 0 0 ¢ ; ¢
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Als unabhiingige elastische Materialkennwerte verbleiben nur ¢ und C"** . Alter-

nativ zu C'" und C"* liRt sich die Steifigkeitsmatrix mit Hilfe der LAMEschen
Konstanten A und p zu nachfolgender Beziehung angeben:

[ A +2u A A 0 0 0

A oA +2u A 0 0 0

1 A A A+ 2u 0 0 0
C = (2.89)

0 0 0 7 0 0

0 0 0 0 m 0

0 0 0 0 0 1]

Dabei lauten die Ingenieurkonstanten fiir isotrope Materialien wie folgt:

2

E = M E-Modul
A+

G = pu Schubmodul
2 :

K = )\+§,u Kompressionsmodul
A Querdehnzahl

v = —————— uerdehnza

2(A+p)

Isotropes Werkstoffverhalten kann fiir Polymere, Glas und eine Vielzahl von Metallen
vorausgesetzt werden.

Fazit: Tab. 2.1 liefert einen Uberblick iiber hiufig verwendete Materialien in der Me-
chanik. Sie unterscheiden sich nicht nur hinsichtlich ihrer Symmetrieebenen, sondern
damit verbunden auch beziiglich der Anzahl der unabhéingigen Materialkonstanten.

Material anisotrop | monotrop | orthotrop | transversal- | isotrop
isotrop

Unabhdngige

Materialkonstanten 21 13 9 5 2

Symmetrieebenen 0 1 3 00 00

Tab. 2.1 Anzahl der Materialkonstanten und der Symmetrieebenen

Daher spricht man von monotropem bzw. orthotropem Material, wenn eine bzw. drei
Symmetrieebenen vorhanden sind. Allerdings im Fall, dass unendlich viele Symmetrie-
ebenen existieren, ist das Material entweder rdaumlich isotrop oder transversal isotrop
in der Normalenebene zur Vorzugsrichtung.
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2.6 Anfangsrandwertaufgabe der Mechanik

Das vollstindige Verhalten eines materiellen Punkts in einem Bauteil wird durch die
Erfiillung der Bilanzgleichungen unter bestimmten Randbedingungen ausgedriickt. Die
daraus entstehenden Verschiebungsgleichungen werden nach der Zeit abgeleitet und
dann als Anfangsrandwertaufgabe zusammengestellt. Man betrachte den Korper B
mit den materiellen Punkten P und dem Ortsvektor X . Die Verschiebungen und Deh-
nungen sollen im Folgenden als klein angenommen werden, so daf nicht mehr zwi-
schen den rdumlichen und materiellen Ableitungen unterschieden werden muss. Dann

ist grad( ) = % ~ GRAD () = 5% bzw. div( ) ~ DIV( ) und es ist nicht mehr
wichtig zwischen der Definition eines Tensors im Koordinatensystem der Ausgangs- und
Momentankonfiguration B, bzw. B¢ zu unterscheiden oder zwischen den Spannungsma-

Ren T, T, und T - s. Gl. (2.60).

Der Korper ist durch den Rand 0B mit t
der nach aufen gerichteten Normalen NN be- W

grenzt. Die vorgegebenen Grofen auf dem N
Rand U und t sind per Querstrich gekenn- 0B
zeichnet. Der Rand 0B wird aufgeteilt in die
Punktmengen 98" und 9B, sodass gilt

9B" N OB =0
und U

U t
9B U 9B =0B. Abb. 2.2: Konfiguration des Korpers

bei kleinen Verschiebungen

OB” und OB’ seien Kurven bzw. Flichen
im raumlichen Fall.

Wir betrachten in Abb. 2.3 einen beliebigen Punkt P auf einer Schnittfliche mit dem
infinitesimalen Flichenelement dA durch den Korper B.

Die Schnittfliche dA wird durch einen
nach aufsen weisenden Einheitsnormalen-
vektor IN charakterisiert. Das CAUCHY-
Theorem besagt: Fiir jede beliebige Schnitt-
fliche mit dem Normalenvektor IN gibt
es eine lineare Abhéngigkeit zwischen dem
Spannungsvektor s und dem Normalen-
vektor N am Punkt P wie folgt:

s=TN. (2.90)

Die Vielzahl aller Spannungsvektoren s auf
allen moglichen Schnittflaichen durch einen
Materialpunkt des Korpers lafst sich mit
denjenigen auf den Koordinatenflichen an-
geben, deren Spannungsvektoren s,, s,
und s, dann den Spannungszustand am Abb. 2.3: Spannungsvektor s auf einer
Materialpunkt P bestimmen [26, 41]. beliebigen Schnittfliche dA
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Um die Materialgleichungen aufzustellen, gehen wir von folgenden Primissen aus.

- Innerhalb des Korpers B wirkt am Volumenelement die volumenbezogene Mas-
senkraft pk.

- Auf dem Randbereich 9B’ agieren die Flichenlasten ¢, die nach dem Reaktions-
prinzip mit dem Spannungsvektor s im Gleichgewicht sind: s =¢ =T N.

- Auf dem Randbereich dB" ist die Verschiebung U vorgegeben.

Mit diesen Feldlasten und Randbedingungen wird die Randwertaufgabe formuliert,
die sich aus den Feldgleichungen und den Bedingungen an den Spannungs- und Ver-
schiebungsrindern zusammensetzt, um die Lage eines Korpers und dessen Deformati-
onsverhalten zu beschreiben. Mittels der zeitlichen Ableitung der Feldgleichungen und
der Anfangsrandbedingungen wird die Anfangsrandwertaufgabe formuliert.

Feldgleichungen fiir kleine Verzerrungen

Die Gleichung
divT + pk = pu (2.91)

beschreibt die lokale Impulsbilanz in Gl. (2.72) bei kleinen Verschiebungen. Die zeitliche
Ableitung der kinematischen Beziehungen geméf Gl. (2.51) ergibt bei kleinen Verschie-
bungen mit obigen Vereinfachungen:

sym

1
E=— [grad’a + (grada) | = (grad ) (2.92)

2

mit w als Geschwindigkeitsvektor und ( )™ als symmetrischem Anteil des Verschie-
bungsgradienten. Gemeinsam ergeben die Bilanzgleichungen (2.91) und die kinema-
tischen Beziehungen (2.92) die ratenabhingigen, werkstofffreien Feldgleichungen des
mechanischen Problems.

Randbedingungen

Die zeitlichen Ableitungen der Randbedingungen ergeben:

w=U am Rand 9B’ (2.93)
mit U als vorgegebene Verschiebung am Rand 0B" und
TN=t amRand 0B (2.94)

mit £ als Randlast am Rand @B’ mit dem Normalenvektor IN.
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Materialgleichung in Ratenform

Die ratenabhingige Materialgleichung* ergibt sich zu:

T =L(e)[¢] bzw. in Indexnotation: Tm =L uéu (2.95)
mit ﬁ((—:) und Komponenten L, als Tangentenoperator, der ein Tensor vierter Ordnung
ist. Mit Hilfe der Gl. (2.95) werden die mechanischen Materialeigenschaften, also das
instantane Verformungsverhalten eines Korpers, im Laufe der Zeit beschrieben. Auf-
grund der Drehimpulsbilanz ist die Rate des Spannungsfeldes symmetrisch, so dass im
materiellen Kérper B gilt:

T .

T=T & T,=T,

ij
und damit sind die Indizes des Tangentenoperators (L, ,,) paarweise vertauschbar, d.h.:

Lijkl - Ljikl (2.96)
Wegen der Symmetrie der Rate des Verzerrungstensors (& = éT) gilt ebenso die
Vertauschbarkeit des zweiten Indexpaares:

Lijkl - Ljilk (2.97)
Unter der Annahme einer linearen Kinematik berechnen sich die Verzerrungsraten &
als symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten - s. G1. (2.51) und (2.92). Die
ratenabhéingige Materialgleichung Gl. (2.95) ergibt sich demnach zu:

T = ﬁ(s)[é] :f(e)[% (grad u + (grad’d)Tﬂ :ﬁ(s)[(grad w)"] (2.98)

und in Indexschreibweise®:

Tij = Lijklékl = % (Lijkl uk,l + Lz’jkl ul,k) = Lz’jkl (U‘k,l )sym (2'99)

Fazit: Das vollstindige Verhalten des beschriebenen Materials wird durch die Er-
filllung der Bilanzgleichungen unter bestimmten Randbedingungen ausgedriickt. Die
daraus entstehenden Gleichungen werden nach der Zeit abgeleitet und als Anfangs-
randwertaufgabe zusammengestellt, die durch die Gln. (2.91), (2.92), (2.93), (2.94) und
(2.95) festgelegt worden ist.

5. S. 42
5Es gelte (24) = 4

Q
8

kL



Kapitel 3

Ebenes Schadigungsmodell fur
unidirektional verstarkte langfaserige
Verbundwerkstoffe

In diesem Kapitel werden nach einer kurzen physikalischen Motivation des phdnome-
nologischen Schiadigungsmodells die grundlegenden Gleichungen der Kontinuumssché-
digungsmechanik angegeben. Diese Gleichungen dienen als Basis fiir die Herleitung
der geschidigten Materialgleichungen [42]. Dariiber hinaus werden mit Hilfe der zeitli-
chen Ableitung die ratenabhéngigen Materialgleichungen hergeleitet. Zuerst wird jedoch
ein kurze ingenieuranschauliche Deutung der Elastizitdtsmoduli im ebenen orthotropen
Spannungszustand gegeben.

3.1 Elastizitit und Schadigung

3.1.1 Orthotrop elastisches Materialverhalten im ebenen Span-
nungszustand

Das Materialverhalten von unidirektionalen Laminatschichten ist dadurch charakteri-
siert, dass drei bzw. zwei rechtwinklig Symmetrieebenen und fiinf bzw. vier unabhén-
gige Materialkonstanten im 3D bzw. 2D Fall existieren - s. Abschnitt 2.5.2 und Tab.
2.1 [1, 30]. Dieses Verhalten ist typisch fiir unidirektionalen Faserverbundwerkstoff, bei
denen eine der Koordinatenachsen der Faserrichtung entspricht. Im ebenen Fall ergibt
sich die Steifigkeitsmatrix Gl. (2.86), wenn die Fasern in z, —Richtung verlaufen zu:

Cllll 01122 O

2211 2222

COrt. — C C 0 . (31)

1212

0 0 C

Die in Gl. (3.1) enthaltenen Materialparameter konnen im linear elastischen Fall anhand
der Superposition unterschiedlicher Zugversuche bestimmt werden. Der Zugversuch in
Faserrichtung fiihrt zu Langs- und Querdehnungen:

e, =— und e, =-v,¢

11 E 12711
1

29
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wéhrend der Zugversuch in Querrichtung zu folgenden Werten fiihrt:

T

22

E

2

€11 = V5 €9 und €oy =

Die Superposition beider Versuche (in Faser- und in Querrichtung) fiihrt schlieflich zu:

T T
Euzﬁ_%Tm und 522:_%T11+ﬁ'

1 2 1 2

Aus der Struktur der Steifigkeitsmatrix Gl. (3.1) ist es offensichtlich, dass in der Theo-
rie kleiner Verformungen die Normalspannungen ausschlieflich Dehnungen erzeugen,
wihrend Schubspannung ausschliefllich Gleitung hervorruft[1]. Somit kann die Materi-
algleichung im ebenen Fall mit Hilfe des Schubmoduls G, in Matrizenform vollstindig
dargestellt werden - s. Gl. (3.2).

12

_ - 1 v _ -

€11 . — 0 T,
E1 E2
v, 1
€o9o = _E E 0 T22 (32)
1
L V12 i 0 0 G12 ] L Tl2 _
€ = S T

In vereinfachter Indexschreibweise lauten die Nachgiebigkeiten S, (i = 1,2, j =1, 2)
und S,, demgemaf:
v 1 1

I _ 21 . 12 . o
Su - T 512 - T o S21 - T T 522 - - und 544 -

— . (3.3)
El E2 El E2 G12

Durch die Inversion der Nachgiebigkeitsmatrix s’ =cC ergeben sich in Ingenieurno-
tation die nachfolgenden Steifigkeitskomponenten C;, die dann die Steifigkeitsmatrix
bilden:

E E FE
Cu _ - 1 ’ 012:1V12 2 : 021:17/21 1 ’
— VipVy — ViV — VipVy
E
022 = ﬁ und 044 = G12 . (34)

12721

3.1.2 Schidigung des elastischen Verhaltens

Die Kontinuumsschidigungsmechanik beschreibt die Entwicklung von Fehlstellen (Ris-
se, Locher) in Materialien und den damit einhergehenden Steifigkeitsverlust. Ferner
beschreibt sie auch die Auswirkung der Versagensvorginge auf der Makroskala. Dabei
kommt es zu einem vélligen Verlust der Materialsteifigkeit und héufig zur Akkumulation
der Schidigung in Versagensbindern oder Versagenszonen|[16, 17]. Bei der idealisierten
Betrachtung des Schidigungsvorgangs von Materialien wird angenommen, dass sich die
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Schiadigung lediglich auf die elastischen Materialparameter auswirkt [18, 38, 45, 57, 60).
Dies bedeutet, dass eine Degradation der elastischen Materialparameter stattfindet,
entsprechend der Vorstellung, dass die Schiadigung eine Auswirkung der Reduktion der
atomaren Verbindungen auf molekularer Ebene ist [50, 52, 58|.

Die Grundlagen der Kontinuumsschadigungsmechanik werden beispielweise in
[36, 37, 40] dargelegt. Dort wurde zur phinomenologischen Beschreibung der Degra-
dation von Materialeigenschaften eine skalare Grofe o eingefiihrt, die das Niveau der
Schidigung angibt. Dabei gilt:

- Bei 0 =0 ist das Material ungeschédigt.
- Bei 0 =1 ist das Material vollstindig geschéidigt.

Zur Beriicksichtigung anisotroper Schidigung werden isotrope Schidigungsmodelle
erweitert. Dabei werden vektor- oder tensorwertige Schiadigungsvariablen eingefiihrt.

3.2 Modellannahmen

Wie in Abschnitt 3.1.2 bereits erlautert, werden die elastischen Materialparameter als
Schidigungsvariablen angenommen. Das verwendete Materialmodell - s. [35] und [42]
- basiert auf der Beschreibung der Degradation von Elastizitatskennwerten in den ein-
zelnen Vorzugsrichtungen. Demgemift werden Schiddigungsvariablen in den einzelnen
Vorzugsrichtungen (Faserrichtung, Querrichtung) und fiir die Scherung eingefiihrt. Die-
se Variablen geben zusammen mit den damit verbundenen Abminderungen der Elasti-
zitatskennwerte das Versagensverhalten an. Es wird weiterhin von der unverdnderten
Symmetrieklasse des Elastizitdtsmodells infolge der Schidigungsvorgéinge ausgegangen,
d.h. diese andern die elastischen Vorzugsrichtungen nicht [13, 32|. Alle Untersuchungen
beschranken sich weiterhin auf die ebene Elastizititstheorie, genauer gesagt auf den
ebenen Spannungszustand.

622 K

. ~—~———

o0 -

... o €
[} ::
\‘ -
22

Abb. 3.1: Rissbildung durch Querdeh- Abb. 3.2: Rissbildung durch Léngs-
nungen dehnungen

Das Versagensverhalten von Laminatschichten wird entscheidend von den bereits vor-
handenen Defekten (Fehlstellen, Locher , Mikrorissen) bestimmt, die sich unter Kraft-
beanspruchung zu Makrorissen ausbilden [18, 19, 20, 42|. Deshalb wird das Phinomen
der Rissbildung auf Laminatebene genauer betrachtet, um die Herabsetzung der Steifig-
keit des Laminats realitdtsnah abzubilden [28, 29, 32]. Im Hinblick auf die Festigkeit des
geschiidigten Laminats wird die Wirkung von Rissen, sowohl parallel als auch senkrecht
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zur Faser analysiert [34, 54, 57|. Die Untersuchung soll Riickschliisse iiber das Lami-
natverhalten unter Beanspruchung durch Dehnungen in Abb. 3.1 und Abb. 3.2 liefern.
Hierbei erkennt man unter dem Einfluss einer Belastung, dass Risse in Faserrichtung,
die durch Querdehnungen ¢,, verursacht werden eine untergeordnete Auswirkung auf
die Steifigkeit in Faserrichtung haben. Somit werden die Querdehnungen keinen Einfluss
auf den Steifigkeitsverlust in Faserrichtung haben. Folglich sind Langsdehnungen verant-
wortlich fiir Risse quer zur Faserrichtung. Die Steifigkeitsdegradation in Faserrichtung
ist also nur durch die Lingsdehnungen beeinflusst (E, (e,,)), wohingegen die Steifig-
keit in Querrichtung ausschlieflich mit den Querdehnungen verbunden ist (£, (¢,,)). Es
wird in der Literatur oft das Versagensphianomen durch geschéidigte, veranderliche Gro-
fsen, wie beispielweise den Materialeigenschaften als Schadigungsparameter angefiihrt.
Demnach ist aus den zuvor getroffenen Annahmen die Steifigkeit in Faserrichtung bzw.
Querrichtung ein Funktional der maximalen erreichten Lings- E (c,,. ) bzw. Quer-
dehnungen E,(e,,.. ) [35, 42]. Im Folgenden werden die Elastizititskennwerte, die als
Schédigungsvariablen zur Verfiigung stehen, nicht nur mathematisch beschrieben, son-
dern deren Abhéngigkeit auch graphisch veranschaulicht.

3.2.1 Schadigung in Faserrichtung

Der in diesem Abschnitt zu betrachtende Elastizititskennwert E, fiir die Steifigkeit in
Faserrichtung ist ein Funktional der Langsdehnungsgeschichte:

E =F (e = max[e,,(s)].
s<t

11 max ) mlt €

1 11 max

Wie schon angedeutet, ist El von der maximalen, bereits aufgetretenen Faserdehnung
€11 ma abhdngig. Der Einfachheit halber wird ein stiickweise linearer Verlauf fiir £, in
Abhéngigkeit der maximalen Lingsdehnungen angenommen. Mit Hilfe der Steigung

mo— (3.5)

611f — &
wird ein Materialparameter eingefiihrt, der die mathematische Beschreibung der De-
gradation von E| vereinfacht - s. Gl. (3.6). Die graphische Darstellung ist der Abb. 3.3
zu entnehmen.

> A
1 .
El * 611 max — Ellb
E ~
1 — .
1 El - Elml (gllf - E:llmax) : E:llb S 8llmax S 811f (36)
|
|
| .
| 0 * 611 max — Ellf
|

»
o 6.11 max

Ellf

Abb. 3.3: Schadensverlauf in Faserrichtung

Entsprechend des Degradationsbegriffs beginnt der Abfall des Elastizitdtskennwerts El
nachdem die Léngsdehnung den Wert ¢, erreicht hat. Dieser Wert wird als Anfangs-
dehnung der Degradation in Faserrichtung bezeichnet. Vom Wert ¢, an soll der Abfall
linear bis zum endgiiltigen Versagen des Materials bei €, . verlaufen - s. Abb. 3.3.
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3.2.2 Schadigung in Querrichtung

Analog zu den Betrachtungen im vorangegangenen Abschnitt ist der degradierte Elasti-
zitatsmodul quer zur Faserrichtung F, ebenfalls ein Funktional der Dehnungsgeschichte
und dementsprechend auch von der maximal aufgetretenen Querdehnung e abhén-

gig:

22 max

E2 - E2 (622max) mit € - max[€22(s)]
s<t

22 max

Die Abb. 3.4 stellt den angenommenen Verlauf der Dehnsteifigkeit E2 quer zur Faser-
richtung in Abhéngigkeit der Querdehnung & dar. Die Einfiihrung der Steigung
1
m, = ——— (3.7)
822f — Eon

22 max

ermoglicht die Vereinfachung der mathematischen Beschreibung der Degradation fiir
den prozessabhéngigen Elastizitiatsmodul E, - s. Gl. (3.8).

~ A
E2
E2 : E:11 max S 8221)

E, )
| E, = E,m, (Ezzf - E22max) oo = Eopmax = €aaf (38)
|
I
: 0 : E:22 max Z E:22f
|

o 822 max

822f

Abb. 3.4: Schadensverlauf in Querrichtung

Beginnend mit der sogenannten Anfangsdehnung der Degradation e, fillt der Ela-

stizitdtsmodul E2 linear ab bis das Versagen durch Bruch bei der Querdehnung ¢
erreicht wird.

22f

3.2.3 Scherschadensverlauf

Anders als bei den zuvor erwihnten Schadensformen wird bei Scherbelastung die Scher-
steifigkeit eines Materials nicht nur von der Schubverzerrung ¢,, . , sondern auch von
den Léngs- £,, . und Querdehnungen e beeinflusst - s. [35, 42]. Es erscheint des-
halb als notwendig, eine von allen Dehnungen abhingige Vergleichsdehnung ¢, zu
definieren, die vom einfachen und homogenen Schubversuch ausgeht. Dabei werden alle
Dehnungskomponenten im ebenen Fall beriicksichtigt und die Vergleichsdehnung wird
wie folgt ausgedriickt:

22 max

2 2
6.121) = \/(611 max 6.22 max) + El2max (39)
Diese Formulierung ist sinnvoll, weil auf die Schersteifigkeit G,, = SL sowohl Faser-
44
als auch Matrixrisse einwirken, die durch die Dehnungen ¢, und ¢,, . verursacht

werden. Die Schersteifigkeit C?m soll eben deshalb von der Vergleichsdehnung abhingig
sein. In [42| wird darauf detaillierter eingegangen. Analog zu den Abschnitten 3.2.1 und
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3.2.2 ist der Scherschadensverlauf Gm von der Vergleichsdehnungsgeschichte abhéngig
und deswegen ein Funktional der maximalen, bereits aufgetretenen Vergleichsdehnung

wobei G, = ém(emmax) gilt. Mit der Steigung in Gl. (3.10)

1
m, = ———— (3.10)

Elef ~ €lou

erhdlt man einen neuen Materialparameter, mit dem die Modellbeschreibung in GI.
(3.11) vereinfacht wird. Der Verlauf der Schubsteifigkeit wird wie folgt angenommen -
s. Abb. 3.5.

A A
GIQ G . 0 <
12 * — 6.121) max — Eleb

G12 G _ G : < 3.11
| 12 12m12 (812vf - E:121)max> ° 8121)17 — E12vmax — 8121}]" ( ° )
|
I
: O : 6.121) max — ElQ'L}f
|

»
o 6.121) max

8121}]‘

Abb. 3.5: Schadensverlauf in Scherrichtung

Von einem festen, bestimmten Wert ¢, , an, auch Anfangsvergleichsdehnung der Degra-
dation genannt, fillt die Vergleichsdehnung linear bis zum endgiiltigen Versagen ¢
ab, wo der degradierte effektive Schubmodul null wird.

12vf

Anhand der vorgegebenen Anfangswerte fiir die Elastizitatsmoduli

E, FE, und G,

17 2

und der angenommenen Steigungen

m,, m, und m,,

sowie der Anfangs- und Endwerte

€ € € € € 9

116 7 11f 22p ) 22f ) 12vb ) 120 f

ist das Modell bis auf das Querdehnverhalten eindeutig beschrieben, das im Folgenden
nidher untersucht werden soll.

3.3 Annahmen fiir das Querdehnverhalten

Bei der vorliegenden Schédigungsmodellierung werden die prozessabhingigen Material-
eigenschaften als Schadensvariable verwendet, die nun in die Komponenten der nach-
folgenden Materialgleichungen eingebracht werden miissen [15, 54],

T N T
{511 €a2 712} =S {Tn T22 T12} ’ (312)
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mit der Annahme, dafs sich die Symmetrieeigenschaften des Materials wihrend der
Schadigungsentwicklung nicht &ndern und demzufolge die geschidigte Nachgiebigkeits-
matrix die Form

Sll SIQ 0
S = 321 322 0 (3 * 1 3)
0 0 S,

annimmt. S ist die entsprechende ungeschidigte Nachgiebigkeitsmatrix wie in Gl. (3.2).
Die Nachgiebigkeiten in Gl. (3.13) stehen in unmittelbarem Zusammenhang zu den
Prozess abhingigen Elastizitétsgrofen in den Gl. (3.6), (3.8) und (3.11) ebenso wie die
Elastizitdtskonstanten zu den S, —Werten in Gl. (3.3) im ungeschidigten Fall:

A 1 A I)21 & 7912 A 1 3 1
Sll = E R 512 = —E s 521 = _EAW_’ 522 — E und 544 = = (314)

1 2 12

Die Komponenten von S sind Ingenieurgréfen, die durch Superposition von einaxialen
Beanspruchungen hergeleitet worden sind. Durch die Inversion der erhaltenen Nachgie-
bigkeitsmatrix ergeben sich die Komponenten der Steifigkeitsmatrix C - s. Abschnitt
3.1.1. Wie man in GIl. (3.14) erkennen kann, ergeben sich die Nachgiebigkeiten au-
Rerhalb der Hauptdiagonalen (S, und S, ) als Quotient von zwei unterschiedlichen
Materialkennwerten, ndmlich aus dem Querdehnparameter und aus dem degradierten
Elastizitdtsmodul. Es ist zu vermuten, dass die Degradationen der beiden Eigenschaf-
ten demnach gekoppelt ist. Physikalische Schliisse hierzu werden im Folgenden n#her
erlautert.

3.3.1 Modellvorstellung fiir das Querdehnverhalten

Das Phanomen der Querkontraktion beschreibt das Verformungsverhalten eines Kor-
pers quer zur Belastungsrichtung unter dem Einfluf einer Zugkraft bzw. Druckkraft.
Der Korper reagiert in Richtung der Kraft mit einer Lingen&nderung und senkrecht da-
zu mit einer Verringerung oder Vergréferung seines Durchmessers. Die relative Durch-
messeranderung ist proportional zu der relativen Langendnderung, wobei der Propor-
tionalitatsfaktor eine dimensionslose Grofe ist, bekannt als Querkontraktionszahl. Fiir
unidirektionales Laminat (orthotropes Material) wird je nach Belastungsart die grofe
von der kleinen Querkontraktionszahl [1, 53| unterschieden. Der grofen Querkontrakti-
onszahl liegt Belastung in Faserrichtung zugrunde. Der Last in Richtung quer zur Faser
liegt die kleine Querkontraktionszahl zugrunde, die das Verhiltnis der Langenénderung
in Faserrichtung beziiglich der Dehnung quer zur Faser bei Belastung quer zu Faser
angibt. Die Beriicksichtigung der Gl. (3.14) fiithrt zu der Verkniipfung der Querkontrak-
tionszahlen und der Elastizitdtsmoduli eines geschédigten, unidirektionalen Laminats.
Ausgehend von physikalischen Beobachtungen und Uberlegungen wird vorausgesetzt,
dass der Quotient 7, /F, (Nachgiebigkeiten auferhalb der Hauptdiagonale) wihrend
des gesamten Schidigungsprozesses unverdandert bleibt - s. [18, 38|. Risse parallel zu
den Fasern behindern noch begiingstigen das unbehinderte Querdehnverhalten bei Be-
lastung in Faserrichtung. Dieser Ansatz bedeutet, dass 7,, und El wihrend der Defor-
mation proportional zueinander sind. Dadurch ist auch die grofse Querkontraktionszahl
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v,, ein Funktional

Flen(n)] .

der Léngsdehnungsgeschichte ebenso wie auch El gemif Gl. (3.6) es ist und es gilt:
D, = 0, (e, ). Der Bruch o, /E, (Nachgiebigkeiten auferhalb der Hauptdiago-
nale) soll aus physikalischen Griinden - Potentialeigenschaft der Elastizitédtstheorie -
ebenfalls konstant sein. Das bedeutet #,, ist proportional zu EQ. Somit ist die kleine
Querkontraktionszahl 7,, auch ein Funktional

Flen(m) .

der Querdehnungsgeschichte sowie auch E, und es gilt: 7,, = 0, (€ ma) -
Die Querkontraktionszahlen werden abhingig von der Dehnungsgeschichte im Folgen-
den graphisch aufgetragen - s. Abschnitte 3.3.2 und 3.3.3.

3.3.2 Grofie Querkontraktionszahl

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 erwihnt, ist die geschiidigte groke Querkontraktionszahl
v, proportional zum Steifigkeitsabfall in Faserrichtung FE|. Sie ergibt sich wegen der
Stetigkeitsvoraussetzungen aus den Gln. (3.3) und (3.22) und driickt sich dann wie folgt
aus

A

I)12(511max) = _521 El (Ellmax) ) (315)

mit der Nachgiebigkeit S,, als Proportionalitdtsfaktor. Der Verlauf der grofen Quer-
kontraktionszahl 7, soll sowohl in Abhéngigkeit der maximalen Lingsdehnungen ¢,
als auch in Abhéngigkeit der maximalen Querdehnungen ¢,,  abgebildet werden. Al-
lerdings haben die Querdehnungen aus physikalischen Griinden keinen nennenswerten
Einfluss auf die Querkontraktion bei Belastung in Faserrichtung des durch Risse parallel
zu den Fasern geschédigten Materials. Deswegen wird auch die grofte Querkontraktions-
zahl unabhéngig von der maximalen Querdehnungen. Daher lisst sich deren Verlauf in
Abhéngigkeit der Querdehnungen als konstant annehmen - s. Abb. 3.6. Die mathema-
tische Beschreibung von 7, ist in Gl. (3.16) angegeben und in Abb. 3.6 zur Darstellung
gebracht.

V12 : E:11 max — E:llb
UIQ = (Ellf - 6.llmax) m1V12 : Ellb S Ellmax S 6.11f (316)
0 € >e

1lmax — ~11f
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>
>

12 12

12

e e
o 811 max c o E:22 max

6111) 511f 22b 622f

Abb. 3.6: Degradation der grofsen Querkontraktionszahl
Fazit: Es ist aus obigen Annahmen offensichtlich, dass aus physikalischen Vorausset-

zungen die grofe Querkontraktionszahl 7, nur von der maximal erreichten Lingsdeh-
nung & beeinflusst ist und die Querdehnungen keine Wirkung haben.

11 max

3.3.3 Kleine Querkontraktionszahl

Analog zur obigen Ausfiihrung soll ebenso die kleine Querkontraktionszahl o, propor-
tional zur Steifigkeit in Querrichtung F, sein wie bereits erlautert. Mit Hilfe der Gln.
(3.3) und (3.22) ergibt sich fiir die kleine Querdehnzahl der folgende Zusammenhang:

ﬁ21 (822max) = _512E2(822max> (317)

mit der Nachgiebigkeit S, als Verhéltnisgrofe. Aus physikalischen Annahmen bietet
sich die mathematische Beschreibung der kleinen Querkontraktionszahl wie folgt an:

I/21 : 6.22 max S 6.221)
V21 - (822f - E:22max),rn'2lj21 : 822b S E:22max S E:22f (318)
0 : 6.22 max Z 6.22f

Denn es wird auch an der Haupsymmetrie des konstitutiven Tensors im Sinne der
Uberlegungen von Gl. (2.83) festgehalten. Die graphische Darstellung erfolgt nicht nur
in Abhéngigkeit der maximalen Querdehnung ¢,, . , sondern auch in Abhéngigkeit
der groften Langsdehnung e, ., die laut Modellvorstellung keinen Einfluss auf die
Steifigkeit in Querrichtung haben soll - s. Abschnitt 3.3.1. Es entsteht daraus die ma-
thematische Darlegung in Gl. (3.18) mit der Veranschaulichung in Abb. 3.7.

>
>

21 21

21

-
o 622 max £ 11 max

22f 11b

Abb. 3.7: Degradation der kleinen Querkontraktionszahl

g 11f
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Fazit: Da die Schubverzerrung ¢, keine Einwirkung auf die Querkontraktionszahlen
hat, ist die kleine Querkontraktionszahl nur von der maximalen Querdehnung ¢,, ..
abhingig und ebenso die grofse Querkontraktionszahl nur von der maximalen Lings-
dehnung ¢

11 max"*

3.3.4 Resiimee zum Schadigungseinflufi auf das Querdehnver-
halten

Wie bereits in Gl. (3.14) erwihnt, sind die Querdehnparameter und die Elastizitits-
moduli in den Komponenten auferhalb der Hauptdiagonale der Nachgiebigkeitsmatrix
gekoppelt. Demnach neutralisieren sich deren Degradationen im Verlauf des Schédi-
gungsprozesses, was dazu fiihrt, dass die Matrixkomponenten auferhalb der Hauptdia-
gonale unverdndert bleiben; d.h. Nachgiebigkeiten auferhalb der Hauptdiagonale blei-
ben wdhrend eines Schadigungsprozesses unverindert, bzw. nur Komponenten auf der
Hauptdiagonale der Nachgiebigkeitsmatrix (S,,, S,,, und S,,) degradieren wéhrend
eines Schidigungsprozesses. Also gilt:

~

S, =5, und S, =5, . (3.19)

Daraus folgt mit Hilfe der Gln. (3.3) und (3.14) der folgende Zusammenhang' fiir die
geschiadigten Querkontraktionszahlen und Elastizitdtsmoduli:

v v v v
2 7 d 12 T2 3.20
E T un E T (3.20)

1
Ferner gilt aufgrund der Wegunabhingigkeit der Belastung im Fall des elastischen Ma-
terialverhaltens die Symmetrie des Nachgiebigkeitstensors in Matrizenform:

S,=25, und S,=25,. (3.21)
Die Verkniipfung der Gln. (3.19), (3.20) und (3.21) fiihrt zu folgendem Zusammenhang:
Vio _ Vo _ P Va (3.22)

E, El E2 E,
und somit zu einem orthotropen, elastischen ebenen Materialmodell mit Scha-

digung.

3.4 Darstellung der Nachgiebigkeiten des Faserverbund-
werkstoffs

Fiir die im vorigen Abschnitt erwihnte geschidigte Nachgiebigkeitsmatrix S sind die
Einzelkomponenten in Gl. (3.14) angegeben. Nach den bereits getroffenen Annahmen
zur Schidigungsevolution bleiben die Komponenten aufserhalb der Hauptdiagonale wéih-
rend des Schiidigungsprozesses unverdndert. Somit lassen sich die Nachgiebigkeiten 5’12
und S,, wie folgt darstellen.

Q ﬁ21 Vo Q ﬁm Vio
p=——==—=—=95, und S, =—-—F7=——=29, 3.23
) £ i E (3.23)

~

Selbstverstdndlich gilt auch fiir den geschidigten Verbundwerkstoff: S|, = 5’21

'Komponenten aus den Seiten 30 und 35



39

c A GA
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611b 611f -

: : 6.llrmax
1
| 1
_Va : : 4T
E2 El

Abb. 3.8: Nachgiebigkeiten auferhalb der Hauptdiagonale

Lediglich die Komponenten der Hauptdiagonale (S, t=1,2 und SM) verandern sich
wahrend der Prozessgeschichte. Diese Anderungen lassen sich mathematisch allgemein

beschreiben,
( 1
E 611 max S Eiib
i
~ _ 1 -
it £ .. e.. g..
E m (6 — ¢ ) itb — Tidimax — Tiif
A A it f i1 max
\ o0 EZZ max — Euf
und
( 1
G 0 S 6.121) max — 6121}1)
12
4, — 1
4 G ( _ ) 6121)6 S 6121} max S €
12m12 E121)f E121)ma,x
\ o0 : E12'L)max Z 612’Uf

12vf

und durch die folgenden Kurvenverlaufe veranschaulichen - s. Abb. 3.9.

(@)

44

—_

| —
Q

i1 max
8iib 8zzf

Abb. 3.9: Nachgiebigkeiten auf der Hauptdiagonale

12vb

12vf

-
L

12v max
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Mit zunehmender Norm der Dehnungsgeschichte erkennt man unschwer in Abb. 3.9,
dass die Nachgiebigkeiten auf der Hauptdiagonalen S|, , S,, und S,, ab der Anfangs-
degradation ¢ €,y und €, - ansteigen und bei der Versagensdehnungen ¢, ., €,,.

SQQ und SM sind am Ende

11b 7 22b 12vb

und £, . gegen unendlich streben. Die Nachgiebigkeiten S
der Degradation iiber alle Mafe grof.

117

Die Nachgiebigkeitsmatrix des geschadigten Laminats lautet also:

1
—_
A

1

R
El EQ
N 1 1
§—| -2 — o (3.24)
El E2
1
0 0 -
- GIQ -




Kapitel 4

Materialgleichung fur
Verbundwerkstoffe mit Schadigung

Die Idealisierung des Werkstoffverhaltens fiir sprode, unidirektional verstiarkte Duro-
mere anhand eines geschidigten Elastizitdtsmodells - s. [35] und [42] - soll hier in die
Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen eingebracht werden. Daraus erhilt man
die Materialgleichung fiir den geschidigten Werkstoff und mittels der zeitlichen Ablei-
tung deren ratenabhingige Form. Dafiir werden die Komponenten des Materialsteifig-
keitstensors und des instantanen Materialsteifigkeitstensors angegeben.

4.1 Orthotrope ebene Materialsteifigkeit des gescha-
digten Laminats

Fiir die weitere Anwendung muft das Schiadigungsmodell steifigkeitsbasiert vorliegen
und die Schidigungsentwicklung ist verzerrungskontrolliert zu formulieren. Zu jedem
Materialpunkt konnen zu einem vorgegebenen Verzerrungszustand bei Kenntnis der
Belastungsgeschichte die Spannungen und die Materialsteifigkeitstangente eindeutig be-
stimmt werden:

T=Ce (4.1)

mit

0o o0 C,

als geschédigte Steifigkeitsmatrix. Analog zur Gl. (3.4) ergeben sich die Komponenten
der geschidigten Steifigkeitsmatrix durch die Inversion der geschidigten Nachgiebig-
-1

A

keitsmatrix in G1. (3.24) (S = C):

o 1 o 1212 o 2111 o
011 - 1 T 012 1 A 021 - 1 ~ 012 )
—VVy — ViV — ViV
C, = 2 und c,=G, . 4.2
22 1—7 o 44 12 ( )
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Die abgeleiteten Beziehungen beschreiben somit ein orthotropes, steifigkeitsbasiertes
Schiadigungsmodell, wobei die Normalspannungen 7}, und 7,, von der Schubspannung
T, in den Materialgleichungen entkoppelt sind.

1

Fazit: Die elastischen Materialkonstanten El und E2 (Elastizitatsmoduli in Faser-
und Querrichtung) sind unabhéngig vom zeitlichen Verlauf der Schubverzerrung
wihrend der eingefiihrte effektive Schubmodul Gm von der Vergleichsdehnung ¢
beeinflusst ist, die wiederum eine Funktion der Schubverzerrungen e
Léangs- und Querdehnungen ¢ bzw. ¢ ist - s. GI. (3.9).

12 max ?
12v max
sowie der

12 max

11 max 22 max

4.2 Herleitung der ratenabhingigen Materialgleichung

Es wird die konstitutive Relation fiir die Schidigung im Materialmodell laut GI. (4.1)
betrachtet:

T=Ce.

d
Leitet man diese Relation nach der Zeit ab () = E( ), so entsteht die ratenabhéingige

Materialgleichung - s. Gl. (2.95) -, die im Folgenden in VO1GTscher Notation,

T =L(e) ¢, (4.3)
angegeben wird. Sie dient als Basis fiir die Singularitdtsanalyse und wird in Gl. (4.7)
in Komponentenschreibweise angegeben. Wie zuvor erwéhnt - s. Gl. (2.95) - ist der

4
instantane Materialtensor L(e) von der Dehnung € abhéingig.
Durch die VOI1GT-Notation wird die tensorielle Materialgleichung in die Vektor-Matrix-
Form iiberfiihrt. Somit wird der Materialsteifigkeitstensor als Matrix - s. Gl. (4.7) - und

der Dehnungstensor als Vektor unter Bezugnahme auf die kinematische Beziehung wie
folgt dargestellt!:

E:11 max ul,l
€ = €92 max = Uy o . (44)
2612 max u1,2 + u2,1

Die zeitliche Ableitung der Materialgleichung (4.1) ergibt nun die ratenabhéngige Form
T=Ce+Cé (4.5)

mit € als Dehnungsgeschwindigkeitsvektor. Der wesentliche Vorteil von Gl. (4.3) ge-
geniiber der Beziehung in Gl. (4.1) besteht darin, dass diese Gleichung linear in der
wesentlichen Variablen € ist und die Zustandsinderungen beschreibt. Aus der Gl. (4.3)
konnen daher charakteristische Anderungen im Materialverhalten, wie sie bei Bruch-
vorgiangen erwartet werden, mit Methoden der linearen Algebra ermittelt werden.

Lg, FuRnote Seite 28



4.2.1 Bestimmung des instantanen Materialsteifigkeitstensors

Fiir den instantanen Materialsteifigkeitstensor L gemaf Gl. (4.3) und Gl. (4.5) werden

unter Verwendung von Gl. (4.4) die Komponenten hergeleitet:

Cé
- . . — 7\
T, Chtiy; +Cuu,, Cht,, +Cht,,
T22 = 012U1 .t 20 Us o + Cuul 00U, , )
T : 2 C i, ., +C,,u
12 | 044u172 + 4a Uy ] 44912 44 %21
-~ g
Ce
es folgt:
TH Cllul Tt Cuu2 s T C(11u1 , Cuuz 2
T22 = ClQU‘l,l =+ 22u2,2 + ClQU‘l,l =+ 22u2,2
L, Oty + Cotty, + Coutty, +Cyi
| 44Uy 5 aaUs 4 14Uy 5 aaUs ]

Mit Hilfe der nachstehenden Bezeichnungen fiir die einzelnen partiellen Ableitungen der

geschadigten Steifigkeitskomponenten,

oC oC X
_ 11 _ 11 _ . .
Allll - a und A1122 - 8 = C’11 - Allllul,l + A1122u2,2 ?
Ell max 6.22 max
oC oC ;
_ 12 _ 12 - . .
A1211 - a und A1222 - 8 = CIQ - A1211u1,1 + A1222U‘2,2 ’
E:11 max 822 max
oC oC ;
_ 22 _ 22 _ . .
A2211 - a und A2222 - 8 = 022 - A2211u1,1 + A2222 u2,2 )
Ell max 6.22 max
X — 6044 A — 85121) max A — 86121) max A — 85121) max
a6121} max ’ . 86.11 max ’ e 6522 max ’ e 86.12 max

= C’44 =X [A4411u1,1 + A4422u2,2 + %A4412 <u1,2 + u2,1>:| )
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besteht nach Umstellung folgender Zusammenhang :

L(e)
Tll [ Cll + Allllul,l CV12 + A1122u1,1 0 i _ ul,l
+A1211u2,2 +A1222u2,2
TZZ = CIZ + A1211u1,1 022 + A1222u1,1 0 /leZ,Q
+A2211u2,2 +A2222u2,2
L le a L XA4411 (u1,2 + u2,1) XA4422 (u1,2 + uz,l) CV44 + %XA4412 (u1,2 + uz,l) 4 L ule + uQ’l
€
= L(e) €. (4.7)
Fiir die einzelnen Komponenten des instantanen Materialsteifigkeitstensors
Lllll L1122 L1112
L = L2211 L2222 L2212
| L1211 L1222 L1212 |
gilt damit
Lllll = Cll _'_ Allllul,l + A1211u2,2 ) L1122 = CIQ + A1122u1,1 _'_ A1222u2,2 )
L2211 = C112 + A1211u1,1 + A2211u2,2 Y L2222 = 022 + A1222u1,1 + A2222u2,2 Y
(4.8)

L1211 = XA4411 <u1,2 + u2,1) ) L1222 = XA4422 <u1,2 + u2,1) )

L1212 = C144 + %XA4412 (u1,2 + u2,1) ) L1112 = L2212 =0.

Aus GI. (4.8) folgt, dass der instantane Materialsteifigkeitstensor stets von der Form

L1111 L1122 0
L= L2211 L2222 0
L1211 L1222 L1212

ist.
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4.2.2 Komponenten des instantanen Materialsteifigkeitstensors

Es wird hier zunéchst die Aufteilung des Verzerrungsraumes € - s. Abb. 4.1 - vorgestellt
und dann die zugehorigen Matrizen angegeben.

Aufteilung des Verzerrungsraumes in Teilgebiete €' bis €

€

(Ellmax7 € 12vmax)

22 max ?

<e¢

12v max — ~12vb

Ellb S 6.llmax S 11f

II
(gllmax7 622max7 6.121) max) | 822max S 822b (410)

IIr

(Ellmax7 6.22max7 612vmax) | 822b S 822max S 822f (411)

v

VI

(811 max ?

3

22 max ?

(811 max ? 822 max ?

8121) max )

8121} max )

(611 max ’ 622 max ?

6.121) max )

€

llbgg

| 6221) S €

O S 8121}

| €

3

11 max —

<

22 max —

<e

12vb —

€y S

| €

€

116
22 max —

12vb S

3

11 max

22 max

3

max S 12vb J

116

62217

12v max —

11 max —

<e

<e

<e¢

<e

1

11f

22f

12v f

Lf

€

<e

22b

12v max —

< 812’Uf

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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<e

11 max —

€ 116

VII

€ = (gllmax7 622max’ 6.12'L)[1')ax) | E:2217 S 822max S E:22f (415)

<e¢

12vb —

<e¢

12v max — “12vf

€, L€ <e

11b 11 max 11f

VIII
€ = (611 max ? 6.22 max ) 612'U max) | 822b S E:22 max S 822f

(4.16)

12vb S 6121) max S 612'uf

In der Abb. 4.1 ist die prinzipielle Aufteilung des Raumes € dargestellt. Die

beiden Flachen ¢, = = ¢,, und e, ... €,,, sind jeweils Teile einer
elliptischen Zylinderfliche mit der Achse ¢,,,.. = €,,,.... Die Fliche ¢, === ¢
schneidet  die  Viertelebene  {(e,,,..., €omus 0) | Crimae S Eips Eomman < Enny
langs Parallelen zur Geraden €,, . =¢€,,.. .. Abb. 4.2,
E:IQUmax
6.12'L)max 612’L)f
—
T
\ 8121} max 8121)17
€0t 622f
/III / > 622
LILIL max
811f

Crimey

Abb. 4.1: Aufteilung des Verzerrungsraumes
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12 max

- &

22 max
9 1
ﬁglzvb
6121117 o
611 max 822 max
Abb. 4.2: Elliptische Zylinderflichee, . =¢,.,

Mit den zuvor eingefiihrten geschidigten Materialparametern (3.6) (3.8) (3.11) (3.16)
(3.18) und den Steigungen - s. Gln. (3.5) (3.7) und (3.10) -

1 1 1

€

120f  S120b

erhalten die geschidigten Steifigkeits- und Tangentensteifigkeitsmatrizen folgende
Gestalt.

Steifigkeitsmatrix

Fiir die Steifigkeitsmatrix ergibt sich geméf Gl. (4.2):

( E

. . I %
e S . in €, €
1- VigVs
m,FE (e, —¢
11 11 max . . i1 VI
( Lt = ) . in €€
R 1_V12V21m1(611f _Ellmax)
C, = . (4.17)
. . 117 VII
- . In € E
1- V12V21m2(622f - 622max)
m1E1 (811f - gllmax) . . v VIIT
. in € €
\ I V12V21m1m2(522f - 622max)(611f - Ellmax)
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CYIQ
und C’21
.
044 -
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( E . v
2 in € ,€
1 - VsV
E . IT VI
: in € ,€
1- V12V21m1(€11f - Enmax)
m2E2 (822f ~ €29 max ) . II7 VII
in € €
1— V12V21m2<822f - 822max)
m2E2 (Ezzf — €g max) . v VIIT
imn € ,€
\ 1- V12V21m1m2(522f - 622max)(€llf - Enmax)
p
v, E . ro_v
™ Tt in € €
1 - VgV
V12m1E2 (511f —€&n max) . i1 VI
mn € €
1- V12V21m1<811f - gllmax)
Vi,m, Ez (822f ~ €29 max ) . IIr VII
in € €
1- VigVsy M (622f - 622max)
V12m1m2E2 (511f - Ellmax)(€22f - 622max) in 6IV 6VIII
)
\ 1 - V12I/21m1m2 (822f - 822max)<€llf - 811 max)
= 012 )
. K
G, in € ,K=1,...
m12G12 (8121;f — E1ap max) =

2
m12G12 (812uf_\/<511 max 822max) +e

Tangentensteifigkeitsmatrix

Es ist

[ o7y, Ty, 1 901y,
8811 max 8622 max 2 8812 max
Ty, 0Ty, 1 Ty,

8811 max 8622 max 2 8812 max
0Ty, 0Ty, 1 0Ty,

L 8811 max 8622 max 2 8812 max

€

2¢

2

12 max

22 max

12 max

)

in €,K=V,

L(e)e

mit L(e) aus Gl. (4.7). Die Tangentensteifigkeitsmatrix L(e) ist geméf Gl. (4.

ceey

(4.18)

(4.19)

IV

(4.20)

VIII

(4.21)

7) bzw.
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Gl. (4.8) fiir alle Teilrdume €", K=1,...,VIII, zu ermitteln. Insbesondere ist in
€, K=1,....,1V, wegen x =0

L1211 = L1222 = 0 und L1212 - GIQ' (422)
. K
Ferner bekommt manin € |, K =V, ..., VIII, wegen
_ ac’44 _ G A _ ag121) max ___ 811 max E:22 max
X = ) = TMy,Gyy, 4411 ) - )
E:121) max E:11 max E:121) max
A _ 65121) max __ _Ell max 6.22 max A _ 65121) max __ 612 max
4422 T - ? 4412~ -
6522 max 6.121) max 8612 max 6.121) max
die Komponenten
2¢e (e —€ )
_ 12 max 11 max 22max/ __
L1211 = —Mmy G12 - _L1222 (423)
61211 max
und
— 62
. 12 max
L1212 - m12G12 €120f T C120max
12v max
B 2 2
(811 max E:22 max) _'_ 2812 max
m12G12 Clavf — c : (424)
12v max

Die Tangentensteifigkeitsmatrix im Raum €~ wird mit L — (Lfkl) CK=1,... VIII,
bezeichnet. Man erhélt:

L
LI _ E1 1 _ V12E2 1 _ V12E2 1 - E2
1111 ’ 122 T ) o211 T ) oo T )
1_V12V21 1_V12V21 1_V12V21 1_7/12V21 (425)
I I I I I
L1112 = L2212 = O’ L1211 = _L1222 = 0 und L1212 = G12 :
II
L
II m, E’1 5
Luu = D2 Ellf_ 2611 max — Y21€22max — M ViaVoy (Ellf_ €1 max) )
II
II IT IT II IT E2
L1122 =Myl (Ellf_ E11max)L2222’ L2211 - V21L1111’ L2222 = D ) (426)
II
II II II II II
L1112 = L2212 = O’ L1211 = _L1222 = 0 und L1212 = G12
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mit
‘DII =1- m1’/12y21(€11f - 611max)’
wobei 0 < D,, <1 wegen 0<m, (e, —€,,.,)<1,0<v,, <1
111
L
II7 E1 17 IIr IIT 17
L1111 - D ’ L1122 = V12L2222’ L2211 = Myly (5221‘ - 622max)L1111’
IIT
III m. E 9
_ myL, 4.27
L2222 - D2 {822f_ 2822max_ Vis€11max — TV Vs (822f_ 822max> } ) ( )
IIT
17 17 17 17 IIT
L1112 - L2212 = 0’ L1211 = _L1222 =0 und L1212 = G12
mit

DIII =1- MyVi5Vy (822f - 822max)7

wobei 0 < D,,, <1 wegen 0<m,(g,,, —€pp) <1, 01,0, <1

v
L
v m. E 9
_ 11
L1111 - D? {511f_ 2611max_ myVy, (522f_ 622max) |:E22max+ myv, (Ellf_ 511max) } } )
v
v v v v
1122 = m1V12 (gllf - 811maux>[/2222 ) L2211 = m21/21 (822f - 822max>[/1111 )
(4.28)
v m.E 9
_ 22
L2222 - D? {822f_ 2822max_ myVy, (811f_ 811max) |:€11max+ myVy (822f_ 822max) } } )
v
v v v v v
L1112 = L2212 = 0’ L1211 = _L1222 = O und L1212 = G12
mit

‘DIV =1- myMmyVi,Vy, (511f - Ellmax)(€22f - 622max)7

wobei 0 < D,, <1 wegen 0 <m,m,(€,,; =€ ) (Eanp = Enpmae) <1, 01,1, <1

12721

\%
LV I v I % I v LI v %
1111 11117 1122~ 11220 2211 2211’ 2222 22227 1112~ Te212 T 0’
A% v _
L _ _L = —m G 2812 max (811 max E:22 max)
1211 1222 12112 e ’ (4_29)
12v max
2 2
v o G (811 max 822max) + 2812max
1212 my,Gy,y | €

120f 2 N
\/(611 max 6.22 max) + 612 max
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VI II VI II VI I VI I
1111~ 11110 1122~ 11220 2211 2211’ 2222~ 22227
VI VI —
L _ _L = —m G 2812 max (811 max E:22 max)
1211 1222 1212 € ?
12v max
2 2
Vi o G (611 max - 622 max) + 2612 max
1212 my, Gy, 812'uf 5 2
\/(811 max E:22 max) + 812 max
VII

VII II7 vII IIT VII III VII II7
1111 1111’ 1122~ 11220 2211 2211 2222~ 2222
VII VII ( — )
L _ _L = —m G 2612 max Ell max 622 max
1211 1222 1212 € ’
12v max
2 9 2
LVII =m G c (811 max E:22 max) + 812 max
1212 12 12 12v f 5 2
\/(611 max 622 max) + 612 max
VIIT
VIIT v VIIT v VIIT v VIIT v
1111 1111? 1122 1122 2211 2211’ 2222 T2222)
VIII VIIT ( _ )
_ _L = —m G 2812 max E:11 max 822 max
1211 1222 1212 € ?
12v max
2 9 2
Vi =m G (611 max - 622 max) + 612 max
1212 12 12 8121}]‘ 5 5
\/(811 max - 822 max) + 812 max
Anmerkung:
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| VI

1112 = 2212 = 0’
(4.30)

VII VII

1112 - L2212 - 0’
(4.31)

VIII VIII

1112 = 2212 =Y

(4.32)

Man beachte, dass die Tangentensteifigkeitsmatrix L(e) beim Uber-

gang von einem Teilgebiet € " zu einem anderen Teilgebiet €' nicht mehr stetig ist.
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Das in Abschnitt 4.1 eingefiihrte und bisher angewendete Materialmodell beschreibt
das Werkstoffverhalten nicht vollstindig, da es die Bruchmodellierung nicht enthélt - s.
[35]. Wird die Beschreibung der Entstehung und Ausbreitung eines Bruches als zusétz-
liches Kriterium hinzugenommen, ist eine realistische Strukturberechnung bis in den
Nachbruchbereich hinein moglich.

In Kapitel 5 werden verschiedene Brucherkennungsmethoden vorgestellt, die, wie wir
sehen werden, die Entstehung und Ausbreitung eines Bruches beschreiben und somit
zusétzliche Modellbeschreibungsinstrumente darstellen (s. [51, 61]).

Aus der detaillierten Analyse dieser Brucherkennungsmethoden stellt sich eine Methode
als besonders geeignet heraus, da sie sowohl den Eintritt des Bruches als auch die ent-
sprechende Rissrichtung anzeigt. Mit der Kenntnis iiber den Bruchursprung kann dann
anhand von weiteren bekannten Methoden aus der Kontinuumsmechanik die zeitliche
Entwicklung des Materialverhaltens eindeutig bestimmt werden.



Kapitel 5

Methoden zur Brucherkennung

5.1 Werkstoffversagen

Die in Kapitel 4 dargelegten Modellgleichungen beschreiben das Verhalten des unidirek-
tionalen Faserverbundwerkstoffs unter der Voraussetzung, dass alle Annahmen, die in
Kapitel 3 zu ihrer Herleitung gemacht werden mussten, giiltig bleiben. Im Schidigungs-
fall wird das Materialverhalten verindert mit der Folge, dass die getroffenen Annahmen
ihre Giiltigkeit verlieren. Daraus folgt das Auseinanderbrechen eines Materials durch
Rissbildung. Der eigentliche Bruchverlauf ist bisher aus dem verwendeten Modell nicht
ermittelbar, da die physikalischen Phdnomene, die diesen bedingen, im Modell nicht
enthalten sind. Deshalb werden hier diese Bruchphdnomene nicht modelliert, sondern
die Risserkennung wird ganz auf die bisher dargestellten Ansétze beschrinkt. Diese An-
sitze werden aber um Kriterien ergénzt, die Materialversagen anzeigen.

Unter einem Versagenskriterium versteht man einen mathematischen Ausdruck, der
durch die Variablen des ungeschidigten Materialverhaltens definiert ist. Trifft dieses
Versagenskriterium zu, so schlieft man auf das Auftreten eines Materialbruchs. Diese
Information muss dann in das Materialmodell eingearbeitet werden, indem die Materi-
albruchkante zum Rand des Materials hinzugenommen wird, bevor das Materialmodell
wieder als giiltig vorausgesetzt werden kann.

Das Versagenskriterium selbst kann nicht aus dem Materialmodell abgeleitet werden,
sondern muss als eine zuséitzliche Annahme zur Materialbeschreibung hinzugenom-
men werden. Die Wahl des ‘“richtigen” Versagenskriteriums muss sich im Vergleich
mit Messdaten aus Materialbruchversuchen erweisen. In der Literatur werden mehrere
mogliche Versagenskriterien vorgeschlagen, die sich wesentlich unterscheiden, indem sie

1. fiir unterschiedliche Materialzustinde den Werkstoffbruch anzeigen,
2. neben der Bruchanzeige weitere Zusatzinformationen liefern.

Hier werden unterschiedliche Versagenskriterien vorgestellt und schlieflich wird die Be-
sonderheit der Bifurkationsanalyse als fiir unseren Anwendungsfall geeigneteste Metho-
de begriindet.

53
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5.2 Grundsitzliche Uberlegungen zu Schidigungskri-
terien

Der wesentliche Grund dafiir, dass die im Modell ermittelte Materialschiadigung - die
vom Abfall der Werte der Materialparameter (Elastizititsmoduli E oder Querdehnzahl
v) angezeigt wird - nicht direkt als Versagenskriterium verwendet werden kann, liegt
darin, dass bei unseren Modellannahmen die Materialschiadigung eine Eigenschaft des
Volumenelements dv ist. Die Schidigung fiihrt zu einer prinzipiellen Anderung des
Materialverhaltens, wenn geniigend Schidigungsenergie vorliegt, um diese Anderung
zu bewirken. Diese Energien sind immer bezogen auf das Volumenelement dv. Bruch
bedeutet dagegen eine Trennung von Volumenteilen und ist daher mittels Ebenen im
Material definiert. Eine Ebene hat immer ein Volumenmaf identisch Null (dv = 0)
und so verschwindet jedes Volumenintegral der Schidigungsvariablen iiber der Ebene.
Die Modellvorstellungen fithren somit nicht zwangslaufig zu einer eindeutigen Bezie-
hung zwischen Schidigungsenergie und Energiefreisetzung beim Entstehen der neuen
Bruchflache.

Dieses Resultat ist natiirlich auch physikalisch sinnvoll, denn in einem realen physika-
lischen Korper wird sich die Schiadigungsenergie, die die Energiezustinde der Molekiile
des Materials charakterisiert, im Material ausbreiten. Diese Ausbreitung und die Wir-
kung der Schidigungsenergie auf den Stoffzusammenhalt ist aber stoffabhingig und
kann somit nicht in einem allgemeinen kontinuumsmechanischen Materialmodell ent-
halten sein. In [42] haben Matzenmiller et al. daher zunéchst ein einfaches und an em-
pirische Erfahrungen anpassbares Versagenskriterium gew#hlt: “Bruch tritt in einem
kleinen Volumenelement dann auf, wenn die ermittelten Materialschadigungsparameter
(Elastizitatsmoduli £ oder Querdehnzahl v ) in diesem Volumenelement eine gewisse
Schranke unterschreiten.” Das Problem bei diesem Ansatz besteht darin, dass nicht be-
riicksichtigt werden kann, inwieweit der hohere Energiezustand, der im Material durch
den Bruch entsteht (unter Einhaltung des Energieerhaltungssatzes) nun zu einer Ver-
minderung der Schidigungsenergie im Umfeld des Bruchs fiihrt. Das Versagen miisste
als Bruch des Volumenelements dargestellt werden; damit wéire aber die Bruchenergie
von der - in diesem Ansatz nicht ermittelbaren - Bruchrichtung abhéngig.

{1 i
b -
dv W) dv &K
Wnll SARINY
" NN
Iy1’l) \\\\/
Abb. 5.1: Bruchverlauf eines Volu- Abb. 5.2: Bruchverlauf eines Volu-
menelementes dv mit kleiner Energie menelementes dv mit groker Energie

Aus den dargelegten Voriiberlegungen erkennt man, dass Zusatzinformationen zur Rich-
tungsangabe der Bruchfliche aus dem Bruchkriterium benétigt werden, um eine Be-
ziehung zwischen Schidigungsenergie und Bruchfliche zu formulieren. Mittels dieser
Zusatzinformation und einer empirisch ermittelten, materialabhéingigen Funktion J :

Bruchfliche = F [ Schddigungsenergiedichte im Umfeld des Bruchs]

ist dann eine mathematische Beschreibung des Bruchphéinomens gegeben.



%)

5.3 Versagenskriterien

In diesem Abschnitt werden Versagenskriterien, die den Rissbeginn markieren, vorge-
stellt. Insbesondere wird auf die Frage eingegangen “wann entsteht ein Riss und in
welche Richtung breitet er sich aus ”.

Zur Beschreibung des Materialversagens kann grundsétzlich auf verschiedene Ansétze
der Singularititsanalyse zuriickgegriffen werden, mittels der das Losungsverhalten der
konstitutiven Materialgleichungen Gl. (4.3) untersucht wird [33, 50, 52]. Ist die Lo-
sung eines Gleichungssystems nicht eindeutig oder dndert sich die prinzipielle Struktur
der Gleichung, so spricht man von einer Singularitdt. Um die Nichteindeutigkeit von
Losungen eines Gleichungssystems festzustellen, existieren in der Literatur viele Krite-
rien, die jedoch iiberwiegend auf der Auswertung der Determinanten basieren. Diesem
Ansatz folgend, werden hier einige Singularitéitskriterien (Brucherkennungsmethoden)
abgeleitet und ausfiihrlich diskutiert. Dabei wird der Fokus auf die Suche nach einem
Kriterium gerichtet, das die Ubereinstimmung mit empirischen Daten erfiillt und auch
die Rissbildung als Zusatzinformation liefert. Diese Methode ist dann geeignet, im Ma-
terialmodell die Entstehung und die Ausbreitung eines Bruchs zu beschreiben.

Fiir unsere eigentliche Vorgehensweise nutzen wir einige bekannte Versagensindikato-
ren (Singularititskriterien) aus der Literatur, die im Kern jedoch nur den Beginn des
eigentlichen Bruchvorgangs markieren [2, 13, 17, 53, 59].

1. Maximalspannungskriterium
Das Kriterium geht auf W.J.M. RANKINE (1820-1872), G. LAME (1795-1870)
und C.L. NAVIER (1785-1836) zuriick. Es wird angenommen, dass ein Bruch
(Riss) eintritt, sobald eine Hauptspannung unabhéingig vom Betrag der anderen
Hauptspannungen einen vom Material abhéngigen Grenzwert erreicht. Dabei kann
zwischen einem Grenzwert im Zugbereich (7)) und einem Grenzwert im Druck-
bereich (7,) unterschieden werden [24, 25]. Wenn eine der Bedingungen

T=T, oder T =-T

d

erfiillt ist, gibt es Versagen. Dieses Charakteristikum beschreibt iiberwiegend das
sprode Versagen von Werkstoffen. Die Verschiebungsgleichungen der elastischen
Schidigungstheorie, welche die strukturmechanische Verhaltensweise als System
partieller Differentialgleichungen darlegen, konnen dabei die Eigenschaft der Ellip-
tizitit verlieren und somit nicht eindeutig werden. Diese Anderung deutet jedoch
nicht notwendigerweise auf ein Strukturversagen am Materialpunkt hin [45, 54].
Bei dem hier angewendeten Materialmodell [35, 42] ist die Maximalspannung dann
erreicht, sobald das ratenabhéngige Materialgleichungssystem singulér wird. Dar-
aus folgt, dass die Determinante des instantanen Materialsteifigkeitstensors null
sein muss. Aus det(L) = 0 werden die Singularitétskriterien unmittelbar abgelei-
tet, die auch den Materialbruch kennzeichnen. Daher ist diese Maximalspannung
nur von den instantanen Steifigkeitskomponenten abhéngig, die wiederum von den
Dehnungen beeinflusst sind.

2. Anderung des Wachstumsverhaltens
Das entfestigende Materialverhalten hat fiir die Stabilitdt der Losung von Rand-
oder Anfangsrandwertaufgaben weitreichende Konsequenzen. Bei kleinen Ande-
rungen (Stérung) der Eingangsparameter bleiben die Anderungen der stabilen
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5.4 Maximalspannungskriterium

Losungen hinreichend klein, wohingegen die instabilen Losungen zu grofen Ab-
weichungen in den Ergebnissen neigen. Wihrend die stetige Abhéngigkeit der
Losung von den Ausgangsparametern bei Stabilitit gewihrleistet ist, ist diese
bei Instabilitit nicht mehr gegeben. Der Stabilitdtsverlust der Rand- oder An-
fangsrandwertaufgabe ist durch die Losung eines zugehorigen Eigenwertproblems
gegeben, wobei der Realteil der Eigenwerte im instabilen Fall positiv ist. Zur Un-
tersuchung der Anderung des Wachstumsverhaltens werden die Eigenwerte des
linearisierten konstitutiven Gleichungssystems ausgewertet. Falls ein Eigenwert
mit positivem Realteil vorhanden ist, schliefst man auf Stabilitatsverlust. Dieser
Schluss ist jedoch fiir Eigenwerte mit kleinem Realteil und fiir kleine Intervalle
problematisch, weil dann zwischen Instabilitdt und Stabilitat nicht auch qualitativ
unterschieden werden kann.

. Bifurkationsanalyse

Die Losung der Rand- oder Anfangsrandwertaufgabe kann bei entfestigendem
Materialverhalten ihre Eindeutigkeit verlieren. Ein geeigneter Indikator zur Fest-
stellung des Verlustes der Eindeutigkeit ist die Auswertung des sogenannten Lo-
kalisierungstensors. Wir erhalten so ein lokales Versagenskriterium, weil die Aus-
wertung an einem Materialpunkt erfolgt und wenden hier dieses Kriterium auf die
Abhéngigkeit der Spannungsinderung T beziiglich des Dehnungszuwachses € an.
Existieren zur Spannungsableitung T(x,t) in einem Raumpunkt (z,¢) verschie-
dene Dehnungsdnderungen €, ,é€,, so wird hier die Annahme getroffen, dass es
zum Verlust der Kopplung zwischen T und ¢ und damit zu einem Materialbruch
gekommen sein muss. Dieses Charakteristikum fiihrt als Brucherscheinungsterm
zu einem quartischen Polynom, das von entscheidender Bedeutung fiir die Bestim-
mung der Rissrichtung ist.

Fines der wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit ist der Nachweis, dass die reellen
Nullstellen des quartischen Polynoms als Rissnormalen interpretiert werden kon-
nen. Es wird ferner der Nachweis erbracht, dass das erstmalige Auftreten einer
Singularitdt durch den Lokalisierungstensor bestimmbar ist, und zwar durch die
Untersuchung der Nullstellen der Determinante des Lokalisierungstensors.

Die Singularitit des Gleichungsystems Gl. (4.3) fiihrt zu Kriterien oder Bedingungen,
die von den Komponenten ( L,,1,, Ly1ses Losiys Lossss Ligirs Lissss Loy, ) des instantanen
Materialsteifigkeitstensors L abhingen. Die eindeutige Bestimmung der Komponenten
von L ist also von entscheidender Bedeutung fiir die Beurteilung des Materialversagens.

5.4 Maximalspannungskriterium

Wie zuvor erwihnt, ist das Erreichen der Maximalspannung gleichbedeutend mit dem
Verschwinden der Determinante des instantanen Materialsteifigkeitstensors. Wir zeigen:

Satz 5.1: Gegeben sei der instantane Materialsteifigkeitstensor im Raum €

- K K -

Lnu L1122 0
K K K
L =
L2211 L2222 0
K K K
L L1211 L1222 L

1212 -~
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gemiif Gl (4.8) bzw. Gln. (4.25) - (4.32).

Das Gleichungssystem T = L(e) € ist genau dann singulér, wenn mindestens eine der

Komponenten in der Hauptdiagonalen (Lfm, Lfm, Lfm) identisch null ist.

Beweis: Fiir die Determinante von L™ in € gilt gemiif Gl. (4.8)
K K K K K K
det L = Ly, (L0 iy = Dhisa D) -

1111 2222 11227 2211

Das Gleichungssystem (4.3) ist im Raum e” genau dann singuldr, wenn die Determi-
nante von L gleich null ist. Da

det L =0 & L. (L L' —L° L'

1212 ( 1111 2222 1122 2211)

=0, (5.1)
fithrt dies mit den Beziehungen (4.25) bis (4.32) im Raum €, K=1,...,VIII, zur
Bedingungsgleichung

L. L L. D, =0, (5.2)

12127 1111 2222

wobei

D =1—-v.,v D

127212

=D K=V,. ,VIII. (5.3)

I K K—-1V)

Da nach Gl. (4.26) bis Gl. (4.28) und Gl. (5.3) D, # 0 ist, folgt aus Gl. (5.2), dass

K .
Singularitdt genau dann vorliegt, wenn einer der Terme le, L2222 oder L im
Verzerrungsraum identisch null ist, d.h.:
K

L1111 =0 oder L2222 =0 oder L, =0. (5.4)

Da nach Gl. (4.21)
oT, oT. T,
L1111 = Oe = L2222 - Oe = L1212 = %86 =

11 max 22 max 12 max

filhren obige Uberlegungen zur folgenden Maximalspannungshypothese.

Maximalspannungshypothese

Fiir einen kritischen Verzerrungszustand (¢, .., €, 812krit)T gilt
or,, o1, 0T, ~ 0. (5.5)
86.11 max 6522 max 6512 max
d.h., mindestens eine der folgenden Beziehungen ist erfiillt:
8TH _ 0’ 8T22 — 0’ 8,‘Z—‘12 =0.
86.11 max 86.22 max 86.12 max
Bemerkungen

- Durch GIl. (5.5) sind im Verzerrungsraum drei Bruchgrenzflichen definiert,
die - entsprechend zusammengefiigt - die ganze Bruchgrenzfliche bilden.

- Wegen der Unstetigkeit der Tangentensteifigkeitsmatrix bei den Ubergingen von

€z € ( Anmerkung S. 51) kann es zu Verletzungen der Bedingung (5.5)
kommen.
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5.4.1 Beschreibung der Bruchgrenzfliche im Dehnungsraum

Die notwendigen Bedingungen in Gl. (5.4) bzw. GL (5.5) werden durch die Matrix-
komponenten auf der Hauptdiagonale von L gegeben, die entweder von Quer- und
Faserlangsdehnung (e,,... , €,,,..) wie im Fall von

K K
1111 fl (gllmax’ 622max) ) 9999 fz (511max7 622max)

wie bei

oder von Schub- , Quer- und Faserlingsdehnung (e o)

€ €

12max ? ~“22max ?

K
1212 f12 (611 max ’ 822max7 6.12max)

abhéngig sind. Die in Tab. 7.1 aufgefiihrten Materialparameter aus [35] finden hier
Anwendung. Es werden dabei fiir unterschiedliche Querkontraktionszahlen Diagramme
erstellt, die zur Veranschaulichung der Zusammenhéinge zwischen Lings- und Quer-
dehnungen (Dehnungs-Kurven) oder Spannung und Dehnung (Spannungs-Dehnungs-
Flichen) dienen.

L. Die Fliche ;71— =0 in €, €"
Aus der Bedingung

% —0 baw. L =0 (5.6)
folgt nach Gl. (4.26)

€11y ™ 2611 max — Vor€ommax — M VioVar (€1, — 511max)2 =0. (5.7)

Da Gl. (5.7) von ¢,, . unabhéngig ist, wird dadurch eine auf der (¢ €y max ) —EIDEDE

senkrecht stehende Bruchgrenzfliche definiert.

11 max’

- Im Spezialfall v,, = 0 erhélt man als Bruchgrenzkurve in der (e €0 mae ) —EDEDE

i =1
die Gerade ¢,,,;, = 3¢

11 max?

11f°

- Im Falle v, = 0 und v, # 0 entspricht die Bruchgrenzkurve der Geraden

- 2 (1 _
822krit - Vo, (2811f 811krit)'

- Fiir v,v,, # 0 stellt die Bruchgrenzkurve ¢_,, . (¢,,,..,) eine Parabel dar.
Mit den Zahlenwerten v,, = v,, = 0.3 ist der Verlauf des in € " €"" interessieren-
den Parabelastes in Abb. 5.3 skizziert.

In den Abbildungen 5.4, 5.5 ist die Spannungsfliche T, (¢ tiber den Bereich

11 max’ 622 max)

{<€llmax7 822max) ‘ O S 8llmax S E:11f7 0 S 822max S %8221"}

dargestellt, wobei sie in jedem Teilbereich mittels der entsprechenden Steifigkeitsmatrix
aus (4.17) bis (4.19) erzeugt wird.
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A
622 max Ell max = 622 max
1
Q.00 - - - m e <o 9€ay
m, v e v/ Vil
€/e . €€
— Eagp
\
\ :
L > “1lmax
0.005 0010 0015 0.020
\
.‘\
.\‘\
| v o Il VI
€/e€ €€
-0.01}
1
€11p 2511f E11f

Abb. 5.3: Leitlinie der senkrecht stehenden Bruchgrenzfliche in den Verzer-
rungsriumen €' /€ baw. €'/ € fire,, >e, . und v, = v, =0.3

200y

1 511f 5511f 511f
Abb. 5.4: Spannungs-Dehnungs- Abb. 5.5: Spannungs-Dehnungs-
Dla‘gra‘mm Tll (611 max E:22 max) filr Dla‘gra‘mm Tll ( 811 max E:22 max ) fur
V12 = 1/21 = 0 V12 = 1/21 = 03

Auf der T,-Flache werden auch die kritischen Punkte, die iiber der Bruchgrenzkurve
liegen, eingetragen; den Abb. 5.5 liegt die Bruchgrenzkurve aus Abb. 5.3 zugrunde.
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aT,,
Oe

VII

2. Die Fliche

=0in€e", €

22 max

Aus Symmetriegriinden erhélt man die Bruchgrenzfliche aus obiger Fliache durch Spie-

gelung an der Ebene ¢, =¢,,  (s. Abb. 5.9).
3. Die Flichen 52— =0, 522 =0in€', €
Aus der Bedingung
oT v
f:ax =0 bzw. L1111 =0 (58)
ergibt sich nach Gl. (4.28) fiir die Bruchgrenzkurve in der (e, .., €,,.. )-Ebene
2
Ellf - 2611max — MyVy (Ezzf - E22max) [522max +mv, (511f - 611max) ] =0. (59)
- Im Spezialfall v,, = 0 reduziert sich Gl. (5.9) auf die Gerade e, . = ¢, .
- Im Falle v,, = 0 und v,, # 0 ist die Bruchgrenzkurve durch
€ it — % [511f — MyVy (622f - 622krit)€22kritj| (5'10)

beschrieben.

- Fiir v,v,, # 0 steht auf der linken Seite in Gl. (5.9) ein Polynom 3. Grades;

12721

GL (5.9) kann aber mit der quadratischen Losungsformel sowohl nach ¢, . als
auch nach ¢,, .. aufgelost werden.
In Abb. 53 ist die durch Gl (5.9) definierte Kurve (£,,.., Epuu) fUr
v, =V, =031n €' dargestellt.
Die Bruchgrenzflache aus gzﬁ = 0 erhilt man wiederum durch Spiegelung an der Ebene
Ellmax - 6.22max (S Abb 59)
4. Die Fliche 502 =0 in €' ,€"",€"", €

12 max

Aus der Bedingung

T
76 2_—0 bzw. LV =0
Oe 1212

12 max

folgt nach Gl. (4.24)
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2 2
<€llmax - 822max) + 2812max =0. (511)

120f
\/(611 max 622 max)2 + 6?2 max

3

Durch Gl. (5.11) ist im Dehnungsraum eine gekriimmte Bruchgrenzfliche (e, ...

€ gt 1 5112km) definiert; sie ist von wv,,, v, unabhdngig. Fiir ¢ . = €, Iist
€iaic = 3E120p Und allgemein gilt fiir €, — €, = const. auch €, . = const.;

d.h., die Niveaulinien der Bruchgrenzfliche Gl. (5.11) verlaufen parallel zur Diagonalen
€t = Eomair-  2ur Veranschaulichung der Bruchgrenzfliche fiihren wir daher das ge-
drehte Koordinatensystem (&, 7) ein mit & = %(enmaﬁrem )y 1 = %(5 —€

2 22 max 11 max )

(Abb. 5.6). Es intereressiert dann nur die Kontur der Fldche in der (7, € )—Ebene.

12 max

g
22 max g E:12 max
A
A
n
gy = 0
E:11 max 77
€120f —0.04 —002 0.02 0.04
1 1
\ T V252 V251201
1
\/58121))‘

Abb. 5.7: Kontur in der (n, ¢, )-

Abb. 5.6: Niveaulinien Ebene

—Ebene ist gegeben durch

12 max )

Die Kontur in der (7, €

om’ +2e°
7] 12krit  __ 0 (512)

120f > 2
277 + 812krit

3

(s. Abb. 5.7). In Abb. 5.8 ist ein Ausschnitt der Fliche 2 — 0 dargestellt.

8812 max
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Abb. 5.8: ¢, . -Fliche in Abhéingigkeit von £ und n

12krit

Abb. 5.9 zeigt den Verlauf der aus den sechs Kurvenstiicken zusammengesetzten Bruch-

grenzkurve in der (e € —Ebene fiir v, = v,, =0.3.

11 max? 22max)

22 max

Abb. 5.9: Verlauf der Bruchgrenzkurve in der (,,, , €
(Wegen des Verlaufs der Kurve im Bereich €''/€""" - s. Abb. 5.3)

)—Ebene fiir v, = v,, =0.3

22 max
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11 max? E:22 max ’ E:12 max)

5.4.2 Die Spannungs-Dehnungs-Flache T, (s

Nach Gl. (4.1) und GL. (4.20) ist

2G12€12 max : 0 S €1211 max — 5121117
T12<€11max7 822max7 E:12max) = (513)
2m12 Glz (EIZUf — €10 max)€12 max -+ C120b < €120 max < ElZUf
mit
2 2
6.121) max = \/(gllmax - E22max) + glgmax :
Da T), VON €, .. €srmux s E12max abhangig ist, kann das Verhalten von 7, nur iiber

ebenen Schnitten des Definitionsbereichs dargestellt werden. (T, (€115 €amaxs E1oma)
ist eine Hyperfliche im Spannungs-Dehnungs-Raum.) Entsprechend der Symmetrien
der Bruchgrenzfliche (Abb. 5.6, 5.8, 5.9) intereressieren insbesondere die Schnitte £ = 0

und n =0.

1. T,,-Fléche fiir n =0

T,(&, 0, €,...) wird iiber dem Bereich
{(67 612max) | O S g S \/§Ellf7 O S 6.12max S El2vf}

dargestellt (s. Abb. 5.10). Fiir n =0 ist ¢ =c und somit nach GIl. (5.13)

12v max 12 max

2G12€12max : 0 S 812max S E:12'ub (a)
TlQ(é’ 07 E:12max) = (514)

2m12G12 (6121)1" - El2max)€12max : 6121)17 S 6.12max S Elef (b)

Da sowohl (5.14-a) als auch (5.14-b) von ¢ unabhéngig ist, sind die Parallelen zur
&-Achse Niveaulinien der Fliche. Es intereressiert daher nur die Kontur in der
(€13maxs T1n)—Ebene (s. Abb. 5.12).

gﬂ T12
\/igllf 15}
(a (b) 10}
: 6.12 max L N
€ : € > > £ €120t : %612# o0y
12vb 15 12vf : : /
2mazed . . . — ; ; 612 max
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Abb. 5.10: Giiltigkeitsbereich der

Formeln (5.14-a) und (5.14-b) Abb. 5.11: Kontur in der (e

Ebene (£ =0, n=0)

Tl )_

12 max’
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In Abb. 5.7 bzw. Abb. 5.11 ist abzulesen, dass die kritischen Punkte iiber der Geraden
€ 1o max = %512# liegen. In Abb. 5.12 ist die T},-Fléche fiir n = 0 dargestellt, wobei links
die kritischen Punkte eingetragen sind.

16 812 max

12v f

Abb. 5.12: T,,-Fliche fiir n = 0 mit kritischen Punkten (links)

2. T),-Flache fiir £ =0

T

', (0, n, €,,...) wird iiber dem Bereich

9
{(n7 812mau<) | O S 7] S \1;57 O S E:12max S E:12vf}

dargestellt (s. Abb. 5.6). Fiir beliebiges £ ist e,,, ... =1/2n" 4+ ¢, _ und somit nach
GL. (5.13) insbesondere

2G12612max : 12vb (a)
T12(0’ 7, 512max) = (515)

[o, 2 2 .
27/',1/12G12 (612U_f_ 2,’7 -I_ glgmax )812max ‘ 812'ub S 6~12'umax S 612'uf (b)

Die Begrenzungen in (5.15) sind &hnliche Ellipsen. Die kritischen Punkte liegen iiber
der Kontur der Bruchgrenzfliche in Abb. 5.7.

1 [
V2 1200 —

‘ 0.0 0.02 P.‘os 0.04 o.‘os‘ .
(a) €120t %5121”, 6121;f
Abb. 5.13: Giiltigkeitsbereich der Formeln (5.15-a), (5.15-b) (0.B.d.A. auf

n > 0 beschrénkt) und Projektionskurve der kritischen Punkte
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Abb. 5.14 zeigt die T,,-Flache fiir £ = 0 mit den kritischen Punkten. (Da GI. (5.15) von
¢ unabhéngig ist, erhdlt man fiir beliebiges festes £ = £, dieselbe Fliche.)

T12
T12 1
15
s T
. 5
10 <> SN N
c SO 0.03 0

0.01

0.04

1
5612vf e IS

12vf

Abb. 5.14: T',-Flache fiir £ = 0 mit kritischen Punkten

12 max

120f &

12 max

Der Schnitt der Fliche T,,(0, 7, €,,...) bei n 0 stimmt mit der Kontur in
Abb. 5.11 iiberein. Fiir den Schnitt der Fliche 7,,(0, n, €,,...) bei € =const.=c
gilt nach Gl. (5.15)

12 max

2G12C’ 0 S \% 2772 + 02 S E12'Ub (a)
(5.16)

2m12G12c <€12’Uf_ \% 2772 + 62) ) €120b < \% 2772 + CQ < 6121}f (b)

1,0, n, c) =

In Abb. 5.15 sind die Schnitte der Fliche T,,(0, n, ,,..) fir ¢ = 0.002 (links) und
¢ = 0.035 (rechts) dargestellt.

T12 T12
¢, = 0.002 c, = 0.035
15} 15}
10 10}
5r 5t
U U
0.01 0.02 0.03 ‘ 0.01 0.02 003
; 7 2 3 2
2 2 ?
Abb. 5.15: Schnitt der Flache T',(0, n, €,,,....) bei €,,,. = const. = ¢, bzw. c,
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5.4.3 Fazit aus der Analyse des Maximalspannungskriteriums

Aus der obigen Diskussion des Maximalspannungskriteriums zur Bestimmung der kri-
tischen Verzerrungszustinde lisst sich nun folgern, dass aufgrund der einfachen ma-
thematischen Struktur der Bruchgrenzfliche das Kriterium leicht zu handhaben ist. In
Kapitel 7 wird das Maximalspannungskriterium bei verschiedenen Spannungszustinden
angewendet. Das Kriterium liefert aber primér keine Information iiber die Rissrichtung,
lediglich der kritische Spannungszustand wird angegeben. Bei den in Kapitel 7 disku-
tierten Anwendungsfillen zeigt sich, dass die in Abschnitt 5.6 entwickelte Methode zur
Ermittlung der Rissrichtung im Prinzip in Verbindung mit dem Maximalspannungskri-
terium auch eingesetzt werden kann.

5.5 Anderung des Wachstumsverhaltens

Gegeben sei ein System von gekoppelten gew6hnlichen Differentialgleichungen ¥ erster
Ordnung;:

dU
dt
mit dem Vektor der Unbekannten U € R™ und f(U) als vektorwertige Funktion

von U. Das Gleichungssystem ¥ wird im Zustand U°® exponentiell anwachsen, falls ein
Eigenwert Amax der Matrix der partiellen Ableitungen erster Ordnung der rechten Seite

A = { of }
u=u°

ou
einen Realteil Re (Apax) besitzt, dessen Wert grofer null ist. Dieser Sachverhalt be-
deutet in Kurzschreibweise:
of
ou

f(U) (5.17)

The. € EW{

} mit  Re(Amax) > 0. (5.18)
u=u’

Das Kriterium in Gl. (5.18) wird beispielweise in der PRANDTLschen Grenzschichttheo-
rie zur Erkennung des Umschlagpunkts vom laminaren zum turbulenten Strémungsver-
halten verwendet. U’ stellt dabei die Grundlésung dar und die Matrix A beschreibt
das exponentielle Anwachsen kleiner Stérungen

N =U-U"
im Zustand U° falls Re(Amax) > 0 ist.

Anwendung

Im vorliegenden Fall wird die Variable U wie folgt definiert:

du

— T
dt

mit w als Verschiebungsfeld, u als Geschwindigkeitsfeld und T als Spannungstensor
[13, 17]. Die Zusammenstellung der Feldgleichungen (2.91), (2.92) und (2.95) geméf der
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Form in GL. (5.17) ergibt:

U = mit v als Geschwindigkeitsfeld,

1
dU v=—(divT+pk) mit pk als Volumenkraft,
dt g
4
Materialgleichung mit L als

.4 1 wym
T =L [é]=L [(grad v) ] Tangentenoperator vierter Ordnung.

\

Die Taylor-Reihenentwicklung der rechten Seite von Gl. (5.17) um U’ ergibt:

of (U) .
50 AU ;

(o]

£(U'+au) = £(U") +

U

daraus folgt nach Einsetzen in Gl (5.17):

AU+ f <U°> — A AU + f <U°> (5.19)

U

mit U’ = U(t = 0) als vorgegebener Anfangslosung. Die Berechnung der Eigenwerte
der Matrix A erméglicht die Auswertung des Gleichungssystems (5.19). Gibt es einen
Eigenwert A5, dessen Realteil positiv ist (Re (Ay) > 0), so schliefen wir auf Instabilitét.
Diese Eigenschaft kann zum Brucheintritt bei sproéden Werkstoffen fiihren oder auch zu
Scherbéndern (Gleitebenen) im Fall eines duktilen Materials wie fiir Umformstahl.

Bei der Anwendung dieses Kriteriums treten im vorliegenden Fall folgende Probleme
auf:

1. Ein kurzeitiges instabiles Wachstumsverhalten des nichtlinearen Systems dndert
das qualitative Systemverhalten nicht. D.h., die Fristenz eines kleinen Figenwerts
fiihrt nicht notwendigerweise zum Materialbruch.

2. Das Kriterium liefert keine Aussage tiber die maégliche Rissrichtung.

5.6 Bifurkationsanalyse

Bei der Bifurkationsanalyse zur Untersuchung mehrdeutiger Losungen des Geschwin-
digkeitsfeldes wird in der Ausgangsgleichung (5.20) die Kopplung zwischen der Span-
nungsrate und der Verzerrungsrate betrachtet:

4 4

T :ﬁ[é] =L [% <grad v + (grad 'v)T>] :L[(grad v)sym} . (5.20)

Wenn die eindeutige Kopplung - bijektive Abbildung zwischen T und v - verloren geht,
gibt es Mehrdeutigkeit der Losung des Gleichungssystems, d.h., es gibt fiir ungeénder-
te Spannungszustinde zwei verschiedene Verzerrungsraten, die das Gleichungssystem
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(5.20) erfiillen. Diese Tatsache bedeutet, dass die Differenz von zwei zuléssigen Ge-
schwindigkeitsfeldern Av = v' — v # 0 eine Losung des Gleichungssystems (5.21)

4 sym
L[ (grad Av) | =0 (5.21)
T

A€

ist [10]. Daher entsteht die Mehrdeutigkeit als Existenz eines Spannungszustandes mit

zwei oder mehr zugehdrigen unterschiedlichen Geschwindigkeitszustinden des materi-
ellen Punkts.

5.6.1 Darstellung der Differenzfunktion Av

Ansatz 1: Wir betrachten die Differenz von zwei zulédssigen Losungen in der folgenden
Form

Av(x) = gexp(fién-x) (5.22)
mit i als imagindrer Einheit. Der Ansatz 1 beschreibt eine Momentaufnahme zum Zeit-
punkt ¢ = 0 des Geschwindigkeitsfelds als elastodynamische Wellenausbreitung in einem
riaumlichen Kontinuum in der Richtung des Vektors n mit £ als Wellenzahl (Inverse der
Wellenlénge) und @« als Ortsvektor eines Materialpunkts, der sich mit einer Geschwin-
digkeit Av in Richtung des Vektors g bewegt - s. Abb. 5.16. Es wird darauf hingewiesen,

dass dies ein spezieller Ansatz ist, begriindet durch Uberlegungen zur Entwicklung der
allgemeinen Losung in eine Fourrierreihe [11, 31, 56].

Abb. 5.16 zeigt die qualitative Darstellung von Awv iiber einer Linie von Materialpunk-
ten in der (x7, x2)-Ebene. Bei Av = 0 gilt die Eindeutigkeit und bei Av # 0 die

Mehrdeutigkeit; die Grenzlinien zwischen diesen Gebieten beschreiben die Rissrichtun-
gen, die in Abhéngigkeit von n und g entstehen.

zo g sin(én-z) = Re(Av), wobei g in 6.1.1 definiert wird.

Interpretation A

der Richtung g :
Richtung der
Geschwindig- !

g \ \ \ \ \ \
. . \ \ \ \ \ \ \
keitsdiff. Av ! ' ' '

Richtung gI

.‘ \\ v _.-"7 Re(Av) beschreibt das

_ “ v _x7 v 7 Auseinanderstreben
R%chtung des TS “/ B \\’ ) '\\ \ (/ | der Losungsfunktionen
Rissrands ‘\ i = < ) L ’n ' zu GL. (5.20)

n L\/ i ‘\‘ ‘\‘ *\‘ ~ - ‘r \‘ | zur Zeit t =0
Materialpunkt p Richtung der Welle I
auf dem Rissrand \
mit dem Ortsvektor & 0ln

Abb. 5.16: Graphische Veranschaulichung der Differenzfunktion Awv in der Ebene
der Ortspunkte
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Nach Gl. (5.20) beschreibt (grad Av)™™ = Aé die Mehrdeutigkeit der Anderung des
Dehnungstensors e zu gleichen Werten der Spannungsrate T. Die Normale n beschreibt
die Richtung in der (z;, z)-Ebene, in der diese Anderung ihren maximalen Wert an-
nimmt. Senkrecht zu dieser Richtung findet kein Wachstum von Aw statt, d.h., in dieser
Richtung gibt es keinen Materialbruch. Diese Richtung muss daher den Rissrand kenn-
zeichnen.

Rissbildungshypothese: Es giibe Av = gexp (+ ién - x) als Bifurkationslosung!,
dann ist die Rissrichtung senkrecht zur Wellenausbreitungsrichtung n .

Fazit: Die Bifurkationsanalyse zeigt also den Materialbruch und damit die Richtung,
in die sich ein Riss im sproden Werkstoff entwickeln kann. Beziiglich der Rissentstehung
wird im Folgenden das Kriterium bewiesen:

Satz 5.2: (Rissbildungskriterium)
Es sei

Av =gexp (£i€n - x)

als Differenz von zwei Losungen v' und v° der Anfangsrandwertaufgabe und die Mate-
rialbeziehung in Gl. (5.20) als Kopplung zwischen der Spannungs- und Verzerrungsrate
gegeben. Ferner sei der Richtungsvektor n in der (z1, z3)-Ebene - s. Abb. 5.16 - wie
folgt parametrisiert:

n=cosf sind ]T (5.23)

Falls ein 6, existiert, so dass eine reelle Zahl z, = tan @, eine Nullstelle des quartischen
Polynoms

P(Z) = 24L1212L2222 + 23L1211 (L2222 + L2211)
_Zz [L1212 (L2211 + L1122) - Lllll L2222 + L1122 L2211]

_ZLIQII (Lllll —"_ L1122) _'_ L1212L1111 (524)

ist, dann ist ein Riss vorhanden, der senkrecht zur Normalen mit dem Neigungswinkel
6. verlduft. Das Polynom P(z) wird im Folgenden hergeleitet - s. Abschnitt 5.6.3.

Indizes werden weggelassen, weil - falls es {iberhaupt solche Awv gibt - sie von der Form Gl. (5.22)
sind.
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5.6.2 Herleitung des Rissbildungskriteriums
Eine Bifurkation der Gl. (5.20) bedeutet:

.4 .4 : :
T, =L ] und T,=L[¢,] fir T,=T, und ¢, #¢,
Fiir AT =T, — T, =0 und A¢ = ¢, — &, # 0 folgt damit:

0= AT —L. [Aé€] (5.25)

Die Tensorgleichung (5.25) wird mit einem beliebigen Vektor IN skalar multipliziert und
zu einer Vektorgleichung verjiingt:

. . . 4
0=ATN =T ,N - T,N =L [A¢]N . (5.26)
Die Grofe
§:=TN (5.27)

kann als Zeitableitung des Spannungsvektors interpretiert werden, der beziiglich einer
Ebene entsteht, die senkrecht zu IN durch den betrachteten Ortspunkt im Material
verlauft - s. Abb. 2.3. Wegen

Aé =1 [grad Av + (grad Av)” (5.28)
ergibt Gl. (5.26)

0= As— AT N =L [AE]N . (5.29)
Mit Gl. (5.28) folgt fiir Av = gexp(ién - x)

Aé=ililg@n+n®glexp(ién-x). (5.30)

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des instantanen Materialsteifigkeitstensors L,
hinsichtlich der Vertauschbarkeit der Indizes k und [ ergibt die Gl. (5.29) zusammen

mit GL. (5.30):
(+) (%)

0= As— ATN — (ﬁmé]) N =i explién - @) (ﬁ[g®n]) N.  (531)

4
Wegen Symmetrien von I, folgt aus (*) dann (**). Da IN beliebig ist, kann man N=n
wihlen.

Bemerkung: Die Wahl N=n kann damit motiviert werden, dass beim Entstehen
des Bruchs in der Richtung, die parallel zum Bruchrand verlduft, keine Mehrdeutigkeit
der Anderung des Spannungsvektors vorhanden sein darf. In Rissrichtung ist die Be-
dingung (5.31) trivial erfiillt, da sie aus der Annahme folgt, dass das Material in dieser
Richtung unbeschédigt ist, d.h. keine Bifurkation auftritt. Damit folgt aus Gl. (5.31)
die Vektorgleichung

/—fL 4
+if exp(ién - x) <L[g®n])n:0. (5.32)
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Der exponentielle Vorfaktor ist i.a. ungleich null, so dass Gl. (5.32) zu folgendem ho-
mogenen Gleichungssystem fiihrt:

4
[n L n] g=>0 oder Hg=0 (5.33)
mit dem Lokalisierungstensor
4
H = [nLn], (5.34)

dessen Bildungsgesetz mittels Indexschreibweise in Gl. (5.36) erkldrt wird. Da g # 0
vorausgesetzt ist, bedeutet dies, dass das Gleichungssystem (5.33) singulér ist, d.h.

Hll H12 4
det [H] = = det {nLn} =0. (5.35)
H21 H22

Gl. (5.35) stellt somit die Bifurkationsbedingung dar, die in Satz 5.2 behauptet wurde.
Es wird das Polynom P in Gl. (5.24) durch

P(tan ) = det H cos @ } & { cos 0 H

sin sin 0

definiert.

5.6.3 Lokalisierungstensor als Funktion der Winkelkoordinate

Der Lokalisierungstensor H ist ein Indikator zur Feststellung der Nichteindeutigkeit
des Gleichungssystems geméf Gl. (5.33). Er ist durch die einzelnen Komponenten H,,
laut Gl. (5.34) gegeben:

H,=nL._,n mit ijkl=12. (5.36)

a5kl

Wie in Abb. 5.17 zu sehen ist, wird eine Parametrisierung des Richtungsvektors geméf
Gl (5.23) n = [ cosf sinf | " vorgenommen. Damit erhilt man den Lokalisierungs-
tensor H als Funktion der Winkelkoordinate 6. Die Determinante des Lokalisierungs-
tensors ist somit ein Polynom mit der Winkelkoordinate 6 als Variable. Die Unbekannte
0 stellt, wie auf Seite 69 angedeutet, die Rissnormale dar - s. Abb. 5.17.

B A_,T_,T_,T_,T_,T_,T_,T_,T_, l - Die \ Singularitdtsbedingung
4_‘ L det |[nLn = 0 ergibt die
4_‘ L Nullstellen des Polynoms in GI.
* A (5.24). Die Existenz von reellen
‘T T’ Nullstellen bedeutet, dass ein
T T» Vektor
T T» n € R?
v<_l<_l<_l<_l<_l<_l<_l<_r_y existiert, der die Rissnormalenrich-
Abb. 5.17: Allgemein belastetes infinitesi- tung.darstellt, sobald der Bruch
auftritt.

males Element der Ebene
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Die Komponenten des Lokalisierungstensors H lauten gemif Gl. (5.36):
H, = L, cos®0+L,,sin>0+ L, cosfsind

H, = (L,y,*+L,,)cosfsinf— L, sin’f

1211

H, = (L,,, +L,,)cos0sinf+ L, cos? 6

H, = L,,cos’0+L,,, sin>0 — L, cosfsind (5.37)

Das Auswerten der Determinante in Gl. (5.35) ergibt ein Polynom Q(n):
4
det [H ] = det {n L n] = Q(n)=0. (5.38)

Die Existenz reeller Nullstellen des Polynoms Q(n) wird als Materialversagen inter-
pretiert. Die Nullstelle gibt die Rissrichtung an. Mit Gl. (5.23) und Gl. (5.38) hat die
Singularititsbedingung Gl. (5.35) die Gestalt

Q(0> = H11H22 - H12H21 =0 (539)
mit

Q) = sin*@L.. L. +sin®6cos 0L, (L,,,, + L,,,)

1212 772222

- S1n2 9 COS2 9 [L1212 <L2211 _'_ L1122) - L1111L2222 —"_ L1122 L2211]

- Sin 9 COSS 0L1211 (Lllll + L1122) + COS4 9L1212L1111 * (540)

Das Dividieren durch cos*# fiihrt zu:

= tan4 HL L _'_ tang 0L1211 <L2222 + L2211)

121272222

- tan2 0 [L1212 <L2211 + L1122) o L1111L2222 + L1122 L2211]

- ta’n 0L1211 (Lllll + L1122) + L1212 Lllll * (54]‘)

Das gesuchte Polynom P(z) in Gl. (5.24) entsteht durch die Substitution von tanf = z
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P('Z) = Z4L L —"_ 23L1211 <L2222 _'_ L2211)

1212772222

_22 [L1212 (L2211 + L1122) - L1111 L2222 + L1122L2211]

_2L1211 (Lllll _'_ L1122> —"_ L1212L1111 ° (542)

P(z) ist ein quartisches Polynom, das maximal vier reelle Nullstellen besitzt. Man erhélt
somit die Brucherkennungsbedingung. Das Polynom P(z) héngt iiber seine Parameter
L .. von den folgenden physikalischen Grofen ab:

ijkl

- x, dem Ortsvektor des Materialpunkts
- €, dem Dehnungszustand, der im Ortspunkt & angenommen wird
- von vorgegebenen Materialparametern

Wiéhrend eines Belastungsprozesses (Variation von €) werden die Nullstellen z von P(z)
untersucht. Sobald eine reelle Nullstelle auftritt, ist eine Bifurkation erkannt und es wird
auf einen Materialbruch geschlossen.

Bruchbedingung: Man schlieft auf das Ende der Materialstabilitdt im Punkt a,
falls beim Dehnungsprozess €(t) (t € [t,,;....]) beginnend mit dem Zeitpunkt ¢, das
Polynom P(e, z) fiir den Brucheintritt t = ¢, eine reelle Nullstelle hat.

Reelle Nullstellen dieses Polynoms erhérten nicht nur die Existenz von Rissen, sondern
sie stellen auch Winkel 6 dar, welche die mogliche Rissrichtung darlegen. Man unter-
scheidet fiir die Bestimmung des Rissverlaufs zwischen dem Existieren von einer und
mehr als einer reellen Nullstelle. Die Rissrichtung ist eindeutig, wenn nur eine Nullstelle

existiert, andernfalls kann sie mehrdeutig sein - s. Lemma 5.3.

5.6.4 Interpretation der Anzahl von reellen Nullstellen der Sin-
gularitatsbedingung

Lemma 5.3: Die Anzahl von reellen Nullstellen lasst sich fiir die Bestimmung der
Rissrichtung in zwei Kategorien unterteilen. Zur ersten Kategorie gehoren die Polynome
mit nur einer einzigen reellen Nullstelle. Zur zweiten Kategorie zdhlen alle Polynome
mit mehr als einer reellen Nullstelle:

1. Falls es nur eine reelle Nullstelle gibt, dann ist sie mindestens doppelt oder gar
vierfach - s. Abb. 5.18. Dies bedeutet, dass der Bruch in einer festgelegten Rich-
tung erfolgt.

2. Falls mehr als eine reelle Nullstelle existiert (Abb. 5.19), so bedeutet dies, dass
der Bruch in einer unbestimmten Richtung erfolgt. Somit kann sich in jeder der
ermittelten Richtungen ein Riss bilden.
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y
w

>z

Abb. 5.18: Eine doppelte reelle Nullstelle Abb. 5.19: Mehrere reelle Nullstellen

Falls das Polynom P(z) in GL (5.24) mehrere reelle Nullstellen besitzt, so erscheint es
zunidchst moglich, dass durch die Bildung einer Linearkombination der zugehorenden
Losungen neue Losungen mit anderen Rissrichtungen entstehen koénnen. Alle diese
Moglichkeiten werden im néchsten Kapitel untersucht.



Kapitel 6

Rissbildung

Zunichst wird mit Hilfe der Bifurkationsanalyse das Berechnungsverfahren zur Rissbil-
dung beschrieben und anschliefend dessen Anwendung an einfachen Teststrukturen
vorgestellt.

6.1 Rissbildung und Berechnung des Rissrands

Die Interpretation des Trennungsverhaltens von festen Korper wird im Folgenden formu-
liert. Dabei wird untersucht, welche Rissrander entstehen, um anschlieffend die Rissrand-
kurve darzustellen.

Bedingung fiir die Stetigkeit der Rissentstehung: Da der betrachtete Punkt
der Rissentstehung an den Ursprung des Koordinatensystems gelegt wird, muss fiir eine
gegebene Separationsfunktion Av(x) fiir stetiges Anwachsen des Risses die Bedingung

Av[x=0,t=t =0 (6.1)

Bruch]

gelten, mit ¢ als Zeitpunkt des Rissbeginns.

Bruch

6.1.1 Der Fall einer eindeutigen Kennzeichnung des Rissrands

Wir setzen hier voraus, dass beim Ubergang der Nullstellen des quartischen Polynoms
aus dem Komplexen ins Reelle nur eine (doppelte) reelle Nullstelle entsteht. Mit Hilfe
der EULERschen Formel wird der allgemeine Losungsansatz aus der Gl. (5.22) (Av =
gexp(+ién-x)) umgeformt und in Real- und Imaginérteil zerlegt:

Realteil Imaginér-
——
Av(x) = gexp(fién-z)=Av (z) +ilv (x) . (6.2)

Der Vektor g fiir die Koeffizienten muss komplex angenommen werden:
R P ¢
g=g =*ig . (6.3)

I6)
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Nach Umformung des Ausdrucks in Gl. (6.2) und Einsetzen von Gl (6.3) erhélt man:

Av(x) = [gR + igl} [cos(émn-x) £ isin(En-x)]

—av" (@)

= g'cos(n-x) — gsin(én-x) + i[glcos(f nx)+g sin(én x)

- /

—Av' (@)
Der imaginére Teil iAv' des Geschwindigkeitsfeldes ist ohne physikalische Bedeutung
und wird nicht weiter verfolgt. Fiir die Bestimmung der reellen Nullstellen des quar-
tischen Polynoms in Gl (5.24), wird nur der Realteil in Gl. (6.2) Av" (z) weiter be-
trachtet. Er lautet: Av" = Re[Awv] und liefert das tatsichliche Auseinanderstreben
der Losungen nach dem Beginn des Bifurkationsvorgangs. Der Realteil der allgemeinen
Losung fiir das Nullstellenproblem des quartischen Polynoms' ergibt sich zu:

Av'(z) =g cos(En-z) + g sin(n-x) mit (g, g €R? (6.4)
mit ¢g" als Real- und g als Imaginirteil von g - s. Gl. (6.3).

In Abb. 6.1 ist die Forderung nach Stetigkeit
der Rissentstehung veranschaulicht, wo der Bruch
mit seinen anfangsparallelen Rissrdnder aus dem
Kontinuumszustand heraus eine allméhlich von
“null” aus anwachsende Klaffung verursacht.
Fe.rner soll.der Prozess der Rissentstehung stetig e
sein. Dabei soll - ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit (O.B.d.A.) - die Annahme getroffen wer-
den, dass der Ursprung des Koordinatensystems
an den betrachten Punkt gelegt wird. Dann ist Abb. 6.1: Riss mit Bewegungs-
x = 0 an der Rissstelle giiltig, d.h. der Riss soll richtung der Rissrdnder

im Koordinatenursprung sich von Null an 6ffnen

-s. GL (6.1).

Zusammen mit Gl. (6.4) folgt aus Gl (6.1), dass Av" (0) = 0 sein muss, denn die
Cosinus-Glieder sind bei & = 0 nicht null. Dann folgt:

gR =0, gI € R?
und es verbleibt in Gl. (6.4):
A'UR(:B) =g sin(¢ n- x).

Die Rissoffnung (A'vR) erfolgt daher in Form einer sinusformigen Wellenausbreitung.
Sie bewirkt, dass die Bruchrénder in Richtung des Vektors n auseinanderstreben, wih-
rend der Riss selbst dann senkrecht zu n verlauft.

Ergebnis: Hat das quartische Polynom nur eine (doppelte) reelle Nullstelle beim
Ubergang der Nullstellen ins Reelle, so entsteht ein Riss mit einer Richtung, die iiberall
senkrecht zu mn also in Richtung von n’ verliuft.

ls. Gl (5.42) S.73
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6.1.2 Der Fall einer mehrdeutigen Kennzeichnung des Rissrands

Anhand einer Linearkombination der reellen Losungen Av' (x) und Av™ (x), die
Nullstellen des quartischen Polynoms in Gl. (5.24) entsprechen, wird gepriift, ob sie
sich iiberlagern und dabei moglicherweise neue Bruchrinder entstehen kénnen. Es sei
©(x) eine Funktion, die die Kurve X des Rissrands Gl. (6.5) darstellt:

Y={x| O(x)=0} (6.5)

O.B.d.A. der Losung x

wird so gewdhlt, dass x, = [ 0 0 ]T den Punkt beschreibt, an dem die Rissbildung
beginnt. Um die Kurve ©(z) = 0 zu bestimmen, betrachten wir die Uberlagerung von
Av'"(z) und Av”"(x), die den Bifurkationsvorgang in den Richtungen m' und n’
angibt. Existiert mehr als eine reelle Nullstelle des quartischen Polynoms, so ergeben
sich zwei Normalenrichtungen n' und n”. Dann ergibt sich die allgemeine reelle Losung
Av" (x) als Linearkombination der einzelnen Lisungen zu:

Av'(z) = <glR cos(én’-x) + g sin(én - :1;)) a,

+ (g2R cos(& n’ x) + g2I sin(& n’ :1;)) a, (6.6)

mit n' und n’ als Richtungen aus der Parametrisierung der reellen Nullstellen des
quartischen Polynoms. Da die Funktion Av"(x) am Rissbeginn identisch Null ist, so
ergibt sich fiir die Kurve >, die den Rissrand darstellt, folgender Zusammenhang zum
Zeitpunkt des Rissbeginns (Anfangsbedingung):

Av" () =0 (6.7)

Wihlen wir wieder 0.B.d.A. & = 0 als Ort am Zeitpunkt des Rissbeginns, so folgt
wegen Annahme (6.1) bzw. (6.7):

1R

1R 2R 2R
ag +a,g =0 = «ag =-a,9 . (6.8)

Mit Hilfe der Taylorreihe stellt man fest, dass der Einfluss der cosinus-Terme auf das
Wachstum der Funktion Av" quadratisch ist. Fiir die cosinus-Terme in G (6.6) gilt
nun:

Av'(z) = a,g cos(En'-x)—a,g cos(En’-x)

= a,g" [cos(§n1~w) —cos(én’-x)| ~ ayg (O (|:1;\2>)

Dieser Einfluss der cosinus-Terme ist deshalb fiir das stetige Anwachsen des Risses von
Null aus vernachlissigbar gegeniiber dem der sinus-Terme, fiir die gilt:

sin(én'- @) ~ O(|z|)

Die Richtung, in der der Riss auftritt, wird hauptsichlich von den sinus-Termen be-
stimmt:

~ R

Av'(z) ~ Av"(z) = a,g sin(€n - x) + a,g sin(én’ x) (6.9)



78 6.1 Rissbildung und Berechnung des Rissrands

Aus der Forderung, dass der Losungsansatz Gl. (6.9) am Rissrand stetig sein soll, ent-
steht nachfolgende Beziehung Gl. (6.10) fiir den Rissrand:

Av"(x) =a,g sinén'-z) + a9 sin(n’-x)=0. (6.10)

Diese Beziehung verwenden wir nun zur Bestimmung der gesuchten Funktion O(x). In
der Notation von Gl. (6.10) sind die Grofen

B i=sin(€n -x) und B =sin(En’ )

Skalare. Der Ortsvektor & wird so definiert, dass bei @ = 0 ein Riss beginnt. Eine
Kompensation der Sinus-Terme, die am Rissrand vorausgesetzt werden muss, bedeutet
sin(ém'-x) = 0 und sin(¢é n”x) = 0. In diesem Fall erhiilt man die Rissréinder, die schon
im Fall der einzelnen Nullstelle besprochen wurden. Eine neue Richtung kann daher nur
entstehen, wenn sich die sinus-Termen gegenseitig in Gl. (6.10) kompensieren. Fiir die
Erfiillbarkeit von Gl. (6.10) miissen die Vektoren g'' und g~ somit linear abhiingig
sein:

algu +a2921 =0 mit o,0, € R.
Damit wird die Beziehung Gl. (6.10) darstellbar durch:
Av () =g |a,sin(n-x) + a,sin(En’ :1;)] —g f(z)=0,

mit
fl@) =a,sin(én'-x) + a,sin(én’x). (6.11)

Da der Vektor g1I # 0 ist, muss die Forderung f(x) = 0 erfiillt werden. Aus diesem
Grund ist f = © die gesuchte Beschreibungsfunktion des Rissrands. Die Menge aller
Materialpunkte x, die die Bedingung ©(x) = 0 einhalten, stellt somit die Kurve des
Rissrands dar:

Y = x| sin(fnl-w) + a, sin(§n2-w) =0 mit o, o, £ € R}
= {z| sin(f’nl-m) + asin(ﬁnQ-m) =0 mit =22 £ € R}
1

6.1.3 Untersuchung der Randkurven

Durch Einsetzen von zwei unterschiedlichen Einheitsvektoren Tn1 und n” der beiden
Losung Av™" und Av™" in Gl. (6.11) wird mit & = [ 21 23] die Funktion O(z) in
folgender Form angegeben:

O(z) = sinén'-z) + asin(én’ )

= sin (éni T + Eny :L’2> + asin (éni T + En, :L’2> (6.12)

Anhand der Darstellung von Gl. (6.12) kann die Untersuchung des Kurvenverlaufs von
T

O(x) vorgenommen werden. Dazu stellen wir fiir die Materialpunkte # = [ 21 25 |
fir die ©(x) = 0 gilt, eine Komponente (z.B. 3 ) als Funktion der anderen Kompo-
nente (hier z. B. z;) dar, d.h. xy = f,(z1) bzw. x; = f,(x3). Die Randkurven sind
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sowohl von der skalaren Grofe o als auch von der Wellenzahl ¢ und den Einheits-
vektoren n' und n’ abhéngig. Untersuchungen des Verlaufs der Randkurven werden
im Folgenden in Abhéngigkeit von der skalaren Grofe a vorgenommen. Aus der Gl.
(6.12) lassen sich die Funktionen f,(z1) und f,(x2) bestimmen. Fiir den speziellen Fall
a = =£1 konnen die Funktionen f; und f; explizit angegeben werden. Es folgt:

sin (énixl + §n;x2) = *sin (&nixl + §n;az2>
und dies fiihrt nach Umformung zu
n; + n;

1 2

o = f,(x1) = T oder 1 = f,(x9) = Ty .

ny £ N n, + nj
In den anderen Fille (d.h. o # 41 ) lassen sich nur unter expliziter Kenntnis von «, &,
n' und n’ die Funktionsgleichungen f, bzw. f, fiir den Verlauf des Rissrander explizit
angeben. Diese Kurven - nachfolgend als Rissrénder bezeichnet - werden einer Parame-
terstudie an einigen Sonderfille unterzogen. Mit den daraus gewonenen Erkenntnissen
lassen sich Riickschliisse auf mogliche Verldufe der Rissrdnder auch fiir den allgemeinen

Fall ableiten.

Erlduterung der Argumentation

Die Beziehung (6.12) Seite 78 mit O(x) = 0 wird nur fiir reelle x;, 5 im Punkt
(21, 7)) = (0, 0)" untersucht. Gibt es keine reellen 21, 25 so gibt es auch keinen Bruch

und daher keine Notwendigkeit diese Gleichung weiter auszuwerten. Untersucht wird
fiir 71, 2o € R? die Gleichung (6.12):

sin (éni Ty + §n;x2) = —asin (gni T + éném)

« ist in der weiteren Argumentation ein fester Parameter. Die Untersuchung erfolgt fiir
einen Punkt im R?, der hier 0.B.d.A als der Punkt (0,0) betrachtet wird.

Annahme: |of < 12
Die Sinusfunktion ist von
_rr 1, 1]

R

bijektiv d.h. bei diesem Definitionbereich ist die Gl. (6.12) eindeutig auflésbar nach
xp fiir x9 vorgegeben, wenn nur der Losungszweig, der stetig durch den Anfangspunkt
(21, ©3)" = (0, 0)" verliuft, beobachtet wird.

Im Fall

nlz[l O]T und n2:[0 1]
ergibt sich Gl. (6.12) zu

sin (1) = —asin (€ 23) (6.13)

T

™

7¢) ist diese Gleichung mit |asin ({zs)| < 1 fiir @,
im Interval [z;_, x1,] eindeutig auflésbar. Die Randwerte (z1_, @1, ) ergeben sich aus
sin(§#1_) = a und sin(§ 21, ) = —a.

Fiir vorgegebene z, € [—7,

2Wire || > 1 untersuchen wir —2 sin (§ nyxy 4+ En, z2) = sin (§ n,x + &n, 1'2)

«
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Xy_

Abb. 6.2: Rissrinder falls |a] < 1

Die in Abb. 6.2 gestrichete Kurve wird von den Werten (z1_, —3;) nach unten bzw.
(@1, , %) nach oben fiir weitere x5 Werte stetig fortgesetzt, daher muss der x; Wert bei
x1_ erhoht bzw. bei x, erniedrigt werden, wenn z, iiber 2—’2 anwichst bzw. —% abfallt.
Die graphischen Veranschaulichungen sind fiir « positiv und negativ in Abb. 6.2 darge-
stellt. Der Parameter £ kann als Skalierungsfaktor aufgefasst werden. Die Vergroferung
von £ entspricht einer Mafstabvergrofferung d.h. einer Verkleinerung der Kurven. Da-
durch wird gezeigt, dass die in Abb. 6.2 gekennzeichneten Kurven fiir £ — oo gegen die

To-Achse streben.

Im Fall

T

[1 1]

2

nlz[l O}T und n =

|G

fithrt Gl. (6.12) zu

|

sin (£ 1) = —asin (f (x1 + x2)> (6.14)

Da die Abbildung

™ T

_5’ 5] — [_17 1]

ry — sin(§xy) @ |
bijektiv ist, so gibt es ein eindeutig bestimmtes z; sodass die Gl. (6.14) fiir ein vorge-
gebenes x5 erfiillt ist. Diese Tatsache sieht man auf folgende Weise:

Fiir ein beliebiges x5 bleibt der Wert vom Term —a sin (f ? (r1 + x2)> im Interval

[—a, a]. Da der Wert des Terms sin(§ ;) monoton und stetig von —1 bis 1 anwéchst,

falls die Variable x; vom Punkt —215 zum % sich verdndert, muss die Kurve fiir die Funk-

tion sin(€ x1) fiir ein z; die Kurve —asin <§ g (x1 + xg)) (bei festen z5) schneiden -
s. Abb. 6.3.
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Ao,
sin(€ 1)
v
1 foeee :
o' -7 o s
$ ~% L 2€ 11
T1 >~
— \\\
=1 —a51n[”2—§2(x1 + z2)]

Abb. 6.3: Zusammenstellung der Funktionen
sin(§x;) und —asin é? (x1 4+ x2)| (22 fest)
Der kleinste z; Wert, fiir den sich die Kurven in Abb. 6.3 schneiden, wird als Losung

gewahlt. Fiir wachsende x5 Werte wird immer der x; Wert gewihlt, der die Kurve stetig
fortsetzt. Eine solche stetige Fortsetzung ist moglich, da sin{ z; im Bereich [—Z, I

280 2%
eine eindeutige Abbildung der Funktion von [—7, 7] nach [-1, 1] ist. Die Kurve, die
sich als Losung hier von Gl. (6.14) ergibt, ist in Abb. 6.4 dargestellt.

a < 0\\\ 2
. .
BN L
X1y ) x:nl ':Ci
xl]fL'27 .\.\.\.\....gxhr
a>0 \\\

Abb. 6.4: Rissrinder falls |o] < 1

Die Variation von £ in Abb. 6.5 fiihrt zu Streckung bzw. Stauchung der Losungskurve,
wobei die Graphen fiir ¢ — oo die Winkelhalbierende annéhern.

A

A
L a<o0 Lo )
~¥
N
N
\
\
\
/! \
T T
a>0 N j ;1
» - N\
\\ \\\ a>0
N \/

Abb. 6.5: Rissrander falls £ — oo

D.h. die Losungskurven in Gl. (6.14) streben im Grenzfall (£ — oo) gegen die Winkel-
halbierende.

Ergebnis fiir Gl. (6.14): Die stetige Kurve, die Gl. (6.14) 16st und durch den Anfangs-
punkt (z1, 25)" = (0, 0)" verlduft, strebt fiir £ — oo gegen die Winkelhalbierende.
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Die Winkelhalbierende wird physikalisch von uns daher als Richtung postuliert, in der
ein lokaler Riss, der im Anfangspunkt (0,0) verlduft.

Ergebnis: Hat das quartische Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen beim Uber-
gang ins Reelle, so ergeben sich fiir die Entstehung der Rissbildung folgende Moglich-
keiten:

1. Der Riss kann senkrecht zu einer der Richtungen n' und n” verlaufen. Diese
Richtungen sind stabil, d.h. eine kleine Parameteréinderung von o (« # 1) fiihrt
zu keinen Anderungen der Rissrichtung.

2. Der Riss kann entlang einer der beiden Winkelhalbierenden von n' und n’
verlaufen; diese Verlaufsrichtungen sind instabil, da eine geringe Abweichung des
Parameters « vom ausgezeichneten Wert (o = £1) zur Folge hat, dass ein
Ubergang zu einer der stabilen Rissrichtungen (o # £1) erfolgt.

6.2 Rissbildung als PITCHFORK-Bifurkation

6.2.1 Bifurkationstheorie

Die Bifurkationstheorie untersucht das Verhalten von Systemen beziiglich ihrer Ab-
hiingigkeit von Parametern. Dabei interessieren besonders die Ubergiinge des Systems
in denen dieses seine grundsitzlichen Verhaltensweisen verliert oder abdndert. Solche
(Ubergangs)-Punkte werden nach René Thom [55] Katastrophen-Punkte genannt. Bei-
spiele hierzu sind:

1. Knicken eines ldngsbeanspruchten Biegestabs unter der Last P

Langsbeanspruchte Biegestidbe konnen
ihre Stabilitdt verlieren und quer
zur Beanspruchungsrichtung auswei-

chen. Das Phinomen des Ausknickens e - -

ist sichtbar oberhalb einer bestimmten P &* ~— e _-- - ’O<]E
kritischen Last P, (P > P, ), wobei —

es mehr als eine Gleichgewichtlage gibt. Abb. 6.6: Mogliche Gleichgewichtlagen

Der Stabilitétsverlust ist also mit einer
Verzweigung des Gleichgewichtszustan-
des verbunden [27].

2. Bogenbriicke unter der Belastung G
Gl GZ Gg

/\/\

Bruch ¥
- G

Abb. 6.7: Briickenformen bei wachsender Belastung G bis zum Durchschlagen

An den Punkten der Grenzbelastung, den Versagenspunkten, dndert die Briicke ihre
topologische Gestalt.
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3. Die Zellteilung in der Mikrobiologie

Die Zellteilung ist der biologische Vorgang der Teilung einer Zelle, wobei die Mutterzelle
auf die Tochterzellen aufgeteilt wird - s. Abb. 6.8.

O Wachstum ——> O Teillung —> (X)

Abb. 6.8: Wachstum und Teilung einer Zelle

In der Mikrobiologie wird durch das Wachstum einer Zelle der Zellinhalt zunéchst ver-
grofert bis im Moment der Teilung, eine unstetige Bifurkation erfolgt.

4. Der Zusammenbruch eines Marktes

Angebot und Nachfrage sind nicht mehr im Gleichgewicht, das Marktgeschehen erféhrt
eine totale Anderung.

In der Katastrophentheorie wird versucht, diese charakteristischen Ubergangsphino-
mene zu klassifizieren. Ein der wichtigsten und &ltesten Ubergangsphdnomene ist die
P1TcHFORKsche Bifurkation.

6.2.2 Rissbildungsphinomene als Beispiel einer PITCHFORK-Bi-
furkation

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Einordnung des Phinomens der Rissbildung
in den allgemeinen Rahmen der Bifurkationstheorie. Bei Uberlagerung verschiedener
Bruchrichtungen wiirde man zunéchst eine beliebige Zwischenrichtung fiir die mogli-
chen Bruchrichtungen erwarten. Dies ist hier bis auf eine einzige Ausnahme nicht der
Fall. Die Winkelhalbierende fiir o« = 41 ist die einzige Zwischenrichtung, die eine in-
stabile zusiitzliche Bruchrichtung als Uberlagerung anderer Bruchrichtungen darstellt.
Diese Betrachtungen lassen sich als PITCHFORKsches Bifurkationsphinomen beschrei-
ben und als Folge der Aufspaltung der Bruchrichtungen. Die PITCHFORKsche Bifurka-
tion ist eines der bestuntersuchten Phinomene der Chaostheorie. Die Anwendung auf
die hier untersuchten Félle ldsst sich am besten im folgenden Bild erldutern.

A 0 = arctan z '
Eine oder zwei reelle L R'lchtung
Nullstellen  konnen stabil
beim Ubergang der . .
Eindeutige

Nullstellen des quar- L
tischen Polynoms osung =41 Winkelhalbierende
ins Reelle fiir einen 7 instabil
Materialparameter v Vierit.
entstehen. Die Grofe
V... bezeichnet den stabil
Wert von v, bei dem i

.. 2. Richtung
der Ubergang erfolgt

-s. Abb. 6.9. Abb. 6.9: PiITcHFORKsche Bifurkation
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Fir v < v, ergibt sich dann nur eine zur Korpergeometrie symmetrische Bruch-
richtung. Wird v jedoch grofer als v, , dann entstehen zwei Bruchrichtungen, die
jede fiir sich allein die Symmetrien der Ausgangskonfiguration bricht. Durch Uber-
lagerung dieser neuen Bruchrichtungen ergibt sich wieder eine symmetrische, jedoch
instabile Bruchrichtung. Nach Uberschreiten des kritischen Werts v, . iiberlagern sich
die Bruchrichtungen #; und 6, mit o = 1 auf eine instabile Bruchrichtung ndmlich
entlang den Winkelhalbierenden. Diese Instabilitét fiihrt durch kleine Stérungen zu den
stabilen Bruchrichtungen mit « # 41 herbei. In den untersuchten Rissbildungsphéno-
menen tritt dieser Fall tatsichlich fiir praktisch relevante Parameter auf: im folgenden
Bild - Abb. 6.10 - sind die Ergebnisse zusammengefasst.

Eine Nullstelle des Zwei verschiedene Nullstellen
quartischen Polynoms des quartischen Polynoms

)

Mafs der Symmetrieabweichung

/

| <~ A
/

4 b / Bruchrichtung 90° — &
|
I |
Bruchrichtung 90 S
" Instabiler Fall

Bruchrichtung entspricht \ Bruchrichtung 90 System-
einer Symmetrieebene J L parameter
des Materials N

Bruchrichtung 90° + §
Bifurkationspunkt
Abb. 6.10: Zusammenstellung der Ergebnisse

6.2.3 Symmetriebrechung

Hiufig fiihren Bifurkationsphinomene zur Verletzung einer Invarianz (Symmetriebre-
chung). Unter einem Symmetriebruch wird in der Physik die Verletzung eines symme-
trischen Zustand und speziell der Ubergang von einer Phase oder einer Konfiguration
héherer Symmetrie in eine Phase oder eine Lage geringerer Symmetrie verstanden.
Dieses Phinomen soll im Folgenden prézisiert werden.

Definition: Es sei ein Phinomen gegeben, das mittels Gleichungen und Randbedin-
gungen beschrieben ist, die gegeniiber einer Transformation 2D invariant sind.
Ist das Phénomen selbst gegeniiber D nicht invariant, so spricht man von einer Sym-
metriebrechung.
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Betrachtet man ein Differentialgleichungssystem 2, dargestellt durch die Relation

X = f(X)

mit der Anfangsbedingung
X(0) =X,

und einer Transformation
D(X) =X

sodass gilt

mit

(6.15)

(6.16)

(6.17)

D stellt dabei eine Symmetrie der Systemgleichungen dar. Diese Symmetrie ist dann
gebrochen, wenn eine Losung X(¢) der Gl. (6.15) existiert, fiir die die Symmetrie nicht

gilt, d.h.

X/(t) = DX(1)) # X(0).

Das Beispiel in Abb. 6.11 stellt D als eine Spiegelung an der (z1, z3)-Ebene dar.

2y A

Spiegelung an der
(x1, z9)-Ebene

X2

o

Abb. 6.11: Belastetes Bauteil
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Falls eine Symmetriebrechung auftritt, wie wir sie im vorliegenden Fall fiir die Bruchme-
chanik nachgewiesen haben, so ist die Auswahl der tatséchlich real auftretenden Losung,
d.h. in unserem Fall, der tatsichlich auftretenden Bruchrichtung, aus den Grundglei-
chungen der Mechanik nicht herleitbar. Aus den Grundgleichungen kann keine Prognose
dariiber abgeleitet werden, welcher Zweig der PITCHFORK-Bifurkation der Realitit ent-
spricht. Wie die vorliegenden Untersuchungen zeigen, ist daher Indeterminismus kein
Phéinomen, das auf die Quantenmechanik beschrinkt wire. Auch in der klassischen
Mechanik tritt Indeterminismus auf, wie es z.B. durch die Sturm-Liouville Differen-
tialgleichung des Knickstabs gegeben ist und das als elastische Strukturinstabilitit
bekannt ist.



Kapitel 7

Anwendungsfalle

Die aufgestellte Lokalisierungsbedingung in Gl. (5.24) - dargestellt durch ein quarti-
sches Polynom P(z, €) - wird im Folgenden fiir einige Sonderfiille analytisch gelost.
Die Anwendungsfille bestehen aus einfachen Teststrukturen, die unter reiner Zug-
oder Schubbeanspruchung oder Kombinationen daraus betrachtet werden. Nach der
Ermittlung des quartischen Polynoms und dessen Nullstellen werden die bestehenden
Ergebnisse erortert und interpretiert. Die Auswertung des quartischen Polynoms wird
unter folgenden Bedingungen vorgenommen:

- Ebener Spannungszustand mit infinitesimalen Verzerrungen
- Ratenabhingige Materialmodellierung mit T = L(e) € .

- Die Testbeispiele werden unter nachfolgenden Beanspruchungen betrachtet:

1. Einaxialer Zug mit zwei unterschiedlichen Randbedingungen
2. Einfacher und homogener Schub

3. Biaxialer Zug.

Zunichst erfolgt die Ermittlung der Komponenten des instantanen Materialsteifigkeit-

stensors ﬁ(s), die dann in das quartische Polynom P(z, €) Gl. (5.24) eingesetzt werden.
Das quartische Polynom P(z, €) hingt zum einen von der Rissnormalen mit dem Win-
kel # = arctan z und zum anderen vom Verzerrungszustand € ab. Die Nullstellen
bestimmen nicht nur die Bruchdehnungen bzw. die Bruchbedingungen sondern auch
die Richtung des Rissverlaufs. Die Bruchbedingung liefert eine Bruchortsfliche im Deh-
nungsraum.

Wir diskutieren die Bruchbedingung, die das Polynom P(z, €) anzeigt, indem die Wan-
derung der Nullstellen in Abhiingigkeit der Anderung des Dehnungszustandes betrachtet
wird.

87
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Die Zahlenwerte in Tab. 7.1 gelten fiir isotropes Materialverhalten bis zum Beginn
der Schidigung; nach Eintritt der Schidigung ist das Materialverhalten anisotrop. Die
Auswertung der Bruchbedingungen wird mit diesen Werten durchgefiihrt.

El = Ez G12 m, m, my, gllf 822f é7121;f C11p €a2p €120
[MPa] | [MPa] | [-] | [-T| [-1 | -1 [ [-I] [-1 | -} I-1] [-]
2000 | 5755 | 5o | oo | oosms | 002 | 0.02 | 0.0548 | 0.007 | 0.007 | 0.003

Tab. 7.1 Materialparameter aus [35], Seite 129
Da bei den nachfolgenden Beispielen immer der Spezialfall L,,,, = —L,,,, = 0 vorliegt,

wird dieser Fall zunéchst allgemein betrachtet.

Das Rissbildungskriterium im Fall L., = —L =0

1211 1222

Da L,,,, = —L,,,, = 0 gilt, reduziert sich das quartische Polynom in Gl. (5.24) auf

Pl(’z) = 24L L - 22 [L1212 <L2211 _'_ L1122> - Lllll L2222 —"_ L1122 L2211]

1212772222

+L1212L1111 ‘ (7]‘)

Durch die Substitution y := 2" ldsst sich dann P,(z) in ein quadratisches Polynom
R(y) iiberfiihren, so dass jetzt die Gleichung

2

R’(y) = y L1212L2222 - y [L1212 (L2211 + L1122) - L1111L2222 + L1122L2211]
_'_ L1212L1111 ; O (72)

zu 16sen ist. Die Nullstellen des Polynoms R(y) in Gl. (7.2) konnen nun einfach be-
stimmt werden. Mit

A = [L1212 (L2211 + L1122) — L L + L L ]2 - 4L2 L L (73)

1111 2222 1122 2211 1212 2222 1111

erhalt man die Nullstellen:

y — L1212 (L2211 + L1122) - L1111 L2222 + L1122L2211 :t \/K
b2 2L,,,,L '

121272222

(7.4)
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Reelle Nullstellen von Py (z) existieren offenbar nur, wenn mindestens eine Nullstelle von
R(y) groker gleich Null ist. Dazu ist es notwendig, dass die Diskriminante A positiv
oder zumindest Null ist. Im Sonderfall L, ,L,,,, =0 gibt es als Losung y = £o0, im
Sonderfall L, ,L,,,, =0 eine Losung y =0

Die Dehnung, die zur ersten reellen Nullstelle des Polynoms Py (z) fiihrt, wird als Bruch-
dehnung oder kritische Dehnung (Verzerrung) (eiKkrit) definiert und ist fiir den Riss-

beginn verantwortlich. (Der Index “RK” steht fiir “ Rissbildungskriterium ”.) Aus obi-
gen Uberlegungen ergibt sich folgendes Kriterium zur Ermittlung der Bruchdehnung:

RK RK RK RK

- " T . .
Ein kritischer Verzerrungszustand €_. = (e tritt ein, wenn

11krit’ E22krit’ El2krit)

entweder (1) oder (ii) in Gl. (7.5) gilt:

() AES)=0 A 3 >0
(7.5)

RK)

.. RK
(”) L1212 (ekrit)L2222 (ekrit =0 AN y, =40

Im Fuall A(ekR:;):O, y, =0 und A(e) <0 fir 0< ||e—efri|| < firemn 6>0

st der kritische Dehnungszustand labil.

In den Beispielen werden jeweils die Bruchdehnungen efKt mit den aus dem Maximal-

spannungskriterium resultierenden kritischen Dehnungen ekMI: verglichen, ebenso die
Rissrichtungen. (Der Index “MK?” weist auf das “Maximalspannungskriterium”
hin.)

Zur Vereinfachung der Darstellung werden noch folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

R(y)|€m< = R*(y) y P1<Z>|ERK = Pl(tan9)|em< = PI(Q) (7.6)

krit krit krit

Die Polynome R’ (y) und P;(#) sind jeweils fiir verschiedene Querkontraktionszahlen
aufgezeichnet. Die Darstellung von R™ erfolgt mit v, = 0 und v, = 0.5 und die
Veranschaulichung von P; mit v, = {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}.

7.1 Einaxialer Zug

Als erstes Beispiel wird der einachsige Zugversuch betrachtet. Hier werden zwei Fille
mit unterschiedlichen Randbedingungen, ndmlich ohne und mit Querbehinderung, die
als RB-a und RB-b gekennzeichnet sind, untersucht - s. Abb. 7.1 bzw. 7.7.
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7.1.1 Fall 1a: Einaxialer Zug ohne Querbehinderung (RB-a)

Unter Vorgabe einer dufteren Bela-

>
>
= stung €,, ... = u,, ergeben sich der
~u Spannungs- und der Verzerrungs-
= tensor zu:
—
=
- T, 0
= T —
Abb. 7.1: Spannungsvektor s, Rissnor- und
male n und einaxiale Zugbelastung ohne
Querbehinderung €11 max 0
g =
0 —]/12811 max
Da
V19811 maxo 0< €11 max < €i1ps
E:12max = 0 und E:22max = —1/12811 max =
—m, v, (511f7 Ellmax)sllmax7 €11p < €11 max < Ellf’

liegt der kritische Verzerrungszustand im Teilgebiet €"' -s. Abb. 5.9. Es ist dann

€aomax — M Vi (Ellf —&n max)ell max ? Cl2umax — ©11 max[]' +m,v, (511f - 511max)] )
Eip S Errmax S €y
(Im Fall v,, =0 ist ¢,,,... =0.)
g

Abb. 7.2: Belastungsverlauf fiir v, = 0.3

Mit
DII:1_mlyl2y21(€11f_611max)’ 0<D11§17

lassen sich die Komponenten des instantanen Materialsteifigkeitstensors L, gemif
Gl. (4.26) wie folgt ausdriicken:
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m1E1 Znu
L, = D (Ellf - 2611max) = D L, =m, (Ellf - Ellmax)L2222 )
IT IT
I’uu E2 (77)
L2211 =Vy ‘DII ) L2222 = D—II ) L1211 L1222 =0,
L1212 = m12G12 {812vf - [1 +mv, (811f - gumaxﬂ gllmax} :
Das Polynom in Gl. (7.2) ergibt sich zu
1 2 ~
R<y) = D {y L1212E2_ Yy [L1212 <V L1111+ E 2T Vi (811f_ gllmax>)_ L1111E2] }
II
i) (7.8)
DU 12121111 .
baw. R(y) = 5-R(y)
ZW Yy Yy
‘DII
mit
R(y) =Y L1212E2_ Yy |:L1212 (I/21[~/1111+ E2m17/12 (511f_ 611max)>_ IN’1111E2]
+L1212I~/1111 . (79)

Diskussion der Bruchkriterien

Das Maximalspannungskriterium liefert die Bedingung L,,,, = 0, d.h., der kritische
Verzerrungszustand (¢, —i,e -, 0) ist im Fall v, # 0 der Schnittpunkt der in

11krit’ 11krit’

Abb. 7.2 skizzierten Kurve mit dem griinen Parabelast im Raum €'’/ €"" in Abb. 5.9

bzw. im Fall v,, = 0 der Schnittpunkt der ¢,, . -Achse mit der Geraden ¢ €1

Es stellt sich heraus, dass unabhédngig von der Querkontraktionszahl v,, immer

11 max 11 max

f:m = é €,,, ist. Eingesetzt in R( ) liefert dies die Nullstellen:
g =tmge,, oy =0 fir v, #0,
i\AK@) = y;\AK@) =0 fir v, =0.
Beziiglich des Rissbildungskriteriums ist wegen enk o = 260y die Gleichung R(y) =0

1
max < 5E4; 72U untersuchen.

bzw. R(y) =0 fir ¢, <¢

11b
Die graphische Darstellung in Abb. 7.3 bzw. 7.4 ldft unschwer erkennen, dass die Dis-

kriminante A(e,,, . ) oberhalb der sogenannten kritischen Dehnung 511Kk ., - némlich
RK

e, = 0.010000  fiir v, = 0 bzw. 8 = 0.009795 fiir v,, = 0.5 - nicht mehr
negativ wird und auch die grofere Nullstelle y, positiv bleibt. Da mit Erreichen der
kritischen Dehnung die erste Nullstelle des quadratischen Polynoms in Gl. (7.2) grofer
gleich Null ist, kénnen daraus die ersten reellen Nullstellen z = +,/y des quartischen
Polynoms P, (z) in Gl. (7.1) zur Berechnung des Bruchwinkels 6 bestimmt werden.
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A
A v, =0
1.x 107} /
5.x 102}
\\\ 8111b /// Ell ma.
0005 0010 0015
-5.x 10™ ok
‘ 8llkrit
Yy, 2
s
17 Ellb
) (?11 max
0.005§ 0.010?/—2—9.—015
-1 .
RK
-2 6111<m

Abb. 7.3: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,
und y, fiir v, = 0 in Abhéngigkeit der
maximalen Dehnung ¢ Z €

11 max

20,05 000 005 010 015 020
Abb. 7.5: Quadratisches Polynom
R (y) fir v,, =0 bzw. v, =0.5

In den Abb. 7.5 und Abb. 7.6 sind die Polynome R(y) bzw. Py(z) fiir € ="

dargestellt, s. GL. (7.6).

7.1 Einaxialer Zug

2
1.x 108} Via = 05
5.x 102} /
\\\ Ellib /// 811 max
0005 0010 0015
-5.x 10%2! RK
8llkrit
Y
17 6.llb
‘ ‘ 5;\11 max
0.005 0.010; 0.015
-1 .
RK
=2 Ellkrit

Abb. 7.4: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,
und y, fiir v,, = 0.5 in Abhéngigkeit
> 6.llb

der maximalen Dehnung ¢

11 max

W\ LY
N ’

=

02 00 02

Abb. 7.6: Polynom P;(f) fiir v, =
{0,;0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5}

11 max 11krit

Man beachte, dass wegen A = 0 bei Bruchdehnung das Polynom R’ (y) an der Nullstelle
gerade die Abszisse beriihrt, ebens P} (6) bei den entsprechenden Winkeln. Hier erkennt
man leicht die Existenz reeller Nullstellen beim Brucheintritt. Fiir v, # 0 gibt es zwei
doppelte Nullstellen, fiir v,, = 0 nur eine einzige vierfach Nullstelle.
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Vi | U (giirit) 9?2 Q(I:/I1K2 giKkrit Ellvillirit g(QTK) g(QSK)
- - Grad Grad - - - -
0.5 | 0.15917 | £21.75° | 0°, £31.80° | 0.009795 | 0.010 | (1, -0.24) | (1, 0.24)
0.4 | 0.13075 | +19.88° | 0°, £29.02° | 0.009873 | 0.010 | (1,-0.24) | (1, 0.24)
0.3 | 0.10161 | £17.68° | 0°, £25.66° | 0.009928 | 0.010 | (1, -0.23) | (1, 0.23)
0.2 | 0.07060 | £14.88° | 0°, £21.42° | 0.009967 | 0.010 | (1, -0.22) | (1, 0.22)
0.1 | 0.03680 | +10.86° | 0°, £15.50° | 0.009991 | 0.010 | (1,-0.18) | (1, 0.18)

0 0 0° 0° 0.010000 | 0.010 (1, 0.0)

Tab. 7.2 Nullstelle y, (5iirit), Winkel 9:( bzw. 92/’[1};, Bruchdehnung
e sowie Richtung g(@?K) bzw. g(QSK) des Geschwindigkeitsfeldes Awv fiir

11 krit X
verschiedene v,

. bzw.
11 krit

Fazit

Aus Tab. 7.2 geht hervor, dass die kritische Dehnung (5iirit) u.a. von der Querkon-
traktionszahl v, abhéngig ist. Es ist erstaunlich, daf im Fall ohne Querbehinderung
die kritische Dehnung von v, abhingig sein soll - s. Abb. 7.3 bzw. 7.4. Die Existenz
von reellen Nullstellen des Polynoms P;(z) ist als Indiz fiir die Bruchentstehung zu
interpretieren.

Fiir v,, # 0 ergeben sich fiir die Rissnormale zwei stabile von der Querkontraktionszahl
v,, abhiingige Bruchwinkel § = +6(v,,). Dieses Ergebnis entspricht der vorgestellten
Beschreibung des Phédnomens als PITCHFORK-Bifurkation.

Zudem ist aus der Tab. 7.2 zu erkennen, dass sich fiir das Maximalspannungskriteri-
um und das Rissbildungskriterium im allgemeinen unterschiedliche kritische Dehnungen

ergeben. Da 5T1Kkrit kleiner als 5f;it ist, bedeutet dies, dass das Rissbildungskriterium

frither einen Riss anzeigt. Damit erhélt man unterschiedliche Bruchwinkel 0™ bzw. 6.
Fiir das Maximalspannungskriterium entsteht zusétzlich 6, = 0 als Losungswinkel.

7.1.2 Fall 1b: Einaxialer Zug mit Querbehinderung (RB-b)

NN\N — — — — Unter Vorgabe der dufseren
v v v Belastung mit ¢,, .. =u,,
— . ’
S ergeben sich Spannungs-
Z und Verzerrungstensor zu:
€9 — u
—~ T, 0
€1 z T=
: 0 VIQTII
o> é é é f— und
Abb. 7.7: Spannungsvektor s, Rissnormale €y 0
n und einaxiale Zugbeanspruchung mit €=

Querbehinderung 0 0
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Da
=0 und ¢ =

12 max 12v max 11 max?

€ =0, ¢

22 max

liegt der kritische Verzerrungszustand im Teilgebiet €"' -s. Abb. 5.9. Es ist dann

.. <e <e¢

€ 11 max’ 116 — T~ 1l max

22 max = 0 ? E12'L)max =¢c 11f°

Mit
D” =1 —m1y12y21<811f - gllmax) ’ 0< D” S 1’

ist nach GIl. (4.26)

m FE 2
L = % <€11 - 26 max — MV, (611 —¢& max) ) = 11211 Y
1111 DU f 11 1%12%21 f 11 DH
zuu E2 (7'10)
L1122 =MV, (Ellf - Ellmax)L2222 ) L2211 = Vn Df[ ’ L2222 - D—H ’
L1211 = _L1222 =0, L1212 = m12G12 (El2vf - 511max) .
Das Polynom in Gl (7.2) hat damit die Gestalt
1 -
R(y) = 5= R(y) (7.11)
Ir
mit
R(ZJ) =y L1212E2D11_ Yy |:L1212 <V21[~/1111+ m1V12E2D11<811f_ 811max)>_ E2[~/1111]
+L1212I~’1111 : (7'12)

Diskussion der Bruchkriterien

Das Maximalspannungskriterium liefert wie im vorigen Fall die Bedingung L,,,, = 0.

Damit erhdlt man als kritischen Verzerrungszustand (5ﬁiit, 0, 0) den Schnittpunkt

der €,, . —Achse mit dem griinen Parabelast in Abb. 5.9 bzw. im Fall v, = 0 mit der
Geraden ¢, = 3¢,,,, s. Tab. 7.3. Fiir die Nullstellen von R(y) ergibt sich:

MEK(1) MK MK(1) .

) =myv,(e,, —€,.,) uwd y =0 fir v, #0,

MK(2) MK(2) ..

) =y, =0 fir v, =0.

zu untersuchen. Dabel muss

. . . . . . MK
Das Rissbildungskriterium ist fiir € max S€ i

<e¢
116
wieder die Diskriminante A von R(y) diskutiert werden. Der Ubergang von negativen

zu positiven Werten liefert die kritische Dehnung e , 8. Abb. 7.8 / 7.9 und Tab. 7.3.

11krit

Die Polynome R(y) und Py(z) werden im kritischen Zustand veranschaulicht, indem mit
der kritische Dehnung 5?11“ die Koeffizienten von R’ (y) gemi Gl. (7.2) ausgerechnet
werden - s. in Abb. 7.10 / 7.11. Der Graph des Polynoms P,(f) beriihrt die Abszisse bei
Entstehung reeller Nullstellen von R’ (y), was dem Brucheintritt entspricht. Fiir v, = 0

ist die Nullstelle von P|(6) vierfach, fiir v,, # 0 liegen doppelte Nullstellen vor.



4.x 104
2.x 1012}

-2.x 104

9
11krit

1 11b;
: 811 max

0010 , 0.015

0.005
—1! :

—ol
Abb. 7.8: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,

und y, fiir v, = 0 in Abhéngigkeit der
maximalen Dehnung e =€,

11 max

\ 250000 ¢ :

‘goo 000} ;
1?39 000 /
100 ‘on s

-04 -02 00 0.2 0.4
Abb. 7.10: Quadratisches Poly-

nom R'(y) fir v, = 0 bzw.
v, = 0.5

95

v, =0.5
2.x 10°%
1.x 1083} e
\\ ‘ : ,/‘” ‘511 max
~0.005-0.010 0.015
-1.X 1013 RK
€ it
Yo
2‘7 :
1 ellbi
: 811 max
0.005 0.010; 0.015
-1 -
_2,

Abb. 7.9: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,
und y, fiir v,, = 0.5 in Abhéingigkeit
der maximalen Dehnung ¢ Z €

11 max

A \>>‘a // )
-04 -02

Abb. 7.11: Polynom P;(0) fiir
v, =40;0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5}

In Tab. 7.3 sind in Abhéngigkeit der Querdehnzahl v, die Ergebnisse fiir die kritische
Dehnung und den Bruchwinkel zusammengestellt.
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Vis | % <€]flirit> 9?12( 9(1:/[11(2 EiKkrit 811\/iirit g(GTK) g(ejK)
- - Grad Grad - - - -

0.5| 0.1753 | £22.72° | 0°, £33.29° | 0.008593 | 0.00879 | (1,-0.25) | (1, 0.25)
0.4 ] 0.1396 | £20.49° | 0°, £29.86° | 0.009168 | 0.00929 | (1,-0.25) | (1, 0.25)
0.3 ] 0.1056 | +18.00° | 0°, +26.06° | 0.009555 | 0.00963 | (1,-0.24) | (1, 0.24)
0.2 | 0.0717 | £14.99° | 0°, £21.57° | 0.009808 | 0.00984 | (1,-0.22) | (1, 0.22)
0.1 | 0.0369 | =+10.88° | 0°, +15.33° | 0.009952 | 0.00996 | (1,-0.18) | (1, 0.18)
0.0 0 0° 0° 0.010000 | 0.01000 (1, 0.0)

RK MK RK
€ 0,,, Bruchdehnung € bzw.

Tab. 7.3 Nullstelle y, (¢, ), Winkel 6" bzw.
e sowie Richtung g(@?K) bzw. g(GSK) des Geschwindigkeitsfeldes Awv fiir

11 krit X
verschiedene v,

11 krit

Fazit

Aus der Tabelle 7.3 lassen sich analoge Schliisse ziehen wie im vorhergehenden Fall.

7.2 Schub

Wir betrachten die einfache und die homogene Schubbeanspruchung, die aus Abb. 7.12
bzw. Abb. 7.17 zu entnehmen sind.

7.2.1 Fall 2a: Einfacher Schub

Fiir den Spannungs- und den
p— P— Verzerrungstensor gilt bei ein-

. u facher Schubbeanspruchung im

| (e1, ez)-Koordinatensystem:

|

I

! 0 T,

| T =

I

| T, 0

|

und
0 ElQmax
Abb. 7.12: Spannungsvektor s, Rissnormale n c =
und einfache Schubbeanspruchung £y, 0
Da
Ell max = 6.22max = O und Elemax = ElQmax ?

liegt der kritische Verzerrungszustand im Teilgebiet €’ - s. Abb. 5.9. Es ist dann

€ = = O Y € € 812vmax S €

11 max 22 max 12v max 812 max ? 12vb S 12vf°

Mit
D

121_7/12’/217 O<D1§17
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erhélt man nach Gl. (4.25)

Low =20 Lo =2 Lpy=vpt | Ly =2,
D, D, D, D, (7.13)
L,,=—-L,,=0 und L,,=m,G, [qw — 2512mx} )
Das Polynom in Gl. (7.2) ergibt sich zu
R(y) = 5-R(y)
D,
mit
R(y) = 4 LypuBEy—y Ly W B+ v By)— B B+ Ly, B, . (7.14)
Diskussion der Bruchkriterien
Das Maximalspannungskriterium liefert L,,,, = 0 und damit 812k .= %emf unabhéngig

von v,,. Der Grenziibergang ¢ fithrt fiir beliebiges v,, zu den beiden Null-

stellen yivm =0, y?K = oo von R(y ) bzw. R(y). Es ist zu untersuchen, ob sich beim

<e¢

12 max 12 f

MK
< € andere

12 max —

Rissbildungskriterium aus der Gleichung R(y) = 0 fiir ¢
kritische Bruchdehnungen ergeben.

12vb

Die kritische Dehnung wird wieder mit Hilfe der Diskriminante und der Nullstellen von
R(y) errmittelt. Dabei stellt sich heraus - s. Abb. 7 13 bis 7.16 -, dass sich wie beim

Maximalspannungskriterium als kritische Dehnung 812k W= ; €15,; = 0.02740 ergibt und
= 0.

zwar unabhéngig von v,,; d.h., es ist auch beim Rissbildungskriterium L., , (¢ 12km)
(Hier liegt Fall (i) in GL (7.5) des Rlssblldungskrlterlums vor.) Entsprechend hat man
die Nullstellen y?K =0, yf = 00. Somit sind 00 .» = 10, £3} stabile Bruchwinkel -
siehe dazu die Abb. 7.13 bis 7.16.

RK RK MK RK MK RK RK
y1,2 <€12 krit> 00,1,2 90,1,2 812 krit. 812 krit. g(eo ) g(01,2 )
- Grad Grad - - - -

0/cc | 0°/£90° O°/i90° 0.02740 | 0.02740 | (0,1) | (1,0)
Tab. 7.4 Nullstellen y12( e t) kael@ , bzw. 9 ,» Bruchdehnung
" bzw. e sowie Richtung g(QOK) bzvv. g(@lz) des Geschwin-

3
12 krit 12 krit

digkeitsfeldes Av (Werte unabhéngig von v,,)
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Z& LHQ — O
A
8.x 102 /
6.x 107 |
4.x 108}
2.x 108 | €1,
vt 612 max
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
RK
y E:121(1"it’,
1,2
20! Y,
10}
E:12 max

_10,

Ya

—-20t

).03 0.04 0.05 0.06

Abb. 7.13: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,

und y, fir v, =0 in

maximalen Dehnung ¢

8.x 102}
6.x 10°}
4.x 108

e
2.x 108

12vb

Abhéngigkeit der

12 max

RK
3
12krit
3

12 max

000 001 002 003 004

Abb. 7.15: Vergroferter Ausschnitt
des oberen Diagramms in Abb. 7.13

Fazit

Wie man der Tab. 7.4 entnehmen kann, liefern das Maximalspannungskriterium und

7.2 Schub

A v, =05
A
1.4x 10}
1.2x 10}
1.x 10®}
8. X 1014 F 8121,(7’1
6.x 10M [ » -
4.x 10%
2.x 10* S
0.00 \0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
RK
812krit
Yy o
20’ yQ
107 El2max
(P ———
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
—_ 10
_2092

Abb. 7.14: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,
und y, fiir v,, = 0.5 in Abhéngigkeit
der maximalen Dehnung ¢

12 max

A v, =05
8.x 10™
6.x 10™ |
4.x 10"}
2.x 10"} RK
€ aup ot €12 max

000 001 002 003 004 005

Abb. 7.16: Vergroferter Ausschnitt
des oberen Diagramms in Abb. 7.14

das Rissbildungskriterium die gleichen Ergebnisse.
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7.2.2 Fall 2b: Homogener Schub

Unter Vorgabe biaxialer Zug-/Druck-
u Belastungen (e =U,, € =u

11 max 22 max 2,2

ERRRRRRRRIRRRRRRRAR! Und € = ~€an.,,) €xgEDEN sich der

Spannungs- und der Verzerrungstensor
fiir die homogene Schubbeanspruchung
zu:

—
—
—
(D) =
T """ — T. 0
S Z 11
T =
° - 0 T
JANIIVANRRAN ’
7777 — —  — und
Abb. 7.17: Spannungsvektor s, Rissnormale n £, 0
und homogene Schubbeanspruchung c =
O 611 max
Da
811 max = _822 max und 8121) max = 2E:II max

ist der kritische Verzerrungszustand im Teilgebiet €"' -s. Abb. 5.9. Es ist dann

811 max = 822 max 8121} max = 2811 max E:llb S Ellmax S 811f'
Mit
DII :1—m11/121/21 (Ellf_ellmax) ) 0<D11 Sl,
ergibt sich nach Gl. (4.26)
m, B 2 L
L :%{5 — (2 = Vy))E e — My ViaVy, (E1,, — € rnax)}:: =
1111 DH 117 21/¢11 1712%21 (G115 11 DH
E (7.15)
Ly, = m1V12(511f - Ellmax)L2222 o Logyy =V Lyyyy Loy = D2 )
I
L1211 = _L1222 =0 und L1212 - m12G12 (612vf - 2611max) .
Das Polynom in Gl. (7.2) hat die Gestalt
R(y) = - R(y)
Y) = 13 Yy
Du
mit
- 5 - -
R‘(y> =Yy L1212E2DII - y[L1212 (V21L1111+ m1V12E2D11<811f_ 811max)>_ E2L1111}

+ L1212L1111 ‘ (7]‘6)
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Diskussion der Bruchkriterien

Das Maximalspannungskriterium liefert wie in den Féllen 7.1.1 und 7.1.2 die Bedin-

gung L,,,, = 0. Damit ergibt sich fiir v,, # 0 als kritischer Verzerrungszustand
(8??1;“ —611\?;“, 0) der Schnittpunkt der Geraden ¢,, . —€,1 s Mit dem griinen

Parabelast in Abb. 5.9 bzw. & = 564, fiir v, = 0. Im Spezialfall v, = 0 hat

11krit

R(y) die Nullstellen yin = y;\AK = 0; im Fall v, # 0 die Nullstellen

MK MK MK
Yy, =mu, (811f - 811km> und Y, = 0

wie im Fall 7.1.2.

Das Rissbildungskriterium erfordert wieder die Losung der Gleichung R(y) = 0 fiir

MK . o RK . . .
€11y < Epppmax S €, - Die kritische Dehnung ¢ | wird anhand der Bedingungen in GI.

(7.5) bestimmt und ergibt sich aus dem Verlauf des Graphen der Diskriminante A und
der Nullstellen y, , von R(y) - s. Abb. 7.18 und 7.19. Der Ubergang von negativen zu

positiven Werten der Diskriminante zeigt die kritische Dehnung ¢ an. Fiir v, =20

11krit
1

findet sich eiirit = 3¢, und y, = 0 bzw. § = 0; fiir v,, # 0 erhilt man eine positive

Nullstelle 3, und entsprechend zwei stabile, von v,, abhéingige Bruchwinkel § = +60(v,, ).

A Vi, = 0 A Vi, = 0.5
A
1.x 108k ; 1.x 108}
8.x 107, / 8.x 107 1,
6.x 10221 \\ / 6.x 10% | \\ //
4.x 102 4.x 102t
2' X 1012 ] \\\ Ellb /// E:11 max 2 X 1012 i \\\\\ igllb ///// 811 max
102l 0.005-0:010 0.015 0.020 102l 0.005 0.010 0.015 0.020
' RK ) RK
y gllkrit y gllkrit
1,2 1,2
pl pl
1f 1f
1 11 max ; 6.11 max
y, 0.005 0.010 -0:015- 0.0X y, 0.005 0.010 0.0154,0.02C
_1,/_\2 | _1,/J—\/3 |
_27 /yé/ _27 ///y/2///, .

Abb. 7.18: Darstellung der Diskrimi- Abb. 7.19: Darstellung der Diskrimi-
nante A und der beiden Nullstellen y,  nante A und der beiden Nullstellen y,
und g, fiir v, = 0 in Abhéngigkeit der  und y, fiir v, = 0.5 in Abhéngigkeit
maximalen Dehnung ¢ der maximalen Dehnung ¢

11 max 11 max
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1
!
1
—0.5
/ .
/
’

_04  -02

Abb. 7.21: Das Polynom P,(f) fiir
v, = {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}

~01 01 02 y
Abb. 7.20: Das quadratische Polynom

R (y) fiir v,, =0 bzw. v, =0.5

0.0

In Abb. 7.20 ist fiir v, = 0 und v,, = 0.5 das Polynom R(y) am kritischen Zustand
dargestellt; Abb. 7.21 zeigt das Polynom P;(z) am kritischen Zustand fiir unterschied-
liche v,,. Da an der kritischen Stelle die Diskriminante Null ist, beriihren die Polynome
bei den Nullstellen die Abszisse. Die Ergebnisse sind in Tab. 7.5 zusammengestellt.

Vis | % <€]flirit) 9?;( 92?1%2 glflirit gllvillirit <9?K) <9:K)
- - Grad Grad - - - -
0.5 | 0.113519 | £18.62° | 0°, £28.02° [ 0.01252 | 0.01264 | (1, -0.21) | (1, 0.21)
0.4 | 0.101974 | £17.71° | 0°, £26.37° | 0.01192 | 0.01201 | (1, -0.21) | (1, 0.21)
0.3 | 0.084957 | £16.25° | 0°, £23.93° | 0.01141 | 0.01147 | (1,-0.21) | (1, 0.21)
0.2 | 0.062628 | £14.05° | 0°, £20.44° | 0.01094 | 0.01097 | (1,-0.20) | (1, 0.20)
0.1 | 0.034821 | £10.54° | 0°, +£15.14° | 0.01048 | 0.01049 | (1,-0.17) | (1, 0.17)
0.0 0 0° 0° 0.01000 | 0.01000 (1, 0.0)
Tab. 7.5 Nullstelle y, (¢), ), Winkel 6", bzw. 6", Bruchdehnung ¢, bzw.

e'"  sowie Richtung g(@?K) bzw. g(@jK) des Geschwindigkeitsfeldes Awv fiir

11 krit .
verschiedene v,

Fazit

Tab. 7.5 zeigt fiir v, # 0 unterschiedliche kritische Dehnungen bei Maximalspannungs-
kriterium und Rissbildungskriterium. Hier erkennt man dass unabhéngig von v, der
kritische Zustand fiir das Rissbildungskriterium friiher eintritt (5iirit < eﬁirit). Dies
war zu erwarten.
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7.3 Biaxialer Zug

Wir betrachten den biaxialen Zugversuch, der in Abb. 7.22 dargestellt ist.

Fiir den Spannungs- und

u2
I> TT T T T TT TT TTT T T T T T T T T T den Verzerrungstensor gilt:
Z T11 0
€ N\ )Y ~ u, T =
T s = 0 T,
€1 = und
6.11 max O
g =
Abb. 7.22: Spannungsvektor s, Rissnormale n 0 c
und biaxiale Zugbeanspruchung e
Da
€ =€ und ¢ =¢ =0,

11 max 22 max 12 max 12v max

liegt der kritische Verzerrungszustand im Teilgebiet €' -s. Abb. 5.9. Es ist dann unter
Beriicksichtigung von ¢, , = ¢,,., €,,, = €

11b 22b7 C11f 22f
6.llmax = 622max ) 6.121) max = 6.12max - O ) 6.11b S 611 max S 6.llf ‘
Mit
DIV =1- mymyV,,Vy, (gllf - gllmax) (822f - gllmax) ) 0< DIV < 1 )
ergibt sich nach GI. (4.26)
m E 2
L1111 = DIQ : {511f_ 2611max_ myVy, (622f_ 611max) [Eumax+ myVy, (Ellf_ 511max) }}
i’
_ L1111
- 2 9
DIV
L1122 =myVy, (511f - 611max)Lz222 ) L2211 = m2’/21(€22f - 611max)L1111 )
(7.17)
m,E 2
_ Mol
L2222 - D? {822f_ 2811max_ myv, (811f_ 811max) |:€llmax+ myVy, (822f_ 8umax) :|}
v
_ L2222
— 2 )
DIV
Ly ==Ly =0, Ly, = G12
und weiter wegen v, =v,, €, =E,,, £, = Ey;, My =M,

2 2 2

DIV =1- m1V12<€11f - gllmax) )
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L1111 = L2222 m1E1

2
{511f_ 2611max_ myv, (Ellf_ 611max) [511 max+ m,Vy, (Ellf_ 511max) } } ) (718)
L = L2211 =m,Vy, (811f - gllmax)Lllll :

1122

Das Polynom in Gl. (7.2) hat damit die Gestalt

1 -
R(y) = 5R(y)
Dy,
mit
R(y) =Yy G12D1VI~/1111_ yf’nn 2G12D1vm1’/12 (511f_ Ellmax)_ I’1111]
+ G12D1vz1111 : (7'19)

Diskussion der Bruchkriterien

Das Maximalspannungskriterium liefert L
MK MK

1 = 0, d.h., kritischer Verzerrungszustand
(€10 €ipme> 0) ist im Fall v, # 0 der Schnittpunkt der Geraden ¢ =

mit der roten Kurve im Teilgebiet € in Abb. 5.9 bzw. im Fall v,, = 0 mit der

Geraden ¢, = 2e,,,. Da sich der Faktor L., in R(y) ausklammern lisst, ist

R(y)|. = R'(y) = 0 fiir beliebiges y, d.h., der Bruchwinkel # kann alle Werte

11krit.
annehmen.

11 max 22 max

MK

<e¢ <

£
11 max 11krit

Beim Rissbildungskriterium ist wieder die Gleichung R(y) = 0 fiir ¢

R(y)

zu untersuchen. Nach obigem ist die Gleichung — = 0 ndher zu analysieren. Dabei

1111
stellt sich heraus, dass es fiir e, < e,,,... < 5?45;“ keine reellen Losungen gibt, da die
Diskriminante durchwegs negativ ist, s. Abb. 7.23 und 7.24. Damit liefert das Rissbil-
dungskriterium die gleichen kritischen Dehnungen wie das Maximalspannungskriterium

und dementsprechend beliebige Bruchwinkel 0"

11b

A(f’u/i‘ml) A(fi/i‘uu)

4x 10°%} 15x 107 f

2x 10°¢ €11y e, 10x107|
—2x 10°} W 020 50x10°) Cin €11 man
—4x 10°F | 0005 0010 0015 0020
Abb. 7.23: Funktionsverlauf von Abb. 7.24: Funktionsverlauf von

A(R/Eml) fiir den Fall v, =0 A(R/illll) fiir den Fall v, = 0.4
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In Tab. 7.6 sind die kritischen Dehnungen fiir verschiedene v,, zusammengestellt.

vy 0.4 0.3 0.2 0.1 0
e 10.00766 | 0.00846 | 0.00908 | 0.00958 | 0.01000

RK

0.00766 | 0.00846 | 0.00908 | 0.00958 | 0.01000

E:llkrit

RK

Tab. 7.6 Kritische Dehnung 5?4:;“ bzw. e fir
v, ={0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4}

Anmerkung: Wie anhand der Tab. 7.6 zu erkennen ist, wandert die kritische Deh-

nung 5iKkth mit wachsendem v,, gegen die Grenze ¢ , = 0.007. Da die Tangentenstei-

figkeitsmatrix an den Grenzen von € ' unstetig ist, sollten die Kriterien fiir v, > 04
nicht mehr angewendet werden (s. Anmerkung auf S. 51).

Fazit

Wie man der Tab. 7.6 entnehmen kann, liefern sowohl das Maximalspannungskriterium
als auch das Rissbildungskriterium dieselbe kritische Dehnung fiir v,, < 0.4. Daraus
ergeben sich die gleichen Werte fiir die Losungswinkel (beliebig). Die beiden Ansitze
liefern somit dasselbe Resultat.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung und Analyse des postkritischen Ver-
haltens von Faserverbundlaminaten mittels Lokalisierungsanalyse. Dabei ist der Fokus
sowohl auf eine detaillierte Materialbeschreibung im Versagensbereich als auch auf eine
verbesserte Beschreibung des Rissbildungsphinomens gelegt worden. Bei der Ausma-
lung des Degradationsverhaltens von Faserverbundlaminaten ist man von einem gesché-
digten Modell fiir unidirektional verstirkte, langfaserige Verbundwerkstoffe mit den ela-
stischen Kennwerten als Schadigungsvariable ausgegangen. Hierbei handelt es sich um
die Elastizitdtsmoduli, die Querkontraktionszahlen und den effektiven Schubmodul, der
aus der einfachen und der homogenen Schubbeanspruchung hervorgeht. Diese Materi-
alkenngrofen stellen dann die Variablen zur Darstellung der Degradation infolge eines
Schadigungsvorgangs dar. Der Degradationsverlauf wird wahrend des Schidigungspro-
zesses als linear mit den maximal erreichten Dehnungen angenommen.

Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit stellt die Untersuchung einiger bekannter
Brucherkennungsmethoden auf das hier entwickelte Materialmodell dar. Aus dieser
Untersuchung zeigt sich, dass nur die Bifurkationsanalyse als geeignete Brucherken-
nungsmethode in Frage kommt. Ein wesentliches Ergebnis der Arbeit besteht darin,
nachzuweisen, dass mit der Bifurkationsanalyse auch die Richtung des entstehenden
Bruches festgelegt werden kann. Das erweiterte kontinuumsmechanische Modell mit
den geeigneten Bruchkriterien ist daher in der Lage, die Rissbildung phinomenologisch
realititstreu abzubilden.

In Kapitel 2 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen eingefiihrt. In Kapitel 3
wird auf deren Basis das hier verwendete Schiadigungsmodell fiir unidirektional ver-
starkte langfaserige Verbundwerkstoffe entwickelt. Die Materialbeschreibung erfolgt in
den Versagensbereich als kontinuierliche Degradation.

In Kapitel 4 leiten wir die Materialgleichung fiir Verbundwerkstoffe her, deren
zeitliche Ableitung zur ratenabhiangigen Matrialgleichung fiihrt, die zusammen mit den
stofffreien Gleichungen eine Anfangsrandwertaufgabe zur Bestimmung des Materialver-
haltens darstellt.

Anhand einiger Fallstudien werden grundsétzliche Uberlegungen zu Schiadigungskrite-
rien durchgefiihrt und eine Ubersicht iiber mdgliche Brucherkennungsmethoden vor-
gestellt. Das mathematische Grundproblem, das beim Rissbildungsphéinomen auftritt,
besteht darin, die im Raumvolumen entstehende Schiadigungsenergie in Relation zu den
durch zweidimensionale Mannigfaltigkeiten darstellbaren Rissen zu setzen. Die Unter-
suchung der Brucherkennungsmethoden in Kapitel 5 hat erwiesen, dass dieses Problem
nur mittels Bifurkationsanalyse in befriedigender Weise gel6st werden kann.
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In Kapitel 6 wird die Rissbildung anhand der Bifurkationanalyse berechnet. Das
Brucherkennungskriterium, das mittels der Bifurkationsanalyse gewonnen wird, ergibt
sich als ein quartisches Polynom, bei dem die reellen Nullstellen die Rissrinder
beschreiben. Die Anzahl dieser Nullstellen kann als die Anzahl der Moglichkeiten zur
Rissentstehung interpretiert werden. Die Berechnung des Rissrands erfolgt zunéchst im
Fall der Eindeutigkeit. Im Fall einer Mehrdeutigkeit ist das Rissbildungsphdnomen auch
durch den um das Brucherkennungskriterium erweiterten Modellansatz nicht eindeutig
determiniert. Die Analyse lisst schlussfolgern, dass die Rissbildung als PITCHFORK-
Bifurkation interpretiert werden kann. In dieser Arbeit werden mehrere Anwendungs-
falle (Kapitel 7) fiir das Maximalspannungskriterium und das Rissbildungskriterium
vollstandig durchgerechnet. Die Ergebnisse haben die Erkenntnis bestatigt, dass ein
Riss beim Rissbildungskriterium friiher eintritt.

Zur Uberpriifung des Rissbildungskriteriums sollten Versuche an anisotropen Materiali-
en durchgefiihrt werden. Zur Implementierung in kommerzielle FE-Programme muss ei-
ne numerische Handhabung des Rissbildungskriteriums fiir den allgemeinen Belastungs-
fall entwickelt werden.



Anhang A

Erlauterung und Argumentation zur
Rissnormalen

Fall 1: Losung mit orthogonal zu einander stehenden Normalen

0.B.d.A. wird hier von folgenden senkrecht
zueinander stehenden Einheitsvektoren aus-
gegangen:
1 T 2 T T2
n:[l 0} und n:[O 1]

Aus GI. (6.12) folgt nun die Kurve fiir den n
Verlauf des Rissrandes: n

V:g

1 1
Ty = ¢ arcsin <_E sin (fxl)) fiir |o| > 1 1
~ Rissriander

bzw.

1
x1 = — arcsin (—a sin (£ x2)) fiir o] <1

Abb. 1.1: Urspriingliche Rissrédnder

A o

a=+1
Abb. 1.2 stellt die Rissrdnder aus der p
Uberlagerung von Av' und Av” mit den e
Parametern o = +1 dar. Dabei ent- n
spricht. der durchgezogenen Kurve die Dar- ‘‘n T
stellung mit dem positiven Parameter o = p
1 und der gestrichelten Kurve die Darstel- e
lung mit dem negativen Parameter @ = —1. .
Unschwer ist zu erkennen, dass fiir a = +1 .
die neuen Rissrdnder entlang der Winkelhal-
bierenden von n' und n’ verlaufen. Abb. 1.2: Rissrinder mit a = +1

Abb. 1.3 enthélt die Darstellung der Rissrénder fir ¢ = 1 und o, = £2.5, wih-
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rend Abb. 1.4 dem Verlauf der Rissrander mit dem gleichen &-Wert (£ = 1) allerdings

fir o, =40.25 = $5a, entspricht.

| !
|
| P
! Y AN
/ 9 7 AN
o = +25 5 // n // \\
n, a=40.25 “/// 1 AN T
// nl ail y n N >1
y > \\ /
Y =-025
/ \ /
/ \ /
a=-25/ N S
I AN
]
|
Abb. 1.3: Rissrénder fur o = :l: 25 Abb. 1.4: Rissrénder fur o = :t 025

Genau wie in Abb. 1.2 entsprechen Darstellungen mit gestrichelten Linien in Abb. 1.4
und Abb. 1.3 den Rissrédndern mit negativen Parametern (o = —2.5 bzw. — 0.25)
und Darstellungen mit durchgezogenen Linien Rissrdnder mit positiven Parametern
(=25 bzw. 0.25).

Bei den bisherigen Betrachtungen beschreibt die Randkurve ¥ eine Seite des Ris-
ses. An der gegeniiberliegende Seite von ¥ muss die Losung ebenfalls eindeutig sein.
Demnach miissen auch hier fiir jede Einzellosung Av'™ oder Av™ die Ausdriicke
sin(én-x) = 0 oder sin(én’x) = 0 gelten, d.h. es gibt fiir die Lage =, der anderen
Seite des Risses, der bei =0 beginnt:

fniqxq:kw mit i,q = 1,2 und kx € Z

Fiir den Sonderfall

nlz[l O}T und w:[xl xQ]T

gilt nun:

k7
§$1:kﬂ = 1= —;

3

T st die minimale Rissbreite, die sich dabei ergibt. Da die Rissbreite am Anfang

sehr klein ist, hat & einen sehr grofen Wert im Moment des Auseinanderbrechens,
d.h. & — oo. Setzt man diesen Wert in die Rissrandkurve Abb. 1.4 oder Abb.
1.3 ein, so erkennt man, dass der Rissrand sich den Geraden x; oder x, fiir sehr
grofe & (¢ — o0) néhert - sieche Abb. 1.5 bzw. Abb. 1.6. D.h. es entsteht fiir
|| # 1 bei Uberlagerung von Av'™ und Av™ keine neue Rissrandkurve. Die angeblich
durch Uberlagerung entstehenden neuen Rissriinder streben mit wachsender Rissoffnung
asymptotisch gegen die urspriinglichen Rissrénder.

Es ist ersichtlich, dass jede minimale Abweichung von den Parameterwerten im Fall
a = =£1 in Abb. 1.2 zu einem Rissverlauf fiihrt, der analog zum Fall o # +1 ist - siehe
Abb. 1.3 oder Abb. 1.4. Der Rissverlauf ist somit fiir « = +1 instabil und stabil fiir
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1/5:1

Abb. 1.5: Rissrinder fiir o« = +2.5  Abb. 1.6: Rissrinder fiir o = +0.25
und £ = 1 bzw. 2 und § = 1 bzw. 2

a # +1. Anhand weiterer Falluntersuchungen (Richtungskonfigurationen) wird diese
Erkenntnis ndher analysiert. Nach den bisherigen Analysen kénnen neue Rissrdnder nur
fiir a = £ 1 mit instabilen Rissrichtungen entstehen. Wir werden daher im Folgenden
nur Félle (o # £1) betrachten, wo keine neuen Rissrander vorkommen.

Fall 2: Losung mit schief zueinander stehenden Normalen
Man betrachte
1 T 2
n:[l O] und n:[g ﬁ}

T

2

als Einheitsvektoren aus der mehrdeutigen Losung des quartischen Polynoms fiir die
Singularitdtsbedingung. Die Vektoren sind nicht senkrecht zueinander.

| W
A 19 >~
> N
* AN
- \\ 2
‘s a=-—25 n
. 2 AN
“ n N
. NN 1
. 1 ~ 2 n €
. n x — -
> N
N
S~ \\
‘5 N
S‘ \\
A N
A\ N .
‘s o= 2.5~ \
Rissrander
Abb. 1.7: Urspriingliche Rissrander Abb. 1.8: Rissrdnder nach Uberlage-

rung mit o = £2.5

Abb. 1.7 stellt sowohl Einheitsvektoren n' und m” als auch die ihnen zugehorigen
Rissriinder dar. Die Uberlagerung von Av'™ und Av™ erfolgt mit den Parameterwer-
ten & = 1 fiir die Wellenzahl und o = £2.5 fiir die Vielfachheit. Die entstehenden
Bruchriander sind in Abb. 1.8 dargestellt.

Wie zuvor in vorigen Fille vorgefiihrt, wird beim Bruch der Parameter & sehr grof,
d.h. &€ — o00. Setzt man diesen Wert in die Rissrandkurve - Abb. 1.8 - ein, so stellt
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man fest, dass die Kurve gegen einen der urspriinglichen Rissrdnder - Abb. 1.7 - strebt.
Damit ist ebenfalls gezeigt, dass die asymptotische Betrachtung der Uberlagerung mit
a # 1 keine neue Rissrandkurve zulésst.

Ahnlich wie im Fall 1, ist fiir o # +1 die Existenz von neuen Rissrindern ausge-
schlossen. Die Abbildungen der Uberlagerung von Av'™ und Av™ - Abb. 1.8 - fallen
asymptotisch mit den urspriinglichen Rissrdndern - Abb. 1.7 - zusammen. Die Rissrén-
der sind also fiir |a| < 1 senkrecht zu m' und fiir |a| > 1 senkrecht zu n’.



Anhang B

Zeichenerklarung

Allgemeines

X kursive Fettschrift zur Kennzeichnung von
Vektorfeldern, z.B. Ortsvektor

F normale Fettschrift zur Kennzeichnung von
Tensorfeldern, z.B. Deformationsgradient

é Hochgestellte 4 zur Kennzeichnung von
Tensoren vierter Stufe, z.B. Werkstofftensor

R,C Zahlenmengen, z.B. die der rellen und
die komplexen Zahlen

0B Oberfliche des Gebiets B

oB" Teilrand mit gegebenen U

OB’ Teilrand mit gegebenen ¢

By Momentankonfiguration

B, Ausgangskonfiguration

B Konfiguration bei kleinen Verschiebungen

Skalare

da, dA Norm der Flidchenelemente, z.B. da =|| da ||, dA =| dA ||

E Elastizitdtsmodul

G Schubmodul

K Kompressionsmodul

W Forménderungspotenzial

Vs Vo Querkontraktionszahlen

Vyys Uy, geschidigte Querkontraktionszahlen

E Elastizitdtsmodul in Faserrichtung

El geschidigter Elastizitdtsmodul in Faserrichtung

E, Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
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EQ geschidigter Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faserrichtung
G, efektiver Schubmodul
C?m geschidigter efektiver Schubmodul
J JAcoBI-Determinante J = det(F)
U, v Verschiebungen in x- bzw. y-Richtung
dv, dV Volumenelemente (Momentan- bzw. Ausgangskonfiguration)
Y, 2 Koordinaten in einem x-y-z Koordinatensystem
' Komponente eines Vektors
T Komponente eines Tensors
my, Mo Steigungen fiir die
Mo Degradationsbeschreibung
0 Rissrichtung als reelle Nullstelle

eines quartischen Polynoms
z =tanf,  Variable des quartischen Polynoms

00 Dichte (Ausgangskonfiguration)

p Dichte (Momentankonfiguration)

m Masse

) Niveau der Schidigung (0 < 6 < 1)

19 Wellenzahl

Vektoren

ab Vektoren

a; orthonormiertes konvektives Basissystem

da, dA Flachenelemente (Momentan- bzw. Ausgangskonfiguration)
de, dX Linienelemente (Momentan- bzw. Ausgangskonfiguration)
G, G ko- bzw. kontravariante Basisvektoren (Ausgangskonfiguration)
g, g' ko- bzw. kontravariante Basisvektoren (Momentankonfiguration)
n, N Normale (Momentan- bzw. Ausgangskonfiguration)

k Volumenkraftvektor

u Verschiebungsvektor

t Spannungsvektor

vV=2a Geschwindigkeitsvektor

1 Impulsvektor

D. Drehimpulsvektor (¢ Ortsvektor)

U Vorgeschriebene Verschiebung am Verschiebungsrand

t Randlast

Av Differenzwert von Geschwindigkeitsvektoren



Matrizen und Tensoren

=

nam<cHEE

-l

HHEH
>

QQaQaqQs===H
F 3% .
— B

mm-m M- ™ O

el alalS
oo

Polynome

Geschwindigkeitsgradient

Deformationsgradient

rechter Strecktensor

linker Strecktensor

Drehtensor

rechter CAUCHY-GREEN Tensor

linker CAUCHY-GREEN Tensor

GREENscher Verzerrungstensor: E := %(FTF —-1)
ALMANSIscher Verzerrungstensor: E* = F EF~!
CAucHYscher Spannungstensor

1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor: Ty := det(F)TF
2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor:
Einheitstensor zweiter Stufe

—-T

Einheitstensor vierter Stufe

Stofftensor

Elastizitdtsmatrix

Elastizitdtsmatrix (monotropes Materialverhalten)
Elastizitdtsmatrix (orthotropes Materialverhalten)
Elastizitdtsmatrix (transversal isotropes Materialverhalten)
Elastizitdtsmatrix (isotropes Materialverhalten)
VoiGTscher Dehnungstensor

VoiGTsche Dehnungstensorrate

Verzerrungstensor

Verzerrungstensorrate

Lokalisierungstensor

instantaner Materialstofftensor

instantane Materialsteifigkeitsmatrix
Steifigkeitsmatrix des geschidigten Laminats
Nachgiebigkeitsmatrix des geschddigten Laminats

quartisches Polynom
quartisches Polynom
biquadratisches Polynom
quadratisches Polynom
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Operatoren

d(.) Differenzial
det Determinante
EW{.} Eigenwerte {.}

div, DIV Divergenz
grad , GRAD Gradient
tr Spur eines Tensors

()™ symmetrischer Anteil eines Tensors / einer Matrix
()" Transposition eines Tensors / einer Matrix
A(L) Differenzwert

X Kreuzprodukt
® Dyadisches Produkt

; Cw e ) Mfiri=j
05, 0ij KRONECKER-Symbol: §} = d;; := { 0 fiir i # j
|| E|| Norm eines Tensors: ||E|| := VE - E
Abkiirzungen

FEM Finite-Elemente-Methode
0.B.d.A. ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

CDM Kontinuums-Schidigungs-Mechanik

FM Bruchmechanik
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