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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befait sich mit harmonischen Koketten auf dem Bruhat-Tits-Gebaude
zur GL3 iiber dem rationalen Funktionenkorper Fy(7") mit dem Ziel, Ergebnisse aus der
klassischen Theorie der Modulformen auf diese Funktionen zu iibertragen.

Klassische Modulformen und Ubertragung auf den Funktionenkorperfall

Die klassische Theorie der Modulformen wurde im 19. Jahrhundert begriindet und im 20.
Jahrhundert weiterentwickelt. Insbesondere lieferte sie einen wesentlichen Beitrag zum Beweis
des letzten Satzes von Fermat, dessen Ausgangspunkt der von Frey ([Fre]) vermutete und
von Ribet ([Ri]) bewiesene Zusammenhang zur inzwischen ebenfalls bewiesenen ([BCDT])
Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung war.

Die folgende Einfithrung in die klassische Theorie der Modulformen ist an [KK], [Bu] und
insbesondere im Abschnitt zu Hecke-Operatoren und Petersson-Skalarprodukt an [Kn]
angelehnt. Der Ubergang zur adelischen Formulierung ist inhaltlich aus [Ku] entnommen.

Sei H := {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene. Die Gruppe GL2(R)* der (2 x 2)-
Matrizen mit Eintrigen aus R und positiver Determinante operiert transitiv auf H mittels

Méobiustransformationen, d. h. fiir 7 € C und (Z 2) € GLy(R)™ ist

a b 7_._aJT+b
c d) T er+d

Zu N € N definiert man die Hauptkongruenzgruppe

T(N) = {M € SLs(2) 'M = <(1) (1’> mod N}

und nennt jede Untergruppe A C SLy(Z), die eine Hauptkongruenzgruppe enthélt, Kon-
gruenzuntergruppe. Insbesondere ist also auch SLy(Z) = T'(1) eine Kongruenzuntergruppe.
Eine Funktion f: H — C heifit Modulform vom Gewicht k € Z zur Kongruenzuntergruppe

A CT(N), falls sie holomorph auf H ist, fiir alle (Ccl Z) € A und alle 7 € H der Bedingung

(2 0)7) =tr+atse (1)

geniigt und holomorph in den Spitzen ist. Als Spitzen bezeichnet man hierbei die
Aquivalenzklassen von Q U {ico} unter der mittels

<a b> ) 100, falls ¢ =0,
100 1=
c d e falls ¢ #£ 0
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fortgesetzten Aktion von A und nennt f holomorph in den Spitzen, falls fiir jede Matrix
a b

M = <c d) € SLy(Z) die Funktion (cr + d)~Ff (Z::g) bei ¢oco holomorph ist. Dies ist

gleichbedeutend dazu, daf} es zu jedem solchen M eine Reihenentwicklung

(CT+d) kf MT Za(M) 2minT /N
n=0

gibt, die fiir jedes ¢ > 0 auf {7 € H | Im(7) > ¢} absolut und gleichmé&Big konvergiert. Ist
(M)

zusétzlich oy’ = 0, so sagt man, f verschwinde in der Spitze M (ico), und eine Modulform,
die in allen Spitzen verschwindet, heifit Spitzenform.

Wenn die Matrix <Ccl Z) = (01 _01) in A liegt, erhélt man aus Gleichung (1), daf$§

f(7) = (=1)kf(7). In diesem Fall mu8 also jede Modulform von ungeradem Gewicht gleich 0
sein.

Auf dem Raum Si(A) der Spitzenformen vom Gewicht k zur Kongruenzuntergruppe A kann
man sogenannte Hecke-Operatoren definieren. Dies soll im Folgenden am in der Literatur gut
untersuchten Beispiel der Hecke-Untergruppe

A = To(N) = { (i Z) € SLs(Z)

CEOmOdN}

erlautert werden. Fir n € N sei dazu

wo={(t )

;b . .
und {(al Z>} ein vollstindiges Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von A
i€l

¢ d;
UA( >

in M(n,N), so da8} also
el

Dann ist der Hecke-Operator Tj(n) definiert durch

T () = 501 (S50 (et

GT +d;

a,b,e,d € Z, ggT(a,N) =1, c=0 mod N, ad—bc:n}

fir alle f € Sip(A) und 7 € H, und Ti(n)f liegt ebenfalls in Sk(A). Die Hecke-Operatoren
erfiillen die Eigenschaften

i) Ti(p")Tk(p) = Te(p™ 1) + p* 1Tk (p" 1) fiir alle primen p mit pt N und alle r € N,
ii) Ti(p") = (Tr(p))" fiir alle primen p mit p | N und alle r € N,

iii) Ty (m)Tk(n) = Ti(mn) fir alle teilerfremden m und n.

Die Hecke-Operatoren sind somit kommutativ.

Sei Ry ein Fundamentalbereich fiir I'o(N) in H, dann ist durch

k dmdy

e [ ey
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ein Skalarprodukt, genannt Petersson-Skalarprodukt, auf Si(A) gegeben, und es 148t sich zei-

gen, daf fiir alle n € N mit ggT(n, N) = 1 die Hecke-Operatoren Ty(n) beziiglich dieses

Skalarproduktes selbstadjungiert sind. Da die Hecke-Operatoren kommutieren, zerlegt sich

Sk(A) in eine orthogonale Summe von simultanen Eigenformen fiir diese Tj(n). In jedem Ei-
S ..

genraum gibt es eine Funktion f(7) = 3 ¢;€?™7 mit ¢; # 0, die Eigenform fiir alle Tk(n) ist.
j=1

Man kann also ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dafl f normiert ist, d. h.

daBl ¢; =1 gilt. Dann ist ¢, gleich dem Eigenwert von f unter Tj(n), die Fourierkoeffizienten

von f geniigen den Gleichungen

i) cprep = cprin + pkilcpy-fl fiir alle primen p mit p{ N und alle r € N,
ii) ¢pr = (¢p)" fiir alle primen p mit p | N und alle r € N,

ili) ¢men = Cmp fiir alle teilerfremden m und n,

o]
und die zugehorige L-Funktion L(s, f) = > C—Z besitzt eine Eulerproduktentwicklung
n=1"T
1 1
L(s, f) = H = H - h—1—2s"
Ppriml_cppsppriml_cpps+p ’
pIN pIN

die fiir Re(s) > %—i— 1 konvergiert. Die so entstehenden L-Reihen sind unter anderem deswegen
von Interesse, weil vermutet wird, daf sie identisch sind mit L-Reihen, die in anderen mathe-
matischen Kontexten definiert sind; dies ist ein Teil des sogenannten Langlands-Programms.
Beispielsweise besagt die bereits erwdhnte und im Jahr 2001 bewiesene Vermutung von
Taniyama-Shimura-Weil, dal zu jeder iiber Q definierten elliptischen Kurve eine Modul-
form existiert, so dafl die L-Reihen der elliptischen Kurve und der Modulform iibereinstimmen.

0 1

n € N die sogenannte Poincaré-Reihe Py (1) = Y. (cr+d) *e?™ M7 wohldefiniert, abso-
MeT o \A
lut gleichméBig konvergent in jedem Vertikalstreifen in H und eine Spitzenform vom Gewicht

Setzt man A = SLy(Z) und T's, = {:l: <1 n>

n € Z} C A, so ist fiir gerades £ > 4 und

o0 ..
k zur Kongruenzuntergruppe A. Fiir jede Spitzenform f € Sk(A) mit f(7) = > a;e?™7 gilt
j=1

(4(7];@;? (f; Pen) = an ([KK]), woraus insbesondere folgt, da8 { Py, | n € N} ein Erzeugenden-
system von Si(A) ist, denn liegt f im orthogonalen Komplement des Erzeugnisses der Py ,,, so
folgt au, = 0 fiir alle n € N und daher ist f selber 0. Auch fiir andere Kongruenzuntergruppen

ist es moglich, auf diese Weise ein Erzeugendensystem zu konstruieren ([P1], [P2], [P3]).

Die Gruppe GL2(R)™ operiert transitiv auf H, und der Stabilisator der imaginéiren Einheit i
ist gleich SO2(R)R*. Somit steht H vermoge

a b

GLs(R)*/SOx(R)R* — H, (C ; aitb

ci+d

> SO2(R)R* —

in Bijektion zu GLy(R)*/SO5(R)R*, weshalb man jedem f € Si(A) mittels

5, (@ Z)) = (ad — bo)/2 f <(Z Z) Z)

7
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eine Funktion auf A\GL2(R)"/SO2(R)R* zuordnen kann. Sei nun A der zu Q gehérige Adel-
ring und @Q,, die Vervollstdndigung von Q beziiglich der Stelle p. Weiter sei P die Menge der
nichtarchimedischen Stellen und Z, der Ganzheitsring von Q) fiir p € P. Zu A gibt es eine
Gruppe L C [] GL2(Zy), so daB A = GL2(Q) N GLy(R)™ L ist, betrachtet als Untergruppe
peP

von GLo(R)™ mittels Projektion auf die archimedische Stelle. Aus dem starken Approximati-
onssatz folgt, dal GL2(A) = GLa(Q)GL2(R)T L ist. Hiermit ist es moglich, eine Funktion ¢
auf GL2(A) zu definieren, indem man g € A als vgool mit v € GL2(Q), goo € GLa(R)T, 1 € L
schreibt und ¢4(g) = é7(goo)(ci + d)~* setzt. Dies ist wohldefiniert. Die Zuordnung f + ¢
liefert einen Isomorphismus zwischen Si(A) und einem Raum von Funktionen ¢ auf GLy(A),
welche neben gewissen weiteren Eigenschaften, die die archimedische Stelle betreffen und mit
dem Gewicht k verkniipft sind, insbesondere

P(vgla) = ¢(g) fiir alle v € GLa(Q), g € GLa(A), l € L, a € A™,

/ 10) <<(1) :f) g> dx =0 fiir alle g € GLo(A)

Q\A

und

erfilllen. Die zweite Bedingung ist hierbei das adelische Aquivalent zum Verschwinden in
den Spitzen. Die adelische Formulierung, die alle Stellen parallel betrachtet, erlaubt es, das
Konzept der klassischen Modulformen zu generalisieren und auf andere Korper zu iibertragen.
Insbesondere ermdglicht sie durch die Abkehr von der Fokussierung auf die archimedische
Stelle von Q eine Formulierung der Theorie fiir Funktionenkorper.

Sei beispielsweise F,[T"] der Polynomring {iber dem endlichen Korper F, in der Variablen T,
K = Fy(T) = Quot(F,[T]) der rationale Funktionenkérper, N € Fy[T] ein Polynom und
Ak der Adelring von K. Fiir eine Stelle p von K sei K, die Vervollstindigung von K bei p
mit Ganzheitsring Op und Ortsuniformisierender m,, dabei sei co die zu % korrespondierende

Stelle. Es sei weiter eine Untergruppe Lo := II Lo definiert durch Loy := GL2(0Oy),
p Stelle von K

falls 7, { N und p # oo, und Lo, = { <CCL Z

p = 00, dann ist nach [We] eine Spitzenform ¢: GLy(Ag) — C eine stetige Funktion mit den
Eigenschaften

> € GLQ(Op)‘ ¢ = 0mod 7Tp} fir mp | N oder

1) ¢(yglz) = ¢(g) fir alle v € GLo(K), g € GLo(Ak), | € Lo, z € A¥,

ii) / 0] ((é f) g) dz =0 fiir alle g € GLa2(Ak).

K\Ag

Man kann nun den umgekehrten Weg beschreiten und aus der adelischen eine lokale For-
mulierung ableiten, denn aus dem starken Approximationssatz erhélt man in diesem Fall

GLy(Ag) = GLy(K)GLy(Kso) Lo, und mit To(N) := { <CC‘ Z) S GLQ(IFq[T])‘ ¢ = 0mod N}

und T = Looo gilt GLy(KN\GLa(Ax)/LoAl = To(N)\GLy(Koo)/TooK?,, d. h. macht
man die Adelisierung durch Projektion auf G Lo(K ) riickgéngig, so erhélt man unter I'o(N)
linksinvariante komplexwertige Funktionen auf G Lo (K ) /T'so K, den gerichteten Kanten des
Bruhat-Tits-Baumes 7 zur G Ls iber K. Ein Spezialfall hiervon sind die in [Rii] betrachteten
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harmonischen Koketten. Hierbei handelt es sich um Funktionen f: GLo(Ks)/Too K% — C,
die fiir alle X € GLy(K) /T K, den Harmonizitdtsbedingungen

r(x () 5)) = ®)

> fXB) =0 (3)

BEGL2(0Oso) /T

und

geniigen, linksinvariant unter I'g(N) sind und modulo I'g(N) endlichen Triger besitzen, was
bedeutet, da8 f auf fast allen Matrizen aus I'g(IV)\GL2(K)/Toc KZ%, den Wert 0 annimmt.
Gleichung (2) besagt, daf sich der Funktionswert beim Umdrehen einer Kante um den Faktor
—1 &ndert, und (3), daf die Summe der Funktionswerte iiber alle Kanten, die in einen Knoten
hineinlaufen, 0 ergibt. Es 148t sich zeigen, dafl diese Funktionen eindeutig durch ihre Werte

auf
Tt = { (”50 "f) € GLy(Kno)

bestimmt sind und mit einem gewissen additiven Charakter 1o, : Ko — C* eine Fourierent-

wicklung
f (( )) AEFZT] FH (% Moo (M)

besitzen, bei der sich alle Fourierkoeffizienten auf solche der Gestalt f*(w
zuriickfithren lassen. Das Verschwinden des nullten Fourierkoeffizienten bei den klassischen
Spitzenformen findet hier seine Entsprechung in f*(72,0) = 0 fiir alle m € Z. Weiterhin
lassen sich auf dem Raum dieser Funktionen Hecke-Operatoren und ein Skalarprodukt analog
zum Petersson-Skalarprodukt definieren.

m € Z, u € KOO/W?OOOO}

In der Arbeit [Rii] werden in Analogie zum klassischen Fall fur 0 # p € Fy[T] Poincaré-
Reihen P, auf 7 konstruiert, welche selber harmonische Koketten sind und fiir jede harmoni-

sche Kokette f die Gleichung (f, Py) = = 4 (s deg(u +2 ) erfiillen. Wie im klassischen Fall
folgt, daf} diese Poincaré-Reihen den gesamten Raum der harmonischen Koketten erzeugen,
denn fiir eine Funktion g im orthogonalen Komplement des Erzeugnisses der P, folgt hier
g*(wggg(“ )H, ) = 0 fiir alle g # 0, und nach dem oben Erwihnten verschwinden damit al-
le Fourierkoeffizienten von g. Zur Konstruktion der P, werden zunéchst gewisse elementare
Funktionen g, definiert, die den Harmonizititsbedingungen geniigen und linksinvariant unter
(1

0 1 ) sind. Die Idee ist es nun, hieraus F((]l)(N )-invariante Funktionen zu gewinnen,

indem iiber ein Vertretersystem von ((1) FQI[T]> \ F(()l)(N ) summiert wird, d. h., rein formal,
P,(X) = Z gu(AX) zu definieren. Allerdings stellt sich die Frage nach der
(1 Fq(T )\Fu)

Konvergenz dleser Reihe. Um diesem Problem zu begegnen, werden die g, zu g, mit s € C
abgewandelt, so daf lim g, s = g, gilt, und P, (X) := > Gu,s(AX) gesetzt.
s—1 1 Fg[TT\\ (D)

Ae(y M) \re )
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird nun gezeigt, da8 die P, s fiir Re(s) > 1 absolut konver-
gieren, daf3 der Grenzwert linri P, s =: P, existiert und dafl die P, harmonische Koketten sind.
S—

Es schliefien sich die Beweise der bereits erwihnten Formel fiir (f, P,) an sowie da8 es sich bei

der Gesamtheit der P, um ein Erzeugendensystem des Raumes der harmonischen Koketten
handelt.
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Problemstellung dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Ergebnisse aus [Rii] von GLg (Ko )/I'oo K, auf den GL3-Fall
zu iibertragen. Die hierfiir in Frage kommenden Funktionen sind harmonische Koketten auf
den gerichteten 2-Simplizes des Bruhat-Tits-Gebdudes zur G L3 iiber K., welche man mit
GL3(Ko)/TKY, identifizieren kann. Dieses Geb#ude ist das hoherdimensionale Aquivalent
des Bruhat-Tits-Baumes und wurde bereits unter anderem von [Ge] untersucht; eine De-
finition der harmonischen Koketten auf den gerichteten 2-Simplizes des Gebédudes findet
sich in [Sh]. Es war nun zunéchst notwendig nachzuweisen, daf auch diese Funktionen eine
Fourierentwicklung besitzen. Anschlieend sollten analog zum Vorgehen in [Rii] Poincaré-
Reihen konstruiert und ihr Petersson-Skalarprodukt mit harmonischen Koketten ausgewertet
werden.

Aufbau und Ergebnisse der Arbeit

Vorab sei angemerkt, daB es sich hierbei um einen groben Uberblick handelt; insbesondere
werden nicht alle Bezeichnungen erklédrt. Details sind in den entsprechenden Kapiteln der
Arbeit zu finden.

Zu Beginn des ersten Kapitels werden zunéchst die wichtigsten Tatsachen das Bruhat-
Tits-Gebaude T zur GLg iiber Ko betreffend zusammengestellt. Ein wesentliches Ergebnis
ist, daf3 sich die Menge der orientierten 2-Simplizes von 7 mit GL3(K ) /T'so K identifizieren
148t und daB es in jeder Nebenklasse einen Vertreter gibt, der bis auf Spaltenvertauschungen

Tou v
von der Form [ 0 7% w | mit m,n € Z und u, v, w € K ist. Jede auf T definierte
0 0 1

Funktion 148t sich demnach als Funktion auf GL3(K)/Tsc K7, interpretieren. Damit kann
im Anschluf die Definition sogenannter harmonischer Koketten, die in [Sh] in der Sprache
der Simplizialkomplexe formuliert ist, auf Funktionen f: GL3(K)/I'sc K%, — C iibertragen
werden. Es stellt sich dabei heraus, dafl diese Funktionen dadurch charakterisiert sind, daf3

0 10
sie invariant unter Rechtsmultiplikation des Argumentes mit R=| 0 0 1] sind und die
Too 0 O
drei Summationsbedingungen
™ U v S TR e 10
f 0 7 wl||+> f 0 7% w| |1 0 0 = 0, (4)
0 0 1 €l 0 0 1 0 1
U MR v u Ty v 0 10
Fllm o w] |+> (| 0 w|[me 0 ¢ = 0,
0 0 1 €€l 0 0 1 0 01
T ou v mou v 0 10
f 0 7% w + Z f 0 7% w| |7me 0 € =0
0 0 1 e€lfy 0 0 1 0 01

erfiillen, die daraus resultieren, daf} sich die Summe iiber die Funktionswerte aller 2-Simplizes,

die eine gemeinsame Kante besitzen, zu 0 aufaddieren mufl. Insgesamt 148t sich daraus
m

S TR
ableiten, dafl es geniigt, das Verhalten von f auf Argumenten der Form 0 7% w
0 0 1

zu untersuchen. Zuletzt wird als technische Vorbereitung fiir spétere Rechnungen ein Re-

10
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priasentantensystem der Rechtsnebenklassen von

1 =y
Ta = 0 1 z||xyzelF,T)
0 01
in
a b c
r\V(N):={ M=(d e f|eGEF,T))|d g h=0modN, det(M)=1
g h i
a b c
berechnet. Es stellt sich heraus, daB die Aquivalenzklasse von M = |d e f| € F[()l)(N )
g h i

modulo I'a einerseits unabhéngig von der obersten Zeile ist, andererseits aber alle Matrizen
derselben Aquivalenzklasse dieselbe unterste Zeile besitzen. Bei fester unterster Zeile (g h z)
kann man die Eintrége der zweiten Zeile (d e f) in Abhéngigkeit von g, h, ¢ sowie von zwei
teilerfremden Polynomen «, 8 € F,[T] mittels

(Byo + Bal Bzg+ Bal —aA)
beschreiben, wobei A, B, a, zg,yo € Fq[T] Polynome sind, die nur von g, h und i abhéngen.
Kapitel 2 ist der Untersuchung allgemeiner Eigenschaften I'g(NV)-invarianter harmonischer

Koketten GL3(Ks)/T'ooK: — C gewidmet. Dabei werden zunéchst solche Koketten, die

modulo T'y(V) endlichen Triger besitzen, betrachtet. Wie bereits erwéhnt, ist eine harmo-
m

TR u v
nische Kokette bereits durch ihre Werte auf Matrizen der Form | 0 77, w | eindeutig
0 0 1

bestimmt. Es wird gezeigt, dal man fiir den Tréger solcher Funktionen Schranken fiir m und
n in Abhéngigkeit vom Grad von N angeben kann. Genauer gesagt wird bewiesen, daf3

Toe U U
f 0 7% w =0firm<1,n<-—m—6deg(N)+4 oder n > 2m + 3deg(N) — 2.
0 0 1

Der Beweis dieser Aussage benutzt unter anderem die als eigenstéindiges Resultat interessan-
te Aussage, welche sich durch explizite Angabe eines entsprechenden Reduktionsalgorithmus
ergibt, daf ein vollsténdiges Représentantensystem fiir GL3(IF¢[T])\GL3(K)/Too(R) K7, ge-
geben ist durch

e 0 0 0 7«2 0
0 7% O]JlmmneNundm>n>1,U T 0 O)/mneNundm>n2>1
0 0 1 0 0 1
Jede I'a-invariante Funktion f: GL3(Kx)/T oK% — C kann bei festem M = (WSO 7:2 ) als

Funktion auf der kompakten abelschen Gruppe (K /F4[T])? aufgefaBt werden, indem man

T U T
fM: (KOO/FQ[TDz _>C7 (:Bay) ’_>f 0 ﬂgo Y
0 0 1

11
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setzt. Basierend hierauf und nach Zusammenstellung einiger grundlegender Tatsachen zur
Fourieranalysis auf kompakten abelschen Gruppen wird nachgewiesen, dal f in Abhéngigkeit
von M und einem additiven Charakter 1/, in eine Fourierreihe

TR U T my
Ao = y)]= % f*<(80 7Tﬂ),,\j,i) Yoo (A0 + p0)
0 0 1 A\ u€lR,[T) &0

entwickelt werden kann, und daf} sich die Fourierkoeffizienten als endliche Summen {iber Funk-
tionswerte von f ausdriicken lassen. Die vorher bereitgestellten Ergebnisse iiber den Triger
von f lassen sich daher dazu benutzen, um das Verschwinden gewisser Fourierkoeffizienten

m
I <(7r80 7:2 > A, M) in Abhingigkeit vom Grad von N zu charakterisieren: Es gilt

o0

fr <(7l'6>o 7:7‘1 ) ,)\,M> =0 fiir alle m <1, n < —m—6deg(N)+4 oder n > 2m+3 deg(N)—2.

Im Anschluff an diese Uberlegungen wird bewiesen, daf8 sich die Harmonizitit einer T'g(V)-
invarianten Funktion f iiber Eigenschaften ihrer Fourierkoeffizienten ausdriicken 1&8t, ndmlich
mittels

m+1 m
2 rx Too UT 0 Too u
m ,)\, 3 fall‘ o0 )\ Z 2)
r <(7r(<)>o 7::‘> ’)\7”> =1 ! << 0 7r7§o+1> M> o <( & < 0 77?0))

0 sonst,
(F1)
und
m—+1 m
(TR q > f* oo U o JA ], falls v (ATZ) > 2,
f 0 n ) )‘7 m| = e€ly, 0 ﬂ'go
7TOO
0 sonst.
(F2)

Aufgrund der Invarianz von f unter I'g(N) erfiillen die Fourierkoeffizienten auferdem

N TR u . T w4 yml B .
f ((0 Wn),%,u>—f ((0 o >,)\,u 'M) fir alle v € F,[T7. (IV)

e} o0

Umgekehrt ist es moglich, aus einer Familie ( fhr, )HM)M,/\,M € C gegebener Koeffizienten, die

den Eigenschaften (F1), (F2) sowie (IV) geniigen, durch Summation iiber A\, u € Fy[T]
u T v

und geeignete Fortsetzung auf Matrizen der Form |72 0
0 0

w | eine harmonische I'a-
1
invariante Funktion zu konstruieren.

Dies wird in Kapitel 3 dazu benutzt, zunéchst zwei I'a-invariante harmonische Koketten F, ,
und Gy ), zu definieren. Beispielsweise ist F{, ,) gegeben durch

TG u v 1 v 0\ /72 wu v
Fooll 0 =% w]|= > fow||0 1 0){0 =2 w]],
0o 0 1 YEF,[T) 0 0 1 0o 0 1
u am 7l u Tt v 0 10
oW T 0w == Z Fouw e 0 w| |7 0 € ,
0 0 1 eel, 0 0 0 01
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Einleitung

wobei
(T ¢, fallsve () [ D)) 22,
f 0 o A, H = 0 T
= 0 sonst,
U v oy
f(,\,u) 0 7% w = f* << 80 o > ,)\,M) Yoo (AU + pw).
0 0 1 oo

Wie in [Rii] ist das Ziel, aus diesen Funktionen durch Summation iiber I'a\I'o(N) Funktionen
zu generieren, die unter der ganzen Gruppe I'g(IV) invariant sind, weshalb in Imitation der
Vorgehensweise zunéchst konvergenzerzeugende Faktoren hinzugefiigt und damit fiir s € C
Funktionen F{y ,) s und Gg s definiert werden. Z. B. ist F{y ;) ; definiert durch

u g2, fallsve [0 ) [T Y )] 22,
o SA ) = 0 7

0 sonst,

o
*
VN
/—:1\
cg3

S
83
<

)
( O Trgo) 7)‘7:U’> ¢OO(>‘,U +/MU),

oy
= Z fouw),

=

>

=

w
/N =

o O

IS Og:lz
—_ e

T v 1 v 0 TR U v
Fon,s 0 75 w 010 0 7% w
0 0 1 YEF(T] 0 01 0 0 1
und
u Tt v u aml oo 0 10
Faws | |7 0 w]]:=~- Z Fows | (™ 0 w] |7 0 €
0 0 1 e€F, 0 0 1 0 01

Fiir s = 1 erhélt man aus F{y ) s bzw. Gy x ;s die urspriinglichen Funktionen F{, ;) und Gg
zuriick. Durch Summation iiber diese modifizierten Funktionen werden die Reihen

T u v U v
Fonm.s 0 75 w = Z Fops|Al 0 75 w
0 0 1 AEFA\F(()D(N) 0 0 1
und
T u v Tou v
Faposis 0 75 w = Z Garps Al 0 7w w
0 0 1 0 0 1

AeTA\TSY (V)

mit s € C definiert. Es folgt der Nachweis, daf§ diese fiir hinreichend groflen Realteil von s
absolut konvergieren und quasi-harmonisch sind, d. h. im Falle der Konvergenz bei s = 1
harmonische Funktionen darstellen. Beispielsweise geniigt J? Au),s €iner Bedingung

f(~)\,,u),s (X) + Z ‘](EA,,U,),S (XXa) = (1 - q2728) : Z F(/\,,u),s(AX)—’_
e€lfy A|AXeS

Y Fows(AX)+ D Fous(AXQM)+ > Fiu(AXQM)|,
AJAXESR? AJAXESQ AJAXESQR
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Einleitung

welche im Grenzfall s — 1 in die Harmonizitdtsbedingung (4) iibergeht.

In Kapitel 4 wird das Petersson-Skalarprodukt auf dem Raum der harmonischen Koketten de-
finiert und untersucht, welche Riickschliisse man iiber das Skalarprodukt einer harmonischen
Kokette mit einer der Funktionen J? ap),1 und T Ll auf ihre Fourierkoeffizienten ziehen kann.

Es zeigt sich hierbei, da8 fiir jede harmonische Fél) (N)-invariante Kokette f das Skalarprodukt
(f,ifomn) = lirq(f, fiap),s) unabhingig von der Konvergenz von lirri Fa),s existiert und im
s— s—

ﬂ_deg()\)—&—2 _ Hﬂn
Wesentlichen eine Summe iiber die Fourierkoeffizienten f* > /\n LA | st
0 T

Den Abschluf} der Arbeit bildet die Betrachtung von Hecke-Operatoren, die adelisch eingefiihrt
und auf die co-Komponente G L3(K ) projiziert werden. Anschlielend werden die Fourierko-
effizienten der Hecke-Transformierten von Funktionen I'g(N)\G L3 (K ) /Tso K, — C berech-

net.

Es stellte sich im Verlaufe der Bearbeitung heraus, da der Ubergang von GLy zu GL3 die
Berechnungen erheblich verkomplizierte, so dafi die im Vorfeld gesteckten Ziele nicht alle
erreicht werden konnten; insbesondere die Konvergenz der explizit konstruierten Reihen
J?&u),s und (}a,)\%s bei s = 1 konnte nicht abschlieBend behandelt werden, jedoch konnte
gezeigt werden, dafl im Falle der Konvergenz die Funktionen J? au),1 und (}07 Al harmonisch
sind. Weiterhin konnte gezeigt werden, dafl fiir jede harmonische Kokette f der Grenzwert
limg 1 (f, J?ML)’Q existiert und eine endliche Summe gewisser Fourierkoeffizienten von f ist.
Auflerdem ist es gelungen, den Triger harmonischer Koketten im Falle von dessen Endlichkeit
genauer zu beschreiben.
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Ich danke Prof. Dr. Hans-Georg Riick fiir die Betreuung dieser Arbeit, viele erhellende Ge-
spriche und seine Geduld.

Weiterhin bedanke ich mich bei Bjorn Fehling, der einen groflien Teil des Manuskriptes Kor-
rektur gelesen hat.

Zudem danke ich Doérthe Janssen und Thomas Lange fiir ihre stete Diskussionsbereitschaft
und ihre fachliche sowie personliche Unterstiitzung.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlegende Notationen

In dieser Arbeit seien mit N := {z € Z | z > 0} die natiirlichen Zahlen exklusive der 0
bezeichnet. Soll die 0 mit eingeschlossen sein, wird die Notation Ny := N U {0} benutzt.

Es sei p eine Primzahl, ¢ = p™ fiir eine natiirliche Zahl n und F, der endliche Kérper mit
q Elementen. Weiter sei F,[T] der Polynomring iiber F; in der Variablen T" und deg(f) der
Grad eines Polynoms f € F,[T'], wobei deg(0) = —oo und die iiblichen Konventionen fiir das
Rechnen mit co gelten sollen. Sei

K :=TF,(T)

der Quotientenkérper von Fy[T]. Auf K ist durch

vao: K — ZU oo, v (f): deg(g) — deg(f), falls f € F[T1], g € Fy[T] \ {0},
- ) e falls f = 0, g € F[T)\ {0)

eine Bewertung gegeben und durch

|| s K = RY,

f' o q*’voo(f/g), falls f € FQ[TL g S FQ[T] \ {0}7
gl 0, falls f =0, g € F,[T]\ {0}

ein (notwendigerweise nichtarchimedischer) Betrag, beziiglich dessen man K vervollstdndigen

kann. Setzt man 1

T?

so ist die resultierende Komplettierung der Laurentreihenring

Moo 1=

Ko = K ((770)) -
Der zu v korrespondierende Bewertungsring ist der Potenzreihenring
Ooo = Fy[[To0]]
mit maximalem Ideal 75, Os, 80 dafl 75, eine normierte Ortsuniformisierende ist.
Fir m € Z, am,am+1,... € Fg mit ap, # 0 und ks = io: a;ml, € Koo gilt voo (ko) = m;

=m

15



Kapitel 1 Grundlagen

insbesondere ist v (¢) = 0 fiir alle € € IFy.

Fiir einen Ring R sei

G(R) = GL3(R)

die Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen mit Eintragen in 8. Im Rahmen dieser Arbeit
werden dabei besonders die Ringe F,[T], K und O eine Rolle spielen.

Fiir die im n#chsten Abschnitt folgende Beschreibung des Bruhat-Tits-Gebdudes werden die
Matrizen

0 10 0 7t 0
R=|0 01],Q:=[1 0 0|ecGK)
o 0 0 0 0 1

sowie drei Untergruppen von G(Os) bendtigt, ndmlich die sogenannte erste Standard-
Parahorigruppe

Pr:={g = (9ij) € G(Ox) | 931,932 € TocOc0 }

die sogenannte zweite Standard-Parahorigruppe
Py :={g = (9ij) € G(O) | 921,931 € TocOc0 }
und die sogenannte Standard-Iwahorigruppe
' :={9 = (9ij) € G(Ox) | gij € TocOxo fiir alle 1 < j < i < 3}.

Die Matrizen

e 10 10
Xe=|1 00|, Z.:=|m0 0 €] €eG(Kx) (e€TFy)
0 01 0 01

werden bei der Beschreibung der Harmonizitit von Funktionen eine Rolle spielen. Bei der
spiteren Betrachtung von Fourierentwicklungen wird sich die Untergruppe

1
INEES 0 z,y,z € F[T] p € G(F,[T])
0

[
— N

als niitzlich erweisen.
Im weiteren Verlauf der Arbeit sei

N e Fo[TT\ {0}
ein Polynom, zu dem die Untergruppen

Lo(N) = {g="(9i) € GF4T)) | g;j =0 mod N fiir alle 1 < j < i <3} C G(F,[T)),
TSV(N) = {g€To(N)|det(g) = 1} C G(F,[T])

definiert seien.
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Unterkapitel 1.2 Das Bruhat-Tits-Gebéude

1.2 Das Bruhat-Tits-Gebiude

Die folgende Charakterisierung des Bruhat-Tits-Gebédudes lehnt sich an die Darstellung in
[Sh] und [Ge] an.

Es sei V' ein dreidimensionaler K.-Vektorraum. Ein Oy-Modul L = 610 + 530 + b304
heifit ein Gitter in V', wenn (by, b, b3) eine Vektorraumbasis von V bildet. Zwei V-Gitter L, L’
heiflen dquivalent, wenn es ein A\ € K’ gibt mit L = AL’. Die Aquivalenzklasse von L werde
mit [L] bezeichnet.

Das Bruhat-Tits-Gebdude T zu G iiber K, ist ein Simplizialkomplex, dessen Ecken aus den
Gitterklassen [L] der Gitter L in V' bestehen. Die ¢-Simplizes T, 0 < t < 2, bestehen aus
(t + 1)-Tupeln

{[L()], [Ll], eey [Lt]}, WObei LO 2 L1 2 . 2 Lt 2 7TOOL0.

Aufgrund des Elementarteilersatzes kann man fiir jeden 2-Simplex s = {[Lo], [L1], [L2]} eine
Basis (b1, be, b3) von Ly so wihlen, dafl

Lo = (b1,b2,b3)0.., L1 = (b1,b2, "cb3)0.., L2 = (b1, Tocb2, Tscb3)0... -

Ist t <l und gilt 7 C o fiir 7 € Tz, 0 € T}, so nennt man 7 eine Seite von ¢ und schreibt
T<o0.

Gilt Lo 2 L1 2 Lo 2 ... 2 Ly 2 mlg, soist auch Ly D Lo D ... 2 Ly D 7wl 2 Tool.
Mochte man einen Anfangspunkt [Lg| des t-Simplex {[Lo], [L1], . . ., [L¢]} auszeichnen, schreibt
man daher o = ([Lo], [L1], ..., [L:]) als geordnetes (t+ 1)-Tupel und nennt o einen gerichteten
t-Simplex. Es sei 7; die Menge der gerichteten t-Simplizes.

Sei nun eine geordnete Basis (e, ez, e3) von V fest gew#hlt, dann seien
Coo = [(e1, €2, €3)0..], Co1 = [(e1, €2, Tx€3)0.. ], Coz2 = [(€1, Too€2, Too€3) O]
die Standardknoten oder Standardecken,
Cro = {Coo, Co1}, C11 = {Co1, Co2}, C12 = {Co2, Coo}

die Standardkanten und
Coy = {Coo, Co1, Coz}

der Standard-2-Simplex.
Die durch g[L] = [gL] gegebene Operation von GL(V') auf 7y erhélt die Inklusion von Gittern
und 148t sich daher durch

9([Lol; [Lal - - [Le]) = (lgLol, [gLal, - - [9L4])

auf ganz T fortsetzen. Die Gruppe GL(V') operiert jeweils transitiv auf den Knoten, Kanten
und 2-Simplizes von T .

Man kann nun (eq, eg, e3) mit der Standardbasis des K32, identifizieren und somit auch GL(V)
mit G(K), d. h. insbesondere jede geordnete Basis (b1, b2,b3) von V mit der zugehérigen
Basiswechselmatrix. Im Folgenden wird daher zwischen einer geordneten Basis und ihrer zu-
gehorigen Matrix nicht unterschieden.

Wegen der Transitivitdt der Operation von GL(V') auf T, t = 0,1, 2, gilt:

e Zu jedem Knoten [L] € Ty gibt es ein g € G(K ), so daB gCpp = [L], und der Stabilisator
von Cyp in G(K) ist G(Ox) K. Identifiziert man [L] mit g, so erhilt man folglich
eine 1-zu-1-Korrespondenz

To ¢ G(Kwo)/G(Ooo) K2

17



Kapitel 1 Grundlagen

e Zu jeder Kante k = {[Lo],[L1]} € Ti gibt es ein g € G(K), so dai gCip = k, und
der Stabilisator von Cg in G(K) ist P K . Identifiziert man k mit g, so erhilt man
folglich eine 1-zu-1-Korrespondenz

Ti +— G(Kx)/PIK,.

Fiir die Menge der gerichteten Kanten Ti gibt es keine solche Beschreibung, da es keine
Matrix in G(K ) gibt, welche die Endpunkte einer Kante vertauscht.

e Sei Oy = (Coo, Co1, Co2) € 75 der geordnete Standard-2-Simplex, dann gibt es zu jedem
geordneten 2-Simplex 8 = ([Lo], [L1], [L2]) € T3 ein g € G(Kw), so daB gCs = §, und
der Stabilisator von Cy in G(Ko) ist Too K. Identifiziert man § mit g, so erhilt man
folglich eine 1-zu-1-Korrespondenz

Tz +— G(Koo) /Too K.
Der Stabilisator des ungeordneten 2-Simplex Cy ist I'no (RY K, so daBl
To — G(Kx)/Too(RYK,.

Es sollen nun Vertreter fiir die ungerichteten Kanten und die gerichteten sowie ungerichteten
2-Simplizes von T angegeben werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird immer wieder auf
die im folgenden Satz angegebenen Mengen als kanonische Vertreter zuriickgegriffen werden.

Satz 1.2.1 Ses

TR U v
S = 0 7% wl||mneZ, u,ve€ Ko/T000, w € Koo/ Oxo ¢
0 0 1
dann gilt
G(Kw)/TooK: =

SToK* U SQT KX U SQR*T K U SR*T K’ U SQRT K’ U SRT K~

Bezeichnet man fiir eine Menge M C G(K) mit Vs ein vollstindiges Reprisentantensystem
von M T'w K}, so gilt

Vg =5,
u Ty v
Vsq = a0 w||mn€Zu€ Ko/ 00,0 € Koo/T™ Ono,w € Koo /T One
0 0
™ v u
Vsore = 0 w 7% ||mn€Z,uv€ Ko/T"Ou0,w € Koo /T 00 ¢,
0 1 0
u v Ty
Vsr2 = T 0 ||mn€Z,uve Ko/T" MO, w € Koo /7" 00 ¢
0 1 0
voou TR
VsQr = w w0 m,n € Z,u,v € Koo /T Op, w EKOO/WQOHOOO ,
1 0 0
v U
Vsr = w 0 7% | |{mn€Z,vE Ko/T" MO, tt € Koo /T Ono,w € Koo /T O
1 0 0

18
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Unterkapitel 1.2 Das Bruhat-Tits-Gebéude

und
VS U VSQ U VSQRQ U VSRQ U VSQR U VSR

ist ein vollstindiges Reprisentantensystem von G(Kso)/T'oo K.

a b c
Beweis Sei M = |d e f]| € G(K).
g h i

1. Falls v0(1) < V00(9), Vo0 (1) < Voo (h) und veo(€i — fh) < voo(di — fg), liegen

1 0 O 1 0 0
di—f

0 1h 0] und —esz,’; 1 0

-4 -7 1 0 01

in 'y, so daf

1 0 0 1 00 et—fh 7 ¢
M=M{0 1 o]|-%f 10|=| o <t g
-4 b 0 01 0 0

Da vs(i) < weo(g) insbesondere i # 0 bedingt, kann man die erhaltene Ma-

i(ei—fh 7 i
trix durch ¢ dividieren und erhlt 0 eifh I |. Rechtsmultiplikation mit
7 (2
0 0 1
i(ei—fh) voo(det(M))—veo (i(ei—fh))
ZdeeZt(M) Moo O . 0
0 ,ithﬁggo(“_f h)=2vec(i) () | € T ergibt schlieBlich
er—
0 0 1
ﬂ_ggo (det(M))—voo (i(ei—fh)) ln';]cc};b Wgooo (ei—fh)—2vs0(7) c
er— 7
0 ioe (= Fh)=2ve (3) { . Da man diese Matrix noch
0 0 1

durch Rechtsmultiplikation mit € I'c abéndern kann, ist M zu genau einer

S O =
[
— N

der Matrizen aus Vg dquivalent.

2. Falls v (%) < v00(9), Voo(i) < Voo (h) und veo(di — fg) < voo(ei — fh), gilt

i—fh — det(M)
L0 0y 1 =Gy O AR =0l
M=M({0 1 0)Jlo 1 ofit=[dge "o [],
7 7
-4 -1/ \o 0o 1 0 0 1
und nach Normierung von dil._gf 9 und Z.((i;;%g) sowie gegebenenfalls Abénderung um eine

Matrix aus ', wie im vorherigen Fall sieht man, dafi M &quivalent zu einer Matrix aus

VSQ ist.
3. Falls v (h) < V00(9), Voo(h) < v50(1) und ve(ei — fh) < voo(dh — eg), ist
det(M b h—bi
100 1 00 h(ii(—ff):,) e
M=M|-%2 1 —; 0 1 0lp't= 0 e fh—ei
h h dh—eg A 2 )
0 0 1 " fh—ei 0 1 0 1 0

und daher M #quivalent zu einer Matrix aus Vggpe-
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4. Falls v (h) < 150(9), Voo(h) < Vs0(i) und veo(dh — eg) < voo(ei — fh), ist

h—ei h—bg b  det(M)

19 0 Oi L0 _C]lch_:; . N h(dh—eg)
M=M{-§ 1 —4]{01 0 |h =[de ¢ g
00 1/\0o0 1 0o 1 0

Somit ist M &quivalent zu einer Matrix aus Vgp2.

5. Falls v (9) < voo(h), Voo(9) < Voo(i) und veo(dh — eg) < voo(di — fg), erhélt man

bg—ah det(M)

h A a
L=y 10 f(g)_di . g g, 9(dh—cg)
M=M{o 1 0 ]|0 1 —Z=5]g =2 <« 0
0 0 1 0 0 1 1 0 0

und folglich ist M &quivalent zu einer Matrix aus Vsgr.

6. Falls v0(9) < voo(h), vo0(9) < Voo(2) und veo(di — fg) < voo(dh — eg), ergibt sich

h 3 a det(M) cg—ai
1 g _é 1 0 0 g 9(fg—di) g%
M=M10 1 0 0 1 0 gil =14d 0 fg—le ,
—dh 9 g
0 0 1 0 — %_di 1 1 0 0

weshalb M zu einer Matrix aus Vggr dquivalent ist.

Da die Falle disjunkt sind und alle Moglichkeiten auftauchen, ergibt sich die Aussage des
Satzes. O

Die Matrix R 1483t unorientierte 2-Simplizes fest, vertauscht bei den orientierten 2-Simplizes

1 00 010
aber zyklisch die Anfangspunkte. Wegen R3 =7, [0 1 0] und [1 0 0| € P, folgt:
0 01 0 01

Satz 1.2.2 Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.2.1 gilt: Durch Vs U Vsq ist ein vollstindiges
Reprisentantensystem von G(Ks)/Too(R)KZ, gegeben. Als Reprisentantensystem  fir
G(Koo)/PLK3, erhilt man Vs U Vsgpz U Vsge2.

Zusammenfassend ergibt sich:

e Zu jeder ungerichteten Kante aus 7 gibt es eine Matrix aus S U SQR? U SR2.

e Zu jedem gerichteten 2-Simplex aus 7 gibt es eine Matrix aus S USQ USQR?*USR?U
SQRU SR.

e Zu jedem ungerichteten 2-Simplex aus 7 gibt es eine Matrix aus S U SQ.

Geht man zu den in Satz 1.2.1 gegebenen vollstindigen Représentantensystemen iiber, so
konnen die entsprechenden Objekte jeweils eindeutig mit einer Matrix aus G(K ) identifiziert
werden.
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Im weiteren Verlauf der Arbeit wird oft der Fall auftreten, dafl eine Matrix

A TR
X=10 7 w
0 0 1
von links mit einer Matrix
a b c
A=1[d e f
g h 1
multipliziert wird und das Resultat
a b c Tou v aml}
d e f 0 72 w|=|dn
g h 1 0 0 1 gl

€ G(Koo)/Too K5,

€ I'o(N)

auw+brl, av+bw+c
du+erl, dv+ew+ f| =D
gu+ hrl gu+hw+1

auf Standardform modulo I'co K%, gebracht werden soll. Daher wird eine Charakterisierung
der hierbei auftretenden Félle an dieser Stelle noch einmal explizit festgehalten.

Satz 1.2.3 Seien A, D und X wie vor und D;; die Determinante der Matriz, die aus D

durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Es bezeichne

G(Kx)/TooKZ,, dann gilt:

1. Fir

° ’Uoo(g’l) + hw + ’L) < voo<g7r<r>no)7
° voo(gv + hw + Z) < voo(gu + hﬂ'go%
® U (D11) < Voo (D12)

=«
»n—

Aquivalenz in

erhalt man
amhy  au+bry,  av+bw +c
drnyy du+eny, dv+ew+ f| =
gt gu+hr'y g+ hw+i
mAn—veo(D11)—voo (gu+hw+i) Doy _veo(D11)—2v00(gu+hw+i)  avtbw+c
oo Du Moo gu+hw—+i
0 Vo0 (D11)=2v00 (quthw-+i) dvotew+f
& gu+hw+i
0 0 1
2. Fir
U (972) < Voo(gu + hll),

%) <
® Uoo(gT2) < Voo(gv + hw + 1),
o Uo(D12) < Voo(D13)

erhalt man

aﬂ'oné au + b??&
dn'  du+ en
g2 gu+ hrll

a NV (D12)+deg(9) Dao

g S D12

d

: 0

1 0

21

—2m+voo (D12)+2 deg(g)
Too

av +bw + ¢
dv+ew+ f
gu+ hw+1

—2m+vee (D12)+2 deg(g)
Too
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ﬂn—voo(Du)—l-deg(g)-&-l Doy 7T—2m+voo(D12)+2 deg(g)+1 ¢
8] D2 co g
0 o 2metves (Di2) +2deg(g)+1 g R.
0 0 1
3. Fir
n m
® Uoo(gu + h7iy) < voo(9ml),
o Uoo(gu + hrll) < voo(gv + hw + 1),
® Uoo(D13) < voo(D11)
erhdlt man
arl au+brl av+bw+c
dnl du+enl dv+ew+ f| =
gl gu+hrl guv+hw+1
Dag ., Voo(D13)—2vco (quthrl,)  autbdrl, MAn—v00 (D13) —Voo (guthml)
Dys oo guthmy, 7o
Voo (D13)—2v00 (quthn) du+en? 0 =
Moo gu+hml
0 1 0
MAN—Voo (D13) —Voo (qU+hTE)+1 Doy _Voo(D13)—2veo(guthml,)  autbrl
" D i) N A
Voo (D13) — 2000 (qu+hmly du+enl R*.
0 Too gut+hml
0 0 1
4. Fiir
® Uoo(gv + hw +1) < Voo (gTR),
o Uso(gv + hw 4 i) < voo(gu + h7ll),
® Uoo(D12) < Voo(D11)
erhdlt man
arll au+brl, av+bw+c
drl du+enl dv+ew+f|=
gl gu+ hrl, gv+hw+i
Das Voo (D12)—2ves (gu+hw+i) N+M—voo (D12)—Voo (gv+hw+i)  gutbwc
D12 Moo Moo gu+hw—+i
Voo (D12) —2V00 (gv+hw1) 0 dvtew+f | =
Moo gu+hw—+1
0 0 1
N+m—voo(D12)—Voo (gu+hw+i)+1 Doy Voo (D12) =200 (gu+hw+i)  qutbwtc
Too D12 Too gu+hw—+i
0 Voo (D12) —2v00 (gut+hw+1) dv+ew+ f
Moo gu+hw-+i
0 0 1

5. Fir

o U0 (9m2) < voo(gu + hl),
o Uoo(9mR) < voo(gv + hw + 1),

® Uso(D13) < Voo(D12)
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erhdlt man
arl au+brl av+bw+c
drl du+ernl dv+ew+f| =
gl gu+hrl g+ hw+1

o0

a  Dyy _—2m+vee(Dis)+2deg(g) _n—veo(Dis)+deg(q)
g Dis T oo
d —2m~+voo (D13)+2 deg(g) 0 =
g Troo
1 0 0
n—voo(D13)+deg(9)+2 Dy —2mtveo(Di3)+2deg(g)+1 o
T oo D3 " Too 5
0 7T0—02m+voo(D13)+2deg(g)+1 g QR.
0 0 1

6. Fir

o Uso(gu + hrll) < veo(gm2),
o Uso(gu+ hrly) < voo(gv + hw + 1),
o Uoo(D11) < Voo(D13)

erhdlt man
arll au+brl av+bw+c
drll du+erl dvt+ew+ f| =
gl gu+ hrl, gv+ hw+i

o

7_‘_m—&—n—voo (D11)—voo(guthml,)  autbnl, Doy U (D11)—2v00 (gu+hnly)
00 gu+hm, D11 o0

duter? Voo (D11)—2vo00 (guthmy,) =
0 guthml, Moo N
0 1 0
ﬂ_m—i—n—voo (D11)—voo (guthmd,)+1 Doy ﬂ_voo(Du)—Qvoo (gu+htl)+1  autbr?
[SS) D11 © guthml,
0 Voo (D11) = 2000 (guthms)+1 duteri, | QR
Too gu+hmly
0 0 1

Beweis Man erhilt die angegebenen Resultate durch Rechnungen analog zum Beweis von
Satz 1.2.1. N

1.3 Harmonische Koketten

Die folgende Definition ist in Analogie zu [Sh], S. 15. Dort wird sie fiir allgemeines ¢ € N
getroffen, der hier interessante Fall ist der Spezialfall ¢t = 2.

Definition 1.3.1 FEine Abbildung p: T3 = C heifst harmonische Kokette, wenn sie den fol-
genden Bedingungen gentigt:

(A) Sei ([Lo), [L1], [La]) € T3, dann gilt ¢(([Lo], [L1], [L2])) = ¢ (([L1], [La], [Lo]))-
(B) Sei o = ([Lo),[L1]) € T1 und sei

B=B(0)={0'€Tz|o<0, oundo’ haben denselben Anfangspunkt },

> wle’)=0.

o'eB

dann ist
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Es soll nun untersucht werden, welche dquivalenten Bedingungen sich ergeben, wenn man die
unter Benutzung der 1-zu-1-Korrespondenz 73 < G(K)/To K%, zu ¢ korrespondierende
Funktion f: G(Ku)/T'swK: — C betrachtet.

Aus Bedingung (A) folgt unmittelbar, dal ¢ invariant ist unter zyklischer Vertauschung
der Anfangspunkte eines 2-Simplex und man daher ¢ als Funktion auf den unorientierten
2-Simplizes T anstatt auf 722 ansehen kann.

Ist ¢ € G(Ku)/TooK2, die zum orientierten 2-Simplex ([Lo], [L1],[L2]) korrespondierende
Matrix, so korrespondiert gR zu ([Li],[L2],[Lo]), d. h. Rechtsmultiplikation mit R ent-
spricht dem zyklischen Vertauschen der Anfangspunkte des zugehorigen 2-Simplex. Somit
ist f invariant unter Rechtsmultiplikation des Arguments mit R und kann als Funktion
f: G(Kx)/T'so(R)K}, — C angesehen werden.

Damit reduziert sich die Bedingung (B) auf
(B') Sei o ={[Lo),[L1]} € T1 und sei B’ =B'(c) ={o' € Ta | 0 < o’ }, dann ist

> w(e’) =0,

oley’!

d. h. die Summe der Funktionswerte aller 2-Simplizes, die eine gemeinsame Kante besitzen,
muf} 0 sein.

Betrachtet man f anstelle von ¢, wie kann man dann die Bedingung (B’) ausdriicken?

Sei dazu o = {[Lo], [L1]} € T1 eine Kante, dann findet man Vertretergitter Lo, L1 mit

Lo/L1 = (O /TeoOs0)” fiir ein v € {1,2}.

Falls o = 2, 5018t L1 /Moo Lo = Oco/TooOoo- Wegen o = {[Lo], [L1]} = {[mocLo], [L1]} kann man
daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit & = 1 annehmen. Dann existiert eine geordnete
Basis (b1, ba,b3) von Lg, so dafl L1 = (b1, b2, Toob3)o,,. Um alle 2-Simplizes mit Kante o
anzugeben, mufl man alle Gitter Ly mit Lo 2 L1 2 Lo 2 m Ly bestimmen.

Da Ly := (c1,c2,¢3)0,, ein Untergitter von L; ist mit L1/La = On/TooOno, existiert nach
dem Elementarteilersatz eine obere Dreiecksmatrix g mit Eintrégen in Oy und det(g) = 7,
so dal Lig = Lo, also (b1,b2, Teob3)g = (c1,c2,c3). Die Matrix ¢ ist auflerdem nur modulo
G(Os) bestimmt, da Rechtsmultiplikation von (b1, b2, Toobs)g = (c1, 2, ¢3) mit einer Matrix
aus G(Ox ) nur einen Basiswechsel im O-Gitter Ly bewirkt. Deswegen kann man

10 0 1 0 0 Too € O
g € 01 0 U 0 e e|le€ly U 0 1 0]|ed€el,
0 0 7 0 0 1 0 01

annehmen.
Weiterhin hat man die Bedingung, dafl moo Lo = (Toob1, Toob2, Toob3)o
Lo sein soll. Da

ein Untergitter von

]

1 0 O
(b1,b2,Toob3) [0 1 0 | = (b1, b2, w2 b3)
0 0

Too

und
Toobs & (b1, b2, T2b3) 0.,
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kommt die erste Matrix nicht in Betracht. Fiir die Matrizen mit 7., an zweiter Stelle der
Hauptdiagonalen ergibt sich

1 0 O
(01,02, Tob3) | 0 oo € | = (b1, Toob2, €ba + Toob3).
0O 0 1

Die Vektoren moob; und msoby sind offensichtlich im Erzeugnis enthalten. Gilt dies auch fiir
Toob3 7 Angenommen, moob3 ist eine Oy-Linearkombination von by, moobs und ebg +moobs, dann
gibt es o, § und v € O, so daf

aby + Bracby + y(ebg + Toob3) = Taobz  bzw. by + (BT + 7€)b2 + YToobs = Toobs,
woraus
a=0,BTe+7E=0,7v=1

folgt. Die Beziehung Bn. + ¢ = 0 kann wegen € € F, und 8 € Oy nur fiir e = 8 = 0 erfiillt
werden.
SchlieBlich ist

Too € O
(bl,bg,ﬂ'oobg) 0 1 0 = (ﬂ'oobl,Ebl + b2,(5()1 + Woobg).
0 01

Offensichtlich ist b1 im Erzeugnis enthalten. Weiterhin gilt fiir «, 8, v € O, daf
QT sob1 —|—6(5b1—|—b2)+fy(5b1 —|—7Toobg) = Woobg bzw. (Oé?Too —I—ﬂe—l—’yé)bl —|—Bb2 —I—’y?Toobg = Woobg,

woraus
vy=1,6=0,anm,+06=0

folgt. Wegen o € O und ¢ € IF; muf} also 6 = a = 0 sein. Unter Benutzung der Beziehung
0 = 0 ist auBlerdem

QToob1 + ,3(5[)1 + bg) + ’y((sbl + 71'0053) = Tooba  bzw. (omoo -+ 56)[)1 + Bby + YTeobs = Toobo,

d. h.
v=0,8="7, @ =—c.

Too € 0
Es gilt also mooLo € (b1,b2, moob3) | 0 1 0| fiir jedes € € Fy.
0 01
Man erhélt also, dafl Rechtsmultiplikation von L mit
1 0 0 Too € 0
g€ 0 7o O U 0 1 0])|leel,
0 0 1 0 01

zu einem Gitter Lo fithrt, welches der Bedingung Lo 2 L1 2 Lo D mLg geniigt, und man
erkennt unschwer, daf§ die resultierenden ¢ + 1 Untergitter untereinander nicht gleich sind.
Es existieren also zu gegebener Kante kK = {Lg, L1} genau g + 1 verschiedene 2-Simplizes,
welche alle die Kante k enthalten.

Hat man nun zu gegebener Kante {[Lg] = [{b1,b2,b3)0..], [L1] = [(b1,b2, Tocb3)0. |} einen
2-Simplex s = {[Lo], [L1], [L2]} gefunden, was ist dann sein Reprisentant in G(K)/T K% 7
Es wird s reprisentiert durch die Klasse der Matrix g € G(K), fiir welche

9C2 = {9Co0, gCo1, 9Co2} = {[Lo], [L1], [L2]}
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gilt. Ist Lo = (b1, Toob2, Toob3) 0., , SO kann man offensichtlich g = (b1, be, b3) wihlen.
Wenn Ly = (moob1, b1 + b2, moobs)o., , S0 kann man g = (c1, ¢a, ¢3) := (eby + ba, by, bg) wihlen,
denn aus

(bla b27 b3)

S = 0

1 0
0 0| = (b1,b2,b3)X. = (c1,c2,¢3)
0 1

N——_———
€G(0O)

und

(b1, b2, Toob3)

o~ o

1 0
0 0] = (b1,bo, moob3)Xe = (1,2, TooC3)
0 1
—_———
€G(0o0)

ersieht man, dafl (c1, c2, c3) bzw. (c1, c2, Tooc3) Basen von Lg respektive L; sind, da Rechtsmul-
tiplikation mit einer Matrix aus G(Ox) nur einem Basiswechsel des O-Gitters entspricht.
Die Menge der 2-Simplizes mit Kante k = {[(b1, b2, b3)0..], [(b1, b2, Tecb3)0.. |} ist also gegeben
durch

{ (bl, ba, b3)X€FQo<R>K;o‘ oS Fq} U {(bl, ba, bg)FOO<R>K;O} .

Zusammenfassend erhalt man

(B") Sei k = {[L],[L']} eine Kante mit Reprisentant g € G(Ko)/P1KZ,, dann gilt fiir die
Nebenklasse g € G(Koo)/Too K

fl9)+ > fgxo) =0

eelfy

Wie in Satz 1.2.2 erwéhnt, ist ein vollstédndiges Reprisentantensystem der Kanten gegeben
durch

Tou v
0 7% w||mn€Zuve Ku/TROx,w€ Koo/ Ooo p U
0 0 1
m™oovu
0 w 7% |mn€ZuveE Ko/TT O, € Koo /T 100 p U
0 1 0
u v TR
w0 || mn€Zu,v € Koo /T O, w € Koo /7™ Ono
0 1 O

Konkret ergeben sich somit fiir f folgende Harmonizitdtsbedingungen:

S TR emiy +u wH oo
f 0 7 w| |+ f T 0 w||= o0,
0 0 1 ccF, 0 0
TROv U emiy +v wE o wu
f 0 w aL ||+ f w 0 72| |= o,
0 1 0 ceF, 1 0 0
v v TR eu+ v u T
fllr w o +Y e 4w 7 0 = 0,
0 1 0 ceF, 1 0 0
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jeweils mit den entsprechenden Werten fiir m, n, u, v, w.

Unter Benutzung der Invarianz von f unter Rechtsmultiplikation des Argumentes mit der
Matrix R motiviert dies die folgende

Definition 1.3.2 Eine Funktion f : G(Kx)/Too(R)K}, — C heifit harmonische Kokette,
wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt:

Toe U U EMoe +u m v
Fllo = w]|+> f " 0 wl||=o, (HB1)
0 0 1 e€F, 0 0 1
u TR oty er™ 4w
Fllmn 0 w]|+> f 0 7 w =0, (HB2)
0o 0 1 e€F, 0 0 1
T ou v UToo Toy €U+
FlLo = w]|+D | 0 enltw]|=0. (HB3)
0 0 1 e€F, 0 0 1

Oft wird auch die folgende Notation der Harmonizitatsbedingungen benutzt werden.

Bemerkung 1.3.3 Die obigen Harmonizititsbedingungen lassen sich schreiben als

™ U v T U v

Fllo = w]|+D> {0 = w]X.|=0, (HB1)
0 0 1 €F, 0 0 1
U Ty v U TR v

Fllmm o w] |+> fl[=n 0 w]z]=0 (HB2)
0 0 1 c€F, 0 0 1
T U v ™ou v

f 0 7 wl||+> f 0 7% w|Z | =0 (HB3)
0 0 1 c€F, 0 0 1

1.4 Reprisentantensystem von FA\F(()D(N )

In der Definition gewisser spéiter auftauchender Funktionen wird von einer Summation
iiber den Quotienten FA\F(()I)(N ) Gebrauch gemacht. Daher soll nun ein vollstindiges
Reprisentantensystem von FA\F(()I)(N ) berechnet werden.

Zunéchst soll untersucht werden, wann zwei Matrizen aus F(()l)(N ) in FA\I‘[()U(N ) dquivalent
sind.

a b ¢ a b ¢
Satz 1.4.1 Fiir zwei Matrizen A= |d e f|, A=|d é f EF((]I)(N) gilt A€ ThAA
g h i g h i
genay dann, wenn
(CZ € f) € (d e f)—l—Fq[T] (g h z), 1.1
(G h i) = (g h i). (1.2)
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a b c a b c
Beweis Seien z € Fy[T)und A= |d e f|, A= |d+zg e+zh f+zi| € Fél)(]\f),
g h i g h 1
dann ist det(A) = det(A) = 1 und daher
AAT =
1 a(ch — bi) 4 b(ai — cg) + &(bg — ah) a(bf — ce) + b(cd — af) + é(ae — bd)
0 1 z SIVN
0 0 1
also A € TpA.
a b ¢ . 1 =z y
Seiennun A= |d e f| € F(()l)(N) und A € TAA, dann gibt eseiny= [0 1 z| €T
g h i 00 1
. . at+zxd+yg b+ze+yh c+af+yi
mit A = A, also ist A = d+ zg e+ zh f+zi , d. h. (1.1) und (1.2)
g h i
sind erfiillt.
U
Korollar 1.4.2 Seien
. d e f d el |d f| le f|\ _
R := {(g L Z) € My 3(Fy[T)) |d, g, h € NF,[T], ggT <‘g L ,‘ Al > —1}
und
1
T\ = { (0 i’) z€ qu}.
Die Abbildung
a b c i e f
p: TA\TSV(N) = TA\R, Ta-(d e f|—Th- <g . Z>
g h 1

st eine Bijektion.

Um ein vollstédndiges Reprisentantensystem von I‘A\Fél)(N ) zu bestimmen, geniigt es da-
her, ein vollsténdiges Représentantensystem fiir Iy \R anzugeben. Das Ziel ist es, die
Aquivalenzklassen Ty - (;l Z
Offensichtlich ist hierfiir N | g, N | h und ggT(g, h,7) = 1 notwendig.
Seien daher g, h € NF,[T] mit

]:> in Abhéngigkeit von g, h,i € F4[T] zu parametrisieren.

ggT(g,h) =:a (1.3)
und zg, yo € Fy[T] mit
gro — hyo = a. (1.4)
Weiterhin seien ¢ € F,[T] mit
ggT(g,h,i) =1 (1.5)
und A, B € F,[T] so gewihlt, daf
Aa+ Bi = Axog — Ayoh + Bi = 1. (1.6)
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Definiert man zu d, e, f € F,[T] die Unterdeterminanten

e f _|d f _|d e
x= |y Z_,y.—'g Z_,z.—‘g o
so gilt
g h 1
gr — hy + iz = det d e f =0.
g h 1

Um alle moglichen Unterdeterminanten aufzufinden, sollen daher zunéchst alle Losungen der
Gleichung

gr —hy+iz=0 (1.7)

bestimmt werden. Eine Basis des Losungsraums erhélt man wie folgt:

Sei zunéchst (g, h) # (0,0), also a # 0 angenommen.

Ist z = 0, so ist (1.7) dquivalent zu gz — hy = 0 bzw. Iz = %y. Da ¢ und % teilerfremd
sind, folgt ¢ | y. Ein solches y mit minimalem Grad ist ¢, und man erhélt z = %. Der erste

Basisvektor des Losungsraums ist daher

Fiir z # 0 kann man Gleichung (1.7) umformen zu a (4z — %y) = —iz und a | z folgern, da ¢
und a wegen (1.3) und (1.5) teilerfremd sind. Ein solches z mit minimalem Grad ist z = —a,
und Einsetzen fithrt auf i = 22 — %y Wegen (1.4) kann man = = izg und y = iyp wihlen und
erhélt als zweiten Basisvektor

w = (izg, iy, —a).

Damit ist

(o | ap e Bofrl) = { (@} + diso.a? + fim. ~sa)

a,B € ]Fq[T]} (1.8)

der Losungsraum der Gleichung gz — hy + iz = 0. Damit x, y, z als Unterdeterminanten einer
Matrix aus R in Frage kommen, mufl ggT(z,y, z) = 1 gelten, d. h. es sind nur solche Losungen
av+pw relevant, deren Koordinaten teilerfremd sind. Hierfiir ist die Teilerfremdheit von o und
B offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch hinreichend: Sei ggT(«, 3) = 1, dann existieren
k,l € Fy[T] mit koo + 15 = 1. Mit xg,yo aus (1.4) und A, B aus (1.6) erhélt man

(—kyo n Bzg) <aZ + 5z'xo> n (kxo - BlZ) (a% + Biyo) + (—Al)(—Ba) =

h
(ka + BIpi) (g:vo — y0> +Alfa=ka+18(Aa+ Bi) =1,
a a ——
=1 =1
weshalb die Koordinaten von av + Sw teilerfremd sein miissen.
Zu einer festen Losung (z,y,2) = av + fw = (a% + Bizg, a% + Biyo, —,Ba) mit teilerfremden
«, B berechnen sich alle zugehorigen d, e, f so daf3

e f
hoi

T = s

_|a 7
77gz

_|d e
=l n
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wie folgt:
Es soll z = —fa = dh — eg, also f = e? — d% gelten. Wegen (1.4) ist 3 = 8 (zo2 — yO%) und
es ergibt sich

(NS

(Bro — e)a = (Byo — d)%-

Wegen ggT(Z,2) =1 gilt £ | (Byo — d), d. h. es existiert ein k € Fy[T] mit Byo — d = k<,

a

und fiir g # 0 folgt fzg — e = k% Fiir ¢ = 0 erhélt man dasselbe Ergebnis, indem man die
Rechnung mit % | (Bzp — e) beginnt, denn nach Voraussetzung verschwinden nicht sowohl g
als auch h. Es ergibt sich also

h
d=fyo— k%, e=fro— kT mit k € F,[T].
Durch Einsetzen in p
y=di—fg=a_+PBiy
ergibt sich
(80— k2) i~ fg = o + Biys,

a a
d. h. .

f=——(a+ib)

falls g # 0. Fiir g = 0 setzt man analog in die Gleichung
h
m:ei—fh:aa—i-ﬁmo

ein und kommt zum selben Ergebnis. Aufgrund von f € [Fy[T] erhélt man also die Bedingung
a+ik € aF,[T]. In jedem Falle rechnet man nach, dafl die so gefundenen d, e, f die letzte
verbleibende Gleichung fiir x bzw. y erfiillen. Zusammenfassend erhélt man

(dye, f) = <By0 — k%,ﬂwo — k%, —%(OH- zk)) fir o + ik € alF[T7.

Tatséchlich fallen die verschiedenen Méglichkeiten fiir d, e, f aber in I, \R alle zusammen, da
dort der Vektor (d, e, f) nur modulo (g, h, i) bestimmt ist. Dies rechnet man wie folgt nach:
Seien k,l € Fy[T] mit a + ik € aF,[T], a + il € aF,[T], dann liegt auch die Differenz i(k — )
in aF,[T] und wegen ggT(i,a) = 1 ist dies dquivalent zu k — [ € alF4[T]. Andererseits gilt

Q _a+ik
a?

ﬁ _a+il
a7

(930~ K2 520 ) & (6m— 12 a0 -1 )+ Bl (0.1

genau dann, wenn

(=02 =02 =01 ) € RT]- (0000

was wegen ggT(a,7) = 1 genau dann der Fall ist, wenn k—[ € alF,[T]. Wahlt man beispielsweise
k = —Ba, was wegen « + ik = a(1 —iB) = aAa (vgl. (1.6)) zuléissig ist, so erhédlt man den
Vertreter

(dye, f) = <,6’y0 + Ba%,ﬁxo + Ba%, —aA> . (1.9)

Es bleibt noch der Fall (g, h) = (0,0) bzw. a = 0 zu betrachten.
Wegen (1.5) mufl dann i € F; gelten, und fiir die Unterdeterminanten ergibt sich

d f
g 1

d e
g h

= = di, = ei.

)

e f
hoi
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Da die Unterdeterminanten teilerfremd sein sollen, erhélt man die Bedingung ggT(di, ei) = 1
und hieraus, wegen i € Fy, ggT(d,e) = 1. Fiir f gibt es keine einschriinkenden Bedingungen.

! / /
Zwei Matrizen (d © f) , <d © f> sind genau dann &quivalent in Iy, R, wenn es ein

0 0 i 0 0 ¢
/ / /
z € Fy[T] gibt mit <g 8 {) = ((1] i) <Cé 60 {,), also wenn d = d', e = €/, i = i’ und

f = [’ +iz. Hieraus sieht man, daf} ein vollstéindiges Repriisentantensystem fiir diese Art von
Matrizen gegeben ist durch

d e 0 ) * -
{(0 0 i)’d,equ[T],zqu,ggT(d,e)—l}.

Setzt man hier

g:zl,
a

(und B =i~ wegen Aa+ Bi = 1), so lift sich {(d,e,0) | d, e € Fy[T], ggT(d,e) = 1} in der
Form von (1.9) und die Menge der moglichen Unterdeterminanten

e f _‘df

h
E:zO,xozzl,yO::O,A::()

T = ) )

hl_gz

_|d e
Z_gh

in der Form von (1.8) mit teilerfremden «, 5 schreiben, so dafl man beide Félle auf einen
zuriickfithren kann.

Bei den gefundenen Losungen fiir (d, e, f) gilt in beiden Féllen, dafl nicht notwendigerweise
die Bedingung N | d fiir die Matrizen aus R erfiillt ist. Dies mufl man noch zusétzlich fordern.
Es gilt somit

A\R =
g,h € NF,[T],
] A, B, xg Yo € F [T]
+ Bal Bxg+ Bal —aA i, B, 4, B, zo, ats b
FIA (ﬂyo g a 5 0 h e i ) S M2,3(Fq[T]) ggT(Q? h) = a, ggT(ga ha Z) = ]-a

xog — Yyoh = a, Aa+ Bi =1,
ggT(a,ﬁ) = 17N | (,By[) + BO[%)
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Kapitel 2

['g(N)-invariante harmonische
Koketten

In diesem Kapitel sei f: G(Ko)/T'o(R)K: — C eine I'g(N)-invariante harmonische Ko-
kette*, so dafl man f in naheliegender Weise als Funktion auf I'o(N)\G(K)/Tec(R) K2,
auffassen kann. In den Abschnitten 2.1 und 2.2 sei zusétzlich vorausgesetzt, dal f endlichen
Triiger modulo To(N) besitzt, d. h. daB f(X) = 0 fiir fast alle X € T'o(N)\G(Kx)/Too KX
gilt.

2.1 Aussagen iiber endliche Triger harmonischer Koketten

Die zwei zentralen Aussagen betreffend den Triager von f, die den Kern des Unterkapitels
bilden, sind Satz 2.1.5 und Satz 2.1.23, ndmlich daf

T U v
f 0 72 w =0firm <1,
0 0 1
U TR W
f e 0w =0 firm <0
0 0 1
sowie
T U v
f 0 7 =0 fiir n < —m — 6deg(N) + 4 oder n > 2m + 3deg(N) — 2,
0 0 1
U T v
f T, 0 w =0 fir n < —m — 6deg(N) + 3 oder n > 2m + 3 deg(N).
0 0 1

Der Beweis dieser Aussagen bendtigt jeweils einiges an technischer Vorarbeit.

*In einigen Beweisen wird der Buchstabe f als Eintrag einer Matrix aus z. B. T'g(IV) verwendet werden. Die
Bedeutung von f wird aber immer aus dem Kontext ersichtlich sein.
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Lemma 2.1.1 Seien m, n € Z mit m < 0, n > m sowie y € Ko, dann sind die Matrizen

T 0 0 T 0 0
0 7% y| und [ O 7 y
0 0 1 0 0 1

genau dann dquivalent in To(N)\G(K) /T K2, , wenn m = m.

oo 7

e 0 0 e 0 0
Beweis Gelte | 0 7% y) =| 0 72 y| inTo(N)\G(Kx)/T'swKZ, dann existieren
0 0 1 0 0 1
a b c a B v
d e fleloN), [0 ¢ (] €l und k€ K} mit
g h 1 n 0
a b c e 0 0 e 0 0 a B v
d e f 0 72 y|l=10 7% vy 6 ¢ ( |k,
g h i 0 0 1 0 0 1 n 0
also
arll brl, by+c aml Bl YT
drl ernly ey+ f| = o +ny enly +0y (n +w |k
gl hwl hy+i 7 0 L

FEin Vergleich der Bewertungen der Determinante von rechter und linker Seite liefert

m+n=m+n+ 3vs(k),

also ist
m =m + 3vs (k). (2.1)
a B v
Weil | § e (| € ', miissen «, € und ¢ in O} liegen, da sonst die Determinante durch
n 0

Too teilbar wire. Somit ist v () = 0. Aufgrund von an’ll = anlk mufl a # 0 sein, und es
gilt
Voo (@) + M = Voo (@) + M + Voo (k).

Unter Benutzung von (2.1) folgt hieraus

Voo(@) = =205 (k), (2.2)

und somit also v (k) > 0.

Wegen m < 0 und g € Fy[T] ist gn} € F,[T]. Andererseits ist nach Definition von I's und
wegen Uso (k) > 0 aber nk € moOso, so dafl aus gnlt = nk direkt g = n = 0 folgt. Somit gilt
drl = onlL k und daher

Voo (d) + M = V5 (9) + 1 + voo (k).

Wire d # 0, so miifite auch ¢ # 0 sein. Da § € 75Oy nach Definition von I', und ferner
n > m nach Voraussetzung, folgte hieraus

—1 > v50(d) —v0(6) =n — m+ v (k) >0,
—— e — Y~

<0 >1 >0 >0
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was einen Widerspruch darstellt. Also mufl d = § = 0 sein.

a b ¢ a b c
Die Determinante von (d e f] = (0 e f] istgleich a-(ei— fh) und liegt in Fy, somit
g h i 0 h i

ist
0 = veo(a) + vao(ei — fh),

woraus wegen Vs (a) < 0 und ve(ei — fh) < 0 folgt, daB voo(a) = 0. Aus (2.2) ergibt sich nun
Voo (k) = 0 und daraus, eingesetzt in (2.1), m = m wie behauptet. O

Lemma 2.1.2 Seien m, n € Z mit m, n <0, u € Ko undl € Ng. Die Matrizen

T u 0 W?o_l uwo_ol 0
0 7% 0| wnd [ 0 7%t 0
0 0 1 0 0 1

sind genau dann dquivalent in To(N)\G(Kx)/T oo K2, wenn 1 = 0.

e u 0 o=t unl 0
Beweis Angenommen, | 0 772 0] = 0 a%t 0 in To(N\G(Kw)/Too K%,
0 0 1 0 0 1
a b ¢ a B v
dann gibtes |d e f] €To(N), [0 e (| €T'sx und k € K mit
g h i n 0
a b c T uw 0 7t url 0 a B v
d e f 0 7% ofl=( 0o 7% 0] |86 e C|k,
g h 1 0 0 1 0 0 1 n 0
d. h.
arll au+brl, c armt 4 gury! Brm Tl 4 euny! Arml 4 Cun]
drl} du+erl, f| = St ent ¢rt k.
gl gu+hrml, i n 6 L

Die Bewertung der Determinante der linken Seite ist gleich m + n, die der rechten Seite

m+n — 2l 4+ 3v(k), woraus
3
= ivoo(k) (2.3)
folgt und daher vy (k) > 0 wegen der Voraussetzung [ > 0. Wegen m < 0 ist einerseits
g € F,[T], andererseits gilt aber g} = nk € ToOoo, da 1 € TooOs und veo(k) > 0. Also
mufl g =n = 0 sein, und gu + hrly, = 0k vereinfacht sich zu

hrl = Ok.
Aufgrund von hrly, € Fo[T] und 0k € mooOx gilt daher h =6 = 0.
a b c
Da die Determinante von | d e f | in Fy liegt, mufl auch ¢ € F; sein wegen g = h = 0.
g h 1
a B v
Analog erhilt man iiber Betrachtung der Determinante von | 6 & (| undausn =60 =0
n 0

die Bedingung ¢ € O}, . Ein Koeffizientenvergleich liefert ¢ = ¢tk und daher

0 = Vo0 (%) = Voo (tk) = Voo (),
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so daf} die Behauptung aus (2.3) folgt.

Lemma 2.1.3 Seien m,n€Z mitn>m—1, m <1 und u,v,w € Ky, dann ist

™

83
<
<

T, w =0.
1

o O
ja)

f 0 7% w =
0 0 1
1 0 en@t—o_ T U v— +vug 1 0 —m"vg
f 0 1 0 0 72 w 0 1 0
00 1 0 0 1 0 0 1
€lo(N) €l
am oy erml
f 0 7 w
0 0 1
und daher
Tou v am oy erml
FLLO e w) =Y f{[0 &% w |
0 0 1 c€F, 0 0 1
woraus sich mit der Harmonizitdtsbedingung (HB2) die Gleichheit
™ u v u T2t 0
f 0 72 w =—q'f T 0 w
0 0 1 0 0 1
ergibt. Da n > m — 1, ist en™ 17" € F,[T] fiir jedes € € F, und daher
u 7m7t o0 1 exm-1t=m 0 u 777t o0
f T 0 w =f 0 1 0 T 0 w
0 0 1 0 0 1 0 0 1
u+erm ™l gm=l pepm-i-n
f T 0 w
0 0 1

Schreibt man wer™ 17" als w_ + wy mit w_ € Fy[T] und w; € TooOno, ergibt sich

m—1 m—1 m—1-n
U+ ey TS WET S
f T 0 w =
0 0 1
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1 0 —w_ u+emyy o w_ +wy 10 0
f 01 0 T 0 w 0 1 —wyml™ =
00 1 0 0 1 00 1
EFQ(N) €l
u+erml o=l o0
f TS 0 w]],
0 0 1
also ist
u 7mto0 u+erml gm=l o0
Fl e 0 w))=a'> f ud 0wl |,

0 0 1 c€F, 0 0 1

u 7mho0 an=t oy 0
—q ' f T 0w =q*f 0 7% w
0 0 1 0 0 1

T U v k0
f 0 7% w =g %f 0 T, W
0 0 1 0 0 1

=k w0 =k w0 1 —ur ™k 0
f 0 75 w =f 0 72 w 0 1 0 =
0 0 1 0 0 1 0 0 1
k00
Ao
0 0 1
k0 0 =t 0 0
Da nach Lemma 2.1.1 die Matrizen 0 o w | und 0 7 w] in
0 0 1 0 0 1

Fo(N)\G(K) /T K2, genau dann gleich sind, wenn k = [, und f modulo I'g(NN) endlichen
Trager besitzt, gibt es ein kg € N mit kg > m — v (u), so dal

am=ko 40 am=ko 0 0
f 0 Toe W =f 0 T w =0.
0 0 1 0 0 1
Daher ist
TTou v am=ko 0 0
f 0 7% w =g 2oy 0 T = 0.
0 0 1 0 0 1
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Lemma 2.1.4 Fiir u, v, w € Koo und m,n € Z mit m, n <1 st
(o]
f 0 72 w =0.
0

Beweis Schreibt man w = w_ + w4 mit w_ € Fy[T], wy € mxOoo, s0 ist

T U v 10 O T v 1 0 0
f 0 7% w =f 0 1 —w_ 0 7% w-+wst 0 1 —7m J'wy =
0 0 1 00 1 0 0 1 0 0 1
TR ou —uwim ) +v
f 0 7 0
0 O 1

Mit —wwyn * +v =v_ + vy, v_ € Fy[T], vy € mooOoo, erhélt man weiterhin

m
e U V- F+Ug

f 0 7 0 =
0

0 1
1 0 —v_ T U U— 4+ U4 1 0 —7J"vy
f 01 0 0 nl 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
e u 0
f 0 72 0
0 0 1

Ferner kann man durch Rechtsmultiplikation mit einer Matrix aus I's, den Eintrag v modulo

T2 O reduzieren, also erreichen, da8 w € F,[T]. Wie zu Anfang des Beweises des vorherigen
Lemmas gezeigt wurde, gilt

1

n 0 u 7wt 0
f 0 % 0] |=—¢'f[[% O 0
0 0 1 0 0 1

fiir alle m < 1. Wegen n3! = T und u € F,[T] ist auBerdem, fiir alle ¢ € F,

u Ty 0 1 0 euryt u 7m0
fll= o o]]l=f[|01 et ||xn O oOf|=
0 0 1 0 0 1 0 0 1
€lo(N)
u Tt eun )
f T 0 ery! ,
0 0 1
und mit der Harmonizitidtsbedingung (HB3) folgt
u 7%t 0 u Tt eun )
f T 0 0 =q! Z f T 0 eryt =
0 0 1 eelfy 0 0 1
=l w0
- q_lf 0 ﬂ-goil 0 )
0 0 1
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so dal man insgesamt

T U v ol a0
Lo = =2 0wt oo
0 0 1 0 0 1
erhiélt. Iteriert man dies, ergibt sich
TR U v =k ur ko0
f 0 7% w =g %*f 0 nnk
0 0 1 0 0 1

fir alle K € N. Geméfl Lemma 2.1.2 gibt es unendlich viele dieser k, so daf} die zugehorigen
Matrizen auf der rechten Seite nicht gleich sind in I'o(N)\G(K)/T'oc K. Aus dem endlichen

=k un ko0
oo [e.9]
Trager modulo I'g(IV) von f folgt, daB f fiir hinreichend grofles k auf 0 k0
0 0 1
verschwindet. Damit erh&lt man
T u v
f 0 72 w =0
0o 0 1

0

Aus Lemma 2.1.3, Lemma 2.1.4 und der Harmonizitatsbedingung (HB2) folgt nun unmittel-
bar die erste wichtige Aussage iiber den Triger von f.

T ou v U MR W
Satz 2.1.5 Seien X = 0 7% w]|,Y=|[7L 0 w]| elo(N\G(Kx)/T'wo(R)KZ,
0 0 1 0 0 1

dann ist f(X) = 0, fallsm <1, und f(Y') =0, falls m <0.

Auch fiir die zweite Hauptaussage sind umfangreichere technische Vorbereitungen erforderlich.

1 00

Lemma 2.1.6 Sei vy € G(F,[T]) und M = |z 1 0] € I'o(N), dann gibt es eine Matriz
y z 1

Y0 € Lo(NN) mit oy = yM.

Beweis Sei

Cc
’y:

Q Q. Q
C S~

b
e
h 1

dann ergeben sich die Unterdiagonaleintrige von yM~~1 = (Fij)1<i,j<3 2u

= gy (I ei)(ex+ fu) + F(fg = di)2),
Y31 = det(7) ((=fh+ei)(hx +iy) —i(—fg + di)z),
Y32 = ((ch — bi)(hx + iy) + i(—cg + ai)z)

det(y)
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und sind somit durch N teilbar, da z,y,z € NF,[T] wegen M € I'g(N). Hieraus folgt offen-
sichtlich yM~~! € To(N) und daher die Behauptung. O

Fiir € € Fy sei an die Bezeichnungen

e 10

X, = 1 0 0] € G(Kw),
0 01
0 10

Ze = Too 0 €| € G(Ky)
0 01

erinnert.

Lemma 2.1.7 Fir alle v € G(Fy[T]), m € Z mit m > deg(N) und alle € € Fy,n € Z gilt

0 77 0 amtl 0 en? 0 77 0
yl7h 0 0] =v 0 = 0 =v|7% 0 0] Z
0 0 1 0 0o 1 0 0 1

in FO(N)\G(KOO)/FOO<R>K* :

Beweis Wegen 7! = T und m > deg(N) ist NrdesM)=m oip Polynom in NF,[T] vom Grad

m .
m und besitzt daher eine Darstellung nggg(N)fm = > /1" mit go,...,gm-1 € Fy, gm € F.
i=0
Aufgrund von ¢ € Fy liegt
1 00
0 10
—agimni?g(m‘m 0 1
in I'p(N). Aus uw(—wlmwggg(N)) =0 und
N degvy - 1 m1 my g
oo +1= (gm + Gm—1Too + ... + 1T~ + gome) + 1 =
Im 9m
gmfl gl m—1 gO m
— s co— — =T € Moo O
9m > 9m * 9m o o
ersieht man, daf
1 0 0
0 € 1 el
N _deg(N) N __deg(N)
0 T o0 +1 el
Somit ist
1 0 0\ /amtl 0 ex?
0 1 0 0 L 0 =
N o 1)\ o 0 1
1 0 0 0 erl w2 0 10
0 10 w0 0 0 0 1]=
Mmoo 1) \o 1 0) \me 00
m ~—_——
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0 emyy o
o 0 0 R=
N _deg(N) N__deg(N)
0 _gi o] +1 eg o]
0 7«2 0 1 0 0
e, 0 0 0 € 1 R
0 0 1) \0 —Xase®™ 1 - N ggestV)
und daher
1 0 0\ /zmtl o eqm
0 1 0 0 n 0 =
v Too
N __deg(N)—m
Tegm "X 0 1 0 0 1
0 72 0 1 0 0
yl{7 0 0 0 € 1 R
N _deg(N) N__deg(N)
0 0 1 0 — T +1 — -7
Nach Lemma 2.1.6 existiert ein vy € I'o(/N) mit
1 00
y 0 LU=
mlmnoig( =g
Damit gilt
amtl 0 en®
Yyl 0 7w 0 | =
0 0 1
1 0 0 amtl 0 er?
0 10 0 n 0 | =
Y Too
N ___deg(N)—m
2 oo 0 1 0 0 1
0 77 0 1 0 0
yl7 0 O 0 € 1 R,
N _deg(N) N__deg(N)
ot 0 e 0 77 0
weshalb ~y 0 7% 0 | =972 0 0| inTo(N)\G(Kx)/To(R)KZ . O
0 0 1 0 0 1

e 0 0 0 =% 0 e 0 0
Yyl 0 a2 0=~ 0 exi|=~0 7% 0] Z
0 0 1 o 0 1 0 0 1

in To(N)\G(Koo) /Too (R) KT, .

Beweis Wie im Beweis von Lemma 2.1.7 folgt aus n > deg(N), da8 N3N ein Po-
n .
lynom in NF,[T] vom Grad n ist und daher eine Darstellung N pdes(N)=n > ¢/ T" mit

e
1=0
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9os - - - 9gn—1 € Fg, gn € Fy besitzt. Somit ist fiir alle € € F auch _%ngg(N)—n ein Polynom
in NF,[T] vom Grad n. Weiter folgt v (%ngg(f\/)) =0 und
N deg() gn—1 9 _no1 90
——T +1=- Moo — oo — —T " — =7 € Mo Oso,s
gn =~ In > gn In = o
worats man
1 0 0 0 72 0
0 1 0 7Tg0+1 0 el | =
0 — gl 0 0 1
1 0 0 T 0 0 0 1 0
0 1 0 0 er? 7% 0 0 1=
0 a1 \o 1 0/ \me 00
n N———
=R
an 0 0
0 emy, T R=
0 7gﬂn7rg§g(N) +1 7%7@?(1\0
o0 0\ (1 0 0
0o a2 o]0 e 1 R
0 0 1) \0 —HalE™ g Nageel

erhilt. Mit Lemma 2.1.6 folgt hieraus die Behauptung analog zum Beweis von Lemma 2.1.7.
O

Lemma 2.1.9 Fir alle v € G(Fy[T]), m,n € Z mit m —n > deg(N) und alle ¢ € F}, gilt

e 0 0 emy w0 e 0 0
vyl 0 7% O)l=~7% O O]=~4|0 n% O] X,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

in To(N)\G(Koo) /Too (R) KT, .

Beweis Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 2.1.7 unter Benutzung von

m—n .
Nﬂggg(N)Jrn_m = > gT" € NF,[T], _Egi:f_nﬁggg(]\f) € 0%, _griv—nﬁggg(]v) 1 € MO0
i=0
sowie
1 0 0\ [er™ 77 0
om0 o) =
0 0 1 0 0 1
000 < Lo O
Al e e
0 0 1 0 0 1
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Lemma 2.1.10 Seien Z, Z € G(Ks) 2wei Matrizen mit Z = Z mod U'wo(R)K?*, . Fiir jede
Funktion ¢: G(Ks)/Teo(R)KY, — C gilt

Y 8(22) = ¢(ZZ)

e€lfy eclFq

sowte

Y o(ZX) =Y d(ZXo),

e€lfy ecly

d. h. der Wert der Summe ist unabhdngig von der Wahl des Vertreters der Nebenklasse von
Z in G(Ks) /T K%, .

0
1
0

= o0 O

1
Beweis Zunichst sei angemerkt, dal Z.R?7r ! = [ 0
0

a b c
Es gilt Py/Too = {Z.R*1 T | € € F}U{l}: Sei H = (d e f| €P.Fallsh € 1O,
g h i
soist H € ', also HI', = 'y bzw. H liegt in der Nebenklasse der Einheitsmatrix. Sei daher
angenommen, dafl i ¢ TocOx, d. h. h € O} . Dann ist voo($) > 1, weshalb H in derselben
Klasse liegt wie

h—b h—bi
a b oc 19 0 Oz Zhﬁeg b ;hliezi
d e f ~h 1 ~ 7 = n g e 7
g h i 0 0 1 0O h 0

Wegen d, g € mooOxo liegt dh — eg in 5O, und da OF > det(H) = a(ei — fh) mod 7oOxo,
ist et — fh € OF,, so dafl H auch dquivalent ist zur Matrix

ah;bg b ch; bi 1 0 0 (ijtf(fh) % ch; bi
dh;eg e fh;ei 0 h—l 0ol = 0 e fh—ei
_ R R
0O h 0 ~4= 0 1 0 1 0

Da ‘ifi(?;) € Of,, kann man die erste Spalte durch (1,0, 0)7 ersetzen, ohne die Aquivalenzklasse

zu dndern, und weiter dquivalent umformen mittels

b ch—bi b h—bi
N Y S Ve
e — o e _
oo |01 0O =10 % %
0 1 0 0 0 1 0 1 0
Wegen @ € OF ist diese Matrix dquivalent zu
1 0 0
0 7 1
0 1
o0 .
Sei £ = ) a;my, mit ag, a, ... € Fy, so kann man weiter umformen zu
i=0
1 00 1 0 0 1 0 0
0 7 1 0 1 0]=1(0 a 1],
0 1 0 0 ap—7 1 0 1 0
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d. h. es gibt ein ag = ¢ € F, mit H = Z.R?n7!, wie behauptet. Ferner gilt offensichtlich
Z.R*n ! # ZsR*mn! fiir ¢ # 6. Nach Voraussetzung gibt es ein v € I'o, und ein k € K7
mit Z = Z~k. Linksmultiplikation der Nebenklassen von P, /T, mit - ist transitiv und bildet
die Teilmenge der Vertreter {Z.R*r ! | ¢ € F,} in sich selber ab. Da ¢ rechtsinvariant unter

o (R)KZ, ist, gilt
S 0(Z2) =Y $(ZykZRPat) = 3 o(Z(vZRP*3))) =

e€lq e€Fq e€Fq
Y $(2Z.R’7 ) =D (ZZ).
c€lFq c€lq

Der Nachweis von

Y o(ZX) =) ¢(ZX.)

e€lq e€Fy
erfolgt analog unter Verwendung von P /T = {X.I' | € € F;} U{Tx}. O

Lemma 2.1.11 Fir alle M € G(K)/Too(R)K2, gilt

FOM)+ Y f(MZ)=0 (24)
eely
und
M)+ f(MX.)=0. (2.5)
eelfy

Beweis Sei Z der kanonische Vertreter von M in G(K)/T's K2, aus Satz 1.2.1. Weiter seien

m

U v u T v
X=|0 72 w|,Y=|(7L 0 w]|eGKn),
0 0 1 0o 0 1

dann kann man o. B. d. A. annehmen, dafl Z € {X, XR, XR? Y, YR,Y R?}.
Nach Lemma 2.1.10 gilt fiir A, = Z, bzw. A. = X, die Gleichheit

Y f(ZA) =) f(MA)

ecly eclFy

und daher
FOM)+ ) f(MA) = f(2) + ) f(ZA.),
e€lfy eelfy
weshalb es offensichtlich geniigt, die Gleichungen fiir die sechs moglichen Félle der Gestalt
von Z zu zeigen. Hierfiir wird von der in Bemerkung 1.3.3 angefiihrten Notation der Harmo-
nizitdtsbedingungen als

FX)+ ) f(XX.) =0, (HB1)
eclfy

FY)+ ) f(YZ) =0, (HB2)
e€ly

FXO)+ ) f(XZ)=0 (HB3)
e€elfy

Gebrauch gemacht werden. Zuerst soll mittels einer Fallunterscheidung die Gleichung (2.4)
gezeigt werden.
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o Z=X:Esgilt f(2)+ > f(ZZ:) =0 wegen (HB3).
ecly

e Z/ = X R: Man rechnet nach, dafl
RZ.R = X Tso- (2.6)

Wegen der Invarianzen von f ergibt sich damit

f(2)+ > f(ZZ)=f(XR)+ > f(XRZ.) =

eclF, eclFy
(HB1)
FX) + > F(XXemoe) = f(X) + Y f(XX) "= 0.
eclFy eclFy
e 7 = XR?%: Sei zunichst € € F;. Definiert man
-1 00
Ve 1= 0 1 0] €T,
Too 0 €
so erhalt man die Identitat
R*Z. = QZ.-17-7s0 (2.7)

und damit, unter Benutzung der Bijektion

F; — Fperre !

sowie der Invarianzen von f,

D FZ2) =) [(XRZ) =) f(XQZyeme) = Y f(XQZ0),

eeFy e€lfy e€lFy e€lFy
also ist

f<Z>+Zf(ZZ€):

eelfy
F(XRY) + > f(XRZ.) + f(XR*Zy) =

eEF;

F(X)+ > A(XQZ.) + f(XR*Zp).

e€ly

Benutzt man noch

QZy = sowie R2ZyR* = Qn?, (2.8)

S O =
O = O
= o O

so ergibt sich

FX)+ ) [(XQZ) + f(XR*Z0) = [(XQZ0) + Y [(XQZ:) + f(XR*ZR?) =

EE]FZ EEIF;
Y HXQZ) + f(XQrd) = Y f(XQZ:) + [(XQ).
e€lfy e€lfy
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u Tl

Da X@Q = | 7% 0 w | € SQ kann man darauf die Harmonizitéitsbedingung
0 0 1

(HB2) anwenden, d. h.

F2)+ ) [(Z22:) = f(XQZ:) + f(XQ) = 0.

e€Fy e€lFy

e Z=Y: Die Gleichung f(Z) + > f(ZZ.) = 0 ist gerade die Harmonizitéits-
e€lFy
bedingung (HB2).

e Z=YR:Mit

fiir e € F gilt
YRZ.R=XX.-1%:Tx

und somit

FZ2)+ Y [(Z22)=f(YR)+ Y [(YRZ.)+ [(YRZ) =

eclFy e€lFy

FOY)+ ) F(XX1Femas) + f(Y RZp).

e€ly

Da auflerdem
Y =XXy und YRZyRrg =X,

gilt weiter

FY)+ > F(XX1Aemae) + f(YRZy) =

c€Fy
F(XXo)+ Y f(XXe) + f(YRZyRr) =
EGF;
S reex) + f(x) "2V,

e€lfy
e Z = Y R?% Die Gleichungen (2.7) und (2.8) liefern, analog zum Fall Z = X R?,

F2)+ ) [(22) = fYR) + > f(YR*Z:) + f(YR*Z)) =

e€lq c€Fy

FOO)+ D fYQZ) + f(YQ) =

sng

FYQZo)+ > F(YQZ) + f(YQ) =

1S s

Y FYQZ) + f(YQ)

eely

und diese Summe verschwindet nach (HB3), da Y@ € S.
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Die Beziehung f(Z) + > f(ZZ.) = 0 gilt also immer, unabhingig davon, welche Form

e€lfy

der kanonische Vertreter Z von M in G(K)/T'sKZ, hat, und somit ist Gleichung (2.4)
gezeigt. Zum Nachweis von Gleichung (2.5) geht man analog vor. Die Darstellung der einzelnen
Umformungsschritte ist etwas kiirzer gefafit.

o Z = X: In diesem Fall ist (2.5) gleich (HB1).

0

10
Z = XR: Wegen R® =7, [0 1 0] ist (2.6) dquivalent zu
001

RX.R*=R%Z.. (2.9)

Hieraus und mit (2.4) erhilt man

(2)+ > f(ZX.) = f(XR)+ Y f(XRX.R*) = f(XR*)+ Y f(XR*Z.)=0.

ecly eclFy ecly

Z = X R?: Gleichung (2.6) ist gleichbedeutend zu

R’X. = Z.R, (2.10)

und es ergibt sich

F(2)+ > [(ZX) = f(XRY) + ) f(XR*X.) = f(X)+ ) f(XZ.R)

B3 ).

c€lq c€lFy e€lq

Z =Y Die Bedingungen (2.6) und (2.4) liefern

F2)+ > f(ZX) = f(YV)+ ) f(YX) = f(YR)+ ) f(YRZ.)=0.

e€lFy e€lF, eclFy

Z = Y R: Erneute Benutzung von (2.9) und (2.4) ergibt

F(2)+ ) f(ZX)=f(YR) + Y f(YRX.R®) = f(YR*)+ ) f(YR*Z) =0.

eclFy eclF, eclFy

Z = Y R%: Unter Anwendung von (2.10) und (HB2) erhilt man

FZ)+ > f(ZX)=fYR) + ) f(YR*X.) = f(Y)+ ) _ f(YZ.R)=0.

e€lF, e€lFy e€lFy
[l
Lemma 2.1.12 Seien v € G(Fy[T]) und m, n € Z. Es gilt
N ) 0 " 0
flo 0 w% 0 +aqf [y |7 0 O =0 fiir alle m > deg(N), (2.11)
0 0 1 0 0 1
0 a0 00
flyl=~xt 0o o +qf [y O =% O =0 fiir alle n > deg(N), (2.12)
0 0 1 0 0 1
0 ™ 0 00
flyl~y 0 0 +qf 7|1 0O w% O =0 fiir alle m —n > deg(N). (2.13)
0 0 1 0 0 1

W
\]
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Beweis Gemifl Gleichung (2.4) ist

0 7% 0 0 7% 0
Flvlmn o of | +> fl~v|mn 0 ofz]|=o0
0 0 1 ocF, 0 0 1

Fiir m > deg(N),n € Z und ¢ € F; gilt wegen Lemma 2.1.7 ferner

0 7% 0 0 =% 0
yl7 0 0|Z.=~(|7mk 0 0},
0 0 1 0 0 1
woraus zusammen
0 7% 0 0 7% 0
af (v 0 Of]|+f|~r[7 0 0]Z |=0
0 0 1 0 0 1
und wegen
0 77 0 0 7 0 0 10 a0 0
o, 0 0] Zy=|7% 0 0 Too 0 0] = 0 7% O
0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1

Gleichung (2.11) resultiert.
Der Beweis von (2.12) und (2.13) erfolgt analog unter Verwendung der Lemmata 2.1.8 resp.
2.1.9 und von Gleichung (2.5).

O

Lemma 2.1.13 Seien m,n,m,n € N. Wenn die Matrizen

e 0 0 T 0 0
0 72 0] und | O w5 O
0 0 1 0 0 1

in G(Fy[T)\G(Koo)/T'ao(R) K%, dquivalent sind, dann gilt m = m und n = n.

e 0 0 e 0 0
Beweis Seien 0 7% 0] und 0 7% 0] in G(FT)\G(Kwo)/I'ao(R)KZ
0 0 1 0o 0 1
dquivalent, dann existieren Matrizen
a b ¢
d e f|€GE,T])
g h i
und
a By
6 € (| €elx
n 6
sowie ein k € KX und ein v € {0, 1,2} mit
a b c o 0 e 0 0 a B v
d e f 077”0:07@00 0 e (| Rk,
g h i 0 1 0 0 1 n 0
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d. h.
ar?l brl ¢ ary  pBry T
drll enl f| =|dnd enml (nl | Rk. (2.14)
g2 hml i n 0 L
a B v
Wegen v, | det 0 € ¢ =0 und 0,7n,0 € mooOx miissen «a, € und ¢ in O} liegen,
n 0

so dafl
Voo () = Voo(€) = Vo0(t) = 0.

Der Vergleich der Bewertungen der Determinanten von rechter und linker Seite liefert
m+n=m+n+ 3vs(k) + v, (2.15)

da det(R) = moo-
Falls v = 0, erhélt man durch Koeffizientenvergleich
arl = arwk,

n o __ n
emy, = emgk,

i =tk
und hieraus
Voo(@) +m = m + v (k), (2.16)
Voo(€) + 1 =1+ v (k), (2.17)
Voo (1) = Voo (k). (2.18)

Addition der drei Gleichungen fiithrt auf
m +n + Voo (@) + Voo (€) + Voo () = m + 1 + 3vs (k),
woraus sich mit (2.15) die Gleichung
Voo (@) + Voo (€) + Voo (i) =0

und somit a,e,i € Fy ergibt, da a,e,i € Fy[T]. Aus (2.18) folgt daher vy (k) = 0, so dafl
m =m und n = n wegen (2.16) und (2.17) .

Die Falle v = 1 und v = 2 konnen nicht auftreten, wie nachfolgend gezeigt wird:

Ist v =1, so ist (2.14) dquivalent zu

arl brl, ¢ yrFl an® o Bl
dr™ er f| = | ¢(at s ent | k.
g} hml i (Moo n 0
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man
Voo (D) + 1 = m + vy (k), (2.19)
Uoo(f) =n+ voo<k)7 (220)
Voo(g) + m =1+ v (k), (2.21)

hieraus durch Addition

M+ N+ Voo (b) + Voo (f) + Voo(9) = m + 1+ v (k) + 1
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und mit (2.15)
Voo (D) + Voo (f) + Voo (9) = 0,

also b, f,g € F, und (2.20) liefert daher
—Uoo (k) = 1.

Da n > 1 nach Voraussetzung, mufl vo(k) < —1 sein. Andererseits ergibt sich vy (k) > 0
wegen (2.21) und m > 1. Folglich sind die Matrizen in diesem Fall nicht dquivalent.
Wenn v = 2, ist (2.14) gleichbedeutend mit

arl}l bl ¢ pritl il qpm
dr™ er f| = entt (Ml S | K
gt hml, @ 0T Moo n
und analoges Vorgehen fithrt zunéchst auf
Voo(€) = M + Voo (k), (2.22)
Voo(d) + m =0+ voo (k) + 1,
Voo (h) + 1 = v(k) + 1, (2.23)

weiter auf ¢, d, h € F; und daher auf v (k) < —1 wegen (2.22) und v (k) > 0 wegen (2.23),
so daf} auch in diesem Fall die Matrizen nicht dquivalent sind.

O

Lemma 2.1.14 Seien v, € G(Fy[T]) und m,n,m,n € N. Wenn die Matrizen

T 0 0 T 0 0
vyl 0 7% OJund~y| 0 75 O
0 0 1 0 0 1

in To(N)\G(Kwo)/Too(R) K, dquivalent sind, dann gilt m = m und n = n.

e 0 0 Tog 0
Beweis SeienIl,,,, ;== | 0 7% O|undIly,:=| 0 % 0].Wenn ~Il,,, und YIL;

0 0 1 0 0 1
in T'o(N)\G(Kx)/I'so(R)K}, &quivalent sind, dann existieren vy € I'o(N), Vo0 € 'so sowie
ke KX und v € {0,1,2} mit

’YHm,n = 'YO:YHm,nPYoo R ka

also
Hmm = 77170’3/Hm7n’700Ryk-
Dies bedeutet aber, daf§ I, , und Iy in G(F,[T])\G (K )/I'ao(R) K%, dquivalent sind, und

hieraus folgt m = m sowie n = n geméfl Lemma 2.1.13. ]

Diese Vorbereitungen miinden in den

50



Unterkapitel 2.1 Aussagen iiber endliche Triger harmonischer Koketten

Satz 2.1.15 Seien m, n € Z und v € G(F,[T]). Es gilt

™m0 0
flyl 0 7% O =0 fiir alle m,n > deg(N), (2.24)
0 0 1
™m0 0
flyl 0 =% 0O =0 fir alle m > deg(N) + n,n € N, (2.25)
0 0 1
0 7" 0
flylry 0 0 =0 fiir alle m > deg(N)+mn—1,n € N. (2.26)
0 0 1

Beweis Es seien d := deg(N), v € Fy[T'] und

0 0
Ymn =7 0 75 O
0 0 1
Wie man leicht nachrechnet, gilt
0 7% 0
T 0 0 =7mi1nQ
0 0 1

Aufgrund des endlichen Trégers von f und wegen Lemma 2.1.14 existiert ein m € N mit
f(Ym,n) = 0 fiir alle m > m und alle n > 1; o. E. kann man m > d annehmen.
Zum Beweis von (2.24) seien m,n > d. Falls m > m, ist nichts zu zeigen. Sei also d < m < m
angenommen, so dafl ein [ > 1 existiert mit m 4 [ = m. Nach Wahl von m ist

f(')/mm—i-l) = f('7m+l,n+l) =0.
Mit Gleichung (2.11) folgt daraus

f(’Ym+l,n+lQ) =0

und mit Gleichung (2.12) weiter

f('}/m—l—l—l,n—i—l—l) = 0.

Diese beiden Schritte kann man nun (! — 1)-mal wiederholen und erhélt schliefflich

f(¥mm) = 0.
Um (2.25) und (2.26) einzusehen, seien m,n € N mit m > d+n, also wegen n > 1 insbesondere
m > d. Wie oben kann man m < m, also m + 1 = m fiir ein [ > 1, annehmen. Nach

Voraussetzung ist
f('Vm,n) = f(7m+l,n) =0

und somit erhélt man die Implikationen
(2.11) (2.13)
f(Vmtin) =0 = f(m+12Q) =0 =" f(Ym+1-1,) =0,
aus deren Iteration die Behauptungen folgen. O

Die Relevanz dieses Satzes ergibt sich aus der folgenden Aussage.
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Satz 2.1.16 Jedes X € G(K) ist in G(Fq[T])\G(Kx)/T'oo(R) K

dquivalent zu einer Ma-

o0
trix aus
e 0 0
W = 0 72 0 mneNundm>n>13U
0 0 1
0 7% 0
o, 0 0 mneNundm>n>1
0 0 1

Beweis Im Folgenden bezeichne ,=“ Aquivalenz in G(F,[T])\G(Kw)/Tso(R)KZ, und ,=*
Gleichheit von Matrizen in G(K ).

Sei X € G(K). Wie in Satz 1.2.2 beschrieben, besitzt X modulo I'no (R) K% einen kanoni-
schen Vertreter in Vg oder Vsg, weshalb man o. B. d. A. davon ausgehen kann, daf

T u v
X=10 72 w| mituveé Ke/TLOx,w € Koo /T Oco
0 0 1
oder
u Ty v
X=(72 0 w]| mitue€ Ke/T" 00,0 € Koo /T O, w € Koo /T Ono.
0 0 1

Sei zunéchst angenommen, da3 X von der Gestalt

U Ty v
o, 0 w
0 0 1

mit U € Koo/TT 000, ¥ € Koo /T OO0, w € Koo /T Ono ist, dann kann man X #quivalent
zu einer Matrix aus Vg umformen: Falls © = 0, so ist

010 0 72 v T 0w
X=[|1 00 o 0 w|=[0 w3 v
0 0 1 0 0 1 0 0 1

und daher dquivalent zu einem Vertreter aus Vg. Sei nun angenommen, dafl u # 0, dann gibt
esein k € Z mit kK <m und u, € Fy, ugy1,...,um € Fy mit

m
_§ )
u= UG-
j=k

min{m,n}

Wiéhlt man a =0 € Fy[T], falls k > n, und a = — ) ujﬂg.?"GFq[T],fallsk<n, so ist
=k
n
0
01 0\ /u 77 v o , v 0 W
X={1a 0] 0 w|=| X wre ol vitow|=|a 72 @
o001/ \o o 1 me{m"g“ . . 0o 0 1
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m .
Mit Voo (U) = Voo > u;Tb | > n+1. Falls a = 0, ist die gewiinschte Form erreicht.
j=min{m,n}+1
Andernfalls gilt n + 1 <[ := v (@) < m und

Wegen [ > n + 1 liegt 5 = u%ﬂ'n_l in Fy[T], so dafl

o0
n ~ n ~ u Wg v
e, 0 w 0 1 0 o, 0 w myn—l '
o mn oo|=|-1 80| a 7 b|=| X gk ottt —o+ B0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 g=n+l
0 0 1
7n+n—lu_ . 1n+n—lu.
mit veo | D5 T | 2 ntlund veo(@) 2+ 1 Gilt 3T S5 =0, so ist man
j=n+1 j=n+1
m .
o= u;m 7 0
j=l
fertig. Andernfalls kann man an m‘%_l Wimntt g Lpmn—l g 3 analoge Umfor-
) U 0y oo
j=n+1
0 0 1

m .
mungen vornehmen. Dies muf} nach endlich vielen Schritten abbrechen, da u = Y u;7s; eine
j=k
endliche Summe ist und in jedem Durchlauf mindestens ein Summand wegféllt.

Man kann also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dal X von der Gestalt

m

TR u v
0 7% w
0 0 1

mit u, v € Koo /TR Ono, W € Koo /T O ist. Durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
vOon T, falls notig, kann man weiterhin X &quivalent zu einer Matrix der Gestalt

mi

T q x
0 w2 y mit mq,ma,m3 >0, a,2 € Koo /T3 Oco, Y € Koo /52 Ooo
0 0 a7

umformen. Ferner kann man erreichen, dal y € 7734104, /77204
Sel y = nBy_ + miB3yy mit y_ € Fy[T] und y4 € mooOoo /T2 O, dann gilt

Tt a T 10 O Tl a T
0 72 y =10 1 —y_ 0 72 y
0 0 w33 00 1 0 0 w3
Tl a T Tl a z
= 0 72 wByy| =\ 0 7 g (2.27)
0 0 Mo 0 0 w3

mit § = 0 oder mz + 1 < v5o(§) < my. Sei daher im Folgenden davon ausgegangen, dafl

mi
i a x
X = 0 w2 y mit my,ma,m3 >0, a, 2 € Koo /T Oco, Y € 7r£3+1000/7r£2000.
0 0 ams
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Zuerst soll gezeigt werden, da3 X #dquivalent zu einer Matrix ist, deren Eintrag in der zweiten
Zeile und dritten Spalte gleich 0 ist. Falls y = 0, ist also nichts zu tun, und es sei daher y # 0
angenommen. Man kann nun wie folgt den Wert von mgy sukzessive reduzieren und in jedem
Schritt y um 7220, bis man die behauptete Gestalt erhélt. Es gilt

mi mi

Ty a T 100 Ty a T
0 72 vy =0 0 1 0 72 vy
0 0 mi 010 0 0 mis
TR a x 1 0 0
=0 o0 w0 1 0
0 am 0 —m= 1
mi _zom 1 0 0
oo T oo (1)
= 0 —iwggﬁm T3 0 —ywoo 0
0 0 y / \0 % e
7rg”bol $7Tm2 Voo (¥) ayﬂ_o_ovoo(y) x Uoo
— 0 sz—i—mg—voo(y) 1 m3+voo(y
- o
0
a4 %
= 0 g
0 0 s
Sei g =72y 4+ 7224, mit g € T F,[T] und g4 € O, S0 ist
a % Toa & 10 0
0 a2 g |l=[o0 a2 j 01 —g,4
0 0 7l 0 0 7@/ \0 0 1
o q - agy
=| 0 w2 wry- (2.28)
0 0 o3
mit 772¢_ = 0 oder v (772g_) < ma.

Man kann nun noch Aquivalenzumformungen analog zu (2.27) anwenden, so daf

O AN I
0w wg |=| 0 a2

ms3 ms
o o0 am 0 0

Aus den Voraussetzungen ms > 0 und ms + 1 < vy (y) < ma folgt
Mg = Mg+ m3 — Uso(y) > m3+ 12> 1.
Weiter gilt

mi = mu,
Mo = ma + m3 — Voo (y) < Ma,

m?) = UOO(y) > m3a

Z?’hi =m1 + (THQ “+ ms —voo(y)) —I-Uoo(y) =mi + mo + ms
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und § = 0 oder 7y > § > g+ 1. Im ersten Fall ist man fertig, und im zweiten Fall kann man
das Verfahren wiederholen. Da der Wert des urspriinglichen mso bei jedem Durchgang kleiner

wird und der des urspriinglichen mgs bei jedem Schritt grofier, mufl das urspriingliche y nach

hochstens mg — 1 dieser Schritte und jeweils anschlielender Reduktion von %wé"o?’*“w(y) gleich

0 sein, und man gelangt schliefllich zu einer Matrix der Form

T @ T
0 =72 0
0 0 am
mit

my = mi,
my < Mo,
ms3 > mg und

m1 + Mmoo +Mm3 = m1 + mo + ms.

Aus Griinden der Lesbarkeit soll diese Matrix nun wieder mit

my
o a x
0 22 0
ms
0 0 w3

bezeichnet werden.

Als néchstes werden nun analog die Eintriage a und z auf 0 gebracht, indem der Wert von m4
in jedem Schritt um mindestens 1 reduziert wird. Durch Umformungen analog zu (2.27) und
(2.28) kann man davon ausgehen, daf

0 < mg < veo(a) < my oder a =0,
0 < m3 < voo(x) < my oder z =0,

und weiterhin ist

my, ma, mg 2> 0.

Falls v (z) < voo(a), also insbesondere x # 0, erhélt man

Tt a T 0 01 Tt a T
0 #n2 0 |=1010 0 x32 0
0 0 w2 1 00 0 0 w2
0 0 mi 1 0 0
= 0 w2 0 0 1 0
my
TRl a x T 4
—%wggﬁm?) s s —mgo”w(x) 0 0
= 0 o2 0 0 1 0
0 0 x 0 0 % ggo(x)
Wgnol+m37voo( ) 7%71_&3 %TI_Q’LOS‘F’UOO( ) ﬂ-ooll a/ z/
= 0 Too 0 =1 0 m 0
0 0 noge(®) 0 0
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mit

/

my =mj + m3 — Uoo(x) < My,
/

my = ma,

mpy = Voo () > ms.

Falls 0o > voo () > veo(a), so ist a # 0, und es gilt

Tl a T 010 Tl a T
0 w22 0 =1 0 0 0 w22 0
0 0 w3 0 01 0 0 w3
0 =22 0 1 0 0
= (2 a T %l 1 -2
0 0 =3 0 0 1
(llﬂml +mo ame %71’&2 _aﬂ_oovoo (a) 0 0
= 0 a 0 0 %ngo @
0 0w 0 0 1
T2 v (a) éﬂon? tvoo(a) 2 rm Wonéll a’ x’
= 0 o (@) 0 = 0 72 0
0 0 el 0 0

mit
mi =mq +ma — veo(a) < my,
my = voo(a) > ma,
mg =ms3.

Da der Wert von my sich also in der Tat mit jedem Schritt reduziert, erhélt man nach endlich
vielen Schritten eine Matrix der Form

0 0
0 w2 0
0 0 72

und nach Division durch min{my,mg, M3} sowie einem eventuellen Tausch von Zeilen bzw.
Multiplikation mit R oder R? hieraus

T 0 0 0 772 0
0 72 0] mitm>mn>0 oder 7 0 0| mitm>n>0.
0 0 1 0 0 1
Falls m > 1, ist die gewiinschte Gestalt erreicht. Ist m = 0, so gilt
T 7 0 0 100 7% 0 0 0 77 0
0 Wﬁ =10 1 0l={(0 01 0 1 0OJ]R=[7m 0 O
0 0 01 0 10 0 01 0 0 1
mit m > 1, und im zweiten Fall
0 77 0 0 77 0 1 00\ /0 22 0 00
0 0]=[1 0 o|l=(0oo0 1|1 0 o|R*= 0 7 O],
0 0 1 0 0 1 010 0 0 1 0 0 1
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falls m+ 1 > 1, bzw.

0 77 0 010 0 0 1 010 0 7 O
a0 0]l=(10o0]=[100|(1 00|R=|ne 0 0],
0 0 1 0 01 010 0 01 0 0 1
falls m=mn = 0. O
Korollar 2.1.17 FEs existiert eine 1-zu-1-Korrespondenz
G(Fg[T\G(Koo) [Too(R)KS, <— W.
Beweis Dies folgt aus dem vorangehenden Satz und Lemma 2.1.13. U

Korollar 2.1.18 Sei £ ein vollstindiges Reprisentantensystem von I'o(N)\G(Fy[T]). Zu je-
dem Vertreter X aus To(N)\G(Ks)/Too(R)KY, gibt es ein v € L und ein W € W mit
X =W in G(Kuo)/ToolR) K .

Beweis Nach Satz 2.1.16 existiert eine Matrix W € W, so dal X = W in
G(Fy[T)\G(Koo)/Too(RYKZ,, d. h. es gibt 79 € G(Fy[T]), Yoo € I'sc, k € K}, und v € Z
mit

X =y Wy RVE.
DefinitionsgeméB gibt es ferner ein v € £ mit v € T'o(N)~, so daB

X € To(N)yWs R k

bzw.
X =9Win FO(N)\G(KOO)/FOO<R>K*

[ooh

O

Um ein vollstdndiges Reprasentantensystem von I'o(N)\G(K)/I'so(R)KY, zu berech-
nen, geniigt es daher, sich ein Vertretersystem £ von I'o(N)\G(F,[T]) zu beschaffen
und die kanonischen Vertreter von YW fiir v € £ und W € W zu bestimmen. Da der
Index von I'g(N) in G(F4[T]) endlich ist, enthélt auch £ nur endlich viele Matrizen. Auf
die praktische Durchfiihrung soll hier verzichtet werden, da dies im Weiteren nicht relevant ist.

Satz 2.1.19 Seideg(N) =0, dann ist f =0.

Beweis Nach Korollar 2.1.17 besitzt jede Matrix X € G(Ko) in G(F4[T])\G(K)/Too(R) K,
einen Vertreter W € W, d. h. es existiert ein 4 € G(F,[T]) mit X =AW in G(K ) /T'oo (R) K%

010
Da [1 0 0] € G(F4[T]), gibt es somit ein v € Fy[T] und m,n € N, so daB
0 01
e 0 0
X=v9[0 7% 0| in G(Kw)/To(R)KZ,,
0 0 1
und somit folgt die Behauptung mittels Gleichung (2.24) aus Satz 2.1.15. O

Man erhélt als weitere Aussage {iber den Triager harmonischer Koketten:
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Satz 2.1.20 Seien deg(N) > 1, m,n € N und X € T'o(N)\G(Kw)/T'eo(R)K%,, dann ist
f(X) =0, falls X in G(Fy[T))\G(Kx)/T'so(R)KZ, dquivalent ist zu

e 0 0
0 7% 0] mitm>n>deg(N) oder m > n+ deg(N)
0 0 1
oder
0 =32 0
w0 0| mitm>n>deg(N) oder m > n+deg(N) — 1.
0 0 1

Beweis Gemifl Korollar 2.1.18 gibt es ein 7 € G(F,[T]) und ein W € W mit X = yW
in To(N)\G(Kw)/To(R)K%,, weshalb f(X) = f(yW). Die Behauptung folgt daher aus

00
Satz 2.1.15:
e 0 0
Angenommen, es gilt W= 0 7% 0| mit
0 0 1
m>n>1. (2.29)

Nach (2.24) bzw. (2.25) ist f(yW) = 0, falls
m,n > deg(N) oder m > deg(N) + n,
und zusammen mit (2.29) und deg(N) > 1 ergibt dies die Bedingungen

m > n > deg(N) oder m > deg(N) + n.

0 7% 0
Sei nun angenommen, da W = [ 7, 0 0| mit
0 0 1
m>n>1. (2.30)
010
Davy |1 0 0] € G(F,[T)), gilt
0 01
010 T 0 0
O=f1~y(1 0O 0 w3 0 = f(yW)
0 01 0 0 1

fiir alle m,n > deg(N) nach (2.24), was wegen deg(/N) > 1 zusammen mit (2.30) dquivalent
ist zu f(yW) = 0 fiir
m >n > deg(N).

Aus (2.30), (2.26) und deg(V) > 1 erhélt man schliellich f(yX) = 0 fiir alle
m > deg(N) +n — 1.

]
Tou v

Hat man eine Matrix | 0 7% w | € Io(IV)\G(Kx)/Too(R)KZ, gegeben, so erlaubt
0 0 1

der letzte Satz eine Aussage dariiber, wann diese zum Tréger von f gehdren kann, denn
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T 0 0 0 77 0
ist | 0 72 0] € Whzw. (7L 0 0| € W der kanonische Vertreter von X in
0 0 1 0 0 1

G(Fy[T)\G(Kx) /T (R)KZ,, so erm6glicht der Reduktionsalgorithmus aus dem Beweis von
Satz 2.1.16 eine Abschitzung von m bzw. 7. Dies liefert zusammen mit Satz 2.1.20 eine von
m abhéngige Beschrankung der moglichen Werte von n. Fiir den Beweis sollen zuerst zwei
Lemmata bereitgestellt werden.

Lemma 2.1.21 Die Matriz X € G(K«) sei in G(Fy[T))\G(Kx)/Tso(R)KZ, dquivalent zu

e 0 0 0 7«2 0
0 7% 0) oder |7 0 O] aus W. Gilt m+n > 3deg(N) — 2, so ist f(X)=0.
0 0 1 0 0 1

Beweis Fiir deg(N) = 0 ist die Behauptung wegen Satz 2.1.19 trivial. Sei daher deg(N) > 1.

e 0 0
Angenommen, der Vertreter von X in Wist | 0 7w 0], d. h. insbesondere m >n > 1,
0 0 1

und es gilt m +n > 3deg(N) — 2. Falls n > deg(N), so ist f(X) = 0 nach Satz 2.1.20, und
fiir n < deg(NV) folgt

m —n > 3deg(N) —2—2n > 3deg(N) — 2 —2(deg(N) — 1) > deg(N),
also, wieder mit Satz 2.1.20, ebenfalls f(X) = 0.

Der Beweis fiir den Fall, da} X dquivalent zu aus W ist, verlduft analog. O

083 ja)

Lemma 2.1.22 Seien my, ma, ms € Ng und k := min{mq, mo, ms}. Ist

et 0 0
X = 0 @2 0 | €GKw),
0 0 7
und - -
e 0 0 0 =22 0
0 72 0]l eWoder | 7% 0 0] eWw
0 0 1 0o 0 1
der kanonische Vertreter von X in G(Fy[T))\G(Kx)/Ts(R)KZ,, so gilt
m+4+n > myp + me + msz — 3k.
Beweis Multiplikation von X mit 7 * fiihrt auf
00 am=k 0
X'=[o0o 2 o |= 0 gk 0 ,
0 0 7.‘.22’) 0 0 ngosik

wobei eines der m; — k, 1 < ¢ < 3, gleich 0 ist. Hierbei verringert sich die Bewertung der
Determinante um 3k. Je nach Gestalt von X’ kann man die Matrix offensichtlich mittels
Zeilenvertauschungen und/oder Multiplikation mit R oder R? so umformen, dafl das Ergebnis
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7% 0 0 0 77 0
0 72 0] oder [7 0 0] in W liegt, wobei Zeilenvertauschungen die Bewertung
0 0 1 0 0 1

der Determinante nicht &ndern; Multiplikation mit R erhéht sie um 1. Da die Bewertung der
Determinante des Vertreters in W gleich m + 7 ist, erhélt man somit

my + mg + msz — 3k = voo(det(X')) < m + 7.

O
Nun 148t sich zeigen:
U v u T v
Satz 2.1.23 Seien X = | 0 7% w|,Y=[7L 0 w]| € Iy(N)\G(Kx)/T(R)KZ,
0 0 1 0 0 1

dann ist f(X) = 0, fallsn < —m —6deg(N)+4 oder n > 2m+3deg(N)—2, und f(Y) =0,
falls n < —m — 6deg(N) + 3 oder n > 2m + 3 deg(N).

Beweis Fiir deg(/V) = 0 ergibt sich die Behauptung aus Satz 2.1.19, so dal man o. B. d. A.
deg(NN) > 1 annehmen kann.
Sei C' := 3deg(N) — 2. Es ist bereits in Satz 2.1.5 gezeigt worden, da§ f(X) = 0 ist, falls
m < 1. Sei daher nun m > 2.

Gelte
n < —-2C —m,
™ u v
dann ist n negativ und man kann annehmen, daf§ X die Gestalt | 0 77 0| hat, da X
0 0 1

von links mit Matrizen aus I'g(N) abgeidndert werden darf. Multiplikation von X mit 7"
fithrt auf

. (I T S 7 S NS v
X = 0 1 0 = 0 722 0
0 0 T 0 0 =B
mit
mi=m-—n>0,mg =0 mg=—-n2>0.

Wendet man hierauf den Teil des Algorithmus aus dem Beweis von Satz 2.1.16 an, der zur Re-

00
o0
duktion von @ und ¢ auf 0 dient, erhélt man schlieflich eine Matrix X' = | 0 712”0/2 0
0 0 7ot

mit

mll < mp=m-—n,

mIQ > mg =0,

ms > mg=-—n.

Da wéhrend der Umformungen keine weiteren Multiplikationen mit Elementen aus K7  erfol-
gen, bleibt die Determinante erhalten, d. h. es gilt ferner

mh + mb 4+ mf = my +ma +m3 =m — 2n. (2.31)
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Sei nun k := min{m/, mf, ms}, dann ist kK = mf nicht moglich, denn ansonsten wire
m —2n =m} +mh+mh > 3k > —3n,

also m > —n im Widerspruch zu n < —2C —m < —m. Also ist k = m} oder k = m}. Aus

(2.31) und mf > —n folgt m} + mh < m —n. Da 2k < m/ + m), ist also k < m=n
Sei W der zu X’ dquivalente Vertreter aus W, also
T 0 0 0 T 0
W=|0 7% 0)oderW= |z 0 0
0o 0 1 0 0 1
Nach Lemma 2.1.22 gilt
m+ﬁzm’1+m’2+mg—3k=m—2n—3kzm—2n—3m2_” - _m2_” >,

also f(X) = 0 nach Lemma 2.1.21.
Sei nun

n>2m+ C.

Anwendung des Reduktionsalgorithmus aus dem Beweis von Satz 2.1.16 {iberfithrt X zuerst
in eine Matrix

3 U v e U v
X=(0 2zt o ]=[o0 =7 o0 |,
0 0 7k 0 0 am
a0 0
wobei 0 <1< n, und schlieflichin X' =| o0 772 0o | mit
0 0
mll S my m,
m/2 > Mmg=n-— l?
my > mz =1
und
mh + mh 4+ mh = my +ma +m3 =m+ n. (2.32)

Sei wieder k := min{m/}, m, m5} und W der zu X’ dquivalente Vertreter aus W, also

7 0 0 0 72 0
W=1|0 7% 0] odee W= |72 0 0
0 0 1 0 0 1

Lemma 2.1.22 ergibt
m+n>my+my+ms— 3k =m+n— 3k.
Wegen k < mj < m ist —3k > —3m, also
m+n>m+n—3m=n—2m>C

und daher wieder f(X) = 0 gemédfl Lemma 2.1.21. Somit ist die Behauptung fiir f(X) gezeigt,
aus der man mit der Harmonizitéitsbedingung (HB2) die Behauptung fiir f(Y") erhilt. O
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2.2 Fourierentwicklung

2.2.1 Voriiberlegungen

Seien G eine kompakte abelsche Gruppe, G ihre Charaktergruppe, i ein Haarmafl auf G und
¢ € L*(G), d. h. eine quadratintegrierbare komplexwertige Funktion auf G. Dann besitzt ¢
eine Fourierentwicklung

0(g) =D @ (0)x(—g) mit ¢*(x) = /so(g)x(g)du(g) (2.33)
X€6 g
(siehe hierzu [Hi]).

Seien nun n € N mit n > 2, E, € GL,(F,[T]) die Einheitsmatrix,

ay
Tpy = En : a1, ... an_1 € FT] % C GL,(F,[T])
an—1
0 1

und ¢: GL,(K)/T'ssc — C eine Funktion, welche linksinvariant unter einer Gruppe I' mit
I'ry C Iist, dann gilt fiir alle M € GLy,—1(Kwo), i € Koo, \i € Fy[T], 1 =1,...,n—1:

ai
0 M : _
Gnp—1
0 1
1 0 A1 a1 a1+ M
. : M : M :
¥ =
0 I A1 an—1 an—1+ An—1
0 1 0 1 0 1

Somit ist die Funktion

ai

ot (Koo/Fg[T])"™1 = €, (ar,...,an-1) = ¢ Mo
ap—1

0 1

wohldefiniert.

Versieht man (Koo /Fy[T])"~! mit der durch die kanonische Abbildung
KITh — (Koo /Fg[T)" Y, (21, oy @ne1) = (21, ooy Tpe1) + Fg[T]"7!

gegebenen Quotiententopologie, so ist (Koo/F,[T])" ! als Bild der kompakten Menge
(o000 )™ ! ebenfalls kompakt und somit eine kompakte abelsche Gruppe.
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Seien M, ..., M,_1 die Spalten von M und a = (ay ...a,—1)7 € (Koo/F,[T])" . Aufgrund
der Rechtsinvarianz von ¢ unter I'o gilt

1 0 (05}
M a\\ _ M a : _ M a+Zozz
A )= (W) el
0 1

-1
fir alle aq,...,ap—1 € Ox. Fiir alle a € a + Z M;O« ist daher ppr(a) = @pr(a) und par

somit lokal konstant, da Oy, offen ist. Als lokal konstante Funktion auf einem Kompaktum
nimmt ¢ nur endlich viele verschiedene Werte an, und die Mafle der zugehotrigen Teilmengen
sind jeweils endlich. Folglich gilt ¢p € L?((Koo/F,[T])"71).

Durch
woo- 0o 7 ) E UjToe 7 €XP r]Fq/IFp( )

j=—o0

ist ein additiver Charakter auf K., gegeben, und die Charaktergruppe I/(O\O von K ist iso-
morph zu K., mittels

D: Koo = Koo, 0 (0®: Koo = C, y — thoo(zy)).

Hieraus folgt, daf die Charaktergruppe G von Ko /F,[T] isomorph ist zu F,[T], denn sie
besteht aus allen Charakteren von Koo, die auf F,[T] trivial sind. Wie eine kurze Rechnung
zeigt, sind dies gerade alle Charaktere der Form ng‘) mit A € F,[T]. Ferner ist (vgl. [Hi])
aufgrund der Kompaktheit von (K /F4[T])"~* die Charaktergruppe g/n; von (Koo /Fy[T])" 1
isomorph zum (n — 1)-fachen direkten Produkt der Charaktergruppe G von K /F,[T] per

v (9" = G,
(X17 cee 7Xn—1) — (¢ (a17 cee aan—l) — ¢((ala ceey an—l)) = Xl(al) Tt Xn—l(an—l))-

Somit besitzt ¢y geméB (2.33) eine Darstellung als Fourierreihe in der Form

ai
om(at,...,an-1) = ¢ M : =

Gn—1
0 1
n—1

> O (M, A1y A1) [ o (Niati) (2.34)
(Al,...,An_l)EFq[T]”71 =1
mit
G (MM, n1) = / oni(an, - an1) [ Yoo(=Nas)d(ar, .., an 1),

(Koo /Fq[T])" 1
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2.2.2 Fourierentwicklung I';(/V)-invarianter harmonischer Koketten

Die Ergebnisse des letzten Abschnittes konnen nun auf f iibertragen werden.

Es sei ein additiver Charakter auf IF, gegeben durch
N 2mi
o:F, = C*, a— exp TTrFq/Fp(a) .

Zu o sei wie im letzten Abschnitt der additive Charakter ¢, auf K., durch

o0

Yoo: Koo = C*, Z a;ml — o(—ai)

j=—o0
definiert.

Die folgenden Eigenschaften von ¢ bzw. 1, werden haufig benutzt werden.

Lemma 2.2.1 FEs gilt > o(e) =0.
e€ly

Einen Beweis findet man in [Bg].

Lemma 2.2.2 Sei x € 71500, dann gilt

Z oo(e) = {O, falls voo(x)

= 17
e€ly q, f(llls 'Uoo(l') > 2.

o0

Beweis Als Element von moOx besitzt x eine Darstellung als xméo mit 1, x2,... € Fy.
i=1
Damit gilt

> o(e), fallsz; #0,

B 00 'ﬂ_i B o(—ep) = eclFy
Z 77[)00(5$) = Z Voo (;Sml OO) - Z ( € 1) Z O’(O), falls 1 = 0,

e€F, e€F, e€lF
a a a ecly

und die Behauptung folgt aus Lemma 2.2.1 bzw. der Definition von o. (Il

Aus den Uberlegungen des vorherigen Abschnittes ergibt sich unmittelbar

Satz 2.2.3 Die Funktion f besitzt eine Fourierentwicklung der Form

Tou v o
A0 m o)) = X (5 5) ) vmrot
0 =«
0 0 1 M\ u€F[T) o°
bzw.
u My v -
Fllm o w|]= > f(<n °°>,A,u>¢oo(kv+uw),
m 0
0 0 1 A\ u€F,[T) &
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wobei die Fourierkoeffizienten gegeben sind durch

- T U T
f* << 8" o ) ,A,u) = / f 0 7% vy Yoo(—Ax — py)dzdy
> (Koo/]Fq[T])Q 0 0 1
und
u Tm u ﬂ'gno T
fr <<7r” 80> ,)\M) = / f e 0y Voo (—Ax — py)dzdy.
h (Koo /4[T)2 00 1

Das Haarmafs sei dabei so normiert, daff Koo /Fq[T| das Maf 1 besitzt.

Um die Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten nachweisen zu kénnen, sollen zuerst zwei Hilfs-
aussagen gezeigt werden.

Lemma 2.2.4 Seim € Z und gelte / dx =1, so ist

Moo Ooo
dx = ¢~ (M=,

T Ooo

Beweis Ist m > 1, so folgt mit der Translationsinvarianz des Haarmafes

1= / dr = Z / dr = Z /d:c:

o a€ETo0Ooo /T O a+77 Ooo a€ETo0Ooo /T O 77 Ooo
|00 Oco /T Oso + / de = ¢m ! / dz,
772 O T Oco
also
/ dx = ¢~ (M=,
T Ooo

Falls m < 0, so folgt ebenfalls mittels der Translationsinvarianz

/dx: > / da = > /dx:

77 Oso AETT Ooo /Too O a+7o0 Ooo €T Oco /Moo Oco oo Oco

[T Ooo /TooOool - 1 = gt

Lemma 2.2.5 Seien m € Z, X € Fy[T] und gelte / dx =1, dann ist

Too Ooo

/ Yoo(—Ax)dr =

7 Ooo

g m=Y  falls deg(A\) <m — 2,
0, falls deg(A) > m — 1.
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Beweis Nach Definition von 14, gilt offensichtlich 1. (a) = 1 fiir alle a € 72 O
Falls z € 72204 und deg(\) < m — 2, so ist

Voo =) = o) — deg(X) > m — (m — 2) =2
und daher 1o (—Az) =1, also
/ Yoo (—Ax)d / dx = ¢~ (=1
T Ooo T Ooo

geméB Lemma 2.2.4. Falls deg(\) > m — 1, so erhilt man

3 3 / Voo (A — DemdeEOVHL _ \gyaz

2ETM Ono /mactE N1 €€Fg sentesN+2p_

> veXe) [ (MBI (- AemlsE V) —o,
IEEﬂ’mOoo/ cleg(A)-‘rlooO ieﬂgsg(/\)+20m e€l,

denn es ist voo(—)\ﬂggg(/\)ﬂ) =1 und somit ) zpoo(—/\mg‘ﬁg(*)“) = 0 nach Lemma 2.2.2. [
e€lfy

Nun 148t sich zeigen:
Satz 2.2.6 Die Fourierkoeffizienten aus Satz 2.2.3 sind eindeutig bestimmit.

Beweis Angenommen, fiir gegebene m,n € Z, u € K existiert eine Familie komplexer
Zahlen (f;’#)A7uqu[T], so daf f fiir alle v, w € K eine Darstellung der Form

TTou v
FLLO 72 w] = D Futbe(Av+ pw)
0 0 1 AR, [T]

besitzt. Wegen Ko, /Fg[T] = mooOso gilt fiir o, f € Fy[T7:

T u T
/ Lo = o) va(car—By)dedy —
0 0 1

(Koo /Fq[T])?

> [ oo (A + py)thoo(—az — By)dady =

(00000 )2 Ap€ERG[T]

> Fu [ vsleO-anis [ vl g)dy

>\7.U‘€]Fq [T

TooOoco TooOoo

Nach Lemma 2.2.5 ist

/wm (r — a))da :{1, falls deg(\ — a) < —1,

0 sonst,
TooOco
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also gleich 1 genau dann, wenn A —« = 0, und 0 sonst. Analogist [ 9o (y(p—f))dy gleich
Moo Ooo
1, wenn p = (3, und ansonsten 0. Somit gilt

pis Yoo(z(A — ))da Yoo (y(p — B))dy = fr 5,
sl /

Mu€EF [T ToeOns
d. h.
TR u X o
fap = / f 0 7% y| | Yo(—az—By)dzdy = [~ <( 0 Wn) ,a,B) .
0 0 1 oo

(Koo /Fq[T])?
u Ty

T 0

o

Die Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten f* << ) A, ,u> 1483t sich analog zeigen. [

Satz 2.2.7 Seienm, n € Z, u € Ky und

Lo {n, falls w =0 mod 7} O,

n+4+m—vs(u), falls u# 0 mod 72 0x.

Fiir die Fourierkoeffizienten von f gilt:

TR u falls m, k > 2,
gk > Lo 7o yl| | ve(=Az—py), degh) <m-2,
e \\o 0 1 deg() <k — 2,
T M falls m > 2.k < 1
alls m k<1,
gl > f 0 7% 0| | %eo(—A2), =
2E€T 00 Ooo /T Ooe deg(A\) <m —2,u =0,
> 0 0 1
0 sonst.

Beweis Es ist Ko /Fy[T] = 75cOo0, so dall

o T U T
f* << 0 Wn> Au) = / f 0 7% y| | Yeo(—Ax — py)drdy.
o0 0 0 1

Wooooo)

Gelte © = 0 mod 7} O, dann ist 7 J"u € O und daher

T uw T U T 1 —n"u 0O e 0 =z
f 0 7% vy = 0 7% vy 0 1 0 =f 0 7% vy
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Man kann also im Folgenden o. E. u = 0 setzen.
Falls m,n > 2, so ist

T 0 @
/ f 0 7o ¥ | | Yoo(—Ar — py)daxdy =
0 0 1

(o0 Oco)?
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Z / / f 0 7% Y473 | | YoMz +2)— pu(y +y))didy.
0

€M Ooo /T Oc0 jeamO.. Genn
gen, O
YET oo O /W& O S0 o

Da f rechtsinvariant unter I'o, ist, gilt fiir obige x,y, &, y, dafl

0 x4 T 0w\ (10w nE o 0@
FILO m ytg||=f]|0 n% w01 aJg]|=F[[0 % v
0 o0 1 0o 0 1/\0 0 1 0 0 1
el
und somit
e 0 z+2
Z / / f 0 7% y+9 Yoo(—A(z + 2) — p(y + §))didy =
ZEMo0 Voo /T Ooo 2€mMOoo JET O 0 0 1
yeﬂooooo/ﬂgoooo =~ *
e 0 =z
Z f 0 Wgo y / / woo(_)‘fﬁ — Mg})d.@d@ woo(_)‘x - ,uy)'
TEMo0 000 /TR Ooo 0 0 1

e Oso YET O
YEMo0 00 /T Oco oo coee

Betrachtet man nun

[ [ eexipdsai= [ vnaiae [ ve(-uid

2emROco €T, Oco 7 Ooo T8 Oco

so ist dies geméfl Lemma 2.2.5 gleich 0, falls deg(A) > m — 1 oder deg(n) > n — 1, und gleich
g™ "2 sonst.

Fir m > 2, n <1 liegt 7'y in O fiir alle y € 150, so dafl

e 0 =z
/ f 0 7% Y| | Yo(—Az — py)dzdy =
(70 Ou)? 0 0 1
e 0 z+1%
> / / o == v Voo (=A(x + &) — py)didy =
TE€EM00000 /T Oso FETT Ono YEMaoOoo 0 0 1
T 0 x4 1 0 —n "2
3 [0 = v o1 —my ) | oA a) )iy -
TEMo0O000 /T Ooo ZET Ono 0 0 1 0 0 1
YEToe Ooc €Tee
oy 0z
S0 o) Jesenn [ vaands [ vy
ZEMo0Ooo /T Ooo 0 0 1 Yo TooOos
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Nach Lemma 2.2.5 ist dies 0, falls deg(\) > m — 1 oder falls p # 0, und fiir 4 = 0 und
deg(A) < m — 2 erhélt man

e 0 =z
g > f 0 7% 0] | eo(—=A2).
TEM0000 /TR Ooo 0 0 1
TR U v

Falls m <1, so verschwindet f nach Satz 2.1.5 auf allen Matrizen | 0 7% w | und folglich
0

0 1
* Too U _
F((F ) am) =0

Sei nun u # 0 mod 7 Ox. Fiir m > 2 gilt

ist

m m™ou T
77 u
f* A= f 0 75 Y| | Yoo(=Ar — py)dady =
0 =%
o0 Ouc)? 0 0 1
i TR
> [ a0 = v | entore s ) - mpdiay -
TEMo0 Ooo /TR O €T Ovo YEMo0Ooo 0 0 1
T u T+ 1 0 —m "2
> [orlo = v ) lor 0 ) ) enta@ra)-umdidy -
J?Eﬂ'ooooo/ﬂ';gooo i.eﬂ.gooo O 0 1 O 0 1
YEMo0Ooo
TR u T
> uea [0 m ) ety [ unadds
TEMo0Ooo /TR Ooo Moo Oco 0 0 1 77 Ooo
Das letzte Integral ist gem#fl Lemma 2.2.5 gleich 0, falls deg(\) > m — 1, und gleich ¢~™*!
sonst. Man betrachte nun
T u T
/ L0 75 v | Yoo(—ry)dy. (2.35)
o Oos 0 0 1
Da u ¢ 72 Oc, ist voo(u) < m — 1, und daher ist, fiir alle g aus st veo (u) O, einerseits
Voo (U™ ")) = Voo (1) + (=1 — m) + veo(§) = 0,
andererseits
Voo (To'Y) > —n+ (N +m — v (u)) = m — veo(u) > 0,
d. h. unr *”™gy und 7'y liegen in O, so daB fiir alle diese § gilt
T T T U T 10 wr '™ ™My
f 0 7% y+9||=Ff(0 7% y+9] (0 1 -7y =
0 0 1 0 0 1 0 0 1
€le
T u T
Fllo = 4. (2.36)
0 0 1
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Somit ist, falls n +m — v (u) > 2,

™ou oz
/f 0 7% Y| | Yool—py)dy =
0 0 1

TooOco

™ x
3 [t m vra) ) vetonty s anas -
yETrooOoc/ﬂgo+m7v°°(u)Ooo 7r:jmfvoo(u)Ooo 0 0 1
TR U T
3 L0 m ) ot [ e,
YEmooOco /et U0 O 0 0 1 antm—too ()

was nach Lemma 2.2.5 fiir deg(u) > n+m — voo(u) — 1 den Wert 0 hat und den Wert

T ou T
g e (Wt > FLL O 7% || deol—py)
yeﬂooooo/ﬂg:rm*voow)ooo 0 O 1
fiir deg(p) < n+m — voo(u) — 2.
Im Fall n +m — vy (u) < 1 ergibt sich
TR U T TR u T
Lo = y|)=s{[0 = o
0 0 1 0 0 1

T ou ™ ou
/ Ao w2 y) ) vmay=r(|0 =2 o / oo — )y,
0 0 1 0 0 1

oo Ooo TooOco

was nach Lemma 2.2.5 gleich 0 ist fiir u # 0 und gleich

Tou
f 0 7% 0
0 0 1

fir p = 0.

Fiir m <1 erhélt man wieder direkt aus Satz 2.1.5, dafl

* e U _
(G 300

Hieraus folgt unmittelbar:
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Korollar 2.2.8 Die Fourierreihe

Tou v o
Fllo = wl] = > f*<<50 n>,A,u)¢oo<Av+uw>

77

0 0 1 A\ u€FR([T] &

1st eine endliche Summe.

Unter Beriicksichtigung von Satz 2.1.23 und Satz 2.1.19 erhélt man auflerdem

Korollar 2.2.9 Seien m,n € Z mit n < —m — 6deg(N) + 4 oder n > 2m + 3deg(N) — 2,
m
dann ist f* <<7T6’° qul > ,A,u) =0 fir alle X\, p € F[T.

o0
Man hat ferner

Satz 2.2.10 Zur Vereinfachung der Notation sei deg(0) := —1 gesetzt. Seien m,n € N mit
m,n > 2, A\, u € Fg[T] und deg(\) < m —2,deg(pn) <n—2, d. h. es gebe s,t >0 mit

m =deg(\) +2+s, n=deg(u) +2+t.

Dann gilt:

(05 ) )=

ﬂ_dcg(/\)—l-Q 0
g~ rtdeg(N)+deg(u)+4 & . deg(1)+2 S falls s =t,
ﬂgno—n-l-deg(u)'*‘Q 0
q—2n+2 deg(u)+4f* . ﬂ_deg(,u)-i—Q S falls s > t,
ﬂ_ggg()\)+2 0
g 2mt2deg(N)+4 . n—medeg(3)+2 A, falls s < t.

Beweis Falls s = 0 oder ¢t = 0, so ist die Behauptung offensichtlich wahr. Sei also angenom-
men, dafl s,¢ > 1. Seien L := deg(\) und M := deg(u) (es sei an die fiir diesen Satz getroffene
Definition deg(0) = —1 erinnert). Nach Satz 2.2.7 ist

M0 e 0 =z
f*<<5° Wn),x,u)zq—m—"“ Yo fL 0 T oy | tee(Ae ) =
o0 TEMo0Ooo /T Ooo 0 0 1
YEM00Ooo /T Oco

g > Y. F 0w yd | ) ee(A D) —ply+).
€T 00000 /7L 2000 2€mL 2000 /7™ O o 0

YET 00000 /TEF2000 §eTT2000 /77 O

Wegen veo (ML) > 2, Voo (1)) > 2 und 1hoo(a) = 1 fiir alle a € 72,0y ist
woo(_)‘(x + j:) - :U’(y + ?j)) = ¢oo(_/\x - Ny)qvboo(_Ain)"ﬁoo(_Mg) = %o(—)\fﬂ - Ny)'
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Es folgt
(T 0 _

g > thoo (= Az — py) > f 8 T YEO) )=

€T 00000 /752000 #€7L 2000 /7 O 00
YEMo Oo/7TM+QO yEWMJFQO /7% Ooo

g > Yoo (AT — py)-

ZEM00 000 /T2 000
yGWOOOOO/ﬂ'M+20
am 0 z+&+enn !
> Ao y+rg+ennt ],
#erlit?04 /7 100 €€ 0 0 1
§erMt 2000 /71 Oco 0€Fy
was unter Benutzung der Harmonizitdtsbedingung (HB2) gleich
g > oo (= Az — p1y)-
IEGTFOOOOO/WL+2000
yGTl'OOOOO/WM+2O
0 am-t T+
Z Z—f ™ 0 y+g+oryt
0 0 1

#€m 2000 /72" 000 9€F,
gen*20,, /7rg<;1 Oco

ist, und Benutzung von Harmonizitidtsbedingung (HB3) sowie m = L+2+s, n =M +2+1
ergibt

=l 0 z+d
gt > Yoo (—Az—py) > f 0 7wt oy+9
TET o OOO/WL-'—QOQO 3767T£0+20 /7r£o+2+(571>000 0 0 1
YETo0 0o /T35 Oco genlMt20 jnMT2H Do
Diese Schritte kann man so lange wiederholen, wie s,¢ > 1.
Falls s = t, so fithrt s-maliges Ausfiihren schliellich auf
a2 0 =z
g > f 0 w2y | | Yeo(—Az — py) =

TE€M 0000 /TE 2000 0 0 1
YEMo0Ooo /Tl T200,

L+2
g-mnt LM g <<7r08 7T1\2+2> ,)\,M) |
o0

Falls s > t, so kann man obige Umformung insgesamt ¢-mal durchfithren und endet bei

glt2ts=t 0 z43
g > Yoo (—Az—p1y) > f 0 LE
TET 00000 /752000 zerls 2000 /7ot Lt2+(s— t>O 0 0 1
YEMo0 Ooc /ol T2 O

72



Unterkapitel 2.2 Fourierentwicklung

Wegen oo () = Yoo (w + ) fiir alle € Moo Ooo/TE 204, & € 7r£o+2000/7rfo+2+(5_t)000, und
s—t=m—n— L+ M ist dies gleich

gmontM+2 g
g > Yoo (—AE — py) f 0 w2yl ) =
-’ieﬂ'ooooo/ﬂ'gin+]w+20c>o O O 1
yeﬂooooo/ﬂgol+2000
_ . ﬂ.m—n—&—M—s—Q 0
q 2n+2M+4f (( 00 0 7rM+2 ’)\“u .
o0
Analog erhélt man im Fall s < ¢t durch s-maliges Ausfithren
nlt2 0 T
g > VoolAz—p)f [ [ 0 w2 g | =
$Eﬂooooo/wgo+2000 0 0 1
geﬂ'ooooo/ﬂgo_m*—L-FQOOO

L+2
_ * iy 0
q 2m+2L+4f (< 08 ,n_n—m—&-L—f—Q) )Auu) .
00

O

Satz 2.2.11 Seien m, n € N mit m > 2, n <1, deg(\) < m — 2 und deg(0) := —1, dann ist

«( (7% 0 _
f <( 0 71,&) ) Av M) -
ngg(AH'z 0
q_2m+2 deg(k)+4f* 0 W”—m+deg(>\)+2 7)\7 0 ) falls n= 0’

0, falls u # 0.

Beweis Sei L := deg(\). Die Behauptung fiir p # 0 folgt direkt aus Satz 2.2.7. Fiir 4 = 0
erhélt man aus Satz 2.2.7 und der Tatsache

0 =z 1 0 0 e 0 =z
f 0 7% 0| =f]10 1 eryt 0 7% 0] |=
0 0 1 00 1 0 0 1
€lo(N) v;gen n<l1
e 0 x
f 0 7% eryl fiir alle e € Fy
0 0 1
die Gleichheit
M0 e 0 =z
A (G RO TS S | ) ) PN U
o TEMo0Ooo /T Oco 0 0 1
e 0 x4+
g™t Z Z g ! Z f 0 7 eryl Yoo(—A(x + T))
2€M00 Ooo /T2 2000 €T 2000 /77 0o €y 0 O 1
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Da aus veo(AZ) > 2 folgt, daB oo (—A(z + &) = Yoo (—Ax), ist dies gleich

™ 0 z+&+ort

" Y () > D0 e emy!
meﬂooooo/ﬂggLQOoo i€ﬁ&+20m/ﬂg710m ,0€F, 0 0 1

Unter Ausnutzung der Harmonizitétsbedingungen (HB2) und
im Beweis des letzten Satzes

—

HB3) erhiilt man daraus wie

1

o 0 x+=z
g " > Yoo(—A2) > f 0 a1t 0
TEM 00000 /T2 000 #erlt?000 /121000 0 0 1
Wiederholte Anwendung derselben Prozedur liefert schliellich
mlt2 0 T
q—m+1—(m—(L+2)) Z f 0 ﬂ_go— (m—(L+2)) 0 d}oo(_AfL‘) —
xEﬂ’ooOoo/ﬂ'é‘JQOoo 0 0 1
ml+2 0 T
g2 Z f 0 7 mHAZ 0] ] oo (—A1);
€T 00000 /752000 0 0 1

dies ist nach Satz 2.2.7 gleich

—2m+2deg())+4 mogg T2 0
q & f 0 7Tn—m-i—deg(>\)-i-2 7)"0 :

Satz 2.2.12 Seien m, n € Z und u € K. Fs gilt

(TR u o (TR ed . «
f ((0 Wg()),a)\,éu)—f <<0 - >,/\,,u> fiir alle €,6 € Fy, A\, € Fy[T7,

o0
msbesondere also

« (TR u
r((F &) ren)

Beweis Setzt man

7 <<7T80 7::1> ,A,,u) fiir alle e € Fy, A\, € Fy[T].

o0

U (u)

) = {m, falls u € 72O,

Uoo(u) sonst,

und k := m +n — v, (u), so wurde in Satz 2.2.7 gezeigt, daB fiir die Fourierkoeffizienten von

f gilt:
s (T u _
r((F ) )=

T ou falls m, k > 2,
g e > Pl o 7y | w22 —py), deg(h) <m—2,
TEMo0 O /TR O
YEMooOoo /T Occ 00 1 deg(p) < k —2,
oo U fall >2 k<1
allsm > 2,k <1,
g " > Fllo 72 of [ve(=22),
T€Mo0 Ooo /T Ooo deg()‘) <m— 2’ n= 0’
o 0 0 1
L0

sonst.
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Seien zunéchst m, k > 2, deg(\) < m — 2 und deg(p) < k — 2. Fiir jedes o € Fy ist z — alz

ein Isomorphismus von 7O /T2 O, so dafl

m T U T
w (T U
f <<6’° n>,6%5u>— > FLL O 7% gy | Yoo(—erz—duy) =
7TOO
ZEMo0Ooo /TR Oco 0 0 1
yeﬂooooo/ﬂ"goOoo
o ou e lz
Yoo {0 w5y tee(—he — ) =
TE€EMo0Ooo /T Ooo 0 0 1
yEWooOoo/ﬂJgoOoo
e 0 0\ /72 wu etz\ /et 0 0
Z f 0 0 0 0 7% 0 ly 0 &5t 0 Yoo(— AT — py) =
ZEMo0Ooo /TR Ooo 0 0 1 0 0 1 0 0 1
YEMo0Ooo /T, O
ey x
> FLLO 7% || deol—Az— )
TEMo0Ooo /TR O 0 0 1
yEWOOOOO/WIQOOOO
TR u
Zusammen mit einer analogen Rechnung fiir > f 0 7% 0 Yoo(—EAT)
LEMo0Ooo /T Ooo 0 0 1
im Fall m > 2, k <1, deg(\) < m — 2 und u = 0 folgt die Behauptung. O

2.3 Charakterisierung der Harmonizitat iiber die Fourierkoef-
fizienten

Sei
Voo((z 1)) := min{veo (), Voo (y)} fiir alle (zy) € K2,

d. h. insbesondere

Ve (()\ ) (”53 . )) = min{va (M), vao (Mt + )}

[e.9]

fir alle A\, u € Fy[T] sowie alle m,n € Z und u € K.

Bemerkung 2.3.1 Fir alle \,p € Fy[T], m,n € Z, u € Ko und ¢ € O gilt

(0 (5 )= (0 (F 7))

Voo <(>\ ) <7T§Z’ 7:72 >> = min{voo (AT, Voo (Au + )}

o0

Beweis Es ist

sowie

Voo (()\ 1) (778772; “ +§7T£>> = min{veo (ATR), Voo (Au + pml, + AT},

Too
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und es gilt
Voo (Au + pumly + ACT) > min{vee (Au + umly), Voo (ACTS) },
wobei
Voo (ALTY) = Voo (ATTHY).

Falls min{vee (AT3), Voo (At + pll)} = Voo (ATZ), so ist demnach auch
Min{veo (AT, Voo (AU + prh, + AToe) } = Voo (ATLY)

und die Behauptung bewiesen.

Ist andererseits voo (AU + pmL) < Voo (ATZL), s0 ist auch veo(Au + pml) < Voo (A(TR), so daBl
auch in diesem Falle die Minima gleich sind. O

Satz 2.3.2 Die Einschrinkung

. T U v
I 0 7% w|| mné€Z,uv e Koo/TROo0, W € Koo /T O p — C
0 0 1

von f ist linksinvariant unter I'a und hat eine Fourierentwicklung

A TR m
- [ (TR u
f 0 L owl|]|= > f (( 0 Wn)%u) Yoo (Av + pw),
0 0 1 A\ el [T) &

wobei die Fourierkoeffizienten fiir alle m,n € Z, u € Koo /T O und X\, p € Fy[T] die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

(TR u om [ (TR ut T _ .
f <<0 7Tn>,)\,,u)—f <(0 o >,)\,,u 7)\> fir alle v € Fy[T7, (IV)

o0

- m+1 uoo m u
w (T e (™ ) s falisee [ (T 0] 22,
f 0 7Tn 7)\’M - O 7Too 0 7TOO

0 sonst,
(F1)
m+1 m
¥ FIP u q Z f* <<7TOO+ “r 87TOO> ’)‘7 ,LL) ) falls UOO()‘Wéno) Z 2)
f <( 80 77&) 7)‘5/'L) = e€lfy 0 7720
0 sonst.
(F2)

Beweis Seien m, n € Z, u, v € Koo /T30 und w € Koo /7O Die Linksinvarianz von f
unter I'a folgt offensichtlich aus der Linksinvarianz von f unter I'g(/V). Somit besitzt f eine
Fourierentwicklung

B T U v B m
Ao = w|]= X f*((go n>,A,u>ww<Av+uw>-
T
0 0 1 A\ ueF,[T) &
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Aus der Linksinvarianz von f unter T'a erhilt man

[T u v ) 1 v 0 S TR [T utmy, vHwy
f 0 7% w =f 010 0 7 =f 0 T w
0 0 1 0 01 0o 0 1 0 0 1

B T U v B o
f 0 75 w = Z f*(< 80 ﬂ.n>7)‘nu'> woo()\v+uw)7
0 0 1 A\ u€lR,[T) &

andererseits, unter Benutzung der Bijektion F,[T] — Fy[T], p+— p+ M\,

([T u v [T utmE, vt wy
f 0 72 w =f 0 T w =
0 0 1 0 0 1

> <<ﬂ§é ’ trzﬂgo> A, M) YoM + (\y + pyw) "EN

A u€Fq[T]
e [ (T u A+ YTl
> f ((80 - OO),)\,V—)\’}/) Yoo (AV + V),
A\ vEF [T o0

woraus durch Koeffizientenvergleich (IV) folgt.

Die Harmonizitétsbedingungen (HB3) und (HB2) ergeben, dafl fiir alle A, p € F,[T7], alle
m, n € Z und alle u,v,w € K, gilt

™ou UToo Toy €UV
HB3 HB2
fllo ST (et 0 emtw ] | Y
0o 0 1 eel, 0 0 1
Tl ure TR +eu+ v
Z Z f 0 7t e 4w ,
e€l, 6cFy 0 0 1

und Fourierentwicklung beider Seiten fiihrt auf

>, F <<7T§$ 7:2) ,A,;L) Voo (Av + paw) =

Avuqu [T]

> 2 <<ﬁ%ﬂ :ffi‘i> ,A,u> Yoo (O + u+ ) + plems, + w)) =

AMuEF,[T] &,0€F,

m+1

A p€R (T €,0€F,

Koeflizientenvergleich liefert

m m+1

o g,0€F,

7
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Falls veo <()\ 1) <7T8° 7::1 >> > 2, ist JZF Voo (AT + Aeu+ pem? ) = ¢% nach Lemma 2.2.2.
o0 g,0€lly
Ist voo [ (A ) (WSO 1:1 >> < 1,s0 gibt es ein k € Ny, so dal v ((/\ 1) (WSO 7::1 > 7r’§o> =1,

und durch Iteration und die Multiplikativitat von 1o, erhélt man

(%

k

. 7Tm+k+1 u7rk+1

! << 000 7r”+012+1 A b H
e i=0

u
n

7rOO) ,ML) =

D YeeAGTET) Y oo (M + pil )eiml,)

5iEFq

é‘iEFq

Je nachdem, ob Voo (ATTHF) = 1 oder voo (Au + pm)7E) = 1, ist Y Yoo (AHa™TF) = 0

o€y

oder Y tYoo((Au 4 pm )exmh ) = 0 nach Lemma 2.2.2. Es folgt

€k€Fq

Insgesamt ist also

m+1
* W?o U o q2f* ((ﬂ-oo
r((F ) ) !

0

U

UT o0
n+1
Too

Weiterhin erhélt man aus den Harmonizitétsbedingungen

T ou v
f 0 72 w
0 0 1

(HB1) Z f

eelfy

m m
ETe + U Toy
0

n

o

0

Wg()) ,A,u) =0.

> ,A,u) ., falls v (()\ 1) <7T8°

sonst.

v (HB2)
0 =

0 1

m—+1 m m
T el +u 0wl 4w
w
1

0
0

> of

g,0€lF,

™

0

n
o

Durch Fourierentwicklung ergibt sich hieraus die Summationsbedingung

U

w [ [(Toe
€,0€l,

:Zf*

m+1

(&

u+emy
n
7TOO

> ,)\,u> Yoo (AOTLL).

Wie eben erhilt man daraus mit Lemma 2.2.2 und Induktion, dafl

qy f*

e€ly

m
7TOO

0

Da offensichtlich f* (( Y

Wg-ﬁ-l
(&
o)) = (3

die Giiltigkeit der Bedingungen (F1) und (F2).
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U+ emyy

n
[e.e]

U
n

o0

) ,A,u) ,  falls voo(ATZ) > 2,

sonst.

) ,/\,u> ist, ersieht man hieraus
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Umgekehrt gilt die folgende Aussage.

Satz 2.3.3 Zu M = {(m,n,u,\, i) | m,n € Z,u € Koo/TLO0, \,u € Fy[T]} sei eine
7r

n
Familie komplexer Zahlen (f* << 80 > A, u)) gegeben, die den Bedingungen
M

Sy TR u s T U+ YTy B ..
f << 0 Trn) 7)‘)M> - f <( 0 " > a)‘vu 7>‘> fUT alle Y € ]FQ[T]’ (IV)

[e.9]

m 2 Fx Too UT oo ™™o
(6 2o e ) (ol 1)

0 sonst,

N m—+1 m
(o ¢ P (™ T ), fatls v (M) > 2,
f 0 n 7)‘7,U' = e€lfy 0 Wgo

0 sonst
(F2)
gentigen.
Definiert man eine Funktion

} Tou v
f: 0 7% w|| mné€Zuve€ Ko/ToeOooyw € Koo /T O p — C
0 0 1
durch
m

=
(e}
gt =
— & <
I
5
*
N\

(5 ) hom) vl

[en}
es}

und setzt sie mittels

U TR v 3 amtl oy e 4w
fllm% 0 =-> 7 0 7w (S)
0 0 1 c€F, 0 0 1

zu einer Funktion f auf

™ u v

0 72 w||mmn€Zuv€ Ko/TROo0,w € Koo/ O ¢ U

0 0 1

U TR v

0 w|{mn€Zu€nmMN04%,vE Koo /T Ouo,w € Koo /T Ono
0 0 1

fort, so kann man f als Funktion
[ G(Koo) [Too(R)KS, — C

auffassen, und diese Funktion ist linksinvariant unter I' A und harmonisch.
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e e T U . . . (TR u .
Beweis Fiir jede Wahl von » | sind nur endlich viele f n | >, 1| ungleich
0 nl 0 nl
m
0, denn fiir hinreichend grofien Grad von A und g ist sicher v, <()\ n) <7T6° 7:72 >> < 1. So-
o

mit konvergiert die zur Definition von f benutzte Reihe in jedem Fall.

Aufgrund der Gestalt eines vollstindigen Reprisentantensystems von G(K)/Too(R) K
(vgl. Satz 1.2.2) ist f wohldefiniert, und nach Voraussetzung (S) erfillt f die Harmoni-
zitétsbedingung (HB2).

Nach Definition besitzt f eine Fourierentwicklung der Form

Tou v m
n # [ [Too U
o = wll= > 7 ((0 ﬁn>,A,u>¢m<Av+nw>
0 0 1 A\ u€F[T) oe
mit
T U = T
F(CF ) o) =2 (5 ) ).
0 =% 0 =
EMo +u T v
Man betrachte — > f T 0 w | |. Anwendung von (S) ergibt
e€ly 0 0 1
eml +u TR v At en™ 4y 67T 4 v
- Z f T 0 w = Z f 0 T w ,
ecly 0 0 1 e,0€lfy, 0 0 1

und die Fourierentwicklung davon ist

Z Z 7 <<7r%+1 5W§n+ u> ’)\7'”) Voo ANOT™ +v) + pw). (2.38)

A pREFG[T] €,0€F,

3} a1 an e ([T o™
Fiir voo(Ar2t) < 1 gilt f 0 “n ,A )] = 0 nach (F2). Anwendung von
oo

Lemma 2.2.2 ergibt
D thoo(A0TT) =0

5€F,

fiir Voo (ATZH) = 2 und

Z ¢oo()‘577<7>no) =9

0€ly

m+1

m+1) > 3. In letzterem Fall ist andererseits

o (FTH u e e (TR w
Lo ) ) e (8 ) )

e€lfy

fiir voo (AT

wegen (F2); somit ist der Ausdruck (2.38) gleich

* o U
> f (<”0 Wn>,m> Yoo (A0 + )
A€l [T) 0
Voo (A1) >3
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und dies ist wegen (F2) wiederum gleich

m T u v
2 f*(<5° n>,A,u)ww<Av+uw>=f 0 7 ,
TrOO
M u€EF[T] 0 0 1

d. h. die Harmonizititsbedingung (HB1) ist erfiillt.
Wieder mit (S) erhélt man aulerdem

UToo TR cu+wv amtl ume, T 4 eu+ v
- Z fllast 0 enb+w] | = Z f 0 7wl e +w :
c€ly 0 0 1 €,0€F, 0 0 1

und dies ist gleich

Z Z I (( ::jﬁ) A, u) Yoo (AT + Aeu + peml ) oo (Av + pw).

MuEF,[T] ,6€F,

) amtl ur o (T un
Fiir vso ((/\,u)< 08 W,ﬁi)) <1list f << 08 Wnﬁ)vAv/‘):O'

e} o0

m+1 m
Ist vy (()\ ) <7T°8 ;Tﬁ)) = 2, also v (()\ ) <7r8° 7:2 )) =1, so ist
Z Yoo (AT + e(Au+ prl)) =0,
£,0€F,

m+1
und im Fall vy <()\ ) (ﬂoa ::ﬁ)) > 3 ist

D Pae(MNTL +e(u+ prll)) = ¢
€,0€F,

nach Lemma 2.2.2. Somit folgt aus (F1), daf f auch der Bedingung (HB3) geniigt.

1 =y
Sei H= [0 1 2z ] €l'a, dann erhélt man mittels Fourierentwicklung
0 0 1
u v T utzrre vtwr+y
i 0 TS W =f 0 oo w+ z =
0 0 1 0 0 1
~—
NU’EIF(] _
A\ €EF [T o0
u T™ou v
Z f <( n))Aay)woo()\U'f‘Vw):f 0 Wgo w
m
A\ VER[T] o0 0 0 1

Hieraus und aus (S) folgt die Linksinvarianz von f unter I'a.

O

Zum Abschlufl dieses Abschnitts sollen noch zwei Eigenschaften der Fourierkoeffizienten von
f gezeigt werden, falls f endlichen Triager modulo I'o(N) besitzt.
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Satz 2.3.4 Seien m,n € Z und u € K. Es gilt

F* ((”50 ;fl),o,@ =0 fir alle pu € Fy[T], m <n+1 (2.39)

e}

F* ((”50 WZ) ,0,0) = 0. (2.40)
Beweis Zu (2.39):

Ist m < 1, so folgt die Behauptung aus Satz 2.2.7. Sei daher m > 2 angenommen. Weil f
harmonisch ist, gilt gemif (F2), dafl

« (TR u B o (T en™
f <<0 7T&)),O,u)—qzjjf" << : o )0 )

e€Fy

und

da fiir A = 0 immer voo (A7) > 2 ist, unabhéngig von m. Wegen der I'g(V)-Invarianz gilt
auflerdem unter Benutzung von (IV) die Beziehung

(TR u o (TR T +u

fir alle v € Fy[T]. Falls m < n, so ist v = en2™" € F,[T] fiir alle ¢ € F,, so dafi (F2) und
(IV) zusammen

(T _ o (TR utenl _
f ((0 F&>,0,u>—q2f (( : o )0 ) =

e€lfy
* 7Ton<l>+1 U _ 2 % ngo+l u
q%;f (( 0 W&)’O’M) = ¢f (( 0 an )0
eclyq

liefern. Da f* ((Wgo ;:L ) ,0, ,u) = 0, erh&lt man per Induktion die Behauptung.

o
Zu (2.40):

m
Falls m < 1, so ist f* (<7r80 1i > 7O,O> = 0 nach Satz 2.2.7.
TrOO

7T] a

k
0 w3

a € K, liefert wiederholte Anwendung von (F1) die Beziechung

f* Too UWO_O(m_l) 0.0 = Q(mfl)f* ﬂ-«’:r)no U 0.0
0 Wgoi(mil) s Yy =4q 0 ﬂ_go s Yy ’

die linke Seite verschwindet aber gemifl Satz 2.2.7. U

Sei nun m > 2 angenommen. Da v ((0 0) < >> > 2 fiir alle j, k € Z und alle

Bemerkung 2.3.5 Gleichung (2.40) ist das Aquivalent zum Verschwinden in den Spitzen bei
klassischen Spitzenformen.
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Unterkapitel 2.3 Charakterisierung der Harmonizitét iiber die Fourierkoeffizienten

Wie in der Einleitung beschrieben, 148t sich das Verschwinden in den Spitzen bei klassischen

Spitzenformen adelisch formulieren als

[ r-ommsccrsno

Q\Ag

Ubertriigt man diese Formulierung auf G(Ag), erhilt man die Bedingungen

1 z

/ o1
(K\Ax)?2 00
10

fllo 1
(K\AK)? 00

fir alle ¢ € G(Ag) (siehe z. B. [Bu], Kap. 3.3), und Projektion auf G(

des starken Approximationssatzes ergibt

1 =z

0 1

(Koo /Fq [T])2 0 0

10

fllo 1

<Koo/Fq[T1 00
1 =z y
fiir alle g € G(K«). Dasowohl [0 1 0
0 0 1

Verschwinden der Integrale aus der Linksinvarianz von f

r((F ) o0)-

(Koo /Fq[T1)?

und der Tatsache, dafl f eindeutig durch die Werte auf Matrizen der Form

bestimmt ist.
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Kapitel 3

Konstruktion harmonischer
Koketten

3.1 Explizite Konstruktion zweier ['a-invarianter harmoni-
scher Koketten

Satz 2.3.3 stellt eine Methode bereit, um I'a-invariante harmonische Koketten zu konstruieren.
Dies soll im Folgenden an zwei konkreten Beispielen demonstriert werden.

Definition und Satz 3.1.1 Seien A\, pp € Fy[T], A # 0. Firm, n € Z, u, v € Koo /T2 O
und w € Koo /7l Oso seien

N ) g™, falls v (A p) Too U > 2,
(7 ) oam) = 0

0 sonst,

oo U T U
fouw 0 75 = f" (< 0 ﬂn> ,A,M> oo (Av + pw)
0 0 o0
und
Toe U U 1 ~ 0 Toe U U
Fovw 0 7% w = > Jfow|[0 10 0 7 w]|,
0 0 1 ~EF,[T] 0 0 1 0 0 1
u Tt ™ u v4en!
F o 0 = - ) I VR (3.1)
(A\,p) Too w (A,p) To w
0 0 1 €F, 0 0 1
u a7l
= =Y Fou |l 0o w|z],
eclFy 0 0 1

s0 ist F(y )1 G(Keo)/Too(R) K5, — C eine ' a-linksinvariante harmonische Funktion.

Beweis Aus

T U v 1 v 0 U v
Fomll 0 == = > fow |01 0o){0  w]]|=
0 0 1 YEF[T) 0 0 1 0 0 1



Kapitel 3 Konstruktion harmonischer Koketten

o u+ymh v+ yw

Z fouw 0 oo w =

VEF[T] 0 0 1
w [ (TR u+yml
Y of ((0 WZ >,/\,u)woo(kv+(/\7+u)w)
Y€EF,[T] >

sieht man, dafl die Summe auf der rechten Seite immer endlich ist, denn fiir hinreichend grofien

Grad von y ist (wegen A\ # 0) sicher v (()\ 0 (WSO b trzﬂ"o)) < 1, und da§ F{, ,) eine

o
Fourierentwicklung mit den Fourierkoeffizienten

L U+w&> \ ) falls (a, 8) = (A, o+ 7A)

P <(7rgg u> aﬁ)— d ((0 (oA fiir ein v € F, [T,
(Am) et -

0 =2

o0

0 sonst

besitzt. Fiir oo # A oder 8 ¢ p+ AFy[T] erfiillt Fi <(7T80 7:2 ) ,Q, 5) offensichtlich (IV),

(F1) und (F2). Sei daher angenommen, dafl ein v € F,[T] existiert mit (o, 8) = (A, + YA).

Fiir 0 € F,[T] ist
x The U+ 0Tl I T u+omy _
F()\vlﬁ) <(0 ﬂ—go ),Oé,ﬁ) - F(A,u) << ,R_go )7)‘7,“"’_'7)\)—

* ’/Tglo U+ (7+5)7TCT>LO — * i
F((F 0 ) =
X ™
Fiw << 0 W&) ,a,ﬁ+5a> ,

also (IV) ebenfalls erfiillt.
Toe U _ Toe U+ YT
R Rl )
fir alle v € Fy[T7] ist

Wegen
" T wu N o
F(Aw)((ﬁo ﬂn)vo‘ﬁ) = F(A,u)<<§° 7Tn>7)‘aﬂ+')’)\):

83

e}
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;fl>,A,u+(v+6)A>=

o

o

Voo (()\ A+ YA)

Toe U T U
. oo . o < N .
fiir alle <0 W&) mit veo <(a B) < 0 W&)) < 1, und somit sind (F1) sowie
(F2) erfiillt. Sei daher angenommen, daf§ veo ((a B) (WSO 7::1 )) > 2. Dann ist auch

m+1
Voo ((a B) <7T°8 :::f{)) > 2, und es gilt

o0

. Al oy . At ure
F()‘nu) (( 0 ﬂ—go-‘rl) ,Ck,ﬁ) = F()\“u) (( 0 71,1?.0—&—1) 7A7:u’+'7)\> =

o (T w4+ it _ —9 px w4yl
P55 L ) o) = e () o) -

o0 7TOO

—9 T 9w T U
q F()\”u,) ((0 ﬂ_go)?)‘au—i_’yA) = g F()\“u,) <<O ﬂ.go>7aaﬁ>
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Unterkapitel 3.1 Explizite Konstruktion zweier I'a-invarianter harmonischer Koketten

m

d. h. F(*/\ ) <<7T8° 7:’2> ,a,ﬁ) geniigt der Bedingung (F1).

o0

(o (F 1)) (oron(F )

folgt offensichtlich
oty en™ +
o (0 (7 ESIEE

fiir alle € € Fy, und daher

Aus

m+1

U+ emyy - o u+57r
> (5 "5%) ) - Zw((o ) haeen)

e€ly e€F,

Z oy en™ 4yl
r (< 0 an T} Ap) = q-q2mHY
o0
ecly
-1 * ano u+'77rgo> —1 = Wg u
qa - f (< Ap| = g F A pFAA| =
0 7 (Am) 0 7

1 Tho U
q F()\,u) ((0 ﬂ,go>7a7ﬁ>-

m
Somit geniigen die F(*ML) ((Wé’o 7720) ,a,ﬁ) auch Bedingung (F2).
m
Da also die Fourierkoeffizienten F(*A ) ((7%’0 o ) , QU B) von F(y , die Bedingungen (IV),
oo

(F1) und (F2) erfiillen, folgt die Behauptung aus Satz 2.3.3.

Definition und Satz 3.1.2 Seien a € Ko und X\, p € Fy[T] mit X # 0. Fir m, n € Z,
Uy, V€ Koo /TR Ooo und w € Koo /7O seien

;

o falls v (()\ 1) (WOO ¢ >> >2
. q m n7 0 ﬂ_go
Ja ((WSO 7:2 ) ,)\,,u> = und v = ar’l) mod 72 Ox,
0 sonst,

U v my
man [0 7% o) | = a((F ) ) vt )
0 0 1 >

und
mou v 1 v 0 i TR
Gap 0 7w w = Z Garpu | [0 1 0 0 % w]|,
0 0 1 YEFG[T] 0 0 1 0 0 1
u ol ™ u v4enTl
Gaz)‘#l' ﬂ-go O w = - Z GU,A,,LL 0 ﬂ-go w
0 0 1 c€F, 0 O 1
u Tl
= =) Garxu| ™ 0 w|Zz|,
e€lq 0 0 1

50 ist Gaxpu: G(Koo)/Too(R)K%, — C eine I'a-linksinvariante harmonische Funktion.
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Kapitel 3 Konstruktion harmonischer Koketten

Beweis Wie im Beweis von Satz 3.1.1 sieht man, daf} die G ), definierenden Summen endlich
sind. Aus der Definition von Gy, ergibt sich

T u v 1 v 0 T U v
Gapu 0 75 w = Z Jaxu 0 10 0 7% w =
0o 0 1 YEF[T] 0 01 0 0 1
T u+ymh, v+ yw
Z Jau 0 T w =
'YEFq[T} 0 0 1
* T oy + Ayt
2 9<( s °°>,w) Yoo (A0 + (A + ),
7TOO
~Y€EF,[T]

d. h. Gg 5, besitzt eine Fourierentwicklung mit Fourierkoeffizienten

. T w4 yml falls (a, 8) = (A, + YA
m ga(( >7>‘7N>7 ( ) ( )
X ™™
a,)\“u,<(0 71_20)7@75):

0 o fir ein v € Fy[T7,

[e.o]

0 sonst.
Es ist klar, daf3 G;«\,u WSO Z) ,oz,B) fir @ # X oder 8 ¢ p+ AF,[T] die Bedingun-

gen (IV), (F1) und (F2) erfiillt. Es sei daher angenommen, dafl ein v € F,[T] existiert
mit (o, ) = (A, p + yA). Wie im Beweis von Satz 3.1.1 188t sich zeigen, dafi Gy, , der

Bedingung (IV) geniigt, und fiir vy <(a B) (WSO 7;;2 )) < 1 auch den Bedingungen (F1)

)

0 w3
ot T wen 4+ yml 3}

Voo ((a ﬁ)( 08 W@ﬁ)) > 2 und v (()\ ,u)( 08 ;Ogo Moo > 2 fiir alle

e € Fy.

Wegen u+ 7% = ar” mod 77 Ou genau dann, wenn ume, + 7! = a2t mod 7210,

ist
YL U TIEE & o (T w4+ ]
A ) (5 i)

o0 o0

und (F2). Es gelte deswegen nun zusétzlich ve <(a B) ( > 2. Somit ist auch

falls u + ymly, # arly, mod 73O, und

N o u+yml o " Tt ume + il
9 << & WZ °°>,/\,u> =q " " =g, << % Ooﬁnﬁl > ) oap),

o0 o0

m
falls u = amy, mod 77l Oc. Hieraus folgt, daB G , , <(7T()OO 7::0 > ,Q, ﬁ) der Bedingung (F1)
geniigt. ~
Ist

u~+ vy, = ary, mod 73 O,
so gibt es genau ein ¢ € Fy, so dafl

u+ymh, + ey = amh, mod WZLO-HOOO.

Gilt andererseits
u~+yml, # amy, mod 75 O,
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Unterkapitel 3.2 Erzeugung I'g(N)-invarianter Funktionen

so ist auch

w4y 4 er™ % arn mod 7704

fiir alle € € Fy. Damit erhélt man fiir u + 7l # arl, mod 73O die Gleichung
oty 4y e w [ (TR w4yl
Z%(( e k) =g (T T ) o) =0,
ecly & &

und im Falle u + yn, = an’y mod 720« ergibt sich

amtl oy 4y o en™ e IR A& SR TIE ST Sl
(5 ) e (F )

ecly > >
™ u
Hieraus folgt, da8 Gy , , (< 80 n > ,a,ﬁ) auch der Bedingung (F2) geniigt, und die Be-
o0
hauptung folgt aus Satz 2.3.3. (]

Satz 3.1.3 Fiir alle 6 € Fy[T] gilt F() ;) = Fxptox) und Gaapu = G putsr-

Tou v
Beweis Sei | 0 7 w| € G(K«)/I'so(R)K . Nach Definition gilt
0 0 1
T U v
Foxpvon) 0 75 w]|=
0 0 1

S () st ) oA ) =

+€F, 1] e
> (( wro ””52) A u) YooN0 + (1 + (5 + DA )w),
YEF [T >

und unter Verwendung der Bijektion v +— 4 = § 4+~ von Fy[T] ist dies gleich

™ u  w

T . ~ 0
E I (( WZ ) ,/\,u) Voo (AU + (1 +FN)w) = F(y ) 0 7% w
FEF [T ee 0 0 1

Zusammen mit (3.1) ist damit die Behauptung gezeigt. Der Beweis von Gqx, = Gaxptor
verlduft analog. O

3.2 Erzeugung ['o(N)-invarianter Funktionen

Seien A und p € Fy[T] mit A # 0. Aus F{, ) bzw. Gy . sollen im Folgenden durch Summation
iiber gewisse Nebenklassen I'g(V)-linksinvariante Funktionen konstruiert werden. Aufgrund
des hieraus resultierenden Problems der Konvergenz der entstehenden Summen werden zuerst
die Funktionen F{y ,) und G, mithilfe einer komplexen Zahl s so zu F(y ;) s bzw. G x s
modifiziert, dafl ll_lg Fovp,s = Fo und l1_>m1 Gap,s = Gapp gilt.
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Kapitel 3 Konstruktion harmonischer Koketten

Definition und Satz 3.2.1 Fir s € C sei Fy ) G(Koo)/Too(R)KS, — C wie folgt defi-
niert: Firm, n € Z, u, v € Koo /TR O und w € Koo /7% O se€i

(T w ¢, falls veo | (A p) [T " > 2,
fs 0 7'['” 7)‘7/1’ = O Wgo

[e.e]

0 sonst,
Tou v oy
f()\,y,),s 0 7T?O’LO w = f; << 80 T > ) >‘7 .LL> @Z)oo()\v + :uw)7
0 0 1 o0
T u v 1 ~ 0 Tou v
Fixm.s 0 7m% w = Z Joum).s 010 0 7 w
0 0 1 ~EF,[T] 0 01 0 0 1
und
u T W am u vtenD!
Fows ™ 0 w = =Y Fous 0 7 w (3.2)
0 0 1 ecF, 0 0 1
u Tt
= - Z F(/\,/L),s ﬂgo 0 w Zg
eclFy 0 0 1

Fixp),s ist eine I a-linksinvariante Funktion und besitzt eine Fourierentwicklung mit den Fou-
rierkoeffizienten

o [T utATS falls (a, B) = (A, p+9A)

[ Ay T
X ™ u 0 T fir ein v € Fy [T,

Fxms 0 o, B =

oo
0 sonst,

welche der Bedingung (IV) geniigen. Anstelle von (F1) und (F2) hat man die Gleichungen

. T U _
(1) 29)-
m—+1 m
95 ok oy UT oo T, U
q F()\,,u,),s (( 0 7Tgo+1> 7a75> ’ fa”S Voo ((Oé 5) < 0 W&)) Z 27 (33)
0 sonst,

X T U _
F()\7M)7S (( 0 7Tg0> 70[,5) =

m+1 m
DY Eoow.s ((WOO u—|—i7roo> ,oz,ﬂ) , Jalls v (@) > 2,

5€]Fq O ﬂ-oo

0 sonst,

(3.4)

die im Fall s =1 in (F1) bzw. (F2) tbergehen.
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Unterkapitel 3.2 Erzeugung I'g(N)-invarianter Funktionen

Definition und Satz 3.2.2 Die Funktion Gy, s: G(Kxo)/Too(R)K% — C sei fir s € C
folgendermafen gegeben: Seien a € Koo und A, pn € Fy[T] mit X # 0 sowie & + a # 0 fest
gewdhlt. Firm, n € Z, u, v € Koo /T2 000 und w € Koo /T Ono sei

( T U
g~ mtn)s falls voo | (A ) 0 o >2
m ’ 0o
Ya,s <<7T80 7::1 ) >)\,/l> = und v = ar’, mod 720,
o
0 sonst
sowie
T U v . o
gaz)‘7l"'7s 0 ﬂ-go w - ga,s < 80 n ? )\7 Iu' 1/100()\1) + /’Lw)ﬂ
0 0 1 Moo

dann st durch

mou v 1 v 0 T U v
Garps | | 0 7% w = > gaaus | [0 L O] [0 L ow]|],
0 0 1 YEF[T) 0 01 0o 0 1
u Tt W am u v4enml
Gaps T 0w = = Z Gaps 0 7% w
0 0 1 c€F, 0 0 1
u 7l
= - Z Gaps T 0 w | Ze
e€F, 0 0 1

eine I'a-linksinvariante Funktion definiert, deren Fourierkoeffizienten

* Too U+ YT falls (o, B) = (A +7A)
Ja,s 0 T eyl fir ein v € Fy[T]
(X, a, ) = o

* o0

a7>\71175

0 sonst

der Bedingung (IV) geniigen. Anstelle von (F1) und (F2) erhdlt man

R T U _
a,\, LS << 0 77&) 7a7/6> =
m+1 m
% v Toe UT oo TS U
q Ga:)\JJ’VS ( ( 0 7_[_(7)104-1) ) O[, 5) 9 fa’lls Voo ((O{ 18) ( O ﬂ_go) ) Z 27 (35)

0 sonst,

" T
Ga,/\,u,s << 80 ,R_n> aa>6> =
)

m+1 m
+
@ > Gyaus ((Foo u iﬂw> ,a,ﬁ) , falls veo(amly) > 2,

ecly 0 00
0 sonst,

die fiir s =1 wiederum in (F1) bzw. (F2) tbergehen.

(3.6)
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Beweis Der Nachweis der Eigenschaften erfolgt fiir Satz 3.2.2 analog zu Satz 3.1.2 und fiir
Satz 3.2.1 analog zu Satz 3.1.1. O

Satz 3.2.3 Fiir alle § € Fy[T] gilt Fix )6 = Fnputon),s und Gaps = Gaptons-
Beweis Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 3.1.3. ]
Mittels F{(y ,,),s bzw. Gg s sollen nun die eingangs erwéhnten I'g (N)-linksinvarianten Funk-

tionen definiert werden. Allerdings wird hier aus technischen Griinden die Gruppe T'o(V)

durch die Untergruppe Fél)(N ) der Matrizen mit Determinante 1 ersetzt. Rein formal lautet
die Definition

e U TTou v
fows (| 0 7 w] L= 3 Faws|A| 0 %
0 0 1 AGFA\F(()D(N) 0 0 1
resp.
T, U v ™ u v
(%a,)\,,u,s 0 Wgo w = Z Ga»AuuﬁS A 0 Wgo

Nimmt man an, dafl die Summen absolut konvergieren, so handelt es sich offensichtlich um
Fél)(N )-linksinvariante Funktionen, da eine Linksmultiplikation des Argumentes mit einer

Matrix aus Fél)(N ) einer Umsummation entspricht.

Fiir die folgenden Rechnungen kann man ohne Einschriankung davon ausgehen, dafl im Argu-

™ ou v
ment X = | 0 7% w | die Eintrage v und w aus moOs stammen, denn Linksmultiplika-
0 0 1
1 0 ¢
tion von X mit einer Matrix der Form [0 1 e | € Ta C F((]I)(N ) mit 6, e € Fy[T] erlaubt
0 01

es, v und w um beliebige Polynome abzuédndern.

Satz 3.2.4 Die Funktionen J?/\,u),s und (}a)\%s konvergieren absolut fiir hinreichend grofien

Realteil von s. Dabei konvergiert £y ) s fir Re(s) >4 und @, , , ; fir Re(s) > 8.

!

T U v
Beweis Aus Satz 2.1.16 folgt, daBes zu X = | 0 7% w | € G(Ky) ein Ag € G(F,[T7)
0 0 1
e 0 0 0 7«32 0
und ein Waus W, d.h. W= 0 7«5 O|mitm>n>1loder W= |z 0 0] mit
0 0 1 0 0 1

m>n>1, gibt, so da X = AgW in G(Ku)/Teo(R)K% . Da man durch Linksmultiplikation
mit einer Matrix aus G(F,[T]) Zeilen vertauschen kann, gibt es daher ein

e 0 0
Y=|0 7w 0] mitmmn>1
0 0 1
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und ein Ag € G(F,[T]) mit X = AgY modulo I'no (R) K.

Es ist
T U U T U v
Tonm,s 0 w5 w = Z Fows (4 0 7%
0 0 1 AEFA\Fél)(N) 0 0 1

Die Summe auf der rechten Seite 148t sich in sechs Teilsummen zerlegen, je nachdem, auf
™ u v

o0
welche Standardform modulo I'o(o K, man die Matrix A [ 0 77 w | bringen kann, denn
0o 0 1
mit
T u v
S = 0 7% wlimneZ, u,ve Ko/TROoo, w € Koo/ Ono
0o 0 1
Tou v
n

liegt A| 0 7% w | in genau einer der Mengen S, SR, SR?, SQ, SQR, SQR? (vgl.
0 0 1

Satz 1.2.1). Analog kann man (J in sechs Teilsummen zerlegen.

ﬂ,)v%S

Betrachtet man die Zerlegung von J? Au),s in diese Teilsummen, so sieht man, daf es aufgrund
der Definition von F{, , s geniigt, den Summanden

Yo Faws(AX)

Aer A\ (V)
AXeS

zu betrachten. Hierbei ist die Notation ,AX € S“ so zu verstehen, daf} es einen Vertreter der
Klasse AX gibt, der in S liegt.
Wegen AX = AApY mod I'o(R) K kann man obige Summation ersetzen durch Summation

iiber alle A4y € TA\T{" (V) Ag mit (A4)Y € S, d. h. es gilt

Z F()\,u),s(AX) = Z F()x,u),s(;ly)'

AeTA\ISY (V) Aera\rY (V) 4o
AXeS Ayes
~ a b c
Mit 0 =Re(s) und A= [d e f | erhélt man
g h 1
Z F(/\,u),s(AY) <
A|Ayes
m+deg(ez fh)+deg(i) (bz ch + ) n—deg(ei— fh)+2 deg(i)
Z Z (( ei—fh n ’Zieg(ez fh)+2deg(i) ) 7)\,/,6) —
A EFR[T] 0 v

Z Z q72(m+deg ei—fh)+deg(i))o

A Y€EF,[T)
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mit Summation iiber alle A € FA\F(()I)(N JAp und ~y € F,[T], die den Bedingungen

deg(g) < m + deg(i), deg(h) < n + deg(7), (3.7)

deg(di — fg) + n < deg(ei — fh) + m, (3.8)

deg(ei — fh) > deg(\) — m — deg(i) + 2, (3.9)

Voo ()\ (Z:;f; +’y> +u> +n —deg(ei — fh) + 2deg(i) > 2 (3.10)

geniigen, wobei (3.7) und (3.8) gemeinsam #quivalent sind zu AY € S (vgl. Satz 1.2.3), und
(3.9) und (3.10) sich aus der Definition von F, ), ergeben.
Sei im Folgenden

k:=deg(i) und [:= deg(ei— fh).

Aus (3.7) folgt insbesondere i # 0. Da man A von links mit I'a abéindern, also insbesondere
ein Vielfaches der dritten zur zweiten Zeile addieren darf, kann man

deg(f) <k (3.11)

annehmen. Wegen (3.8) ist auch ei — fh # 0. Der maximal mogliche Grad des Polynoms fh

ist wegen (3.7) und (3.11) gleich n + 2k — 2, woraus fiir [ > n + 2k — 2 folgt, dal [ = deg(ei)

bzw. deg(e) = | — k. Ist dagegen | < n + 2k — 2, so muf} entsprechend deg(ei) < n + 2k — 2
gelten und daher deg(e) < n+ k — 2. Man erhélt

< k—2, fallsl < 2k — 2

deg(e){_n+ , sl nt ’ (3.12)

=1k, falls | > n + 2k — 2.

Bedingung (3.8) ist dquivalent zu deg(di — fg) < Il + m — n. Analog zu oben erhélt man im
Fall deg(di) > m + 2k — 2 > deg(fg) die Abschétzung [ +m —n > deg(di — fg) = deg(d) + k,
also gilt

deg(d) <max{m+k—2, l+m—n—Fk—1}. (3.13)
Mit
m+k—-2<l4+m-n—-k—1 bzw. n+2k—-1<1
folgt
k—2, falls [ < 2k — 2
deg(d) < 4™ atstsma ’ (3.14)
l+m—-n—k—1, fallsl>n+2k—2.

Durch Linksmultiplikation mit einer geeigneten Matrix aus I'a kann man fiir jedes d € F,[T]
das d-fache der dritten zur ersten Zeile von A addieren. Hierdurch dndert sich b’ ;i% additiv

um 9, so dafl man o. B. d. A. davon ausgehen kann, daf3 b’ jceh € TooOoo Welterhm kann man

deg(A) > deg(p) annehmen aufgrund von Satz 3.2.3, d. . falls v # 0, so ist

Voo <A (gj:;}; +7> +u> = Voo (AY),

und Gleichung (3.10) ist dquivalent zu

deg(v) <n+2k —1—deg(\) — 2, (3.15)

woraus insbesondere

n+2k—1—deg(A\)—2>0
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folgt, was bedeutet, dafl v # 0 nur moglich ist, wenn [ < n+2k—2—deg(\). Andernfalls kann es
entweder gar kein « oder ausschlieBlich v = 0 geben, damit (3.10) erfiillt ist. Zusammenfassend
ergibt sich

nt2k—l—deg(N=1 " falls | < n + 2k — 2 — deg(\
{7y € Fy[T] | 7 erfiillt (3.10)}] < {q ) rdsis 8V (5 1)

1, falls I > n + 2k — 2 — deg(\).

Seien nun k, | € Ng und
A(k,l) = Hfl, v | AY, ~ geniigen (3.7) — (3.10), deg(i) = k, deg(ei — fh) = ZH . (3.17)
Es gilt offensichtlich

Z F()\ . i io: A —2 m+l+k)

AlAyes k=0 1=0

Aus Korollar 1.4.2 folgt, dafl die Aquivalenzklasse von A von der ersten Zeile der Ma-
trix unabhéngig ist. Es geniigt daher, die Anzahl der moglichen Eintrége d, ..., 7 sowie die
Moglichkeiten fiir v abzuschétzen.

Fiir I <n+ 2k — 2 — deg(\) erhilt man

A(k‘,l) < qm+k—1 qn—l—k—l qk qm+k qn+k qk+1 qn+2k—l—deg(/\)—1 _ q2m+3n—deg()\)—2+8k—l
—— —— T

d € f g h 7 Y

und daraus
oo n+2k—2—deg(N)

Z Z A(]{, l)q—Q(m+l+k)U <
k=0 =0
o) Z q(8720)k Z q(71720')l
k=0 =0

Ch 1
1— q8—20 1— q—1—2a

fiir 0 > 4, mit einer nur von m, n und deg(\) abhingigen Konstanten Cf.

Ist n 42k — 1 —deg(A) <1 <n+2k—2, so ergibt sich
Ak, 1) < gnTh L gnth=l gk gmitk gntk gkl (0 2meA2n—146k
Y —

q q q =4q )
——

d e f g h i 0
also
n+2k—2

Z Z A(k, l)q72(m+l+k‘)o

k=0 l=n+2k—1—deg())

IN

o0

Cs i q(G—QU)k Z q—20l _

l—n+2k’—1—deg()\)

CQZQG 2cr)k o(n+2k—1—deg(A )Zq72ol _
=0

1
(6—60)k _
C2Zq 7 l_q 20
k=0

CQ 1
1— q6—60 1— q—20'
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fiir o > 1, mit nur von m, n und deg(\) abhingigen Konstanten Cy und Cb.
Firl>n+2k—1ist

l —-n—k I—-k+1 _k k k _k+1 0 204-2k+2 2
A(k,l)§q+mn q + q qm+ qn+ q+ q :q+ +2m+
—— A
d € ! g h i v

und daher

IN

i i A(k,l)qu(m+l+k)a

k=0l=n+2k—-1

o o
C3Zq(2—20)k Z g2
k=0 I=n+2k—1

[e.9]

o0
C3Zq(2—20)kq(2—20 )(n+2k—1) Zqz 20)  _
k=0 1=0

1
(6—60)k _
Cs Z q qz 2%

Cs 1
1— q6—60 1— q2—20

fiir ¢ > 1, mit nur von m und n abhingigen Konstanten Cs, Cs.
Somit konvergiert f, , ; fiir alle s € C mit Re(s) > 4.

Analog geniigt es, zum Nachweis der Konvergenz von den Summanden

- 07)\7%5
> Gapps(AX) = > Gap,s(AY) zu betrachten, wobei
AeT A\ (V) AeTa\T{P (V) Ag
AXeS Aves
Z Ga)\u s AY < Z Z —(m+4n+3deg(i))o (318)
AlAves A v€F,|

und wieder iiber alle A € I‘A\F(()l) (N)Ag und v € Fy[T] mit

deg(g) < m + deg(i), deg(h) < n + deg(7), (3.7)
deg(di — fg) + n < deg(ei — fh) + m, (3.8)
deg(ei — fh) > deg(\) — m — deg(i) + 2, (3.9)
bi — ch
Voo ()\ (e;— ;h +’y> + u> +n —deg(ei — fh) + 2deg(i) > 2 (3.10)
summiert wird, mit der zusétzlichen Bedingung
(bl : ;}}7; T 7) ﬂ_go—deg(eiffh)JrQ deg(7) c Clﬂ'n deg(ei—fh)+2 deg (i) + 71.£+deg(ei7fh)+deg(i)OOO
(3.19)

Seien wie vor k = deg(i), | = deg(ei — fh) und A(k,l) wie in (3.17). Da auch hier die Bedin-
gungen (3.7) bis (3.10) gelten sollen, kann man wieder die oben gewonnenen Abschéitzungen
fiir die Grade von d, e, f, g, h in Abhéngigkeit von k und [ benutzen. Unter Vernachldssigung
von (3.19) ergeben sich daraus die Abschétzungen
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Unterkapitel 3.2 Erzeugung I'g(N)-invarianter Funktionen

oo n+2k—2—deg(N)

Z Z A(k}, l)q—(m-i-n-i-?)k)a <
k=0 =0
Cy Z g3 ol
k=0 =0
Cy 1
1— q8—30' 1— q—l
fir o > % sowie
[e's) n+2k—2
Z Z A(kv l)qf(m+n+3k)a <

k=0 l=n+2k—1—deg(\)
n+2k—2

Co i q(6—30)k: Z 1 =
k=0

l=n+2k—1—deg(\)

Cy Y g0 deg(n) =
k=0

Cy
1— q6—30

fiir o > 2, mit nur von m, n und deg(\) abhingigen Konstanten Cy, Cs.

Fir I > n + 2k — 1 kann (3.10) hochstens von v = 0 erfiillt werden. Bedingung (3.19)
ist in diesem Fall dquivalent zu

bi —ch —n—k+2l
e 0o 2
ei—fh€a+7T°° 0 (3.20)
Es gilt
m—-n—k+20>m—-n—k+2(n+2k—1)>m+n+3k—2, (3.21)

und m +n+ 3k — 2 ist wegen m,n > 1 und k >0 grofer oder gleich 0. Da die erste Zeile des
Vertreters A so gewahlt sein soll, daf3 Z:;}}LL € TooOoo, kann (3.20) nicht erfiillt werden, falls
Voo (@) < 0. Ist voo(a) < 0, so konvergiert (.

.. 8
O s also fiir o > 3

Sei nun v (a) > 0. Es ist Aa 4+ p # 0, da Gz s und somit auch §f,
definiert ist. Wegen (3.20) gilt

bi — ch
_ >m — 1 —
Voo (ei—fh a)_m n—k+2[,

W ansonsten nicht

und fiir v = 0 ist (3.10) wegen der Voraussetzung A # 0 dquivalent zu

bi—ch pu
I (L) I YA 2,
v (ez—fh+/\>_l k —n+ deg(\) +

was zusammen die Abschéitzung

n B bi—ch p bi — ch
”“(A“‘)”°°<<ei—fh+A>_(ez’—fh_a>>

> min{l — 2k — n + deg(A\) +2,m —n — k + 21}
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liefert. Je nachdem, wo das Minimum liegt, bedeutet dies
I < (§+a> + 2k +n —deg(\) — 2

oder

lS%(vm(§+a>+k—m+n>,

so daf} [ also auf jeden Fall durch

Voo (§+a)+2k+n—deg(A)—2+%(vw(§+a)+k_m+n) _

%(Uoo (§+a>+n>+gk—%m—deg(k)—2

nach oben beschréinkt ist. Falls 3 (v (& +a) +n) + 5k — 3m — deg(A) —2 < n+2k — 1, so
gibt es kein passendes [ und die Summe ist gleich 0. Sei daher angenommen, daf}

0§n+2k—1§g(voo (%—i—a)—l—n)—l—gk‘—%m—deg()\)—l

Mit (3.7), (3.11), (3.12) und (3.14) ergibt sich

i i A(k, l)q—(m-‘rn-‘rSk)U

<
k=0 l=n+2k—1
. (e (5 50) 1) 3 e ()2
ngq@—?m)kz Z 2 <
l=n+2k—1

2300k B 1 N 5k _

Z 3 +a +2(n+k m) —deg(\) | ¢°F =
k=0

~ 1 —30
Cs Z (21)00 (% + a) + §(n +k—m)— deg(/\)> g3k
k=0

mit nur von m und n abhingigen Konstanten Cj, 6’3, was fiir o > % konvergiert.

Insgesamt konvergiert C}u, A s Somit fiir alle s € C mit Re(s) > %. O
Im Folgenden seien
™ou v
X = 0 7% w| €eG(Kx)/To(R)K
0 0 1
U T v
Y = (74 0 w)] eG(Kx)/Tu(R)K,
0 0 1
1 0 0
M = 0 7« 0] € G(Koo)v
0 0 1
10 0
L = |01 0 |eGKx),
0 0 7y

Ne)
(0%¢)



Unterkapitel 3.2 Erzeugung I'g(N)-invarianter Funktionen

und es sei nochmals an

e 1 0
0 01
0 10
Z: = |7 0 | €G(Kx) (e€Fy)
0 01
erinnert.
Lemma 3.2.5 FEs gilt
¢ F, )+ D Fous (XXo) =0 (3.22)
e€Fy
und
% Fouus (X)+ > Fo.s (XZ:) = 0. (3.23)
eelfy

Beweis Nach Definition von F{y ,) s ist

u+eny v
D Fows (XXo) = Fos T wl | =
ecly ecl, 0 1

- Z Z Foa.s 0 .

eclFy 6€Fy 0 0

m+1
_ Z Z (*/\,;L)ﬁ ((WOB u ‘;ZT > ) Voo (¥ + L)oo (ITL).

€,0€Fy o, BEF [T

m
OO
0
0
7l oy en™® v+57r )

Falls v (aml) > 2, s0 ist > too(@dT?) = q gemé Lemma 2.2.2, und mit (3.4) ergibt sich
e

m+1
- Z F)\M << 0 U‘|7‘T€7T ) 75)10&(@5%?0):

€,0€F,

—2s % 7T£ u
_q2 ? F(/\7M)75 << 0 ﬂgo> aavﬁ) d}oo(ow + ﬁw)

Wenn v (aml) =1 ist, so ist Y teo(adm) = 0 nach Lemma 2.2.2, und fiir ve(anl) < 1
5k,

m—+1 m
gilt F7y ) ((WC’O Y +§7T°°> ,a,ﬁ) = 0 nach (3.4). Somit folgt

0 ™

-y Z ((”%“ S ) ,/3> oo (v + B (ad7T2) =

€,0€F, o, B€F, (T

—<8 * ,ﬂ.gno u
B q2 i Z F()\vli)ﬁ (( 0 ) ) &, ﬁ) T;Z)oo(ow + 5w),
0 B, [T] %
Voo (@) >2
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und dies ist wiederum wegen (3.4) gleich

w U v
Z F ), <( 0 71-”) 70575) woo(av‘i‘,@w) :F(,\’HLS 0 ﬂ-go w
o, BEF [T o0 0 0 1

Somit ist (3.22) gezeigt. Der Nachweis von (3.23) erfolgt analog unter Verwendung von (3.3).
]

Angenommen, die Funktion ﬁku%s existiert, d. h. die definierende Summe konvergiert, dann
gilt:

Satz 3.2.6 Anstelle der Harmonizititsbedingungen (HB1), (HB2) und (HB3) geniigt
Fap),s den Gleichungen

J?A,u),s (X) + Z J?A,u),s (XXE) = (1 - q2—2s) : Z F(/\,u),s(AX)+

€k, AlAXeS

Y Fous(AX)+ D Fuus(AXQM)+ > Fpu(AXQM)|, (3.24)
AJAX eSR? A|AX€eSQ AJAX€ESQR

fEA,u),s (Y) + Z fEA,u),s (YZ€) = (1 - q2—2s> : Z F()\,u),s(AY)_'_

ecF, A|AY €S

Z F()\,,u),s(AY) + Z F()\,,u),s(AYQL) + Z ()\ 1), (AYQL) ) (325)

AJAY€ESR AJAY€SQR A|AY €SQR?

X) + Z jEAvﬂ),s (XZE) = (1 - q2—25) : Z F()\’“LS(AX)qL

eeF, A|AX€eS

> Fous(AX)+ > Founs(AXQL)+ Y Fus(AXQL)| . (3.26)

AJAX€eSR AJAXeSQR A|AXEeSQR?

Im Falle der Konvergenz ist lir% J?&u),s somit eine harmonische Funktion.
S—r

Beweis Es ist

Z fEA,M),S (XXE) =

eclFy

Yo D Fous(AXX)+ Y D FunsAXX)+ YT Fos(AX X+
A|AX €S e€F, A|AXESRe€EF, A|AX eSR? e€Fy

S Y Fus(AXX+ D D FonsAXX)+ > Y Fus(AXXD).
A|AXeSQecFy A|AXeSQRecEF, A|AXeSQR? ecF,
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Geméfl Lemma 2.1.10 kann man in den einzelnen Summen AX jeweils durch einen kanonischen
Vertreter ersetzen. Nach (3.22) gilt

Z ZF(A,#),S(AXXE)Z—Q%% Z Foou,s(AX).

AJAXES e€F, A|AXeS
b . a
Ist AX € SR, so ist AX dquivalent zu einer Matrix der Form [ ¢ 0 7l
1 0 0
Fiir € # 0 erhdlt man
be+7k b a et 1 0 b+elnk nk a
AXX, = ce c 0 — 0] = c 0 7 | mod Iy,
€ 1 0 0 0 1 1 0 0
so daf, wegen Gleichung (3.2) und der Rechtsinvarianz von F{y ,) , unter R,
> Fogs(AXXe) = Fu ) s(AXXoR) + Y Fiys(AXX.R?) =
e€lfy e€ly
aTe T b ol ame b4 emk
F(,\#)’S 7rf;§1 0 ¢ + Z F(/\#)’S 0 7r£;g1 c =
0 0 1 c€F; 0 0 1
aTe T b ol ame b ams T b
(). éﬁl 0 e | =Fous|| 0 = of | =Fous| (7" 0 c]]=
0 1 0 0 1 0 0 1
= Fia.s l“ | | = —Fows (AXR?) = =Fis . (AX).
1
Es folgt
Do D FowaAXX) == 37 Fiul(AX).
A|AX€ESR ecF, AJAXESR
a b 7k
Fiir AX € SR? ist AX #quivalent zu einer Matrix der Form | 7!, ¢ 0 | und daher gilt,
0 1 0
unter Benutzung von (3.23),
ac+b a k
Z F()\’#)7S(AXXE) = Z F()\,,u),s 57'('(l)O +c 7'('(l)O 0 R2 =
eclF, e€lfy 1 0 0
ame T ac+b Tl g
Do Fous | |7 0 enkote]| | =R || 0 7k =
e€lF, 0 0 1 0 0 1

- QQ_QSF(A,,U,),S (AXR) = _q2_2SF()\,u),s (AX) .

Also ist

Z Z Fos(AXX.) = —¢*% Z Fio,s(AX).

AJAX€ESR? eclFy A|AX€eSR?
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k
a o b
Falls AX € SQ, so ist AX #quivalent zu einer Matrix der Form | 7)., 0 ¢ |, so daf
0o 0 1
ag+m a b
> Fous(AXX:) =D F ), enl, 7wl ¢
e€lFy, e€lFy 0 0 1
Fiir € # 0 ist
ac+7F  a b
ent, wl, c| =
0 0 1
ac+7k a b\ fe1 1 0 at+elnk kb
ent, 7w, ¢ 0 — 0] = s 0 c¢|modTI,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
weshalb
Z Fioa,s(AXXe) =
eclfy
k. a b a+enk, 7wk (3.22)
Fous || 0 7wl e] |+ 2 Foun.s T 0 =
0 0 1 c€F; 0 0 1
k. a b a 7k ™t a
Foms [ | 0 7o ¢ | =Foms| |7 O ¢ Fows | | 0 TS
0 0 1 0 0 1 0 0 1
(1 - QQ_QS)F()\,M)7S (AXQM) — L ,,u),s(AX)

und somit

Y Y FowsAXX) = D (1= ) F 0 (AXQM) — Fiy ) 4(AX)) .

A|AXESQ e€F, A|AX€ESQ

b a 7k
Fiir AX € SQR ist AX #quivalent zu [ ¢ «L, 0 |, und daher
1 0 0
be+a b 7k
> Fous(AXX) = Fous | [cc+7h ¢ 0
e€l, c€Fy € 1 0
Fiir € # 0 ist
beta b 7w
ce+nl, ¢ 0| =
€ 1 0
beta b 7w et 10 b+ela a 7k
cce+ml, ¢ 0 0 — 0)|=|ct+etnl, 7y 0 | modTI,
€ 1 0 0 0 1 1 0 0
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e€ly

a b 7wk b+ea a 7k
F()MM):S Wéo C 0 + ZF()‘M)S C+€7Téo 7T£>O 0 R2 =

0 1 0O c€F; 1 0 0

amoo Tl btea (3.23)
Fous AXQM)+ Y Fos | | 7Y 0 c+enl =
eely 0 0 1
aTe T b kel g
Fouuys (AXQM) = Fps [ | 750 0 ) | = Fous || 0 & ¢ ] =
0 0 1 0 0 1

Fiaus(AXQM) — F(y ) s(AXR?) — ¢* % F) 1 s(AXQMR) =
(1 - q2_2S)F(>\,}L),S (AXQM) - F()\,,u),s(AX)v

so daf3

Z Z Fo,s(AXX,) = Z (1= > ) Fp 0.5 (AXQM) — Fy ) s(AX)) .

A|AXESQR e€F, AJAXESQR
b a
SchlieBlich ist fiir AX € SQR? die Matrix AX dquivalent zu [ 0 ¢ 7l |, also
0 1 0O
bterk wk a
> Fos(AXX) =" Fas ¢ 0 i |R?|=
eclFy ecly 1 0 0
ol ane, b4 enh, 32) aTe T b
Z Foxw,s 0 7711;51 c = —Fouu,s 7T<Z>Jor1 0 ¢ =
ecF, 0 0 1 0 0 1
aTe T b
~F +10 R?| = —F (AX)
()\,}L),S 7'('00 c ()\,,U,),S ’
0 0 1
und daher
Fogs(AXX) == Y Fuu(AX).
A|AXESQR? e€F, A|AXESQR?2

Aus diesen sechs Teilsummen erhélt man die Behauptung (3.24).
Zum Nachweis von (3.25) und (3.26) sei Z = X oder Z =Y. Wegen Z. = R?X.R*r} ist

Z F()\,,u),s (AZZE) = Z F(/\,,LL),S (AZR2X8) s

e€lfy eclF,

und die Berechnung der Teilsummen 148t sich auf die vorherigen Rechnungen zuriickfithren,
da in den Fallunterscheidungen AX € S, AX € SR etc. von der speziellen Gestalt von X
kein Gebrauch gemacht wurde und man daher AX durch AY ersetzen kann. Man erhélt unter
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Ausnutzung von R?X.R? = Z.7s, RZQM R?*7? = QL und obiger Gleichungen

S>> Fus (AZZ0)

A|AZeS e€F,

Z Z F()\,u),s (AZRZXg) = Z Z F()\,u),s (AZRsz) =

A|AZES e€F, A|AZR?€SR? e€F,
— Y Fogs (AZR?) = —¢>* > Fuus(42),
A|AZR?eSR? A|AZeS

YooY Fuw.(AZZ) =

A|AZESR e€F,

Z Z F()\,u),s (AZRQXE) = Z Z F()\,u),s (AZRQXE) =

A|AZESR e€F, A|AZR2eS e€F,
—* Y Fows (AZR?) = =% > Fuu.s(AZ),
A|AZR?€S A|AZESR

Yo N Fos(AZZ0)

A|AZeSR? e€F,

Z Z F(/\n“)’s (AZRZXE) = Z Z F()\,,u),s (AZRQXE) =

A|AZeSR? ecly A|AZR2€SR €€Fy
Y Faws(AZR) == Y Fuu.(42),
A|AZR2eSR A|AZEeSR?

S > Fus (AZ20)

A|AZESQ e€Fy

Z Z F(/\:N)vs (AZRng) = Z Z F(A,;L),S (AZRQXS) =

AlAZeSQ e€F, A|AZR2€SQR? e€Fq
— Y Faws(AZRY) == > Fu.(42),
A|AZR2€SQR? A|AZESQ

D D Fows(A2Z) =

A|AZESQR e€F,

Z E F()‘vﬂ)vs (AZRQXE) = Z Z F()\,u),s (AZRQXE) =

A|AZeSQR e€ly A|AZR%2eSQ e€Fy

Yo (A=) s (AZRPQM) = Fiy ) (AZR)) =
A|AZR2€SQ

> (A=) F s (AZRPQMR*n?) — Fiy ) s (AZ)) =
A|AZESQR

Z (1= ¢**)F .5 (AZQL) — Fiy .5 (AZ))
A|AZESQR
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YooY Foaws(AZZ) =

A|AZeSQR? e€Fq

Z Z F(>\7.U')75 (AZR2XE) = Z Z F()\,M),S (AZRQXE) =

A|AZeSQR? e€Fq A|AZR?eSQR ¢€Fq

Y (1= ) F.s (AZRPQM) — Fiy )5 (AZR?)) =
A|AZR2ESQR

> (A=) Fps (AZRPQMR*n?) = Fiy 5 (AZ)) =
A|AZeSQR?

Y (A=) Fous (AZQL) — Fy s (A2)).
A|AZESQR?
Hieraus folgen (3.25) und (3.26).

O

Lemma 3.2.7 Die Funktion Gy, erfillt fir alle m, n € Z, u, v € Ky/TOx und

w € Ko/ Os die Gleichungen

Tou v T U v
g Gaps 0 7% w + Z Gap,s 0 7% w|X:]|=0
0 0 1 ecF, 0 0 1
sowte
Tou v T u v
q2_25 “Gap,s 0 7% w + Z Gap,s 0 7% w|Z | =0.
0 0 1 e€l, 0 0 1

(3.27)

(3.28)

Beweis Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Lemma 3.2.5 unter Benutzung von

(3.5) und (3.6) anstelle von (3.3) und (3.4).

O

Satz 3.2.8 Anstelle der Harmonizititsbedingungen (HB1), (HB2) und (HB3) geniigt

C}a,x%s den Gleichungen

@a)\,u,s (X) + Z C%a,)\,,u,,s (XXé) =

eely

(1—q¢"%)- Z Garps(AX) + Z Gaps(AXQM) | +
A|AXES A|AXESQ

A=) | Y GaapusAX)+ Y Garps(AXQM)|,
A|AXeSR? A|AXeESQR

Farps V) + D Panps (VZ2) =

e€lfy

A=) | DY GaapusAY)+ D> Gapus(AYQL)| +
A|AY eS A|AY e SQR?

(1 - ql—s) : Z Ga,)\,u,s(AY) + Z Ga,)\,u,s(AYQL) s
A|AYESR A|AYESQR
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@a,)\,,u,s (X) + Z (%a,)\,u,s (XZE) =

e€Fy

(1 - q2—25) ’ Z Gu,)\,u,s(AX) + Z Ga,A,,u,s(AXQL) +

A|AXeS A|AXeSQR?
Q=" | D Gaaus(AX)+ > Garpus(AXQL)| . (3.31)
A|AX€eSR AJAX€ESQR

Falls der Limes existiert, ist die Funktion lin% Yo s Somit harmonisch.
s— b

Beweis Unter Verwendung von (3.27) und (3.28) verlaufen die Rechnungen analog zum Beweis
von Satz 3.2.6. g

Die Frage, ob die Grenzwerte llﬁrq j?/\,u),s bzw. lgri @a)\%s tatsdchlich existieren, konnte im

Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet werden und ist daher ein offenes Problem.
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Kapitel 4

Petersson-Skalarprodukt und
Hecke-Operatoren

4.1 Das Petersson-Skalarprodukt

Definition und Satz 4.1.1 Es sei dY ein Maf$ auf F[(]l)(N)\G(KOO)/FOOK;O mit der Nor-
mierung
1

volV) = ————
o ‘Fél)(N)X

)

wobei X € G(Kx)/T'ooKZ ein Vertreter der Klasse von Y mit Stabilisator F((]l)(N)X sei.
Fiir zwei unter Fél)(N) linksinvariante harmonische Koketten f,g: G(Kx)/TooKZ — C,

von denen eine endlichen Triger modulo F(()l)(N) besitzt, ist durch

(f. ) = / F(V)g(Y)dyY (4.1)

D) (N\G(K o) /T K2

(1)

eine hermitesche Sesquilinearform definiert. Auf dem Raum der unter I'y’(N) linksinvari-
anten harmonischen Koketten auf G(Ks)/T'so K% mit endlichem Trager definiert (4.1) ein
Skalarprodukt, welches Petersson-Skalarprodukt heift.

Beweis Die Endlichkeit des Trégers einer der Funktionen stellt die Konvergenz des Integrals
sicher. Die Eigenschaften einer hermiteschen Sesquilinearform sowie die positive Definitheit
bei endlichem Tréger sind offensichtlich erfiillt. O

Satz 4.1.2 Seien f: G(Kx)/TooKZ% — C eine unter F(()l)(N) linksinvariante harmonische
Kokette mit endlichem Triger modulo F(()l)(N) und
K := —6deg(N) —deg(A) +3, L :=3deg(N)+ 2deg()) +1,

dann gilt
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(fa J‘EA,M),1> = ll_{q <fa JCEA,/L),S> =

deg(/\)+2 _ﬁﬂ_n
3 qdeg(/\)+2 q—2deg()\)—5(1 +q 1 _2 Z f (( )\n oo> ’)\’u> +
K<n<1 0 Too
deg()\)+2 _Hﬂ_n
¢ *(1+q7") DD D (( A °°> Jwﬂ) q" +
deg(N\)+2<m<L+1 2<n<m-—1 Too
deg()\)+2 _Bﬂ.n
q—2(L+2 Z f (( )\n oo) 7)\,,“) qn +
2<n<L Too
—1 —2 gsm deet2 g 2n
¢ M(1+q¢?) ) > o |
deg(\)+2<m<L m<n<L o0

unabhdngig von der Ezxistenz von lim J?A 1),s
s—1 R

Beweis Der Ubersichtlichkeit halber sei im Folgenden M := F ( NG (Koo) /T K2, und

fiir k,1 € Z sei 7 /7l = 7% Oso /7l Oco

Sei Xy € G(K)/TooKZ, ein Vertreter von Y € M, dann ist

(o) =t [ FONT o (VIaY =
M

s—1
YeMm AlAXy €S A|AXy€eSR

lim ) vol(Y) ( Y FAXY)Fps(AXy)+ > fAXy)F p,s(AXy)+

Z f(AXY)F()\,;L),s(AXY) + Z f(AXY)F(A,p),s(AXY)+
A|AXy eSR? AlAXyeSQ

> FAXY)Fo(AXy)+ Y fAXy)F ) .(AXy) | =

A|AXy€eSQR A|AXy €SQR?
. ™ AV 2
lim D vol(Y)- [ D SAXV) o (AXy) + D fAXyRY)F . (AXy R+
YeM A|AXy €S A|AXy R%2eS
> HAXyR)F, 0 (AXyR) + Y f(AXy)F ) (AXy)+
A|AXy ReS A|AXyeSQ

> FAXyR)F 0 (AXy RO+ > f(AXyR)F( ) (AXyR) |
A|AXy R2€5Q A|AXy ReSQ

wobei jeweils iiber A € FA\Fél)(N ) mit den entsprechenden Einschrénkungen summiert wird.

Wegen Xy R = Xyg, vol(Y) = vol(YR) aufgrund der Translationsinvarianz des Mafes und
weil mit Y auch Y R ganz M durchliuft (analog fiir R? statt R), vereinfacht sich diese Summe
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zu

3lm > vol(Y)- [ Y fAXy)F,(AXy)+ Y. fAXy)F ) s(AXy)

s—1
YeM Al|AXy€eS AlAXy€SQ

Man betrachte nun zunéchst lim > f(AXy)F »),s(AXy). Modulo F( )(N ) sind alle der
571 glAxyes

AXy gleich Y, da A € FA\FO (N). Unter Benutzung der kanonischen surjektiven Abbildung
1 F,[T] F,[T] K Ko K 0% Osw O
®: |0 1 F,[T] \ 0 K& Ku / 0 0L O | —=TP((N)\S/ Tk
0 O 1 0 0 1 0 0 1

=I'a

ergibt sich daher

m Y F(AXY)Fy 0, (AXy) = |00 (V) x, | lim Z FX)Fi (%),
A|AXy€S X€<I> )
d. h. -
lim Svol(Y) > FAXy)Fp ) s(AXy) =
YEeM AlAXyeS
Jimy > F(X)Frp(X)-

! _ (1 F,[T] Fy[T] Kz, Koo Koo 0%, Oso Oco
X€<o 1 ]Fq[T}>\< 0 Kz Koo>/< 0 O;oooo>
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Da ein vollsténdiges Vertretersystem von
1 Fy[T) F,[T] Ky Ky Ky O Ox O
0 1 F,[T) \ 0 KX K / 0 0Of O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

gegeben ist durch

T U v

1
0 7% w m,nEZ,UEWQOJr [T U € Too [ Tog, W € Moo /T ¢
0 0 1

ist dies gleich

A TR T U v
I SID SRS SRV | [ S | N § U
mneL yenltl /xm vEToo /TLE 0 0 0 0 1

WET oo [T

Einsetzen der Fourierentwicklung von f und der Definition von F, ), fiihrt auf

LD VDY > 0 r((F L))

m2>deg(A\)+2 yerft T QB’YEF [T o
nez VEToo /T

s (e (78 1) )22
Voo (Au+(pu+yA) Tl ) >2

G2 oo (0 = Mo+ (B — p — YA w).
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Aufgrund der Multiplikativitat von ¢ gilt

m—1 m—1
Yoo Uslla=Nv) = Y Yella=N) Y k) = Woo((0 = Nviml)-
VEM oo /T V1,...,Um—1€Fq i=1 i=1 v;€F,

Es ist deg(a — A\) < m — 2. Gilt « — XA # 0, so gibt esein s € Nmit 1 <7 < m — 1 und
Voo(( = AN)me) = 1, und es folgt > thoo((a — N)v;m’) = 0 nach Lemma 2.2.2. Daher ist

00
v; EFq

S della—Aw) =

VEM oo [T

g™t falls a = )\,
0, falls av # A.

Somit erhélt man v (Au + f7l) > 2 als Bedingung an 5 und damit

Voo (B — (B + YANTL) = voo (Au+ ) — (Au+ (p+ A7) >
min{veo (At + A7), Voo (Au + (1 +YAN)T) } > 2,

d. h. es muf}
B = (p+ N7 mod 72, O bzw. B = p+ A mod 75 "Oy

gelten. Fiir n > 2 folgt, dal 6 — p — yA ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist, und fiir
n < 1 ergibt sich = pu+ v\ wegen S, p+ v\ € Fy[T]. Mit

v :=max{l,n}
und Lemma 2.2.2 erhilt man wie oben

Z ¢m((5_ﬂ_7A)w) =

WET o [T,

¢’ 1, falls B = p+N,
0, falls 5 # p+ yA.

AuBerdem gilt fiir u € 7% /7 und alle v € F,[T] die Implikation
Voo (AU + (L +YN)TL) > 2 = voo(Au+ prl) > 2

Fiir v = 0 ist dies klar. Sei also v # 0 angenommen, dann ist ve (YATY) < n — deg(N).
Wegen Satz 3.2.3 kann man ohne Einschriankung annehmen, dafl deg(\) > deg(u). Hieraus
folgt

Voo (A + prly) > min{ve (u) — deg(A),n — deg(u)} > n — deg(A) + 1,

50 daB veo (Au 4+ pml) # Voo (YATL ). Daher ist
Voo (AU + (0 + YN 7)) = min{vee (Au + puml), Voo (VAT )} > 2.

Insgesamt ergibt sich

> ¥ o ((F o))

m>deg(\)+2 yerH! /nm a,B,v€F[T] >
neZ VEMoo /7T e

(075 )
Voo (Au+(pu+yA)m

WEM oo /T,

g3
—
no
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Z Z Z f <<7r(%"o 7:2) 7)\’”+7>\) g2 gmr=2,

m>deg(/\)+2 uert /xm YEF[T]
nez Voo (Aut(u+yA)ml, ) >2

Da f als harmonische Kokette der Beziehung

« [ (T u o [ [T u AT B .
f ((0 w&)’k’”)_f <<0 . ),/\,u fy)\> fir alle v € Fy[T] (IV)

geniigt, ist dies gleich

Z Z Z £ ((ﬂé”o u —;ZWQO> Y M) - 2mtv=2,

m>deg(\)+2 uEﬂgo"'l/wg YER[T] o
nez Voo (Aut(utyA) w5, ) >2

Falls v # 0, so gilt

Voo (AU + (1 + YA)TE,) = Voo (u + 77,) — deg(A) = n — deg(A) — deg(v). (4.2)

Fiir n < deg(X) + 1 kann die Bedingung veo (Au+ (4 yA) 7)) > 2 daher nur fiir v = 0 erfiillt
sein und ist dquivalent zu

Voo (u + )\7roo) > deg(\) + 2

bzw.

u= —%rgo mod 7desN+20_

so dafl Benutzung von

m+1 m
(T g (T I o u) L falls v (M) > 2,
f 0 " 7)‘aM = e€lfy 0 7720

0 sonst
(F2)
auf
I D R (R S RN
n 5 7\ -
m>deg(\)+2 yerH! /nm YEFG[T] 0 oo
n<deg(\)+1 Voo (Aut(u+yA) 5, ) >2
7 -
Z Z £ ((Wg )\WQO + U> \ M) B2
m>deg(\)+2 aeﬂ_deg(AH?/ﬂ.m 0 71'20
n<deg(\)+1 - >
deg(\)+2 H_n
> ((% _AWOO) ,MA) g1m28)mtv=2 gdeg(A)+2=m
m>deg(\)+2 0 71'20
n<deg(\)+1
fihrt.

Gilt deg(A) +2 <n <m — 1, so ist die Ungleichung veo (Au + (g +yA\)7l) > 2 fiir v = 0 und
u € M 04 /7 Ono immer erfiillt, da

Voo(Au) > n+1—deg(N) > 2
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und

Voo (ms,) = deg(A) +2 — (deg(A) — 1) > 2.

Fiir v # 0 ist veo(Au + (10 + YA)7%) > 2 nach (4.2) dquivalent zu deg(y) < n — deg(A) — 2,
unabhéngig von u. Somit ist, wieder mit (F2),

gs =

Z Z Z s <<7T<To u+77rgo> I\ M) g mAv=2 _
0 n 9 )
m2deg(MN+2  wenl/mm +EF,[T] Moo
deg(A)+2<n<m-—1 Voo (Aut (LAY A) 77 ) >2
m
> ox r((E ),W)ql
m>deg(M\)+2  geqdog+2 1 im 0
deg(A)+2<n<m—1 < o
deg(A)+2
Z f* Too ,>\7H q(l 25)m+v— 2qdeg(/\)+2 m
m>deg(\)+2 0
deg(A\)+2<n<m—1

Fiir n > m ist u € 7% /7™ Hquivalent zu v = 0, und man erhilt n — deg(u + yA) > 2 als
Bedingung an ~. Fiir 7 = 0 ist dies wegen der Voraussetzungen n > m > deg()\) + 2 und
deg(p) < deg(A) immer erfiillt, und fiir v # 0 ergibt sich wieder deg(y) < n —deg(\) — 2, also
ist

Z Z Z 7 <(7ré>”o u J;z#&,) Ju#) g2 mtr=2 _

m>deg(A)+2 yerH! /mm v€Fq[T] ~
n>m Voo (Aut(ut+yA) w5 ) >2
2 : § : * ﬂ-g ’Yﬂ-go (1 25)m+v—2
! 0 =2 A H '
m>deg(A)+2 YER,[T] &

n>m deg(v)<n—deg(\)—2

Da der Wert von 77y, nur modulo 77} relevant ist, ist dies gleich

3 > £ ((W(C),O 'y: ) 3 u) (1=28)mv—2 n+1—m

m>deg(\)+2 ~EF4[T]

nzm w&enggg(*)“/ngg

was man unter Benutzung von (F2) zu

deg(M)+2
* 0 0 —25)m+v—2 _n+l—m —-m
Z f <<7r . Wn) ,)\,,u> q(l 25)m+ 2q +1 qdeg()\)—‘rQ
)+2

m>deg(A o0
n>m

umformen kann.

Zusammenfassend ergibt sich
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) > > f* << é’no ) A N+7)\> q g =

m>deg(>\)+2 uerSH Jrm Y€EF,[T)
nez voo(/\u+(p+'y/\)7r
deg(A
Z f* ((7['00 )\ﬂ-oo> A N) (1-28)m+v— 2qdeg()\)+2fm+
m>deg(\)+2 m
n<deg(\)+1
Z f* ((ﬂ_colog()\)—&—Z 0 ) by M) q(172§)m+nf2qdeg()\)+27m+
n ) )
m>deg(\)+2 0 oo

deg(A)+2<n<m-—1

Z o ((nggu)ﬁ 0 ) \ M) (=22 deg(\)+2-m n+1-m
0 a7 ’

m>deg(\)+2 o0
n>m

wobei man in der ersten Zeile und zweiten Spalte der Matrix des Fourierkoeffizienten auch
jedesmal —%71'20 (anstelle von 0) schreiben konnte.

Fiir lim Y. f(AXy)F( ),s(AXy) ergibt sich analog unter Benutzung der kanonischen
s7L AlAXyesQ
surjektiven Abbildung

1 F,[T] F,[T] Kso K% Ko O: 0 O
v: (o 1 F,T] \ K: 0 Ku / T000oo 0% On | = TI(NN\SQ/Ts K
0 0 1 0o 0 1 0 0 1

daB

lim Y f(AXy)F(A’%S(AXy):‘Fél)(N)XY im S S(X)Fpp(X),

s—1 s—1
A|AXy€SQ Xevr—1(Y)
also
lim vol(Y) - > f(AXy)F(u.(AXy) =
YeM A|AXy€SQ
lim Z FX) .05,

_ (1 Fy[T) Fy[T] Koo K% Koo 0% 0 O
X€<o 1 m[ﬂ)\(}(;@ 0 Koo>/<7rooOoo o%, ooo>
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Benutzt man, daf§ fiir
1 F,[T) Fy[T] Ko KX K 0% 0 O
0 1 F,[T] \ K: 0 Ky / TooOoo 0% O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

ein vollstdndiges Vertretersystem gegeben ist durch

U Ty v
™ 0 wl||mn€Zucatt/am v € e /T w € Moo /T ¥
0 0 1
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fithrt dies auf

u TR U TR
I SIS SRS SRrd | B AN ) E | E o b
mn€L yenpt! /zm Tl vemeo /5 0 0 1 0 0 1
WEMoo /T,
was wegen (HB2) und (3.2) gleich
o v ten®
3 n
myY Y oy y({o o=
m,nel u€7rgo+1/77£+1 VEToo /T €,0€F 0 0 1

WEMoo /T,

ist. Einsetzen der Definition von F{, ,) ; und der Fourierentwicklung von f ergibt

NP VDY > S (%))

m+1>deg(A)+2 ueﬂgjl/ﬂg’é*l o,B,7€F4[T] €,0€F,
nez VEMoo /T Tl oy
wEwm/Wz veo | (@ ) 0 T 22
oo k(b y ) 52

q—2(m+1)§woo((a — AN+ (B8 —p—yN)w + aeml — NoTL),

woraus man mittels Lemma 2.2.2 weiter

amtl oy
ll—>n} Z Z Z f << 0 7rn>7a16>'

m+1>deg(\)+3 yerihl /pmtt a,B,7€EF,[T) &
nez VEToo /T deg(a)+3<m+1
WET oo /T Voo (Qu+BTl, ) >2
Voo (Aut(ut+yA)ms, ) =2

g 2 S ((a = Mo+ (B — p—yA)w) ¢

erhilt. Analog zum ersten Fall gilt

SR T (L AR R

m+1>deg(M\)+3 werit! /amt! a,B,y€F[T]
neZ VET oo /T deg(a)+3<m+1
WET oo /T Voo (Qu+BTE,)>2
Voo (Aut(u+yA)ms, ) >2

g2y (= Ao + (B — p— A w) ¢° =
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Z Z Z f* <<7T%+1 u+ Z?T&) ,)\,,u) g 2m s gy
7r

m+1>deg(A)+3 ueyr”+l/7rm+l vER(T] >
nez Voo (Au+(pu4yA)7m2 ) >2
deg(A)+2 m,
3 () B
m>deg(\)+2 0 Wgo
n<deg(\)+1
deg(N)+2
Z o ((%gg( +2 ) \ H) g 2(m)stntdeg(N) 1
n b} )
m>deg(\)+2 0 Moo
deg(N)+2<n<m

Z s <<7rg§g(/\)+2 0 ) A M) q—2(m+1)§—m+2n+deg()\)+1
0 7Tn ) )
)+2

m>deg(A o0
n>m+1

Insgesamt erhélt man

(fsTama) =
B deg(/\)+2 7[-"
3 qdeg()\)+2 lim Z q72ms' (qfl + q72 << oo) 7)‘7M> +
s—1 il
m>deg(A)+2 n<1 00
B deg (AN)+2 ,Uﬂ_n
U N (( A > ) q"+
2<n<m—1 Moo
deg(/\)+2 K an
¢ A+ Y << A °°>,>\,u>q2
n>m 5
Seien

K := —6deg(N) —deg(A) +3, L:=3deg(N)+2deg(A)+1

Wdeg(A)—I—Q _ Hﬁn
und f*(n) = f* > 0 A A 1. Geméd Korollar 2.2.9 ist f*(n) = 0, falls
Too

n < K oder n > L, und es ergibt sich

<f7 jEA,u),l> =

3qdeg()\)+2 lin% Z g~ 2ms. (q’l—i—q’%) Z F*(n)+

g Mg a7 > F)g"+ ¢ ™A+ ) Y )

2<n<min{m—1,L} m<n<L

Offensichtlich konvergiert diese Summe absolut fiir alle s € C mit Re(s) > 0. Daher ist

by > TR 3 T =

m>deg()\)+2 K<n<1

q (deg(k)+2) Zq 2m Z f _
m>0 K<n<l1
q—Q(deg(A)-l-Q)—l(l_'_q—l Z f
K<n<1
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fiir den mittleren Summanden ergibt sich

: —2ms _—1/_—1 —25 * n o __
lim Y ¢ g ) > f*(n)q

m>deg(\)+2 2<n<min{m—1,L}
¢ *(1+q7") > D S A () VR S N R N A (O VA I
deg(N)+2<m<L+1 2<n<m-—1 m>L+2 2<n<L
Z(14q7h) > D D A Ol e e B A WL
deg(\)+2<m<L+1 2<n<m—1 2<n<L

und fiir den letzten Summanden

lim Z g2 (] 4 g% Z F(n _

s—1
m>deg(\)+2 m<n<L
e N N A (Dl
deg(A)+2<m<L m<n<L
Hieraus folgt die Behauptung. O

Satz 4.1.3 Sei f: G(K)/T'xo K% — C eine unter F(()l)(N) linksinvariante harmonische Ko-
kette mit endlichem Triger modulo F(()l)(N), dann gilt

<f7(%a,>\,u,1> = !}_{q <fa@a,)\,u,s> =

3. lim Z g Z f* TS OTS, A ) g Iy
s—1 7'['2O Y

m>deg(A)+2 deg(A)+2—voo (@) <n<m—1

0
* 77210 0 —n3s+2n—1
> P05 ) ru)ams

max{deg(\)+2—voo (a),m}<n<2m+3 deg(N)—3 e

% Wénoﬂ anl, —(n+1)5+m+n
S (5 )

deg(A\)+2—voo (a)<n<m &

* 7T<7>no+1 0 —(n+1)5+2n
> f << 0 Wn>,>\7u>q

max{deg(A)+2—vo0 (a),m+1}<n<2m+3 deg(N)—1 &

fir voo(a) <0
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bzw.

<f7 (%a,)\#;’]) = ‘EL)H% <f7q/a7/\,p,,s> =

m

BT —m3 * Too OTMoo —ns+m4v—2
sl Y S e ((F ) ) e

m>deg(A)+2 deg(N)+2—voo (a+4 ) <n<m—1 o

* 7.‘.017(1) 0 —ns5+2n—1
> f <<0 7Tn),/\,u>q +

m<n<2m+3deg(N)—3 e

m+1 _
deg(A)+2—voo a+ <n<m

m+1 0 _
f* <( n) w) g~ DS i v (a) > 1,

m+1<n<2m+3 deg(N Moo

wobei v := max{1l,n}.

Beweis Wie im Beweis des letzten Satzes sei im Folgenden M := F ( NG (Kx)/Too K
und fiir k,1 € Z sei 7%, /7l =7 Oy /7l O

Sei Xy € G(Kx)/T oo K% ein Vertreter von Y € M, dann erhélt man analog zum Beweis von
Satz 4.1.2 zunéchst einmal die Gleichungen

<f7 @a)\ﬂu’l) = ll_ﬂl} <f7 (%a,)\”uqs> -

lim 3 vol(Y) - [ Y fAXy)Gapps(AXy) + Y f(AXy)Ganps(AXy)
YeM A|AXyeS AJAXyeSQ

und weiterhin

lim Y f(AXy)Gappus(AXy) =

s—1

AlAXy €S
‘ (TR u+ T — 5 v—
il_}rri Z Z Z f << 80 - oo) ’)\hu) q (m+n)sqm+ 2
m>deg()\)+2 uew"+1/7rm YEF[T] OO
ne’ oo (Aut(pAyA)mh, ) >2
Voo (Ul —am? )
sowie
I Garpus(AXy) =
sl—% Z f(AXY)Ga,A,MS(AXY)
A‘AXy€SQ
. o (T ey
TR VD o () )
m+1>deg(M)+3 uerft/amtl YEFG[T]
nez Voo (Au~+(pu+yA) 7l ) >2
Voo (Ut —aml ) >m+1
q—(m+1+n)§qm+u
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mit v := max{1,n}. Zuerst soll

3 S D i (= B o

m>deg()\)+2 uernitl /xm YEF[T]
nez Voo (Aut(u+yA)ms, ) >2
Voo (Ul —an ) >m

ndher betrachtet werden. Wegen Satz 3.2.3 kann man im Folgenden davon ausgehen, dafl
deg(A) > deg().

Fiir n < deg(\) + 1 kann veo(Au + (1 + yA)7L) > 2 nur gelten, wenn v = 0 (vgl. hierzu den
Beweis von Satz 4.1.2), und als Bedingungen an u ergeben sich daraus

Voo (AU + pumly) > 2 sowie voo(u — amy) > m.

Ist voo(a) < 0, so kann die zweite Bedingung wegen v (u) > n+1 und n < deg(A\) +1 <m
nicht erfiillt werden.
Sei nun v (a) > 1 angenommen. Beide Ungleichungen zusammen ergeben

Voo (AT('OO + arnl, ) = Uso (u + ‘;wgo (u— aw&)) > min{deg(\) + 2, m} = deg(\) + 2,
d. h. fiir n < deg(X) + 2 — vo(§ + a) konnen nicht beide Ungleichungen zugleich gelten. Fiir
n > deg(A) +2 — voo (§ + a) gibt es wegen u, an? € 751 O genau ein u € w4t /77, welches
beiden Bedingungen geniigt, ndmlich das mit v = an, mod 7! O . Daher ist

> > >, f* <<W§° B ZZ”Qg) ,Mﬁ) g (mAnsgmtr=2 =

m=>deg(A)+2 yenl! /rm Y€EF,[T]
nSdegO\H—l voo()\u+(y+fy)\)7rg’o)22
Voo (Ut —aml ) >m
0, falls voo(a) <0,
* Moo O —(m+n)s ;m+v—2
f o)A | gt E L falls weg(a) > 1.
m>deg(\)+2 0 Moo

deg(A\)+2—vo (% +a) <n<deg(A)+1

Gilt deg(A) +2<n<m—1, so ist veo(u + Y7 — ar’) > m im Fall vy(a) < 0 nur fiir
v # 0 moglich. Wegen deg(A) > deg(u) ist dann veo(Au + (p + YA)7L) > 2 dquivalent zu
deg(vy) < n — deg(A) — 2. Da auBerdem voo(u + vy — amly) > m nur fiir v (y) = veo(a)
gelten kann, folgt insbesondere n > deg(\) + 2 — voo(a).

Wenn v (a) > 1 ist, kann veo(u + y7ly — aml) > m nur fiir v = 0 erfiillt werden.

Wegen u € 7% /7™ und veo (y7%) < n fiir v # 0 sind in beiden Fillen v und u eindeutig

bestimmt durch y7 4+ v = an’y, mod 77}, und somit ist

> > > fr <(7ré>n° B J;ZW&> A, u) g (mtmsgmtr=2 =

m>deg(MN)+2  uerXH /rm Y€EF,[T]
deg(A)+2<n<m—1 Voo (Au+(pu+yA) Tl ) >2
Voo (Ul —an ) >m

Z f* “u qf(m+n)§qm+n72’ falls Uoo(a) < 07
m>deg(\)+2

deg(N)+2—vo0 (@) <n<m—1

> f* Too cm;Loo A\, | g (mn)s gman—2 falls voo (a) > 1.
m>deg(\)+2 0 Moo

deg(A)+2<n<m-—1
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Fiir n > m ergibt sich deg(y) < n — deg(\) — 2 sowie v = 0 und hieraus voo(y — a) > m — n.
Falls v (a) < 0, muBl daher insbesondere voo(a) > deg(A) +2 —n gelten, und die Bedingungen
sind genau dann erfiillt, wenn die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungen in m,, von -~y
und a bei ngg()‘H%n, ..., 7" jibereinstimmen.

Falls vy (a) > 1, so gilt fiir v = 0 sicher voo(y—a) > m—mn, und fiir v # 0 ist voo(y—a) > m—n
aquivalent zu deg(y) < n —m, d. h. man erhéilt

deg(y) < min{n — deg(\) —2,n —m} =n —m.

In beiden Faillen gibt es also ¢» ™!

> > > fr <<ﬂén° ! J;Zﬂg"> A, u) g g2

m>deg(A)+2 yerH! /rm YEFG[T] *
n=> Voo (Aut(utyA)ws, ) >2
Voo (U4l —ar ) >m

ﬁ((ﬂgo aﬂn“)A,u) q G alls vng(a) <0,

Moglichkeiten fiir v, weshalb

m>deg(\)+2 00
n>max{deg(A)+2—voo (a),m}
w0 -
Z f* s 7)‘¢,U qi(ern)qunil, falls voo(a) > 1.
m>deg(\)+2 0 77&
n>m

Analoge Betrachtungen liefern

Z Z Z £ ((W%H u+ Zﬂ%) 7)\”“) g gmy
s

m>deg(A)+2 yenfl/rmt! YER([T] >

oo

nez Voo (Aut(p+yA)mg, ) >2
Voo (Ul —am ) >m+1

m—+1 arh _
> > fr ((WOB ;?") ,/\,u> g (s gmn

m>deg(A)+2 \deg(A)+2—veo(a)<n<m
i —(m+1+n)5_2n
> f (( 0 7Tn>,/\,u>q q
n>max{deg(\)+2—voo (a),m~+1}
fiir voo(a) < 0 bzw.

Z Z Z £ <<7r%+1 U+ ZW&) 7)\”“) g~ (mHin)s mty
Uy

m>deg(\)+2 uerlt! /amt! YEF[T] -
nez Voo (Au+(p+yA) 7L, ) >2
Voo (Ul —ar ) >m+1

m+41 arh _
> S (R )

00
m2>deg(A)+2 \ deg(\)+2—vso (a—&—%)gngm

* Wg“ 0 —(m+14n)s 2n
> of (( 0 WTL),A,M)q |,

oo
falls v (a) > 1. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 2.2.9. O
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4.2 Hecke-Operatoren

4.2.1 Definition der Hecke-Operatoren

Wie in der Einleitung beschrieben, lassen sich viele Konzepte klassischer Modulformen durch
Adelisierung auf andere Korper und Gruppen iibertragen. Hier soll die verallgemeinerte ade-
lische Formulierung von Hecke-Operatoren auf harmonische Koketten auf G(K ) /T oo (R) K2
iibertragen werden.

Es sei A der Adelring von K = Fy(T) und S die Menge seiner Stellen. Zu einer Stelle p € S
bezeichne K, die Komplettierung bei p mit Ganzheitsring Oy, Ortsuniformisierender m, und
Bewertung vp. Zu jedem p € S ist die sogenannte p-Iwahorigruppe I, definiert als
Ip = {(Qij)lgi,j§3 S G(Kp) | Gij € 7Tp0p fiir alle 1 < j }
Es sei
ro_ G(Oy), falls p # oo und vy(N) =0,
i I, falls p = oo oder vy (V) > 0,

und

T(A) =[] T

peS
Damit gilt G(A) = G(K)G(K)I'(A), und man kann einer Funktion

[ To(N\G(Kx)/ToKi — C

eine Funktion

0: G(K)\G(A)/T(A)A* = C

1 00
zuordnen, indem man zu z € G(A) einen Vertreter der Form 010 ,Zoo | in
0 01
peS\{oo}

G(K)zI'(A)A* wéhlt und

p(x) == f(z0)
setzt. Dies ist wohldefiniert (siehe hierzu z. B. [Bu], Kap. 3.3, oder [De|, Kap. 7.2).
Fiir p € S mit p # oo und vy(N) = 0 seien

Dy:={0 1 0|, D=0 m 0], D3:=|0 m O
0 0 1 0 0 1 0 0 m

und H;p = lgo,)pic(0,) die charakteristische Funktion von G(O,)D;G(Oy) fiir 1 < i < 3.
Die sphérische Hecke-Algebra HpG @) der G(Oyp)-biinvarianten Funktionen auf G(K,) mit
kompaktem Trager wird erzeugt von Hyy, Hayp, H3p =: H:,fp1 sowie ngl = 1G(OP)D3_10(OP)
(siehe [Fr], S. 30). Bettet man g € G(K}) in G(A) ein, indem man an allen Stellen q € S

mit q # p die Einheitsmatrix setzt, so operieren die H;, auf der Menge aller Funktionen
v: G(K)\G(A)/T'(A)A* — C durch

(Hpo)a) = [ Hislo)olag)ds
G(Kp)

wobei das Haarmaf} so normiert sei, daB§ G(Oy) das Maf 1 hat. Analoges gilt fiir Hj pl. Dieses
Integral 148t sich wie folgt als endliche Summe schreiben.
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Satz 4.2.1 Sei p: G(K)\G(A)/T'(A)A* — C eine Funktion. Mit der kanonischen Einbettung
von G(K,) in G(A) gilt:

(Hipo)r) = 3 so(:c(p 1
0

(Hopp)(@)= ) sO(x

(Hsp0) ™ (2) =p().

Beweis Aufgrund von

m 0 0
G(Oy) (0 1 0) G(Op) =
0

k=3

01

T, a b 1 0 1 0 O
U 0 1 0|GOo)u | 0 m c|GOy)Ul0 1 0]aGO))
a,be0y/m0, \ 0 0 1 c€O0p/mp0, \O0 0 1 0 0 m

und der Rechts-G(Oyp)-Invarianz von ¢ erhélt man

=3
S

(Hypp) (x) = / Hip(g)p(xg)dg = / o(zg)dg =

G(Kp) G(Op)D1G(Oy)

T oa b 1 0 O
Z /@xOlOgdg—i—Z/goxOWpcgdg—i-
a,be0y /7 Op G(0y) 0 01 c€0y /mp Oy G(Oy) 0 0 1
1 0 0
plz|0 1 0 )g]|dg=
G(0y) 0 0 m

Ty @
Z / plz| 0 1
(l,bEOp/’ﬂ'pOp G(Op) 0 0

und hieraus die Behauptung fiir H; , wegen [ dg=1.
G(Op)
Die Formel fiir Hs ¢ beweist man analog unter Benutzung von

m 0 0 ™ a b
GO |0 m 0]GO)=|J 0 m c|GO,U
0 0 1 a,b,c€0p/m0, \ 0 0 1
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™ a b 1 0 0
U 0 1 0|Go)u | 0 m a|GOy).
a,beO,/m0, \ 0 0 mp a€0,/mp0, \O 0
Ferner folgt aus
daf
m 0 0
(Hizp)@) =p x| 0 m 0],

und die Invarianz von ¢ unter dem Zentrum A* liefert die Behauptung fiir ng pl<p. Fir Hy, plgo
O

argumentiert man analog.
Satz 4.2.2 Seien p: G(K)\G(A)/T(A)A* — C die zu f: I'o(N)\G(K) /T K2 — C korre-
spondierende Funktion und T;pf: To(N)\G(Kx) /T K2 — C die Projektion von H;pp auf

o0o. Ferner set

R :={r e Fy[T]| deg(r) < deg(m)}.

Es gilt:
1 a b m 0 0 m 0 0
(TipH)@) =D F{{0 m ofa]+D [0 1 c]a|+f[[{0 m 0fz],
a,beER 0 0 m cER 0 0 m 0 0 1
T a ac—bm Ty amy b
(Tapf)(z) = Z / 0 m cmy x|+ f 0 m 0)z]|+
a,b,ceR 0 O Ty a,beR 0 0 m
W™ 0 0
Zf 0 m alx],
a€ER 0 0 7Tp

(T3 () =f(x).

Beweis Die Aussage fiir T:i[pl ist klar.

1 00
Sei & = (§q)qes € G(A) mit §g = [0 1 O) € G(K,) fir q # oo und {x € G(K+). Weiter
0 0 1
sei ¢ die zu f gehorige Funktion auf G(K)\G(A)/T'(A)A*. Es ist
(Hipp)(§) =
T a b 1 0 0 1 0 0
Y oelelo to) |+ D> elefom )| +efglo 10
a,b€0, /7y Oy 0 0 1 c€0y /mpOp 0 0 1 0 0 m
T oa b
Man betrachte zunéchst o | £ 0 1 0 . Wegen der Invarianzen von ¢ kann man das
0 0 1
1
T a b
Argument von ¢ von linksmit [ 0 1 0 € G(K) multiplizieren, ohne den Funktionswert
0 0 1
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zu dndern. Im Produkt

—1
s

k=3
3
=2

O~ Q
- o o
S~ Q
—_ o o

1 00
(fq)qes 010 ’
0 01

0
0
q€S qeS\{p} p

o O

s

=1

, bei

steht dann an allen Stellen, die von p und oo verschieden sind, der Eintrag

O = Q
_ o o

0

0
-1

Tp

b
p steht die Einheitsmatrix und bei oo steht | 0 0 ¢oo. Fiir alle Stellen g ungleich p, oo
0 1

O =

T oa b T oa b
ist [ 0 1 0] €Iy Daher liegt die Matrix, die den Eintrag | 0 1 0| bei q # p, 00 hat
0 0 1 0 01
und die Einheitsmatrix bei p und oo, in I'(A), und Rechtsmultiplikation des neuen Arguments
hiermit liefert eine Matrix, die an allen Stellen auler oo die Einheitsmatrix als Eintrag hat

1/my —a/m —b/m

und bei co den Eintrag 0 1 0 €00, S0 dal man
0 0 1
Ty a b 1/my —a/my —b/m,
wlEl 0O 1 0 =f 0 1 0 ¢
0 01 0 0 1

erhélt. Wenn man nun noch mit m, € K, durchmultipliziert, beriicksichtigt, daf es kein
Unterschied ist, ob man iiber a,b € O,/mOy oder iiber —a, —b € O, /7O, summiert und
Oy /mpOp = R benutzt, so erhélt man den ersten Summanden von T , f. Die restlichen beiden
Summanden sowie die Formel fiir 75, f erhélt man durch analoge Uberlegungen. (|

4.2.2 Fourierentwicklung der Hecke-Transformierten

Fiir ein Primpolynom m, € Fy[T] gelte fiir alle m,n € Z, u € Koo /T Oco, A, o € Fy[T] die

Konvention A
#* ((WSO I;) ’M> =0, falls m, f A oder 7 { p1.

Too) T Ty

* T U i () —- fF T U 1
(05 ) =o=r (5 ) 2n)

falls nicht jeweils sowohl A als auch g durch m, teilbar ist.

Analog seien

Satz 4.2.3 Sei m, € Fy[T] prim vom Grad d und sei wie vor
R :={r e F,[T]| deg(r) < deg(m)}.
Fir die Hecke-Transformierte Ty pf einer Funktion f: To(N)\G(Ko) /T K% — C gilt

ﬂ'oné U v d 7.‘_m+d (U+T7Tn )7_‘_—1
@an ([0 w) )= S e (S () ) )
0 0 1 M\ uEF[T] reR &
m d m—d —d by
d px Too UTpTog * Too UT oo - ﬂ
“f (( 0 ngd),)\ﬂfpu)-i-f (( 0 Wgo_d)77Tp’7Tp>] Yoo hv - paw).
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Beweis Gemif Satz 4.2.2 ist

U v 1 r s U v
(T1pf) 0 7 => fl[om o 0 7% wl| |+
0 O r,SER 0 0 m 0 0 1
m 0 0 Tou v m 0 0 T U v
o1 e 0 7% w||+f[l0 m 0 0 7% wl||=
teR 0 0 m 0 0 1 0 0 1 0o 0 1
T u+rrl v+rw+s
Z f 0 TpT TpWw +
rsER 0 0 T
TpToe TpU MU TpTog  TpU  TpU
S f 0 7% wHt]|+f 0 mrlk mwl| |,
teR 0 0 Tp 0 0 1

und dies ist wegen der Invarianz von f unter K7 gleich

™t (utra)m (vt w4 s)m,
S of 0 T w +
r,SER 0 0 1
s U v TpToe  Tpl  Tpv
Z f 0 mim?' (w+t)m! +f 0 7wl mpw
teR 0 0 1 0 0 1

Da f auflerdem rechtsinvariant unter I'o ist, kann man das Argument spaltenweise mit einer
Einheit aus O durchmultiplizieren. Wegen 7, = 3l (Wgowp) ist Obiges gleich

€0z,
o (u o )m (vt rw + s)m,
Z f 0 T w +
rsER 0 0 1
0 ummd v a4 und m
Sl o ad (waom || +f 0 %4 muw
teR 0 0 1 0 0 1

Setzt man jeweils die Fourierentwicklung von f ein, ist der letzte Summand gemé&fl der Kon-

vention
£ am=d yrd A
O ﬂ_gofd ) 7Tp ) ﬂ'p — Y%

falls nicht sowohl A als auch p durch m, teilbar sind, gleich

ot umyt mpv m—d o —d
L0 et mu) = X f*<(°8 Wn?d),A,@%o(mpwmp):
Y E al T S AN )
S (B ) A o ) =
A pempFy[T] o0 Pt
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m d uﬂ.o—od )\ L
= (5 ) 2 D)oo

7ME]F‘Z >

Fiir den zweiten Summanden erhilt man

d

Tog  UTpToy v
Z f 0 7t (w4 t)rrp_1 =
teR 0 0 1

DD IFA ((“5’3 “:2350)@@ Voo N0+ pu(w + )y t) =

MRER[T] teR

Tm d
> f <<°° u;:ﬁf) )%booMJruww ) toolptm, )

AUER [T teR

Falls 7, ein Teiler von p ist, so ist utm, !¢ F,[T] und daher Yoo (ptmy ') = 1 fiir alle t € R,

m d
* ((WSO “;gfy) ) Yoo (AU + pwmy Z (N ,ut7r

o0 teR

* 7™yl _ .
qdf <( 80 24‘20) 7)‘7,U’> 1/}00()\1) + Mwﬂ-p 1) fur 7Tp ’ M-

TrOO
Wenn 7, { p1, teile man p mit Rest durch m:
p=kmy+r mit k,r € Fg[T], 0 < deg(r) <d—1.

Man erhilt Yoo (1t ') = thoo (kmp +7)tm, 1) = Yoo (rtmy 1), da thoo(kt) = 1 wegen kt € Fy[T].
Es gilt

D Ueolutmy ) =D tnoltrm ) = Y dlleot T+ e T rm ) =

teR teR €0,E1;--,£d—1€Fq

> tooleorm ) D vl Trmy ) Y thae(eaa T e, ).

eo€ly e1€Fy eq—1€Fq

Sei e := d — deg(r) — 1, dann ist 0 < e < d — 1, und in dem Produkt auf der rechten Seite
kommt der Faktor

Z woo(aeTerwgl)

ee€lfy

vor. Nach Wahl von e ist
voo(Terwp_l) =—e—deg(r)+d=—(d—deg(r) —1) —deg(r) +d =1,

also

o0
1 ; .
Terwp = E a;ms, mit a; € Fy, aq # 0.
i=1

Da nur der Koefﬁment VOr oo in der Potenzreihenentwicklung von e T°rm, 1 den Wert von
Yoo (€T rm, 1) bestimmt, ist

D Poo(eeTrmy ) = D Yoo(Eea1mog) = Y | Yoo (ETag).

ce€ly ce€ly écl,
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Mittels Lemma 2.2.2 folgt

Z woo(gﬂ'oo) =0,

éeF,

Z Voo (Mtﬂp_l) =

und deswegen ist

teER
so daf}
NG ..
f 0 ontd Yoo (A + pw, Z Yool utw =0 fir m { p.
& teR
Zusammenfassend erhilt man
0 umymd v
Z ! 0 7w (w+t)m! =
teR 0 0 1
" oyl
Z qdf . 12—}-30 ) A, H woo()\v + ﬂU)) =
0 Too 7Tp
AEF,[T]
pempFy[T]
" " um,md
Z qdf << 80 7T£+§O> 7/\77‘—%“) wOO()"U + /“U)'
AvNEFq [T] *

Abschlielend bleibt

amtd (y + rwgo)ﬂ';l (v+rw+ 5)77;1

Zf 0 T w

r,sER 0 0 1

zu betrachten. Fourierentwicklung von f fiihrt auf

it (utra)my !t (v rw + s)my !

> of 0 T w =

r,sER 0 0 1

> 2T <( mowtd (u+:§o)ﬂ;l>,A,M> Yoo AV + 1w + 8)m, " + pw) =

ApER[T] rseR
7t (u )y ! 1 1
Z Z I << n P ) ,A,u) Yoo (A(v + rw)m, " 4 pw) Z Yoo(AsT, ).
el [T] reR s€ER

Die Betrachtung von ) oo (Asm, 1) ergibt analog zu obigen Uberlegungen fiir > 1) ( ptmy b,
sER teR

daB
d fall A
ZwOO(ASWpl):{q ) a S7rp| )
= 0, falls m 1 A
Daher ist
amtd (y 4 mgo)wp‘l (v+rw+ s)7rp_1
Z f 0 T w =
r,sER 0 0 1
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Yy <( (w4 ot

-1
Wn"O)ﬂ-p ) ,/\,,u> Yoo (A (v + rw)w;l + pw) =
AempFg[T]  reR o
neF[T]
Z de << m+d (U—FT’ﬂ'goﬂ'
A e [T

-1
n ) ’ ) 777}3)‘7/L> woo()\(v + Tw) + uw)
reR Moo

:)\v-l—(‘)\rr—i—u)w
Die Abbildung p +— fi := Ar + p ist ein Isomorphismus von F,[T], so dal man den Ausdruck
auf der rechten Seite schreiben kann als

Z de (( (w4 ),

1
o ) , T, [l — )\r> Yoo (AU + flw).
MNRERG[T]  reR >

]
Satz 4.2.4 Sei m, € Fy[T] prim vom Grad d und

={r € Fg[T]| deg(r) < deg(m)} .
Fiir die Hecke-Transformierte Ts, f einer Funktion f : T'g

NN\G(Kx)/TooKZ — C gilt
A TR
(T2pf) 0 w5 w =
0 0 1

d d d -
Z ey et urd 4 raltm,
0
Mu€eR[T] LreR

L (T o w(u+ e w—Ar
quf ((80 p oogl_d oo)>’)\ -
reER

des [ (T U\ A
% A e (T )2 )]woouwuw)
Beweis Nach Satz 4.2.2 ist
T T Tt —8m TR U v
(Topf)@)= > {0 m  tm 0 7% w| |+
r,s,tER 0 0 71'3 0 0
Ty TTp S T U v ﬂg 0 O T
Sfllo =2 o 0 7 w||+> f onpr 0 =
r,SER 0 0 Tp 0 0 1 reR 0 0
TpToe Uy +TTh,  Tpv + rw + 1t — smp
Z f 0 TpT oo Tpw + mpt
r,s,tER 0 0 713
TpTog  Tpl + T, TpU + Mprw + S 7r§7r pv
Z f 0 Wgwgo Trgw + Z f 0 7Tp7T Tpw + 7
r,sER 0 0 Tp reR 0 0 Tp
Umformungen wie zu Beginn im Beweis des letzten Satzes ergeben, daf dies gleich ist zu
rrtd und eyt w2 (mpu 4 rw + vt — mys)
dof 0 gjd m Hw + 1) +
r,s,tER 0 0 1
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™ m et (u 4 ) v+ rw+ sy 4 mou T
Z f 0 nd Tpw +Z f 0 7% w+ 7Tp_17"
rsER 0 0 1 reR 0 0 1

Wie im vorherigen Beweis setzt man in die einzelnen Summanden die Fourierentwicklung von
f ein. Fiir den letzten Summanden erhélt man

am—d Tpl Tpv
Z f 0 72 w+ 7rp_1r =
reR 0 0 1

> Zf*((”%d M) Ao e Oty i+ 7)) =

Mu€eFR[T] Te€R

o (T wpu
Yo Ty ) A ) ey + ) Y o (i ).
A u€Fq[T] >

reR

Im Beweis des letzten Satzes wurde gezeigt, dafl > too(pm, r) gleich ¢¢ ist, falls u von Ty
reR
geteilt wird, und daf§ die Summe andernfalls verschwindet. Daher ist obiger Ausdruck gleich

>, 4 << W(L)d jrpu) A N) Yoo(AMpo + pw) =

AEF,[T] e
pempFy[T]
N am—d oo A
S (7B R ) vl ) =
A pEmpFy[T] o/ Th
AL Lt RN
Z qdf << 0 7_51 > 771_’,“’) 1/}00()\'U+Mw)
A HEF[T] o/ TR

m—d
geméfl der Konvention, dafl f* ((W"O Tt

n ) e, ,u) = 0 falls nicht sowohl X\ als auch u
0 wh ) ™
von T, geteilt werden.

Fiir den mittleren Summanden ergibt sich

™ m it (u 4 ) v+ rw + syt
Z f 0 nnd TpW =
r,sER 0 0 1

m —1__—d n
* Tog Tp Moo (U T+ TTo _
E E f (( 0 P ng_d )> ,)\,,u> Yoo (A(v + rw + ST, D+ pwTy) =
Mu€EF[T] rseR o0

Tm —-1_—-d n
2 S ((F 7 ) ) o0t ) ) 3 ),
Mu€eFR[T] reR 00

SER

Auch hier ist wieder ) too(Asm, =0, falls my { A, und 3" Voo (AsTy 1) = ¢¢ sonst, so daB
s€ER sER
man daraus
T —1,_—d n
0o Tp Moo (U+ TTT
S e ((F R k) vl )+ ) -
XempFy (T reER o0

REF[T]
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A g lr=d(y + e
Z qdzf*<< 80 ’ Ooglfj OO))y)\,;;) Voo A(v + 1w) + pw) =

m —1_—d n
* Too Tp Moo (U -+ TS v
Z qdzf (<0 i (TLfd )>7)\)

> Yoo (AU + (Ar + p)w)

T Tp
AueFg[T]  reR
.. T 7 (u 4 rat) .
erhiilt (es sei wieder an f* 80 ‘X’Wn A, ” = 0, falls nicht \, p € mpF,[T7,

erinnert). Mittels der Substitution fi = pu 4+ Ar ergibt sich

m —1__—d n Y
Z Z w [ (TR Ty (w4 Tl L= Ar .
qd f (( 0 P El—d )> 7)\7 - > wOO(A’U + /,L’U))
e p

s
MNEF,[T]  rER

Abschlieflend betrachte man

rrtd urd et 2 (mpu 4 rw + vt — Tps)
> of 0 ik T (w + 1) =
r,s,tER 0 0 1

> oox (I ) o)

MU€R[T] r,steER
Q,Z)OO()\WP_Z(WW +rw+rt — mps) + ,me_l(w +1t)) =

m+d n+d
Z Zf << umsg +7;L7J:d & > ,A,,u) @Z)oo()mp_2(7rpv+rw)+,u77p_1w)-

Mu€F,[T] rER
D oo(—Ay 1) Y e (my (AT, ).
SER teER

Wie vor verschwindet die Summe 9o (—=Am, Ls), falls 7, £ A, und ist andernfalls gleich ¢¢.

SER
Dies fiithrt auf

o (T urd 4 oppitdns B B
Z Z qdf (< 08 n+d IJ ) 77713)\’ M) 11100()\77,3 l(wpv + Tw) + /.MTp l’LU)'

T
rER A\,u€F [T &

D ooy AT + 1)),

teR

Fiir jedes feste r € R ist die Abbildung p — i := Ar + p ein Isomorphismus von F,[7], und
Substitution fithrt auf

m+d ntd,_—1
3 Z (( e § ) ro i — )\r)woo Notiemy ) S o ().

TER AAEF,[T teR

Behandelt man die Summe ) oo (7, 'tfi) wie gehabt, erhilt man
teR

amtd yrd 4 oppitdns - _
Z Z ¢ f (( n+d i > s Tp A, Tpfl — )‘T> Yoo (Av + fw).

Mi€F,[T] r€R
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